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Resumen

En este trabajo se investigan algunas propiedades dinámicas de la familia de los ma-
peos tienda, en su versión compleji�cada. Al compleji�car los mapeos tienda, estos se
convierten en un tipo particular de transformaciones conformes en dos pedazos, que fue-
ron estudiados en su forma general en la tesis de licenciatura del autor (véase [Leriche]).
El estudio de la dinámica de las transformaciones conformes por pedazos es un área
emergente en la teoría de sistemas dinámicos, con bastante investigación aun por reali-
zar. Por este motivo, es de relevancia analizar la compleji�cación de sistemas reales bien
estudiados (la familia de las funciones tienda, en este caso), que resultan en sistemas de
transformaciones conformes por pedazos con propiedades dinámicas aun no determinadas
completamente, y que pueden �heredar� algunas características del sistema real original.

En la sección sobre resultados de la investigación, se demuestra una proposición que
indica en que casos se puede asegurar que los mapeos de la familia son globalmente atrac-
tores o repulsores. Asimismo, se encuentran las características de los conjuntos de Julia
rellenos y de órbitas eventualmente periódicas en varios casos.

Para los elementos restantes de la familia, se conjeturan algunos comportamientos
dinámicos, con base en resultados previamente reportados y observaciones sobre grá�cos
generados por computadora. También se de�ne un locus en el espacio de parámetros, para
el cual se conjetura que no puede incluir transformaciones con conjuntos de Julia com-
pletamente disconexos, a la manera del conjunto de Mandelbrot de la familia de mapeos
cuadráticos en los complejos.

Finalmente, se incluye como apéndice la lista de algoritmos utilizados para generar
los grá�cos por computadora necesarios. También se incluyen algunas imágenes generadas
para ejemplos y contra-ejemplos, así como para dar soporte a los resultados obtenidos y
las conjeturas propuestas.

Es importante hacer notar que este estudio forma parte del diccionario de Sullivan,
en el que originalmente se establecieron relaciones entre grupos kleinianos y dinámica de
mapeos racionales. Posteriormente, el diccionario se ha extendido a la dinámica de funcio-
nes trascendentes y, como en este trabajo, a la dinámica de transformaciones conformes
por pedazos. Entre las relaciones con mapeos racionales, se encuentran coincidencias del
conjunto irracional con el conjunto de Julia, de las celdas del conjunto regular con los
componentes del conjunto de Fatou, del carácter periódico de las celdas con el teorema
de dominios no errantes, sólo por citar algunas (véanse [Goetz00, Goetz01]).

Finalmente, vale la pena mencionar que un punto de interés adicional para el desa-
rrollo de esta teoría, son las conexiones que existen con otros temas. Por ejemplo, las
transformaciones conformes por pedazos son generalizaciones de sistemas de intercam-
bio de intervalos, y además están relacionadas con la teoría de billares duales y sistemas
hamiltonianos (véanse [Goetz00, Goetz01]). Fuera del área de sistemas dinámicos discre-
tos, se puede mencionar que la monodromía de las soluciones de ecuaciones diferenciales
complejas, son precisamente transformaciones conformes por pedazos (véase [Cruz05]).
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Antecedentes

Transformaciones de Möbius por pedazos

Una función h : Ĉ→ Ĉ es una transformación de Möbius si

h(z) =
az + b

cz + d

con a, b, c, d ∈ C y ad − bc 6= 0. Estas transformaciones forman un grupo isomorfo a
PSL(2,C).

Una transformación F : Ĉ→ Ĉ de Möbius por pedazos (particularmente, en dos

pedazos) es

F (z) =

{
f(z), si z ∈ D
g(z), si z /∈ D

donde f y g son de Möbius, y el pedazo D del dominio es la cerradura de un abierto
simplemente conexo cuya frontera es una curva suave por partes. Obsérvese que F no es
continua en ∂D, pues en general f(z) 6= g(z) para z ∈ ∂D.

La telaraña de la transformación de Möbius por pedazos F se de�ne como

Spid(F ) =
⋃
n∈N

F−n(∂D)

Al conjunto se le llama de esa manera, porque está formado principalmente por una
unión de segmentos de curvas que asemeja a las estructuras creadas por los arácnidos. La
notación del conjunto viene de su nombre en inglés: spiderweb.

Nótese que la telaraña es el conjunto de los puntos, que bajo iteraciones de F , caerán
eventualmente en la frontera ∂D (donde F no es continua). Lo anterior implica que la
dinámica en regiones separadas por un segmento de la telaraña, puede ser totalmente dis-
tinta. Por esta razón, al conjunto telaraña también se le llama excepcional o irregular.
Se muestra un ejemplo en la �gura [1].

Como contraparte de la telaraña, el conjunto regular es

F(F ) = Ĉ− Spid(F )

De las de�niciones, se deriva que telaraña es invariante hacia atrás y el conjunto regular
invariante hacia adelante, esto es

F−1(Spid(F )) ⊂ Spid(F ) y F (F(F )) ⊂ F(F )

La función itinerario IF : C→ Σ2 asociada a una transformación de Möbius en dos
pedazos F está de�nida como

(
IF (z)

)
n

=

{
0, si Fn(z) ∈ D
1, si Fn(z) /∈ D

donde Σ2 = {0, 1}N es el conjunto de sucesiones (o palabras) de dos símbolos. Por la
de�nición, IF codi�ca las 'visitas' de cada punto a D y Dc , al iterar F .
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La relación z ∼ w ⇐⇒ IF (z) = IF (w) es de equivalencia, por lo que las clases de

equivalencia CF (s) = {z ∈ Ĉ| IF (z) = s} determinan una partición de Ĉ. En [Cruz04] y
[Romero], se demuestran las siguientes relaciones de la telaraña y el conjunto regular con
la partición determinada por el itinerario:

Spid(F ) =
⋃
s∈Σ2

∂CF (s)
F(F ) =

⋃
s∈Σ2

int(CF (s))

De esta manera, se observa que el conjunto regular está formado por componentes
abiertas y disjuntas, donde cada una de ellas contiene todos los puntos con un mismo
itinerario.

El conjunto límite de la telaraña es

ΛSpid(F ) = Spid(F )−
⋃
n∈N

F−n(∂D)

Intuitivamente, ΛSpid(F ) es el conjunto de límites de sucesiones de la forma F−n(z),
con z ∈ ∂D. De hecho, se tiene el siguiente

Teorema. ΛSpid(F ) = ĺımn→∞ F−n(∂D) en el espacio de compactos H(Ĉ)1. (Véase
[Leriche]).

La estructura de la telaraña telaraña puede comprenderse de mejor manera con la
siguiente construcción: Sea C = ∂D y E = Dc, entonces

F 0(C) = C

F−1(C) =(
f−1(C) ∩D

)
∪
(
g−1(C) ∩ E

)
= C0 ∪ C1

F−2(C) = F−1(C0 ∪ C1) =(
f−1(C0 ∪ C1) ∩D

)
∪
(
g−1(C0 ∪ C1) ∩ E

)
=(

f−1(C0) ∩D
)
∪
(
f−1(C1) ∩D

)
∪(

g−1(C0) ∩ E
)
∪
(
g−1(C1) ∩ E

)
= C00 ∪ C10 ∪ C01 ∪ C11

...
F−n(C) =

⋃
s∈Σ2(n) Cs

...

ΛSpid(F ) =
⋃
s∈Σ2

Cs

donde Σ2(n) = {0, 1}n es el conjunto de palabras de dos símbolos de tamaño n, Cs0 =
f−1(Cs) ∩ D y Cs1 = g−1(Cs) ∩ E. Nótese que puede ocurrir que Cs = ∅, y por
lo tanto Cs0 = Cs1 = ∅. Además, se puede de�nir SpidN (F ) =

⋃
n≤N F

−n(∂D) =⋃
s∈Σ2(N) ∂CF (s).

También es útil distinguir al conjunto irracional, el cual se de�ne como

I(F ) = {z ∈ Ĉ| IF (z) es irracional}

Nótese que Ĉ−I(F ) es el conjunto de todos puntos con itinerarios racionales, esto es, iti-
nerarios que determinan sucesiones de símbolos eventualmente periódicos, y por lo tanto
de celdas CF (s) eventualmente periódicas.

1H(Ĉ) = {K ⊂ Ĉ| K es compacto}, con la métrica de Hausdor� derivada de la métrica esférica en Ĉ.
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Es importante resaltar el caso ΛSpid(F ) = ∅, que implica Spid(F ) = SpidN (F ) para
algún N . Así, F(F ) estaría formado por un número �nito de celdas, y por lo tanto, todos
los itinerarios deberían ser racionales.

Debido a la naturaleza discontinua de las transformaciones Möbius por pedazos, las
propiedades dinámicas son difíciles de analizar. Sin embargo, se han obtenido algunos
resultados sobre su estabilidad, utilizando algunas relaciones con grupos de transforma-
ciones en PSL(2,C).

En primer lugar, se de�ne el grupo asociado a una transformación Möbius en dos
pedazos F como el subgrupo de PSL(2,C) generado por las transformaciones de�nidas
en cada pedazo, esto es, GF =< f, g >.

A los subgrupos discretos de PSL(2,C), se les llama kleinianos. El conjunto de puntos
de acumulación de una órbita de cualquier punto p bajo la acción de G, es llamado con-
junto límite y se denota Λ(G) (esto es, Λ(G) = {q ∈ C| q es punto de acumulación de Gp},
donde Gp = {g(p)| g ∈ G} es la órbita de p bajo la acción de G). Si G es kleiniano, Λ(G)
puede ser una de las siguientes posibilidades: vacío, un punto, dos puntos, una circunfe-
rencia, una recta, un conjunto fractal o todo Ĉ. Si G no es kleiniano, Λ(G) = Ĉ.

De aquí en adelante se considerará que el grupo asociado GF es kleiniano y que
Λ(GF ) 6= Ĉ.

Un primer resultado que relaciona el grupo asociado y la dinámica de F , es el siguiente

Teorema. Si ∂D ∩ Λ(GF ) = ∅, entonces ΛSpid(F ) ⊂ Λ(GF ). (Véase [Leriche]).

Como ejemplo, considérese F de�nida por f(z) = z en D = B(1, 1) (el disco ce-
rrado centrado en 1 de radio 1) y g(z) = 1

2z en Dc. En este caso GF es kleiniano y

Λ(GF ) = {0,∞}. Obsérvese que ∂D∩Λ(GF ) = {0} y que ΛSpid(F ) = {z ∈ Ĉ| Re(z) = 0}.
Por otro lado, tomando D = B(1, r) con r 6= 1 y las mismas funciones componentes, se
tiene que ∂D ∩ Λ(GF ) = ∅ y ΛSpid(F ) = {∞} ⊂ Λ(GF ). Véase la �gura [2].

Un interrogante es determinar la estabilidad es el sistema dinámico asociado a F al
perturbar el dominio D, manteniendo �jas las funciones f y g (y por lo tanto �jando a
GF ). Un resultado en este sentido es el siguiente

Teorema. La función ∂D 7→ SpidN (F ) es continua del subespacio de las curvas de

Jordan en Ĉ a H(Ĉ), para cualquier N ∈ N. (Véase [Leriche]).

De los dos teoremas anteriores, se tiene como consecuencia el siguiente

Teorema. Si ∂D ∩ Λ(GF ) = ∅, entonces la función ∂D 7→ Spid(F ) es continua del

subespacio de las curvas de Jordan en Ĉ a H(Ĉ). (Véase [Leriche]).

Este último teorema implica cierto tipo de estabilidad, pues al ser la función descrita
continua, pequeñas perturbaciones en el dominio D derivan en pequeñas variaciones de
las respectivas telarañas, y, por lo tanto, del comportamiento dinámico.
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Para la estabilidad estructural, al perturbar las transformaciones f y g y �jando D,
se requieren condiciones más fuertes:

Teorema. Si GF es de Schottky2 y ∂D está contenida en la región fundamental de GF ,
entonces F es estable en el espacio de transformaciones. (Véase [Leriche]).

Conjuntos de Julia y de Mandelbrot

El conjunto de Julia relleno de una función f : Ĉ→ Ĉ es

JR(f) = {z ∈ Ĉ
∣∣ ∃C ∈ R, |fn(z)| < C ∀n ∈ N} = {z ∈ Ĉ| O(z, f) está acotada}

donde O(z, f) = {z, f(z), f2(z), . . . , fn(z), . . . } es la órbita de z bajo f .

El conjunto de Mandelbrot de una familia de mapeos uniparamétrica
{fα : Ĉ→ Ĉ}α∈C, con una semilla s0 ∈ C dada, se puede de�nir como

M({fα}, s0) = {β ∈ C
∣∣ O(s0, fβ) está acotada}

Para la familia de polinomios cuadráticos {qc}, donde qc(z) = z2 + c, el conjunto
de Mandelbrot M({qc}, 0) representa el locus de conectividad de los conjuntos de Julia
rellenos JR(qc), esto es, si c ∈ M({qc}, 0) entonces JR(qc) es conexo, pero totalmente
disconexo en caso contrario. La elección de 0 como semilla es debido a que es punto crítico
de todos los mapeos qc (pues

∂
∂z qc(z) = 2z = 0 ⇐⇒ z = 0).

La familia de mapeos tienda y su dinámica

La familia de mapeos tienda {Tκ : R → R}κ∈(0,∞) está de�nida por funciones
lineales por pedazos de la siguiente manera:

Tκ(x) =

{
κx, si x ≤ 1

2

κ− κx, si x > 1
2

Algunas propiedades dinámicas de los elementos de la familia de los mapeos tienda:

Si κ < 1, ĺımn→∞ Tnκ (x) = 0 para todo x ∈ R.

Si κ = 1, Tκ ≡ Id en (−∞, 1
2 ] y ĺımn→∞ Tnκ (x) = Tκ(x) = 1− x para todo

x ∈ ( 1
2 ,∞).

Si 1 < κ ≤ 2,

• Si x ∈ [0, 1], Tnκ (x) ∈ [0, 1] para todo n ∈ N.
• Si x /∈ [0, 1], ĺımn→∞ Tnκ (x) = −∞.

Si κ > 2, ĺımn→∞ Tnκ ( 1
2 ) =∞.

2Un grupo kleiniano es de Schottky si es generado por un número de �nito de transformaciones

de Möbius gi, tales que existen Ci y C′
i, parejas de circunferencias disjuntas, que acotan una región

fundamental R, gi(Ci) = C′
i y gi(R) ∩R = ∅.
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La familia de los mapeos tienda es de relevancia en sistemas dinámicos discretos, porque
sus elementos son ejemplos representativos y bien estudiados de distintos conceptos im-
portantes en la teoría. Véase [KingMendez].

En relación con los conjuntos de Julia rellenos, para la familia de mapeos tienda se
tiene que:

Si κ ≤ 1, JR(Tκ) = R.

Si 1 < κ ≤ 2, JR(Tκ) = [0, 1].

Si κ > 2, JR(Tκ) = Cκ ⊂ [0, 1], un conjunto de Cantor (compacto y totalmente
disconexo).

Lo anterior indica queM({Tκ}, 1
2 ) = [0, 2] es el locus de conectividad de los conjun-

tos JR(Tκ). Obsérvese que en este caso, 1
2 es similar a un punto crítico, pues Tκ(x) ≤

Tκ( 1
2 ) = κ

2 para cualquier x ∈ R.

La familia de mapeos tienda en Ĉ
La familia de mapeos tienda en el plano complejo puede de�nirse como sigue: Tκ,D =

{Tκ,D : Ĉ→ Ĉ}κ∈C−{0}, tales que

Tκ,D(z) =

{
fκ(z) = κz, si z ∈ D
gκ(z) = κ− κz, si z /∈ D

donde D es un conjunto cerrado cuya frontera es en una circunferencia o una recta.

Análisis de las funciones componentes

Como κ = |κ|e�(κ)i, se tiene que:

fκ es la rotación en ángulo �(κ) compuesta con la homotecia |κ|. Sus puntos �jos
son fix(fκ) = {0,∞}.

Si κ 6= −1, gκ es la rotación en ángulo �(−κ) = �(κ) + π alrededor del punto �jo
oκ = κ

κ+1 , compuesta con la homotecia |κ|. Entonces gκ(z) = κ− κz =
(1 + κ)oκ − κz = κ(oκ − z) + oκ. fix(gκ) = {oκ,∞}.

De acuerdo al parámetro κ, las transformaciones fκ y gκ tienen las siguientes caracterís-
ticas:

κ Tipo de fκ Tipo de gκ Puntos �jos
|κ| < 1 Loxodrómicas 0, oκ atractores, ∞ repulsor
κ = −1 Elíptica Parabólica 0, ∞ indiferentes, ∞ parabólico

|κ| = 1, κ 6= ±1 Elípticas 0, oκ, ∞ indiferentes
κ = 1 Id. Elíptica oκ, ∞ indiferentes
|κ| > 1 Loxodrómicas 0, oκ repulsores, ∞ atractor
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Obsérvese que fκ( 1
2 ) = gκ( 1

2 ) = κ
2 , pero fκ(∂D) 6= gκ(∂D) en general. Es claro

que si fκ y gκ son transformaciones de Möbius distintas, fκ(∂D) 6= gκ(∂D) para cual-
quier circunferencia ∂D. Sólo en el caso ∂D una recta que pasa por 1

2 , se tiene que
fκ(∂D) = gκ(∂D) 3.

Ningún elemento Tκ,D tiene puntos críticos, pues su derivada es

∂

∂z
Tκ,D(z) =

{
κ, si z ∈ D
−κ, si z /∈ D

,

la cual nunca es cero porque κ 6= 0.

Para que la dinámica de los mapeos tienda Tκ en R esté �contenida� en la dinámica
de los mapeos tienda Tκ,D en C, se requiere que (−∞, 1

2 ] ⊂ D y ( 1
2 ,∞) ⊂ Dc. De esta

manera, D tendría que ser un semiplano, con ∂D una recta que pasa por 1
2 . Sin embargo,

en este trabajo se investiga el caso general.

Como consecuencia de las características propias de fκ y gκ, el grupo generado por
ellas no es kleiniano en general. Esto implica que no pueden aprovecharse los resultados
antes descritos en el tema de estabilidad. Esta a�rmación se formaliza en un corolario y
es consecuencia del siguiente

Teorema. Sean dos transformaciones distintas f , g ∈ G < PSL(2,C). Si f es loxo-
drómica y fix(f) ∩ fix(g) consiste en un sólo punto, entonces G no es discreto. (Véase
[Lascurain]).

Corolario. Si |κ| 6= 1, entonces el grupo asociado a Tκ,D no es kleiniano.
Demostración:

Como |κ| 6= 1, fκ y gκ son loxodrómicas. Además fix(fκ) ∩ fix(gκ) = {∞}. Por el
teorema anterior, G =< fκ, gκ > no es discreto, es decir, no es kleiniano. �

Algunos resultados sobre la dinámica

En primer lugar, se analiza el comportamiento global de las órbitas. Se dice que una
función T en un espacio métrico X es globalmente atractora si existen R ∈ R+ y
N ∈ N tales que |Tn(x)| ≤ R para toda x ∈ X y n ≥ N . Se dice que es globalmente

repulsora si existe R ∈ R+ tal que ĺımn→∞ |Tn(x)| =∞ si |x| ≥ R.

Proposición 1.

1. Si |κ| < 1, Tκ,D es globalmente atractora.

2. Si |κ| > 1, Tκ,D es globalmente repulsora.

Demostración:

1. Sea |k| < 1.

a) Caso D = B(z0, r), un disco cerrado.

3Una recta que pasa por 1
2
se puede escribir de manera paramétrica como γ(t) = 1

2
+ tv, donde v ∈ C,

v 6= 0, es la dirección de la recta. fκ(γ(t)) = κ
2

+ tκv es una recta que pasa por κ
2

y dirección κv.

gκ(γ(t)) = κ− κ( 1
2

+ tv) = κ
2
− tκv representa la misma recta que fκ(γ(t)).
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Sea B = B(oκ, R), con R = máx{|oκ − z0| + r, |oκ − κz0| + |κ|r}. Por cons-
trucción, D ∪ fκ(D) ⊂ B. Si z /∈ B, entonces existe un N ∈ N tal que
Tnκ,D(z) = gnκ(z) para n ≤ N y gNκ (z) ∈ B, porque oκ es el centro de B y
es el punto �jo atractor de gκ. Si z ∈ B, puede suceder
1) z ∈ B −D, entonces Tκ,D(z) = gκ(z) ∈ B, porque oκ es el centro de B y

es el punto �jo atractor de gκ.

2) z ∈ D, entonces Tκ,D(z) = fκ(z) ∈ B, pues fκ(D) ⊂ B por construcción.

b) Caso D = B(z0, r)
c, el complemento de un disco abierto.

Sea B = B(0, R), con R = máx{|z0| + r, |κ − κz0| + |κ|r}. Por construcción,
Dc ∪ gκ(Dc) ⊂ B. Si z /∈ B, entonces existe un N ∈ N tal que Tnκ,D(z) = fnκ (z)

para n ≤ N y fNκ (z) ∈ B, porque 0 es el centro de B y es el punto �jo atractor
de fκ. Si z ∈ B, puede suceder
1) z ∈ B −Dc, entonces Tκ,D(z) = fκ(z) ∈ B, porque 0 es el centro de B y

es el punto �jo atractor de fκ.

2) z ∈ Dc, entonces Tκ,D(z) = gκ(z) ∈ B, pues gκ(Dc) ⊂ B por construcción.

c) Caso D un semiplano cerrado. Sea B = B(0, R), con R = 2|oκ|
1−|κ| .

Para z /∈ B, puede suceder
1) z ∈ Bc ∩D, entonces |Tκ,D(z)| = |fκ(z)| = |κz| < |z|, porque |κ| < 1.

2) z ∈ Bc ∩ Dc, entonces |Tκ,D(z)| = |gκ(z)| = |(1 + κ)oκ − κz| < 2|oκ| +
|κ||z| < |z|, pues como z /∈ B se tiene que |z| > R =⇒ |z| − |κ||z| >
2|oκ| =⇒ |z| > 2|oκ|+ |κ||z|.

Por lo tanto, z /∈ B implica que |Tκ,D(z)| < |z|. Entonces, existe N ∈ N tal
que TNκ,D(z) ∈ B.

Para z ∈ B, puede suceder
1) z ∈ B ∩D, entonces Tκ,D(z) = fκ(z) ∈ B, pues 0 es el centro de B y es el

punto �jo atractor de fκ.

2) z ∈ B∩Dc, entonces |Tκ,D(z)| = |gκ(z)| = |(1+κ)oκ−κz| < 2|oκ|+|κ||z| ≤
2|oκ|+ |κ|R = 2|oκ|+ |κ| 2|oκ|1−|κ| = R. Por lo tanto, Tκ,D(z) ∈ B.

Por lo anterior, Tnκ,D(z) ∈ B para todo n ≥ N , para algún N ∈ N y para el disco
cerrado B según sea el caso.

2. Sea |k| > 1.

a) Caso D = B(z0, r), un disco cerrado.

Sea B = B(oκ, R), con R = |oκ − z0|+ r. Por construcción, D ⊂ B. Si z /∈ B,
entonces |Tκ,D(z) − oκ| = |gκ(z) − oκ| = |κ(oκ − z)| > |z − oκ|. De aquí que
ĺımn→∞

(
Tnκ,D(z)− oκ

)
=∞.

b) Caso D = B(z0, r)
c, el complemento de un disco abierto.

Sea B = B(0, R), con R = |z0| + r. Por construcción, Dc ⊂ B. Si z /∈ B,
|Tκ,D(z)| = |fκ(z)| = |κz| > |z|.
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c) Caso D un semiplano cerrado. Sea B = B(0, R), con R = |κ+1||oκ|
|κ|−1 .

Sea z /∈ B.
1) Si z ∈ D, entonces |Tκ,D(z)| = |fκ(z)| = |κz| > |z|, pues |κ| > 1.

2) Si z /∈ D, entonces |Tκ,D(z)| = |gκ(z)| = |(1+κ)oκ−κz| = |κz−(1+κ)oκ| >
|κ||z| − |κ + 1||oκ| > |z|, pues como z /∈ B se tiene que |z| > R =⇒
|κ||z| − |z| > |κ+ 1||oκ| =⇒ |κ||z| − |κ+ 1||oκ| > |z|.

Por lo anterior, ĺımn→∞ Tnκ,D(z) =∞ para todo z /∈ B, donde el disco cerrado B es
según el caso. �

Corolario 1. B(0, 1) ⊂M(Tκ,D, s) para todo s ∈ C.
Demostración:

Si |k| < 1, por la proposición 1 inciso 1, se tiene que O(s, Tκ,D) está acotada para
toda s ∈ C. Por lo tanto κ ∈M(Tκ,D, s). �

En [BruinDeane] y [CatsigerasEtAl], se demuestra que para transformaciones contrac-
toras a�nes por pedazos, todas las órbitas son asintóticamente periódicas o existe un
atractor de tipo Cantor. La compleji�cación de las funciones tienda Tκ,D, es contractora
cuando |κ| < 1. Se complementan los resultados antes reportados con el siguiente

Teorema 1. Si |κ| < 1, JR(Tκ,D) = C e ∞ ∈ Spid(Tκ,D).
Demostración:

1. Por la proposición 1 inciso 1, se tiene que O(z, Tκ,D) está acotada para toda z ∈ C,
por lo tanto JR(Tκ,D) = C.

2. Si ∂D es una circunferencia, supongamos que ∞ /∈ ΛSpid(Tκ,D). Entonces exis-
te un vecindad del in�nito V = {z| |z| > R} tal que V ⊂ C, donde C es una
celda componente de F(Tκ,D). Tomemos D = B(z0, r)

c (el caso D = B(z0, r) se
demuestra de manera análoga). Como ∞ ∈ D y es �jo repulsor de fκ, entonces
∞ ∈ Tnκ,D(V ) = fnκ (V ) = {z| |z| > |κ|nR} ⊂ C para toda n. Entonces existe N ∈ N
tal que TNκ,D(V ) ∩ ∂D 6= ∅, contradiciendo la invariancia de F(Tκ,D).

Si ∂D es una recta, es claro que ∞ ∈ ∂D ⊂ Spid(Tκ,D). �

Véase la �gura [3], donde se muestran ejemplos de telarañas de Tκ,D con |κ| < 1.
Nótese que la primera a�rmación del teorema anterior (|κ| < 1 =⇒ JR(Tκ,D) = C),
está en completa concordancia con el caso de las funciones reales tienda Tκ cuando κ < 1,
pues JR(Tκ) = R.

Para los casos con |κ| = 1, el comportamiento global es variable, tanto puede ser glo-
balmente atractor, repulsor o �indiferente� (véanse [Goetz96, Goetz98, Goetz00, Goetz09],
donde se estudian isometrías por pedazos generales). Sin embargo, el comportamiento es
relativamente fácil de determinar para los casos κ = ±1.

Teorema 2. Si κ = 1, JR(T1,D) = C, ΛSpid(T1,D) = ∅ y todo z ∈ C es eventualmente
periódico.

Demostración:

f1 ≡ Id y g1(z) = 1− z = ( 1
2 − z) + 1

2 es la rotación en π, con centro en 1
2 .

1. Si z ∈ D, O(z, T1,D ≡ Id) = {z}. Si z /∈ D, O(z, T1,D) = {z, 1− z}, independiente-
mente de que 1− z ∈ D o no, pues g2

1 ≡ Id. De aquí que JR(T1,D) = C y que todo
punto es eventualmente periódico.
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2. T−1
1,D(∂D) =

(
f−1

1 (∂D)∩D
)
∪
(
g−1

1 (∂D)∩Dc
)

= ∂D∪
(
g−1

1 (∂D)∩Dc
)
. Es fácil ver

que T−2
1,D(∂D) ⊂ T−1

1,D(∂D) ∪ ∂D. De aquí que Spid(T1,D) = Spid1(T1,D), entonces
ΛSpid(T1,D) = ∅. �

Véase la �gura [4], donde se muestran ejemplos de telarañas y órbitas en el caso κ = 1.
En este caso también se observa �herencia� de la función tienda real T1, pues JR(T1) = R
y todo punto es eventualmente periódico.

Teorema 3. Si κ = −1, JR(T−1,D) =
⋃
n≥0 g

−n
−1 (A), donde A es cierto subconjunto de

D, y todo z ∈ JR(T−1,D) es eventualmente periódico.
Demostración:

f−1(z) = −κz es la rotación de ángulo π y g−1(z) = z− 1 es una traslación. Se de�ne
A = D ∩ f−1

−1 (B) ⊂ D , donde B =
⋃
n≥0 g

−n
−1 (D).

Si z ∈ A, T−1,D(z) = f−1(z) = −z. Si −z ∈ D, entonces −z ∈ f−1(D) ∩ D por
construcción y T−1,D(−z) = f2

−1(z) = z, de aquí que O(z, T−1,D) = {z,−z}. Si −z ∈ Dc,
entonces Tn−1,D(−z) = gn−1(−z) ∈ A para algún n, por construcción. En este caso,

O(z, T−1,D) = {z,−z,−z − 1, . . . ,−z − n, z + n} si Tn+1
−1,D(−z) ∈ D (órbita eventual-

mente periódica) u O(z, T−1,D) = {z,−z,−z − 1, . . . ,−z − n, z + n, z + n− 1, . . . , z + 1}
si Tn+1

−1,D(−z) /∈ D (órbita periódica). La demostración es análoga para encontrar que las

órbitas de z ∈
⋃
n≥0 g

−n
−1 (A) son periódicas o eventualmente periódicas. De todo esto se

concluye que
⋃
n≥0 g

−n
−1 (A) ⊂ JR(T−1,D).

Sea z /∈
⋃
n≥0 g

−n
−1 (A). Si z /∈ B, entonces z /∈ D y es claro que Tn−1,D(z) = gn−1(z) /∈ D

para toda n, por lo tanto Tn−1,D(z) → ∞. Si z ∈ B, por construcción existe n tal que
gn−1(z) ∈ D − A. Si z ∈ D − A, T−1,D(z) = f−1(z) /∈ f−1(D) ∩ B por la de�nición de A.

De lo anterior, JR(T−1,D) ⊂
⋃
n≥0 g

−n
−1 (A). �

Véase la �gura [5], donde se muestran ejemplos conjuntos de Julia rellenos en el caso
κ = −1.

En el caso |z| > 1 (incluyendo el caso |κ| = 1, con κ 6= ±1), la dinámica es mucho más
complicada, en concordancia con la dinámica para la familia de los mapeos tienda reales
con parámetro κ > 1. Como se observa en los experimentos, aparecen órbitas periódicas
repulsoras, estructuras atractoras diversas y los conjuntos de Julia rellenos pueden ser
conexos, disconexos o, aparentemente, de tipo Cantor. Un análisis detallado de estos
conjuntos va más allá de los alcances de este trabajo, sin embargo, pueden presentarse
algunas conjeturas a partir de las observaciones.

Conjetura 1. Si |κ| > 1, ΛSpid(Tκ,D) ⊂ JR(Tκ,D) y JR(Tκ,D) 6= C.

Lo anterior implicaría que todos los conjuntos atractores (excepto ∞) y repulsores de
Tκ,D, estarían contenidos en un conjunto acotado, a saber, JR(Tκ,D). De esta manera,
F(Tκ,D) − JR(Tκ,D) estaría compuesto de las celdas que se �mueven� hacia ∞. Véanse
las �guras [6] y [7], donde se muestran conjuntos de Julia rellenos y telarañas para |κ| > 1.

En analogía con el locus de conectividad de una familia de funciones, se de�ne el locus
conectividad e interior no vacío de la familia Tκ,D como

Mc(Tκ,D) = {κ ∈ C| int(JR(Tκ,D)) 6= ∅ ó JR(Tκ,D) es conexo}.
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Se eligió esta de�nición, porque existen JR(Tκ,D) disconexos con interior no vacío (véase
la �gura [8]) y conexos con interior vacío4.

Conjetura 2. Si κ /∈Mc(Tκ,D), ΛSpid(Tκ,D) = JR(Tκ,D) y es totalmente disconexo.

Véanse las �guras [9] y [10], donde se ejempli�ca esta conjetura.

Como se mencionó antes, fκ( 1
2 ) = gκ( 1

2 ) = κ
2 , pero

1
2 no se comporta como un punto

crítico, como en el caso real. Sin embargo la siguiente conjetura relaciona el conjunto de
Mandelbrot con semilla 1

2 y el locus de conectividad e interior no vacío.

Conjetura 3. M(Tκ,D, 1
2 ) ⊂Mc(Tκ,D).

De hecho se observa que M(Tκ,D, s0) ⊂ Mc(Tκ,D) para casi cualquier elección de
s0 ∈ C. AunqueM(Tκ,D, s0) no es simplemente conexo en general, se propone la siguiente

Conjetura 4. Mc(Tκ,D) es simplemente conexo.

Lo anterior implicaría que existe continuidad en el espacio de parámetros, determi-
nando cierta continuidad en el comportamiento dinámico de los elementos de Tκ,D. Véase
la �gura [11], que ejempli�ca la conjetura 4.

Apéndices

Algoritmos de dibujo

En los siguientes algoritmos se toman las transformaciones de Möbius por pedazos
de�nidas como antes

Fκ,D(z) =

{
fκ(z), z ∈ D
gκ(z), z /∈ D

N ∈ N es el número máximo de iteraciones para los algoritmos y {colorn}n=1,...,N el
conjunto de colores para etiquetar las iteraciones.

Algoritmo Dibujo de la telaraña Spid(F ):
Iteración hacia atrás de puntos en la frontera.

Sea C0 := {zm} ⊂ ∂D un conjunto �nito de puntos en la frontera
n := 0
Mientras n < N :

Cn+1 := ∅
Para cada zm ∈ Cn:

Si f−1(zm) ∈ D:
Añadir f−1(zm) a Cn+1

Si g−1(zm) /∈ D:
Añadir g−1(zm) a Cn+1

Dibujar los puntos Cn+1 usando colorn+1

n := n+ 1

4Tómese κ = 2 y D = {z|Re(z) ≤ 1
2
}. En este caso, JR(T2,D) = [0, 1], pues la dinámica del mapeo

tienda real está �contenida� y es fácil ver que ĺımn→∞ |Tn2,D(z)| =∞ para z /∈ [0, 1].
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Algoritmo Dibujo de la telaraña Spid(F ):
Búsqueda de puntos de la telaraña en una región.

Sea ε ∈ R tal que 0 < ε� 1
Sea [xmin, xmax]× [ymin, ymax] ⊂ C la región
Sea M el número de puntos a evaluar en cada dirección
∆x := (xmax − xmin)/(M − 1) y ∆y := (ymax − ymin)/(M − 1)
y := ymin
Mientras y ≤ ymax:

x := xmin
Mientras x ≤ xmax:

z := x+ yi
n := 1
Mientras n ≤ N :

Si d(z, ∂D) < ε:
Dibujar el punto z usando colorn
Salir del ciclo sobre n

z := F (z)
n := n+ 1

x := x+ ∆x
y := y + ∆y

Algoritmo Dibujo de partición por itinerarios CF (s):
Cálculo itinerarios �nitos de puntos en una región.

Sea [xmin, xmax]× [ymin, ymax] ⊂ C la región
Sea M el número de puntos a evaluar en cada dirección
∆x := (xmax − xmin)/(M − 1) y ∆y := (ymax − ymin)/(M − 1)
y := ymin
Mientras y ≤ ymax:

x := xmin
Mientras x ≤ xmax:

z := x+ yi
Si z ∈ D: s := (0)
En el otro caso: s := (1)
n := 1
Mientras n ≤ N :

z := F (z)
Si z ∈ D: s := (s0)
En el otro caso: s := (s1)
n := n+ 1

Dibujar el punto z usando el color colorn(s)

x := x+ ∆x
y := y + ∆y

Véase la �gura [12], donde se muestran dibujos de itinerarios.
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Imágenes

En los grá�cos se utilizan los dominios D = B( 1
5 ,

3
10 ) y H = {z|Re(z) ≤ 1

2}, a menos
que se indique de otra forma. En general, los colores blanco y azul representan pocas
iteraciones o puntos con órbitas que tienden a in�nito, mientras que el rojo representa el
máximo de iteraciones ó los puntos con órbitas acotadas.

Figura 1: En azul, Spid(F ), donde F está dada por f(z) = 2z en el disco B( 1
2 ,

1
2 ) (en

negro) y g(z) = i
2z fuera del disco. También se muestra parte de la órbita de una circun-

ferencia.

Figura 2: Telarañas Spid(F ), donde F está dada por f(z) = z en el disco y g(z) = 1
2z fuera

del disco. En gris se muestra el caso D = B(1, 1) y en colores un caso D = B(1, 1 + ε).
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Figura 3: Spid(Tκ,D) a la izquierda y Spid(Tκ,H) a la derecha, con κ = 0.98e
5πi
16 .

Figura 4: Spid(T1,D) a la izquierda y Spid(T1,H) a la derecha, con H = {z|Re(z) ≤ − 1
2}.

La celda en rojo contiene todos los puntos �jos, la celda verde los puntos preimagen de
la celda roja, y la celda en blanco los puntos de periodo 2.

Figura 5: En rojo, JR(T−1,D) con D = B(−0.78, 0.3) a la izquierda, y JR(T−1,H) con
H = {z|Re(z) ≥ − 1

2} a la derecha.
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Figura 6: Spid(Tκ,D) a la izquierda y JR(Tκ,D) a la derecha, con κ = 1.02e
5πi
16 .

Figura 7: Spid(Tκ,H) a la izquierda y JR(Tκ,H) a la derecha, con κ = 1.1e
5πi
16 .

Figura 8: JR(T0.053+1.015i,D) a la izquierda y JR(T−0.033+1.012i,D) a la derecha.
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Figura 9: Spid(Tκ,D) a la izquierda y JR(Tκ,D) a la derecha, con κ = 1.1e
πi
5 .

Figura 10: Spid(Tκ,D) a la izquierda y JR(Tκ,D) a la derecha, con κ = 1.1e
πi
5 .
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Figura 11:M(T κ,D, 1
2 ), con D = B( 1

5 ,
3
10 ), D = B(− 1

2 , 1), D = H y D = B( 3
4 ,

1
4 )c.

Figura 12: Algunas celdas de F(Tκ,D) a la izquierda y de F(Tκ,H) a la derecha, con

κ = 1.1e
2πi
3 . El rojo y amarillo indican los puntos sobre los que se aplica principalmente

fκ, bajo un número �nito de iteraciones. Con azul y blanco se indican los puntos a los
que se aplica principalmente gκ.
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