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Resumen

En este trabajo se investigan algunas propiedades dindmicas de la familia de los ma-
peos tienda, en su versién complejificada. Al complejificar los mapeos tienda, estos se
convierten en un tipo particular de transformaciones conformes en dos pedazos, que fue-
ron estudiados en su forma general en la tesis de licenciatura del autor (véase [Leriche]).
El estudio de la dindmica de las transformaciones conformes por pedazos es un &area
emergente en la teoria de sistemas dindmicos, con bastante investigacién aun por reali-
zar. Por este motivo, es de relevancia analizar la complejificacién de sistemas reales bien
estudiados (la familia de las funciones tienda, en este caso), que resultan en sistemas de
transformaciones conformes por pedazos con propiedades dindmicas aun no determinadas
completamente, y que pueden “heredar” algunas caracteristicas del sistema real original.

En la seccién sobre resultados de la investigacién, se demuestra una proposicién que
indica en que casos se puede asegurar que los mapeos de la familia son globalmente atrac-
tores o repulsores. Asimismo, se encuentran las caracteristicas de los conjuntos de Julia
rellenos y de 6rbitas eventualmente peridédicas en varios casos.

Para los elementos restantes de la familia, se conjeturan algunos comportamientos
dindamicos, con base en resultados previamente reportados y observaciones sobre graficos
generados por computadora. También se define un locus en el espacio de parametros, para
el cual se conjetura que no puede incluir transformaciones con conjuntos de Julia com-
pletamente disconexos, a la manera del conjunto de Mandelbrot de la familia de mapeos
cuadraticos en los complejos.

Finalmente, se incluye como apéndice la lista de algoritmos utilizados para generar
los graficos por computadora necesarios. También se incluyen algunas imagenes generadas
para ejemplos y contra-ejemplos, asi como para dar soporte a los resultados obtenidos y
las conjeturas propuestas.

Es importante hacer notar que este estudio forma parte del diccionario de Sullivan,
en el que originalmente se establecieron relaciones entre grupos kleinianos y dindmica de
mapeos racionales. Posteriormente, el diccionario se ha extendido a la dindmica de funcio-
nes trascendentes y, como en este trabajo, a la dindmica de transformaciones conformes
por pedazos. Entre las relaciones con mapeos racionales, se encuentran coincidencias del
conjunto irracional con el conjunto de Julia, de las celdas del conjunto regular con los
componentes del conjunto de Fatou, del caracter periddico de las celdas con el teorema
de dominios no errantes, sélo por citar algunas (véanse [Goetz00, Goetz01]).

Finalmente, vale la pena mencionar que un punto de interés adicional para el desa-
rrollo de esta teoria, son las conexiones que existen con otros temas. Por ejemplo, las
transformaciones conformes por pedazos son generalizaciones de sistemas de intercam-
bio de intervalos, y ademés estan relacionadas con la teoria de billares duales y sistemas
hamiltonianos (véanse [Goetz00, Goetz01]). Fuera del area de sistemas dindmicos discre-
tos, se puede mencionar que la monodromia de las soluciones de ecuaciones diferenciales
complejas, son precisamente transformaciones conformes por pedazos (véase [Cruz05]).



Antecedentes

Transformaciones de Mobius por pedazos

Una funciéon h : C — C es una transformacién de Mobius si

az+b
h =
(2) cz+d
con a,b,c,d € Cy ad — bc # 0. Estas transformaciones forman un grupo isomorfo a
PSL(2,C).

Una transformacion F : C — C de Mébius por pedazos (particularmente, en dos

pedazos) es
= f(z), sizeD
) {g(z)7 siz¢ D

donde f y g son de Mobius, y el pedazo D del dominio es la cerradura de un abierto
simplemente conexo cuya frontera es una curva suave por partes. Obsérvese que F' no es
continua en 9D, pues en general f(z) # g(z) para z € dD.

La telarana de la transformaciéon de Mobius por pedazos F' se define como
Spid(F) = | J F~"(dD)
neN

Al conjunto se le llama de esa manera, porque estd formado principalmente por una
unién de segmentos de curvas que asemeja a las estructuras creadas por los aracnidos. La
notacién del conjunto viene de su nombre en inglés: spiderweb.

Notese que la telarana es el conjunto de los puntos, que bajo iteraciones de F', caeran
eventualmente en la frontera 0D (donde F' no es continua). Lo anterior implica que la
dindmica en regiones separadas por un segmento de la telarana, puede ser totalmente dis-
tinta. Por esta razon, al conjunto telarana también se le llama excepcional o irregular.
Se muestra un ejemplo en la figura [1].

Como contraparte de la telarafia, el conjunto regular es

F(F) =C — Spid(F)

De las definiciones, se deriva que telarana es invariante hacia atrés y el conjunto regular
invariante hacia adelante, esto es

F~Y(Spid(F)) C Spid(F) y F(F(F)) C F(F)

La funcién itinerario Ir : C — X5 asociada a una transformacion de Mdébius en dos
pedazos F' esta definida como

(Ir(2)), = {

0, siF"(z2)eD
1, si F™(z)¢ D
donde Y5 = {0,1} es el conjunto de sucesiones (o palabras) de dos simbolos. Por la

definicién, I codifica las ’visitas’ de cada punto a D y D€, al iterar F'.
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La relacion z ~ w <= Ip(z) = Ip(w) es de equivalencia, por lo que las clases de
equivalencia Cp(s) = {z € C| Ip(z) = s} determinan una particion de C. En [Cruz04] y
[Romero], se demuestran las siguientes relaciones de la telarafia y el conjunto regular con
la particion determinada por el itinerario:

Spid(F) = ULy, 0Cr(s)
F(F) = Usex, int(Cr(s))

De esta manera, se observa que el conjunto regular estd formado por componentes
abiertas y disjuntas, donde cada una de ellas contiene todos los puntos con un mismo
itinerario.

El conjunto limite de la telarana es

Aspia(F) = Spid(F) — | F~"(

neN

Intuitivamente, Agpiq(F) es el conjunto de limites de sucesiones de la forma F~"(z),
con z € 0D. De hecho, se tiene el siguiente

Teorema. Agpig(F) = lim, .o F~"(0D) en el espacio de compactos H(C)'. (Véase
[Leriche]).

La estructura de la telarana telarana puede comprenderse de mejor manera con la
siguiente construcciéon: Sea C' = 0D y E = D¢, entonces

FO(C) = c
F-1(C) =
(f7Y(¢)nD) U (" (C)NE) = CoyUC
F_Q(C) _1(COU01) =

(/G ND) U (g (CrUC)NE) =
(Y (Co)nD) U (f~H(C1)ND) U

(g C() N E) (971(01) N E) = CypUCigUCy UC11
F*H(C) = UsEZz(n) Cs
ASpid(F) = U5622 a

donde ¥3(n) = {0,1}" es el conjunto de palabras de dos simbolos de tamano n, Csp =
f7YCy)NnDy Cy = g (Cs) N E. Notese que puede ocurrir que Cy = (), y por
lo tanto Cso = Cs1 = 0. Ademas, se puede definiv Spidy(F) = U, <y F"(0D) =
UsEEz(N) 6CF(S)

También es util distinguir al conjunto irracional, el cual se define como
I(F) = {z € C| Ip(2) esirracional}

Notese que C—7 (F) es el conjunto de todos puntos con itinerarios racionales, esto es, iti-
nerarios que determinan sucesiones de simbolos eventualmente perioédicos, y por lo tanto
de celdas Cp(s) eventualmente periodicas.

194(C) = {K c C| K es compacto}, con la métrica de Hausdorff derivada de la métrica esférica en C.
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Es importante resaltar el caso Agpiq(F) = 0, que implica Spid(F') = Spidy(F) para
algin N. Asi, F(F) estaria formado por un namero finito de celdas, y por lo tanto, todos
los itinerarios deberian ser racionales.

Debido a la naturaleza discontinua de las transformaciones Mobius por pedazos, las
propiedades dinamicas son dificiles de analizar. Sin embargo, se han obtenido algunos
resultados sobre su estabilidad, utilizando algunas relaciones con grupos de transforma-
ciones en PSL(2,C).

En primer lugar, se define el grupo asociado a una transformacién Mobius en dos
pedazos F' como el subgrupo de PSL(2,C) generado por las transformaciones definidas
en cada pedazo, esto es, Gp =< f,g >.

A los subgrupos discretos de PSL(2, C), se les llama kleinianos. El conjunto de puntos
de acumulacién de una érbita de cualquier punto p bajo la accién de G, es llamado con-
junto limite y se denota A(G) (esto es, A(G) = {q € C| ¢ es punto de acumulacién de Gp},
donde Gp = {g(p)| g € G} es la drbita de p bajo la accion de G). Si G es kleiniano, A(G)
puede ser una de las siguientes posibilidades: vacio, un punto, dos puntos, una circunfe-
rencia, una recta, un conjunto fractal o todo C. Si G no es kleiniano, A(G) = C.

De aqui en adelante se considerard que el grupo asociado Gp es kleiniano y que
A(Gr) #C.

Un primer resultado que relaciona el grupo asociado y la dindmica de F', es el siguiente

Teorema. Si 9D NA(Gp) =10, entonces Agpia(F) C A(Gp). (Véase [Leriche]).

Como ejemplo, considérese F' definida por f(z) = z en D = B(1,1) (el disco ce-

rrado centrado en 1 de radio 1) y g(z) = 1z en D°. En este caso Gp es kleiniano y

A(GF) = {0,00}. Obsérvese que IDNA(Gr) = {0} y que Agpia(F) = {z € C| Re(z) = 0}.
Por otro lado, tomando D = B(1,7) con r # 1 y las mismas funciones componentes, se
tiene que D NA(GFp) =0y Aspia(F) = {0} C A(GF). Véase la figura [2].

Un interrogante es determinar la estabilidad es el sistema dindmico asociado a F' al
perturbar el dominio D, manteniendo fijas las funciones f y g (y por lo tanto fijando a
Gr). Un resultado en este sentido es el siguiente

Teorema. La funcion 0D +— Spidy(F) es continua del subespacio de las curvas de
Jordan en C a H(C), para cualquier N € N. (Véase [Leriche]).

De los dos teoremas anteriores, se tiene como consecuencia el siguiente

Teorema. Si 9D N A(Gr) = 0, entonces la funcion D — Spid(F) es continua del
subespacio de las curvas de Jordan en C a #(C). (Véase |Leriche]).

Este dltimo teorema implica cierto tipo de estabilidad, pues al ser la funcién descrita
continua, pequenas perturbaciones en el dominio D derivan en pequenas variaciones de
las respectivas telaranas, y, por lo tanto, del comportamiento dindmico.



Para la estabilidad estructural, al perturbar las transformaciones f y ¢ y fijando D,
se requieren condiciones méas fuertes:

Teorema. Si Gr es de Schottky? y OD esta contenida en la region fundamental de G,
entonces F es estable en el espacio de transformaciones. (Véase [Leriche]).

Conjuntos de Julia y de Mandelbrot
El conjunto de Julia relleno de una funcién f : C — C es
JIJR(f)={z¢€ C’ JC eR, |f(2)] < CVneN}={zeC| Oz, f) esté acotada}

donde O(z, f) = {z, f(2), f2(2),..., f*(2),...} es la érbita de z bajo f.

El conjunto de Mandelbrot de una familia de mapeos uniparamétrica
{fa : C = C}aec, con una semilla sg € C dada, se puede definir como

M({fa},50) = {B € C| O(s0, f3) esté acotada}

Para la familia de polinomios cuadraticos {q.}, donde ¢.(z) = 2 + ¢, el conjunto
de Mandelbrot M({q.},0) representa el locus de conectividad de los conjuntos de Julia
rellenos JR(q.), esto es, si ¢ € M({q.},0) entonces JR(q.) es conexo, pero totalmente
disconexo en caso contrario. La eleccién de 0 como semilla es debido a que es punto critico
de todos los mapeos g, (pues %qc(z) =2z=0 < z=0).

La familia de mapeos tienda y su dindmica

La familia de mapeos tienda {7 : R — R},.c(p,) esta definida por funciones
lineales por pedazos de la siguiente manera:

T, (z) K, six <
€Tr) =
" K— KX, six>

N|— D[~

Algunas propiedades dindmicas de los elementos de la familia de los mapeos tienda:
» Sik <1, limy, o T2 (z) =0 para todo = € R.

» Sin=1,T,=Iden (—o0,1] y lim, o T)(z) = Tyx(x) = 1 — z para todo
z € (3,00).

. Sil<k<2,

e Siz€el0,1], T*(x) € [0,1] para todo n € N.
o Siz¢[0,1], imy, oo T2 (z) = —o0.

» Sik>2, lim, e T)H(3) = .

2Un grupo kleiniano es de Schottky si es generado por un ntimero de finito de transformaciones
de Mo&bius g;, tales que existen C; y C}, parejas de circunferencias disjuntas, que acotan una region
fundamental R, g;(Cs) = Cl y gs(R)N R =0.



La familia de los mapeos tienda es de relevancia en sistemas dindmicos discretos, porque
sus elementos son ejemplos representativos y bien estudiados de distintos conceptos im-
portantes en la teoria. Véase [KingMendez].

En relacién con los conjuntos de Julia rellenos, para la familia de mapeos tienda se
tiene que:

= Sik<1, JR(T,)=R.
= Sil<k<2 JR(T.) =0,1].

= Sik>2 JR(T,) = Cy C [0,1], un conjunto de Cantor (compacto y totalmente
disconexo).

Lo anterior indica que M({T,.},3) = [0,2] es el locus de conectividad de los conjun-
tos JR(Ty). Obsérvese que en este caso, % es similar a un punto critico, pues T}, (x) <

T.(3) = % para cualquier = € R.

La familia de mapeos tienda en C

La familia de mapeos tienda en el plano complejo puede definirse como sigue: 7. p =
{Tx,p : C = C}rcc—{o}, tales que

_[im)=rz sizeD
Tep(z) = {gﬁ(z) =Kk—Kz, sizéD

donde D es un conjunto cerrado cuya frontera es en una circunferencia o una recta.

AnaAlisis de las funciones componentes

Como k = |k|eT (7 se tiene que:

= f,; es la rotacion en angulo < (k) compuesta con la homotecia |x|. Sus puntos fijos

son fix(f.) = {0, 00}.

= Si k # —1, g, es la rotacion en angulo <(—k) = (k) + 7 alrededor del punto fijo
05, = 47, compuesta con la homotecia |r[. Entonces g,,(2) = — k2 =
(L4 r)ox — kz = K(ox — 2) + 0k fiz(gx) = {0k, 00}

De acuerdo al parametro k, las transformaciones f, y g, tienen las siguientes caracteris-
ticas:

K Tipo de f. | Tipo de g, Puntos fijos
k] <1 Loxodrémicas 0, o, atractores, oo repulsor
k=—1 Eliptica | Parabolica | 0, oo indiferentes, oo parabélico
k| =1, k £ +£1 Elipticas 0, 0., oo indiferentes
k=1 1d. ‘ Eliptica 04, 00 indiferentes
|k| > 1 Loxodrémicas 0, o, repulsores, oo atractor




Obsérvese que f.(1) = g.(3) = %, pero f.(0D) # g.(0D) en general. Es claro
que si fy y gx son transformaciones de Mobius distintas, f.(9D) # g.(0D) para cual-
quier circunferencia 0D. Sélo en el caso 9D una recta que pasa por %, se tiene que
fm(aD) = gn(aD) .

Ningtn elemento T, p tiene puntos criticos, pues su derivada es

o K sizeD
_T — ’
0z =.p(2) {—m siz¢ D’

la cual nunca es cero porque k # 0.

Para que la dindmica de los mapeos tienda 7, en R esté “contenida” en la dindmica
de los mapeos tienda T, p en C, se requiere que (—oo, %] CDy (%, o0) C D¢. De esta
manera, D tendria que ser un semiplano, con 0D una recta que pasa por % Sin embargo,
en este trabajo se investiga el caso general.

Como consecuencia de las caracteristicas propias de fx v gx, €l grupo generado por
ellas no es kleiniano en general. Esto implica que no pueden aprovecharse los resultados
antes descritos en el tema de estabilidad. Esta afirmacion se formaliza en un corolario y
es consecuencia del siguiente

Teorema. Sean dos transformaciones distintas f, g € G < PSL(2,C). Si f es loxo-
dromica y fiz(f) N fiz(g) consiste en un solo punto, entonces G no es discreto. (Véase
[Lascurain]).

Corolario. Si |k| # 1, entonces el grupo asociado a Ty p no es kleiniano.
Demostracion:
Como |k| # 1, fx ¥ g« son loxodromicas. Ademas fiz(f.) N fiz(g,) = {oo}. Por el
teorema anterior, G =< f,, g, > no es discreto, es decir, no es kleiniano. [J

Algunos resultados sobre la dindmica

En primer lugar, se analiza el comportamiento global de las 6rbitas. Se dice que una
funcién T en un espacio métrico X es globalmente atractora si existen R € RT y
N € N tales que |[T"(x)| < R para toda x € X y n > N. Se dice que es globalmente
repulsora si existe R € R tal que lim,, . |T™(z)| = oo si |z] > R.

Proposicion 1.
1. Si|&| < 1, T, p es globalmente atractora.
2. Si |k| > 1, Ty, p es globalmente repulsora.

Demostracion:

1. Sea |k| < 1.

a) Caso D = B(zp,r), un disco cerrado.

3Una recta que pasa por % se puede escribir de manera paramétrica como y(t) = % +tv, donde v € C,
v # 0, es la direccion de la recta. fi(v(t)) = § + txv es una recta que pasa por 5 y direccion xv.

g(y(t)) =k — n(% +tv) = § — tkv representa la misma recta que fi(y(t)).
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Sea B = B(og, R), con R = méx{|o, — 20| + r, |ox — k20| + |&|r}. Por cons-
truccion, D U f.(D) C B. Si z ¢ B, entonces existe un N € N tal que
T p(z) = gi(z) paran < Ny gN(z) € B, porque o, es el centro de By
es el punto fijo atractor de g,. Si z € B, puede suceder

1) z € B— D, entonces Ty, p(2) = g.(2) € B, porque oy, es el centro de B y
es el punto fijo atractor de g,.
2) z € D, entonces Ty, p(z) = f.(z) € B, pues f(D) C B por construccion.

b) Caso D = B(zp,r)¢, el complemento de un disco abierto.

Sea B = B(0, R), con R = méx{|zo| + 7, |k — kzo| + |k|r}. Por construccion,
D¢Ug, (D) C B.Si z ¢ B, entonces existe un N € N tal que T} ,(z) = f(2)
paran < Ny fN(z) € B, porque 0 es el centro de B y es el punto fijo atractor
de f.. Si z € B, puede suceder
1) z € B— D¢, entonces T, p(z) = f.(z) € B, porque 0 es el centro de B y
es el punto fijo atractor de f.
2) z € D¢, entonces T, p(z) = gx(z) € B, pues g.(D) C B por construccion.

¢) Caso D un semiplano cerrado. Sea B = B(0, R), con R =

2[ox|
1—[x["

Para z ¢ B, puede suceder

1) z € B°N D, entonces |T,, p(z)| = |f.(2)| = |kz| < |#], porque |x| < 1.

2) z € B°N D®, entonces |T,; p(z)| = |9x(2)| = |(1 + K)o, — k2| < 2|o,| +
|k]|z] < |z|, pues como z ¢ B se tiene que |z| > R = |z| — |k||z] >
20o5] = [2] > 2|ox| + [kl[2]-

Por lo tanto, z ¢ B implica que |T, p(z)| < |z|. Entonces, existe N € N tal
que TV (2) € B.

Para z € B, puede suceder
1) z € BN D, entonces Ty, p(z) = fx(z) € B, pues 0 es el centro de B y es el
punto fijo atractor de f.
2) z € BND®, entonces [Ty, p(2)| = |gx(2)| = |(1+K)ox— k2| < 2]o,|+|k]|z] <

2|ox| + |k|R = 2|ok] + || 12|_O| “ = R. Por lo tanto, T, p(z) € B.

Por lo anterior, T,QD(z) € B para todo n > N, para algin N € N y para el disco
cerrado B segun sea el caso.

2. Sea |k| > 1.

a) Caso D = B(zp,r), un disco cerrado.

Sea B = B(ox, R), con R = |o,, — 29| + . Por construccion, D C B. Si z ¢ B,
entonces |Ty; p(z) — ox| = |9x(2) — 0| = |K(0x — 2)| > |z — 0k|. De aqui que
lim, oo (TgD(z) —0,) = 00.

b) Caso D = B(zp,r)¢, el complemento de un disco abierto.

Sea B = B(0,R), con R = |z| 4+ r. Por construccion, D¢ C B. Si z ¢ B,
Ts.0(2)] = [/ (2)] = |rz] > |z].



[r+1]]ox|

¢) Caso D un semiplano cerrado. Sea B = B(0, R), con R = S

Sea z ¢ B.

1) Si z € D, entonces |Ty, p(2)| = |fx(2)| = |k2z| > |2|, pues || > 1.

2) Siz ¢ D, entonces [Ty, p(2)| = |gx(2)| = |(1+K)ox—rz| = |kz—(1+K)0.| >
|k]|z] = |k 4+ 1]]os| > |z, pues como z ¢ B se tiene que |z| > R =
[6ll2] = 2] > |k + Ulox| = [&]lz] = |5 + L]ox] > [2]

Por lo anterior, lim;, . T} p(2) = oo para todo z ¢ B, donde el disco cerrado B es
segun el caso. U

Corolario 1. B(0,1) C M(7,,p,s) para todo s € C.

Demostracion:

Si |k| < 1, por la proposicién 1 inciso 1, se tiene que O(s,T,. p) esta acotada para
toda s € C. Por lo tanto k € M(7T;.p,s). O

En [BruinDeane| y [CatsigerasEtAl], se demuestra que para transformaciones contrac-
toras afines por pedazos, todas las érbitas son asintéticamente periddicas o existe un
atractor de tipo Cantor. La complejificacién de las funciones tienda 7T, p, es contractora
cuando |k| < 1. Se complementan los resultados antes reportados con el siguiente

Teorema 1. Si || <1, JR(T.,p) =C e oo € Spid(Ts.p).
Demostracion:

1. Por la proposicion 1 inciso 1, se tiene que O(z, T, p) estd acotada para toda z € C,
por lo tanto JR(Ty.p) = C.

2. Si 0D es una circunferencia, supongamos que oo ¢ Agpiq(T p). Entonces exis-
te un vecindad del infinito V' = {z| |2| > R} tal que V C C, donde C es una
celda componente de F(T,, p). Tomemos D = B(zg,r)¢ (el caso D = B(zp,r) se
demuestra de manera anéloga). Como co € D y es fijo repulsor de f,, entonces
00 € TP (V) = f(V) = {z] |2| > |[s|"R} C C para toda n. Entonces existe N € N
tal que Té\fD(V) NAD # B, contradiciendo la invariancia de F (T p).

Si 0D es una recta, es claro que oo € 9D C Spid(Ty; p). O

Véase la figura [3], donde se muestran ejemplos de telaranas de Ty p con |k| < 1.
Notese que la primera afirmacion del teorema anterior (|x| < 1 = JR(Tx,p) = C),
estd en completa concordancia con el caso de las funciones reales tienda T, cuando k < 1,
pues JR(T,) =R.

Para los casos con || = 1, el comportamiento global es variable, tanto puede ser glo-
balmente atractor, repulsor o “indiferente” (véanse [Goetz96, Goetz98, Goetz00, Goetz09],
donde se estudian isometrias por pedazos generales). Sin embargo, el comportamiento es
relativamente facil de determinar para los casos k = *1.

Teorema 2. Sik =1, JR(T1,p) =C, Aspia(T1,p) =0 y todo z € C es eventualmente
periodico.
Demostracion:

fi=Idy gi(z) =1—2z= (3 —2)+ 3 es larotacién en 7, con centro en %

5-

1. Size D, O(z,Th,p =1d) ={z}. Si 2 ¢ D, O(2,T1,p) = {#, 1 — z}, independiente-
mente de que 1 —z € D o no, pues g7 = Id. De aqui que JR(T1.p) = C y que todo
punto es eventualmente periédico.
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,D

2. T ,(0D) = (f; 1(aD D)U (g "(0D)N D) = 9D U (g; (9D) N D*). Es facil ver
que T D( D) C T1 (0D) U 0D. De aqui que Spid(Ty,p) = Spidi(T1,p), entonces
Aszd(Tl D) - @ |

Véase la figura [4], donde se muestran ejemplos de telaranas y érbitas en el caso k = 1.
En este caso también se observa “herencia” de la funcion tienda real T3, pues JR(T1) = R
y todo punto es eventualmente periodico.

Teorema 3. Sik= -1, JR(T-1p) =U,>(9-7(A), donde A es cierto subconjunto de
D, ytodo z € JR(T-1 D) es eventualmente periédico.

Demostracion:

f-1(2) = —kz es la rotacion de angulo my g—1(2) = 2 — 1 es una traslacion. Se define
A=DnNf-}(B)c D, donde B =J,-,9-1(D).

Size A T 1p(z) = f_l(z) —2. 81 —z € D, entonces —z € f_1(D) N D por
construccion y Ty p(—z) = f2,(2) = z, de aqui que (’)(z T 1p)={z,—2}. 81—z € D°,
entonces T" p(—2) = g";(—z) € A para algin n, por construccién. En este caso,
O(2,T-1p) = {z,—2,—2 —1,...,—2 —n,z + n} si T"FL(~2) € D (6érbita eventual-
mente periddica) u O(z,T-1,p) = {z,—2,—2—1,...,—=z ;n,z+n,z+n7 1,...,2+1}
si Tfi}j(fz) ¢ D (orbita periddica). La demostracion es andloga para encontrar que las

orbitas de z € {J,,~,9-1 (A) son periédicas o eventualmente periddicas. De todo esto se

concluye que J,,5o9-1(4) C TR(I-1,p).

Sea z ¢ U,>09-1(A). Siz ¢ B, entonces z ¢ Dy es claro que T" (2) = g”¢(2) ¢ D
para toda n, por lo tanto T, ,(2) — oo. Si z € B, por construccion existe n tal que
g"1(2)eD—-A.Size D—- A, T_1p(z) = f-1(2) ¢ f-1(D) N B por la definicién de A.

De lo anterior, TR(T-1,p) C U,,509-1(4). O

Véase la figura [5], donde se muestran ejemplos conjuntos de Julia rellenos en el caso
K =—1.

En el caso |z| > 1 (incluyendo el caso |k| = 1, con k # +1), la din&mica es mucho mas
complicada, en concordancia con la dindmica para la familia de los mapeos tienda reales
con parametro x > 1. Como se observa en los experimentos, aparecen érbitas periodicas
repulsoras, estructuras atractoras diversas y los conjuntos de Julia rellenos pueden ser
conexos, disconexos o, aparentemente, de tipo Cantor. Un anélisis detallado de estos
conjuntos va mas alla de los alcances de este trabajo, sin embargo, pueden presentarse
algunas conjeturas a partir de las observaciones.

Conjetura 1. Si|x| > 1, Aspia(Tk,p) C TR(Tx,p) y TR(T:,p) # C.

Lo anterior implicaria que todos los conjuntos atractores (excepto oo) y repulsores de
Ty.p, estarian contenidos en un conjunto acotado, a saber, JR(T, p). De esta manera,
F(Tx,p) — TR(T,,p) estaria compuesto de las celdas que se “mueven” hacia co. Véanse
las ﬁguras [6] y [7], donde se muestran conjuntos de Julia rellenos y telarafias para || > 1.

En analogia con el locus de conectividad de una familia de funciones, se define el locus
conectividad e interior no vacio de la familia 7, p como

Mc(Tep) ={r € C| int(TR(Tx,p)) # 0 6 TR(T.,p) esconexo}.
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Se eligio esta definicion, porque existen JR(T, p) disconexos con interior no vacio (véase

la figura [8]) y conexos con interior vacio®.

Conjetura 2. Sik ¢ M.(Tu.p), Aspid(T,p) = TR(Tx p) y es totalmente disconexo.

Veéanse las figuras [9] y [10], donde se ejemplifica esta conjetura.

Como se mencion6 antes, fﬁ(%) = gn(%) = 5, pero % no se comporta como un punto

critico, como en el caso real. Sin embargo la siguiente conjetura relaciona el conjunto de
Mandelbrot con semilla % y el locus de conectividad e interior no vacio.

Conjetura 3. M(T. p, %) C Mc(Tx,D)-

De hecho se observa que M(7x p,so) C M(7.,p) para casi cualquier elecciéon de
sp € C. Aunque M(Tx p, o) no es simplemente conexo en general, se propone la siguiente

Conjetura 4. M, (7. p) es simplemente conexo.
Lo anterior implicaria que existe continuidad en el espacio de parametros, determi-

nando cierta continuidad en el comportamiento dindmico de los elementos de 7, p. Véase
la figura [11], que ejemplifica la conjetura 4.

Apéndices

Algoritmos de dibujo

En los siguientes algoritmos se toman las transformaciones de Md&bius por pedazos

definidas como antes
«(2), z€D
FH,D(Z) — f ( )
gx(2), z¢D

N € N es el nimero méaximo de iteraciones para los algoritmos y {colory}n=1,. n €l
conjunto de colores para etiquetar las iteraciones.

Algoritmo Dibujo de la telarafia Spid(F):
Iteracion hacia atras de puntos en la frontera.

Sea Cp := {2z} C 9D un conjunto finito de puntos en la frontera

n:=0
Mientras n < N:
Cn+1 =10

Para cada z,, € Cy,:
Si f~Y(zmm) € D:
Afiadir f7(2,,) a Cpia
Si g~ (2m) ¢ D:
Afiadir g7 (2,,) a Cria
Dibujar los puntos C), 1 usando color, 1
n:=n-+1

4Tomese k = 2y D = {z| Re(z) < %} En este caso, JR(T2,p) = [0, 1], pues la dinadmica del mapeo
tienda real esta “contenida” y es facil ver que limy o0 |T£D(z)| = oo para z ¢ [0, 1].
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Algoritmo Dibujo de la telarana Spid(F):
Busqueda de puntos de la telarana en una regién.

SeaceRtalquel<e<k1
Sea [Tmin, Tmaz] X [Ymins Ymaz] C C la region
Sea M el numero de puntos a evaluar en cada direccién
Az := (Tmaz — Tmin) /(M — 1)y Ay = (Ymaz — Ymin) /(M — 1)
Y = Ymin
Mientras ¥ < Ymag:
T 1= Tmin
Mientras x < Zqe:
z:=x+yi
n:=1
Mientras n < N:
Si d(z,0D) < e:
Dibujar el punto z usando color,
Salir del ciclo sobre n
z:=F(z)
n:=n+1
r:=x+ Ax
y:=y+ Ay

Algoritmo Dibujo de particion por itinerarios Cg(s):
Calculo itinerarios finitos de puntos en una region.

Sea [Tmin, Tmaz] X [Ymins Ymaz] C C la region
Sea M el numero de puntos a evaluar en cada direccién
Az = (xmaa; - xmin)/(M - 1) y Ay = (y'maw - ymin)/(M - 1)
Y = Ymin
Mientras ¥ < Ymag:
T 1= Tmin
Mientras = < Tinaz:
z:=x+yi
SizeD:s:=(0)
En el otro caso: s := (1)
n:=1
Mientras n < N:
z:=F(z)
Siz € D: s:= (s0)
En el otro caso: s := (s1)
n:=n+1
Dibujar el punto 2 usando el color color,,(s)
r:=x+ Az
y:=y+Ay

Véase la figura [12], donde se muestran dibujos de itinerarios.
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Imagenes

1 3

En los gréficos se utilizan los dominios D = B(z, 15

)y H = {z| Re(z) < 1}, a menos
que se indique de otra forma. En general, los colores blanco y azul representan pocas

iteraciones o puntos con 6rbitas que tienden a infinito, mientras que el rojo representa el
maximo de iteraciones 6 los puntos con 6rbitas acotadas.

| 2.0000042.000001

=3
ferencia.

11

Figura 1: En azul, Spid(F'), donde F estd dada por f(z) = 2z en el disco B(3,3) (en
negro) y g(z) = Lz fuera del disco. También se muestra parte de la érbita de una circun-

!
|
\
i
i
i
\

Figura 2: Telaranas Spid(F'), donde F esta dada por f(z) = zen el discoy g(z)

= 12 fuera
del disco. En gris se muestra el caso D = B(1,1) y en colores un caso D = B(1,1 +¢).
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Spidefwtb Baints v\agpngméi

k= 7::( p(i*pi*5(16)

/

N\

-2.00000-2.00000i

S5mi

Figura 3: Spid(Ty, p) a la izquierda y Spid(T,, i) a la derecha, con xk = 0.98¢ 16 .

Spideruth Peires rs——
s

Figura 4: Spid(T',p) a la izquierda y Spid(T1 i) a la derecha, con H = {z| Re(z) < —1}.

La celda en rojo contiene todos los puntos fijos, la celda verde los puntos preimagen de
la celda roja, y la celda en blanco los puntos de periodo 2.

Figura 5: En rojo, JR(T_1,p) con D = B(—0.78,0.3) a la izquierda, y JR(T_1 ) con
H = {z| Re(z) > —%} ala derecha.
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Spiderweb Points 1.30732+1.092681
k= LO2%exp(i#pi*5/16)

-0.229268-0.4439021

5mi

Figura 6: Spid(Ty,p) a la izquierda y JR(Tx, p) a la derecha, con x = 1.02e 76 .

3.72463+2.962821

2.42171-3.18352 |

Figura 7: Spid(Ty, u) a la izquierda y JR(Ty, u) a la derecha, con k = 1.1e

5mi
16 .

Figura 8: jR(T0.053+1.015i’D) ala izquierda y jR(T,0‘033+1.012i’D) a la derecha.
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Spiderweb Points 1.18727+0.7983991
k= L1%exp(i*pi*1/5)

-0.145812-0/5346851

Figura 9: Spid(Ty.p) a la izquierda y JR (T, p) a la derecha, con x = 1.1e5.

$piderweb Points 2.00000+2.009601
= LL*exp(i*pi*1/5)

-2.00000-2.00000i

i
5

Figura 10: Spid(Ty p) a la izquierda y JR(Tx, p) a la derecha, con x = 1.1e
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Figura 11: M(T . p,3), con D= B(},2), D=B(-3,1), D=H y D= B(3,}).

Hinesaty Cells 2 0000+ 2 OKEXH
k= Limexplivpe 27}

Figura 12: Algunas celdas de F(T,; p) a la izquierda y de F(T, ) a la derecha, con

k= 1.1e*5" . El rojo y amarillo indican los puntos sobre los que se aplica principalmente
fx, bajo un numero finito de iteraciones. Con azul y blanco se indican los puntos a los
que se aplica principalmente g.
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