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Introduccion

En [14], R. Frigerio, J.F. Lafont, A. Sisto, describen el siguiente tipo de variedades a las
que llaman variedades de graficas.

Definicién. Una variedad diferenciable M de dimensién n, n > 3, se llama una variedad
de graficas si puede ser construida de la siguiente forma:

(1) Para cada i = 1,---r, tomar una variedad riemanniana N; de dimensién n;, completa,
de volumen finito, no compacta, hiperbdlica, con cuspides téricas, donde 3 < n; < n.

(2) Denotar por N;, a la variedad obtenida por truncar las cuspides de Nj, es decir, por
remover de N; una vecindad horoesférica de cada cuspide.

(3) Tomar el producto V; = N; x T"™" donde T* = (S1)* es el toro de dimensién k.

(4) Fijar un par de componentes de frontera de algunos V; y pegar los pares de compo-
nentes de frontera usando difeomorfismos afines en los toros frontera, de tal forma que
obtengamos una variedad conexa de dimensién n.

El objeto de estudio de este trabajo son las variedades descritas por N. Barcenas, D.
Juan-Pineda y P. Sudrez en [3], las cuales son una generalizacién de las variedades de R.
Frigerio, J.F. Lafont, A. Sisto que aparecen en [14]. Estas variedades son las siguientes.

Definicién. (1) Para cada i = 1,...,7 sean 2 < n; < n y V; una n;—variedad de curvatura
negativa pinchada, no compacta, completa y de volumen finito.

(2) Denotar por M; la variedad diferenciable, compacta con frontera, obtenida por truncar
las cispides de V;, es decir, por remover de V; una vecindad abierta, horoesférica (no
maximal) de cada cispide.

(3) Tomar un fibrado Z; — M; con fibra un cociente compacto NV; de un grupo de Lie
aesférico, simplemente conexo N; por la accién de una reticula uniforme T; de dimensién
n — n;, es decir, N; es difeomorfo a J\Nfi /T';, donde ]\N/i es un grupo de Lie simplemente
conexo y I'; es una reticula uniforme.

v



INTRODUCCION v

(4) Fijar un par de difeomorfismos entre los componentes de frontera de distintos Z;, e
identificar pares de componentes de frontera usando difeomorfismos, para obtener una
variedad conexa de dimension n.

Llamaremos a los Z; las piezas de M y cuando dim(M;) = n, diremos que Z; = M; es
una pieza pura.

Las fronteras de las piezas Z; que se identifican las llamamos las paredes de M y las deno-

tamos por W#. Denotaremos por F; a un fin de V;.

El primer objetivo de este trabajo es describir el grupo fundamental de las variedades
de N. Bércenas, D. Juan-Pineda y P. Sudrez en [3] como una gréfica de grupos. El segundo
objetivo es probar que el grupo fundamental de estas variedades es de crecimiento uniforme-
mente exponencial.

En el capitulo 1 se dan una serie de definiciones y resultados clésicos de geometria dife-
rencial y topologia algebraica.

En afos recientes se han estudiado a los nanotubos de Carbono (CNTs) y al grafeno
como uno de los materiales mas prometedores para sistemas nanoelectromecanicos debido a
su extremadamente alto modulo de Young, fuerza y otras propiedades. En el capitulo 2 se
da una descripcion de la reticula de panal de este material por medio de acciones de grupos
con el fin de construir un plug-in que pueda modelar este material, el cual se describe en el
apéndice de este trabajo.

En el capitulo 3 se estudian algunos resultados de reticulas no uniformes en espacios de
curvatura no positiva, con el proposito de poder entender dos resultados de P. Eberlein que
prueba en [12]. Estos resultados son los que nos ayudan a alcanzar el primer objetivo de este
trabajo.

En el capitulo 4 se introduce el concepto de graficas de grupos y se prueban los siguientes
dos teoremas, con lo cual obtenemos el primer objetivo del trabajo.

Teorema. Si7;(E;) se inyecta en w1 (M;) entonces m;(W™¥) se inyecta en 71(Z;). Donde E; es
un fin de V; y W% son las fronteras de las piezas Z; que se identifican a las cuales llamamos
paredes de M.

Teorema. El grupo fundamental de una variedad M como las descritas en la definicion
es isomorfo al grupo fundamental de una grafica de grupos.

En el capitulo 5 se estudian algunos resultados importantes de teoria geométrica de gru-
pos, en especial de crecimiento exponencial de grupos. Esto para cumplir con nuestro segundo
objetivo que es el siguiente teorema.
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Teorema. El grupo fundamental de las variedades descritas por N. Bdrcenas, D. Juan-Pineda
y P. Sudrez en [3] tiene crecimiento uniformemennte exponencial.



Capitulo 1

Preliminares

Vamos a asumir que el lector estd familiarizado con los conceptos basicos de geometria
diferencial.

1.1. Propiedades del Grupo fundamental

Empezaremos recordando algunos conceptos y resultados basicos de topologia algebraica,
seguiremos la notacién de [I5]. La pruebas que se omiten se pueden encontrar en el mismo
libro.

Sea (X, xo) un espacio basado, denotamos por Q(X, zg) al conjunto de todos los lazos
basados en zg:

QX,z9) ={a: ] — X :a escontinuay «a(0)=a(l) =z}

Sean «a, f € Q(X,zg), decimos que son homotdpicos si existe una funcién continua H :
I x I — X tal que

H(s,0)=a(s), H(0,t)=xzy Vtel

H(s,1)=p(s), H(1,t)=zq Vtel.

Si a0y B son lazos homotdpicos, escribimos o ~ § y a la clase de homotopia de un lazo la
denotamos por [a]. Sea o : I — X un lazo, definimos a(s) : I — X como a(s) = a(l —s).
La clase de equivalencia de @ la denotamos por [a] 1.

Sean «, 5 € Q(X, zg), definimos

a(2s) st 0<s<1/2
(- B)(s) = {5(25—1) s 1/2<s<1

Definicién 1. Sea (X, () un espacio basado. El conjunto

m = {[a] | @ es un lazo basado en x4}

1



CAPITULO 1 9

es un grupo con respecto a la multiplicacién [a][f] = [« - f], con elemento neutro 1 =1, =
[cz,], donde ¢, es el lazo constante y con [a]™! como el inverso de cada [a]. Este grupo es
llamado el grupo fundamental de X basado en el punto x y se denota por 71 (X, xg). Por
abuso de notacién lo vamos a denotar por m;(X).

Para los siguientes resultados nos basaremos en la notacién del capitulo 2 de [I].

Definicién 2. Sea f : (X, z9) — (Y, yo) una funcién continua, tal que f(xy) = yo. Definimos
el homomorfismo inducido

mi(f) = fo 1 m(X, 20) — m1(Y,%0)

por fi([a]) = [foal.

Veamos que esto esta bien definido. Sea 5 € [a], entonces existe H : I x I — X tal que

H(s,0) =a(s) H(0,t) =g
H(s,1)=p(s) H(1,t) =g

Definimos una homotopia G : I x I — Y como G = f o H, entonces

G(S,O) :fOH(S7O) :foa(s) G(07t) :fOH(()?t) :f(l‘()) =%
G(871) :fOH(Svl) :foﬁ(s) G(lvt) :fOH(Lt) :f(x()) =%

Por lo tanto, foa >~ fof, es decir, [foa] = [f o f].

El homomorfismo inducido f, en efecto es un homomorfismo ya que f(a-f) = (f o «) -

(fop).

Dos propiedades importantes de este homomorfismo son

1. id, - m (X, z0) — m (X, o)
idyJa] = [id o a] = [a].

2. (X, 70) 5 (Y, y0) - (Z, 20)
(go flslal =[(go floa] =[go(foa)]=g.o fila]
S(gof)e=guo fu

Una funcién f : X — Y se llama equivalencia homotdpica si tiene un inverso ho-
motdpico, es decir, una funcién g : Y — X tal que [go f] ~ [idx] y [f o g] =~ [idy].

Teorema 3. Si f : X — Y es una equivalencia homotopica, entonces el homomorfismo
inducido f, : m (X, z9) — m (Y, yo) es un isomorfismo para cada punto xq € X.
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Demostracion. Ver capitulo 2 de M. Aguilar, S. Gitler, C. Prieto [1]. H

Nota 4. Sea A C X y xy € A, la inclusion ¢ : A — X induce un homomorfismo
iy : (A, z9) — m1 (X, 20). En general, no es un monomorfismo.

Proposicién 5. Si X y Y son conectables por trayectorias entonces m (X X Y') es isomorfo
am(X)xm(Y).

Demostracion. Ver capitulo 2 de M. Aguilar, S. Gitler, C. Prieto [1]. ]

Definicién 6. Una sucesiéon de homomorfismos
Qn 1 «
"'—>An+1 n—>An—n>An71 — ...
se llama exacta si ker a,, = Im v, 1 para cada n.

Varios conceptos algebraicos se pueden expresar en términos de las sucesiones exactas,
por ejemplo:

1. 0 — A % B es exacta si y s6lo si kerav = 0, es decir, si a es inyectiva.
2. A2 B — 0 es exacta si y sélo si Ima = B, es decir, o es sobreyectiva.

3. 00— A% B — 0 es exacta si y s6lo si o es un isomorfismo.

4.0 — A" B 25 0 — 0 es exacta si y sélo si « es inyectiva, [3 es sobreyectiva y
el ker 8 = Im «, asi  induce un isomorfismo C' = B/Ima. A este tipo de sucesiones
exactas se les llama sucesiéon exacta corta.

Lema 7. En un diagrama conmutativo de grupos abelianos como el siguiente, si las dos filas
son ezxactas y «, 8,0 y € son isomorfismos, entonces y también es un isomorfismo.

A—t.pt.oc k. p_t.p

Al

N - J 14 k D U E

Demostracion. Ver capitulo 2 de A. Hatcher [15]. O
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1.1.1. Teorema de Seifert-Van Kampen

El teorema de Seifert-Van Kampen nos da una forma de calcular el grupo fundamental
de espacios que se pueden descomponer en espacios mas simples cuyos grupos fundamentales
son mas faciles de obtener o ya se conocen. Primero, vamos a describir el proceso de pegar
dos grupos a lo largo de un subgrupo comun.

Definicién 8. Sea A un grupo, y sean o1 : A — G1 y as : A — (G5 homomorfismos
de grupos. Un grupo G junto con los homomorfismos 5 : Gy — Gy fBs : Go — G que
satisfacen 1 o @ = f5 o g es llamado producto libre amalgamado de G; y G5 sobre
A (con respecto a a1 y ag) si se satisface la siguiente propiedad universal: para cualquier
grupo H y cualesquiera dos homomorfismos de grupos ¢, : Gy — H y ¢y : Gy — H con
P10 ap = P 0 (g existe un homomorfismo ¢ : G — H de grupos con @ o f; = @ o B5. Este
producto libre amalgamando lo denotamos por G x4 G»

Si A es el grupo trivial, entonces escribimos G % G5 := G %4 G5 y lo llamamos producto
libre de GGy y Gs. El producto libre G * G5 de dos grupos, consiste de todas las palabras
finitas x129 - - - X9, donde 1 € Gy, o € Gy, x3 € G, x4 € (G, y asi sucesivamente, y
ningun elemento z; es el elemento trivial, el producto de dos de estas palabras se obtiene por
yuxtaposicion.

Consideremos un espacio topoldgico X = X; U Xp con X1 N Xy # ¢y 9 € X7 N Xo. El
diagrama conmutativo de inclusiones de espacios topologicos

X1 N XQ(“—> X1
i2 Ji
X z% X
2
induce un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

(X1 N Xo, o) “*—>71(X1,950>

i2*l ljl*

1 (X2, 2o) (X, zo)

2%

Lema 9. 5@ X; y X5 son subconjuntos abiertos en X tal que X1 N Xo es conectable por
trayectorias, entonces w1 (X, o) es generado por las imdgenes de m (X1, xo) y m(Xa, ) bajo
J1x Y Jox Tespectivamente. Asi, el homomorfismo

o m(Xy, o) * m(Xa, x9) — m (X, 20)

inducido por jix Y Jox €S un epimorfismo.
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Demostracion. Ver capitulo 3 de M. Aguilar, S. Gitler, C. Prieto [1]. H

Si queremos calcular 7 (X)) en términos de m1(Xy), m1(X2) v m1 (X1 N X5), tenemos que
calcular el subgrupo N = ker(y). N es el subgrupo normal de 71 (X7, zg)*m (X2, x¢) generado
por

{Z'l*(a)ig*(&)il ’ a € 7Tl<X1 N XQ,{E())}.

Teorema 10. (Seifert-Van Kampen) Sea X = X, U Xy, con Xy, Xo abiertos. Si X1, Xo
y X1 N Xy son no vacios y conectables por trayectorias, entonces, para xo € X1 N Xo,

(X, w) = w1 (X1, m0) * m1 (X2, 20) /N,
donde N es el subgrupo normal generado por el conjunto
{il*(a)ig*(oz)_l | S 7'('1<X1 N Xg,l‘o)}.

Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

1.2. Espacios cubrientes

Un espacio cubriente de un espacio X es un espacio X junto con un mapeo p : XX
que satisface la siguiente condicién: existe una cubierta abierta {U,} de X tal que para cada
a, p~1(U,) es una unién disjunta de conjuntos abiertos en X que se mapean homeomorfica-
mente sobre U, por p.

Un levantamiento de una funcién f : ¥ — X es una funcién f : Y — X tal que
po f = f. Estas funciones tienen tres propiedades que vamos a describir a continuacion.

Proposicién 11. (Propiedad del levantamiento homotdpico) Dados un_espacio Ccu-
briente p : X — X, una homotopia f; : Y — X y una levantamiento de fo, fo : Y — X,
entonces existe una unica homotopia f, :' Y — X de fy que levanta a f;.

Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

La propiedad de levantamiento de trayectorias para un espacio cubriente p : X —
X, dice que para cada trayectoria f : I — X y cada levantamiento Zy de un punto inicial
f(0) = xo, existe una unica trayectoria f : I — X que levanta a f y empieza en Zy.

Proposicién 12. La funcion p, : m(X, o) — m (X, xo) inducida por el espacio cubriente
p: (X,.io) — (X, z0) es inyectiva. El subgrupo imagen p*(ﬂl(X,fo)) en m (X, x9) consiste
de las clases de homotopia de lazos en X basados en xq cuyos levantamientos a X empiezan
en Ty y son lazos.
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Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

Proposicién 13. (Criterio de levantamiento) Dados un espacio cubriente p : (X, %) —
(X, 20) y un mapeo f: (Y,y0) — (X,20) conY conexo por trayectorias y localmente conexo
por trayectorias. Entonces existe un levantamiento f : (Y,y0) — (X, Z0) de f si y sdlo si

£l (Yog0)) € pulm (X, 0)).
Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

Proposicién 14. (Propiedad del levantamiento tnico) Dados un espacio cubriente
p: X — X yunmapeo f:Y — X, si dos levantamientos f1, f : Y — X coinciden en un
punto de'Y yY es conexo, entonces f1 y fo coinciden en todo punto en'Y .

Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

1.2.1. Clasificaciéon de espacios cubrientes

Vamos a asumir que todos los espacios X son al menos localmente conexos por trayec-
torias. Una condicién necesaria para que X tenga un espacio cubriente simplemente cone-
xo0 es la siguiente: cada punto x € X tiene una vecindad U tal que la inclusion inducida
m (U, x) — m (X, z) es trivial; decimos que X es semi localmente simplemente conexo si lo
anterior es cierto. Un espacio localmente simplemente conexo es semilocalmente simplemente
conexo.

Proposicion 15. Sea X conexo por trayectorias, localmente conexo por trayectorias y semi
localmente simplemente conexo. Entonces, para cada subgrupo H C m (X, xg) existe un espa-
cio cubriente p : Xg — X tal que po(m1(Xu,%0)) = H para una eleccion adecuada del punto
base oy € Xy.

Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

Un isomorfismo entre espacios cubrientes p; : X 1 —> X yps: XQ — X es un homeomor-
fismo f : X, — X, tal que p; = p o f. Esta condicién significa que f preserva la estructura
de espacio cubriente, mandando p;*(z) a p; ' (x) para cada x € X. El inverso f~' es también
un isomorfismos, por lo tanto tenemos una relacién de equivalencia.

Proposicién 16. 51 X es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias,
entonces dos espacios cubrientes conexos por trayectorias p1 @ X1 — X yps 1 Xo = X
son isomorfos por el isomorfismo f : X — Xy mandando el punto base T € p;'(zo) a

Ty € py " (wo) iy s6lo si p.(mi(X1,31)) = pa(ma(Xs, T2)).
Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O



CAPITULO 1 7

Teorema 17. Sea X un espacio conexo por trayectorias, localmente conexo por trayectorias
y localmente simplemente conexo. Entonces existe una biyeccion entre el conjunto de clases
de isomorfismos de espacios cubrientes conexos por trayectorias que preservan el punto base,
p o (X,%) — (X,x0), y el conjunto de subgrupos de m (X, xo), obtenido por asociar el
subgrupo p, (w1 (X, %)) al espacio cubriente (X,Zo).Si los puntos base son ignorados, esta
correspondencia da una biyeccion entre clases de isomorfismos de espacios cubrientes conexos
por trayectorias p : X — X y clases de conjugacion de subgrupos de m (X, o).

Demostracion. Ver capitulo 1 de A. Hatcher [15]. O

1.3. Grupos de Homotopia

La teoria de homotopia es una generalizacion del grupo fundamental en dimensiones
superiores. Vamos a describir unos conceptos y resultados basicos.
Sean X, Y espacios basados y consideremos las parejas (X, A), (Y, B)donde AC Xy BCY.
Una funcion
[ (X, A) = (Y, B),
es una funcién continua f: X — Y tal que f(A) C B.
Dadas f,g: (X, A) — (Y, B), decimos que son homotépicas si existe una homotopia

H:(XxI,AxI)— (Y,B)

tal que
H(x,0) = f(x)
H(x,1) = g(x)
A las clases de homotopia de funciones de parejas las denotamos por [(X, A), (Y, B)].
Sea I el producto de ¢ copias del intervalo [0, 1], el cubo unitario g—dimensional. La frontera
de I? la denotamos por 019

Definicién 18. Sea X un espacio con punto base xg € X. Definimos los grupos de homotopia
de orden superior 7, (X, zy), como el conjunto de clases de homotopia de funciones de pareja
f: (19,019 — (X, z), donde las homotopias deben satisfacer H;(01,) = z, para todo t. Lo
vamos a denotar como

(X, x0) = [({7,017), (X, x0)] -

En el caso ¢ = 0, I° es un punto y 9I° es el conjunto vacio, asi mo(X, xq) es el conjutno
de componentes por trayectorias de X.
La estructura de grupo esta dada de la siguiente forma. Sean «, : I9 — X. Definimos
a-0B:17%x 17— X como

B a(2s1, 52, , 5q) sio 0< s <1/2
(a m(Sl’S% ’SQ) B {5(251—1732;"‘731> s1 1/2<81<1
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y
a(317527 T 7Sq> = Oé(l — 81,82, 7Sq)'

La operacién en el grupo m,(X, xy), esta dada por [a]-[8] = [a - B] y el inverso de un elemento
[a] se denota por [@].

Definicién 19. Sea f: (X, z) — (Y, yo) una funcién continua. Definimos el homomorfismo
inducido

fa (X, o) = (Y, yo)
por fy o] = [foal
1. Idy = Idy(x.a0)

2. (fog)p = frogs
Lema 20. f : 7m,(X,z0) = m,(Y,v0) es un homomorfismo.
Proposicién 21. Sean f,g: (X, x0) = (Y, o) funciones continuas tal que f ~ g. Si
9#, f# : ﬂ.q(X> '1'0) — 7Tq(Yva yO)
entonces fyu = gu.

Definicién 22. Sean (X, ), (Y, y0) espacios basados, decimos que X es del mismo tipo de
homotopia basada que Y, si existen funciones continuas

[ (X, 20) — (Yi90)

y
g: (Y,y9) — (X, x0)

tal que fog~Idy y go f ~ Idx y escibimos X ~ Y.
Proposicién 23. Si (X, z) ~ (Y, yo) entonces m (X, o) = (Y, v0).

Demostracion. Por hipdtesis, existen f : (X, z9) = (Y,v0) v g : (Y,y0) — (X, x0) tal que
go f =~ Idx. Usando la proposicién anterior tenemos que (g o f)x = (Idx)y de donde
g#0 f4 = Idzr (X 2)- Andlogamente, fuogy = Idx (v,y,). Porlo tanto, f4 es unisomorfismo [

Nota 24. El grupo fundamental 7,({zo}) = {e} para todo ¢, ya que m,({zo}) = [(S9, %), ({z0}, z0)]
que es la funcion constante.

Corolario 25. Si (X, xg) ~ xo entonces m (X, zo) = {e} para todo q.
Definicién 26. Un espacio (X, z) se dice que es contraible si (X, zg) ~ x.
Ejemplo 27. 1. El espacio R" es contraible para n > 0

2. El disco unitario de dimension n, D™ es contraible para n > 0.

3. Cualquier subconjunto convexo de R™ es contraible.
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1.4. Grupos de Lie

Definicién 28. Un grupo de Lie sobre un campo K es un grupo G equipado con la estructura
de una variedad diferenciable sobre K, de tal forma que los mapeos

nw: GxG +— G t: G +— G
(r,y) +— zy x = x!

son mapeos diferenciables.
Ejemplo 29. 1. Elcirculo T =2 € C: |z] =1 es un grupo de Lie real.

2. El grupo GL,(K) de matrices invertibles de orden n sobre el campo K, con la estruc-
tura diferenciable de un subconjunto abierto del espacio vectorial L, (K) de todas las
matrices n X n.

Definicién 30. Una reticula en un grupo de Lie GG, es un subgrupo discreto I' tal que el
cociente I'\G tiene volumen finito.

1.5. Espacios aesféricos

Definicién 31. Un espacio aesférico es un espacio topolégico X tal que sus grupos de
homotopia 7,(X) = 0 paran > 1.

Los espacios aesféricos también los podemos definir de la siguiente forma. Sea E un espacio
conectable por trayectorias y p : &£ — B un mapeo cubriente, entonces E es aesférico si y
solo si B es aesférico.

Ejemplo 32. 1. Toda superficie compacta orientable de genero mayor que 0 es aesférica
ya que tiene el plano Euclideano o el plano Hiperbélico como cubierta universal.

2. Una 3-variedad hiperbdlica es por definicién cubierta por el 3-espacio hiperbélico H?,
que es aesférico.

3. Espacios métricos con curvatura no positiva (localmente espacios CAT(0)) son aesféri-
cos. (Teorema de Hadamard-Cartan)
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Acciones de grupos

2.1. Conceptos

Definicién 33. Dado un grupo G con elemento identidad e y un conjunto X, una accién de
G en X, es una funcién que asocia a cada g € G y a cada z € X un elemento gr € X, tal
que

1. (gh)x = g(hz)
2.ecx=x

Ejemplo 34. Cualquier grupo G actia en si mismo (X = G) por multiplicacién a la iz-
quierda. La accion L : G x G — G dada por (g,h) — gh para todo h € G cumple que
(9192)h = g1(g2h) por ser G asociativo y e-h = h.

Ejemplo 35. Cualquier grupo G actiia en si mismo por conjugacion, es decir, cada g € G
define una funcién ay, : G — G por conjugacion a,(h) — ghg™*.

Definicién 36. Sea G un grupo actuando en un conjunto X

1. La orbita de un elemento x € X con respecto a la accién es el conjunto

G-z:={gx|geqG}

2. El cociente de X por la accién G o espacio de drbitas, es el conjunto

G\X ={G x|z e X}

3. El estabilizador de un elemento x € X con respecto a la accion es el subgrupo

G, ={g€CG|gr =1z}

10
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4. EL conjunto de puntos fijos de un elemento g € G es

X' ={reX|gr=u}

Definicién 37. Una accion es libre si para todo = € X, gr = x implica que g = e, es decir,
si todos los estabilizadores son triviales.

Ejemplo 38. La acciéon de un grupo en si mismo por multiplicacién a la izquierda

L:G x G — G es libre.

Definicién 39. Sea GG un grupo actuando por homeomorfismos en un espacio topolégico X
localmente compacto. La accién es propia si para cada subespacio K compacto de X, el
conjunto {g € G | gK N K # 0} es finito.

Teorema 40. Dada una accion propia, el espacio de orbitas G\X es Hausdorff y localmente
compacto.

2.2. Aplicacién al Grafeno

En esta seccion vamos a describir como aplicar acciones de grupos a una teselacion.

Los nanotubos de Carbono (CNTs) y el grafeno han sido propuestos como uno de los ma-
teriales mas prometedores para sistemas nanoelectomecanicos debido a su extremadamente
alto modulo de Young, fuerza y otras propiedades.

El desarrollo de nuevos materiales puede permitir tanto el crecimiento de nuevas areas
de investigacién como la solucién a los problemas tecnolégicos actuales. El grafeno es uno
de los ultimos avances en ciencia y tecnologia que promete nuevas aplicaciones en diferentes
aspectos de la vida. Su estructura es una reticula de panal. Consultar [22],[2], [I7] para una
explicacion méas detallada.

2.2.1. Geometria del grafeno

La reticula de panal del grafeno tiene una unidad de celda representada en la Figura [2.1
por los vectores r1 y 1o tal que

71| = |ra| = V/3rg (2.1)

donde ¢ es la distancia carbono-carbono. En esta base, cualquier vector r se representa como

r=mnry+mry (2.2)
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donde m,n € Z. En coordenadas cartesianas

n=ro |3 £ O}T (2.3)

rzzro[ B O]T (2.4)

N
|

Los vectores que conectan cualquier atomo a su vecino mas cercano son

5y = L 2re) _32”) (2.5)
gy = 2220 (2.6)
5y — 0”1#3?‘2) (2.7)

Las ecuaciones anteriores describen completamente la geometria discreta plana del grafeno,
esta definida por las posiciones de los atomos de carbono.

2.2.2. Geometria del CNT

Un CNT se genera enrollando una hoja de grafeno para hacer un cilindro. La hoja de
grafeno se debe enrollar en la direccion del vector quiral €', definido como

Ch = nry + mry (2.8)

donde los enteros (n, m) son el nimero de pasos a lo largo de la frontera zigzag del carbono
y se usan para nombrar al nanotubo. Un nanotubo (n,n) es llamado silla mientras que un
nanotubo (n,0) es llamado zigzag. El dngulo quiral (0 < ¢ < 30°) se define como

V3m

t =_Y- " 2.9
iy = s (2.9)
Para un nanotubo silla ¢y = 30 y para uno zigzag ¥ = 0.
El diametro D del nanotubo estd dado por la siguiente ecuacion
3(n2 2
Do ro\/3(n? +nm +m?) (2.10)

™
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Figura 2.1: Reticula de grafeno
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2.2.3. Acciones de grupo en el grafeno
Ahora, vamos a ver cémo describir estas teselaciones hexagonales en términos de acciones
de grupo.
Sea G el grupo generado por la reflexién
R:(z,y) = (1 —z,y)
y las traslaciones
t:(wy) = (@ +3y+ %)
ta: (I,y) = (ZL‘—|— %7y_ \/75)

Consideremos la pieza base de la figura , donde las aristas tienen una longitud de % y la
colocamos de tal forma que el vértice central quede en el origen y una de las aristas esté
alineada con el eje x con punto final en la coordenada ( %, 0).

Figura 2.2: Pieza base

Afirmacion: La teselacion de hexagonos regulares de lado 1 es la 6rbita de la pieza base

bajo G.

Demostracion. Veamos que la orbita de la pieza esta contenida en la teselacion. Pero esto se
sigue de que R,ty,ts son simetrias de la teselacion y que la pieza es parte de la teselacion.

La accién de R en la pieza es reflejar sobre la linea roja de la figura y la accién de
t1 y ty en la pieza son la traslaciones de la figura . Entonces, cada pieza es parte de
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(a) Accién de R

(b) Accidn de t1 y to

Figura 2.3: Acciones sobre la pieza base.

la teselaciéon. Observemos la figura [2.4 Las piezas blancas son la érbita de la pieza base
(verde) bajo t; y ty. Las piezas grises son la érbita de la pieza base bajo R y después aplicar
t1,ty. Como todo vértice es blanco o gris, entonces todo vértice de la teselacion es t(pieza) o
t(R(pieza)), para t € {t1,t2}. ]

El CNT se obtiene de hacer cociente por una traslacién que preserve la teselacién. En la figura
2.5(a)| la traslacién por la que se debe hacer cociente es la linea azul y lo que obtenemos es
que se identifican las dos lineas rojas, con lo cual obtenemos el CNT [2.5(b)
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Figura 2.4: Orbitas de la pieza base bajo R, ty,ts

2.2.4. Restricciones geométricas

Las estructuras puras de grafeno cerradas tienen una restriccion: cada dtomo de carbono
tiene tres enlaces con atomos vecinos y cada arista es compartida por dos vértices, es decir,
3V = 2A, donde V representa el nimero de vértices y A el de aristas. De esta relacion
podemos ver que el niimero de vértices debe ser par.

Por otro lado, por cada cara, C', tenemos 6 vértices y cada arista esta en dos caras, es decir,
2A =6C.
Estas dos relaciones las podemos escribir como

A =23V, C—lA:%V.

— 2 -3
Sustituyendo esto en la caracteristica de Euler, C'+ V — A = 2 — 2¢g, tenemos que
1 31, _
0 = 2-12g
g =1
Por lo tanto, la inica superficie cerrada pura de grafeno es el toro.

Si queremos construir una superficie cerrada con género g = 0, debemos reducir el nimero
de aristas de algunas caras usando poligonos con z aristas, donde z < 6.
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(b)
Figura 2.5: CNT
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Reticulas no uniformes en espacios de
curvatura no positiva

3.1. Antecedentes

Sea M una variedad riemanniana, denotemos por ( , ) su estructura riemanniana y por d
su métrica riemanniana. Sea p un punto en M, vamos a denotar por S(p) a la esfera unitaria
en el espacio tangente T,M y por SM al haz tangente unitario con proyecciéon p: SM — M.
Sean v, w € S(p), el dngulo 0 = L (v, w) es el Ginico nimero 0 < ¢ < 7 tal que (v, w) = cos¥.
Sea M es una variedad completa y v € SM, denotaremos por 7, : R — M a la geodési-
ca tal que 7, (0) = v. Vamos a asumir que todas las geodésicas tienen velocidad unitaria y
que estan definidas en toda la recta real, a menos que se indique lo contrario. Por segmen-
to geodésico nos vamos a referir a una geodésica que esta definida en un intervalo compacto.

Sea X un espacio métrico, llamamos a (X, d) espacio métrico geodésico si cada par de
puntos se puede unir con una geodésica. Como corolario del teorema de Hopf-Rinow tenemos
que toda variedad riemanniana completa, conexa es un espacio métrico geodésico.

Dado r > 0, un espacio métrico (X, d) se dice que es r-geodésico si para cada par de
puntos z,y € X con d(z,y) < r existe una geodésica que une a z con .

Definicién 41. Sea X un espacio métrico. Un tridngulo de comparacién en E? para una
tercia de puntos (p, ¢, ) en X, es un tridngulo en el plano Euclideano con vértices p, g, 7 tal
que

d(p,q) =d(p.q), dlg,r)=4d(g,7), d(p,r)=d(p,7)

Tal tridangulo es tnico salvo isometrias y lo denotaremos por Z(p, q,7). El 4ngulo interior de

A(p,q,r) en p se llama el dngulo de comparacién entre ¢ y r en p y lo denotaremos por

18
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KP(Qa T) :

Vamos a denotar por M} a la variedad riemanniana de dimensién n, completa, conexa,
simplemente conexa, de curvatura seccional constante k € R. Para cada entero n, clasificamos
a M} en tres distintas clases segin k sea positivo, negativo o cero.

1. Si k = 0, entonces el espacio M es el espacio Euclideano E".

2. Si k > 0, entonces M} es obtenido del espacio esférico S” multiplicando la funcién
distancia por la constante \/LE En particular, cuando k£ = 1, tenemos M} = S™.

3. Sik < 0, entonces M} es obtenido del espacio hiperbélico H" por multiplicar la funcién

distancia por la constante \/ij En particular, cuando £ = —1, tenemos M", = H".

Denotemos por V() al volumen del disco de radio r en el espacio M y por Ag(r) a su area.

El didmetro de M} lo vamos a denotar por Dy. Para k > 0 tenemos que Dy := 7/ Vk.
Para k < 0 tenemos que Dy := oo.

Definicién 42. Una variedad riemanniana completa, simplemente conexa, de curvatura sec-
cional no positiva donde sea, se le llama variedad de Hadamard.

Ejemplo 43. 1. R con la métrica usual es una variedad de Hadamard con curvatura
seccional constante 0.

2. El espacio hiperbdlico H" es una variedad Hadamard con curvatura seccional constante
igual a —1.

Definicién 44. Sea X un espacio métrico y k € R. Sea A un tridngulo geodésico en X con
perimetro menor que 2Dj. Sea A C M? un tridngulo de comparacién para A. Se dice que
A satisface la desigualdad CAT(k) si para todo x,y € A y todos los puntos de comparacion
T,7 €N
d(z,y) < d(z, 7).
1. Sik <0, X sellama espacio CAT(k) si X es un espacio geodésico y todos sus tridngulos
geodésicos satisfacen la desigualdad CAT (k).

2. Si k > 0, X se llama espacio CAT(k) si X es Dp—geodésico y todos sus tridngulos
geodésicos de perimetro menor que 2Dy, satisfacen la desigualdad CAT (k).

Los espacios CAT(0) son espacios Hadamard. Vamos a denotar por H a una variedad
Hadamard. Sean p # ¢ en H, denotaremos por 7, , a la tnica geodésica (de velocidad unita-
ria) tal que 7,4(0) = p, 14(t) = ¢, donde t = d(p, ¢). El angulo £,(m,n) que subtienden
dos puntos distintos m,n € H en p, se define como el dngulo £(v,,,(0),7,,(0)). Tres pun-
tos distintos no colineales definen un tridngulo geodésico. Algunos resultados basicos, pero
importantes para tridngulos geodésicos son los siguientes:
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1. Ley de Cosenos: Si a,b,c son los lados de un triangulo geodésico y # es el angulo
opuesto a ¢, tenemos que ¢? = a® + b? — 2abcos 6.

2. Suma de angulos: La suma de los angulos interiores de un tridngulo es a lo mas 7.

Lema 45. (Segunda ley de cosenos) Si a,b,c son los lados de un tridngulo geodésico y
a, By son los dngulos interiores del tridngulo geodésico, opuestos a a,b y c respectivamente,
entonces

c < bcosa+ acosp.

Demostracion. Por la ley de cosenos tenemos que

a®> > b+ ¢ — 2bccos

b2 > a4 ¢ — 2accos f

Sumando estas dos desigualdades obtenemos que
0 > 2¢? — 2bccos o — 2accos 3

de donde
c < bcosa+ acosf

]

Lema 46. Sia,b, c son los lados de un triangulo geodésico y o, 3 y v son los dngulos interiores
del triangulo, opuestos a a,b y ¢ respectivamente, entonces

2

C
1-— < —.
TS 90

No se admiten triangulos degenerados.
Demostracion. De la ley de cosenos tenemos que
A>a®+ - 2ab cos y
= (a —b)* + 2ab(1 — cos )
> 2ab(1 — cos )
O

Nota 47. Del resultado anterior se sigue que si {p,},{¢.} v {rn} son sucesiones en H tales
que d(pn, ¢n) — 00, pero d(¢n,rn) < A cuando n — oo, entonces £, (Gn, ) — 0.
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Nota 48. Para simplificar notacién, vamos a escribir vt en lugar de ~(¢).

Definicién 49. Dos geodésicas v, o de velocidad unitaria en H son asintéticas si existe una
constante C' > 0 tal que d(vt,0t) < C para todo t > 0.

Algunas consecuencias importantes sobre geodésicas asintdticas son las siguientes:

1. La relacion de asintoticidad es una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las
geodésicas de H.

2. Si geodésicas asintoticas en H tienen un punto en comun, entonces son la misma, salvo
reparametrizacion.

3. Dada una geodésica av y un punto p € H, existe una tnica geodésica (3, tal que, 5(0) = p
y [ sea asintética a a.

Una funcién f : I — R definida en un intervalo I (no necesariamente cerrado o compacto),
se llama convexa si, para cualesquiera t,t' € [ y s € [0, 1] tenemos

fl(s = 1)t +st') < (s = 1) f(t) + sf(T).

Una funcién f : X — R definida en un espacio métrico geodésico es convexa si, para
cualquier trayectoria geodésica ¢ : I — X parametrizada por longitud de arco, la funcion

t = flc(t))

definida en el intervalo I es convexa. O equivalentemente, si para cada trayectoria geodésica
parametrizada por longitud de arco ¢ : [0,1] — I, tenemos

fle(s)) < (s = 1) f(e(0) + sf(c(1))
para cada s € [0, 1].

Proposicién 50. Si X es un espacio CAT(0), entonces la funcion distancia d : X x X — R
es convezxa, es decir, dado cualquier par de geodésicas c,c : [0,1] — X parametrizadas por
longitud de arco, se cumple la siguiente desiqualdad

d(e(t), (1)) < (1 — 1) d(c(0),(0)) + td(e(1), (1))

Demostracién. Primero, vamos a asumir que ¢(0) = ¢/(0). Consideremos el tridngulo de
comparaciéon A C E? para el tridngulo geodésico A(c(0), ¢(1),d(1)). Dado t € [0, 1], sabemos
que

d(c(t), ¢(t))

d(e(1), ¢(1))
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entonces

La tultima igualdad se sigue de la relacién entre triangulos de comparacién. Ahora, por la
desigualdad CAT(0), tenemos que

de donde
d(e(t), ¢(1)) < td(e(1),¢(1)).

Para el caso general, sea ¢ : [0, 1] — X una geodésica reparametrizada que cumple
d"(0) =¢(0) "(1)=¢(1)

Aplicando el caso anterior a ¢ y ¢’ y después a ¢’ y ¢” revirtiendo orientacién, obtenemos

d(c(t), ¢"(1)) < td(ce(1), ¢"(1))

d(c"(t), (1)) < (1 = 1) d(c"(0), ¢ (0))
de donde

d(c(t), ¢ (1)) < d(e(t), (1)) + d(c"(2), ¢ (1))
d(c(1),¢"(1)) + (1 = 1) d(c"(0), ¢(0))
d(e(1),d (1)) + (1 —t)d(c(0),(0)).
O

Proposicién 51. Sea o una geodésica en H y sean {p,} — p en H y {t,} — oo en R. Si 3,
es la geodésica que va de p, a a(t,), entonces, 5, (0) converge al vector v € S(p), y B = Y
es asintotica a .

Demostracion. Ver seccién 1 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Proposicién 52. Sea X un espacio CAT(0) y sea C' un subconjunto convezo, el cual es
completo con la métrica inducida. Entonces

1. Para cada x € X, existe un unico punto m(x) € X tal que

d(z,m(x)) =d(z,C) := ;gg{d(a:,y)}
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2. Six’ pertenece al segmento geodésico [x,m(x)]|, entonces w(x') = w(z).

3. Dadosx ¢ C yy € C, siy# n(x) entonces

471'(:(:)(1‘7 y) = 7T/2

Demostracion. 1. Para mostrar la existencia de 7(x), consideremos una sucesién de puntos
yn € C tal que d(yn, z) —> d(z,C).

Afirmacién: Esta sucesion es de Cauchy: Sea D = d(z,C') y sea £ > 0 muy pequeno en
comparacién a D. Por hipdtesis, existe N > 0 tal que d(y,, ) < D-+¢ paratodon > N.
Fijemos n,m > N y consideremos el tridngulo de comparacion A(z,y,, ym) € E2.
Consideremos dos circulos alrededor de z, uno de radio D y otro de radio D +¢. Vamos

a probar ahora que cualquier segmento recto que esté contenido completamente en la
regién acotada por los dos circulos, tiene longitud a lo méas 24/2(De + €2). Para esto
vamos a considerar tres casos:

(a) (b) (c)

Figura 3.1:

(i) El segmento estd contenido en un radio de los circulos, Fig. |3.1(a). En este caso,
es inmediato que a < €.

(ii) El segmento es perpendicular a un radio, Fig.|3.1(b)l Por el teorema de Pitagoras

a2:cz—62<(D—|—5)2—D2
= 2De + &%

Entonces, a < v2De + &2.
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(iii) El segmento no es perpendicular a ningin radio que lo atraviesa ni esta contenido
en ningin radio, Fig. [3.1(c)l Por los dos casos anteriores,

A=a> 4+ <e?+2De +¢£2
= 2(e* + De).

Entonces ¢ < /2(e2 + De).

El segmento [7,,7m], debe estar contenido en esta regién, ya que si no lo estuviera,
existiria Z € [Un, Um| tal que d(z,z) < D. Pero, por la desigualdad CAT(0), el punto
correspondiente z € [y,, ym] C C deberia satisfacer que d(z,z) < D, lo cual contradice
la definicién de D. Asi, si n,m > N, entonces d(yn, ym) < 21/2(De + €2). Por lo tanto,
la sucesion {y,} es de Cauchy.

Ahora, podemos tomar a 7(z) como el punto limite de esta sucesién, el cual existe al
ser C' completo. Més ain, el hecho que cada sucesién {y,} sea de Cauchy, nos da la
unicidad de 7(z), ya que si existiera otro punto 7 (x)" € C' con d(w(z)’,x) = d(z, (),
entonces la sucesién de términos donde alternamos 7(z) y m(x)" deberfa de satisfacer
la definicién de {y,}, pero no es de Cauchy.

2. Usando la desigualdad del triangulo tenemos
d(z, 7(2')) < d(z, w(2)) + d(r(z), 7(2"))

como d(z,7(x)) = ;g(i;{d(x,y)}, entonces d(m(x),m(z")) = 0.

3. Si 4y (g)(z,y) fuera menor a 7/2, entonces, podemos encontrar dos puntos =’ € [7(x), z]

vy € [r(x),y] distintos de 7(x), tales que, en el tridngulo de comparacién A(z', 7(x), '),

el dngulo en 7m(z) es tambien menor que 7/2. Esto y la desigualdad CAT(0) implican
que, para algin punto p € [w(x),y’] C C tendriamos

d(2',p) < d(2, m(x))

pero por el punto anterior, d(z/, 7(x)) = d(2/, C).
[l

Corolario 53. Sea C' un subconjunto convexo, completo, en un espacio CAT(0) X. Sea de
la funcion distancia a C, definida por de(z) = d(z,C) = fng{d(:z:, y)}. Entonces
ye

1. La funcion d¢ es conveza.

2. Para todo x,y € X, tenemos que |do(x) —de(y)| < d(z,y).
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3. La restriccion de do a la esfera con centro x y radio r < de(x) alcanza su infimo en
un unico punto y, ademds, do(x) = de(y) + 7.

Demostracion. 1. Sea 7 la proyeccién de X sobre C. Sea ¢ : [0,1] — X una parametri-
zacién de un segmento geodésico y sea ¢ : [0, 1] — C' la parametrizacién del segmento
geodésico [m(c(0)), 7(c(1))]. Por la convexidad de la funcién distancia (proposicién [50)),

tenemos:
de(e(t)) < d(e(t), (1))
< (1 =1)d(e(0),c'(0)) +td(c(1), (1))
= (1 — t) dc(C(O)) —|—tdc(C( ))
2. Como

d
< d(z,y) +d(y, 7(y))
d(z,y) + do(y)
entonces |de(x) — de(y)| < d(z,y).

3. Seay € [z, m(x)] tal que d(z,y) = r, entonces do(z) = de(y) + r. Para ver que alcanza
su infimo en un unico punto, por la proposicion , si 3/ es un punto tal que d(z,y’) = r
y de(y') < de(y), entonces

d(z,7(y") < d(z,y') +dy,7(y"))
<r+de(y)
= d(z, n(z))

entonces 7(y') =7(z) y ¥ = v.

3.1.1. Puntos al infinito y topologia cono

Las variedades completas M de dimension n > 2 y curvatura seccional £ < 0 son las
variedades cocientes H/D, donde H es una variedad Hadamard y D es un grupo propiamente
discontinuo de isometrias de H. Las variedades H/D las vamos a estudiar a partir de la accién
de D en H y de las propiedades geométricas de H al infinito.
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Definicién 54. Definimos los puntos al infinito de H como las clases de geodésicas

asint6ticas de H. Vamos a denotar al conjunto de puntos al infinito por H(oco) y definimos
H:=H U H(c0).

Ejemplo 55. Si H" es el espacio hiperbdlico de dimensién n, la bola unitaria abierta en R™
con la métrica de Poincaré, entonces H(oo) es la esfera frontera S™~!.

Sea «a : (—00,00) — H una geodésica, denotamos por a(oco) a la clase asintética de oy
por a(—o0) a la clase asintética de la curva que revierte orientacién ¢ — a(—t). La funcién
resultante « : [—00,00] — H, es la extensién asintética de a. Por abuso de notacion,
vamos a escribir a(co) = x 0 @ € x para x € H(o0). Dados € H(co) y p € H, existe una
Unica geodésica v, tal que v,,(0) = p y Vpu(00) = 2, es decir, existe una tnica geodésica que
une un punto finite con un punto al infinito.

Sea ¢ una isometria de H y x € H(00), tenemos que ¢(z) = (p o a)(00), donde « es
cualquier geodésica que representa a x. Como la relacion de asintoticidad es preservada por
isometrias, la funcién ¢ : H — H estd bien definida, es biyectiva y manda H (co) en si mismo.

Decimos que una topologia 7 en H es admisible si satisface las siguientes cuatro condi-
ciones:

(1) Propiedad de cerradura: La topologia en H inducida por 7 es la topologia original de
H, y H es un conjunto abierto denso de H.

(2) Propiedad de la extensiéon geodésica: Si «v es cualquier geodésica de H, entonces su
extension asintética es continua.

(3) Propiedad de la extensién isométrica: Si ¢ es cualquier isometria de H, entonces
su extension asintética es continua.

(4) Propiedad intensiva: Si € H(c0), V una vecindad de x y r > 0 cualquier nimero
positivo, entonces existe una vecindad U de x tal que

N, (U)={qe H:d(q,U)<r}CV

Aqui, hemos ampliado la métrica trivialmente, por lo que d(a,b) = 0o si a # by cual-
quiera de los dos puntos esta en H(0o). Esta es la tinica extensién continua de la métrica,
asumiendo la propiedad de la extension geodésica.

Sea p € H, la érbita de p es el conjunto D(p) = {¢(p) : ¢ € D}. La drbita de un punto
p € H no tiene puntos de acumulacién en H. El conjunto de puntos de acumulacion de una
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érbita se encuentra en H(co) y es independiente de la eleccién de p € H, este conjunto se
llama conjunto limite y se denota por L(D)

L(D) ={x € H() : pn(p) — z, para alguna sucesién {¢,} C D y cualquier punto p € H}

Ahora, vamos a definir una topologia en H = H U H(oo) que hace a H homeomorfo a la
bola cerrada unitaria en R” y a H(co) homeomorfo a la esfera S~
Sea p € H distinto de a,b € H. El angulo subtendido por a,b en p es £,(a,b) =

£(7a(0), 75(0))-

Nota 56. Sip € H ysi a: [0,00) — H es una geodésica, entonces la funcién [0, co] — S(p)
dada por t — 7, ,,(0) es continua. Esto es obvio para ¢ < 00 y €OMO Ypa(c) €8 la tinica
geodésica de p asintética a «, la continuidad al infinito se sigue de la proposicion

Definicién 57. Sea v € S(p) C T,H y sea ¢ un nimero, 0 < ¢ < 7. El conjunto
C(v,e) ={b € H : £,(7,(c0),b) < &}

se llama el cono del vértice p = p(v), eje v y dngulo ¢, donde p es la proyeccién canénica
TH — H.

Asi, C(v,¢) consiste de todos los puntos, finitos o infinitos, cuya diferencia angular a v es
menor que €.

Proposicién 58. Si H es una variedad Hadamard, existe una topologia vnica v en H tal
que

1. k tiene la propiedad de cerradura.

2. Para cada x € H(00), el conjunto de conos que continen a x es una base local para K
en x. Llamamos a k la topologia cono en H.

Proposicién 59. La topologia cono k para H es admisible.
Demostracion. Ver seccién 2 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Nota 60. (1) Para p € H, la funcién ¢, : S(p) — H(oo) tal que ¢,(v) = v,(c0) es un
homeomorfismo.

(2) La funcién ¢ : SH x [—o0, 00] — H dada por ¥(v,t) = v,(t), es continua.
(3) Sea D = {(p,b) € H x H : p # b}. La funcién V : D — SH dada por V(p,b) = 7,,(0),

es continua.
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(4) Si denotamos también por ¢ a la restriccién de la funcién ¢ anterior, v : SH — H(00),
de tal forma que ¥ (v) = 7,(00), entonces las funciones

ux: SH — H x H(c0), V| H x H(c0)
son homeomorfismos inversos.

(5) La funcién dngulo £,(a,b) es continua en {(p,a,b) € H x H x H : p # a,p # b}, esto
por que tenemos la relacién cos(4,(a,b)) = (V(p,a), V(p,b)).

3.1.2. Horoesferas

El objetivo de esta seccién es definir un concepto similar a “esfera” en H cuyo centro es
un punto x € H(co) y algunos resultados importantes sobre estas, para lo cual nos basaremos
en P. Eberlein [I1], P. Eberlein y B. O’Neill [13] y R. Bridson y A. Haefliger [0].

Sea B : SH x H — R definida por B(v,p) = th d(p, yt) —t. Esta funcién esta bien defi-
—00
nida ya que t — d(p, 7,t) es monétona no creciente y esté acotada por abajo por — d(p, v, (0)).

Lema 61. Sea T' > 0 dado. Para cada t > 0, sea B; : SH x H — R la funcion dada por
Byi(v,p) = d(p,yt) —t. Si s,t > T, entonces

d*(p, )

|Bt(vap) - Bs(vap)’ < T

donde p: SH — H es la proyeccion natural.

Demostracion. Sean s > t > T > 0y (v,p) € SH x H dados. Sea 6 = £, ,(p,uv) y
d = £, s(p, pv). Como By es decreciente en t,

0 < By(v,p) — Bs(v, p)
= (s =) + d(p, %t) — d(p, 1)
por la ley doble de cosenos (45]) tenemos
(s —t) < d(p,7t)(1 —cosO) + d(p,v,s)(1 — cosd)

y por (46)
d2
d(p, 1t)(1 — cos8) < %
< Lo, po)

YA
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Anélogamente,
d(p,7$)(1 — cosd) < %
Por lo tanto, )
Biv.p) — B < L)
O
Proposicién 62. 1. Paraunv € SH fijo, la funcion p — B(v,p) es una funcion conveza,

uniformemente continua en H tal que
|B(v,p) — B(v,q)| < d(p,q)

2. La funcion B : SH x H — R es continua.

Demostracion. 1. Usando la desigualdad del triangulo es inmediato que

B(v,p) — B(v,q) < d(p,q)

y de esta desigualdad se sigue que la funcién es uniformemente continua.

Para demostrar la convexidad, sea « : [a,b] — H un segmento geodésico y sea 0 < A < 1
dado. Fijemos s > 0. Por el corolario la funcién p — d(9,$,p) es una funcién
convexa, continua, por lo cual

d(ys, a(ha + (1 = N)b)) < Ad(7,s, aa) + (1 — X) d(7,s, ab)
d(ves, a(Aa+ (1 = N)b)) — s < A[d(y,s, @a) — s] + (1 — A) [d(7,s, ab) — s]

haciendo tender s — oo en ambos lados de la tdltima desigualdad, tenemos que B es
convexa.

2. Para cada t > 0, tenemos que B; es continua y B; — B puntualmente cuando ¢t — oo.

Para probar la continuidad de B, es suficiente probar que para cada conjunto compacto

C CSH x Hycadae >0, existe T =T(C,¢) tal que parat > T, |B; — B| <een C,
pero esto se sigue del lema anterior (lema .

m

Definicién 63. Definimos la funcién o : H x H x H — R como:

1. Si z € H(x) entonces a(p,z,q) = B(V(p,x),q), donde V es la funcién vector de la

nota.l 3, V(p,b) = 7,,(0).
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2. Si z € H entonces, a(p,z,q) = d(q,z) — d(p, z).
Proposicién 64. La funcion a es continua con respecto a la topologia producto en H x H x H.

Demostracion. Sea (p,x,q) € H x H x H un punto cualquiera y sea (p,, T, ¢,) Una sucesion
que converge a ese punto. Vamos a mostrar que &(p,, T, g,) converge a a(p, x,q). Vamos a
probar esto por casos:

Caso I Tomemos una subsucesion de términos x,, C H(00), entonces por continuidad
de B y de V, tenemos que

Pns Tny ) = BV (P, 2n), ¢n) = B(V(p, ), q)
=a(p, z,q).

Caso II Tomemos una subsucesién de términos x,, C H(oo) tales que d(p, z,) no esta
acotada. Sean v, = V(p,z,), v = V(p,x) v s, = d(p, x,). Entonces, tenemos
que s, — 00 v v, esta bien definido. Asi

Oz(pn, o Qn) = d(Qn» xn) - d(pna xn)
= d(Qn7 ’7vn5n) — Sp + d(p7 xn) - d(pn7 xn)

= Bsn (Um Qn) + d(p, :En) - d(pm xn)

como v, — U, P —> P, @ — q vy Bs, — B por el lema en subconjuntos
compactos, entonces

Bsn (Una qn) + d(p> ZEn) - d(pm l’n) — B(Ua Q)
= B(V(p,z),q)
= a(p,z,q).

]

Definicién 65. Si 7 = 7, es una geodésica en H, la funcién de Busemann f, : H — R
esta dada por

fy(a) = B(v,q) = lim d(q,7t) — 1
Siv=V(p,x), entonces f,(q) = a(p,z,q).

Algunas propiedades importantes de las funciones de Busemann se mencionan en la si-
guiente proposicién.
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Proposicién 66. 1. Para cada geodésica vy, f, es una funcidn convexa, uniformemente
continua, tal que

1£5(p) — £ (@) < d(p, ).
2. Sty y B son geodésicas asintoticas, entonces fy, — fa = f,(8(0)) en H.

3. Sty y B son geodésicas asintoticas, entonces f.,(Bt) — f,(Bs) = s —t, para cualquier
s,t € R.

Demostracion. 1. Es inmediato de la proposicién [62]

2. Sean p,q € H y x € H(oo) tales que v = 7, y B = 74, Vamos a probar que, para
cualquier punto r € H, a(p,x,r) — a(q,z,7) = a(p, x,q).
Sea {x,} € H una sucesién que converge a z, por la proposiciéon , tenemos que

a(p,z,r) = lim [d(r,z,) — d(p, zn)]
a(q,z,r) = lim [d(r, z,) — d(q, )]
Asi,
alp,z,r) — a(g,z,r) = lim [d(g, z,) — d(p, z,)]

= a(p,z,q)
3. Para cualquier geodésica (3, tenemos que
J5(Bs) = lim d(Bs, Bt) — t = —t
Sean [y v son geodésicas asintoticas, por el punto anterior, tenemos que
f7(Bt) = [+ (Bs) = fs(Bt) + f5(B0) — fa(Bs) — f5(50)
= fp(Bt) — fs(Bs)
=s—t.
O

Definicién 67. Sea f una funcién de Busemann en z € H(co) y sea p € H, la horoesfera
en x a través de p, es el conjunto

Lp,z)={qe H: f(q) = f(p)}

La horobola en x determinada por p, es el conjunto

N(p,z)={qe H: f(q) < f(p)}.
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Como fz — f, es constante, entonces estas definiciones son independientes de la eleccién
de f en z. La frontera topolégica de N(p,x) es L(p,x) y N(p,x) es el subconjunto abierto
CONVexo tUONt(ozt), donde « es la geodésica, tal que «(0) =p y a(oo) = x.

>

Si L es un horoesfera en x, entonces cada geodésica v € x interseca a L en un tnico
punto. Ademéds, L = f- '(a) para algtiin a € R. Sea n;, : H — L la funcién que manda al
punto p € H, al tnico punto en el cual 7, interseca a L. Llamaremos a 7y, la proyecién en
L.

Proposicion 68. Sea p € H y L es una horoesfera en x, entonces ny, es el unico punto de
L mds cercano a p.

Demostracién. Sea f una funcién de Busemann tal que L = f~1(0). Supongamos que p estd
dentro de L, es decir, f(p) < 0. Sea « la geodésica que une p con x, parametrizada de tal
forma que a(0) = n(p), donde n = nr. Entonces, si a = d(p,n(p)), tenemos que p = a(a).
Sea q # n(p) cualquier otro punto de L, la funcién ¢t — d(q, at) — t decrece estrictamente a
cero. En particular,

d(q,p) — d(n(p),p) = d(g, a(a)) —a > 0.

Supongamos ahora que p estd fuera de L, es decir, f(p) > 0. Sea « la geodésica que une
a p con x, parametrizada de tal forma que «(0) = n(p) € L y sea ¢ # n(p) cualquier otro
punto de L. Por la ley de cosenos, tenemos que £, (q,at) < 7/2 para cualquier ¢ > 0. As{

Lyw(a,q) = 7/2y
d(g.p)* = d(p.n(p))* + d(g,n(p))* — 2d(p,n(p)) d(g, n(p)) cos(Lyq) (p, ),

por lo tanto,

d(p,n(p)) < d(g,p)-
0

Corolario 69. Sean L y L' dos horoesferas en x € H(o0) y sea f una funcion de Busemann
en x. Entonces, para cualesquiera puntosp € L yp' € L'

d(L, L") =d(p, L") =d(p', L) = [fL — fL'| = |f(p) = fF(P)I
Demostracion. Sea np la proyeccion en L'. Como n/(p) esta en la geodésica 7,,, entonces
por la proposicén [66[3] y por la proposicién [68] que

d(p, L) = d(p,nw(p) = 1 (p) = f (e ()| = 1f (0) = £ ()]

la ultima igualdad se da porque f(nrp) = f(p'). Andlogamente, si 7, es la proyeccién sobre
Lyn(p') € L, tenemos

A, L) = d(@',ne () = [F (") = Fne @) = [F (") = F@)].
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El resultado anterior, lo que nos dice es que dos horoesferas centradas en el mismo punto
xr € H(co) son “paralelas”.

Sea f una funcién convexa en M. Una geodésica f-mondtona es una geodésica, en la
cual f es mondtona no creciente.

Proposicion 70. Sea f una funcion convexa en una variedad completa M. Para cada punto
m € M, existe una geodésica f-mondtona que empieza en m, tal que el rayo positivo v+ es
minimal.

Demostracion. Ver seccién 9 de R.L Bishop y B. O’Neill [4]. O

Proposicion 71. Sea f una funcion convexa en una variedad completa M. Una geodésica
asintotica a una geodésica f—mondtona es f—mondtona.

Demostracion. Sea « asintética a la geodésica f-mondtona o y sea {«;} una sucesién apro-
ximante con «a;(s;) = o(t;). Fijemos s > 0. Como f o «; es convexa, para s; > s > 0 tenemos
que

flai(s)) < max{f(ci(0)), f(ai(si))}-

Pero

flas(s;)) = flo(ts))

Por lo tanto, tomando el limite obtenemos

fla(s)) < max{f(a(0)), f(c(0))}.
Asi, como f o« es convexa, entonces « es f—mondtona. [
Lema 72. Sea H una variedad Hadamard que satisface la siguiente condicion: para cuales-
quiera dos puntos © # y € H(oo) existe al menos una geodésica que une a x con y. Sea

x € H(o0). Si f es cualquier funcidn de Busemann en x y si o es cualquier geodésica en H
tal que o(00) # x, entonces f(ot) — 0o cuando t — oo.

Demostracion. Sea o una geodésica en H tal que o(00) # x y sea  una geodésica en H tal
que B(—o0) = o(00) y f(o0) = z. Por la proposicion

f(Bt) = f(B(0)) —t
y asi f(Bt) — +oo si t — —oo. Como las geodésicas o y 37! son asintéticas y f es convexa,

entonces f(ot) — oo cuando t — oo, 6 f(ot) es mondtona no creciente y aplicando la
proposicién [71] f(ot) — oo cuando t — 0. O

Proposicién 73. Sean H una variedad de Hadamard, x € H(oo) y f una funcion de Buse-
mann en x. Entonces, f es C' y grad(f) = —X, donde X (p) =V (p, z).

Demostracion. Seccién 3 de P. Eberlein y B. O'Neill [13]. O
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3.1.3. Variedades de Visibilidad

En una variedad de Hadamard H, tenemos que dados dos puntos p # ¢, existe una unica
geodésica v,, de p a g. El objetivo de esta seccién es ver como se puede extender esto a
H=HUH(x).Sipe€ Hyux € H(co) ya vimos que existe siempre una tnica geodésica 7,
que los une. ;Qué pasa cuando x # y estdn en H(00)?

Definicién 74. Una variedad de Hadamard H satisface

Axioma 1 Si para cualesquiera puntos z # y en H(co) existe al menos una geodésica
que une a x con y.

Axioma 2 Si para cualesquiera puntos = # y en H(00) existe a lo més una geodésica que
une a x con y.

El axioma 1 es cierto si la curvatura seccional de H satisface K < ¢ < 0 y el axioma 2
es cierto si K < 0. Llamamos a las geodésicas o y § equivalentes, si {a(o0), a(—00)} =
{B(c0), B(—o0)}. Asi, el axioma 2 nos dice que geodésicas equivalentes son la misma excepto
por reparametrizaciéon. Una propiedad equivalente al axioma 1 es la siguiente.

Definicién 75. Una variedad H satisface el Axioma de Visibilidad, si dado p € H y
e > 0, existe un nimero r = r(p,€) con la propiedad siguiente: si ¢ : [a,b] — H es un
segmento geodésico tal que d(p, o) > r, entonces £,(ca,ob) < €.

El Axioma de Visibilidad es cierto tambien para rayos geodésicos o geodésicas maximales.
Por continuidad de los dngulos, el mismo r = r(p, ¢) funciona.

Una sucesion {v,} de geodésicas en H, converge a una geodésica v, {y,} — 7, si para
una parametrizaciéon adecuada, los vectores tangentes {~/(0)} convergen en SH a +/(0). Si
cada elemento de una sucesion de geodésicas interseca a un conjunto compacto de H, entonces
existe una subsucesion convergente.

Proposicién 76. Los siguientes enunciados son equivalentes
1. La variedad H satisface el Azioma de Visibilidad.

2. Sea vy, : [an,b,] — H una sucesion de geodésicas en H, —o0 < a, < b, < 00. Si
Yn(an) = = Y V(b)) = y cuando n — oo, donde x,y son puntos distintos de H(o0),
entonces cada geodésica vy, interseca a algun conjunto compacto K de H. Por lo tanto,
alguna subsucesion de {7,} converge a una geodésica que une a x con y.

Demostracion. Primero, supongamos que se cumple el Axioma de Visibilidad para un punto
p € H. Por continuidad de los dngulos, la sucesion {4, (Vnan, Ynbn)} converge a £,(x,y).
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Como x # y, £,(z,y) > 0. Por el Axioma de Visibilidad para rayos geodésicos, existe un
ndmero r > 0 tal que d(p,7,) < r para cada entero n, por lo tanto, la bola con centro
p y radio r, B,.(p), interseca a cada 7,. Tomando una subsucesién si es necesario y una
parametrizacién adecuada, podemos encontrar que {7/, (0)} converge a un vector v € S(q),
asi v, — 7. Por la proposicién [3] la sucesion {7/,(0)} = {V (7,0, v,b,)} converge a V(q,y) v
la sucesion {—+/,(0)} = {V (7,0, vnan)} converge a V' (g, x). Por lo tanto, v, une a x con y.

Para probar que (2) implica (1), supongamos que el Axioma de Visibilidad falla. Entonces,
para algin punto p € H y algin € > 0, existe una sucesién {7, } de geodésicas de H tal que
d(p,vn) — oo cuando n — 00 y £y(Ynan, Ynbn) = €, para cada n. Tomando una subsucesién
si es necesario, {Vn(a,)} — = € H(c0), {7(bn)} = y € H(oo) y 4,(x,y) = € > 0, por
lo tanto x # y. Pero por 2, cada =, interseca a un conjunto compacto y esto contradice la
hipétesis de que d(p,~,) — oo cuando t — 0. ]

La proposicién anterior lo que nos dice es que el Axioma de Visibilidad implica el Axioma
1, también se puede probar el converso. Si M = H/D es una variedad completa, de curvatura
seccional K < 0, tal que H satisface el Axioma 1, llamaremos a M una Variedad de
Visibilidad.
Corolario 77. Si H satisface el Axioma 1, entonces para cualesquiera dos puntos x # y de

H(o0), eziste un conjunto compacto K de H, tal que cada geodésica que une x con y interseca
a K.

Un punto x € H(co) es especial, si para cualquier v € x, existe un conjunto com-
pacto K C H tal que para valores positivos, arbitrariamente grandes de t, v interseca a
I(H)K ={¢(k): k€ Ky ¢ es una isometria de H}. Por la relacién de asintoticidad es su-
ficiente verificar esta propiedad para una tinica geodésica. Si H es homogéneo o tiene cociente
compacto H/D, entonces cada punto de H (o) es especial.

Sean z,y puntos distintos de de H(00), denotaremos por = A y al conjunto de todas las
geodésicas que unen a x con y. Se dice que el par (x,y) estd acotado, si existe un conjunto
compacto K = K(z,y), tal que cualquier geodésica en x Ay interseca a K. Si x Ay es vacio, el
par (z,y) también se dice que esta acotado. Se dice que la variedad H es geodésicamente
acotada, si cada par (z,y) € H(oco) x H(oo) con = # y estd acotado. Si H satisface el
Axioma 1 o el Axioma 2, entonces H es geodésicamente acotado.

Un punto x € H(oo) es acotado, si existe C' > 0 tal que d(,0) < C para cualesquiera dos
geodésicas v, 0 € z. Por la convexidad de la funcién t — d(vt, o) podemos concluir que cada
punto de H(co) es acotado y asi H es geodésicamente acotado.

Lema 78. Sean o y 8 geodésicas de H tales que a(o0) = [f(o0) = x. Si {pn} es cualquier
sucesion en H que converge a x, entonces

£y, (a(—00), f(—00)) — 0.

n—00
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Demostracion. Sean q € o'y ¢* € 5. Por la propiedad de la suma de angulos interiores de un
Ly (pn,x) —> 0

tridngulo
Ly (g, B(~00)) < —
Afpn(q,oz(—oo)) < Kq(pnax) — 0.

n—oo

Como 4, (¢,¢*) — 0 cuando n — oo, por la ley de cosenos tenemos que

£y, ((=00), f(=20)) < £y, ((=00),q) + £, (¢, 0") + £p, (¢, B(=00)) =2 0.

n—o0o

]

Proposicién 79. Sea H geodésicamente acotado y sea x € H(00) un punto especial. Entonces
x estd acotado.

Demostracion. Ver proposicién 4.10 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Por una banda plana en H, nos referiremos a un encaje isométrico totalmente geodésico
z: Rx|a,b] - H. Cada curva longitudinal a,(t) = x(¢,u) de x es una geodésica de H. Las
bandas planas estan unicamente determinadas por sus curvas frontera o, y a;,. Debemos
notar, que todas las geodésicas longitudinales de x son equivalentes, ya que tienen los mismos
puntos finales en H (c0).

Proposicion 80. Si geodésicas distintas o, B € H son equivalentes, entonces son las curvas
frontera de una banda plana en H.

Demostracion. Ver seccién 5 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Corolario 81. Si K < 0 entonces H satisface el Axioma 2.

3.1.4. Clasificacion de las Isometrias

Nos interesa ahora, estudiar las isometrias de una variedad de Hadamard H individual-
mente y como elementos de un grupo propiamente discontinuo, con énfasis en los puntos fijos
al infinito.

Sea H una variedad de Hadamard y sea ¢ una isometria de H, definimos la funcién de
desplazamiento de ¢ como

de(p) == d(p, ¢p).
La longitud de traslacion de ¢, es el nimero
|o| :=nf{d,(p) : p € H}.

El conjunto de puntos donde d,, alcanza su infimo lo denotaremos por Min(y). Si D es un
grupo actuando por isometrias en H, entonces

Min(D) := N Min(ep).

weD
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Proposiciéon 82. St H es una variedad Hadamard, la funcién de desplazamiento d, es
conveza y ast, Min(p) es un conjunto cerrado convezo.

Demostracion. La prueba se sigue del hecho que la funcién distancia en espacios CAT(0) es
convexa (Proposicién [50)). O

La funcién desplazamiento divide al grupo de isometrias de H en tres clases:
(a) Decimos que ¢ es eliptica, si d, tiene minimo cero en H.

(b) Decimos que ¢ es hiperbdlica (o axial), si d,, tiene minimo estrictamente positivo en
H.

(c) Decimos que ¢ es parabdlica, si d, no tiene minimo en H, es decir, si Min,, es vacio.

Teorema 83. Sea H una variedad Hadamard. Una isometria ¢ de H es hiperbdlica si y solo
si @ traslada una geodésica v, es decir, p(vyt) = vy(t + a) para todo t € R y algin a # 0. El
conjunto y(R) se llama eje de . Para tal eje, el nimero a es igual a |p|.

Demostracion. Ver Teorema 6.8 de R. Bridson y A. Haefliger [6]. O
Lema 84. Cada isometria no eliptica ¢ de H tiene un punto fijo en H(00).

Demostracion. El resultado es inmediato aplicando el Teorema del punto fijo de Brouwer a
H. D

Lema 85. Sea ¢ una isometria de H. Sv p € H, entonces cualquier punto de acumulacion
en H(oo) del conjunto {¢™(p) : n € Z} es un punto fijo de .

Demostracion. Supongamos que {p™(p)} —xE H(o0). Por continuidad

{" " (p)} — o(x)

kE—oo

Pero

Asi, por la ley de cosenos

Por lo tanto, ¢(x) = x. O

Lema 86. Sea f una funcion convexa en una variedad de Hadamard H, y sea x € H(00).
Entonces, f es mondtona decreciente en x si y sdlo si existe una sucesion {p,} € H tal que

{pn} = 2y {f(pn)} — mf(f).
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Demostracion. Ver seccién 11 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Lema 87. Sea D un grupo de isometrias de H propiamente discontinuas. Sea f una funcion
convexa D—invariante en H. Si x € L(D), entonces f es mondtona decreciente en x.

Demostracion. Ver seccién 11 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Proposiciéon 88. Sea H una variedad de Hadamard que satisface el Axioma 1. Si una funcion
convera [ en H es mondtona decreciente en puntos distintos x,y € H(o0), entonces f tiene
un minimo. En efecto, existe una geodésica v uniendo x y y tal que v esta contenida en el
conjunto minimal min(f) de f.

Demostracion. Por el lema |87], existen sucesiones minimizantes {p,} — =y {¢.} — v. Si o,
es un segmento geodésico de p,, a ¢,, entonces la proposicion [76] implica que, pasando a una
subsucesion si es necesario, {0, } converge a una geodésica y que une a x y y. Por convexidad,

foon <max{f(pn), f(an)},
y como son sucesiones minimizantes podemos concluir que v C Min(f). [l

Proposicién 89. Sea H una variedad de Hadamard que satisface el Azioma 1. Sea ¢ una
isometria no eliptica que fija puntos distintos x y y de H(oo). Entonces ¢ traslada una
geodésica uniendo a x con y. Ademds, x y y son los unicos puntos fijos de .

Demostracion. Que @ fije a x € H(00) significa que p o «v es asintdtica a « para todo « € z.
Por lo cual, existe ¢ > 0 tal que

d(pa(t), a(t)) < c

para todo t > 0. Entonces, para cada o € x y para todo ¢t > 0, tenemos que

dg(a(t)) = d(a(t), pa(t)) < c.

Asi, del lema [87] tenemos que d,, es monétona decreciente en x y y. Por la proposicién [88| d,,
alcanza su minimo y existe una geodésica v uniendo a x y y, con v C Min(d,).
Falta probar que ¢ traslada a 7. Como d, tiene un minimo en (0), entonces ¢ traslada
la geodésica 8 desde v(0) hasta ¢v(0). Por el corolario [77, podemos escoger ¢ > 0 tal que
d(a, B) < ¢, para cualquier par de geodésicas a, 8 que unen x con y. Entonces

d(B(na),v) = d(¢"v(0),7)
=d(¢"y,7) <c

para cualquier entero positivo n. Asi, 5(occ) = a(o0). Por lo tanto, § = «, ya que ambas
geodésicas contienen a 7(0).

Finalmente, x, y son los tinicos puntos fijos de ¢. Si z fuera un tercer punto fijo de ¢, entonces
¢ deberia trasladar una geodésica de x a z, pero mas adelante se probara que cualesquiera
dos ejes de ¢ tienen los mismos puntos finales (proposicién 93] (3)). O
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Teorema 90. Sea H una variedad de Hadamard que satisface el Axioma 1. Entonces, cada
isometria no eliptica de H tiene a lo mds dos puntos fijos en H(00): uno si es parabdlica y
dos si es hiperbolica.

Demostracion. Ver seccién 6 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Nota 91. (a) = € H(oo) fijo por una isometria ¢ de H y f, una funcién de Busemann en
x. Entonces f, 0o = f 1.

Demostracion.
10(p) = lim d(p, ™ yt) —t

= lim d(p(p),yt) — t

t—o00

= f,(v(P))-
O

(b) Por la proposicién [3] existe un nimero bien definido T (¢) que es el valor de la funcién
constante f o — f, para cada funcion de Busemann f en z.

(c) Por el corolario

T:(0)| = | fe(p) — f(p)]
= d(L(e(p),z), L(p, x))

entonces, T'(¢) es la distancia signada de L(p,z) a L(o(p), x).

(d) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Talp) =
(2) fop= f para cualquier funcién de Busemann f en z.
(3) ¢(L) = L, para cualquier horoesfera L en z.

(4) pon, =ng o, donde 7y, es la proyecién en L.

Proposicién 92. 1. Si x € H(oo) es un punto fijo de ¢, entonces |T,(¢)| < infd,.
Ademds, si x es un punto final de un eje o de ¢, entonces |T,(¢)| = mind,,.

2. Sea 1,(H) el grupo de isometrias de H que fijan © € H(c0). Entonces
T,:1,(H)—>R

es un homomorfismo en el grupo aditivo de niumeros reales.
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Demostracion. 1. Por la proposicién [68 para cualquier punto p € H tenemos que

dy(p) = d(p, ¢p)
> d(p, L(¢p, z))
= [f(p) — f(ep)]
= |T.(o)l.

Para el caso axial, si ¢(a0) = «(a), entonces p(a0) es la proyeccién de «(0) en
L(pa0,x) = L(aa, x). Asi,

la| = mind, = d(a0, L) = |T,(p)|.

To(poy) = fopot— f
=[(fop—=flodl+[forh— ]
= T () + Ta ().

Proposicién 93. Si ¢ es una isometria hiperbolica de H, entonces:
1. ¢ genera un grupo propio y discontinuo.
2. Si a es un eje de @, entonces para cada orientacion adecuada de «,
¢ "(p) = a(—00), ¢"(p) = a(o0)
para cualquier punto p € H, cuando n — oo.
3. Todos los ejes de ¢ son equivalentes, es decir, tienen los mismos puntos finales.

4. St una isometria b conmuta con una potencia no trivial de ¢, entonces i fija los dos
puntos finales del eje de ).

Demostracion. 1. Sea ¢ tal que traslada una geodésica o por a # 0. Sea p € H y sea «(t)

el pie de p en «. Entonces, ¢"(p) es el pie de ¢"(a(t)) = a(t + na) en a. El resultado
se sigue de lo siguiente, para n # 0, tenemos

d(p,¢"(p)) = d(a(t), aft + na))
= [nal > lal.
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2. Sea ¢ tal que traslada a por a # 0. Invirtiendo la orientacion de « si es necesario,
podemos asumir que a > 0. Ahora, para cada entero n, tenemos que

d(¢"p, a(na)) = d(p, a(0))
usando la ley de cosenos, se obtiene el resultado deseado.
3. Es inmediato de 2.

4. Supongamos Y™ = ") con n > 0. Si w traslada « por a, entonces " traslada a por
na > 0. Como

e"p(at) = Yp"(at)
Y(a(t + na)),

entonces ¢" traslada ¥ o a por na. Usando el argumento de 2, obtenemos el resultado.
O

Proposicién 94. Sea o un eje de una isometria ¢ de H con puntos finales x y y. Sea 1) una
wsometria de H que fija uno de esos puntos finales y tal que Y y © generan un grupo propio
y discontinuo. Entonces i) conmuta con una potencia de p, y por lo tanto fija el otro punto

final de .

Demostracion. Supongamos que ¥ (y) = y, orientemos « de tal forma que a(o0) =y vy, si es
necesario, reemplacemos ¢ por ¢! de tal forma que ¢ traslade a a por a > 0. Sea p = a(0)
y sea n > 0, entonces

d(p, o™ "pe"(p)) = d(¢"(p), v¢" ()
= d(a(na), va(na)).

Como v¥(y) = y, entonces « y 1a son asintéticas y existe ¢ > 0 tal que, para cada n > 0

d(p, o """ (p)) < c.

Ademas, por ser propio y discontinuo, ¢ """ = p " "h™, para enteros m # n. Entonces,
1 conmuta con ™™ y por la proposicén |93 fija a = también. O

Proposicion 95. Sean ¢, isometrias hiperbolicas de H que generan un grupo propiamente
discontinuo. Si @ y 1 tienen ejes asintoticos, entonces existen enteros m,n tales que ™ = Y".
Por lo tanto, los ejes de ¢ y de 1) son equivalentes.
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Demostracion. Orientamos los ejes «, 5 de tal forma que a(oco) = §(o0), reemplazando ¢ y
1) por sus inversos si es necesario. Asumimos que, ¢ traslada a  por a > 0 y que 9 traslada
a [ por b > 0. Entonces, para cada entero n > 1, sea [3(t,) el pie de a(na) en /3. Por lo cual,
existe un entero m = m(n) tal que |t, — mb| < b. Ahora,

d((0), ™" "(0)) = d(¢"(0), ¢"(0))
d(@™a(0),9™B(0)) + d(B(mb), 5(tn)) + d(B(tn), a(na)).

Si ¢ = d(a(0),5(0)) entonces d(at, ft) < ¢ para todo t > 0, por lo tanto,

N

d((0), ™" (0)) < b+ 2c.
El resultado se sigue de que el grupo sea propio y discontinuo. O

Definicién 96. Sea D un grupo propiamente discontinuo de isometrias de H. Decimos que
D, y la variedad H/D, son axiales, si existen puntos distintos x,y € H(co) tales que cada
1 # ¢ € D traslada un geodésica de x a y.

Por lo tanto, D es axial si cada 1 # ¢ € D es axial y todos sus ejes son equivalentes.

Lema 97. Sean v, ¢ isometrias de H que trasladan una geodésica . Sean Cy, C, los conjun-
tos minimales de las funciones de desplazamiento dy,d, respectivamente. Entonces, ocurre
cualquiera de las dos: Cy, 2 Cy 0 C, N Cy es denso en ninguna parte en Cy.

Demostracion. Ver seccién 6 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Definicién 98. Un elemento 1 de un grupo D es una raiz de ¢ € D, si ¥ = ¢ para algiin
entero k. Si |k| > 2, entonces ¢ es una raiz propia; se dice que ¢ no tiene raices si no tiene
raices propias en D.

Lema 99. Sea D un grupo axial. Entonces, cada elemento de D no tiene raices.
Demostracion. Ver seccién 6 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O
Teorema 100. Un grupo axial D en una variedad arbitraria Hadamard H es ciclico infinito.

Demostracion. Primero, notemos que D es abeliano: si x,y son los puntos finales de los ejes
de D, entonces por la proposicion T, es un homomorfismo de D en R cuyo kernel es la
identidad. Ahora, por el lema 99, D contiene un elemento sin raices ¢ # 1.
Afirmacion: ¢ genera a D: sea ¢ € D, por la proposicién [95 tenemos que

" =", (3.1)
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para algunos m,n. Como D = m(H/D) es libre de torsién, podemos asumir que m y n son
primos relativos, es decir mp + ng = 1. De (3.1]) tenemos que

="

=y

= (PP?)"
Como ¢ no tiene raices entonces, n = £1. Por lo tanto, por (3.1)) concluimos que v es una
potencia de . O

Definicién 101. Una geodésica de velocidad unitaria v € M es casi minimizante, si existe
un numero ¢ > 0 tal que d(70,7t) > t — ¢ para todo t. Decimos que una clase asintética
y € A(M) es casi minimizante, si cada geodésica v € y es casi minimizante. Ademés,
x € H(c0) es casi minimizante, si 7,(z) es casi minimizante.

Proposiciéon 102. Un punto x € H(c0) es casi D—minimizante, si y sélo si x € Op(D) =
H(oc0) — Ly(D), el conjunto de puntos horociclicos ordinarios.

Demostracion. Ver seccién 7 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Nota 103. (a) Siuna isometria ¢ de H no preserva horoesferas en un punto fijo z € H(c0),
entonces ¢ genera un grupo propio y discontinuo.

Demostracién. Por hipétesis, T, # 0 (nota [01)id]). Pero

d(p,¢"p) = |To(¢")]
= |n||T,(¢)|
> T,(p).

]

(b) Sea ¢ una isometria parabélica que genera un grupo propio y discontinuo. Si ¢ tiene un
tinico punto fijo x € H(co), entonces para cualquier p € H, las sucesiones {¢™(p)} v
{¢™™(p)} convergen a x cuando n — oo.

Demostracion. Por el lema x es el Unico punto de acumulacién de cada sucesion. [

Proposicién 104. Sea D un grupo de isometrias propio y discontinuo, y sea z € H(0co) un
punto fijo comiun de D. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. z € On(D), es decir, z es casi D—minimizante.
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2. Cada elemento de D preserva horoesferas en z.
3. z es D—minimizante.
Demostracion. Ver seccién 7 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Proposiciéon 105. Si ¢ es una isometria parabolica de H, entonces ¢ preserva horoesferas
en al menos un punto fijo x € H(c0).

Demostracion. Sea D el grupo generado por . Si D no es propio y discontinuo, por la nota
D preserva las horoesferas en todos los puntos fijos de .

Supongamos ahora que D es propio y discontinuo. Como D es abeliano, entonces la funcion de
desplazamiento d,, es D-invariante e induce una funcién convexa diferenciable f en M = H/D
tal que d, = f om. Como ¢ es parabdlica, d, no tiene minimo y por lo tanto f tampoco.
Por la proposicién [70] existe un rayo geodésico o en H tal que 7 o o es minimizante y f
es mondnota decreciente en 7 o . Asi, d,, es monétona decreciente en o y = a(00) es un
punto fijo de ¢ que es casi D-minimizante. Como Dz = x, por la proposicion tenemos el
resultado. O]

Definicién 106. Una variedad parabdlica es una variedad completa M = H/D con K < 0,
tal que existe un punto z € H(oo) que es el inico punto fijo de cada 1 # ¢ € D.

Definicién 107. Una curva continua « : [0,00] — M es divergente, si para cada conjunto
compacto K en M, existe t = t tal que para s > t, a(s) € M — K. Si « es una geodésica,
entonces « es divergente si y s6lo si cada asintota de « es divergente. Un punto z € H(c0)
se llama D—divergente, si 7,(x) es divergente en M = H/D.

Definicién 108. La funcién de desplazamiento libre h, de una isometria ¢ de un grupo D
propio y discontinuo, se define como el conjunto

hy(p) = inf{d,(¢vp) : ¢ € D},
para cada p € H.

Si o es un segmento geodésico de p a ¢(p), entonces d,(p) es la longitud de moo, mientras
que h,(p) es el minimo de las longitudes de los lazos en 7(p) que son homotdpicos libres a
Too.

Lema 109. Sea D un grupo propio y discontinuo y sea 1 # ¢ € D. Entonces,

1. Para cualquier p € H, existe v € D tal que

hy(p) = dy(¢p).
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2. La funcion de desplazamiento libre hy, es uniformemente continua en H.
3. La funcion de desplazamiento libre h, es D—invariante.

Demostracion. 1. Sea r = hy(p). Al ser D propio y discontinuo, existe solo una cantidad
finita de elementos distintos ¥l tales que

d(p, v ") <7+ 1.

Si 1Y) corresponde al valor mds pequerio, entonces
h<p<p) = d¢(¢p)

2. Debemos mostrar que para cualesquiera dos puntos p, g, se tiene

|hy,(p) — hy,(1)] < 2d(p, q).

Sean p,q dados y ¢ € D tal que h,(¢q) = d,(¢p). Entonces,

»(p) — dy(¥q)
Yp, pbp) — d(¥q, iq)
¥p,¥q) + d(pvp, pigq)

I
-V

Intercambiando p y ¢ obtenemos el resultado.

3. Es inmediato.
O]

Teorema 110. Sea H geodésicamente acotado. Entonces, un punto fijo x de una isometria
parabolica ¢ es D—divergente para cualquier grupo D propio y discontinuo que contiene a .

Demostracion. Si x no es especial, entonces cualquier geodésica en 7, (z) es divergente en
M =H/D.

Si x es especial, por la proposicion , x es acotado y existe ¢ > 0, tal que d(vy,0) < ¢ para
cualesquiera dos geodésicas v,0 € x. Sea K un conjunto compacto de M y sea

K.={qe M :d(q,k) < 2c}

. Lo que queremos probar es que toda geodésica de m,(z) en algin momento se sale de K,
para esto es suficiente probar que una geodésica de 7, (z) se sale de K. en algin momento.
Entonces, como K, es compacto y h, es continua y D—invariante, h, alcanza su valor minimo
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ben 7 ! (K,). Por el lema , d, toma el valor b en algtiin punto. Ademés, como d, no tiene
minimo, existe p € H tal que d, < b.

Sea 7y el rayo geodésico 7,,. Como ¢ fija a x, d, es monétona decreciente en . Si () €
7 }(K,) para algin t > 0, entonces

dy(p) < b < hy(vt) < dp(vt) < Yp(p)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto v no inteseca a 7~ !(K,) y as{ 7 o+ no interseca a
K.. O

Sea A(D) el conjunto de puntos fijos de los elementos axiales de D y sea P(D) el conjunto
de puntos fijos de los elementos parabdlicos de D. Y recordemos que el conjunto de puntos
ordinarios es O(D) = H(c0) — L(D).

Definicién 111. Dos puntos z,y € H(0o), no necesariamente distintos, se dice que son

duales relativos a D siempre que, dadas vecindades U,V de z,y respectivamente en H,
existe ¢ € D tal que ¢(H —U) C V y por lo tanto ¢~ *(H — V) C U.

Proposicién 112. Sea H una variedad que satisface el Azioma 1. Sean x,y € H(o0) y sea
{¢n} C D wuna sucesion tal que para p € H tenemos p,(p) — y y v, (p) — x cuando
n — oo. Entonces, x y y son duales. Mds ain, si U y V son vecindades en H de x y y
respectivamente, entonces para n suficientemente grande ¢,(H—U) CV y o ' (H—-V) C U.

n

Demostracion. Ver seccién 8 de P. Eberlein y B. O’Neill [13]. O

Proposicion 113. Sea H una variedad de Hadamard que satisface el Axioma 1 y sea X un
subconjunto no vacio de H(oo) invariante bajo 1 # ¢ € D. Entonces, X consiste de uno, dos
o infinitos puntos. Y si X es finito, ¢ fija cada punto de X.

Demostracion. Si X es finito, entonces alguna potencia de ¢ fija cada punto de X, ademas,
D = m(H/D) es libre de torsién. Por lo tanto, X puede contener a lo méas dos puntos, ya
que ¢" # 1 fija a lo mas dos puntos. Si X consta de un punto, entonces es claro que ¢ lo
fija. Supongamos que X = {x,y}, si ¢ fija alguno de los dos puntos, entonces fija al otro. Si
v no fija ninguno de los dos puntos, entonces debe fijar algin punto z distinto de x, y; pero
©? debe fijar a 7,y v z, lo cual es una contradiccién al teorema [90] O

Nota 114. Sea H tal que satisface el Axioma 1, entonces las posibles cardinalidades para
una 6rbita D(x) son 1, oo; para L(D) son 1,2, 00; para P(D) son 0,1, 00; para A(D) son
0,2, c0.

Los resultados mencionados anteriormente con respecto a las isometrias elipticas, axiales
y parabdlicas se pueden resumir en las siguientes tres proposiciones, las pruebas detalladas
se encuentran en la seccién 8 de P. Eberlein y B. O’Neill [13].
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Proposicion 115. Sea H una variedad Hadamard que satisface el Axioma 1, entonces para
cualquier grupo D, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) L(D) consta de un solo punto, {z}.
(2) D tiene un unico punto fijo comin, x.
(3) H/D es parabdlica.

(4) Cada 1 # ¢ € D es parabdlica.

Proposiciéon 116. Sea H una variedad que satisface el Azioma 1, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes para cualquier grupo D:

(1) L(D) consiste de dos puntos x y y.
(2) D tiene exactamente dos puntos fijos comunes x y y.
(3) H/D es azial y D es ciclico infinito.
Una variedad de visibilidad que no es axial ni parabdlica se llama fuchsiana.

Proposicion 117. Sea H una variedad que satisface el Axioma 1, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes para cualquier grupo D:

(1) L(D) es un conjunto infinito.
(2) D no tiene puntos fijos comunes.
(3) H/D es fuchsiana.

(4) A(D) es infinito.

Para H y D arbitrarios y x € H(c0), denotamos al grupo estabilizador por D, := {¢ € D :
o(x) = x}. Sea M = H/D una variedad de visibilidad, de los resultados anteriores tenemos
que , los elementos no identidades de los grupos estabilizadores son todos parabdlicos o todos
axiales. En el ultimo caso, los ejes son todos equivalentes y D, es ciclico infinito. Entonces,
las variedades de visibilidad H/D axiales o parabdlicas son exactamente aquellas para las
cuales D mismo es el inico grupo estabilizador.

Proposicién 118. Sea M = H/D fuchsiana, entonces

1. D = m (M) es la union disjunta (excepto por {e}) de sus grupos estabilizadores D,,
r € H(0).
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2. Los grupos estabilizadores son permutados por automorfismos internos: pDp~' = D,,.
Ademds, Dy, = Dy siy sélo si p € D

Demostracion. 1. Sil# ¢ € D, N D,, entonces por la proposicién 89} ¢ traslada una
geodésica uniendo a x con y. Asi, por la proposicién [94] tenemos que D, = D,, es un
grupo axial.

2. Si ¢ ¢ D,, entonces la condicién D, = D, implica como en el punto 1, que existe un
eje v de z a px. Como los ejes 7 y ¢ o tienen el mismo punto final ¢(x), entonces
por la proposicién [95] tenemos que v y oy son equivalentes, y asf p?(x) = z. Ademas,
como ¢ deja invariante el conjunto {x, p(z)}, la proposicién implica que ¢ fija a
x, lo cual es una contradicion.

[]

Definicién 119. Sea D C I(H) un grupo discreto y sea p € H un punto no fijo de cualquier
elemento eliptico de D, definimos

R, :={q € H :d(p,q) < d(¢p,q) para todo ¢ € D}.

El conjunto R, se llama el dominio fundamental de Dirichlet o canénico para D con
centro p.

Es facil verificar que H = J,.p ¢ (R,) ¥y que dos copias ¢ (R,) y ¢ (R,) se intersecan en a
lo mas un subconjunto de la frontera de cada uno.

Si D tiene elementos no elipticos, entonces M = H/D es una variedad diferenciable y un
rayo geodésico 7 : [0,00) — H con 7(0) = p esta contenido en R, si y sdlo si el rayo geodésico
7 oy minimiza la distancia en M entre cualesquiera dos de sus puntos.

Proposiciéon 120. Sea § una transformacion de deck del espacio cubriente simplemente
conexo m : My — M, donde M es una variedad completa de curvatura seccional no positiva
K < ¢ <0, entonces una de los dos enunciados siguientes se cumple:

1. infds = 0.
2. § traslada geodésicas.

Demostracion. Ver seccién 10 de R.L Bishop y B. O’Neill [4]. O

3.1.5. Fines

Recordemos que una funcién f : X — Y entre espacios topoldgicos se llama propia si
f~HC) € X es compacto cuando C' C Y es compacto.
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Definicién 121. Sea X un espacio topolégico. Un rayo en X es una funcién r : [0, 00) — X.
Sean 1,75 : [0,00) — X rayos propios, decimos que 71,7y convergen al mismo final si
para cada compacto C' C X, existe N € N tal que r1 [V, 00) y 13 [N, 00) estan contenidos en
la misma componente por trayectorias de X \ C.

Esto define una relacion de equivalencia entre rayos propios continuos. La clase de equi-
valencia de r se denota por end(r) (si no hay confusiéon vamos a denotarla también por E)
y el conjunto de clases de equivalencia por Ends(X). Si la cardinalidad de Ends(X) es m,
decimos que X tiene m fines o m puntas.

La convergencia en fines, se define por
end(r,) — end(r)

si y solo si, para cada conjunto compacto C' C X, existe una sucesion de enteros N, tales
que 7y, [Ny, 00) y (N, 00) estdn en la misma componente por trayectorias de X \ C, cuando
n es suficientemente grande.

La topologia en Ends(X) se define con sus conjuntos cerrados. Un subconjunto B C
Ends(X) se define como cerrado si satisface la siguiente condicién: si end(r,) C B para todo
n € N, entonces end(r,) — end(r) implica que end(r) C B.

Un final £ de M es parabdlico si existe un rayo geodésico divergente « : [0, 00) — M que
converge a F, y puede ser expresado como wo7, donde 7w : H — M es la proyeccién candnica
y la geodésica 7 € H determina un punto fijo al infinito para algin elemento parabdlico
vyeD.

Definicién 122. Un fin £ de M tiene un collar riemanniano, si existen una vecindad
U de E, una subvariedad N de M de codimensién 1, compacta C? y un difeomorfismo
F: N x(0,00) = U de clase C', tales que las curvas ¢t — F(n,t), con n € N, son geodésicas
de velocidad unitaria que minimizan distancia en M y que intersecan cada hipersuperficie
F(N x {s}) ortogonalmente.

3.1.6. Reticulas y grupos nilpotentes

Sea H una variedad riemanniana, simplemente conexa, completa de curvaturara seccional
no positiva K y sea I(H) el grupo de isometrias de H. Un grupo I' C I(H) es una reticula
en H si y solo si I actia libre, propia y discontinuamente en H y si la variedad cociente
M = H/T tiene volumen finito. Una reticula se dice que es uniforme si M es compacta y
se dice que es no uniforme si M no es compacta.
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Decimos que una variedad riemanniana M es reducible si M es isométrica a un producto
riemanniano M; X Ms de dos variedades de dimension positiva. Si M no es reducible se dice
que es irreducible. Andlogamente, una reticula I" en H es reducible si M = H/T tiene
una cubierta riemanniana finita M* que es reducible y se dice que es irreducible si no es
reducible.

Sea [A, B] := {[a,b] = aba™'b"' : a € A,b € B} y sea G un grupo, definimos la serie
derivada de G por
G’ =@
G = (G,G
GH—I — [Gl, Gz]
GHcGcGEtc--caq
G'aG.

La serie central de G la definimos por

Go=G

G, =G!

Gs =[G4, G]
Git1 = [Gi, G
Giy1 C G

G;<G@G.

Definicién 123. (a) Decimos que un grupo G es soluble si existe n tal que G" = {e}.

(b) Decimos que G es nilpotente si existe n tal que G,, = {e}.
Decimos que I' tiene virtualmente una propiedad P si existe Iy subgrupo de I' de indice
finito tal que I'; tiene la propiedad P.

3.2. Reticulas no uniformes en espacios irreducibles

Teorema 124. Sea H una variedad de visibilidad que satisface la condicion de curvatura
—b < K 0. Si ' es cualquier reticula no uniforme en H, entonces M = H/T' tiene solo un
numero finito de fines, cada uno es parabélico y tiene un collar riemanniano. En particular,
I' es finitamente presentable.

Este es el resultado principal de esta seccién, antes de proceder con la demostracion,
probaremos una serie de resultados auxiliares.
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Proposicion 125. Sea I' una reticula en H. Entonces, para cada nimero positivo ¢ existe
un conjunto compacto A C H tal que I'- A = {¢(a) : p € T', a € A}, contiene el conjunto
Hs ={q € H :dr(q) > d}.

Demostracion. El resultado es obvio si I' es una reticula uniforme.
Supongamos que I' es una reticula no uniforme. Sea p cualquier punto en M = H/T' y sea t,
un numero positivo tal que

vol(M — By, (p)) <,

donde 7 es el volumen de una bola esférica de radio 6/3 en R" y

By, (p) ={q € M : d(p,q) < to}.

Sea p € m!(p) y definimos el conjunto A* = B,16)(p) y A = Biy16)(D)-

Afirmacién: Hs C T'- A. Sea § € Hs dado y supongamos que § € H\ T - A. Si ¢ = 7q,
entonces m manda Bs/3(§) isometricamente sobre Bs/3(q), ya que dr(¢) = d. Entonces, B;/s(q)
es disjunto de By, (p), ya que ¢ € M \ A*. Asi,

1 > vol(M — By, (p)) 2 vol(Bs3(q)) = vol(Bs3(q)) =2 n
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto ¢ € I - A. O

Lema 126. (Lema de Marqgulis-Gromov) Sea n > 2 un entero y sea b un nimero positivo
dado. Entonces, existe un nimero ¢ = €(n,b) > 0 con la siguiente propiedad: Sea H una
variedad de Hadamard de dimension n que satisface la condicion de curvatura —b < K < 0.
Sea T cualquier subgrupo discreto de 1(H) y p cualquier punto de H. Sea I'.(p) el subgrupo
de I' generado por los elementos ¢ € I" tales que d,(p) < €. Entonces I'c(p) es virtualmente
nilpotente; es decir, I'(p) contiene un subgrupo nilpotente de indice finito.

Demostracion. Ver [10]. O

Lema 127. Sea H una variedad de visibilidad y I' C I(H) un subgrupo discreto. Sea N
cualquier subgrupo de T' wvirtualmente nilpotente, entonces N C T, = {p € T : px = z}
para algin x € H(oco). En particular, los elementos de N son todos hiperbdlicos o todos
parabolicos. Mds aiun, si Fix(p) = {z € H(oc0) : pz = z}, entonces Fix(¢) = Fix(¢) para
cualesquiera dos elementos p,1) € N.

Demostracion. Consideremos primero el caso donde N C I' sea un subgrupo nilpotente y
escojamos ¢ # 1 del centro de N. Si x es un punto fijo de ¢, entonces asi lo es 1(x) para
cada ¢ € N, ya que

p(U(x)) = dlp(z)) = ¥ ().
Entonces, sabemos por el teorema [90| que una isometria no eliptica ¢ de H tiene a lo mas
dos puntos fijos en H(oo), y por la proposicién 113} si N es finito y ¢ invariante, entonces ¢
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fija cada punto de N, es decir, N C I',, para cada punto fijo x de .

Ahora, sea N C I' virtualmente nilpotente, y sea N* C N un subgrupo nilpotente de
indice finito en N. Entonces, N* C I', para algin x € H(o0), y por lo tanto, la érbita N(z)
es un subconjunto finito de H(oc). De nuevo, por la proposicién N CT,.

Si N contiene una isometria hiperbélica y N C I',, para algin x € H(oo), entonces apli-
cando las proposiciones al grupo D = I';, tenemos que I', es un grupo ciclico
infinito de isometrias hiperbdlicas. Por lo tanto, N también es un grupo ciclico infinito de
isometrias hiperbdlicas. En general, los elementos de N son todos hiperbdlicos o todos pa-
rabdlicos.

Ahora, si los elementos son todos hiperbdlicos, entonces existe una geodésica v € H que
es trasladada por cada ¢ € N y Fix(¢) = {7(00),7(—00)}. Si N contiene solo elementos
parabdlicos y € H(oo) se escoge de tal forma que N C T',, entonces Fix(¢) = {z} para
todo ¢ € N. ]

Lema 128. Sea ¢ = ¢(n,b) > 0 el numero que aparece en el lema de Margulis-Gromov
donde —b < K < 0 en H yn es la dimension de H. Sea A C H un conjunto conexo
por trayectorias, tal que dr < €/2 en cada punto de A. Sean @, € T' elementos tales que
dy(r) <e/2 y dy(r') < /2 para puntos r,r' € A. Entonces Fix(yp) = Fix(¢).

Demostracion. Sea 7 : [0,1] — A una curva continua con r = v(0) y " = v(1). Sea X el
siguiente conjunto:

X ={te[0,1]: FaeTl con d,(yt) <e/2y Fix(a) = Fix(p)}.

Es obvio que X contiene al {0}. Lo que queremos probar es que X y su complemento en [0, 1]
son abiertos, y por lo tanto X = [0, 1]. Esto significa que existe a € I" con d,(r') < ¢/2 y
Fix(a) = Fix(p), y como «, 1) son elementos de un grupo casi nilpotente I'.(7), por el lema
127 Fix(a) = Fix(v).

Entonces, seat € X y tomemos o € I tal que d,(7t) < €/2 y Fix(a) = Fix(p). Escogemos
d > 0 de tal forma que si |s — t| < ¢ entonces d(vys,7t) < £/4. Por lo tanto,

da(7s) = d(vs, ays)
< d(ys,7t) + d(vt, avt) + d(avt, ays)
<e/d+e/2+¢€/4

=&
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si |s —t| < 4. Ahora, sea s un nimero tal que |s —t| < § y escogemos § € I' de tal forma que
dg = dr(ys) < /2. Los elementos «, 5 € I'-(ys) y por el lema anterior Fix(a) = Fix(8) =
Fix(p). Por lo tanto, (t — d,t + ) C X y X es abierto. Un argumento similar muestra que
[0,1] \ X es abierto en [0, 1], con lo cual la prueba esta completa. O

Lema 129. Seap € H dado y sea R, el dominio fundamental candnico de I" con centro en p.
Entonces, eziste un niumero finito de rayos geodésicos vy, con v [0,00) C R, y v(0) = p. Mds
atn, algin elemento parabdlico de T' fija a v(00) para cualesquiera de tales rayos geodésicos.

Demostracion. Sea ¢ = €(n,b) > 0 el nimero que aparece en el lema de Margulis-Gromov
(lema 7 donde b < K < 0 en H y n es la dimensién de H. Por la proposicion m,
podemos escoger R > 0 tal que dr < £/2 en cada punto de H \ I" - Bg(p), donde Bg(p) =
{q € H : d(p,q) < R}. Ahora, sea vy cualquier geodésica de H con v(0) =py v[0,00) C R,.
Entonces, como d(vt,p) < d(vyt,¢p) para todo t < 0 y para todo ¢ € I', tenemos que
v(R,00) € H\ T - Bg(p).

Afirmacioén: Si d,(yt) < /2 para algin t > Ry algin ¢ # 1 en I, entonces ¢ es parabdlico
y Fix(p) = {7(00)}.

Sea S el siguiente conjunto
S={l#¢el:d,(yt) <e/2 para algin t > R}.

Aplicando el lema al conjunto v(R, o), tenemos que Fix(p) = Fix(¢)) para cualesquiera
dos elementos p, 1 € S. Si algin ¢ € S fuera hiperbdlico, entonces por el mismo argumento
del lema tendriamos que I', es un grupo ciclico infinito de isometrias que contiene a .S,
donde x es cualquiera de los puntos fijos de ¢. Si a genera a I', y traslada una geodésica o
de H por una cantidad ¢ > 0, entonces d, > d en o y por lo tanto en H, para cada ¢ # 1 en
S C T',. Pero esto contradice el hecho que dr(yt) — 0 cuando t — +o0. Por lo tanto, todo
@ € S es parabdlico con un tnico punto fijo comin x € H(00).

Falta ver que x = y(00). Sea {¢,} € S una sucesion tal que d, (y(n)) < /2 para cada
entero n > R, y fijemos un punto p € H. Si {d(p,p.p)} es una sucesién acotada, como
I' es discreto, solo una cantidad finita de ¢, son distintos. Si ¢, = ¢ # 1 pasando a una
subsucesion, d,(y(n)) < €/2 para una cantidad infinita de enteros n y como t — (d, 07y)? es
una funcién convexa en R, entonces d,, oy estd acotada en [0, 00). Por lo tanto, ¢ fija v(c0),
lo cual implica que y(c0) = .

Supongamos ahora que la sucesién {¢,(p)} es divergente en H. Por la proposicién [105]
las sucesiones {©,p} v {¢,'p} estan contenidas en la horoesfera L(p,z) y aplicando el le-
ma [12 ¢.p — =y ¢;'p — x, cuando n — o0. Si ¥ # 7(c0), podemos escoger vecin-
dades ajenas U,V de z,7(0o) respectivamente en H. Por la proposicién tenemos que
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on(H —U) CVyep, Y(H — V) C U para todo n suficientemente grande. Sin embargo, como
~v(n) € V.C H —U para n suficientemente grande, obtenemos una contradiccién con el hecho
que d,, (v(n)) < €/2 para n grande. Por lo tanto, z = ~(o0).

Falta mostrar que v[0,00) C R, y 7(0) = p para una cantidad finita de rayos geodésicos
~. Para esto, vamos a suponer lo contrario, es decir que hay una cantidad infinita de estos
rayos. Sea {v,} una sucesién de estos rayos geodésicos. Tomando una subsucesién, podemos
encontrar un rayo 7 tal que v/, (0) — ~/(0), v(0) = py v [0,00) C R,. Por como elegimos a R en
el principio de la prueba, tenemos que dr(yt) < £/2 para todo t > Ry por continuidad de dr,
existe una vecindad conexa por trayectorias U de y(R+ 1) tal que dr < /2 en U. Entonces,
(R 4+ 1) € U para n suficientemente grande y por todo lo anterior, podemos escoger un
elemento parabdlico ¢, € I' tal que dy,, (v (R + 1)) < €/2 y ¢, fije a v,(c0). Aplicando
el lema al conjunto U, podemos concluir que Fix(p,) = Fix(p) o 7,(c0) = y(c0) para
todo n suficientemente grande. Esto implica que 7, = v para n grande, lo cual contradice
la hipétesis de que los rayos 7, eran distintos. Asi, solo existe una cantidad finita de rayos
geodésicos que emanan de p y que estdn contenidos en R,,.

O

Lema 130. Sea p € H fijo y sean v1,--- ,yn los rayos geodésicos en H que emanan de p y
estan contenidos en R,. Sea x; = v;(00), 1 < i < N. Entonces, para cada 6 > 0, eziste una
horoesfera invariante L; en x; tal que dpr < d en cada punto de la horobola cerrada acotada
por L;.

Demostracion. Sea x cualquiera de los puntos z1, ..., £y y sea 7 = 7p, su correspondiente rayo
geodésico. Sea > 0 dado y € = €(n,b) > 0 el niumero de lema m Es suficiente considerar
el caso donde 0 < § < € < 1. Sea 1 el volumen de una bola de radio §/4 en R", con = dimH.
Seam: H — M = H/T" el mapeo proyeccién. Si vol(mBr(q)) < n para algin ¢ € H y algin
nimero R > §/4, entonces dr(q) < d/2.

Ahora, sea ty > 0 tan grande para que se cumpla
vol(m By, (p)) > vol(M) —n.

Sea B* la horobola cerrada, acotada por la horoesfera L(y(1+ %), x), entonces como 7o~ es
minimizante en M sobre el intervalo [0, c0), tenemos que 7(B*) es disjunta de 7By, (p). Asi,
el vol(mB*) < n. Sea B una horobola cerrada, concéntrica en x que estd dentro de B* con
d(B, B*) > 1. Para cada ¢ € B, tenemos que Bi(q) C B* y por lo tanto, vol(7Bi(q)) < n,
de donde dr(q) < 6/2.

Falta ver que L = 0B es la horoesfera invariante en . Supongamos que ¢(B) N B es no
vacio para algin 1 # ¢ € I' y escogemos p* € B de tal forma que pp* = ¢ € B. Entonces,



CAPITULO 3 55

podemos escoger A,C' € T' — {e} tales que da(p*) < 6/2 y do(q) < §/2. Si ¢ = p~'Cop,
entonces dy(p*) = de(q) < 6/2. Por el lema[129] podemos encontrar un elemento parabélico
¢ que fija = y tal que d¢(r) < §/2 < €/2 para algin punto r € yN B. Aplicando el lema
a el conjunto B, tenemos que A,C, v y £ son todos parabdlicos con un tnico punto fijo x.
Por tltimo, x = yx = (¢ 'C¢)(x) o C(pz) = @x. Por lo tanto gz = z y p(B) = B, ya que
¢ deja invariante todas las horoesferas en x.

O

Lema 131. Sea x cualquiera de los puntos x1,--- ,xny € H(co) del lema [130 Sea ¢ =
e(n,b) > 0 como en el lema de Margulis-Gromov . Entonces, para cada geodésica v € x,
tenemos que dr > £/2 en algin punto de .

Demostracion. La prueba sera por contradiccién. Usando la notacién del lema anterior, el
rayo 7, estd contenido en R,. Sea R > 0 una constante tal que dr < £/2 en cada punto de
H —T- Bg(p). Entonces, d(vs,I"- Br(p)) = s — R para algin s > Ry por el lema , existe
una isometria parabdlica ¢ que fija = y tal que d, (7. (R + 1)) < g/2.
Ahora, sea v € x cualquier geodésica maximal y supongamos que dr < £/2 en cada punto
de 7.
Afirmacién: Si dy(7t) < €/2 para algin ¢ € R, entonces 1 es parabélica con punto fijo x.
Sea ¢ > 0 tal que d(7,:$,7vs) < ¢ para todo s > 0. Para s suficientemente grande, tenemos
que el segmento geodésico p de 7,5 a vs esta contenido en H —I' - Bg(p). Como ¢ fija x,
entonces d, < €/2 en el rayo geodésico v,, [R + 1,00). Aplicando el lema al conjunto
YU p U7y [R+1,00) tenemos que si dy(7t) < €/2 para algin ¢ € R, entoncesFix(y)) =
Fix(y) = {z}. Por lo tanto, ¥ debe ser parabdlico ya que tiene un tinico punto fijo x € H(c0).
Para cada entero positivo n, escogemos v, € I' de tal forma que dy, (y(—n)) = dr(y(—n)) <
/2. Por lo anterior tenemos que 1, es parabdlico con punto fijo z, y por lo tanto la funcién
convexa t +— (dy, 0y)(t) es no creciente en t. En particular, dy, 7(0) < dy, v(—n) < /2
para cada n. Como I' es discreto, solo una cantidad finita de elementos {1, } son distintos,
es decir ¢, = ¢ # 1 para una cantidad infinita de enteros n. Asi, (dyoy) < /2 en (—o0, 00)
ya que (dy, 0y) < /2 en [—n, 00). Por lo tanto, ¢ fija ambos puntos finales de 7, pero esto
contradice el hecho que 1) es parabdlica con punto fijo . Con esto, concluimos que dr > /2
en algin punto de v para cualquier geodésica v € x.

m

Lema 132. Sea x cualquiera de los puntos xy,--- ,xy € H(co) del lema y sea L cualquier
horoesfera en x. Entonces L/T', es compacta.

Demostracion. Como I', actia libre, propia y discontinuamente en L, entonces el espacio
topoldgico cociente L/T', es una variedad C2. Primero, vamos a ver que si L/T, es compacto
para una horoesfera L en z, entonces L/I'; es compacto para toda horoesfera L en z. Supon-
gamos que L/T", es compacto para una horoesfera L en x, y sea L’ otra horoesfera en x. Sea
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q € L fijoy Ds(q) ={q € L:d(p,q) < S}. Tomamos ¢§ > 0 tal que L = [, cr, ¢(Ds(q))-
Sea ¢’ = v, N L'. Entonces d(L, L") = d(¢,¢') = R > 0.

Afirmacién: Si T = 2R + S, entonces L' = {J_r, ¢(Dr(q)); con esto probarfamos que
L'/T, es compacto. Sea ' € L' dado y sea r = v, N L. Sea ¢ € T', tal que d(¢r,q) < S.
Entonces d(r,r) = R y asi

d(er’,q') < d(er'’,or) +d(er,q) + d(q, )
<R+S+R=2R+S5S=T.

Ahora, vamos a mostrar que L/T", es compacto para alguna horoesfera L en z. Con la notacién
del lema , tenemos que el rayo geodésico v,, esta contenido en el dominio fundamental
R, y existe un elemento parabdlico de I' que fija a x. Sea ¢ = ¢(n,b) > 0, por el lema m,
podemos escoger una horoesfera invariante L en x tal que dr < €/4 en cada punto de la
horobola cerrada B que esta acotada por L.

Afirmacién: Para alguna constante R > 0, L = (J ., ¢(Dr(q)), donde ¢ € L esta fijo y
Dgr(q) = {r € L : d(¢q,r) < R}. Supongamos que esta afirmacién es falsa, entonces para
cada entero positivo n, podemos encontrar g, € L tales que d(¢g,,q) > n para cada ¢ € I',.
Escogemos ¢, € L de tal forma que dy(g,) = dr(¢,) < /4. Por la prueba del lema m
podemos encontrar un punto r € 7,, N B y una isometria parabdlica ¢ que fija = tal que
d,(r) < e/4. Aplicando el lema a la horobola cerrada B, tenemos que 1, es parabdlica
con punto fijo x para cada n. En particular, dy, (74..t) < €/4 para cada t > 0. Por el lema
anterior, podemos encontrar t,, tal que dr(v,,.tn) = €/2 y dr(74.2t) < €/2 para todo t > t,,.
Como dr(Vg,zt) < dy, (Vg.2t) < €/4 para t > 0, entonces t < 0. Por lo tanto, ¢, es un punto
interior del rayo geodésico v, donde q;; = Vg, 2ln-

Ahora, escogemos ¢ € I' tal que dyy(q;) = dr(g;) = €/2. Aplicando el lema [128] al rayo
geodésico 74, tenemos que 1y es parabdlica con punto fijo x. Por la proposicion @, existe
un conjunto compacto C' C H tal que dpr < /2 en H—T -C. Asi, ¢ € T'- C y podemos
escoger &, € T tal que r, = &,(q%) € C para cada n. Sea o, = &0, ysear, -1 € C
al pasar a una subsucesion. Entonces, d,, (rn) = dy:(qy) = €/2 para cada n. Por lo tanto,
da, (1) < € para n suficientemente grande. Como I' es discreto, «,, = o # 1 para cada n al
tomar una subsucesién. Sin embargo, «,, es parabélico por construccién, con punto fijo &, (z).
Asi, &, = &b, para cada n, donde {§ € 'y 6, € T',.

Como @, € L y ¢, es un punto interior de 74, [0, 00), tenemos que d(gn, ¢;;) = d(g};, L). Por
lo tanto, como &,,q; = r, — r, tenemos

= d(rna §OL) — d(?”7 £0L)
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De aqui se sigue que {£,q,} es una sucesién acotada en H y

{d(q, 0ngn)} = {d(ntns E08ngn) }
= {d(&0q: &nan)}

es una sucesion de nimeros acotada, lo que contradice la hipétesis que d(q, 0,¢,) = n para
algtin n. Entonces, L = {J r, ¢(Dr(q)) para algin R > 0. Por lo tanto, L/T', es compacto.
[

Demostracion. (Teorema Sea 7 : H— M = H/T'. Fijemos un punto p € M y un punto
p € 7 (p). Para cada fin E de M, existe al menos un rayo geodésico v : [0,00) — M tal que
~(0) = p, v es minimizante y y(t) — F cuando t — co. Sea 7 : [0,00) — H el levantamiento
de v que empieza en p, la propiedad minimizante de vy implica que 7 [0, 00) C R, donde R;
es el dominio fundamental de I" con centro en p. El lema [129] implica que solo puede haber
un numero finito de rayos geodésicos ¥ que emanan de p y que esten contenidos en R, y en
cada caso §(00) es fijado por alguna isometria parabélica de T'. Asi, M tiene solo un niimero
finito de fines E y cada uno es parabdlico.

Falta probar que cada fin F tiene un collar riemanniano. Sea E un fin de M dado, y sean
v, rayos geodésicos como arriba. Sea z = J(00) y € = £(n,b) > 0, por los lemas
podemos encontrar una horoesfera invariante L en x tal que L/T', es compacta y dr < ¢/4
en cada punto de la horobola cerrada, acotada por L. Como el grupo I', actia libre, propia y
discontinuamente en la subvariedad L, entonces N = 7(L) es una subvariedad compacta C?
de M difeomorfa a L/T"; y con grupo fundamental I, ya que la horoesfera L es simplemente
conexa e invariante.

Sea U una horobola abierta en z, acotada por L, y sea U = m(U).

Afirmacién: U es una vecindad con collar riemanniano de E. Como L es invariante y L/T",
es compacta, entonces d(L, L) > B para todo ¢ € I'\ I, y algin B > 0. Sea V el conjunto
de puntos en H que se encuentran fuera de todas las horoesferas ¢(L), cuando ¢ varia sobre
I, entonces U = n(U) y V = (V) son componentes conexas por trayectorias de M — N.
Como N = m(L) es compacto y U es la componente por trayectorias de M — N que contiene
todos los rayos geodésicos m o ,,, con q € U, entonces U es una vecindad de E.

Falta definir la parametrizacién de collar riemanniano de U. Sea F : L x [0,00) — U dada

por

F(p,t) = Ypa(t) = exp,(tV(p, x)).

Sea f cualquier funcion de Busemann en x, entonces por la proposicion |73}, el campo vectorial
dado por

q = Vig,x) = —(grad f)(q)
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es C'. Por lo tanto, F es un difeomorfismo C! tal que F(ip, t) = (Yo F)(p, t) para todo
(p,t) € L x(0,00) y para todo ¢ € I'y. Ademads, las curvas ¢t = F(p,t), p € L, son geodésicas
de velocidad unitaria pertenecientes a x y que intersecan a cada horoesfera F'(L x {s})

ortogonalmente para cada s. Asf, F' induce una funcién C', F': N x (0,00) — U dada por

F(mp,t) = (7o F)(p,t),

para todo (p,t) € L x (0,00). La invarianza de L nos asegura que o(U) N U # 0 si y s6lo si
o(U) =U y ¢ € Ty. Por lo tanto, F es un difeomorfismo y las curvas t — F(n,t), n € N,
son geodésicas minimizantes de velocidad unitaria de M que intersecan cada hipersuperficie
F(N x {s}) ortogonalmente. Ademas, Ur = F(N x (T,00)) es una vecindad de collar rie-
manniano de E para cualquier niimero positivo T, y asi las vecindades de collar riemanniano
de FE forman una base local. Por lo tanto, E es un fin parabdlico de M, con collar riemanniano.

Para cada fin E;, sea U; la imagen bajo m de la horobola abierta U; centrada en z y
acotada por L;. Entonces, la variedad M se puede retraer a

a lo largo de las geodésicas parametrizadas de los conjuntos U;. Reemplazando cada U por
una horobola concéntrica pequena, concluimos que M es difeomorfa al interior de M™, lo cual
implica que I' es finitamente presentable. O

3.3. Subgrupos maximales casi nilpotentes de I

Lema 133. Sea H una variedad de visibilidad que satisface la condicion de curvatura —b <
K <0, y sea I' una reticula no uniforme en H. Sea p € H fijo y sean v1,--- , YN rayos
geodésicos en H que emanan de p y estan contenidos en R, el dominio fundamental de I'
con centro p. Sea x; = v;(00), 1 <i < N. Six € H(c0) es fijo para algin elemento parabdlico
de I', entonces v = (x;) para algin ¢ € I y algin i, 1 <i < N.

Demostracion. Sea m : H — M = H/I'. Sea 4 cualquier geodésica de = y sea v = 7 o 7.
Entonces, por el teorema v : [0,00) — M es divergente en M y por lo tanto converge
a un fin £ de M. Por el teorema [124] existe un entero 7, 1 < ¢ < N y una horoesfera
invariante L en z; tal que U = 7(U) es una vecindad de collar riemanniano de F, donde U
es la horobola abierta en x; acotada por L. Sea T' > 0 tal que v [T, 00) C U y sea ¢ € I tal
que (@od) [T, 00) C U. Por el lematenemos que px = (poq) = x;, lo que prueba el lema.

[
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Corolario 134. Sea H una variedad que satisface la condicion de curvatura —b < K <a <0
para algunas constantes positivas a,b. Y sea I' una reticula no uniforme en H. Entonces,
los subgrupos mazimales casi nilpotentes de I' son los estabilizadores no triviales Iy, con
x € H(o0). Mds ain, cada grupo T, es finitamente generado. Cada subgrupo casi nilpotente
no trivial de I' estd contenido en un unico subgrupo mazximal casi nilpotente.

Demostracién. Por el lema[127] si N es un subgrupo casi nilpotente de I', entonces N C T',,
para algin x € H(oc0).

Sea x € H(oco) dado. Vamos a probar que I', es casi nilpotente y finitamente generado.
Asumimos que I'; # {e}. Si I', contiene un elemento hiperbdlico, entonces aplicando las
proposiciones y [100] o [115][116] y [117], I, es un grupo ciclio infinito de elementos hi-
perbdlicos. Ahora, supongamos que I';, contiene solo elementos parabdlicos. Por el lema [133
r = p(x;) para algin ¢ € I' y algin entero i, 1 < i < N. Sea L; cualquier horoesfera en x;.
Entonces, por el lema , L;/T., es compacta y por lo tanto I';, tiene un conjunto finito de
generadores. Como T, = ¢I',.~!, entonces I, tiene un conjunto generador finito 9y, ...¢.
Sea v cualquier geodésica de x. Por la proposicion [120]y el hecho que K < —a < 0, tenemos
que dy,(7t) = 0 cuando ¢t — 0, para cada 1 < i < k. Para cada i y un ¢ adecuado grande,
dy,(7t) < e(n,b), lo cual implica que I', C I'.(yt), y por el lema[127 .(yt) C T, para algtn
y € H(co). Por la proposicién [118 I', NI,y = {e} o I', = I,/ para puntos distintos z, 2’ de
H(o0). Por lo tanto, I'y, =T’y y I'; = I'.(7t) es casi nilpotente.

Ahora, sea I', # {e} cualquier subgrupo de estabilizadores y sea N un subgrupo casi
nilpotente de I'" que contiene a I',. Por el lema tenemos que I', € N C I',, para algin
2! € H(c0). La proposicién implica que I', = N =T1,,, yaque ', N I',, = I',. Entonces,
cualquier grupo de estabilizadores I', # {e} es un subgrupo maximal casi nilpotente de T',
y por el lema [127], cualquier subgrupo maximal casi nilpotente de I' debe ser un grupo de
estabilizadores I',.

Finalmente, si I', y I';, son dos subgrupos casi nilpotentes de I" que contienen un subgrupo
dado casi nilpotente NV de I', entonces I'; NI'y O N, lo cual implica que I';, =T',.
O



Capitulo 4

Graficas de grupos

4.1. Conceptos basicos de graficas y arboles

En esta seccion introducimos algunos resultados béasicos de graficas y arboles, hasta llegar
a la definicién de gréaficas de grupos con el objetivo de demostrar que los grupos fundamentales
de las variedades de la definicién [I153] se pueden ver como una grafica de grupos.

Definicién 135. Una gréfica I' consiste de un conjunto de vértices X = V(I'), un conjunto
de aristas Y = A(T") y dos funciones

Y — X x X, Y —Y
y — (o(y),t(y)), y—7

que satisfacen la siguiente condicién: para cada y € Y tenemos quey = y. 7 # y y o(y) = t(7)

Un elemento P € X se llama vértice de I', un elemento y € Y se llama arista (orientada)
y ¥ se llama la arista inversa. El vértice o(y) = ¢(7) se llama el origen de y y t(y) = o(7) el
final de y.

Decimos que un morfismo de graficas es inyectivo si las correspondientes funciones en los
vértices y aristas lo son.

Sea I' una gréfica y sean X = V(I') y Y = A(I"). Construimos un espacio topoldgico T,
el cual es la unién ajena de X y Y x [0,1], donde X,Y estédn equipados con la topologia
discreta. Sea R la relacién de equivalencia en 7" para la cual (y,t) = (g,1 —t), (y,0) = o(y)
y (y,1) = t(y) paray € Y y t € [0,1]. El espacio cociente T'/R se llama la realizacién de
la grafica I'.

60
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Sea n un entero n > 0. Consideremos la grafica orientada de la figura [4.1] Esta gréfica
tiene n + 1 vértices V' = {0,1,...,n} y la orientacién estd dada por las n aristas [i,7 + 1],
0<i<n,conO(ii+1])=dyt(i,i+1])=i+1.

Figura 4.1: Trayectoria Path,,.

Definicién 136. Una trayectoria de longitud n en una gréafica I' es un morfismo c de Path,,
en I'.

Para n > 1, la sucesién (y1,...,y,) de aristas y; = ¢([i — 1,14]) tales que t(y;) = o(yir1),
1 < i < n, determina a ¢. Un par de la forma (y;,v;+1) = (yi,91) enla trayectora se llama
retroceso.

Definicién 137. Una gréfica se dice que es conexa si cualesquiera dos vértices son las
extremidades de al menos una trayectoria. Las subgraficas maximales conexas se llaman las
componentes conexas de la grafica.

Una grafica es conexa si y solo si su realizacién es conexa o conexa por trayectorias.

Sea n un entero n > 1. Consideremos la gréfica orientada de la figura [£.2] El conjunto de
vértices de la grafica estd dado por Z/nZ y la orientacién esta dada por las n aristas [i,7 + 1],
con o([i,i+1]) =iy t([i,i+1]) =1+ 1.

Definicién 138. Un circuito de longitud n en una grafica, es cualquier subgrafica isomorfa
a Circ,.

Definicién 139. Una grafica se llama combinatoria si no tiene circuitos de longitud menor
o igual a 2.

Sea I" una grafica combinatoria. Un conjunto {P, @} de extremidades de una arista y se
llama una arista geométrica de I'. Las aristas geométricas { P, @} determinan el conjunto
{yy} de aristas orientadas. La estructura de I' queda determinada por el conjunto de sus
vérticas y sus aristas geométricas.
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Figura 4.2: Circuito C'irc,.

Sea G un grupo y sea S un subconjunto de G. Denotamos por I' = I'(G, 5) a la grafica
orientada que tiene a G' como su conjunto de vértices y a (G x §) = A(I')+ cono su con-
junto de aristas con la orientacién o(g,s) = g y t(g,s) = gs para cada (g,s) € G x S. La
multiplicacion a la izquierda por elementos de GG, define una accién de G en I' que preserva
orientacién. Ademas, G actia libremente en los vértices y aristas.

Una gréfica I' se llama finita si V/(I") y A(T") son finitos.

Definicién 140. Una grafica bipartita es una grafica donde su conjunto de vértices puede
ser dividido en dos subconjuntos X y Y, de tal forma que cada arista tiene un extremo en
X y el otro esta en Y.

Definicién 141. Un automorfismo de una grafica GG es un isomorfismo de GG en si mis-
mo, que es una permutacién en V(G) que preserva adyacencia. El conjunto de todos los
automorfismos de G forman un grupo que denotamos por Aut(G).

Definicién 142. Sean z,y dos vértices en GG. Decimos que x es similar a y, si existe un
elemento o € Aut(G) tal que y = o(z). Esta es una relacién de equivalencia en V(G). Una
grafica G se dice que es transitiva en vértices si cada par de vértices en G son similares.

Definicién 143. Un arbol es una gréafica conexa, no vacia sin circuitos.

Una geodésica en un arbol es una trayectoria sin retroceso.
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Proposicién 144. Sean P y Q) dos vértices en un drbol I'. Entonces, existe exactamente una
geodésica de P a Q) y es una trayectoria inyectiva.

Demostracion. Ver seccién 1.2 de J.P. Serre [21]. O

La longitud de la geodésica de P a @ se llama distancia de P a @ y se denota por [(P, Q).
Tenemos que I(P,Q) =0siysbélosi P=Q yIl(P,Q)=1siysblosi Py @ son adyacentes.

Sea X una grafica en la cual actia un grupo G. Una inversion es un par consistente de
un elemento g € G y una arista y de X tales que gy = ¥; si no existe tal par, decimos que G
actia sin inversion.

Si G actta sin inversién, podemos definir la grafica cociente G \ X de la siguiente forma:
el conjunto de vértices de G\ X es el cociente de V(X) por la accén de G y el conjunto de
aristas de es el cociente de A(X) por la accién de G.

Proposicién 145. Sea X =I'(G,S) una grifica definida por un grupo Gy un subconjunto
S de G. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) X es un drbol.
(2) G es un grupo libre con base S.
Demostracion. Ver seccién 1.3 de J.P. Serre [21]. O

Definicién 146. Sea G un grupo actuando en una grafica X. Un dominio fundamental
de X mod G es una subgréfica T' de X tal que T'— G \ X es un isomorfismo.

Una grafica isomorfa a Path; se llama segmento.

Teorema 147. Sea G = Gy x4 Gy. Entonces, existe un drbol X (y sélo uno, salvo isomor-
fismo) en el cual G actia, con dominio fundamental el segmento T' = P—2-Q. donde los

vértices y aristas son Gp = Gy, Gg =Gy y Gy = A.
Demostracion. Ver seccién 1.4 de J.P Serre [21]. O

Definicién 148. Una gréfica de grupos (G, T') consiste de una grafica T', un grupo Gp para
cada P € V(T') y un grupo G, para cada y € A(T'), junto con un monomorfismo G, —+ Gy
(denotado por a — a¥). Adicionalmente pedimos que Gy = G,.

Denotaremos por Gy =— (G, T) al limite directo y lo llamamos el amalgamamiento de

lim
Gp sobre Gy.
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Ejemplo 149. Tomamos T"un segmento p Y. () . Tenemos tres grupos Gp, Gqy Gy = Gy
y dos monomorfismos G, N Gpy Gy NN Gq; el grupo G es igual a Gp *g, Gg.
Al grupo generado por los grupos Gp y los elementos y € A(Y'), sujeto a las relaciones

g=y "t y wyadyl=d" si yeAlY), aeqG,

lo denotamos por F(G,Y). Sea I' el producto libre de Gp con el grupo libre con base A(Y);
el grupo F(G,Y) se define como el cociente de I' por el subgrupo normal generado por los
elementos yy y ya¥y ()™, y € A(Y), a € G,. Estas relaciones son equivalentes a las
relaciones

ya'y=a’ st ye AY), a€G,
Ahora, vamos a describir a las palabras de F(G,Y).

Definicién 150. Sea ¢ una trayectoria en Y con origen el vértice F. Las aristas de c¢ las
denotamos por yi, ..., yn, donde n = l(c) y P; = o(y;+1) = t(y;). Una palabra de tipo c en

F(G,Y) es un par (¢,pu) donde p = (rg,...,7,) es una sucesién de elementos r; € Gp,. Al
elemento

|C7 :U“| =ToY1"1Y2 """ YnTn

de F(G,Y) se le asocia con la palabra (c, x). Cuando n = 0 tenemos |c, u| = 7.

Definicién 151. Sea F, un vértice de Y. Sea 7 (G,Y, ) el conjunto de elementos de
F(G,Y) de la forma |c, |, donde ¢ es una trayectoria con extremos iguales, es decir, o(c) =
Py = t(c). El conjunto (G, Y, Fy) es un subgrupo de F(G,Y) llamado el grupo fundamental
de (G,Y) en F.

Si G es la grafica de grupos trivial I (Ip = 1 para cada vértice P de Y), el grupo
m(I,Y, Py) coincide con el grupo fundamental m (Y, Fy) de la gréfica Y en Fy. El morfismo
canonico G — [ se extiende a un homomorfismo

7T1(G, Y, Po) — Wl(}/, Po)
ademds es sobreyectivo y su kernel es el subgrupo normal de m1(G,Y, Py) generado por Gp.

Ejemplo 152. SiY = P 2> Q esun segmento, tenemos que

Tl(G,KY) = Gp *Gy GQ
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4.2. Variedades de graficas

El objeto de estudio de este trabajo son las variedades M diferenciables de dimensiin n,
con n > 3, descritas por N. Barcenas, D. Juan-Pineda y P. Sudrez en [3].

Definicién 153. 1. Para cada ¢ = 1,...,r sean 2 < n; < n y V; una n;—variedad de
curvatura negativa pinchada, no compacta, completa y de volumen finito.

2. Denotar por M; la variedad diferenciable, compacta con frontera, obtenida por truncar
las cuspides de V;, es decir, por remover de V; una vecindad abierta, horoesférica (no
maximal) de cada cuspide.

3. Tomar un fibrado Z; — M, con fibra un cociente compacto N; de un grupo de Lie
aesférico, simplemente conexo N; por la accién de una reticula uniforme I'; de dimensién
n — n;, es decir, N; es difeomorfo a NZ /T;, donde Nl es un grupo de Lie simplemente
conexo y I'; es una reticula uniforme.

4. Fijar un par de difeomorfismos entre los componentes de frontera de distintos Z;, e
identificar pares de componentes de frontera usando difeomorfismos, para obtener una
variedad conexa de dimensiéon n.

Llamaremos a los Z; las piezas de M y cuando dim(M;) = n, diremos que Z; = M; es

una pieza pura.

Las fronteras de las piezas Z; que se identifican las llamamos las paredes de M y las
denotamos por W.

Denotemos por ¢; al nimero de componentes frontera de los Z;:
C;, = #WQ(@ZZ)

Para fijar notacién, fijamos un orden en las componentes ¢; de la siguiente forma:

Zi, 0Z; = ]_[ wi
a=1

Z;, 0Z; = ]_2[ Wi,
a=1

Los difeomorfismos de pegado entre las piezas Z;, Z; los denotamos por d;;, donde el
indice k indica la pared k de la pieza Z;:

dij,k : le — de(k)
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Por abuso de notacion el indice k en la mayoria de los casos.
Estos difeomorfismos inducen un isomorfismo en grupo fundamentales:

dij* : 7T1(Wi) — 7T1(Wj)

sin perdida de generalidad, vamos a llamar a este grupo m (W%).

Denotaremos por E; a un fin de V.

4.2.1. m inyectividad de variedades de curvatura negativa

El primer objetivo de este trabajo es describir el grupo fundamental de las variedades de
la definicién [I53 como una gréafica de grupos, lo cual se prueba en los siguientes dos teoremas.

Teorema 154. Si 7;(E;) se inyecta en m(M;) entonces m(W%) se inyecta en m(Z;).

Demostracion. Primero, vamos a demostrar que 7;(E;) se inyecto en my(M;), para lo cual
usaremos el teorema [124] que se demostro en el capitulo 3.

Las variedades V; estan dadas como cocientes de una variedad H por la acciéon de una reticu-
la no uniforme I'. Sea m : H — V; = H/T. Sean p € V; = H/T fijoy p € = !(p). Para
cada fin F; de V; existe al menos un rayo geodésico =y tal que (0) = p, v es minimizante y
~(t) — E; cuando t — co. Sea 7 el el levantamiento de v que empieza en p, la propiedad
minimizante de v implica que 7 [0,00) C R;, donde R; es el dominio fundamental de I" con
centro en p. El lema [129| implica que solo puede haber un niimero finito de rayos geodésicos
4 que emanan de p y que estén contenidos en R;, y en cada caso 7(co) queda fijo por alguna
isometria parabdlica de I'. Asi, V; tiene solo un niimero finito de fines y cada uno es parabdlico.

Sea x = J(00) y € = &(n,b) > 0, por los lemas [130][132] existe una horoesfera invariante
L; en x tal que L; /T, es compacta. Como el grupo I', actta libre, propia y discontinuamente
en la subvariedad L;, entonces T; = w(L;) es una subvariedad compacta C? de V; difeomorfa a
L; /T, y con grupo fundamental I';, ya que la horoesfera L es simplemente conexa e invariante.

Sea U; una horobola abierta en z, acotada por L;, y sea U; = W(UZ) Siguiendo los ar-
gumentos dela prueba del teorema tenemos que U; es una vecindad con collar Rieman-

niano de Fj;. La parametrizacion de collar Riemanniano de U; esta dada como sigue: Sea
F: L; x[0,00) = U; dada por

F(p,t) = 7pa(t) = exp,(tV (p, z)).

La parametrizacién F es un difeomorfismo C! que induce una funcién C*, F : T} x (0,00) = U;
dada por

F(mp,t) = (wo F)(p, 1),
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para todo (p,t) € L; x (0,00). La invarianza de L; asegura que @(Ul) NU; # 0 siy solo si
o(U;) = U; y ¢ € I'. Por lo tanto, F es un difeomorfismo y las curvas t — F(n,t), n € N,
son geodésicas minimizantes de velocidad unitaria de V; que intersecan cada hipersuperficie
F(T; x {s}) ortogonalmente. Ademds, Ur = F(T; x (R, 0)) es una vecindad de collar Rie-
manniano de FE; para cualquier nimero positivo R.

Entonces, para cada fin E; tenemos que la variedad V; se puede retraer a

Al reemplazar cada U; por una horobola concéntrica no maximal, obtenemos que V; es difeo-
morfa al interior de V;*. Las variedades V;* corresponden a las variedades M; de la definicién
153] v la imagen de la horoesfera no maximal corresponde a una pared W*.

El difeomorfismo F' implica que para todo t;,to € (0,00), los grupos fundamentales de
F(T; x {t:}) y F(T; x {t2}) son isomorfos. Por lo tanto

T (E;) — m(M;).
Ahora, el fibrado N; — Z; — M, determina la sucesion exacta corta
0 — m(N;) — m(Z;) — m(M;) — 0
y del resultado anterior tenemos también la siguiente sucesion exacta corta
0 — m(N;) — m(WY) — m(E;) — 0
Aplicando el lema del cinco [7] al diagrama

0——=m (N;) —=m(WV) ——m(E;) —=0

| |

0 —>7T1(Ni) —>'7T1(Zi) —>7T1(Mi) —0

tenemos que

7T1(Wij) — 7T1(Zi).
0

Teorema 155. FEl grupo fundamental de una variedad M como las descritas en la definicion
es isomorfo al grupo fundamental de una grafica de grupos.
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Demostracion. Sea Gy la grafica de grupos que describe la descomposicién de M en las
piezas Z; de la siguiente forma:

(a) A cada Z; le asociamos su grupo fundamental m(Z;).
(b) El grupo de aristas corresponde al grupo fundamental 7, (%),

(c) Por el teorema[l54] existe un monomorfismo del grupo de aristas 7, (W) sobre el grupo
de vértices adyacentes 1 (Z;).

Entonces tenemos un isomorfismo my = m;(Gay).
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Nociones de teoria geométrica de
grupos

En esta seccion introduciremos algunos conceptos bésicos de teoria geométrica de grupos.

Dado un conjunto S, el conjunto de palabras en S, es el conjunto W(.S) de sucesiones
infinitas de elementos en S; el producto de dos palabras esta dado por yuxtaposicion y la
unidad es la palabra vacia. Un elemento en W (S) lo escribimos como w = s159 - - - §,,, donde
s; € S. Al entero n le llamamos la longitud de la palabra. Si la palabra es vacia, su longitud
es 0.
Sean (T',),c; una familia de grupos y A = II,¢,T",. Sea ~ una relacién de equivalencia en
W (S) generada por

s we,w ~ ww', donde e, es el elemento unidad de T,.
s wabw' ~ wew’ si se cumple que ¢ = ab para a,b,c € T',.
para todo w,w’ € W(S). El cociente W (S)/ ~ es un grupo al que llamamos producto libre

y se denota por *,c;/I',. El inverso de una clase representada por un elemento w = s1s9 - - s,

es la clase representada por s st - - -8yt

Ejemplo 156.

Una palabra w = s1s5---5, € W(S) con s; € I, se llama reducida si ¢; # 1;41 para
1 <j<n—1ysis;es diferente del elemento unidad de I',; para 1 < j < n.

Ejemplo 157. Sea 'y = Z/27Z = {ey,a} y 'y = Z/37Z = {e3, b, 1*}.
(1) La palabra abab®a es reducida.

(2) La palabra ae; no es reducida.

69



CAPITULO 5 70

(3) La palabra abba no es reducida.

(4) La palabra bb? no es reducida.

Proposicién 158. Sea (T')),e; una familia de grupos y A = 11,¢;T,. Sea *,,I', = W(S)/ ~
el producto libre. Cualquier elemento en el producto libre x,c;I", se representa por una unica

palabra reducida en W (S).

Demostracion. (i) Existencia: Sean n > 0 un entero, w = $19 - - - s, en W(.S) una palabra

reducida, un elemento s € S y la palabra sw € W(S). Sea

(w si s=e paraalgini1 e [

Sw sio sel, i#k, s#e;
$9...8, si s€ly, s= 31_1

R(sw) = .
(sw) rS9...8, Si S €T, ss1=1F# e
s si w#0, s+ ejpara todo i
W si w=0s=¢

donde k € I es el indice para el cual s; € I'y. Es fécil ver que R(sw) es de nuevo una
palabra reducida, y R(sw) ~ sw. Entonces, haciendo induccién en la longitud de w,
cualquier palabra w € W(S) es equivalente a una palabra reducida.

Unicidad: Para cada s € S, sea T'(s) una transformacién del conjunto de palabras
reducidas en si mismo, dada por:

T(s):w— R(sw).
Siu=si...s, € W(S), definimos
T(u) =T(s1)0...0T(s,).
Para a,b,c € I'; con ab = ¢, tenemos que T'(a) o T'(b) = T'(c); también T'(e;) = Id para
todo ¢ € I. Entonces, si u; ~ ug tenemos que T'(u;) = T'(uz). Ahora, sea u una palabra

reducida y denotemos por () la palabra vacia, entonces T'(u)(0) = T(s1)0...0T(s,)(0) =
u. Supongamos que u; ~ us son palabras reducidas, entonces

Esto muestra la unicidad.
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Sea S un conjunto. El grupo libre sobre S es el producto libre de una familia de copias
del grupo Z indexado por Sy se denota por F'(S); F/(S) se puede identificar con el conjunto
de palabras reducidas en S U S~!. El producto en el grupo corresponde a la yuxtaposicién
de palabras seguidas por una multiplicacién y reduccion, es decir, borrar letras consecutivas

de la forma ss~! o s7's.

Definicién 159. Un grupo I' es finitamente generado o de tipo finito, si existe un
subconjunto finito S C I' tal que, para cualquier v € I' existe una sucesién de elementos
51,82, ,8, €SUS con vy =5159--5p.

Ejemplo 160. El grupo Z" es finitamente generado por cualquier entero n.

Definicién 161. Sea I' un grupo dado como un cociente 7 : F/(S) — I' de un grupo libre
en el conjunto S. La longitud de la palabra, ls : I' — N, Ig(y) de un elemento v € T,
se define como el entero mas pequetio n tal que existen elementos sy, ..., s, € S U S~ con

fy = 7]'(31 . 'Sn)-
La métrica de la palabra d; se define en I' como

ds(71,72) = L(71 ')

El grupo I' es asi un espacio métrico y I' actia en si mismo por isometrias por la izquierda.
Para 1,72 € T, la longitud de la palabra I, satisface ls(7172) < ls(71) + Ls(72).

Definicién 162. Sean XY espacios métricos con funciones de distancia dy,dy respectiva-
mente. Un encaje isométrico es una funcién ¢ : X — Y tal que

dY(Qb(l”l)a ¢($2)) = dx(xh T3),

para todo xq, x5 € X. Un encaje isométrico es inyectivo, si ademas es sobreyectivo se dice que
es una isometria. Equivalentemente, X y Y son isométricos, si existen funciones ¢ : X — Y
yy:Y — X, tal que pop = Idy y o ¢ = Idx.

Definicién 163. Un segmento geodésico entre dos puntos z,y € X, es la imagen de un
encaje isométrico ¢ : [0, L] C R — X tal que ¢(0) =z y ¢(L) =y, donde L = dx(z,y). Un
espacio métrico se dice que es geodésico si cualesquiera dos puntos pueden ser unidos por
un segmento geodésico.

Definicién 164. Un espacio métrico es propio si sus bolas cerradas de radio finito son
compactas.

Definicién 165. Un espacio pseudo métrico es un espacio X con una funcién
d . X X X — R+

que satisface
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(i) d(z,z) = 0 para todo z € X
(ii) d(z,y) = d(y, x) para todo z,y € X
(iii) d(zx,z) < d(z,y) + d(y, 2) para todo z,y,z € X

Definicién 166. Sean X,Y dos espacios pseudo métricos. Una funcion ¢ : X — Y es un
encaje casi-isométrico si existen constantes A > 1, ¢ > 0 tales que

%dx(fﬁ,b) <dy(o(z1), ¢(72)) < Adx (21, 22) + ¢

para todo x1,z9 € X. Si ademas, existe una constante D > 0, tal que cualquier punto en Y
se encuentra a una distancia pequena D de algin punto en ¢(X) se dice que es una casi-
isometria.

Equivalentemente, X, Y son casi-isométricos, si existen dos funciones

p: X—=-Y 'y Yv:Y =X
v constantes A > 1, ¢ > 0, D > 0 tales que
(i) dy(¢(21), p(x2)) < Ad
(i) dx (¥ (1), ¥(12)) <
(i) dx(¥o(z),z) <
(iv) dy(¢v(y),y) <

para todo x,x1, 29 € X y para todo y,y;,y2 € Y.

)
)
)
)

Es facil ver que las casi-isometrias entre espacios pseudo métricos son un relacion de
equivalencia.

Nota 167. Las casi-isometrias no preservan dimension.

Ejemplo 168. 1. Cualquier espacio métrico de didmetro finito es casi-isométrico a un
punto.

2. El espacio métrico Z es casi-isométrico a R. El encaje isométrico esta dado por la
inclusién y las constantes son A =1y c=1.

3. El espacio Z? no es casi-isométrico a [F2.
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Proposicién 169. Sea I' un grupo finitamente generado, dado como w : F(S) — I' y ' :
F(S") — T, donde S,S" son dos conjuntos finitos de generadores. Sean d,d’ las métricas
correspondientes en T'. Entonces (I',d) es casi isométrico a (T',d).

Demostracién. Sea ¢ : (I',d) — (T',d’) la funcién identidad. Afirmamos que esta es una casi
isometria. Sean

A1 = max{d'(n(s),e) : s € S}

Ay = méx{d(7'(s'),e) : s € S'}
A= méx{/\l, /\2}

es claro que

§d<m,y> < d'(¢(x), 6(y)) < Ad(z,y) + ¢

para todo z,y € I' y cualquier ¢ > 0. O]

Proposicion 170. Sea I' un grupo finitamente generado, y sea I'y C ' de indice finito.
Entonces, I y I'y son casi isométricos.

Demostracion. Ver P. de la Harpe [§]. O

Proposicién 171. (Lema de Milnor-Svare, [§]) Sea X un espacio métrico geodésico y propio.
Sea T un grupo y sea I' x X — X una accion por isometrias por la izquierda. Asumimos que
la accion es propia y que el cociente T\X es compacto. Entonces el grupo I' es finitamente
generado y casi-isométrico a X. Mds aun, para cualquier xqg € X, el mapeo I' — X dado por
v = YTp, es una casi-isometria.

Demostracion. Sea m: X — I'\X la proyeccién candnica. El espacio I'\ X tiene una métrica
canoénica dada por

d(p, q) = inf{d(z,y)|z € 7' (p),y € 7 ()}
Sea
R = sup{d(p, q)|p,q € "\ X}

el didmetro de I'\ X. Como I"\ X es compacto, entonces su didmetro es finito. Sea xy € X un
punto base y sea

B ={z € X|d(xp,z) < R}.

Observemos que (7B),er es una cubierta de X. Sea

S={sel|s#£1ysBNB+#0}
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Como la accién es propia, S es finito, ademés S~! = S. Finalmente, sea

r=if{d(B,yB)lyely~vy¢SuU{l}}

y sea
A= rnéusx{d(xo7 sx0)}-
s€

Aﬁrmacion l:r= 1nf{d( AB)|yely~ §é SuU{l}} >0.
Escoger 4 € T tal que v ¢ S U {1} Sea ' = d(B,~ B). Entonces, por definicién de S y
compacidad de B, tenemos que r > 0. Sea

T={yely¢Su{l}ty dB,yB)<r}

Entonces, T es no vacio ya que contiene a v y es finito. Como 7 es el infimo de los niimeros
d(B,~B) estrictamente positivos para v € T, la afirmacién es cierta.
Seax € By~ ¢ SUJ{l}, entonces

r < d(z,vr) < d(x,z9) + d(zg,72) < R+ R=2R
es decir, r < 2R.
Afirmaciéon 2: S genera a 'y

1 1
\ d(wo,vr0) < ds(1,7) < = d(zo, v20) + 1, Vy €T (5.1)

<

Sea v € T', asumimos que v ¢ S U {1}, ya que si no, (5.1)) es inmediata. Sea k € Z definido
por
R+ (k—1)r <d(zo,yx0) < R+ kr (5.2)

como v ¢ S U {1} entonces d(zg,yxo) > R, asi k > 1. Dado que X es un espacio geodési-
co, podemos elegir xq, -+ ,xp, Tp1 = yro € X tal que d(zg, 1) < Ry d(a;,x41) < 1
para ¢ € {1,---,k}. Como las I'—traslaciones de B cubren a X, podemos escoger 7y =
Ly, Yk—1,7 = 7 en I' de tal forma que x; € v;,_1B parai € {1,--- ,k}. Sea s; = 7;11%,
entonces vy = $189 - - - §. Como

d(B, s;B) < d(v; i@, 877 " wis1) = d(wi, mip1) <7

tenemos que s; € SU{1}. Por lo tanto, S genera a I'. Mas atin, usando la primera desigualdad

de (5.2)) tenemos que
1 R
ds(1,7) <k < —d(z, y20) + 1 — -

<
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I0)

asi, la segunda desigualdad de (5.1)) se sigue. La primera desigualdad de (5.1]) es directa por
induccién en dg(1,7).
Afrimacion 3: El mapeo

f . (F, ds)
g

(X, d)

_>
= YZo

es una casi-isometria.
Por la invarianza de las dos métricas y la afirmacion 2, tenemos que

LAl (), F)) < ds(n ) < —d(F (), F) + 1

<=

para todo 1,72 € I'. Ademéds, como (7B),er es una cubierta de X, tenemos que d(f(I'), z) <
R para todo z € X. Asi, f es una casi-isometria. O

5.1. Crecimiento de grupos

Definicién 172. Sea I' un grupo finitamente generado por un conjunto S. La funcién de
crecimiento 5(I',S;k) : N — N, es el nimero de elementos v € I" con lg(y) < k. A la
siguiente serie de potencias

BT, S;z) = iﬁ(l“, S; k)2
k=0

se le conoce como serie de crecimiento. La funcion de crecimiento esférica esta dada

por

kw— oI, S k) =p(T,S;k)—B(T,S; k—1)

con o(I',5;0) = B(T, S;0) = 1; y la correspondiente serie de crecimiento esférica es

NI, S;2) = 3 20

~yel
o0

= S o(T,S; k)"
k=0
= (1-2)B(I',S;2)

Si no hay confusién se puede escribir 5(k), B(z), o (k), X(z).

Ejemplo 173.

1. Para el grupo ciclico infinito Z generado por 1, su funcién de crecimiento

esta dada por

sz, {1};r) + N = N
r — 2r+1
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de donde . -
Y(z) = 1+ 22F, B(z) = S (2k+1)z*
LA k=0 (5.3)
_ 14z — 14z

1—2 T (1-2)?

2. Para el grupo libre abeliano Z? con dos generadores, tenemos que o(0) = 1y o(k) = 4k

para k > 1, entonces su serie de crecimiento esférica es

0 1—|—Z 2
Z(Z):1+Z4k‘zk: (1—z>
k=1

Y su funcién de crecimiento es

B(Z?, S5r) =1+4) j

i=1

:1+4<T(r;—1))

=1+2(r*+r)

=14 2r+2r°

3. Para Z generado por el conjunto {2, 3}, su funcién de crecimiento esta dada por
1 si r=0

B(Z,{2,3};r) = 5 sior=1
6r+1 si r>1

4. Para el grupo libre Fy con conjunto generador S = {a, b}, tenemos que 5(0) = 1,
B1) =5y 1
B(n) —B(n—1)=4(3"")

entonces

BE?, Ssn) =1+ 4-37"

=1

1—3"
=144

3

an—1
=144

=1+2(3"—1).
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5. En general, para el grupo libre F' de rango finito n > 2, con respecto a un conjunto
finito de generadores S tenemos que

r—1

B(RS;T):1—|—2-n2(2.n_1)j—1

=0
n

=1+——((2n—-1)"—-1).

F e (@n =1y - 1)

Lema 174. Sea I' finitamente generado y sean Sy, S5 dos conjuntos finitos de generadores
de I'. Entonces, existe ¢ > 0 tal que para todo n > 0

B, 515 [2]) < BT, S25n) < BT, Si;en),
donde x — 1 < |z] < x denota la parte entera de .
Algunas propiedades inmediatas de la funcién de crecimiento son
1. La funcién de crecimiento es submultiplicativa
BT, Ssky + ka) < BT, S: k1 )B(T, S k)
para todo ki, ko € N.

2. La funcién de crecimiento estd acotada por la del grupo libre de rango n con respecto
a un conjunto generador libre

BT, S; k) < B(F(S),S;r) =2n(2n —1)"
3. Si I es infinito, la funcién de crecimiento (I, S; k) es estrictamente creciente en k.

Definicién 175. Sea I' un grupo finitamente generado y S su conjunto finito de generadores.

= El grupo I' es de crecimiento exponencial, si existen A, B > 0 tales que paran > 0,

B(T,S;n) > Aexp””.

= El grupo I tiene crecimiento polinomial, si existen d, ¢ tales que para todo n > 1,

B(T', S;n) < cn.

= El grupo I' es de crecimiento intermedio si no es ni exponencial ni polinomial

Es sencillo demostrar que el tipo de crecimiento no depende del conjunto generador.
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Vamos a desarrollar dos ejemplos de grupos con crecimiento polinomial. Para esto, primero
necesitamos el siguiente resultado.

Lema 176. Sea F,(n) := ij. Entonces, F,, es un polinomio en n grado p+ 1. [5]
=0

Demostracion. La prueba se hace por inducién. Para p = 1 se cumple, ya que Fi(n) =
14+24---+n= @, que es un polinomio de grado 2.
Ahora, supongamos que se cumple para todos los polinomios F,(n) con ¢ < p. Consideremos

la siguiente suma:
n

Qp(n) — Z [(k + 1)p+1 _ k,p—i-l} :

k=1
si desarrollamos el lado derecho obtenemos lo siguiente

Z [(k + 1) — kp-i-l] —optl _qpHl getl _optl 4 (4 )P - Pt
k=1
= (n+ 1P+ — 177!

Entonces, Q,(n) es un polinomio de grado p+1. Por otro lado, si desarrollamos (k+1)P+!—fP+1
usando la férmula del binomio de Newton, obtenemos lo siguiente:

(k+1)p+1—k'p+1: p+1 kp+1—|— p+1 kk—|— p+1 k2+ p+1 k+ p+1 kO_karl
0 1 p—1 D p+1

entonces

Por hipétesis tenemos que F,(n) es un polinomio de grado ¢+ 1 < p, entonces el grado(F,) =
grado(@,) =p+ 1. O



CAPITULO 5 79

Ejemplo 177. El grupo Z™, con conjunto generador S = {ej, - ,e,} tiene crecimiento
polinomial, donde e; = (0,---,0,1,0,--- ,0). Ademas, fs(n) < (2n+ 1)™.

m
Demostracion. Sea v € Z™ y |v|s = |v|pr = > |vil.
i=1

Sea f,,(n) el nimero de elementos de longitud menor o igual a n en Z™. Vamos a ver por
inducién que es un polinomio de grado m.
Seaw = (l,v) conl € Z,v € Z™ 'y |w|s = |I| + |v|. Entonces

2fm—1(n - ,]
N—— N————

=0 " dos opciones para [ fijo

fn(n) = frna(n) + Z )

k
= _fmfl(n) + Z 2fm71(n - j)
=0
En el ejemplo [I73|[1] y se probé el caso para m = 1,2. Supongamos que
m—1
fmo1(n) =) an®
k=0

con a,,—1 # 0. Entonces

n m—1
fn) =22 T ax(n = ) = fna(n)
j=0 k=0
m—1 n
=9 ag (TL - ])k - fmfl(n)
k=0 Jj=0
m—1
=2 apFy(n) = fm-1(n)
k=0

donde Fj(n) es el polinomio del lema anterior. Como Fj, es un polinomio de grado k& + 1y
fm—1(n) también es un polinomio, podemos concluir que f,,(n) es un polinomio de grado m.
Por lo tanto, Z™ tiene crecimiento polinomial. O

Ejemplo 178. Sea H el grupo de Heisenberg

1
H=A{]0 cx,y,z € L}
0

[
— W
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Sea S = {A, B,C'} su conjunto generador, donde

110 100 101
A=lo 10|, B=[o11], c=[010
001 00 1 00 1

Por demostrar: Existen constantes ¢q,co > 0 tales que para todon > 1
cint < B(H, S;n) < eon’. (5.4)
Para esto, necesitamos el siguiente lema.
Lema 179. Sea g = A*B'C™, entonces
(1) lgls < k[ +[I] + 6+/]m].
(2) Silgls <1 entonces |k|+ |l <r y|m| <r?

k|l + || ++/|m
) o > Bt VI

Ademds, [AY, BY) = CY para todo i,j € 7.
Demostracion. Es obvio que |g|s < |k| + |I| + |m|, pero queremos mejorar esta cota.
(1) Supongamos que i = [/m|, m =%+ j, m > 0, entonces j < 2v/m ya que

vm vm

j=(/m)?—-i*< /(t2)’dt = /tht < 2vm.

% 7

Ahora, o -
c"m=0C" =V [A’, BZ]
de donde

IC™|s < j + 4i < 2v/m + 4y/m = 6y/m.

Por lo tanto,

A+ |Bl|s + |C™|s

|
|k| + || + 6+/|m|.

|A*BIC™|s <
<
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(2) Sea |g|s < r. Vamos a usar el hecho que existe un homomorfismo de ¢ : H — Z?, el cual
esta dado de la siguiente forma

Donde [! es la base asociada a Z%. Ahora, supongamos |g|s = r. Vamos a hacer induccién
sobre 7.
Si 7 = 0, la desigualdad es cierta |m| < 72, ya que

Supongamos que |g|s = r + 1, entonces

(a) hC*®
g =1 (b) hA®
(c) hB®

donde |h|g = 7 es nuestra hipdtesis de inducion.

(a) Sea A*B'C™~¢ = h. Por demostrar que |m —¢| < (r + 1)2.

Im| < |m—e|+1
r?+1

(r+ 1)

INCIN N

(b) Sea h = A*B!C™A~¢ y tengamos en cuenta que A conmuta con C'y B conmuta con
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C. Entonces
h=A*B'\C™A—¢

— AkBlAscvm

— Ak—eAeBlA—eB—lBlCm

— Akz—a [AE,Bl] Blc«m

— AkfscvslBlcm

— Ak—sBlcslom

— Ak—eBlcm-i-el
por lo tanto |m + ¢l| < r?, lo cual implica que

m| <P+l <rP+r < (r4+1)24
(c) Sea h = A*B'C™B~¢, entonces
h=A*B'/Cc—sCc™
— AkBl_ECm,

por lo tanto |m| < r? < (r +1)2

(3) Para probar (3), lo que vamos a hacer es ver que (2) implica (3). Tomamos r = |g|s,

entonces |k| + |I| <7y /|m| < |g|s, de donde

K[+ [t + V/Im] < 2]g]s.

Demostracion. Vamos ahora a probar que se cumple (5.4)):
cint < B(H, S;n) < eont.

Supongamos que

2
LIS <g  Iml<(3),

r
8
entonces, usando (1) del lema tenemos

roor
|Q|S<§+§+§<T;
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de donde

posibilidades de escoger m
2
Brsr = (25) +1) <2L ]+ 1) arrt,
N————
posibilidades de escoger k y [

para algin ¢; > 0y r € N.
Ahora, usando (3) del lema, tenemos

o R 1+ V/Im]
- 2

entonces |k| < 2r, || < 2r y |m| < 4r%. Asf,

B(H,S;r) (8r +1)(4r+1)4r+1)

<
< cor
para algin ¢ > 0y r € N. O]

Sea (X, d) un espacio métrico y sea M un subconjunto de X. Para C' € N definimos el
conjunto siguiente

VeM) ={zx e X :d(z,M) < C}
={reX:ImeM dxz,m) <C}
Si M es finito, se puede demostrar que
Ve(M)] < 218+ 1) |M].

Corolario 180. FEl tipo de crecimiento de grupos finitamente generados es un invariante
casi-isométrico, es decir, grupos finitamente generados, casi-isométricos tienen el mismo tipo
de crecimiento. En otras palabras, grupos finitamente generados que tienen diferente tipo de
crecimiento no pueden ser casi-iSOmEtricos

Demostracion. Sean 'y, I's los dos grupos finitamente generados, y sean S7, Sy sus conjuntos
finitos de generadores respectivamente. Sea f una (A, ¢) casi isometria

f : (F17d51) — (FQ’dSQ)
Entonces se cumple que

1

XdSI(x’y) < dSz(f(l‘),f(y)) < Adsl(l’,y) te
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y tod v € T'y estd a distancia menor o igual a ¢ de f(I'y).
Por demostrar: Existen constantes A, B, D tales que para todo n

B(”vdSQ) C VD(f<B(An + Bad51>>>7

donde B(n,d) es el conjunto de elementos a distancia menor o igual n del elemento identidad
e.

Sea y € I'y tal que dg, (e, y) < n. Entonces, por ser f una casi isometria existe x € I'; tal que
ds, (4, f(2)) < C. Asi

d51(x76) )‘dsz(f( ) f(e))+)‘c

ds,(y, f(e)) + AC + XC

ds,(y,e) + Adsg, (e, f(e)) + 2A\C
n+ B

An + B,

INCINCIN NN

donde Adg,(e, f(e)) +20\C = B € Ny A € N. Entonces, se cumple que:
B(n, ng) C VD(f(B(An + B, d51>>>
Esta relacion implica lo siguiente.

(a) Supongamos que I'; tiene crecimiento polinomial. Entonces 3(I'y, S1;n) < En'’, de donde

B(T'2, Sain) < (2]S| + 1) B(T, Sy; An + B)

<
< (2/S,| +1)” E(An + B)F,

por lo tanto, I's tiene crecimiento polinomial. Usando el hecho de que ser casi isométricos
es una propiedad simétrica, tenemos que I'; tiene crecimiento polinomial si y sélo si I'y
tiene crecimiento polinomial.

(b) Ahora, supongamos que I'; tiene crecimiento exponencial, es decir 3(I'y, Sp;n) > E exp™?’
Como
B(Ty, Sa;n) < (2So] +1)7 DA(Ty, Si; An + B),

entonces

E exp™”
m < B(Iy, S1; An + B).
2
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Sea m € N, si m = |“=£| entonces n > Am + B. Asi,

BTy, S1;n) = (I, S1; Am + B)
—E 5 eXme
(2/S2] + 1)
—_— —

—=constante E;

\%

> H exp~1B/AF gxpnt/A

vV
—constante Fa

2 E2 eXpnG )

por lo tanto, I'y tiene crecimiento exponencial.

Ejemplo 181. (a) Z™ es casi-isométrico a Z" si y s6lo si m = n.

(b) El grupo fundamental de dos variedades Riemannianas con cubierta universal isométrica
tienen el mismo tipo de crecimiento.

Una funcién de crecimiento es una funcién no decreciente de R™ a R*. A cualquier
funcién no decreciente 8 : N — N se le puede asociar una funcién de crecimiento a(t) =
B([t]), donde [t] denota el entero mas pequeno tal que ¢ < [t]. También podemos escoger
a(t) = Bk)""B(k+1)", donde t = k+ 7 con 0 < 7 < 1; ademds « es continua. Si 3 es
submultiplicativa entonces también lo serdn a y a.

Definicién 182. Una funcién de crecimiento as domina débilmente a una funcién de
crecimiento aq, si existen constantes A > 1y C > 0 tales que

(075] (t) § )\ag()\t + C) + C,

para todo t € R*. Se denota por

w

w
a; <as o oq(t) < as(t).
Dos funciones de crecimiento as, ap son débilmente equivalentes si cada una domina débil-
mente a la otra. Se denota por

aRas o ag(t) R as(t).

Denotamos por [a],, o [a(t)], a la clase de equivalencia médulo ~ de una funcién de creci-
miento.
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Ejemplo 183. (a) Para a,b € (0,00), tenemos que

1% o a<b

w

alt) ~t* & d=a.
(c) Sea I' un grupo generado por un conjunto finito S. Entonces

BT, S: k) < e

(d) Usando la notacién del lema de Milnor-Svarc, las funciones de crecimiento siguientes son

débilmente equivalentes:

ks B(T,S;k) = |{y €I :ds(e,y) < k}|
ki [{y €T d(wo, yw0) < K}

Mas at, si X es una variedad Riemanniana, también son equivalentes a la funcién cuyo
valor en k es el volumen Riemanniano de una bola en X de radio k£ en el punto base x.

Esto se demostrara mas adelante, (184)).

Algunos resultados importantes que relacionan estos conceptos con variedades Rieman-

nianas, son los siguientes teoremas.

Proposicién 184. (Milnor-Svarc) Se X una variedad Riemanniana completa con distancia
Riemanniana d. Sea xo € X y para cada nimero real t > 0 sea v(t) el volumen Riemanniano

de la bola cerrada con centro en xo y radio t en X. Sea I' un grupo actuando propiamente

por isometrias en X de tal forma que el cociente T\X es compacto. Sea (k) la funcion de

crecimiento de I' con respecto a algin conjunto finito de generadores. Entonces v(t) y (k)

son funciones de crecimiento débilmente equivalentes.

Demostracion. Para x € X y t > 0, sea B(x,t) la bola cerrada con centro en = y radio t en

X. Considerar

» El didmetro R del espacio cociente I'\ X.



CAPITULO 5 87

La cubierta (yB(xo, R)) er de X.

El conjunto finito de generadores S ={s €Tl :s#1ysBNB#0} deT.

La distancia separadora r = min{d(B,yB) : vy € ',y ¢ SU{1}}.

La distancia A = max{d(xg, sxg) : s € S}.

El orden a del subgrupo de isotropia I'y = {y € ' : yxg = 2}. Observar que I'y es
finito y estd en S U {e}.

Sea k € Z, k > 0. Sea x en la 6rbita de 'z, entonces las bolas cerradas B(x, %T) son ajenas
por pares y asi

1
EB(F, S k:)v(%r) < v(kA+ %r),

de donde (T, S; k) > v(k).
Ahora, sea T € B(zg, k). Entonces, existe v € I' tal que x € B(yzo, R). Por el lema de
Milnor-Svarc , la longitud de la palabra lg(vy) de v satisface:

1 1
lg(T') € -
S() .

d(xﬂ”yx()) +1 < ; d(x07x) + Ca

donde C = IT—% + 1. De donde, la bola B(z, k) estda cubierta por las bolas vB(zg, R), para
cada v € I' con lg(y) como arriba y

v(k) < BT, S; & + C)(R).

Asi

w

v(k)B(T, S; k).
O

Los siguientes dos teoremas son consecuencia del teorema y son los resultados de J.
Milnor [19].

Teorema 185. Sea M una variedad Riemanniana completa de dimension n, cuyo tensor de
curvatura media R;; es positivo semidefinido en todas partes, entonces la funcion de creci-
miento B(s) asociada a un subgrupo finito de generadores del grupo fundamental m (M) debe
satisfacer

B(s) <c-s" (5.5)

donde ¢ es una constante.
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Demostracién. Sea M la cubierta universal de M y sea o € M. Sea v(r) el volumen de la
vecindad N,.(zg) que consiste de todos los puntos y € M con d(xg,y) < r. Si la curvatura
media es positiva donde sea, usando la desigualdad de Bishop (ver seccién 111.4 de [7] ):

v(r) < w,r™, (5.6)

donde w,, es el volumen del disco unitario en el espacio Euclideano de dimension n.

Usando el teorema principal de espacios cubrientes sabemos que podemos identificar
71 (M) con el grupo de todas las transformaciones cubrientes de M sobre M. Sean g1, ga, - - - 9p
M — M un conjunto de generadores para algin subgrupo de 71 (M) y sea i1 = max{d(zo, gizo)}-
La vecindad N,(xp) contiene al menos /(s) puntos distintos de la forma g(zy) con zy €
m (M). )

Sea € > 0 lo suficientemente pequenio, de tal forma que la vecindad N.(z() en M sea ajena
a todas las traslaciones g(N(x¢)), con g # 1. Entonces, la vecindad N,s .(x) contiene al
menos ((s) conjuntos distintos dela forma g(N.(zo)). Asi,

B(s)v(e) < v(us + ¢). (5.7)
De (5.6 y (5.7)) tenemos que para s > 1
B(s)v(e) <vlps +¢)

< wp(pus +¢e)"

S wa(p+e)s”
Por lo tanto,

B(s) < es™,

donde ¢ = £nlute)l” O

v(e)
Teorema 186. Sea M una variedad Riemanniana compacta con todas sus curvaturas seccio-

nales menores que cero, entonces la funcion de crecimiento de su grupo fundamental i (M)
es al menos exponencial

B(s) = a’ (5.8)

para alguna constante a > 1.

Demostracion. Sea —a? < 0 una cota superior para la curvatura seccional de M. Usando un
teorema de comparacién de volumen de Giinther (ver seccion I11.4 de [7] ) tenemos que para
un r suficientemente grande

v(r) > exp™ . (5.9)

Sea d el diametro de M. La proyecién M — M manda la vecindad N = Ns(xo) en M. Por lo
tanto, las traslaciones gN forman una cubierta de M, donde g € m(M). Notemos que esta
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cubierta es localmente finita, ya que si no lo fuera, para algin r finito, la vecindad N, (z)
se intersecaria con una cantidad infinita de gN y asi N, s4c(x0) contendria una cantidad
infinita de conjuntos disjuntos gN.(z), cada uno de volumen v(g) > 0 y esto es imposible
ya que V(r+d+¢) < 0.

Sea F' el conjunto finito de todos los elementos g € m (M) tales que las traslaciones gN

intersecan a N, es decir
F={gem(M):gNNN #0}.

Sea v >0
v=min{d(gN,N):gNNN =10, g¢ FU{1}}.

Afirmacién: Los elementos de F' generan a m;(M). Antes de seguir con la demostracion,
necesitamos el siguiente lema.

Lema 187. Sid(zo,gN) < vt+0 para algin entero t positivo, entonces g puede ser expresado
como un producto de t elementos f; € F, es decir, g = fifa--- f;.

Demostracion. Sea y € gN tal que d(xg,y) < vt + 0 y escogemos puntos yi, Yz, ..., Y41 = Y
sobre la geodésica de x a y de tal forma que d(zo,y1) <y d(vyi, yi11) < v. Cada y; estd en
alguna traslaciéon h; N, donde podemos escoger hy = 1y hyyq = g. Sea f; = h; 'hy,1, entonces
fifz- - fi = g. Como d(h; 'y, h; 'yi1) < vy h;'yi € N, hi'yiyy € fiN, entonces f; € F, lo
cual prueba el lema. O

En particular, el lema prueba que los elementos de F' generan el grupo m(M).
Sea ('(t) la funcién de crecimiento de (M), usando como conjunto generador a F'. Por
el lema, tenemos que el interior de la vecindad N,; 5(zo) se cubre completamente por las
traslaciones fify--- fiN, con f; € F. Como ['(s) traslaciones de esas son distintas, eso
prueba que

B (s)v(d) = v(vt +9). (5.10)
Por el lema [174] tenemos que existe un entero positivo k tal que
B(kt) = B'(t), (5.11)

o para s > k

Bs) = B'(13))-
Combinando ((5.9)),(5.10)),(5.11)), tenemos que para todo s suficientemente grande

B(Fv(s) 2 v(5 +0)
> cexp(3Es + Ad),
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entonces

exp(As v
c—f(%) ) exp()‘?s)

c1 exp(Ag$).

B(s)

>
>

con c1,A\; > 0. Como S(s) > 1 para todo s > 1, es facil escoger una constante a > 1 tal que

Bls) = a’

para todo s. O

5.2. Crecimiento uniformemente exponencial

Denotamos por SF; al monoide en dos generadores A = {aj,as}, entonces SFy, =
W({ai,az}). La funcién de crecimiento (k) = S(SFs, A; k) estd dada por

Bk)y=1+2+ - +2F =2F1 1

y satiface B(k) ~ 2. Sea I' un grupo finitamente generado que contiene a SF, como subgrupo
semilibre, entonces podemos escoger un conjunto finito S de generadores de I' que contiene
un conjunto libre de generadores de este subgrupo semilibre. Asi

B(T, S k) > 2M1 — 1.

Proposiciéon 188. Un grupo finitamente generado que contiene un semigrupo libre en dos
generadores es de crecimiento exponencial.

Demostracion. Es una consecuencia del parrafo anterior. O

Proposicién 189. (Lema Ping-Pong) Sea T actuando en un conjunto X . Asumir que existen
v,72 €1y X1, Xo C X tales que

XiNXe=0, mXUXy) Xy, 7nEUX:) X,

Entonces, el semigrupo generado en I' por ~v1 y 7o es libre. En particular, I' es de crecimiento
exponencial.

Demostracion. Ver seccién VILLA de P. de la Harpe [§]. O

Vamos a fijar notacion y reformular las definiciones de tipo de crecimiento siguiendo la
notacién de P. de la Harpe y M. Bucher en [9].
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Definicién 190. Sea I' un grupo finitamente generado por un conjunto S y sea 5(I', S; k) =
Bs(k) su correspondiente funcién de crecimiento. El tipo de crecimiento exponencial del
par (I',5) es

w(l,S) = lim v/ Bs(k).

k—00

Denotamos por w(I') a
w(I') = infw(l',S) : S es un conjunto finito de generadores de T

El grupo I' se dice que es de
1. Crecimiento exponencial si w(I',S) > 1.
2. Crecimiento subexponencial si w(I', 5) = 1.
3. Crecimiento uniformemente exponencial si w(I") > 1.

Definicién 191. Una automorfismo s de X es hiperbdlico si no fija vértices y no fija aristas
geométricas. Para tal s € Aut(X), existe una geodésica Lg en X, llamada el eje de s con
conjunto de vértices

{r e V(X):d(z,sz) = min d(y,sy)}.

yeV(X)

Lema 192. Considerar dos automorfismos hiperbolicos s,t de un darbol X. Sea 'y el grupo
de generadores y sea Sy = {s,t}. Si Ls # L; entonces

W(Fo, S(]) = 2.

Demostracion. Numeremos los vértices (z,)nez de Ls v (Yn)nez de Ly de tal forma que se
cumplan las siguientes condiciones:

(i) d(zm,zn) = A(Ym, yn) = |m — s| para todo m,n € Z.

(ii) Si Lsy L; son disjuntas, entonces el segmento geodésico en X que une a L, con L, tiene
a To y Yo como sus dos finales.

(iii) Si Ly y L no son disjuntas, entonces o = yo ¥ X # Yn para todo m,n > 0.

Salvo reemplazar s por s~ y ¢ por !, podemos asumir que existen enteros a,b > 1 tales
que s(,) = Tpia ¥ t(Yn) = Ynss para todo n € Z.
Sean P, @ los subconjuntos de V(X)) siguientes

P={zeV(X):d(z,21) =d(z,z09) + 1}
Q={z € V(X):d(z,y) =d(z,4) + 1}



CAPITULO 5 92

Es claro que PNQ =0, s*(PUQ) C Py t*"(PUQ) C Q para todo k > 1. Usando el lema
del Ping-Pong, podemos mostrar que Sy genera un semigrupo libre M, en dos generadores y
asi

w(Mo, Sp) =2

Por lo tanto
U.)(Fo, So) 2 (JJ(M[), So) = 2.
O

Proposiciéon 193. Sea X un drbol y sea I' un grupo finitamente generado actuando por
automorfismos en X . Asumir cualquiera de las dos: T es transitivo en vértices X° = V(X))
o que X es bipartita, que I' actia por automorfismos pares en X y tiene eractamente dos
orbitas en X°. Mds atin, asumir que X es infinito y no isomorfo a una linea. Entonces

w(l,S) > V2
para cualquier conjunto finito S de generadores de I'.

Demostracion. Primero, supongamos que S contiene un elemento s el cual es hiperbdlico en
X con eje Lg. Si u(Lg) = L, para todo u € S, deberfamos tener que y(Ls) = L, para todo
v €T y por lo tanto L, = X ya que I tiene a lo més dos érbitas en X°, lo cual contradice
la hip6tesis. Asi, existe t € S con t(Ly) # Ls. Sea So = {s,tst™'} y 'y un subgrupo de T’
generado por Sy, por el lema anterior tenemos que

W(Fo, SQ) 2 2.

Denotemos por B(k) la bola de radio k al rededor de e € T relativa a la longitud de la palabra
ls, de modo que Sy C B(3). Es claro que w(T, B(k)) = w(T', S)* para todo k > 1. Entonces,
tenemos

w(T, S)* = w(, B3)) = w(y, Sy) < 2.

Ahora, suponer que cualquier u € S tiene un vértice fijo en X°. Entonces existe s € S U S?
hiperbdlico en X y usando el argumento anterior

w(T, 8)* =w(, B(4)) = 2.
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Teorema 194. Sean A, B dos grupos finitamente generados y sea C' un grupo dado como
un subgrupo de A y de B. Asumir que ([A:C]—1)([B:C]—1) > 2, donde ([A:C]—1) €
{1,2,--- ,00} denota el indice de un subgrupo C en A. Entonces

w(Axc B) > V2.

En particular, el producto libre con amalgamacion A x¢c B es de crecimiento uniformemente
exponencial.

Demostracion. La prueba es una consecuencia directa de la proposicion [193] O]

El segundo objetivo de este trabajo es demostrar que el grupo fundamental de las va-
riedades de la definicién tiene crecimiento exponencial, lo cual se prueba en el siguiente
teorema y es una consecuencia del teorema [194]

Teorema 195. FEl grupo fundamental de una variedad M como las descritas en la definicion
tiene crecimiento uniformemente exponencial.

Demostracion. La prueba se hace por induccion sobre el nimero de piezas Z; que se identi-
fican. Lo que haremos serd probar solo el paso de induccién. Fijemos Z;, Z; y W%. Vamos a
asociarle su grrafica de grupos descrita en el teorema [155] Por el ejemplo tenemos que el
grupo fundamental de esta grafica de grupos esta dado por

m1(Z;) oy (Wid) 7T1(Zj)‘

Por el corolario tenemos que 7 (W%) es finitamente generado y por el teorema m,
podemos deducir que el grupo fundamental de M; es finitamente generado, ya que V; se
puede retraer a M; y V; tiene una cantidad finita de fines F;.

Recordemos que N; es un cociente compacto de un grupo de Lie aesférico, simplemente
conexo N; por la accién de una reticula uniforme I'; de dimensién n — n;, por lo tanto su
grupo fundamental 71 (N;) es finitamente generado.

De la sucesion exacta corta

0— 7T1(NZ‘) — 7T1(Zi) — 7T1(MZ'> — 0

tenemos que m(Z;) es finitamente generado.
Por lo tanto, se cumplen las hipétesis del teorema lo cual implica que 71 (Z;) %, (wisym1(Z;)
tiene crecimiento uniformemente exponencial.

]



Apéndice: Cdodigos de implementacion

de Plug-in de Grafeno

A. 1. Presentacién Plug-in

La pieza base que necesitamos para poder teselar cualquier superficie con hexagonos la

construimos con el siguiente codigo.

import maya.cmds as cmds
from maya.cmds import x
from math import =

from itertools importsx

re=0.1#radio esfera
rc=0.02#radio cilindro
hc=0.5#altura cilindro
r0=1#distancia carbono—carbono

cmds .polySphere(r=re,n="e’)#crea esfera
cmds .polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)#crear
rotate(0,0,90)

move (0.25,0,0)

cmds .polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)#crear
rotate(120,0,90)
move(—0.125,0,—sqrt (3)/8)

cmds .polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)#crear
rotate(—120,0,90)

move (—0.125,0,sqrt(3)/8)

select(all=1)#selecionar todos los objetos

cilindrol , moverlo y rotarlo

cilindro?2 , moverlo y rotarlo

cilindro8 , moverlo y rotarlo

cmds .polyUnite(n="hex’)#unirlos en una sola pieza que llamaremos hex
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Figura 1: Pieza base

El plug-in final es el siguiente, donde las dos funciones que no estan definidas son las que
aparecen en las siguientes dos subsecciones.

import maya.cmds as cmds
from maya.cmds import x
from math import x

from itertools importsx

def plano(self):

def nanotubo(self):

def comenzar():

cmds .
cmds .
cmds
cmds
cmds .

comenzar ()

window(title="Mayas Grafeno", width=200,height=200)
columnLayout ()

.button(label="Plano", command=plano)
.button(label="Nanotubo",command=nanotubo)

showWindow ()
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A.1.1. Plano

Para construir un plano de grafeno, el cédigo que utilizamos es el siguiente.

Lista=1s(sl=1)

def F(Li):
elec=duplicate(Li)
return elec

g=2

z=0.0

#Calcular las coordenadas de los wvertices de los hexagonos

S1x=[—0.5%xr0+3+«mxr® for m in range(—g,g)]
Sly=[sqrt(3.0)*(0.5+n)*r® for n in range(—g,g)]
coordl=1ist (product(S1lx,Sly))

S2x=[0.5*xr0+3xixr® for i in range(—g,g)]
S2y=[sqrt(3.0)*(j+0.5)*r® for j in range(—g,g)]
coord2=1ist (product (S2x,S2y))

S3x=[—1%r0+3*xk*r® for k in range(—g,g)]
S3y=[sqrt(3.0)*(1l)*r® for 1 in range(—g,g)]
coord3=1ist (product (S3x,S3y))

S4x=[1xr0+3*xp*r® for p in range(—g,g)]
S4y=[sqrt (3.0)*x(q)*r® for q in range(—g,g)]
coord4=1list (product (S4x,S4y))

#Duplicar el objeto hex y moverlo a las coordenadas calculados

for pos in coordl:
X,y=pos
obj=F(Lista)
move(x,y,z,0bj)
rotate(90,0,0,0bj)

for pos2 in coord2:
X2 ,y2=pos2
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obj=F(Lista)
move (x2,y2,z,0bj)
rotate(90,0,60,0bj)

for pos3 in coord3:
x3,y3=pos3
obj=F(Lista)
move (x3,y3,z,0bj)
rotate(90,0,60,0bj)

for pos4 in coord4:
x4 ,y4=pos4
obj=F(Lista)
move (x4,y4,z,0bj)
rotate(90,0,0,0bj)

a=select(’hex’)
cmds .delete () #Borrar el primer objeto hex

select(all=1)

cmds .polyUnite(n="graf’ )#Unimos todas las piezas

cmds.select(’graf.vtx[0:]’)#Seleccionmos todos los vertices

cmds .polyMergeVertex(d=0.001)#Los wvertices que esten a una distancia
# menor a 0.001 se wvan a volver un solo wvertice

A. 1.2. Cilindro-Nanotubo

Para constuir el Nanotubo, el cédigo es el siguiente.

200

nh=8.0 #numero de hexagonos en la circunferencia
re=0.1 #radio de la esfera

rc=0.02 #radio del cilindro que sirve de enlace
hc=0.505 #altura del cilindro que sirve de enlace
r0=1.0 #longitud del enlace

rnt=(3.0%xnh)/(2.0%xpi) #radio del nanotubo
theta=360.0/(3.0xnh) #angulo para coordenadas de z,z en el nanotubo
cmds.polySphere(r=re,n="e’)

cmds.polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)

rotate(0,0,90)
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Figura 2: Plano

move (0.25,0,0)

cmds.polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)
rotate(120,0,90)
move(—0.125,0,—sqrt(3)/8)
cmds.polyCylinder (r=rc,h=hc,n="c’)
rotate(—120,0,90)

move (—0.125,0,sqrt(3)/8)

select(all=1)
cmds.polyUnite(n="hex’)

Lista=1s(sl=1)

def F(Li):
elec=duplicate(Li)
return elec

g=5 # constante para calcular las coordenadas en vy
£f=8 #debemos poner nh para calcular las coordenadas en z,z

Slx=[rnt*xcos((3.0xtheta*m)*pi/180) for m in range (0, f)]
Sly=[sqrt(3.0)*(0.5+n)*r® for n in range(—g,g)]
Slz=[rnt*xsin((3.0xtheta*m)*pi/180) for m in range (0, f)]
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S1=[]

for i in range(0,f):
S1l.append((S1x[i],S1z[i]))

coordl=1ist(product(Sly,S1))

del(S1)#borrar

S1=[]

for i in range(len(coordl)):
S1.append((coordl1[i][0®],coordl[i]J[1][0],coordl[i][1]1[1]))

S2x=[rnt*xcos ((3.0xthetas*m+theta)*pi/180) for m in range(0,f)]
S2y=[sqrt (3.0)*«(j+0.5)*r® for j in range(—g,g)]
S2z=[rntxsin((3.0xthetas*m+theta)*pi/180) for m in range(0,f)]
S2=[]
for i in range(0,f):
S2.append ((S2x[i],S2z[i]))
coord2=1ist (product(S2y,S2))
del (S2)#borrar
S2=[]
for i in range(len(coord2)):
S2.append((coord2[i][0],coord2[i]J[1]1[0],coord2[i][1]1[1]))

S3x=[rntxcos((3.0xtheta*m+5.0xtheta/2.0)*pi/180) for m in range(0,f)]
S3y=[sqrt(3.0)*(1)*r® for 1 in range(—g,g)]
S3z=[rntxsin((3.0«xtheta*m+5.0xtheta/2.0)*pi/180) for m in range (0, f)]
S3=[1]
for i in range(0,f):

S3.append ((S3x[i],S3z[i]))
coord3=1list(product(S3y,S3))
del (S3)#borrar
S3=[1]
for i in range(len(coord3)):

S3.append ((coord3[i][0],coord3[i][1][0®],coord3[i][1]1[1]))

S4x=[rntxcos((3.0xtheta*m+3.0xtheta/2.0)*pi/180) for m in range (0, f)]
S4y=[sqrt (3.0)*x(q)*r® for q in range(—g,g)]
S4z=[rntxsin((3.0xtheta*m+3.0xtheta/2.0)xpi/180) for m in range (0, f)]
S4=[]
for i in range(0,f):

S4.append ((S4x[1i],S4z[i]))
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coord4=1ist(product (S4y,S4))
del (S4)#borrar

S4=[]

for i in range(len(coord4)):

for

for

for

for

S4 .append ((coord4[i][0],coord4[iJ[1]1[0],coord4[i][1]1[1]))

in range(len(S1)):
y,Xx,z=S1[i]
obj=F(Lista)
rotate(90,270—3xthetaxi,0,0bj)
move(x,y,z,o0bj)

in range(len(S2)):
y2,x2,z2=S2[1i]
obj=F(Lista)
rotate (90,90 —-(3xthetaxi+theta),0,0bj)
move (x2,y2,z2,0bj)

in range(len(S3)):
y3,x3,2z3=S3[1i]
obj=F(Lista)
rotate(90,360—(3.0xthetaxi+5.0xtheta/2.0—-90),0,0bj)
move (x3,y3,z3,0bj)

in range(len(S4)):
y4 ,x4,z4=S4[1i]
obj=F(Lista)
rotate(90,360—(3.0xtheta*xi+3.0«theta/2.0—-90)—-180,0,0bj)
move (x4,y4,z4,0bj)

a=select(’hex’)
cmds.delete ()

select(all=1)
cmds.polyUnite(n="graf’)
cmds.select(’graf.vtx[0:]7)
cmds.polyMergeVertex(d=0.006)
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Figura 3: CNT
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