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Prefacio

El estudio del comportamiento de los fluidos por medio de técnicas numéricas se ha trabajado con
una gran variedad de métodos. Muchos de ellos se centran en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes,
por medio de su discretizacion. Un método que ha cobrado fuerza ultimamente es el de las Redes de
Boltzmann o de Lattice Boltzmann. De la enorme cantidad de trabajos que existen al respecto, hay
una cantidad menor que considera el problema concreto de interaccion del fluido con las paredes que lo
contienen, entendiendo por interaccién una influencia mutua entre uno y otro.

Un problema que es necesario resolver para empezar a trabajar con fronteras moviles es la identificacion
de los nodos que quedan al interior de una frontera, los que quedan en su exterior, y cudles de esos dos
conjuntos de nodos estan suficientemente cerca de la frontera.

El presente trabajo esta organizado como se describe a continuacién:

Capitulo 1 Se describe el problema a resolver. También se mencionan los objetivos de la tesis y se
resaltan las hipotesis tomadas en cuenta.

Capitulo 2 Se describe el método de Lattice de Boltzmann junto con su precisién. Ademas se discute
un método para considerar fronteras curvas. Finalmente, se discute la interaccién que tiene el
fluido con las fronteras.

Capitulo 3 Se discute la implementacion del método para localizar fronteras de dominios irregulares,
y como a partir de estas, se encuentra identifica los tipos de nodos del dominio total.

Capitulo 4 Se presentan los resultados obtenidos.

Capitulo 5 Se discuten los resultados obtenidos, y se proponen mejoras al algoritmo.
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cAPiTULO 1

Introducciéon




Introduccion

I.1. Descripcion del problema

I.1.1. Motivacion

Tipicamente, un problema fisico no se ve restringido a un dominio estatico, entendiendo por dominio
estatico, un dominio que no cambia con el tiempo. Su dominio puede cambiar por muchas razones, pero
estas se pueden englobar en tres categorias. La frontera del dominio se modifica por lo que contiene el
dominio o por lo que estd afuera, o por ambos motivos.

Un problema fisico que es ejemplo del tltimo caso es un problema médico conocido como aneurisma.
Un aneurisma es un ensanchamiento o abombamiento anormal de una parte de una arteria debido a
debilidad en la pared del vaso sanguineo que provoca que éste protruya (sobresalga) o se abombe.
Se denomina aneurisma cerebral cuando ocurre en un vaso sanguineo del cerebro,? aunque en realidad
estos pueden ocurrir en cualquier arteria del cuerpo.

No es claro qué causa los aneurismas o cuando un aneurisma es danino para una persona, por lo que
un estudio de los fenémenos fisicos implicados puede dar algunas respuestas.

Puede pensarse a las arterias como pequenos tubos con paredes elasticas en los que se transporta la
sangre, que es un fluido no-newtoniano ([1], [8]) .

En la sangre la cantidad de particulas es muy grande, como es tipico de cualquier fluido, por lo que un
analisis individual de cada particula seria totalmente impractico por la carga de peso computacional que
requeriria. La alternativa es suponer a la sangre como un fluido continuo en el espacio con ciertas carac-
teristicas fisicas que pueden reconocerse, tales como su viscocidad, tensién superficial, compresibilidad,
capilaridad y conduccion térmica.

El entendimiento de cémo se comporta el fluido, en el tratamiento de una persona con un aneurisma,
puede dar informacién de como deberia colocarse una malla para la recuperacion éptima del paciente,
o de alguna otra alternativa.

Lo discutido anteriormente aplica a dominios que cambian con el tiempo y muestra la importancia de
tener un método que ayude a describir el dominio®. Sin embargo, si el método sirve para describir el
dominio para un instante de tiempo, este es perfectamente aplicable a un problema donde la frontera
sea fija.

En problemas con frontera fija, la tarea de describir el dominio se tiene que hacer una sola vez. Pero
cuando el dominio tiene cierta complejidad, el dominio es muy grande o son muchos los dominios en
que hay que hacer pruebas, conviene un método automatizado para hacer las descripciones de ellos.

Un ejemplo en que muchos dominios se quisieran investigar, es el de los perfiles de alas de avién. Puede
ser que los perfiles a investigar ya se tengan caracterizados (en su dominio espacial), o que un solo perfil
se modifique y se desee observar el efecto de la modificacion.

Otro ejemplo es el andlisis de un dominio con obstaculos por el que fluye un fluido. Los obstaculos pueden
ser de formas muy variadas, por lo que la localizaciéon de fronteras para estos obstaculos irregulares es
muy util.

'https://medlineplus.gov/spanish/ency/article/001122.htm

’https://medlineplus.gov/spanish/ency/article/001414.htm

3Para el método de Lattice Boltzmann que aborda esta tesis, se entiende por descripcién del dominio, a una categori-
zacion de nodos, repartidos espacialmente, en un dominio mas grande que contiene al dominio original.


https://medlineplus.gov/spanish/ency/article/001122.htm
https://medlineplus.gov/spanish/ency/article/001414.htm

I1.1.2. Simplificaciones al problema real

Una simplificacién al problema es tratarlo como si fuera bidimensional. Una ventaja de esto es que la
visualizacién es mas sencilla y el poder de computo necesario se reduce. Para problemas fisicos con
una simetria de translacién®, la restriccién a dos dimensiones no debe modificar cualitativamente los
resultados fisicos que se esperan. Sin embargo, cuando el problema carece de esta simetria, la interaccion
con la dimensién que se elimina podria ser importante.

Con esta simplificacion las fronteras, que representan las paredes de la arteria, son ahora unidimensio-
nales. Se piensa que dichas fronteras existen arriba y abajo en el dominio. Del lado izquierdo y derecho
entra y sale el fluido.

Una modelaciéon de un aneurisma, requeriria que las paredes representativas de la arteria cambien sus
propiedades debido al adelgazamiento de las mismas paredes. Este adelgazamiento puede ocurrir en sélo
una seccion de ella, y para simplificar mas el problema, uniforme. Esto quiere decir que en las partes
donde no hay adelgazamiento, se puede pensar a la pared como rigida, y que no estaran presentes
heterogenidades en la constitucion de la pared de la arteria. También, por simplicidad, se supone que
la seccién transversal de la arteria es constante.

De los numerosos métodos para encontrar la solucion a dicho problema una posibilidad es uno conocido
como el método de Lattice Boltzmann.

La principal razén por la que se utiliza este método es porque es facilmente paralelizable por la localidad
de las operaciones que realiza, y ademés en numerosos casos da resultados muy buenos que modelan
adecuadamente el comportamiento de fluidos.

Sin embargo, este método se ha usado poco para modelar fluidos no-newtonianos, siendo la sangre
uno de ellos. El tipo de interaccion entre las particulas de dichos fluidos es mucho mas complejo, y
posiblemente menos local de lo que el método soporta en su forma mas estandar.

Asi, para simplificar mas el problema, se puede considerar que el fluido entre las paredes de la arteria
es un fluido newtoniano, para asemejar mas al uso estandar del método de Lattice Boltzmann. Esta
simplificacién tiene como resultado una alteracién en el flujo de la sangre en la arteria (véase [1]).

Finalmente, el flujo en el sistema circulatorio no es sostenido, sino que esta determinado por el mismo
ritmo del corazon. Puede suponerse algun flujo de insercién cuyo ritmo no sea constante, sino oscilante,
como por ejemplo un flujo senoidal.

I.1.3. ;Qué falta?

Un problema de ecuaciones diferenciales estd mal planteado cuando las condiciones a la frontera no
estan prescritas adecuadamente.

En esencia, el problema se transforma en encontrar la forma en que la pared de la arteria interactia
con el fluido.

Desde el punto de vista fisico, las particulas del fluido empujan esta pared adelgazada o debilitada, y
qué tanto se deforme depende de las propiedades elasticas de esta pared y de otras propiedades del

fluido.

4Una simetria de translacién para un problema fisico significa que si se hace una translacién del sistema de referencias,
la geometria y caracteristicas del problema se ven exactamente iguales.
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El campo de velocidades es una de las piezas claves en el método de Lattice Boltzmann, y ademads, en
el rango de trabajo del método, el fluido es incompresible, por lo que la densidad también es conocida.
En esencia, esto es suficiente para conocer el momento por unidad de volumen (o drea, en el caso
bidimensional) que lleva el fluido en algun punto de la red.

Conocido el momento que lleva el fluido, y con un modelo del intercambio de momento del fluido con
las paredes de la arteria, el movimiento de la pared puede ser encontrado.

Este modelo de intercambio de momento entre la pared y el fluido, puede ser bastante complejo. Los
problemas dindmicos empiezan cuando uno considera la colisiéon entre dos particulas que colisionan,
porque en general, las direcciones después de la colisién no son conocidas, y entonces el problema esta
subdeterminado. También, el tipo de colision con la pared puede ser otra complicacion. La colisién
puede ser ineldstica (y en general lo es), con lo que existe una disipacién de energia en la colision.

Una vez determinado el modelo especifico que dicta el intercambio de momento entre la frontera y el
fluido, el movimiento de la frontera puede encontrarse. Sin embargo, esto sélo resuelve el problema en
un paso de tiempo.

También, el fluido debe afectarse de cierta forma con el intercambio de momento. Esta parte, puede
encapsularse en un problema de condiciones de frontera.

Otra parte a considerar es que al moverse y deformarse la frontera, el dominio englobado por la frontera
se modifica. Esto més que nada tiene repercusiones para el método de Lattice Boltzmann, que funciona a
través de un modelo de red de nodos. Entonces, la interaccion de la frontera con el fluido se descompone
en tres partes principales: movimiento de la frontera, condiciones de frontera y modificacién del dominio.
Cada una de estas relacionada con las otras dos.

La siguiente secciéon muestra los objetivos alcanzados por la tesis.

I.2. Objetivos de la tesis

= Investigar condiciones de frontera que contemplen fronteras curvas o rectas para englobar dominios
irregulares.

= Discutir un modelo de colisién que permita conectar el movimiento de la frontera con las condi-
ciones de frontera.

= Implementar un método para la categorizacion de nodos de acuerdo a la posicion especifica de la
frontera y requerimentos de las condiciones de frontera.

I.3. Aportes del trabajo

Aparte de los objetivos descritos en la seccion anterior, los aportes del trabajo son los siguientes:

» Una recopilacién del material tedrico indispensable para entender el funcionamiento y alcances
del método de Lattice Boltzmann.



= Implementacién de un método asociativo que permita generar a partir de una imagen de un
dominio bidimensional (del tipo y-simple o con una pequena transformacién, también z-simple),
un conjunto de puntos que representen la frontera del conjunto.

= Implementacion de un método que permita, a partir de un conjunto de coordenadas de puntos,
identificar los nodos frontera. Estos nodos frontera se usan para fijar condiciones de frontera
especificas.

= Implementacion de un método que identifique los nodos interiores y exteriores delimitados por
la frontera. La determinacién del tipo de los nodos frontera, mencionada en el punto anterior,
permite la identificacion rapida de los demés nodos. Como estos nodos frontera estan cerca de la
frontera, se les puede aplicar un criterio de la regla del producto cruz, que normalmente sélo es
aplicable para poligonos convexos, para determinar si son interiores o exteriores.’

= Implementacién de una funcién que elija del conjunto de nodos frontera, los que un método
requiere para aplicar condiciones de frontera.

= Extensién de la identificacion de los tipos de nodos en el dominio total, para regiones con huecos.

= Implementacién del método de Lattice Boltzmann mostrando la utilidad del método incluso para
las condiciones de frontera de mas facil implementacion.

5El criterio de la regla del producto cruz, para determinar si un punto estd dentro de un poligono convexo en un plano,
pide que el signo de la componente resultante del producto cruz entre un vector tangencial a una arista del poligono, y
un vector que localice el punto desde el origen del primer vector, sea siempre el mismo para cualquier arista que se elija.
Los vectores tangenciales a la frontera del poligono tienen un sentido especifico, que depende de una convencién inicial
que establece como se recorre el poligono.
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A continuacién se presenta una pequena resena historica del origen del método y una descripcién de su
predecesor, conocida como la red del automata de gas. Se cree conveniente porque ayuda a comprender
el orden en que se hacen los pasos del método de Lattice Boltzmann y el porqué se hacen. Actualmente el
método se sostiene por si solo, y de hecho se ha visto su equivalencia con las ecuaciones de Navier-Stokes
(véase Chen et al. [5])

I1.1. Historia del método de Lattice Boltzmann

El método de Lattice Boltzmann surge a partir de la red del autémata de gas (LGA, por sus siglas
en inglés). Este es un método que combina elementos de autématas y la ecuacién de Boltzmann para
modelar la evoluciéon de un fluido.

El primer LGA fue presentado por Hardy, Pomeau y de Pazzis en 1973' [13], y en él se considera
un gas formado por particulas que se mueven entre los puntos de una red cuadrada. Sin embargo, el
movimiento de estas particulas se restringe especificamente a movimientos directos entre puntos vecinos
de la red. Esta restriccion discretiza las direcciones de las velocidades que pueden tener las particulas.
En cuanto a la magnitud de estas velocidades, se consideran unitarias, en el sentido de que por cada
paso de tiempo las particulas avanzan completamente al punto vecino.

Los movimientos que siguen las particulas estan dictados por reglas de interaccion especificas. También,
el estado en un punto de la red esta determinado por un ntimero Booleano que representa si esta ocupado
o no ese punto de la red. El estado del punto de la red cambia de acuerdo a su estado actual y a los
estados de los puntos adyacentes de la red, considerando las velocidades de las particulas en esos puntos
de la red. Esto constituye la parte del nombre que hace alusién a los autématas.

Asi, inicialmente todas las particulas tienen una velocidad que determina hacia qué puntos vecinos se
mueven. Para avanzar la simulacién se hace un paso temporal en el que todas las particulas se mueven
de acuerdo con su velocidad. A este paso se le conoce como el paso de flujo (ver figuras I1.1b y I1.1c),
e implica sobre el problema una discretizacion temporal.

Después, las particulas intentan ocupar el punto vecino al que su velocidad esta dirigida. El éxito de la
ocupacién depende de si hay otras particulas que quieran ocupar el mismo punto de la red. Este caso
corresponde a una colision entre particulas, como por ejemplo, una particula llegando a un punto de la
red desde la izquierda y otra particula llegando desde la derecha. Segun las reglas de este automata, en
este caso, las particulas salen en dngulos rectos a la direccién que llegaron®. A este paso se le conoce
como el paso de colision (véase las figuras II.1a y I1.1b).

Sin embargo, los mayores problemas de LGA son: ruido intrinseco, falta de invariancia Galileana, pre-
siones dependientes de la velocidad (es decir, soluciones no fisicas) y grandes viscosidades numéricas.

En 1986, Frisch, Hasslacher y Pomeau (FHP) obtuvieron las ecuaciones correctas de Navier-Stokes
usando una red hexagonal. También, las ecuaciones de Lattice Boltzmann se usaron junto con LGA
para calcular viscosidad (Frisch et al. [10]). Para eliminar ruido estadistico, en 1988, McNamara y
Zanetti [22] se deshicieron del operador Booleano de LGA que involucraba las variables de ocupacién
de las particulas al despreciar las correlaciones entre particulas e introducir funciones de distribucion
promedio, dando origen al método de Lattice Boltzmann.

ITambién conocido como HPP por las siglas de sus autores.
2Hay muchas variantes del autémata, por lo que la direccién especifica a la que salen puede cambiar de uno a otro, o
bien, consideran otro tipo particular de regla.
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Figura I1.1: Cuatro particulas y sus velocidades en el autdémata de gas, moviéndose de un punto a otro en la
red. (a) Dos de las particulas entrardn en colision al siguiente paso de tiempo. (b) Las particulas se mueven
de acuerdo a su colision. Las dos particulas que entraron en colision cambian su velocidad debido a las reglas
especificas del modelo. Una particula rebotard con la pared. (c) Al rebotar la particula con la pared, invierte
direccion de su velocidad. Dos particulas mds rebotardn con la pared. (d) Las dos particulas que rebotan en la
pared, invierten su velocidad. Las otras dos particulas avanzan segun su velocidad.

Higuera y Zanetti [15] hicieron una simplificacién importante al método de Lattice Boltzmann al pre-
sentar una ecuacién de Lattice Boltzmann® con un operador de colisién linealizado que supone que la
distribucion esta cerca del estado de equilibrio local. Una versién particularmente simple del operador
de colision linealizado basado en el modelo de colision de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) se introdujo

independientemente por muchos autores, que incluyen a Koelman [17] y Chen et al. [6].

11.2. EIl método de Lattice Boltzmann

Como se vid en la seccion anterior, el método de Lattice Boltzmann, histéricamente no deriva direc-
tamente de la ecuacién de Boltzmann (que se analiza enseguida). Mds bien, utiliza la ecuacién de
Boltzmann para dictar las reglas del comportamiento fisico que siguen las particulas.

Asi, la fisica del problema se modela a través de la ecuaciéon de Boltzmann, y las simplificaciones que
se hagan en ella estdn intimamente ligadas a los resultados que se espera simular.

3Véase la ecuacién (11.55)
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I1.2.1. Ecuacion de Boltzmann

La ecuacién de Boltzmann, también conocida como la ecuacion de transporte de Boltzmann, describe
la distribucion estadistica de particulas en un fluido. Es una ecuacién para la evolucién temporal de la
funcién de distribucién de particulas en el espacio fase f(7, 5 t), donde 7 es un punto en el espacio, f es
la velocidad (microscépica, i.e., la velocidad que lleva una sola particula), y ¢ es el tiempo. Entonces,
esta funcién de distribucién es una funciéon de 7 variables, y da el nimero de particulas por unidad de
volumen en el espacio fase de una particula. Es el nimero de particulas por unidad de volumen, tales
que su velocidad (microscopica) es aproximadamente (&,,&,, ;) cerca del punto (z,y, z) y del tiempo
t. La ecuacion continua clasica de Boltzmann es una ecuacion integro-diferencial para una funciéon de
distribucién de una particula f(7, é’ t) que se escribe como

of of of

£—+ﬁ

" o =) (IL1)

donde E es la velocidad de la particula, F es la fuerza de cuerpo y Q(f) es la integral de colisién.

Las fuerzas de cuerpo, que son fuerzas que actuan en cada elemento de volumen del dominio donde se
encuentre materia, tales como la fuerza de gravedad, se ignoran en esta tesis.

Por esto, el tercer término en la ecuacién (II.1) se elimina, y la ecuacién queda como

of of
S+ =) (I1.2)

En cuanto a la integral de colisién Q(f), o término de colisién, es una cantidad que describe las colisiones
entre particulas. Las “reglas” de como se distribuyen las particulas después de su colision se describen
con este término. Con esto se ve la importancia de la eleccién en este término, y se explica que la fisica
principal del problema esté contenida aqui. Sin embargo, la discretizacion en el espacio de velocidades
que se hace en la ecuacién (I1.2), modifica en cierta medida lo que se espera observar, y los resultados

deben tratarse con cuidado. Se habla més de esto en la siguiente seccién donde se discretiza la ecuacion
(I1.2).

+¢-

Es de esperar que este término de colisién sea muy complejo, dada la gran cantidad de particulas que
hay en un fluido. Para facilitar las soluciones numéricas y analiticas de la ecuacion de Boltzmann, este
término de colisién se reemplaza por lo que se conoce como aproximacion BGK o modelo de relajacion
temporal tnico (single-relaxation-time model). Esta dado por la siguiente expresion:
f—yg
nax(f) = — 17,
donde 7 es un tiempo de relajacion tnico asociado con la relajacion post-colision a un estado de equilibrio
para la funcién f, representado por g. Este modelo se entiende como una evolucion del sistema a estados
de equilibrio sucesivos. La expresién (I1.3) fue propuesta por He y Luo [14].

(11.3)

Las siglas BGK corresponden a las iniciales de los apellidos Bhatnagar, Gross y Krook, que publicaron
un articulo (Bhatnagar et al. [2]) donde discuten un modelo de colisién para gases. Cuando el método
de Lattice Boltzmann usa la aproximaciéon BGK también se le conoce por la sigla LBGK (véase 11.6).

Con esto, la ecuacion de Boltzmann queda con la siguiente forma:
0 0 —
o g0 J=9
ot or T
Alternativamente, hay otra formulaciéon en la que se trabaja con multiples tiempos de relajacién, que
se conoce como MRT (Multi-Relazation- Time, véase [19]).

(IL.4)
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A partir de la funcién de distribucién f (7, 5, t) se obtienen las variables hidrodindmicas macroscépicas
p, uwy T, es decir, la densidad, la velocidad promedio del fluido y la temperatura, respectivamente.
Estas son los momentos (de la velocidad microscopica £) de la funcién de distribucién f:

D= / fde, (IL.5a)

pil = / £f de, (I1.5b)
pe=; [€-apraE (I1.50)

La energia ¢ puede escribirse en términos de la temperatura 7" para el modelo BGK:
= &RT = %NAkBT (11.6)

donde R, Dy, Na, y kg son la constante de los gases ideales, el nimero de grados de libertad de una
particula, el nimero de Avogadro, y la constante de Boltzmann, respectivamente.

Resumiendo un poco lo anterior, la fisica del problema se obtiene totalmente de la funcién f(7" f t).
Si se encuentra ésta, se considera el problema en cuestion resuelto. El método secciona en dos partes
principales la forma para encontrar esta funcién, conocidas como el paso de flujo y el paso de colision.

A continuacion se discretiza la ecuacion de Boltzmann tanto en el tiempo como en su espacio fase.
La discretizacion en el espacio fase impone una discretizacion para las velocidades, ademéas de una
discretizacion espacial.

I1.2.2. Discretizacion de la ecuacion de Boltzmann

En el siguiente analisis, se usa la ecuacién de Boltzmann con el término de colisién con el modelo BGK,
es decir, la ecuacion (I1.4). Como funcién de equilibrio se toma la distribucién de Maxwell-Boltzmann:

o F 72
(7, € t) = mexp (—%), (IL7)

con D la dimension del sistema. Dado que la derivada temporal a lo largo de la linea caracteristica de
¢ puede escribirse como*

d o =
— == . I1.8
entonces la ecuacién (I1.4) se reescribe como una ecuacién diferencial ordinaria:
df
—+-—f=- I1.9
il f g (IL9)
Usando el método de factor integrante, se multiplica por una funcién p = pu(t)
df
— == I1.10
gt f g (I1.10)

4Para una funcién ¢(z,vy,2,t) con x = x(t), y = y(t), z = z(t), por regla de la cadena se tiene W = %%f +

¢ O d¢ O o¢ Ot __ 0. 1o I5) 8(2578(# o c
o011 8004 W% Vg (B, )+ P =3 +E V= (Z+EV)9
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El miembro izquierdo de (I1.10) se ve como d“f = pdL dt %f, por lo que

dp 1
— = - II.11
at " ( )
es decir,
u(t) =er. (11.12)
De esta forma, la ecuacién (I1.10) se reescribe como
d t eé
— (e f)=—ag. I1.13
dt (e f) 77 ( )

Integrando (I1.13) respecto del tiempo de ty a ¢y + &; el miembro izquierdo queda como

_— (eéff 1, ) (I1.14)

t0+6t d + + t0+6t to+d¢
/to dt (e f) erf t ‘ /

Por lo tanto, se tiene
to St
e (e - f

é

ot
T

to+0¢ to to+0¢

7 to) _ % /t o (c*o(t)) ar (I1.15)

0

0

to+6¢

1 to+0t it
e _1 / (¢ g(0) a. (IL16)
to

to T

to+0¢

Haciendo el cambio de variable ¢’ =t — ¢t en la integral del lado derecho

& L[y A
eTf(toJrcSt)—f(to):—/ (eTg(tO—l—t)> dt’. (IL.17)
T Jo
Despejando ahora f(tg + ;)
1 oa [%) v ,
flto+38) = e / (efg(tojtt)) At + e~ % f(Ly). (IL.18)
0

Como ty es cualquier tiempo, se descarta el subindice. También f(t + &) = f(© + &6, 6t + d) y
gt +t)=g(F+&t', &t + ).

Suponiendo que d; es suficientemente pequeno y que, localmente, g es suficientemente suave, se hace la
siguiente aproximacién®

/ /

g(F+ & Et+ 1) = (1 — g) g(F. 1) + ;g(r FE6,EE+8,)+0O0D),  0<t <45, (IL19)

Se desprecian los término de orden O(4?). Usando esta aproximacién en (I1.18), se tiene

FE+8nEt+0) = FRED = (7 = 1) [£(7.E0) — g7 E1)]

# (1 5 - D) (o7 B+ 0 - o) e

SEsta aproximacién se obtiene de utilizar el teorema de Taylor para el tiempo ¢ + ¢’ alrededor de t, y cambiando la
primer derivada por su aproximacion en diferencias finitas.
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Expandiendo e=% en su serie de Taylor, y después descartando los términos de orden O(§?) o més
pequenos, se llega a

—

F+ 80, E 0+ 8) — f(E0) = [J(E8) — g7 €1 (1121)

donde T = 7/, es el tiempo de relajacién adimensional (y su unidad es d;). Por lo tanto, la ecuacién
(I1.21) tiene precisién a primer orden en J;. Esta es la ecuacién de evolucion de la funcién de distribucién
f con el tiempo discretizado.

Aunque g estd escrita como una funcién explicita del tiempo, su dependencia con el tiempo solamente
estd en las variables hidrodindmicas p, @ y T, (¢(7,&,t) = g(7,&; p, 4, T)). Es decir, para construir la
funcion de distribucion de equilibrio, primero es necesario encontrar p, @y 1.

Para evaluar numéricamente los momentos hidrodinamicos dados por las ecuaciones (I1.5), se necesita
discretizar el espacio £ de forma apropiada. Para lograr esto, se usa el andlisis multi-escala de Chapman-
Enskog (véase Kruger [18]), donde se encuentra que los momentos hidrodindmicos se pueden calcular

con la funcién de equilibrio:
/ hEVF(F Et) dE = / t) dé, (11.22)

donde h(g) —A+B- 5 + Cg . 5, es una combinacién lineal de cantidades conservadas, y A, C' son dos
constantes arbitrarias y B es un vector constante arbitrario.

Por la ecuacién (I1.22), los momentos de la distribucién (I1.5) se encuentran con

p:/fdgz/gdg, (11.23a)
pii = [ & dé - / Egdé (I1.23b)
pe=s [€-arrad=3 [ argaé (11.230)

Con una discretizacién apropiada, la integracion en el espacio de momentos (con funcién de peso g), se
aproxima con cuadraturas hasta una cierta precision, esto es

/ G E 1) dE = S Wt (g7, En ), (11.24)

donde ¥(&) es un polinomio de &, W, es el coeficiente de peso de la cuadratura, y &, es el conjunto
de velocidades discretas, o también se ve como las abscisas de la cuadratura. De acuerdo con esto, los
momentos hidrodindmicos de las ecuaciones (I1.23) se encuentran con

p= Z fa = Zgaa (11258‘)

pl_[ = Z gozfoz = Z gagom (1125b)
pe= 5 S 6 — P = 5 S (E— WP (I1.25¢)

donde
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fo = [l 1) = Wof (7, €0 t), (I1.26a)
Ja = Ga(7, 1) = Wag(F, En, t). (11.26b)

Por lo que si se encuentra f, o g, con sus respectivas velocidades &,, es posible calcular p, u, T

Con esto, si la ecuacién (I1.21) se evalua en E = Ea y se multiplica por W,,, se obtiene la ecuacién

Lo L2 1, .z Lo
foa(r + €a5t7 gom t + 515) - fa(ra gaa t) = _;[fa(ra gaa t) - ga(ra gom t)] (1127)
Se habla de esta ecuacion mas adelante.

La funcién de equilibrio g, discretizada es desconocida, pero g es conocida hasta cierto punto, y es
posible utilizarla para buscar la aproximacion descrita por (I1.24), lo que lleva a determinar la funcién
ga discretizada, a partir de (I1.26b). Por otra parte, es necesario encontrar la funcién de distribucién
de equilibrio g, porque se usa en (I1.21) para continuar con la discretizacién en el espacio fase. Sin
embargo, es a través de la cuadratura (I1.24) que se construyen la estructura de red y la funcién de
distribucion de equilibrio de la ecuacién de Lattice Boltzmann.

Lo que caracteriza a la ecuacién de Lattice Boltzmann son tres componentes: (i) una ecuacién de
evolucién en la forma de la ecuacién (I1.21) con tiempo discretizado, y un espacio fase en el que el
espacio de configuraciones (las coordenadas) es de una estructura de red (por eso el método es lattice) y
un espacio de momentos (las velocidades), que se reduce a un pequeno conjunto de momentos discretos
(velocidades discretas); (ii) restricciones de conservacion, en la forma de las ecuaciones (I11.25); (iii) una
adecuada funcion de distribucion de equilibrio que lleve a las ecuaciones de Navier-Stokes.

Para encontrar la discretizacion de g, se empieza por aproximar la funcién a segundo orden en la
velocidad i, conocida como aproximacién de bajo niimero Mach [14]:

p £— ) o B L )
7= W exp <_( ZRT) ) - (27 RT)D/? exp (=& /2RT) exp{(¢ - @)/RT — i */2RT}
o 22 9 (I1.28)
P exp(=E? (E-a) (E-a)® @ o
~ (27RT)P/2 exp (—§°/2RT) {1 + T + 2RTY? ~ 2RT + O(u”)
Truncando la expresion a segundo orden, se tiene
) _ P 7 (g ) (g i) - 2
f GrRT)D exp (—§°/2RT) {1 + T + 2ET) ~ 3RT (11.29)

Hay dos consideraciones a tomar en cuenta para la discretizacion del espacio fase. Primero, la discreti-
zacion del espacio de momentos esta acoplada con la del espacio de configuraciones, de tal forma que se
obtiene una estructura de red. Segundo, la cuadratura debe ser suficientemente precisa, de tal forma que
las restricciones de conservaciéon dadas por la ecuacién (I1.25) se mantienen de forma exacta, y ademads,
para que las simetrias necesarias, requeridas por las ecuaciénes de Navier-Stokes, se mantengan.

Al derivar las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuacion de Boltzmann por medio del analisis de
Chapman-Enskog, los primeros dos érdenes de aproximacion de la funcién de distribucién se consideran
(es decir, f9) y ). Dada la funcién de distribucién de equilibrio (I1.29), la cuadratura usada para
evaluar los momentos hidrodinamicos debe ser capaz de calcular los siguientes momentos con respecto
de 9 de forma exacta (ver He y Luo [14]):
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P 1, 67,'7 5253, (11303)
&, &G, &i&icks (I1.30b)
T &&j, &k, &€&k, (I1.30c)

donde &; es la i-ésima componente de E en coordenadas cartesianas. Estos momentos se calculan con la
funcién de peso exp (—£2/2RT).

Calcular los momentos hidrodindmicos de f9 es equivalente a evaluar la siguiente integral en general
(véase He y Luo [14]):

g'ﬁ)2 @2

[:/w@f(eq) af = W/w(é) exp (—€2/2RT) {1 + R:ﬁ + ;(RT)Q - QRT} dé, (IL31)

donde w(é’) es un polinomio de 5 La integral (I1.31) tiene la siguiente estructura

/ ey (x) dz, (11.32)

que puede calcularse numéricamente con una cuadratura de tipo Gaussiana.

Antes de seguir discutiendo la discretizacion del espacio fase, conviene revisar los tipos de esquemas de
velocidades y su notacion en la literatura.

Esquemas DnQm

Los esquemas de velocidades que hay en la literatura del método de Lattice Boltzmann determinan el
tipo de red que se usa. Estas velocidades tienen una magnitud determinada, tal que las particulas pasan
de un punto de la red a otro vecino. Existen muchas formas de hacer la discretizacién en el esquema de
velocidades, pero lo usual es que las velocidades consideradas sélo estén dirigidas a los vecinos cercanos.
También, puede considerarse una velocidad 0 para considerar las particulas que se quedan estéticas.

Una forma de clasificar qué tipo de red se estd usando es el esquema Dn@m. Dn simboliza que la
dimensién que utiliza el problema es n. Qm simboliza que se utilizan m velocidades para las particulas.

Por ejemplo, un esquema de 3 dimensiones, y 15 velocidades se representaria con D3(Q15. Las 15
velocidades consideradas en este esquema son: una de la particula en reposo en un nodo particular, 6
de los vecinos de este nodo que se encuentran arriba, abajo, izquierda, derecha, al frente y atras, y las
velocidades en las direcciones de los vecinos cercanos en las direcciones oblicuas que suman 8. Si se
piensa al nodo que considera la particula en reposo como si estuviera en el centro de un cubo, los 6
vecinos quedarian en las caras de dicho cubo y los 8 vecinos en direcciones oblicuas, quedarian en los
vértices.

Para dos dimensiones, uno de los esquemas mas usados es el D2(Q)9 que considera una particula en
reposo, las velocidades hacia arriba, abajo, izquierda y derecha, y las 4 velocidades oblicuas. Este
esquema considera 3 magnitudes de velocidad distintas®. Las direcciones de estas velocidades se acoplan
perfectamente a una red cuadrada. Este esquema es el que se describe en detalle porque es el que se
usa en este trabajo.

6Una de esas magnitudes es cero, debida a la velocidad 0, otra es la relativa a los primeros vecinos, y la otra velocidad
es la relativa a los segundos vecinos.
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fz Ja Ts
Figura I1.2: Modelo D2Q9: modelo de red bidimensional cuadrada de 9 velocidades.

Un esquema como el D2Q6 o el D2Q7, a diferencia del D2Q)9, se acoplan con una red triangular.
Puesto que estos esquemas presentan mayor dificultad para implementar la red en un programa, se deja
de lado. El procedimiento que se presenta en la siguiente seccion se sigue con ciertas similitudes para
los esquemas D2Q6 y D2Q7, sin embargo, en esos casos es conveniente usar coordenadas polares, véase
por ejemplo He y Luo [14].

Discretizacion de g para el esquema D2Q9

Para la discretizacién de g bajo el esquema D2@)9, se usa un sistema coordenado cartesiano. Esto implica

—

que la funcién polinomial ¥ (£) que se ve en la ecuacién (I1.31) se escribe como

—

Uma(§) = &1Ey (I1.33)

donde &, y &, son las componentes x y y de 5 Esta funcién polinomial representa cualquiera de los
momentos de las ecuaciones (I1.30). Asi, la integral de los momentos, definida por la ecuacién (11.31),

se desarrolla a continuacion. Se usa que é’ 2=+ 55 y que D = 2.
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(ea) (~€2/2RT) (€ 9, (o2 it | e
[_/w’"” i ~ (2nRT) D/2/£ et {H Rt T oRTP " 2RT [
P men (—E2/2RT) p2rr) (Eatle + &1y
_27TRT{/£I S (1 2RT) d“/f el IS ae

2,2 2 2
+ [ epgaernmn Ele Bty T ) dﬁ}
T >y

2(RT)?

__PF n,(~€2/2RT) ,(~£5/2RT)
27TRT{< 2RT> / S'tye A déy

+ [ [ ergecanmnannn Ete Lo e qg,

RT
men (€2 /2nm) (€3 2mr) (Gt + 2atiabytly +&yuy) (o
+ [[erge c S £, de, _—
__ P m_(—€2/2RT) / no(—€2/2RT) 4
27TRT{< 2RT> /5 dea [ &ye
+ _|:ux/£m+1 —£2/2RT) dé, /én —£2/2RT) dé,
_|_uy/£;ne(£§/2RT) dfx/ggﬂe(éi/?RT) dfyl
1 2 m+2 (—€2/2RT n (—€2/2RT
+ {ux/éﬁ 28T g [ enct-6/aRD) e
+2uxuy/£;n+le(§§/2RT) dgx/ggﬂe(gg/mm dé,
+u§/§;ne(—fi/QRT) d§$/55+26(_§§/2RT) dfy] }
Haciendo
+oo
I, = / e ¢md¢,  con ¢ =&/V2RT (11.35)

la expresion se simplifica:
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72 (m+14n+1)
p {(1— Y )(\/2RT> 1.1

1 (m+2+n+1) (m+14n+2)
+ 77 [u ( 2RT) Lo + 1y <\/2RT> Imfnﬂ]
1 9 (m+3+n+1) (m+2+n+2)
+ ST | ( 2RT) Tnsol + 2usu, ( 2RT> J
) (m+14n+3)
+u? (V2RT) Lot
P ( >(M+n) B 72 V2RT
= = (V2RT 1= 557 ) Tl A~ (sl Lty T )
2RT
+ m(uilm-lﬂ]n + 2uacuy]m+1]n+1 + uzlmjn—l—Q)}
— P < >(m+n) /11’2 2(ux[m+1fn + 'LLyIm[n+1)
= — 2RT 1-— I,1,
- 2RT * V2RT
+ (uglm-&-Q]n + 2uxuy]m+1]n+1 + uzlmjn—&—Q)
RT ’
(11.36)

Las integrales como la de la ecuacion (I1.35) pueden evaluarse con ayuda de la cuadratura de Gauss-
Hermite”:

3
I =) wi(" (11.37)
i=1
Las raices de la cuadratura son:
Cl = - 3/27 CZ = Oa CS =V 3/27 (1138)
y los correspondientes coeficientes de peso son:
wy = /7/6, wy = 2¢/7/3, w3 = /7/6, (11.39)

Ahora, para el siguiente desarrollo, se usa la férmula (I1.37) con la convencién de suma de indice repetido
de Einstein (ver apéndice B), es decir,

Ly = wiC™. (I11.40)

El objetivo es encontrar la expresion para las funciones discretizadas g,, por lo que se busca una
expresion similar a (11.24).

Usando (I1.40) en (I1.36), se tiene

"En general, la integral ff; e f(z)dz puede aproximarse con la férmula Y. | w;f(z;), donde n es el nimero

de puntos de muestra usados. z; son las raices del polinomio de Hermite H,(z) y los pesos asociados w; estdn dados
n—1

por w; = nf[f% Estas raices pueden consultarse rapidamente en https://www.wolframalpha.com, buscando

“HermiteH n(x)”, sustituyendo n por el nimero de puntos de muestra.
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p (m+n) w? 2(tpwi (" w; O+ uywi P )
I= —(\/2RT> 1— ) wimw;Cr .
- { ( SRT ) WSS T 9RT
u2w; G 2w+ 2upuywi M w; G udwi(rw }
RT

(IL.41)

—»2
P men 2 m+1e¢n m¢n+1
=wwid [1— ———(u,&! . mer
" w{( orr ) €€ + (Vo S e
WREEE + 2w &G 4w }

(V2RT)2RT

En la dltima igualdad se usé que ¢, = &,/V2RT. Tomando (;-ij = (&,&;), se tiene que w(éj) =
Ymn(&ij) = &€ Usando esto y escribiendo los signos de suma:

u (u;rgz + uyfj) uz&; + 2u9«"uy€i€j + uygj
i I1.42
2_: i (G { ( 2RT) T Rr T 2(RT)? (11.42)
que se reescriben como

3 g —
_ P s (gi,j - 1) (f@j . 1_[)2 72
1= %wiij(&’j){l TR T RT)E T zRT}‘ (I1.43)

ij=1

>l|b

Las diferentes combinaciones entre los valores de 7 y j dan valores especificos para el producto w;w;.

También, como 5;] = (&,&5) = V2RT((;, ¢j), las combinaciones entre los valores de ¢ y j dan distintos
vectores. Se define la siguiente notacion

(0,0), a=0
€ = 1 (cosb,,send,)c, 0o = (a—1)m/2, a=1,2,3,4 (I1.44)
\/§(COS On,senby)e, 0, = (a—5)r/24+n/4, a=5,6,7,8
y
49, i=j=2 a=0
Wi . .
Wo =~ = 1/9, i=1,7=2,..., a=1,234 (I1.45)
1/36, i=j=1,..., «a=56T,8,

donde ¢ = ||V2RT'(,|| = ||V2RT(3|| = V3RT. c es la “velocidad de la luz” en el sistema, y usualmente
se hace unitaria. También
Oz

Otra velocidad que se utiliza es la velocidad del sonido del sistema cs. Para esta configuracion esta
definida por medio de RT = ¢? = ¢*/3.

Usando (I1.44) y (I1.45) se define

3(€y W)  9(€y-u)* 3u?
(ca) = 1 - . — : 11.47
Ja pwa{ * 2 * 2c4 2c? ( )
Con esto, la ecuacién (I1.43) se reescribe de la siguiente forma:
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8
I=Y" pp(€)fieo. (I1.48)
a=0
Comparando con el lado derecho de (I1.24):
ZWaw pr () £, (I1.49)

y tomando ¢(7, fa, t) ~ f(eQ)(fa), y observando que f(¢%) (fa) = Wexp( Sa 2/2RT) (eq, (ver
(I1.29)),

ZWaw 5a>mexp( £, 2/2RT) £ pr flea), (I1.50)
se reconoce a W:
W, = (2rRT)P? exp (£, 2/2RT). (I1.51)

Con esto, se observa que la obtencién de las ecuaciones (I1.25) es directa.

I1.2.3. Recuperacion de variables fisicas

Las variables hidrodinamicas se recuperan con ayuda de las férmulas:

P=> fa (I1.52a)
pii = Eafas (I1.52b)

pe = %Z({a — @)% fa. (11.52¢)

«

Cada una de estas variables se calculan en los nodos de la red, siempre y cuando f, sea conocida
para todas las posibles velocidades. En cuanto a las velocidades &,, estas se toman en la forma de las
ecuaciones (I11.44), donde es ficil controlar “la velocidad de la luz” ¢ del sistema.

Asi, tenemos

P= fa (I1.53a)
pii = o fa; (I1.53b)

[0}

pe = %Z(é’a — @)% fa. (I1.53c)

«

Sin embargo, con la construccién hasta el momento, estas variables no se pueden calcular directamente
para nodos cercanos a las fronteras, porque se desconoce alguno o algunos de los valores de f,. Para
puntos que no forman parte de la red, se hace alguna interpolacion o extrapolacion de su valor.

Para ayudar a comprender un poco mas el método, en la siguiente seccién se revisa el funcionamiento
del algoritmo en regiones alejadas de la frontera.
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I1.3. Una revision del algoritmo

Para obtener la ecuacion con la que trabaja el algoritmo, en la ecuacién (I1.27) se sustituye la funcién
de equilibrio g, por la forma truncada £ %

FalP 4 €0t Eat + 6,) — fal7\Enrt) = —% Jal7 €ast) = SV Eat)| - (IT.54)

Usando la forma alternativa para la velocidad microscopica &,, dada por (I1.44), esta ultima ecuacién
toma la forma

1
Ja(F'+ €20y, Cart + 01) = fa(F, €, t) = —[fa(F, East) = fled(7 e, 1)]. (I1.55)

La ecuacion (I1.55) se actualiza en dos pasos en el algoritmo:

~ 1
Paso de colisién: falT,En,t) = ful7 Eart) — ;[ falT, G t) — fLD(F, &y, 1)), (I1.56a)
Paso de flujo: fa(T' 4 €404, €nyt + 6;) = ﬁx(f", €y t), (IL.56b)

donde f, vy fa denotan el estado previo a la colisién y el estado posterior a la colisién de la funcién de
distribucién, respectivamente. El paso de colisién es local®. El paso de flujo no es local y corresponde a
la propagacion de particulas después de la colisién de nodos vecinos.

Que el paso de colisién sea local implica que no se necesita informacién de los nodos vecinos, por lo
que es un candidato perfecto a paralelizar. El paso de flujo también es paralelizable, pero requiere que
se conozca la funcion de distribucién después de la colision en los nodos vecinos. Es decir, es necesario
esperar a que los calculos del paso de colisién se realicen en todos los nodos vecinos para calcular el
paso de flujo. Usualmente esto se traduce en la necesidad de partir en dos funciones separadas estos
pasos.

Fluido

CWWWNNN

Figura I1.3: Paso de flujo: Las poblaciones f, migran de un punto a otro en la red. Sin embargo, para los
nodos cercanos a la frontera (en gris), se desconoce al menos una de estas poblaciones. El paso estdndar de
flujo trabaja sin problemas con los nodos fluidos de bulto (en negro).

8Es decir, para calcularlo se utiliza inicamente la informacién en el mismo punto, al contrario del paso de flujo que
no es local, porque necesita informacién de puntos vecinos.
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En lo que sigue, se entiende por poblaciones a las funciones f, que tiene cada nodo.

En el paso de flujo (ver figura I1.3) se observa que el calculo hecho en el paso de colisién, para un nodo
especifico, se asigna a f, (74 €,0;, €4, t+0;). Entonces, las funciones f,, en los nodos vecinos se modifican.
Un nodo modifica una y sélo una funcién f, de cada nodo vecino, y de si misma. f; se modifica en el
nodo a la derecha; fy en el nodo arriba; f3 en el nodo a la izquierda; f4 en el nodo abajo; f5 en el nodo
arriba a la derecha; fgs en el nodo arriba a la izquierda; f; en el nodo abajo a la izquierda; fg en el nodo
abajo a la derecha; fy en el mismo nodo. Alternativamente, las funciones f, de un nodo en particular,
se modifican debido a sus vecinos.” Esta forma alternativa plantea la ecuacién (I1.56b) de la siguiente
forma

a7, 8oyt + ;) = falF = €abr, Ea, ). (IL57)

De esta manera, para nodos alejados de las fronteras, se conoce la evolucién de cada funcion f, y se
usan las ecuaciones (I1.52) para encontrar las variables hidrodindmicas (ver figura 11.3).

Sin embargo, los nodos que son vecinos a las fronteras presentan un problema en esta serie de argumen-
tos. Entendiendo por enlace a la conexién entre dos nodos, se define como nodo frontera a un nodo que
tiene al menos un enlace con un nodo vecino que se intersecta con la frontera. Asi, un nodo vecino a la
frontera es un nodo frontera.

El problema que presentan los nodos frontera es que se desconoce la funcién f, proveniente de los
enlaces que se intersectan por la frontera.

La seccién siguiente discute cémo manejar las condiciones de frontera del problema, y se muestra cémo
hacer el cédlculo de las variables hidrodinamicas en esos nodos frontera.

II.4. Condiciones de frontera

La dificultad de las condiciones de frontera para los métodos de Lattice Boltzmann es encontrar una
formulacion para las funciénes de distribucién f, que no provienen de los nodos del dominio fluido.

Como el método de Lattice Boltzmann sélo se define para puntos equidistantes en mallas cartesianas,
las condiciones de frontera primero se introdujeron para paredes rectas. Estas condiciones de frontera se
dividen en dos familias, de rebote (bounce-back) y las condiciones de frontera mojadas (ver Jahanshaloo
et al. [16]). Para las primeras, los nodos de frontera, nodos en los que se aplican las condiciones de
frontera, estan fuera del dominio fluido, mientras que para las segundas condiciones, estan en la frontera
pero siguen siendo parte del dominio fluido. Las primeras sélo ayudan a mantener la cerradura del
método, en el sentido de que para estos nodos frontera no se aplica el método de Lattice Boltzmann
descrito, pero dicen cémo son las funciones f, que los nodos frontera necesitan para aplicar el método.
Las segundas condiciones para los nodos de frontera aplican un paso de colisién antes de un paso de flujo,
similar a los nodos en el cuerpo del fluido. Sin embargo, si la frontera no estd alineada con las lineas de la
malla, una aproximacion de la frontera en escalera sélo daria un esquema de primer orden de precision
espacial (ver Ginzbourg y Adler [11]). Para una frontera curva, los nodos de la red pueden dividirse en
nodos en el dominio fluido (nodos fluidos) y nodos fuera del dominio fluido. Para hacer una distincién
entre los primeros nodos y los segundos, a los segundos se les llama nodos sélidos, representando la

9Cuando se implementa esta parte, es necesario incorporar varios arreglos temporales que guarden cémo se modifican
las funciones f, de cada nodo. De otra forma se incurre en el error de modificar una funcién f, particular modificada
previamente por un nodo vecino.
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region fuera del dominio fluido como si fuera un dominio sélido. Se refiere a la frontera misma como una
“pared” en analogia a una frontera sin resbalamiento en una pared sélida (ver figura I1.4). Hay muchos
intentos para formular condiciones que permitan incrementar la precision de primer orden a segundo.
Una descripcién de estos puede verse en Verschaeve y Miiller [29] y Jahanshaloo et al. [16].

Pared

Fluido

Sélido

Figura I1.4: Regiones del dominio computacional.

El tratamiento de frontera que se usa se aplica tanto a la interpolacién y extrapolacién de la velocidad en
el nodo frontera. Como se le aplica un paso de colisiéon a los nodos frontera, se piensa a este tratamiento
como una condicién de frontera mojada. Estéd basado en un formalismo derivado por Latt [20], [21] que
usa una variante previa por Skordos [26]. La estrategia del presente tratamiento de fronteras curvas
consiste en interpolar o extrapolar de forma precisa cantidades macroscépicas en los nodos frontera y
reconstruir las poblaciones con el formalismo de reconstruccion de Létt [20], antes de aplicar los usuales
pasos de colisién y de flujo. Este tratamiento, desarrollado por Verschaeve y Miiller [29] se entiende
como una generalizacion de la condicién de frontera de diferencia finita para paredes rectas de Latt
et al. [21]).

El tratamiento que se usa reduce el problema de la precision y estabilidad a un asunto mas técnico de
interpolacion. Mas adelante se describen estos métodos de interpolacion.

Se describe en la siguiente secciéon brevemente en qué consiste la reconstrucciéon de Latt.

I1.4.1. Reconstruccion de Latt

Para los nodos frontera una parte de las poblaciones f,, son desconocidas. Las tinicas poblaciones cono-
cidas son las que provienen de nodos fluidos. Una alternativa para trabajar con estos nodos consistiria
en buscar la manera de relacionar las poblaciones conocidas con las desconocidas en un nodo. Otra
alternativa, que es la que se usa en esta tesis, consiste en reconstruir todas las poblaciones a partir de
variables macroscopicas. Estas variables macroscopicas son la velocidad del fluido «, la densidad p y el
tensor de razén de deformacion S.
Cada poblacién puede considerarse constituida por dos partes, una parte en equilibrio fo(fq) y otra parte
fuera de equilibrio fc(yne@. Dada la velocidad @ y la densidad p, se calcula féeq con la ecuacién (11.47).
Para calcular la parte fuera de equilibrio se usa

PTWq

2
Cs

0 =

Q. : S, (I1.58)
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donde el tensor Q, se define como sigue

Qa = gaéa - 6217 (1159)

S

y el tensor de razén de deformacion S es

(Vi + (va)T)_

S = ; (I11.60)
Finalmente se reconstruyen las poblaciones con
o= [V e, (IL61)

Este procedimiento se llama método de Lattice Boltzmann regularizado ([20]). El método de recons-
truccion de Latt se usa para las condiciones de frontera de no resbalamiento. Para los nodos fluidos de
cuerpo, se usa el método estandar descrito en la seccion 11.3.

Se desarrolla a continuacién en notacién tensorial (y con la notacién de Einstein) el producto diddico
Q. : 8. Para no sobrecargar la notacién, al vector €, que usualmente se denotaria por (e, );, se le denota
simplemente por e;.

En notacién tensorial S es

1 8Uj aul
El tensor 9, es
(Qa>zj = eiej — 305 (I1.63)

Asi el producto Q, : S es

(Qa)ij SU = (eiej - Ciéij) 5 <axz + axj)

5 0 i S@xi

e 81/4 Tee 31/@ 2 8u1 8u2

‘ 18@- ‘ 28@- # 81’1 (9x2

6u1 8u 8u 8U2 6u1 8u2
=e1e1— + ege + ele + eqge + — I1.64

r, T 0ry T P0ry P 0wyt |01 Oy (IL64)
En el anterior desarrollo se usé que 0;; g;“ 87“ por las propiedades de la delta de Kronecker y también
que elejg L = e]el a dado que tiene dos parejas de indices mudos y estas pueden intercambiarse
hbremente

Se discute en la siguiente seccion la categorizacién que recibe cada nodo y también se describe como
encontrar #, p y S para cada nodo frontera, para el método LBGK (véase 11.2.1 y 11.6).
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I1.4.2. Condicion de no resbalamiento en fronteras curvas para LBGK

Se restringe la discusion al caso bidimensional, concretamente para la configuracién D2(9. Como sucede
para paredes rectas, el problema principal de las condiciones de frontera para LBGK reside en el hecho
que para los nodos cercanos a la frontera, como se ve en la figura I1.5, algunas de las poblaciones son
desconocidas después del paso de flujo. Sin embargo, para el caso de fronteras curvas, existen diferentes
elecciones de cémo se pueden definir los nodos frontera.

Fluido

[ ) [ ) ]
Sélido

[ ] [ ] O [} m]

[ ) [ ) [m] ] ]

Figura I1.5: Algunos nodos cercanos a la frontera para los cuales se muestra de donde provienen las poblaciones
desconocidas.

Para continuar la discusién, se redefine la numeracién de las poblaciones f, y de los vectores €, como
lo muestra la figura I1.6.

I3 Ja f5

Figura 11.6: Redefinicion de direcciones de velocidades para las densidades de probabilidad f,

También se redefine €, y w, de la siguiente forma:

(07 0)7 o =
€n = { (cosb,,senb,)c, Oo =7+ (%52) 2, «@=24,6,8 (I1.65)
V2(cosb,,senby)e, 0, = %’r + (QT’l) 5, a=1,3,57
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4/9, a=0
Wa =229 20179, a=24,6,8 (1L.66)
T
1/36, a=1,3,5,T.

Una de las formas para definir los nodos frontera es como los nodos en el dominio fluido que tienen un
enlace intersectado por la frontera, como se muestra en la figura I1.7a. Entonces hay una distincién entre
nodos fluidos de cuerpo (circulos negros) y nodos frontera fluidos (circulos grises) en los que se necesita
encontrar las poblaciones desconocidas después del paso de flujo. Los nodos sélidos no toman parte en
esta configuracién y estan desprovistos de cualquier dindmica. Como los nodos frontera estan en medio
de los nodos fluidos, para los cuales la velocidad u es conocida después del paso de flujo, y la pared, en
la que se imponen las condiciones de frontera para 1, esta eleccién para los nodos frontera esta entonces
asociada con una interpolacién de @ como se ve después. Esta configuracién se llama configuracion 1.
Para el nodo frontera P en cuestién (ver figura I1.7a), las poblaciones desconocidas son fi, fo v fs,
pues estas no provienen de ningiin nodo fluido. Para un nodo frontera, se clasifica las poblaciones cuyos
vectores €, de la red apuntan a nodos fluidos de cuerpo, en un conjunto F que contiene los indices de
dichos vectores. Estos indices se llaman indices fluidos. Por ejemplo, para el nodo P en la figura I1.7a
se tiene:

F ={1}. (I1.67)
Fluido Fluido
[ ] [ ] o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

o o o o o o
Sélido Sélido
o o o o e o o o o
o o o o o o o o o
(a) (b)

Figura I1.7: (a) Configuracion 1: Los nodos del dominio computacional estin tanto en el dominio fluido
(circulos) como en el dominio sdlido (cuadrados). En este caso se escogen como nodos frontera (en gris), los
nodos fluidos que tienen un enlace intersectado por la pared. Circulos negros: Nodos fluidos de cuerpo; Circulos
grises: Nodos frontera fluidos; Cuadrados blancos: Nodos sdélidos; P es un nodo frontera usado como ejemplo en
el texto. Ademds, se muestra las poblaciones desconocidas del nodo P. (b) Configuracion 2: Los nodos frontera
(gris) ahora se definen como los nodos sdlidos que tienen un enlace intersectado por la pared. Circulos negros:
Nodos fluidos; Cuadrados grises: Nodos frontera solidos; Cuadrados blancos: Nodos sélidos de cuerpo; P es un
nodo frontera usado como ejemplo en el texto.

Los indices a de los vectores €, que apuntan a si mismo u otros nodos frontera fluidos, definen los
elementos del conjunto B de indices de frontera. De nuevo, para el punto P en la figura I1.7a, se tiene
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B ={0,2,3,7,8}. (11.68)

Finalmente, los vectores que apuntan a nodos sélidos forman el conjunto de indices sélidos S. Para el
punto P, S = {4,5,6}. El conjunto de todos los indices Q entonces se escribe como:

Q=FUBUS. (I1.69)

El superindice op se usa para denotar los conjuntos de indices de los vectores opuestos. Por lo tanto, el
conjunto de indices de poblaciones desconocidas (los indices desconocidos) es:

S = {1,2,8}. (IL.70)

Una segunda forma para definir los nodos frontera es que estos sean los nodos que se encuentran en
el dominio sélido y tienen un enlace intersectado por la pared. En este caso se usa una extrapolacion
para u. A esta configuracion se le llama configuracion 2. Para el nodo frontera P en la figura I1.7b, los
conjuntos definidos anteriormente son:

F={1,2,8, S={5}, B={0,3,467} (IL71)

Otra alternativa mds (configuracion 3) consiste en definir los nodos frontera como los nodos adyacentes
a la pared con la distancia minima a ella, como se muestra en la figura I1.8.

Esto se hace comparando los nodos de la configuracién 1 y la configuracion 2 entre si y seleccionando
primero aquellos nodos de ambos conjuntos que tienen sus enlaces intersectados por la pared con una
distancia mas pequena que la mitad de la distancia entre dos nodos de diferentes conjuntos. Luego
los huecos entre estos nodos con distancia minima se llenan, observando el enlace entre dos nodos
alternativos (uno en la regién fluida y el otro en la regién sélida), y escogiendo el nodo con la menor
distancia a la interseccién del enlace y la frontera. Esto genera una lista de nodos frontera tal que
todos los nodos fluidos estan separados de los nodos sélidos. En este caso, para los nodos frontera en el
dominio fluido, se interpola u (los nodos frontera fluidos, circulos grises), y para los nodos frontera en
el dominio sélido (los nodos frontera sélidos, cuadrados grises) se extrapola 4. Los conjuntos de indices
para el nodo P en la figura I1.8, son

F={1,2,3,8}, S={5}, B=1{0,467} (11.72)

Al contrario que para paredes rectas, los conjuntos F, S y B son diferentes para cada nodo frontera.
Ademas, no todos los nodos frontera se sitilan directamente en la pared, por lo que tienen una velocidad
distinta de cero, que complica la situacién mas, puesto que esta velocidad es desconocida a priori.

I1.4.3. Calculo de u, p y S en los nodos frontera

Se ha probado que las ecuaciones bésicas del método regularizado de Lattice Boltzmann (11.47), (I1.58)
y (I1.61) tienen una amplia aplicabilidad en el método de Lattice Boltzmann ([20]). Ademés de aplicarse
en el método regularizado de Lattice Boltzmann, que muestra una estabilidad mayor, las ecuaciones
mencionadas se usaron por Létt para desarrollar un tratamiento de refinamiento de malla ([20]) y un
tratamiento de condiciones de frontera para paredes rectas ([21]). La propiedad fundamental de ésta
reconstrucciéon de funciones de distribucién de particulas f,, es el hecho que sélo se necesitan cantidades
macroscopicas para especificar la forma de f,,. Estas cantidades macroscopicas son la densidad del fluido
p, la velocidad del fluido @ y el tensor de razén de deformacién S. Si se conocen para cada paso temporal
en los nodos cercanos a la frontera (los nodos frontera), la frontera puede representarse de forma muy
precisa usandolas en las ecuaciones de reconstruccién (11.47), (I1.58) y (I1.61). Por lo tanto, la precision
del método depende principalmente de la precisién de las aproximaciones de p, @ y S§. Una vez que
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Fluido Fluido
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ J [ J [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o
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[ ] [ ] | [m] O [ ] [ ] O O O
(a) (b)
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[ ] [ ] [ J [ ]
o o e o
o o e o
[ ] [ ] [} [ ]

Figura I1.8: Configuracion 3: Los nodos frontera (gris) son los nodos sélidos y fluidos con la distancia minima
a la interseccion con la pared del enlace intersectado. Circulos negros: Nodos fluidos de cuerpo; Circulos grises:
Nodos frontera flutdos; Cuadros grises: Nodos frontera solidos; Cuadrados blancos: Nodos sélidos de cuerpo;
P es el nodo frontera de interés. (a) Se consideran todos los nodos frontera. (b) Se marcan los nodos frontera
que esten a una distancia menor o igual a la mitad de la separacion entre nodos. (c) De los nodos frontera sin
marcar, para algunos casos se puede conectar un nodo frontera solido con un nodo frontera fluido. Entre estos
dos nodos, se marca el mds cercano a la frontera. (d) Cualquier nodo frontera no marcado, se transforma en
un nodo de bulto del tipo correspondiente. Con esto, los nodos tienen el tipo correcto para esta configuracion.

se encuentran aproximaciones suficientemente precisas, se usan las ecuaciones (I11.47), (I1.58) y (I1.61)
para determinar todas las funciones de distribucion f,, en los nodos frontera. Después, se aplica el paso
usual de colisién (I1.56a) seguido del paso de flujo (I1.56b). El paso de flujo ahora se ve como muestra
la figura I1.9. Los nodos sélidos de cuerpo son nodos inactivos que no entran en calculos.
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Figura I11.9: Paso de flujo para todos los nodos del domino que no son nodos sdlidos de bulto.

Los esquemas para derivar p, © y S se describen a continuacion.

Calculo de @

Después del paso de flujo, la velocidad @ se calcula con las ecuaciones (II1.53a) y (II1.53b). En el caso
de la condicién de no resbalamiento, la velocidad se especifica en la pared (condicién de frontera de
Dirichlet). Sin embargo, en los nodos frontera, independientemente de la configuracién escogida, la
velocidad es desconocida, porque no se tienen poblaciones que provengan de nodos sélidos de cuerpo, y
no pueden usarse las ecuaciones (I1.53a) y (I1.53b) para calcularlas. Por lo tanto, es necesario interpolar
o extrapolar la velocidad en el nodo frontera, usando la velocidad en los nodos fluidos de cuerpo cercanos
al nodo frontera a lo largo de un enlace, como H; y Hs en la figura [1.10, o h; y hy en la misma figura.
Se escoge el indice cuyo enlace asociado forma el menor angulo con la normal a la pared.

Fluido

Figura I1.10: Interpolacion a lo largo de un enlace entre puntos de la malla. Los puntos Hy, H1 y Ha se usan
para la interpolacion en el nodo frontera Py. Los puntos hg, h1 y ho se usan para la extrapolacion en el nodo
frontera Ps.

Asi, se determina la direccién d del enlace de la siguiente forma: d = ﬁ donde j es el indice para el
J

que ﬁ es maximo, con ¢ € F, y donde 7 es la normal a la pared que pasa por el nodo frontera. En la
1
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figura I1.10 este nodo frontera puede ser P; o Py que muestran los casos para un nodo frontera fluido
y para un nodo frontera sélido. d forzosamente existe por la forma en que estan definidos los nodos
frontera. En el caso raro en que se tenga dos maximos, se escoge el de menor indice.

La interpolacién o extrapolacion de @ en P es directa usando los polinomios de Lagrange de interpolacion
cuadratica (Burden y Faires [3]). Primero se calcula las distancias dP, dH, y dH, de los nodos P, H;
y Hs al origen Hy (o de los nodos P, hy y hsy al origen hy), la interseccién del enlace con la pared (ver
figura 11.10). dP es positivo en el caso de interpolacion, es decir, P es un nodo frontera fluido (p. ej.
P1), o negativo en el caso de una extrapolacién, es decir, P es un nodo frontera sélido (p. ej. P3). Como
los nodos Hy y Hj son nodos fluidos de cuerpo (o h; y hs para el nodo frontera sélido), puede calcularse
la velocidad w; y s respectivamente, en estos nodos. La velocidad @y en el punto Hy (o hg) estd dada
(condicién de frontera de Dirichlet). Asi, se calcula un estimado de @ en el nodo frontera P evaluando
el polinomio de interpolaciéon en dP:

donde [;(dP), i = 0,1,2 son los polinomios de interpolacién de Lagrange de las distancias dHy(= 0),
dH, y dHy evaluados en dP:

(dP — dHy)(dP — dH,)

lo(dP) = AT, , (IL.74)
_ dP(dP — dH,)

[,(dP) = T — by (IL.75)
_ dP(dP — dHy)

l»(dP) = T = (I1.76)

Calculo del tensor de razén de deformacién S

Para el cdlculo del tensor de razén de deformacién & = (Vi + (Vi)7)/2 se usan diferencias finitas con
esténciles a lo largo de las lineas de la red (o malla). Por ejemplo, para calcular Vi se calculan los

, . Ou; . .
términos a;; = 6—4, parat=1,2y 5 =1,2.
Para un nodo frontera fluido P; como el que se muestra en la figura I1.11, se usan valores en nodos
fluidos de cuerpo, de frontera, o intersecciones de las lineas de la malla con la pared, dando diferencias

finitas centrales o hacia atras o adelante, dependiendo de la posicién del nodo frontera respecto a la
pared frontera.

La forma de determinar esas derivadas parciales con intervalos desiguales se explica a continuacién:

Si {xo,Z1,...,2,} son (n + 1) puntos en un intervalo I, y se tiene una funcién f € C*"™1(I), es decir,
n + 1 veces derivable con todas las derivadas continuas, la funciéon f puede expresarse como
- (z — ) - (. —Tn) o
J@) =2 @) Lus(@) + -——r gy S " E@)), (I.77)
k=0 ’

para algun &(z) en I, donde L, denota el k-ésimo coeficiente del polinomio de Lagrange para f en
{zg,x1,...,2,}, dado por

Loy = ﬁ ((x_—x) (IL78)
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Figura I1.11: Cdlculo del tensor de razon de deformacion S en el nodo frontera fluido Py y en el nodo frontera
solido Ps. Los puntos en la linea horizontal se usan para calcular 0,4 y los puntos en la linea horizontal para
Oyu.

Derivando (I1.77)

(:E—l‘o)-“(l'—

/ _ / mn) (n+1)
F'(@) =3 Fe) () + D, FE))
= | ' . (n+1) (I1.79)
P @)

El tltimo término no es posible calcularlo o estimarlo pues se desconoce la derivada (n + 2) de f en el
punto &(z). Sin embargo, si x es alguno de los puntos z;, ese término se hace cero porque su coeficiente
se hace cero. Si ademas se evalia en x = x;, la férmula (I1.79) se vuelve

n M+ (e()) <
Pla) =3 o) + TS T, - ) (1.0

que es la férmula de (n+1) puntos para aproximar f’(x;).

Para tres puntos g, x1, x2, esta férmula es

) =) [ ZE Iy | 2

(950 - 901)(% - 952) (961 - Io)(% - 952)

. 21 — Tg — T3 1) N 2 L (I1.81)
Ol [ | RE TR ) R
k#j

donde j = 0,1,2, y §; indica que este punto depende de z;.

Para algunos casos, como cuando la frontera es una pared recta (localmente, pero abarcando varios nodos
de la red), se usan sélo nodos de la red. En estas circunstancias, los nodos de la red son equidistantes y
la féormula para calcular la derivada se simplifica. Sea h la separacion entre los puntos donde estan los
nodos. Segun el tipo de nodos que rodeen al nodo donde se quiere calcular la derivada se usa alguna de
las siguientes expresiones
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o) = 587 (o) + 47z + ) — [l + 2h)] + 2 p0®) (11.82)
(o) = g o+ h) — o — )] — - f91e (118
F(zo + 2h) = % % Flo) = 2f (20 + h) + g Flao+21)| + %2 FOE), (11.84)

donde &, & y & son puntos intermedios entre xg v x¢ + 2h. Por supuesto, al quitar el iltimo término
en las 4 ecuaciones anteriores, se obtiene la aproximacion a segundo orden. Para el caso en que se usa
la expresién (I1.81), la aproximacién es mejor porque las distancias entre puntos son menores, pero el
costo es que los calculos se hacen un poco mas pesados.

Calculo de p

Para encontrar una aproximacién para p se usan las poblaciones conocidas que llegan a un nodo frontera
en el paso de flujo. Estas poblaciones conocidas se identifican como poblaciones postflujo. Para fines
précticos, se identifica a todas las poblaciones (de cada nodo) después del paso de flujo, como poblaciones
postflujo, y se identifican con el superindice pf, i.e. fPf. A estas poblaciones se les aplica a continuacién
el paso de reconstruccién que las convierte a las poblaciones que recibe la ecuacién (I1.56a) encargada
de aplicar el paso de colisién. Se recuerda que este paso de reconstruccién unicamente aplica para los
nodos frontera. Equivalentemente, se aplica a todos los nodos, pero para los nodos fluidos de cuerpo
este paso corresponde a la identidad.

De las ecuaciones (I1.47), (I1.58), se observa que la densidad puede separarse en (I1.61), de tal manera
que se tiene lo siguiente:

fo = pga = p(g5'(@) + 8574(S)), (I1.85)
donde gt se define como:
g (@) = f(1, ), (I1.86)
¥ gt como
g, (S) = fa7(1, ). (IL.87)

Notese que g&t y gh*? pueden calcularse tan pronto como se conozcan @ y S en el nodo frontera.
Denotando como K al conjunto de indices conocidos, a saber, los indices de las poblaciones que se
conocen después del paso de flujo. Una posible eleccion para K son los conjuntos opuestos de indices
fluidos y de frontera:

K = F°° U B, (I1.88)

pues estas poblaciones no provienen de nodos sélidos. Otra eleccion es escoger solo las poblaciones que
provienen de nodos fluidos:

K = F°r. (I1.89)

En la referencia [30] se muestra que, en la frontera, las poblaciones que vienen de nodos frontera pueden
llevar a inestabilidades numéricas. Por lo tanto, se escoge K = F°P. La estrategia para encontrar una
formulacion local de p es aproximar p imponiendo las condiciones siguientes:

fPr=pg..  a€K, (I1.90)
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donde fPf es el valor de la poblacién a después del paso de flujo y antes de sustituirse por pg,. Si la car-
dinalidad de KC es mayor que 1, el sistema de ecuaciones, compuesto por (I11.90), estd sobredeterminado.
En este caso, una solucion puede encontrarse en términos de minimos cuadrados:

_ ZaEIC fcrx)fgoc

p= =22 — (I1.91)
> _perc(98)°
También puede formularse una solucién de (I1.90) en términos de un promedio pesado con:
1 frt
p=— S (I1.92)
K] ;C ga

donde |K] es la cardinalidad de K. Ambas formas de aproximar p, ecuaciones (11.91) y (I1.92), comparten
la desventaja de no coincidir con la definicién de la densidad, (I11.53a), si K = Q, esto es, en el caso de
un nodo fluido de cuerpo. Otra aproximacion para la densidad se escribe como la suma de todas las
poblaciones conocidas y dividido entre la suma correspondiente de g,:

0= ZQGK fgf
2 er(@a’ +ga™)
Para K = Q, esta aproximacién coincide con la definicién de densidad, la ecuacién (I1.53a).

(11.93)

Estas tres aproximaciones para p, (I1.91), (I1.92) y (I1.93) no conservan masa, en el sentido que la suma
de poblaciones que fluyen de los nodos frontera en los nodos fluidos de cuerpo después de el paso de
colisién no igualan necesariamente la suma de poblaciones que fluyen hacia los nodos fluidos de cuerpo
después del paso de flujo.

Sin embargo de todo esto, se trabaja la aproximacién (I11.93), que da los mejores resultados en Verschaeve
y Miiller [29].

I1.4.4. Fronteras moviles

El método considerado para tratar las condiciones de frontera sugiere su posible uso en fronteras con
movimiento. Para problemas con fronteras méviles, el fluido tiene la misma velocidad que la pared en
movimiento, por lo que, reconocidos los nodos frontera en cada etapa del movimiento de la pared, y
conocida la velocidad de las fronteras, en los nodos frontera se pueden reconstruir las poblaciones f,, y
con ello, el dominio tendra retroalimentacion del movimiento que se lleva en las fronteras.

Asi que, al contrario de un dominio estético, los nodos del dominio no tienen un tnico tipo a lo largo
del tiempo. Para trabajar dicho problema, es entonces fundamental tener un método que identifique los
tipos de los nodos de acuerdo con las reglas descritas anteriormente.

La frontera del dominio se puede mover debido a varias causas. Por ejemplo, una posibilidad es que una
de las paredes del dominio sea un émbolo de una jeringa y entonces se mueva por una fuerza exterior a
la influencia del dominio. O posiblemente un piston de un motor empujado por los gases de combustion.
También, las paredes de una vena o arteria con el bombeo de sangre.

Concretamente, hay un conjunto de situaciones en que es el fluido al interior el que mueve la frontera,
mediante el intercambio de momento con ella. Ahora, como se discutié en 11.2.3, la densidad de momento
se puede obtener en cada nodo fluido de bulto, y ademas, por medio de interpolacién y extrapolacion,
en los nodos frontera. Esto hace posible una forma de encontrar el momento que el fluido le intercambia
a la frontera, y por lo tanto, una forma de encontrar como se mueve.
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Por supuesto, la naturaleza de la frontera determina su propia respuesta, y en unas situaciones disipara
una mayor parte de la energia transmitida por el fluido, que en otras.

Por otra parte, la construcciéon de la frontera con particulas representativas permitiria una interaccion
mas localizada entre la frontera y el medio, sin descartar la interaccién que la frontera tiene con ella
misma ni la interacciéon que el mismo fluido tiene con si mismo.

En un modelo simple, la frontera se considera como pequenas masas unidas por resortes. Segun el
modelo particular con este enfoque, puede considerarse que la influencia del medio en una particula de
la frontera serd amortiguada por 2 o mas resortes.

La influencia del medio en la frontera puede entenderse con un modelo de colisién entre las particulas
del medio y las particulas de la frontera. Si la frontera esta conformada por pequenas masas, como
se sugiere en el parrafo anterior, entonces la colisién puede darse entre particulas representativas del
medio y con las particulas representativas de la frontera. Para terminar de determinar el problema, la
direccién de las particulas representativas de la frontera después de la colision puede ser perpendicular
a la normal a la frontera antes de la colision, y la direccion de las particulas representativas del medio,
tal que el angulo en el que incidieron sea igual al angulo de salida con la normal, similar a la ley de
Snell para la reflexion de rayos. Impuestas estas dos direcciones, las velocidades después de la colision
se pueden encontrar y con ello el intercambio de momento con la pared.

Asi, conocidas las fuerzas que una particula siente (el cambio de momento de ésta por unidad de tiempo),
con un método como Runge-Kutta (véase Burden y Faires [3]) es posible determinar el movimiento que
la particula seguira. Esto por supuesto es aplicable a cualquier particula de la frontera, por lo que se
puede estimar el movimiento general de la frontera.

I1.4.5. Otros tipos de condiciones de frontera

Una de las condiciones de frontera més usadas es la de rebote o bounce back. Esta condicién de fron-
tera es 1til para imponer una condicién de no-resbalamiento en una frontera. Fisicamente esto quiere
decir que no hay movimiento de flujo en la frontera. La condiciéon de rebote establece que cuando una
particula llega a un nodo en una pared, la particula se regresa de vuelta al nodo fluido del que provenia.
Considerando de nuevo las funciones de distribucion en el esquema D2Q9 definidas en la figura I1.12,
esta condicién implica las siguientes igualdades:

fi=1715 (I1.94)
f2=Je (I1.95)
fs=f (11.96)
fa=Js. (I1.97)

Por supuesto, las funciones de distribucion paralelas a una pared no sufren este rebote. Esta refleccion
completa garantiza que tanto la componente tangencial como la componente normal de la velocidad del
fluido en la pared se anulen.

Otro tipo de condiciones de frontera son las condiciones periddicas. Estas normalmente se establecen
cuando la frontera queda en el borde del dominio. Si se observa los nodos en el borde de un dominio
rectangular, por ejemplo, los nodos en el lado izquierdo y derecho del dominio rectangular, los nodos en
el lado izquierdo no tienen nodos méas a su izquierda que los provean con las poblaciones f5, fs o f7 en
el paso de flujo; los nodos en el lado derecho no tienen nodos mas a su derecha que los provean con las
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Figura I1.12: Redefinicion de direcciones de velocidades para las densidades de probabilidad f,

poblaciones fi, fo o f3. Para proveer estas poblaciones, lo que se hace es conectar los nodos del borde
izquierdo con los del derecho, haciendo que las poblaciones faltantes las provea el otro. Esto representa
condiciones de frontera periddicas. En este caso se tiene, del lado izquierdo

f5(1ay>t) = f5(L7yvt> (1198)

f6<17y7t> = fG(L7y>t> (1199)

f?(la?J?t) = f7(L>yvt)7 (11100)
y del lado derecho

fi(L,y,t) = fi(1,y,t) (IL.101)

fo(Lyy,t) = fo(1,y,t) (I1.102)

f3(Lyy,t) = f3(1,9,1). (I1.103)

Otra alternativa para las poblaciones de entrada (fs, fs v f7 en el ejemplo anterior, que son las que se
imponen del lado izquierdo) es establecerlas con las poblaciones de equilibrio fo(fQ) dadas por la ecuacion
(I1.47). Para las poblaciones de salida (fi, fo v f3 en el ejemplo anterior, que son las que se imponen
del lado derecho), se puede copiar las poblaciones a la izquierda. Esta no es una manera muy limpia de
imponerlas, pero cierra el problema de tal forma que ya no hay poblaciones desconocidas.

I1.5. Condiciones iniciales

Al igual que con las condiciones de frontera, las condiciones iniciales de las funciones de densidad de
probabilidad f,, son un tema que no se aborda de manera directa, como por ejemplo en un problema
de campos de velocidades donde las velocidades estan dadas y se trabaja directamente sobre ellas.

Usualmente se propone inicializar las poblaciones f, a las poblaciones de equilibrio fc(foo, con las veloci-
dades y densidades dadas (véase [24] y [28]). Esto parece razonable si uno supone que la perturbacién que
sufre el fluido no existia antes y empieza a aparecer justo en el momento en que se inicia la simulacion.
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Marco tedrico

Hay un gran problema con la inicializaciéon a partir de las poblaciones de equilibrio. Estas implican que
inicialmente todos los momentos cinéticos estan en equilibrio, los cudles dependen sélo de los momentos
hidrodinamicos. Pero esto no es cierto cuando los flujos de entrada pg y iy tienen gradientes distintos de
cero (véase [24]). También, se muestra en [24], [26], [27], [31] ¥ [4] que es crucial hacer modificaciones a
los campos macroscopicos iniciales para asegurar un comportamiento suave de la solucion y para evitar
errores iniciales, que de otra forma persistiran a través de la simulacién.

Por otra parte, uno podria abordar el problema usando la reconstruccién de Latt. Dadas las velocidades,
la densidad, y el tensor de razén de deformacion iniciales, las poblaciones iniciales se pueden reconstruir.
Pero de aqui también es recuperable la inicializacién en la poblaciones de equilibrio si las velocidades
alrededor son las mismas, pues el tensor de razén de deformacién en estos casos tiene todas sus com-
ponentes iguales a cero y, con ello, la recontruccion de poblaciones equivale a establecerlas como las
poblaciones de equilibrio. Esto es porque la parte féHQQ) se anula, al menos al orden de la aproximacién
dada, aunque también, presumiblemente, en su forma exacta.

I1.6. Discusion del método

Una caracteristica que define la version particular del método de Lattice Boltzmann considerado, es su
operador de colisién. Cuando se usa la expresion
f—yg
Qpek(f) = — , (I1.104)

T

se llama método de Lattice Boltzmann con la aproximacién BGK (LBGK) o modelo de tiempo de
relajacion sencillo (SRT). Recuérdese que este término de colisién particular es un modelo de colisién
para gases. Esto limita los problemas que se pueden resolver en gran medida. De hecho, esto da una
conexion entre la presion y la densidad por medio de la ecuacién de estado de un gas ideal

p=cp, (I1.105)

con p la densidad, p la presién, y ¢, la velocidad del sonido definida anteriormente.

También, para lograr la discretizacién de la ecuacion de transporte de Boltzmann en 5, se mencioné el
uso del analisis multi-escala de Chapman-Enskog. Un resultado del analisis multi-escala de Chapman-
Enskog (véase [29] y [18]) es que las cantidades macroscopicas obedecen las ecuaciones de Navier-Stokes
para un fluido incompresible, para nimeros pequenos de Mach y Knudsen. De hecho, el esquema las
resuelve hasta un error compuesto de las siguientes tres contribuciones:

» El error espacial escala como 622, donde dz es el espaciamiento de la malla.
» El error temporal escala como dt?, donde dt es el paso temporal.

» El error en la compresibilidad escala como Ma?, donde Ma es el nimero de Mach.

Como el nimero de Mach escala como 0t/dz (¢, = ¢/v/3 = dx/(v/36t) y Ma = “2), el paso temporal
necesita ser escalado como §t o< dz? para recobrar las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles a
segundo érden en el espacio.
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El tiempo de relajacion, que fija la razon de aproximacion al equilibrio, esta relacionado con la viscocidad
cinematica'® por([25]
6rv + 1
5
v estd medida en unidades de la red. Se observa que T es el valor critico para asegurar que la viscocidad
cinemética sea no negativa. Las inestabilidades numéricas pueden ocurrir para T cerca de este valor

(I1.106)

critico.

I1.7. Modificaciones al algoritmo para considerar fronteras
moviles

La estructura de un algoritmo maés general se muestra en la figura I1.13

Inicializacion
1. Se establece dominio
2. Se establecen condiciones de

frontera
3. Inicializacién de poblaciones

Jfa

Paso de colisién
. Paso de flujo
. Paso de reconstruccién

SO

Salidas:
Campo de velocidades,
campo de densidades

Mover

frontera,

actualizar A simulacién
dominio y o impresién
condiciones

de frontera

i Seguir?

lNo

Detener

St

Figura I1.13: Diagrama de flujo del algoritmo.

10,5, viscocidad cinemética se define como la razén de la viscocidad dindmica p entre la densidad del fluido p. La
viscocidad dindmica de un fluido expresa su resistencia a flujos cortantes, donde capas adyacentes se mueven paralelas
entre si con diferentes velocidades.
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Quitando el paso que sigue del cuadro condicional “;Seguir?”, el algoritmo es el de un problema con
fronteras estaticas. Asi, la modificacién se encarga de trabajar aisladamente el problema de las fronteras
moviles.

Como se observa en la figura I1.13, lo que se necesita hacer es mover la frontera, actualizar el dominio
y actualizar las condiciones de frontera. Una forma de lograr el movimiento de la frontera, como se
comentaba en la subseccion 11.4.4, es asignar particulas a la frontera y mover estas de acuerdo al
momento que reciban del medio fluido. Luego del movimiento de la frontera, las particulas en ella, segiin
su movimiento modifican las condiciones de frontera en sus correspondientes posiciones. Para actualizar
el dominio, es necesario identificar los nodos que estan dentro de la frontera del dominio. Para esta
parte, se desarrollan métodos en el siguiente capitulo acorde a los requerimientos de la configuracion 3
para el tratamiento de condiciones de frontera en fronteras curvas, discutidas en la seccién 11.4.2.
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Implementacion

La implementacion del método de Lattice Boltzmann se puede separar en dos partes. Una de las partes es
la que aplica el método de Lattice Boltzmann estdndar. La otra parte genera una estructura adecuada
para que el método funcione adecuadamente. Esta segunda parte se encarga de mover las fronteras,
categorizar de acuerdo con esto los nodos y modificar condiciones de frontera. La primer parte, en
cierto sentido, sélo trabaja con la informacién que le llega del dominio. Naturalmente, la informacion
procesada se transmite a la segunda parte para mover las fronteras, categorizar de nuevo los nodos y
modificar las condiciones de frontera. Asi, hay una comunicacién entre estas dos partes, pero una parte
no se ejecuta hasta que la otra ha terminado de ejecutarse.

Ambas partes se implementan con el esquema D2@Q9.
Una discusién mas amplia del algoritmo se encuentra en I1.6.

A continuacion se describe la implementacion de la parte correspondiente al método de Lattice Boltz-
mann.

II1.1. Implementacién del método de Lattice Boltzmann

En las secciones 11.3 y I1.7 se reviso el algoritmo que sigue el método de Lattice Boltzmann. El algoritmo
estandar del método consiste de dos pasos fundamentales. Uno es el paso de colision y otro es el paso
de flujo. Para implementar las condiciones de frontera se incorpora un nuevo paso que reconstruye las
poblaciones f, en los nodos frontera, que son nodos en la proximidad de la frontera. Estos tres pasos
trabajan con las poblaciones f,, f. v fPL. Sin embargo, en la implementacién se usan 9 arreglos para
manejar las 9 poblaciones y otros 9 arreglos auxiliares, que se usan en el paso de flujo.

El arreglo k-ésimo fk contiene los valores que f; tiene para cada nodo del dominio a un tiempo deter-
minado. Un nodo en el dominio se representa por una pareja de indices que indican su posicion relativa
a otros nodos del dominio, tal como se hace para mallados estructurados (y la red es uno). Esto es
relativamente sencillo dado que, de entrada, los dominios donde viven estos nodos son rectangulares.
Un nodo no entra en la simulacion si este se categoriza como nodo sélido de bulto. La desventaja es,
que se requiere una mayor cantidad de espacio en memoria para guardar estos arreglos que consideran
nodos que no entran en la simulacién. La forma més natural para escoger estos arreglos seria con arre-
glos bidimensionales. Sin embargo, con miras a hacer del algoritmo lo mas adecuado para paralelizar,
estos arreglos son unidimensionales, o lineales. El valor que un nodo posee de una poblacién especifica,
se asocia a una posicién especifica en este arreglo. La forma de lograr esto es con un polinomio de
redireccionamiento. Este polinomio de redireccionamiento toma dos indices (i, 7), los mismo indices que
identifican al nodo, y a partir de ellos calcula la posiciéon que un valor debe tomar en el arreglo. Si N.X
es el nimero de nodos en la direccién x, este polinomio se puede escoger como PL(i,j) = jNX + i, si
1 es el indice que representa la posiciéon horizontal del nodo en el dominio y j la posicién vertical. Con
un polinomio de redireccionamiento de esta forma, cada nodo tiene asociado un valor entero distinto.
La figura II1.1 muestra la asociacion de cada pareja de indices, en un pequeno dominio cuadrado, a un
numero entero distinto (en rojo) que se usa como posicion el arreglo lineal.
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Figura IIL.1: Arreglo cuadrado de nodos identificados por una pareja de indices. Esta pareja de indices se
asocia al valor entero presentado en rojo por medio del polinomio de redireccionamiento PL(i,j) = Tj + .

Noétese la convenciéon seguida para asignar los indices a un nodo. Un nodo con indice 7 més grande que
otro estda mas abajo, y viceversa. Un nodo con indice ¢+ mas grande, estd a la derecha, y viceversa. La
unica dificultad que genera la inversion en el indice j es una inversién al momento de calcular distancias
verticales.

Se revisa a continuacion la implementacion de los pasos de colision, de flujo y de reconstruccién.

I11.1.1. Paso de colisién

Como se describe en la seccion 11.3 el paso de colisién corresponde con la siguiente ecuacion

FalF ) = JalF s t) = a7 ) — (7, ). (1)

Esta se reescribe de la siguiente forma

~ 1 1
fa(T,€n,t) = (1 — ;) fa(T,€n,t) + ;féefﬁ (T, En, 1), (II1.2)
donde f{ V(7 &,,t) esta dado por la ecuacién (I1.47):
3(6,-@) (6, @) 3
(ca) = 1 - . — : IIL.3
Ja pwa{ * c? * 2c4 2c? ( )

(IT1.2) se aplica para cada una de las velocidades microscépicas discretizadas €, dadas por la ecuacién
(I1.65):

(0,0), a =
€ = { (cosb,,senb,)c, 0, =m+ (O‘T_Q 7, a=246,8 (T11.4)
V2(cosby,senby)e, 0, =3+ (542, a=1,3,57
con
4/9, a=
We = % ={1/9, a=24,68 (I1L.5)
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Es decir, en realidad se tienen 9 ecuaciones. Una para cada velocidad é,.!

Sin embargo, para calcular cada una de las funciones de equilibrio féeq), se necesita conocer la densidad
y la velocidad. Estas se encuentran con (I1.53a) y (I1.53b):

P=> fa (I11.6a)
pl_[: = Z é’ozfoz- (IIIGb)

La ecuacién (II1.6b) son en realidad dos ecuaciones. Para el esquema D2@Q9, al usar las velocidades
(IT1.4), estas dos ecuaciones se expanden de la siguiente forma:

Ptz =Y (€a)afa =0+ fo+ cV/2cos 57 fi1+ ccos(m )f2+6\/§cos fs+ ccos S fa
a ! ’ (I11.7)

+C\/_COS( )f5+ccos( 0)fs + V2 cos >f7+ccos( )

pu, = Z(@a)yfa =0-fy+ V2 sen (%) fi1+ csen () fo + cv/2 sen (5 >f3 + csen (3;)
o (I11.8)

+ ¢v/2sen (%) fs 4+ csen (0) fs + cv/2sen (%)j} + csen <7T>f8.

Que se reducen a
puz =0-fo—cfr—cfo—cfs+0- fatcfs+cfo+cfr+0-fs
=c(=fi—fo—fa+fs+ fo+ [1),
puy=0-fo+cfi+0-fa—cfs—cfi—cfs +0- fo+cfr+cfs
=cfi—fs—fa—fs+ fo+ fs)

Al dividir las ecuaciones (I11.9) entre la densidad calculada con (I11.6a), se obtienen las componentes x
y y de la velocidad .

(I11.9a)

(I11.9b)

Este paso se calcula para todo nodo, excepto para los nodos solidos de cuerpo.

En resumen: En todo nodo que no sea sélido de cuerpo, se calcula primero su densidad, y la velocidad
@@. A continuacién se calculan las 9 poblaciones de equilibrio f”. Finalmente con (II1.2) se calcula

fa(T, €4, 1), que se asigna a los mismos arreglos usados para las poblaciones f,.

En C, este paso queda como

void collide (void){
int P;
double rho, rhoux, rhouy, ux, uy, uCuadrada;
double fOeq, f6eq, f8eq, f2eq, fdeq, f7eq, fleq, f3eq, fbeq;

/** Constantes. */

double rtau = 1.0/tau;
double rtau2 = 1.0 — rtau;
double w0 = 4.0/9.0;

Los vectores e, son: eg = (0,0), e1 = c(—1,1), e3 = ¢(—1,0), e3 = ¢(—1,—1), e4 = ¢(0, 1), e5 = ¢(1,—1), eg = ¢(1,0),
er =¢(1,1), eg = ¢(0,1).
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double wpar = 1.0/9.0;
double wimpar = 1.0/36.0;
double c=1.0;

for (int i = 0; 1 < NY; ++i) {
for (int j = 0; j < NX; ++j) {
P —PL(j,i);
if (M[P] != 0) {
/*% Se encuentran la densidad y la velocidad del fluido.x*/
rho = fO[P] + 6 [P] + f8[P] + f2[P] + f4[P] + {7[P] + f1[P] + f3[P] + {5[P];
rhoux = cx(f6 [P] — f2[P] + {7[P] — f1[P] — f3[P] + {5[P]);
rhouy = cx({8[P] — f4[P] + {7[P] + f1[P] — f3[P] — {5[P]);
ux = rhoux/rho;
uy = rhouy/rho;
velx [P] = ux;
vely [P] = uy;
/** Para graficar, se encuentra la magnitud de la velocidad del fluido. */
velplot [P] = sqrt (ux*ux + uy*uy);
/** Se calculan las poblaciones de equilibrio. */
uCuadrada = 1.5%(uxxux + uy*uy);
f0eq = rho * w0 x (1.0 — uCuadrada);
f2eq = rho * wpar % (1.0 — 3.0*xux + 4.5%ux*ux — uCuadrada);
fdeq = rho x wpar x (1.0 — 3.0xuy + 4.5%xuy*uy — uCuadrada);
f6eq = rho * wpar * (1.0 + 3.0xux + 4.5*%xux*xux — uCuadrada);
f8eq = rho * wpar * (1.0 + 3.0%xuy + 4.5xuy*xuy — uCuadrada);
fleq = rho * wimpar * (1.0 + 3.0%(—ux + uy)
+ 4.5%(—ux + uy)*(—ux + uy) — uCuadrada);
f3eq = rho * wimpar * (1.0 + 3.0*%(—ux — uy)
+ 4.5%(—ux — uy)*(—ux — uy) — uCuadrada);
f5eq = rho * wimpar * (1.0 + 3.0%(ux — uy)
+ 4.5%(ux — uy)*(ux — uy) — uCuadrada);
f7eq = rho * wimpar * (1.0 + 3.0%(ux + uy)
+ 4.5%x(ux + uy)*(ux + uy) — uCuadrada);
/** Se hace el paso de colisi’on. */
fo [P] = rtau2 = fO[P] + rtau * fOeq;
f1[P] = rtau2 * f1[P] + rtau x fleq;
f2 [P] = rtau2 = f2[P] 4+ rtau * f2eq;
f3[P] = rtau2 = f3[P] + rtau * f3eq;
f4[P] = rtau2 x f4[P] 4+ rtau * fdeq;
f5 [P] = rtau2 = f5[P] 4+ rtau * fbeq;
f6 [P] = rtau2 = f6[P] + rtau * f6eq;
f7[P] = rtau2 % f7[P] + rtau x fT7eq;
f8 [P] = rtau2 = {8[P] + rtau * f8eq;
}
}
}
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I11.1.2. Paso de flujo

Para este paso, se usa la forma alternativa para el paso de flujo (I1.57), encontrada en II.3:
Fa(Fo Bt + 8,) = fulF — 8ady, Ea,t). (IT1.10)

Como se observa de la ecuacién (I11.10), este paso trabaja con el resultado del paso anterior. A pesar de
que esta asignacion es simple, hay que tomar una precaucién. Se necesitan arreglos auxiliares en donde
se guarda el valor obtenido. Esto es necesario porque otros nodos hacen uso de los valores f, (7, €, ).
De otra forma se modifican los valores a asignar. También, este paso s6lo se aplica a los nodos

Del lado derecho de la ecuacién (I11.10), la posicién es 7 — €,0;. Si el punto 7 corresponde a la posicién
del nodo P, ¥ — €,6; corresponde a uno de sus 8 nodos vecinos, pues €,0; es un vector de tamano
equivalente a la separacién entre nodos, d, cuando a = 2,4,6,8 y /28, cuando a = 1,3, 5,7.2 Asi, por
ejemplo, para el vector €; = ¢(—1,1), el producto €6; = d,(—1,1) pues ¢ = §,/d;. Si P se identifica con
los indices (i, j) el nodo vecino que corresponde a *— €d; es el (i+ 1, 7+ 1). De hecho, una forma rapida
para determinar el nodo vecino correspondiente, consiste en tomar ¢ = 1 para el vector é,, invertir
el signo de la coordenada z y sumar al nodo (4, 7) (la inversién de signo en x y no en y se debe a la
inversién ya mencionada en el indice j). Una férmula que resume esto es:

Precino(a) = (=1 €ale=1)1+ (- Cale=1)] + (4, ]) = (—ea,, eay)|c=1 + (i,7)- (II1.11)

El valor de la poblacién f;, para el nodo con indices (4, j), se coloca en la posicién PL(i, j) del arreglo fk,
es decir, en fk[PL(i,j)]. Sise llama tmpfk al arreglo temporal con el que después se hace la asignacién
final, el codigo correspondiente a esto, para un nodo especifico P, se ve como sigue:

P = PL(i,j);
tmpf6[P] = £6 [PL( i—1, j )];
tmpf8 [P] = f8[PL( 1 , j+1 )];
tmpf2[P] = £2[PL( i+1, j )I;
tmpf4 [P] = f4[PL( 1 , j—1 )];
tmpf7 [P] = £7[PL( i—1, j+1 )];
tmpfl [P] = f1[PL( i+1, j+1 )];
tmpf3 [P] = f3[PL( i+1, j—1 )];
tmpf5 [P] = {5 [PL( i—1, j—1 )];

Después de hacer estas operaciones para cada nodo P, cada uno de estos valores tmpfk[P] se asigna de
vuelta a fk[P], para cada nodo P.

Hay dos ultimas observaciones. Aunque algin nodo sélido de cuerpo se encuentre alrededor del nodo P, y
su poblacion que esté asignando al nodo P sea un ntimero sin sentido, no importa, pues el paso siguiente,
el de reconstruccién genera la poblacién correcta (al menos de forma aproximada). Las poblaciones que
se usan para el paso de reconstruccion provienen de nodos que no son nodos solidos de bulto. La segunda
observacion es que un nodo frontera puede estar en la frontera del dominio total, asi que no existen
algunos nodos. Se asigna un nimero cualquiera para la poblacion correspondiente, porque de cualquier
forma no es necesaria para la reconstruccién. Para simplificar, y no modificar la estructura mostrada
mas arriba, se definen cuatro nuevos indices: iml, ipl, jml, jpl. “i minus 17, “i plus 17, etc. im1 es
igual a (i-1), ipl es igual a (i+1), etc., a menos que el indice que generen sea un indice que no esté en el
dominio, v.g. im1=0-1=-1, o jpl=(Nx-1)+1=Nx. En esos casos, se asigna la misma variable i o j, v.g.
ipl=i o jml=j.

2El caso cuando o = 0 equivale a la identidad, por eso no se realiza.
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En C, este paso queda como

void stream (void){
int iml,ipl,jml,jpl ,P;

/** Mueve las poblaciones fk a arreglos auxiliares.

for (int i = 0; i < NY; ++i) {

/**% En el borde del dominio, no se mueven los valores de fk.

if (i = 0) {
iml = 0;

} else {
/**i minus 1%/
iml = i-—1;

}

if (i = (NY-1)) {
ipl = NY-1;

} else {
/**%xj plus 1%/
ipl=i+1;

}

for (int j = 0; j < NX; ++j) {

/**% Se calcula el ’indice en el

P =PL(j,1);
if (M[P] != 0) {

/** En el borde del dominio,

if (j =0) {

/** Se asignan las poblaciones fk a arreglos auxiliares.

jm1=0;
} else {

/**j minus 1%/

jml = j—1;
}
it (j = (X-1)){

Jp1=NX—-1;
} else {

/**x j plus 1%/

jpl = j+1;
}
tmpf6 [P] = {6 [PL(jml,1)];
tmpf8 [P] = f8 [PL(j,ipl)];
tmpf2 [P] = {2 [PL(jpl,i)];
tmpf4 [P] = f4 [PL(j,iml)];
tmpf7 [P] = {7 [PL(jml,ipl)];
tmpfl [P] = f1[PL(jpl,ipl)];
tmpf3 [P] = 3 [PL(jpl,iml)];
tmpf5 [P] = {5 [PL(jml,iml)];

}

/** Se hace ahora s’i el paso de flujo.
for (int i = 0; 1 < NY; ++i) {

for (int j = 1; j < NX; ++j) {
P =PL(j,i

)

arreglo lineal.

no se mueven los valores de fk.

*/
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if M[P] != 0) {
f6 [P] = tmpf6[P];
f8 [P] = tmpf8[P];
f2 [P] = tmpf2[P];
f4 [P] = tmpf4 [P];
f7 [P] = tmpf7[P];
f1[P] = tmpfl[P];
f3 [P] = tmpf3[P];
f5 [P] = tmpf5[P];

}

II1.2. Implementacion de las condiciones de frontera

La implementacion de las condiciones de frontera esta ligada, de acuerdo con el esquema seguido para
el tratamiento de fronteras curvas, al paso de reconstruccién. La razon es que en los nodos frontera la
velocidad se aproxima con una interpolacion o extrapolacién usando la velocidad en la frontera. Esto,
por supuesto, impone la condicion de frontera. Pero ahora, quien se encarga de transmitir la informacion
correspondiente de la condicién de frontera son los nodos frontera.

En el caso cuando se opera un nodo frontera fluido, parece natural que en los pasos subsecuentes éste
entre en los pasos de colisién y de flujo. Sin embargo, en un nodo frontera solido parece absurdo pensar
que exista fluido pasando por él, y con ello, seguir con los pasos de colisiéon y de flujo. Uno puede
pensar casos donde la frontera se moja o algo similar y ahi si tendria sentido, pero es de esperar que el
comportamiento fisico del fluido absorbido por la pared sea distinto que el simulado con la ecuacién de
Boltzmann. Asi, queda descartado que el fluido pase por ese tipo de nodo. La forma de entender por
qué se considera operar estos nodos es que, para resolver una ecuacion diferencial se necesita cumplir
las condiciones de frontera. Si se cumplen las condiciones de frontera (y la solucién es tnica), lo que
pase fuera del dominio donde interesa conocer la solucién al problema, se descarta libremente.

El paso de reconstruccion trata especificamente con los nodos frontera.

I11.2.1. Paso de reconstruccion

El paso de reconstrucciéon empieza por hacer una interpolacién o extrapolacion de las velocidades en
los nodos frontera. La funcion encargada de esto es calculaVelocidadEnNodosFrontera(...). La

extrapolacion se lleva a cabo en los nodos frontera solidos y la interpolacién en los nodos frontera
fluidos.

Esta extrapolacién o interpolacién es diferente de acuerdo con la posicién relativa del nodo con la
frontera. Como se discutioé en la seccion 11.4.3, la velocidad se interpola o extrapola de acuerdo a la
direccion que hace un menor angulo con la normal a la frontera.

Para encontrar la direccién de interpolacién/extrapolacién, los tinicos nodos disponibles para tomar
valores de « son los nodos fluidos, que se marcan con 1. Es decir, el conjunto de velocidades €, las
velocidades microscopicas de la discretizacion del método de Lattice Boltzmann, estd restringido a
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ciertas direcciones. Dada esta restriccion, se realiza el producto punto de é; con el vector normal a la
frontera 77, y se identifica el vector que da el maximo valor. La razén es que el méaximo valor en el
producto punto corresponde a identificar el vector €; que hace el menor dngulo con la normal 7.

Entonces se necesita el vector normal a la frontera para encontrar la direccién de interpolacién/extra-
polacion. Los métodos de las secciones I11.3 y [11.4 se encargan de encontrar un ajuste por segmentos
de recta a la frontera, asociando a cada nodo frontera, la pendiente y ordenada al origen del segmento
de recta mas cercano. También se asocia a cada nodo, un sentido, que hace referencia a un sentido
especifico con el que se recorre la curva frontera. A partir de la pendiente a de la recta ajustada, se
construye un vector tangencial a la frontera, dado por la pareja de coordenadas (1,a).® Este vector
tangencial tiene una componente x positiva, por lo que se dice que apunta a la derecha. Este vector es
adecuado cuando la frontera (cercana) se recorre en ese mismo sentido o “a la derecha”, registrado en
el arreglo sentido[] con un +1. Cuando la frontera se recorre en el sentido contrario, es decir, hacia
coordenadas en x menores, se debe invertir el vector tangencial. Asi, el vector tangencial en estos casos
es el (—1,—a). También, el valor asignado al segmento de recta que ajusta la frontera, en el arreglo
sentido[], es —-1. Si el valor en el arreglo es, para un nodo particular, s, entonces el vector tangencial
es s(1,a) = (s,s *a). Por lo tanto, el vector perpendicular a este, que apunta a la regién interior es
= (s*a,—s).

Tabla IT1.1: Arreglos para la busqueda del mdzximo de %

..
E

i| Ix[i] 1Iy[li] | Cx[il Cy[il Cnormali
0 0 0 0.0 0.0 0.0

1| -1 -1 e c V22

2 -1 0 -C 0.0 ¢

3] -1 1 ¢ e V22

4 0 1 0.0 -C c

5 1 1 c -C V22

6 1 0 c 0.0 c

7 1 -1 c c V22

8 0 -1 0.0 C c

Para identificar qué nodos vecinos son nodos fluidos, se usan los arreglos Ix[i] y Iy[i] de la tabla IT1.1.
El indice i en estos arreglos corresponde a la direccién que tiene el vector €;. Asi, PL(i+Ix[r],j+Iy[r])
da el nodo vecino en la direccion r, y si el nodo en esa posicion es fluido, se prueba como candidato a

maximo del producto punto ﬁg,’ﬁ, tomando i=r.
7

Para calcular el producto punto, se usan los arreglos Cx[i], Cy[i] y Cnormal[i], en la tabla III.1. La
entrada i contiene la componente z, la componente y y la norma del vector é;, respectivamente. Enton-
ces, el producto punto se calcula con sentido [P]*(a*Cx[r]-Cy[r])/(Cnorma[r]), donde sentido [P]
es el sentido de la frontera en la proximidad del nodo (i, j).

En C, la identificacion del maximo se escribe de la siguiente forma:

3Cuando a corresponde a una pendiente infinita, este vector tangencial no sirve. Pero para ese caso especial, un vector
tangencial es el (0,1). De acuerdo al sentido asignado, que en este caso dice si la frontera se recorre hacia arriba o hacia
abajo, el vector normal es el (1,0) o el (—1,0). Si la frontera se recorre hacia arriba, el interior del dominio queda hacia la
derecha, por lo que el vector normal es el (1,0); si se recorre hacia abajo, el interior queda hacia la izquierda, y el vector
normal es el (—1,0). Si s vale 1 en el primer caso, y -1 para el segundo, el vector normal se escribe en general como (s, 0).
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for (int r = 1; r < 9; ++r) {
if M[PL(i+Ix[r],j+ly[r])] = 1) {
if ((max2 :QSentido[ |*(axCx[r]—Cy[r])/(Cnorma[r])) > max) {
} - )

}
}

Cuando la pendiente corresponde a una recta vertical, el producto punto se modifica porque el vector
normal a la frontera es (s,0). Asi, la bisqueda del maximo del producto punto se modifica como sigue:
for (int r = 1; r < 9; ++r) {
if (M[PL(i+Ix[r],j+Iy[r])] = 1) {
if ((max2 = sentido [P]*(Cx[r])/(Cnorma[r])) > max) {
max = max2;
rmax = T;
}

}
}

El indice rmax encontrado da la direccién de interpolacién/extrapolacion.

Con este indice se calcula la distancia entre el nodo y el segmento de recta que ajusta la frontera
cercana. Se calcula encontrando el punto de interseccién de una recta con la direccién de €44, v luego
usando la férmula de distancia entre dos puntos. Si el nodo es un nodo de frontera sélido, la distancia
se hace negativa. Si la distancia es cero, entonces la frontera queda sobre el nodo, y la velocidad en el
nodo frontera estd dada por la velocidad impuesta en la frontera. Si es distinta de cero, la velocidad en
el nodo se calcula segin la ecuacion (I11.73), (d(dP) = wplo(dP) + t1l1(dP) + tzla(dP)). Para calcular
(I1.74), (I1.75), (I1.76), se necesita las distancias dH1 y dH2, que se calculan de la siguiente forma
if (rmax = 2 || rmax = 4 || rmax = 6 || rmax = 8) {
dH1 = delta + dP;
dH2 = 2.0xdelta + dP;
} else {

dH1 = sqrt (2.0)xdelta + dP;
dH2 = 2.0xsqrt (2.0)xdelta + dP;

}

Cuando rmax es 2, 4, 6 u 8, la distancia entre nodos es delta, y cuando tiene otro valor, es v/2delta.
Cuando el nodo es uno de frontera solido, dP es negativo, y la distancia al primer y segundo nodo se
reducen, como se necesita.

Finalmente, se hace la interpolacién/extrapolacién de cada componente de la velocidad para el nodo

P =(i,7):
velx [P] = 1.0 (dP,dH1,dH2)*Uox|[P]
+ 1.1 (dP,dH1,dH2)* velx [PL(i+Ix [rmax], j+Iy [rmax])]
+ 1.2 (dP,dH1,dH2)* velx [PL(i+2«Ix [rmax],j+2xIy [rmax])];
vely [P] = 1.0 (dP,dH1,dH2)*Uoy [P]
+ 1.1(dP,dH1,dH2)*vely [PL(i+Ix [rmax],j+Iy [rmax]) ]
+ 1.2 (dP,dH1,dH2)x* vely [PL(i+42+Ix [rmax], j+2xly [rmax])];

donde velx [P] es la componente en z de la velocidad, vely [P] la componente en y, y Uox [P] y Uoy [P]
son las componentes de la velocidad en la frontera cercana.
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Si la frontera queda en el borde del dominio total, es decir en i=0, i=NX-1, j=0, o j=NY-1, sélo se
restringe la bisqueda de rmax, segin el punto en el borde.

Luego, se necesita calcular las componentes del tensor de razén de deformacion §. Segun se vio al final

., . o 0
de I1.4.1, en la ecuacién (I1.64), para calcularlas, se necesita encontrar %, e Ty v S
) ) ) dr ' Oy’ Oz Oy

Para calcular estas, se identifica la orientacién de la frontera identificando los puntos de interseccién del
segmento de recta ajustado a la frontera con una recta vertical y una recta horizontal que pasen por el
nodo, en el que se calcula S.

Si la frontera queda sobre el nodo, se usan las velocidades de los nodos vecinos a izquierda y derecha, y
arriba y abajo. En este caso, para calcular las derivadas se usa alguna de las ecuaciones (11.82), (I1.83)
o (I1.84), segun el caso, pues los nodos son equidistantes, por supuesto, sin el tltimo término que es
desconocido y da el error. En otro caso, se usa la ecuacién (I1.81), de nuevo, sin el ltimo término.
Cuando la frontera no queda sobre un nodo, y la recta ajustada es horizontal o vertical, es posible usar
alguna de las ecuaciones (11.82), (I1.83) o (I1.84), segtin el caso.

neq

ned (véase la seccién 11.4.3):

. ., o
A continuacién se calculan gi y g

. 3(6,-@) 96, -@)? 3iu?
e q):wa{lJr St T 5a (- (111.12)
Y TW
fred x ——2Q,: 8. (I11.13)
C

S

El producto diddico Q,, : S es, segun la ecuacién (11.64):

- Ouy O Ouy Ouy _ 2| e Ouy
(Qa)ij S” - (€a)x(€a)x ox + (ea)y(ea)x ay + (ea)x(ea>y o + (ea>y(ea>y ay Cy {83: + ay .
(IT1.14)

Con estas expresiones se calcula cada una de las expresiones g, = gid + ghcd, segin la direccion de la
velocidad a.

Finalmente se calcula p usando alguna de las expresiones (11.91), (11.92) o (I1.93), haciendo las sumas
indicadas sobre las poblaciones conocidas, como se indica.

II1.3. Identificacion de frontera

Matematicamente, para identificar la frontera de un dominio basta con encontrar los puntos para los
que si se traza una bola B, = {(z,y)|\/(2* +y?) < €}, de cualquier radio ¢ > 0, siempre se tienen puntos
tanto en el interior del dominio como en el exterior. Sin embargo, probar esta caracteristica es en la
préactica imposible, primero por la cantidad infinita de puntos por los que una frontera esta conformada
y segundo porque si las pruebas se detienen en un valor definido €y, no hay garantia de que este punto
sea de frontera, porque siempre existe la posibilidad de que con un radio menor no haya puntos en
la bola. Una alternativa consiste en tomar una curva que una dos puntos, uno en el dominio y otro
fuera de él, y avanzar sobre la curva, por ejemplo, del punto exterior al punto interior, y la interseccion
de esta curva con el dominio es el punto frontera. Para simplificar las cosas, esta curva puede ser un
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segmento de recta. En cualquier caso, la cantidad de puntos que computacionalmente son manejables
es una cantidad finita. En lo que sigue se restringe la discusién a dominios en R? o dominios planos.

Un conjunto de figuras o dominios en que es facil representar la frontera son los poligonos. Basta con
sus vértices, y una lista de aristas que los unan, para describir perfectamente su frontera, a pesar de
estar conformados por una cantidad infinita de puntos. Una de las caracteristicas de los poligonos es que
estan conformados exclusivamente por segmentos rectos. Comparativamente, en general, una figura con
fronteras curvas no es posible representarla con una cantidad finita de puntos. Por supuesto, la frontera
podria ser representada por una curva definida a pedazos. Pero elegir cada una de las curvas que mejor
representen al dominio tiene muchas dificultades. Ademas, se necesita mantener la informaciéon de qué
puntos o regiones de frontera estan caracterizados por cudl curva, si el método busca, por ejemplo, la
normal a la frontera por esos puntos. También, la obtencién de la normal a la superficie por un punto
particular puede requerir un método extra. Dada la simplicidad de un poligono, la posibilidad de tomar
uno como aproximacion del dominio presenta simplificaciones. A saber, basta sélo con dos parametros
para determinar el segmento de recta que conforma la frontera. La precisién que se pueda obtener con
esta aproximacién poligonal del dominio depende del niimero de puntos que se colocan en ella.

Para el trabajo se considero la alternativa de aproximar el dominio por poligonos. De hecho, una de las
formas que tiene el programa para determinar la frontera de un dominio, implicitamente trabaja con
un poligono.

Con ayuda de la biblioteca “stb_image.h” se extrae un mapa de bits, que se convierte en un arreglo
binario que contiene la informacion de qué puntos de la imagen son interiores y cudles son exteriores. A
este arreglo binario se llama méscara binaria. Interpretando los unos como pixel negro y los otros como
pixel blanco, graficamente la méascara binaria se veria como la imagen derecha en la figura II1.2. De
hecho, para hacer ese tipo de asignacion, los pixeles dentro de la imagen deben tener una caracteristica
que los distinga de los otros. Podria ser cierta cantidad de rojo, verde o azul. Se optd por tomar los
blancos como exteriores y los negros como interiores. Asi, la entrada correcta que recibe el programa es
una imagen como la derecha, y no como la izquierda de la figura I11.2.

9

Figura II1.2: Entrada de imagen correcta al programa.

Para un método como el de Lattice Boltzmann esta informacién puede ser suficiente para determinar en
qué puntos tiene que trabajar. Sin embargo, los métodos que trabajan directamente con esta informacion
tienen una precision limitada y entonces limitan el rango posible de aplicabilidad del método. En el
capitulo anterior se discutié un método que trabaja con cierto conjunto de nodos especificos, en tres
configuraciones distintas. Aqui se presenta la implementacion de la configuracion 3 presentada, pues se
observa en [29] que da los mejores resultados. Para su método no basta con la eleccién de estos nodos,
sino que ademads necesita informacion de la frontera. El conjunto de puntos extraido es 1util para esto
también.
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La funcion para la determinaciéon de puntos en la frontera a partir de la mascara binaria extraida de
la imagen se describe en la siguiente subseccién, junto con una funciéon que se usa previamente, que
cuenta cuantos puntos colocan en la frontera. Con el objetivo de darle un significado un poco mas fisico
a estos puntos de frontera, apartir de ahora se les llama particulas a estos puntos, y con ello se retoma
el llamar pared a la frontera del dominio.

II1.3.1. Generacion de particulas en la pared del dominio.

Previamente a la asignacion de coordenadas a las particulas en la pared, se cuenta el niimero de particu-
las total a colocar. La funcién conteoParticulasPared(...) se encarga de esto. Presupone que la
méscara binaria proviene de una imagen con un dominio del tipo y-simple. Un dominio y-simple (véase
la figura I11.3a) es un dominio en R? en el que si se traza una recta vertical cualquiera (con excepcion
de los extremos del dominio en x), inicamente intersecta a la frontera del dominio en dos puntos; en
otras palabras, la regiéon queda entre dos funciones de x. Esto es un poco restrictivo en cuanto a la
generalidad del dominio que se quiere trabajar. Hay una manera de extender el programa a regiones
que no son y-simples. La forma se discute més adelante, pero no se implementa.

A A

> >
(a) (b)

Figura II1.3: (a) Dominio y-simple: Cualquier recta vertical intersecta inicamente dos veces a la frontera del
dominio, con excepcion de las que pasan por las abscisas de los extremos. (b) Dominio que no es y-simple:
Existen rectas verticales que intersectan mds de dos veces la frontera del dominio, ademds de las que pasan por
las abscisas de los extremos.

Con la mascara binaria cumpliendo las propiedades discutidas, el conteo de particulas se hace deter-
minando la primer y ultima columna con unos. Claro, se supone que el dominio original no es disjunto
(que se puede unir cualquier punto del dominio con otro por medio de una curva cuyos puntos estén en
el dominio), y que por ello la médscara binaria posee una regién donde cada columna tiene més de dos
unos. Es una revision por fuerza bruta, porque no se conoce de entrada qué columna tiene unos ni en
qué renglones, de tenerlos.

Con la informacion del indice de la primer columna donde hay unos y de la ultima columna, se cuenta
el nimero de unos en cada una de estas columnas. Si cada pixel en el borde de la mé&scara binaria
representa una particula, el nimero de particulas en la pared izquierda N1, en la derecha N2, y en la
parte de arriba y abajo del dominio N3 se encuentra contando el niimero de unos en la primer columna,
el nimero de unos en la tiltima columna, y el nimero de columnas entre la primer y iltima columna.

Sumando estas y las particulas extra, que se colocan entre cada particula asociada a un pixel, se obtiene
el nimero total de particulas.
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A continuacion se generan arreglos con el tamano del nimero de particulas. Uno de ellos para guardar
la coordenada z y el otro para la coordenada y.

La siguiente funciéon que se ejecuta es la de generacionDeParticulasEnPared(...). Esta funcion
recorre el bitmap columna por columna. Llena primero las posiciones de los nodos en la frontera de
arriba y abajo. Para ello, identifica los pixeles en la frontera de arriba, y automaticamente asigna una
posicién con base en sus indices (i, 7). Prende una bandera que indica que ya estd dentro del interior
del dominio, y cuando encuentra un cero, asigna una posicion de acuerdo con los indices en la posicion
de arriba, i.e. (i,7 — 1). Para los de la frontera de arriba, estas posiciones se van colocando en orden,
saltando las posiciones de las particulas intermedias que falta por asignar. Para los de la frontera de
abajo, estos se colocan de atras para adelante en el arreglo en la posicién que les corresponde para hacer
que toda la frontera se recorra en una sola direccion.

Luego, las particulas de la frontera izquierda y la derecha son asignadas. Los nodos de la pared derecha
se escriben en orden inverso para seguir la misma direccién en la frontera. De nuevo, en el arreglo que
guarda las posiciones escritas, se deja un espacio para las particulas intermedias.

Finalmente, se asigna las posiciones de las particulas intermedias, tomando los puntos de las particulas
asignadas previamente, y colocando equidistantemente las coordenadas de particulas intermedias en el
segmento que une a esos dos puntos.

En la siguiente subseccion se describe la forma de identificar rapidamente la regién en que una particula
se encuentra.

I11.3.2. Identificacién de localidades para una particula.

La red de nodos permea a todo el espacio en que se hace la simulacion. Incluso, puede extenderse a
regiones fuera del dominio en que se busca la solucion del problema. Ciertos nodos externos al dominio
se consideran como parte de muchos métodos para resolver las condiciones de frontera del método de
Lattice Boltzmann. Por practicidad, uno puede considerar una red de nodos que cubra todo un dominio
rectangular, aunque el dominio fisico donde se quiere resolver el problema sea una porcion de él, y no
su totalidad. Las particulas que se determinaron con las funciones de las subseccién anterior viven en
este espacio generalizado. De hecho, estas particulas determinan a final de cuentas la asignacion de tipo
que cada nodo del dominio general recibe.

La forma en la que estas particulas determina si un nodo se debe etiquetar de una forma u otra se
explica a continuacién. En general, una particula se encuentra espacialmente entre cuatro nodos (véase
figura I11.4). O, de otra forma, si se unen los nodos (4, j), (¢,7+1), (i+ 1,7+ 1) y (i+1,7) con aristas
(quitando las diagonales), cualquier particula que se encuentre contenida en el cuadrado resultante tiene
cercanos los mismos nodos. Ahora, esa particula en realidad forma parte de la pared, asi que esta unida
con otras dos particulas de la pared. Esas dos particulas pueden estar dentro de la localidad descrita.
Si se extiende este razonamiento, en algin momento una de estas particula se une con otra en una
localidad similar. Si el espaciamiento entre estas particulas no es muy grande, la localidad de la ultima
particula tiene como vecino al menos un nodo de la primer localidad. Es posible, sin embargo, que la
particula se encuentre séla en la localidad. Pero el resultado sigue siendo el mismo. La pared, formada
por las particulas, necesariamente cruza la localidad. Esto muestra que el enlace entre cualquier par
de nodos necesariamente se intersecta por la frontera, lo que los convierte automaticamente en nodos
frontera.
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Figura I11.4: Esquema de localidades del tipo 1.

Entonces, por una parte la localidad de las particulas establece cuales son nodos frontera, y por otra,
establece qué puntos se encuentran cercanos entre si, y con esto ajustar alguna curva a la frontera.

Hay casos especiales en que una particula pertenece a dos o cuatro localidades. Esto sucede cuando la
particula queda sobre una arista horizontal o una arista vertical entre dos nodos vecinos, para el primer
caso, o cuando queda precisamente sobre un nodo, para el segundo caso. Surge entonces la pregunta de
a qué nodo deberia asociarse una particula. Pero tomando en cuenta que la presencia de una particula
determina que se establezca un nodo como nodo frontera, no se descarta ninguna, y se considera que
una particula en esa situacion esta en todas las localidades compartidas.

Para el caso de dos localidades vecinas, ocupadas por la frontera, hay entonces nodos frontera en
comun. Para estos nodos, ambas localidades quedan igual de cerca, y en cada una se ajusta una curva
a la frontera en ambas localidades. En estos casos, la decisién no es clara de qué curva de ajuste debe
asignarse a los nodos en comun. Una posibilidad seria utilizar una curva de ajuste para todas estas
localidades vecinas. Pero hay otras posibilidades.

El esquema de localidades descritas en los parrafos anteriores se llaman localidades de tipo 1. Su uso
principal consiste en la identificacion del tipo de los nodos.

Un segundo esquema de localidades, que se llaman del tipo 2, consiste en el espacio formado si se colocan
los vértices de la localidad en los centros de cada una de las 4 localidades de tipo 1, vecinas a un nodo
(véase figura I11.5).
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Figura II1.5: Esquema de localidades del tipo 2.
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Para este segundo esquema, se garantiza que las particulas en la localidad sean las mas proximas al
nodo. Entonces, la curva que se ajusta a la pared también queda mas préxima al nodo.

Cualquiera de los dos esquemas permite identificar a un nodo frontera. Sin embargo, es posible que
alguno de estos o ambos no detecten a todos los nodos frontera por falta de particulas. Por ejemplo
(véase figura I11.5), para el esquema de localidades tipo 2, si una particula se encuentra en la localidad
24 y la siguiente en la 18, y ninguna de esas particulas es compartida por la localidad 25, entonces
el nodo 25 no se etiqueta como nodo frontera. Algo similar ocurre con las localidades de tipo 1. Sin
embargo, por la naturaleza de las localidades de tipo 1, es menos probable que falten de etiquetar nodos
frontera. Cada una de estas localidades etiqueta 4 nodos, mientras que las del tipo 2 sélo etiquetan uno.

Una manera de evitar el problema es pensar en localidades de un tamano mayor, pero el ajuste local
de la frontera es mas tardado por considerar mas puntos.

Otra forma es considerar un tipo de localidad y corregir con el otro. El enfoque de hecho es usar las
localidades de tipo 1 para marcar los nodos frontera, y también con estas, escoger los nodos con los
que trabaja la configuracién 3 usada por el método de condiciones de frontera descrito en el capitulo
I1. Para los nodos frontera marcados, (més adelante se describe el marcado de los nodos) a los que no
se les haya asignado ciertos valores, se trabajan en el esquema de tipo 2.

Las dos funciones que se encargan de la asignacién de localidades de cada tipo a las particulas son
identificalocalidadesDeParticulasConfiguracionl(...) e
identificalocalidadesDeParticulasConfiguracion2(...), y trabajan de forma muy similar.

Ademas de la forma mostrada en las figuras I11.4 y II1.5 para referirnos a una localidad, existe una
forma por medio de indices para referirnos a estas. Notese que en el esquema de localidades tipo 1
al nodo en la esquina superior izquierda de cada localidad su niimero asociado por el polinomio de
redireccionamiento PL(i,j) =i+ j * NX es el mismo que el de la localidad correspondiente. En otras
palabras la localidad nimero PL(i, j) siempre tiene de esquina superior izquierda al nodo (i, 7). En el
esquema de localidades tipo 2, sélo hay un nodo contenido por la localidad PL(i, j), el (i, ). Asi, en el
esquema 1, los indices de la localidad son los del nodo de la esquina superior izquierda, y en el esquema
2, los indices del nodo que esta en su centro.

Si se encuentra estos indices para cada particula, se reconstruye a partir de ellos su localidad. Para
encontrarlos en el esquema 1 se usa lo siguiente:

m = ParticulasFronterax [k]/delta;
1 = ( (NY-1)xdelta — ParticulasFronteray[k] )/delta;

m y 1 son los indices que tiene la k-ésima particula con coordenadas

(ParticulasFronterax[k] ParticulasFronteray[k]), delta es una constante que se define en el
preambulo del programa, y NY es el niimero de nodos en la direccién vertical. La operacién usa un cast al
resultado de la operacion de la derecha. Por ejemplo, si ParticulasFronterax[k] esigual a mxdelta+r,
la operacién devuelve m, porque el niimero resultante de la divisién ParticulasFronterax[k]/delta
es de la forma m + r/delta y r/delta se descarta por no ser entero. Si la coordenada x del nodo es
Px(m), cuando Px(m) < ParticulasFronterax[k] < Px(m) + delta el indice que se le asigna es m.
Algo analogo sucede con 1, pero la estructura de la operacion es diferente porque el indice 1 con menor
valor corresponde con la mayor altura del dominio.

Para el caso de las localidades de tipo 2, la identificacién de indices se hace con:

m=(ParticulasFronterax [k]+delta /2)/delta;
1=((NY—1)xdelta — ParticulasFronteray [k]+delta/2)/delta;
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Ahora, si ParticulasFronterax[k] es igual a m2xdelta + r, y se suma con delta/2, es posible que
r+delta/2 seaigual a delta + r2 que, al dividirse entre deltadem2 + 1 + r2/delta, descartando de
nuevo la parte fraccional r2/delta. La situacion descrita sucede cuando r es mayor o igual a delta/2.
Si la coordenada x del nodo es Px(m), cuando Px(m) - delta/2 < ParticulasFronterax[k] < Px(m)
+ delta/2 el indice que se le asigna es m. Analogamente para 1, y de nuevo la estructura de la operacion
es diferente por la misma razén mencionada.

Notese que con esta operacion, una particula en el borde derecho o en el borde de abajo de la localidad
de tipo 1 o 2, no se asigna a esa localidad, sino a la de la derecha, en el primer caso, y a la de abajo,
en el segundo. Pero ya que si una particula se encuentra en el borde entre dos localidades o en el
vértice entre cuatro localidades, se le asigna las dos o cuatro segun el caso. Para las localidades de tipo
2, cualquier particula en el dominio se le asigna una localidad que al menos tiene parte de ella en el
dominio (la localidad cero tiene tres cuartas partes fuera del dominio, pero esto no representa ningin
problema). En el caso de las localidades de tipo 1, para particulas en el borde derecho del dominio
general, o en el borde inferior, estrictamente se deberia asignar la localidad PL(NX-1,1) y PL(m,NY-1),
respectivamente. Pero como dichas particulas también estan en la localidad a la izquierda y de arriba,
respectivamente, se considera que solo estan en estas. Una particula en la esquina inferior derecha sélo
se asigna a la localidad PL(NX-2,NY-2).

La forma de identificar si una particula estd entre dos localidades para la localidad de tipo 1 es probando
las igualdades

deltasm =— ParticulasFronterax [k];
lxdelta = ( (NY-1)xdelta — ParticulasFronteray[k] );

o para evitar problemas de redondeo

fabs( deltasm — ParticulasFronterax[k] ) > epsilon;
fabs( lxdelta — ( (NY—1)xdelta — ParticulasFronteray|[k] ) ) > epsilon;

con epsilon una constante pequena, que determina cuando se considera que dos nimeros son iguales.
Si se cumple la primera, quiere decir que la particula estd entre dos localidades vecinas horizontalmente;
si se cumple la segunda, la particula esta entre dos localidades vecinas verticalmente; si se cumplen las
dos, quiere decir que tiene cuatro localidades vecinas.

La identificacién para cuando una particula estd entre dos localidades del tipo 2 es analoga.

En cualquiera de los dos esquemas, para guardar las localidades en las que estd cada particula, se usa
los arreglos Loc y Loc2 para los esquemas 1 y 2, respectivamente, que cada uno tiene el tamano de
cuatro veces el nimero total de particulas. Cada cuatro entradas de estos arreglos estan asignadas a
una particula especifica. Es decir, las entradas 4xk, 4x¥k+1,4*k+2 y 4xk+3 corresponden a la particula
k. Asi, si se quiere saber la particula a la que le corresponde una localidad ¢, que se encuentra en la
entrada i de alguno de los arreglos de localidades, se calcula i/4 y se obtiene su parte entera.

Las particulas que s6lo se encuentran en una localidad, sus otras tres entradas asignadas son -1. Las
que comparten otra localidad, sus dos ultimas entradas asignadas son -1. Las que comparten cuatro
localidades, tienen todas sus entradas asignadas distintas de -1.

Para encontrar todas las particulas que tienen una misma localidad y hacer mas eficiente el algoritmo, los
arreglos Loc y Loc2 se ordenan. Sin embargo, como se necesita la ordenacién que poseen por construccion
para poder identificar a qué particula corresponde cada localidad, no es posible hacer la modificacién
directa en los arreglos. Por ello, se usan arreglos de indices auxiliares. Estos arreglos se inicializan segtin
lo siguiente
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for (int i = 0; i < 4xNtotales; ++i) {

De tal forma que si se hace la composiciéon de un arreglo con otro, se cumple que Loc[ind1[i]] =
Loc[i]. Si se intercambia el elemento r por el que estd en la posicion s, la composicion de arreglos
para esos valores da Loc[ind1[r]]=Loc[s] y Loc[indl[s]]=Locl[r], es decir, el intercambio de los
elementos de ind1 genera el intercambio de posiciones cuando se considera la composicion de arreglos
Loc[ind1[]]. Con esto, el intercambio necesario para ordenar el arreglo Loc se lleva a cabo en ind1,
y cuando aparezca la combinacion Loc [ind1 [k]] se entiende como si se usara directamente un arreglo
de localidades ordenadas, por ejemplo, LocOrd [k].

Para ordenar los arreglos de localidades, se usa la funciéon radixSort (. . .). Esta funcién toma el arreglo
de localidades, el arreglo de indices, y un arreglo auxiliar de indices. También necesita un arreglo donde
se registra el digito considerado, y un arreglo mas que registra el niimero de aparicién de un digito. De
hecho, esta funcién es una modificacion al algoritmo estandar. La tinica modificacion es que trabaja con
un arreglo de enteros que puede contener varios -1.

El algoritmo de radix sort es un algoritmo que digito por digito. Hay dos versiones. Una que empieza
con los digitos de érdenes superiores y va trabajando sucesivamente con los 6rdenes inferiores, y una que
empieza con los digitos de 6rdenes inferiores y va trabajando sucesivamente con los 6rdenes superiores.
La idea del algoritmo es que se hace una ordenacién parcial por digito. La versiéon implementada trabaja
primero con las unidades y avanza a érdenes superiores.

Empieza por inicializar los arreglos de indices usados. El siguiente paso es calcular el niimero de digitos
que tiene el nimero mayor del arreglo, que es conocido porque no hay mas de NX*NY-1 localidades. Luego,
extrae el primer digito de cada nimero. Estos los coloca en un arreglo para evitar hacer el calculo de
nuevo. Después, inicializa el arreglo cuentaDigitos, que es el encargado de poner cada elemento en su
lugar. Este es de tamano 11, en vez del tipico tamano de 10. Tiene un elemento mas para guardar el
numero de apariciones de -1. A continuacién, cuenta cada aparicion de los digitos en el arreglo digitos
antes encontrado. Cuando encuentra -1, suma en la ultima posicion del arreglo. Entonces, la tdltima
posicion del arreglo da el nimero de negativos en el arreglo Loc. A cuentaDigitos le hace una suma
prefija una vez ha terminado el paso anterior. Asi, ahora el arreglo contiene la primer posiciéon en que
se coloca cada elemento del arreglo que esta ordenando. Como ya se menciond, el intercambio para
la ordenacién se lleva a cabo en el arreglo de indices. También, el intercambio necesita de un arreglo
auxiliar, o se sobreescriben posiciones que luego se intercambian con el valor de la sobreescritura y
no con el valor original que debian intercambiar. Antes de hacer el intercambio de punteros para los
arreglos de indices, se copian los indices que contienen las posiciones de los elementos con -1. De esta
forma, en los intercambios sucesivos, donde ya no se trabaja con esas posiciones, ya no se altera su
orden. De no hacer este paso, en el paso siguiente del ciclo de ordenamiento, las tultimas posiciones
donde deberian estar los indices de los elementos con -1, estan en el arreglo de indices ind, pero en el
intercambio con indAux, el orden correcto lo guarda este. Si el ciclo terminara en ese paso, el orden
correcto para esas posiciones estd en indAux. El paso final del ciclo es el intercambio de arreglos de
indices, como ya se mencioné. En la siguiente vuelta, haciendo el intercambio de indices para las ultimas
posiciones, se trabaja ahora con los digitos en la segunda posicion. Como los elementos con -1 ya no
pueden ordenarse maés, ya no se tocan y el arreglo se reduce en tamano, lo que ayuda a hacer méas
eficiente el algoritmo. Todos los pasos siguientes son los mismos, con excepciéon de que ya no se trabaja
con los -1. Una tultima caracteristica importante del algoritmo se menciona. Aunque en el arreglo final
quedan las localidades con un mismo valor juntas, la localidad correspondiente a la k-ésima particula
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y la localidad correspondiente a la (k 4 n)-ésima particula, con un mismo valor, guardan un orden, tal
que aparece primero la localidad para la particula con indice menor, es decir, la k-ésima.

I11.3.3. Ajuste de segmentos de recta a la frontera del dominio

Dos funciones se encargan de esta parte. La primera es rectificaFrontera(...). Esta revisa todas
las localidades de tipo 2 del dominio y revisa qué particulas tienen la misma localidad. La funcion
binarySearch(...) se encarga de hacer la busqueda. En caso de no encontrar la localidad, para el nodo
asociado a la localidad de tipo 2, los valores de pendientes[PL(i,j)], ordenadasAlOrigen[PL(i, j)]
y sentido[PL(1,j)] se asignan a cero. Esto es importante para el paso de correccién. Esto es, porque
un nodo frontera con sentido[PL(i,j)] igual a cero, es un nodo que en el esquema de localidades
del tipo 2, no tiene particulas en la cercania, y por lo tanto, no hay manera de hacer un ajuste de la
frontera. Pero por ser un nodo de frontera, en el esquema de localidades del tipo 1 si tiene particulas
cerca de él.

En lo que sigue, para la funcién rectificaFrontera(...) se trabaja exclusivamente con localidades
del tipo 2, por lo que solo se refiere a ellas como localidades, sobreentendiendo que son de este tipo.

Para representar la frontera, una forma sencilla es ajustando un segmento de recta a las particulas
que estén en la localidad. El nimero minimo de particulas necesarias para identificar a un nodo como
de frontera es uno. Por lo que si en la localidad, asociada a un nodo, existen particulas, la busqueda
binaria regresa el indice del arreglo Loc2[ind2[]] donde se encuentra la localidad. Para facilitar un
poco la discusion, se considera un arreglo auxiliar con las localidades ordenadas. Sea este Loc20rd[].
Entonces, la bisqueda binaria regresa, el indice ix donde al evaluar en el arreglo, esta la localidad.
Sin embargo, la buisqueda binaria regresa el primer elemento que encuentra con la localidad buscada.
Como se busca todas las particulas con la misma localidad, se busca hacia atras en Loc20rd el primer
elemento que tiene la misma localidad y también hacia adelante. Respecto del elemento con indice ix,
el primer elemento con la misma localidad es el de indice ix-rrizq y el ultimo elemento con la misma
localidad es el de indice ix+rrder. Si rrizq y rrder son iguales a cero, quiere decir que la particula se
encuentra sola en la localidad. Si uno es igual a 1 y el otro es igual a cero, entonces hay dos particulas
en la localidad. Si los dos son distintos de cero, hay méas de 2 puntos en la localidad.

Si N cuenta el nimero de particulas en la localidad, cuando N = 1, con sélo esa particula no se puede
obtener una rectificacion de la frontera. Entonces, se consideran las dos particulas vecinas en la pared, y
a partir de ellas se obtiene la pendiente de una recta, que se impone, pase por el punto en la localidad. Si
N = 2, la recta para ajustar la frontera se obtiene con la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.
Si N >2, la mejor recta que aproxima a ese conjunto de puntos se obtiene con el método de minimos
cuadrados. Para cualquiera de estos casos, hay un caso especial que se trata de forma distinta. Cuando
la pendiente de la recta es muy grande, correspondiente a una recta vertical, la ordenada al origen
carece de sentido. Sin embargo, para describir ese tipo de rectas, ademas de su pendiente, se necesita
en qué abscisa estd. Para no perder esa informacién, en estos caso, la ordenada al origen b guarda la
abscisa por donde pasa la recta.

Hay otros detalles importantes a cuidar. Cuando la primer particula o tltima se encuentran solas en una
localidad, la particula anterior a la primera es la ultima del arreglo, y la particula siguiente a la ultima
es la primera. También, si la primer y ultima particula se encuentran en la misma localidad, la ultima
se considera que precede a la primera. Recuérdese que el arreglo Loc20rd guarda de todas maneras un
orden relativo entre localidades con el mismo valor. Por lo que es perfectamente diferenciable cual es
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la primer particula y cudl es la iltima. En general, esto también ayuda para ver qué particula precede
a otra. La importancia de esto es que con esta informacion se construye en qué sentido se recorre la
frontera, y eso ayuda para determinar qué punto es interior y cudl es exterior.

La forma de obtener el sentido en que se recorre la frontera es tomar la primer particula en la localidad
y la dltima, y restar la coordenada = de la primera a la segunda, y segtn el signo es el sentido asignado.
1 si es positivo y -1 si es negativo. Si las particulas tienen la misma coordenada x, se resta la coordenada
y de la dltima particula a la de la primera. El arreglo sentido[] guarda esto de acuerdo con cada nodo
en el dominio total. Por supuesto, los tnicos lugares donde se escribe algo es en las posiciones de los
nodos frontera.

Para terminar la explicacién de la implementacién de esta funcién, se recuerda que para obtener qué
particula se esta trabajando, se divide entre cuatro el indice del arreglo de localidades. En este caso
el indice es ind1[ix] para la primer localidad encontrada con la busqueda binaria, ind1[ix-rrizq]
para la primer particula con la misma localidad y ind1[ix+rrder] para la ultima particula con la
misma localidad. Todos los elementos de ind1 entre el elemento ix-rrizq y el elemento ix+rrder son
particulas con la misma localidad. Entonces la particula correspondiente se encuentra con ind1 (k] /4,
donde k toma valores entre ix-rrizq y ix+rrder.

Ahora, como ya se mencioné antes, el andlisis por localidades del tipo 2 sélo logra asignar pendientes[],
ordenadasAlOrigen[] y sentido[] a ciertos nodos frontera. La funcion
correccionANodosNoContemplados(...) se encarga de corregir eso.

correccionANodosNoContemplados(...) recorre todas las localidades de tipo 1 que tienen todas las
particulas. Por supuesto, para evitar repetir la revisiéon de nodos, el arreglo se recorre en orden, y una
vez termina con una localidad avanza a la siguiente.

Lo primero que hace es tomar una localidad de tipo 1 y avanza en el arreglo para ver cuantas particulas
comparten la misma localidad. Esta informacion sirve, por una parte, para indicar la cantidad de
particulas que considera uno de estos nodos frontera no trabajados, y por otra, para avanzar a la
siguiente localidad con valor diferente.

Con la localidad de tipo 1, se obtiene el nodo asociado a ésta (el de la esquina superior izquierda). Por
ejemplo, es el (m,1), y se obtiene con

1 = pos/NX;
m = pos — lx*NX;

pos es la localidad trabajada, y NX es el nimero de nodos en la direccion horizontal. En este caso, todas
las variables trabajadas son enteras. La razon de estas férmulas es que la localidad pos se expresa con
sus indices de la forma pos = 1#NX + m. Al tomar la division entre NX se descarta m/NX pues m es un
nimero entre 0 y NX-1. Conocido el indice 1, se resta 1*NX para obtener m.

Conocidos estos indices, se sabe que los nodos que rodean la localidad son (m,1), (m+1,1), (m+1,1+1)
y (m,1+1), por lo que esos son los candidatos a corregir. Un nodo de estos, no trabajado, tiene dos
caracteristicas. Una, que el valor del arreglo sentido[] para el nodo es cero, y que la localidad del
tipo 2 con los mismos indices del nodo, no posee particulas. La razon de revisar ambas propiedades
es que un nodo esta en cuatro localidades del tipo 1, y para cada una de ellas se puede asociar una
pendiente, ordenada al origen y sentido de la frontera rectificada. Asi, a pesar de que se le haya asignado
previamente una pendiente, ordenada al origen y sentido, se sigue analizando si el segmento de recta
ajustado a la frontera en otra localidad vecina es mejor. Se piensa como un ajuste mejor si el segmento
de recta tiene una distancia menor al nodo frontera.
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Ademas de la pendiente, ordenada al origen y sentido de la frontera, se corrigen las condiciones de
frontera. Para una localidad dada, estas variables se calculan una sola vez, siempre que sea necesario.
Esta es la razén de la bandera estaCalculado, y que el célculo de estas se lleve a cabo en una funcion
dentro de cada condicional para cada uno de los cuatro nodos de la localidad. La funcién se llama
correcciones(...) y calcula la pendiente, ordenada al origen y sentido de las particulas en la localidad
de tipo 1, de manera totalmente andloga a la funcion rectificaFrontera(...). También calcula las
condiciones a la frontera, impuesta por un arreglo que contiene las velocidades de las particulas en la
frontera. La forma en que trabaja, es considerando los indices de las particulas méviles. Si alguno de
los indices de la localidad se encuentra entre el rango de particulas méviles establecido, la velocidad de
la particula correspondiente se suma. Al final, se divide la suma de velocidades de todas las particulas
en la localidad con indices en el rango permitido, entre el niimero de particulas méviles de la localidad.

I11.3.4. Identificaciéon de los tipos de nodo del dominio

Para la identificacién de los tipos de nodo del dominio, se usan tres funciones. La primer funcion
identifica y marca los nodos frontera segin el esquema de localidades de tipo 1. Esta es la funcion
identificaNodosFrontera(...). La siguiente funcién, usa la informacion de cudles son los nodos fron-
tera para hacer una asignacion mas eficiente. Esta es identificaTipoDeNodos(. . .). La ultima funcién,
marca los nodos segin la configuracién 3 descrita en el capitulo II. Esta es la funcién marcaNodos(...).

El funcionamiento de la primer funcién es simple. Se recorren las localidades de tipo 1 en orden,
omitiendo las localidades ya trabajadas. Los nodos que delimitan la localidad son los nodos frontera.
Se marcan con -1, en un arreglo M, para que no haya confusién con posibles marcados anteriores. Por
supuesto, el arreglo M que guarda el tipo de cada nodo debe ser inicializado desde el principio del
programa, y de hecho, basta con esa vez, a pesar de que pueda ser mévil la frontera del dominio.
La razon es que so6lo esta funcion marca con -1 los nodos frontera. De la bisqueda de localidades, por
supuesto se omiten las tultimas entradas del arreglo LocOrd, pues ahi es donde quedaron los -1 indicando
que no habia mas localidades asignadas a las particulas.

La segunda funcién, identificaTipoDeNodos(...) trabaja determinando el tipo de cada nodo con
indice vertical j. Es decir, los nodos en un mismo renglén en el arreglo rectangular de nodos. Al
principio de cada rengén, la bandera MarcaEncontrada se inicializa apagada. Esta bandera senala si
se ha encontrado un nodo de frontera, previamente marcado con -1. Si esta bandera estd apagada,
automaticamente el tipo del nodo se asigna a cero, que indica que el nodo es un nodo sélido de bulto.
Esta bandera se prende cuando se detecta un nodo frontera. Asi, para todos los nodos en una linea,
antes de encontrar un nodo frontera, su tipo se marca con 0. Una linea sin nodos frontera se marca
completamente con ceros.

En el momento en que se encuentra un nodo frontera, se prende la bandera MarcaEncontrada y el
comportamiento de identificacién de nodos cambia. Para el nodo frontera, se identifica su tipo por
medio de la funcién identificaTipoNodosFrontera2(). Esta es una funciéon que regresa tinicamente
los valores 2 o 3. Un valor 2 significa que el nodo es un nodo frontera sélido. Un valor 3 significa que el
nodo es un nodo frontera fluido. El funcionamiento de esta funcién se explica mas adelante.

Después de encontrar el primer nodo frontera, la bandera MarcaEncontrada esta prendida y los nodos
siguientes se trabajan de la siguiente forma. Si el nodo revisado es nodo frontera, la identificacion se
vuelve a hacer por medio de la funciéon identificaTipoNodosFrontera2(). Esto sigue hasta que se
encuentra un nodo que no sea de frontera. Para ese nodo, la asignacion de tipo depende del nodo
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anterior, que es de frontera. Si el tipo del nodo anterior es 2, quiere decir que el nodo es un nodo sélido
de bulto. si el tipo del nodo anterior es 3, el nodo es un nodo fluido de bulto, que se identifica con
el valor 1. Por construccién, un nodo de frontera sélido (2) sélo tiene como vecinos a otros nodos de
frontera solidos, a nodos de frontera fluidos (3) o a nodos sélidos de bulto (0). Un nodo de frontera fluido
(3), sélo tiene como vecinos a otros nodos frontera fluidos, nodos de frontera sélidos o nodos fluidos de
bulto (1). Los nodos que siguen tienen el mismo tipo ya establecido, excepto si se encuentra de nuevo
un nodo frontera, donde hay que volver a hacer la identificacion de tipo, para luego seguir haciendo la
identificacién de los nodos faltantes, de la misma forma. La operacién de identificacion de tipo es la
mas costosa, asi que sélo se usa para los nodos frontera.

Respecto de la funcién identificaTipoNodosFrontera2(), su funcionamiento estd basado en una
propiedad geométrica, que se atribuye a dominios en R? a los que se les asigna un curva frontera, que
se recorre de una manera especifica (véase figura I11.6). Esta propiedad geométrica es la orientabilidad
de un area. Se dice que un area esta orientada positivamente si su curva frontera se recorre en sentido
antihorario, o positivo, y que estd orientada negativamente si su curva frontera se recorre en sentido
horario o negativo.

Figura II1.6: Curva frontera de un dominio en R?.

Cuando la curva se recorre en sentido horario, si se toma un vector tangencial a la curva en un punto
X, de tal forma que siga el sentido horario, cualquier punto interior al dominio en la localidad de X,
queda a la derecha de la frontera; cualquier punto en el exterior al dominio, en la localidad de X, queda
a la izquierda. Asi, si se determina de qué lado, respecto de la curva frontera, queda el nodo frontera a
identificar, se identifica su tipo. El signo de un producto cruz de hecho es el que ayuda a determinar de
qué lado. Si ademas del vector tangencial ¥, en el punto X, se toma un vector que vaya de ese punto al
nodo a identificar, sea este Vy el signo del producto cruz v; x v , de ser positivo, nos indica que el
nodo esta en el exterior, y por lo tanto, es un nodo frontera sélido; si es negativo, el nodo es interior, y
es un nodo frontera fluido.

Sin embargo, obtener un nodo en la recta que ajusta localmente a la frontera, es una operacién un tanto
costosa computacionalmente.

La informacién necesaria para generar el vector tangencial a la curva, que puede ser de cualquier
tamano, ya se posee. Porque se tiene la pendiente y ordenada al origen de la recta tangencial a la
frontera. Ademas, se tiene el sentido en que se recorre la curva para cada nodo. De hecho, con excepcion
de cuando la pendiente es infinita, si a es la pendiente, y b su ordenada al origen, un vector tangencial
a la frontera con el sentido s es s(1,a). El segundo vector, el que determina la posicién del nodo, se
construye de acuerdo al sentido s que tiene la curva en el punto cercano al nodo. Si la curva se recorre de
izquierda a derecha (s=1), se extiende el segmento de recta que ajusta a la frontera hasta x = 0 (véase
figura I11.7). El punto de interseccién es el (0,b). Un vector que parta de este punto al nodo, que esta en
(Px(1),Py(j)), esel (Px(i)-0,Py(j)-b). El signo del producto cruz de (1,a) con (Px(i),Py(j)-Db)
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Figura II1.7: Vectores tangenciales a la curva frontera de una region en R2.

establece el tipo del nodo frontera. Si la curva se recorre de derecha a izquierda (s=-1), la extensién
del segmento que ajusta la frontera se hace a la derecha, hasta, por ejemplo x = W, con W el ancho
del dominio (véase figura I11.7). Ahora el punto de interseccién es el (W,aW+b). El vector de este punto
al nodo es (Px(i)-W,Py(j)-aW-b). El signo del producto cruz de -(1,a) con (Px(i)-W,Py(j)-aW-b)
determina el tipo de nodo frontera. De hecho, cuando s=1 el signo se determina calculando Py(j) -
b - axPx(i), y cuando s=-1, el signo se determina calculando -Py(j) + b + axPx(i). Ndtese que el
signo en la segunda expresién no depende del valor escogido para W. Ademas, las expresiones son iguales
con excepcion del signo.

En el argumento del parrafo anterior, se usa que el signo del producto cruz de un vector, que lleva la
direccion de una recta, con otro vector, que va de un punto cualquiera en la recta a un punto fijo en el
espacio, siempre es el mismo. Particularmente, el punto cualquiera, puede ser el punto de tangencia de
la recta (que es la recta ajustada a la frontera), y el punto fijo en el espacio, el nodo frontera.

Si el valor absoluto de Py(j) - b - a*Px(i) es muy cercano a cero, entonces se considera a los vectores
colineales, y el tipo de nodo se asigna por convencién como 3 (nodo frontera fluido), pues el nodo queda
sobre la frontera.

Si la pendiente a es la asignada a una recta vertical (o mayor), la recta es vertical. En este caso, si el
signo s=-1, y el nodo queda a la derecha, el nodo es exterior, y por lo tanto, es un nodo de frontera
solido; si queda a la izquierda, el nodo es de frontera fluido. Cuando s=1, la situacion se invierte. Si el
nodo queda sobre la frontera, de nuevo se asigna el tipo de nodo a 3.

Se advierte que este método presupone que las rectas ajustadas a la frontera son aproximadamente
tangenciales a la frontera.

La funcién marcaNodos () hace la seleccion de los nodos mas cercanos a la frontera. Para lograr esto, por
cada localidad de tipo 1 donde haya particulas, ajusta una recta al conjunto de puntos en ella, de forma
andloga a la funcién rectificaFrontera(...). Con la pendiente y ordenada al origen, se procede al
marcado de nodos. Para toda la descripcion de esta funcion, se usa tunicamente las localidades en el
esquema tipo 1, por lo que el tipo de la localidad se sobreentiende de aqui en adelante.

La recta ajustada intersecta a la frontera de la localidad de 6 maneras diferentes (véase la figura I11.8).
Se llama y, a la ordenada de la interseccion de esta recta, con una recta vertical que pase por el nodo
(I,m). yp es la ordenada de la interseccién de esta recta con una recta vertical que pase por el nodo
(I +1,m). z. la abscisa de la interseccién de la recta ajustada con la recta horizontal que pasa por el
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nodo (I, m). Y finalmente, x4 es la abscisa de la interseccién de la recta ajustada con una recta horizontal
que pasa por el nodo (I, m + 1). Cuando la recta ajustada es vertical, inicamente intersecta a las rectas
horizontales que pasan por los nodos (I,m) y (I,m + 1). Cuando la recta es horizontal, tinicamente
tiene interseccién con las rectas verticales que pasan por los nodos (I,m) y (I + 1,m). Estos casos se
consideran aparte del caso més general.

Asi, para el caso cuando la recta es vertical (figura 111.9b), para hacer el marcado de nodos, como la
recta equidista de las parejas de nodos (I,m), (I,m+ 1)y (I +1,m), (I +1,m + 1), la funcién marca
una pareja u otra. Marca la que esté mds cercana a la recta. Si la recta ajustada es horizontal (figura
[11.9a), ahora las parejas de nodos son (I,m), ({+1,m)y (I,m+1), (l+1,m+ 1). De nuevo, se marca
la pareja de nodos que estén mas cercanas.

En el caso mas general, y,, yp, T. y x4 todas existen. Sin embargo, estas ordenadas y abscisas de
interseccién no siempre corresponden a intersecciones en las fronteras de la localidad. Pero lo que si
se garantiza, como la recta ajustada estd contenida en la localidad, es que al menos un par de estas
corresponda a intersecciones de la frontera de la localidad. Por ejemplo, en la figura I11.8a, las abscisas
de interseccién y, v y, corresponden con puntos de interseccién con la frontera. Entonces, basta con ver
cuales de los valores y,, yp, T v x4 quedan entre los nodos.

Las combinaciones posibles en que 4, ¥, . y €4 quedan entre los nodos son: [Ya, ], [ZesZal, [Yarzel,
[Yarzal, [Yorxe] ¥ [Up,xal. Los casos [Ya,ys] ¥ [Te,xq) de hecho pueden ser ambos vélidos en el caso en que
la recta vaya de nodo a nodo opuestos por la diagonal. En estos casos, los nodos marcados son los que
pasan por los nodos. En los demés casos, [Va,%c|, [Ya,Zal, [Up,Te] ¥ [Ub,a], si la recta ajustada pasa por
algin nodo, este se marca. En general, se marca el nodo mas cercano al punto de interseccion de la recta
con la localidad. Ahora, la configuracion 3, la que requiere los nodos mas cercanos a la frontera, requiere
que no haya huecos, o en otras palabras, que haya suficientes nodos marcados para que no sea posible
pasar de un nodo sélido de bulto a un nodo fluido de bulto sin pasar por un nodo de frontera marcado.
Cuando la recta ajustada es vertical u horizontal, esto se logra automaticamente. Cuando la recta es
oblicua, si dos nodos opuestos por la diagonal no estan marcados, uno puede ir de uno de los nodos al
otro por la diagonal que los une. Si a > 0, se necesita que alguno de los nodos (I,m) o (I + 1,m + 1)
esté marcado. Si a < 0, se necesita que alguno de los nodos (I + 1,m) o (I,m + 1) esté marcado. De
hecho, entre las parejas de nodos mencionadas, se debe marcar el que tenga mas cercana la recta. Para
los casos [Ya,Ze|, [YasZal, [Ys,Ze] v [yb,z4, la eleccion es directa (véase las figuras 111.8¢c, 111.8d, T11.8e y
[11.8f), porque cualquier punto del segmento de recta que queda en la localidad, queda més cerca de ese
nodo. Sin embargo, hay una situaciéon donde es posible que haya dos nodos opuestos por la diagonal
que no estén marcados y no represente un problema para la configuracién. Esta situacion se da, en los
casos [Ya,Zels [YarTal, [UpsTe] ¥ [Yn,xa], cuando los puntos de interseccién de la recta ajustada quedan mas
cerca de un mismo nodo.

Falta por determinar qué nodo marcar cuando la recta de ajuste es oblicua e intersecta en uno de
los casos [Ya,Ys], [Te,xq). Considere la figura I11.10. Los nodos marcados son (I +1,m) y (I,m + 1). Se
necesita marcar alguno de los nodos (I,m) o (I + 1,m + 1). Sea y. la altura del centro de la localida y
ym la altura que tiene la recta a la mitad de la localidad. Si y,, < y. la recta queda més cerca del nodo
(l+1,m+1),y sl yn > vy la recta queda més cerca del nodo (I, m). Por lo tanto, la eleccién de qué
nodo marcar se hace con este método.

El método de marcado se discute a continuacién. Siendo que los tipos de cada nodo se guardan en el
arreglo M, con nimeros del 0 al 3, para no usar otro arreglo mas, el marcado se hace con otros niimeros.
La convencién seguida permite convertir un nodo frontera sélido o fluido a un nodo de bulto simplemente
restandole 2 al valor del tipo que tiene. Pero la opcién de convertir a nodo de bulto uno de frontera se
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Figura II1.8: Posibles intersecciones de la recta de ajuste con las fronteras de una localidad. Para todos los
casos, la recta es oblicua. (a) La recta intersecta a izquierda y derecha a alturas distintas. (b) Intersecta arriba
y abajo con distancias horizontales distintas. (c) Intersecta arriba y a la izquierda. (d) Intersecta a la izquierda
y abajo. (e) Intersecta arriba y a la derecha. (f) Intersecta a la derecha y abajo.
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(I,m) (I+1,m)
/
Yo = Yo
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Figura II1.9: Posibles intersecciones de la recta de ajuste con las fronteras de una localidad, para casos
especiales. (a) La recta intersecta a izquierda y derecha a la misma altura. (b) Intersecta arriba y abajo con
distancias horizontales iguales. (c¢) y (d) Intersecta en los vértices de la localidad.

(I,m) (I+1,m)
" g

YA
(I,m+1) (I4+1,m+1)

Figura II1.10: Cuando la recta de ajuste es oblicua, e intersecta a la localidad a la izquierda y a la derecha,
o arriba y abajo, se marca otro nodo. El criterio para determinar qué nodo marcar se basa en comparar la
altura del centro de la localidad con la altura que tiene la recta a la mitad de la localidad. En el caso particular
mostrado en la figura, como la recta queda por debajo del centro de la localidad, esta queda mds cerca del nodo
(I+1,m+1) y por lo tanto se marca.

descarta, porque otra localidad puede requerir que un nodo de estos sea marcado, y si es desmarcado,
se hace de bulto. Asi que, lo que se hace, es sumar 2 a cada nodo que se quiera marcar, siempre que no
se haya marcado antes. Es decir, un nodo frontera sélido marcado tiene el valor 4, y un nodo frontera
fluido tiene el valor 5. Al final de marcar los nodos por los métodos descritos, si se resta 2 a los nodos
no marcados, estos adquieren el tipo de los nodos de bulto, y si se resta dos a los nodos marcados, estos
adquieren el valor 2 o 3. De esta forma, se obtienen los nodos que requiere la configuracién 3.

A partir de la configuracion 3, las otras dos configuraciones son muy faciles de encontrar con lo que ya
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se tiene construido. De hecho, la modificacién para obtener los nodos frontera solidos es muy simple.
En vez de aplicar la funciéon marcaNodos(...), simplemente se regresan al valor 1 los nodos frontera
marcados con 3. El caso cuando se desee escoger los nodos frontera fluidos, requiere una convencion
como el caso de la configuracion 3, que quiza tenga mucho mas peso aqui. La convencion a establecer
es, como etiquetar un nodo que caiga sobre la pared del dominio. También, si estos se etiquetan como
nodos frontera fluidos, se debe establecer qué pasa con los nodos frontera fluidos alrededor, porque un
enfoque es pensar que estos ya no son de frontera, ya que la pared se encuentra “un poco mas alla” de
los nodos frontera fluidos que caen sobre ella.

III.4. Dominios mas generales

Como se mencioné en I11.3.1, el programa se puede extender a regiones més generales que no son y-
simples. La aplicacién a regiones z-simples es casi inmediata. Recuérdese que un dominio en R? es
x-simple si al trazar una recta horizontal cualquiera, (con excepcién de los extremos del dominio en
y), Unicamente intersecta a la frontera del dominio en dos puntos, o visto de otra forma, la regién esta
entre dos funciones de y. Asi, si el dominio a trabajar es una region del tipo z-simple, lo inico que hay
que hacer es rotar la imagen de entrada 90 grados.

De hecho, la limitaciéon mencionada sélo se da cuando la entrada al programa es una imagen. Si las
posiciones de la frontera, y 6rden en que se recorre la frontera estan dadas, el programa no tiene
problema.

La razén de la limitacién es la forma en que se hace el reconocimiento de la frontera. Una posi-
ciéon de un punto en la frontera superior se asigna, y a continuacién se asigna uno en la frontera
inferior. Sin embargo, cuando el dominio es como el mostrado en la figura II1.11, los puntos in-
mediatamente abajo no son necesariamente los de la curva en su frontera inferior. Asi, la funcion
generacionDeParticulasEnPared(. ..) asigna un punto de la frontera superior como si fuera uno de
la frontera inferior.

En la practica, la region estda dada, y en apariencia puede parecer del tipo y-simple. Mas atn, la region
interior podria tener pixeles blancos, o islas de pixeles blancos. Para evitar estos dos problemas, se hace
un paso de preprocesamiento al mapa de bits en el que, para cada columna, se encuentra el primer uno
en la frontera superior y el iltimo en la frontera inferior. Todas las posiciones intermedias en el mapa
de bits se hacen uno. Este paso se hace por fuerza bruta, porque de nuevo, para cada columna, no hay
una estimacion de donde pueda estar el primer uno o iltimo en el mapa de bits.

Figura II1.11: Regién en R? que no puede ser vista como region de tipo y-simple.

Con este paso de preprocesamiento, si la regiéon dada al programa es como la de la figura I11.11, la
region sombreada queda considerada como parte de la region.
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Si, en definitiva, la region que se quiere trabajar es como la de la figura I11.11, entonces es necesario
seccionar la region en tres subregiones del tipo y-simple (véase la figura I111.12). El seccionamiento de
la regién debe dejar cuatro puntos en comun entre una subregion, que se considera como la primaria,
porque es la que se une con las otras, y las otras dos subregiones, las secundarias, compartiendo asi
dos puntos con cada una. Esto, para reconocer precisamente donde se unen las subregiones. Para la
subregién primaria, llamada A, se encuentra todos sus puntos frontera. Para las subregiones secundarias,
By C, del conjunto de puntos en la frontera, se substrae la frontera comun con A, con excepcién de los
cuatro puntos mencionados anteriormente. En lo sucesivo, se entiende por frontera de B o C al conjunto
resultante.

Figura II1.12: Seccionamiento de dominio en R? en dos subregiones del tipo y — simple.

La reconstruccion de la union de las fronteras, es como sigue. Para una subregién, por ejemplo la B,
se toma el primer punto de la frontera de B. Este corresponde con uno de los dos puntos que se evité
substraer de la frontera comin entre A y B. A continuacién se busca en la lista de puntos de frontera
de la subregién A. El segundo punto comun, el otro que no se substrajo de la lista de puntos de la
frontera, se busca también en la lista de puntos de frontera de la subregion A. De hecho, es el ultimo
punto de la frontera de B. Todos los puntos intermedios a estos se eliminan y en su lugar se colocan (en
orden) los de la frontera de B. Por supuesto, los puntos en comin se escriben una sola vez. Esto mismo
se aplica con la subregién C.

Las fronteras de A, B y C deben escribirse de tal forma que tengan la misma orientacién. Para B y C
esto implica que, segin de qué lado de la region original se extrajeron, es el orden en que se escriben sus
arreglos de coordenadas. Recuérdese que cuando se habla de las fronteras de B y C, las curvas frontera
estan abiertas por la substraccién mencionada anteriormente. Por ejemplo, si la extracciéon se hizo del
lado derecho, en los arreglos de coordenadas se escribe primero la frontera superior, luego la pared
derecha y al final la frontera inferior. Si la extraccién se hizo del lado izquierdo, primero se escribe la
frontera inferior, luego la pared izquierda y finalmente la frontera superior.

Como se mencioné anteriormente, todo esto no se implementa. Sin embargo, de la discusion anterior,
se observa que la restriccion original impuesta al programa, de que trabaje exclusivamente con regiones
del tipo y-simple, es un paso importante para un programa que trabaje regiones mas generales.

Ahora, ninguna de las regiones discutidas anteriormente tiene fronteras interiores o “huecos”. La figura
[I1.13 muestra un dominio con huecos.
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Figura II1.13: Region en R? con “huecos”.

En realidad, incorporar huecos (de tipo y-simples) a la regién es sencillo, dado todo lo que ya se tiene.
Sélo hay que hacer unas cuantas modificaciones. Las modificaciones son sélo dos.

Antes de discutir las modificaciones, se considera la modelacién tipica de una regién en R? con hoyos,
para entender por qué se hacen.

Hasta el momento, se ha discutido que la curva exterior sigue una cierta orientacién. Que con esa
orientacién, la region interior se entendia que estd “siempre a la derecha”. Sin embargo, si la orientacion
de la curva se invierte, la regién interior queda ahora “siempre a la izquierda”. Pero para un hueco,
esto ocurre al revés. En los huecos de la figura I11.13, si se sigue la orientacion de la curva mostrada,
la region interior esta “siempre a la derecha”, y si se invierte la direccién en que se recorre la curva, la
region interior esta “siempre a la izquierda”. Al considerar la frontera exterior y la interior a la vez, si la
frontera exterior tiene la orientacién prescrita previamente, y la frontera interior tiene una orientacion
invertida, al recorrer las dos fronteras en esas orientaciones, la region interior esta “siempre a la derecha”
de la frontera exterior, y “siempre a la derecha” de la frontera interior.

Esto sugiere que para asignar tipo a los nodos frontera cercanos a la frontera interior, lo tinico que se
tiene que hacer es invertir de signo el arreglo sentido[], correspondiente a invertir el sentido en que
se recorre la curva.

La segunda modificacion se realiza en la funcién identificaTipoDeNodos(. . .). Esta funcién determina
el tipo de cada nodo por renglén. El tipo que establece a los nodos, cuando no ha encontrado ningtun
nodo frontera, es cero. Ahora se pide que el tipo se establezca de acuerdo con un niimero Booleano. Este
nimero Booleano es 0 si la frontera corresponde a una frontera exterior, y 1 si la frontera corresponde
a una frontera interior.*

Para una misma curva, estas modificaciones tienen por efecto la inversion de tipos para los nodos. Es
decir, lo que antes era 2, después del cambio es 3 y viceversa, y lo que antes era 0, ahora es 1, y viceversa.

Cuando se contemplan las dos curvas a la vez, la regién interior a la curva interior debe tener ceros, la
region intermedia entre la curva interior y la exterior debe tener unos, y la region exterior a la frontera
exterior debe contener ceros. También, los nodos frontera de la frontera interior, para la region interior,
deben ser 2, para la regién entre la frontera interior y la exterior deben ser 3, y para la regién exterior
a la frontera exterior deben ser 2.

Se observa ahora lo siguiente. Si se multiplica el tipo de un nodo sélido de bulto (0) por el tipo de un

4Por convencién, la orientacién dada a la curva exterior es negativa. Para la interior, es positiva. Con esto, el nimero
Booleano mencionado recibe el nombre 0P, que indica si la curva tiene orientacién positiva.
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nodo fluido de bulto (1), se obtiene cero. Si se multiplica el tipo de un nodo fluido de bulto por un nodo
de cualquier otro tipo, se obtiene el tipo del otro nodo.

Si entonces se multiplica el tipo asignado en una configuracién, por el tipo del nodo correspondiente
en la otra configuracién, el tipo de los nodos de bulto mas interiores es cero, el tipo de los nodos de
bulto exteriores también, el tipo de los nodos de bulto en la region intermedia es uno, y los tipos de las
fronteras se quedan sin alterar, porque para la otra configuracion el nodo correspondiente tiene tipo 1.
Este resultado es precisamente el que se busca.

Ademas del arreglo que guarda los tipos de nodos, se modifican los arreglos sentidos[], pendientes[]
y ordenadasAlOrigen[]. Los nuevos arreglos se obtiene sumando entre si los arreglos de cada configu-
racion. De hecho, los arreglos de pendientes[] y ordenadasAlOrigen[] pueden ser exactamente los
mismos usados para ambas curvas.

Se resume ahora todo el proceso de la obtencién de los distintos arreglos que caracterizan la frontera.
El método de condiciones de frontera descrito en el capitulo II trabaja con esta informacion.

I1I.4.1. Resumen de la obtencién de arreglos que caracterizan la frontera

Existen dos enfoques iniciales. En uno, las posiciones de las particulas en la frontera estan dadas. En
el otro, se construyen a partir de la imagen. Para el segundo, primero se obtiene el mapa de bits de
la imagen, se preprocesa la imagen (para limpiar impurezas o modificar a conveniencia las pequenas
inconsistencias para el uso del programa), se usa la funcién conteoParticulasPared(...) para contar
el nimero de particulas que se colocan por defecto en las paredes superior, inferior, izquierda y derecha
del dominio. Finalmente, con la informacién obtenida, se usa generacionDeParticulasEnPared(...),
que genera las posiciones de las particulas en la frontera.

A partir de las coordenadas de los puntos frontera, se identifica la localizacién de cada una en dos
configuraciones de localidades distintas. Para esto se usan las funciones
identificalocalidadesDeParticulasConfiguracionl(...) e
identificalocalidadesDeParticulasConfiguracion2(...). Los arreglos de localidades obtenidos se
ordenan con la funcién radixSort(...).

A continuacién, se rectifica la frontera con rectificaFrontera(...). Para terminar la rectificacion de
la frontera, se aplica un paso de correccién que anade pendientes, ordenadas al origen y sentido a nodos
frontera que se pasaron por alto.

Con las localidades de las particulas frontera, se identifica los nodos frontera con
identificaNodosFrontera(...). Luego, con la informacién de la rectificaciéon de la frontera, y con la
variable Booleana OP fijada a 0, se establece el tipo de todos los nodos con identificaTipoDeNodos(. . .).
A continuacién, se escogen los nodos a usar por la configuracion 3. De esto se encarga la funcion
marcaNodos(...).

Si se desea agregar un hueco, todos los pasos anteriores se repiten, pero la variable Booleana OP se fija a
uno, y al arreglo que guarda los sentidos en que se recorre la curva del hueco, se le invierten los signos.
El arreglo final con las dos curvas frontera se obtiene multiplicando entre si los arreglos que guardan
los tipos de nodo para cada tipo de curva. El arreglo de pendientes, ordenadas al origen y sentido se
obtienen sumando entre si estos mismos arreglos de la curva frontera exterior y la interior.
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III.5. Asignacién de condiciones de frontera

La asignacion de las condiciones de frontera se hace por medio de tres funciones. Una de estas asigna
velocidades a las particulas de la frontera, y las otras dos se encargan de encontrar y promediar las
velocidades para particulas en la misma localidad.

La primera se llama inicializaVelocidadesDeParticulasMoviles(...). En esta, se asignan las com-
ponentes de las velocidades de las particulas en dos arreglos, uno para la componente x y otro para
la componente y. Recuérdese que las posiciones de las particulas en la frontera se registran de una
forma especifica en dos arreglos, uno para la componente x y otro para la componente y, empezando
por las posiciones de las particulas en la frontera superior, seguido por las posiciones de las particulas
en la frontera derecha, luego por las posiciones de las particulas en la frontera inferior, y finalmente
por las posiciones de las particulas en la frontera izquierda. De forma andloga, las componentes de las
velocidades se registran con el mismo criterio. Asi, las entradas i-ésimas de los arreglos mencionados
dan la posicion y velocidad de una particula especifica.

Tomando lo anterior en cuenta, se puede asignar velocidades del fluido a todas las particulas en la
frontera izquierda y en la frontera derecha, por ejemplo. Si se piensa a los arreglos con las componentes
de la velocidad como divididos en cuatro conjuntos, el primer conjunto con las componentes de las
velocidades de las particulas en la frontera superior, el segundo con las componentes de las velocidades
de las particulas en la frontera derecha, etcétera, se deben modificar las velocidades del segundo y cuarto
conjunto de ambos arreglos. Por supuesto, segiin el caso puede ser necesario modificar otra combinacion
de conjuntos, un solo conjunto o partes de los conjuntos.

Las otras dos funciones son inicializaCondicionesDeFrontera(...) y
correccionANodosNoContemplados(...). Como ya se comentd, estas funciones utilizan las localidades
de las particulas. La primer funcién utiliza las localidades en el esquema tipo 2, y la segunda en el tipo
1. Asi, la primer funciéon recorre todas localidades del tipo 2, y suma las velocidades en cada localidad,
y divide entre el nimero de particulas de la localidad. La segunda funcién hace lo mismo, pero sélo
trabaja en las localidades de tipo 1 que corresponden a nodos que son de frontera, y que no tenian
particulas alrededor en el esquema de localidades de tipo 2.
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cAPiTUuLO IV

Resultados
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IV.1. Obtenciéon de coordenadas a partir de una imagen

Para obtener el mapa de bits con el que se hace la asociacién a coordenadas espaciales, se usa la
biblioteca stb_image.h. En este caso, se considera la luminancia de un pixel. Si esta luminancia es mas
grande que un cierto umbral, se asigna al arreglo bitmap[] en la posicién correspondiente un cero, si
no, un 1. La imagen que se trabaja es la que se ve en la figura IV.1.

Figura IV.1: Imagen original de prueba.

De esta, el mapa de bits extraido es el que se ve en la figura IV.2.
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Figura IV.2: Mapa de bits extraido.

Para obtener la siguiente imagen, se imprime en un archivo el arreglo bitmap[], colocando un asterisco
cuando la entrada vale uno, y colocando un punto cuando vale cero. El mapa de bitmaps mostrado en
realidad no parece un mal candidato que cumpla con lo que se menciona en el capitulo III. Sin embargo,
una inspeccién cercana al mapa de bits extraido muestra que hay dos problemas. La figura IV.3 muestra
un acercamiento de una regién problemaética en la figura.

Figura IV.3: Acercamiento al mapa de bits.

Se observa que en la regién interior hay un punto, indicando que en el mapa de bits hay un cero.
También, del lado derecho, se observa una curva ligera que retrae la frontera hacia el interior. El punto
en la region interior lleva al programa a interpretar ese punto como el punto en la frontera inferior en
esa columna. Entonces, ese punto crea una discontinuidad en la frontera obtenida. Sobre el segundo
problema, la consecuencia es similar. Del segundo problema, se hace evidente que la imagen de entrada
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no cumple con los requerimientos de que el dominio mostrado sea una region y-simple. Pero este es un
problema que no es evidente de observar la figura IV.2. Mucho menos es evidente los huecos internos.
Entonces, se aplica un paso de preprocesamiento al mapa de bits extraido. El resultado se muestra en
la figura IV .4.

Figura IV.4: Mapa de bits con preprocesamiento.

Desde luego, esto modifica el dominio que se quiere trabajar. Sin embargo, con un método como el
descrito en la seccién I11.4 es posible obtener el dominio tal como se requiere.

A continuacién, para obtener las coordenadas de la frontera se ejecuta la funcion
generacionDeParticulasEnPared(...). El resultado es el que se muestra en la figura IV.5.
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Figura IV.5: Puntos que describen la frontera de la imagen de entrada.

Hay un aumento de puntos debido a la misma funcion. Esto es relevante mas adelante.

IV.2. Identificacion de localidades y su ordenamiento.

La figura V.6 muestra los arreglos de localidades de los puntos en la frontera obtenidos en la seccién
anterior para los dos tipos de localidades. Recuérdese que cada 4 elementos del arreglo que guarda las
localidades estan asociadas a una misma particula.
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2.5e+06 ‘ ‘ ‘

Localidades en el esquema tipo 1, sin ordenar o
Localidades en el esquema tipo 2, sin ordenar -«

2e+06 r 1

1.5e+06 1

Localidad

le+06 1

500000 r 1

500 1000 K 1500 2000 2500

Figura IV.6: Localidades en los esquemas tipo 1 y 2 en que las particulas se encuentran.

Se observa que el conjunto de localidades en un esquema y en otro muestran comportamientos bastante
similares. Sin embargo, la comparacién directa entre uno y otro arreglo, que contienen las localidades,
muestra que no son iguales. Estos comportamientos son de esperar porque espacialmente no difieren
mucho un tipo de localidad del otro.

Se muestra en la figura V.7 las mismas localidades después de ser ordenadas por radixSort(...).

2.5e+07 ‘ ‘ ‘

Localidades en el esquema tipo 1, ordenadas =
Localidades en el esquema tipo 2, ordenadas -

2e+07 r

1.5e+07

Localidad

le+07

5e+06 | 1

500 1000 . 1500 2000 2500

Figura IV.7: Localidades en los esquemas tipo 1 y 2, ordenadas.

Se observa claramente que en efecto se ordené cada conjunto.
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IV.3. Rectificacion de la frontera.

A partir de las localidades tipo 2 y las posiciones de cada particula frontera, se procede a la rectificacion
de la frontera. Graficando pequenos de segmentos de recta, cercanos a cada nodo frontera, se obtiene
lo que muestra la figura IV.8.

4.5
' ' 'r'ectfrontSi'nmarcado'.txt' using'1:2:($3-$'1):(:1;4-$2)I _—
4 b — . |
\\
35 | N i
Ay
\
‘\
3 N i
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\
\\
b
25 ! i
|
1
|
2 b \ i
\\
\\
s | |
= l
AN \
\“\\
1 r i
0.5 | i
0 i
-0.5 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura IV.8: Ajuste de segmentos de recta a la frontera.

Se muestra en la figura IV.9 un acercamiento. Por supuesto, localmente dan una aproximacién a la
frontera, por lo que los segmentos de recta ajustaran mejor unas secciones de la curva que otra. Ademas,
es posible encontrar unos cuantos huecos debido a que hay nodos frontera que no son identificados por
falta de particulas en su localidad.
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03
Figura IV.9: Acercamiento a una region donde se observa el ajuste de segmentos de recta a la frontera.

IV.10.

4.5

3.5
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‘rectfrontSinmarcadoConCorreccion.txt' usinz;,;'1:2:(:753-$'1):(5354-$2)I E—

~

AN

Figura IV.10: Ajuste de segmentos de

recta a la frontera, después de el paso de correccion.

A continuacion, ejecutando la funciéon correccionANodosNoContemplados(...) se obtiene la figura



También, en la figura IV.11 se muestra un acercamiento.

rectfrontSinma—cadotonComecdon bt Using 12:($361):(64$2) ——
36
—
~
AN
34 1 -
~.
~
321 ~=~—
NI
~
3 .
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28 ™~
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~ N\

26 | A

\

\

27 28 29 3 31 32 33 34

Figura IV.11: Acercamiento a una region donde se observa el ajuste de segmentos de recta a la frontera,
después de el paso de correccion.

Noétese que los espacios entre los segmentos de recta son mas reducidos. Sin embargo, se senala que las
figuras mostradas son sélo cualitativas. La razén es que para obtenerlas se usé el punto de las rectas de
ajuste a la altura de los nodos. Este punto puede no ser el mas cercano al nodo. Pero es el punto mas
cercano a esos segmentos el que realmente ajusta la curva frontera. El resultado es que hay pequenos
segmentos de recta que, a pesar de corresponder a la recta de ajuste, estan centrados en un punto
incorrecto.

IV.4. Identificacién de tipos de nodo.

A continuacion, se ejecuta la funcién identificaNodosFrontera(...). El resultado se muestra en la
figura IV.12.
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Figura IV.12: Identificacion de nodos frontera.

Luego, con la informacion de cudles son los nodos frontera, se identifica el tipo de todos los nodos con
la funcién identificaTipoDeNodos(...). El resultado se muestra en la figura I'V.13.

4.5 T T T T T T T
Tipo de cada nodo L]

Figura 1V.13: Tipo de cada nodo del dominio general.
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IV.5. Eleccién de nodos para la configuracion 3.

Para hacer la eleccién de nodos como en la configuracién 3 descrita en la seccion 11.4.2, usamos la
funcién marcaNodos(. . .). El resultado se muestra en las figuras IV.14 y IV.15.

4.5 T T T T T T T T
Nodos frontera .
Nodos frontera marcados L]

Curva frontera

25 F

15

0.5

-0.5 ! ! ! ! ! ! ! !

Figura IV.14: Superposicion de nodos frontera y nodos frontera marcados. Se indica la frontera del dominio.

4.5 T T T T T T T T
Nodos frontera tipo 2 ]
_ Nodos frontera tipo 3 .
Curva frontera
4 + 4
35 B
3} 4
25 F 1
2} 4
15 B
1+ 4
0.5 i
0 r i
0.5 I I I I I I I I
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Figura IV.15: Nodos frontera marcados y sus correspondientes tipos. Se indica la frontera del dominio.
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Con los nodos elegidos, se observa en la figura IV.16 la rectificacién usando los segmentos de recta de
s6lo esos nodos.

4.5

T T T
Frontera rectificada

35

25

15 |

05

0.5 ! ! ! ! ! ! ! !
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura IV.16: Rectificacion final de la frontera.

IV.6. Asignacion de condiciones de frontera por medio de las
particulas en la frontera

La eleccion de las condiciones de frontera puede variar mucho de problema a problema. Aqui, para ilus-
trar una eleccién comun, se asigna a las particulas en la frontera izquierda y derecha una velocidad en
x. Esto se hace por medio de la funciéon inicializaVelocidadesDeParticulasMoviles(...). Cuando
se posee la informacién de la o las localidades (en ambos esquemas) en que una particula se encuentra, la
funcién inicializaCondicionesDeFrontera(...) yla funciéon correccionANodosNoContemplados(. ..
asignan el promedio de las velocidades al nodo cercano a la frontera, de las particulas en la correspon-
diente localidad. En la figura [V.17 se resaltan las particulas a las que poseen una componente x de la
velocidad distinta de cero.
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Figura IV.17: Region de la frontera a la que se le asignd una componente de la velocidad en x distinta de
cero.

IV.7. Otros ejemplos

Para ilustrar la utilidad de colocar particulas extra, basta con ver la figura I'V.18. El principal problema
de esa figura proviene de las regiones donde la frontera es vertical. Para el caso cuando la entrada son
las coordenadas de la frontera, también se puede agregar particulas intermedias, y se evita esa clase de
problemas.
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Figura IV.18: La misma imagen usada para las pruebas anteriores, pero sin colocar particulas intermedias.

La figura IV.19 muestra otro ejemplo méas de aplicacion.

RERIL IS SLLLLLLLLRIRILILL L ILL LRLLLL LS IILLL: .33

§SLLLLLRILIL L SLLLLL LR LRI IILILL

Figura IV.19: Ejemplo de un dominio curvo.

2.5

15

0.5

También, el programa puede considerar huecos en el dominio. Cada hueco debe entrar como imagen
separada, y en general las mismas reglas que aplican para estos son las que se piden para la primer
region. La figura V.20 muestra un ejemplo. Obsérvese que la region parece tener tres huecos, y dos
de ellos estan muy pegados. En realidad se trata de un solo hueco, pero el tramo que los une es muy
delgado. Aqui la resolucion de la imagen de entrada contrajo ese tramo y el resultado es que no haya
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nodos de bulto (aunque sélidos) en él. Por supuesto, el mismo problema puede surgir para una figura
donde los nodos interiores sean nodos fluidos de bulto, y eso si respresenta un gran problema. Esta
situacion ilustra que la resolucion de la imagen de entrada determina la cantidad de nodos puestos en
una region.

9 3
e

8 -

2.5
7 .
6 E 2
5 4

1.5
4 i
3 E 1
2 N

0.5
1 ~
0 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura IV.20: Tipos de nodos para una region con huecos.

El ultimo ejemplo muestra el perfil del ala de un avién. Este perfil se obtuvo de http://m-selig.ae.
illinois.edu/ads/coord_database.html y corresponde al perfil de ala del USA-34. En este caso, la
entrada al programa son coordenadas.
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Figura IV.21: Perfil de ala de avion.

IV.8. Simulaciones con Lattice Boltzmann

Cuando en un problema particular no se cuenta con una imagen que lo describa sino del conjunto de
puntos que conforma la frontera, el programa descrito se aplica exactamente igual, pero omitiendo la
primer seccion del capitulo presente. Lo que se obtiene es la construcciéon de los nodos mas cercanos a
la frontera (configuracién 3), y esto puede ser 1til para algin otro esquema de condiciones de frontera
aparte del de frontera curva, como por ejemplo, el de rebote o bounce back. La colecciéon de nodos
frontera sélidos (configuracién 2) en un caso puede considerarse muy lejana, pues la frontera esté antes.
O considerando el conjunto de nodos frontera fluidos (configuracion 1) como frontera, estos pueden
considerarse muy cerca del fluido. Un enfoque donde se carga el peso en ambas partes consiste en
considerar los nodos frontera mas cercanos a la frontera como los nodos donde se llevan a cabo las
condiciones de frontera.

De cualquier forma, como ejemplo de la aplicabilidad del programa, se presentan a continuacién una
serie de simulaciones.
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Flujo de Poiseuille

El flujo de Poiseuille es un flujo laminar que se presenta cuando un fluido es viscoso. En este flujo, el
patrén de magnitud de velocidades varia respecto del eje del tubo en el cudl estd contenido el fluido,
siendo mas grandes entre més cerca estén del centro del eje y mas pequenas entre méas cerca estén de
las paredes.

(b)

(c)

Figura IV.22: Flujo de Poiseuille en tres instantes de tiempo.



Resultados

Calle de vortices de von Karman
En la dindmica de fluidos, la calle de vértices de von Kéarmén es un patrén repetitivo de vortices
giratorios causados por la separacion inestable de flujo de un fluido alrededor de un cuerpo romo.

Solo se forma en un cierto rango de velocidades de flujo, especificado por un rango de nimeros de
Reynolds (véase apéndice A), tipicamente por encima de un valor Re de 90.

(b)
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(d)

()

Figura IV.23: Calle de vortices de Von Kdrmdn en seis instantes de tiempo.

Cavidad con tapa moévil

Un problema comtn para pruebas de referencia es el de la cavidad con tapa mévil. El problema consiste
en una cavidad con un fluido inicialmente estatico. Uno de los lados de la cavidad, llamado tapa, se
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empieza a mover con una velocidad fija. Esto genera una circulacién del flujo al interior de la cavidad.
Segtn la velocidad de la tapa, y dimensiones de la cavidad (finalmente, segiin el niimero de Reynolds), se
formaran uno o mas vértices. Los parametros usados son los mismos que se usan en el ejemplo planteado
en el apéndice A.

Figura IV.24: Campo de velocidades dentro de una cavidad con tapa movil. La tapa mévil se encuentra a la
izquierda de la cavidad.

Figura IV.25: Campo de velocidades dentro de una cavidad con tapa mévil, a un tiempo mds avanzado.
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Flujo alrededor del perfil de un ala de avién

Los distintos modelos de aviones implican una construccion diferente para los perfiles de sus alas. Estos
perfiles creardan un flujo de velocidades distinto en cada caso. Una manera de investigar este flujo es
suponer que el ala estd fija, y es el flujo el que avanza hacia el ala (invarianza Galileana). Para las
situaciones ejemplificadas en las figuras 1V.26 y IV.27, una pared esta cerca del ala, por lo que el flujo
se modifica atin mas.

Figura I1V.26: Flujo alrededor del perfil del ala de un avion.

Figura IV.27: Flujo alrededor del perfil del ala de un avion a un tiempo mds avanzado.
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Prueba con condiciones de frontera de no resbalamiento para fronteras curvas

Las condiciones de frontera de no resbalamiento para fronteras curvas en principio son aplicables a
fronteras rectas. Asi, el problema probado es el de la cavidad con tapa movil. Los mismos parametros
usados en la prueba anterior para la cavidad con tapa mévil se usan aqui.

(d) | (e)

()

Figura IV.28: Campo de velocidades dentro de una cavidad con tapa mdvil para tiempos iniciales. La tapa
movil se encuentra a la izquierda de la cavidad. (a) Campo de velocidades para el primer paso de tiempo. (b)
Campo de velocidades para el paso 5 de tiempo. (¢) Campo de velocidades para el paso 10 de tiempo.

Se observa que la simulaciéon se vuelve rapidamente inestable, y las magnitudes de las velocidades al

primer paso de tiempo ya superan la velocidad del sonido del sistema. También se observa que en las
esquinas de la cavidad pegadas a la pared movil las velocidades empiezan a crecer mucho.
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CAPITULO V

Discusién y conclusiones

93



Discusion y conclusiones

Los resultados mostrados en el capitulo IV muestran gran parte de la utilidad del programa. Es decir,
la definicién de la red de nodos para aplicar el método de Lattice Boltzmann. Existe una gran cantidad
de métodos ([9], [23], [12], [7] [21]) que trabajan con la informacién del tipo de un nodo.

Ademas, un método que trabaje el problema de fronteras moviles en algiin momento necesitara hacer
una recatalogacién de los nodos, incluso si no requiere conocer especificamente si un nodo es del tipo
de frontera sélido o si es de frontera fluido.

También, un dominio con fronteras complejas representa un reto para imponer las condiciones de fron-
tera. El método de particulas empleado se presta para cargar esa informacion, y que estas condiciones
sean modificadas como reaccién al medio o quiza, modificadas por algo externo.

En este trabajo se hizo una extensa labor recopilatoria de lo que forma parte del método actual.
Aunque las variantes del método son muchas, lo que se presenta aqui representa buena parte de lo que
se encuentra en la literatura de forma mas comun.

Como se discutia en la ultima secciéon del capitulo IV, el método se presta particularmente para usar
unas de las condiciones de frontera mas rapidas de implementar, cuando todo lo que se posee son las
coordenadas de un objeto, y posiblemente del medio en el que este se encuentra.

Sin embargo, uno de los objetivos futuros es implementar métodos de condiciones de frontera con mayor
precision. A pesar de que mucho del énfasis del trabajo se puso en un método particular para tomar en
cuenta las condiciones de frontera, las pruebas con él no fueron exitosas. La razén posible del fallo en
esta parte, se cree que tiene que ver con la inicializacién del problema. Aunque esta razoén puede intentar
descartarse porque el mismo método parece comportarse adecuadamente con las condiciones de frontera
de “Bounce-Back”, condiciones periddicas, condicién de entrada y de salida. Sin embargo, las pruebas
hechas con las condiciones de frontera para fronteras curvas dan origen a velocidades relativamente
grandes. Obsérvese que la velocidad del sonido para el sistema es ¢, = 1/v/3. Asf, un gradiente grande
entre velocidades entre la frontera y el medio ocasionan velocidades mayores a esta velocidad. Pero
que la velocidad del medio sea mayor a la velocidad del sonido del sistema resultard en que haya
mayor compresibilidad del fluido en el dominio. Esto, por el analisis multi-escala de Chapman-Enskog
estd prohibido porque una de sus consecuencias es que el fluido a tratar sea incompresible. Entonces,
inicialmente ni siquiera se estan cumpliendo las condiciones requeridas.

Respecto del método para delimitar el dominio, varias mejoras son posibles. Una de ellas es un tanto
sensible a la separacién entre nodos de la red. La razon es que las localidades en que una particula se
encuentra pueden cambiar, y también el nimero de particulas en cada localidad. La consecuencia es
que, el sentido en que se recorre la curva puede ser mal asignado. Esto lleva finalmente a que un nodo
sea erroneamente etiquetado, y consecuentemente, los nodos interiores o exteriores en el mismo renglén
también.

Hay varias razones para elegir un ajuste por segmentos de recta a la frontera. Una de ellas es que
es mucho mas sencillo. Pero la principal razon es que la resolucion del método no va més alla de la
separacion de los nodos. Asi, aunque una coleccion de particulas de la frontera tenga posiciones oscilantes
dentro de las localidades comprendidas entre los nodos, el método hara un promedio de las propiedades
que pueda proveer la frontera.

Para el método de condiciones de frontera curva, surgen problemas con ciertos tipos de regiones. Si la
region introducida al programa, ya sea por medio de coordenadas o una imagen, posee una frontera no
muy suave, es decir, con picos, es probable que catalogue un ciimulo de cuatro nodos o mas, como nodos
de frontera. Esto aisla nodos frontera y los hace inttiles para el método. Una versién futura deberia
identificar estos problemas y hacer una seleccién mas precisa de los nodos frontera.
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Otro punto importante es que aunque se poseen simulaciones usando el método de Lattice Boltzmann,
se descarta toda intencién de hacer comparaciones cualitativas con alguna prueba de referencia. El
problema de las condiciones iniciales, si se trata mal, con buena probabilidad introducira un error
que hard inttiles los resultados. Esto no quiere decir que se crea que cualitativamente los resultados
de las simulaciones no digan nada. Dan alguna informacion, pero se cree que otros fenémenos son
enmascarados.

Gran parte de los cédigos implementados estan pensados para paralelizarse con unas ligeras modifica-
ciones. Particularmente, el paso de colisién, el paso de flujo, el paso de reconstruccién, las funciones
de identificacién de tipo de nodos y de marcado de nodos son paralelizables. Esto reparte la carga de
trabajo, que burdamente se puede decir que es de orden mayor o igual a NX x NY, el nimero de nodos
en el dominio.

Finalmente, no sélo el método de Lattice Boltzmann se puede beneficiar de los resultados obtenidos.
Encontrar la interfaz entre dos fluidos es algo comtn en los problemas computacionales de la fisica de
fluidos. Muchos métodos utilizan particulas para rastrear la frontera, y reconocer las regiones en que
cada fluido se encuentra.
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APENDICE A

Apéndice: Adimensionalizacién y unidades del método de
lattice Boltzmann

El acercamiento presentado aqui consiste de dos pasos. Un sistema fisico primero se convierte a un sis-
tema sin dimensiones, que es independiente de las escalas fisicas originales, pero también independiente
de los parametros de simulacién. En un segudno paso, el sistema sin dimensiones se convierte en una
simulacién discreta. Las relaciones entre estos tres sistemas (el fisico (P), el que no tiene dimensiones
(D) y el discreto (LB)) se hacen a través de nimeros sin dimensiones, o nimeros independientes de
la escala. Las soluciones a las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes, por ejemplo, dependen so-
lamente de un pardametro adimensional, que es el llamado nimero de Reynolds (Re). De esta manera,
los tres sistemas (P), (D) y (LB) se definen de manera que tengan el mismo nimero de Reynolds. La
transiciéon de (P) a (D) se realiza a través de la eleccién de una escala de longitud caracteristica ly y
una escala de tiempo tg, y el paso de (D) a (LB) a mediante la eleccién de un paso discreto d, y del
paso J; . He aqui una representacion grafica de esta relacion:

Sistema fisico (P) felodo Gistema adimensional (D) Fe2e9t Gistema discreto (LB)

Este no es el unico acercamiento posible. Obviamente, se podria pasar directamente de (P) a (LB). Sin
embargo, hay varias razones que motivan el paso intermedio y también para hacer explicito el sistema
adimensional. En primer lugar, las variables discretas d, y §; son parametros muy importantes que tienen
influencia en la precision y estabilidad de la simulaciéon. No dependen de las escalas del sistema fisico
considerado, y ciertamente tampoco de la eleccién de las unidades fisicas. Ademas, es muy probable
que se caiga un dia en una situacién en la que no se tenga ningtin sistema fisico que sirva de referencia.
Este es, por ejemplo, el caso cuando se intenta reproducir los resultados de un céalculo de referencia
(benchmark) que fue obtenido por otro modelo distinto a lattice Boltzmann. Y finalmente, liberarse de
las unidades fisicas originales es una abstraccion importante que predispone el animo para lo que se va
a hacer, es decir, calculos numéricos.

97



Apéndice A

A.1. Ejemplo 1: Flujo de fluido incompresible

A.1.1. Sistema de Ecuaciones

En un fluido incompresible, la densidad toma un valor constante p = pg que no varia ni en el tiempo
ni en el espacio. Las ecuaciones del movimiento, las ecuaciones de Navier-Stokes, se gobiernan por las
leyes de conservacion de la masa y del momento. La ley de conservacién de masa establece que el campo
de velocidades tiene divergencia nula:

V,-u, =0. (A.1)

Aqui, u es la velocidad, y el subindice “p” indica que las variables y las derivadas se calculan en unidades
fisicas. La ley de conservacién de la cantidada de movimiento conduce a la siguiente relacién:

1
Oty + (- Vyp)u, = ——Vpp, + 1, Vo, (A.2)
Op

donde p, es la presién y v, la viscosidad cinemadtica en unidades fisicas.

A.1.2. Formulacion adimensional

Las ecuaciones (A.1) y (A.2) ahora se re-escriben en forma adimensional. Para ello se introducen tanto
una escala de longitud [, como una escala de tiempo ty que son representativas del flujo. La longitud [
podria representar, por ejemplo, el tamano de un obstaculo que esta sumergido en el fluido y ty podria
ser el tiempo que necesita un “escalar pasivo” del fluido para recorrer una distancia ly. Las variables
fisicas como el tiempo t, y el vector de posicion 7, se sustituyen por su contrapartidas adimensionales:

t T
tg = 2 y  ra=-% (A.3)
tO,p lo7p

De la misma manera, se introduce un cambio de unidades para las otras variables, basado en un anélisis
dimensional:

l 1 1
up = Muda at = _atd7 Vp = _vda Yy pp = PO%pd' (A4)
tO,p lO,P

Usando este cambio de variables en las ecuaciones (A.1) y (A.2) conduce a la versién adimensional de
las ecuaciones de Navier-Stokes:

1
Orug + (ug - Va)ug = —Vapg + @V?iud (A.5)

Vd cUg = 0, (A6)

donde el nimero de Reynolds, adimensional, se ha definido como

l2
Re = %

- (A7)
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Apéndice: Adimensionalizacion y unidades del método de lattice Boltzmann

evaluado en cualquier sistema de unidades. Dos flujos que obedecen a las ecuaciones de Navier-Stokes
son equivalentes si estdn enmarcados en la misma geometria (excepto por un factor de escala) y tienen
el mismo numero de Reynolds.

Note que al expresar las variables de referencia en el sistema adimensional, se encuentra que lp4 =1y
to,¢ = 1. Para ayudar la intuicién, se puede considerar al sistema adimensional como “el sistema en el
1

que ly y to son unitarios”. También se observa que la viscosidad en el sistema adimensional es vg = +-.

A.1.3. Discretizacion del sistema adimensional

El intervalo discreto de espacio 4, se define como la longitud de referencia dividida por el nimero de
celdas N utilizadas para discretizar esta longitud. Del mismo modo, d; se define como el tiempo de
referencia dividido por el nimero de pasos de iteracién N, necesarios para alcanzar este tiempo. Re-
cuérdese que ambas variables de referencia son unitarias en el sistema adimensional. Asi, los parametros
de discretizacion son

d, = 1/N y .
515 - 1/Nite7"~ (Ag)

Otras variables, como la velocidad y la viscosidad, se convierten facilmente entre (D) y (LB) mediante
un analisis adimensional:

ug =ty (A.10)
t
1 52
Vg Re 5, Vib, ( )
y asi,
)
U = 6—tud y (A12)
o 1
= —=—. A.13
Vb 02 Re ( )
Finalmente, definiendo la velocidad de referencia uy = l—g, se encuentra, por definicién,
Uug,g = 1 y (A.14)
0.
Yoipb = 5—t (A15)

A.1.4. Simulaciéon del montaje.
Implementemos numéricamente un flujo 2D, confinado dentro de una caja de tamano 3cm X 3cm,

puesto en movimiento por la tapa superior, que se desplaza a la derecha a una velocidad de 2cm / min.
La viscosidad del fluido es de 5 cm2 / min (mermelada de frambuesa).
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1. Defina una longitud y un tiempo caracteristicos. Dada la geometria del problema, tiene sentido
definir una longitud de referencia [y como la longitud de la caja, y una velocidad de referencia g
como la velocidad de la tapa superior. Asi, [y, = 3 cm, ug, = 2cm/min. El tiempo caracteristico

_ _ 3.
es top = lop/Upp = Fmin.

2. Calcule el nimero de Reynolds: Re = ugplo,/vp, =2-3/5 =6/5.

3. Escoja los parametros de discretizacion. Digamos que queremos una rejilla que consta de 101 x
101 nodos. Si la ubicacion fisica de la frontera estda sobre un nodo de rejilla (como es el caso,
por ejemplo, con la condicién de frontera Zou / He), el tamano del sistema es de 100 x 100 en
las variables de red. Por lo tanto, el espaciamiento de la malla discreta es d, = 1/100. Ademas,
elegimos una resolucién de tiempo dada, digamos §, = 2A10~%,

4. Calcule el valor de las variables en la simulacién. La velocidad u;b, que se utiliza para implementar
la condicién de frontera en la tapa superior, se evalia a partir de la ecuacién (A.12). La viscosidad
de la red vy, se calcula a partir de la ecuacion (A.13). Si se utiliza el tiempo de relajacién simple
BGK, el tiempo de relajacién se calcula a través de la relacion T = vy,/c?+1/2, donde la velocidad
del sonido es una constante de la red: ¢ = 1/3.

A.1.5. Discusion: ;Cémo escoger 0;?

No hay una forma directa e intuitiva de elegir §;. En otros esquemas numéricos diferentes al de LB,
0; estd a menudo vinculado con d, por consideraciones de estabilidad. En esquemas explicitos de paso
temporal, es comtn utilizar la relacién §; ~ 62 para mantener el modelo numéricamente estable.

En el método de lattice Boltzmann, d; y 9, estan conectados por una restriccion diferente. De la discusion
anterior, es claro que la velocidad, medida en unidades de la red, es ug ~ 9;/0,. Incluso si se permite
la posibilidad de que el fluido sea compresible, el valor de uy; no puede ser mayor que la velocidad del
sonido ¢,, porque el modelo no soporta flujos supersénicos. Esto conduce a la restriccién 6, < d,/v/3.
Una restriccién atin mas fuerte aparece para la simulacién de flujos incompresibles, es decir, cuando se
desea explicitamente resolver la ecuacién (A.2). El modelo LB es una solucion de fluido casi compresible.
Esto significa que entra en un régimen ligeramente compresible para resolver la ecuacion de presion del
fluido. Sin embargo, los efectos de compresibilidad afectan la precisiéon numérica. Como estos efectos
varfan como el cuadrado del niimero de Mach, Ma?, se mantienen bajo control manteniendo el nimero
de Mach bajo. El nimero de Mach no es otra cosa que wug/cs, lo que significa que es proporcional a
ug - Por lo tanto, el error de compresibilidad £(Ma) se escala, como e(Ma) ~ 67 /62. Ahora imagine que
aumenta la resolucion de la red. La razon para hacer esto es muy probablemente para reducir el error
numérico del modelo. Como el modelo LB es de segundo orden, el error de la red es £(d,) ~ 2. Por
supuesto, no tiene sentido la reduccién del error de la red si después de esto el error de compresibilidad
sigue presente y ahora es el importante. Por lo tanto, una decisién sensata es mantener ambos términos
de error en el mismo orden: e(Ma) ~ (d,). Esto conduce inmediatamente a la relacién

&y ~ 03, (A.16)

lo cual, no es de extranar, es la misma restriccion que se obtiene por otros sistemas explicitos.

En la practica, un buen valor para empezar, en un tamano de red de N ~ 100, es u; ~ 0.02. Si la
exactitud de la simulacién no es muy importante, puede aumentar este valor un poco para aumentar
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0, v asi acelerar la simulacion. Pero si empieza a aumentar la resolucién de la red, nunca olvide escalar
la resolucién de tiempo impuesta por la ecuacién (A.16), o no se obtiene ningin beneficio en absoluto

de aumentar el numero de nodos de la red.
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APENDICE B

Apéndice: Manejo tensorial

En la notacion tensorial es 1til trabajar sélo con componentes. Un vector puede escribirse usando una
sola letra que represente bajo sustitucion la coordenada particular a tratar. Por ejemplo, podemos refe-
rirnos a un vector u, escribiendo u;. El subindice ¢ puede tomar los valores 1, 2 y 3, que en coordenadas
cartesianas corresponderan a las componentes x, y v z. Para referirnos a la coordenada x del vector u,
simplemente escribimos u;; para la coordenada y, us, etc.

También, en la notacion tensorial, seguido es conveniente usar la convencion de sumas. Esta convencion
dice que cuando existe un subindice repetido, se estda indicando que se debe hacer una suma en los
valores 1, 2 y 3 para ese sufijo. El sufijo usado se considera un subindice mudo porque no importa que
letra sea, si estd repetida indicara suma para ese sufijo. Esta notacion es 1til para ahorrarnos signos de
suma. Por ejemplo, para la dilatacién tenemos que © = > €; = €11 + €22 + €33. Usando la convencion
de sumas podemos escribir simplemente ¢; o también, por ejemplo, €. Esta notaciéon puede usarse
también para derivadas, como por ejemplo en la ecuacién

2
0 U; . 8oij
ot? an .
Se presenta una tabla en la que se muestra la notacion vectorial y la notacion en indices para distintas
operaciones. Los vectores se representan en negritas y los tensores con una doble raya debajo de ellos.

(B.1)

p

En la tabla B.1 aparece el tensor alternante €;j;, este se define

0 si dos de los indices 7, j o k son iguales,
Eijk = 1 siz, j, k son distintos y aparecen en orden ciclico, (B.2)

—1 i1, j, k son distintos y no estan en orden ciclico.
Por ejemplo, €110 =0, €931 = 1, y €391 = —1.

El tensor d;; es un tensor unitario, y se define de la siguiente manera

5, — {O si dos de los indices @ # 7, (B.3)

1 sii=j.
A §;; se le conoce también como el tensor de substitucién, porque bajo contraccion (hacer dos indices
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de un tensor iguales y llevar a cabo la suma), corresponde a hacer una sustitucién del subindice que
queda apareado de la delta con el que no quedo apareado.

Tabla B.1: Notacion en indices de relaciones tensoriales y vectoriales.

Notacion tensorial Notacién en indices

v Ui
g Tij
a=u-v o = UV
w g -u W; = 45Uy
wl =vT. a W; = 0j;V;
o = g ; o = 045 Tij
W=uXxyv w; EijkU; Vg
u=Va u; = gg‘i
a=V-u o= g—;;
e=Vu Cij = ZZZ
2
V= VQU Vi = 8x?8m] v
u:V-g Ui = 5.-0ji
rI=g g Tij = Oik€kj
A=uv Aij = v,
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