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Capitulo

Introduccion

En anos recientes las nociones de caos lineal e hiperciclicidad, ademas de algunas variantes
de estos conceptos, han tomado importancia en la teoria de operadores [4] y [22]. En el tema
central de este trabajo se combinan estas nociones con una teoria clasica como lo son los
operadores de Toeplitz [32]. La forma de llevar a cabo este trabajo es dar condiciones para
que un operador de Toeplitz cumpla diferentes conceptos de hiperciclicidad y caos lineal.

El problema de decidir si cualquier operador 1" en un espacio de Hilbert separable tiene
un subespacio cerrado invariante no trivial es un problema abierto, esto en gran medida es
la motivacion de los conceptos de hiperciclicidad y caos lineal.

Teniendo en mente el problema tenemos que una forma de construir un subespacio inva-
riante es la siguiente: Supongamos que tenemos un operador lineal T': H  H donde H es
un espacio de Hilbert separable. Tomemos un z H,x = 0, y consideremos la cerradura del

subespacio generado por
x, Te, Tz, T3z, ... .

Esto genera un subespacio cerrado invariante bajo 7', pero puede ocurrir que este subespacio
cerrado sea todo el espacio H. Es decir, podria suceder que el subespacio generado por

x,Tx, Tz, T3z, ...

sea denso en H. Si esto sucede, a T le llamamos ciclico y a x un vector ciclico para 1. Pero
si ocurre que este subespacio no es todo H entonces tendremos un subespacio invariante no
trivial. Entonces, podemos ver que T tiene un subespacio invariante no trivial si y sélo si T’
tiene algin vector no cero no-ciclico.

De manera similar pensamos ahora en subconjuntos cerrados invariantes. Tomemos un
r H,z = 0y consideremos el conjunto x, Tz, T?x, T3z, ... ,sila cerradura de este conjunto
es todo el espacio H, es decir el conjunto es denso en H, a T' le llamaremos hiperciclico, y a
x un vector hiperciclico para T'. Un operador lineal cadtico es un operador hiperciclico que
ademas tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

Para un subespacio cerrado no cero M de un espacio de Banach X, un operador es
llamado subhiperciclico respecto a un subespacio M de X si existe un vector x X tal que

v, Tx, T?x, T%z,... \ M es denso en M.

En la literatura el primer operador en el que se observé el fenémeno de hiperciclicidad,

fuera del contexto de espacios de Hilbert, fue el operador de diferenciacién en el espacio
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vectorial de funciones enteras. Esto fue observado por G.R. MacLane [30] en 1952. Birkhoff
[10], tiempo atras, en 1929, habia probado implicitamente la hiperciclicidad del operador de
traslacion T, f(z) = f(z+a),a = 0, en el espacio vectorial de funciones enteras. En estos dos
ejemplos la cerradura de la érbita se toma en la topologia normal del espacio de funciones
enteras. En 1982 la teoria fue estudiada por Kitai [27] y a mediados de los 80’s por Beauzamy
[6], Gethner y Shapiro [19]. El término hiperciclicidad fue aparentemente introducido con el
significado actual por Beauzamy; este término fue motivado por el término ciclicidad.

El primer ejemplo de un operador hiperciclico en un espacio de Hilbert o de Banach fue
introducido por Rolewicz [39] en 1969. Rolewicz demostro la existencia de vectores hipercicli-
cos para el operador AS en % (1 p < ) o ¢ donde S es el operador desplazamiento
hacia atras, y A > 1. Una demostracién moderna de la hiperciclicidad de este operador usa
el criterio de Kitai-Gethner-Shapiro [27]. En anos recientes J. Beés y Peris demuestran en [9]
que el criterio de hiperciclidad para operadores es equivalente a que el operador sea débil
mezclante.

Por otro lado, los operadores de Toeplitz fueron presentados por Otto Toeplitz en [44]. Su
estudio moderno inicia con el trabajo de Brown y Halmos [13]. Estos operadores son de los
més estudiados sobre el espacio de Hardy-Hilbert H?2, y en este espacio son los operadores para
los cuales sus matrices respecto a una base estandar en H? son constantes en las diagonales.
Mas detalles pueden verse en [13] y [23].

Los principales resultados de este trabajo son: Para operadores tridiagonales de Toeplitz
damos condiciones explicitas de sus coeficientes para que sean hiperciclicos. Por ejemplo dado
el operador de Toeplitz con la siguiente matriz,

b ¢ 0 0

a b ¢ 0

a b c

0 0 a b

concluimos que es hiperciclico si se cumple que
c 9Ya
b 1 < —
3

Ademas en el caso de mas diagonales se encontraron condiciones suficientes para que los
operadores sean hiperciclicos, donde las condiciones no dependen exclusivamente de sus coe-
ficientes.

Sobre el concepto de subhiperciclicidad, un resultado es que damos un ejemplo de un ope-
rador 7" subhiperciclico para el cual existe un vector z tal que el conjunto x, Tz, Tz, T3, ...
es denso en alguna parte del subespacio donde esta definido, pero no es denso en todo el
subespacio [25].

Al final encontramos condiciones calculables para caos de ¢(B) sobre espacios de Banach,
donde B es el desplazamiento usual hacia atras y ¢(z) es una transformacién fraccional lineal,
que es una funcién analitica de la forma ¢(z) = (az+b)/(cz+d), con bec  ad = 0. Probamos
en [26] que p(B) es cadtico sobre 7, donde 1 p <, siy solo si

d? ¢? bd a5‘< be ad.



A continuacion describimos el contenido de la tesis. En los capitulos dos y tres daremos
las definiciones de caos e hiperciclicidad, ademéas conceptos complementarios de estas defi-
niciones y también resultados conocidos. Estos capitulos son principalmente obtenidos de
[4], [22] v [32]. El capitulo cuatro es el tema central de este trabajo, que es caracterizar a
los operadores de Toeplitz que son hiperciclicos. Damos una caracterizacién para operadores
de Toeplitz con tres, finitas e infinitas diagonales diferentes de cero. En el capitulo cinco
estudiamos hiperciclicidad disjunta, damos condiciones para que dos operadores tridiagona-
les de Toeplitz sean hiperciclicos disjuntos. En el capitulo seis estudiamos el concepto de
subhiperciclicidad para operadores en espacios de Hilbert, damos ejemplos que responden
algunas preguntas acerca de este concepto, este capitulo es un trabajo conjunto con Rubén
Martinez-Avendanio, Alfredo Peris y el autor de la presente tesis publicado en [25]. En el
capitulo siete caracterizamos caos para transformaciones fraccionales lineales, este capitulo
es un trabajo conjunto de Victor Galan, Félix Martinez-Giménez, Alfredo Peris y el autor
de la presente tesis publicado en [26]. Por tltimo tenemos el capitulo, en el cual presentamos
conclusiones y problemas abiertos.
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Capitulo

Conceptos basicos de dinamica discreta

Este capitulo esta dedicado a presentar los conceptos elementales y la notacién que usare-
mos en este trabajo referente a dindmica discreta. Mas detalles de los conceptos y las pruebas
de los teoremas y proposiciones siguientes pueden verse en [22].

Definicién 2.1. Un sistema dindmico (discreto) es un par (X,T) donde X es un espacio
métrico y T una funcion continua T : X  X.

Recordemos que se define T° como la identidad en X, y recursivamente definimos 77! =
T"T paran 0. Llamamos la orbita de T'en x X al siguiente conjunto

Orby(z) := x,Tx,T?*x, Tz, ... .

2.1. Funciones topolégicamente transitivas

En esta seccion presentamos el concepto de funcién topolégicamente transitiva, ademas
un teorema que nos dice cuando una funcion es topolégicamente transitiva.

Definicién 2.2. Un sistema dindmicoT : X X es llamado topoldgicamente transitivo si,
cualesquiera U y V' conjuntos abiertos no vacios de X, existe alginn 0 tal que T"(U)\'V =

Las siguientes funciones son ejemplos de funciones topoldgicamente transitivas:

1. Funcién duplicadora sobre el circulo S!. Estd dada por T : S* S, 2z 22

2. Rotacién no racional. Estd dada por T: St S, 2z €z, cona R 27Q.
3. Funcién tienda. Sea T': [0,1] [0, 1] defininada como:

2z siz  [0,3]

T(“”)—{ 2 2 siz (3,1].

Teorema 2.3 (Birkhoff). Sea T una funcion continua sobre un espacio métrico completo
separable X sin puntos aislados. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.
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1. T es topologicamente transitivo.

2. Eziste algin x X tal que la Orb(z,T) es densa en X.

Si una de estas condiciones se cumple entonces el conjunto de puntos en X con orbita
densa es un conjunto Gs denso.

2.2. Funciones caoticas

En esta seccion presentamos el concepto de funcion cadtica y resultados acerca de esto.

Definicién 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que un sistema
dinamico T : X X tiene dependencia sensible a condiciones iniciales si existe algun 6 > 0
tal que para cada x X ye >0, existe alginy X con d(x,y) < € tal que para alginn 0
se tiene d(T"x,T™y) > 6. El niimero § es llamado una constante de sensibilidad para T.

Ejemplos:

1. La funcién tienda tiene dependencia sensible a condiciones iniciales con constante de
sensibilidad 1/4. Siz  [0,1] y € > O existe unan 0 tal que la bola de radio € alrededor
de o contiene los puntos y; y y2 con T"y; = 0y T"y, = 1 entonces T"x  T"y; %
para j =1 o para j = 2.

2. Las rotaciones del circulo no tienen dependencia sensible a condiciones iniciales ya que
T"zy T"zy = 21 29 para cualquier zq,zo T.

Definicién 2.5 (Devaney). Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que un
sistema dindmico T : X X es cadtico si

1. T tiene dependencia sensible a condiciones iniciales;
2. T es topologicamente transitivo,

3. T tiene un conjunto denso de puntos periodicos.
Ejemplo:

1. Funcién duplicadora sobre el circulo. Los puntos periédicos son exactamente las raices
de la ecuacién 22" =1, n 1. Entonces la funcién duplicadora tiene un conjunto denso
de puntos periédicos. Usando el teorema 2.3 concluimos que este es un ejemplo de una
funcion cadtica.

2. Las rotaciones no son cadticas, pues no tienen dependencia sensible a condiciones ini-
ciales como se mostro antes.

Teorema 2.6 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Sea X un espacio métrico no finito. Si
un sistema dinamico T : X X es topologicamente transitivo y tiene un conjunto denso de
puntos periodicos entonces T tiene dependencia sensible a condiciones iniciales con respecto
a cualquier métrica que define la topologia de X .
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Ejemplo:
Sea el espacio Yo = (Tp)n N 0 ;Tn 0,1 y sea la funcién
0:Yy Yo, o(xg, x1, T2, ...) = (1,22, T3,...).
Definimos la topologfa de 35 con la métrica d(x,y) = >, _, 5>, bajo esta métrica o

es continuo. Se puede demostrar que o, el desplazamiento en dos simbolos, es cadtico [22].

2.3. Funciones mezclantes y débil mezclantes

En esta seccion presentamos el concepto de funcién mezclante y débil mezclante.

Definicién 2.7. Un sistema dinamicoT : X X es llamado mezclante si para cualesquiera
conguntos abiertos U y V' no vacios de X, existe algin N 0 tal que T"(U)\ V = para
todon N.

Algunos ejemplos de funciones mezclantes son la funcién duplicadora sobre el circulo y la
funcién tienda.

Antes de definir una funcién débil mezclante necesitamos definir el producto de funciones.
Sean T : X XyS§S:Y Y dos sistemas dindmicos. El producto cartesiano X
X esta dotado de la topologia producto, la cual estd inducida por ejemplo por la métrica
d((x1,11), (22,y2)) = dx (1, 22) + dy (y1,y2), donde dx y dy son las métricas de X y Y.

Definicién 2.8. Sean T : X XyS:Y Y dos sistemas dindmicos. Definimos la
funcion TS como

T S:X Y X Y, T S(zy) =(TzSy).

Entonces ' S es continuo y sus iteraciones son (I"  S)* =1™ S™. A continuacién
definimos funcién débil mezclante.

Definicién 2.9. Un sistema dindmico T : X X es llamado débil mezclante si 17 T es
topolégicamente transitivo.

Es facil ver que T' es débil mezclante si y sélo si para cada cuarteta de abiertos Uy, Us, V)
y V5 no vacios contenidos en X, existe algin n 0 tal que

TU)\ Vi= ,T"(U) \ Va2 =

Observacion: Si una funcion es mezclante entonces es débil mezclante y si una funcién
es débil mezclante entonces es topolégicamente transitiva.
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Capitulo

Dinamica de operadores

Este capitulo esta dedicado a dar los conceptos elementales y la notacion que usaremos
en este trabajo referente a dinamica de operadores. Mas detalles de los conceptos y las
demostraciones de los resultados de todas las secciones se pueden encontrar en [22], excepto
donde se indique otra referencia [32].

Definicién 3.1. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial X sobre un campo K dotado
con una sucesion creciente (P,) de seminormas que cumplen que si P,(x) = 0 para todo
n 1, entonces x = 0. Ademds pedimos que el espacio sea completo con la métrica

L
d(x,y) =) oomin(L Pz y))zy X

n=1

Nota: La métrica es invariante bajo traslaciones.
Ejemplos:

1. HC)= f:C C;f entera esun espacio de Fréchet, con la sucesién creciente de
semi normas P, (f) :=sup, , f(2).

2. El espacio de todas las sucesiones (reales o complejas).
w=K"= (z,)z. Kn N

es un espacio de Fréchet, con la sucesién creciente de semi normas p,(x) := sup;  , Tk
donde = = (z1)g

Definicién 3.2. Sean X y Y espacios de Fréchet. A una transformacion lineal continua
T:X Y lellamamos un operador.

Antes ya definimos un sistema dinamico, ahora aumentando linealidad tenemos la siguien-
te definicion.

Definicién 3.3. Un sistema dindmico lineal es un par (X,T) que consiste de un espacio de
Fréchet separable X y un operador T : X  X.

11
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3.1. Operadores hiperciclicos

Definicién 3.4. Un operador T : X X es llamado hiperciclico si existe un x X tal
que el conjunto

Orbp(z) := o, Tz, T%x, Tz, ...

es denso en X. Ademds decimos que el vector x es un vector hiperciclico para T .

Observacion 3.5. Un operador no tiene subconjuntos cerrados invariantes (no triviales) si
y solo si cada vector (diferente de cero) es hiperciclico.

Acerca de hiperciclicidad lo primero en tomar en cuenta es que no se da en espacios
vectoriales complejos (sobre C) de dimensién finita. Un corolario del siguiente teorema dice
que no existen vectores hiperciclicos en dimension finita. El teorema, que es bien conocido,
nos da una condicion para que un operador no sea hiperciclico.

Teorema 3.6. Sea T : X X un operador. SiT : X X | el operador adjunto de T,
tiene un autovalor \ entonces T no es hiperciclico.

El siguiente corolario prueba que no existen vectores hiperciclicos en dimensién finita.
Corolario 3.7. Sea T : C*  C" un operador, entonces T' no es hiperciclico.

Teorema 3.8. Sea T' un operador con inverso continuo T 1, entonces T' es hiperciclico si y
solo si T ' es hiperciclico.

El teorema 2.3 se puede reescribir en este contexto como:

Teorema 3.9 (Transitividad de Birkhoff). Un operador T es hiperciclico si y sélo si es
topoldgicamente transitivo. En este caso el conjunto de vectores hiperciclicos HC(T) es un
congunto Gs denso.

Ejemplos:

1. Los operadores de Birkhoff son hiperciclicos. Estos operadores estan definidos sobre el
espacio H(C) de funciones enteras y son los operadores traslacién dados por T, f(z) =
f(z+a), cona=0.

2. El operador de MacLane es hiperciclico. Este es el operador diferenciacion D : f  f
sobre las funciones enteras H(C).

3. Los operadores de Rolewicz son hiperciclicos. Estan definidos sobre el espacio X := (P,
1 0< ,06 X :=cy son los multiplos del desplazamiento hacia atras T' = AB :
X X, (r1,29,23,...)  Mag,x3,24,...) con A > 1.
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3.2. Caos lineal

En esta seccion presentamos el concepto de Caos Lineal y un criterio para saber si un
operador es cadtico, es importante mencionar que un operador cadtico es un caso particular
de operador hiperciclico.

Definicién 3.10. Un operadorl' se dice que es cadtico si satisface las siguientes condiciones.

1. T es hiperciclico.

2. T tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

Teorema 3.11. Sea T un operador hiperciclico. Entonces T tiene dependencia sensible a
condiciones iniciales (con respecto a cualquier métrica invariante bajo traslaciones que defina
la topologia de X ).

Se puede demostrar que los operadores de Rolewicz, Birkhoff y MacLane son cadticos.

3.3. Operadores mezclantes

En esta seccién presentamos el concepto de operador mezclante y un criterio para saber
si un operador es mezclante, es importante mencionar que un operador mezclante es en
particular hiperciclico.

Definicién 3.12. Un sistema dinamico lineal T': X X es llamado mezclante si cuales-
quiera conjuntos abiertos U y V no vacios de X, existe algin N 0 tal que T*"(U)\ V =
para todon  N.

El siguiente teorema muestra una condicion suficiente para que un operador sea mezclante.

Teorema 3.13. (Criterio de Kitai [22], [27]). Sea T : X X un operador. Si existen
subconjuntos densos Xg, Yo en X y una funcion S : Y, Yo (no necesariamente lineal ni
continua) tal que para cualquier x  Xo, y Yp

i) T"x 0 cuando n ,
it) S™y 0 cuando n ,
i) T S(y) =y
Entonces T' es mezclante en X, y en particular hiperciclico.

Los operadores de Rolewicz, de Birkhoff y de MacLane son ejemplos de operadores mez-
clantes.

Existen operadores mezclantes que no son cadticos. Por ejemplo consideramos el desplaza-
miento con peso T : ¢* (' donde T'(x1, z2, 73, ...) = (279, %:cg, §x4, ...), se puede demostrar
que es un operador mezclante pero que no tiene puntos periddicos [22]. El ejemplo se puede
generalizar para #, 1 p<
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3.4. Operadores débil mezclantes

En esta seccion presentamos el concepto de operador débil mezclante, ademas un criterio
para saber si un operador es débil mezclante. Es importante mencionar que al igual que
los operadores cadticos y mezclantes un operador débil mezclante es un caso particular de
operador hiperciclico.

Definicién 3.14. Sean T : X3 YiyTs : Xo Y5 dos operadores. Definimos la suma
T, 1T, como

T T2($1,$2) = (T11E17T2$2)-

Observacion: En general si X y Y son espacios de Fréchet el espacio X Y es un espacio
de Fréchet, donde las seminormas inducen la topologia producto sobre X Y.

Definicién 3.15. Un sistema dindamico lineal T : X X es llamado débil mezclante si el
operador T T es hiperciclico.

Teorema 3.16 (Criterio de Hiperciclicidad de Gethner-Shapiro). Sea T un operador. Si
existen conjuntos densos Xy, Yy X, una sucesion creciente (ny)p de enteros positivos,
funciones S, 1Yy X,k 1, tal que para cualesquiera v Xo,y Y,

1. T x 0, si k ,
2. Sy 0,80k ,
3. TSy vy, sik ,
entonces T' es débil mezclante y en particular hiperciclico.
A continuacién damos un ejemplo de un operador débil mezclante que no es mezclante.

Ejemplo 3.17. Sea T : ¢ co un desplazamiento con peso dado por T(xq,xs,...) =
(Waa, w33, ...), con w = (W, wa,...) = (1,2,2 1,222 12 1292922 12121 ) Se
puede demostrar que este es un operador débil mezclante que no es mezclante [22].

De la Rosa y Read demostraron que existen ejemplos de operadores hiperciclicos que no
son débil mezclantes [17].

3.5. Clases de operadores no hiperciclicos

Basado en condiciones necesarias para hiperciclicidad se puede demostrar que ciertas
clases de operadores no contienen operadores hiperciclicos.
En estd seccién T" denotara un operador sobre un espacio de Banach X (real o complejo).

Definicién 3.18. Un operador T : X Y es llamado una contraccion si T 1, quasi-
nilpotente si lim,, T™ /m =0, de potencias acotadas si sup, , T" <
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Proposicion 3.19. Los operadores contraccién, quasinilpotentes y de potencias acotadas
no son hiperciclicos [22].

También se puede demostrar lo siguiente.
Proposicion 3.20. Los operadores compactos y de rango finito no son hiperciclicos.

En Algebra Lineal, una matriz con entradas complejas es normal si A'A=AA" Siguiendo
la analogia en espacios de Hilbert H un operador es normal si conmuta con su adjunto, es
decir

TT=TT,

y es hiponormal si se cumple que

T T 0.

Un resultado en conexiéon con operadores hiperciclicos que es importante saber es el
siguiente.

Teorema 3.21. Si T es hiponormal o normal sobre un espacio de Hilbert H entonces T no
es hiperciclico [11].
3.6. Operadores de Toeplitz

Mas detalles de los conceptos y las demostraciones de los resultados de esta seccién se pue-
den encontrar en [32]. Empezamos definiendo el espacio mas importante donde desarrollamos
este trabajo.

Definicién 3.22. Definimos el espacio de Hardy-Hilbert, denotado con H?, como el espacio
de todas las funciones analiticas para las cuales su representacion en series de potencias es
cuadrado sumable, es decir

H? = f:f(z):Zanz"y Z an 2 <
n=0 n=0
El producto punto en H? estd definido como
fr9 =) anb,
n=0
para f(2) =) _,an2"y g(2) =), _o bn2". La norma del vector f(z) =), _,a,2" es

-(z)

La funcién  a,, ,_, >0 n 2" es claramente un isomorfismo de ¢? a H2. En particular
H? es un espacio de Hilbert separable.
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Denotamos con L*(S') al espacio de las funciones cuadrado integrables sobre S con

respecto a la medida de Lebesgue normalizada. Definimos el espacio H? como el siguiente
subespacio de L*(S 1)

f L*(SY) : fen =0 para todon <0

donde ftiene serie de Fourier de la forma

Zan con Z a, % <

Sea f  H? con serie de Fourier Y. _ ae e v sea f  H? con serie de potencias
Y om0 @n2". Para 0 < r < 1, sea f, definida como

fT(ew) Zan n 'm9.

Es claro que f, H2 para cada r. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Para cada f H?, existe una sucesion creciente 1, de nimeros positivos
que convergen a 1 y una f  H? tal que

nlim f(rne®) = ]?(eie) c.t.p.

- Entonces tenemos que existe una identificacién natural entre las funciones de H? y
H?, 1dent1ﬁcamos cada f H2 con serie de Fourier > ane™ con la funcién anahtlca
Ym0 @n2"™. A partir de ahora usaremos la notacién H? para referirnos a H? o H2.

Observamos que H2 es un subespacio cerrado de L?(S'). Sea P : L*(S) H? la proyec-
cién ortogonal de L2(S') a H2, definida para f = > g ane™ como Pf =" _ a,e™.

Denotaremos H como todas las funciones analiticas que estan acotadas en el disco
unitario. La norma de una funcién f H estd definida como f =sup f(z) :z D .
Como la convergencia en norma en H implica convergencia uniforme sobre D, se puede
verificar que H  es un espacio de Banach. Ademads se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.24. Cada funcion en H  estd en H?.

3.6.1. Matrices de Toeplitz

En esta seccién presentamos los conceptos referentes a matrices de Toeplitz. Empezamos
definiendo el operador multiplicacién.

Definicién 3.25. Sea ¢ una funcion en L (S*). El operador de multiplicacion por ¢, de-
notado por My, estd definido como Myf = ¢f para cada f  L*(S'). My es un operador
acotado en L*(S").

Cada operador lineal en un espacio de Hilbert separable tiene una representacién matricial
respecto a una base ortonormal del espacio.
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Definicién 3.26. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert separable
Hy e n 7 una base ortonormal para H, entonces la matriz de A con respecto a la base
dada es la matriz para la cual las entradas en la posicion (m,n) para m,n T es Ae,, ey .

Se puede ver que un operador multiplicacién tiene como representacion matricial a una
matriz de Toeplitz, las cuales las definiremos mas adelante.

Teorema 3.27. Sea ¢ una funcion en L con serie de Fourier ), _ dne™. Entonces la
matriz de My con respecto a la base ortonormal €™  _  de L*(S') es
bo 1 @ 2
o1 G P 1 D2
P2 G1 Po P 1 O o
b2 1 o O
o2 d1 9o

donde la posicion de ¢ representa la entrada (0,0).

Entonces cada matriz que representa un operador multiplicacion con respecto a la base
estdndar de L?*(S') es una matriz doblemente infinita con coeficientes constantes en sus
diagonales. Cada una de estas matrices es un ejemplo de una matriz de Toeplitz.

Definicién 3.28. Una matriz doblemente infinita (es decir una matriz con entradas en las
posiciones (m,n) para m y n enteros) o una matriz simple infinita (es decir con entradas en
las posiciones (m,n) para m y n enteros no negativos) es llamada una matriz de Toeplitz
si sus entradas son constantes a lo largo de cada diagonal. Es decir, la matriz (am,,) es de
Toeplitz st Gy py = Qg on, SIEMPTE qUE My N = My Na.

El siguiente teorema nos dice que las matrices de operadores multiplicacién sobre L? son
matrices de Toeplitz doblemente infinitas.

Teorema 3.29. Un operador lineal acotado sobre L*(S1) es un operador multiplicacion por
una funcién en L  si y sélo si su matriz con respecto a la base estindar en L*(S') es una
matriz de Toeplitz.

3.6.2. Propiedades basicas de operadores de Toeplitz

En esta seccion daremos alguna propiedades béasicas de operadores de Toeplitz. Empeza-
mos definiendo operador de Toeplitz.

Definicién 3.30. Para cada ¢ L , el operador de Toeplitz con simbolo ¢ es el operador
T, definido por
Tyf = P(of)

para cada f  H?, donde P es la proyeccion ortogonal de L? sobre H?.



18 CAPITULO 3. DINAMICA DE OPERADORES

El siguiente resultado nos muestra la representaciéon matricial de un operador de Toeplitz.

Teorema 3.31. La matriz del operador de Toeplitz con simbolo ¢ con respecto a la base
et de H? es

Po 1 @2 ¢ 3
P11 g0 91 P 2
To=1 ¢2 1 P ¢
3 P2 91 o

donde ¢y es el k-ésimo coeficiente de Fourier de ¢.
A continuacién damos la definicién de operador de Toeplitz analitico.

Definicién 3.32. Un operador de Toeplitz T, es un operador de Toeplitz analitico si ¢
estd en H

El teorema a continuacién nos da la representacion matricial de un operador de Toeplitz
analitico.

Teorema 3.33. Si T, es un operador de Toeplitz analitico, entonces la matriz de T, con

ind
respecto a la base €™ ,_, es

% 0 0 0 0
¢1 ¢ 0 0 0

Ty=| ¢2 &1 ¢ 0 0 ;
b3 P2 91 ¢ O

donde ¢(e”) =", _, dre™.

El siguiente teorema nos muestra que el operador adjunto de un operador de Toeplitz es
el mismo operador pero que tiene como simbolo la funcién conjugada.

Teorema 3.34. La funcion ¢ Ty es inyectiva, acotada, lineal, preserva adjunto (i. e.,
T, =1Tj )y mapea L sobre el espacio de los operadores de Toeplitz visto como un subespacio
del dlgebra de los operadores lineales acotados sobre H?.

A continuacion damos la definicién de operador de Toeplitz co-analitico.

Definicién 3.35. Un operador de Toeplitz Ty es un operador de Toeplitz co-analitico si Ty
es analitico.

Los teoremas a continuaciéon nos dan propiedades de los operadores de Toeplitz.

Teorema 3.36. Un operador de Toeplitz es autoadjunto si y solo si su simbolo toma valores
reales cast en todas partes.
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Teorema 3.37. El unico operador de Toeplitz compacto es el operador nulo.

A continuacién damos un teorema que nos da el conjunto de valores propios para un caso
particular de un operador Ty. En el teorema siguiente o(7") representa el espectro de 1"y
Ind, representa el indice de un punto a respecto a una funcién ¢, que es el nimero de vueltas
que le da la gréafica de ¢ al punto a.

Teorema 3.38. Sea ¢ una funcion continua sobre S, entonces
oTy)=ran¢ a C:a ran¢y Ind,p=0,
donde ran ¢ es el rango de ¢.

En nuestro trabajo usaremos el caso particular cuando la grafica de ¢ es una curva cerrada
sin intersecciones, por lo cual o(T}) es igual al ran ¢ unién su interior (la regién que encierra).

Observamos que un operador multiplicacién sobre H? es un operador de Toeplitz analitico
si su sfmbolo ¢  H?, a continuacién damos un teorema acerca de los adjuntos de estos
operadores.

Teorema 3.39. Sea ¢ H  una funcion no constante y sea T, el adjunto del operador de
Toeplitz T, sobre H*. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Ty es hiperciclico;
(i) Ty es mezclante;
(ii) T, es cadtico;
(iv) o(D)\ S =

La demostracién se encuentra en [22].

El teorema anterior nos da condiciones para hiperciclicidad de operadores adjuntos de
operadores de Toeplitz analiticos, es decir de operadores de Toeplitz co-analiticos.

Por otro lado sabemos que los operadores de Toeplitz co-analiticos siempre tienen valores
propios [32], por el teorema 3.6 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.40. Los operadores analiticos de Toeplitz nunca son hiperciclicos.

Por lo anterior ya tenemos resultados acerca de hiperciclicidad de operadores de Toeplitz
con simbolo analitico y co-analitico, en el siguiente capitulo estudiaremos hiperciclicidad en
operadores de Toeplitz que tienen simbolo con parte analitica y co-analitica.
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Capitulo

Hiperciclicidad en operadores de Toeplitz

En este capitulo daremos condiciones para que operadores de Toeplitz sean hiperciclicos.
Iniciaremos con los operadores cuya matriz asociada tiene solo tres diagonales, después se-
guiremos con los que su matriz asociada tiene un nimero finito de diagonales y terminaremos
con los operadores cuya matriz asociada tiene una diagonal analitica y un ntimero infinito de
diagonales coanaliticas.

4.1. Operadores de Toeplitz con tres diagonales

Sea T : H?>  H? un operador con la siguiente matriz asociada

apg a 1 0 0
ap Qo a 1 0
0 a1 ay a1

0 0 aq Qo

donde a 1,a9,a; C. jCuando T es hiperciclico?

Observamos que 75 = T}/, es el operador desplazamiento hacia atrds S sobre H?, y T,
es el operador desplazamiento hacia adelante S sobre H2, es decir para f en H? se cumple
que:

nf=s(n=10 IO s = (). (12)

z

Concluimos que el operador asociado a la matriz 4.1 también puede verse como a;S +
(lo] +a 15 .

A continuacién enunciamos el criterio de Godefroy-Shapiro [22], el cual usaremos para
demostrar resultados que se dan a continuacién.

21
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Teorema 4.1. (Criterio Godefroy-Shapiro). Sea T : X X un operador. Supongamos
que los subespacios

Xo:=span ¢z X ;Tx = Az para algin A K con N <1 y

Yo :=span © X ;Tx = Az para algin A K con A >1

son densos en X. Entonces T es mezclante, y en particular hiperciclico. Si, ademds,

Zy:=span x X ; Tz = ez para algin o Q

es denso en X, entonces T' es caotico.

A continuacién damos condiciones explicitas sobre a 1,aq9 y a; para que el operador de
Toeplitz T = a 1S + agl + a1 S sea hiperciclico. Si a; es cero entonces 1" es un operador
co-analitico, y ya existen condiciones para que estos operadores sean hiperciclicos (teorema
3.39). Si a 1 es cero entonces T es un operador analitico, y estos operadores nunca son
hiperciclicos (teorema 3.40). El objetivo de esta seccién es dar condiciones para que estos
operadores sean hiperciclicos cuando a; y a 1 sean ambos diferentes de cero.

Para usar el criterio debemos encontrar vectores y valores propios. Resolveremos la ecua-
cion Tf = \f para f  H? Tenemos que T = a 1S + agl +a1S = a Ts + agl + a; T},
entonces T'f = \f es equivalente a

a 1M +aof(2) +arzf(z) = Af(2).

Si f(0) = 0 tenemos que
(@ 1+ (ag Nz+a2®)f(z) = 0

por lo cual f(z) es identicamente cero, pues f es analitica en ID.
Si f(0) es diferente de cero, tenemos que

a 1f(0)

fz) = a2+ (ag Nz+a 1

Sin pérdida de generalidad supongamos f(0) = 1.

Ya tenemos la forma de f, pero necesitamos que f esté en H2. Ademds, necesitamos
conjuntos densos de este tipo de funciones para poder aplicar el criterio de Godefroy-Shapiro
(teorema 4.1). Tenemos las siguientes preguntas:

1. ;Cudndo f estd en H??

2. ;Cuéndo estas funciones forman un conjunto denso en H?2?

Primero resolvemos la primera pregunta. Tenemos que

a 1
a1z2+ (ag Nz+a

f(z) =
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necesitamos que f sea una funcién analitica, i. e. que el polinomio qy(z) := a12? + (ag
Az + a 1 tenga raices z1, 2y tal que z; > 1y 2z > 1. Esto es equivalente a que las raices
del polinomio

oa(2) = 22n(1/2) =a 122+ (ap Nz +ay

pertenezcan a D.
Para resolver esto necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.2. (Prueba de Jury) [1] Paraw C yr R, las raices del polinomio
2 +wz+r=0,

pertenecen a D si y solo st r <1y

Ahora aplicaremos la Prueba de Jury al polinomio py(z) pero cuando a; y @ 1 son nimeros
reales. Sobre esto trata el siguiente lema.

Lema 4.3. Sean ay, a 1 en R, ag C tales que a1 < a 1. Si existe A\ C tal que
R NASA! AN\
<—e(a° )) + (—m(ao )) <1, (4.3)
a+a 1 a a1
entonces la raices del polinomio py(z) pertenecen a D.

Demostracion. Como r = a“—ll cumple que r < 1, usando la Prueba de Jury se tiene que

ambas raices del polinomio son de mdédulo menor que uno si

SORCOR

ag A
a_1

(Re(ao )\))2+ <Im(ag )\))2 1
a+a 1 a a1

esto ocurre si y solo si w = satisface que

para algin A C.
O

A continuacion encontramos la region explicita donde debemos tomar ag para que cum-
pla la desigualdad (4.3) para algin A S'. Para esto definimos los siguientes nimeros y
conjuntos.

En lo siguiente los términos interior y exterior de curvas cerradas simples son usados en el
sentido del teorema de la curva de Jordan. Sea s; := a 1 +a;, So:= a 1 a; . Denotamos

la elipse
Pofe o T )
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su interior como

g {e o R IEE

Definimos el conjunto Ag := z C :d(z,F) < 1 , es decir como el interior de la curva
paralela exterior a distancia uno de la elipse E (cabe decir que la curva paralela no es una
elipse). Sea F' el conjunto de puntos de la curva paralela interior a distancia 1 de F y sea
A, la cerradura del interior de F'. En el apéndice A damos una descripcién més detallada de
curvas paralelas.

Concluimos el siguiente resultado.

Lema 4.4. Sean a;,a 1 R yay C. Supongamos que se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

Caso 1. a;+a 1 >1yay Ap.
Caso 2. a14+a 1=1yay Ay 0.

Caso 3. a1+a 1 <lyay Ay A,

Entonces existe un X S' tal que se cumple ag X\ pertenece a Ey (es decir que A cumple la
desigualdad (4.3)).

Demostracion. Tenemos tres casos.

Caso 1. Sea a1 +a 1 >1yayg Ao
Afirmacion 1: Existe z;  Ejy tal que d(ag, z1) < 1.

Prueba: Siay  FEjy, es claro que se cumple la afirmacion. Supongamos que ag Ay Fy,
tomamos el segmento ortogonal hacia E que inicia en ag, de longitud uno. Por la
definicién de Ag (su distancia a E es 1) tenemos que existe un punto z; en el segmento
en Ey tal que d(ag, z1) < 1.

Afirmacion 2: Existe zo  Ej tal que d(ag, z2) > 1.

Prueba: Siag FEy, la afirmacion se cumple pues Ejy es el interior de una elipse con un
eje mas grande que uno. Si ay Ay FEp el razonamiento es igual al caso 1.

Consideremos la funcién continua f : Ey R dada por f(z) = d(ag, z). Como Ej es
conexo, el conjunto f(Ep) es un intervalo de R, que como vimos anteriormente tiene
puntos mayores y menores que 1, por lo tanto existe zg  Ey tal que d(ag, z9) = 1.
Tomando A = ag  z9 obtenemos el resultado.

En la figura 4.1 ilustramos un ejemplo particular de este caso.

Caso 2. a1+a1:1ya0 A(] 0.
Afirmacion 1: Existe z;  Ejy tal que d(ag, z1) < 1.
Prueba: Igual al caso 1.

Afirmacion 2: Existe zo  Ep tal que d(ag, z2) > 1.
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Caso 1

—r by

E

Elipse E

Curva paralela exterior

Figura 4.1: La elipse E tiene eje mayor s; = 5/2 y eje menor sy = 1/2. La curva verde es la
curva exterior paralela a distancia uno de la elipse E, su interior es Aj.

Caso 3.

Prueba: Siay Ey, 0, la afirmacion se cumple pues un eje de la elipse F es uno y
el inico punto en Ejy que no tiene un punto en Fj a distancia mayor a 1 podria ser 0.
Siag Ay Ey, sea ag = (xg,yo). Tomamos el segmento de ag al punto (—sgn(zo),0),
es claro que el segmento tiene longitud mayor a uno, por lo cual se tiene que existe 2o
en el segmento tal que eg  Ey y d(ag, 22) > 1.

Consideremos la funcién continua f : Ey R dada por f(z) = d(ag, z). Como Ej es
conexo, el conjunto f(Ep) es un intervalo de R, que como vimos anteriormente tiene
puntos mayores y menores que 1, por lo tanto existe zq tal que d(ag, z0) = 1. Tomando
A = ag — zp obtenemos el resultado.

En la figura 4.2 damos un ejemplo particular de este caso.

a+a_q <1 Yy ago AO AO'

Prueba: Siay Ay A, entonces existe un punto z;  Ey tal que d(ag, 21) < 1 por el
mismo argumento de antes. Llamemos G al conjunto frontera de A, todo punto de GG
dista uno, interiormente de algin punto de E. Por tanto como ag / A,, existe algin
elemento zy de Ey tal que d(ag, z2) > 1. Consideremos la funcién continua f: Ey R
dada por f(z) = d(ag,z). Como Ej, es conexo, el conjunto f(FEp) es un intervalo de
R, que como vimos anteriormente tiene puntos mayores y menores que 1, por lo tanto
existe 2o tal que d(ag, z9) = 1. Tomando A = ay — 2o obtenemos el resultado. O

En la figura 4.3 damos un ejemplo particular de este caso tambien.

En lo anterior hicimos el andlisis para cuando py(z) tiene sus raices dentro de D con los
coeficientes a; y a_; nimeros reales, a continuacién hacemos el analisis para cuando estos
coeficientes son ntimeros complejos.

Para nuestro objetivo necesitamos generalizar la Prueba de Jury.
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Caso 2

154

15 Q

-1.5 1

Figura 4.2: La elipse E tiene eje mayor s; = 1 y eje menor s, = 1/4. La curva verde es la
curva exterior paralela a distancia uno de la elipse F, su interior es Aj.

Caso 3

1.5 4

Curva paralela exterior

Elipse E

urva paralela interior

-1.5 1

Figura 4.3: La elipse roja es la elipse E con eje mayor s; = 3/4 y s, = 1/4. La curva verde
es la curva exterior paralela a distancia uno de la elipse F, su interior es Ag, la curva azul es
la curva interior paralela a distancia uno de la elipse E, la region azul es el conjunto 4, .
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Lema 4.5. (Prueba de Jury Generalizada). Las raices de 22 + wz+re® =0, conr 0
pertenecen a D si y solosir <1y
9.2 9.2
Re(we 2)"  Im(we '2)

Arr? T o <h

Demostracién. Aplicamos el Prueba de Jury (Lema 4.2) ap(z) = 2%+ (we i%)z+r, y tomamos
en cuenta que p(z) = 0 si y solo si ¢(ze'2) = 0 para q(z) = 22 + wz + re®.
O

El siguiente resultado nos da condiciones explicitas sobre los coeficientes del polinomio
pa(z), para que este tenga sus raices dentro de D, es decir condiciones explicitas para que las
funciones fy(z) sean analiticas.

Lema 4.6. Sean ag,a;,a 1 C, cona; = a1 e, a 1 = a ;€% con6,0 [0, 27),

0 = %. St ay < a1 y se cumple una de las siguientes condiciones:
1. a1+ a >1yay €94,
2. a1+ a =1lyay %A, 0),
8 a1+ a <lyay €Ay Ay,
entonces existe X\ S' tal que pr(z) = a 12* + (ap Nz + a; tiene sus raices en D.

Definicién 4.7. Dados ag,a; y a 1 numeros complejos que satisfacen las hipotesis del lema
4.6, decimos que cumplen la condicion ().

Demostracion del lema 4.6. Necesitamos que las raices del polinomio
m(z)=a 122 +(ag Nz+a

pertenezcan a D
Aplicamos la Prueba de Jury Generalizada al polinomio
1 (CLO /\) aq

—pa(s) = 2+ AL
a q a 1 a 1

ay
a_1

y obtenemos que sus raices pertenecen a I si < lysiexisteun A S tal que ag cumple

la condicion

01—0_1 2 01—6_1 2
Re(% 1’\6 ) Im (%2 1’\6 )
(1 + al )2 _l_ (1 a1 )2 < ]-7
a_1 a—1
lo cual ocurre si
2 2
2,91#»9,1 i91+9,1
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lo cual es equivalente a

Re(age e i0)2 Im(age © Xe i9)2
( a; + a 1 )2 ( a + a 1 )2
Para que exista un A S! tal que la ultima desigualdad se cumpla usaremos el lema

4.4. El lema nos da condiciones para que ciertas constantes cumplan una desigualdad, para
# cumplen que:

<1. (4.4)

nuestro caso si ar,a 1y ape
1. a1+ a >1yae ? A,
2. a1 +a =lyaee ™ (4 0).
3. a1 +a; <lyage ™ (Ag Ap),

entonces existe un A S! tal que la desigualdad 4.4 se cumple, por lo tanto existe A S?
tal que el polinomio py(z) = a 12°+ (ag  A)z + a; tiene sus raices en D. O

En conclusion encontramos condiciones suficientes que garantizan que

_ a1 2
M=) = a1z 4 (ag  N)z+a .

Lo siguiente es ver si las funciones fy(z) forman un conjunto denso, lo cual es nuestra
pregunta 2.
Antes demostramos el siguiente lema.

Lema 4.8. Sean ag,a1 ya 1 C que cumplen la condicion (). Entonces existe X\ S' tal

que la funcion
z

a2+ (ap N)z+a 4

gn(z) =

es analitica e inyectiva para z en un abierto U D.

) donde z; y

Demostracién. Sean q\(z) = a122 + (ag  N)z+a 1, r:=min( 2z, 29, aa;ll

z9 son raices de ¢y(z), por el lema 4.6 se tiene que z; > 1y 2z, > 1,y sea U el conjunto
B(0,r). Entonces g,(z) es analitica en U.
Sean w,z U tal que g\(z) = gx(w) entonces

z w

w22+ (ap Nz+a i1 auw?+(ae Nw+a

y por lo tanto

awz(w  z) a 1(w  2z)=0,

a—1

ai

Si 2z = w entonces wz = -t pero como w, 2 U entonces w < -t y z < ¥y por
al al

lo cual wz < %l , lo que es una contradiccién. Concluimos que w = z, y entonces gy(z) es
inyectiva en U. [
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El siguiente teorema responde afirmativamente nuestra pregunta.

Teorema 4.9. Sea B C un conjunto abierto con interseccién no vacia con S' y sea fy la

funcion:
a 1

Inz) = a122 4+ (ag Nz+a

conaj,a 1 yay C tal que fx H? para todo N\ B. Entonces el conjunto

Z :=span fy:\ B
es denso en H?.

Demostracion. Para un conjunto abierto C' C, denotamos H(C'), como el conjunto de
funciones analiticas de C a C.

Sea g una funcién en H?, probaremos que si fy,g = 0 para todo A en B entonces g = 0,
i. e. vamos a probar que el conjunto

Z :=span fy: )\ B
es denso en H2.

Definimos H : B C, como H(\) := f\,g , se tiene que:

1 (7 a, ——
H(A) = %/0 We;)g(ew)cw, donde g\(z) = a12* + (a9 Nz +a ;.
a_i

Observamos que - (Z)g(z) es una funcién analitica (pues ¢(z) es una funcién que no se

anula en D), entonces H es una funcién analitica en B.

Supongamos que fy,g = 0, es decir H(\) = 0 para todo A D(e'¢) B, con
a [0,2m) y € > 0, como H es una funcién analitica entonces H es cero y también sus
derivadas son cero.

Para A\ = €', H(e') = 0, ademds

afl , ; 1 [ e a1
— (") = — h(0)d0 = 0, donde h(0) := A i
d\ (e ) 27 /0 qeia(eiQ) ( ) 07 onae ( ) (eic <€z0)g(e )’

d2H i 9 2w 62‘0 2
W(e ) = %A (qem(ew)> h(@)d@ = O7 etc.

2m
/ O"(0)h(0)dd = 0 paran =0,1,2,... donde ®(0) :=
0

Entonces

ei@

eia (€70)

9 ia(2)
disco abierto U D, por ser ® inyectiva sobre U existe ® *: W U, donde W := ®(U) es
un conjunto abierto simplemente conexo, por lo tanto ® es un biholomorfismo.

Definimos Cg : H(W)  H(U) (con la topologia de convergencia uniforme en compac-
tos), como f f @, el cual es un isomorfismo. Sabemos que span 1, z,2%, ... es den-

so en H(W) porque W es simplemente conexo [40]. Por lo tanto Cy(span 1,z,2%,... ) =

Por el lema 4.8 tenemos que ®(z) = es una funcién analitica e inyectiva sobre un
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span 1, ®(z), ®*(z),... es denso en H(U) y H(U) es denso en H*(D), entonces Y :=
span 1,®(z),®%(z),... es denso en H?(D) pero h(z) Y, entonces h = 0, por lo tanto
g=0. [

El siguiente teorema es la conclusién de lo anterior. En él damos condiciones sobre los
coeficientes para que un operador tridiagonal sea hiperciclico.

Teorema 4.10. Sea T : H?>  H? un operador con la siguiente matriz asociada

apg a 1 0 0
ai a a1 O
0 aq Qo a 1

0 0 aq ao

01

A@suznimos quea 1 = a 1 €%, a0 = age®, a, = a; € C, Ay y A, como antes, y
1 _
o= —-

5. 91 se cumple que a; < a 1 yparaay C se cumple una de las tres siguientes
condiciones:

1. a1+ a1 >1yay €e%Ap.

2. a1+ a =1yay €4y 0).
8. a1+ a <lyay €Ay A).
Entonces T es hiperciclico.

Demostracion. Por la observacién 4.12 que haremos mas adelante se tiene que las raices del
polinomio a;2?+(ag  A)z+a 1 son continuas como funcién de A, por lo tanto perturbaciones
suficientemente pequenas de A\ mantienen cerca a las raices, ademas como se cumplen las
hipdtesis del lema 4.6 tenemos que existe A ST tal que

fa(z) =

a1
a1+ (ag N)z+a

es una funcién analitica. Por lo anterior existe un conjunto abierto B C con B\ D =
y B\ D¢ = tal que para cada A B se cumple que fy H?2 Por el teorema 4.9 y por el
criterio de Godefroy y Shapiro (teorema 4.1) concluimos que T es hiperciclico. O

4.1.1. Otra condiciéon de hiperciclicidad para operadores de Toe-
plitz tridiagonales

A continuacién damos otra condicién para que un operador tridiagonal sea hiperciclico,
la diferencia es que la siguiente condicién involucra directamente los tres coeficientes.

Por notacion, para no confundir los calculos anteriores con los siguientes ahora usaremos
a,by c como coeficientes, es decir ahora T : H?  H? es un operador con la siguiente matriz
asociada
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b ¢ 0 0
a b ¢ O

a b ¢ : (4.5)
0 a b

donde a,b,¢ C.

Suponemos a y c diferentes de cero y como antes usaremos el criterio de Godefroy-Shapiro
(teorema 4.1) [22].

Ya sabemos que la forma de los vectores propios es la siguiente:

f(z) =

¢
az?+ (b Nz+c

Queremos dar condiciones para que f pertenezca a H2. Tenemos que

fz) =

az?4+ (b Nz+c - az  z1(N)(z 2z2(N))

Sabemos que f estd en H? cuando 21()\) y 22(\) tienen modulo mayor que 1, donde

b N+ N? dac b N VO N? dac
y Z2<)\) = .
2a 2a

Si las raices son repetidas la condicion ¢ > a implica que el moédulo de las raices es
mayor a uno. A partir de ahora pensaremos siempre que ¢ > a . Ahora supongamos que
21(A) = 22(N), es decir (b A\)?  4ac =0,

A continuaciéon damos una observacién que usaremos después, para su demostracion ne-
cesitamos el siguiente lema de [15].

21 ()\) =

Lema 4.11. Sea G un conjunto simplemente conexo y sea f  H(G) tal que f(z) = 0 para
todo = G, entonces existe g H(G) tal que f(z) =e9®). Sizy G ye™ = f(z), podemos
elegir g tal que g(zo) = wy.

Observacion 4.12. Se puede elegir una funcion analitica F(\) = © V* 2((;) NP dac o un
dominio simplemente conexo abierto y denso en D. F manda conjuntos abiertos en conjuntos

abiertos

Demostracion de la observacion: Sean xy = xo  C, f(A) :== (A z1)(A x2) y G:=C R,
donde R es un rayo que pasa por zj y Zs, se tiene que f  H(G) y no se anula en G. Por el
lema 4.11 existe g H(G) tal que 9) = f(z), entonces €29 es una rafz cuadrada analitica

de f. Utilizando esto es claro que existe una raiz analitica de la funcién (b A\)?>  4ac en

P
un dominio 2 del plano, por lo tanto F(\) := & N+ 2((11; V? 49¢ o6 una funcién analitica en

2. Como F es analitica no constante, se tiene que por el teorema del mapeo abierto manda
conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. O]
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Lo siguiente es dar condiciones de a,b y ¢ para las cuales z;(\) y 22(\) tengan médulo
mayor a uno. Usando un caso particular de un teorema de Ostrowsky (citado por Beauzamy
en [5]) tenemos lo siguiente.

2 (XN

Teorema 4.13. Sea p(z) := z “z+i=(2z 2)(z 2)yqz) == y)z 1) Si

se cumple que:

1. )
c cl (1
— Y1y Jlg) (4.6)
2. )
A b A bl [/1
— — 4.7
2w (R (47)
entonces Z—j 1) < 8nt'/", donden =2, t = (%)2. FEs decir Z—j 1‘ <2.

De este teorema concluimos que si existen 3; y y» que cumplen las desigualdades (4.6) y

(4.7) entonces | £ 1‘ < 2,ydeaquique y; z; <2z .Usando ladesigualdad del tridngulo
J

tenemos que y; < z; (2+ 1). Por lo cual para que z; > 1 es suficiente que y; 3.

Por lo anterior si elegimos y; v y» de modulo mayor o igual a 3 tal que cumplan las
condiciones 1 y 2 del teorema 4.13, entonces las raices de p(z) tienen médulo mayor a uno y
por lo tanto f estara en H2.

En lo que sigue damos condiciones sobre a,b y ¢ para las cuales existen y; y y» que
cumplen las desigualdades 1 y 2. Resolvamos primero la desigualdad (4.7) del teorema 4.13

Ab| (1)}
a 8)
Sea w = % Para cualquier z C que cumplaque 2z 3y w 2z  3elegimosy, = 2

vy ys =w 2z, con esto la desigualdad se cumple trivialmente.
Ahora resolvamos la desigualdad (4.6)

< el [4(3)
4 Y1Y2 a 3

Las desigualdades deben cumplirse de manera simultanea, entonces para y; y y2 elegidos
como antes tenemos que ver que pasa con su producto, es decir el conjunto

Ab
ERER.

L=y C:y=zw 2)con z 3y w z 3.
Respecto a esto tenemos la siguiente afirmacion,
Lema 4.14. Sean y y w C. Si y > 9+ 3w, entonces existe z C, con z 3y

w z  3tal quey=z(w z). Es decir, cualquier nimero en el complemento del circulo
complejo de radio 9+ 3 w centrado en cero estd contenido en L.
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Demostracion. Sea y C tal que ¥ > 94 3w . Es claro que existe z C, tal que
y=(w 29)z0 (simplemente escGjase a zy como una solucién de 2?  wz +y = 0).

Por la eleccion de y se cumple que 2y w  zp = y >94+3w 9.

Por demostrar que zg y w zp son mayores que 3. Consideremos tres casos:

1. Supongamos zy = w zp.Como zyg w 29 > 9, entonces zy y w 2y Son mayores
que 3.

2. Supongamos zp < w 2o . Observemos que por la eleccion de y no puede ocurrir que
20 <3y w zg <3+ w .
Supongamos zg 3, la prueba esta terminada porque zy < w 2z .

Supongamos w 2 3+ w,entonces zyp = zg wH+w w oz W 3+ w
w = 3, es decir z 3. Entonces como zy < w  zy la prueba esta terminada.

3. Supongamos zy > w zg. S w2 3 la prueba esta terminada. Supongamos
w2y < 3, entonces 2y w w 2y < 3 porlotanto zyp < 3+ w y entonces
2o w  zp < 3(3+4+ w), lo cual es una contradiccién a que y = zp(w  2p) estd en el
complemento del circulo de radio 9+ 3 w .

L]
Por lo anterior tenemos que si
c
‘—’ >9+3w
a
entonces existe z Ctalque z 3y w 2z 3ysecumple que £ =z(w 2).
Es decir, si
c A b
}‘>9+3’ ‘ (4.8)
a a

entonces se cumplen las desigualdades (4.6) y (4.7) del teorema 4.13. Concluimos el siguiente
resultado, el cual resuelve nuestra primera pregunta.

Teorema 4.15. Sea f:H?  H? una funcién definida de la siguiente forma,

C

f(z) = az?+ (b Nz+c’

st se cumple que

A b
E‘>9+3’ ‘ (4.9)

a

entonces f estd en H2.

Ahora pensando en el criterio de Godefroy-Shapiro, necesitamos dos conjuntos densos de
vectores propios donde los valores propios correspondientes sean de modulo menor que uno
en un conjunto y mayor que uno en el otro. Para esto necesitamos que conjuntos de funciones
de la forma de f sean densos en H? (teorema 4.16). Para demostrar esto necesitamos dos
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conjuntos abiertos A; y As tal que las condiciones del Criterio de Godefroy-Shapiro (teorema
4.1) se cumplan para A Aj; con A <1lyparaA Aycon A > 1.
Observamos que la desigualdad (4.9) es equivalente a

¢ 9a

A b < 3

c 9a

es decir \ estd en un disco abierto de centro b y de radio . Si este disco abierto intersecta
en mas de un punto al circulo de radio 1 entonces existen A; y A, tales que para A Aj se
cumple A\ <1y para A Ay secumple A > 1.

Tenemos que el punto % esta en el circulo de radio 1 por lo tanto la interseccion mencio-
nada ocurre cuando

b c Y9a
b —|<—-
bl
lo cual es equivalente a
c Ya
b 1<
3

Concluimos el siguiente resultado.
Teorema 4.16. Sean a,b y ¢ numeros complejos con ¢ > 9 a . Si se cumple que

¢ 9a

b 1 <
3

entonces existen dos conjuntos abiertos Ay D y Ay D’ tal que z(\) > 1y 2(\) >1
para N Ay As.

El siguiente resultado nos da una versiéon alternativa del teorema 4.9 para que los vectores
propios formen un conjunto denso en H2.

Teorema 4.17. Sea B un subconjunto abierto de C y sea fy definida como sigue:

c
Inz) = a2+ (b Nz+c

donde los polos son distintos y de mddulo mayor a uno. Entonces el conjunto

Z :=span fy: A B
es denso en H?.

Antes de demostrar el teorema recordemos lo siguiente. Para § D, tenemos que si

1

Ks(z) = Z(B)"z" = T 5 con z D,

n=0

entonces para cada 3 D se tiene que Kz H?, alos cuales se les llama nticleos reproductores
(a veces llamados nicleos de Szego), para cada g H? se cumple:

9, K5 = g(B). (4.10)

Lo que implica que Kjz 5 p es denso en H2.
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Demostracién. Sea € el dominio de /(b )2 4ac, que es un abierto y denso (observacién
4.12). Entonces B\ 2 es un abierto no vacio y sin perdida de generalidad, tomamos a B
como esta interseccion.

Ahora sean z1,z2  C los polos de fy. Sabemos que 2125 = ¢/a y sean

S0 = b N+ N2 dac v z2:i

2a az

Tenemos que

con z; >1,coni=1,2.
Sea o = —<— , entonces
21 2

a o a/z oz

z oz oz 2z 1 oz/zmo 1 z/z

por lo tanto

hx)= SEr(@)+ k() =) = (l)" P (l)n =

1 =1 R2 = o~ \~1 22 \ %2

Observamos que f es la suma de dos nicleos reproductores, ademés f depende de z; y
25 que a su vez dependen de A. A continuaciéon demostraremos que f, hace la funciéon de un
nucleo reproductor.

Sean g(2) =D, o gn2" v 9 (2) = > —o Gn?

" H2 Tenemos que

g7f>\ = ZgnfT,na
n=0

donde f), es el n-esimo coeficiente de Taylor de f).
Supongamos que B es abierto y que la funcién H(X) := g, fn es cero para todo A en B,
demostraremos que g = 0. Recordando que 223 = ¢/a, tenemos que

gvf)\ = ZgnfT,n:Zg_nf)\,nv
n=0 n=0

- (5 5z ( ) (3))

n=0
1 n+1 c (n+1) 1 (n+1) 1 n
= gn( a) | — + > ags (—) — = B (—)
n:Og ( ) (21> ; g a <Zl> n:Z 21
donde
agn 1 paran 1
h, =<0 paran =20

ag 1 n <§)n para n 1.
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Ahora definimos h: 2  C como

h(w):Zhnw”,paraw Q= w C:alc <w<1

n=

notemos que h es una funciéon analitica en €2, ya que

Z ag 1 n (ﬁ)n y ; ag, 7wt

n= 1

convergen pues por un lado observamos que

> v (i) X ()

n= 1

es la serie de g con ’%| < 1, y por otro lado la serie

— n+1 __ — n+l1
E agn 1w = « § gn 1W
n=1 n=1

con w D eslaserie de g .
Recordamos que por definicién cada z; depende de A, sea Q2 := 2z;(\): A B . Notamos

que como z; > 1 se tiene que

1 .
2—1’ < 1,y como z5 > 1, se tiene que 2129 > 21,y COmMoO

1

2123 = c¢/a entonces afc < % » concluimos que a/c < Z—ll < 1, por lo tanto §2 Q.

Adem3s

0= g, fr :H()\):h(ﬁ), para A B

es decir h es cero en el reciproco de €, y como ) es un abierto (observacién 4.12) tenemos
entonces que por el teorema de la identidad A es cero en €2, y por la unicidad de la serie
de Laurent h, = 0 para todon 7. En particular g, = 0 para todon 0, por lo tanto
concluimos que g = 0 y de aqui que g = 0, entonces Z es denso. Asi queda demostrado el
teorema.

O

Concluimos entonces con una condicién sobre a, b y ¢ para la cual el operador de Toeplitz
tridiagonal es hiperciclico. El resultado es el siguiente:

Teorema 4.18. Sea T : H*>  H?* un operador con la siguiente matriz asociada

b ¢ 0 0
a b c 0
a b ¢ .0, (4.11)
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donde a,b,c  C y son diferentes de cero. Si se cumple que

c 9a
b 1l < ———
3 )

entonces T' es hiperciclico.

Demostracion. Por el teorema 4.16 existen dos conjuntos abiertos A; y A, tales que

cf(0)

Inz) = az?+ (b Nz+c

es una funcién analitica para cada A en A; A,, ademas para A A; se cumple A <1y
para A\ A, se cumple que A > 1.
Sean
Xo:=span fr: A A

Yo :=span fr: A A,

Por el teorema 4.17 sabemos que Xy v Yy son densos en H?. Entonces se cumplen las
hipétesis del criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) por lo tanto T' es mezclante y en
particular hiperciclico. O

4.2. Teorema de Shkarin-Baranov-Lichanskii

A continuacién damos resultados obtenidos por otros autores relativos a nuestro trabajo.
Cabe decir que estos resultados fueron obtenidos independientemente de nuestro trabajo pero
simultdneamente. En lo siguiente denotaremos como D al disco unitario cerrado y ponemos
D=C D.

Shkarin, en un articulo no publicado afirma la siguiente proposicion.

Proposicién 4.19. (Shkarin [43].) Sean a 1,a9,a7 Cyg:C 0 C dada por g(z) =
a1z +ag+ az;l Entonces el operador T, : H*  H? es hiperciclico si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:

1. a1 > a1
2. min, 1 g(2) <1<méx, 1 g(2) .

En un articulo reciente Baranov y Lishanskii [3] observan que la segunda condicién de
Shkarin min, 1t ¢g(z) < 1 < méx, t ¢g(z) no necesariamente se cumple. Por ejemplo, si
tomamos a; = 2,a0 = a ; = 0, se tiene que T, = 25 , el cual es hiperciciclico pero
min, v g(z) = 2, que no es menor a uno. Baranov y Lishanskii demuestran un teorema
méas general sobre operadores de Toeplitz, del cual se obtiene el siguiente teorema replantea-
do de Shkarin. El resultado es el siguiente:

Teorema 4.20. (Baranov-Lishanskii [3].) El operador de Toeplitz T,, con g(z) = 2 +b+cz
es hiperciclico si y solo si
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1. a > c;

2. D\ (C ¢gD)= yD\(C gD)=
donde g(z) = ¢ + b+ cz.

A continuacién damos la demostracion del teorema 4.20 pero obtenido directamente de
las ideas de Shkarin, corrigiendo el error en su demostracion.
En la prueba se usan los siguientes resultados.

Lema 4.21. Sead Cyseaq:D  C una funcién holomorfa tal que d <1 yq(z) = q(d/z)
para cada z A, donde A es un subconjunto del anillo W = =z C: d < z <1 con al
menos un punto de acumulacion en W. Entonces q es constante.

Demostracion. Tenemos que las funciones holomorfas en W dadas por z  ¢(z)yz  q(d/z2)
coinciden en A, el cual tiene un punto de acumulacién en W. Entonces por el teorema de
la identidad coinciden en todo W. Extendemos ¢ a una funcién sobre todo C haciendo
q(z) = q(d/z) para = C D, observamos que para A S!, lim, ,q(z) = lim, ,q(d/z).
Ahora como ¢(z) = ¢(d/z) para todo z W se tiene que la extensién de ¢ es una funcién
entera que satisface ¢(z) = ¢(d/z) para todo = C 0 . Observamos que se cumple que
lim,  ¢(z) = ¢(0), entonces q es acotada, y por el teorema de Liouville, ¢ es constante. [J

Lema 4.22. Sean g : S*  C una funcién continua, K la cerradura de su envoltura convexa
y a=dist(0, K) > 0. Si K es estrictamente convexa existen B > a y 6 [0,27) tal que
i0

eg‘zlg

B B

Demostracion. Como a = dist(0, K) > 0, entonces existe zp K tal que zy = ae®, donde 6
[0,27). Como K es estrictamente convexo entonces e K también lo es. Entonces e K

« H, donde H := z C:Rez > o . Para cada 8 > «, definimos Bg como la bola
abierta de centro (3,0) y radio 8 a. Observamos que s, , Bs = H y ademéds si § < 3
entonces Bs  Bg. Como e YK «a es compacto y estd contenido en | 5> Bp entonces

|

existe una subcubierta finita. Por lo tanto existe 8 > a tal que e YK Bz  « y entonces
se cumple que 3 ePw B aparatodow K, en particular 3 €“g(z) B « para

todo z S*, entonces

i0
'1 79(2) 1 a para todo z S?,
5 5
por lo cual
i0
g «
1 1 =<1
Pl s
O
Observamos que si definimos g( ) =0y g(0) =  entonces g(z) = ¢ 4 b+ cz es una
funcién de C en si mismo. Ahora hacemos la siguiente afirmacion acerca de la imagen

de g.
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Afirmacién 4.23. g(S') es una elipse.

Demostracion. Sean a,b,c  C, tenemos que para todo z = re? conr >0y 6 [0,27], se

tiene que

. 1 .
0 0
g(re”) = ) + b+ cre”.
#2 v sin pérdida de generalidad supongamos que b = 0, ya que es un
.0140
término constante y representa una traslacién. Sea A = ¢ °* = *. Entonces

i .
Sean a = r1e"', c = rqe

. .01+6 .01—0
a 0, . t02 {21222

?/\ =e%e T2 =2
i)\ = eif2¢ 1 52 eiM
C
Sea 1) = %, por lo tanto se tiene que % A=¢ W y % A = €. Ahora tenemos que
Aglre®) = 2qle w2000

a T C

= e Z"Z’ale 04 e et
T
= a 1e 0 1 ¢ pet@tY)

= a- (cos(@ + 1) isen(d+ 1))+ cr(cos(d+ 1) +isen(d+ 1))

r

_ <1a+rc)cos(9+¢) @Ga rc)sen(e+¢).

_ (lﬁm)m( <9+¢>>+¢(;a rc)sen< 0+ ).

r

Por lo tanto Ag(re) es una elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados para cualquier
r > 0, en particular r = 1. Entonces g(S!) es una elipse, con eje mayor a + ¢ y eje menor
a ¢, con una rotacién dada por 1/\ y con traslacién b. O

Observamos que parar [0,1) y a > ¢ se cumple

1
—a +rc>a+c y -—a Trc>a C.
r r

Por lo anterior tenemos que la imagen de cualquier circulo de radio » < 1 es una elipse
més grande que la elipse g(S'). Tenemos entonces que g(D) es el complemento de la regién
cerrada acotada por la elipse g(S'), y tenemos que C ¢(ID) es la regién cerrada acotada por

la elipse g(S%).

Demostracion del teorema 4.20. Primero probaremos la suficiencia, probaremos que si T' no
cumple las hipétesis del teorema no puede ser hiperciclico. Sabemos que T, = aT% + bl + T,
y T, = Tz +bI +aT%, y un célculo directo muestra que T, T, T,T, = (c¢? a?*)P, donde
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P=1 T]JJ;=1 T,T, ComoP 0,sic a entonces T, es hiponormal y por lo tanto
no puede ser hiperciclico (teorema 3.21).

SiD\ (C g¢(D) = entonces D g(D), afirmamos que g(S')  D. Supongamos que
no, entonces existe A S* tal que g(\) D, por lo tanto g(\) ]]3), entonces g(A) g(D), y
como g es inyectiva (lema 4.8) se cumple que A D, lo cual es una contradiccién. Concluimos
entonces que g(S*) D, por lo tanto max, g1 g(2) 1y por lo cual T} es una contraccién
y por lo tanto no puede ser hiperciclico (proposicién 3.19).

AhorasiD\ (C g¢(D)) = entonces D ¢(D) y por lo tanto inf, g dist(0,g(z)) >1
(recordemos que g(D) es el exterior de la elipse g(S1)).

Sea K la envoltura convexa de g y sea o = dist(0, K) > 0, como K es estrictamente
convexa se tiene por el lema 4.22 que existen < ay 6 [0,27) tal que

e ifg ’
Hl 5l B

Por otro lado es bien conocido que para un operador T, si I T < 1 entonces T es
invertible y

«

1
T! _
AR
Entonces como "
e Yg «
I T.-,|l=|1 1 =
L
se tiene que T, /g s invertible y
1
Tl ||l=8T1 - -
ra]-rnt o)
por lo tanto T, * 1. Como inf, g dist(0,g(z)) > 1 se tiene que a > 1y entonces T, *

es una contracciéon por lo cual no puede ser hiperciclico (proposicién 3.19). Ahora como T, !
no es hiperciclico se tiene por el teorema 3.8 que 7, tampoco es hiperciclico.

Ahora probaremos que T} es hiperciclico suponiendo que a > ¢, D\ (C g¢(D)) = y
D\ (C g¢g(D)) = . Primero probaremos que para cada z W := z C: ¢fa < z <1,
se cumple que T, f, = g(z)f., donde

& .
fo(w) = 2K5(w) EK%(U))’ si 22 =c/a, y
1
fz(w) = (17)2, si 22 = C/CL.
Sabemos que T, = aT5 + bl + ¢TI, = aS + bl + ¢S. Observamos que
K K — 1
S Kg(ﬂ]) — Z<w) Z(O> — 1 zw _ 2w _ ZKE(U)),
w w w(l  zw)
z 1 142w
SKz(w) = wKz(w) y S(zKz(w)) =w = = Kz(w) 1
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Entonces para 22 = c/a se tiene que

T,(f(w) = (aS +bl+c8) (2hx(w)  —Kgp(w))
~ aS (ng(w) a—CZK%(w))qu(ng(w) a—CZK%(w)>—|—cS (ng(w) éK
= a2?Kx(w) a%z{c/m(w)mz&(w) ba—CZK%(w)Jrc(Kg(w) 1) (Ko
= <az +b+ S) (zKz(w)) (az +b+ g) a_CzKW(w)
= 9(2) (Kx(w)  —Kge(w)) = 9()fo(w)
Para z? = c/a, tenemos que
T,(f.(w)) = (aS +b[+c8)m
2w (2w)? 1 az?w
wl w2 (1 zw)? | (1 zw)?

2az n
(1 z2w)2 (1 zw)?

m = g(2) fu(2)-

= (2az+0b)

Entonces el conjunto de valores propios contiene al conjunto g(W), el cual es un anillo
entre dos elipses, la elipse interior es g(S') y la exterior g(Co( £ )), donde Co( £ ) es el circulo
de centro 0 y radio ¢ .

Sabemos que ¢(S') es una elipse y es frontera de la regién C ¢(D), entonces como
D\ (C ¢g(D) = yD\(C g¢(D) = secumple que g(S!) intersecta a los conjuntos
Dy C D,y por lo tanto g(IW) también los intersecta y tiene un punto de acumulacién
dentro. Sea £ := span f, : ¢g(z) <1 y E, :=span f, : g(z) > 1 . Para usar el
criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) necesitamos que £y F, sean conjuntos densos
en H%(D). Demostraremos que cada conjunto span f,:z A , donde A es un conjunto con
al menos un punto de acumulacién en D, es denso en H?*(D). Procedamos por contradiccion,
supongamos que existe A, un conjunto con al menos un punto de acumulacién en D tal que
span f,:z A mo es denso en H*(D). La no densidad implica que existe una funcién no

cero h(w) =Y. _ hyw™ en H*(D) tal que

n=0 n=0

paratodo z A, donde (f.), son los coeficientes de f,(w). Tenemos que (f.), = (2" (c/az)"*1),
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sean h (w) =) _,how™ y q(w) = wh (w), entonces por la ecuacion (4.12) se cumple que

0 = ZE(ZNH (¢/az)™™)

_ h_nzn+1 Zh_n(c/az)n+1

n=0 n=0
I Is _
= 2z h" — Z hn(c/az)"
az
n=0

= zh (2) a_czh (c/az),

por lo tanto ¢(z) = g(c¢/az) para todo z  A. Por el lema 4.21 la funcién ¢ es constante,
ademds ¢(0) = 0 por lo tanto ¢ es la funcién cero y entonces h también, por lo tanto h = 0.

Lo cual es una contradiccién.
O

4.3. Operadores de Toeplitz con finitas diagonales

A continuacion daremos condiciones para que operadores de Toeplitz con un niimero finito
de diagonales analiticas y coanaliticas (inferiores y superiores), diferentes de cero, cumplan
criterios de hiperciclicidad.

Sea T : H?>  H? un operador con la siguiente matriz asociada

apg a1 a9 a ., 0 0 0
aq Qo a 1 a 9 a m 0 0
as ap ag a1 a o a ., 0
, (4.13)
(R ai Gy a1 Q2
0 an anq ar a a1 a
0 0 an an 1 ai apg a1
donde a ,,...,a 1,a9,a1,...,a, C.
., Cuando T es hiperciclico?
Si aq,as,...,a, son cero tenemos que 1" es un operador co-analitico, y ya tenemos con-
diciones para que éste sea hiperciclico (teorema 3.39). Si a 1,a 2,...,a ., son cero tenemos

que T" es un operador analitico, los cuales sabemos nunca son hiperciclicos (teorema 3.40).

A continuaciéon daremos condiciones sobre a ,,,...,a 1,ag,a,...a, que garanticen que
T es hiperciclico. Usaremos el Criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1).
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Para usar el criterio lo primero es encontrar valores propios y vectores propios, es decir,
resolvamos la ecuacién Tf = Af, donde f(z) = Y, _ 2", con 70,71,... C, los cuales de
inicio son diferentes de cero.

Sabemos que

T=a,(S)"+ +a2S)P+a1S +al +a1S+aS*+ +a,s"
Denotamos con f® la i-ésima derivada de f. Por definicién

S"f(z):=2"f(z) paran=1,2,3,...,

2y ) . e

(S )" f(z) = paran 1,

donde f,(z) =Y 1_, 2" paran 0.
Calculando, tenemos

M(z) = (a m(S )" Fa m (S )" "+ +a 1S +al+aS+ +ansn) f(z)

_ <a,;n +a 5:711) n —|—2+ao+ ~|—anz”> £(2) mfm 7111(2) a (m l)fmmz(lz) 1f0(z)
z z z z
Entonces
$-e kf;l(z) S (G tmb e Nhmt ) ()
k=1

y por lo tanto

Za wfe 1(2)2™ F = (@mt+a gmnz+  +a 12" TH(a NZ"+aZmT+ F a2 f(2),
=1

y como
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—

NE

D a wfia(z)z™ b=
k=1

k
a k 75282m k
s=0

=
Il

1

m k 1
= § a k752m+8 ka
k=1 s=0
scant=m-+s kyr=m k entonces
m k1 m 1 t
m+s k t
E a KYsz = a (m Y r2,
k=1 s=0 t=0 r=0
despejando f(z) tenemos que,
m 1 t t
flz) = 10 2ur=0® (m 0Vt rZ

(@ mtamunpz+ +a12™ 1+(ag AN2"+a2™ + 4+ a2t

Lema 4.24. Sea T : H>  H? un operador con la siguiente matriz asociada A

ag a1 a9 a ., 0 0 0
aq agp a 1q a 9 a m 0 0
as apg a1 a9 a ., 0
Ap  Qn 1 ax Gy a1 4 2
0 an anq ar a4 1 a
0 0 Ay,  Qp 1 ai ag a1
donde a ,,,...,a 1,a9,01,...,a, C, cona ,, = 0. Entonces las soluciones de la ecuacion

Tf(z) = Af(2) para algin A C forman un espacio de dimensién m, donde las soluciones
son de la forma

()= 1)

(@ mt+a mnz+  +a 2™ T+(ag Nz™+ a2+ + a2t
con q(z) un polinomio de grado a lo mdas m 1.

Demostracién. En lo anterior ya demostramos que si f(z) = >,_, 72" cumple la ecuacién
Tf(z) = Af(z) entonces f es de la forma

m 1 t '
f(Z) = t=0 ZT‘:O a (m rYt r2 |
A e B A VE S ey
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Ahora observamos que el numerador de f es un polinomio de grado m 1y tiene la forma

—_

m t

a (m )Vt th =

t=0 r=0
a Yo+ @ mn+a m 1)zt @ mYm 1+ m )Ym 2+ Fa 17)2"

Por lo tanto, para que el numerador de f(z) sea diferente de cero es suficiente con que
al menos un 7, para 0 k&  m sea diferente de cero, ya que a ,, = 0. Concluimos que el
grado de numerador depende directamente de los v diferentes de cero, por lo cual a lo mas
es un polinomio de grado m 1. O]

Con lo anterior ya sabemos la forma de f, ahora para que sea un vector propio necesitamos
que esté en H?. Para resolver esto necesitamos que f(z) sea analitica, para esto necesitamos
que las raices del denominador tengan médulo mayor que uno.

Teorema 4.25. Sean @ p,...,0 1,00,01,...,0, CyP\(2):=a n+a @ nz+ +
a12™ P+ (ap N)z™+az™M + 4 a,2™ para N C fijo. Si existen niimeros positivos
- m+n
pi, coni=1,....m+mn, tal que Y " p; =1 y que cumplen que
ag A
< M,
a m

a/ .

— Yl <wiparai=1,...,m 1

a m
Y

a; .
— | < Wizm parai=1,... n.
a m

Entonces Py\(z) tiene todas sus raices fuera del disco de radio 1.

Demostracion. Sea z  C tal que Py(z) = 0, tenemos que se cumple que

a (m a a A a an
a m a m a m a m a m
Ahora si z 1 entonces
a (m 1 a 1| |(a N a1 a, | R
(R [ R + + + - <> =1
a m a m a m a m a m —

Lo cual nos da una contradiccién. Por lo tanto z > 1 O
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Con lo anterior ya tenemos condiciones para que f sea analitica, es decir condiciones para
que existan vectores propios para 1.

Ahora falta dar condiciones para que estos vectores propios formen un conjunto denso en
H?(ID), para lo cual usaremos los resultados de Baranov y Lishanskii [3].

Sean v1, s, ,Ym 1 C, definimos

a ., Q (m a .
O(z) = — + £n11)+ +—1+a0~|—alz+ + a,z",
z z z
m 1 t
qm(z) = a (m )Vt rzt

t

Il
o

r=0

On(2) =ag+arz+  +apz".

Ahora, para A C, escribimos el vector propio f) como sigue:

- Qm(Z)
M=) = 2m®(z)  Azm

A continuacién damos unas definiciones que usaremos en lo siguiente.

Definicién 4.26. Un conjunto A de un espacio de Hilbert H es llamado completo si es una
base ortonormal maximal, y por lo tanto su espacio generado es denso en H.

Definicién 4.27. Sea A(Dl el conjunto de funciones holomorfas de D a C, tales que tienen
una extension continua en D (es decir, A(D) =H \ C(D)). A este conjunto le llamamos el
algebra del disco.

Definicién 4.28. Una funcion analitica h sobre un dominio D se dice que es N-valente en
D si para todo w  h(D) la ecuacion h(z) = w tiene a lo mds N soluciones en D contando
multiplicidades.

La siguiente proposicién es de [3], lo cual usaremos para demostrar la densidad de los
vectores propios.

Proposicién 4.29. 1. Sea h  A(D) inyectiva en D. Entonces el sistema h* ; o es
completo en H*(D).

2. Sea h  A(D) N-valente en D. Entonces el sistema de funciones zh* : k 0,5 =
0,1, N 1 escompleto en H*(D).

Como consecuencia tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.30. Seam,n N, ®(z) =2+ =04 4 S pgitaiz+ +a,2"y

U un abierto no vacio en C tal que U <<I>(ﬁ 0 ))C Si para cualquierw ®[D 0 ) la

ecuacion ®(z) = w tiene exactamente m soluciones distintas en D 0 ; entonces span fy :
A U esdenso en H2(D), con fx(z) = =izl

zmP(z) Az™m”

La demostraciéon que mostramos a continuacién se encuentra en [3], la agregamos por
completez del trabajo.
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Demostracion. Primero consideramos el caso m = 1, es decir ®(z) = %+ag+alz+ +a,z"
Fijamos Ay U y sea

h(z) = ! = - -5
(2) = 2= Mo+ n(z) a1 Aozt zon(z) () Ao

z

h es analitica porque Ay ®([ 0 )y h es inyectiva en D por hipétesis.

Sead=min a , Az+2¢(z) :2z D . Supongamos que § = 0, entonces a | Aoz +
2¢n(2) = 0 para algiin z D. Si z = 0 entonces a ; = 0, lo cual no puede ser. Ahora si z = 0
entonces =t Ao + ¢n(2) = 0, es decir ®(2) Ag = 0, lo cual no es posible por la eleccién
de A\g. Concluimos que § > 0.

Notemos que para A en la vecindad D(\g, d), se tiene que

a 1 )\OZ + Z¢n(2> 0 > 1.

A Ao A Ao

Por lo tanto para z D se cumple
a1 Aoz+z0,(2)
z < Y ,
y entonces

1 a o2 + 20, (2
a1 Az+zo,(2) \a 1 Az+ zgzﬁn(z)

a /\Oz—i—ngn (a ! Aoz+z¢n 0 A0>z>

a-1 >\02+2¢n()

a q )\02+Z¢n(z) (1 #{E)ﬂﬁvﬂz)>

((a 1 O;\OZif)ZZ%(Z)))k (a 1 >\OZ1Jr Z¢n(2))

()\ )\0>ka

(CL 1 )\02 -+ Z¢n<2))k+1
(A o)k

a 1q )\02 -+ Z(bn(Z)

M I

o
[e=]

h*(z) para z D.

I
(]

k=0

Sea g(z) =a 1 Aoz + z¢,(2), entonces

A= (0 agp)

— 9(2)

observamos que hgk((:;) son los coeficientes de Taylor de f\ como funcién de )\, ademés fy  H?,

es infinitamente diferenciable con respecto de A y sus derivadas también estdn en H2.
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Supongamos que f  fyparatodo A B(\g,0), entonces f  fy, porlocual f  f\ fa,

entonces f ff\ f\czo y tomando limite cuando A g se tiene que f %, del mismo modo
ahora como f % entonces también f dﬁ% por lo cual f ff\ /f\zo , v tomando limite
tenemos que f %. De forma inductiva tenemos que f ﬁ\];?, para k 0.
Por lo tanto si f  f) para todo A B(\g,d) entonces
hE(z
f (2) para k 0.

(a1 Xoz+ zo,(2))

Por otro lado la proposicién 4.29 asegura que el sistema h* ;. o es completo en H?(D). El
factor 1/(a 1 Aoz + 2¢,(2)) es un elemento invertible de H (D), entonces el sistema

(a1 Xoz+ z0,(2)) e

también es completo y entonces f = 0 y por lo tanto el conjunto f: A U es denso.
Ahora sea m > 1. Fijamos Ay U. En este caso, por el lema 4.24, tenemos m vectores
propios correspondientes a g,

f)\Ovj(Z> - qu)(z) )\Ozmv

Usando como antes la expansion de Taylor para A cercano a Ay, concluimos que si f es
ortogonal al vector propio correspondiente a A en una vecindad pequena de \g, entonces

j=0,1, ,m L

ZhF(2)

0,0 1 4.14

donde - 1
z
h(z) = = :
(2) 2m®(z)  Nz™m D(z) Ao
Por la condicién de @, se tiene que h es m_ valente y para cualquier w h(D) la ecuacién
h(z) = w tiene exactamente m soluciones en D contando multiplicidades. Entonces argumen-
tando como antes por la proposicién 4.29 el sistema 2z/h* : k0,5 = 0,1, ,N 1 es

completo en H?(ID), concluimos que cualquier funcién que satisface (4.14) es cero.

m
Concluimos con el siguiente resultado.
Teorema 4.31. Sea T : H?>  H? un operador con la siguiente matriz asociada
apg a1 a9 a ., 0 0 0
aq Qo a 1 a 9 a m 0 0
as ag a1 a9 a . 0
, (4.15)
An  Qn 1 ai Gy a1 Q2
0 a, a, 1 ai ag a1 a9
0 0 an  Qp 1 aq ap a1
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. _ a_ —
donde a oy, ...,a 1,a0,01,...,a, C, diferentes de cero y sea ®(z) == T2 + ==+ +
a—
71+Clo+a12+ + a,z".
Si se cumple las siguientes condiciones:

1. Existen numeros positivos p;, cont=1,....,m+mn, tal que ZZE{” wi =1 que cumplen
que
Qo 1
a — | < ZHhm Q@ m,
Qo 2
a i .
— | <piparai=1,....m 1
a m
Y
a; .
— | < Wiz parai=1,... n.
a m

2. Se cumple que > ®[D 0 )y que para cualquierw ®([D 0 ) la ecuacion ®(z) =
w tiene exactamente N soluciones en D 0 .
Entonces T' es hiperciclico.

Demostracion. Sean

1
B::{)\: ’)\ a0 < —fm @ VA <1}

Qo 2

Y 1
C::{A: ')\ a0 <—umamy)\>1},

ag 2

es claro que B y C son conjuntos abiertos no vacios. Ademas observamos que para A B C
se cumple que

Qo
Gy ——
Qo

+‘>\ 20

Qo

ay A < fm @ m (4.16)

Para A B ( sea f) definida como sigue:

m 1215 FE=m(0) ¢

t=0 2ur=0% (m r)7G r
(@ m+a mupz+ +a12™ '4+(ag N2+ az2" + 4 a,zm)

fi(z) =

Por hipétesis y por (4.16) tenemos que fy cumple las hipétesis del teorema 4.25, entonces
fr  H?paracada A B (. Ademés por construccién fy es un vector propio de 7.
Ahora usando la condicién 2, tenemos que por la proposicién 4.30 los conjuntos

span fy: A A yspan fy: )\ B

son densos, por lo tanto tenemos por el teorema 4.1 que el operador T es hiperciclico. O
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Operadores de Toeplitz con infinitas diagonales

A continuacién caracterizamos operadores de Toeplitz con una diagonal analitica (inferior)
y un numero infinito de diagonales co-analiticas (superiores), diferentes de cero, para que

cumplan criterios de hiperciclicidad.

Sea T : H?

H? un operador con la siguiente matriz asociada A

Gp @ 1 G 2 G 3

a Qg a1 a9 a3

0 a a a1 a2 asg

0O O a a a1 a2 a3 ’ (4.17)
0O 0 0 a a a1 a9

0 0 0 0 a ay a1

donde a,ag,a 1,a 9,a 3,... pertenecen a C.

Sea ¢(z) = ap+a 12+ a »2* —i— a 32° + , observamos que ¢ es analitica. Ademas
definimos ¢ (2) = @ +@ 12 +a@ 22° +a@ 32° + , es decir ¢ (2) = ¢(Z). Ahora definimos
o(z) := ¢(Z), notemos que b= ¢ , v se cumple que para cualquier f H?

Tf = Taz+<}3(z)f7

es decir T es el operador de Toeplitz con simbolo az + gzvﬁ(z)
Esta seccién se centrara en encontrar condiciones para saber cuando 7' es hiperciclico.
Sia 1,...,a ,,... son cero tenemos que 1" es un operador analitico, los cuales sabemos
nunca son hiperciclicos (teorema 3.40), y si a es cero entonces tenemos que 7' es un operador
co-analitico y ya tenemos condiciones para que estos sean hiperciclicos (teorema 3.39).
Recordemos que para A en D se tiene que K)(z) := ﬁ es el ntcleo reproductor de H?2.
Ademas sabemos que en general para un operador de Toeplitz T con simbolo una funcién ~y

analitica y acotada se cumple que:

T, 50 55(2) azKx(z) + Ty, K5(2)
= azK(z)—i—T*z)K()

azKx(2) + ¢ (VEx(2)

= azK5(z) + o(N) Kx(2).

A continuacion damos condiciones sobre a, ag,a 1,a o, ...a,,...las cuales garantizan que
T es hiperciclico. Usaremos el criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1).
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Para usar el criterio lo primero es encontrar valores propios y vectores propios. Sobre esto
tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacion 4.32. Para \ y p nimeros complejos distintos, de modulo menor que uno, si

se cumple que a = %f’(“))entonces las funciones de la forma A\K5  pKy son vectores

propios del operador T' con valor propio § + ¢(A).
Demostracion. Tenemos lo siguiente:
T(AKx  pKy) = (az + 6(N)AKs  (az + ¢(p)) uK.
Queremos que se cumpla la siguiente igualdad
a
(az+ 9ODAKx (a2 + ¢k = (T +60) WKy k).
la cual es equivalente a que se cumpla
(@)AKy (a2 + o)k = (5) (AKD) (5 +0(0) ki

y esto a
a a
) OKy) = (az+ o(u)uks (5 + 00N nk,

factorizando los ntcleos reproductores tenemos que

(az)\Kx (

(az)  a) K5 = (az + o)

>|
-
—~
Nt

S~—r—~"
=
&

y por lo tanto

(az\  a) : 1/\2 = <az + o)

>
=
=

~
=

y entonces

(a2A @) (1 pz)  (az+6(n)

factorizando 1 Az se tiene que

a1 uz)+ua<z §)+u<¢<u> B(\)) =0,

que es equivalente

]

Ya tenemos la forma de los vectores propios ahora nos ocuparemos de la existencia de
estos, para esto primero necesitamos el siguiente teorema de varias variables complejas.
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Teorema 4.33. [/2] Sean X C", Y  C™ conjuntos abiertos, f : X 'Y~ C™ holomorfa,
N(f):= (z,w) X Y:f(z,w)=0,y(a,b) N(f) talque el rango de la matriz %(a,b)
es igual a m. Entonces existen vecindades U(a) X y W(b) Y y una funcion holomorfa
h:U W con la propiedad de que (z,w) (U W)\ N(f) si y solo si w = h(z), con
(zyw) U  W.

Para nuestro objetivo necesitamos el siguiente teorema, el cual es un caso particular del
teorema anterior.

Corolario 4.34. Sean X C, Y  C conjuntos abiertos, f : X Y C holomorta,
N(f) = (z,w) X Y : f(z,w) =0,y (ab) N(f) tal que g—i(a,b) = 0. Entonces
existen vecindades U(a) X y W(b) Y y una funcion holomorfa h : U W tales que
(z,w) (U W)\ N(f) siysolo siw=h(z), con(z,w) U W.

El siguiente teorema nos asegura la existencia de infinidad de vectores propios para el
operador T'.

Teorema 4.35. Si existe zo = 0 en D tal que ¢ (z9) = M, entonces existen abiertos no

vacios U(zp) y W(zy) en D tal que para cada A Ul(zy) existe = W(zp) tal que NKx(z)
uKz(z) es un vector propio de T'.

Demostracion. Usando la serie de Taylor de ¢ alrededor de un xy en D, tenemos que para
cualquier p en D se cumple que

d(p) = d(xo) + ¢ (o) wo) + g(p)(p  w0)?,
donde g(p) = LGl + Ly wg) + S (1 ) +

Sea a = 23¢ (29), ysea ®:D D  C, definida como sigue

a, si A=y,

A
Ao (/\l; a, si A= p. (4.18)

Sabemos que ® es holomorfa si es holoforma en cada entrada (proposicién 1.2.2 en [42]),
es decir necesitamos que las derivadas parciales existan. Por definicién de @, si A = p es claro
que las parciales existen, por lo cual solo calculamos el caso cuando A\ = p.

Sean g en D, calculamos la derivada parcial respecto i (el calculo respecto a A es anédlogo).
Tenemos que
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0P o o
O oze) = lim SEor)  Plro,xo)
pao(d(zo) o(p)) 226 (0)

= lim T r
Ho xo [ ¢

pao(9(z0) [é(zo)+e/ (20) (1 wo)+9(w)(u z0)?])

= lim T K

Koo n Zo
0 (6 (0) £ g a))  ad (ao)

Bozo K To
~ lm zo(p w0)¢ (wo) + prog(p)(p o)

B xo H o
= 209 (z0) + 259(20)

= 199 (o) +$%—¢ (ZI(])

x50 (o)

por lo tanto la derivadas parciales existen.
Ahoraaqueremos usar el teorema 4.34, para eso ya tenemos que ®(z, z9) = 0, y necesita-
®
mos que g/ (20, 20) = 0.
Usando el cédlculo anterior, para el caso particular de xy = 2z tenemos que

0P P @
—(20,20) = lim (20, 1) (20, 20)
On gz no Zo

= 20 (20) + 209 (2) = 0.

Con lo anterior, se cumplen las hipdtesis del teorema 4.34 y entonces existen vecindades
U(zg) Dy W(z) Dy una funcién holomorfa h: U W tal que ®(z,w) = 0 si y solo
si z = h(w) con (z,w) U W. Entonces para cada X  Ul(zy) existe p W (z) tal que
AK5(2)  pKz(z) es un vector propio para T'. O

Como las funciones de la forma AK5(z) pKz(z) son vectores propios de T' tenemos que
si se cumplen las hipo6tesis del teorema anterior entonces se cumple que

span AK5(z)  pKu(z) : A Ul(zo)

es un subespacio invariante de H?*(D).
Usando el criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) concluimos el siguiente resultado.

Teorema 4.36. Sea T : H*>  H? un operador con la siguiente matriz asociada A
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ap a1 G 2 a3
a Qo a1 a9 a3
0 a a a1 a2 asg

0O 0 a a a1 a2 a3 ’ (4.19)
0 0 0 a a a1 a9
0 O 0 0 a ay a1

donde a,ag,a 1,a 3,a 3,... pertenecen a C. Sea ¢(2) := ag +a 12+ a 22>+ a 32°+

Si eziste zg =0 en D tal que ¢ (29) = %(zo) entonces exite un abierto U(zy) tal que T es

hiperciclico en el subespacio invariante span AKx(z) pKz(z): A U(z) .



Capitulo

Hiperciclicidad disjunta

En este capitulo estudiamos la existencia de vectores en comin con érbitas densas para
casos particulares de operadores de Toeplitz, un fenémeno conocido como hiperciclicidad
disjunta. El concepto de hiperciclicidad disjunta fue presentado de forma independiente por
J.Besy A. Peris en [9] y por L. Bernal en [8]. A continuacién damos la definicién de operadores
hiperciclicos disjuntos.

Definicién 5.1. Sea N 2, los operadores hiperciclicos Ti, , Ty actuando sobre un
espacio de Fréchet X son hiperciclicos disjuntos (o d-hiperciclicos) si existe algin vector
(2,2,...,2) en la diagonal de XN = X X X tal que

(2,2,...,2), (T2, Thz, ..., Tnz), (T2, T2z,..., Tez), . ..

es denso en XN, XV dotado de la topologia producto. Llamamos al vector z un vector d-
hiperciclico asoctado a los operadores T1,Ts, ..., Ty.

Es claro que la hiperciclicidad disjunta se mantiene sin importar el orden de los operadores,
ademas implica la hiperciclidad de cada operador, pero la hiperciclicidad de dos operdores,
digamos Ty S, no implica que sean hiperciclicos disjuntos, por ejemplo si tomamos 7' = S.
Ademas es importante no confundir la hiperciclidad del operador 7 S : X X X con
la hiperciclicidad disjunta de T"y S, si Ty .S son d-hiperciclicos entonces el operador T S
es hiperciclico, el converso es falso pues la hiperciclicidad del operador 7' S implica que
existe un vector (z1,22) X X tal que el conjunto (21, 22), (721, S22), (T 21, 5" 22), . ..
es denso en X X, donde z; no necesariamente es igual a zs.

En lo siguiente obtenemos condiciones para que dos operadores tridiagonales de Toeplitz
sean d-hiperciclicos. Aunque no damos condiciones explicitas sobre sus coeficientes, obtene-
mos el teorema 5.3 con el cual se pueden obtener ejemplos explicitos. Al final del capitulo
mostramos un ejemplo.

También tenemos el teorema 5.4, el cual da condiciones para que dos operadores de
Toeplitz co-analiticos sean d-hiperciclicos, usando este teorema también se pueden obtener
ejemplos explicitos.

En lo siguiente denotaremos con A(T,e) al valor propio de T' correspondiente al vector
propio e. Para nuestro objetivo necesitamos el siguiente resultado conocido.

95
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Teorema 5.2. [8] Sean T1, ..., T, operadores sobre un F' espacio separable X . Supongamos
que existen p + 1 subconjuntos Dy, Dy, ..., D, de X, satisfaciendo las siguientes propiedades
para todo j 1,...,p

a ada vector e o 1 es un vector propio de 1.
Cad Dy D D, 0 de T}
(b) XTj,e) <1 paratodoe Dy.
(¢) ANTj,e) >1 para todoe D;.
e) < i,€) para todo e ; Y para todo 1 N I I
d) \T; MT; d D do 1 1 '

Entonces la sucesion ([T], ..., T"]) es mezclante. En particular, los operadores Ti, . .

p T
son d-hiperciclicos.

Usando el resultado anterior obtenemos los teoremas principales de este capitulo, los
cuales son los siguientes:

Teorema 5.3. Sean a,b,c,d,e,h  C y f : C 0 C,g:C O C dadas como
f(z) =2+b+cz, g(z) = %+ e+ hz. Entonces los operadores Ty y T, son d-hiperciclicos en
L(H*(D) si se cumple las siguientes condiciones:

1. a >c, d>h.

2. £ =

ISHIe}

Qs

3. El conjunto A= =z D: f(z) <1, g(z) <1 esun abierto no vacio.
D: f(2)

5. El conjunto C:= z D: g(z) >1, g(z) > f(2) esun abierto no vacio.

4. El conjunto B := 2z > 1, f(2) > g(z) es un abierto no vacio.

Demostracion. Usando la condicién 1 y las ideas de la demostracion del teorema 4.20, tenemos
que f(z) y g(z) estan bien definidas para z en el anillo Wy = 2z C: ¢/a < z <1 .

Ademas se cumple que Tth, = f(2)h, y Tyh, = g(2)h., donde h, es la funcién definida
como

(5.1)

1 2 _
REDL para z° = c/a.

h (w) . {ZKz(w) ;(;Ké/az(w)v para 2 = c/a,
z T

Es decir h, es vector propio de Ty y T,. Ademds por la condicién 2 tenemos que T y Ty
tienen el mismo conjunto de vectores propios, con la diferencia que a cada uno le corresponde
un valor propio no necesariamente igual.

Definamos los siguientes conjuntos:

D= h,:z B
DQI: h,ZIZ C

Tenemos que el espacio vectorial generado de cada conjunto es denso en H?(ID), entonces
los conjuntos anteriores cumplen las hipdtesis del teorema 5.2, por lo tanto 1% y T, son
d-hiperciclicos. O
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Para operadores co-analiticos, es decir operadores que tienen su matriz con las diagonales
inferiores cero, tenemos un teorema similar al teorema 5.3.

Teorema 5.4. Sean f : C 0 C,g:C 0 C funciones tal que f y g estdn en
H (D), es decir Ty y T, son operadores co-analiticos en L(H*(D)). Entonces Ty y T, son
d-hiperciclicos en L(H*(D)) si se cumple las siguientes condiciones:

1. El conjunto A= z D: f(z) <1, g(z) <1 esun abierto no vacio.
2. El conjunto B:= z D: f(z) >1, f(z) > g(2) es un abierto no vacio.
3. El conjunto C:= z D: g(z) >1, g(z) > f(2) es un abierto no vacio.

Demostracién. Para g H? se cumple que

ganKz = ng7Kz

= EKZ
= [(2)9(2)
= f(2) 9. K.
= 9, f(2)K.,

como g es arbitrario se tiene que TrK, = f(2)K,, es decir K, es un vector propio de Ty con
valor propio f(z), andlogamente K, es un vector propio de T, con valor propio ¢g(z). Ademas
sabemos que el conjunto de niicleos reproductores es denso en H? y sean

Dy:= h,:z A

D= h,:2 B
Dy:= h,:z C,

entonces por el teorema 5.3 se tiene que Ty y Tj son d-hiperciclicos.

Ejemplo 5.5. Los operadores Ty y T, son d-hiperciclicos, donde

3 3 1
f(z)zi—i—i zyg(z)= 2 T3 i+ 2.

En la figura 5.1 se muestra la gréfica de f(z) en rojoy ¢(z) en azul, donde z = %et

cont [0,2n]. Es decir las gréficas mostradas son la imagen bajo las funciones médulo de f
y g del circulo de radio 1%, el cual esta contenido en D.

Observamos que para t en el intervalo verde las dos funciones son menor que uno, este
intervalo seria el correspondiente a los puntos z en el conjunto Dy. Para t en el intervalo ama-
rillo tenemos que ¢(z) > f(z) y ademds ¢g(z) > 1, este intervalo seria el correspondiente
a los puntos z en Dj. Para ¢ en el intervalo magenta tenemos que f(z) > g(z) y ademés
f(2) > 1, este intervalo serfa el correspondiente a los puntos z en D;. Por lo tanto f y g

cumplen las hipdtesis del Teorema 5.3, entonces Ty y T}, son d-hiperciclicos.
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Figura 5.1: Gréfica del moédulo de operadores tridiagonales d-hiperciclicos.



Capitulo

Subhiperciclicidad

Existen operadores que aunque no son hiperciclicos cumplen ciertas caracteristicas de
hiperciclicidad, el concepto de subhiperciclicidad se refiere a operadores de este tipo, en este
capitulo estudiamos mediante ejemplos la subhiperciclicidad. Este capitulo es un trabajo
conjunto con R. A. Martinez-Avendano y A. Peris [25].

Recientemente, B. F. Madore and R. A. Martinez-Avendano presentaron en [29] este
concepto. La definicién de operadores subhiperciclicos es la siguiente.

Definicién 6.1. Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio cerrado no cero de X.
Un operador lineal acotado T : X X, es llamado subhiperciclico respecto al subespacio M
de X si existe un vector x X tal que Orbyp(z) \ M es denso en M. El vector z es llamado
subhiperciclico para T

Rezaei demostré en [38] que si un operador lineal acotado 7" sobre un espacio de Banach X
es subhiperciclico respecto a algin subespacio M de X y p es un polinomio complejo, entonces
ker(p(T')) M , lo cual da una respuesta afirmativa a la pregunta (v) de [29]. Ademés
como consecuencia prueba que bajo condiciones adicionales, un operador subhiperciclico T’
respecto a un subespacio M de X tiene una variedad lineal densa de M que consiste, excepto
del cero, de vectores que son hiperciclicos en M. Més ejemplos y resultados de operadores
subhiperciclicos se encuentran en [2, 28, 29, 33, 38|.

Acerca de lo anterior, daremos ejemplos que responden algunas preguntas hechas por
Rezaei en [38]. En particular se mostrard un ejemplo de un operador 7' tal que Orby(z)\ M
es densa en alguna parte en M, pero no es densa en M.

A continuacién respondemos negativamente las siguientes preguntas de [38]:

Pregunta 1. Sea M un subespacio no trivial de un espacio de Banach X y sea x M.
.Siel conjunto Orbr(x)\ M es denso en alguna parte en M implica que es denso en M7
(i.e. para un subconjunto U M con interior no vacio, jla densidad de Orbr(y) \ U
en U implica la densidad de Orbr(y) \ M en M 7)

Pregunta 2. Sean " L(X), M un subespacio de dimensién infinita y x M.

iSi M Orbp(z) implica que T es subhiperciclico respecto al subespacio M7

29
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Pregunta 3. ; Existe un operator T" subhiperciclico respecto a un subespacio no trivial
M que cumpla que T"(M) My M  T"(M) para todo entero n 07

Presentamos algo de notacién. Denotamos por £(v) el espacio de Hilbert definido como
62(’0) = (l’z)z N : Z Z; 2'U7; < ,
i=1

donde v es la sucesién con pesos v = (v;); n = (2 ?); n. Denotamos por B el desplazamiento
hacia atrés sobre £*(v) y por S el desplazamiento hacia adelante sobre £2(v) definidos de la
siguiente manera:

Si (z1, %9, w3,...) (*(v) tenemos

B(xy,x9,23,...) = (X2, 23,24,...) y S(x1,22,23,...) = (0,21, 29, . ..).

Observe que

1
Sr =— =z,
2
y entonces se cumple que para todon 0
N 1
Sy = s % (6.1)

6.1. Subhiperciclicidad contra hiperciclicidad

Sabemos por [12] que para operadores lineales una érbita densa en alguna parte es densa
en todo el espacio. El siguiente es un ejemplo de un operador 7" subhiperciclico para el cual
existe un vector y tal que su érbita es densa en alguna parte del subespacio pero no es densa
en todo el subespacio; i.e. construimos un subespacio M y un subconjunto U M con
interior no vacio, tal que Orbr(y) \ U es denso en U pero Orbr(y) \ M no es denso en M,
lo cual nos da una respuesta negativa a la pregunta 1.

Este operador ademas tendra la propiedad de

™M) MyM TM)

paratodon N,y T essubhiperciclico respecto al subespacio M, lo cual nos da una respuesta
negativa para la pregunta 3. A continuaciéon mostramos esto en el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Sea B el desplazamiento hacia atrds sobre (*(v). Sean

A= j N: n Nem2" 2<j 321 2 M:= (v;); n W) :z;=0s1j A

U=M\ z ) : 29 1.

Entonces B es subhiperciclico respecto al subespacio M, y se cumple que Orbg(y) \ U es
denso en U pero Orbg(y) \ M no es denso en M. Ademds B*(M) M y M  B"(M)para
todon N.
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Demostracion. Consideramos la sucesion creciente (C}); n de subconjuntos de A dada por
Cj=A°\ [1,2%Y 2], j N

Construimos un vector y el cual tiene 6rbita densa en U pero no densa en M.
Afirmamos que podemos encontrar vectores y(j) U, tal que paracada j N, se satisface

i) wG):J N =U,
(ii) y(j)r =0siysolosik Cj,
(i) y(j)r  j paratodo k,j N.

Para ver esto, sea z(j); j N un subconjuto numerable denso de U. Para cada j N,
definimos z(j) como

N {Z(J)k> sik Gy 200 7,
z(j)r =
0, otro caso.

Observamos que x(j),  *(v) para cada j N por construccién.

Ademds z(j); 5 N esun subconjunto denso en U, lo cual mostramos a continuacion,
seax  Uye ]0,1[ Fijamos jo N tal que Y, . o 2o, < €2/2. Sea a:=méx my, ; k<
Jo yj>20+atalque z(j) z <eg/2.

Observemos que si kK C; entonces k' Aok 2071 1.Sik A entonces z(j)r =0,y
sik 29tY  1 entonces k > jo porque j > 2% + a > jo.

Ademds z(j)r > j implica que k& jo; pues en otro caso,

2() 2k we ve> (20 )2 P>,

lo cual no es posible.
Entonces tenemos que

Finalmente definimos (y(j)); n como

, 298 sik C;conx(j), =0,
Yk = { . ’ b)
z(j)g, otro caso,

y por construccion las condiciones (i), (ii), y (iii) se satisfacen.

Definimos el vector

y=>_5"y(j),
j=1
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J
donde n; := Zmi, ym;:=3 2% 2 paraj N.Mostraremos quey My
i—1

Orbgp(y) \ M =U.

Observamos que para cada j N, el vector y(j) tiene (posiblemente) elementos no cero
en un bloque de tamaiio 27! 2. Por otro lado un vector en M, empezando en su posicién
mj + 1, tiene un bloque de tamarno 2% de (posiblemente) elementos no cero.

Un calculo muestra que

7 1
3.3 .10
n; 1:;mi:?2j 2] -
Observamos que
. 3 . 10 . .
nj 1+ 2= ?25’” 2j =+ 2t 2 < 2%,

Afirmamos que S™y(j) M puesto que tiene ceros en sus primeras m; posiciones y
empezando en su posicién m; + 1 tiene a lo mas n; 1 +2/t1 2 (posiblemente) elementos no
cero. Como n; 1 + 2/t 2 2 < 2% ge cumple la afirmacién. La condicién (iii) asegura que
la serie que expresa a y converge. Entonces y U.

Mostraremos que

(a) BYy Uy B%y y(j) <1/2/ paratodoj N.
(b) Sin; 1 < k < nj para algin j N (ng := 0), entonces B¥y M o (B*y), = 0 (y
entonces Bfy  U).

Observamos que

By =By Shy(i)= > B "y(j)+y(i)+ Y 5™ y(i).

=1 n; <n; ni>n;

Sabemos que para j N el indice mas grande donde ocurre un elemento no cero de y(j)
es 271 2.Sin; < nj entonces n; n;  my; > 27T por lo tanto

S B ry(j) = 0. (6.2)

n; <M

Sin; < n; entonces m; n; n; < n;y por lo tanto, usando el mismo argumento de
antes, cada vector S™ ™iy(1) estd en M. Como sus elementos no cero solo estdn en un bloque
de tamatio 2% empezando en la posicién m; + 1, entonces

ST s myl) M,

n;>n;
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y por lo tanto B™y U, para cada j N.
Por (6.1), (6.2) y por (7ii) en la construccién de (y(j)); n tenemos que

_ : S V(2 2)i
B = ) smm >
vy y() Py y(@) R T

ademas un calculo muestra que

3 V@ 2)i 3 V(2T 3 VAT )i 3 1
22i

Mg M 2mk+ +m]+l DM 1+ +Mmj41 21
i=j+1 i=j+1 i=j+1 i=j+1

Entonces tenemos (a).
Ahora observamos que si n; | < k < n; para algin j N entonces k = m 4 n; | para
algin 1 m <m;y

Bky: Z Bksnzy( — Bk ni- Ly _i_z‘svm

i=j 1

Tenemos dos casos, que B¥y M o que B¥y M. En caso de que B¥y M supongamos
(B*y); = 0, entonces B*y = (0,a,0,...) con a = 0. Pero esto es imposible pues la cadena
[0,a,0] con a = 0 solo aparece en B™y(j 1) cuando m = 0, por la condicién (i), y
SPy(i) = (0,a,0,...) con a = 0 solo cuando p = 0. Entonces tenemos que B*y M o
B*y M con (B*y), = 0, y por lo tanto en U. Concluimos que se cumple (b).

Por (a) y (b) tenemos que Orbg(y) \ M = U. Entonces B tiene una 6rbita que es densa
en alguna parte pero no es densa en todo el espacio.

Observamos que B es subhiperciclico respecto al subespacio M, ya que podemos repetir
la misma construccion de antes: sea una sucesiéon de vectores (y(j)); n M que satisfacen

i yG):J N =M,

(i) y(j)r =0siysolosik Cj,

(i) y(j)r J paratodo k,j N.

Entonces el vector
Yy = Z Snjy(j)ﬂ
j=1
donde n; := S m;, ym; =3 2% 2 paraj N, satisface que
Orbgp(y) \ M = M.

Esto nos da una respuesta negativa para la pregunta 1.

Ahora observamos que el conjunto A= 5 N; n Ncon2" 2<j 3 2¢1 2
y A° contienen intervalos de longitud arbitraria, entonces B"(M) My M  B"(M) para
todon N.
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El siguiente es un ejemplo donde la densidad de Orbz(x) en un subespacio no implica que
T es subhiperciclico, lo cual nos da una respuesta negativa a la pregunta 2. A continuacién
en el siguiente teorema mostramos esto.

Teorema 6.3. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces existe T : H H un operador
hiperciclico, z un vector hiperciclico para T y M un subespacio no cero de X tal que M

Orby(z) pero Orbr(z) \ M no es denso en M.

Demostracion. Grivaux muestra en [20] que es posible construir un operador hiperciclico
T:H H sobre el espacio de Hilbert H tal que Tx = x para cada *  H;, donde H; es
cierto subespacio cerrado de dimensién infinita de H. Sea z un vector hiperciclico para T, y
sea M := H, =z ,esdecirsixz M entonces x = \z+ h, para algin A C, donde h  H;.

Es claro que M Orby(z), por ser z un vector hiperciclico. En contraste, mostraremos
que Orbr(z) \ M = z .Seay Orbp(z)\ M, entonces y = Az + x, para algin A Cy
r  Hj,comoy Orbr(2)setiene \z+x = Tz para algin n  N. Entonces (T A)z =z,
mostraremos que esto es imposible. Como 7' es hiperciclico entonces 7" A tiene rango denso
(lema 2.53 en [22]). Ahora como z es un vector hiperciclico para T' tenemos que (7" )z
también lo es [22], lo cual es imposible porque (7" M)z = x,y x  H;, es decir x es un
punto fijo para T'. Por lo tanto tenemos que 1" no es subhiperciclico respecto al subespacio
M.

]



Capitulo

Caos para transformaciones fraccionales

En este capitulo caracterizaremos caos para ¢(B) sobre espacios de Banach de sucesiones,
donde ¢ es una transformacién fraccional lineal (TFL) y B es el operador de desplazamiento
hacia atras. Las caracterizaciones son calculables porque ellas solo involucran los cuatro
numeros complejos que definen a . Los resultados de este capitulo son un trabajo conjunto
con Victor J. Galan, Félix Martinez-Giménez y Alfredo Peris [26].

La hiperciclicidad para desplazamientos hacia atras con pesos definida sobre 7 fue ca-
racterizada por Salas. Ademas él demostré que cualquier perturbacién de la identidad por
un desplazamiento hacia atrds con pesos es siempre hiperciclico [41]. Siguiendo en esta direc-
cién, caracterizaciones de hiperciclicidad y caos para desplazamientos hacia atras definidos
en espacios de sucesiones en general fueron obtenidos en [21, 35], y caracterizaciones para
perturbaciones caoticas de la identidad por desplazamientos hacia atrds con pesos fueron
obtenidas en [35]. Otros resultados para dinamica lineal de operadores de la forma P(T),
donde T es un operador y P(z) es un polinomio o una funcién més en general, podemos
encontrarlos en [7, 14, 18, 24, 34, 36].

DeLaubenfels y Emamirad [18] probaron que dado un polinomio no constante P(z), el
operador P(B) es caético sobre ¢, 1  p < , siempre que P(D) intersecte al circulo
unitario. Ademas, para a,b K, donde K es un campo escalar, demostraron que al + bB
es cadtico si y solo si b > 1 @ . También resultados de condiciones suficientes para
caos de P(B) en términos de los coeficientes de los polinomios se encuentran en [14]. El
objetivo principal de este capitulo es encontrar condiciones calculables para caos de ¢(B),
donde ¢(z) es una transformacién fraccional lineal, es decir, una funcién analitica de la forma
©(z) = (az+b)/(cz+d), con ad bc = 0. Probaremos que ¢(B) es cadtico sobre ¢ si y solo
si

|d2 c?  bd aé‘< bc ad,

lo cual generaliza los resultados antes mencionados en [18]. Aunque se demostrard mas tarde,
cabe senalar que todos los operadores considerados son de hecho operadores de Toeplitz (con
matriz asociada una matriz superior).

Empezamos definiendo nuestro espacio, sea

ﬁp::{(a:n)n CcN, xp::anp< },1 p <
n=1
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Para evitar los casos triviales cuando ¢(z) se reduce una constante o a un polinomio de
grado uno, asumimos que ad bc = 0y ¢ = 0. Entonces diremos que ¢ es una transformaciéon
fraccional lineal (TFL) si

o(z) = :j—j__z, a,b,ec,d C, ad be=0, c=0. (7.1)
Existen varios caminos para describir como el operador ¢(B) estd definido pero solo
hablaremos de dos de ellos. Observaremos mas adelante que ¢(B) se puede definir si ¢ no
tiene polos en D, equivalentemente si d > ¢ . El primero es recordar que el espectro de B
(i.e., el conjunto A C tal que Al B es no invertible) es el disco unitario cerrado D. Ahora,
si pedimos d/c > 1 tenemos que ¢(B) = (aB+bI)(cB+dI) ! es un operador acotado bien
definido sobre . Nuestro segundo camino para definir a ¢(B) es usando la expansién de
Taylor (alrededor del origen) de ¢, la cual es

—+Z 1y ad bc (E>nz"
d

Si d/c > 1, entonces para cada x P, tenemos

(o) e Q) s

Por lo tanto la serie
d be
—I n+1 a (_) Bn
+ Z y

converge puntualmente sobre ¢? y denotamos el limite como el operador ¢(B), el cual es
acotado por el Teorema de Banach-Steinhauss (ver, Apéndice A en [22]).

Debemos tomar en cuenta varias observaciones: 1)La Teoria de Calculo Funcional asegura
que ambos caminos nos dan el mismo operador. 2) El primer camino es mas directo, pero en
el segundo es mas facil observar que si A C es un valor propio de B entonces ¢(\) es un
valor propio de ¢(B). 3) El segundo camino muestra que ¢(B) es un operador de Toeplitz
co-analitico con la siguiente matriz asociada

b ad _bcc ad be (9)2
d “cd d cd d
0 b ad _bcc ad bc (g)2
I (Z;d I Cdd bd d b 2 (7.2)
a, C C a C &} *
0 0 = === —(3)

d cd d cd

Para obtener caos para ¢(B) sobre £ usaremos el teorema 3.39. Tenemos que el espectro
puntual (i. e., el conjunto de valores propios) de B es 0,(B) = D. El teorema nos dice
que ¢(B) es cadtico sobre (P si y solo si ¢(D) intersecta el circulo unitario. El siguiente
resultado nos da una descripcién geométrica de p(ID) cuando el polo de ¢ esté fuera del disco
unitario cerrado. Este resultado ya es conocido y es usado para caracterizar transformaciones
fraccionales lineales cuando van del disco en si mismo [16, 31]. Aqui daremos una prueba
elemental.
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Lema 7.1. Sea ¢ una TFL como en (7.1) y d > c. Entonces p(D) es el disco P+ 1D con
centro P y radio r dado por

bd ac be ad
P= d? cz’r: d?2 c?

Demostracion. Primero recordamos que las funciones TFL mandan circulos y lineas en circu-
los y lineas. Como D es, obviamente, un conjunto convexo acotado, y el polo  d/c vive fuera
del disco unitario, tenemos que ¢(ID) debe ser acotado y convexo, entonces (D) es un circulo
con frontera p(0D). Ahora tomamos tres puntos distintos en el circulo unitario, sean z; = 1,
2o = 1,y z3 = i. Como ¢ es una transformacién uno a uno, tenemos que A := f(z1),
B = f(z), y C := f(z3) son tres puntos distintos en el circulo ¢(9D), que es, el circulo
circunscrito que pasa a traves de A, By C, de hecho coincide con ¢(9D). Para esto tenemos

que mostrar que

Usando las propiedades z2=2Zy c+d = ¢+d tenemos que

a+b bd ac

S le+d  d? 0 c?

1 (a+b)(d? ¢?) (bd ac)(c+d)

d? c? c+d ’

1 add bce  bed + ade
d? c¢? c+d
1 (ad  be)(e+ d)

d? c¢? c+d

Anslogamente, observando que ¢ d = ¢ d y ci+d = ¢+ di obtenemos

a+b bd ac
c+d d? c¢?
1 (a+b)(d? c?) (bd at)( c+d)
d? c? c+d ‘
1 add  bct + bed + ade
d2 c¢? c+d
1 (ad  be)(@  d)
dz c¢? c+d ’

=7

=T.
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ai+b bd ac
Clei+d  d? o c?
1 (@i +b)(d? ¢?) (bd ac)(ci+d)
d? c¢? ca+d ‘
1 addi  bce  bedi + ade
d? c¢? ci+d
1 (ad  be)(ci+ d)

d?2 c?2 c+d

[]

Teorema 7.2. Sea ¢ una TFL como en 7.1y d > c. El operador ¢(B) es cadtico sobre
P siy solo st
d* ¢? bd a6‘< bc ad.

Demostracion. Como en el lema previo, denotamos ¢(D) = P + rD. Tenemos que ¢(B) es
caodtico si y solo si P + rID intersecta el disco unitario. Si el centro P vive dentro del disco
unitario, entonces P + r > 1; si P vive fuera del disco unitario, entonces P r < 1.
Ambas condiciones nos dan que

r<l P<r,
sustituyendo los valores de P y r tenemos que

bd ac
d? c¢?

be ad
d? c¢?

<

Y

bc ad
d? c¢?

<t |

multiplicando por d? ¢ ? se tiene que

be ad < d* c? ‘bg aE‘< bc ad .
]
Corolario 7.3. Sea ¢ una TFL como en (7.1), d > ¢,y g(z) = 2", conn cualquier entero

positivo. Consideramos la composicion ¢ g(z) = (az" +b)/(cz" + d), entonces el operador
¢ g(B) es cadtico sobre (P si y solo si

|d2 c? bd a6‘< be ad .

Demostracion. Observamos que g(ID) solo toma valores en I, por lo cual (¢ g)(D) intersecta
el circulo unitario si y solo si también lo hace p(D), usando el teorema 7.2 se concluye el
resultado. O
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Conclusiones

Para finalizar la tesis se presentan conclusiones y problemas abiertos.

En el capitulo 4 estudiamos hiperciclicidad en operadores de Toeplitz. Para operadores
de tres diagonales concluimos en el teorema 4.20 condiciones necesarias y suficientes para
que el operador sea hiperciclico. En los teoremas 4.10 y 4.18 dimos condiciones necesarias
explicitas sobre los coeficientes de su simbolo para que el operador sea hiperciclico, queda
como problema abierto probar si las condiciones dadas por el teorema 4.10 son necesarias
y suficientes. Para operadores de Toeplitz con finitas diagonales dimos en el teorema 4.31
condiciones necesarias para ser hiperciclico, queda como problema abierto dar condiciones
suficientes. Para operadores de Toeplitz con infinitas diagonales en el teorema 4.36 dimos
condiciones necesarias para que el operador sea hiperciclico pero solo en un subespacio, queda
como problema abierto probar si este subespacio es todo H?, ademéas encontrar condiciones
suficientes para que este tipo de operadores sean hiperciclicos.

En el capitulo 5 estudiamos hiperciclicidad disjunta, concluimos el teorema 5.3 donde
damos condiciones necesarias para que dos operadores de Toeplitz sean hiperciclicos disjuntos.
Queda como problema abierto una caracterizacion general para que dos o mas operadores de
Toepliz sean hiperciclicos disjuntos.

En el capitulo 6 estudiamos subhiperciclicidad, contestamos algunas preguntas de [38] y
el resultado principal de este capitulo es el teorema 6.2, queda como un tema abierto estudiar
subhiperciclicidad en operadores de Toeplitz.

En el capitulo 7 estudiamos caos para ¢(B), donde ¢ es una transformacién fraccional
lineal y B es el operador de desplazamiento hacia atras, concluimos en el teorema 7.2 una
caracterizacion para que este operador sea cadtico.

Como comentario final cabe decir que la hiperciclicidad y caos es un area que en los tltimos
anos ha tomado importancia en la teoria de operadores. Existen muchos temas interesantes
a estudiar acerca de esto, por ejemplo estudiar caos e hiperciclicidad en diferentes tipos
de operadores. Por lo anterior el autor de esta tesis tiene un amplia area de estudio para
continuar su investigacion cientifica.
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Apéndice

Curvas paralelas a una elipse

Definicién A.1. [37] Dada una parametrizacion o(t) : I R? de la elipse, definimos la
curva r-paralela §: 1 R? como B(t) = a(t) + rn(t), donde r es un nimero real no nulo

y n(t) es el vector ortogonal en «(t), observamos que B(t) «(t) = r.
Para nuestro objetivo usamos las curvas paralelas para cuando r» = 1, parar = 1 le
llamamos la curva paralela exterior a la elipse, y para r = 1 le llamamos la curva paralela

interior a la elipse. A continuacién mostramos un ejemplo gréfico.

Curvas paralelas a la elipse

Figura A.1: La curva roja es una elipse con eje mayor igual a % y eje menor g, la curva
verde es la curva paralela exterior a distancia 1, la curva azul es la curva paralela interior a
distancia 1.

Es importante mencionar que las curvas paralelas a la elipse no son elipses.
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Es conocida la forma paramétrica de las curvas paralelas exteriores e interiores a una
elipse. En el caso particular de curvas a distancia uno tenemos que la curva paralela exterior
a distancia uno tiene la siguiente forma paramétrica:

52

( V/s2sen?(t) + s3 COSQ(t)> cos(?)

S1 .
y:i= |82+ sin(t
’ v/ s?sen?(t) + s3 C082<t)> )

y la curva paralela interior a distancia uno tiene la siguiente forma paramétrica:

S2

\/ 53 sen?(t) + s3 cos%t)) cos(?)

( Vst €D2(t) 1 g2 COS2(t)) sin(t).
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