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Capı́tulo 1
Introducción

En años recientes las nociones de caos lineal e hiperciclicidad, además de algunas variantes
de estos conceptos, han tomado importancia en la teoŕıa de operadores [4] y [22]. En el tema
central de este trabajo se combinan estas nociones con una teoŕıa clásica como lo son los
operadores de Toeplitz [32]. La forma de llevar a cabo este trabajo es dar condiciones para
que un operador de Toeplitz cumpla diferentes conceptos de hiperciclicidad y caos lineal.

El problema de decidir si cualquier operador T en un espacio de Hilbert separable tiene
un subespacio cerrado invariante no trivial es un problema abierto, esto en gran medida es
la motivación de los conceptos de hiperciclicidad y caos lineal.

Teniendo en mente el problema tenemos que una forma de construir un subespacio inva-
riante es la siguiente: Supongamos que tenemos un operador lineal T : H ! H donde H es
un espacio de Hilbert separable. Tomemos un x 2 H, x 6= 0, y consideremos la cerradura del
subespacio generado por

fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g.
Esto genera un subespacio cerrado invariante bajo T , pero puede ocurrir que este subespacio
cerrado sea todo el espacio H. Es decir, podŕıa suceder que el subespacio generado por

fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g

sea denso en H. Si esto sucede, a T le llamamos ćıclico y a x un vector ćıclico para T . Pero
si ocurre que este subespacio no es todo H entonces tendremos un subespacio invariante no
trivial. Entonces, podemos ver que T tiene un subespacio invariante no trivial si y sólo si T
tiene algún vector no cero no-ćıclico.

De manera similar pensamos ahora en subconjuntos cerrados invariantes. Tomemos un
x 2 H, x 6= 0 y consideremos el conjunto fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g, si la cerradura de este conjunto
es todo el espacio H, es decir el conjunto es denso en H, a T le llamaremos hiperćıclico, y a
x un vector hiperćıclico para T . Un operador lineal caótico es un operador hiperćıclico que
además tiene un conjunto denso de puntos peŕıodicos.

Para un subespacio cerrado no cero M de un espacio de Banach X, un operador es
llamado subhiperćıclico respecto a un subespacio M de X si existe un vector x 2 X tal que
fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g \M es denso en M .

En la literatura el primer operador en el que se observó el fenómeno de hiperciclicidad,
fuera del contexto de espacios de Hilbert, fue el operador de diferenciación en el espacio
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

vectorial de funciones enteras. Esto fue observado por G.R. MacLane [30] en 1952. Birkhoff
[10], tiempo atrás, en 1929, hab́ıa probado impĺıcitamente la hiperciclicidad del operador de
traslación Taf(z) = f(z+ a), a 6= 0, en el espacio vectorial de funciones enteras. En estos dos
ejemplos la cerradura de la órbita se toma en la topoloǵıa normal del espacio de funciones
enteras. En 1982 la teoŕıa fue estudiada por Kitai [27] y a mediados de los 80’s por Beauzamy
[6], Gethner y Shapiro [19]. El término hiperciclicidad fue aparentemente introducido con el
significado actual por Beauzamy; este término fue motivado por el término ciclicidad.

El primer ejemplo de un operador hiperćıclico en un espacio de Hilbert o de Banach fue
introducido por Rolewicz [39] en 1969. Rolewicz demostró la existencia de vectores hiperćıcli-
cos para el operador λS� en `p (1 � p < 1) o c0, donde S� es el operador desplazamiento
hacia atrás, y jλj > 1. Una demostración moderna de la hiperciclicidad de este operador usa
el criterio de Kitai-Gethner-Shapiro [27]. En años recientes J. Bès y Peris demuestran en [9]
que el criterio de hiperciclidad para operadores es equivalente a que el operador sea débil
mezclante.

Por otro lado, los operadores de Toeplitz fueron presentados por Otto Toeplitz en [44]. Su
estudio moderno inicia con el trabajo de Brown y Halmos [13]. Estos operadores son de los
más estudiados sobre el espacio de Hardy-HilbertH2, y en este espacio son los operadores para
los cuales sus matrices respecto a una base estandar en H2 son constantes en las diagonales.
Más detalles pueden verse en [13] y [23].

Los principales resultados de este trabajo son: Para operadores tridiagonales de Toeplitz
damos condiciones expĺıcitas de sus coeficientes para que sean hiperćıclicos. Por ejemplo dado
el operador de Toeplitz con la siguiente matriz,

b c 0 0 � � �
a b c 0

. . .

0 a b c
. . .

0 0 a b
. . .

...
. . . . . . . . . . . .


concluimos que es hiperćıclico si se cumple que

jjbj � 1j < jcj � 9jaj
3

.

Además en el caso de más diagonales se encontraron condiciones suficientes para que los
operadores sean hiperćıclicos, donde las condiciones no dependen exclusivamente de sus coe-
ficientes.

Sobre el concepto de subhiperciclicidad, un resultado es que damos un ejemplo de un ope-
rador T subhiperćıclico para el cual existe un vector x tal que el conjunto fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g
es denso en alguna parte del subespacio donde esta definido, pero no es denso en todo el
subespacio [25].

Al final encontramos condiciones calculables para caos de ϕ(B) sobre espacios de Banach,
donde B es el desplazamiento usual hacia atrás y ϕ(z) es una transformación fraccional lineal,
que es una función anaĺıtica de la forma ϕ(z) = (az+ b)/(cz+d), con bc�ad 6= 0. Probamos
en [26] que ϕ(B) es caótico sobre `p, donde 1 � p <1, si y solo si∣∣jdj2 � jcj2 � jbd̄� ac̄j∣∣ < jbc� adj.



5

A continuación describimos el contenido de la tesis. En los caṕıtulos dos y tres daremos
las definiciones de caos e hiperciclicidad, además conceptos complementarios de estas defi-
niciones y también resultados conocidos. Estos caṕıtulos son principalmente obtenidos de
[4], [22] y [32]. El caṕıtulo cuatro es el tema central de este trabajo, que es caracterizar a
los operadores de Toeplitz que son hiperćıclicos. Damos una caracterización para operadores
de Toeplitz con tres, finitas e infinitas diagonales diferentes de cero. En el caṕıtulo cinco
estudiamos hiperciclicidad disjunta, damos condiciones para que dos operadores tridiagona-
les de Toeplitz sean hiperćıclicos disjuntos. En el caṕıtulo seis estudiamos el concepto de
subhiperciclicidad para operadores en espacios de Hilbert, damos ejemplos que responden
algunas preguntas acerca de este concepto, este caṕıtulo es un trabajo conjunto con Rubén
Mart́ınez-Avendaño, Alfredo Peris y el autor de la presente tesis publicado en [25]. En el
caṕıtulo siete caracterizamos caos para transformaciones fraccionales lineales, este caṕıtulo
es un trabajo conjunto de Victor Galán, Félix Mart́ınez-Giménez, Alfredo Peris y el autor
de la presente tesis publicado en [26]. Por último tenemos el caṕıtulo, en el cual presentamos
conclusiones y problemas abiertos.
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Capı́tulo 2
Conceptos básicos de dinámica discreta

Este caṕıtulo está dedicado a presentar los conceptos elementales y la notación que usare-
mos en este trabajo referente a dinámica discreta. Más detalles de los conceptos y las pruebas
de los teoremas y proposiciones siguientes pueden verse en [22].

Definición 2.1. Un sistema dinámico ( discreto) es un par (X,T ) donde X es un espacio
métrico y T una función continua T : X ! X.

Recordemos que se define T 0 como la identidad en X, y recursivamente definimos T n+1 =
T nT para n � 0. Llamamos la órbita de T en x 2 X al siguiente conjunto

OrbT (x) := fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g.

2.1. Funciones topológicamente transitivas

En esta sección presentamos el concepto de función topológicamente transitiva, además
un teorema que nos dice cuando una función es topológicamente transitiva.

Definición 2.2. Un sistema dinámico T : X ! X es llamado topológicamente transitivo si,
cualesquiera U y V conjuntos abiertos no vaćıos de X, existe algún n � 0 tal que T n(U)\V 6=
;.

Las siguientes funciones son ejemplos de funciones topológicamente transitivas:

1. Función duplicadora sobre el ćırculo S1. Está dada por T : S1 ! S1, z 7! z2.

2. Rotación no racional. Está dada por T : S1 ! S1, z 7! eiαz, con α 2 Rn2πQ.

3. Función tienda. Sea T : [0, 1]! [0, 1] defininada como:

T (x) =

{
2x si x 2 [0, 1

2
]

2� 2x si x 2 (1
2
, 1].

Teorema 2.3 (Birkhoff). Sea T una función continua sobre un espacio métrico completo
separable X sin puntos aislados. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

7
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1. T es topológicamente transitivo.

2. Existe algún x 2 X tal que la Orb(x, T ) es densa en X.

Si una de estas condiciones se cumple entonces el conjunto de puntos en X con órbita
densa es un conjunto Gδ denso.

2.2. Funciones caóticas

En esta sección presentamos el concepto de función caótica y resultados acerca de esto.

Definición 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que un sistema
dinámico T : X ! X tiene dependencia sensible a condiciones iniciales si existe algún δ > 0
tal que para cada x 2 X y ε > 0, existe algún y 2 X con d(x, y) < ε tal que para algún n � 0
se tiene d(T nx, T ny) > δ. El número δ es llamado una constante de sensibilidad para T .

Ejemplos:

1. La función tienda tiene dependencia sensible a condiciones iniciales con constante de
sensibilidad 1/4. Si x 2 [0, 1] y ε > 0 existe una n � 0 tal que la bola de radio ε alrededor
de x contiene los puntos y1 y y2 con T ny1 = 0 y T ny2 = 1 entonces jT nx � T nyjj � 1

2

para j = 1 o para j = 2.

2. Las rotaciones del ćırculo no tienen dependencia sensible a condiciones iniciales ya que
jT nz1 � T nz2j = jz1 � z2j para cualquier z1, z2 2 T.

Definición 2.5 (Devaney). Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que un
sistema dinámico T : X ! X es caótico si

1. T tiene dependencia sensible a condiciones iniciales;

2. T es topológicamente transitivo;

3. T tiene un conjunto denso de puntos periódicos.

Ejemplo:

1. Función duplicadora sobre el ćırculo. Los puntos periódicos son exactamente las ráıces
de la ecuación z2n = 1, n � 1. Entonces la función duplicadora tiene un conjunto denso
de puntos periódicos. Usando el teorema 2.3 concluimos que este es un ejemplo de una
función caótica.

2. Las rotaciones no son caóticas, pues no tienen dependencia sensible a condiciones ini-
ciales como se mostró antes.

Teorema 2.6 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Sea X un espacio métrico no finito. Si
un sistema dinámico T : X ! X es topológicamente transitivo y tiene un conjunto denso de
puntos periódicos entonces T tiene dependencia sensible a condiciones iniciales con respecto
a cualquier métrica que define la topoloǵıa de X.
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Ejemplo:
Sea el espacio Σ2 = f(xn)n2N[f0g;xn 2 f0, 1gg y sea la función

σ : Σ2 ! Σ2, σ(x0, x1, x2, . . .) = (x1, x2, x3, . . .).

Definimos la topoloǵıa de Σ2 con la métrica d(x, y) =
∑1

n=0
jxn�ynj

2n
, bajo esta métrica σ

es continuo. Se puede demostrar que σ, el desplazamiento en dos śımbolos, es caótico [22].

2.3. Funciones mezclantes y débil mezclantes

En esta sección presentamos el concepto de función mezclante y débil mezclante.

Definición 2.7. Un sistema dinámico T : X ! X es llamado mezclante si para cualesquiera
conjuntos abiertos U y V no vaćıos de X, existe algún N � 0 tal que T n(U) \ V 6= ; para
todo n � N.

Algunos ejemplos de funciones mezclantes son la función duplicadora sobre el ćırculo y la
función tienda.

Antes de definir una función débil mezclante necesitamos definir el producto de funciones.
Sean T : X ! X y S : Y ! Y dos sistemas dinámicos. El producto cartesiano X �
X está dotado de la topoloǵıa producto, la cual está inducida por ejemplo por la métrica
d((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2), donde dX y dY son las métricas de X y Y .

Definición 2.8. Sean T : X ! X y S : Y ! Y dos sistemas dinámicos. Definimos la
función T � S como

T � S : X � Y ! X � Y, T � S(x, y) = (Tx, Sy).

Entonces T � S es continuo y sus iteraciones son (T � S)n = T n � Sn. A continuación
definimos función débil mezclante.

Definición 2.9. Un sistema dinámico T : X ! X es llamado débil mezclante si T � T es
topológicamente transitivo.

Es fácil ver que T es débil mezclante si y sólo si para cada cuarteta de abiertos U1, U2, V1

y V2 no vaćıos contenidos en X, existe algún n � 0 tal que

T n(U1) \ V1 6= ;, T n(U2) \ V2 6= ;.

Observación: Si una función es mezclante entonces es débil mezclante y si una función
es débil mezclante entonces es topológicamente transitiva.
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Capı́tulo 3
Dinámica de operadores

Este caṕıtulo está dedicado a dar los conceptos elementales y la notación que usaremos
en este trabajo referente a dinámica de operadores. Más detalles de los conceptos y las
demostraciones de los resultados de todas las secciones se pueden encontrar en [22], excepto
donde se indique otra referencia [32].

Definición 3.1. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial X sobre un campo K dotado
con una sucesión creciente (Pn) de seminormas que cumplen que si Pn(x) = 0 para todo
n � 1, entonces x = 0. Además pedimos que el espacio sea completo con la métrica

d(x, y) =
1∑
n=1

1

2n
mı́n(1, Pn(x� y)), x, y 2 X.

Nota: La métrica es invariante bajo traslaciones.
Ejemplos:

1. H(C) = ff : C ! C; f enterag es un espacio de Fréchet, con la sucesión creciente de
semi normas Pn(f) := supjzj�n jf(z)j.

2. El espacio de todas las sucesiones (reales o complejas).

ω = KN = f(xn)n;xn 2 K, n 2 Ng

es un espacio de Fréchet, con la sucesión creciente de semi normas pn(x) := sup1�k�n jxkj
donde x = (xk)k

Definición 3.2. Sean X y Y espacios de Fréchet. A una transformación lineal continua
T : X ! Y le llamamos un operador.

Antes ya definimos un sistema dinámico, ahora aumentando linealidad tenemos la siguien-
te definición.

Definición 3.3. Un sistema dinámico lineal es un par (X,T ) que consiste de un espacio de
Fréchet separable X y un operador T : X ! X.

11



12 CAPÍTULO 3. DINÁMICA DE OPERADORES

3.1. Operadores hiperćıclicos

Definición 3.4. Un operador T : X �! X es llamado hiperćıclico si existe un x 2 X tal
que el conjunto

OrbT (x) := fx, Tx, T 2x, T 3x, ...g

es denso en X. Además decimos que el vector x es un vector hiperćıclico para T .

Observación 3.5. Un operador no tiene subconjuntos cerrados invariantes (no triviales) si
y solo si cada vector (diferente de cero) es hiperćıclico.

Acerca de hiperciclicidad lo primero en tomar en cuenta es que no se da en espacios
vectoriales complejos (sobre C) de dimensión finita. Un corolario del siguiente teorema dice
que no existen vectores hiperćıclicos en dimensión finita. El teorema, que es bien conocido,
nos da una condición para que un operador no sea hiperćıclico.

Teorema 3.6. Sea T : X ! X un operador. Si T � : X� ! X�, el operador adjunto de T ,
tiene un autovalor λ entonces T no es hiperćıclico.

El siguiente corolario prueba que no existen vectores hiperćıclicos en dimensión finita.

Corolario 3.7. Sea T : Cn ! Cn un operador, entonces T no es hiperćıclico.

Teorema 3.8. Sea T un operador con inverso continuo T�1, entonces T es hiperćıclico si y
solo si T�1 es hiperćıclico.

El teorema 2.3 se puede reescribir en este contexto como:

Teorema 3.9 (Transitividad de Birkhoff). Un operador T es hiperćıclico si y sólo si es
topológicamente transitivo. En este caso el conjunto de vectores hiperćıclicos HC(T ) es un
conjunto Gδ denso.

Ejemplos:

1. Los operadores de Birkhoff son hiperćıclicos. Estos operadores están definidos sobre el
espacio H(C) de funciones enteras y son los operadores traslación dados por Taf(z) =
f(z + a), con a 6= 0.

2. El operador de MacLane es hiperćıclico. Este es el operador diferenciación D : f ! f 0

sobre las funciones enteras H(C).

3. Los operadores de Rolewicz son hiperćıclicos. Están definidos sobre el espacio X := `p,
1 � 0 < 1, ó X := c0 y son los múltiplos del desplazamiento hacia atrás T = λB :
X ! X, (x1, x2, x3, . . .)! λ(x2, x3, x4, . . .) con jλj > 1.
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3.2. Caos lineal

En esta sección presentamos el concepto de Caos Lineal y un criterio para saber si un
operador es caótico, es importante mencionar que un operador caótico es un caso particular
de operador hiperćıclico.

Definición 3.10. Un operador T se dice que es caótico si satisface las siguientes condiciones.

1. T es hiperćıclico.

2. T tiene un conjunto denso de puntos periódicos.

Teorema 3.11. Sea T un operador hiperćıclico. Entonces T tiene dependencia sensible a
condiciones iniciales (con respecto a cualquier métrica invariante bajo traslaciones que defina
la topoloǵıa de X).

Se puede demostrar que los operadores de Rolewicz, Birkhoff y MacLane son caóticos.

3.3. Operadores mezclantes

En esta sección presentamos el concepto de operador mezclante y un criterio para saber
si un operador es mezclante, es importante mencionar que un operador mezclante es en
particular hiperćıclico.

Definición 3.12. Un sistema dinámico lineal T : X ! X es llamado mezclante si cuales-
quiera conjuntos abiertos U y V no vaćıos de X, existe algún N � 0 tal que T n(U) \ V 6= ;
para todo n � N.

El siguiente teorema muestra una condición suficiente para que un operador sea mezclante.

Teorema 3.13. (Criterio de Kitai [22], [27]). Sea T : X ! X un operador. Si existen
subconjuntos densos X0, Y0 en X y una funcion S : Y0 ! Y0 (no necesariamente lineal ni
continua) tal que para cualquier x 2 X0, y 2 Y0

i) T nx! 0 cuando n!1,

ii) Sny ! 0 cuando n!1,

iii) T � S(y) = y

Entonces T es mezclante en X, y en particular hiperćıclico.

Los operadores de Rolewicz, de Birkhoff y de MacLane son ejemplos de operadores mez-
clantes.

Existen operadores mezclantes que no son caóticos. Por ejemplo consideramos el desplaza-
miento con peso T : `1 ! `1 donde T (x1, x2, x3, . . .) = (2x2,

3
2
x3,

4
3
x4, . . .), se puede demostrar

que es un operador mezclante pero que no tiene puntos periódicos [22]. El ejemplo se puede
generalizar para `p, 1 � p <1.
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3.4. Operadores débil mezclantes

En esta sección presentamos el concepto de operador débil mezclante, además un criterio
para saber si un operador es débil mezclante. Es importante mencionar que al igual que
los operadores caóticos y mezclantes un operador débil mezclante es un caso particular de
operador hiperćıclico.

Definición 3.14. Sean T1 : X1 ! Y1 y T2 : X2 ! Y2 dos operadores. Definimos la suma
T1 � T2 como

T1 � T2(x1, x2) = (T1x1, T2x2).

Observación: En general si X y Y son espacios de Fréchet el espacio X�Y es un espacio
de Fréchet, donde las seminormas inducen la topoloǵıa producto sobre X � Y .

Definición 3.15. Un sistema dinámico lineal T : X ! X es llamado débil mezclante si el
operador T � T es hiperćıclico.

Teorema 3.16 (Criterio de Hiperciclicidad de Gethner-Shapiro). Sea T un operador. Si
existen conjuntos densos X0, Y0 � X, una sucesión creciente (nk)k de enteros positivos,
funciones Snk : Y0 ! X, k � 1, tal que para cualesquiera x 2 X0, y 2 Y0,

1. T nkx! 0, si k !1,

2. Snky ! 0, si k !1,

3. T nkSnky ! y, si k !1,

entonces T es débil mezclante y en particular hiperćıclico.

A continuación damos un ejemplo de un operador débil mezclante que no es mezclante.

Ejemplo 3.17. Sea T : c0 ! c0 un desplazamiento con peso dado por T (x1, x2, . . . ) =
(ω2x2, ω3x3, . . .), con ω = (ω1, ω2, . . .) = (1, 2, 2�1, 2, 2, 2�1, 2�1, 2, 2, 2, 2�1, 2�1, 2�1, . . .). Se
puede demostrar que este es un operador débil mezclante que no es mezclante [22].

De la Rosa y Read demostraron que existen ejemplos de operadores hiperćıclicos que no
son débil mezclantes [17].

3.5. Clases de operadores no hiperćıclicos

Basado en condiciones necesarias para hiperciclicidad se puede demostrar que ciertas
clases de operadores no contienen operadores hiperćıclicos.

En está sección T denotará un operador sobre un espacio de Banach X (real o complejo).

Definición 3.18. Un operador T : X ! Y es llamado una contracción si jjT jj � 1, quasi-
nilpotente si ĺımn!1 jjT njj1/n = 0, de potencias acotadas si supn�0 jjT njj <1.
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Proposición 3.19. Los operadores contracción, quasinilpotentes y de potencias acotadas
no son hiperćıclicos [22].

También se puede demostrar lo siguiente.

Proposición 3.20. Los operadores compactos y de rango finito no son hiperćıclicos.

En Álgebra Lineal, una matriz con entradas complejas es normal si A
t
A = AA

t
. Siguiendo

la analoǵıa en espacios de Hilbert H un operador es normal si conmuta con su adjunto, es
decir

T �T = TT �,

y es hiponormal si se cumple que
T �T � TT � � 0.

Un resultado en conexión con operadores hiperćıclicos que es importante saber es el
siguiente.

Teorema 3.21. Si T es hiponormal o normal sobre un espacio de Hilbert H entonces T no
es hiperćıclico [11].

3.6. Operadores de Toeplitz

Más detalles de los conceptos y las demostraciones de los resultados de esta sección se pue-
den encontrar en [32]. Empezamos definiendo el espacio más importante donde desarrollamos
este trabajo.

Definición 3.22. Definimos el espacio de Hardy-Hilbert, denotado con H2, como el espacio
de todas las funciones anaĺıticas para las cuales su representación en series de potencias es
cuadrado sumable, es decir

H2 = ff : f(z) =
1∑
n=0

anz
n y

1∑
n=0

janj2 <1g.

El producto punto en H2 está definido como

hf, gi =
1∑
n=0

anbn

para f(z) =
∑1

n=0 anz
n y g(z) =

∑1
n=0 bnz

n. La norma del vector f(z) =
∑1

n=0 anz
n es

kfk =

(
1∑
n=0

janj2
) 1

2

.

La función fang1n=0 7�!
∑1

n=0 anz
n es claramente un isomorfismo de `2 aH2. En particular

H2 es un espacio de Hilbert separable.
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Denotamos con L2(S1) al espacio de las funciones cuadrado integrables sobre S1 con

respecto a la medida de Lebesgue normalizada. Definimos el espacio H̃2 como el siguiente
subespacio de L2(S1)

H̃2 = ff̃ 2 L2(S1) : hf̃ , eni = 0 para todo n < 0g,

donde f̃ tiene serie de Fourier de la forma

f̃(eiθ) =
1∑
n=0

ane
inθ con

1∑
n=0

janj2 <1.

Sea f̃ 2 H̃2 con serie de Fourier
∑1

n=0 ane
inθ, y sea f 2 H2 con serie de potencias∑1

n=0 anz
n. Para 0 < r < 1, sea fr definida como

fr(e
iθ) = f(reiθ) =

1∑
n=0

anr
neinθ.

Es claro que fr 2 H̃2 para cada r. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Para cada f 2 H2, existe una sucesión creciente frng de números positivos

que convergen a 1 y una f̃ 2 H2 tal que

ĺım
n!1

f(rne
iθ) = f̃(eiθ) c.t.p.

Entonces tenemos que existe una identificación natural entre las funciones de H2 y
H̃2, identificamos cada f̃ 2 H̃2 con serie de Fourier

∑1
n=0 ane

inθ con la función anaĺıtica∑1
n=0 anz

n. A partir de ahora usaremos la notación H2 para referirnos a H2 o H̃2.

Observamos que H̃2 es un subespacio cerrado de L2(S1). Sea P : L2(S1)! H̃2 la proyec-

ción ortogonal de L2(S1) a H̃2, definida para f =
∑

n2Z ane
inθ como Pf =

∑1
n=0 ane

inθ.
Denotaremos H1 como todas las funciones anaĺıticas que están acotadas en el disco

unitario. La norma de una función f 2 H1 está definida como kfk1 = supfjf(z)j : z 2 Dg.
Como la convergencia en norma en H1 implica convergencia uniforme sobre D, se puede
verificar que H1 es un espacio de Banach. Además se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.24. Cada función en H1 está en H2.

3.6.1. Matrices de Toeplitz

En esta sección presentamos los conceptos referentes a matrices de Toeplitz. Empezamos
definiendo el operador multiplicación.

Definición 3.25. Sea φ una función en L1(S1). El operador de multiplicación por φ, de-
notado por Mφ, está definido como Mφf = φf para cada f 2 L2(S1). Mφ es un operador
acotado en L2(S1).

Cada operador lineal en un espacio de Hilbert separable tiene una representación matricial
respecto a una base ortonormal del espacio.
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Definición 3.26. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert separable
H y fengn2I una base ortonormal para H, entonces la matriz de A con respecto a la base
dada es la matriz para la cual las entradas en la posición (m,n) para m,n 2 I es hAen, emi.

Se puede ver que un operador multiplicación tiene como representación matricial a una
matriz de Toeplitz, las cuales las definiremos más adelante.

Teorema 3.27. Sea φ una función en L1 con serie de Fourier
∑1

n=�1 φne
inθ. Entonces la

matriz de Mφ con respecto a la base ortonormal feinθg1n=�1 de L2(S1) es

. . . . . . . . .

. . . φ0 φ�1 φ�2

. . . φ1 φ0 φ�1 φ�2

φ2 φ1 φ0 φ�1 φ�2

φ2 φ1 φ0 φ�1
. . .

φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . .


donde la posición de φ0 representa la entrada (0, 0).

Entonces cada matriz que representa un operador multiplicación con respecto a la base
estándar de L2(S1) es una matriz doblemente infinita con coeficientes constantes en sus
diagonales. Cada una de estas matrices es un ejemplo de una matriz de Toeplitz.

Definición 3.28. Una matriz doblemente infinita (es decir una matriz con entradas en las
posiciones (m,n) para m y n enteros) o una matriz simple infinita (es decir con entradas en
las posiciones (m,n) para m y n enteros no negativos) es llamada una matriz de Toeplitz
si sus entradas son constantes a lo largo de cada diagonal. Es decir, la matriz (am,n) es de
Toeplitz si am1,n1 = am2,n2 siempre que m1 � n1 = m2 � n2.

El siguiente teorema nos dice que las matrices de operadores multiplicación sobre L2 son
matrices de Toeplitz doblemente infinitas.

Teorema 3.29. Un operador lineal acotado sobre L2(S1) es un operador multiplicación por
una función en L1 si y sólo si su matriz con respecto a la base estándar en L2(S1) es una
matriz de Toeplitz.

3.6.2. Propiedades básicas de operadores de Toeplitz

En esta sección daremos alguna propiedades básicas de operadores de Toeplitz. Empeza-
mos definiendo operador de Toeplitz.

Definición 3.30. Para cada φ 2 L1, el operador de Toeplitz con śımbolo φ es el operador
Tφ definido por

Tφf = P (φf)

para cada f 2 H2, donde P es la proyección ortogonal de L2 sobre H2.
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El siguiente resultado nos muestra la representación matricial de un operador de Toeplitz.

Teorema 3.31. La matriz del operador de Toeplitz con śımbolo φ con respecto a la base
feinθg1n=0 de H2 es

Tφ =



φ0 φ�1 φ�2 φ�3

φ1 φ0 φ�1 φ�2
. . .

φ2 φ1 φ0 φ�1
. . .

φ3 φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . . . . .


donde φk es el k-ésimo coeficiente de Fourier de φ.

A continuación damos la definición de operador de Toeplitz anaĺıtico.

Definición 3.32. Un operador de Toeplitz Tφ es un operador de Toeplitz anaĺıtico si φ
está en H1.

El teorema a continuación nos da la representación matricial de un operador de Toeplitz
anaĺıtico.

Teorema 3.33. Si Tφ es un operador de Toeplitz anaĺıtico, entonces la matriz de Tφ con
respecto a la base feinθg1n=0 es

Tφ =



φ0 0 0 0 0

φ1 φ0 0 0 0
. . .

φ2 φ1 φ0 0 0
. . .

φ3 φ2 φ1 φ0 0
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

donde φ(eiθ) =
∑1

k=0 φke
ikθ.

El siguiente teorema nos muestra que el operador adjunto de un operador de Toeplitz es
el mismo operador pero que tiene como śımbolo la función conjugada.

Teorema 3.34. La función φ 7! Tφ es inyectiva, acotada, lineal, preserva adjunto (i. e.,
T �φ = Tφ̄ ) y mapea L1 sobre el espacio de los operadores de Toeplitz visto como un subespacio
del álgebra de los operadores lineales acotados sobre H2.

A continuación damos la definición de operador de Toeplitz co-anaĺıtico.

Definición 3.35. Un operador de Toeplitz Tφ es un operador de Toeplitz co-anaĺıtico si T �φ
es anaĺıtico.

Los teoremas a continuación nos dan propiedades de los operadores de Toeplitz.

Teorema 3.36. Un operador de Toeplitz es autoadjunto si y sólo si su śımbolo toma valores
reales casi en todas partes.
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Teorema 3.37. El único operador de Toeplitz compacto es el operador nulo.

A continuación damos un teorema que nos da el conjunto de valores propios para un caso
particular de un operador Tφ. En el teorema siguiente σ(T ) representa el espectro de T y
Inda representa el ı́ndice de un punto a respecto a una función φ, que es el número de vueltas
que le da la gráfica de φ al punto a.

Teorema 3.38. Sea φ una función continua sobre S1, entonces

σ(Tφ) = ran φ [ fa 2 C : a 62 ran φ y Indaφ 6= 0g,

donde ran φ es el rango de φ.

En nuestro trabajo usaremos el caso particular cuando la gráfica de φ es una curva cerrada
sin intersecciones, por lo cual σ(Tφ) es igual al ran φ unión su interior (la región que encierra).

Observamos que un operador multiplicación sobre H2 es un operador de Toeplitz anaĺıtico
si su śımbolo φ 2 H2, a continuación damos un teorema acerca de los adjuntos de estos
operadores.

Teorema 3.39. Sea φ 2 H1 una función no constante y sea T �φ el adjunto del operador de
Toeplitz Tφ sobre H2. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) T �φ es hiperćıclico;

(ii) T �φ es mezclante;

(iii) T �φ es caótico;

(iv) φ(D) \ S1 6= ;.

La demostración se encuentra en [22].
El teorema anterior nos da condiciones para hiperciclicidad de operadores adjuntos de

operadores de Toeplitz anaĺıticos, es decir de operadores de Toeplitz co-anaĺıticos.
Por otro lado sabemos que los operadores de Toeplitz co-anaĺıticos siempre tienen valores

propios [32], por el teorema 3.6 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.40. Los operadores anaĺıticos de Toeplitz nunca son hiperćıclicos.

Por lo anterior ya tenemos resultados acerca de hiperciclicidad de operadores de Toeplitz
con śımbolo anaĺıtico y co-anaĺıtico, en el siguiente caṕıtulo estudiaremos hiperciclicidad en
operadores de Toeplitz que tienen śımbolo con parte anaĺıtica y co-anaĺıtica.
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Capı́tulo 4
Hiperciclicidad en operadores de Toeplitz

En este caṕıtulo daremos condiciones para que operadores de Toeplitz sean hiperćıclicos.
Iniciaremos con los operadores cuya matriz asociada tiene solo tres diagonales, después se-
guiremos con los que su matriz asociada tiene un número finito de diagonales y terminaremos
con los operadores cuya matriz asociada tiene una diagonal anaĺıtica y un número infinito de
diagonales coanaĺıticas.

4.1. Operadores de Toeplitz con tres diagonales

Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada

a0 a�1 0 0 � � �
a1 a0 a�1 0

. . .

0 a1 a0 a�1
. . .

0 0 a1 a0
. . .

...
. . . . . . . . . . . .


, (4.1)

donde a�1, a0, a1 2 C. ¿Cuándo T es hiperćıclico?

Observamos que Tz = T1/z es el operador desplazamiento hacia atrás S� sobre H2, y Tz
es el operador desplazamiento hacia adelante S sobre H2, es decir para f en H2 se cumple
que:

Tzf = S�(f) =
f(z)� f(0)

z
y Tzf = S(f(z)) = zf(z). (4.2)

Concluimos que el operador asociado a la matriz 4.1 también puede verse como a1S +
a0I + a�1S

�.

A continuación enunciamos el criterio de Godefroy-Shapiro [22], el cual usaremos para
demostrar resultados que se dan a continuación.

21
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Teorema 4.1. (Criterio Godefroy-Shapiro). Sea T : X ! X un operador. Supongamos
que los subespacios

X0 := spanfx 2 X ; Tx = λx para algún λ 2 K con jλj < 1g y

Y0 := spanfx 2 X ; Tx = λx para algún λ 2 K con jλj > 1g

son densos en X. Entonces T es mezclante, y en particular hiperćıclico. Si, además,

Z0 := spanfx 2 X ; Tx = eαπix para algún α 2 Qg

es denso en X, entonces T es caótico.

A continuación damos condiciones expĺıcitas sobre a�1, a0 y a1 para que el operador de
Toeplitz T = a�1S

� + a0I + a1S sea hiperćıclico. Si a1 es cero entonces T es un operador
co-anaĺıtico, y ya existen condiciones para que estos operadores sean hiperćıclicos (teorema
3.39). Si a�1 es cero entonces T es un operador anaĺıtico, y estos operadores nunca son
hiperćıclicos (teorema 3.40). El objetivo de esta sección es dar condiciones para que estos
operadores sean hiperćıclicos cuando a1 y a�1 sean ambos diferentes de cero.

Para usar el criterio debemos encontrar vectores y valores propios. Resolveremos la ecua-
ción Tf = λf para f 2 H2. Tenemos que T = a�1S

� + a0I + a1S = a�1Tz + a0I + a1Tz,
entonces Tf = λf es equivalente a

a�1
f(z)� f(0)

z
+ a0f(z) + a1zf(z) = λf(z).

Si f(0) = 0 tenemos que

(a�1 + (a0 � λ)z + a1z
2)f(z) = 0

por lo cual f(z) es identicamente cero, pues f es anaĺıtica en D.
Si f(0) es diferente de cero, tenemos que

f(z) =
a�1f(0)

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

.

Sin pérdida de generalidad supongamos f(0) = 1.

Ya tenemos la forma de f , pero necesitamos que f esté en H2. Además, necesitamos
conjuntos densos de este tipo de funciones para poder aplicar el criterio de Godefroy-Shapiro
(teorema 4.1). Tenemos las siguientes preguntas:

1. ¿Cuándo f está en H2?

2. ¿Cuándo estas funciones forman un conjunto denso en H2?

Primero resolvemos la primera pregunta. Tenemos que

f(z) =
a�1

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

,
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necesitamos que f sea una función anaĺıtica, i. e. que el polinomio qλ(z) := a1z
2 + (a0 �

λ)z + a�1 tenga ráıces z1, z2 tal que jz1j > 1 y jz2j > 1. Esto es equivalente a que las ráıces
del polinomio

pλ(z) := z2qλ(1/z) = a�1z
2 + (a0 � λ)z + a1

pertenezcan a D.
Para resolver esto necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.2. (Prueba de Jury) [1] Para w 2 C y r 2 R, las ráıces del polinomio

z2 + wz + r = 0,

pertenecen a D si y solo si jrj < 1 y(
Re(w)

1 + r

)2

+

(
Im(w)

1� r

)2

< 1.

Ahora aplicaremos la Prueba de Jury al polinomio pλ(z) pero cuando a1 y a�1 son números
reales. Sobre esto trata el siguiente lema.

Lema 4.3. Sean a1, a�1 en R, a0 2 C tales que ja1j < ja�1j. Si existe λ 2 C tal que(
Re(a0 � λ)

a1 + a�1

)2

+

(
Im(a0 � λ)

a1 � a�1

)2

< 1, (4.3)

entonces la ráıces del polinomio pλ(z) pertenecen a D.

Demostración. Como r = a1
a−1

cumple que jrj < 1, usando la Prueba de Jury se tiene que
ambas ráıces del polinomio son de módulo menor que uno si(

Re(w)

1 + r

)2

+

(
Im(w)

1� r

)2

< 1,

esto ocurre si y solo si w = a0�λ
a−1

satisface que(
Re(a0 � λ)

a1 + a�1

)2

+

(
Im(a0 � λ)

a1 � a�1

)2

< 1

para algún λ 2 C.

A continuación encontramos la región explićıta donde debemos tomar a0 para que cum-
pla la desigualdad (4.3) para algún λ 2 S1. Para esto definimos los siguientes números y
conjuntos.

En lo siguiente los términos interior y exterior de curvas cerradas simples son usados en el
sentido del teorema de la curva de Jordan. Sea s1 := ja�1 + a1j, s2 := ja�1 � a1j. Denotamos
la elipse

E :=

{
z 2 C :

Re(z)2

(s1)2
+

Im(z)2

(s2)2
= 1

}
,
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su interior como

E0 :=

{
z 2 C :

Re(z)2

(s1)2
+

Im(z)2

(s2)2
< 1

}
.

Definimos el conjunto A0 := fz 2 C : d(z, E) < 1g, es decir como el interior de la curva
paralela exterior a distancia uno de la elipse E (cabe decir que la curva paralela no es una
elipse). Sea F el conjunto de puntos de la curva paralela interior a distancia 1 de E y sea
A00 la cerradura del interior de F . En el apéndice A damos una descripción más detallada de
curvas paralelas.

Concluimos el siguiente resultado.

Lema 4.4. Sean a1, a�1 2 R y a0 2 C. Supongamos que se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

Caso 1. ja1 + a�1j > 1 y a0 2 A0.

Caso 2. ja1 + a�1j=1 y a0 2 A0 n f0g.

Caso 3. ja1 + a�1j < 1 y a0 2 A0 n A00.

Entonces existe un λ 2 S1 tal que se cumple a0� λ pertenece a E0 (es decir que λ cumple la
desigualdad (4.3)).

Demostración. Tenemos tres casos.

Caso 1. Sea ja1 + a�1j > 1 y a0 2 A0.

Afirmación 1 : Existe z1 2 E0 tal que d(a0, z1) < 1.

Prueba: Si a0 2 E0, es claro que se cumple la afirmación. Supongamos que a0 2 A0 nE0,
tomamos el segmento ortogonal hacia E que inicia en a0, de longitud uno. Por la
definición de A0 (su distancia a E es 1) tenemos que existe un punto z1 en el segmento
en E0 tal que d(a0, z1) < 1.

Afirmación 2: Existe z2 2 E0 tal que d(a0, z2) > 1.

Prueba: Si a0 2 E0, la afirmación se cumple pues E0 es el interior de una elipse con un
eje más grande que uno. Si a0 2 A0 n E0 el razonamiento es igual al caso 1.

Consideremos la función continua f : E0 ! R dada por f(z) = d(a0, z). Como E0 es
conexo, el conjunto f(E0) es un intervalo de R, que como vimos anteriormente tiene
puntos mayores y menores que 1, por lo tanto existe z0 2 E0 tal que d(a0, z0) = 1.
Tomando λ = a0 � z0 obtenemos el resultado.

En la figura 4.1 ilustramos un ejemplo particular de este caso.

Caso 2. ja1 + a�1j = 1 y a0 2 A0 n f0g.
Afirmación 1 : Existe z1 2 E0 tal que d(a0, z1) < 1.

Prueba: Igual al caso 1.

Afirmación 2: Existe z2 2 E0 tal que d(a0, z2) > 1.
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Caso 1

Figura 4.1: La elipse E tiene eje mayor s1 = 5/2 y eje menor s2 = 1/2. La curva verde es la
curva exterior paralela a distancia uno de la elipse E, su interior es A0.

Prueba: Si a0 2 E0 n f0g, la afirmación se cumple pues un eje de la elipse E es uno y
el único punto en E0 que no tiene un punto en E0 a distancia mayor a 1 podŕıa ser 0.
Si a0 2 A0 n E0, sea a0 = (x0, y0). Tomamos el segmento de a0 al punto (−sgn(x0), 0),
es claro que el segmento tiene longitud mayor a uno, por lo cual se tiene que existe z2

en el segmento tal que e0 2 E0 y d(a0, z2) > 1.

Consideremos la función continua f : E0 ! R dada por f(z) = d(a0, z). Como E0 es
conexo, el conjunto f(E0) es un intervalo de R, que como vimos anteriormente tiene
puntos mayores y menores que 1, por lo tanto existe z0 tal que d(a0, z0) = 1. Tomando
λ = a0 − z0 obtenemos el resultado.

En la figura 4.2 damos un ejemplo particular de este caso.

Caso 3. ja1 + a−1j < 1 y a0 2 A0 n A00.

Prueba: Si a0 2 A0 n A00 entonces existe un punto z1 2 E0 tal que d(a0, z1) < 1 por el
mismo argumento de antes. Llamemos G al conjunto frontera de A00, todo punto de G
dista uno, interiormente de algún punto de E. Por tanto como a0 /2 A00, existe algún
elemento z2 de E0 tal que d(a0, z2) > 1. Consideremos la función continua f : E0 ! R
dada por f(z) = d(a0, z). Como E0 es conexo, el conjunto f(E0) es un intervalo de
R, que como vimos anteriormente tiene puntos mayores y menores que 1, por lo tanto
existe z0 tal que d(a0, z0) = 1. Tomando λ = a0 − z0 obtenemos el resultado.

En la figura 4.3 damos un ejemplo particular de este caso tambien.

En lo anterior hicimos el análisis para cuando pλ(z) tiene sus ráıces dentro de D con los
coeficientes a1 y a−1 números reales, a continuación hacemos el análisis para cuando estos
coeficientes son números complejos.

Para nuestro objetivo necesitamos generalizar la Prueba de Jury.
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Caso 2

Figura 4.2: La elipse E tiene eje mayor s1 = 1 y eje menor s2 = 1/4. La curva verde es la
curva exterior paralela a distancia uno de la elipse E, su interior es A0.

Caso 3

Figura 4.3: La elipse roja es la elipse E con eje mayor s1 = 3/4 y s2 = 1/4. La curva verde
es la curva exterior paralela a distancia uno de la elipse E, su interior es A0, la curva azul es
la curva interior paralela a distancia uno de la elipse E, la región azul es el conjunto A00 .
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Lema 4.5. (Prueba de Jury Generalizada). Las ráıces de z2 +wz+ reiθ = 0, con r � 0
pertenecen a D si y solo si r < 1 y

Re(we�i
θ
2 )

2

(1 + r)2
+

Im(we�i
θ
2 )

2

(1� r)2
< 1.

Demostración. Aplicamos el Prueba de Jury (Lema 4.2) a p(z) = z2+(we�i
θ
2 )z+r, y tomamos

en cuenta que p(z) = 0 si y solo si q(zei
θ
2 ) = 0 para q(z) = z2 + wz + reiθ.

El siguiente resultado nos da condiciones expĺıcitas sobre los coeficientes del polinomio
pλ(z), para que este tenga sus ráıces dentro de D, es decir condiciones expĺıcitas para que las
funciones fλ(z) sean anaĺıticas.

Lema 4.6. Sean a0, a1, a�1 2 C, con a1 = ja1jeiθ1, a�1 = ja�1jeiθ−1, con θ1, θ�1 2 [0, 2π),
θ = θ1+θ−1

2
. Si ja1j < ja�1j y se cumple una de las siguientes condiciones:

1. ja�1j+ ja1j > 1 y a0 2 eiθA0,

2. ja�1j+ ja1j = 1 y a0 2 eiθ(A0nf0g),

3. ja�1j+ ja1j < 1 y a0 2 eiθ(A0nA00),

entonces existe λ 2 S1 tal que pλ(z) = a�1z
2 + (a0 � λ)z + a1 tiene sus ráıces en D.

Definición 4.7. Dados a0, a1 y a�1 números complejos que satisfacen las hipótesis del lema
4.6, decimos que cumplen la condición (�).

Demostración del lema 4.6. Necesitamos que las ráıces del polinomio

pλ(z) = a�1z
2 + (a0 � λ)z + a1

pertenezcan a D
Aplicamos la Prueba de Jury Generalizada al polinomio

1

a�1

pλ(z) = z2 +
(a0 � λ)

a�1

z +
a1

a�1

,

y obtenemos que sus ráıces pertenecen a D si ja1jja−1j < 1 y si existe un λ 2 S1 tal que a0 cumple
la condición

Re(a0�λ
a−1

e�i
θ1−θ−1

2 )
2

(1 + ja1j
ja−1j)

2
+

Im(a0�λ
a−1

e�i
θ1−θ−1

2 )
2

(1� ja1j
ja−1j)

2
< 1,

lo cual ocurre si

Re((a0 � λ)e�i
θ1+θ−1

2 )
2

(ja1j+ ja�1j)2
+

Im((a0 � λ)e�i
θ1+θ−1

2 )
2

(ja1j+ ja�1j)2
< 1,
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lo cual es equivalente a

Re(a0e
�iθ � λe�iθ)2

(ja1j+ ja�1j)2
+

Im(a0e
�iθ � λe�iθ)2

(ja1j+ ja�1j)2
< 1. (4.4)

Para que exista un λ 2 S1 tal que la última desigualdad se cumpla usaremos el lema
4.4. El lema nos da condiciones para que ciertas constantes cumplan una desigualdad, para
nuestro caso si a1, a�1 y a0e

�iθ cumplen que:

1. ja�1j+ ja1j > 1 y a0e
�iθ 2 A0.

2. ja�1j+ ja1j = 1 y a0e
�iθ 2 (A0nf0g).

3. ja�1j+ ja1j < 1 y a0e
�iθ 2 (A0nA00),

entonces existe un λ 2 S1 tal que la desigualdad 4.4 se cumple, por lo tanto existe λ 2 S1

tal que el polinomio pλ(z) = a�1z
2 + (a0 � λ)z + a1 tiene sus ráıces en D.

En conclusión encontramos condiciones suficientes que garantizan que

fλ(z) =
a�1

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

2 H2.

Lo siguiente es ver si las funciones fλ(z) forman un conjunto denso, lo cual es nuestra
pregunta 2.

Antes demostramos el siguiente lema.

Lema 4.8. Sean a0, a1 y a�1 2 C que cumplen la condición (�). Entonces existe λ 2 S1 tal
que la función

gλ(z) :=
z

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

es anaĺıtica e inyectiva para z en un abierto U � D.

Demostración. Sean qλ(z) = a1z
2 + (a0 � λ)z + a�1, r := mı́n(jz1j, jz2j,

√∣∣∣a−1

a1

∣∣∣) donde z1 y

z2 son ráıces de qλ(z), por el lema 4.6 se tiene que jz1j > 1 y jz2j > 1, y sea U el conjunto
B(0, r). Entonces gλ(z) es anaĺıtica en U .

Sean w, z 2 U tal que gλ(z) = gλ(w) entonces

z

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

=
w

a1w2 + (a0 � λ)w + a�1

,

y por lo tanto

a1wz(w � z)� a�1(w � z) = 0,

si z 6= w entonces wz = a−1

a1
pero como w, z 2 U entonces jwj <

√∣∣∣a−1

a1

∣∣∣ y jzj <
√∣∣∣a−1

a1

∣∣∣ y por

lo cual jwzj < ja−1

a1
j, lo que es una contradicción. Concluimos que w = z, y entonces gλ(z) es

inyectiva en U .
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El siguiente teorema responde afirmativamente nuestra pregunta.

Teorema 4.9. Sea B � C un conjunto abierto con intersección no vaćıa con S1 y sea fλ la
función:

fλ(z) :=
a�1

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

con a1, a�1 y a0 2 C tal que fλ 2 H2 para todo λ 2 B. Entonces el conjunto

Z := spanffλ : λ 2 Bg

es denso en H2.

Demostración. Para un conjunto abierto C � C, denotamos H(C), como el conjunto de
funciones anaĺıticas de C a C.

Sea g una función en H2, probaremos que si hfλ, gi = 0 para todo λ en B entonces g = 0,
i. e. vamos a probar que el conjunto

Z := spanffλ : λ 2 Bg

es denso en H2.
Definimos H : B ! C, como H(λ) := hfλ, gi, se tiene que:

H(λ) :=
1

2π

∫ 2π

0

a�1

qλ(eiθ)
g(eiθ)dθ, donde qλ(z) = a1z

2 + (a0 � λ)z + a�1.

Observamos que a−1

qλ(z)
g(z) es una función anaĺıtica (pues qλ(z) es una función que no se

anula en D), entonces H es una función anaĺıtica en B.
Supongamos que hfλ, gi = 0, es decir H(λ) = 0 para todo λ 2 D(eiα, ε) � B, con

α 2 [0, 2π) y ε > 0, como H es una función anaĺıtica entonces H es cero y también sus
derivadas son cero.

Para λ = eiα, H(eiα) = 0, además

dH

dλ
(eiα) =

1

2π

∫ 2π

0

eiθ

qeiα(eiθ)

h(θ)dθ = 0, donde h(θ) :=
a�1

qeiα(eiθ)
g(eiθ),

d2H

dλ2
(eiα) =

2

2π

∫ 2π

0

(
eiθ

qeiα(eiθ)

)2

h(θ)dθ = 0, etc.

Entonces ∫ 2π

0

Φn(θ)h(θ)dθ = 0 para n = 0, 1, 2, . . . donde Φ(θ) :=
eiθ

qeiα(eiθ)
.

Por el lema 4.8 tenemos que Φ(z) = z
qeiα (z)

es una función anaĺıtica e inyectiva sobre un

disco abierto U � D, por ser Φ inyectiva sobre U existe Φ�1 : W ! U , donde W := Φ(U) es
un conjunto abierto simplemente conexo, por lo tanto Φ es un biholomorfismo.

Definimos CΦ : H(W ) ! H(U) (con la topoloǵıa de convergencia uniforme en compac-
tos), como f 7�! f � Φ, el cual es un isomorfismo. Sabemos que spanf1, z, z2, . . .g es den-
so en H(W ) porque W es simplemente conexo [40]. Por lo tanto Cφ(spanf1, z, z2, . . .g) =
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spanf1,Φ(z),Φ2(z), . . .g es denso en H(U) y H(U) es denso en H2(D), entonces Y :=
spanf1,Φ(z),Φ2(z), . . .g es denso en H2(D) pero h(z) ? Y , entonces h = 0, por lo tanto
g = 0.

El siguiente teorema es la conclusión de lo anterior. En él damos condiciones sobre los
coeficientes para que un operador tridiagonal sea hiperćıclico.

Teorema 4.10. Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada

a0 a�1 0 0 � � �
a1 a0 a�1 0

. . .

0 a1 a0 a�1
. . .

0 0 a1 a0
. . .

...
. . . . . . . . . . . .


.

Asumimos que a�1 = ja�1jeiθ−1 , a0 = ja0jeiθ0 , a1 = ja1jeiθ1 2 C, A0 y A00 como antes, y
α = θ1�θ−1

2
. Si se cumple que ja1j < ja�1j y para a0 2 C se cumple una de las tres siguientes

condiciones:

1. ja�1j+ ja1j > 1 y a0 2 eiαA0.

2. ja�1j+ ja1j = 1 y a0 2 eiα(A0nf0g).

3. ja�1j+ ja1j < 1 y a0 2 eiα(A0nA00).

Entonces T es hiperćıclico.

Demostración. Por la observación 4.12 que haremos más adelante se tiene que las ráıces del
polinomio a1z

2 +(a0�λ)z+a�1 son continuas como función de λ, por lo tanto perturbaciones
suficientemente pequeñas de λ mantienen cerca a las ráıces, además como se cumplen las
hipótesis del lema 4.6 tenemos que existe λ 2 S1 tal que

fλ(z) :=
a�1

a1z2 + (a0 � λ)z + a�1

es una función anaĺıtica. Por lo anterior existe un conjunto abierto B � C con B \ D 6= ;
y B \ Dc 6= ; tal que para cada λ 2 B se cumple que fλ 2 H2. Por el teorema 4.9 y por el
criterio de Godefroy y Shapiro (teorema 4.1) concluimos que T es hiperćıclico.

4.1.1. Otra condición de hiperciclicidad para operadores de Toe-
plitz tridiagonales

A continuación damos otra condición para que un operador tridiagonal sea hiperćıclico,
la diferencia es que la siguiente condición involucra directamente los tres coeficientes.

Por notación, para no confundir los cálculos anteriores con los siguientes ahora usaremos
a, b y c como coeficientes, es decir ahora T : H2 ! H2 es un operador con la siguiente matriz
asociada
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

b c 0 0 � � �
a b c 0

. . .

0 a b c
. . .

0 0 a b
. . .

...
. . . . . . . . . . . .


, (4.5)

donde a, b, c 2 C.

Suponemos a y c diferentes de cero y como antes usaremos el criterio de Godefroy-Shapiro
(teorema 4.1) [22].

Ya sabemos que la forma de los vectores propios es la siguiente:

f(z) =
c

az2 + (b� λ)z + c
.

Queremos dar condiciones para que f pertenezca a H2. Tenemos que

f(z) =
c

az2 + (b� λ)z + c
=

c

a(z � z1(λ))(z � z2(λ))

Sabemos que f está en H2 cuando z1(λ) y z2(λ) tienen modulo mayor que 1, donde

z1(λ) =
�(b� λ) +

√
(b� λ)2 � 4ac

2a
, z2(λ) =

�(b� λ)�
√

(b� λ)2 � 4ac

2a
.

Si las ráıces son repetidas la condición jcj > jaj implica que el módulo de las ráıces es
mayor a uno. A partir de ahora pensaremos siempre que jcj > jaj. Ahora supongamos que
z1(λ) 6= z2(λ), es decir (b� λ)2 � 4ac 6= 0.

A continuación damos una observación que usaremos después, para su demostración ne-
cesitamos el siguiente lema de [15].

Lema 4.11. Sea G un conjunto simplemente conexo y sea f 2 H(G) tal que f(z) 6= 0 para
todo z 2 G, entonces existe g 2 H(G) tal que f(z) = eg(z). Si z0 2 G y ew0 = f(z0), podemos
elegir g tal que g(z0) = w0.

Observación 4.12. Se puede elegir una función anaĺıtica F (λ) =
�(b�λ)+

p
(b�λ)2�4ac

2a
en un

dominio simplemente conexo abierto y denso en D. F manda conjuntos abiertos en conjuntos
abiertos

Demostración de la observación: Sean x1 6= x2 2 C, f(λ) := (λ� x1)(λ� x2) y G := C n R,
donde R es un rayo que pasa por x1 y x2, se tiene que f 2 H(G) y no se anula en G. Por el

lema 4.11 existe g 2 H(G) tal que eg(z) = f(z), entonces e
1
2
g es una ráız cuadrada anaĺıtica

de f . Utilizando esto es claro que existe una ráız anaĺıtica de la función (b � λ)2 � 4ac en

un dominio Ω del plano, por lo tanto F (λ) :=
�(b�λ)+

p
(b�λ)2�4ac

2a
es una función anaĺıtica en

Ω. Como F es anaĺıtica no constante, se tiene que por el teorema del mapeo abierto manda
conjuntos abiertos en conjuntos abiertos.
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Lo siguiente es dar condiciones de a, b y c para las cuales z1(λ) y z2(λ) tengan módulo
mayor a uno. Usando un caso particular de un teorema de Ostrowsky (citado por Beauzamy
en [5]) tenemos lo siguiente.

Teorema 4.13. Sea p(z) := z2 � (b�λ)
a
z + c

a
= (z � z1)(z � z2) y q(z) := (z � y1)(z � y2). Si

se cumple que:

1. ∣∣∣ c
a
� y1y2

∣∣∣ � ∣∣∣ c
a

∣∣∣ (1

8

)2

, (4.6)

2. ∣∣∣∣λ� ba � (y1 + y2)

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣λ� ba
∣∣∣∣ (1

8

)2

, (4.7)

entonces
∣∣∣yjzj � 1

∣∣∣ < 8nt1/n, donde n = 2, t =
(

1
8

)2
. Es decir

∣∣∣yjzj � 1
∣∣∣ < 2 .

De este teorema concluimos que si existen y1 y y2 que cumplen las desigualdades (4.6) y

(4.7) entonces
∣∣∣yjzj � 1

∣∣∣ < 2, y de aqúı que jyj�zjj < 2jzjj. Usando la desigualdad del triángulo

tenemos que jyjj < jzjj(2 + 1). Por lo cual para que jzjj > 1 es suficiente que jyjj � 3.
Por lo anterior si elegimos y1 y y2 de modulo mayor o igual a 3 tal que cumplan las

condiciones 1 y 2 del teorema 4.13, entonces las ráıces de p(z) tienen módulo mayor a uno y
por lo tanto f estará en H2.

En lo que sigue damos condiciones sobre a, b y c para las cuales existen y1 y y2 que
cumplen las desigualdades 1 y 2. Resolvamos primero la desigualdad (4.7) del teorema 4.13∣∣∣∣λ� ba � (y1 + y2)

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣λ� ba
∣∣∣∣ (1

8

)2

.

Sea w := λ�b
a

. Para cualquier z 2 C que cumpla que jzj � 3 y jw� zj � 3 elegimos y1 = z
y y2 = w � z, con esto la desigualdad se cumple trivialmente.

Ahora resolvamos la desigualdad (4.6)∣∣∣ c
a
� y1y2

∣∣∣ � ∣∣∣ c
a

∣∣∣ (1

8

)2

Las desigualdades deben cumplirse de manera simultánea, entonces para y1 y y2 elegidos
como antes tenemos que ver que pasa con su producto, es decir el conjunto

L := fy 2 C : y = z(w � z) con jzj � 3 y jw � zj � 3g.

Respecto a esto tenemos la siguiente afirmación,

Lema 4.14. Sean y y w 2 C. Si jyj > 9 + 3jwj, entonces existe z 2 C, con jzj � 3 y
jw � zj � 3 tal que y = z(w � z). Es decir, cualquier número en el complemento del ćırculo
complejo de radio 9 + 3jwj centrado en cero está contenido en L.
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Demostración. Sea y 2 C tal que jyj > 9 + 3jwj. Es claro que existe z0 2 C, tal que
y = (w � z0)z0 (simplemente escójase a z0 como una solución de z2 � wz + y = 0).

Por la elección de y se cumple que jz0jjw � z0j = jyj > 9 + 3jwj � 9.
Por demostrar que jz0j y jw � z0j son mayores que 3. Consideremos tres casos:

1. Supongamos jz0j = jw� z0j. Como jz0jjw� z0j > 9, entonces jz0j y jw� z0j son mayores
que 3.

2. Supongamos jz0j < jw� z0j. Observemos que por la elección de y no puede ocurrir que
jz0j < 3 y jw � z0j < 3 + jwj .
Supongamos jz0j � 3, la prueba está terminada porque jz0j < jw � z0j.
Supongamos jw�z0j � 3+ jwj, entonces jz0j = jz0�w+wj � jw�z0j� jwj � 3+ jwj�
jwj = 3, es decir jz0j � 3. Entonces como jz0j < jw � z0j la prueba está terminada.

3. Supongamos jz0j > jw � z0j. Si jw � z0j � 3 la prueba está terminada. Supongamos
jw � z0j < 3, entonces jz0j � jwj � jw � z0j < 3 por lo tanto jz0j < 3 + jwj y entonces
jz0jjw � z0j < 3(3 + jwj), lo cual es una contradicción a que y = z0(w � z0) está en el
complemento del ćırculo de radio 9 + 3jwj.

Por lo anterior tenemos que si ∣∣∣ c
a

∣∣∣ > 9 + 3jwj

entonces existe z 2 C tal que jzj � 3 y jw � zj � 3 y se cumple que c
a

= z(w � z).
Es decir, si ∣∣∣ c

a

∣∣∣ > 9 + 3

∣∣∣∣λ� ba
∣∣∣∣ (4.8)

entonces se cumplen las desigualdades (4.6) y (4.7) del teorema 4.13. Concluimos el siguiente
resultado, el cual resuelve nuestra primera pregunta.

Teorema 4.15. Sea f : H2 ! H2 una función definida de la siguiente forma,

f(z) :=
c

az2 + (b� λ)z + c
,

si se cumple que ∣∣∣ c
a

∣∣∣ > 9 + 3

∣∣∣∣λ� ba
∣∣∣∣ (4.9)

entonces f está en H2.

Ahora pensando en el criterio de Godefroy-Shapiro, necesitamos dos conjuntos densos de
vectores propios donde los valores propios correspondientes sean de modulo menor que uno
en un conjunto y mayor que uno en el otro. Para esto necesitamos que conjuntos de funciones
de la forma de f sean densos en H2 (teorema 4.16). Para demostrar esto necesitamos dos
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conjuntos abiertos A1 y A2 tal que las condiciones del Criterio de Godefroy-Shapiro (teorema
4.1) se cumplan para λ 2 A1 con jλj < 1 y para λ 2 A2 con jλj > 1.

Observamos que la desigualdad (4.9) es equivalente a

jλ� bj < jcj � 9jaj
3

es decir λ está en un disco abierto de centro b y de radio jcj�9jaj
3

. Si este disco abierto intersecta
en más de un punto al ćırculo de radio 1 entonces existen A1 y A2 tales que para λ 2 A1 se
cumple jλj < 1 y para λ 2 A2 se cumple jλj > 1.

Tenemos que el punto b
jbj está en el ćırculo de radio 1 por lo tanto la intersección mencio-

nada ocurre cuando ∣∣∣∣b� b

jbj

∣∣∣∣ < jcj � 9jaj
3

lo cual es equivalente a

jjbj � 1j < jcj � 9jaj
3

Concluimos el siguiente resultado.

Teorema 4.16. Sean a, b y c números complejos con jcj > 9jaj. Si se cumple que

jjbj � 1j < jcj � 9jaj
3

entonces existen dos conjuntos abiertos A1 � D y A2 � Dc
tal que jz1(λ)j > 1 y jz2(λ)j > 1

para λ 2 A1 [ A2.

El siguiente resultado nos da una versión alternativa del teorema 4.9 para que los vectores
propios formen un conjunto denso en H2.

Teorema 4.17. Sea B un subconjunto abierto de C y sea fλ definida como sigue:

fλ(z) :=
c

az2 + (b� λ)z + c

donde los polos son distintos y de módulo mayor a uno. Entonces el conjunto

Z := spanffλ : λ 2 Bg

es denso en H2.

Antes de demostrar el teorema recordemos lo siguiente. Para β 2 D, tenemos que si

Kβ(z) :=
1∑
n=0

(β̄)nzn =
1

1� β̄z
, con z 2 D,

entonces para cada β 2 D se tiene que Kβ 2 H2, a los cuales se les llama núcleos reproductores
(a veces llamados núcleos de Szego), para cada g 2 H2 se cumple:

hg,Kβi = g(β). (4.10)

Lo que implica que fKβgβ2D es denso en H2.
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Demostración. Sea Ω el dominio de
√

(b� λ)2 � 4ac, que es un abierto y denso (observación
4.12). Entonces B \ Ω es un abierto no vaćıo y sin perdida de generalidad, tomamos a B
como esta intersección.

Ahora sean z1, z2 2 C los polos de fλ. Sabemos que z1z2 = c/a y sean

z1(λ) :=
�(b� λ) +

√
(b� λ)2 � 4ac

2a
y z2 =

c

az1

.

Tenemos que

fλ(z) =
c

(z � z1)(z � z2)

con jzij > 1, con i = 1, 2.
Sea α = c

z1�z2 , entonces

fλ(z) =
α

z � z1

� α

z � z2

= � α/z1

1� z/z1

+
α/z2

1� z/z2

por lo tanto

fλ(z) = � α
z1

K 1
z1

(z) +
α

z2

K 1
z2

(z) =
1∑
n=0

� α
z1

(
1

z1

)n
zn +

α

z2

(
1

z2

)n
zn

Observamos que f es la suma de dos núcleos reproductores, además f depende de z1 y
z2 que a su vez dependen de λ. A continuación demostraremos que fλ hace la función de un
núcleo reproductor.

Sean g(z) =
∑1

n=0 gnz
n y g�(z) =

∑1
n=0 gnz

n 2 H2. Tenemos que

hg, fλi =
1∑
n=0

gnfλ,n,

donde fλ,n es el n-esimo coeficiente de Taylor de fλ.

Supongamos que B es abierto y que la función H(λ) := hg, fλi es cero para todo λ en B,
demostraremos que g = 0. Recordando que z1z2 = c/a, tenemos que

hg, fλi =
1∑
n=0

gnfλ,n =
1∑
n=0

gnfλ,n,

=
1∑
n=0

gn

(
� α
z1

(
1

z1

)n
+
α

z2

(
1

z2

)n)
=
1∑
n=0

gn

(
�α
(

1

z1

)n+1

+ α

(
z1

c/a

)n+1
)
,

=
1∑
n=0

gn(�α)

(
1

z1

)n+1

+
1∑
n=0

αgn

( c
a

)�(n+1)
(

1

z1

)�(n+1)

=
1∑

n=�1

hn

(
1

z1

)n
donde

hn =


�αgn�1 para n � 1

0 para n = 0

αg�1�n
(
c
a

)n
para n � �1.
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Ahora definimos h : Ω! C como

h(w) =
1∑

n=�1

hnw
n, para w 2 Ω := fw 2 C : ja/cj < jwj < 1g

notemos que h es una función anaĺıtica en Ω, ya que

�1∑
n=�1

αg�1�n

( c

aw

)n
y
1∑
n=1

�αgn�1w
n+1

convergen pues por un lado observamos que

�1∑
n=�1

αg�1�n

( c

aw

)n
= α

1∑
n=1

gn�1

(aw
c

)n
es la serie de g� con

∣∣aw
c

∣∣ < 1, y por otro lado la serie

1∑
n=1

�αgn�1w
n+1 = �α

1∑
n=1

gn�1w
n+1

con w 2 D es la serie de g�.
Recordamos que por definición cada z1 depende de λ, sea Ω0 := fz1(λ) : λ 2 Bg. Notamos

que como jz1j > 1 se tiene que
∣∣∣ 1
z1

∣∣∣ < 1, y como jz2j > 1, se tiene que jz1z2j > jz1j, y como

z1z2 = c/a entonces ja/cj < j 1
z1
j, concluimos que ja/cj < j 1

z1
j < 1, por lo tanto Ω0 � Ω.

Además

0 = hg, fλi = H(λ) = h

(
1

z1(λ)

)
, para λ 2 B

es decir h es cero en el rećıproco de Ω0, y como Ω0 es un abierto (observación 4.12) tenemos
entonces que por el teorema de la identidad h es cero en Ω, y por la unicidad de la serie
de Laurent hn = 0 para todo n 2 Z. En particular gn = 0 para todo n � 0, por lo tanto
concluimos que g� = 0 y de aqúı que g = 0, entonces Z es denso. Aśı queda demostrado el
teorema.

Concluimos entonces con una condición sobre a, b y c para la cual el operador de Toeplitz
tridiagonal es hiperćıclico. El resultado es el siguiente:

Teorema 4.18. Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada

b c 0 0 � � �
a b c 0

. . .

0 a b c
. . .

0 0 a b
. . .

...
. . . . . . . . . . . .


, (4.11)
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donde a, b, c 2 C y son diferentes de cero. Si se cumple que

jjbj � 1j < jcj � 9jaj
3

,

entonces T es hiperćıclico.

Demostración. Por el teorema 4.16 existen dos conjuntos abiertos A1 y A2 tales que

fλ(z) :=
cf(0)

az2 + (b� λ)z + c

es una función anaĺıtica para cada λ en A1 [ A2, además para λ 2 A1 se cumple jλj < 1 y
para λ 2 A2 se cumple que jλj > 1.

Sean
X0 := span ffλ : λ 2 A1g

Y0 := span ffλ : λ 2 A2g

Por el teorema 4.17 sabemos que X0 y Y0 son densos en H2. Entonces se cumplen las
hipótesis del criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) por lo tanto T es mezclante y en
particular hiperćıclico.

4.2. Teorema de Shkarin-Baranov-Lichanskii

A continuación damos resultados obtenidos por otros autores relativos a nuestro trabajo.
Cabe decir que estos resultados fueron obtenidos independientemente de nuestro trabajo pero
simultáneamente. En lo siguiente denotaremos como D al disco unitario cerrado y ponemos
D̂ = C n D.

Shkarin, en un art́ıculo no publicado afirma la siguiente proposición.

Proposición 4.19. (Shkarin [43].) Sean a�1, a0, a1 2 C y g : C n f0g ! C dada por g(z) =
a1z + a0 + a−1

z
. Entonces el operador Tg : H2 ! H2 es hiperćıclico si y solo si se cumplen las

siguientes condiciones:

1. ja�1j > ja1j

2. mı́nz2T jg(z)j < 1 < máxz2T jg(z)j.

En un art́ıculo reciente Baranov y Lishanskii [3] observan que la segunda condición de
Shkarin mı́nz2T jg(z)j < 1 < máxz2T jg(z)j no necesariamente se cumple. Por ejemplo, si
tomamos a1 = 2, a0 = a�1 = 0, se tiene que Tg = 2S�, el cual es hipercićıclico pero
mı́nz2T jg(z)j = 2, que no es menor a uno. Baranov y Lishanskii demuestran un teorema
más general sobre operadores de Toeplitz, del cual se obtiene el siguiente teorema replantea-
do de Shkarin. El resultado es el siguiente:

Teorema 4.20. (Baranov-Lishanskii [3].) El operador de Toeplitz Tg, con g(z) = a
z

+ b+ cz
es hiperćıclico si y solo si
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1. jaj > jcj;

2. D \ (C n g(D)) 6= ; y D̂ \ (C n g(D)) 6= ;

donde g(z) = a
z

+ b+ cz.

A continuación damos la demostración del teorema 4.20 pero obtenido directamente de
las ideas de Shkarin, corrigiendo el error en su demostración.

En la prueba se usan los siguientes resultados.

Lema 4.21. Sea d 2 C y sea q : D! C una función holomorfa tal que jdj < 1 y q(z) = q(d/z)
para cada z 2 A, donde A es un subconjunto del anillo W = fz 2 C : jdj < jzj < 1g con al
menos un punto de acumulación en W . Entonces q es constante.

Demostración. Tenemos que las funciones holomorfas en W dadas por z 7! q(z) y z 7! q(d/z)
coinciden en A, el cual tiene un punto de acumulación en W . Entonces por el teorema de
la identidad coinciden en todo W . Extendemos q a una función sobre todo C haciendo
q(z) = q(d/z) para z 2 C n D, observamos que para λ 2 S1, ĺımz!λ q(z) = ĺımz!λ q(d/z).
Ahora como q(z) = q(d/z) para todo z 2 W se tiene que la extensión de q es una función
entera que satisface q(z) = q(d/z) para todo z 2 C n f0g. Observamos que se cumple que
ĺımz!1 q(z) = q(0), entonces q es acotada, y por el teorema de Liouville, q es constante.

Lema 4.22. Sean g : S1 ! C una función continua, K la cerradura de su envoltura convexa
y α = dist(0, K) > 0. Si K es estrictamente convexa existen β > α y θ 2 [0, 2π) tal que∥∥∥∥1� e�iθg

β

∥∥∥∥
1

= 1� α

β
.

Demostración. Como α = dist(0, K) > 0, entonces existe z0 2 K tal que z0 = αeiθ, donde θ 2
[0, 2π). Como K es estrictamente convexo entonces e�iθK también lo es. Entonces e�iθK �
fαg [ H, donde H := fz 2 C : Re z > αg. Para cada β > α, definimos Bβ como la bola
abierta de centro (β, 0) y radio β � α. Observamos que

⋃
β>αBβ = H y además si β < β0

entonces Bβ � Bβ′ . Como e�iθK n fαg es compacto y está contenido en
⋃
β>αBβ entonces

existe una subcubierta finita. Por lo tanto existe β > α tal que e�iθK � Bβ [fαg y entonces
se cumple que jβ � eiθwj � β � α para todo w 2 K, en particular jβ � eiθg(z)j � β � α para
todo z 2 S1, entonces ∣∣∣∣1� eiθg(z)

β

∣∣∣∣ � 1� α

β
para todo z 2 S1,

por lo cual ∥∥∥∥1� eiθg

β

∥∥∥∥
1
� 1� α

β
< 1.

Observamos que si definimos g(1) = 0 y g(0) = 1 entonces g(z) = a
z

+ b + cz es una
función de C [1 en śı mismo. Ahora hacemos la siguiente afirmación acerca de la imagen
de g.
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Afirmación 4.23. g(S1) es una elipse.

Demostración. Sean a, b, c 2 C, tenemos que para todo z = reiθ, con r > 0 y θ 2 [0, 2π], se
tiene que

g(reiθ) = a
1

reiθ
+ b+ creiθ.

Sean a = r1e
iθ1 , c = r2e

iθ2 y sin pérdida de generalidad supongamos que b = 0, ya que es un

término constante y representa una traslación. Sea λ = e�i
θ1+θ2

2 . Entonces

a

jaj
λ = eiθ1e�i

θ1+θ2
2 = ei

θ1−θ2
2 ,

c

jcj
λ = eiθ2e�i

θ1+θ2
2 = ei

θ2−θ1
2 .

Sea ψ = θ2�θ1
2

, por lo tanto se tiene que a
jajλ = e�iψ y c

jcjλ = eiψ. Ahora tenemos que

λg(reiθ) =
λa

jaj
jaj1
r
e�iθ +

λc

jcj
jcjreiθ,

= e�iψjaj1
r
e�iθ + eiψjcjreiθ

= jaj1
r
e�i(θ+ψ) + jcjrei(θ+ψ)

= jaj1
r

(cos(θ + ψ)� i sen(θ + ψ)) + jcjr (cos(θ + ψ) + i sen(θ + ψ))

=

(
1

r
jaj+ rjcj

)
cos(θ + ψ)� i

(
1

r
jaj � rjcj

)
sen(θ + ψ).

=

(
1

r
jaj+ rjcj

)
cos(�(θ + ψ)) + i

(
1

r
jaj � rjcj

)
sen(�(θ + ψ)).

Por lo tanto λg(reiθ) es una elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados para cualquier
r > 0, en particular r = 1. Entonces g(S1) es una elipse, con eje mayor jaj+ jcj y eje menor
jaj � jcj, con una rotación dada por 1/λ y con traslación b.

Observamos que para r 2 [0, 1) y jaj > jcj se cumple

1

r
jaj+ rjcj > jaj+ jcj y

1

r
jaj � rjcj > jaj � jcj.

Por lo anterior tenemos que la imagen de cualquier ćırculo de radio r < 1 es una elipse
más grande que la elipse g(S1). Tenemos entonces que g(D) es el complemento de la región
cerrada acotada por la elipse g(S1), y tenemos que C n g(D) es la región cerrada acotada por
la elipse g(S1).

Demostración del teorema 4.20. Primero probaremos la suficiencia, probaremos que si T no
cumple las hipótesis del teorema no puede ser hiperćıclico. Sabemos que Tg = aTz + bI + cTz
y T �g = cTz + bI + aTz, y un cálculo directo muestra que T �g Tg � TgT �g = (jcj2� jaj2)P , donde
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P = I � TzTz = I � TzT �z . Como P � 0, si jcj � jaj entonces Tg es hiponormal y por lo tanto
no puede ser hiperćıclico (teorema 3.21).

Si D̂ \ (C n g(D)) = ; entonces D̂ � g(D), afirmamos que g(S1) � D. Supongamos que

no, entonces existe λ 2 S1 tal que g(λ) 62 D, por lo tanto g(λ) 2 D̂, entonces g(λ) 2 g(D), y
como g es inyectiva (lema 4.8) se cumple que λ 2 D, lo cual es una contradicción. Concluimos
entonces que g(S1) � D, por lo tanto máxz2S1 jg(z)j � 1 y por lo cual Tg es una contracción
y por lo tanto no puede ser hiperćıclico (proposición 3.19).

Ahora si D \ (C n g(D)) = ; entonces D � g(D) y por lo tanto ı́nfz2S1fdist(0, g(z))g > 1
(recordemos que g(D) es el exterior de la elipse g(S1)).

Sea K la envoltura convexa de g y sea α = dist(0, K) > 0, como K es estrictamente
convexa se tiene por el lema 4.22 que existen β < α y θ 2 [0, 2π) tal que∥∥∥∥1� e�iθg

β

∥∥∥∥
1
� 1� α

β
.

Por otro lado es bien conocido que para un operador T , si kI � Tk < 1 entonces T es
invertible y ∥∥T�1

∥∥ � 1

1� kI � Tk
.

Entonces como ∥∥∥∥I � T e−iθg
β

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1� e�iθg

β

∥∥∥∥
1
� 1� α

β

se tiene que Te−iθg/β es invertible y∥∥∥∥T�1
e−iθg
β

∥∥∥∥ = βkT�1
g k �

1

1� (1� α
β
)
,

por lo tanto kT�1
g k � 1

α
. Como ı́nfz2S1fdist(0, g(z))g > 1 se tiene que α > 1 y entonces T�1

g

es una contracción por lo cual no puede ser hiperćıclico (proposición 3.19). Ahora como T�1
g

no es hiperćıclico se tiene por el teorema 3.8 que Tg tampoco es hiperćıclico.
Ahora probaremos que Tg es hiperćıclico suponiendo que jaj > jcj, D \ (C n g(D)) 6= ; y

D̂ \ (C n g(D)) 6= ;. Primero probaremos que para cada z 2 W := fz 2 C : jc/aj < jzj < 1g,
se cumple que Tgfz = g(z)fz, donde

fz(w) = zKz(w)� c

az
Kc/az(w), si z2 6= c/a, y

fz(w) =
1

(1� zw)2
, si z2 = c/a.

Sabemos que Tg = aTz + bI + cTz = aS� + bI + cS. Observamos que

S�Kz(w) =
Kz(w)�Kz(0)

w
=

1
1�zw � 1

w
=

zw

w(1� zw)
= zKz(w),

SKz(w) = wKz(w) y S(zKz(w)) = w
z

1� zw
=

1� 1 + zw

1� zw
= Kz(w)� 1
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Entonces para z2 6= c/a se tiene que

Tg(fz(w)) = (aS� + bI + cS)
(
zKz(w)� c

az
Kc/az(w)

)
= aS�

(
zKz(w)� c

az
Kc/az(w)

)
+ b
(
zKz(w)� c

az
Kc/az(w)

)
+ cS

(
zKz(w)� c

az
Kc/az(w)

)
= az2Kz(w)� a c2

(az)2
Kc/az(w) + bzKz(w)� b c

az
Kc/az(w) + c(Kz(w)� 1)� c(Kc/az(w)� 1)

=
(
az + b+

c

z

)
(zKz(w))�

(
az + b+

c

z

) c

az
Kc/az(w)

= g(z)
(
zKz(w)� c

az
Kc/az(w)

)
= g(z)fz(w).

Para z2 = c/a, tenemos que

Tg(fz(w)) = (aS� + bI + cS)
1

(1� zw)2

= a

(
1

(1�zw)2
� 1

w

)
+ b

1

(1� zw)2
+ cw

(
1

(1� zw)2

)
= a

2zw � (zw)2

w(1� zw)2
+ b

1

(1� zw)2
+

az2w

(1� zw)2

=
2az

(1� zw)2
+

b

(1� zw)2

= (2az + b)
1

(1� zw)2
= g(z)fw(z).

Entonces el conjunto de valores propios contiene al conjunto g(W ), el cual es un anillo
entre dos elipses, la elipse interior es g(S1) y la exterior g(C0(j c

a
j)), donde C0(j c

a
j) es el ćırculo

de centro 0 y radio j c
a
j.

Sabemos que g(S1) es una elipse y es frontera de la región C n g(D), entonces como
D \ (C n g(D)) 6= ; y D̂ \ (C n g(D)) 6= ; se cumple que g(S1) intersecta a los conjuntos
D y C n D, y por lo tanto g(W ) también los intersecta y tiene un punto de acumulación
dentro. Sea E� := spanffz : jg(z)j < 1g y E+ := spanffz : jg(z)j > 1g. Para usar el
criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) necesitamos que E� y E+ sean conjuntos densos
en H2(D). Demostraremos que cada conjunto spanffz : z 2 Ag, donde A es un conjunto con
al menos un punto de acumulación en D, es denso en H2(D). Procedamos por contradicción,
supongamos que existe A, un conjunto con al menos un punto de acumulación en D tal que
spanffz : z 2 Ag no es denso en H2(D). La no densidad implica que existe una función no
cero h(w) =

∑1
n=0 hnw

n en H2(D) tal que

0 = hh, fzi = hh, fzi =
1∑
n=0

hn(fz)n =
1∑
n=0

hn(fz)n (4.12)

para todo z 2 A, donde (fz)n son los coeficientes de fz(w). Tenemos que (fz)n = (zn+1 � (c/az)n+1),
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sean h�(w) =
∑1

n=0 hnw
n y q(w) = wh�(w), entonces por la ecuacion (4.12) se cumple que

0 =
1∑
n=0

hn
(
zn+1 � (c/az)n+1

)
=

1∑
n=0

hnz
n+1 �

1∑
n=0

hn(c/az)n+1

= z

1∑
n=0

hnz
n � c

az

1∑
n=0

hn(c/az)n

= zh�(z)� c

az
h�(c/az),

por lo tanto q(z) = q(c/az) para todo z 2 A. Por el lema 4.21 la función q es constante,
además q(0) = 0 por lo tanto q es la función cero y entonces h� también, por lo tanto h = 0.
Lo cual es una contradicción.

4.3. Operadores de Toeplitz con finitas diagonales

A continuación daremos condiciones para que operadores de Toeplitz con un número finito
de diagonales anaĺıticas y coanaĺıticas (inferiores y superiores), diferentes de cero, cumplan
criterios de hiperciclicidad.

Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada

a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 0 � � �
a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 � � �
a2 a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 � � �
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � � �
an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � � � � �
0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � �
0 0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 � � �
...

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . . � � �


, (4.13)

donde a�m, . . . , a�1, a0, a1, . . . , an 2 C.

¿Cuándo T es hiperćıclico?

Si a1, a2, . . . , an son cero tenemos que T es un operador co-anaĺıtico, y ya tenemos con-
diciones para que éste sea hiperćıclico (teorema 3.39). Si a�1, a�2, . . . , a�m son cero tenemos
que T es un operador anaĺıtico, los cuales sabemos nunca son hiperćıclicos (teorema 3.40).

A continuación daremos condiciones sobre a�m, . . . , a�1, a0, a1, . . . an que garanticen que
T es hiperćıclico. Usaremos el Criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1).
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Para usar el criterio lo primero es encontrar valores propios y vectores propios, es decir,
resolvamos la ecuación Tf = λf , donde f(z) =

∑1
k=0 γkz

k, con γ0, γ1, . . . 2 C, los cuales de
inicio son diferentes de cero.

Sabemos que

T = a�m(S�)m + � � �+ a�2(S�)2 + a�1S
� + a0I + a1S + a2S

2 + � � �+ anS
n

Denotamos con f (i) la i-ésima derivada de f . Por definición

Snf(z) := znf(z) para n = 1, 2, 3, . . . ,

S�f(z) :=
f(z)� f(0)

z
, (S�)2f(z) :=

S�f(z)� f (1)(0)

z
=
f(z)� f(0)� zf (1)(0)

z2
,

y en general tenemos que

(S�)nf(z) :=
f(z)� fn�1(z)

zn
para n � 1,

donde fn(z) =
∑n

k=0 γkz
k para n � 0.

Calculando, tenemos

λf(z) =
(
a�m(S�)m + a�(m�1)(S

�)m�1 + � � �+ a�1S
� + a0I + a1S + � � �+ anS

n
)
f(z)

=

(
a�m

f(z)� fm�1(z)

zm
+ a�(m�1)

f(z)� fm�2(z)

zm�1
+ � � �+ a�1

f(z)� f0(z)

z
+ (a0 + � � �+ anz

n)f(z)

)

=
(a�m
zm

+
a�(m�1)

zm�1
+ � � �+ a�1

z
+ a0 + � � �+ anz

n
)
f(z)�a�m

fm�1(z)

zm
�a�(m�1)

fm�2(z)

zm�1
�� � ��a�1

f0(z)

z
.

Entonces

m∑
k=1

a�kfk�1(z)

zk
=
(a�m
zm

+
a�(m�1)

zm�1
+ � � �+ a�1

z
+ (a0 � λ) + a1z + � � �+ anz

n
)
f(z),

y por lo tanto

m∑
k=1

a�kfk�1(z)zm�k =
(
a�m + a�(m�1)z + � � �+ a�1z

m�1 + (a0 � λ)zm + a1z
m+1 + � � �+ anz

n+m
)
f(z),

y como
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m∑
k=1

a�kfk�1(z)zm�k =
m∑
k=1

a�k

k�1∑
s=0

γsz
szm�k

=
m∑
k=1

k�1∑
s=0

a�kγsz
m+s�k,

sean t = m+ s� k y r = m� k entonces

m∑
k=1

k�1∑
s=0

a�kγsz
m+s�k =

m�1∑
t=0

t∑
r=0

a�(m�r)γt�rz
t,

despejando f(z) tenemos que,

f(z) =

∑m�1
t=0

∑t
r=0 a�(m�r)γt�rz

t(
a�m + a�(m�1)z + � � �+ a�1zm�1 + (a0 � λ)zm + a1zm+1 + � � �+ anzm+n

) .
Lema 4.24. Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada A

a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 0 � � �
a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 � � �
a2 a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 � � �
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � � �
an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � � � � �
0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � �
0 0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 � � �
...

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . . � � �


donde a�m, . . . , a�1, a0, a1, . . . , an 2 C, con a�m 6= 0. Entonces las soluciones de la ecuación
Tf(z) = λf(z) para algún λ 2 C forman un espacio de dimensión m, donde las soluciones
son de la forma

f(z) =
q(z)(

a�m + a�(m�1)z + � � �+ a�1zm�1 + (a0 � λ)zm + a1zm+1 + � � �+ anzm+n
) ,

con q(z) un polinomio de grado a lo más m� 1.

Demostración. En lo anterior ya demostramos que si f(z) =
∑1

k=0 γkz
k cumple la ecuación

Tf(z) = λf(z) entonces f es de la forma

f(z) =

∑m�1
t=0

∑t
r=0 a�(m�r)γt�rz

t(
a�m + a�(m�1)z + � � �+ a�1zm�1 + (a0 � λ)zm + a1zm+1 + � � �+ anzm+n

) .
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Ahora observamos que el numerador de f es un polinomio de grado m�1 y tiene la forma

m�1∑
t=0

t∑
r=0

a�(m�r)γt�rz
t =

a�mγ0 + (a�mγ1 + a�(m�1)γ0)z + � � �+ (a�mγm�1 + a�(m�1)γm�2 + � � �+ a�1γ0)zm�1.

Por lo tanto, para que el numerador de f(z) sea diferente de cero es suficiente con que
al menos un γk, para 0 � k � m sea diferente de cero, ya que a�m 6= 0. Concluimos que el
grado de numerador depende directamente de los γ diferentes de cero, por lo cual a lo más
es un polinomio de grado m� 1.

Con lo anterior ya sabemos la forma de f , ahora para que sea un vector propio necesitamos
que esté en H2. Para resolver esto necesitamos que f(z) sea anaĺıtica, para esto necesitamos
que las ráıces del denominador tengan módulo mayor que uno.

Teorema 4.25. Sean a�m, . . . , a�1, a0, a1, . . . , an 2 C y Pλ(z) := a�m + a�(m�1)z + � � � +
a�1z

m�1 + (a0 � λ)zm + a1z
m+1 + � � �+ anz

m+n para λ 2 C fijo. Si existen números positivos
µi, con i = 1, . . . ,m+ n, tal que

∑m+n
i=1 µi = 1 y que cumplen que∣∣∣∣a0 � λ

a�m

∣∣∣∣ < µm,

∣∣∣∣ a�ia�m

∣∣∣∣ < µi para i = 1, . . . ,m� 1

y ∣∣∣∣ aia�m

∣∣∣∣ < µi+m para i = 1, . . . , n.

Entonces Pλ(z) tiene todas sus ráıces fuera del disco de radio 1.

Demostración. Sea z 2 C tal que Pλ(z) = 0, tenemos que se cumple que

1 = �
a�(m�1)

a�m
z � � � � � a�1

a�m
zm�1 � (a0 � λ)

a�m
zm � a1

a�m
zm+1 + � � �+ an

a�m
zm+n.

Ahora si jzj � 1 entonces

1 �
∣∣∣∣a�(m�1)

a�m

∣∣∣∣+ � � �+
∣∣∣∣ a�1

a�m

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(a0 � λ)

a�m

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ a1

a�m

∣∣∣∣+ � � �+
∣∣∣∣ ana�m

∣∣∣∣ < m+n∑
i=1

µi = 1

Lo cual nos da una contradicción. Por lo tanto jzj > 1
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Con lo anterior ya tenemos condiciones para que f sea anaĺıtica, es decir condiciones para
que existan vectores propios para T .

Ahora falta dar condiciones para que estos vectores propios formen un conjunto denso en
H2(D), para lo cual usaremos los resultados de Baranov y Lishanskii [3].

Sean γ1, γ2, � � � , γm�1 2 C, definimos

Φ(z) :=
a�m
zm

+
a�(m�1)

zm�1
+ � � �+ a�1

z
+ a0 + a1z + � � �+ anz

n,

qm(z) :=
m�1∑
t=0

t∑
r=0

a�(m�r)γt�rz
t

y
φn(z) := a0 + a1z + � � �+ anz

n.

Ahora, para λ 2 C, escribimos el vector propio fλ como sigue:

fλ(z) =
qm(z)

zmΦ(z)� λzm
.

A continuación damos unas definiciones que usaremos en lo siguiente.

Definición 4.26. Un conjunto A de un espacio de Hilbert H es llamado completo si es una
base ortonormal maximal, y por lo tanto su espacio generado es denso en H.

Definición 4.27. Sea A(D) el conjunto de funciones holomorfas de D a C, tales que tienen
una extensión continua en D (es decir, A(D) = H1 \C(D)). A este conjunto le llamamos el
álgebra del disco.

Definición 4.28. Una función anaĺıtica h sobre un dominio D se dice que es N-valente en
D si para todo w 2 h(D) la ecuación h(z) = w tiene a lo más N soluciones en D contando
multiplicidades.

La siguiente proposición es de [3], lo cual usaremos para demostrar la densidad de los
vectores propios.

Proposición 4.29. 1. Sea h 2 A(D) inyectiva en D. Entonces el sistema fhkgk�0 es
completo en H2(D).

2. Sea h 2 A(D) N-valente en D. Entonces el sistema de funciones fzjhk : k � 0, j =
0, 1, � � � , N � 1g es completo en H2(D).

Como consecuencia tenemos la siguiente proposición:

Proposición 4.30. Sea m,n 2 N, Φ(z) := a−m
zm

+
a−(m−1)

zm−1 + � � �+ a−1

z
+a0 +a1z+ � � �+anz

n, y

U un abierto no vaćıo en C tal que U �
(

Φ(D n f0g)
)c
. Si para cualquier w 2 Φ(D n f0g) la

ecuación Φ(z) = w tiene exactamente m soluciones distintas en D n f0g; entonces spanffλ :

λ 2 Ug es denso en H2(D), con fλ(z) = qm(z)
zmΦ(z)�λzm .

La demostración que mostramos a continuación se encuentra en [3], la agregamos por
completez del trabajo.
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Demostración. Primero consideramos el caso m = 1, es decir Φ(z) = a−1

z
+a0+a1z+� � �+anzn.

Fijamos λ0 2 U y sea

h(z) =
1

a−1

z
� λ0 + φn(z)

=
z

a�1 � λ0z + zφn(z)
=

1

Φ(z)� λ0

,

h es anaĺıtica porque λ0 62 Φ(D n f0g) y h es inyectiva en D por hipótesis.
Sea δ = mı́nfja�1 � λ0z + zφ(z)j : z 2 Dg. Supongamos que δ = 0, entonces a�1 � λ0z +

zφn(z) = 0 para algún z 2 D. Si z = 0 entonces a�1 = 0, lo cual no puede ser. Ahora si z 6= 0
entonces a−1

z
� λ0 + φn(z) = 0, es decir Φ(z) � λ0 = 0, lo cual no es posible por la elección

de λ0. Concluimos que δ > 0.
Notemos que para λ en la vecindad D(λ0, δ), se tiene que

ja�1 � λ0z + zφn(z)j
jλ� λ0j

� δ

jλ� λ0j
> 1.

Por lo tanto para z 2 D se cumple

jzj < ja�1 � λ0z + zφn(z)j
jλ� λ0j

,

y entonces

fλ(z) =
1

a�1 � λz + zφn(z)

(
a�1 � λ0z + zφn(z)

a�1 � λ0z + zφn(z)

)
=

1

a�1 � λ0z + zφn(z)

(
1

a−1�λ0z+zφn(z)�(λ�λ0)z
a−1�λ0z+zφn(z)

)

=
1

a�1 � λ0z + zφn(z)

(
1

1� (λ�λ0)z
a−1�λ0z+zφn(z)

)

=
1∑
k=0

(
(λ� λ0)z

(a�1 � λ0z + zφn(z))

)k (
1

a�1 � λ0z + zφn(z)

)
=

1∑
k=0

(λ� λ0)kzk

(a�1 � λ0z + zφn(z))k+1

=
1∑
k=0

(λ� λ0)k

a�1 � λ0z + zφn(z)
hk(z) para z 2 D.

Sea g(z) = a�1 � λ0z + zφn(z), entonces

fλ(z) =
1∑
k=0

(λ� λ0)k
hk(z)

g(z)
,

observamos que hk(z)
g(z)

son los coeficientes de Taylor de fλ como función de λ, además fλ 2 H2,

es infinitamente diferenciable con respecto de λ y sus derivadas también están en H2.
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Supongamos que f ? fλ para todo λ 2 B(λ0, δ), entonces f ? fλ0 por lo cual f ? fλ�fλ0 ,
entonces f ? fλ�fλ0

λ�λ0 y tomando ĺımite cuando λ! λ0 se tiene que f ? dfλ
dλ

, del mismo modo

ahora como f ? dfλ
dλ

entonces también f ? dfλ0
dλ

por lo cual f ?
f ′λ�f

′
λ0

λ�λ0 , y tomando ĺımite

tenemos que f ? d2fλ
dλ2

. De forma inductiva tenemos que f ? dkfλ
dλk

, para k � 0.
Por lo tanto si f ? fλ para todo λ 2 B(λ0, δ) entonces

f ? hk(z)

(a�1 � λ0z + zφn(z))
para k � 0.

Por otro lado la proposición 4.29 asegura que el sistema fhkgk�0 es completo en H2(D). El
factor 1/(a�1 � λ0z + zφn(z)) es un elemento invertible de H1(D), entonces el sistema

f(a�1 � λ0z + zφn(z))�1hkgk�0

también es completo y entonces f = 0 y por lo tanto el conjunto ffλ : λ 2 Ug es denso.
Ahora sea m > 1. Fijamos λ0 2 U . En este caso, por el lema 4.24, tenemos m vectores

propios correspondientes a λ0,

fλ0,j(z) =
zj

zmΦ(z)� λ0zm
, j = 0, 1, � � � ,m� 1.

Usando como antes la expansión de Taylor para λ cercano a λ0, concluimos que si f es
ortogonal al vector propio correspondiente a λ en una vecindad pequeña de λ0, entonces

f ? zjhk(z)

zmΦ(z)� λ0zm
, k � 0, 0 � j � m� 1, (4.14)

donde

h(z) =
zm

zmΦ(z)� λ0zm
=

1

Φ(z)� λ0

.

Por la condición de Φ, se tiene que h es m�valente y para cualquier w 2 h(D) la ecuación
h(z) = w tiene exactamente m soluciones en D contando multiplicidades. Entonces argumen-
tando como antes por la proposición 4.29 el sistema fzjhk : k � 0, j = 0, 1, � � � , N � 1g es
completo en H2(D), concluimos que cualquier función que satisface (4.14) es cero.

Concluimos con el siguiente resultado.

Teorema 4.31. Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada

a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 0 � � �
a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 0 � � �
a2 a1 a0 a�1 a�2 � � � a�m 0 � � �
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � � �
an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � � � � �
0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 a�2 � � �
0 0 an an�1 � � � a1 a0 a�1 � � �
...

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . . � � �


, (4.15)
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donde a�m, . . . , a�1, a0, a1, . . . , an 2 C, diferentes de cero y sea Φ(z) := a−m
zm

+
a−(m−1)

zm−1 + � � �+
a−1

z
+ a0 + a1z + � � �+ anz

n.
Si se cumple las siguientes condiciones:

1. Existen números positivos µi, con i = 1, . . . ,m + n, tal que
∑m+n

i=1 µi = 1 que cumplen
que ∣∣∣∣a0 �

a0

ja0j

∣∣∣∣ < 1

2
µmja�mj,

∣∣∣∣ a�ia�m

∣∣∣∣ < µi para i = 1, . . . ,m� 1

y ∣∣∣∣ aia�m

∣∣∣∣ < µi+m para i = 1, . . . , n.

2. Se cumple que a0
ja0j 62 Φ(D n f0g) y que para cualquier w 2 Φ(Dnf0g) la ecuación Φ(z) =

w tiene exactamente N soluciones en Dnf0g.

Entonces T es hipercicĺıco.

Demostración. Sean

B :=

{
λ :

∣∣∣∣λ� a0

ja0j

∣∣∣∣ < 1

2
µmja�mj y jλj < 1

}
y

C :=

{
λ :

∣∣∣∣λ� a0

ja0j

∣∣∣∣ < 1

2
µmja�mj y jλj > 1

}
,

es claro que B y C son conjuntos abiertos no vaćıos. Además observamos que para λ 2 B[C
se cumple que

ja0 � λj �
∣∣∣∣a0 �

a0

ja0j

∣∣∣∣+

∣∣∣∣λ� a0

ja0j

∣∣∣∣ < µmja�mj (4.16)

Para λ 2 B [ C sea fλ definida como sigue:

fλ(z) =

∑m�1
t=0

∑t
r=0 a�(m�r)

f (t−r)(0)
(t�r)! z

t(
a�m + a�(m�1)z + � � �+ a�1zm�1 + (a0 � λ)zm + a1zm+1 + � � �+ anzm+n

)
Por hipótesis y por (4.16) tenemos que fλ cumple las hipótesis del teorema 4.25, entonces

fλ 2 H2 para cada λ 2 B [ C. Además por construcción fλ es un vector propio de T .
Ahora usando la condición 2, tenemos que por la proposición 4.30 los conjuntos

spanffλ : λ 2 Ag y spanffλ : λ 2 Bg

son densos, por lo tanto tenemos por el teorema 4.1 que el operador T es hiperćıclico.
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4.4. Operadores de Toeplitz con infinitas diagonales

A continuación caracterizamos operadores de Toeplitz con una diagonal anaĺıtica (inferior)
y un número infinito de diagonales co-anaĺıticas (superiores), diferentes de cero, para que
cumplan criterios de hiperciclicidad.

Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada A

a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � � � � � � � �
a a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � � � � �
0 a a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � �
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � � �
0 0 � � � a a0 a�1 a�2 a�3 � � �
0 0 0 � � � a a0 a�1 a�2 � � �
0 0 0 0 � � � a a0 a�1 � � �
...

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . . � � �


, (4.17)

donde a, a0, a�1, a�2, a�3, . . . pertenecen a C.

Sea φ(z) := a0 + a�1z + a�2z
2 + a�3z

3 + � � � , observamos que φ es anaĺıtica. Además
definimos φ�(z) = a0 + a�1z + a�2z

2 + a�3z
3 + � � � , es decir φ�(z) = φ(z). Ahora definimos

φ̆(z) := φ(z), notemos que φ̆ = φ�, y se cumple que para cualquier f 2 H2

Tf = Taz+φ̆(z)f,

es decir T es el operador de Toeplitz con śımbolo az + φ̆(z).
Esta sección se centrará en encontrar condiciones para saber cuando T es hiperćıclico.
Si a�1, . . . , a�n, . . . son cero tenemos que T es un operador anaĺıtico, los cuales sabemos

nunca son hiperćıclicos (teorema 3.40), y si a es cero entonces tenemos que T es un operador
co-anaĺıtico y ya tenemos condiciones para que estos sean hiperćıclicos (teorema 3.39).

Recordemos que para λ en D se tiene que Kλ(z) := 1
1�λz es el núcleo reproductor de H2.

Además sabemos que en general para un operador de Toeplitz T con śımbolo una función γ
anaĺıtica y acotada se cumple que:

T �γKλ = γ(λ)Kλ.

Usando la igualdad anterior tenemos que:

Taz+φ̆(z)Kλ(z) = azKλ(z) + Tφ̆(z)Kλ(z)

= azKλ(z) + T �φ∗(z)Kλ(z)

= azKλ(z) + φ�(λ)Kλ(z)

= azKλ(z) + φ(λ)Kλ(z).

A continuación damos condiciones sobre a, a0, a�1, a�2, . . . an, . . . las cuales garantizan que
T es hiperćıclico. Usaremos el criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1).
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Para usar el criterio lo primero es encontrar valores propios y vectores propios. Sobre esto
tenemos la siguiente afirmación.

Afirmación 4.32. Para λ y µ números complejos distintos, de modulo menor que uno, si
se cumple que a = µλ(φ(λ)�φ(µ))

λ�µ entonces las funciones de la forma λKλ � µKµ son vectores

propios del operador T con valor propio a
λ

+ φ(λ).

Demostración. Tenemos lo siguiente:

T (λKλ � µKµ) = (az + φ(λ))λKλ � (az + φ(µ))µKµ.

Queremos que se cumpla la siguiente igualdad

(az + φ(λ))λKλ � (az + φ(µ))µKµ =
(a
λ

+ φ(λ)
)

(λKλ � µKµ) ,

la cual es equivalente a que se cumpla

(az)λKλ � (az + φ(µ))µKµ =
(a
λ

)
(λKλ)�

(a
λ

+ φ(λ)
)
µKµ,

y esto a

(az)λKλ �
(a
λ

)
(λKλ) = (az + φ(µ))µKµ �

(a
λ

+ φ(λ)
)
µKµ,

factorizando los núcleos reproductores tenemos que

(azλ� a)Kλ =
(
az + φ(µ)� a

λ
� φ(λ)

)
µKµ,

y por lo tanto

(azλ� a)
1

1� λz
=
(
az + φ(µ)� a

λ
� φ(λ)

)
µ

1

1� µz
,

y entonces

(azλ� a) (1� µz)�
(
az + φ(µ)� a

λ
� φ(λ)

)
µ(1� λz) = 0,

factorizando 1� λz se tiene que

a(1� µz) + µa

(
z � 1

λ

)
+ µ (φ(µ)� φ(λ)) = 0,

que es equivalente

a =
µλ (φ(λ)� φ(µ))

λ� µ
.

Ya tenemos la forma de los vectores propios ahora nos ocuparemos de la existencia de
estos, para esto primero necesitamos el siguiente teorema de varias variables complejas.
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Teorema 4.33. [42] Sean X � Cn, Y � Cm conjuntos abiertos, f : X�Y ! Cm holomorfa,
N(f) := f(z, w) 2 X�Y : f(z, w) = 0g, y (a, b) 2 N(f) tal que el rango de la matriz ∂f

∂w
(a, b)

es igual a m. Entonces existen vecindades U(a) � X y W (b) � Y y una función holomorfa
h : U ! W con la propiedad de que (z, w) 2 (U �W ) \ N(f) si y solo si w = h(z), con
(z, w) 2 U �W .

Para nuestro objetivo necesitamos el siguiente teorema, el cual es un caso particular del
teorema anterior.

Corolario 4.34. Sean X � C, Y � C conjuntos abiertos, f : X � Y ! C holomorfa,
N(f) := f(z, w) 2 X � Y : f(z, w) = 0g, y (a, b) 2 N(f) tal que ∂f

∂w
(a, b) 6= 0. Entonces

existen vecindades U(a) � X y W (b) � Y y una función holomorfa h : U ! W tales que
(z, w) 2 (U �W ) \N(f) si y solo si w = h(z), con (z, w) 2 U �W .

El siguiente teorema nos asegura la existencia de infinidad de vectores propios para el
operador T .

Teorema 4.35. Si existe z0 6= 0 en D tal que φ0(z0) 6= � z0φ′′(z0)
2

, entonces existen abiertos no
vaćıos U(z0) y W (z0) en D tal que para cada λ 2 U(z0) existe µ 2 W (z0) tal que λKλ(z) �
µKµ(z) es un vector propio de T .

Demostración. Usando la serie de Taylor de φ alrededor de un x0 en D, tenemos que para
cualquier µ en D se cumple que

φ(µ) = φ(x0) + φ0(x0)(µ� x0) + g(µ)(µ� x0)2,

donde g(µ) := φ′′(xo)
2

+ φ′′′(x0)
3!

(µ� x0) + φ(4)

4!
(µ� x0)2 + � � � .

Sea a := z2
0φ
0(z0), y sea Φ : D� D! C, definida como sigue

Φ(λ, µ) =

{
µλ(φ(λ)�φ(µ))

λ�µ � a, si λ 6= µ,

λ2φ0(λ)� a, si λ = µ.
(4.18)

Sabemos que Φ es holomorfa si es holoforma en cada entrada (proposición 1.2.2 en [42]),
es decir necesitamos que las derivadas parciales existan. Por definición de Φ, si λ 6= µ es claro
que las parciales existen, por lo cual solo calculamos el caso cuando λ = µ.

Sean x0 en D, calculamos la derivada parcial respecto µ (el calculo respecto a λ es análogo).
Tenemos que
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∂Φ

∂µ
(x0, x0) = ĺım

µ!x0

Φ(x0, µ)� Φ(x0, x0)

µ� x0

= ĺım
µ!x0

µx0(φ(x0)�φ(µ))
x0�µ � x2

0φ
0(x0)

µ� x0

= ĺım
µ!x0

µx0(φ(x0)�[φ(x0)+φ′(x0)(µ�x0)+g(µ)(µ�x0)2])
x0�µ � x2

0φ
0(x0)

µ� x0

= ĺım
µ!x0

µx0 (φ0(x0) + g(µ)(µ� x0))� x2
0φ
0(x0)

µ� x0

= ĺım
µ!x0

x0(µ� x0)φ0(x0) + µx0g(µ)(µ� x0)

µ� x0

= x0φ
0(x0) + x2

0g(x0)

= x0φ
0(x0) + x2

0

φ00(x0)

2

por lo tanto la derivadas parciales existen.

Ahora queremos usar el teorema 4.34, para eso ya tenemos que Φ(z0, z0) = 0, y necesita-
mos que ∂Φ

∂µ
(z0, z0) 6= 0.

Usando el cálculo anterior, para el caso particular de x0 = z0 tenemos que

∂Φ

∂µ
(z0, z0) = ĺım

µ!z0

Φ(z0, µ)� Φ(z0, z0)

µ� z0

= z0φ
0(z0) + z2

0φ
00(z0) 6= 0.

Con lo anterior, se cumplen las hipótesis del teorema 4.34 y entonces existen vecindades
U(z0) � D y W (z0) � D y una función holomorfa h : U ! W tal que Φ(z, w) = 0 si y solo
si z = h(w) con (z, w) 2 U �W . Entonces para cada λ 2 U(z0) existe µ 2 W (z0) tal que
λKλ(z)� µKµ(z) es un vector propio para T .

Como las funciones de la forma λKλ(z)� µKµ(z) son vectores propios de T tenemos que
si se cumplen las hipótesis del teorema anterior entonces se cumple que

spanfλKλ(z)� µKµ(z) : λ 2 U(z0)g

es un subespacio invariante de H2(D).

Usando el criterio de Godefroy-Shapiro (teorema 4.1) concluimos el siguiente resultado.

Teorema 4.36. Sea T : H2 ! H2 un operador con la siguiente matriz asociada A
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

a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � � � � � � � �
a a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � � � � �
0 a a0 a�1 a�2 a�3 � � � � � � � � �
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � � �
0 0 � � � a a0 a�1 a�2 a�3 � � �
0 0 0 � � � a a0 a�1 a�2 � � �
0 0 0 0 � � � a a0 a�1 � � �
...

. . . . . . . . . . . . � � � . . . . . . � � �


, (4.19)

donde a, a0, a�1, a�2, a�3, . . . pertenecen a C. Sea φ(z) := a0 + a�1z + a�2z
2 + a�3z

3 + � � � .
Si existe z0 6= 0 en D tal que φ0(z0) 6= � z0φ′′(z0)

2
entonces exite un abierto U(z0) tal que T es

hiperćıclico en el subespacio invariante spanfλKλ(z)� µKµ(z) : λ 2 U(z0)g.



Capı́tulo 5
Hiperciclicidad disjunta

En este caṕıtulo estudiamos la existencia de vectores en común con órbitas densas para
casos particulares de operadores de Toeplitz, un fenómeno conocido como hiperciclicidad
disjunta. El concepto de hiperciclicidad disjunta fue presentado de forma independiente por
J. Bès y A. Peris en [9] y por L. Bernal en [8]. A continuación damos la definición de operadores
hiperćıclicos disjuntos.

Definición 5.1. Sea N � 2, los operadores hiperćıclicos T1, � � � , TN actuando sobre un
espacio de Fréchet X son hiperćıclicos disjuntos (o d-hiperćıclicos) si existe algún vector
(z, z, . . . , z) en la diagonal de XN = X �X � � � � �X tal que

f(z, z, . . . , z), (T1z, T2z, . . . , TNz), (T 2
1 z, T

2
2 z, . . . , T

2
Nz), . . .g

es denso en XN , XN dotado de la topoloǵıa producto. Llamamos al vector z un vector d-
hiperćıclico asociado a los operadores T1, T2, . . . , TN .

Es claro que la hiperciclicidad disjunta se mantiene sin importar el orden de los operadores,
además implica la hiperciclidad de cada operador, pero la hiperciclicidad de dos operdores,
d́ıgamos T y S, no implica que sean hiperćıclicos disjuntos, por ejemplo si tomamos T = S.
Además es importante no confundir la hiperciclidad del operador T � S : X �X ! X con
la hiperciclicidad disjunta de T y S, si T y S son d-hiperćıclicos entonces el operador T � S
es hiperćıclico, el converso es falso pues la hiperciclicidad del operador T � S implica que
existe un vector (z1, z2) 2 X � X tal que el conjunto f(z1, z2), (Tz1, Sz2), (T nz1, S

nz2), . . .g
es denso en X �X, donde z1 no necesariamente es igual a z2.

En lo siguiente obtenemos condiciones para que dos operadores tridiagonales de Toeplitz
sean d-hiperćıclicos. Aunque no damos condiciones expĺıcitas sobre sus coeficientes, obtene-
mos el teorema 5.3 con el cual se pueden obtener ejemplos expĺıcitos. Al final del caṕıtulo
mostramos un ejemplo.

También tenemos el teorema 5.4, el cual da condiciones para que dos operadores de
Toeplitz co-anaĺıticos sean d-hiperćıclicos, usando este teorema también se pueden obtener
ejemplos expĺıcitos.

En lo siguiente denotaremos con λ(T, e) al valor propio de T correspondiente al vector
propio e. Para nuestro objetivo necesitamos el siguiente resultado conocido.

55
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Teorema 5.2. [8] Sean T1, . . . , Tp operadores sobre un F�espacio separable X. Supongamos
que existen p+ 1 subconjuntos D0, D1, . . . , Dp de X, satisfaciendo las siguientes propiedades
para todo j 2 f1, . . . , pg :

(a) Cada vector e 2 D0 [D1 [ � � � [Dp es un vector propio de Tj.

(b) jλ(Tj, e)j < 1 para todo e 2 D0.

(c) jλ(Tj, e)j > 1 para todo e 2 Dj.

(d) jλ(Tj, e)j < jλ(Ti, e)j para todo e 2 Di y para todo i 2 f1, . . . , pgnfjg.

Entonces la sucesión ([T n1 , . . . , T
n
p ]) es mezclante. En particular, los operadores T1, . . . , Tp

son d-hiperćıclicos.

Usando el resultado anterior obtenemos los teoremas principales de este caṕıtulo, los
cuales son los siguientes:

Teorema 5.3. Sean a, b, c, d, e, h 2 C y f : Cnf0g ! C, g : Cnf0g ! C dadas como
f(z) = a

z
+ b+ cz, g(z) = d

z
+ e+ hz. Entonces los operadores Tf y Tg son d-hiperćıclicos en

L(H2(D) si se cumple las siguientes condiciones:

1. jaj > jcj, jdj > jhj.

2. c
a

= h
d
.

3. El conjunto A := fz 2 D : jf(z)j < 1, jg(z)j < 1g es un abierto no vaćıo.

4. El conjunto B := fz 2 D : jf(z)j > 1, jf(z)j > jg(z)jg es un abierto no vaćıo.

5. El conjunto C := fz 2 D : jg(z)j > 1, jg(z)j > jf(z)jg es un abierto no vaćıo.

Demostración. Usando la condición 1 y las ideas de la demostración del teorema 4.20, tenemos
que f(z) y g(z) están bien definidas para z en el anillo Wf = fz 2 C : jc/aj < jzj < 1g.

Además se cumple que Tfhz = f(z)hz y Tghz = g(z)hz, donde hz es la función definida
como

hz(w) :=

{
zKz̄(w)� c

az
Kc̄/āz̄(w), para z2 6= c/a,

1
(1�zw)2

, para z2 = c/a.
(5.1)

Es decir hz es vector propio de Tf y Tg. Además por la condición 2 tenemos que Tf y Tg
tienen el mismo conjunto de vectores propios, con la diferencia que a cada uno le corresponde
un valor propio no necesariamente igual.

Definamos los siguientes conjuntos:

D0 := fhz : z 2 Ag
D1 := fhz : z 2 Bg
D2 := fhz : z 2 Cg

Tenemos que el espacio vectorial generado de cada conjunto es denso en H2(D), entonces
los conjuntos anteriores cumplen las hipótesis del teorema 5.2, por lo tanto Tf y Tg son
d-hiperćıclicos.
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Para operadores co-anaĺıticos, es decir operadores que tienen su matriz con las diagonales
inferiores cero, tenemos un teorema similar al teorema 5.3.

Teorema 5.4. Sean f : Cnf0g ! C, g : Cnf0g ! C funciones tal que f̄ y ḡ están en
H1(D), es decir Tf y Tg son operadores co-anaĺıticos en L(H2(D)). Entonces Tf y Tg son
d-hiperćıclicos en L(H2(D)) si se cumple las siguientes condiciones:

1. El conjunto A := fz 2 D : jf(z)j < 1, jg(z)j < 1g es un abierto no vaćıo.

2. El conjunto B := fz 2 D : jf(z)j > 1, jf(z)j > jg(z)jg es un abierto no vaćıo.

3. El conjunto C := fz 2 D : jg(z)j > 1, jg(z)j > jf(z)jg es un abierto no vaćıo.

Demostración. Para g 2 H2 se cumple que

hg, TfKzi = hTfg,Kzi
= hfg,Kzi
= f(z)g(z)

= f(z)hg,Kzi
= hg, f(z)Kzi,

como g es arbitrario se tiene que TfKz = f(z)Kz, es decir Kz es un vector propio de Tf con
valor propio f(z), análogamente Kz es un vector propio de Tg con valor propio g(z). Además
sabemos que el conjunto de núcleos reproductores es denso en H2 y sean

D0 := fhz : z 2 Ag

D1 := fhz : z 2 Bg
D2 := fhz : z 2 Cg,

entonces por el teorema 5.3 se tiene que Tf y Tg son d-hiperćıclicos.

Ejemplo 5.5. Los operadores Tf y Tg son d-hiperćıclicos, donde

f(z) =
3

2z
+ i� z y g(z) = � 3

2z
+

1

2
� i+ z.

.

En la figura 5.1 se muestra la gráfica de jf(z)j en rojo y jg(z)j en azul, donde z = 9
10
et

con t 2 [0, 2π]. Es decir las gráficas mostradas son la imagen bajo las funciones módulo de f
y g del ćırculo de radio 9

10
, el cual está contenido en D.

Observamos que para t en el intervalo verde las dos funciones son menor que uno, este
intervalo seŕıa el correspondiente a los puntos z en el conjunto D0. Para t en el intervalo ama-
rillo tenemos que jg(z)j > jf(z)j y además jg(z)j > 1, este intervalo seŕıa el correspondiente
a los puntos z en D2. Para t en el intervalo magenta tenemos que jf(z)j > jg(z)j y además
jf(z)j > 1, este intervalo seŕıa el correspondiente a los puntos z en D1. Por lo tanto f y g
cumplen las hipótesis del Teorema 5.3, entonces Tf y Tg son d-hiperćıclicos.
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Figura 5.1: Gráfica del módulo de operadores tridiagonales d-hiperćıclicos.



Capı́tulo 6
Subhiperciclicidad

Existen operadores que aunque no son hiperćıclicos cumplen ciertas caracteŕısticas de
hiperciclicidad, el concepto de subhiperciclicidad se refiere a operadores de este tipo, en este
caṕıtulo estudiamos mediante ejemplos la subhiperciclicidad. Este caṕıtulo es un trabajo
conjunto con R. A. Mart́ınez-Avendaño y A. Peris [25].

Recientemente, B. F. Madore and R. A. Mart́ınez-Avendaño presentaron en [29] este
concepto. La definición de operadores subhiperćıclicos es la siguiente.

Definición 6.1. Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio cerrado no cero de X.
Un operador lineal acotado T : X ! X, es llamado subhiperćıclico respecto al subespacio M
de X si existe un vector x 2 X tal que OrbT (x) \M es denso en M . El vector x es llamado
subhiperćıclico para T .

Rezaei demostró en [38] que si un operador lineal acotado T sobre un espacio de Banach X
es subhiperćıclico respecto a algún subespacio M de X y p es un polinomio complejo, entonces
ker(p(T �)) � M?, lo cual da una respuesta afirmativa a la pregunta (v) de [29]. Además
como consecuencia prueba que bajo condiciones adicionales, un operador subhiperćıclico T
respecto a un subespacio M de X tiene una variedad lineal densa de M que consiste, excepto
del cero, de vectores que son hiperćıclicos en M . Más ejemplos y resultados de operadores
subhiperćıclicos se encuentran en [2, 28, 29, 33, 38].

Acerca de lo anterior, daremos ejemplos que responden algunas preguntas hechas por
Rezaei en [38]. En particular se mostrará un ejemplo de un operador T tal que OrbT (x)\M
es densa en alguna parte en M , pero no es densa en M .

A continuación respondemos negativamente las siguientes preguntas de [38]:

Pregunta 1. Sea M un subespacio no trivial de un espacio de Banach X y sea x 2M .
¿Si el conjunto OrbT (x)\M es denso en alguna parte en M implica que es denso en M?
(i.e. para un subconjunto U � M con interior no vaćıo, ¿la densidad de OrbT (y) \ U
en U implica la densidad de OrbT (y) \M en M ?)

Pregunta 2. Sean T 2 L(X), M un subespacio de dimensión infinita y x 2M .

¿Si M � OrbT (x) implica que T es subhiperćıclico respecto al subespacio M?

59
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Pregunta 3. ¿Existe un operator T subhiperćıclico respecto a un subespacio no trivial
M que cumpla que T n(M) 6�M y M 6� T n(M) para todo entero n � 0?

Presentamos algo de notación. Denotamos por `2(v) el espacio de Hilbert definido como

`2(v) := f(xi)i2N :
1∑
i=1

jxij2vi <1g,

donde v es la sucesión con pesos v = (vj)j2N = (2�j)j2N. Denotamos por B el desplazamiento
hacia atrás sobre `2(v) y por S el desplazamiento hacia adelante sobre `2(v) definidos de la
siguiente manera:

Si (x1, x2, x3, . . .) 2 `2(v) tenemos

B(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, x4, . . .) y S(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .).

Observe que

kSxk =
1p
2
kxk,

y entonces se cumple que para todo n � 0

kSnxk =
1

2n/2
kxk. (6.1)

6.1. Subhiperciclicidad contra hiperciclicidad

Sabemos por [12] que para operadores lineales una órbita densa en alguna parte es densa
en todo el espacio. El siguiente es un ejemplo de un operador T subhiperćıclico para el cual
existe un vector y tal que su órbita es densa en alguna parte del subespacio pero no es densa
en todo el subespacio; i.e. construimos un subespacio M y un subconjunto U � M con
interior no vaćıo, tal que OrbT (y) \ U es denso en U pero OrbT (y) \M no es denso en M ,
lo cual nos da una respuesta negativa a la pregunta 1.

Este operador además tendrá la propiedad de

T n(M) 6�M y M 6� T n(M)

para todo n 2 N, y T es subhiperćıclico respecto al subespacio M , lo cual nos da una respuesta
negativa para la pregunta 3. A continuación mostramos esto en el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Sea B el desplazamiento hacia atrás sobre `2(v). Sean

A := fj 2 N : 9n 2 N con 2n�2 < j � 3�2n�1�2g , M := f(xj)j2N 2 `2(v) : xj = 0 si j 2 Ag

y
U := M \ fx 2 `2(v) : jx2j � 1g.

Entonces B es subhiperćıclico respecto al subespacio M , y se cumple que OrbB(y) \ U es
denso en U pero OrbB(y) \M no es denso en M . Además Bn(M) 6�M y M 6� Bn(M)para
todo n 2 N.
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Demostración. Consideramos la sucesión creciente (Cj)j2N de subconjuntos de Ac dada por

Cj = Ac \ [1, 2j+1 � 2], j 2 N.

Construimos un vector y el cual tiene órbita densa en U pero no densa en M .
Afirmamos que podemos encontrar vectores y(j) 2 U , tal que para cada j 2 N, se satisface

(i) fy(j) : j 2 Ng = U ,

(ii) y(j)k 6= 0 si y solo si k 2 Cj,

(iii) jy(j)kj � j para todo k, j 2 N.

Para ver esto, sea fz(j) ; j 2 Ng un subconjuto numerable denso de U . Para cada j 2 N,
definimos x(j) como

x(j)k =

{
z(j)k, si k 2 Cj y jz(j)kj � j,

0, otro caso.

Observamos que x(j)k 2 `2(v) para cada j 2 N por construcción.
Además fx(j) ; j 2 Ng es un subconjunto denso en U , lo cual mostramos a continuación,

sea x 2 U y ε 2]0, 1[. Fijamos j0 2 N tal que
∑

k�j0 jxkj
2vk < ε2/2. Sea α := máxfjxkj ; k <

j0g y j > 2j0 + α tal que kz(j)� xk < ε/2.
Observemos que si k 62 Cj entonces k 2 A o k � 2j+1 � 1. Si k 2 A entonces x(j)k = 0, y

si k � 2j+1 � 1 entonces k > j0 porque j > 2j0 + α > j0.
Además jz(j)kj > j implica que k � j0; pues en otro caso,

kz(j)� xk � jz(j)k � xkj
p
vk > (jz(j)kj � α)2�j0/2 > 1,

lo cual no es posible.
Entonces tenemos que

kx(j)� xk2 =
∑

k2Cj y jz(j)kj�j
jz(j)k � xkj2vk +

∑
k 62Cj o jz(j)kj>j

jxkj2vk

� kz(j)� xk2 +
∑
k�j0

jxkj2vk < ε2,

Finalmente definimos (y(j))j2N como

y(j)k =

{
2�jk, si k 2 Cj con x(j)k = 0,

x(j)k, otro caso,

y por construcción las condiciones (i), (ii), y (iii) se satisfacen.

Definimos el vector

y =
1∑
j=1

Snjy(j),
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donde nj :=

j∑
i=1

mi, y mj := 3 � 23j � 2, para j 2 N. Mostraremos que y 2M y

OrbB(y) \M = U.

Observamos que para cada j 2 N, el vector y(j) tiene (posiblemente) elementos no cero
en un bloque de tamaño 2j+1 � 2. Por otro lado un vector en M , empezando en su posición
mj + 1, tiene un bloque de tamaño 23j de (posiblemente) elementos no cero.

Un cálculo muestra que

nj�1 =

j�1∑
i=1

mi =
3

7
23j � 2j � 10

7
.

Observamos que

nj�1 + 2j+1 � 2 =
3

7
23j � 2j � 10

7
+ 2j+1 � 2 < 23j.

Afirmamos que Snjy(j) 2 M puesto que tiene ceros en sus primeras mj posiciones y
empezando en su posición mj + 1 tiene a lo más nj�1 + 2j+1� 2 (posiblemente) elementos no
cero. Como nj�1 + 2j+1�2 � 2 < 23j se cumple la afirmación. La condición (iii) asegura que
la serie que expresa a y converge. Entonces y 2 U .

Mostraremos que

(a) Bnjy 2 U y jjBnjy � y(j)jj < 1/2j para todo j 2 N.

(b) Si nj�1 < k < nj para algún j 2 N (n0 := 0), entonces Bky 62 M o (Bky)2 = 0 (y
entonces Bky 2 U).

Observamos que

Bnjy = Bnj

1∑
i=1

Sniy(i) =
∑
ni<nj

Bnj�niy(j) + y(j) +
∑
ni>nj

Sni�njy(i).

Sabemos que para j 2 N el ı́ndice más grande donde ocurre un elemento no cero de y(j)
es 2j+1 � 2. Si ni < nj entonces nj � ni � mj > 2j+1, por lo tanto∑

ni<nj

Bnj�niy(j) = 0. (6.2)

Si nj < ni entonces mi � ni � nj < ni y por lo tanto, usando el mismo argumento de
antes, cada vector Sni�njy(i) está en M . Como sus elementos no cero solo están en un bloque
de tamaño 23j empezando en la posición mj + 1, entonces∑

ni>nj

Sni�njy(i) 2M,
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y por lo tanto Bnjy 2 U , para cada j 2 N.
Por (6.1), (6.2) y por (iii) en la construcción de (y(j))j2N tenemos que

jjBnjy � y(j)jj = jj
1∑

i=j+1

Sni�njy(i)jj �
1∑

i=j+1

√
(2i+1 � 2)i

2ni�nj
,

además un cálculo muestra que

1∑
i=j+1

√
(2i+1 � 2)i

2ni�nj
�

1∑
i=j+1

√
(2i+1 � 2)i

2mk+...+mj+1
�

1∑
i=j+1

√
(2i+1 � 2)i

22i � 2mk−1+...+mj+1
�

1∑
i=j+1

1

2i
.

Entonces tenemos (a).
Ahora observamos que si nj�1 < k < nj para algún j 2 N entonces k = m + nj�1 para

algún 1 � m < mj y

Bky =
1∑

i=j�1

BkSniy(i) = Bk�nj−1y(j � 1) +
1∑
i=j

Sni�ky(i)

Tenemos dos casos, que Bky 62M o que Bky 2M . En caso de que Bky 2M supongamos
(Bky)2 6= 0, entonces Bky = (0, a, 0, . . .) con a 6= 0. Pero esto es imposible pues la cadena
[0, a, 0] con a 6= 0 solo aparece en Bmy(j � 1) cuando m = 0, por la condición (ii), y
Spy(i) = (0, a, 0, . . .) con a 6= 0 solo cuando p = 0. Entonces tenemos que Bky 62 M o
Bky 2M con (Bky)2 = 0, y por lo tanto en U . Concluimos que se cumple (b).

Por (a) y (b) tenemos que OrbB(y) \M = U . Entonces B tiene una órbita que es densa
en alguna parte pero no es densa en todo el espacio.

Observamos que B es subhiperćıclico respecto al subespacio M , ya que podemos repetir
la misma construcción de antes: sea una sucesión de vectores (y(j))j2N 2M que satisfacen

(i) fy(j) ; j 2 Ng = M ,

(ii) y(j)k 6= 0 si y solo si k 2 Cj,

(iii) jy(j)kj � j para todo k, j 2 N.

Entonces el vector

y =
1∑
j=1

Snjy(j),

donde nj :=
∑j

i=1mi, y mj := 3 � 23j � 2, para j 2 N, satisface que

OrbB(y) \M = M.

Esto nos da una respuesta negativa para la pregunta 1.
Ahora observamos que el conjunto A = fj 2 N ; 9n 2 N con 2n � 2 < j � 3 � 2n�1 � 2g

y Ac contienen intervalos de longitud arbitraria, entonces Bn(M) 6� M y M 6� Bn(M) para
todo n 2 N.
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El siguiente es un ejemplo donde la densidad de OrbT (x) en un subespacio no implica que
T es subhiperćıclico, lo cual nos da una respuesta negativa a la pregunta 2. A continuación
en el siguiente teorema mostramos esto.

Teorema 6.3. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces existe T : H ! H un operador
hiperćıclico, z un vector hiperćıclico para T y M un subespacio no cero de X tal que M �
OrbT (z) pero OrbT (z) \M no es denso en M .

Demostración. Grivaux muestra en [20] que es posible construir un operador hiperćıclico
T : H ! H sobre el espacio de Hilbert H tal que Tx = x para cada x 2 H1, donde H1 es
cierto subespacio cerrado de dimensión infinita de H. Sea z un vector hiperćıclico para T , y
sea M := H1� hzi, es decir si x 2M entonces x = λz + h, para algún λ 2 C, donde h 2 H1.

Es claro que M � OrbT (z), por ser z un vector hiperćıclico. En contraste, mostraremos
que OrbT (z) \M = fzg. Sea y 2 OrbT (z) \M , entonces y = λz + x, para algún λ 2 C y
x 2 H1, como y 2 OrbT (z) se tiene λz+x = T nz para algún n 2 N. Entonces (T n�λI)z = x,
mostraremos que esto es imposible. Como T es hiperćıclico entonces T n�λI tiene rango denso
(lema 2.53 en [22]). Ahora como z es un vector hiperćıclico para T tenemos que (T n � λI)z
también lo es [22], lo cual es imposible porque (T n � λI)z = x, y x 2 H1, es decir x es un
punto fijo para T . Por lo tanto tenemos que T no es subhiperćıclico respecto al subespacio
M .



Capı́tulo 7
Caos para transformaciones fraccionales

En este caṕıtulo caracterizaremos caos para ϕ(B) sobre espacios de Banach de sucesiones,
donde ϕ es una transformación fraccional lineal (TFL) y B es el operador de desplazamiento
hacia atrás. Las caracterizaciones son calculables porque ellas solo involucran los cuatro
números complejos que definen a ϕ. Los resultados de este caṕıtulo son un trabajo conjunto
con Vı́ctor J. Galán, Félix Mart́ınez-Giménez y Alfredo Peris [26].

La hiperciclicidad para desplazamientos hacia atrás con pesos definida sobre `p fue ca-
racterizada por Salas. Además él demostró que cualquier perturbación de la identidad por
un desplazamiento hacia atrás con pesos es siempre hiperćıclico [41]. Siguiendo en esta direc-
ción, caracterizaciones de hiperciclicidad y caos para desplazamientos hacia atrás definidos
en espacios de sucesiones en general fueron obtenidos en [21, 35], y caracterizaciones para
perturbaciones caóticas de la identidad por desplazamientos hacia atrás con pesos fueron
obtenidas en [35]. Otros resultados para dinámica lineal de operadores de la forma P (T ),
donde T es un operador y P (z) es un polinomio o una función más en general, podemos
encontrarlos en [7, 14, 18, 24, 34, 36].

DeLaubenfels y Emamirad [18] probaron que dado un polinomio no constante P (z), el
operador P (B) es caótico sobre `p, 1 � p < 1, siempre que P (D) intersecte al ćırculo
unitario. Además, para a, b 2 K, donde K es un campo escalar, demostraron que aI + bB
es caótico si y solo si jbj > j1 � jajj. También resultados de condiciones suficientes para
caos de P (B) en términos de los coeficientes de los polinomios se encuentran en [14]. El
objetivo principal de este caṕıtulo es encontrar condiciones calculables para caos de ϕ(B),
donde ϕ(z) es una transformación fraccional lineal, es decir, una función anaĺıtica de la forma
ϕ(z) = (az + b)/(cz + d), con ad� bc 6= 0. Probaremos que ϕ(B) es caótico sobre `p si y solo
si ∣∣jdj2 � jcj2 � jbd̄� ac̄j∣∣ < jbc� adj,
lo cual generaliza los resultados antes mencionados en [18]. Aunque se demostrará más tarde,
cabe señalar que todos los operadores considerados son de hecho operadores de Toeplitz (con
matriz asociada una matriz superior).

Empezamos definiendo nuestro espacio, sea

`p :=

{
(xn)n 2 CN, kxkp :=

1∑
n=1

jxnjp <1

}
, 1 � p <1
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Para evitar los casos triviales cuando ϕ(z) se reduce una constante o a un polinomio de
grado uno, asumimos que ad�bc 6= 0 y c 6= 0. Entonces diremos que ϕ es una transformación
fraccional lineal (TFL) si

ϕ(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d 2 C, ad� bc 6= 0, c 6= 0. (7.1)

Existen varios caminos para describir como el operador ϕ(B) está definido pero solo
hablaremos de dos de ellos. Observaremos más adelante que ϕ(B) se puede definir si ϕ no
tiene polos en D, equivalentemente si jdj > jcj. El primero es recordar que el espectro de B
(i.e., el conjunto λ 2 C tal que λI�B es no invertible) es el disco unitario cerrado D. Ahora,
si pedimos jd/cj > 1 tenemos que ϕ(B) = (aB+ bI)(cB+ dI)�1 es un operador acotado bien
definido sobre `p. Nuestro segundo camino para definir a ϕ(B) es usando la expansión de
Taylor (alrededor del origen) de ϕ, la cual es

b

d
+
1∑
n=1

(�1)n+1 ad� bc
cd

( c
d

)n
zn.

Si jd/cj > 1, entonces para cada x 2 `p, tenemos

1∑
n=1

( c
d

)n
kBnxk �

1∑
n=1

( c
d

)n
kxk <1.

Por lo tanto la serie
b

d
I +

1∑
n=1

(�1)n+1 ad� bc
cd

( c
d

)n
Bn

converge puntualmente sobre `p y denotamos el ĺımite como el operador ϕ(B), el cual es
acotado por el Teorema de Banach-Steinhauss (ver, Apéndice A en [22]).

Debemos tomar en cuenta varias observaciones: 1)La Teoŕıa de Cálculo Funcional asegura
que ambos caminos nos dan el mismo operador. 2) El primer camino es más directo, pero en
el segundo es más fácil observar que si λ 2 C es un valor propio de B entonces ϕ(λ) es un
valor propio de ϕ(B). 3) El segundo camino muestra que ϕ(B) es un operador de Toeplitz
co-anaĺıtico con la siguiente matriz asociada

b
d
�ad�bc

cd
c
d

ad�bc
cd

(
c
d

)2
. . . . . . . . .

0 b
d

�ad�bc
cd

c
d

ad�bc
cd

(
c
d

)2
. . . . . .

0 0 b
d

�ad�bc
cd

c
d

ad�bc
cd

(
c
d

)2
. . .

...
...

...
...

...
...

 (7.2)

Para obtener caos para ϕ(B) sobre `p usaremos el teorema 3.39. Tenemos que el espectro
puntual (i. e., el conjunto de valores propios) de B es σp(B) = D. El teorema nos dice
que ϕ(B) es caótico sobre `p si y solo si ϕ(D) intersecta el ćırculo unitario. El siguiente
resultado nos da una descripción geométrica de ϕ(D) cuando el polo de ϕ está fuera del disco
unitario cerrado. Este resultado ya es conocido y es usado para caracterizar transformaciones
fraccionales lineales cuando van del disco en śı mismo [16, 31]. Aqúı daremos una prueba
elemental.
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Lema 7.1. Sea ϕ una TFL como en (7.1) y jdj > jcj. Entonces ϕ(D) es el disco P + rD con
centro P y radio r dado por

P =
bd� ac
jdj2 � jcj2

, r =
jbc� adj
jdj2 � jcj2

.

Demostración. Primero recordamos que las funciones TFL mandan ćırculos y ĺıneas en ćırcu-
los y ĺıneas. Como D es, obviamente, un conjunto convexo acotado, y el polo �d/c vive fuera
del disco unitario, tenemos que ϕ(D) debe ser acotado y convexo, entonces ϕ(D) es un ćırculo
con frontera ϕ(∂D). Ahora tomamos tres puntos distintos en el ćırculo unitario, sean z1 = 1,
z2 = �1, y z3 = i. Como ϕ es una transformación uno a uno, tenemos que A := f(z1),
B := f(z2), y C := f(z3) son tres puntos distintos en el ćırculo ϕ(∂D), que es, el ćırculo
circunscrito que pasa a tráves de A, B y C, de hecho coincide con ϕ(∂D). Para esto tenemos
que mostrar que

jA� P j = jB � P j = jC � P j = r.

Usando las propiedades jzj2 = zz y jc+ dj = jc+ dj tenemos que

jA� P j =
∣∣∣∣a+ b

c+ d
� bd� ac
jdj2 � jcj2

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(a+ b)(jdj2 � jcj2)� (bd� ac)(c+ d)

c+ d

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣add� bcc� bcd+ adc

c+ d

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(ad� bc)(c+ d)

c+ d

∣∣∣∣ = r.

Análogamente, observando que jc� dj = jc� dj y jci+ dj = jc+ dij obtenemos

jB � P j =
∣∣∣∣�a+ b

�c+ d
� bd� ac
jdj2 � jcj2

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(�a+ b)(jdj2 � jcj2)� (bd� ac)(�c+ d)

�c+ d

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣�add� bcc+ bcd+ adc

�c+ d

∣∣∣∣ = r.

=
1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(ad� bc)(c� d)

�c+ d

∣∣∣∣ = r.
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jC � P j =
∣∣∣∣ai+ b

ci+ d
� bd� ac
jdj2 � jcj2

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(ai+ b)(jdj2 � jcj2)� (bd� ac)(ci+ d)

ci+ d

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣addi� bcc� bcdi+ adc

ci+ d

∣∣∣∣
=

1

jdj2 � jcj2

∣∣∣∣(ad� bc)(ci+ d)

ci+ d

∣∣∣∣ = r.

Teorema 7.2. Sea ϕ una TFL como en 7.1 y jdj > jcj. El operador ϕ(B) es caótico sobre
`p si y solo si ∣∣jdj2 � jcj2 � jbd� acj∣∣ < jbc� adj.
Demostración. Como en el lema previo, denotamos ϕ(D) = P + rD. Tenemos que ϕ(B) es
caótico si y solo si P + rD intersecta el disco unitario. Si el centro P vive dentro del disco
unitario, entonces jP j + jrj > 1; si P vive fuera del disco unitario, entonces jP j � jrj < 1.
Ambas condiciones nos dan que

�jrj < 1� jP j < jrj,

sustituyendo los valores de P y r tenemos que

�
∣∣∣∣ jbc� adjjdj2 � jcj2

∣∣∣∣ < 1�
∣∣∣∣ bd� acjdj2 � jcj2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ jbc� adjjdj2 � jcj2

∣∣∣∣ ,
multiplicando por jdj2 � jcj2 se tiene que

� jbc� adj < jdj2 � jcj2 �
∣∣bd� ac∣∣ < jbc� adj .

Corolario 7.3. Sea ϕ una TFL como en (7.1), jdj > jcj, y g(z) = zn, con n cualquier entero
positivo. Consideramos la composición ϕ � g(z) = (azn + b)/(czn + d), entonces el operador
ϕ � g(B) es caótico sobre `p si y solo si∣∣jdj2 � jcj2 � jbd� acj∣∣ < jbc� adj.
Demostración. Observamos que g(D) solo toma valores en D, por lo cual (ϕ�g)(D) intersecta
el ćırculo unitario si y solo si también lo hace ϕ(D), usando el teorema 7.2 se concluye el
resultado.



Capı́tulo 8
Conclusiones

Para finalizar la tesis se presentan conclusiones y problemas abiertos.
En el caṕıtulo 4 estudiamos hiperciclicidad en operadores de Toeplitz. Para operadores

de tres diagonales concluimos en el teorema 4.20 condiciones necesarias y suficientes para
que el operador sea hiperćıclico. En los teoremas 4.10 y 4.18 dimos condiciones necesarias
expĺıcitas sobre los coeficientes de su śımbolo para que el operador sea hiperćıclico, queda
como problema abierto probar si las condiciones dadas por el teorema 4.10 son necesarias
y suficientes. Para operadores de Toeplitz con finitas diagonales dimos en el teorema 4.31
condiciones necesarias para ser hiperćıclico, queda como problema abierto dar condiciones
suficientes. Para operadores de Toeplitz con infinitas diagonales en el teorema 4.36 dimos
condiciones necesarias para que el operador sea hiperćıclico pero solo en un subespacio, queda
como problema abierto probar si este subespacio es todo H2, además encontrar condiciones
suficientes para que este tipo de operadores sean hiperćıclicos.

En el caṕıtulo 5 estudiamos hiperciclicidad disjunta, concluimos el teorema 5.3 donde
damos condiciones necesarias para que dos operadores de Toeplitz sean hiperćıclicos disjuntos.
Queda como problema abierto una caracterización general para que dos o más operadores de
Toepliz sean hiperćıclicos disjuntos.

En el caṕıtulo 6 estudiamos subhiperciclicidad, contestamos algunas preguntas de [38] y
el resultado principal de este caṕıtulo es el teorema 6.2, queda como un tema abierto estudiar
subhiperciclicidad en operadores de Toeplitz.

En el caṕıtulo 7 estudiamos caos para ϕ(B), donde ϕ es una transformación fraccional
lineal y B es el operador de desplazamiento hacia atrás, concluimos en el teorema 7.2 una
caracterización para que este operador sea caótico.

Como comentario final cabe decir que la hiperciclicidad y caos es un área que en los últimos
años ha tomado importancia en la teoŕıa de operadores. Existen muchos temas interesantes
a estudiar acerca de esto, por ejemplo estudiar caos e hiperciclicidad en diferentes tipos
de operadores. Por lo anterior el autor de esta tesis tiene un amplia área de estudio para
continuar su investigación cient́ıfica.
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Apéndice A
Curvas paralelas a una elipse

Definición A.1. [37] Dada una parametrización α(t) : I ! R2 de la elipse, definimos la
curva r-paralela β : I ! R2 como β(t) = α(t) + rn(t), donde r es un número real no nulo
y n(t) es el vector ortogonal en α(t), observamos que kβ(t)� α(t)k = jrj.

Para nuestro objetivo usamos las curvas paralelas para cuando jrj = 1, para r = 1 le
llamamos la curva paralela exterior a la elipse, y para r = �1 le llamamos la curva paralela
interior a la elipse. A continuación mostramos un ejemplo gráfico.

Curvas paralelas a la elipse

Figura A.1: La curva roja es una elipse con eje mayor igual a 3
2

y eje menor 6
5
, la curva

verde es la curva paralela exterior a distancia 1, la curva azul es la curva paralela interior a
distancia 1.

Es importante mencionar que las curvas paralelas a la elipse no son elipses.
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Es conocida la forma paramétrica de las curvas paralelas exteriores e interiores a una
elipse. En el caso particular de curvas a distancia uno tenemos que la curva paralela exterior
a distancia uno tiene la siguiente forma paramétrica:

x :=

(
s1 +

s2√
s2

1 sen2(t) + s2
2 cos2(t)

)
cos(t)

y :=

(
s2 +

s1√
s2

1 sen2(t) + s2
2 cos2(t)

)
sin(t)

y la curva paralela interior a distancia uno tiene la siguiente forma paramétrica:

x :=

(
s1 �

s2√
s2

1 sen2(t) + s2
2 cos2(t)

)
cos(t)

y :=

(
s2 �

s1√
s2

1 sen2(t) + s2
2 cos2(t)

)
sin(t).
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[7] T. Bermúdez and V.G. Miller, On operators T such that f(T ) is hypercyclic, Integral
Equations Operator Theory 37 (2000), 332–340.
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[10] G. D. Birkhoff, Démonstration d’un théorème élémentaire sur les fonctions entières, C.
R. Acad. Sci. Paris 189 (1929), 473–475.

[11] P. S. Bourdon, Orbits of Hypornormal Operators, Michigan Math J. 44 (1997), 345–353.

[12] P. S. Bourdon and N. S. Feldman, Somewhere dense orbits are everywhere dense, Indiana
Univ. Math. J. 52 (2003), 811–819.

[13] A. Brown and P.R. Halmos, Algebraic Properties of Toeplitz Operators, Journal fur die
reine und angewandte Mathematik (Crelles Journal) 1964, (2009), 89–102.

73



74 BIBLIOGRAFÍA
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