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Introduccion

Una técnica muy importante y valiosa para los que trabajan en teoria
de anillos consiste en asociarle a un anillo R su categoria de R-mddulos
izquierdos, R-Mod, y a partir de ella obtener informacion acerca del anillo
R.

Un método més avanzado consiste en asociar a la categoria R-Mod un
marco (esto es, una reticula completa en donde tomar el infimo se distribuye
sobre tomar supremos infinitos) de teorfas de torsién en esta categoria y usar
las propiedades de este marco y de las teorias de torsiéon para determinar
propiedades de R-Mod y del anillo R.

En esta tesis estudiamos la teoria de torsion cogenerada por la clase de
los médulos pequenos y algunas de sus propiedades, basados en el articulo
“The Torsion Theory Cogenerated by M-Small Modules” de Y. Talebi y N.
Vanaja.

La tesis consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo incluimos todos
los resultados esenciales sobre moédulos pequenos y médulos ampliamente
suplementados, submoddulos coesenciales y cocerrados y cocerraduras, que
utilizamos en los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo estudiamos las propiedades bésicas de los médulos
cosingulares y no-cosingulares. La clase de los médulos cosingulares es cerrada
bajo submédulos, sumas directas y productos directos, en tanto que la clase
de los médulos no-cosingulares es cerrada bajo imagenes homomorfas, sumas
directas, extensiones, epimorfismos superfluos y submédulos cocerrados. En
este capitulo probamos el Teorema de O. E. Villamayor y lo utilizamos para
probar que todo R-mddulo es no-cosingular si y sélo si R es un V-anillo.

En el tercer capitulo estudiamos la teoria de torsién cogenerada por la
clase de los médulos pequenos y damos condiciones bajo las cuales esta teoria
de torsion se escinde. Probamos que en caso de que todo R-moddulo inyectivo
sea ampliamente suplementado, ps(M) = Z(Z(M)), donde ps denota el

I



IT

radical asociado a esta teorfa de torsién y Z(N) es la parte cosingular del
R-médulo N.
Finalmente, en el cuarto capitulo caracterizamos a los médulo elevadores

M por medio de Z(Z (M )) Para ello presentamos una serie de resultados

preliminares sobre moédulos elevadores que tomamos del articulo “On Lifting
Modules” de D. Keskin.



Indice general

Introduccion

1. Preliminares

2. Moébdulos cosingulares y no-cosingulares
3. Teoria de torsién

4. Modulos elevadores y z

Bibliografia

I1I

11

23

37

46



IV

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene los conceptos y resultados basicos que utilizaremos
en los siguientes capitulos.

Sea R un anillo con uno. A lo largo de este trabajo todos los R-moédulos
considerados seran moédulos unitarios izquierdos y denotaremos por R-Mod
a la categoria de estos médulos.

Moédulos pequenos

Sean M € R-Mod y N < M. Recordemos que N es un submodulo super-
fluo de M, denotado por N <« M, si para cada H < M tal que N+ H = M,
se tiene que H = M. N es un submodulo esencial de M, denotado por N <M,
si para cada K < M tal que N N K = 0, se tiene que K = 0.

Definicién 1.1 Sea M € R-Mod. Diremos que M es un médulo pequeno si
M < E(M), donde E(M) denota la céapsula inyectiva de M.

Ejemplo 1.2 Consideremos R = Z, n € N, p un nimero primo y los Z-
moédulos Zyn y Zye. Se tiene que E(Zyn) = Zpo y si Zyn + H = Zyeo, para
algin H < 7Z;°, entonces H = Zy~, ya que la reticula de submodulos Z,, <
Lp < vvo Sl < Lignir <+ -+ < oo €s un conjunto linealmente ordenado.
Por lo tanto, Z,» es un Z-médulo pequeno.

Ejemplo 1.3 Consideremos Z y Q como Z-mddulos. Recordemos que si X
es un conjunto generador de Q, entonces X \ F', con F' C X finito, también es
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2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

un conjunto generador de Q. Asi, si H < Q es tal que Z + H = Q, entonces
{1} U H es un conjunto generador de Q. Luego H es un conjunto generador
de Q, esto es, H = Q. Y como Q = E(Z), se sigue que Z es un Z-mdbdulo
pequeno.

Proposiciéon 1.4 Para N € R-Mod se tiene que N es un médulo pequeno
si y solo si existe M € R-Mod tal que N < M.

Demostracién.

Si N es un médulo pequeno, entonces N < E(N), asi que la necesidad
se cumple. Ahora, sea M € R-Mod tal que N < M. Como M < E(M),
tenemos que N < E(M). Luego, por ser E(N) la cédpsula inyectiva de N y
E(M) un médulo inyectivo, tenemos que E(N) < E(M). Mas ain, existe
H < E(M)talque E(M) = E(N)®H. Finalmente, sim : E(N)®H — E(N)
es la proyeccion sobre E(N) asociada a la descomposicién anterior, entonces
N =7n(N)< E(N), pues N < E(M). =

Proposicién 1.5 Sean M, N € R-Mod con M pequeno y f € Hom(M, N)
un epimorfismo. Entonces N es un médulo pequeno.

Demostracién.

Sean (), ty las inclusiones de M en E(M) y de N en E(N) respectivamente,
donde E(M) y E(N) son las céapsulas inyectivas de M y N respectivamente.
Como (ty o f) € Hom(M,E(N)) e 1y es monomorfismo, entonces existe
a€ Hom(E(M),E(N)) tal que cotpy =ty o f.

/
fl/ /
/

Luego, como M < E(M), se sigue que a(M) < E(N) y por lo tanto N <
E(N). m

Moédulos ampliamente suplementados



Definicién 1.6 Sean M € R-Mod y N, L < M.
(1) Diremos que N es un suplemento de Len M si N+ L =My NNL < N.

(2) Sisucede que N+L =My NNL < M, diremos que N es un suplemento
débil de L en M.

(3) Al médulo M lo llamaremos suplementado si cada uno de sus submédulos
tiene un suplemento en él.

(4) Lo llamaremos débilmente suplementado si cada uno de sus submédulos
tiene un suplemento débil en él.

(5) Finalmente, diremos que M es ampliamente suplementado si para cada
pareja de submédulos N y L de M que cumplen que N + L = M, se
tiene que N contiene un suplemento de L en M.

Observemos que si M es un R-moédulo ampliamente suplementado, en-
tonces es suplementado.

Lema 1.7 Sea M € R-Mod. Si M es débilmente suplementado y N < M,
entonces M /N es débilmente suplementado.

Demostracion.

Sea H un submédulo de M tal que N < H. Probaremos que H/N tiene
un suplemento débil en M/N. Como M es débilmente suplementado, existe
un submédulo L de M tal que M = H+ Ly HN L < M. Por lo tanto,
M/N = H/N+(L+N)/N. Ahora, como N < H, por la ley modular, tenemos
que HN(L+ N)=(HNL)+ N,asi que si m: M — M/N es la proyeccién
canonica, tenemos que

T(HNL)=((HNL)+N)/N=(HN(L+N))/N < M/N.

Entonces (L + N)/N es un suplemento débil de H/N y por lo tanto M/N es
débilmente suplementado. m

Lema 1.8 Sea M € R-Mod. Si M es ampliamente suplementadoy N < M,
entonces M /N es ampliamente suplementado.
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Demostracién.

Sean A, B < M tales que A/N + B/N = M/N. Entonces A+ B = M, por
lo que existe H < B tal que A+ H = M y AN H < H. Es claro que
A/N + (H + N)/N = M/N, asi que solo resta mostrar que (H + N)/N N
A/N <« (H + N)/N. Para ello, consideremos la proyeccién natural = : H +
N — (H + N)/N. Se tiene que

T(ANH)=((ANH)+ N)/N=((H+N)nA)/N=(H+N)/NnA/N.
Y como AN H < H, se sigue que (H+ N)/ NNA/N < (H+ N)/N. m

Lema 1.9 Sea M € R-Mod ampliamente suplementado y L < M un suple-
mento. Entonces L es ampliamente suplementado.

Demostracion.

Sean A, B < L tales que L = A + B. Como L es un suplemento, existe
H<Mtalque M =L+HyLNHKL. Asi M = A+ B+ H. Ahora,
para A+ H < M existe B’ < B tal que B’ es un suplemento de A + H en
M, pues M es ampliamente suplementado. Entonces, M = (A+ H) + B y
B'N(A+ H) < B, de donde AN B’ < B'. Luego

L=MnNL=((A+H)+B)NnL=((A+H)NL)+B =A+(HNL)+ B
Pero LN H <« L, asi que L = A+ B’. Tenemos entonces que L = A+ B’y
AN B <« B, es decir, L es ampliamente suplementado. m
Submoddulos coesenciales

Supongamos ahora que M € R-Mod y que H < N < M, entonces es
claro que H < N si H/0 < N/0. De manera dual, podemos dar la siguiente

Definicién 1.10 Sean M € R-Mod y H < N < M. Diremos que H es
un submédulo coesencial de N en M, denotado por H <. N en M, si

N/H < M/H.

Ejemplo 1.11 Sean p un primo e ¢ < j nimeros naturales. Consideremos
IOS Z—médulos Zpi, ij y Zpoo. COIIlO ij—i = ij /Zpi y Zpoo /Zpi = Zpoo, por
el Ejemplo 1.2, Z,i <.c Zy; en Zy.



Proposicion 1.12 Sean M € R-Mod y H < N < M. Entonces H <., N
en M siy solo si para cada K < M que cumpla que M = N + K se tiene
que M = H+ K.

Demostracion.

Supongamos que H <., N en M y sea K < M tal que M = N + K.
Entonces M/H = N/H + (H + K)/H y como H <. N en M, se sigue que
(H+ K)/H =M/H y de aqui que H + K = M.

Ahora, supongamos que N/H + K/H = M/H para algin submédulo K de
M tal que H < K. Entonces N + K = M y por la hipétesis, H + K = M.
Ast M/H = (H + K)/H = K/H, por lo que NJH <« M/H y H <. N en
M. =

Lema 1.13 Sean M € R-Mody H< N < M.SiN=H+ K con K < M,
entonces H <., N en M.

Demostracion.
SiH+ K =N con K <« M, entonces N/JH = (H+K)/H =n(K) < M/H,
donde 7 : M — M/H es la proyeccién canénica. Luego H <. N en M. m

Corolario 1.14 Sea M € R-Mod. Si M es un médulo pequeno, entonces
todo submédulo es coesencial en él.

Demostracion.
Sea N < M. Entonces M = N + M, con M < E(M). Asi que, por el Lema
1.13, tenemos que N <., M. m

Proposicion 1.15 Sean M € R-Mod y H < N < M. Supongamos ademas
que N tiene un suplemento débil en M. Entonces N = H + K con K < M
siy solosi H <. N en M.

Demostracion.
Por el Lema 1.13,si N = H + K con K < M, entonces H <.. N en M.
Ahora, si H <., N en M, sea L un suplemento débil de N en M. Entonces
M=N+LyNNL<M. Como H <. N en M, por la Proposiciéon 1.12,
tenemos que M = H + L. Por lotanto N=NN(H+L)=H+ (NNL)y
NNL<KM. =

Lema 1.16 Sean M € R-Mod y H K,N < M talesque M = H+ K y
M= (HNK)+ N. Entonces M = (HNN)+ K =(KNN)+ H.
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Demostracion.
Como K N H < K, por la ley modular, tenemos que K N (N + (K NH)) =
(KNN)+ (KNH). Asi que

(KNN)+H = (KNN)+(KNH)+H = KN(N+(KNH))+H = K+H = M.
Similarmente se prueba que M = (HNN)+ K. =

Lema 1.17 Sean M € R-Mod y HK,N < M tales que M = K+ H y
K <. Nen M. Entonces HNK <.,. HNN en M.

Demostracion.
Sea X < M tal que H N K < X y supongamos que

M/(KNH)=(HNN)/(HNK)+ X/(HNK).

Entonces M = N+ H y M = (HN N) + X. Luego, por el Lema 1.16,
M = (HNX)+N. Como K <. N en M, por la Proposicién 1.12, se tiene que
M = (HNX)+ K. Ahora, notemos que M = (HNN)+X C H+ X, es decir,
M=H+X ycomo M= (HNX)+K, porel Lema 1.16, M = X+ (KNH).
Se sigue que M = X, conloque, HNK <., HNNen M. m

Submoddulos cocerrados

Definicién 1.18 Sean M € R-Mod y N < M. Diremos que N es cocerrado
en M, denotado por N <.. M, si no tiene submodulos coesenciales propios
en M.

Lema 1.19 Sean M un R-médulo y K < N submédulos de M. Si K es
cocerrado en M, entonces K es cocerrado en N.

Demostracién.

Sea X un submddulo coesencial de K en N, es decir, K/X < N/X. Se sigue
que K/X < M/X, pero K es cocerrado en M, asi que K = X. Por lo tanto
K es cocerradoen N. m

Lema 1.20 Sean M € R-Mod y N un submédulo cocerrado de M. Entonces,
para todo submédulo K de N se tiene que N/K es un submédulo cocerrado
de M/K.



Demostracion.

Sean K y H submédulos de N tales que K < H. Entonces, por el segundo
teorema de isomorfismo, se tiene que N/H = (N/K)/(H/K) y M/H =
(M/K)/(H/K). Asi, si H/K fuera un submdédulo coesencial de N/K en
M/K se tendria que H seria un submdédulo coesencial de N en M, lo cual
no puede ocurrir pues N es cocerrado en M. Por lo tanto N/K es cocerrado
en M/K. m

Lema 1.21 Sean M € R-Mod y H,N < M. Si N es un suplemento de H
en M, entonces N es cocerrado en M.

Demostracién.

Tenemos que M = N + H y N es minimo con esta propiedad. Ahora, sea
K <. N en M. Como M = N + H, entonces, por la Proposicién 1.12,
M = K + H, pero N es minimo con esta propiedad, por lo que K = N. Asi,
N es cocerrado en M. m

Lema 1.22 Sean M € R-Mod y N <. M. Si X es un submoédulo de N tal
que X < M, entonces X < N.

Demostracion.

Sea H < N tal que N = X + H. Como N <. M, si demostramos que
H <. N en M, habremos terminado. Entonces, sea K < M tal que M/H =
N/H + K/H. Se signe que M = N+ K =(X+H)+ K =X+ K y como
X < M, entonces K = M. Luego H <., Nen M. m

Proposicion 1.23 Sean M € R-Mod débilmente suplementado y N < M.
Entonces N es un suplemento de algin submoédulo de M si y s6lo si N es
cocerrado en M.

Demostracion.

La necesidad se sigue del Lema 1.21.

Ahora, sea N cocerrado en M. Como M es débilmente suplementado, existe
L<Mtalque M =N+ Ly NNL <K M. Por el Lema 1.22, NNL K N,
es decir, N es un suplemento de L en M. m

Lema 1.24 Sean M € R-Mod y K < N < M. Entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:



(1)

(2)

CAPITULO 1. PRELIMINARES
Si N/K es un suplemento en M /K y K es un suplemento en M, entonces
N es un suplemento en M.

Si M es débilmente suplementado, N/K es cocerrado en M/K y K es
cocerrado en M, entonces N es cocerrado en M.

Demostracién.

(1)

Supongamos que N/K es un suplemento de N'/K en M/K y que K
es un suplemento de K’ en M. Entonces, M/K = N/K + N'/K con
(NONN)/K < N/KyM=K+K'con KNK' < K. Como KNK' <
K < N, se sigue que K N K’ < N. Ahora, notemos que K < N N N/,
porloque M = K+ K' < (NNN')+ K', es decir, M = (NNN') + K.
Luego, por el Lema 1.16, M = N + (N'N K’) yaque M = N + N'.

Probaremos que N es un suplemento de N'N K’ en M. Como K < N,
por la ley modular, se tiene que N = K+(NNK') y como (NNN')/K <
N/K, se sigue del Lema 1.17 que (NNN'NK")/(KNK') < N/(KNK").
Veamos ahora que (N N N'N K’) < N. Para ello consideremos X < N
tal que (NN N'NK’)+ X = N. Entonces

(NNN'NK)/(KNK)+ (X+(KNK")/(KNK')=N/(KNK')

y de aqui que (X +(KNK'"))/(KNK') = N/(KNK'). Luego, X + (KN
K') = N, pero KNK' < N, asi que X = N. Por lo tanto (NNN'NK") <
N, lo que prueba que N es un suplemento de N' N K’ en M.

Por el Lema 1.7, se tiene que M /K también es débilmente suplementado.
Ahora, como K es cocerrado en M y N/K es cocerrado en M/ K se sigue,
por la Proposicién 1.23, que K y N/K son suplementos en M y en M /K
respectivamente. Luego, por el inciso (1), se tiene que N es un suplemento
en M y por el Lema 1.21, N es cocerrado en M.

Cocerraduras

Definicién 1.25 Sean M € R-Mod y K < N < M. Diremos que K es una
cocerradura de NV en M si K es un subméddulo coesencial de N en M y K es
un submoédulo cocerrado en M.



Teorema 1.26 Sea M € R-Mod. Si M es ampliamente suplementado, en-
tonces todo submoédulo N de M tiene una cocerradura en M.

Demostracion.
Sea N < M. Como M es ampliamente suplementado, existe H < M tal que
M = N+ H y H es minimo con esta propiedad. Mas atin, existe K < N tal
que M = K + H y K es minimo con esta propiedad.

Afirmamos que K es una cocerradura de N en M.

Veamos primero que K <., N en M. Para ello consideremos un submoédulo
X de M tal que K < Xy M/K = N/K + X/K. Entonces

M=N+X=N+[XNM]=N+[XN(K+H)

=N+ [K+(XNH)] =N+ (XNH),

pero H es minimo con esta propiedad, asi que X N H = H y de aqui que
H< X.Luego M =K+ H<K+X < X,dedonde M = X y N/K <
M/K. Por lo tanto K <., N en M.

Ahora, veamos que K es cocerrado en M. Si X <. K en M, entonces
como M = K + H se tiene, por la Proposicién 1.12, que M = X + H, pero
K es minimo con esta propiedad, por lo que X = K. Concluimos entonces
que K es una cocerradura de N en M. m

Ejemplo 1.27 Sea M un R-moédulo semisimple. Entonces M es ampliamen-
te suplementado, por lo que todo submoédulo N de M tiene una cocerradura
en M.

Proposicion 1.28 Sean M € R-Mod y H < N < M. Entonces H es una
cocerradura de N en M si y sélo si H es un submoddulo coesencial minimo
de N en M.

Demostracion.
Supongamos que H es una cocerradura de N en M. Entonces H <.. N en M.
Probaremos que es minimo con esta propiedad. Para ello sea X < H tal que
X <ee Nen M. Como H/X < N/X <« M/X, se sigue que H/X < M/X.
Pero como H es cocerrado en M, no tiene submodulos coesenciales propios,
asi que H = X.

Por otro lado, sea H un submodulo coesencial minimo de N en M. De-
mostraremos que H es cocerrado. Para ello consideremos X <.. H en M y
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supongamos que M/X = N/X + K/X, para algin submédulo K de M tal
que X < K. Entonces M = N+ K y como H <.. N en M, por la Proposicién
1.12, M = H + K. Ahora, como X <. H en M, entonces M = X + K = K.
Se sigue que K/X = M/X y N/X < M/X, esto es, X <., N en M. Pero
H es minimo con esta propiedad, asi que X = H y H es cocerrado en M.
Por lo tanto H es una cocerradura de N en M. =

Teorema 1.29 Sean M € R-Mod y H, N < M tales que H es un suplemen-
to débil de N. Entonces K < H es una cocerradura de H en M si y solo si
K es un suplemento de N en M.

Demostracion.

Primero supongamos que K < H es un suplemento de N en M. Entonces,
por el Lema 1.21, K es cocerrado en M. Ahora, como M = N + K, tenemos
que H=K+ (HNN), con HNN < M, pues H es un suplemento débil de
N en M. Luego, por la Proposicion 1.15, tenemos que K <. H en M. Por
lo tanto K es una cocerradura de H en M.

Ahora, sea K < H una cocerradura de H en M. Como K <., H en M y
H+ N = M, entonces K + N = M. Solo resta probar que K NN < K. Para
ello recordemos que H N N < M, pues H es un suplemento débil de N. Por
lo tanto K "N < M y por el Lema 1.22, KNN < K. =



Capitulo 2

Modulos cosingulares y
no-cosingulares

En este capitulo estudiamos las propiedades de los médulos cosingulares
y no-cosingulares. Concluimos caracterizando un V-anillo como aquél en el
que todos los modulos sobre él son no-cosingulares.

Sea M € R-Mod. Recordemos que M es singular si para cualquier m € M
ann;(m) <R, donde ann;(m) denota el anulador izquierdo de m. El submédu-
lo singular de M, denotado por Z(M), se define como Z(M) = Tr(U, M),
donde U denota la clase de todos los médulos singulares. Dualmente, defini-
mos Z(M) como

Z(M) = Re(M,S) =n{Ker(g)|g € Hom(M, L), L € S},

donde § denota la clase de todos los médulos pequenos. Podemos ahora dar
la siguiente

Definicién 2.1 Sea M € R-Mod. Diremos que M es un modulo cosingular
si Z(M) =0y que es no-cosingular si Z(M) = M.

Ejemplo 2.2 Si M es un R-moédulo pequeno, entonces M es cosingular pues

Z(M) C Ker(1p) = 0. De los Ejemplos 1.2 y 1.3, tenemos que Z,» y Z son
dos Z-modulos cosingulares.

Ejemplo 2.3 Si R es un anillo semisimple, entonces todo R-médulo es in-
yectivo. Por lo tanto el iinico R-mdédulo pequeno es el 0 y de aqui que todo
R-médulo no cero sea no-cosingular.

11



12 CAPITULO 2. MODULOS COSINGULARES Y NO-COSINGULARES

Proposicion 2.4 Sea M € R-Mod. Entonces M es no-cosingular si y sélo
si todo cociente no cero de M no es pequeno.

Demostracion.

Sea M € R-Mod no-cosingular, es decir, Z(M) = M y sea N < M. Si
M/N fuera un médulo pequefio, entonces Z(M) C Ker(w) = N, donde
m: M — M/N es la proyeccién canénica. Y de aqui que M = N, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, todo cociente no cero de M no es pequeio.
Veamos ahora que Z(M) = M si suponemos que todo cociente no cero
de M no es pequeno. Sean g € Hom(M, L) con L un médulo pequeno y
K = Ker(g). Si suponemos que K < M, entonces

M/K =1Im(g9) < L < E(L),
de donde Im(g) < E(L) y de alli que M/K es pequeno, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto K = M. Como lo anterior sucede para cualquier
modulo pequeno L y cualquier homomorfismo g : M — L, concluimos que
ZM)=M. =

La siguiente proposicién proporciona algunas propiedades del funtor Z(_).

Proposicion 2.5 Sean M, N, N; € R-Mod con i € I. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(1) Si N < M, entonces Z(N) C Z(M) y Z(M/N) 2 (Z(M) + N)/N;
(2) Si f € Hom(M, N), entonces f(Z(M)) C Z(N);

(3) E(N/?(N)) —0;

(4) Z(@icr M) = Dres Z(N0);

(5) Z(Tes Vi) € Ties 2OV

(6) Z(M) es el submédulo més pequeiio de M tal que M/Z(M) es cosingu-
lar.

Demostracién.
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Notemos que si h € Hom(M, L) con L un médulo pequeno, entonces la
restriccion h|y € Hom(N,L). Asi que si x € Z(N), entonces h(z) =
h|n(x) = 0, es decir, x € Z(M). Por lo tanto Z(N) C Z(M).

Ahora, si vale (2), entonces para la proyeccién canénica 7w : M — M/N,
tenemos que

(Z2(M)+ N)/N =n(2(M)) € Z(M/N).
Veamos entonces que (2) es valida.

Sea y € f(Z(M)), entonces y = f(x) con x € Z(M). Ahora, sea h €
Hom(N, L) con L un médulo pequenio. Entonces (h o f)(z) = 0, pues
(ho f) € Hom(M,L) y xz € Z(M). Pero (ho f)(z) = h(f(z)) = h(y),
asi que y € Z(N).

Sea v+ Z(N) € ?(N/?(N)) y supongamos que x ¢ Z(N). Entonces
existen un médulo pequeno L'y h € Hom(N, L) tales que x ¢ Ker(h).

Sea 7 : N — N/Z(N) la proyeccién canénica. Como Ker(m) = Z(N) C
Ker(h), existe un homomorfismo h* : N/Z(N) — L tal que h = h* o

™ N
N Z(N)
hl //
s h*
2
L

Luego, h(z) = h* (:r + ?(N)) = 0, lo que es una contradiccién pues
z ¢ Ker(h). Por lo tanto x € Z(N) y de aqui que ?(N/?(N)) = 0.

Como N; C @,.; Ni, por (1), tenemos que Z(N;) C E(@

sigue que
Pz c Z( @ N;).

el el

Ni) y se

el

Ahora, supongamos que existe x € Z( D,cr NZ-) N Z(N;). Como
E(@H Ni) < @, Ni, entonces x = ) ., ;, con x; € N; para cada
i € F'y F CI finito. Como = ¢ @,.; Z(N;), existe j € F tal que z; ¢

Z(N;), esto es, existen un médulo pequeiio L y h; € Hom(N;, L) tales
que z; ¢ Ker(h;). Ahora, si m; denota la proyeccién sobre N;, entonces
h:=h;om; € Hom(@ N;, L), asi que h(z) = 0. Pero por otro lado,

el
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h(xz) = (hjom;)(x) = hj(x;) # 0. Notemos que esta contradiccién sur-
gi6 de suponer que z ¢ @, ; Z(N;), por lo tanto Z(€P,.; Vi) C
@D,.; Z(N;). Asi, podemos concluir que

Pz =Z( @ N;).

el i€l

(5) Sean = = (%;)ier € Z([Lic; Ni), 7 € I fijo, L un médulo pequeiio y
h € Hom(Nj;, L). Notemos que h o m; € Hom([[,.; Ni, L), donde
denota la proyeccién sobre N;, por lo que h(z;) = (ho;)(z) = 0. Por

lo tanto ?( [Lic; NZ-) CILic; Z(V)).

(6) Sea N < Z(M) < M tal que Z(M/N) = 0. Veamos que Z(M) = N.
Sea a € Z(M) \ N, entonces a + N ¢ Z(M/N). Por lo tanto existen
un médulo pequeno Ly h € Hom(M/N, L) tales que a + N ¢ Ker h.
Luego, si m : M — M/N es la proyeccién candnica, entonces h o m €
Hom(M, L), por lo que a € Ker(hom), esto es, h(a+ N) =0, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto Z(M)\ N = 0, es decir, N = Z(M).

Como consecuencia de esta proposicion tenemos el siguiente

Corolario 2.6 La clase de todos los moédulos cosingulares es cerrada bajo
submoédulos, sumas directas y productos directos.

Proposicion 2.7 Sean M € R-Mod y S, N < M con S pequerno. St M =
N + S, entonces Z(M) = Z(N).

Demostracién.

Mostraremos primero que Z(M) C N. Por el Corolario 1.14 sabemos que
NNS <. S pues S es pequeno. Asi que S/(NNS) < E(S)/(NNS), de
donde S/(NNS) es pequeno. Como S/(NNS) = M/N, se sigue que M/N es
pequeno. Consideremos ahora la proyeccién canénica m € Hom(M, M/N).
Entonces, si z € Z(M) se sigue que x € Ker(r) y de aqui que z € N.
Veamos ahora que Z(M) C Z(N). Para ello sean h € Hom(N, L) con
L un médulo pequeiio y x € Z(M). Consideremos las inclusiones 1y €
Hom(N,M), v;, € Hom(L,E(L)). Como ¢y es un monomorfismo y E(L)
es un médulo inyectivo, existe f € Hom(M, E(L)) tal que f oty =ty o h.
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Si demostramos que f(M) es superfluo en E(L) tendremos que para todo
v € ZM)C N,z Ker(fouy)y deaqui que z € Ker(cy o h), es decir,
x € Ker(h). Pero f(M) = f(N)+f(S) y como la suma de médulos superfluos
es un médulo superfluo, basta mostrar que f(N) y f(S) son superfluos en
E(L).

Como f(N) C Ly L <« E(L), entonces f(N) < E(L). Por otro lado, si
consideramos las inclusiones tg € Hom(S, E(S)) y t's € Hom(S, M), tenemos
que existe g € Hom(E(S), E(L)) tal que f oy = gotg, pues tg es un
monomorfismo y F(L) un médulo inyectivo.

5{& f/«j(S)
|
(L

M /

/7 9
f

E

/
/
¥
)

Ahora, como S < E(S), se sigue que g(S) < E(L), pero g(S) = f(S), asi
que f(S) < E(L). =

Continuemos ahora con el siguiente

Lema 2.8 Sea M € R-Mod. Entonces se cumplen las siguientes afirmacio-
nes:

(1) Si M es no-cosingular y N < M es pequeno, entonces N < M;
(2) Cualquier submédulo no-cosingular de M es cocerrado en M;

(3) Si M es no-cosingular y N < M, entonces N es cocerrado en M si y s6lo
si NV es no-cosingular.
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Demostracién.

(1) Sea H < M tal que N+ H = M. Como N < E(N), tenemos que
M/H=(N+H)/H=>=N/(NNH)< E(N)/(NnNH),

y de aqui que M/H sea pequeno.

Ahora, Z(M/H) 2 (Z(M) + H)/H = M/H, ast que Z(M/H) = M/H
y como M /H es pequeno, entonces M = H. Luego N < M.

(2) Sea N < M no-cosingular y L < N. Como Z(N) = N y la pro-
yeccion canénica m € Hom(N, N/L), si N/L fuera pequeno, entonces
N C Ker(m) = L, lo que es una contradiccién. Asi que N/L no es pe-
queno, por lo que no puede ser superfluo en ningin otro médulo; en parti-
cular, N/L no es superfluo en M /L. Por lo tanto, N no tiene submédulos
coesenciales propios y se sigue que N es cocerrado en M.

(3) Supongamos que N es cocerrado en M. Como M es no-cosingular, para
cualquier L < M tenemos que

Z(M/L) 2 (Z(M)+L)/L=M/L,

de donde M/L es no-cosingular. Asi, si para algin L < N el cociente
N/L fuera pequeno entonces, por (1), tendriamos que N/L < M/L,
pero por ser N cocerrado en M, tendriamos que L = N. Entonces hemos
demostrado que ningin cociente no cero de N es pequeno, asi que, por

la Proposicién 2.4, tenemos que Z(N) = N. Ahora, si suponemos que
Z(N) = N, por (2), N es cocerrado en M.

|
Recordemos que un epimorfismo f : M — N es suplerfluo si Ker(f) < M.
Proposicién 2.9 La clase de los médulos no-cosingulares es cerrada bajo
iméagenes homomorfas, sumas directas, extensiones, epimorfismos superfluos

y submodulos cocerrados.

Demostracion.
Sean M, N € R-Mod con M no-cosingular y f € Hom(M, N). Por el inciso
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(2) de la Proposicién 2.5, tenemos que f(M) = f(Z(M)) C Z(f(M)), asi
que f(M) es no-cosingular.
Luego, del inciso (4) de la misma proposicion, se sigue que

z( Bicr Nz) = @ielg(Ni) = PierN;

si {NV;| i € I} es una familia de médulos no-cosingulares.
Del inciso (3) del Lema 2.8, se sigue que la clase de los médulos no-
cosingulares es cerrada bajo submédulos cocerrados.

Ahora, sea 0 JEAy Y 0 una sucesion exacta con Ly
N médulos no-cosingulares. Si H es un médulo pequeno y h € Hom(M, H),
entonces ho f € Hom(L, H) y por ser L no-cosingular tenemos que ho f = 0.
Entonces, por la propiedad universal del contcleo, existe h' € Hom(N, H)
tal que h' o g = h.

Como N es no-cosingular, se sigue que h' = 0 y de aqui que h = 0. Por
lo tanto M es no-cosingular.

Finalmente, sea f : M — N un epimorfismo superfluo en donde N es
un médulo no-cosingular. Si M/H es un médulo pequeno para algin H <
M, por la Proposicién 1.5, N/ f(H) es pequeno. Como N es no-cosingular,
entonces f(H) = N. De lo anterior tenemos que M = H + Ker(f) y asi
H = M, pues Ker(f) < M. Luego M es no-cosingular. m

Corolario 2.10 Sea {N;};c; una familia de submddulos no-cosingulares de
un R-médulo M. Entonces ) N; es no-cosingular.

Demostracion.

Consideremos el epimorfismo natural de @ N; en Y N;. Por el inciso (4)
de la Proposicién 2.5, tenemos que @ N; es no-cosingular, luego >  N; es
no-cosingular por la Proposicion 2.9. m

Proposicion 2.11 Sea S € R-Mod un moédulo simple. Entonces S es pe-
quenio o S es inyectivo.
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Demostracion.

Si S no es pequeno, entonces no es superfluo en E(5), asi que existe H <
E(S) tal que S+ H = E(S). Notemos que no puede suceder que 0 # SN H,
pues esto implicaria que S C H ya que S es simple y se seguiria que H =
E(S). Entonces debe suceder que SN H = 0. Como S < E(S), tenemos que
H =0y de ahi que S = E(S5). Concluimos que si S no es pequefio, entonces
es inyectivo. m

Proposicién 2.12 Sea S € R-Mod un moédulo simple. Las siguientes afir-
maciones son ciertas:

(1) Si S es inyectivo, entonces es no-cosingular;

(2) Si S no es inyectivo, entonces E(S) no es cosingular.

Demostracién.

(1) Sea P € R-Mod un médulo pequenioy f € Hom(S, P). Como S es simple
entonces Ker(f) es el médulo 0 o bien S. Notemos que Ker(f) # 0, pues
en caso contrario el médulo f(.S), isomorfo a S, cumpliria que f(S) <
P < E(P) y por lo tanto S serfa un médulo pequeno, contradiciendo
la Proposicién 2.11. Luego Ker(f) = S, de donde se sigue que S es
no-cosingular.

(2) Sea P € R-Mod un médulo pequeno y f € Hom(E(S), P). Si Ker(f)
0, el médulo f(E(S)) es un médulo inyectivo por ser isomorfo a E(S
Como f(E(S)) < P < E(P), existe T < E(P) tal que f(E(S)@T
E(P). De aqui que P+ T = E(P), pero esto contradice que P < E(P
Por lo tanto Ker(f) # 0. Ahora, como S < E(S), se sigue que 0
SN Ker(f) < Sy porser S simple, se tiene que S C Ker(f). Ya que
lo anterior no depende de P ni de f, podemos concluir que 0 # S C

~—

|

Como consecuencia de la proposicion anterior tenemos el siguiente

Corolario 2.13 Sea R un anillo artiniano. Entonces todo médulo inyectivo
no cero no es cosingular.
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Demostracion.
Sea () € R-Mod un médulo inyectivo, no cero. Como R es artiniano, se tiene
que existen modulos simples S;, con ¢ € I, tales que

Q=P E(S).
el
Ahora, por el inciso (4) de la Proposicién 2.5, tenemos que
Z(Q) = P E(ES)).

iel

Por la Proposicién 2.12, para cada i € I, se tiene que Z(E(S;)) # 0. Por lo
tanto Z(Q) #0. =

Definicién 2.14 Un R-moédulo M se llama cosemisimple si para todo submodu-
lo K de M, Rad(M/K) = 0.

Ejemplo 2.15 Todo médulo semisimple es cosemisimple.

Teorema 2.16 (O. E. Villamayor) Para un anillo R las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) Todo R-mdédulo simple es inyectivo;
(2) Todo R-mddulo es cosemisimple.

Demostracion.

Supongamos que todo R-mddulo simple es inyectivo. Sea M un R-mddulo y
0 # x € M. Luego, el conjunto A = {N < M | x ¢ N } es no vacio pues
el modulo cero es un elemento de dicho conjunto, ademas cada cadena C de
elementos de A tiene una cota superior en A, a saber, U{N | N € C }. Asi,
por el lema de Zorn, existe N < M maximo entre los submédulos L de M
tales que x ¢ L. Ahora, si definimos al R-médulo K como sigue

K:=n{S<M|N<S},
tenemos que x € Ky K/N es simple, por lo que es inyectivo. Asi

M/N = K/NED H/N,
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para algin submédulo H de M. Como xz € K \ N, entonces © ¢ H y dado
que N < H se sigue que N = H. Por lo tanto M/N es simple y N es un
submédulo maximo de M. Ahora, si Rad(M) # 0, entonces existe un ele-
mento x # 0 que pertenece a todos los submddulos maximos de M, pero
hemos visto ya que esto no ocurre. Por lo tanto Rad(M) = 0.

Como lo anterior ocurre para cualquier R-mddulo, en particular ocurre para
cualquier cociente de un modulo, es decir, Rad(M/K) = 0 para todo R-
moédulo My cualquier K < M. Concluimos entonces que todo R-moédulo es
cosemisimple.

Supongamos ahora que todo R-médulo es cosemisimple y sea S un R-modu-
lo simple. Utilizaremos el criterio de Baer para mostrar que S es inyectivo.
Para ello consideremos un ideal izquierdo I de Ry f € Hom(I,S). Note-
mos que si f = 0, la extensién buscada es la trivial. Asi, supongamos que
K := Ker(f) # I. Por hipétesis, tenemos que R es cosemisimple, asi que
Rad(R/K) = 0. Consideremos la proyeccién canénica 7 : R — R/K. Por el
teorema de la correspondencia existe un ideal izquierdo maximo J de R tal
que K < J, més atn, podemos suponer que I % J, ya que en caso contra-
rio K = I. Ahora, como I/K = S, entonces I/K es simple y de aqui que
J NI = K. Tenemos entonces que

R_J+1_ I 1

J J JnI K

I

S.

Asi, si f = aorm, donde 7 : R — R/ J es la proyeccién canénica y « : R/J — S
es el isomorfismo anterior, entonces f € Hom(R,S) y es tal que f oL = f,
en donde ¢ es la inclusion de I en R.

‘>R

Por lo tanto S es inyectivo. m

Definicién 2.17 Un anillo R que satisface las condiciones equivalentes del
teorema anterior se llama V-anillo.

Ejemplo 2.18 Sabemos que si R es un anillo semisimple, entonces todo
R-médulo es inyectivo. Por lo tanto, todo anillo semisimple es un V-anillo.
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Teorema 2.19 Para un anillo conmutativo R las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) R es un V-anillo
(2) Todo ideal de R es idempotente

(3) Para cualesquiera ideales I, J de R se tiene que I.J = 1N J.

Demostracion.

(1) = (2) Supongamos que existe un ideal I de R tal que I? < I. Como
R es un V-anillo, tenemos que Rad(R/I?) = 0, as{ que existe J un ideal de
R méximo con la propiedad de que I? < J pero I £ J. Entonces R = J + I,
de donde 1 = j + 7 para algunos j € J e i € I. Se sigue que i = ij + 4% y de
aqui que 1 = j+1i = j + (ij + i?), es decir, 1 € J, lo cual no puede ocurrir
pues J < R. Por lo tanto, todo ideal de R es idempotente.

(2) = (3) Sean I, J dos ideales de R. Es claro que IJ < I N J. Por otro
lado, tenemos que I NJ < I,J, de donde (I N J)? < IJ, pero por hipétesis
(INJ)2=1INnJ, asi que INJ <IJ. Porlo tanto [J =1NJ.

(3) = (1) Sean I un ideal de R, S un R-médulo simple y f € Hom(I,S).
Mostraremos que f se puede extender a un morfismo de R a S. Sea K =
Ker(f), st K = I es claro que f se extiende de manera trivial a todo R.
Supongamos que K < I. Como S es simple, S & [/K, por lo que K es
méximo en /. Ahora, sea T'= Ann(S), donde Ann(S) denota el anulador de
S. Note que para todo s € S\ {0}, Ann(S) = ann(s), pues S es simple, asi
que T' = ann(s) para todo s € S\ {0}. Luego f(T'I) = T'S = 0, por lo que
TI < K. Ahora, por hipétesis, TI =T NI, asi que TNI < K < [y de aqui
que [/K < 1/(T'NI). Luego,

R/T =R/(ann(s)) = Rs=S=I/K<I/(T'Nnl)=(T+1)/T,

de donde R =T + I. Asi, si r = t + i € R, definimos f(r) = f(i). Tenemos
que f € Hom(R,S) y cumple que four=f, donde . € Hom(I,R) es la
inclusién candnica. Por lo tanto, todo R-moédulo simple es inyectivo, asi que
por el Teorema 2.16, R es un V-anillo. m

Ejemplo 2.20 Si R es un anillo booleano, entonces es un V-anillo.
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Proposiciéon 2.21 Todo R-moédulo es no-cosingular si y sélo si R es un V-
anillo.

Demostracion.

Sean R un V-anillo y M € R-Mod. Por el Teorema 2.16, se tiene que M es
cosemisimple. Entonces si N < M, Rad(M/N) = 0, por lo que existe L < M
méximo tal que N < L. Luego M/L es simple y por lo tanto inyectivo.
Asi, M/L no es pequeno. Lo anterior implica, por la Proposicién 1.5, que
M/N no es pequeno. Finalmente, de la Proposicién 2.4, se sigue que M es
no-cosingular.

Ahora, supongamos que todo R-mddulo es no-cosingular y sea S un R-
madulo simple. Si S fuera pequefio, tendriamos que Z(S) C Ker(1g) =0, lo
cual no puede ocurrir pues Z(S) = S. Por la Proposicién 2.11, S es inyectivo.
Como lo anterior vale para cualquier R-moédulo simple, se tiene que R es un
V-anillo. =



Capitulo 3

La teoria de torsion cogenerada
por la clase de los moédulos
pequenos

En este capitulo estudiamos la teoria de torsion cogenerada por la clase
de los médulos pequenos y damos condiciones bajo las cuales esta teoria de
torsién se escinde. Comenzamos recordando lo siguiente.

Definicién 3.1 Sea A una clase no vacia de R-mddulos, definimos

A" = {M € R-mod | Hom(M,N) =0, VN € A}

A*={M € R-mod | Hom(N,M) =0, VN € A}.

Una pareja {7, F} de clases no vacias de R-médulos se llama una teoria
de torsiénsi T = FOy F = T*. La pareja {A*’, A*} es una teorfa de torsién
que se llama la teoria de torsién generada por A. La pareja { A%, A% } es
también una teoria de torsién que se llama la teoria de torsion cogenerada
por A.

Consideremos la clase § de todos los R-mdédulos pequenos. Denotamos
por (7s,Fs) a la teoria de torsién cogenerada por S. Tenemos la siguiente

Proposicién 3.2 Para la teoria de torsién (7s, Fs), se cumplen las siguien-
tes afirmaciones:

23
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(1) La clase de torsion Ts es la clase de todos los R-médulos no-cosingulares.

(2) La clase libre de torsién Fs es la clase de todos los R-mddulos para los
cuales cualquier submédulo no cero no es no-cosingular.

Demostracién.

(1) Para M € R-Mod, se tiene que M € Tg siy solo si Hom(M,S) = 0 para
todo S € S, es decir, si y sdlo si Ker(g) = M para todo g € Hom(M, S)
con S € Sy lo anterior ocurre si y sélo si Z(M) = M.

(2) Para M € Fg, se tiene que Hom(C, M) = 0 para cualquier R-médulo C'
no-cosingular. Asi, si N es un submdédulo no-cosingular de M, entonces
la inclusién ¢ de N en M cumple que i € Hom(N, M) = 0. Por lo tanto
N = 0. Ahora, sea M un R-médulo tal que cualquier submoédulo no cero
no es no-cosingular y sea C' un R-mdédulo no-cosingular. Entonces, por
la Proposicién 2.9, para cualquier ¢ € Hom(C, M) se tiene que g(C)
es un submddulo no-cosingular de M. Por lo tanto g(C') = 0 para todo
g € Hom(C, M), esto es, M € Fgs.

Recordemos también que dada una teoria de torsion {7, F}, podemos aso-
ciarle un radical p como sigue:

p(M)=Tr(T,M) = Re(M,F),
donde M es cualquier R-mdédulo.

Proposicién 3.3 Sea ps el radical asociado a la teoria de torsién (7s, Fs).
Si M € R-Mod, entonces ps(M) es el submédulo no-cosingular més grande
de M.

Demostracion.
Por el Corolario 2.10, ps(M) = Tr(Ts, M) es un médulo no-cosingular. Mas
aun, si N < M es no-cosingular entonces

N =i(N) < S{AL)|f € Hom(L, M) y L € Ts} = Tr(Ts, M) = ps(M).
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Definicién 3.4 Sea M € R-Mod. Definimos §O(M) = M,_? 1(M) =
Z(M) y de manera inductiva, si & no es un ordinal limite, Z (M) =
Z(Z a_l(M)) y si a es un ordinal lfimite, Z “(M) := Nsca Z ﬁ(M)

Notemos que la definicién anterior induce una cadena descendente
MDZMD2Z*(M)D---

de submodulos de M.

Ahora, observemos que si L < M es un submodulo no-cosingular, entonces
L C Z “(M) para todo ordinal o.. Como por la Proposicién 3.3 ps(M) es no
cosingular, se sigue que

ps(M) € (2 “(M).

Pero notemos que la cadena antes mencionada se estaciona para algun
ordinal /3, ya que en caso contrario tendriamos una cadena de submddulos

indexada por ordinales en el conjunto M. Asi que (), Z " (M) = zﬁ(M )
para algin ordinal . Luego, por la Proposicién 3.3, ?B(M ) € ps(M). Por
lo tanto

ps(M) =()Z “(M).

Lema 3.5 Sean M € R-Mod y a > 1 un ordinal. Entonces L <. Z (M)
en M siy sélosi Z “(M)/L es pequeiio.

Demostracién.

La necesidad se sigue de la definicién de submoédulo coesencial.

Ahora, para la suficiencia, supongamos que M/L = Z “(M)/L + N/L para
algin submédulo N de M que contenga Ly que m € Hom(M,M/N) es la
proyeccion candnica. Entonces

M/N = (Z *(M)+ N)/N C (Z(M) + N)/N = x(Z(M)) € Z(M/N),

de donde M/N es no-cosingular. Sea 7" € Hom(M /L, M/N) la proyeccién
canénica. Entonces 7' (Z “(M)/L) = M/N, de donde M /N es pequeio, pues
Z CY(M )/L lo es. Tenemos entonces que M/N es no-cosingular y pequeno,
por lo tanto M = N. Asi, Z “(M)/L < M/L. =
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Teorema 3.6 Sean M € R-Mod y a > 1 un ordinal. Entonces

Z (M) = (LI L <e Z *(M) en M}.

Ademés, la familia de todos los submédulos coesenciales de Z “(M) en M
es cerrada bajo intersecciones finitas.

Demostracion. -
Si L <. Z“(M) en M, entonces Z “(M)/L es pequeiio y de ahi que
Z(Z a(M)/L) = 0. Ahora, por la Proposicién 2.5 inciso (6), Z aH(M) es el
submédulo més pequeno de Z “(M) tal que

Z(Z“(M)/Z (M) =0,
Por lo tanto Z QHW ) < L. Como lo anterior sucede para cualquier submédu-
lo coesencial L de Z “(M) en M, se sigue que

Z (M) < (LI L <o Z (M) en M}

Ahora, seah € Hom(Z “(M), S) con S un médulo pequeiio. Como h(Z OL(M'))
< Sy S es pequeno, tenemos que h(? “(M )) es pequeno. Pero

hZ “(M)) =2 Z“(M)/Ker(h).
Luego, por el Lema 3.5, Ker(h) <. Z (M) en M, de donde
(LI L <ce Z°(M) en M} < Ker(h)
y por lo tanto
(VLI L <e Z (M) en M} < 2“7 (M),

Finalmente, si L, N <. Z "(M) en M, entonces Z “(M)/L y Z “(M)/N
son modulos pequenos. Como la clase de los médulos pequenos es cerra-
da bajo sumas directas finitas, tenemos que 2 “(M)/L@Z “(M)/N es un
médulo pequeiio. Més atin, Z “(M) /(LN N) es isomorfo a un submédulo de

ZM)/LPZ “(M)/N, por lo que también es un médulo pequefio. Luego,
por el Lema 3.5, LN N <, Z “(M)en M. m

Como consecuencia de este teorema, tenemos el siguiente
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Corolario 3.7 Sea M € R-Mod. Si Z(M) tiene una cocerradura en M,

entonces Z 2(M ) es la tnica cocerradura de Z(M) y asi, es el submédulo
no-cosingular mas grande de M.

Demostracion.

Mostraremos primero la unicidad. Para ello, sean L y N dos cocerraduras de
Z(M) en M. En particular, L y N son submédulos coesenciales de Z(M) en
M, asi que por el Teorema 3.6, LN N <. Z(M) en M. Luego L = N, pues
L y N son cocerrados. o o

Entonces, sea L la cocerradura de Z(M) en M. Si H <.. Z(M) en M, por
la Proposicion 1.28, L < H y asi L < Z 2(]\4) por el Teorema 3.6. Por otro
lado, como L <. Z(M) en M tenemos, por el Teorema 3.6, que Z 2(M) < L.
Luego, Z 2(]\/[) es la tnica cocerradura de Z(M) en M.

Ahora, si H <. Z 2(M) en M, como Z 2(]\4) <ce Z(M) en M, tenemos que
H <. Z(M) en M. Se sigue del Teorema 3.6 que Z 3(M) =Z 2(M) y asi
Z (M) es el submédulo no-cosingular més grande de M. m

Teorema 3.8 Sean M, N € R-Mod con M ampliamente suplementado, L <
My f € Hom(L, N) un epimorfismo. Entonces Z 2(L) es el submédulo no-
cosingular més grande de Ly f(Z 2(L)) =Z 2(N).

Demostracién.
Por el Teorema 1.26, podemos tomar una cocerradura H de L en M. Ahora,
como M es ampliamente suplementado y H es cocerrado, por la Proposi-
cion 1.23, se tiene que H es un suplemento. Luego, por el Lema 1.9, H es
ampliamente suplementado. Ademas, como H <. L en M, se sigue de la
Proposicién 1.15 que L = H + S con S un mdédulo pequeno. Entonces, por
la Proposicién 2.7, Z(L) = Z(H). Ahora, Z(H) < H y H es ampliamente
suplementado, por lo que Z(H) tiene una cocerradura en H. Por el Corolario
3.7, 2 2(H) es la tinica cocerradura de Z(H)en Hy Z 2(H) es el submédulo
no-cosingular més grande de H. Luego, como Z 2(L) =Z 2([—[ ), tenemos que
Z 2(L) es el submddulo no-cosingular mas grande de L.

Por otro lado, tenemos que N = f(L) = f(H)+f(S), con f(S) un médulo
pequeno y asi
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Dado lo anterior, podemos definir g = f |fH(H) . Entonces g € Hmn([—]7 f(H))

es un epimorfismo. Sea A = g~'(Z 2(N)) y K una cocerradura de A en H.
Entonces A = K + P, con P un médulo pequeiio. Por el Lema 1.8, f(H)
es ampliamente suplementado, por lo que Z ( f(H )) tiene una cocerradura

en f(H) que, por el Corolario 3.7, es zz(N) y éste es no-cosingular. Ahora,
g(P)< Z 2(N) vy g(P) es pequeno, entonces por el inciso (1) del Lema 2.8,
g(P)< Z 2(N). Luego, como

NN
=
I
S
=
I

9(K) +g(P),

tenemos que g(K) = Z 2(N ). Notemos que K es suplemento en H pues H es
ampliamente suplementado y K es cocerrado en H; luego, por el Lema 1.9,
K es ampliamente suplementado. Asi, K N Ker(g) tiene un suplemento B en
K, esto es, B+ (KNKer(g)) = Ky BNnKer(g) = BN (KNKer(g)) < B.
Por otro lado, g(B) = g(K) = Z *(N) v asi B/(Ker(g)NB) = Z *(N), pues
Ker(g) N B = Ker(g|g). Por lo tanto g|p : B — ?2(]\[) es un epimorfismo
superfluo y como Z 2(N ) es no-cosingular, tenemos que B es no-cosingular.
Pero Z 2(H ) es el submédulo no-cosingular méas grande de H, por lo que

B<Z 2(H ). Tenemos entonces que

— 2

Z(N)=g(B) <g(Z*(H) =f(Z"

(H)) = f(2 (L)).

Corolario 3.9 Sean M, N € R-Mod con M ampliamente suplementado, L
un subfactor de M y f € Hom(L, N) un epimorfismo. Entonces Z 2(L) es el

submédulo no-cosingular mas grande de Ly f(Z 2(L)) =Z 2(N ).

Recordemos que un radical se llama cohereditario si la teoria de torsion
asociada {7, F} es cohereditaria, es decir, si para cualquier epimorfismo
f € Hom(M, N), sucede que f(p(M)) = p(N).

Teorema 3.10 Sea R un anillo tal que todo R-mdédulo inyectivo es amplia-
mente suplementado. Entonces

(1) ps(M) = Z *(M) para todo M € R-Mod;

(2) Ts = {M € R-Mod | Z *(M) = M};
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(3) Fs={M € R-Mod | Z *(M) = 0};
(4) ps es cohereditario.

Demostracién.

(1) Para M € R-Mod, tenemos que M < E(M) y E(M) es ampliamente
suplementado. Entonces, por el Teorema 3.8, Z 2(]\4 ) es el submddulo
no-cosingular més grande de M y por la Proposicién 3.3,

(2) Por el inciso (1), ?2(M) = M siy so6lo si ps(M) = M. Luego, por

la Proposicion 3.3, lo anterior ocurre si y sélo si M es no-cosingular.
Finalmente, por la Proposicién 3.2, tenemos que

Ts = {M € R-Mod | Z *(M) = M}.
(3) Por el inciso (1), Z 2(]\/[) = 0 siy sélo si ps(M) = 0. Por la Proposicién
3.3, lo anterior ocurre si y sélo si 0 es el submddulo no-cosingular mas

grande de M, por lo que cualquier submédulo no cero de M no es no-
cosingular. Asi, por la Proposicién 3.2,

Fs={M e R-Mod | Z *(M) = 0}.

(4) Sea f € Hom(M, N) un epimorfismo. Por el inciso (1) y el Teorema 3.8,
flps(M)) = f(Z 2(]\4)) =Z 2(N) = ps(N). Luego, ps es cohereditario.

Definicién 3.11 Un R-médulo M se llama » -ampliamente suplementado
si cualquier suma directa de copias de M es ampliamente suplementada.

Proposiciéon 3.12 Para un anillo R, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si R es ) -ampliamente suplementado, entonces todo R-mddulo es am-
pliamente suplementado.

(2) Si E(R) es > -ampliamente suplementado, entonces todo R-médulo in-
yectivo es ampliamente suplementado.



30 CAPITULO 3. TEORIA DE TORSION

Demostracién.

(1) Sabemos que para todo M € R-Mod existen un conjunto / y un epimor-
fismo f € Hom(RY, M). Se sigue del Lema 1.9 que M es ampliamente
suplementado.

(2) Sean M € R-Mod un médulo inyectivo, I un conjuntoy f € Hom(RY), M)
un epimorfismo. Siz € Hom(RY, E(R)!) es la inclusién, entonces existe
g€ Hom(E(R)(I),M) tal que f =gou.

RO~ B(R)D

Luego, como f es un epimorfismo, tenemos que g también lo es. Asi, por
el Lema 1.9, M es ampliamente suplementado.

Lema 3.13 Sean M € R-Mod y H, K, N submoddulos de M tales que K
es un suplemento de N en M y H < M. Entonces K es un suplemento de
N + H.

Demostracion.

Claramente, K + N + H = M. Ahora, sea X < K tal que X + N+ H = M.
Como H <« M, se tiene que X + N = M y de aqui que X = K. Por lo tanto,
K es suplemento de N+ H en M. m

Proposicién 3.14 Sean M € R-Mod y N < M. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe un sumando directo K de M tal que K < Ny N/K < M/K.

(2) Existen un sumando directo K de M y un submédulo H de M tales que
K<NN=K+HyH<M.

(3) M se descompone como M = K@ K', con K < Ny K'NN < K.
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Demostracion.

(1) = (2) Supongamos que M = K @& K’ para algin K’ < M y que
N/K < M/K. Entonces N = K& (NN K') y M/K = K'. Luego, si
a: M/K — K’ es el isomorfismo anterior, se tiene que a(N/K)=NNK'y
como N/K < M/K, entonces N N K’ < K'. Por lo tanto N N K’ < M.

(2) = (3) Supongamos que M = K @& K’ para algin K’ < M y que
N = K + H con H < M. Entonces K’ es un suplemento de K en M. Lue-
go, por el Lema 3.13, K’ es un suplemento de N = K + H y de aqui que
K'NN < K'.

(3) = (1) Supongamos que M = K ® K'con K < Ny K'NN <« K'.
Entonces N = K@ (NNK’). Por lo tanto M/K = K'y N/K = NNK', pero
por hipdtesis K'NN <« K’ asi que N/K < M/K. |

Definicién 3.15 Un R-moédulo M se llama elevador si todo submédulo N de
M satisface alguna de las afirmaciones equivalentes de la proposicion anterior.

Lema 3.16 Sea M un R—mddulo elevador. Entonces se cumplen las siguien-
tes afirmaciones:

(1) Cualquier submddulo cocerrado de M es un sumando directo.

(2) M es ampliamente suplementado.

Demostracion.

(1) Sea N un submédulo cocerrado de M. Como M es elevador, por la Pro-
posicion 3.14 (1), existe un sumando directo K de M tal que K < Ny
N/K <« M/K. Como N es cocerrado en M, K = N.

(2) Sean N y L submddulos de M tales que M = L + N. Exhibiremos un
suplemento de L en M contenido en N.
Por la Proposicién 3.14 (3), existen un sumando directo K de M y un
submédulo H de M tales que K < N, N =K & Hy H < M. Luego,
M=L+N=L+K+ HycomoH < M, entonces M =L + K.
Ahora, aplicando la Proposicién 3.14 (3) al submédulo L N K, tenemos
que existen un sumando directo K7 de M y un submédulo H; de M tales
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que K1y < LNK, LNK = K, & H, y H < M. Entonces K; es un
sumando directo de K, pues K; es un sumando directo de M y K; < K.
Afirmamos que H; es superfluo en K. En efecto, si X es un submédulo
de K tal que K = Hy + X, entonces M = Hi + X + 7T, donde T' < M
es tal que K @ T = M. Pero H; < M, asi que M = X + T y de ahi que
X =K.

Sea Ky < M tal que K = K; @ K. Es claro que K5 es un suplemento de
K7 en K, asi que, por el Lema 3.13, tenemos que K5 es un suplemento
de K1+ Hien K, pues HH K K. Asi, M =L+ K =L+ K|+ Ky =
(K1 + Hy) N Ky < K. Por lo tanto K5 es un suplemento de L en M.

La demostracién del siguiente teorema puede ser consultada en [4].

Teorema 3.17 Para un anillo R, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

(1) Todo R-médulo inyectivo es elevador;

(2) R es neteriano y todo R-médulo no pequeno contiene un submédulo

inyectivo;

(3) Todo R-médulo se puede expresar como la suma directa de un médulo

inyectivo con un médulo pequeno.

Y el siguiente resultado en [9].

Lema 3.18 Para un anillo R las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R es perfecto;

(2) Todo R-mddulo es ampliamente suplementado.

Recordemos que una teoria de torsion (7, F) se escinde si cada R—méddulo

M se descompone como M = My & My con My € T y My € F.

Teorema 3.19 Sea R un anillo. Entonces la teoria de torsién (Ts, Fs) se
escinde en los siguientes casos:



(1)
(2)
(3)
(4)
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Todo R-médulo inyectivo es elevador.
R es un V-anillo.
R es perfecto y no hay R-modulos simples inyectivos.

Todo R-médulo cosingular es proyectivo.

Demostracion.

(1)

Por el Teorema 3.17, tenemos que todo R-médulo M se puede escribir
como M = Q & S, donde () es un R-moédulo inyectivo y S un R-médulo
pequeno. También tenemos que R es neteriano, asi que @ = @, ; £,
donde los E;, © € I, son submddulos inescindibles de (). Consideremos
ahora los siguientes conjuntos

I, :={i € 1| E; es no-cosingular} e I,:=1\I.

Definimos Ny == @, Fi v N2 = @D,¢, Ei- Notemos que si i € I,
entonces Z(E;) = E;. Ahora, si i € I, entonces Z(E;) < E;. Luego, por
el Teorema 3.17, Z(E;) = Q; ® P; con @Q; un médulo inyectivo y P; un
modulo pequeno. Tenemos entonces que (); es un submodulo inyectivo de
E; y por lo tanto un sumando directo de E;. Pero E; es inescindible, por
lo que @Q; = 0y de aqui que Z(E;) = P;, es decir, Z(E;) es un médulo
pequeno, asi que z2(E,~) = 0. Luego, por el Lema 3.16 y el Teorema 3.10,
N1 € Tsy No® S € Fs. Finalmente, como M = N1 & (N, @ S), tenemos
que la teoria de torsién (7s, Fs) se escinde.

Si R es un V-anillo, de la Proposicion 2.21 tenemos que todo R-modulo
es no-cosingular, asi que, por la Proposicién 3.2, 75 = R-Mod. Luego, la
teorfa de torsién (7s, Fs) se escinde.

Como R es perfecto existen elementos idempotentes e; € R tales que
> e; =1y R = @®;Re;. Més ain, cada Re; es inescindible y Rad(Re;)
es un submoddulo superfluo méximo de Re;. Luego, Re;/Rad(Re;) es
un R-moédulo simple que, por hipdtesis, no puede ser inyectivo. Asi,
Re;/ Rad(Re;) es pequenio. Se sigue, del inciso (6) de la Proposicién 2.4,
que Z(Re;) < Rad(Re;). Luego Z(Re;) < Re;, por lo que ?2(1%61-) =0.

Por lo tanto ZQ(R) = 0. Ahora, por el Lema 3.18, todo R médulo es am-
pliamente suplementado, en particular los R-mddulos inyectivos. Luego,
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como todo R-modulo M es imagen homomorfa de un R-mdédulo libre, del
Teorema 3.10 se sigue que R-Mod=Fs. Por lo tanto, la teoria de torsion
(7s, Fs) se escinde.

(4) Sea M € R-Mod. Como Z(M/Z(M)) = 0, por la hipétesis, M/Z(M)
es proyectivo. Por lo tanto existe 6 : M/Z(M) — M tal que 7o 6 = Id.

M/Z(M)

0 - lld
Ve

M~ M/Z(M)

Asi que Z(M) es un sumando directo de M, esto es, existe T' < M tal que
M = Z(M) ® T. Observemos que T" es cosingular pues 7' = M/Z(M).
Ahora, como Z(M)/ Ez(M ) es cosingular, por el razonamiento anterior,
existe K < Z(M) tal que Z(M) = zQ(M) ® K y K es cosingular. Asi,
M = zQ(M) ®(K®T) con K@®T cosingular. Pero Z(M) es el menor
submédulo de M tal que M/Z(M) es cosingular y como ?2(M ) < Z(M),
entonces Z(M) = ?2(M). Por lo tanto M = Z(M) @ T con Z(M) no-
cosingular y T" cosingular. Luego, la teorfa de torsién (7s, Fs) se escinde.

[ ]
Como consecuencia de este teorema tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 3.20 Sea R un anillo tal que todo R-médulo inyectivo es amplia-
mente suplementado y todo R-modulo cosingular es proyectivo. Entonces la
clase de los R-modulos cosingulares es cerrada bajo cocientes.

Demostracion.
Sean L un R-médulo cosingular, H < L y m : L. — L/H la proyeccién
canénica. Como L < E(L) que es ampliamente suplementado, por el Teorema

3.8,0= W(?z(L)) = ?2(L/H). Luego, como en la prueba del inciso (4) del
Teorema 3.19, tenemos que §Q(L/H) = Z(L/H). Concluimos que L/H es
cosingular. m

Corolario 3.21 Sea R un anillo tal que todo R-médulo inyectivo es amplia-
mente suplementado. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Todo R-médulo cosingular es proyectivo
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(2) Todo R-médulo es suma directa de un R-mddulo no-cosingular con un
R-moédulo semisimple.

Demostracién.

Sea M € R-Mod y supongamos (1). Por la prueba del inciso (4) del Teorema
3.19, tenemos que M = N & L con N no-cosingular y L cosingular. Proba-
remos que L es semisimple. Para ello consideremos H < L. Por el Corolario
3.20, la imagen homomorfa de un moédulo cosingular es cosingular, asi que
L/H es cosingular y por hipétesis proyectivo. Entonces existe un morfismo
f:L/H — L tal que mo f = Id.

L/H

7
I, l[d
7/

L> ~L/H

Luego, H = Ker(rm) es un sumando directo de L, por lo que podemos concluir
que L es semisimple.

Ahora, sea M € R-Mod cosingular y supongamos (2). Por hipdtesis,
M = N @ S con N no-cosingular y S semisimple. Entonces 0 = Z(M) =
N @ Z(S) y por lo tanto N = Z(S) = 0. Luego M = S, es decir, M es un
modulo semisimple. Entonces basta probar que cualquier médulo cosingular
simple es proyectivo.

Sea S un R-mdédulo cosingular simple y f : N — S un epimorfismo. Por
hipotesis, N = H & K, donde H es no-cosingular y K es semisimple. Por
el inciso (2) de la Proposicion 2.5, f(H) = 0. Luego Ker(f) = Ker(f) N
(He K)= (Ker(f)nH)® (Ker(f)NK)=H& (Ker(f)NK). Como K es
semisimple, Ker(f) N K es un sumando directo de K. Se sigue que Ker(f)
es un sumando directo de N. Luego f se escinde, esto es, S es proyectivo. m
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Capitulo 4
Modulos elevadores y Z

En este capitulo presentamos algunos resultados sobre médulos elevadores
. S . =2
encaminados a dar una caracterizacion de ellos por medio del funtor Z.

Lema 4.1 Sean M € R-Mod un médulo elevador y L < M un sumando
directo de M. Entonces L es un modulo elevador.

Demostracion.

Sea N un submédulo de L. Como N es un submoddulo de M y M es un
modulo elevador, existen un sumando directo K de M y un submédulo H de
M tales que K < N, N =K+ H y H < M. Entonces existe un submaédulo
Jde M tal que M = K & J y como K < N < L, se sigue que

L=LNnM=LNn(K&J)=Ka&(LnJ).

Luego, K es un sumando directo de L. Probaremos ahora que H < M. Para
ello sean T" un submoédulo de M tal que M = L & T y X un submodulo de
L tal que L =X+ H. Entonces M = L&T =X+ H+T. Pero H <K M,
asi que M = X @& T y de aqui que X = L. Concluimos que L es un médulo
elevador. m

Proposicion 4.2 Sean M € R-Mod débilmente suplementado y My, My <
M tales que M = M; & M,. Supongamos que para todo submoddulo coce-
rrado N de M tal que M = N + M; o M = N + M,, se tiene que N es
un sumando directo de M. Sea K un submoédulo cocerrado de M tal que
cualquier submédulo de M/K tiene una cocerradura en M /K. Entonces K
es un sumando directo de M.

37



38 CAPITULO 4. MODULOS ELEVADORES Y Z

Demostracién.

Consideremos el submédulo (K + M;)/K de M /K. Por hipétesis, existe una
cocerradura N/K de (K + M;)/K en M/K. Entonces N/K es cocerrado,
asi que, por el inciso (2) del Lema 1.24, se sigue que N es cocerrado en M.
Ademsds, tenemos que N/K es un submédulo coesencial de (K + M;)/K en

M/K, es decir,
K+ M, N<<M N
K K K/ K

y de aqui que (K 4+ M;)/N < M/N, es decir, N es un submddulo coesencial
de K + My en M. Como M = (K + M;) + M, por la Proposicién 1.12,
M = N + M. Entonces, por hipétesis, existe N’ < M tal que M = N & N'.
Por lo tanto, tenemos que NN (K +N') = K+ (NNN') =Ky M =
N+ (K+N'). Asique M/K = N/JK@®(K+N')/K y de aqui que (K+N')/K
es un suplemento en M/K. Luego, por la Proposicién 1.21, (K + N')/K
es un submoédulo cocerrado en M/K y, por el inciso (2) del Lema 1.24,
K + N’ es un submddulo cocerrado en M. Como N < K + M, entonces
M=N+(K+N') < (K+M,;)+ N = (K+ N')+ M. Luego, por hipétesis,
K + N’ es un sumando directo de M. Asi, existe un submdédulo K’ de M
tal que M = (K + N') @ K'. Ahora, notemos que (K + N') N (N' + K') =
N+ ((K—i— N') OK’) = N’ y de aqui que

NNN' = NN(K+N')N(N'+K') = (K+(NNN"))N(N'+K') = KN(N'+K),

es decir, KN (N'+ K') = 0. Y como M = (K + N') ® K’, se sigue que
M =K & (N'+ K'), es decir, K es un sumando directo de M. m

Corolario 4.3 Sean M € R-Mod ampliamente suplementado y My, My <
M tales que M = M;® M,. Supongamos que para todo submédulo cocerrado
N de M tal que M = N+ M, o M = N + My, se tiene que N es un sumando
directo de M. Entonces todo submédulo cocerrado de M es un sumando
directo de M.

Demostracion.

Sea K un submédulo cocerrado de M. Por el Lema 1.8, M/ K es ampliamente
suplementado y por el Teorema 1.26, todo submédulo de M/K tiene una
cocerradura en M /K. Finalmente, por la Proposicién 4.2, tenemos que K es
un sumando directo de M. m
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Teorema 4.4 Sean M un R-médulo ampliamente suplementado y M, M,
submodulos de M tales que M = M; & M,. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) M es elevador.

(2) Todo submoédulo cocerrado K de M tal que M = K+ M; 0 M = K+ M,
es un sumando directo de M.

(3) Todo submddulo cocerrado K de M que sea un submédulo coesencial de
K+M;en M ode K4+ M, en M o que cumpla que M = K+M; = K+ M,
es un sumando directo de M.

Demostracion.

(1) = (2) Supongamos que M es un médulo elevador y sea K un submédu-
lo cocerrado de M tal que M = K + M; o M = K + M,. Entonces, por el
Lema 3.16, K es un sumando directo de M.

(2) = (1) Sea N un submédulo de M. Como M es ampliamente suple-
mentado, por el Teorema 1.26, existe una cocerradura K de N en M. Por lo
tanto, K es un submodulo coesencial de N en M y cocerrado en M. Luego,
por (2) y el Corolario 4.3, K es un sumando directo de M. Asi, por la Pro-
posicién 3.14 (1), M es un moédulo elevador.

(2) = (3) Sea K un submddulo cocerrado de M. Notemos que si K es
coesencial en K + M; en M, entonces, como (K + M)/ K + (K + M)/ K =
M/ K, tenemos que K+ M, = M. Similarmente, si K es coesencial en K + M,
en M, entonces K + M; = M. En cualquier caso, por (2), K es un sumando
directo de M.

(3) = (2) Sea K un submédulo cocerrado de M tal que M = K +
M; o M = K + M,. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que M =
K + M;. Como M es ampliamente suplementado, por el Lema 1.8, M/K es
ampliamente suplementado. Luego, por el Teorema 1.26, (K + M;)/K tiene
una cocerradura N/K en M/K, es decir, N/K <. (K+ M;)/K en M/K y
N/K <. M/K. Como K < N < K + My, tenemos que N + M; = K + M,
y por lo tanto (N + M;)/N < M/N, es decir, N es un submédulo coesencial
de N + M; en M. Ahora, como M es ampliamente suplementado, K es
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cocerrado en M y N/K es cocerrado en M/K, por el Lema 1.24, se sigue
que N es cocerrado en M. Tenemos entonces que N es coesencial en N + M,
en M y cocerrado en M, asi que, por (3), N es un sumando directo de M,
es decir, existe un submédulo N’ de M tal que M = N @& N’. Entonces
M = N+ (K + N') y, por la ley modular, N N (K + N’) = K. Se sigue que
M/K =N/K& (K+N')/K. Como (K + N')/K es un suplemento de N/ K,
por el Lema 1.21, (K + N’)/K es cocerrado en M /K. Luego, por el Lema
1.24, K + N’ es cocerrado en M. Ahora, notemos que M = N + N’ + M, =
(K+N")+ M, yque M = K+ M, = (K+ N')+ M,, asi que, por (3), K+ N’
es un sumando directo de M. Luego, como K NN’ C NN N’ = {0}, tenemos
que K + N'= K ® N’y asi K es un sumando directo de M. =

Definicién 4.5 Sean M, N € R-Mod. Se dice que M es N-proyectivo pe-
queno si para todo submédulo H de N y todo homomorfismo g : M — N/H
tal que g(M) < N/H existe un homomorfismo f : M — N tal que o f = g,

f/ g jg
///
N—N/H
donde 7 : N — N/H es la proyeccién canénica.

Observemos que si M es N-proyectivo, entonces es N-proyectivo pequeno.

Lema 4.6 Sean M € R-Mod y My, My < M tales que M = M; & M.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) M; es Ms-proyectivo pequeno;

(2) Para todo submédulo N de M que sea un submdédulo coesencial de N +
M, en M, existe un submédulo N’ de N tal que M = N’ @ M.

Demostracion.

Supongamos que M7 es Ms-proyectivo pequeno y sea N < M un submaédulo
coesencial de N + M; en M. Entonces, por la Proposiciéon 1.12, M = N + M.
Ahora, consideremos el homomorfismo g : My — M/N, my — my; + N y el
epimorfismo f : My — M/N, my — my + N. Como g(M,;) = (N + M;)/N,
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entonces g(M;) < M/N. Luego, por hipétesis, existe un homomorfismo ¢ :
My — M, tal que fop=g.

M,

7
o - Lg
7
A

My —— M/N

Sea N' = {my — ¢(m1) | mq € M;}. Como (f o¢)(mi) = g(my), para cada
my € M, se sigue que m; — @(mq) € N, esto es, N’ es un submddulo de N.
Ahora, ya que M = M; & M, tenemos para cada m € M que m = mq + ma,
con my; € M, y my € M,. Por lo tanto, m = (m1 — gp(ml)) + (go(ml) + mg)
y de aqui que M = N’ + M,. Ahora, notemos que si x € N’ N M,, entonces
me = x = my — @(mq) para algin m; € M; y algin my € M,, de donde
my = my + @(my) € My N My ={0}. Asi que M = N' & M.

Supongamos ahora que para todo submoédulo N de M que sea un submédu-
lo coesencial de N + M; en M existe un submédulo N’ de N tal que M =
N'" & M; y mostremos que M7 es Ms-proyectivo pequeno. Para ello sean H
un submédulo de My, f: My — M,/H un homomorfismo tal que f(M;) <
My/H y 7 : My — M/ H la proyeccién candnica. Ahora, definamos

N = {m1 +my € Ml D M2 ‘ f(ml) = —W(mg),ml c Ml,mg < Mg}

y notemos que si m € H, entonces m =0+ m y n(m) = H = f(0), de aqui
que H < N. Observemos ademas que si m € M, entonces existen my; € My y
ma € M, tales que m = my+mq, pues M = M@ M. Luego, f(my) € My/H
y como 7 es un epimorfismo existe mf € My tal que f(my) = —7w(mb).
Entonces m = (my + mj) + (mg — mj) con my +mbh € Ny mg —mlbh € M,
por lo que M = N + M.

Ahora, como f(M;) < My/H, tenemos que f(M;) = X/H para algin
X < M,. Consideremos el homomorfismo h : My/H — M/N,my + H +—
mo + N. Tenemos que h(X/H) = (X + N)/N y como f(M;) = X/H <
My/H entonces (X + N)/N < M/N. Luego (N + M;)/N < M/N, pues
(N + M;)/N < (X + N)/N. Asi, por hipétesis, existe un submédulo N’ de
N tal que M = N’ & M,. Consideremos 7’ : N' & My — M, la proyecccién
sobre M, asociada a la descomposicién anterior y sea o = 7’[,. Entonces
f=moa, de donde M; es Msy-proyectivo pequeno. m

Lema 4.7 Sean M € R-Mod y My, My, < M tales que M = M; & M.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) M; es Ms-proyectivo;

(2) Para todo submédulo N de M tal que M = N+ Ms, existe un submédulo
N’ de N tal que M = N' @ M,.

Demostracion.

Supongamos que M; es Msy-proyectivo y sea N un submodulo de M tal que
M = N + M,. Consideremos los siguientes morfismos g : M; — M/N,
my — mq + N; la proyeccién canénica m : M — M/N y la inclusion ¢ :
My — M. Como M; es Ms-proyectivo, tenemos que existe un homomorfismo
f:M; — My tal que moro f =g.

I~ %

My2 "o M —— M/N

Se sigue que my + N = f(my) + N para cada m; € M, por lo que
(1 — f)(M;) < N. Ahora, si m € M, entonces existen m; € M; y my €
M, tales que m = my + my = (m1 — f(ml)) + (f(ml) + mg), con lo que
M = My + My < (1 — f)(M;) + M,. Veamos que la suma es directa. Para
ello supongamos que para algin m; € M; y algin my € M, tenemos que
my — f(my) = mg, entonces m; = mo + f(my) € My N My = {0}. Asi,
M= (1—f)(M;)® M con (1 — f)(M;) <N.

Ahora, supongamos (2) y mostremos que M; es My-proyectivo. Para ello
consideremos un R-médulo X, un homomorfismo ¢ : M; — X y un epimor-
fismo f : My — X. Definimos N < M como sigue

N={my—my | my €M ,mye My f(mg)=g(m) }

Notemos que si m € M, existen m; € My y mo € My tales que m =
mi+mg y como f es un epimorfismo, existe mj € M, tal que g(my) = f(m}).
Entonces m = (my — m}) + (m}, + my), de donde M = N + Ms. Luego, por
(2), existe N’ < N tal que M = N’ & M,. Sean p : M — M, la proyeccion
sobre Ms asociada a la descomposicién anterior y ¢ : M; — M la inclusién.
Como (1 — p)(M;) < N’ < N, entonces para todo m; € M; tenemos que

my — p(my) € Ny ast g(my) = f(p(ml)), es decir, g = fopour.
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M,

My——X
2
Por lo tanto M; es Ms-proyectivo. m

Lema 4.8 Sean M € R-Mod y My, My < M tales que M = M; & My y
M, es un médulo elevador. Si My es Ms-proyectivo pequeno, entonces todo
submoédulo cocerrado N de M tal que N es un submoddulo coesencial de
N + M; en M es un sumando directo de M.

Demostracion.

Sea N un submoédulo cocerrado de M tal que N es un submédulo coesencial
de N + Mj; en M. Por el Lema 4.6, existe un submédulo N’ de N tal que
M = N'"@ M,. Se sigue que M /N’ = M, y como M, es un médulo elevador
tenemos que M /N’ es un médulo elevador. Luego, como N es cocerrado en
M, por el Lema 1.20, tenemos que N/N’ es un submédulo cocerrado de M /N’
y, por el Lema 3.16, es un sumando directo de M/N’. Ahora, como N’ es un
sumando directo de M y un submédulo de N, se tiene que N’ es un sumando
directo de N y como N/N’ es un sumando directo de M /N, concluimos que
N es un sumando directo de M. =

Teorema 4.9 Sean M un R-médulo ampliamente suplementado y M, M,
submodulos elevadores de M tales que M = M@ M,. Entonces M es elevador
si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

(1) Mj es My-proyectivo pequeno y todo submédulo cocerrado N de M tal
que M = N + M; es un sumando directo de M,

(2) My es Mi-proyectivo y M es My-proyectivo pequeno.

Demostracion.

Supongamos que se cumple (1) y sea N un submédulo cocerrado de M tal que
es un submodulo coesencial de N + M; en M o un submddulo coesencial de
N + My en M o que cumple que M = N + M; = N + M,. Si N es coesencial
en N + M, entonces, por el Lema 4.8, N es un sumando directo de M.
Supongamos ahora que N es coesencial en N+ Ms. Como M = M;+ N+ Mo,
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por la Proposicién 1.12, M = M; + N, asi que, por (1), N es un sumando
directo de M. Finalmente, si M = N + M; = N + M,, por (1), N es un
sumando directo de M. Se sigue entonces del Teorema 4.4 (3) que M es
elevador.

Ahora, mostraremos que (2) implica (1). Para ello consideremos un submo-
dulo cocerrado N de M tal que M = N + M;. Como M, es M;-proyectivo,
por el Lema 4.7, existe un submédulo N’ de N tal que M = N’ @ M. Se
sigue que M /N’ = M, por lo que M /N’ es un médulo elevador. Luego, como
N es cocerrado en M, por el Lema 1.20, N/N’ es un submédulo cocerrado de
M/N'. Del Lema 3.16 tenemos que N/N’ es un sumando directo de M /N’
y como N’ es un sumando directo de N, concluimos que N es un sumando
directo de M.

Asi, hemos mostrado que (2) implica (1) y (1) implica que M es elevador,
por lo que (2) implica que M es elevador. m

Teorema 4.10 Sea M un R—mddulo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) M es elevador.

(2) M es ampliamente suplementado y M = 52(M )®N, donde N es ?Q(M )-
proyectivo y N y ?2(M ) son médulos elevadores.

Demostracion.
Supongamos que M es un moédulo elevador. Por el Lema 3.16, M es amplia-
mente suplementado y todo submoddulo cocerrado es un sumando directo.
Luego, por el Teorema 1.26 y el Corolario 3.7, ?2(]\/[ ) es cocerrado en M
y es el submodulo no-cosingular mas grande de M. Entonces zQ(M ) es un
sumando directo de M, es decir, M = EQ(M ) @ N, para algun submdédulo N
de M con zQ(N) = 0. Por el Lema 4.1, §Q(M) y N son médulos elevadores.
Ahora, veamos que N es §Z(M )-proyectivo. Para ello consideremos un
submédulo X de ?2(]\/[)7 un epimorfismo f : §Q(M) — ?2(M)/X y un
homomorfismo g : N — ?2(1\/[ )/ X. Definimos L < M como sigue

L={n+z|neN, ze§2(M)yg(n)+f(z):O}.

Como M = zz(M) @ N, si m € M entonces m = n + z, para algunos n € N
y z € ?2(]\/[). Ahora, g(n) € §Q(M)/X y f es un epimorfismo, por lo que
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existe 2’ € §Q(M) tal que g(n) + f(2') = 0. Luego, m =n+ 2"+ (z — 2/), es
decir, m € L + ?2(]\/[) y de aqui que M = L + ?2(1\4). Notemos que si L
es superfluo en M, entonces M = Z (M) y el resultado se cumple. Asi que
podemos asumir que L no es superfluo en M. Ahora, como M es un modulo
elevador, existe un sumando directo K de M tal que K < L, M = K ® K’
para algin K/ < M y L/K < M/K. Luego, de la Proposicién 1.12, tenemos
que M = K + §Q(M ) y de aqui que K’ es imagen homomorfa de ?2(M )y
por lo tanto es no-cosingular. Se sigue, del Teorema 3.8, que K’ C ?2(]\/[ )
y por lo tanto ?2(1\4) =Ko (K ﬂgz(M)). Como M = ?2(]\/[) ® Ny
gg(M) =Ko (K ﬂ?Q(M)), se sigue que K ﬂzz(]\/[) es un suplemento de
K'+ N en M. Luego, por el Lema 1.21, Kﬁ?Q(M) es cocerrado en M y, por
el Lema 1.19, es cocerrado en K. Notemos que segtin el Lema 4.1 K es un
modulo elevador, asi que, por el Lema 3.16, K ﬂzz(M ) es un sumando directo
de K. Luego, existe un submédulo T' de K tal que K =T @ (K N ?2(M)).
Entonces, M = K & K' =T & Z (M)

Seam: M — §2(M ) la proyeccién sobre ?2(M ) asociada a la descomposicion
anterior. Definimos h = 7|y y afirmamos que foh = g.

-2 =2

Z°(M)—~Z°(M)/X

En efecto, si n € N, entonces n = z + ¢ para algunos z € 22(M) yte
T. Como T' < K < L entonces t = n' + 2’ para algunos 2’ € gz(M) y
n’ € N tales que g(n') + f(2') = 0. Luego, n = z + (n’ + 2’), de donde
n—n'=z+4+2 ¢ Nﬂ?Q(M) = {0} y de aqui que n =n’ y z = —2'. Asi,
(F 0 W) = F(h(m) = fln(n)) = F(2) = F(~=') = gln') = g(n), o5 decir
foh =g, lo que muestra que N es Z"(M)-proyectivo.

Ahora, supongamos (2). Como M = §Z(M )@ N y es ampliamente suple-
mentado, por el Corolario 3.7, ?2(1\4 ) es el mayor submdédulo no cosingular
de M y por lo tanto zQ(M) = 22<M) ® ?2(]\/), de donde zz(N) = 0.
Luego, por el Teorema 3.8, si # : N — N/L es la proyeccién candni-
ca, entonces 0 = ﬂ(?Q(N)) = §Q(N/L). Por otro lado, por la Proposi-

cién 2.9, cada una de las imagenes homomorfas de Z" (M) es no cosingu-
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lar. Luego, si L < Ny g: §Q(M) — N/L es un homomorfismo, entonces
g(Z°(M)) = Z°(g(Z*(M))) € Z°(N/L) = 0. Por lo tanto g = 0.

Z (M)
0/ ’ . jg
l'/
N——=N/L

Se sigue que Z (M) es un médulo N-proyectivo. También, por hipétesis, N

es ?2(M )-proyectivo y ?2(1\/[ ) y N son elevadores, asi que, por el Teorema
4.9 (2), M es elevador. m
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