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Introduccion

Este trabajo aborda problemas relacionados con la reconstruccion de funciones enteras que
pertenecen a determinados espacios de de Branges (Definicién 1.3.3), a partir de los valores
que dichas funciones toman en cierto conjunto discreto de puntos dado (Teorema2.1.1). Esto
se lleva a cabo mediante una interaccién entre Teoria de Operadores, Teoria de Funciones y
Teoria de Muestreo. Con el objetivo de familiarizar al lector con el tipo de cuestionamientos que

abordaremos, a continuacion se enuncian dos problemas clasicos de Teoria de Muestreo.

1. El problema de Nevanlinna-Pick fue estudiado de forma independiente por Nevanlinna y
Pick alrededor del anio 1920 [34, Cap.1]. Dados z1, 22,...,2, ¥ @1, ag,...,a, en el disco
unitario D, se buscan condiciones bajo las cuales el problema de interpolacién f(z;) = aj,
j =1, 2,...,n, tiene una solucién f analitica en D y tal que | f(2)| < 1, z € D. El Teorema

de Pick [16, Sec.1.2] establece que este problema tiene una solucién, si y sélo si, la matriz

1 —Zjz jk=1,...n

)

es semidefinida positiva, es decir, z*Mxz > 0 para todo x € C" \ {0}, donde z* es la
transpuesta conjugada de x. Cuando M es semidefinida positiva, existe un producto de

Blaschke de grado a lo mas n que soluciona el problema de Nevanlinna-Pick.

2. Los espacios Paley-Wiener se pueden definir mediante la transformada de Fourier de fun-
ciones con soporte contenido en un intervalo finito centrado en cero [8, Sec. 16]. Dado un

nimero real positivo a, sea

PW, = {f(z) - / e (z)dr ;g € Lg(—a,a)} . (1)

—a

El Teorema de Muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel'nikov (Teorema WSK) establece

5



6 Introduccién

que, cualquier f € PW, admite la siguiente representacion,

sin [a(z — t)]
a(z—t)

FE="7(3)G (2.55),  Gal(zt) =

nez

(2)

donde la serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de C [28, Tma. 7.2.2].

La serie en (2) recibe el nombre de serie cardinal [20]. En la literatura de ingenieria de las
comunicaciones y analisis de senales, las funciones que pertenecen a PW, son llamadas senales
de banda limitada y el nimero a es llamado amplitud de banda de la senal. La razén a/7 es la
frecuencia minima a la que la senal necesita ser muestreada para ser reconstruida completamente
y recibe el nombre de tasa de muestreo de Nyquist [19, Sec. 1.2], [13]. Nos referiremos a la funcién
G (z,t) como nicleo de muestreo. El Teorema WSK establece que toda la informacién de una
senal de banda limitada, esta contenida en los valores que asume en puntos que estan espaciados
de forma equidistante. Existen otras formas de reconstruir una senal de banda limitada, por
ejemplo, la serie de interpolaciéon de Gauss-Newton [20, pag. 47], sin embargo, en aplicaciones de
procesamiento de senales ha predominado el uso de la serie cardinal debido a la forma natural
en que se ajusta al analisis de Fourier.

Ahora considere un espacio de Hilbert B cuyos elementos son funciones enteras. Suponga
que, para cada w € C, la evaluacién puntual f € B — f(w) € C es un funcional lineal continuo.
Por el teorema de representacién de Riesz, esta hipotesis es equivalente a la existencia de una

funcién k : C x C — C tal que,
(i) para todo w € C, la funcién k(-,w) pertenece a B,

(i) para cualesquiera f € By w € C, f(w) = (k(-,w), f(-))5, donde (-, )z denota el producto

interior en B (Seccién 1.1).

La funcién k(z,w) es llamada nicleo reproductor de B. En el Teorema WSK subyace una
estructura matematica que ha permitido establecer generalizaciones de este resultado a la clase de
espacios de Hilbert con ntcleo reproductor [11,12,14,15]. En este trabajo estudiamos férmulas de
muestreo tipo Kramer en un tipo particular de espacios con nicleo reproductor, llamados espacios
de de Branges (Definicién 1.3.3). Los espacios de de Branges que consideramos se originan
a partir de la modelacion de un operador lineal de una cierta clase (Definicién 1.2.13), como
el operador de multiplicacién por la variable independiente en determinado espacio funcional
(Teoremas 1.4.2,1.4.3). A continuacién se describe esta situacién de forma mds precisa. Dado
un espacio de Hilbert H, denotaremos mediante S(H) a la clase de operadores lineales en H que

son cerrados, simétricos, regulares y tienen indices de deficiencia (1,1) (Seccién 1.1, Def. 1.2.12).
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Para cada A € S(H), existe un espacio de de Branges H y un isomorfismo isométrico ¢ : H — H
tal que ® dom(A) = dom(S) y SPp = PAp para todo ¢ € dom(A), donde S es el operador de

multiplicacion por la variable independiente en 7—7,
dom(S) = {f(z) € H : 2f(z) € H},  (Sf)(2):==2f(2),  f(2) € dom(S).

De esta forma, A = ®718® y S = ®AD~!. Cuando esto sucede, decimos que ® transforma al

operador A en el operador S (los operadores A y S son unitariamente equivalentes).

H D dom(A) ran(A) C H
) oL

~ S ~

H D dom(S) ran(S) C H

Mediante este modelo funcional, las propiedades espectrales de las extensiones autoadjuntas
candnicas de A € S(H) permiten establecer férmulas analiticas de muestreo en el espacio #H. Una
extension autoadjunta canénica de A es un operador A(7y) que satisface A C A(y) = A(y)* C A*

(Seccién 1.1). De acuerdo con el Teorema 1.2.14,

(E1) el espectro de cualquier extensién autoadjunta candnica de A consta tinicamente de valores

propios aislados de multiplicidad 1,

(E2) todo nimero real pertenece al espectro de una, y sélo una, extensién autoadjunta canénica

de A,

(E3) los elementos de los espectros de cada una de las extensiones autoadjuntas canénicas de A

estan entrelazados por pares.

De esta forma, si A(7) es cualquier extensién autoadjunta candnica de A entonces,

o= ¥ f0fed. fefl ec ®)

tespec(A(7))

~—

donde k(z,w) es el niicleo reproductor de H y la serie converge uniformemente en subconjuntos
compactos de C (Teorema2.1.1). De acuerdo con el Teorema 1.4.3(iii), si S(y) es una extensién

autoadjunta candnica de S, entonces ®15(7)P es una extensiéon autoadjunta canénica de A.
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Debido a que dos operadores unitariamente equivalentes tienen el mismo espectro, usamos in-
tercambiablemente spec(A(7)) o spec(S(7y)) a lo largo de este texto. Este modelo funcional se
desarrolla de forma detallada en [36-38], [40] y se originé a partir de la teoria de representacién
de Krein para operadores simétricos [18, Sec. 1.2]. Existen otros modelos funcionales para otras
clases de operadores, siendo el mas conocido la forma canoénica de un operador autoadjunto
simple [2, Sec. 69].

El Teorema WSK se puede deducir a partir de una realizacion particular del modelo funcional

antes descrito [40, Sec. 5.2]. En efecto, considere la expresién diferencial

7oL (4)

Sea H = Ly(—a,a), donde 0 < a < +oo. Considere el operador A definido mediante,
dom(4) := {p € AC(=a,a) : p(a) = p(-a) =0},  A:=T, (5)

donde AC(—a,a) denota el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en (—a, a)

(ver (2.2)). De esta forma, A es cerrado y simétrico [2, Sec.49]. Ademds,
dom(A*) := AC(—a, a), A" =T,

lo que implica, en vista de (1.10), que los indices de deficiencia de A son (1,1) [5, Sec. 4.8]. Las

extensiones autoadjuntas candnicas de A pueden ser parametrizadas de la siguiente forma,

dom(A(7)) := {¢ € AC(—a,a) : p(a) = p(—a)e ™}, A(y) =T, v € [0, ).

Ademas,
¥+ nw
a

spec (A(y)) = { ne Z} R ) (©)

donde spec (A(7)) denota al espectro de A(y) [40, Sec.5.2]. Los elementos de los espectros
de cada una de las extensiones autoadjuntas canoénicas de A estan entrelazados por pares y su
unién coincide con R, por lo que A es un operador regular (Definicién 1.2.12). Aplicando el
modelo funcional al operador A obtenemos un espacio de de Branges 7/-2, asi como un isomorfis-
mo isométrico ® : H — H que transforma al operador A en el operador de multiplicaciéon por
la variable independiente en H. El espacio H es, de hecho, el espacio PW, introducido en (1)
y la férmula (2) es una instancia particular de la féormula analitica de muestreo (3) (Seccién 2).

En vista de (6), la sucesién de puntos de muestreo {nw/a : n € Z} es el espectro de una
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extension autoadjunta fija de A. Cuando 0 < a < b < oo, el espacio PW, esta isométricamente
contenido en PWj, es decir, PW, C PW, v [|fllpy, = [ fllpyy, Para todo f € PW,. Ademas,
los puntos de muestreo {n7n/a : n € Z} estan més espaciados entre si que los puntos de muestreo
{nm/b : n € Z}. Estos hechos permiten llevar a cabo los procedimientos de sobremuestreo y
submuestreo [21], [28, Sec. 7.2].

En sobremuestreo, el punto de partida es una funcién f(z) € PW, C PW,. Entonces,

ademés de (2), sucede que
in [b(z — ¢
=X ()G (=5, G=t):= %

nez

Sin embargo, f(z) admite otra representacion,

=3 £ (2) Gy (2,21) (7)

ne”L

con un niicleo de muestreo modificado Guy(z, ) que depende de a y b [28, Tma. 7.2.5]. Mientras
que la convergencia de la férmula de muestreo (2) no es afectada por perturbaciones ¢, en las
muestras f (%), la férmula (7) es més robusta ya que es convergente ain bajo perturbaciones

l en las muestras f (Z2), es decir, si la sucesién {e, : n € Z} es acotada y definimos

Fz) =0 [ (5) + e Gan (= 5) (8)

ne”L

entonces la funcién |f(z) — f(z)| estd acotada uniformemente en subconjuntos compactos de
C [28, Tma.7.2.5].
Por otra parte, en submuestreo se busca aproximar una funcién que pertenece a PW, \ PW,

mediante otra funcién construida formalmente mediante la férmula (2),

=D (%) Ga(z). (9)

nel

La serie en (9) es, en efecto, convergente y ademés la funcién |f(z) — f(z)| estd acotada uni-
formemente en subconjuntos compactos de C [28, Tma.7.2.9]. Existe abundante literatura
sobre estimaciones para sobremuestreo y submuestreo en los espacios Paley-Wiener (ver, por
ejemplo, [4], [6], [24], [27]). Sin embargo, no tenemos conocimiento de este tipo de estimaciones
en clases de espacios de funciones enteras diferentes a la clase de espacios Paley-Wiener.

Para obtener estimaciones de sobremuestreo y submuestreo en analogia con el caso Paley-
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Wiener, en contraste con (4), en este trabajo consideramos expresiones diferenciales de la forma

= 1 V(2) (10)

dx?
Asumiremos que V' toma valores reales y pertenece a L;(0,s) para cualquier s € (0,400).

Fijemos s € (0,4+00). La expresién (10) determina un operador A, cerrado y simétrico
dom(Ay) :={p € Ls(0,5) : T € La(0,s), ¢'(0) = p(s) = ¢'(s) =0}, Ag =T (11)

A diferencia de (5), ahora vamos a hacer explicita la dependencia del operador con el valor
del extremo derecho del intervalo (0,s). El operador Ay tiene indices de deficiencia (1,1) y es

regular, es decir,
{z € C: existe C, > 0 tal que ||(As —zI)p| > C,|¢||} =C.
Por lo tanto A € S (Ly(0, s)). El operador adjunto de Ay es
dom(AY) := {p € Ly(0,5) : 7p € Ly(0,5), ¢'(0) =0},  Alp:=r1op.
De acuerdo con [48, Sec. 8.4], las extensiones autoadjuntas de A, estdn dadas por

dom (A(7y)) := {¢ € L2(0,8) : T € Ly(0,5), ¢'(0) = ¢(s) cosy + ¢'(s) siny = 0},

12
As(y) 0 =Ty, 1)

con 7y € [0, 7). Mediante el modelo funcional explicado anteriormente, obtenemos un espacio dB

B.={16) = [ s apta)t v e Lao.s) | (13)

donde ¢ : [0,00) x C — C es la solucién del problema,

T7é(x, 2) = z€(x, 2), €(0,2) =1, £0,2) =0, (14)

(derivamos con respecto al primer argumento). De acuerdo con [25, Tma. 1.1.1], [43, Tma.9.1],
la funcién £(z,-) es entera para cualquier x € R;. Ademads &(-,2) € Ly(0,s) para cualquier
z € C. Es importante senalar que (-, z) es entera como una funcién que toma valores en
Lo(0,s) [40, Sec.4]. Note que £ : [0,00) x C — C depende del potencial V' pero no depende

del valor de s. Cuando s < &', el espacio B, estd isométricamente contenido en el espacio By
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(Teorema2.2.1). Sea
ks(z,t)
k(t,t)

Ks(z,t) =

donde k4(z,w) es el nicleo reproductor del espacio Bs. En vista de (3), si Ss(y) es una extension

autoadjunta del operador de multiplicacién por la variable independiente en B, entonces

f2y=">, [fOKi(zt), feB, z€eC (15)

tespec(Ss (7))

donde la serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de C. A continuacion rea-

lizamos un breve andlisis comparativo entre las férmulas (2) y (15). Observe que, los puntos

de muestreo {nr/a : n € Z} de la férmula (2) estdan distribuidos uniformemente sobre el

eje real. Ademsds, si 0 < a < b < oo entonces, la distancia entre los puntos de la sucesion

{nm/b : n € Z} es menor que la distancia entre los puntos de la sucesién {nmw/a : n € Z}. En

este trabajo consideramos operadores autoadjuntos originados por la expresién diferencial (10)
7

con condiciones de frontera tipo Neumann, por ello asignaremos el valor v = 7 (ver (12)). Asi,

consideramos operadores autoadjuntos determinados de la siguiente forma,

dom (4, (5)) = {# € L2(0,5) : 79 € Lo(0,5) #(0) = (s) = 0}, A (5) 9 =70,

(Denotaremos mediante /L al operador correspondiente a V' = 0.) En la Seccién 3.1 se argumenta

que, cuando V' = 0, la funcién &(z, z) introducida en (14) es
£(x,z):cos(\/§x), xeRy, zeC.

En la Secciéon 3.1 también se muestra que,
spec <As (g)) = {(’;—”)2 :neNU {0}} :

Note que la distancia entre dos valores propios consecutivos es (2n—1) (%)2, n € N. Por lo tanto,

si 0 < a < b entonces, spec (Ab (g)) es mas denso que spec (Aa (g)) Podemos considerar esto
como una analogia al comportamiento de los puntos de muestreo del Teorema WSK en relacién
con la amplitud de banda de las senales (ver férmula (2)). Ahora analizamos el comportamiento
del espectro del operador A; (g) en relaciéon con el valor de s. De acuerdo con el Teorema 1.2.14,

spec (AS (g)) esta contenido en R y consta de valores propios aislados de multiplicidad uno. Sea

spec (A, (5)) = {As(n) )2y, As(n — 1) < Xg(n), neN.
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El comportamiento asintético de los puntos As(n) cuando n es suficientemente grande nos brinda

informacién til. De acuerdo con el Lema B.1.1(i), si V€ AC|0, s] entonces,

As(n) =22 +0(n "), n— oo

s

La estimacion anterior implica que spec (Ab (%)) es mas denso que spec (Aa (%)) siempre que
V e ACJ0,b].

Nuestros principales resultados son los Teoremas 3.3.4 y 4.3.4.

Teorema (sobremuestreo). [41, Tma. 3.6]. Suponga que V' toma valores reales y pertenece a
ACI0,b] (el conjunto de funciones absolutamente continuas en [0,b]). Fije a € (0,b) y considere

cualquier f € B,. Dada una sucesion {€;} € l, defina

@)= > Kalt) (1) +e),

tespec(Sy(m/2))

donde Eab(z,t) estd dado en (3.12). Entonces, para cualquier subconjunto compacto K de C,

existe una constante C'(K,a, V') tal que

1) = J2)| < CK.a V) e, z€ K.

Senalamos el hecho de que la cota es uniforme para f € B,. Note que Eab(Z, t) es un nucleo

de muestreo modificado analogo al de (8).

Teorema (submuestreo). [41, Tma.4.7]. Suponga que V toma valores reales y pertenece a
ACI0,¢| con ¢ >b. Dada g € B, \ By, defina

9z = > g)Ky(z1).

tespec(Sy(m/2))

Entonces, para cada subconjunto compacto K C C, existe una constante D(K,c,V) > 0 tal que
o) -2 < D V) [ lotolae)
b
uniformemente en K, donde ¢ € Ly(0,¢) satisface g(2) = (£(-,2), ¥ (")) 1, (0.0)-

Cuando V = 0, la funcién &(x,z2) determinada por (14) es cos(y/zx). En este caso, de
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acuerdo con (13), el espacio dB originado mediante el modelo funcional es

{100 = [[eostvEarptarts : o€ L0.5)}. (16)

Es importante mencionar que cualquier potencial V' origina el mismo conjunto de funciones
enteras [32, Tma. 4.1]. Dicho de otra forma, todos los espacios listados en (13) coinciden (como
conjuntos) con el conjunto expresado en (16). Por esta razén, primero demostramos los teoremas
de sobremuestreo y submuestreo para el caso V = 0 y después empleamos métodos perturbativos
para abordar el caso general. En esta segunda etapa, estudiamos el comportamiento asintético
de los valores propios de los operadores dados por (12) (Apéndice B). Estos resultados tienen
algunas limitaciones: las formulas de muestreo usan el espectro de operadores autoadjuntos con
condiciones de frontera tipo Neumann ya que esto simplifica las formulas asintdticas para los
valores propios de los operadores de Schrodinger (Lema B.1.1). Ademas, la hipdtesis (v2) sobre
los potenciales es un poco restrictiva. En vista de [32], consideramos que nuestros resultados
deben ser vélidos para cualquier V' € L;(0, s), sin embargo, debilitar la hipdtesis (v2) requeriria
emplear una técnica diferente en nuestras demostraciones. Finalmente, cabe mencionar que el
operador A definido en (11) es l-entero, en el sentido que se indica en [39, Def.2.1] (ver [39,
Teo. 3.1]). De ahi el titulo de este trabajo. Ahora se listan algunos de los siguientes problemas

a enfrentar.

e [Establecer resultados de sobremuestreo y submuestreo para los espacios de funciones enteras
originados por expresiones diferenciales de la forma,
2 l(l+1) 1

_ > _Z
T2 + = + V(x), x € (0,s), > 5

donde s > 0. En [39] se ha establecido que estas expresiones determinan operadores que
pertenecen a la clase S(LQ(O, 1)) Esto permite emplear el modelo funcional descrito en el
Capitulo 1 para obtener férmulas analiticas de muestreo en ciertos espacios de funciones, sin
embargo, aun no se han establecido cotas de error para sobremuestreo y submuestreo en estos

espacios.

e Demostrar que los espacios dB originados por expresiones diferenciales de la forma,

. d
i + V(x), x € (—s,s), (17)

donde s > 0, poseen la propiedad de reqularidad, es decir, buscamos determinar condiciones

para la perturbacién V(x) nos garantizen obtener el mismo conjunto de funciones mediante el
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modelo funcional (ver Teorema 2.2.2).
e Establecer cotas de sobremuestreo y submuestreo para los espacios de funciones enteras

originados por la expresion diferencial (17).



Capitulo 1

Modelo funcional

1.1 Nociones basicas de teoria de operadores

En esta seccién se mencionan nociones de teoria de operadores que son requeridas a lo largo del
texto. Un espacio lineal H es un espacio pre-Hilbert (espacio con producto interior) si para cada

par de elementos ¢, € H existe un nimero complejo que satisface las condiciones
(IP1) (¢, ) >0, con igualdad sélo para ¢ = 0.

(IP2) (a1¢1 + aopa, ¥) = @y (p1,¢) + @z (p2, ¢) donde oy, a9 € C,

(IP3) (¥, ) = {(p, ).

El nidmero (p, ) es el producto interior de ¢ y 1. La raiz cuadrada positiva 1/ {p, ) es la
norma de ¢ y se denota mediante ||¢||. El espacio (H, (-,-)) es un espacio métrico cuando la
distancia entre dos puntos se define mediante D[y, 1] := [[¢ —%||. Un subconjunto A C H es
abierto si para cada ¢ € A existe € > 0 tal que la bola B(p,€) :={v € H : ||[{p — ¢ < €} esta
contenida en A. Un subconjunto A C H es cerrado si H \ A, el complemento de A, es abierto.
Un elemento ¢ € H es un punto de contacto de A C H si para cada € > 0 existe 1 € A tal
que ||¢p — ¢]] < e. El conjunto de todos los puntos de contacto de A es la cerradura de Ay se
denota mediante A. Note que A C A. Ademds, A es cerrado, si y sélo si, A = A. Una sucesién
{©n}nen C H converge a ¢ € H cuando lim,_, ||¢n — || = 0. Esto se denota lim,,_,~ ©n = ¢,
o bien, ¢, — ¢. Si {p, }nen converge entonces,

lim {lom — eull =0, (1.1)

m

15
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donde m y n tienden a infinito independientemente. Sin embargo, si {¢,}neny C H satisface
(1.1), puede no existir un elemento ¢ € H al que la sucesién converge. Cuando (1.1) se verifica,
{@n}nen €s una sucesioén fundamental. Un espacio métrico es completo si toda sucesién funda-
mental converge a algiin elemento del espacio. Cuando un espacio normado no es completo, es
posible completarlo introduciendo nuevos elementos [43, Tma.0.23]. Un espacio de Hilbert es
un espacio pre-Hilbert, completo con respecto a la métrica generada por el producto interior.
Un subconjunto £ de un espacio de Hilbert (#, (-,-)) es un conjunto lineal si v, € L implica
ap + P € L para cualesquiera o, f € C. Dado A C H, el conjunto de todas las combinaciones
lineales finitas {ayp1 + ... + apon : n €N, @1,...,0, € A, aq,...,a, € C}, es el conjunto
lineal més pequeno que contiene a A. Este conjunto es la envolvente lineal de A o el conjunto
lineal generado por A y se denota mediante span(A). Note que un conjunto lineal cerrado G
es un espacio de Hilbert (con respecto al producto interior en ). En efecto, toda sucesién
fundamental de elementos de G tiene un limite en H. Ademas, este limite pertenece a GG debido

a que GG es un conjunto cerrado. Por lo tanto, G es llamado un subespacio de H.

Sean ¢, € H, A, B C H. Decimos que ¢ y ¢ son ortogonales (¢ L 1) si (p,9) = 0. El
elemento ¢ es ortogonal al conjunto A (¢ L A) si (p,1) = 0 para todo ¥ € A. Los conjuntos A
y B son ortogonales (A L B) si (¢,1) = 0 para cualesquiera ¢ € A, ¢ € B. El conjunto lineal
HoA:={peH : L A} es el complemento ortogonal de A. De acuerdo con [47, Sec. 3.1],

Ho A=Hospan(A) = H © span(A).

Si L1y L5 son conjuntos lineales ortogonales de H entonces, £; N Lo = {0}. El conjunto lineal
L1DLy:={p+1:¢€ Ly, e Ly} esuna suma ortogonal. Cada elemento de L1 & Lo tiene
exactamente una representacion de la forma ¢+ con ¢ € L1y 1 € Lo. Sean H; v Ho espacios

de Hilbert. El conjunto H; X Hs es un espacio de Hilbert con el producto interior

(@1, 02), (1, 1h2)) = (@1, U1) g, + (P2, U2)sy, - (1.2)

El espacio (H1 X Ha, (+,-)) se denota mediante H; @& Hs. En este espacio, Hy x {0} v {0} x Hs
son complementos ortogonales uno de otro. A cualquier operador lineal 7" definido en H; le

corresponde un subconjunto lineal
graf(T) := {(¢,¢) € H1 ® Ha : ¢ € dom(T), ¢ =Ty}

llamado grdfica de T'. Identificando un operador con su grafica, un operador es un caso particular

de un conjunto lineal de H; &H,. Todos los operadores y relaciones considerados en este trabajo
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son lineales. Sean

dom(T) :={p € Hi : (p,¢) €T}, ran(T) :={p € Hy : (p,1h) € T},
ker(T) :={p € H1 : (¢,0) € T}, mul(T) :={y € Hy : (0,9) € T'}.

La relaciéon T es un operador, si y sélo si, mul(7") = {0}. El operador T" es una extensién del
operador S (S es una restriccion de T) si dom(S) C dom(7T) y S¢ = T¢ para ¢ € dom(S).
Esto se denota mediante S C T'o T' O S. El operador T es cerrado si graf(T) es cerrado en
Hi1 & Ho. El operador T' es cerrable si ng(T) es una grafica. En este caso, existe un tnico
operador cerrado T tal que graf(T) = ng(T). El operador T es llamado cerradura de T. Note

que T es cerrado, si y s6lo si, T'=T. La relacién adjunta de T se define mediante
T :={(n,w) € H1BHs : (n,Tp) = (w,e) paratodo ¢ € dom(T)}, (1.3)

donde T* es un operador siempre que (1.3) es la grafica de un operador y es una relacién
multivaluada en otro caso. De acuerdo con [5, Lema3.1.3], T* es un operador, si y sélo si,
dom(T") es denso en H. Todos los operadores considerados en este trabajo estan densamente
definidos. El operador T" es simétrico si T' C T*. Una extension autoadjunta candnica de T es
un operador S que satisface T' C S = S* C T*. Cuando H; = Hy = H decimos que T es un
operador en H. Un operador de ‘H en C es un funcional lineal. El operador T de H; en H,
es continuo en el punto p € dom(T) si para toda sucesién {¢, }nen C dom(7T) tal que ¢, — ¢
se satisface Ty, — T¢. El operador T es continuo si es continuo en cada punto de dom(7T).
El operador T' es acotado si existe C' > 0 tal que [|T¢l,, < Cll¢lly, para todo ¢ € dom(T).

Cualquier C' con esta propiedad es una cota de T'. De acuerdo con [47, Tma. 4.2] son equivalentes,
(i) T es continuo en 0, (i1) T' es continuo, (173) T es acotado.
Para un operador acotado T" de H; en Hs, la norma de T es
1T :=nf{C >0 = [Telly, < Cllelly, » » € dom(T)}. (1.4)

Ast, [Ty, < IT] - lelly, para todo ¢ € dom(T'). El conjunto de operadores acotados de H;

en Hs cuyo dominio es H; se denota mediante B(H1,Hs). Si ||-|| estd dada por (1.4) entonces
(B(H1,H2), |||l ) es un espacio completo. El espacio B(H,H) se denota mediante B(H).

Sea T un operador en H. El numero z € C es un valor propio de T si ker(T — zI) # {0},

i. e., el operador T'— zI no es inyectivo. El conjunto lineal ker(T — zI) es el espacio propio de
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z. La dimension de ker(T" — 2I), dim(ker(7 — zI)), es la multiplicidad del valor propio z. Un
elemento ¢ € ker(T — zI)\ {0} es un vector propio de T perteneciente al valor propio z. Cuando

z no es un valor propio, el operador R(z,T) := (T — 2I)~" estd bien definido. El conjunto
p(T):={2€C : T —zI es inyectiva, R(z,T) € B(H)} (1.5)

es el conjunto resolvente de T'. La funciéon R(-,T') : p(T) — B(H), z — R(z,T) es la resolvente
de T'. Para cualquier z € p(7T), el operador R(z,T) es llamado la resolvente de T' en el punto z.
El conjunto o(7T") := C\ p(T) es el espectro de T'. El conjunto o,(T) de todos los valores propios
de T es el espectro puntual de T. Note que 0,(1T") C o(T). Cuando T es un operador cerrado,
p(T') es un subconjunto abierto de C (consecuentemente, o(7') es un subconjunto cerrado) [47,
Tma.5.14]. De acuerdo con [5, Tma.3.7.7], [47, Tma.5.16], si T" es un operador cerrado y

©, ¥ € H entonces las siguientes funciones son holomorfas,

R(-,T): p(T) — B(H), 2+ R(2,T), (1.6)
R(-\T)p: p(T) — H, 2z R(z,T)e, (1.7)
(0, R(-, T)p) : p(T) = C, 2= (¢, R(z,T)p) . (1.8)

(Si © es un subconjunto abierto de C y X es un espacio de Banach, decimos que una funcién

F :Q — X es holomorfa si para todo zy € {2 existe r > 0 y una sucesién {,} C X tal que

F(z) :Z(z—zo)"gon, |z — 20| <,
n=0
donde la serie converge en la norma de X [26, Subsec.3.11.3].) En [5, Tma.3.3.5] se establece

la descomposicion,

H =ran(T — 2I) @ ker(T* — zI), z e C. (1.9)

Si T" es un operador cerrado y simétrico entonces, el operador 7' — 2/ tiene inversa continua
para todo z € C\ R [5, Tma.4.1.1]. Sin embargo, dom ((T — zI)~') = ran(T — zI) puede
no coincidir con H. En este caso, dim (H ©ran(T — 2I)) = dim (ker(7T* — ZI)) toma valores
constantes en cada uno de los semiplanos superior e inferior [5, Cor. 4.1.2]. Esto permite definir

los indices de deficiencia,

dim (ker(T™ — 2I)) = (1.10)
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1.2 Una clase de operadores simétricos

En este trabajo se establecen férmulas de muestreo tipo Kramer en espacios de Hilbert de fun-
ciones enteras originados a partir de operadores regulares de Schrodinger. Ademas se establecen
cotas para el error en la reconstruccién de estas funciones cuando se llevan a cabo los pro-
cedimientos de sobremuestreo y submuestreo (ver Introduccion). Estos objetivos se alcanzan
mediante la aplicacién de un modelo funcional para determinada clase de operadores lineales.
En esta seccién se introduce dicha clase de operadores (Definicién 1.2.13). Mediante este modelo
funcional se pueden abordar problemas de muestreo, sobremuestreo y submuestreo en espacios
de funciones originados a partir de otros operadores diferenciales, por ejemplo, el operador de
Bessel y el operador diferencial de primer orden con una perturbacién (17).

Sea A un operador cerrado, simétrico y tal que n(A) = n_(A) = 1. Asumiremos que A es
densamente definido, i. e., dom(A) = #. En vista de (1.10),

dim (ker(A* — 21)) =1, z € C\R. (1.11)

De acuerdo con la teoria de extension de Von Neumann, el operador A tiene extensiones au-
toadjuntas canénicas [2, Cap. 7], [47, Cap.8]. Sea A, una extensién autoadjunta candnica fija
de A. De esta forma, A C A, = A7 C A*. Es importante mencionar que C\ R C p(4,) [5,
Tma. 4.1.1], [5, Tma. 4.1.6]. El operador

Vo (w,2) = (A, —wl)(A, —2I)7", w € C, z € p(A,), (1.12)

es llamado transformada generalizada de Cayley de A, [17, Sec.1.2], [38], [40] y desempefia un

papel fundamental en el modelo funcional desarrollado en la Seccién 1.4. Note que
[ = [(A7 —wl) + (w— )I|(A, — 21)™" = (A, — w)(A, — 2)" + (w — 2)(A, — 2I)~".
En vista de (1.12) y de la ecuacién anterior,
Vo(w,2) =1+ (z—w)(A, —2I)"", w e C, z € p(A,). (1.13)

Proposicién 1.2.1. [17, Sec. 1.2]. [38, Prop. 2.2]. Sea A un operador cerrado, simétrico y

tal que ny(A) =n_(A) =1 y sea A, una exstension autoadjunta candnica fija de A.
(i) Siw,z € p(A,) entonces, Vo (w,z2) =V, (z,w)™!,

(it) siw e C, v, z € p(A,) entonces, V. (w, 2)V,(z,v) = V,(w,v),
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(1ir) siw e C, z € p(A,) entonces, V,(w,2)* = V,(w,2),
() siw € C, z € p(A,) entonces, Vo (w, z) es una biyeccion entre ker(A* —wl) y ker(A* —=21I).

Demostracion. Los incisos (i)-(iii) se verifican mediante un célculo directo, asi que sélo escribire-
mos la prueba de (iv). Sea ¢ € ker(A* —wI). Debido a que A, C A*, usando (1.9), obtenemos
que ¢ € H & ran(A, —wl). De esta forma, dada f € dom(A),

<(A* - ZI)V’Y(wv Z)% f> = <V7(w, 2)907 (A - E])f> = <(P7 Vv(wv Z)*(A - E])f>
= <907 V’y<wv 3)(A - EI)f> = <907 (A’Y - @[)f> = 0.
Por lo tanto (A* — zI)V,(w,2)p € H & dom(A) = {0} (recuerde que dom(A) es denso en H).

Esto significa que V. (w, z) ker(A* —wl) C ker(A* — zI). Intercambiando los papeles de z y w y

empleando el inciso (i) concluimos que V. (w, z) ' ker(A* — 2I) C ker(A* — wl). O

Sea wy un elemento arbitrario de C\R. En vista de (1.11), dim (ker(A* — wol)) = 1. Fijemos
cualquier 1)y, € ker(A* — wol) \ {0}. Considere

VY p(Ay) = H, Y(z) = Vy(wo, 2)w,- (1.14)

Esta funcion nos permitira establecer propiedades importantes de la clase de operadores abor-
dados en este trabajo (vea Proposicién 1.2.10, Teorema 1.2.11 y Definicién 1.2.13). Dichas
propiedades seran utilizadas en el desarrollo del modelo funcional para esta clase de operadores
(Seccién 1.4). De acuerdo con (1.12) y (1.13),

U(2) = (Ay = wol)(Ay — 21) " uy = 1+ (2 = wo)(Ay — 21) 7 |hu, (1.15)

para todo z € p(A,). En vista de la Proposicién 1.2.1(ii), ¢(z) € ker(A* — zI) para cada
z € p(A,). Ahora bien, en vista de (1.7), R(+, Ay, = (A, —-I) 11y, es analitica en p(A,). Por

ello, la funcién ¢ también es analitica en p(A,). Finalmente, de acuerdo con (1.15), ¥ (wp) = .

Lema 1.2.2. [38, Subsec. 2.1], [40, Subsec. 2.2]. Sea A un operador cerrado, simétrico
y tal que ny(A) = n_(A) = 1. Sea A, una extension autoadjunta candnica fija de A. Para

cualesquiera z, w € p(A,),
(i) Vo(w, 2)p(w) = 1(z),
(1) ($(2), @) = (P(w),¥(2)),
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(iii) ¥(z) = Y(w) = (z — w)(A; —wl)(z).
Demostracion. (i) Por (1.13) y (1.15),
Va(w, 2)0(w) = |1+ (2 = w)(Ay = 21) 7| [T+ (w0 = wo) (A = wI) ™. (1.16)
Ademas, de acuerdo con la Identidad de la Resolvente [5, Sec. 3.7], [47, Sec. 44, Teo. 1],
(2 = w)(Ay — 217 Ay — wl) ™ = (A = 217 = (A — wl) . (1.17)
Debido a (1.17),

[+ (2 —w)(A, — zf)—l] [1 + (w — wp) (A, — w])_l}
= T+ (w—wo)(A, —wl)™ + (2 — w)(A, — 2I)~" + (w — wp) [(AV — D) = (A, — wI)™!
=171 + (Z — wg)(A,y — ZI)_l.

Inserte el lado derecho de la ultima igualdad en el lado derecho de (1.16) para obtener, en vista

de (1.15),
Vy(w, 2pp(w) = |1+ (z = wo)(Ay — 20) ™ dhuy = ().

(ii) A causa de la Proposicién 1.2.1(i) y del inciso (i) del presente lema,

(Vo (w, 2)p(w), (@) = (d(w), Vy(w,2)"(w))
(W (w), V4@, 2)p(W)) = (¥(w),1(2)) .

(V). v (®))

(iii) Usando (1.12), (1.13) y el inciso (i) del presente lema,

B(2) = (w) = Vi (w, 2)(w) = lw) = [V (w, 2) = 1| (w) = (z = w)(A, - 2I) " v(w)
= (2= w)(Ay = 21V, (2, w)i(z) = (2 = w)(A, = w]) (). 0

Ahora introducimos una clase de operadores que desempena un papel importante en este
trabajo (ver Definicién 1.2.13 y Observacién 1). Las nociones de subespacio invariante, reductor
y suma ortogonal de operadores seran requeridas. Sea T un operador en H. Dado un subespacio
Hi C H, sean Dy := HyNdom(T) y Dy := (HSH,)Ndom(T'). El subespacio H; es T-invariante
si dom(T) = Dy @ Dy y T(Dy) C Hy. Tal subespacio H; reduce a T si adicionalmente se
satisface T' (Ds) C ‘H © H;. Denote mediante P; y P a las proyecciones en los subespacios H;
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y H © H;, respectivamente. Sean 11 := PyoT [p, y 1o := PyoT [p,. De esta forma, si H;
reduce a T entonces dom(7") = dom(77) ® dom(T3). Ademés Tz = (T1 Py + ToPy)x para todo
x € dom(T) [5, Sec.3.6]. Por lo tanto ran(7T") = ran(7}) @ ran(73). En este caso T es llamado

suma ortogonal de Ty, Ty (con respecto al par de subespacios Hi, H © H;).

Definicién 1.2.3. Un operador cerrado, simétrico y no autoadjunto es completamente no au-
toadjunto si no es posible expresarlo como una suma ortogonal no trivial de un operador simétrico

y un operador autoadjunto.

El siguiente resultado generaliza a [17, Tma.1.2.1] y en su demostracién se emplean las

caracteristicas de la transformada generalizada de Cayley listadas en la Proposicion 1.2.1.

Lema 1.2.4. [17, Tma.1.2.1], [38, Subsec. 2.1]. Sea A un operador en H. Suponga que A

es cerrado, simétrico y no autoadjunto. Si Ho = N{ran(A — zI) : z € C\ R} entonces,

(i) Ho es un subespacio A-invariante y el operador A |y, es autoadjunto,

(11) Ho contiene a cualquier subespacio de H que satisface las propiedades listadas en (i).

Demostracidn. (i) Fije cualquier z € C \ R. Primero demostraremos que (A* — 2I)"'Hy C H,.
Sea f € Hoy w € C\R. Note que (A* —zI)"'f € HEoker(A* —wl) = ran(A —wl). En efecto,
considere ¢ € ker(A* — wl). De acuerdo con (1.13) y con la Proposicién 1.2.1(ii),

V,(w0,2)p = p+ (zZ—w)(A, —zI) ¢ € ker(A* —ZI).
Ademas,
feran(A — zI) Nran(A — wl) = (H © ker(A* —zI)) N (H © ker(A* — wl)).

Por lo tanto f L V,(w,z)¢y f L ¢. En consecuencia f L (A, —ZI) 'p. Asi,

(f,(Ay=zD) oy = ((A* = 2D)7' fip) =0, e, (A" —zI)"'f€HSker(A* —wl).
Como w € C\ R es arbitrario, (A* — zI)~'f € N{ran(A — wI) : w € C\ R} = Ho.

Ahora veamos que (A* — zI)7'Hy C dom(A). Sea f € Hy. Particularmente f € ran(A — z1).
De esta forma, existe g € dom(A) tal que f = (A — zl)g = (A* — zI)g. As{ (A* —zI)7'f =

g € dom(A). Entonces (A* — zI)"'Hy C Ho N dom(A) para todo z € C\ R. Ahora considere
g € HoNdom(A)y f:=(A—zl)g. De esta forma,

(A* —wD) ™ f =g+ (w—2)(A* —wl) g € HoNdom(A).
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Por lo tanto f = (A—wI)(A*—wI)~'f € ran(A —wI). Debido a que w es arbitrario obtenemos
que f € Hy. Esto muestra que Ag € Hy y en consecuencia Hgy es un subespacio A-invariante.
Ademds (A — zI)(Ho Ndom(A)) = Ho, i. e., A |3, es un operador autoadjunto.

(ii) Sea H’' un subespacio A-invariante tal que el operador A [ es autoadjunto. Entonces
A(H' Ndom(A)) C H'. Adicionalmente, H' = (A — zI)(H' N dom(A)) C ran(A — zI) para
cualquier z € C\ R. Por lo tanto H' C H,. O

A continuacion se establece una caracterizacion de los operadores completamente no autoad-
juntos. Este resultado serd til para demostrar que, si un espacio de Hilbert admite un operador
completamente no autoadjunto entonces, el espacio es separable, i. e., contiene un subconjunto

denso y numerable (Proposicion 1.2.6).

Proposicién 1.2.5. [17, Sec. 1.2], [36, Sec.2|. Bajo las hipdtesis del Lema 1.2.4, las sigu-

ientes afirmaciones son equivalentes,
(i) A es completamente no autoadjunto,
(ii) Ho = {0},

(111) span{ker(A* — zI): z € C\ R} = H.

Demostracion. (i) < (ii) En [5, Tma. 4.6.1] se establece que todo subespacio invariante de un
operador cerrado y simétrico es un subespacio que reduce a dicho operador. Por lo tanto, de
acuerdo con el Lema 1.2.4, H, reduce al operador A y A [y, es un operador autoadjunto. Aun
mas, cualquier subespacio de H que satisface ambas propiedades estd contenido en Hj.

(i) < (iii) En vista de (1.9), H ©ran(A — 2I) = ker(A* —ZI) para cada z € C\ R. Ademds, de

acuerdo con [5, Lema 2.3.2],

HoN{ran(A —zI): z€ C\ R} =span{H Sran(A — z[) : z € C\ R}. O

Sea #H un espacio de Hilbert. Un subconjunto B C H es total si span(B) es denso en H,
i. €., m = H. De acuerdo con [47, Tma.2.5], H es separable, si y sélo si, H contiene
un subconjunto a lo mds numerable y total. Ahora utilizaremos la funcién ¢(z) definida en
(1.14) y la Proposicién 1.2.5 para demostrar que si H admite un operador A completamente no

autoadjunto y tal que ny(A) =n_(A) = 1 entonces, H es separable.

Proposicién 1.2.6. [40, Subsec. 2.3]. Sea H un espacio de Hilbert. Si H admite un operador

A completamente no autoadjunto y tal que n, (A) =n_(A) =1 entonces, H es separable.
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Demostracion. Note que existe una sucesion {zx}reny C C\ R que satisface,
V 2€e C\R 3 {zhen C{ar}ren \ {2} : 2= llggo 2k (1.18)

i. e., los puntos en los semiplanos superior e inferior son puntos de acumulacién de {zj }ren. En
efecto, Q x (Q\ {0}) es un subconjunto numerable de C\ R que cumple (1.18). Ahora considere
la funcién 1) definida en (1.14). Verifiquemos que la sucesion {1(z;)}ren es total en H. Sea
0 € H S {(zk) tren. Esto significa que (0,1(z)) = 0 para todo k£ € N. En vista de (1.18) y de
la continuidad de 1 en C\ R C p(A,) obtenemos que (¢, (z)) = 0 para todo z € C\ R. Asi,

6 € H o span{ker(A* — zI) : z € C\ R} = H © span{ker(A* — 2I) : z € C\ R} = {0}
(en la ultima cadena de ecuaciones hemos usado (1.11) y la Proposicién 1.2.5). O

A continuacién se introduce el concepto de involucion.

Definicién 1.2.7. Una involucion es una funcién J : H — H tal que, para cualesquiera ¢, 6 € H
y a, b € C se satisfacen J(ap +b0) =aJo+bJ0, J> =1, (JO,Jp) = (p,0).

Note que cualquier involucion J es continua. En efecto, para cualesquiera ¢, 6 € H,

176 — Tol> = 176 = )II* = (J(0 = 0). SO~ @) = {0 — 0,0 — 2} = 10 —¢]".

Ejemplo 1.2.8. J; : L3(0,a) — Ly(0,a), ¢ — By Jo: Lo(—a,a) — La(—a,a), ¢ — o(—x)

son involuciones.

Definicién 1.2.9. Sea T un operador autoadjunto en H. Una involucién J conmuta con T si
Jdom(T) C dom(T) y JTp = T Jyp para cualquier ¢ € dom(T).

En la demostracion de la Proposicion 1.2.6 establecimos que, si un espacio de Hilbert H ad-
mite un operador A cerrado, simétrico, completamente no autoadjunto y con indices de deficien-
ciany(A) =n_(A) =1 entonces, existe una sucesion {zj }reny C C\R tal que span{t(zx) }ren €s
denso en ‘H. A continuacién utilizaremos este hecho para construir una involucién que conmuta

con todas las extensiones autoadjuntas candnicas de A.

Proposicién 1.2.10. [38, Prop. 2.3], [40, Tma. 2.6]. Sea A un operador cerrado, simétrico,
completamente no autoadjunto y con indices de deficiencian, (A) =n_(A) = 1. Entonces, eziste

una involucion J que conmuta con todas las extensiones autoadjuntas candnicas de A.
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Demostracion. Definimos la regla de correspondencia de J en los elementos de span{v(zx) }ren,

J(a(z)+ ... +av(a) =av@) + ... +a(zr), keEN, ¢,...,c, €C. (1.19)

También definimos Ji(Zx) := ¥(zx) para cada k € N. Las propiedades listadas en la Definicién
1.2.7 son validas en span{t(zx) }ren. Por ejemplo, usando el Lema 1.2.2(ii) y (1.19),

<JZ Cm¥(2m) JZdn¢(zn)> = <Z Cnt(Zm) Zd_n¢<z>>

o Z Zcm n m ) @D(z» = <Zdn¢(zn)v Z Cm@/J(Z’m)> .

Ahora extendemos la definicién de J a todos los elementos de H = span{t¢(2x) }ren,

k=1

k=1

La serie en (1.20) converge. En efecto, por la convergencia de la serie en el lado izquierdo,

< el - 1l =D el - [0(z)l =0, m, n— oo
k=m k=m

De esta forma, J es una involucién en H. Sean w, z € p(A,). Por el Lema 1.2.2(iii),

¥(z) — $(w)

J(Ay = wh) T p(z) =PI — (A~ W) T(E) = (A, - B (),

Hemos demostrado que J conmuta con A,. Empleando la férmula generalizada de la resolvente

de Krein obtenemos que J conmuta con todas las extensiones autoadjuntas canénicas de A. [
El siguiente resultado sera utilizado en el desarrollo del modelo funcional (Proposicién 1.4.1).

Teorema 1.2.11. [38, Prop. 2.6], [40, Tma.2.7]. Sea A un operador cerrado, simétrico,
completamente no autoadjunto y tal que ny (A) =n_(A) = 1. Sea J una involucion que conmuta

con todas las extensiones autoadjuntas candnicas de A. Entonces, para cadat € spec(A,), existe

Uy € ker(A* —tI) tal que Jy = 1.

Demostracion. Sea ¢, € ker(A, —tI) \ {0}. Note que J¢, € ker(A, — tI). En efecto, de
acuerdo con [5, Tma.4.1.6], spec(A,) C R. Asi, en vista de las Definiciones 1.2.7 y 1.2.9,
(A, —th)J¢, = J(A, —tI)¢y = 0. Ahora, debido a que dim (ker(A* —-I)) es constante en
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cada componente conexa de p(A,) [5, Tma.3.7.4], la hipdtesis ny(A) = n_(A) = 1 implica
que dim (ker(A* —¢I)) = 1. Por lo tanto, J restringido a ker(A* — ¢tI) es un operador de

multiplicacién por un escalar . Entonces, por la Definicién 1.2.7, [|¢||* = |[J¢l> = |al? ¢l
para cualquier ¢ € ker(A*—tI). Por lo tanto |a| = 1. Asi, J(1+a)¢p, = a(l+@) ¢y = (a+1)¢;.
De esta forma, (1 + a)¢; € ker(A* — tI) cumple lo requerido. O

Definicién 1.2.12. Un operador cerrado T es reqular si, para cada z € C existe ¢, > 0 tal que
T — zD)p| > c. ||¢]| para todo ¢ € dom(T).

Note que T es regular cuando, para cada z € C, el operador T — zI es invertible y ademés
(T — zI)~! es acotado, sin embargo, esto no implica que dom (1" — zI)™') = ran(T — zI) = H.
Por ello, el hecho de que T sea regular no significa que p(T) = C (ver (1.5)).
Observacion 1. Un operador cerrado, simétrico y regular es completamente no autoadjunto. En
efecto, la propiedad de regularidad implica que el nticleo espectral es vacio y, en consecuencia,

el operador no se puede expresar como una suma ortogonal no trivial de un operador simétrico

y un operador autoadjunto.

Ahora introducimos la principal clase de operadores que estudiaremos en este trabajo.

Definicién 1.2.13. La clase S(H) consta de todos los operadores en H cerrados, simétricos,

regulares y con indices de deficiencia n, (A) =n_(A) = 1.

Ahora enunciamos propiedades de los espectros de las extensiones autoadjuntas canénicas de
los operadores en la clase S(H). Estas propiedades son de vital importancia para las férmulas

de muestreo establecidas en la Seccion 2.1.
Teorema 1.2.14. [17, Prop. 3.2], [38, Prop. 2.4]. Si A € S(H) entonces,

(E1) el espectro de cualquier extension autoadjunta candnica de A consta unicamente de valores

propios aislados de multiplicidad 1,

(E2) todo nimero real pertenece al espectro de una, y sélo una, extension autoadjunta candnica

de A,

(E3) los elementos de los espectros de cada una de las extensiones autoadjuntas canonicas de A

estdn entrelazados por pares.

Por la Observacién 1, los operadores en S(H) son completamente no autoadjuntos. Por ello,

cualquier elemento de S(H) satisface las hipétesis del Teorema 1.2.11.
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1.3 Espacios de de Branges

En esta seccién se introduce la nocién de espacio de de Branges (espacios dB). Este tipo de es-
pacios generaliza a los espacios Paley-Wiener (espacios PW), por ello comenzamos mencionando

propiedades fundamentales de los espacios PW. Dada a > 0, sea

PW, = {f(z) - /_ e p(2)da € Lg(—a,a)} |

Note que PW, es la imagen bajo la transformada de Fourier del espacio Ly(—a,a). En efecto,

la transformada de Fourier de ¢ € Ly(—a, a) se define como un elemento de Ls(R),

f(): ! /a e "o(z)dr, teR, (1.21)

:% »

sin embargo, el lado derecho de (1.21) define una tnica extensién de f a una funcién entera |8,
Sec. 16], [28, Prop. 7.1.2]. Por el Teorema de Paley-Wiener [8, Tma. 17], [28, Tma. 7.1.3],

PW, = {f :C — C: f es entera, / |f(2))? de < oo, |f(2)| < Cf - eI 2 ¢ (C}. (1.22)
R

La ecuacién (1.22) es una instancia particular de la definicién de espacio dB presentada en [8,
Sec.19]. Antes de mencionar dicha definicién, recordemos las nociones de funcién Hermite-
Biehler y funcién de Nevanlinna. Una funcién entera e(z) es una funcion Hermite-Biehler
(funcion HB) si |e(z)| > |e(Z)| para todo z € C*. Por otra parte, una funcién f holomorfa
en CT := {z € C : Im(z) > 0} es una funcion de Nevanlinna si f = P/Q, donde Py @ son
holomorfas y acotadas en C* y @ no es idénticamente cero [33, Sec. 5.5]. Tal funcién f pertenece

a la clase N si, en la representacién anterior, @ puede ser elegida de forma que
1 .
lim —log|Q(iy)| = 0.
y—00 Y

Sea e(z) una funcién HB. Considere

2

B(e) := {f :C — C: f es entera, / % dr < oo, fle, [¥/ec ./\/b}, (1.23)
r|e(x
donde f#(z) := f(Z). A continuacién se establece una caracterizacién de los elementos de

B(e). Este resultado sera usado para definir un producto interior en B(e) y para estudiar las

propiedades del espacio asi obtenido (Teorema 1.3.2).
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2

Proposicién 1.3.1. [32, Prop. 2.1]. Suponga que f es entera y satisface
T@F e < . (1.24)

e

Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

o [12) Cy f#(2)
Ve | = Vims | e

(ii) fle, [7]e € Ny,
(”Z) f/67 f#/e € HQ(C+)7
donde Hs(C*) := { f holomorfa en C* : sup,q [5 |f(z + iy)|* dx < oo} es el espacio de Hardy.

Cy
Imz

<

. para todo z € CT,

z
zZ

Demostracidn. (iii) implica (ii) porque Ho(CT) C Ny [16, Sec.2.5]. (iii) implica (i) porque las

funciones que pertenecen a Ho(CT) admiten una representacién tipo Cauchy [33, Tma. 5.19],

flz) 1 [ F(A) _dA +
%_Z_M/Re()\))\—z’ 2l

y analogamente para f# /e. Asi, (i) es verdadera debido a (1.24) y a la desigualdad de Cauchy-

Schwarz. Veamos que (i) implica (iii). Por el Teorema de Cauchy [33, Tma.5.19],

1 fA) dx f(z)/e(z) si ze€CH,
omi Jp eM) A=z 0 si z€C™. 1:29)

En vista de (1.24) y (1.25) obtenemos que f/e € Ho(CT) [16, Ejerc. 2.2.a]. Mediante un argu-
mento andlogo concluimos que f#/e € Hy(CH). Sélo falta demostrar que (ii) implica (iii). La

factorizacién canénica de f/e € Ny es
f(2)/e(2) = " B(2)g(2)S1(2)/Sa(2), (1.26)

donde v € R, h > 0, B es un producto de Blaschke, g es una funcién externa y S, Sy son los
factores singulares [16, Sec.2.5]. Ademds f/e es meromorfa y, por (1.24), f/e no tiene polos en
R. Asi, f/e es holomorfa en una vecindad de la cerradura de C* y S} = S, = 1. Entonces,
(1.24) y (1.26) implican que f/e € Ho(CT). Por el mismo argumento f# /e € Hq(CT). O

En vista de (1.23) y de la Proposicién 1.3.1,

Ble)={f:C—C: fesentera, f/e, f¥/e € Hy(C")}. (1.27)
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Ahora definimos un producto interior en el conjunto lineal B(e) y demostramos que, equipado

con dicho producto interior, B(e) es un espacio de Hilbert (Definicién 1.3.3).

Teorema 1.3.2. [8, Tma. 19], [32, Tma. 2.2]. El conjunto lineal B(e) equipado con el

producto interior L
(f,9) ) ::/R%dx (1.28)

es un espacio de Hilbert. Para cada w € C, la evaluacion puntual es un funcional lineal acotado.

Dado cualquier w € C, la funcion entera

k(2 w) = 6(2)62(;)(;_ 36@, e, (1.29)
pertenece a B(e). Ademds,
(k(w), [gey = f(w),  weC, feBle) (1.30)

Demostracién. Un céleulo directo muestra que B(e) es un conjunto lineal y que (-, )z, €s un
producto interior en B(e). Ademas, por la Proposicién 1.3.1(i), k(-, w) € B(e) para todo w € C.
Ahora considere f € B(e). De acuerdo con (1.25),

1 [ fl@) dz f(w)/e(w) si weCT,

2mi Jpe(x)z—w ] si weC.

Mediante un célculo similar se obtiene,

1 [ fla) dr 0 si weCt,
271 Jg 7 () x —w —f(w)/e#(w) si weC.

Estas expresiones implican que

f(w) = /Rk:(x,w)f(x)kzlﬁ, we C\R. (1.31)

Debido a que el lado derecho de (1.31) determina una funcién entera de w, dicha ecuacién
es vélida para todo w € C. Ahora demostraremos que B(e) es completo. A causa de que
las funciones enteras estan determinadas por sus restricciones a R, el espacio B(e) puede ser

considerado como un subespacio de Ly(R, |e(z)| "> dz). Note que B(e) es cerrado en el espacio
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mas grande. En efecto,

mi(w) (letw)? - le(m)?)

permanece acotada cuando w varia en subconjuntos compactos de C. De esta forma, si { f, }nen

k(- w0)|* = k(w, w) =

converge en norma a f € Ly(R, |e(z)| > dz) entonces, f,(w) = (k(-,w), fa)y, converge uni-
formemente en subconjuntos compactos a (k(-,w), f), v entonces f(w) := (k(-,w), f),, define
una extensién entera de f € Ly(R, |e(z)| "> dz). Debido a (1.27) y al hecho de que H5(C*) es
completo, se obtiene que f € B(e). ]

Definicién 1.3.3. Sea e(z) una funcién HB. El espacio de de Branges (espacio dB) generado
por e(z) es el conjunto lineal B(e) definido en (1.23), equipado con el producto interior (1.28).
Una funcién k : C x C — C tal que, para todo w € C, la funcién k(-,w) pertenece a B(e) y que

satisface (1.30) es un nicleo reproductor para B(e).

De acuerdo con [8, Sec. 19], [32, Sec. 2], en el caso del espacio Paley-Wiener de tipo a, PW,,

la funcién HB es e(z) = e71%% y el nticleo reproductor es

sin (a(z — w))

7(z — W)
En vista del Teorema 1.3.2 y de [8, Prob. 50], el espacio B(e) tiene las siguientes propiedades,

(H1) para todo w € C\ R, el funcional lineal definido en el espacio mediante f — f(w) es

acotado,

(H2) si f pertenece al espacioy w € C\R es un cero de f, entonces la funcién f(z)(z—w)(z—w)™*

pertenece al espacio y tiene la misma norma que f,

(H3) la funcién f#(z) := f(Z) pertenece al espacio siempre que f pertenece al espacio y tiene

la misma norma que f.

Adicionalmente, los axiomas (H1)-(H3) caracterizan a los espacios dB (Teorema 1.3.4). Sean
H1 v Hso espacios de Hilbert. Un operador U tal que UH; = Ho es un operador unitario
(isomorfismo isométrico) si |Uxl|,, = [lz|,, para todo z € H;. Cuando existe un operador

unitario entre H; y Ho decimos que H; es isométricamente isomorfo a H.

Teorema 1.3.4. [8, Tma. 23]. Si B es un espacio de Hilbert cuyos elementos son funciones
enteras, que satisface (H1)-(H3) y que contiene un elemento no nulo entonces, existe una funcion

HB e(z) tal que B es isométricamente isomorfo a B(e).
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Dado un espacio dB B, el operador de multiplicacion por la variable independiente se define

mediante

dom(S) ={f(z) € B : 2f(z) € B}, (Sf)(z) = 2f(2), f(z) € dom(S5). (1.32)

Este operador es cerrado, simétrico, tiene indices de deficiencia (1,1) y su dominio no es nece-
sariamente denso en B [22, Prop.4.2]. Ademés, de acuerdo con [22, Cor.4.7|, S es regular. Por
lo tanto S € S(B).

1.4 Modelo funcional

En esta secciéon se construye un modelo funcional para los operadores que pertenecen a la clase
S(H) (Definicién 1.2.13). A continuacion se explica el significado preciso de esta afirmacion.
Sean H; y Hsa espacios de Hilbert. Dos operadores T} : dom(7}) C Hy — Hy y 1o : dom(Ts) C
Ho — Ho son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo isométrico U entre Hi y Ho
tal que Udom(Ty) = dom(T3) y UTyz = ToUz, x € dom(Ty). De esta forma, T} = U 'ToU
y Ty = UT{U~!. En este caso decimos que U transforma T; en T,. Las caracteristicas de un
operador que se preservan bajo el paso a un operador unitariamente equivalente son llamadas

muariantes unitarios.

Hi D dOIIl(Tl) ran(Tl) C Hi Ho D dOIn(TQ) ran(Tg) C H-
1 2
U U1 U-? U
T.
Hy O dom(Ty) ——— ran(Ty) C Ha H, O dom(T}) ran(Ty) C H4

En los Teoremas 1.4.2 y 1.4.3 se establece que, para cada A € S(H), existe un espacio dB H
tal que el operador A es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion por la variable
independiente en 7—7, 1. €., existe un espacio dB H y un operador unitario ® entre H y H que
transforma al operador A en el operador S de multiplicacién por la variable independiente en H
(ver (1.32)). Este modelo funcional se expone de forma detallada en [36-38], [40] y se originé a

partir de la teorfa de representacién de Krein para operadores simétricos [18, Sec. 1.2].

Proposicién 1.4.1. [37, Lema4.1]. Sea A € S(H) y sea J una involucion que conmuta
con todas las extensiones autoadjuntas candnicas de A (Teorema 1.2.10). Entonces, existe una

funcion € : C — H que satisface lo siguiente,
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(P1) la funcion & es entera y libre de ceros,
(P2) para todo z € C, £(2) € ker(A* — z21),
(P3) para todo z € C, J¢(z) = &£(Z).

Adicionalmente, si &y y & satisfacen las propiedades (P1)-(P3) entonces, eziste una funcion g(z)

entera y libre de ceros tal que g% (2) = g(2) y &1(2) = g(2)&(2) para todo z € C.

Demostracion. Sea A, una extensién autoadjunta canénica fija de A. Recuerde que spec(A,)
consta inicamente de valores propios aislados de multiplicidad uno (Teorema 1.2.14). Considere
una funcién entera h., que se anula sélamente en los puntos de spec(A,) (siendo estos puntos
ceros simples de h,) y satisface h#(z) = h,(z). Fije también t € spec(A,), ¢y € ker(A* — tI)
tales que Ji; = 1, (Teorema 1.2.11). Defina

§0(2) = ho(2)V, (8, 2)¢, 2 €C, (1.33)

donde V, (¢, z) esta dada por (1.12). De acuerdo con [36, Sec. 3], la funcién V. (¢,-), : C — H
es analitica en p(A,) y tiene polos simples en los puntos de spec(A,). Por ello, si x,, € spec(A,)

entonces, la siguiente igualdad es vélida en una vecindad de x,,
V. (t,2)¢; = (2 — 2,) 'Ky, + (una funcién analitica en z,,), (1.34)

donde el residuo &, pertenece a ker(A* —x,I) [37, Lema4.1]. Por lo tanto, debido a que h., tiene
ceros simples en spec(A,), la funcién &, satisface (P1). Veamos que &, satisface (P2) y (P3).

Primero suponga que z € p(A,). Por la Proposicion 1.2.1(iv), &, +(2) € ker(A* — 2I). Ademas,

f’y,t(z) = h7(2> (A'y - tI)<Av - 21)71%. (1.35)

De esta forma, en vista de los Teoremas 1.2.10 y 1.2.11,
TE1(2) = hy(2)(Ay = tD)J(Ay — 2I) 7'y = hy(2)(Ay — tD)(A, = Z1) 7' = &,4(2).-

Cuando z = x, € spec(A,), las propiedades (P2) y (P3) se verifican usando (1.34) y el hecho
de que h, tiene ceros simples en spec(A,). Ahora considere funciones &; y & que satisfacen
(P1)-(P3). Debido a que dim (ker(A* — zI)) = 1 para todo z € C, las propiedades (P1) y (P2)

implican la existencia de una funcién g(z) entera y libre de ceros tal que & (z) = g(z)&(2). Asi,

9(2)62(Z) = &(2) = J&i(2) = 9(2)6:(2).
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Por lo tanto g(z) = ¢(2), i. e., g(2) = g(2). O
Observacion 2. Aunque el conjunto de ceros de h,(z) estd determinado por la eleccién de la
extension autoadjunta A, del operador A, la Proposicién 1.4.1 nos garantiza que tenemos la
libertad de multiplicar h.(z) por una funcién g(z) entera, libre de ceros y tal que g% (z) = g(z).

En este sentido, la funcién &, ;(z) definida en (1.33) no depende del pardametro . Debido a esto,

de ahora en adelante la funcién &, (z) serd denotada mediante &(z).

Empleando la Proposicién 1.4.1, desarrollamos un modelo funcional para los operadores que
pertenecen a la clase S(H). Sea A € S(H) y sea J una involucién que conmuta con todas las
extensiones autoadjuntas candnicas de A (Teorema 1.2.10). Considere una funcién § : C — H
que cumple las propiedades (P1)-(P3) (Proposicién 1.4.1). Para cada ¢ € H, definimos una
funcién @ : C — C mediante la regla,

(Pp)(2) == ((z),),  z€C. (1.36)
De esta forma, H = OH es un conjunto lineal de funciones enteras. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz,
1€E) o < NEE-Nlell,  2€C, peH.

Ademas, (£(Z),¢) = 0, siy sélo si, ¢ € H S ker(A* — ZI) = ran(A — zI). Por lo tanto, si
z € C se mantiene fijo mientras ¢ varfa sobre H, el producto interno en (1.36) es un funcional
lineal acotado cuyo niicleo es ran(A — zI). Debido a que A es completamente no autoadjunto
(Observacién 1), si o = 0 entonces, ¢ € N{ran(A — zI) : z € C\ R} = {0} (en la ultima
ecuacion hemos usado la Proposicién 1.2.5). Por lo tanto ® es un operador inyectivo. La imagen
bajo ® de un elemento ¢ € H serd denotada mediante p(z). El conjunto lineal H se convierte

en un espacio de Hilbert si definimos
(0),30)) = 0.6} (1.37)

A continuacién veremos que el espacio de funciones enteras H es un espacio dB y que el isomor-
fismo isométrico ® transforma al operador A en el operador de multiplicacion por la variable
independiente en # (Teoremas 1.4.2 y 1.4.3).

Teorema 1.4.2. [37, Prop.4.2], [38, Prop. 2.8]. Sea A € S(H). St  estd dada por (1.36)

entonces, el espacio de funciones H := ®H es un espacio dB.

Demostracion. Debido al Teorema 1.3.4, basta verificar que H satisface los axiomas (H1)-(H3).
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Note que
k(z,w) == (£(Z),£(w)), w, z € C, (1.38)

es un nicleo reproductor para H. En efecto, (1.36) y (1.37) implican,

k(- w), 3()); = (E(@), ¢),, = Bw), PEH.

Esto demuestra que H satisface (H1). Ahora suponga que ¢ € H tiene una raiz w € C \ R,
e., (W), p) = 0. Asi, p € H © ker(A* —wl) = ran(A — wl). Esto nos permite definir
= (A —wl)(A —wl) Y. Usando (1.35) y la Identidad de la Resolvente (1.17),

Z—wW Z—W

(z) = (€(z),m) = (€(2), ¢) = P(2)-

Z—Ww Z—Ww

Debido a que ¢ y n estan relacionadas mediante una transformada de Cayley, obtenemos que
131l = 171l [5, Sec. 4.3], [47, Tma. 8.2]. Por lo tanto # satisface (H2). Finalmente, dada @ € #,
considere a la funcién entera 37 (z) := $(z). El hecho de que ¢ satisface (P3) implica,

P(2) = (€(2): )y = (9:€(2))5 = (JE(2), T )y, = (£(2), Tp)y (1.39)
Por lo tanto {5# pertenece a 7:[\ y tiene la misma norma que @. O

En vista de (1.39), #® = ®J. Sea S el operador de multiplicacién por la variable independi-
ente en 7 (vea (1.32)). Note que S® = ®A y ®(dom(A)) = dom(S). En efecto, si ¢ € dom(A)
entonces,

(Ap)(2) = (£(2), Ap),, = (A'6(2), ¢),, = (F(2),9)y, = 20(2) = (5P)(2),  z€C.

Por lo tanto, el operador unitario ® transforma al operador A en el operador S de multiplicacién
por la variable independiente en H. Ademas, las extensiones autoadjuntas de A corresponden a

las extensiones autoadjuntas de S.

Teorema 1.4.3. [17, Tma. 1.2.2]. [37, Prop. 4.3]. Fijemos A € S(H). Sea J una involucion
que conmuta con todas las extensiones autoadjuntas candnicas de A (Teorema 1.2.10) y sea S

el operador de multiplicacion por la variable independiente en H (vea (1.32)). Entonces,
(i) A=®1S® y dom(S) = ®(dom(A)),

(ii) # = dJdL,



1.4. MODELO FUNCIONAL 35

(iii) si S(v) es una extension autoadjunta candnica de S, entonces ®~1S(v)® es una extension

autoadjunta candnica de A.

H D dom(A) ran(A) C H H H
J
o o1 ) H-1
- - L ~
H D dom(S) ran(S) C H H H
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Capitulo 2

Muestreo analitico en espacios dB

A continuacion establecemos formulas de muestreo analiticas para los espacios dB originados a
partir de operadores en la clase S(#H) (Definicién 1.2.13). Esto se lleva a cabo mediante el modelo
funcional desarrollado en el Capitulo 1. En la Seccién 2.1 establecemos una generalizacion del
Teorema de Muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel'nikov [28, Tma.7.2.2], mientras que en la
Seccion 2.2 abordamos los espacios dB generados a partir del operador regular de Schrodinger.

En la Subseccion 2.2.1 se estudian propiedades estructurales particulares de estos espacios.

2.1 Foérmulas ortogonales tipo Kramer

Teorema 2.1.1. [36, Prop.1]. Sea A € 8(H). Conserve la notacion del Teorema 1.4.2. Fije

cualquier extension autoadjunta candnica A, de A. Entonces, para todo f € ﬁ,

i = S pfEED s M0

2
tespec(A~) (t>H tespec(A~) )

donde la serie converge en la norma de H. En consecuencia, la serie converge uniformemente

en subconjuntos compactos de C.

Demostracion. Sea t € spec(A,) y ¢ € ker(A, —tI) C ker(A* —tI). Por la propiedad (P2),
§(t) € ker(A* — tI). Ademés, debido a la Definicién 1.2.13, dim (ker(A* — ¢I)) = 1. Asi, existe
a € C tal que ¢ = a(t). Esto implica que £(t) es un vector propio de A, asociado a t. De esta

forma, el Teorema Espectral [17, Tma. 1.1] nos garantiza que la sucesion {{(t)}iespec(a,) €5 una

37
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base para H. Entonces, para cada ¢ € H,

o= Y S-Sy, (2.)

2
resmoiay €@

donde la serie converge en la norma de H. Ahora, en vista de (1.36), existe ¢ € H tal que
f(z) = (£(Z), ). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

_ (£(2),€(2)) - (£(t), )
€@y — Y =)0 S IE@ e — DD )|
tespec(Ay) ||f(t) || tespec(Ay) Hg(t) ||

Note que, por la Proposicién 1.4.1, £ : C — H es acotada en compactos de C. Ademas, en vista

de (2.1), el ultimo factor es igual a cero. ]

A continuacion veremos que el Teorema de Muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel'nikov [28,
Tma. 7.2.2] es una instancia particular del Teorema 2.1.1. Sean 0 < a < b < 4+00. Denotamos
mediante C(a, b) al conjunto de todas las funciones continuas del intervalo (a, b) en C. Decimos
que g € L'“(a,b) si g € Ly(K) para cualquier compacto K C (a,b). El conjunto de todas las

funciones absolutamente continuas en (a,b) es,

AC(a,b) ={f € C(a,b) : f(z) = f(c)+ /Ig(t)dt, c€ (a,b), ge€Lla,b)}. (2.2)

Considere la expresion diferencial
d

F i

dz’

Definimos un operador A en el espacio Ly(—a, a) mediante,
dom(A) = {p € AC(—a,a) : p(a) = p(—a) =0}, A:=T. (2.3)
De esta forma, A es cerrado y simétrico [2, Sec.49]. Ademas,
dom(A*) = AC(—a,a), A* =T,

En vista de (1.10), los indices de deficiencia de A son (1,1) [5, Sec.4.8]. De acuerdo con [40,

Sec. 5.2], las extensiones autoadjuntas canénicas de A estdn parametrizadas de la siguiente forma,

dom(A,) = {¢ € AC(—a,a) : p(a) = p(—a)e ™}, A, =T, v € [0,7).
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Ademas,

spec (A,) = {7 J;mr :n € Z}, v € [0, ). (2.4)

Los elementos de los espectros de cada una de las extensiones autoadjuntas candnicas de A
estan entrelazados por pares y su uniéon coincide con R, por lo que A es un operador regular
(Definicién 1.2.12). Por lo tanto A € S(Ls(—a,a)). Considere la involucién J : Ly(—a,a) —

Ly(—a,a), o — o(—z). La funcién &(x, 2) := e 7%, x € (—a,a), z € C, satisface las propiedades
(P1)-(P3) listadas en la Proposicién 1.4.1. Asi, por el Teorema 1.4.2; el espacio

PW, = { f(z) = /_ " e (2)dn o € Ly(—a, a)}

a

es isométricamente isomorfo a Ly(—a,a). En vista de (2.4), {\, :="% : n € Z} es el espectro

de la extension autoadjunta de A que corresponde a v = 0. Mediante un céalculo directo,
k(z,A\n)  sin(az — nm)

= A Z.
kE(Ans An) az —nmw 2 & spec (Ao), ne

Aplicando el Teorema 2.1.1 obtenemos que cualquier f € PW, admite la representacién,

f) =3 f (om) Snloz = nm)

az — nNm
nel

donde la serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de C. Por lo tanto, hemos de-
mostrado el Teorema de Muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel'nikov [28, Tma. 7.2.2] aplicando

el modelo funcional desarrollado en el Capitulo 1 y el Teorema 2.1.1.

2.2 Operador regular de Schrodinger
Considere una expresiéon diferencial de la forma

=1 = =0+ V(). (2.5)

En lo que resta de este capitulo asumiremos que

(vl) V toma valores reales y pertenece a V' € L;(0, s) para cualquier 0 < s < +00.
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Para cada s > 0, la expresiéon 7 determina un operador cerrado y simétrico A en Ls(0, s),
dom(A;) := {p € L(0,5) : 7 € L(0,5), ¢'(0) = p(s) = ¢'(s) =0},  Asp:=7p. (2.6)

A diferencia de (2.3), ahora senalamos la dependencia de este operador con el valor de s. El

operador Aj tiene indices de deficiencia (1, 1) y es regular, es decir,
{z € C: existe C, > 0 tal que ||(As; —zI)p| > C,|¢||} =C.

De acuerdo con [48, Sec. 8.4], las extensiones autoadjuntas de A, estdn dadas por

dom (A,(y)) := {¢ € L2(0,8) : T € Ly(0,5), ¢'(0) = ¢(s) cosy + ¢'(s) siny = 0},

(2.7)
A7) ¢ =T,
con vy € [0, 7). Ademsds, el operador adjunto de A; es
dom(A7) == {p € Lx(0,5) : 7p € L»(0,5), ¢'(0) =0}, Afp:=7op.
Por lo tanto A € S (L2(0,5s)). Sea & : Ry x C — C la solucién del problema
é(x,2) = 2&(x,2), £(0,2)=1, &(0,2)=0, (2.8)

(la derivada se toma con respecto al primer argumento). Note que &(z,%) = £(z, ). La funcién
&(z, z) es entera para cualquier x € R, fijo [25, Tma.1.1.1], [43, Tma.9.1]. Ademds &(x,z) €
Ly(0, s) para cualquier z € C fijo. Usando [40, Sec. 4] se establece que £(z, z) es entera como una
funcién que toma valores en Ls(0, s). Es importante senalar que £(z, z) depende del potencial V'
pero no depende del valor de s. Considere la involucién J : Ly(0,s) = Ly(0,5), o(z) — o(z).
De esta forma, la funcién &(x, z) satisface las propiedades (P1)-(P3) de la Proposicién 1.4.1. Por

el Teorema 1.4.2, la regla de correspondencia

((I)SSO)(Z) = <€('?E)v 90>L2(0,s) ) Y e L2(07 S)a z e C, (29)

determina una isometria entre Lq(0, s) y un espacio dB

B { 1) = [ elwshetoia ¢ € La0.9)}. (2.10)
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La norma de este espacio esta dada por

Bs = ||80HL2(0,S)‘
De acuerdo con (1.38), el nicleo reproductor de B es
ks (2,w) = (€, 2), £ 0)) 1y 0.4 w, z € C.

En vista de (2.1), si A4(7y) una extensién autoadjunta canénica de A, entonces,

o(z) = Z e (6 P D, @€ La(0,5)
e o TEC D0

donde la serie converge en la norma de Ly(0,s). Ademads, en vista del Teorema 2.1.1,

o= Y el e e

tespec(As (7))

donde la serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de C.
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

A continuacién determinamos una funcién Hermite-Biehler que genera al espacio B (Teo-

rema 1.3.2). Sea
e(2) 1= V7 (E(s, ) +3€/(5, 2)).

Para cualesquiera z, w € C,

2im (§'(s, 2)€ (5, W) — &(s,2)€'(5,W)) = e(2)e(w) — e(Z)e(w).

Por la identidad de Green,

| (@0 —pre) = (Faw @) - Faw) [
De esta forma,
-2 [ & v = (€, w)e (@) - T, w)e, ) |

En vista de (2.15) y (2.16),

2im(w — 2) /OS E(z,w)é(x, z)dr = e(2)e(w) — e(Z)e(w), z,w € C.

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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Ahora fije z € CT. Sustituyendo z = w en (2.17), 0 < 4w Im(z) [ |¢(x, 2 dz = |e(2)]* —le(Z)[.
Por lo tanto |e(Z)| < |e(z)| para todo z € C*. Esto muestra que e(z) es una funcién HB. Debido

a (2.17) y al Teorema 1.3.2, el nticleo reproductor del espacio dB generado por e(z) es

kB(e)(Zaw) = <§('7w)7€('7 Z)>L2(0,s) = <€("z)75("w>>L2(0,5)'

En vista de (2.12) y de la ecuacién anterior, los espacios B(e) y Bs coinciden.

Teorema 2.2.1. [32, Tma.3.2]. Si 0 < r <s, entonces B, estd isoméltricamente contenido
en B, es decir, B, C Bs y || fllg. = || fllz, para todo f € B,.

Demostracion. Sean ®, : Ls(0,7) — B, y @5 : Ly(0,s) — B, las isometrias dadas por (1.36).

Cada ¢ € Ly(0,7) induce una tnica funcién @ € Ly(0, s) definida mediante,

() == o(x)x0. () + 0 x(rg (), z € [0,s], (2.18)

donde x denota la funcién caracterfstica de un conjunto £. Ademsds |||,y = 19/, En
vista de (2.18) y (1.36),

(@) (2) = / (e, 2)p(a)da = / (e, 2)3(@)dr = (B.0)(2) € B, 0

2.2.1 Propiedades estructurales particulares

De acuerdo con (2.10) y (2.11), la expresién diferencial (2.5) determina un espacio de de Branges
(Bs, (-, -)p,) isométricamente isomorfo a Ly(0,s), donde 0 < s < oo. El siguiente resultado

establece que, como conjunto, B, no depende del potencial V.

Teorema 2.2.2. [32, Tma. 4.1]. Como conjunto, B, estd dado por

B.={16) = [ pte)eostvEalds g€ L0}

Debido a (2.8), cuando V' = 0 tenemos que {(z, z) = cos(y/z x). Asi, (2.10) y el Teorema 2.2.2
implican que, mediante el modelo funcional descrito en el Capitulo 1, los operadores regulares

de Schrodinger originan el mismo conjunto de funciones enteras. En vista del Teorema 2.1.1,
para cualquier [ € {fos o(x) cos(v/zx)dx : ¢ € Ly(0, s)},

fe = Y O zeC, (2.19)

tespec(As(7))
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donde ks es el nicleo reproductor del espacio By y As(7) es cualquier extensiéon autoadjunta del
operador A (ver (2.6), (2.7), (2.12)). De acuerdo con (2.11), el producto interno en cada uno
de los espacios B, depende del potencial V. Sin embargo, en [32, Tma. 4.2] se demuestra una
férmula que relaciona estos productos internos. Dada una funcién ¢ : [-2s,2s] — R continua y

par, defina un operador integral J; on L4 (0, s) mediante

1

o)) = [ (6la =9) + oo + 1) vy (2.20)

El operador J, es autoadjunto y compacto [5, pag. 242].

Teorema 2.2.3. [32, Tma.4.2]. Suponga que V satisface (v1). Sea B el correspondiente
espacio dB dado por (2.10) y (2.11). Entonces, existe una funcion ¢ : [—2s,2s] — R que es

absolutamente continua, par, y satisface ¢(0) =0, tal que para cualesquiera f, g € B,

(f, 9>BS = (o, (1 + ‘7¢),¢>L2(0,s) )

donde Jy estd dada por (2.20) y @, ¢ € Ly(0, s) satisfacen f(z) = [ cos(v/zx)p(x)dx, g(z) =
[ cos(v/zx)i(z)dx.

Note que 1+ J, es invertible. En efecto, si existe 0 # ¢ € Ly(0,s) tal que (1 + J,)p = 0,

entonces, por el Teorema 2.2.3,

IFI3, = (0 (1+ Ty, 00 =0, donde  f(z) = / cos(v/zz)p(x)d.

0

Esto contradice la eleccion de .

Proposicién 2.2.4. Suponga que V' satisface (v1). Sea By el correspondiente espacio dB dado
por (2.10) y (2.11). Entonces, para cualesquiera z, w € C,

ks(z,w) = <cos(\/%-), (1+ Ty " cos(\/ﬁ~)>L2(0’s) = /OS cos(vzx)(1 + Jy) " cos(Vwz)de,

donde ky(z,w) es el nicleo reproductor de Bs y J, es el operador del Teorema 2.2.3.

Demostracion. Sean f € B; y w € C. Entonces,

f(w) = <ks<'7w>7 f>BS . (221)

Denote mediante B, al espacio dB dado por (2.10) y (2.11) correspondiente al potencial V' = 0.

Sea /Z:S(z,w) el nucleo reproductor de l§$. De acuerdo con el Teorema 2.2.2, B, = l’)o’s como
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conjuntos. Por lo tanto,

— ( k(- . 2.22
fw) = (ko). f) (2:22)
Debido a que k(-,w) € By = l’;’s, existe una tnica ¥ € Ly(0, s) tal que

k(- w) = D), (2.23)

donde Ci)s es la isometria dada por (2.9) correspondiente al potencial V' = 0. Sea ¢ € Ly(0, s) la

Unica funcién que satisface f = qo>sg0. Por el Teorema 2.2.3,

<k8('7 w)7 f>BS = <(i)sw> &)890>BS = <¢7 (1 + j¢)¢>L2(O,S)' (224)

Debido a que el operador 1 4 J4 es autoadjunto,

<¢7 (1 + j¢)¢>L2(0,s) = <(1 + \7¢>)¢7 90>L2(0’s)- (225)

Por otra parte, (1.37) implica,

(L4 T, 2D 0 = (Pl To)th, Do) g = (D14 To), f) g - (2.26)

Use (2.24)-(2.26) para obtener,

(ks w), f) g, = (Bu(1+ To)¥, g (2.27)

Asi, en vista de (2.21), (2.22) y (2.27),

o

(ko w), f)g = (D14 T, f)g.  feB,=B. (2.28)

Entonces, por (2.23),
s (- w) = By(1+ Tp) ;L (-, w),

Aprovechando la invertibilidad de los operadores <i>s y 14+ Ty,
k(- w) = (1 + Tp) 7 05 ko (-, w).
Por otra parte, (1.36) implica /Ofs(-, w) = b, cos(vw -). Asi,

k(- w) = By (1+ Jy) " cos(Vw ). O
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El siguiente resultado es una consecuencia directa de la formula de muestreo (2.19) y de la

Proposicién 2.2.4.

Teorema 2.2.5. Suponga que V satisface (v1). Entonces,

f(z) = Z f t)<cos(\/§.)7(1 + Js) " Leos(vVE)

> zeC
(cos(WI), (11 To)teos(VE)) <0

tespec(As(7))

para cualquier f € { [ p(x) cos(y/zx)dx : ¢ € Ly(0,5)}, donde Ay(y) es uno de los operadores
autoadjuntos dados por (2.7) y Jy es el operador en el Teorema 2.2.3. Esta serie converge

uniformemente en subconjuntos compactos de C.
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Capitulo 3

Sobremuestreo

3.1 Introduccion

Fije cualquier real s > 0 y un potencial V' que satisface (v1). En la Seccién 2.2 se definié
un operador en Ls(0,s) que denotamos mediante A;. De acuerdo con (2.7), las extensiones
autoadjuntas de A, estdn parametrizada por v € [0, 7). En este trabajo consideramos condiciones

de frontera tipo Neumann, por ello asignaremos el valor v = 7. Asf,

dom (A (3)) = {p € L(0,5) : 7@ € Ly(0,5),¢'(0) = ¢'(s) =0}, (3.1)

(denotaremos mediante fcis al operador correspondiente a V' = 0). Cuando V = 0, la funcién
&(z, z) introducida en (2.8) es

(z, z) = cos (Vzz) , r e Ry, zeC. (3.2)
Note que £'(s, z) = —y/zsin(y/z s) = 0 precisamente cuando /z = "* para algin n € Z. Asi,
1 s nm 2
spec <A5 (5)> = {(?) :neNU {0}} : (3.3)

La distancia entre dos valores propios consecutivos es (2n — 1) (%)2, n € N. Por lo tanto, si
0 < a < b entonces, spec (fcib (g)) es mas denso que spec (fia (g)) Podemos considerar esto
como una analogia al comportamiento de los puntos de muestreo del Teorema WSK en relacién
con la amplitud de banda de las sefiales (ver férmula (2)).

Ahora analizamos el comportamiento del espectro del operador A, (%) en relacion con el

valor de s. Sabemos que spec (As (g)) esta contenido en R y consta de valores propios aislados

47
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de multiplicidad uno. Sea spec (4, (3)) = {A\s(n)}32,, donde A\(n — 1) < Ay(n) para todo
n € N. El comportamiento asintético de los puntos As(n) cuando n es suficientemente grande

nos brinda informacién util. De acuerdo con el Lema B.1.1(i), si V' € ACI0, s] entonces,
As(n) ="24+0(n™"), n—oo. (3.4)

Por (3.4), spec (Ab (g)) es més denso que spec (Aa (g)) siempre que V' € ACJ0, b].

Ahora bien, en vista de (3.2) y (3.3), el conjunto de funciones propias
{cos (*£z) : n e NU{0}}

constituye una base para L(0, s). Si n # 0 entonces,

T 02 (nm _1/5 2nw _1< i‘%_wy”:s
/Ocos (sx)dx—z i (1+cos( - x))d:c—Q :17+2mr81n( - m) s
Por lo tanto,
s
Hcos (%x) HZ(O’S) =5 neN. (3.5)

Cuando 0 < a < b < 00, el espacio Ls(0,a) estd isométricamente contenido en Ly(0,b). En
efecto, cada ¢ € Ly(0,a) induce una tnica funcién ¢ € Ly(0,b) mediante la regla de correspon-

dencia
o(r) == ()X (0,0 () + 0 Xap)(T) r €[0,0], (3.6)

donde g denota la funcion caracteristica de un conjunto E. A lo largo de este capitulo identi-

ficaremos ¢ con @. Empleando (2.13) con s = b se obtiene,

= Y g D00 ). 3.7

tespec(Ap (7))
donde la serie converge en la norma de Ly(0,b). Considere

b—x
a}((%b] (ZE) , T € [O, b] . (38)

R(z) = Rap(7) := X0,a)(2) + b—a

Las ecuaciones (3.6) y (3.8) implican ¢(z) = p(z)R(z). Asi, de acuerdo con (3.7),

o) = (ER)@) = Y (6 1), 9N g0 R 1) (3.9)

ko (1.1
tespec(Ap (7)) bt 1)
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La serie anterior converge en la norma de Ly(0,b). Denote mediante f a la imagen de ¢ bajo la

isometria (2.9) con s = b. Entonces

f) =020y - 2€C (3.10)

Haciendo uso de (3.10), la ecuacién (3.9) se expresa de la siguiente forma,

o= Y AU Rayeen, (3.11)

k(.1
tespec(Ap (7)) ot 1)

la serie converge en la norma de Ly(0,b). Insertando el lado derecho de (3.11) en (3.10),

f(Z) = Z f(t)lzab(zv t)? Eab<z7t) = ! <§('7E)7Rab<'> 5(’ t)>L2(0,b) : (312)

tespec(Ap (7))
La serie en (3.12) converge uniformemente en subconjuntos compactos de C.
(Q1) Sea e = {e : t €spec(Ay(y))} C R una sucesién acotada.

L Qué caracteristicas de V permiten demostrar que la serie

)= > Kalzt)(ft) +e), (3.13)

tespec(Ap(7))

converge uniformemente en subconjuntos compactos de C?

Damos respuesta a la pregunta en (Q1) determinando condiciones que garantizan la veracidad

de la siguiente hipotesis.

Hipoétesis 3.1.1. Dados 0 < a < b < 00, la serie

1
Z k(. 1) ‘<£("z)7Rab(')6('7t)>L2(D,b) , zeC, (3.14)
tespec(A4y(7)) !

converge uniformemente en subconjuntos compactos de C.

En efecto, cuando la Hipdtesis 3.1.1 es cierta, la funcién f(z) en (Q1) tiene las caracteristicas
deseadas (cf. (3.12) ). Ademsds, para todo z € C,

7(2) - £2)

Sl X g [ DROC D]

tespec(Ap(7))
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Por lo tanto, la diferencia |f(z) — f(2)| estd acotada uniformemente en compactos de C.

Observacion 3. Empleando la férmula (2.14) con s = a podemos reconstruir completamente

cualquier f € B, mediante los valores que toma en spec (A4, (7)), es decir,

= Y ekl ec

tespec(Aa(y))

donde la convergencia es uniforme en compactos de C. Esta expresién sélo es estable bajo
perturbaciones de tipo ¢y en los datos {f(t) : t € spec(A,(7))}. Por otra parte, cuando la
Hipdtesis 3.1.1 es verdadera, la convergencia de la férmula (3.12) no se altera bajo perturbaciones
de tipo f en los datos {f(t) : t € spec(A,(7))}. En este sentido, la férmula (3.12) es
més robusta. Note que, por lo expuesto en la introduccion de este capitulo, la férmula (3.12)

reconstruye f € BB, mediante sus valores en un conjunto més denso que spec (4, (7)).

A continuacién demostraremos que la Hipotesis 3.1.1 es verdadera cuando
(v2) V € AC|0,b] (por lo tanto satisface (v1) para s < b).

Primer abordamos el caso V' = 0, después empleamos métodos perturbativos para atacar el caso
general. De acuerdo con (2.7), el operador A,(y) mencionado en la Hipdtesis 3.1.1 depende de

by 7. Alo largo de este capitulo asignamos v = 7. Denotaremos (-, '>L2(o,b) mediante (-, ).

3.2 Sobremuestreo: caso sin potencial

En (3.2) hemos establecido que si V' = 0 entonces &(x,2) = cos (y/zx), » € Ry, z € C. Cada
vez que hagamos referencia a la funcion £ que corresponde a V' = 0, escribiremos el lado derecho

de la ecuacion anterior. La letra £ serda empleada en el caso V' # 0. De acuerdo con (3.3),
spec (4, (5)) = {(38)" : neNU{0}} . (3.15)

Ademas, en vista de (3.5), el nicleo reproductor lzrb(z, w) correspondiente a V' = 0 satisface

b

== n € N. (3.16)

Jeos (322 20y = &

Proposicion 3.2.1. Cuando V =0 y vy = 7, la Hipdtesis 5.1.1 es verdadera.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto arbitrario de C. Suponga que spec (/L, (%))

. , 2 L
intersecta a K solamente en (%) , donde ng € N. Al final de la demostraciéon veremos que no
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hay pérdida de generalidad al suponer esto. Note que la funcion |<cos (\/§ ) ,R(-) cos ("%b” )>‘
estd acotada uniformemente en K. Esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (el factor

que depende de z es continuo en K'). Por otra parte, el Lema A.1.8 implica

Z <cos <\/§> ,R(+) cos (Mx )>‘

n#ng

_ 1 Z cos ((vz + %) a) — (—1)" cos(y/zb) N cos ((vz — ) a) — (—1)" cos(y/zb)
) (Er T (%)

6b|Im\/E| 1 1 )
2

“o=0 T v

Entonces, considerando (3.16), la serie (3.14) converge uniformemente en K. [

3.3 Sobremuestreo: caso general

En esta seccion demostraremos que la Hipotesis 3.1.1 es verdadera cuando el potencial V' sa-

tisface (v2). Como hicimos anteriormente, asignamos el valor v = 7. Ademas denotamos

spec (Ab (%)) = {\.}22, donde \,_; < A, para todo n € N.

Definicién 3.3.1. Para cada = € [0,b], n € N, z € C, considere

o= [ V- 2o ([ vow)e,

T(z,n) == &(x,\,) — cos (L) — %p(:c) sin (%2z) |

F(z,2) :=¢&(x, z) — cos (\/5.75) )

Lema 3.3.2. Suponga que V' satisface (v2). Entonces, existe N € N tal que sin > N, entonces

(€ 2) REIEC ) = (cos (V) R(Jeos (221 )] < G0 elm vzl (p LAl 5) ,

™™ 1+ |2)"%b

para todo z € C. Las constantes C > 0, D >0, D>0 dependen de V' y b.
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Demostracion. En términos de las funciones introducidas en la Definicién 3.3.1,

’ b
= /0 (cos (Vzz) + F(z,2)) R(z) (cos (22z) + —p(x)sin (22z) + T(x,n)) dx .

nim

De esta forma,

(€0, 2), ROEC M) — (eos (VE-) R cos (5 )

= [ [P 2R gt sin (55) + con (VEr) Riw) - plo)sin (5)

nm

+ F(z,2)R(z) cos (%z) + cos (vVzz) R(x)T(x,n) + F(z, 2)R(x)T (x, n)} dx. (3.17)

Demostraremos que cada uno de los términos en el lado derecho de (3.17) esta acotado apropia-
damente. Para el primer término usamos las desigualdades en Lema A.1.5(ii) y Lema A.1.6(i).
La cota para el segundo término se obtiene mediante las desigualdades en Lema A.1.5(iii) y
Lema A.1.6(ii). El tercer término en el lado derecho de (3.17) es estimado en el Lema A.1.7.
Ahora acotamos el cuarto y quinto términos del lado derecho de (3.17). Por el Lema B.1.1(iii),

D
|T(x,n)| < — D >0, z € [0,0],

9
TL2

para n suficientemente grande. Ademds, |R(z)| < 1 de acuerdo con (3.8). Por lo tanto,

b
/ T(z,n)R(x) cos(v/zx)dx| < %e’lmﬁ’b, (3.18)
0

debido a que |cos(y/z x)| < exp(|Im /2| b) para todo x € [0,b]. Considerando (A.7), la cota para

el término restante sigue un razonamiento similar,

2
<& b eltm V3| (3.19)

La cota del lema se obtiene combinando la estimacién de los primeros tres términos, junto con
(3.18) y (3.19). m

Proposicién 3.3.3. Suponga que V satisface (v2). Si~y = 5 entonces la Hipdtesis 3.1.1 es

cierta.
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Demostracion. En vista del Lema B.1.1(iv),

o

B Aa) = (22)°, (38)°) =073, 0= 0.

Esto implica que

k(s An) > kb<(%?)2’(%§) ) =7

para n suficientemente grande, donde hemos usado (3.16). Entonces,

1 1 k /\n7 )\n -5
(O \ 5 2 2 = ‘ bTEk \ ))\ 2‘ S%‘kb()\nn)\n)_g
b( ny n) kb (("T”) 7(”%) > 9 b( ny n) 7T
para n suficientemente grande. Nuevamente por el Lema B.1.1(iv),
1 1 .
— =0(n"=), n—oo. (3.20)

WO R ()7 (2)7)

Ahora, debido al Lema 3.3.2 y (3.20) existe NV € N tal que si n > N, entonces

(EC2LROECA)) (o8 (VE) R cos(E )| _ eae)
kb()\n,/\n) ]C{’;b ((%)2,(M)2> - n2’

b

para todo z € C, donde ¢; : C — R es una funcion continua positiva. Como consecuencia de la

desigualdad anterior, existe otra funcién continua positiva ¢, : C — R tal que

s .z (N =. . nm
So[earut ) (o E) RO e
=1 B ()" )

Entonces, por la Prop. 3.2.1, la serie (3.14) converge uniformemente en compactos de C. O

A continuacién se establece el principal resultado de este capitulo.

Teorema 3.3.4. [41, Tma. 3.6]. Suponga que V satisface (v2). Considere B, con a € (0,b).

Entonces, para todo subconjunto compacto K C C, existe una constante C'(K,a,V') > 0 tal que

’f(z) . f(z)‘ <CK,a,V)|lel., =€k,
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para toda f € B,, donde € = {€;} es cualquier sucesion real acotada y f estd dada por (3.13)

cony = 3.

Demostracion. Basta argumentar como en el parrafo debajo de la Hipdtesis 3.1.1. O



Capitulo 4

Submuestreo

4.1 Introduccion

En este capitulo abordamos submuestreo de funciones en B. \ B, (b < ¢) con los puntos de

muestreo dados por el espectro de Ay(y) como se explicé en la Introduccion.

ky(t,z
Lema 4.1.1. Para cada z € C, £(+,2) = Z kb((t’ ’zif(-,t), donde la serie converge en la
tespec(Ap (7)) A%
norma de Lo(0, ).

Demostracion. En la expresion (2.13) asigne los valores ¢(-) = &(+, 2) y s = b para obtener,

€e)= Y s (D66 D ), (4.1

tespec(Ap (7)) )

La serie en (4.1) converge en la norma de Ly(0,b). Por otra parte, empleando (2.12) con s = b se

obtiene, ky(t,Z) = (£(+,t),&(", 2)) 1,04 Para concluir inserte la ecuacién anterior en (4.1). [

Hipédtesis 4.1.2. Sean 0 < b < ¢ < oo. Para cada z € C, la serie

> b(t2) 0

tespec(Ap(7))

converge absoluta y uniformemente con respecto a = € [0, ¢] (cf. Lema 4.1.1).

Observacion 4. De acuerdo con (2.13), si z = A € spec(Ap(7y)) entonces las series en el Lema 4.1.1

y en la Hip6tesis 4.1.2 tienen s6lamente un término, a saber £(x, \).

25
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Lema 4.1.3. Asuma que la Hipotesis 4.1.2 es verdadera. Sea

270, x C— C, S, 2) = Z IZ;((Z;))ﬁ(x,t)
tespec(Ap (7))

Entonces, para cada z € C,

(i) &*(-, z) es continua en el intervalo [0, ],

(ii) &z, z) = &(x, 2) para casi todo x € [0, b].
Ademas,

(11i) la funcion hy(z) = Sl[lbp]|§(:17,z) — & (2, 2)| es continua en C,

w€lb,c
(iv) si v € Ly(0,¢) y g € B, estan relacionadas mediante la isometria (1.36) con s = c,
entonces

@D 0= X Dy, sec “2)

tespec(Ap(7))

Observacion 5. El resultado establecido en el Lema 4.1.3(iv) es, en cierta forma, una generaliza-
cién de la férmula de muestreo (2.19). Efectivamente, cada 1 € Ly(0,b) puede ser considerado
como elemento de L2 (0, c) mediante la regla 1 := X0 + 0 X(5,q, donde x g es la funcién carac-

teristica de un conjunto E. Asi, debido al Lema 4.1.3(ii),

g(z) = (&(+,2),¢ L2 05) <€ea¢t 7). (')>L2(0,b) , zeC. (4.3)

Tomando en cuenta (4.3), la férmula en el Lema 4.1.3(iv) se expresa de la siguiente forma,

OIS ’;*;ii’j;gu), sec.

tespec(Ap (7))
La ultima ecuacién coincide con la férmula (2.19) con s = b.

Demostracion. Enumeremos spec(Ay(y)) de la siguiente forma, spec(Ay(y)) = {\}52,, donde
A1 < A, para todo n € N. Esto nos permite representar a la serie que define a la funcion

et (x, z) de una manera til para nuestros propésitos,

kb /\n Z k?b )\n Z
ext ! n = i ! T, An . 4.4
Z B S () = lim <Z RO >> (4.4)
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(i) Debido a la Hipdtesis 4.1.2 y a (4.4), para cada z € C, la funcién (-, z) es el limite uniforme

de una sucesién conformada por funciones continuas en el intervalo [0, ¢].

(ii) De acuerdo con (i), para cada z € C, la funcién &*(-, z) es continua en el intervalo [0, b].
Ast, §™(+, 2) Ty € L2(0,b). Observe que

lim
m—00

=0. (4.5)
L2(0,b)

k}b A Z
e:rt U )\n
Z kb )\n; )\ )

En efecto, de acuerdo con la Hipétesis 4.1.2, dada e > 0 existe N € N tal que, si m > N entonces,
kb A Z
ea:t 9
T, Ay
Z kb )\n; >\ )
De esta forma, siempre que m > N se obtiene,

Pleee

Por lo tanto (4.5) es cierta. La conclusién se sigue del Lema 4.1.1.

< %, z e 0,c.

2

Ey( A\ b

o Z o(An, Z) E(z, \n) dxg/gbdx<e.
0

Koy An)

(iii) Es una consecuencia directa del Lema A.1.1.

(iv) Utilize (4.4) para obtener,

< gmt(.j),lb(.)hz(o’b) :/ 7&1—{%0 (Z k]{bjb)\);m; )\n)lp(x)> dr . (4.6)

Buscamos aplicar el teorema de convergencia dominada [29, Tma. 5.4.9] para calcular la dltima

integral en (4.6). De acuerdo con la Hipétesis 4.1.2, para cualquier m € NU {0},
Z k?b /\na Z
Ey( A, An)

Ademas, debido a que L9(0,b) C Ly(0,b),

|kb /\naz
T, A i 4.
|§jlmn7A )l < o0 (4.7

‘k'b >\7LJZ
L 4.
oY e e Al € L0, (49

Las expresiones (4.7) y (4.8) nos permiten usar el teorema de convergencia dominada [29,
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Tma.5.4.9]. De esta forma, (4.6) implica,

ky(An, Z
<£ext H2), >L2 00) — n},lg;oz kbb)\n,)\z / a5 9
Empleando (1.36) se infiere que
b
90) = (€A 50 on = | A (4.10)

para cualquier n € NU {0}. Finalmente, en vista de (4.9) y (4.10),

ext — kb )\n,Z
<5 EE <')>L2(0b Z ko(Ans An) An) - =

Asuma que la Hipdtesis 4.1.2 es verdadera. Suponga que ¥ € Ly(0,¢) y g € B, estan

relacionados mediante la isometria (1.36) con s = ¢, i. e.,
9(2) =€, 2), (N 00 » 2€C. (4.11)
De acuerdo con el Lema 4.1.3(i), para cada z € C, la funcién &*(-, z) pertenece a Ly(0,c). Sea
ext
= (6" (D000 - 2€C. (4.12)

Por (4.11) y (4.12),

19(2) = ()| = [(66,2) = &7, 2,80 10| =

/0 (6w 2) — 7 (. 2)) wla)de]

Debido al Lemma 4.1.3(ii),

C

b (f(x,z)— (g, x)dx

9() — (2| = / £, 2) — 672, 2)| - ()] da

< sup |¢(r,2) — mzz}/w )l do.

z€[b,c]

Finalmente, el Lema 4.1.3(iii) implica,

19(2) — §(2)] < nl2) / (@) de. (4.13)
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Por lo tanto, para cada funcién g(z) € B., la diferencia |g(z) — g(z)| esta acotada uniformemente

en subconjuntos compactos de C.

Observacion 6. Toda g € B. puede ser reconstruida mediante sus valores en spec(A.(7)). Efec-

tivamente, usando (2.19) con s = b se obtiene,

g(z) = Z g(t) anj) : zeC. (4.14)

tespec(Ac(y))

Adicionalmente, el Lema 4.1.3(iv) y (4.12) implican,

i) = > g(t)ib(t’z), z€C. (4.15)

tespec(4p(7))

En la Seccién 3.1 se expuso brevemente el hecho de que spec(A,(7y)) es menos denso que
spec(Acq(7)). Mediante (4.14) y (4.15) se infiere que (4.13) nos brinda una estimacién del error

producido al intentar reconstruir g € B, utilizando sus valores en un conjunto mas ralo que
spec(Aq(7)).

A continuacién demostraremos que la Hipétesis 4.1.2 es verdadera cuando V' satisface (v2).
Como en el Capitulo 3, esto se lleva a cabo en dos etapas, la primera se ocupa del caso particular

V' =0y la segunda del caso general. Ademads, asignamos el valor v = 7.

4.2 Submuestreo: caso sin potencial

En esta seccion demostramos que la Hipotesis 4.1.2 es verdadera cuando V =0y v = 7. De

acuerdo con (3.15),
spec (Ab (%)) = {(%)2 :neNU {O}} .

Recuerde que Z;b denota el nicleo reproductor del espacio [;’b asociado con V = 0. De acuerdo
con (2.12), (3.2),

l(;;b ((%)2 ,E) = /Ob cos (%x) cos (\/Ex) dx

3 [ (cos(( 4 VA ) +eos (0 - V) o)) e
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Por la férmula de adicién de seno, sin (2 £ y/z) b) = +(—1)"sin(y/zb). Asi,

i (()°.2) - (_WH("—T@—Z sin (V/zb) | (4.16)
b

para cualesquiera n € NU {0}, z € C\ {n?}.

™

Proposicion 4.2.1. 51V =0 y v = § entonces la Hipdtesis 4.1.2 es verdadera.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto de C. Como en la prueba de la Proposicién
nom

v )2 es el inico punto de spec (fcib (%)) que
pertenece a K, donde ny € N. Debido a (3.2), (3.15), (3.16), basta demostrar que la serie

D

n#ng

3.2.1 asumiremos, sin pérdida de generalidad, que (

o

b ()7 2)

converge uniformemente en K. Por (4.16), se obtiene

> |l ()" %)

n#ng n#ng

< |Vzsin(vzh)| Y n_ﬂ);g_

4.3 Submuestreo: caso general

Suponga que V satisface (v2) para b > a. Seaspec (A4 (3) ) = {A}220, A < Anr1, n € NU{0}.

Nuestro primer objetivo es estudiar la diferencia

. b ((5)°2
emewaRtay (b<g—”>2 , <M22)

para cualquier b > m y n € N suficientemente grande.

Lema 4.3.1. Suponga que V satisface (v2). Entonces, existe N € N tal que, sin > N entonces,

= 3 nr\2 = ~ b Im+/z|b 1+‘Z| n
b9 ()" 2) = Coppe P (D4 D).

para todo z € C. Las constantes C > 0, D >0, D>0 dependen de V' y b.
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Demostracion. Debido a (2.12), ky(A,, Z) = fob E(x, A\p)&(z, 2)dx. Por la Definicién 3.3.1,

ky(An, Z) = /0 (cos (%) + ip(m) sin (%) + T(x,n)) (cos (Vza) + F(z,2)) dx..

nm

De esta forma,

ky(An,Z) — iy ((”T”)Z ,2) = /Ob [cos (%2z) F(z,z) + %p(x) sin (22z) cos (v/z z)

+ %p(x) sin (%2z) F(z, z) + T(x,n) cos (vVzx) + T(x,n)F(z, z)] dx .

Procedemos como en la demostracion del Lema 3.3.2. Los primeros tres términos en el lado
derecho de la dltima ecuacién se acotan mediante el Lema A.1.5. Los términos restantes tienen

cotas obtenidas en la misma forma que las estimaciones (3.18) y (3.19). O

Lema 4.3.2. Suponga que V' satisface (v2) y ¢ > b. Entonces, la formula asintética
&(z, \y) — cos (Zz) = O(n™"), n— oo,

se cumple uniformemente con respecto a x € [0, c|.

Demostracion. Usando el Lema B.1.1(i) y repitiendo el razonamiento que nos condujo a (3.20),

se obtiene

Esta férmula asintética junto con (A.7) implica
&(x, A\y) — cos (\/)\n x) =0(mn"), n-— oo,
uniformemente con respecto a x € [0, ¢|. Finalmente, debido a que

‘cos (\/)\—n:v) — cos (%m)‘ = |sin (v, z)] - ’<\/)\_n— %) :L" < ‘\/)\—n— %

b,

para algin a,, entre v/, y 7, la conclusién se sigue del Lema B.1.1(i). H

™

Proposicién 4.3.3. Suponga que V satisface (v2). Asigne el valor v = 5. Entonces, dado

¢ > b, la Hipotesis 4.1.2 es verdadera.

Demostracion. Debido a los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y a la ecuacién (3.20), existe N € N y una funcién
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continua y positiva c3 : C — R tal que

o
o
/N
~—~
3
°"|=1
SN—
Do
|
o
w
—~
N
N—

W2 0,00 -

ky( A, An) i ((m)27 (M)Q) ; zeC z€][0,q, (4.17)

para cualesquiera n > N. Note que la funcién ¢z puede depender de by V. La estimacién (4.17)

a su vez implica

= . ky ((22)% 2
> %S(:ﬂ,m—o (b(< o)

n=0

uniformemente con respecto a z € [0, ¢|, donde ¢4 : C — R es otra funcién continua positiva que

también puede depender de b y V. La afirmacién se sigue de la Proposicion 4.2.1. O

La argumentacién que esta después de la prueba del Lema 4.1.3 y la Proposicién 4.3.3 nos

permiten establecer el principal resultado de este capitulo.

Teorema 4.3.4. [41, Tma. 4.7]. Suponga que V satisface (v2) para ¢ > b. Sean ¢ € Ly(0,¢)
y g(z) € B, relacionadas mediante (4.11). Entonces, para cualquier conjunto compacto K C C,

existe una constante D(K,c,V) > 0 tal que

9(=) — 3(2)| < DK, e, V) / @)|de, €K,

donde g(z) estd dada por (4.12), i.e., g(z) estd dada por la serie (4.2) con vy = 3.



Apéndice A
Resultados auxiliares

Lema A.1.1. Sea Y un intervalo compacto de R. Suponga que 6 : C x Y — [0,400) es una
funcion continua. Entonces, © : C — [0, +00) definida mediante ©(z) := sup{f(z,y) : y € Y}

es una funcion continua.

Demostracion. Para cada z € C, fije ¥(z) € Y tal que
0(z,9(z)) =sup{f(z,y) : y€ Y} =0(z). (A1)

Tome cualquier zp € C. Fije rp > 0 y sea K = {w € C : |z —w| < ro}. Debido a la
compacidad de K x Y, el mapeo 0 [g«y es uniformemente continuo. Asi, dada ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que

|z —w| <dy |y —v| <dimplica |0(z,y) — O(w,v)| < %, (A.2)

para cualesquiera (z,y), (w,v) € K x Y. Tome w € K tal que |zo — w| < 0. Si v € Y satisface

|¥(20) — v| < § entonces, de acuerdo con (A.2),
€
10 (20, 9(20))] = 0w, v)] < 10 (20, (20)) — O(w, V)] < 5.

Debido a (A.1) y al hecho de que 6 es no negativa, O(zy) — O(w) < O(zy) — f(w,v) < e. Ahora,
sea v € Y tal que |J(w) —v| < 0. Con base en (A.2),

€

10 (w, 9(w))| = 10(=z0, v)| < 10 (w, I(w)) = (20, 0)] < 5
Asi, O(w) — O(z9) < e. Por lo tanto, —e < ©(zy) — O(w) < € siempre que |zg — w| < 9. O
Lema A.1.2. Suponga que h :[0,b] x C — C es absolutamente continua con respecto al primer
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argumento. Sean 0 < xo < x1 < b. Entonces, para cualesquiera z € C, n € N,

/ 1 Wz, z)sin (%2x) da

< 2 (Inton 2 + e, A+ sup WG ) (A3

o nm 0<z<b
b /
< — (2 sup |h(x,z)|+b sup |h'(z,2)|] . (A.4)
nm 0<z<b 0<z<b
Demostracion. Note que
o : b w=11 oo
h(z,z)sin (%x) de = — | —h(z, z) cos (“Fx) + W(z,z)cos (Zx)ds ). O
z0 ni T=x0 zo

El siguiente resultado es el andlogo de [23, Lema 2.2] para condiciones de frontera tipo Neu-
mann. En su demostracién se emplea una te¢nica similar a la desarrollada en [7, Lema 3.2], [35,

Lema 2.1]. Presentamos una demostracién debido a que no encontramos alguna en la literatura.

Lema A.1.3. Dada b > 0, suponga que V' € Ly(0,b). FEntonces, para cada z € C, la tnica

solucion del problema de valores iniciales
=" (2, 2) + V(2)é(2,2) = 28(2,2), 0<x<b, £0,2)=1, £(0,2)=0,

satisface la ecuacion integral

£(z, 2) = cos (vzz) + / G, y)V)E, 2)dy (A5)

donde
G(z,x,y) = % sin (\/E (x — y)) (A.6)

es la funcion de Green correspondiente. Esta solucion satisface el estimado

z myzle [ YV
&(w,2) — cos (Vzx <C—e|I V7| / ———dy AT

para alguna constante C' = C(b,V') > 0. Ademds, la derivada satisface

& (x,2) = —V/zsin (Vzx) +/0 %G(z’m,y)V(y)é(y,Z)d% (A.8)

€' (, 2) + Vzsin (Vzz)| < Celtm vzl /OZ V()| dy. (A.9)
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Demostracion. Sean &y(x, 2) = cos (y/zx),

En(e2) = [ GLa Ve, el
Debido a que |cos (v/zz)| < exp (|Im /2| z) vy

T m+/z|(x—
|G(Z,I,y)|§00me|l f|( y)’ OSny7

p. a. cte. Cop >0 (cf. [23, Lema A.1]), se obtiene que [&;(w, 2)| < Co V]|, Wdlm\/ﬂx.
2|12

Un argumento inductivo muestra que

Wi G e e [ Vi) '
. , S 1 myz|x d A]_O
(@ 2 < T T o 1+ 27y 0

para todo n € N. Entonces

f(m, Z) = Zgn(x’ 2)

converge uniformemente con respecto a x € [0,b] para todo z € C y satisface (A.5). Asi, el

estimado (A.7) se sigue de (A.10) observando que

CylViy
|y <o,
o 1+ ]2y

Las afirmaciones (A.8) y (A.9) son demostradas mediante argumentos similares. O

Los siguientes resultados hacen referencia a las funciones p, T' y F' introducidas en la
Definicion 3.3.1.

Lema A.1.4.
b? b|tm vz
(i) sup |F(z,z)| <C 2 VL
0<a<t (1+12120)

(i) sup [F'(z,2)| < OV, 00 ¢I™ )

|Z| Iy b’Im\/E|
iii) sup |[F"(x,2)| < | —"+—D;+ D V e ,
(111) ogazsbl (2, 2)]| (1 |z|1/2 b 1 ] ”Ll(O,b)
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, 1 T 1
(iv) sup o) < 5 (14 5) Wlhon 5w 17 @] <5 (14 55) Wk,

0<z<b
Las constantes C' > 0, D; > 0, b: > 0 dependen de V' y b.

Demostracién. (i) Observe que, para cada z € C, la funcién z — x/(1 + |2|Y? z) es creciente en
el intervalo [0,b] (su derivada con respecto de z es positiva). Para finalizar use (A.7).

(ii) Es una consecuencia directa de (A.9).

(iii) En vista de 2.8,

—&"(x,2) + V(2)&(,2) = 26(x,2) = F'(x,2)=V(x)cos(vzz)+ F(z,2) (V(z) —2).

Para finalizar use (A.7).

(iv) Es una consecuencia directa de la Definicién 3.3.1. O

Lema A.1.5. Sea V € AC|0,b] real valuado. Considere cualquier a € (0,b]. Entonces, para

cualesquiera z € C, n € N, las siguientes desigualdades son verdaderas,

b
. b b|Im /z |Z‘ .
(i) /0 F(x,z)cos( )dx < 2€| |C’1 <—1/2bD1+D1 .

™ 1+ |z|

1 —
eb‘lmﬂ‘Cg Dg + D2
nmw (1—|—]z|l/2 )

6b|Imﬁ|Cg —| |1/2 D3+B; .
1+ 2]

(i1) /Oap(:)s)F(x,z) sin (22 dz| <

(iii) /Oap(x) cos (vzz) sin (22z) dz| <

nm

Las constantes C; >0, D; > 0, b\; > 0 dependen de V' y b.
Demostracion. (i) Integrando por partes se obtiene,

b b 2 b
/ F(z,z)cos (%z) dv = _b F'(z,z)sin (%2) do = — (i) / F"(z,z) cos (%x) d
0 0

nm Jo nm

(note que F'(0,z) = F'(b, z) = 0 debido a la Definicién 2.8). Por lo tanto,

<

b3
(nm)? OS<UI<)b @2

b
/ F(z,z)cos (%22) do
0

Para finalizar use (iii) del Lema A.1.4.
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(ii) Defina h(z,z) = p(z)F(x, z). Debido a (A.3) del Lema A.1.2,

/0 p(z)F(z,z)sin (%) dx

b
< ( sup [z, )| +b sup W(w)!) |

N \o<z<b 0<z<b

(note que, por la Definicién 3.3.1, p(0) = 0). Ademads, por el Lema A.1.4,
|W(z, 2)| < [0/ (@) F(x, 2)| + |p(2) F'(z, 2)|

b2
(1 42| b)

2 b|Im /2 Q T
< C”VHLl(O,b)e [ v 2 (1+ _) + 14—

b2 b
(iii) Defina h(z, z) = p(z) cos (v/z x). Usando (A.3) del Lema A.1.2,

/ob/)(x) cos (Vzz) sin (%) dz| < = ( P, 1@ 2)| +b sup |h,<x’z)|) 7

nm \o0<z<b 0<z<b

(note que, por la Definicién 3.3.1, p(0) = 0). Ademads, por el Lema A.1.4,

W (@, 2)| < [¢/() cos (vZa) | + |Vap(a)sin (vEa)]

Colz|b
<V b|Im\/2| 1 z <1 E) _ol=lY . O
< HLl(O,b)e + 12 + 1+ b) 14 |z]1/2b

Lema A.1.6. Sea V € ACI0,b] real valuado. Considere cualquier a € (0,b). Entonces, para

cualesquiera z € C, n € N, las siguientes desigualdades son verdaderas,

b 1 —~
< —e*’“mﬂ’al 5Dy + Dy |,

_ b b—x (P da
(i) /GF(ZE,Z) p($)81n(b )d ni <1+\z|1/2b>

b—a

(1) / cos (vzx) z: zp(x) sin (%) dx

b —
< Lalmvile, (—E_p 1 5).
nm 1+ ]2["%b

Las constantes C; > 0, D; > 0, B; > 0 dependen de V' y b.

Demostracidn. (i) Procedemos como en la prueba del Lema A.1.5. Sea h(z,z) = F(z, 2)=2p(x).

Debido a (A.3) del Lema A.1.2,

< ni ( sup |h(z,z)| +b sup |h'(x,z)|) : (A.11)
m

0<z<b 0<z<b

b
/ h(z,z)sin (%2x) dx




68 APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES

(Note que h(b, z) = 0.) Calculemos supy<,<; |h'(z, z)|. Por el Lema A.1.4,

(2] < |F' (2, 2)p@)| + 5= |F(z, 2)pe)| + [ F(z, =)/ ()

2
2 b|Im /z m 1 b i
< OV, 1™ 1+3+(b—a+1) (1+| % >2<1+b—2>
z

(i) Defina h(z, z) = cos (v/z ) ZZp(z). Debido a (A.3) en Lema A.1.2,

b
/ h(z,z)sin (%) dx

b
< — ( sup |h(z,z)| + b sup |h/(x,z)|) : (A.12)
m

0<z<b 0<z<b

(Note que h(b, z) = 0.) Calculemos supy<,<; |h'(z, 2)|. Por el Lema A.1.4,

(2, 2)| < |VEsin(VE0)p(a)| + 5 [eos(v/Za)p(a)| + |cos(v/Z2)p ()

b|Tm /z| < E) Co | b L
<AV, o € <1+b2+ L+ b/ \ 1+ |z["%b +b—a ' -

Lema A.1.7. Sean a € (0,b0) y Rup(z) dada por (3.8). Entonces, para todo z € C yn € N,

btz L+1z] &
MVEPCs | D+ ————Dg | .
- 7m?6 s\ 1+ 2|0 ’

Las constantes Cg > 0, Dg > 0, ij; > 0 dependen de V' y b.

b
/0 F(z,2)Rap(x) cos (%x) dx

Demostracion. Integrando por partes se obtiene

/Oa F(z,z)cos (%x) du = % (F(a,z) sin (%Ta) — /Oa F'(z, z) sin (2 )dgj) , (A.13)

/abF(x, z)cos () do = —% (F(a, z)sin (%Za) + /ab F'(z, z)sin (%2z) dac) . (A.14)

Adicionalmente,

/ab zF(z,z)cos () dr = —% (aF(a, z) sin (%%a) + /ab (zF'(z,2) + F(z, z)) sin (%%z) dx> _
(A.15)
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Utilizando (A.13)-(A.15),

b a
/OF(x,z)R(x)cos () dx:—% i F'(z,z)sin (%) dx
a " in (27 b bx’xz r,2))sin (% z) dx
_m/a F(a:,z)sm(Taj)da:—l—(b_a)mT (/a (xF'(z, 2) + F(x,2)) sin (%) d )

Finalmente, la afirmacion se demuestra mediante un argumento similar al empleado en la de-

mostracion de los Lemas A.1.5 y A.1.6. O

Lema A.1.8. Fije a € (0,b) y considere Rq, dada por (3.8). Entonces,

<cos (\/%) , Rap(+) cos ("—b’r )>
1 <cos((\/5+ 2 a) — (—1)"cos (y/z b)

. ((Vz—2%)a) — (—1)"cos (\/Eb)> '

2=a) (Va5 (V=%

Demostracién. Suponga que b = 7. (Empleando la transformacién ¢ € [0,7] — 2¢ € [0,b] se

regresa a las variables originales.) La identidad

cos (v/zz) cos (nz) = = (cos ((vz +n) z) + cos ((vz — n) z)) (A.16)

| —

implica

/Oa cos (32) cos (na) do = % (sin ((\;/;:nn) a) | sin ((\;/;_—nn) a)) _ (A.17)

Recurriendo nuevamente a (A.16),

/L:r cos (y/zx) cos (nz) (W - x) dx (A.18)

T sin ((vz4+n)z) sin((v/z—n)x)
2(r — a) ( Vz+n * Vz—n )
1

—m (/aﬁxcos((\/z-i-n)x) dx+/:xcos((\/z—n) x) dx) )

T=T

r=a

Ahora calculamos las integrales que estén en el lado derecho de (A.18). Integrando por partes,

/a v cos (v £n) 7) dx:xsin((f;iinn)x) :;Z_/I: sin(%?fnn)x)d

X .




70 APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES

Por lo tanto,

/a wcos ((vVz£n)z)de = m(—1)"sin (\/57:/)E—ia§in (vz£n)a)

(—1)™cos (y/zm) — COSQ((\/z tn)a) . (A.19)
e

Para terminar la demostracién se utilizan (A.17)-(A.19). O

+



Apéndice B
Formulas asintoticas

Los siguientes resultados hacen referencia a las funciones p, T'y F' introducidas en la Definicién
3.3.1, al nicleo reproductor kg(z,w) en (2.12) y el caso particular lzzs(z, w) cuando V = 0. Las
férmulas asintéticas del Lema B.1.1 son demostradas en [25, Sec.1.2.2] suponiendo que V' es

acotado en [0, 7]. A continuacién veremos que es suficiente requerir V- € ACJ0, b], donde b > 0.

Lema B.1.1. Sea V € AC[0,b] tal que V toma valores reales. Denote spec (Ap (2)) = {An}520,
donde A\,—1 < A, para todon € N (ver (3.1)). Entonces,

(i) VA =25+ 0(n') cuando n — oo,

(i) VA ="F+ <+ 0(n"?) cuandon — oo ,
(iii) T(x,n) = O(n~2%) cuando n — oo, uniformemente con respecto a x € [0,b],
(1v) ky(Ap, A\n) = Jiy ((”—b’r)?, (%)2> + O(n™?) cuando n — co.

Demostracion. (ii) Fije A > 0. Considere la funcién £(z, A\) dada en el Lema A.1.3. De acuerdo
con A.5,

¢'(z, \) = —VAsin (\/Xx> + /m cos (\/X(x — y)) V(y)é(y, z)dy, (B.1)

0
Si \ € spec (Ab (%)) entonces, en vista de (3.1), £'(b, \) = 0. De esta forma, (B.1) implica,

(—VA + B)sin(vVAb) + Acos(VAb) =0, (B.2)

donde
A= [Cos VRV Ny B [ RpVse . (B3

0

71
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Debido a (A.7),
§(a,2) = cos(VA) + 0 () (B.4)

Insertando (B.4) en (B.3) arribamos a,

% (/ V(y)dy + /Ob cos(2VAy)V (y)d ) +0 (&),
B:%/ sin(2VAYV ()dy + 0 (&)

A:

Tomando en cuenta que V' € L1(0,b) obtenemos,
b b
/ cos(2VAy)V (y)dy = O (%) ; / sin(2VAy)V (y)dy = O (%) :
0 0

Por lo tanto

A=m+0(%). hlzzé/obV(y)dy, B=0(

=
N—

Asi, (B.2) implica,
hi+ O (\%)
VA+0 (%) |

Sustituyendo /A, = %F + 0, en (B.5) se obtiene,

tan(VAb) = (B.5)

>

tan(bd,) = tan(y/A, b) = \;1_:4_0(’)((\/;3) = % +0(n?).

Usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién tangente obtenemos 6,, = % +O(n?). De

esta forma,
_ e
V= 4+£4+0mn?), ci=— [ V(ydy. (B.6)

(iii) Utilizando (B.4) y (A.5),

&(x, ) = cos (\/Xx> + % /Om sin (\/X(x - y)) V(y)¢(y, 2)dy

sin(v/ A z)

= cos(vAr) + TV /OIV(y)derO(%). (B.7)
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Usando el desarrollo en serie de Taylor de las funciones seno y coseno y empleando (B.6) obte-

cos(v/An ) = cos(%x) — %xsm( z)+ O(n2) (B.8)
sin(v/An, 7) = sin("Zz) + Zxcos( )+ O(n2) (B.9)
% = %sin(%”x) +0(n?). (B.10)
En vista de (B.7)-(B.10),
€. 0) = cos(ta) = Swsin(tfa) + 5 - sinCa) [ Vidy+0(n?)
= cos(52a) + - pl) sin(%Ex) + O(n ) (B.11)

donde, de acuerdo con (B.6),

p(x) = —cx + % /Ox V(y)dy = —2% </ObV(y)d’y) T+ % /Ox V(y)dy. (B.12)

(iv) En vista de (B.11),

b b
ky( Ay An) § T, A\n) dx—/ cos? (%X )alac‘+i p(z) sin(ZZz)dz + O(n?).
0

nm Jo

b
Finalmente, en vista de (B.12), / p(z) sin(#z)de = O(n"). O
0
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Apéndice C
Notas historicas

La teoria de extensiones autoadjuntas basada en la transformada de Cayley se debe princi-
palmente a John von Neumann [44], [45], [46]. Esta teoria se aborda en obras clésicas, por
ejemplo, [9], [10], [30], [31]. A lo largo de este trabajo hemos abordado la reconstruccién de
funciones enteras que pertenecen a determinados espacios de de Branges. En la Seccion 1.3
establecimos que los espacios de de Branges son espacios de Hilbert con ntcleo reproductor
(Teorema 1.3.2, Definicién 1.3.3). El articulo [3] incluye un recuento histérico de la teoria de
nicleos reproductores. Se pone de manifiesto el hecho de que los espacios con ntcleos reproductor
han estado presentes bajo diferentes maneras en diversas areas de investigacién en Mateméticas
(cabe senalar que todas las funciones de Green correspondientes a ecuaciones difrerenciales or-
dinarias son ejemplos de ntcleos reproductores). Sin embargo, la formulacién moderna de las
propiedades de los nucleos reproductores data de inicios del siglo XX. Un nucleo reproductor
K(x,y) puede ser caracterizado como una funcién de dos variables debido a una propiedad des-
cubierta por J. Mercer en 1909. Anos después (1939), E. H. Moore establecié que a cada nicleo
K(x,y) le corresponde cierta clase de funciones B, con respecto a la cual K(z,y) satisface la
propiedad establecida en (1.30). Alrededor de 1944, Aronszjan abordé el problema reciproco:
dada una clase de funciones B jbajo qué condiciones le corresponde a B un ntcleo reproductor
K(x,y)? A continuacién exploramos la relacién que existe entre el niicleo reproductor de un
espacio de de Branges y el nticleo polinomial de grado n y la formula de Christoffel-Darboix que
surgen en el problema de momentos. El siguiente material se presenta de forma detallada en [1].

Una funcién no decreciente o : R — R es una distribucion de masa en R si satisface lo siguiente,
(i) las integrales fj;o Meda (M), k € N, existen y son finitas,

(ii) o tiene un nimero infinito de puntos de crecimiento (un punto de crecimiento de o es un

punto ¢ tal que o(a) < o(b) siempre que a <t < b),
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(iii) limy_, o o'(u) = 0.

Dos distribuciones de masa son equivalentes si difieren sélamente en los valores que toman en

los puntos de discontinuidad. Sea ¢ una distribucién de masa. La masa total de R es la integral

400
/_OO do(N) = lim_o(A)— lm_o(\).

El momento generalizado de orden k esta dado por

+00
Sy = / uFdo(u), k e NU{0}.
—c0
Cualquier distribucién de masa genera una sucesién de momentos generalizados {sj}32,. El
problema de momentos plantea la siguiente pregunta: dada una sucesion {sj}72, iexiste una
distribucién de masa tal que, para todo k € NU{0}, el momento generalizado de orden k de o es
si? Este problema se simplifica dividiendo cada término de la sucesion por un nimero ¢ > 0. La
solucion para el problema original se recobra multiplicando a la distribucién correspondiente a la
sucesion {csy 172, por ¢7'. Debido a esto, asumiremos que la sucesion {s;}32, estd normalizada,
es decir, so = 1. En los enunciados precedentes hemos asumido que la distribucion de masa
estd dada en todo el eje real. Sin embargo, el problema de momentos puede ser planteado en
otro subconjunto de R considerando existencia de masa sélamente en dicho subconjunto: en el
semieje real [0, 400), en un intervalo finito, en varios intervalos o en otro subconjunto arbitrario.
Histéricamente, el problema de momentos en el semieje real [0,+00) es el mas antiguo. Fue
abordado por primera vez por Stieltjes en 1894 [42]. El problema de momentos en todo el
eje real es llamado el problema de momentos extendido y se discutié por primera vez por H.
Hamburger en 1920-1921 [19]. Sea {sx}7>, una sucesién normalizada. Denote mediante R[)]
al espacio lineal de polinomios con coeficientes reales. Considere el funcional lineal T' en R[\]

definido mediante
D(zg + 2\ + 2207 4 .. 4 2,A") = 250 + 2151 + T9S9 + ... + TpSp.
Este funcional induce una forma bilineal simétrica en R[A] mediante

(p(A),q(N) =T (p(M)a(N)) - (C.1)
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Esta forma es definida positiva si, para cualquier n € NU {0} y cualesquiera xg, z1,...,z, € R

al menos uno de los cuales es distinto de cero, sucede que

n 2
0<T (Zxk/\k> = Z TiTpSitk-
k=0

0<i,k<n

Esta condicion es equivalente a,

S0 S1 S9o ce Sn

S1 59 S3 cee Sptl

S9 S3 S4 ... Spao| > 0,
Sn Sn4l Sn42 .- Son

n € N.

(C.3)

Se dice que una sucesion es positiva si satisface (C.3). De esta forma, dada una sucesion {s;}32,

la expresion (C.1) define un producto interior en R[A], si y sélo si, la sucesién {sy}2, es positiva.

Mediante el proceso de Gram-Schmidt es posible ortonormalizar la sucesion {\¥}2° . Seleccio-

nando los polinomios con coeficiente lider positivo, obtenemos una sucesiéon de polinomios P,(\)

caracterizada por las siguientes propiedades,
(P1) deg(Pa(V) =n,
(Ps) el coeficiente lider de P,()) es positivo,

0, if i+#j
1

(Py) (B(N\), P(\) = T
, if 1=

Considere el operador lineal 7" en R[A] definido mediante

La matriz correspondiente a 7 en la base {\¥}2 es

S O = O
S = O O
_ o O O
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De acuerdo con [1, Sec. 1.1], la matriz correspondiente a 7 en la base {P(\)}22, es

ago bo 0 0 0

bo aq bl
J=10 b1 ay by 0 ... , ar € R, by > 0. (05)

0 b2 as bg

Una matriz de la forma (C.5) es llamada matriz de Jacobi. De esta forma, cualquier sucesién
positiva {s;}72, determina un producto interior en R[A] que satisface (X', A\¥) = s;;;. Con
respecto a este producto interior, obtenemos una base ortonormal {P,(\)}32,, que satisface las
propiedades (ﬁl)-(ﬁg) y una matriz de Jacobi en esta base para el operador T de multiplicacién

por A. La base ortonormal {Pg(\)}72, satisface la relaciéon

AUk = biYr1 + akYr + De—1Yk-1, (C.6)

con condiciones iniciales \
—a
Py(A) =1, Pi(A) = b .
0

Debido a que la relacién de recurrencia (C.6) tiene grado 2 y a que el coeficiente by, de yy1 es

distinto de cero para cualquier n € N U {0}, cualquier solucién de (C.6) estd determinada por
Yo y y1. Asi, la relacién (C.6) tiene dos soluciones linealmente independientes, una de las cuales

es la sucesion {Py(\)}72,. La relacién (C.6) puede expresarse de la siguiente forma,

brykrr = (A — ar)ye — be—1Yr—1. (C.7)

Una consecuencia importante de (C.7) es la formula de Christoffel-Darboiz,

(1 —=2A) i BPe(N) Pi(p) = bnor (Pt (N) Po(p) — Pu(A) P () - (C.8)

La suma
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es llamada nicleo polinomial de grado n, correspondiente a la base ortonormal {P(\)}72, (o al

funcional 7). Note que
T (ha(A ) Pe(N) = Pe(p), k€ NU{0}. (C.10)
De esta forma, para cualquier polinomio p(\) de grado < n tenemos que
T (hn(A, 1)p(A)) = p(p). (C.11)

Es importante para nosotros resaltar la semejanza entre la propiedad del nticleo reproductor del

espacio de de Branges B(e) establecida en (1.30) y la propiedad establecida en (C.11).
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