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Mathematical reasoning may be regarded
rather schematically as the exercise of a
combination of two facilities, which we
may call intuition and ingenuity.

Alan Turing

Don’t get set into one form, adapt it and
build your own, and let it grow, be like
water. Empty your mind, be
formless, shapeless — like water.

Now you put water in a cup, it becomes
the cup; You put water into a bottle it
becomes the bottle; You put it in a
teapot it becomes the teapot. Now water
can flow or it can crash.

Be water, my friend.

Bruce Lee

I’ve always lived cheaply. I live like a
student, basically. And I like that,
because it means that money is not
telling me what to do.

I can do what I think is important for me
to do. It freed me to do what seemed
worth doing.

Richard Stallman
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culminacién de mas de quince afios de pertenecer a la comunidad universitaria.
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sido mi doctorado. Como si fueran notas al margen, al estudiar cada parrafo,
cada demostracion y cada figura, siempre recordaré los lugares, las sensaciones
y a las personas que me acompanaron (por voluntad o circunstancia) durante
el camino sinuoso y bifurcado que recorri durante estos afios.

Conoci y colaboré con investigadores y estudiantes de diferentes partes del
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(algunos bastante graves). Decepcioné a personas que amo. Fui golpeado,
incluso por las personas que menos imaginaba. Lami mis heridas y segui
trabajando. Acerté algunas veces y tuve pocas — pero valiosas — victorias.
Me casé y formé mi propia familia. Convivi con mis vecinos como nunca lo
hice cuando era (mas) joven. Demandé y fui demandado. Participé como
nunca y fui recompensado. Perdi algunos amigos, descubri otros, y reencontré
viejas amistades. Mi familia padecié mis horas de desvelo, mis ausencias y
mis fracasos. También festejo mis logros como suyos.

Al final, me parece, que todo ha valido la pena. Lo mejor esta por venir.
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Ciudad de México, Diciembre del 2018
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Abstract

In this thesis we describe efficient algorithms to solve optimization pro-
blems related to geometric objects under rotation. Broadly speaking, in this
class of problems we look for the orientations of the geometric object under
study that maximize a given optimization criteria.

We first study geometric problems with restricted orientations. Restricted-
orientation convexity is a non-traditional notion of convexity that restricts
convex sets to those whose intersection with lines parallel to a set O of lines
is either empty or connected. We describe efficient algorithms to find the
orientation of the lines of O that minimize the area of the restricted-orientation
convex hull of a finite set of points in the plane.

We next study polygon placement problems. Given a simple polygon P,
these problems consist in finding a function T such that t(P) satisfies some
geometric constraint. We solve the problem of rotating a simple polygon to
contain the maximum number of elements from a given point set, while we
restrict the rotation center to lie on a line or a polygonal chain. We also solve
an extension to 3D where we rotate a polyhedron to contain the maximum
number of elements from a given set of points in the space.

We finally study illumination problems of simple polygons. We place
floodlights on the vertices of a simple polygon and, while one of the rays
of each floodlight remains fixed, the second ray rotates around its vertex
modifying the aperture angle of each floodlight. The Brocard Illumination
Problem consists in finding the smallest rotation angle such that the polygon
is completely illuminated. We describe algorithms to solve this problem for
different classes of polygons. When the given polygon is a triangle, solving
the Brocard illumination problem is equivalent to finding the Brocard point
of the triangle.
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Resumen

En esta tesis describimos algoritmos eficientes para resolver problemas de
optimizacion relacionados con objetos geométricos bajo rotacion. A grandes
rasgos, en estos problemas buscamos las orientaciones del objeto geométrico
bajo estudio que maximizan algtn criterio de optimizacion.

Primero estudiamos problemas geométricos con orientaciones restringidas.
La convexidad con orientaciones restringidas es una nocién no tradicional de
convexidad, que restringe los conjuntos convexos a aquellos cuya intersecciéon
con rectas paralelas a un conjunto O de rectas es vacia o conexa. Describimos
algoritmos eficientes para encontrar la orientaciéon de las rectas de O que
minimiza el drea del cierre convexo con orientaciones restringidas de un
conjunto finito de puntos en el plano.

Después estudiamos problemas de colocaciéon de poligonos. Dado un
poligono simple P, estos problemas consisten en encontrar una funcién T tal
que T(P) satisface alguna restriccion geométrica. Resolvemos el problema de
rotar un poligono simple hasta que contenga el maximo ntimero de elementos
de un conjunto de puntos. Consideramos variantes en las que el centro de
rotacion debe encontrarse sobre una recta o una poligonal, y una extension
en 3D en la que rotamos un poliedro hasta que contenga el maximo ntimero
de elementos de un conjunto de puntos en el espacio.

Finalmente estudiamos problemas de iluminacién de poligonos. Colocamos
reflectores en los vértices de un poligono y, mientras uno de los rayos de
cada reflector se mantiene fijo, el segundo rayo rota alrededor de su vértice
modificando la apertura de cada reflector. El Problema de Iluminacién de
Brocard consiste en encontrar el valor minimo del angulo de rotacién tal
que el poligono es iluminado completamente. Describimos algoritmos para
resolver este problema en diferentes clases de poligonos. Cuando el poligono
dado es un tridngulo, resolver el problema de iluminacién de Brocard equivale
a encontrar el punto de Brocard del tridngulo.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es presentar resultados en Geometria
Computacional. Especificamente, nos enfocamos en el diseno de algoritmos
eficientes para resolver problemas de optimizacién relacionados con objetos
geométricos bajo rotacion. A grandes rasgos, en estos problemas buscamos
las orientaciones del objeto geométrico bajo estudio que maximizan algtn
criterio de optimizaciéon. La motivacién principal para estudiar esta clase de
problemas surge de la facilidad con la que pueden ser planteados: en una
buena cantidad de problemas de Geometria Computacional, s6lo hace falta
considerar rotaciones del plano o de los objetos geométricos bajo estudio para
obtener problemas no triviales que resultan muy interesantes.

En este capitulo hacemos un breve recorrido por el contexto histérico y
el estado del arte de los problemas que estudiamos en esta tesis. Listamos
también las contribuciones y describimos brevemente el contenido de cada
uno de los capitulos de este trabajo.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

1.1. ;Qué es la geometria computacional?

La Geometria Computacional surgié durante la década de los setenta
como consecuencia natural de la evoluciéon de las Ciencias de la Computacion,
y especificamente del Analisis y Disefio de Algoritmos. Algunos investigadores
consideran que naci6 con la tesis doctoral de Shamos [108] en 1978. Otros
sefialan el trabajo de Forrest [64] publicado una década antes. Aquellos que
gustan de la historia de las matemaéticas podrdn argumentar que en realidad,
naci6 en las grandes culturas que desarrollaron los primeros esbozos de la
geometria aplicada: la Maya, la Griega y la Egipcia.

A grandes rasgos, la Geometria Computacional estudia objetos geomé-
tricos que residen en un espacio dado y las interacciones entre ellos. Mas
especificamente, la Geometria Computacional se compone de tres ingredientes:
el modelado geométrico, el anélisis de complejidad y el disefio de algoritmos y
estructuras de datos. Los gedmetras computacionales atacamos un problema
desmenuzandolo en un conjunto discreto de objetos geométricos. Estudiando
estos objetos, determinamos la complejidad computacional del problema
en el modelo de computo de nuestra conveniencia. La estocada final viene
acompanada de estructuras de datos y algoritmos —idealmente exactos—
asintdticamente eficientes.

1.1.1. La caja de herramientas

Las referencias obligadas en Geometria Computacional son los libros
de Preparata y Shamos [102|, de Berg et al. [52| y los manuales de Sack
y Urrutia [106] y de Goodman, O’Rourke y Téth |70]. Recomiendo también
el libro de Devadoss y O’Rourke [53].

Es importante tener a la mano material de consulta sobre geometria
discreta, analisis y diseno de algoritmos y complejidad computacional. Una
recopilacion de resultados clasicos en geometria discreta se encuentra en los
libros de Brass, Moser y Pach [36] y Matousek [90]. En anélisis y disenio de
algoritmos no deben faltar los libros de Cormen et al. [49] y Knuth [83]. Una
excelente recopilaciéon de conceptos bésicos de complejidad computacional
puede encontrarse en el libro de Kozen [85].

Finalmente, un par de lecturas interesantes de finales de los noventas
son los articulos de Chazelle et al. [44] y Tamassia et al. [111|. En estas
publicaciones se discute el impacto de la geometria computacional y se
describen oportunidades de investigacion en areas afines.
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1.2. Busqueda de orientaciones 6ptimas

En esta tesis nos enfocamos en el diseno de algoritmos eficientes para
resolver problemas de optimizacién relacionados con objetos geométricos
bajo rotaciéon. La mejor manera de entender el espiritu de esta clase de
problemas es mediante un ejemplo. Con propositos ilustrativos consideremos
el problema de calcular el rectangulo de area minima que contiene un conjunto
de puntos en el plano. Este problema es bien conocido y fue uno de los
primeros en ser estudiados en la geometria computacional [66]. A pesar de
su simplicidad, ha resistido el paso de los anos motivando el estudio de
extensiones y variantes |25, 51, 88|, y se mantiene vigente con aplicaciones
practicas en areas como manufactura de piezas en impresoras 3D [20] y
generacion de graficas por computadora [35].

Consideremos primero el problema de encontrar el rectangulo isotético
de area minima que contiene un conjunto de puntos dado. Este problema
tiene una solucién dnica y puede resolverse trivialmente en tiempo lineal
encontrando los cuatro puntos del conjunto con las abscisas y la ordenadas
més pequenas y mas grandes, como se muestra en la Figura 1.1(a). Cuando
consideramos rectangulos con orientaciones arbitrarias el problema se trans-
forma en un problema de optimizacién: buscamos ahora la orientaciéon de los
ejes coordenados en los que el rectangulo isotético que contiene al conjunto
de puntos tiene drea minima. Ver la Figura 1.1(b).

[
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®

(a) (b)

Figura 1.1: El rectangulo de drea minima que contiene a un conjunto de puntos.

Al considerar todas las orientaciones de los ejes coordenados, preguntas
que originalmente eran triviales ahora nos exigen herramientas teéricas méas
sofisticadas: jcual es la complejidad en tiempo del problema?, ;existe un
algoritmo 6ptimo en tiempo para resolverlo?, ; existen conjuntos de puntos
con mas de una orientaciéon 6ptima?, jla complejidad del problema es la
misma si consideramos el perimetro en lugar del area del rectangulo?, ;qué
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podemos decir si consideramos una caja “no orientada” de volumen minimo
que contiene un conjunto de puntos en el espacio?. Con excepcion de la
ultima pregunta (para la cual recomendamos al lector las referencias 25, 97]),
el misterio detras de estas preguntas puede aclararse leyendo alguna de las
referencias estAndar que mencionamos anteriormente.

Los problemas que tratamos en esta tesis resultan de analizar problemas
conocidos al rotar los ejes coordenados o los objetos geométricos bajo estudio.
Como veremos mas adelante, en algunos casos (como en los problemas
relacionados con el cierre convexo con orientaciones restringidas) abrimos
las puertas a una gran cantidad de problemas que resultan de reformular
problemas clasicos, mientras que en otros casos (como en la iluminacion
de Brocard) encontramos conexiones entre problemas clasicos de geometria
computacional con problemas que fueron formulados hace mas de cien anos.

1.2.1. Convexidad con orientaciones restringidas

El estudio de conjuntos convexos es una rama de gran importancia en las
matematicas que ha permitido relacionar areas tan diversas como la geometria,
el algebra lineal, la topologia, la estadistica, el analisis funcional y la teoria
de nimeros 62, 73, 82|. A lo largo del tiempo, no s6lo se han explorado
las propiedades matematicas de los conjuntos convexos, sino también una
gran cantidad de problemas computacionales relacionados. Los algoritmos
resultantes han sido aplicados en anélisis de elementos finitos, reconocimiento
de patrones, programacion lineal y anéalisis combinatorio de poliedros [57, 72,
102|, por mencionar algunos.

Las nociones no tradicionales de convexidad extienden definiciones y
propiedades de los conjuntos convexos. Una regiéon en el plano es convexa si,
y so6lo si, para cualquier par de puntos en su interior, la regién contiene el
segmento que los conecta. La convezidad con k-puntos [37, 117] por ejemplo,
extiende esta definicion al considerar regiones en las que, para cualesquiera
k puntos en su interior, la regiéon contiene al menos uno de los segmentos
de recta que definen. Por otra parte, en la convexidad con k-eslabones [89],
un poligono es convexo con k-eslabones si, y sélo si, para cualquier par de
puntos en su interior, el camino geodésico que los conecta tiene a lo més k
eslabones. Ver Figura 1.2.

Una regién en el plano es convexa si, y s6lo si, su interseccién con
cualquier recta resulta en a lo més una componente conexa. La convezidad
ortogonal (93, 95] restringe los conjuntos convexos a aquellos (que llamamos
orto-converos) cuya interseccion con cualquier recta horizontal o vertical
resulta en a lo mas una componente conexa. El cierre convero rectilineo [99]
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(a) (b)

Figura 1.2: Nociones no tradicionales de convexidad. (a) Una region convexa
con 4-puntos. (b) Un poligono convexo con 2-eslabones.

(la version orto-convexa del cierre convexo tradicional) ha sido utilizado
para reconstruir poliedros [33], en problemas de iluminacién, localizacion de
servicios y optimizacion geométrica [1, 54, 110| y en aplicaciones practicas
como reconocimiento de formas y disefio de circuitos VLSI [56, 115].

La convezidad con orientaciones restringidas |63, 65, 103] es una generali-
zacion de la convexidad ortogonal y a la vez una restriccion de la convexidad
tradicional: Dado un conjunto O de rectas, decimos que una regién es O-
convexa si, y s6lo si, su interseccién con cualquier recta paralela a una recta
de O resulta en a lo méas una componente conexa. Esta nocién de convexi-
dad surge del interés en la geometria con orientaciones restringidas [103],
donde se estudian objetos geométricos en espacios euclidianos que cumplen
restricciones relacionadas con un conjunto fijo de rectas. El estudio de objetos
con orientaciones restringidas inici6 con el trabajo de Giiting [76] a princi-
pios de los anos ochenta, como una generalizaciéon del estudio de poligonos
ortogonales. Ver Figura 1.3.

(a) (b)

Figura 1.3: Cierres convexos con orientaciones restringidas. El conjunto O de
rectas se muestra a la izquierda de cada cierre. (a) Cierre convexo rectilineo.
(b) Cierre O-convexo.

Estudiamos el problema clasico de calcular el cierre convexo de un con-
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junto finito de puntos en el plano, en el contexto de la convexidad con
orientaciones restringidas. Este problema ya ha sido estudiado [63], aunque
no tan extensamente como el cierre convexo tradicional. Nuestro trabajo se
diferencia de resultados anteriores en que derivamos del célculo del cierre
O-convexo una serie de problemas de optimizacion. Nos basamos en la ob-
servacion crucial de que, a diferencia del cierre convexo tradicional, el cierre
O-convexo es dependiente de la orientacion. Mas especificamente, denotemos
con Oy al conjunto que resulta de rotar O por un angulo 8. Con excepcién de
un conjunto finito de dngulos (aquellos que son multiplos de 7 por ejemplo),
los cierres Oy-convexos de un mismo conjunto de puntos en valores diferentes
de 6 no son congruentes entre si. Ver Figura 1.4.

Figura 1.4: Los cambios en el cierre Op-convexo mientas incrementamos 6. En el
inferior de cada figura se muestran los ejes coordenados (con lineas punteadas), el
conjunto Oy de rectas (con lineas solidas), y el angulo entre los ejes coordenados
y Op (el arco azul).

En general, todos los objetos geométricos con orientaciones restringidas
son dependientes de la orientacién, lo que permite formular una clase de
problemas “no orientados” de optimizacién: encontrar las orientaciones del
conjunto de rectas tal que alguna propiedad del objeto geométrico bajo estudio
es Optima bajo algtin criterio de optimizacién. En la literatura existen varios
ejemplos de este tipo de problemas. Dado un conjunto bicoloreado de puntos
en el plano, en [109] se estudia el problema de encontrar una orientacion del
plano en la que existe un poligono ortogonal isotético con forma de L que
separa los puntos rojos de los azules. Los poligonos en forma de L también son
estudiados en [22], aunque en esta ocasion los autores buscan la orientacion
del plano en la que el poligono encierra un conjunto de puntos dado y tiene
area minima. En [54] los autores encuentran la orientacion del plano en la
que una poligonal ortogonal isotética y alternante con dos codos tiene un
ajuste 6ptimo respecto de un conjunto de puntos dado. Como tltimo ejemplo,
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en [98] los autores consideran una version con orientaciones restringidas de
visibilidad, y describen un algoritmo para calcular el valor de 6 tal que, en el
modelo de visibilidad restringido a Oy, el nucleo de visibilidad de un poligono
simple tiene area minima.

En esta tesis estudiamos el problema de buscar los valores de 6 en los
cuales alguna caracteristica del cierre Og-convexo es 6ptima. Aunque soélo
consideramos el area y el perimetro del cierre Oy-convexo, las técnicas que
utilizamos pueden extenderse sin dificultad para optimizar el nimero de
componentes conexas, o el nimero de puntos en su interior y/o sobre su
frontera, por mencionar otras caracteristicas.

1.2.2. Ubicacién de poligonos

Dado un poligono simple P en el plano, el Problema de la Ubicacion de
Poligonos consiste en encontrar una funcién T, cominmente formada por la
composicion de una rotacion y una translacion, tal que T(P) satisface algunas
restricciones geométricas. La funcion T(P) es conocida como una ubicacion
de P. Entre otras aplicaciones, los problemas de ubicaciéon de poligonos se
han utilizado para modelar la localizacién global de robots méviles, y para
resolver problemas de reconocimiento de patrones y de tolerancia geométrica,
ver las referencias en [24].

En la literatura, la versién méas antigua de un problema de ubicacién de
poligonos fue estudiada a principios de los ochenta por Chazelle [43]: Dados
dos poligonos P y @), encontrar una ubicaciéon de P que contiene a (), si es
que existe. Una recopilacion de diferentes tipos de problemas de ubicacion de
poligonos puede encontrarse en [24, Seccion 1.4]. En esta tesis estudiamos el
problema de ubicacién que consiste en rotar un poligono simple hasta que
contenga el méximo nimero de elementos de un conjunto de puntos dado.
Consideramos variaciones de este problema en las que restringimos el centro
de rotacion, de forma que se encuentre en un punto o en una poligonal. Este
tipo de problemas surgen en localizaciéon de robots utilizando una camara que
rota [77| y pueden ser aplicados en control de calidad de objetos fabricados
alrededor de un eje [119].

A pesar de que han sido estudiados problemas que consideran tinicamente
translaciones |3, 23], sorprendentemente no hay resultados previos donde T sea
s6lo una rotacion. Por otra parte, los resultados donde T es una composicion
de una rotacion, una translacion, e incluso un escalamiento [24], no pueden
ser adaptados para resolver los problemas de rotacién que consideramos en
esta tesis. Esta limitacion se debe a que reducen el espacio de busqueda al
considerar inicamente ubicaciones donde un niimero constante de puntos a
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capturar se encuentran en la frontera de P (ver por ejemplo las referencias
[55] v [24] para encontrar algoritmos basados, respectivamente, en ubicaciones
restringidas a uno y dos puntos). Si queremos adaptar T para que esté formada
s6lo por rotaciones, no es posible restringir el centro de rotacion.

1.2.3. Tluminacién de Brocard

Los problemas de iluminacién son de los més antiguos y mas estudiados
en geometria computacional. Después de empaparse un poco del tema es
facil entender por qué estos problemas atraen la atenciéon de gedmetras
computacionales e investigadores en &dreas afines. En primer lugar, para
entenderlos no se requieren mas que algunos conocimientos elementales de
geometria. En segundo lugar, las soluciones méas famosas son simples, elegantes
y faciles de seguir. La cereza en el pastel es la gran cantidad de aplicaciones
practicas que derivan de los resultados combinatorios y computacionales de
esta clase de problemas. Comtunmente, estas aplicaciones pueden encontrarse
en areas relacionadas con generacion de graficas por computadora [47], vision
por computadora [61] y robotica [87].

Uno de los problemas clésicos de iluminaciéon fue propuesto por Erns
Strauss en los anos cincuenta, y fue publicado por primera vez a finales de
los sesenta por Klee [81]. Imaginemos que vivimos en una casa de una planta.
Si cubrimos con espejos las paredes, el techo y el piso, jes cierto que sélo es
necesario un foco para iluminar toda la casa? La respuesta a esta pregunta
es no, y fue demostrada por Tokarsky [112] algunas décadas después.

En la interpretaciéon geométrica tradicional de este problema, la casa
se representa con un poligono simple en el plano, y el foco con un punto
en el interior del poligono. La iluminacién es una simplificacion béasica del
fenomeno fisico real. Dados dos puntos p y ¢ en el interior de una regién R en
el plano, decimos que p ilumina a q si el segmento que conecta p con q esta
completamente contenido en R. El foco se considera como una fuente de luz
omnidireccional, de forma que emite rayos de luz en todas direcciones. Los
rayos de luz se reflejan en los espejos con un modelo de reflexion especular,
donde el dngulo de incidencia es igual al angulo de reflexion.

Una clase de problemas intimamente relacionados con los de iluminacion,
son los problemas de visibilidad. En 1973, Victor Klee propuso el primer
problema de esta clase. Imaginemos una galeria de arte llena de obras valuadas
en varios millones de pesos. En el interior de la galeria hay un grupo de
guardias para evitar robos o que los asistentes maltraten las obras. El Problema
de la Galeria de Arte consiste en determinar el minimo ntimero de guardias
que son suficientes para vigilar el interior de la galerfa. El primer resultado
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para este problema se debe a Chvéatal [46], quien demostro el ahora famoso
Teorema de la Galeria de Arte: En una galeria de arte con n paredes, |%]
guardias son siempre suficientes y a veces necesarios para vigilarla.

En la literatura podemos encontrar una gran cantidad de variantes de
problemas de iluminacién. Estas variantes surgen de imponer restricciones
en la forma del poligono, y de experimentar con diferentes modelos de
iluminaciéon y fuentes de luz. Por mencionar algunos ejemplos, podemos
considerar poligonos ortogonales, fuentes de luz que se mueven o modelos
de iluminacién con orientaciones restringidas. Para el lector interesado, una
nutrida recopilacién de datos histéricos, variantes, algoritmos y aplicaciones,
pueden encontrarse en el compendio de Urrutia [116], y en los libros de
O’Rourke [96], Ghosh [69] y de Fink y Wood [63].

Estamos interesados en variantes de iluminacién donde las fuentes de luz
son reflectores. Un reflector es una fuente de luz que ilumina el interior de
una region angular. La motivacion detras de esta variante puede encontrarse
en la vida cotidiana. En una galeria, los guardias no pueden ver en todas
direcciones al mismo tiempo y normalmente, las cAmaras de vigilancia tienen
un rango de visiéon limitado. Este también es el caso de los reflectores en un
teatro, que iluminan el escenario en un area restringida por un cono.

El primer problema de iluminacién con reflectores fue estudiado por Bose
et al. [34]. Imaginemos que somos tramoyistas en un teatro. Contamos con
un conjunto de reflectores con apertura fija que pueden ser colocados en
posiciones predeterminadas de la tramoya. El Problema de los Reflectores
consiste en elegir, lo méas rapido posible, la posiciéon y orientacion de cada
reflector de forma que el escenario esté completamente iluminado. Si contamos
con n reflectores tales que la suma de sus dngulos de apertura no es mayor a
7, el problema puede resolverse en tiempo O(nlogn).

Figura 1.5: Un conjunto de cuatro reflectores iluminando un escenario.

En esta tesis proponemos un problema de iluminacién de poligonos con
un tipo especial de reflectores. Consideremos un tridangulo A con vértices A,
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By C. Sea ¢ un rayo que parte de A y pasa por B, y r un segundo rayo que
parte de A con una direccion arbitraria. Un reflector alineado con la arista
AB es un reflector colocado en A que ilumina la regién barrida por £ cuando
es rotado alrededor de A en sentido horario hasta que coincida con r. Dados
tres reflectores alineados con las aristas de A\, todos con angulo de apertura
a, buscamos el valor més pequeno de « tal que los reflectores iluminan todo
el interior de A. Ver Figura 1.6.

/

Cy
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B \

7

Figura 1.6: Reflectores alineados con las aristas de un triangulo.

En 1875, Henri Brocard propuso el problema de investigar la existencia
de un punto @ en el interior de un triangulo con vértices A, B, y C, tal
que LQAB = ZQCB = ZQBA = w. Poco después fueron publicadas
diferentes soluciones a este problema, y hasta la fecha han sido desarrollados
una gran cantidad de resultados geométricos relacionados. El punto @ y
el angulo w son conocidos en la actualidad como el punto y el dngulo de
Brocard, ver Figura 1.7(a). Los fundamentos geométricos de las propiedades de
Brocard pueden encontrarse en cualquier libro de texto de geometria moderna.
Recomendamos también las referencias [31, 75, 92|, donde se pueden encontrar
datos historicos e investigaciones relacionadas.

Figura 1.7: Propiedades de Brocard. (a) El punto y el angulo de Brocard. (b) Per-
secucion ciclica. Las curvas de persecucion se muestran con lineas discontinuas.

Sorpresivamente, el angulo que resuelve nuestro problema de iluminaciéon



CAPITULO 1. INTRODUCCION 11

es el &ngulo de Brocard. En este angulo, los rayos que no estan alineados con las
aristas de A\ se intersecan en el punto de Brocard. En esta tesis estudiamos
una generalizaciéon de este problema de iluminacién donde consideramos
poligonos simples en general. Hasta donde sabemos, esta es la primera vez
que se estudian las propiedades de Brocard de poligonos simples y en un
contexto computacional.

Para finalizar, no queremos dejar de mencionar una relacién interesan-
te entre nuestro problema de iluminacion, las propiedades de Brocard y
el problema que describimos a continuacién. Imaginemos que tres perritos,
Coqueta, Canito y Croqueta, estan jugando en el jardin. Los tres se estan
persiguiendo uno al otro: Coqueta a Canito, Canito a Croqueta y Croqueta
a Coqueta. El Problema de la Persecucion Ciclica consiste en determinar la
curva que describen los perritos mientras estan corriendo. Este problema ha
sido planteado a lo largo de los anos independientemente (intercambiando
los perritos por arafias, ratones, particulas, etc.), ha sido estudiado también
en dimensiones superiores [105] y se han utilizado variantes para coordinar
sistemas de agentes inteligentes [68] y para rastrear objetos en movimien-
to [50]. En la literatura, la publicacién més antigua data de 1877 [Nouvelles
Correspondance Mathematique 3 (1877), pags. 175-280] !, cuando Henri
Brocard present6 la primer solucién: las curvas que describen los perritos
son espirales logaritmicas que se intersecan en un mismo punto. El punto
de intersecciéon es precisamente el punto de Brocard del tridangulo que tiene
como vértices las posiciones iniciales de los perritos. Ver Figura 1.7(b).

1.3. Contribuciones

1.3.1. Organizacién de la tesis

En el Capitulo 2 damos un breve recorrido por los conceptos de convexidad,
convexidad ortogonal y convexidad con orientaciones restringidas. El objetivo
de este capitulo es describir resultados conocidos en la literatura, mientras
enfatizamos los aspectos de la convexidad tradicional que fueron extendidos
hacia la convexidad ortogonal, y posteriormente, hacia la convexidad con
orientaciones restringidas.

En el Capitulo 3 estudiamos el cierre O-convero no orientado de un
conjunto finito de puntos en el plano. Sea P un conjunto de n puntos en
el plano, O un conjunto de k < n rectas que pasan por el origen, y Oy el
conjunto que resulta de rotar O por un angulo . Describimos un algoritmo

'Esta cita fue tomada del articulo de Bernhart [31].
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que en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn) mantiene el cierre Op-convexo de
P mientras variamos 6 desde 0 hasta 27. Cuando el valor de k es constante las
complejidades en tiempo y espacio son éptimas. Con base en este algoritmo,
calculamos en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn) el valor de 6 tal que el
cierre Og-convexo de P tiene area minima. Con este resultado mejoramos
el algoritmo presentado por Bae et al. [22], que resuelve en tiempo O(n?)
el caso particular en el que O esta formado por k = 2 rectas ortogonales.
Finalmente, cuando # = 0 nuestro algoritmo calcula el cierre O-convexo de
P en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n), mejorando el algoritmo de tiempo
O(knlogn) y espacio O(kn) presentado por Rawlins [103].

En el Capitulo 4 estudiamos el cierre Og-convexo de un conjunto finito de
puntos en el plano, el caso particular del cierre O-convexo donde O contiene
dos rectas que se cortan en el origen y forman un angulo 8. Dado un conjunto
P de n puntos en el plano, describimos un algoritmo que en tiempo ©(nlogn)
y espacio O(n) mantiene el cierre Og-convexo de P mientras incrementamos
B desde 0 hasta 7. Con base en este algoritmo y con la misma complejidad
en tiempo y espacio, calculamos los valores de 8 para los cuales el area y
el perimetro del cierre Og-convexo de P son maximos, y los valores de 3
en los cuales una poligonal alternante no orientada con dos codos y angulo
interior 8 ajusta mejor los puntos de P.

En el Capitulo 5 estudiamos el problema de rotar un poligono simple
hasta que contenga el maximo ntimero de elementos de un conjunto de puntos.
Resolvemos variantes de este problema en las que el centro de rotacién debe
encontrarse en un punto, en un segmento de recta, en una recta y en una
cadena poligonal. Estudiamos también una extensién en 3D de este problema,
en la que rotamos un poliedro alrededor de un punto dado hasta que contenga
el méximo ntimero de elementos de un conjunto de puntos en el espacio. En la
Tabla 1.1 mostramos las complejidades en tiempo y espacio de los algoritmos
que resuelven estos problemas.

Finalmente, en el Capitulo 6 estudiamos el problema de [luminacién de
Brocard. Un a-reflector es una fuente de luz que ilumina una cuna del plano
acotada por dos rayos £ y r que parten de un punto x, de forma que r se
obtiene al rotar ¢ alrededor de x en sentido horario por un dngulo a.. Decimos
que £, r y x son respectivamente, el rayo izquierdo, el rayo derecho y el apice
del a-reflector. Sea P un poligono con vértices vg, ..., v,_1 etiquetados en
sentido horario alrededor de su frontera. Decimos que un a-reflector f; esta
alineado con una arista de P, si su apice se encuentra sobre v; y su rayo
izquierdo pasa por v;41. El problema de la [luminacién de Brocard consiste
en encontrar el dngulo a més pequeno tal que el conjunto {fo,..., fn—1}
de a-reflectores alineados con las aristas de P iluminan el interior de P.
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Variante Tiempo Espacio

. O(nmlog(nm)) O(nm)
punto fijo O((n + k)logn +mlogm) O(n+m + k)
segmento / recta O(n*m?log(nm)) O(n?m?)
poligonal O(sn?m?log(nm)) O(n*m?)
3D O(n*m?log(nm)) O(n?m?)

Tabla 1.1: Resultados sobre captura de puntos. Los parametros n, m y s denotan
respectivamente, el nimero de puntos, el nimero de vértices del poligono o caras
del poliedro de captura y el nimero de eslabones de la poligonal de restriccion.

Describimos algoritmos para resolver el problema en tiempo O(nlogn) y
espacio O(n) cuando el poligono es convexo, y en tiempo O(n?log?n) y
espacio O(n?) cuando el poligono es simple.

1.3.2. Publicaciones

La mayoria de los resultados que describimos en esta tesis estdn disponibles
en las siguientes publicaciones:

1. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Rectilinear and O-convex hull with minimum area”. ArXiv e-prints
(2017). Submitted. arXiv: 1710.10888 [cs.CG]

2. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia. “On
the Op-hull of a planar point set”. Computational Geometry 68 (2018),
pags. 277-291

3. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Leonidas Palios, Carlos Seara
y Jorge Urrutia. “Capturing points with a rotating polygon (and a
3D extension)”. Theory of Computing Systems (2018). In Press. DOIL:
10.1007/s00224-018-9885-y

También presentamos resultados preliminares en las siguientes conferencias:

4. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“On the O-hull of planar point sets”. 30th European Workshop on
Computational Geometry (EuroCG 2014). 2014

5. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Optimizing an oriented convex hull with two directions”. 31th European
Workshop on Computational Geometry (EuroCG 2015). 2015


https://arxiv.org/abs/1710.10888
https://doi.org/10.1007/s00224-018-9885-y
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6. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“The Og-hull of a planar point set and some applications”. X VI Spanish
Meeting on Computational Geometry (EGC 2015). 2015

7. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Leonidas Palios, Carlos Seara
y Jorge Urrutia. “Covering points with rotating polygons”. 32th European
Workshop on Computational Geometry (EuroCG 2016). 2016

8. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Illuminating polygons by edge-aligned floodlights of uniform angle
(Brocard illumination)”. 83th European Workshop on Computational
Geometry (EuroCG 2017). 2017

9. Carlos Alegria-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia. “On
the Rectilinear Convex Hull of a planar point set and its generaliza-
tions”. XXXI Coloquio Victor Neumann-Lara de Teoria de las Grdficas,
Combinatoria y sus Aplicaciones. 2017

1.3.3. Software

Para facilitar el estudio de los problemas que tratamos en esta tesis,
desarrollamos los programas que mencionamos a continuacion.

Desarrollamos dos aplicaciones de escritorio: una para dibujar el Cierre
Convexo Rectilineo y la otra para dibujar el Cierre Og-convexo de un conjunto
de puntos en el plano. En ambas aplicaciones, la orientacién de los ejes
coordenados se puede cambiar y los puntos se pueden agregar, eliminar y
mover mientras los cierres son actualizado automéaticamente. En la Figura 1.8
se muestran capturas de pantalla y en la siguiente referencia se encuentran
mas detalles sobre las aplicaciones.

10. Carlos Alegria-Galicia. Dynamic Rectilinear Convexr Hull Simulator.
2018. poOI: 10.5281/zenodo. 1344455

También desarrollamos un conjunto de scripts para el editor grafico
IPE [45] que dibujan el Cierre Convexo Rectilineo de un conjunto de puntos
en cualquier orientacion de los ejes coordenados. En la Figura 1.9 se muestra
una captura de pantalla y en la siguiente referencia se encuentran més detalles
sobre los scripts.

11. Carlos Alegria-Galicia. A set of Ipelets to compute the O-convex hull of
a set of points in the plane for different orientations of the coordinate
axis. 2018. DOI: 10.5281/zenodo. 1344570


https://doi.org/10.5281/zenodo.1344455
https://doi.org/10.5281/zenodo.1344570
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W - 1

a) (b)

Figura 1.8: Aplicaciones para dibujar (a) el cierre convexo rectilineo y (b) el
cierre Og-convexo.
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Figura 1.9: IPElet para dibujar el cierre convexo rectilineo. Los ejes coordenados
se muestran en verde.

1.3.4. Otras publicaciones

Las siguientes publicaciones no fueron incluidas en esta tesis, aunque
fueron desarrolladas paralelamente.

12. Israel Aldana-Galvan, Carlos Alegria-Galicia, José Luis Alvarez-Re-
bollar, Nestaly Marin-Nevéarez, Erick Solis-Villarreal, Jorge Urrutia
y Carlos Velarde. “Finding minimum witness sets in orthogonal poly-
gons”. 30th Canadian Conference on Discrete and Computational Geo-
metry (CCCG 2018). 2018
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13. Carlos Alegia Galicia, Julia A. Bennell, Marta Cabo Nodar y Antonio
Martinez Sykora. “Heuriisticas para resolver un problema de la mochila

sobre un bin rectangular”. VII Congreso de la Sociedad Mezicana de
Investigacion de Operaciones (CSMIO 2018). 2018

14. Marta Cabo, Julia A. Bennell, Antonio Martinez Sykora y Carlos Alegria.
“Beam Search for the 2D-Single Knapsack Problem”. 29th European
Conference on Operational Research (EURO 2018). 2018

15. Marta Cabo, Julia A. Bennell, Antonio Martinez Sykora y Carlos
Alegria. “Beam Search for the 2D-Single Knapsack Problem”. 15th
ESICUP Meeting. 2018

Finalmente, desarrollamos un script de IPE para calcular el diagrama
de Voronoi y la triangulaciéon de Delaunay de un conjunto de puntos en la
métrica Lo,. El script permite cambiar la orientaciéon de los ejes coordenados.
En la Figura 1.10 se muestra una captura de pantalla y mas detalles se
encuentran en la siguiente referencia.

16. Carlos Alegria-Galicia. An Ipelet to compute the Voronoi diagram and
the Delaunay triangulation of a set of points in the plane on the infinity
metric. 2018. DOI: 10.5281/zenodo . 1344483
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Figura 1.10: IPElet para dibujar el diagrama de Voronoi de un conjunto de
puntos en la métrica L.


https://doi.org/10.5281/zenodo.1344483

Capitulo 2

Orientaciones restringidas.

En este capitulo damos un breve recorrido por los conceptos de conve-
xidad, convexidad ortogonal, y convexidad con orientaciones restringidas.
Nuestro objetivo es describir resultados conocidos en la literatura, mientras
enfatizamos los aspectos de la convexidad tradicional que fueron extendidos
hacia la convexidad ortogonal, y posteriormente, hacia la convexidad con
orientaciones restringidas.

Las propiedades de las regiones convexas que describimos son bien conoci-
das y han sido estudiadas extensamente. Recomendamos al lector interesado
el libro de Gruber y Wills [74]. Mencionamos también resultados basicos
relacionados con el cierre convexo de un conjunto finito de puntos en el
plano. Estos resultados pueden encontrarse en cualquier libro de geometria
computacional. Recomendamos en particular las referencias estandar que
mencionamos en el Capitulo 1.

La mayoria de los conceptos y resultados que describimos sobre las con-
vexidades ortogonal y con orientaciones restringidas pueden encontrarse en
los libros de Preparata y Shamos [102] y de Fink y Wood [63]. Describimos
también observaciones propias que descubrimos al estudiar estos conceptos y
los problemas que tratamos en capitulos posteriores.

17
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2.1. Convexidad y convexidad ortogonal

Decimos que una region es convexa si, y s6lo si, su intersecciéon con
cualquier recta es vacia, un punto o un segmento de recta. De esta definicion
podemos deducir las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DE LAS REGIONES CONVEXAS.
I. La interseccién de regiones convexas es una regioéon convexa.
11. Una regiéon convexa es simplemente conexa (no tiene hoyos).

111. Cualquier rotacién de una regioén convexa es una region convexa.

La convezidad ortogonal' es una restriccién de la convexidad tradicional
que considera tnicamente rectas paralelas a los ejes coordenados. Una region
en el plano es orto-conveza si, y sélo si, su intersecciéon con cualquier recta
horizontal o vertical es vacia, un punto, o un segmento de recta. De esta
definicién podemos deducir las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DE LAS REGIONES ORTO-CONVEXAS.

I. La interseccion de regiones orto-convexas es una region orto-convexa.

11. Toda region conexa que es orto-convexa es simplemente conexa (no
tiene hoyos).

111. Una region disconexa es orto-convexa si, y so6lo si, todas sus com-
ponentes conexas son orto-convexas y ninguna recta horizontal o
vertical corta dos de sus componentes conexas.

1v. Toda region convexa es orto-convexa.

En la Figura 2.1 mostramos algunas regiones orto-convexas. De las propie-
dades anteriores podemos observar algunas similitudes y diferencias bésicas
con las regiones convexas. Al igual que en la convexidad tradicional, la fa-
milia de todas las regiones orto-convexas es cerrada bajo la intersecciéon de
conjuntos. En contraste, las rotaciones no preservan la convexidad ortogonal
y las regiones orto-convexas pueden ser disconexas.

'La convexidad ortogonal también es conocida como orto-convezidad o convezidad z-y.



CAPITULO 2. ORIENTACIONES RESTRINGIDAS 19

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.1: Las regiones (a)-(c) son orto-convexas, mientras que la region (d) no
es orto-convexa. Notemos que la region (a) es convexa, la region (c) es disconexa,
y la region (d) es una rotacion de la region (b).

En adelante, sea P un conjunto de n puntos en el plano. El cierre convezo
de P, que denotamos con CH(P), es la interseccion de las regiones convexas
que contienen a P. En la literatura podemos encontrar también las siguientes
definiciones equivalentes.

CIERRE CONVEXO.

El cierre convexo de P es la region definida por:

I. La intersecciéon de las regiones convexas que contienen a P.
1I. La regién convexa més pequeia que contiene a P.

111. La intersecciéon de los semiplanos cerrados que contienen a P.

Figura 2.2: El cierre convexo de P.

El cierre convexo rectilineo® es la contraparte orto-convexa del cierre
convexo tradicional. En la literatura existen varias definiciones de cierre orto-
convexo que no son equivalentes entre si. Tres de las mas relevantes se deben

2Este nombre es el méas utilizado en la literatura, aunque también es conocido como
cierre convexo ortogonal, cierre orto-convero, o cierre convero T-y.
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a Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99], y son versiones orto-convexas
de las definiciones anteriores de cierre convexo. El cierre r-convero de P es
la interseccién de las regiones orto-convexas que contienen a P. El cierre
cr-convezo de P es la region conexa y orto-convexa més pequefia que contiene
a P. Un semiplano ortogonal es la unién de dos semiplanos cerrados: uno con
una recta de soporte horizontal y el otro con una recta de soporte vertical.
El cierre mr-convero de P es la intersecciéon de los semiplanos ortogonales
que contienen a P.

. o—f—r .
(a) (b) (c)

Figura 2.3: Los cierres (a) r-convexo — que en este caso es igual al conjunto de
puntos —, (b) cr-convexo y (¢) mr-convexo.

Podemos encontrar en la literatura dos definiciones més de cierre orto-
convexo. La primera se debe a Rawlins [103| y esta basada en una version
restringida de visibilidad?. La segunda fue presentada por Matousek y Ple-
cha¢ [91] y esta basada en una version funcional de convexidad ortogonal.
Omitimos detalles sobre estas definiciones. El lector interesado puede consul-
tar las referencias |91, 103] y el libro de Fink y Wood [63].

(a) (b)

Figura 2.4: Otras definiciones de cierre orto-convexo. (a) El cierre orto-convezo
fuerte de Rawlins [103]. (b) El cierre convexo-separado de Matousek y Ple-
chag [91].

Una poligonal ortogonal es una secuencia de segmentos de recta que son
paralelos a los ejes coordenados y no se cortan salvo en sus extremos. Los
puntos de interseccion son los vértices de la poligonal. Un poligono ortogonal

3Recordemos que dada una regién R en el plano y dos puntos p, g € R, decimos que g
es visible desde p, si el segmento pq estd completamente contenido en R.
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es un poligono que tiene como frontera una poligonal ortogonal cerrada. A
menos que digamos lo contrario, asumimos que todos los poligonos ortogonales
son simplemente conexos (no tienen hoyos).

Notemos en las Figuras 2.3 y 2.4 que, como cualquier regién orto-convexa,
los cierres orto-convexos pueden ser disconexos. Cada componente conexa es
un poligono ortogonal y orto-convexo (que puede ser incluso un punto, como
en las figuras 2.3(c) y 2.4(b)) con cero o més aristas “degeneradas”, que son
poligonales ortogonales y orto-convexas que conectan al poligono con puntos
extremales. Estas propiedades son independientes de la definiciéon particular
del cierre orto-convexo y son consecuencia de tratar con conjuntos finitos de
puntos. El cierre orto-convexo de conjuntos infinitos de puntos en el plano y
en dimensiones superiores se estudia en el libro de Fink y Wood [63].

2.2. El cierre convexo rectilineo

De entre las definiciones anteriores, estamos interesados en estudiar el
cierre mr-convexo. Mas adelante, describimos una generalizacién que usamos
para definir problemas computacionales sobre convexidad con orientaciones
restringidas. La definicién del cierre mr-convexo esta basada en observaciones
de Preparata y Shamos [102] sobre los maximales de un conjunto de puntos
bajo dominacién vectorial. Detallamos a continuacién estas observaciones asi
como algunos resultados computacionales relacionados.

Definicién 2.1 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). El cierre convezo
rectilineo de P, que denotamos con RH (P), es la interseccion de los semiplanos
ortogonales que contienen a P.

I

! I
(a) (b) (c)

Figura 2.5: El cierre convexo rectilineo. (a) Un semiplano ortogonal. (a) Un
clerre convexo rectilineo conexo. (b) Un cierre convexo rectilineo con cuatro
componentes conexas. Una de las componentes es un punto.

L




CAPITULO 2. ORIENTACIONES RESTRINGIDAS 22

Dados dos puntos en el plano p = (a,b) y ¢ = (¢,d), decimos que p
domina a q (p > q) si, y solo si, a = ¢y b > d. Llamamos a “>" la relacion
de dominacion vectorial entre p y q. Ya que pueden existir parejas de puntos
que no se dominan entre si, la relacion de dominacién vectorial es un orden
parcial en los elementos de P. Decimos que un punto p € P es un mazimal de
P, si ningtn g € P diferente de p es tal que ¢ > p. Para cualquier conjunto
de puntos en el plano podemos definir tantas relaciones de dominacién como
cuadrantes del sistema coordenado, una por cada combinacién de las relaciones
de comparacion “<” y “=".

N
<z * >, 2
Cuadrante Condiciéon o
[ ]
1 azcyb>=d % o FE
2 a<cyb=>=d Oe . °
3 a<cyb<d *
4 azcyb=d
<< o 2, <
S

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Las relaciones de dominacion y (b) los maximales de P.

En la Figura 2.6(b) se muestran los cuatro conjuntos de maximales de P
resaltados en azul. Los conjuntos estan separados por los cuadrantes definidos
por los puntos extremales superior (N), inferior (S), derecho (E) e izquierdo
(O). A menos que digamos lo contrario, al mencionar el conjunto de maximales
de P nos referimos a la unién de los conjuntos de maximales con respecto de
los cuatro cuadrantes del sistema coordenado.

Una cuiia ortogonal* es el complemento de un semiplano ortogonal, es
decir, es la intersecciéon de dos semiplanos abiertos: uno con una recta de
soporte horizontal y el otro con una recta de soporte vertical. El dpice de
una cuna y de un semiplano ortogonales es el punto de interseccién entre las
rectas de soporte de los semiplanos que los forman.

Observacion 2.1. Un punto de P es mazximal si, y solo si, es el dpice de al
menos un semiplano ortogonal que contiene a P. Complementariamente, un
punto de P es maximal si, y solo si, es el dpice de una cuna ortogonal que
no contiene puntos de P en su interior. Ver Figuras 2.7(a) y 2.7(b).

4En el Capitulo 3 nos referimos también a las cufias ortogonales como cuadrantes.
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Un vértice de RH(P) es un punto p € P que no se encuentra en el interior
de RH(P\{p}).

Observacion 2.2. Todo mazximal de P es un vértice de RH(P). Ver Figu-
ra 2.7(c).

Figura 2.7: Un maximal de P es (a) el apice de un semiplano ortogonal que
contiene a P, (b) el apice de una cufia ortogonal que no contiene puntos de P,
y (¢) un vértice de RH(P).

De las Observaciones 2.1 y 2.2 se deducen las siguientes propiedades.
Proposicion 2.1 (Propiedades del cierre convexo rectilineo).

1. Un punto x en el plano se encuentra en el interior de RH(P) si, y sdlo
s, todas las cunas ortogonales que tienen a x como dpice contienen al
menos un punto de P en su interior.

11. Sea V(P) el conjunto de vértices de RH(P). El cierre convexo rectilineo
de P es igual al cierre convexo rectilineo de V(P).

1. Todo vértice de CH(P) también es un vértice de RH(P).

IV. FEl cierre convexo rectilineo de P es un subconjunto del cierre convexo

de P.

V. El cierre convexo rectilineo de P es la interseccion de todas las regiones
cerradas orto-convexras y conexas que contienen a P.

VI. Sea W el conjunto de todas las cunias ortogonales que mo contienen
ningun punto de P en su interior. El cierre convexo rectilineo de P es

el conjunto
R?\ U w.
wewW
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Demostracion.

I.II.

II1.

V.

VI.

Consecuencia directa de las Observaciones 2.1 y 2.2.

Todo vértice de CH(P) es un maximal de P [102, Teorema 4.7|. Por la
Observacion 2.2, todo maximal de P es un vértice de RH(P).

Una generalizacion de esta propiedad fue demostrada por Fink y Wood [63].
Podemos generalizar también los argumentos de Preparata y Sha-
mos [102, Teorema 4.7] como mostramos a continuacion.

Supongamos por contradicciéon que hay un punto z € RH(P) que no
pertenece a CH(P). Si imaginamos que z se encuentra en el origen del
sistema coordenado, por el punto I. hay al menos un punto de P en cada
cuadrante. Denotemos con P’ al conjunto de estos puntos. Claramente,
x € CH(P") y CH(P") < CH(P). Por lo tanto x se encuentra en el

interior de CH(P), en contradiccion con nuestra hipotesis.

Una generalizacion de esta propiedad fue demostrada por Alegria-Galicia
et al. [14]. Utilizamos un argumento diferente a continuacion.

Por la Definicion 2.1 sabemos que RH(P) es la interseccion de los
semiplanos ortogonales que contienen a P. La propiedad es consecuencia
de que el conjunto de los semiplanos ortogonales se encuentra contenido
en el conjunto de las regiones cerradas orto-convexas y conexas.

Esta definicion de cierre convexo rectilineo es la version complementaria
de la Definiciéon 2.1. Fue presentada por Bae et al. [22]. O

La Observacion 2.1 y los dos primeros puntos de la Proposicion 2.1 son
extensiones directas de las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DEL CIERRE CONVEXO.

I. Un punto p € P es un vértice de CH(P) si, y solo si, existe al menos

un semiplano cuya recta de soporte pasa por p y contiene a P.

11. Un punto x € R? se encuentra en el interior de CH(P) si, y solo si,

todos los semiplanos cuya recta de soporte pasa por x contienen al
menos un punto de P en su interior.

111. Sea V(P) el conjunto de vértices de CH(P). El cierre convexo de

P es igual al cierre convexo de V(P).
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2.3. Convexidad con orientaciones restringidas

En la convexidad tradicional definimos las regiones convexas como aquellas
cuya interseccién con cualquier recta es conexa. La convexidad ortogonal
restringe esta definicién considerando tnicamente rectas paralelas a los ejes
coordenados. En la convezidad con orientaciones restringidas extendemos la
convexidad ortogonal al considerar rectas paralelas a un conjunto de rectas
con orientaciones arbitrarias.

Un conjunto de orientaciones es un conjunto (posiblemente infinito) de
rectas que pasan por el origen. Decimos que un conjunto O de orientaciones es
un O-conjunto, y que una recta paralela a un elemento de O es una O-recta.

Definicién 2.2 (Rawlins y Wood [104]). Una region en el plano es O-conveza
si, y solo si, su interseccion con cualquier O-recta es vacia, un punto, o un
segmento de recta.

PROPIEDADES DE LAS REGIONES O-CONVEXAS (Fink y Wood [63]).

I. La interseccién de regiones O-convexas es una region O-convexa.

11. Dado un O-conjunto con al menos un elemento, todo conjunto
conexo que es O-convexo es simplemente conexo (no tiene hoyos).

111. Una regiéon disconexa es (O-convexa si, y s6lo si, todas sus com-
ponentes conexas son O-convexas y ninguna O-recta corta a dos
componentes conexas.

1v. Toda regién convexa es O-convexa.

V. Sean 01 y Oy dos conjuntos de orientaciones tales que O; < Os.
Toda region Os-convexa también es O;-convexa.

Las propiedades 1. a la 1V. son generalizaciones de las propiedades que
describimos en la Seccion 2.1. Al igual que las regiones convexas y orto-
convexas, para un O-conjunto dado la familia de todas las regiones O-convexas
es cerrada bajo la interseccién de conjuntos. Por otra parte y al igual que la
convexidad ortogonal, la O-convexidad difiere de la convexidad tradicional
en que las rotaciones no preservan la O-convexidad y en que una region
O-convexa puede ser disconexa. Ver Figura 2.8.

La convexidad con orientaciones restringidas es a la vez una generalizacion
de la convexidad ortogonal y una restriccién de la convexidad tradicional. Mas



CAPITULO 2. ORIENTACIONES RESTRINGIDAS 26

Figura 2.8: En la izquierda se muestra un O-conjunto con tres rectas. En la
derecha se muestran cuatro regiones y algunas O-rectas indicadas con lineas
discontinuas. Las regiones (a)-(c) son O-convexas, mientras que la region (d) no
es O-convexa. Notemos que la region (a) es convexa, la region (c) es disconexa,
y la regiéon (d) es una rotacion de la region (b).

aun, establece una conexién entre ambas nociones de convexidad: partiendo
de un O-conjunto con un par de rectas paralelas a los ejes coordenados y
ortogonales entre si (el caso de la convexidad ortogonal), podemos construir
una familia infinita de O-conjuntos agregando una recta a la vez hasta cubrir
todas las orientaciones posibles (el caso de la convexidad tradicional). En
este continuo cada O-conjunto define a su vez una familia infinita de regiones
O-convexas que contiene a todas las familias anteriores. Formalizamos estas
observaciones a continuacion.

La orientacion de una recta es el &ngulo antihorario y menor que 7 que
forma con el eje X. Un conjunto de orientaciones puede ser expresado como
un conjunto de angulos y/o intervalos angulares disjuntos que indican las
orientaciones de las rectas que lo forman. En este contexto, las regiones
convexas y orto-convexas son respectivamente, {[0, 7)}-convexas y {0, g}-
convexas. Notemos que en el primer caso tenemos un conjunto de orientaciones
formado por un ntmero infinito de rectas con orientaciones en [0, 7), y en el
segundo caso el conjunto de orientaciones esta formado por dos rectas con
orientaciones 0 y 7.

Teorema 2.1 (Rawlins [103]). La familia de todas las regiones O-convezras
en el plano para todo O-conjunto forma una reticula bajo refinamiento. La
familia de regiones {[0,m)}-convezas es el elemento supremo, y la familia de
regiones {}-convezxas es el elemento infimo.

2.4. Cierre convexo con orientaciones restringidas

En esta seccién describimos generalizaciones con orientaciones restringidas
de la Definicion 2.1, y de las propiedades y observaciones que hicimos en
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Figura 2.9: Relacion entre familias de regiones O-convexas. Las flechas indican
la direccion del refinamiento. (a) Un conjunto {0, % }-convexo. (b) Un conjunto
{[0, %], 5 }-convexo. (c) Un conjunto {[0, 7)}-convexo.

la Seccion 2.2 sobre el cierre convexo rectilineo. Asumimos en adelante que
todos los O-conjuntos contienen un nimero finito de rectas. Referimos al
lector interesado al libro de Fink y Wood [63], donde se estudian cierres
convexos restringidos a conjuntos infinitos de orientaciones.

Para extender el cierre convexo rectilineo generalizamos primero la nociéon
de semiplano ortogonal. Sea k el ntmero de rectas de un O-conjunto, y
Lo, ..., k1 las rectas que lo forman etiquetadas de manera que ¢ < j implique
que la orientacion de ¢; es mas pequena que la orientacion de ¢;. El origen
divide cada recta ¢; en dos rayos r; y 11, generando un conjunto de 2k rayos
(consideramos que los subindices se calculan modulo 2k). Dados dos indices i
y Jj, denotamos con II; ; a la regién cerrada recorrida por r; mientras rotamos
r; en sentido antihorario hasta que coincida con 7;. Un O-semiplano es una
traslacion de una region IL;y ;4 1.

T2 1

7’3%7‘0
T4 T5
ry T2 ry T2
T4 s Ta 5

Figura 2.10: Arriba, los rayos de un O-conjunto con k = 3 rectas. Abajo y de
izquierda a derecha, los seis O-semiplanos definidos por las regiones Wi ;41
parat=0,...,2k — 1.

Definicion 2.3. El cierre O-convexo de P, que denotamos con OH(P), es
la interseccion de los O-semiplanos que contienen a P.
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Figura 2.11: En la izquierda se muestra un O-conjunto con k = 3 rectas. (a)
Un cierre O-convexo conexo. (b) Un cierre O-convexo con cuatro componentes
conexas. Una de las componentes es un punto.

En la literatura podemos encontrar dos nociones de (O-semiplano que son
diferentes a la que utilizamos en la Definicién 2.3. La primera fue propuesta
por Rawlins [103]| quien defini6 un O-semiplano escalera (O-stairhalfplane)
como una de las dos regiones en las que una curva infinita y O-convexa divide
al plano. La segunda se debe a Fink y Wood [63|, quienes definen un O-
semiplano como una regién cerrada cuya intersecciéon con una O-recta es vacia,
un punto, o un segmento de recta. La familia de todos los O-semiplanos es un
subconjunto propio de la familia de todos los O-semiplanos escalera, quien a
su vez es un subconjunto propio de la familia de todos los O-semiplanos de
Fink y Wood. Esta ultima afirmacion fue demostrada en [63, Lema 5.8|. Ver
Figura 2.12.

o
- o

(a) (b) ()

Figura 2.12: En la izquierda, O-conjunto con k = 3 rectas. (a) Un O-semiplano.
(b) Un O-semiplano escalera. (¢) Un O-semiplano de Fink y Wood. Por definicion,
estos semiplanos pueden ser disconexos.

\

Una poligonal O-restringida es una secuencia de segmentos de recta que
son paralelos a alguna O-recta y que no se cortan salvo en sus extremos. Un
poligono O-restringido es un poligono que tiene como frontera una poligonal
O-restringida cerrada. El cierre O-convexo de un conjunto de puntos puede
ser disconexo. Cada componente conexa es un poligono O-restringido y O-
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convexo con cero o més aristas “degeneradas”, que son segmentos de O-rectas
que conectan al poligono con puntos extremales. Al igual que el cierre convexo
rectilineo, estas propiedades son consecuencia de tratar con conjuntos finitos
de puntos. Ver Figura 2.11.

Describimos a continuacién generalizaciones de las propiedades del cierre
convexo rectilineo que mencionamos en la Proposicion 2.1. Agregamos a
estas propiedades la siguiente observacion: para cualquier conjunto de puntos
siempre existe un O-conjunto con un nimero finito de rectas tal que el cierre
O-convexo es igual al cierre convexo tradicional.

PROPIEDADES DEL CIERRE O-CONVEXO.

I. Una O-curia es el complemento de un O-semiplano. Un punto
x € R? se encuentra en el interior de OH(P) si, y solo si, todas las
O-cuilas que tienen a x como apice contienen al menos un punto
de P en su interior.

11. Sea V(P) el conjunto de vértices de OH(P). El cierre O-convexo
de P es igual al cierre O-convexo de V(P).

111. Todo vértice de CH(P) también es un vértice de OH(P).
1v. El cierre O-convexo de P es un subconjunto de CH(P).

v. El cierre O-convexo de P es la interseccion de las regiones cerradas
O-convexas y conexas que contienen a P.

VI. Sea W el conjunto de todas las O-cunas que no contienen ningtn
punto de P en su interior. El cierre O-convexo de P es el conjunto

R?\ U w.

wew

VIIL. Si las lineas de soporte de las aristas de CH(P) son O-rectas, en-
tonces OH(P) = CH(P) [14]. Ver Figura 2.13.

2.5. Problemas computacionales

Finalizamos este capitulo describiendo algunos resultados algoritmicos
conocidos relacionados con los cierres convexos tradicional, rectilineo, y O-
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Figura 2.13: Siempre existe un O-conjunto tal que OH(P) = CH(P).

convexo de un conjunto de puntos.

Dado un conjunto P de n puntos en el plano, el problema de calcular el
cierre convexo de P tiene una cota inferior bien conocida, que es vélida en
cualquier modelo de computo que permite multiplicaciones y donde ordenar
n ntmeros reales requiere tiempo Q(nlogn).

Lema 2.1. Calcular el cierre convexo de un conjunto de n puntos en el plano
requiere tiempo (nlogn).

Sin asumir nada sobre los puntos de P (como alguna distribucion en
particular o que sus coordenadas son enteras), los algoritmos conocidos més
eficientes para calcular CH(P) consumen tiempo O(nlogn) y espacio O(n).
En particular, con el algoritmo de Graham [71] podemos calcular CH(P)
utilizando tnicamente comparaciones y operaciones aritméticas. Podemos
reducir ligeramente la complejidad en tiempo utilizando algoritmos sensibles
a la salida [42, 79|, los cuales calculan CH(P) en tiempo ©(nlogh) y espacio
O(n), donde h < n es el ntumero de vértices de CH(P). Esta complejidad es
valida en el modelo de computo de arbol algebraico de decisién. En el peor
de los casos (cuando los puntos de P se encuentran en posicién convexa) la
complejidad en tiempo es O(nlogn).

Sorpresivamente, a pesar de que el cierre convexo rectilineo es disconexo
y cada una de sus componentes conexas tiene vértices que no son puntos
de P, para calcular el cierre convexo rectilineo de P requerimos la misma
complejidad que para calcular el cierre convexo tradicional.

Lema 2.2 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). Calcular el cierre
convezo rectilineo de un conjunto de n puntos en el plano requiere tiempo
Q(nlogn).

Por la Proposicién 2.1, un vértice del cierre convexo también es un vértice
del cierre convexo rectilineo. Esta propiedad nos permite reducir en tiempo
O(n) el problema de calcular RH(P) al problema de calcular CH(P). El
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Lema 2.2 se obtiene de combinar esta observacién con el Lema 2.1. Por
otra parte, el cierre convexo rectilineo de P puede calcularse en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n). Los algoritmos conocidos para calcular RH(P)
utilizan inicamente comparaciones y operaciones aritméticas.

Teorema 2.2 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). Dado un conjunto
P de n puntos en el plano, el cierre convexo rectilineo de P puede calcularse
en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).

Al igual que en el caso convexo, podemos reducir la complejidad en tiempo
si consideramos un algoritmo sensible a la salida. Este algoritmo no ha sido
presentado explicitamente en la literatura, pero puede obtenerse extendiendo
resultados existentes como describimos a continuacion.

Los algoritmos conocidos para calcular RH(P) obtienen primero los
maximales de P, para después construir la frontera de sus componentes
conexas. Si h < n es el nimero de maximales de P, en este proceso los
algoritmos consumen tiempo O(h). Utilizando el algoritmo sensible a la salida
de Kirkpatrick y Seidel [80], podemos calcular los maximales de P en tiempo
©(nlogh) y espacio O(n). La complejidad es valida en el modelo de computo
de arbol algebraico de decision. En el peor de los casos (cuando todos los
puntos de P son maximales), la complejidad en tiempo es O(nlogn). Como
consecuencia de este resultado (ver [80, Teoremas 2.1 y 4.1] para méas detalles)
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Dado un conjunto P de n puntos en el plano, el cierre
convezo rectilineo de P puede calcularse en tiempo ©(nlogh) y espacio O(n),
donde h < n es el numero de vértices de RH(P).

La version dinamica del problema de calcular CH(P) consiste en disenar
una estructura de datos para responder preguntas sobre CH(P) y mantener el
cierre convexo mientras actualizamos P agregando y eliminando puntos. Dado
un punto = € R?, la estructura debe permitirnos determinar si « se encuentra
en el interior de CH(P) y, en caso contrario, calcular las tangentes de CH(P)
que pasan por z y encontrar los vértices de CH(P u {z}) adyacentes a x.
Por otra parte, dada una recta £ la estructura debe permitirnos encontrar, si
existen, las aristas de CH(P) cortadas por £. Ejemplos de estas preguntas se
muestran en la Figura 2.15.

Es un problema abierto determinar si existe una estructura de datos
que consuma tiempo O(logn) por cada actualizacion y cada pregunta. La
estructura més eficiente se debe a Overmars y van Leeuwen [100], y resuelve
el problema en tiempo O(log?n) por actualizacion y tiempo O(logn) por
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Figura 2.14: El problema dinamico del cierre convexo de un conjunto de puntos.
(a) Las tangentes de CH(P) que pasan por z, (b) Los vértices de CH(P u {x})
adyacentes a x y (c¢) Las aristas de CH(P) cortadas por .

pregunta. El mejor resultado parcial se debe a Brodal y Jacob [38]. Su
estructura de datos mantiene el cierre convexo de P en tiempo amortizado de
O(logn) por actualizacion y por pregunta. Estas complejidades son vélidas
en el modelo de computo de arbol algebraico de decision.

En el caso orto-convexo podemos resolver una versiéon “semi-dindmica” con
una estructura de datos que consume tiempo logaritmico por actualizacién,
y solo permite responder algunas preguntas. Dado un punto z € R?, la
estructura permite determinar si z se encuentra en el interior de RH(P) v,
en caso contrario, permite obtener los vértices de RH (P u {z}) adyacentes a
x. Al igual que el algoritmo sensible a la salida, esta estructura no ha sido
presentada explicitamente en la literatura pero puede obtenerse extendiendo
resultados existentes como describimos a continuacion.

Consideremos el conjunto de maximales de P calculados respecto del
primer cuadrante del sistema coordenado. Se sabe que los maximales forman
una estructura conocida como escalera: al recorrer el conjunto de maximales
en orden creciente de sus abscisas, las ordenadas de los maximales decrecen
monodtonamente [102]. Los algoritmos conocidos para calcular RH(P) apro-
vechan esta observacién y almacenan una escalera por cada cuadrante en un
arbol balanceado de busqueda. Al recorrer los arboles consecutivamente obte-
nemos los maximales de P ordenados por aparicion al recorrer la frontera de
RH(P). De esta secuencia podemos construir la frontera de las componentes
conexas de RH(P) en tiempo lineal. Ver Figura 2.15.

Utilizando la estructura de datos de Kapoor [78] podemos mantener una
escalera mientras verificamos si un punto x € R? es maximal, y actualizamos
P agregando y eliminando puntos. Al determinar si un punto es maximal
obtenemos inmediatamente sus puntos adyacentes en las escaleras. Ya que un
punto puede pertenecer a lo mas a dos escaleras simultaneamente, tenemos
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Figura 2.15: Las escaleras del cierre convexo rectilineo. (a) Cuando recorre-
mos los maximales en orden creciente de sus abscisas, las ordenadas decrecen
monotonamente. (b) Las escaleras forman los vértices de RH(P).

que reportar a lo méas cuatro vértices adyacentes. La estructura consume
tiempo O(logn) por cada actualizacion y cada pregunta. Para reportar los
maximales (y poder reconstruir RH(P)) consume tiempo O(nlogn + h),
donde h < n es el ntimero de maximales de P. Invitamos al lector interesado
en conocer més detalles a revisar el libro de Preparata y Shamos [102, Seccién
4.1.3] y el articulo de Kapoor [78, Teoremas 2 y 3].

Corolario 2.2. Existe una estructura de datos para resolver el problema dind-
mico del cdlculo del cierre convexo rectilineo de P que consume espacio O(n)
y tiempo O(logn) por cada actualizacion y cada pregunta. Esta estructura
permite construir el cierre convezo rectilineo de P en tiempo O(nlogn + h),
donde h < n es el nimero de vértices de RH(P).

El problema de calcular el cierre O-convexo de un conjunto finito de puntos
en el plano no ha sido estudiado tan extensamente como sus contrapartes
tradicional y orto-convexa. En la literatura sélo se ha estudiado el problema
basico de calcular el cierre O-convexo de un conjunto de n puntos en el
plano. Por el Lema 2.2 y el hecho de que la convexidad ortogonal es un caso
particular de la O-convexidad, este problema requiere tiempo §2(nlogn). Los
algoritmos conocidos que calculan el cierre O-convexo no logran igualar esta
cota inferior.

Teorema 2.3 (Fink y Wood [63]). Dado un conjunto P de n puntos en el
plano y un O-conjunto formado por k rectas, el cierre O-convexo de P puede
calcularse en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn).

En el Capitulo 3 describimos un algoritmo que calcula OH(P) en tiempo
O(nlogn). Este algoritmo es 6ptimo en tiempo. Hasta donde sabemos no
existen resultados sobre algoritmos sensibles a la salida, o que resuelvan el
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problema dindmico de calcular el cierre O-convexo de un conjunto finito de
puntos en el plano.

2.6. Comentarios finales

En este capitulo describimos los aspectos de la convexidad tradicional
que fueron extendidos hacia la convexidad ortogonal y posteriormente, hacia
la convexidad con orientaciones restringidas. Describimos también algunos
resultados algoritmicos conocidos relacionados con los cierres convexo, orto-
convexo, y O-convexo de un conjunto finito de puntos en el plano. En la
Figura 2.16 mostramos un resumen de estos resultados.

Ci Estandar ‘ Sensible a la salida
ierre

Cota ‘ Algoritmo ‘ Cota ‘ Algoritmo
Tradicional Q(nlogn) | O(nlogn) | Q(nlogh) | O(nlogh)
Convexo rectilineo Q(nlogn) | O(nlogn) | Q(nlogh) | O(nlogh)
O-convexo Q(nlogn) | O(knlogn) - -

(a) Problemas estaticos (donde el conjunto de puntos se mantiene fijo).

Ci Estandar ‘ Sensible a la salida
ierre

Cota ‘ Algoritmo ‘ Cota ‘ Algoritmo
Tradicional Q(nlogn) | O(nlogn) | Q(nlogh) | O(nlogh)
Convexo rectilineo Q(nlogn) | O(nlogn) | Q(nlogh) | O(nlogh)
O-convexo Q(nlogn) | O(knlogn) - -

(b) Problemas dinamicos (donde se realizan actualizaciones en el conjunto de puntos).
La columna “Construccion” indica la complejidad en tiempo que toma calcular el cierre
convexo a partir de la estructura de datos particular.

Figura 2.16: Resultados conocidos sobre el calculo del cierre convexo.

El objetivo de este capitulo es servir como introduccién a los problemas
computacionales relacionados con el cierre O-convexo de conjuntos finitos
de puntos en el plano que estudiaremos en los Capitulos 3 y 4. Ademas
de mejorar el tiempo del algoritmo de Fink y Wood [63] para calcular el
cierre O-convexo, estudiaremos problemas de optimizaciéon que resultan de
mantener el cierre O-convexo mientras cambiamos las orientaciones de las



CAPITULO 2. ORIENTACIONES RESTRINGIDAS 35

rectas del conjunto de orientaciones. Llamamos a este tipo de problemas los
problemas “no orientados” del calculo del ciere O-convexo de un conjunto
finito de puntos. En la Tabla 2.1 mostramos un resumen de estos resultados.

i Estandar ‘ No orientados
ierre

Cota ‘ Algoritmo ‘ Cota ‘ Algoritmo
Convexo rectilineo - - Q(nlogn) | O(nlogn)
O-convexo Q(nlogn) | O(nlogn) | Q(nlogn) | O(knlogn)
Og-convexo Q(nlogn) | O(nlogn) | N(nlogn) | O(nlogn)

Tabla 2.1: Nuevos resultados sobre el calculo de cierres convexos. El parametro
k representa el nimero de rectas en el conjunto @ (asumimos que k < n). El
conjunto de orientaciones Og contiene dos rectas que forman un angulo 5.



Capitulo 3

Cierre O-convexo no orientado

Sean P un conjunto de n puntos en el plano y O un conjunto de k& < n
rectas que pasan por el origen del sistema coordenado. Las rectas forman un
conjunto de 2k rayos que parten del origen. En orden circular alrededor del
origen, cada par de rayos consecutivos acotan un sector angular. Asumimos
que cada uno de los k sectores tienen apertura mayor o igual que 7.

Denotemos con Oy al conjunto que resulta de rotar O por un dngulo 6. En
este capitulo describimos un algoritmo que en tiempo O(knlogn) y espacio
O(kn) mantiene el cierre Og-convexo de P mientras incrementamos 6 desde
0 hasta 27. Con base en este algoritmo, calculamos en tiempo O(knlogn) y
espacio O(kn) el valor de 6 en el cual el cierre Oyp-convexo de P tiene area
minima. Cuando el valor de k es constante las complejidades en tiempo y
espacio son 6ptimas. Con este resultado mejoramos el algoritmo presentado
por Bae et al. [22] que resuelve en tiempo O(n?) el caso particular en el que
O esta formado por k = 2 rectas ortogonales.

Finalmente, para cualquier valor fijo de 6 nuestro algoritmo calcula el
cierre O-convexo de P en tiempo O(nlogn) y espacio O(n), mejorando el
algoritmo de tiempo O(knlogn) presentado por Rawlins [103].

36
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3.1. Introduccién

Sea P un conjunto de n puntos en el plano en posicion general (no hay tres
puntos colineales en P). Un cuadrante es la interseccion de dos semiplanos
abiertos: uno con una recta de soporte horizontal y el otro con una recta de
soporte vertical. Decimos que un cuadrante es P-libre si no contiene puntos
de P en su interior. Sea Q el conjunto de todos los cuadrantes P-libres. El
Cierre Convexo Rectilineo de P es el conjunto:

RH(P) =R*\ | ] ¢
qeQ

Mostramos ejemplos de cierres convexos rectilineos en la Figura 3.1.

L

| q

(a) (b)

Figura 3.1: El cierre convexo rectilineo de un conjunto de puntos. (a) Un
cierre convexo rectilineo conexo. (b) Un cierre convexo rectilineo con cuatro
componentes conexas.

El cierre convexo rectilineo puede generalizarse al considerar, en lugar de
solo rectas verticales y horizontales, rectas paralelas a una de un conjunto
finito de rectas. Sea O un conjunto de k < n rectas que pasan por el origen.
La orientacion de una recta es el dngulo antihorario y menor que 7 que forma
con el eje X. Etiquetemos las rectas en O con {y, ..., ;1 de forma que i < j
implique que la orientacién de ¢; es menor que la orientacion de /;. El origen
divide a cada recta ¢; en dos rayos r; v 7;1%, generando un conjunto de 2k
rayos. Dados dos indices 7 y j, definimos la cuna Wj ; como la region recorrida
por r; mientras rotamos 7; en sentido antihorario alrededor del origen hasta
que coincida con r;. Al trasladar W; ; obtenemos una region que llamamos
W -cuna. Denotemos con W' la union de todas las WiHF

i+1
son P-libres. El Cierre O-convexo de P es el conjunto:

-cunas abiertas que

2k—1 '
OH(P) =R*\ [ | W',
1=0
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Sea «; el &ngulo menor a 7 definido por dos rayos r; y 7;+1. A lo largo de este

capitulo asumimos que todo angulo a; es mayor o igual a 5. Esto implica

que ninguna cuna W1 ;. tiene un dngulo de apertura menor que 5 o, en
. itk o~ . -

otras palabras, que ninguna W '["-cunia es mas pequena que un cuadrante.

Mostramos ejemplos del conjunto O de rectas, las cunas W, ;, y el cierre

O-convexo de un conjunto de puntos en la Figura 3.2.

Ty T2 L T2

T3 T3 To To

T4 Ts T4 5

Figura 3.2: Arriba, los rayos de un conjunto O con k = 3 rectas. En medio y de
izquierda a derecha, las cunas W;y; ;4% para i =0,...,2k — 1. Abajo, el cierre
O-convexo de un conjunto de puntos.

Sea Oy el conjunto de rectas obtenidas al rotar los elementos de O por un
angulo 0 al rededor del origen en sentido antihorario. El cierre Ogy-convexo de
P es diferente de OH(P): Mientras rotamos O las cunas W; j rotan también y
los conjuntos W' cambian respectivamente. Denotamos el conjunto resultante
de esta rotacién con Wé. El cierre Oy-convexo se define como:

2k—1
OHg(P) = R%\ U Wi (3.1)
=0

Mostramos un ejemplo del cierre Og-convexo en la Figura 3.3.

3.1.1. Resultados

En este capitulo presentamos los siguientes resultados:
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Figura 3.3: Los cambios en el cierre Op-convexo al incrementar 6. En cada figura
se muestran los ejes coordenados y la orientacion de Oy.

1. Un algoritmo para calcular OH(P) en tiempo O(nlogn) y espacio
O(n). Con este resultado mejoramos el algoritmo de tiempo O(kn logn)
presentado por Rawlins [103].

2. Un algoritmo para calcular y mantener OHg(P) mientras incrementa-
mos @ desde 0 hasta 27 en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn).

3. Con base en el resultado anterior, describimos un algoritmo para calcular
en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn) el valor de 0 en el cual OHy(P)
tiene area minima. Este algoritmo puede extenderse facilmente para
encontrar el valor de § que optimiza otras propiedades de OHy(P),
como el nimero de componentes conexas o el niimero de vértices.

4. Para el caso particular en el que O esta formado por dos rectas orto-
gonales, los problemas anteriores se traducen en calcular RH(P) en
una orientaciéon dada de los ejes coordenados y calcular la orientaciéon
de los ejes coordenados en la cual RH(P) tiene drea minima. Nuestro
algoritmo resuelve estos problemas en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).
Con este resultado mejoramos el algoritmo de tiempo O(n?) presentado
por Bae et al. [22].

3.1.2. Notacién, convenciones y definiciones auxiliares

Dada una region R en el plano, denotamos con ¢R a la frontera de
R. Denotamos con CH(P) al cierre convexo de P, con V = {pi,...,pp} al
conjunto de vértices de dCH(P) etiquetados en orden circular antihorario
iniciando en un vértice arbitrario, y con E = {ey,...,ep} al conjunto de
aristas de 0CH(P), donde e; = Dipit1 y en = Prp1-
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Por simplicidad asumimos que las rectas de O se encuentran ordenadas
ascendentemente por orientacion. Esta suposicion no afecta la complejidad en
tiempo o espacio de los algoritmos que describimos en este capitulo, ya que
para ordenar las rectas necesitamos tiempo O(klog k) y espacio O(k), k < n,
en comparacion con el tiempo O(knlogn) y espacio O(kn) que consumen
nuestros algoritmos. Definimos el sector (r;,7;1+1) de O como la region angular
convexa acotada por los rayos ; y r;1+1. Finalmente, al referirnos a los rayos
de O, las cunas W; ;, las WZ] -cunas, vy los conjuntos W?, asumimos que los
indices estan calculados moédulo 2k.

3.2. Calculo del cierre O-convexo

En esta secciéon describimos un algoritmo para calcular el cierre O-convexo
de un conjunto de n puntos en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).

3.2.1. CAlculo de vértices

Para cada rayo 7;, consideremos la recta dirigida paralela a r; que soporta
CH(P) y deja P de su lado derecho. Sin perdida de generalidad, supongamos
que ninguna de estas rectas contiene una arista de 6CH(P), por lo que toca
CH(P) en un sbélo punto. Denotemos con ps,...,Ps,, , & los puntos de
contacto. En esta secuencia de puntos se encuentran los vértices de 0OH(P)
en orden de aparicion al recorrer JOH(P) en sentido antihorario. Notemos
que no es necesariamente cierto que ps, es diferente de ps, ,, por lo que el
conjunto de puntos ps,, ..., Ps,, , NO Necesariamente es igual al conjunto de
vértices de JOH(P). Ver la Figura 3.4.

Por la Ecuaciéon (3.1) necesitamos calcular la frontera de W¢, lo que
requiere saber cuando una cufia de W interseca el interior de CH(P). Es
facil ver que esto sucede si, y s6lo si, p,, es diferente de pg, . Por otra parte,
cualquier cufla en W que interseca el interior de CH(P) necesariamente lo
hace cortando una arista de dCH(P). Los extremos pj,p;j4+1 de esta arista
cumplen que s; < j,j+1 < s;4+1. Denotemos con [s;, s;+1] al intervalo cerrado
de indices de los vértices de 0CH(P) que se encuentran entre s; y S;iii.
Llamamos a este intervalo el intervalo de apunalamiento de W¢. En la
Figura 3.4 se puede verificar la siguiente observacion.

Observacion 3.1. Si s pertenece al intervalo de apunalamiento [s;, s;+1] de
W, entonces la orientacion de la arista es de OCH(P) pertenece al sector

(ri,7i41) de O.
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Figura 3.4: El cierre O-convexo de Py las aristas de dCH(P) que son intersecadas
por las cuias en W¢. Notemos que las cunas de W° y W2, en lineas en lugar
de con relleno solido, no intersecan el interior de CH(P). Si suponemos que py
es el vértice de 0CH(P) con ordenada mas grande, en sentido antihorario los
intervalos de apufialamiento son [1,4], [4,6], [6,7], ¥ [7,1].

Es facil ver que podemos calcular los puntos p,...,Pps,. , en tiempo
O(nlogn). Esto nos da los extremos del intervalo de apunialamiento [s;, s;4+1].
Soélo los intervalos que contienen mas de un punto son necesarios. Calculamos
a continuacioén la poligonal alternante que los conecta y que llamamos escalera.

3.2.2. Calculando las escaleras entre vértices

La escalera que conecta p,, con pg,,, estd contenida en la frontera de
Wi. El angulo de apertura de las cufias en W? es igual a ©; = 7 — a; > 7
La escalera es entonces una poligonal alternante con angulo interior ©;. Al
recorrer la escalera en sentido antihorario, la poligonal gira hacia la derecha en
los apices de las cunias en W' que llamamos extremales, y gira a la izquierda
en puntos de P que llamamos puntos de soporte. Ver la Figura 3.5.

Decimos que un par de cunas extremales son opuestas si una de ellas
pertenece a W? y la otra a Wi*t*. Como se puede observar en la Figura 3.5(b)
si la interseccion entre dos cunas opuestas no es vacia, entonces OH(P) es
disconexo. Cuando esto sucede decimos que las cunias extremales se traslapan,
v que la regiéon de interseccién es su traslape.

Lema 3.1. Sdlo cunias opuestas se traslapan.

Demostracion. En todo par de W;:f—cuﬁas no opuestas, un par de los rayos
que las acotan son paralelos entre si. Ya que toda cufia extremal es soportada
por al menos dos puntos en P, en un par de cuiias no opuestas que se cortan
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(a) (b)

Figura 3.5: Cuias extremales opuestas. (a) Una cufia extremal de W' con
apice p y puntos de soporte r y s. Los vértices de OH(P) y la frontera de W!
estan resaltados con azul. (b) Los puntos p y ¢ son apices de un par de cuiias
extremales opuestas. El traslape de las cunas esta resaltado con gris obscuro.

hay una que inevitablemente no es P-libre, en contradiccion con la definicién
de cierre O-convexo. Ver de nuevo la Figura 3.2. O

Para calcular la escalera, comenzamos calculando los puntos de soporte
utilizando el algoritmo de Avis et al. [21]. Dado un &ngulo © > 7, este
algoritmo encuentra en tiempo O(nlogn) y espacio O(n) las cunas mazimales
de ©-escape, que son cunias que tienen un punto de P como &pice, apertura
de al menos ©, y son P-libres. En otras palabras, una cufia maximal de
O-escape permite que un punto p “escape” en una orientaciéon dentro de una
region angular de tamanio al menos © sin chocar con otro punto de P. Los
puntos de P que son apices de cufias maximales de ©-escape son llamados
O-mazimales. Para cada cuna maximal de ©-escape, el algoritmo proporciona
los rayos que la acotan. Cuando © > § un punto de P es el apice de a lo més
tres cunias maximales de ©-escape.

Aplicamos el algoritmo de Avis et al. [21] al conjunto P con el angulo
© =min{O©; : i =1,...,2k} > 7. Esto nos da a lo mas tres intervalos de
O-escape para todo punto p € Py por lo tanto, un ntimero lineal de intervalos
angulares en total. Almacenamos estos intervalos en una lista circular en la
que incluimos también las cunas W; 1 ;4. Ver la Figura 3.6.

Cuando una Wfﬂ“—cuﬁa esta contenida en un cuna maximal de ©-escape
de un punto p, sabemos que p no sélo es O-maximal, sino que ademés es
©;-maximal y es un punto de soporte de una cuiia extremal en W'. En la
Figura 3.6(b) el intervalo de escape negro esta contenido en la cufia W 4, ya
que en la Figura 3.6(a) ninguna cuiia en W2 puede escapar desde p.
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(b)

Figura 3.6: Intervalos de escape. (a) Los intervalos de F-escape de un punto p.
(b) Los intervalos de 5-escape en una lista circular. Los circulos claros correspon-

us

den a los puntos pi,. .., p,. Sobre ellos se encuentran los intervalos de F-escape.
Los intervalos del punto p estan resaltados. La cuna W5 4 del conjunto O de la
Figura 3.2 se muestra en gris.

En tiempo O(nlogn) y espacio O(n) podemos ordenar los extremos
de los intervalos de ©-escape junto con las orientaciones de los rayos que
acotan las cunas W; 1 ;4. Realizamos después un barrido circular de la lista,
deteniéndonos en los rayos que acotan las cunas W ;41 para verificar si el
punto p correspondiente soporta una escalera en la frontera de YW*. Al finalizar
el barrido tenemos el conjunto de vértices de OH(P). Para obtener la frontera
de OH(P) utilizamos técnicas estandar [102] para calcular las escaleras en la
frontera de W a partir de sus puntos de soporte y posteriormente conectarlos
en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

Luego de realizar los pasos anteriores hemos calculado OH(P) en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n). La complejidad en tiempo del algoritmo es 6ptima,
ya que partiendo de OH(P) podemos calcular en tiempo lineal CH(OH(P)) =
CH(P). Se sabe que el problema de calcular el cierre convexo de un conjunto
de puntos en el plano tiene una cota inferior de tiempo Q(nlogn) [102].
Obtenemos por lo tanto el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Dado un conjunto O de k rectas tales que ©; > 5 para toda
0 < i < 2k, podemos calcular OH(P) en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).
Estas complejidades son independientes del valor de k.

El algoritmo de Avis et al. [21] es dependiente de ©. Las complejidades
mencionadas arriba son vélidas para © > 7, y para © < 7 se incrementan
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a tiempo O(g logn) y espacio O(n). Entonces, podemos construir una lista
circular como describimos arriba para © = min{©; : i = 0,...,2k — 1},
almacenando a lo mas %” intervalos angulares circulares por cada p € P,
y utilizando por lo tanto O(’G") espacio en total. El resultado anterior es

extendido entonces a un conjunto O en general de la siguiente manera.

Teorema 3.2. Para un O-conjunto cualquiera con k rectas, OH(P) puede
calcularse en tiempo O(glogn) y espacio O(g). Estas complejidades son
independientes del valor de k.

3.3. CAlculo del cierre O-convexo no-orientado

Recordemos que, mientras rotamos O, las cunas W; ; rotan también. Los
conjuntos W' cambian generando los conjuntos Wy, y el cierre Og-convexo
de P es el conjunto:

2k
OHg(P) = R*\ | W,
i=1

Referimos al lector nuevamente a la Figura 3.3.

Sea 51/\/5 la frontera de Wé. De la misma forma que en la Secciéon 3.2.2, (9W§
es una poligonal alternante, o escalera, con dngulo interior ©; = 7 — a; > 5
donde, en sentido antihorario alrededor de OHg(P), gira a la derecha en los
apices de cunas en Wg, que llamamos extremales, y gira a la izquierda en
puntos de P, que son los puntos de soporte de esas cunas extremales. Re-
cordemos la Figura 3.5. El siguiente lema es una generalizaciéon directa del
Lema 3.1 y sera utilizado en la Secciéon 3.4.

Lema 3.2. Sélo Oy-cunas opuestas se traslapan. Si dos Og-cunas se traslapan,
entonces el cierre Og-conexo es disconexo.

Mostramos ahora como mantener OHy(P) para 6 € [0, 27). Denotamos
con Tg(P) al conjunto de traslapes en OHy(P), y con Vg(P) el conjunto
de vértices de OHy(P) en orden circular al recorrer secuencialmente 5W§,
i=1,...,2k, en sentido antihorario.

3.3.1. Frontera de OHy(P)

Al aplicar una rotacién de 6 al conjunto O el cierre O-convexo rotado
de P cambia. En particular, los vértices de soporte de la escaleras 8W§
pueden cambiar. Actualizaremos ahora esas escaleras en tiempo O(logn) por
inserciéon o borrado de un punto. Para hacer esto, necesitamos mantener
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las (a lo més) 2k escaleras en (a lo mas) 2k arboles balanceados diferentes,
uno por cada escalera. Notemos que algunas escaleras puede aparecer y/o
desaparecer durante la rotaciéon. Todas las operaciones de intersecciones y
borrados pueden realizarse en tiempo O(knlog(kn)) = O(knlogn).

Utilizando la lista circular que se muestra en la Figura 3.6, podemos rotar
las cunas (grises) ,Zilk , deteniéndonos cuando uno de los rayos que acotan
una de la cunas toca un vértice en el circulo més interno; es decir, cuando
entra o sale de un intervalo de escape (negro). Esto proporciona la informacion
sobre si las cunas apunalantes caben o no dentro de los intervalos de escape y
esto, como en la subseccion 3.2.2, nos permite manejar la insercion o borrado
de puntos en el conjunto Vy(P) de vértices de OHg(P) (es decir, los puntos
sobre la escaleras). Ya que el numero de intervalos de escape de un punto es
a lo mas tres y durante una rotacion éstos pueden ocurrir en cualquiera de
las 2k cunas que corresponden a cunas W;:lk rotadas, hay a lo mas O(kn)
eventos. Entonces, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Para cualquier conjunto O de k rectas, mantener la frontera
de OHg(P) durante una rotacion completa para 0 € [0,27) se puede hacer en
tiempo O(knlogn) y espacio O(kn).

Corolario 3.1. Para cualquier conjunto O de k rectas, calcular el valor de
0 para el cual la frontera de OHg(P) tiene el minimo nimero de escalones,
el minimo nidmero de escaleras, es conexo, o tiene el minimo nimero de
componentes conezas puede hacerse en tiempo O(knlogn) y espacio O(kn).

Notemos que cuando k es constante las complejidades en tiempo y espacio
del resultado anterior son ©(nlogn) y O(n), respectivamente. Esto incluye
el caso en que OHy(P) es el cierre conexo rectilineo de P.

3.3.2. Area de OH,(P)

Para un valor fijo de 6, podemos calcular el area de OHy(P) utilizando
la siguiente expresion:

area(OHy(P)) = area(P(0)) — area(P(0)\OHgy(P)), (3.2)

donde P(#) denota el poligono que tiene los puntos en Vy(P) como vértices y
una arista conectando dos vértices si son elementos consecutivos en Vy(P), ver
la Figura 3.7. Calculamos el area de P(0)\OHy(P) al descomponerlo en un
numero lineal de dos tipos de regiones: los triangulos definidos por cada par
de elementos consecutivos en Vy(P), y los traslapes en 7p(P). Describimos
mas detalles en la Seccion 3.5.
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Figura 3.7: Calculando el area de OHy(P). Las lineas discontinuas indican
la frontera de P(6). (a) La region P(0)\OHg(P). (b) Resaltada, una region
triangular definida por dos elementos consecutivos en Vy(P), y una region de
traslape.

Mientras incrementamos 6 desde 0 hasta 27, el conjunto Vy(P) cambia
en los valores de 6 donde un punto de P se convierte y deja de ser un vértice
de OHy(P). Llamamos a estos angulos eventos de insercion y de borrado.
Analogamente, el conjunto Ty(P) cambia en eventos de traslape y liberacion;
es decir, los valores de # donde un par de Oy-cunas extremales y opuestas
comienzan y terminan de traslaparse, respectivamente.

Nuestro enfoque esté basado en el calculo eficiente de la secuencia de
eventos de vértice y la secuencia de eventos de traslape generados por todos
los puntos de P (notemos que hay configuraciones de puntos donde los eventos
de traslape no coinciden con los eventos de vértice). Claramente, la secuencia
de eventos de vértice generada por todos los puntos en P puede obtenerse
facilmente con las técnicas descritas en la subseccion 3.3.1. Sin embargo, la
secuencia de eventos de traslape generada por todos los puntos de P requiere
un analisis més profundo, que sera expuesto en la siguiente seccion.

3.4. Secuencia de eventos de traslape

Como mencionamos anteriormente (ver el Lema 3.2) s6lo un par de cu-
nas opuestas awg y 6W§+k se pueden traslapar (recordemos la Figura 3.5).
Notemos que, para cualquier 6, solo un par {i,7 + k} de escaleras opuestas se
pueden cortar, y que cuando esto sucede OHy(P) es disconexo. La intersec-
cién Wé N Wg”“ puede estar compuesta de varios traslapes. Mostraremos a
continuaciéon como mantener Wg N Wg+k mientras incrementamos 6.
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El objetivo principal de esta seccién es mantener la secuencia de eventos
de traslape, de la cual podemos calcular los traslapes que aparecen en una
rotaciéon completa. En la siguientes subsecciones, mostramos que el niimero
de eventos de traslape es a lo méas O(n). Después, describimos un algoritmo
para calcularlos eficientemente.

Observacion 3.2. Por simplicidad estudiaremos unicamente el caso ortogo-
nal; es decir, cuando O estd formado por una recta horizontal y una recta
vertical.

Como consecuencia de la observacion, la cuiias W3, Wi, W}y W2 son de
hecho el segundo, tercero, cuarto, y primer cuadrantes del sistema coordenado.
Las Oy-cunas extremales son f-cuadrantes extremales.

3.4.1. La cadena de arcos

La cadena de arcos de P, que denotamos con A(P), es la curva compuesta
por los puntos a en el plano que son épices de un #-cuadrante extremal w,
para alguna 6 € [0, 27). Notemos que, si a ¢ P, entonces w, es soportada por
dos puntos en P. Una subcadena asociada a una arista e; de d(CH(P)) es
la curva A, compuesta de estos puntos a de forma que w, corta e;. Ver la
Figura 3.8(a). La subcadena A, es mondtona con respecto de e;, ya que esta
compuesta por arcos circulares que son monétonos ya que de otra forma w,
no podria cortar e;, y dos arcos mondtonos consecutivos cuyos #-cuadrantes
extremos cortan e; sélo pueden formar una curva mondtona. Finalmente,
yva que la subcadena puede tener vértices que no pertenecen a P, llamamos
eslabon al segmento de subcadena que se encuentra entre dos puntos de P.
Ver la Figura 3.8(b).

Notemos que, si un par de cuflas opuestas generan un traslape, entonces
sus apices se encuentran sobre eslabones que se cortan (ver la Figura 3.8(a)).
Entonces, pgara demostrar que el conjunto 7y(P) de traslapes puede mante-
nerse en tiempo y espacio O(n), demostraremos primero que hay un ntmero
lineal de intersecciones entre eslabones.

3.4.2. El namero de intersecciones entre eslabones es O(n)

Construiremos una gréafica cuyos vértices son los discos que tienen una
arista de 0(CH(P)) como didmetro. Las aristas de esta grafica conectan dos
discos cuyas subcadenas se cortan. El ntimero de intersecciones es entonces
el peso de cada arista. El ntimero total de intersecciones es la suma de los
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Figura 3.8: (a) La cadena de arcos de P. Resaltada en azul, la subcadena
asociada a e — i. (b) Resaltado, un eslabon de la subcadena anterior.

pesos de todas las aristas. Demostraremos a continuacién que esta suma es a
lo mas O(n).

Cada punto p € P puede encontrarse en el interior de a lo més cuatro
discos ya que p puede ser el apice de a lo més tres cunas P-libres w, de
tamafo 7. Entonces, cada punto p € P puede encontrarse en la interseccion
de a lo mas (‘;’) = 3 pares de discos, contribuyendo entonces al peso de a lo
més 3 aristas de la grafica con pesos. Demostraremos que el peso de cada
arista en la grafica es lineal en el nimero de puntos de P contenidos en los
discos (Teorema 3.4). Entonces, la suma de los pesos en la gréfica es lineal
en el namero total de puntos en P.

Presentamos primero algunos resultados auxiliares.

Lema 3.3. Sean a,b, c tres puntos cualesquiera en un eslabdn, etiquetados
en orden de aparicion al recorrer el eslabon de izquierda a derecha. El dngulo
ZLabe pertenece al intervalo [, 7). En particular, cada eslabon con extremos
p,q € P se encuentra contenido en el disco con didmetro pq. Llamamos a
este disco un disco de eslabén.
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Demostracion. Sean p,q los extremos del eslabén y por lo tanto, puntos
consecutivos de P en la cadena de arcos. Entonces, b ¢ P y w, es un 6-
cuadrante extremal. Que Zabc > 7 se sigue de que a y ¢ no se encuentran en
el interior de wy. En caso contrario wy no seria P-libre, ya sea porque a o ¢
se encuentran en P o porque algiin punto de P que soporta el #-cuadrante
maximal con &pices a, ¢ se encuentran en el interior de wy.

Que Zabc < 7 se sigue de que las proyecciones ortogonales de p y ¢ sobre
la arista de d(CH(P)) correspondiente se encuentran dentro de la interseccion
de la arista con wy. Ver la Figura 3.9. O

Figura 3.9: Tlustracion del Lema 3.3.

Lema 3.4. Consideremos los discos de eslabon en un par de subcadenas
asociadas a un par de aristas en J(CH(P)). El disco de eslabon D de didmetro
mds pequeno puede ser cortado por a lo mds cinco eslabones de la otra
subcadena Ae.

Demostracion. Sea R el corredor acotado por las rectas que proyectan orto-
gonalmente D sobre la arista e asociada con la subcadena A.. Por monotonia,
s6lo la parte de la subcadena que se encuentra dentro de R puede cortar D,
ver la Figura 3.10(a).

Si ningun arco de la subcadena A, tiene extremos dentro de R, entonces
a lo mas un eslabén puede cortar D. En caso contrario, demostraremos que
la subcadena A, no tiene crestas en los puntos de P dentro de R: si hubiera
una cresta p € R, sean ¢, r sus vecinos, donde r es el punto mas cercano a la
arista e. El segmento obtenido de cortar la paralela a e que pasa por ¢ con el
corredor R determina un disco que no contiene la cresta p, ya que la longitud
de pq es igual que el didmetro de un disco de eslaboén y, por lo tanto, tiene
que ser mayor que el didmetro de D, que es igual al diAmetro de R. Ver la
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()

Figura 3.10: (a) So6lo la parte de la subcadena que se encuentra dentro de R
puede cortar D. (b) No hay crestas en los puntos de P dentro de R. (c) A lo
mas 5 eslabones cortan D.

Figura 3.10(b). Entonces Zgpr < 7, lo que es una contradiccion ya que wy,
tiene que ser P-libre.

Ya que A, no tiene crestas en puntos de P dentro de R, puede tener a
lo méas un valle dentro de R y, por lo tanto, a lo més cinco eslabones de A,
pueden cortar D. Ver Figura 3.10(c). O

Lema 3.5. Hay O(n) pares de eslabones que se cortan en dos subcadenas
asociadas a pares de aristas de O(CH(P)).

Demostracion. Sea L la lista de todos estos eslabones, ordenados ascenden-
temente por didmetro. Por el Lema 3.4, el primer eslabén en L es cortado
por a lo més cinco de los eslabones restantes en £. Al eliminar este eslabén
de L, obtenemos que el siguiente eslabén en la lista también es cortado por a
lo mas un ntmero constante de eslabones. Ya que hay un ntmero lineal de
arcos extremales y cada arco pertenece a un eslabdén, hay también un ntimero
lineal de elementos en £. Entonces, eliminando sucesivamente el eslabén de
menor didmetro de £, la suma total del nimero de pares que se cortan es

O(n). O

Estamos listos para demostrar el resultado principal de esta seccion, el
Teorema 3.4, lo que implica que el peso de cada arista en la grafica con pesos
definida anteriormente es lineal en el niimero de puntos de P contenidos en
los discos de subcadena correspondientes.

Teorema 3.4. Hay O(n) puntos de interseccion entre los eslabones de dos
subcadenas asociadas a un par de aristas de O(CH(P)).
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Demostracion. Por monotonia, sabemos que dos eslabones de la misma, sub-
cadena se pueden cortar sélo en uno de sus extremos. Por el Lema 3.5, sélo
tenemos que demostrar que eslabones de subcadenas diferentes se cortan a lo
més dos veces.

Supongamos que hay al menos tres puntos de intersecciéon a, b, ¢ entre
dos eslabones de subcadenas asociadas a e; y es. Sin pérdida de generalidad,
asumimos que a, b, ¢ estan etiquetados en orden de apariciéon al recorrer de
izquierda a derecha el eslabén asociado con es. Notemos que los puntos
aparecen en el mismo orden al recorrer el eslabén asociado con ey de izquierda
a derecha, ya que en caso contrario al menos uno de ellos no puede pertenecer
al eslabon, ya que formarfan un dngulo menor que 3 (Figura 3.11(a)) o mayor
que 7 (Figura 3.11(b)), contradiciendo el Lema 3.3.

Figura 3.11: (a) a ¢ £s; ya que Zcab < %, (b) b ¢ £, ya que Zcba > T.

Sean e; y e,, respectivamente, las aristas de d(CH(P)) que son cortadas
por los rayos de b que pasan por a y c. Al recorrer d(CH(P)) en cualquier
direccion, eg se encuentra en medio de €; y €;, 0 €; y ey, (ver la Figura 3.12(a)).
Consideremos que ey se encuentra en el primer caso (el argumento para el
segundo caso es simétrico) y denotemos con £ la recta perpendicular a e; que
pasa por a. Ya que w, es una cuna maximal acotada por rayos que cortan
e;, al igual que en la demostraciéon del Lema 3.3, w, no contiene ningtn
otro punto del eslabén asociado con e; (ver la Figura 3.12(b)). Notemos
que ¢y ps+1 se encuentran en lados opuestos de £ y no estan contenidos en
wg y entonces, Zpsiiac = 5y Zacpsy1 < 5. Ya que a, ¢, psy1 aparecen de
izquierda a derecha en el eslabén asociado a ez, obtenemos del Lema 3.3 que
¢ no puede pertenecer a As. O
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(b)

Figura 3.12: (a) Posiciones validas de la cuiia e,. (b) ¢ no esta contenido en
As(P) ya que Zacpsy1 < 5.

3.4.3. Secuencia de eventos de traslape

A continuacion describimos el algoritmo para calcular la secuencia de
eventos de traslape.

ALGORITMO PARA LA SECUENCIA DE EVENTOS

1. Calcular la cadena de arcos de P.

Cada arco extremal debe ser especificado en términos de los puntos
que soportan el f-cuadrante extremal correspondiente, y también en
términos del intervalo angular definido por esos puntos. Llamamos a
este intervalo el intervalo de trazado. Los elementos de A(P) deben
estar agrupados en eslabones. Para calcular la cadena de arcos de P,
extendemos el algoritmo que describimos en la Seccion 3.2:

a) En cada evento de insercion, se generan a lo més dos arcos extrema-
les y se interrumpe a lo mas un arco extremal. Deben establecerse



CAPITULO 3. CIERRE O-CONVEXO NO ORIENTADO 53

apuntadores de los arcos extremales interrumpidos a los que acaban
de generarse. Si un arco extremal es un punto de P, inicializamos
un nuevo eslabén con el respectivo arco extremal.

b) En cada evento de borrado, se genera a lo mas un arco extremal, y
se interrumpen a lo méas dos arcos. Uno de los arcos interrumpidos
siempre terminaria en un punto de P, por lo que completamos
un eslabon. Como hicimos anteriormente, debemos establecer
apuntadores desde los eslabones interrumpidos hacia los eslabones
recién creados.

2. Colorear arcos extremales.

Recorremos A(P) de forma que los vértices de 0(CH(P)) son visitados
en orden circular en sentido antihorario. Durante el recorrido, colorea-
mos los arcos extremales con rojo si pertenecen a una subcadena que
corresponde a una arista en la cadena superior de 0(CH(P)), y con azul
en caso contrario (ver la Figura 3.13). Notemos que de acuerdo con el
valor de A, un par de f-cuadrantes extremales que cortan una arista de
la cadena superior (respectivamente, la cadena inferior) de o(CH(P))
no son opuestos entre si. Entonces, eslabones monocrométicos que se
cortan no admiten #-cuadrantes extremales que se traslapan.

Figura 3.13: La cadena de arcos coloreada de P.

3. Identificar pares bicromaticos de eslabones que se cortan.

Notemos que el arco extremal méas largo posible es un semicirculo y
por lo tanto, podemos partir cualquier arco extremal en a lo méas tres
segmentos para obtener un conjunto de curvas monétonas respecto
de una direccién arbitraria. Entonces, podemos transformar los arcos
de A(P) en un conjunto A’(P) de curvas mondtonas respecto de una
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misma direccién, y utilizar el algoritmo de barrido de linea de Bentley
et al. [29] en A’(P) para calcular los puntos de interseccion entre arcos
extremales. Discriminamos de estos puntos aquellos que pertenecen
a pares de arcos bicromaticos. Debemos establecer apuntadores a los
eslabones que contienen los arcos extremales involucrados, para que
podamos obtener el conjunto de todos las parejas bicromaticas de
eslabones en A(P) que se intersecan.

4. Calcular la secuencia de eventos de traslape.

Consideremos dos f-cuadrantes extremales Qg (p,q) y Qg (r,s), y un
par de arcos maximales ab € C(p,q) y ¢d € C(r,s) con sus intervalos
de trazado correspondientes (ag,ap) v (e, ), ver la Figura 3.14.
Decimos que ab y ¢d admiten -cuadrantes que se traslapan, si Qs (p,q)

y Qy (7, s) se traslapan para algin ¢ € (o, ) y ¥ € (ac, aq).

Figura 3.14: Los arcos ab y ¢d (resaltados) admiten 6-cuadrantes que se traslapan.
En las figuras (a) y (b) se muestran respectivamente, los eventos de traslape y
liberaciéon correspondientes a la region de traslape.

Supongamos que ab y ¢d admiten f-cuadrantes y, sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que p precede a g en Vy(P) para toda 6 € (aq, o),
y que r precede a s para toda 6 € (a.,aq). Es facil ver que, ya
que los #-cuadrantes extremales Qg (p,q) y Qo (r,s) son opuestos,
(g, ap) N (e + 7, g +7) N0 es vacio y, durante este intervalo, el
rayo de Qg (p, q) que pasa por p (respectivamente ¢q) es paralelo al rayo
de Qg (7, s) que pasa por 7. De no ser asi, Qg (p,q) N Qg (7, s) no seria
P-libre. Por la misma razon, los puntos p,r se encuentran en lados
opuestos de £, s y por lo tanto, los segmentos de recta pr y gs se cortan
entre si. Es facil ver que el punto de interseccién esta contenido en
la region de traslape entre Qg (p,q) v Qg (r, s). Tenemos entonces que
prngs < D(p,q) nD(r, s). Notemos que el intervalo angular de tamafio
maximo donde Qg (p,q) v Qp (r, s) pueden traslaparse, que llamamos
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intervalo mdzrimo de traslape, esta acotado por las orientaciones donde
Xy es paralelo a pr y Yy es paralelo a gs.

Observacion 3.3. Los arcos ab y ¢d admiten 0-cuadrantes que se
traslapan si, y sdlo si, Qg (p,q) y Qg (r,s) definen un intervalo mdximo
de traslape (01,02) y

(01,02) N (g, ) N (e + T, 0q + ) # .

Sea (ajaz,azas,. .., drar+1,) €l conjunto de arcos extremales para toda
0 € [0,27), donde k = O(n), etiquetados al recorrer A(P) de forma que
los vértices de 0(CH(P)) son visitados en orden circular en sentido anti-
horario. Denotamos con €, ,, la subsecuencia ((auy, us1), - - - ; (G, Gyi1))
de arcos consecutivos en A(P) que forman un eslabén. Los intervalos
extremales de los arcos en Zuﬂ) definen la secuencia <aau, .o, Qg +1>
de angulos crecientes.

Con base en la Observacion 3.3, podemos calcular las regiones de
traslape generadas por los arcos extremales que pertenecen a un par
Ku v Y 0 s,t de eslabones que se cortan con una extension del algoritmo
de unién de dos listas ordenadas sobre las listas <ozau, . .,aav+1> y
<aas + T, gy 7r>, y sus secuencias correspondientes: la intersec-
cién entre un par de intervalos maximales no consecutivos en la lista
resultante es vacio. Estos pares pueden ser ignorados ya que no cumplen
con las condiciones de la Observacion 3.3 y por lo tanto, a lo mas un
namero lineal de parejas de arcos extremales en Zu,v y /l?s,t admiten
f-cuadrantes que se traslapan.

Sean £, ,, y L5+ dos eslabones que se cortan y contienen respectivamente
Nyw = u—v+1yng, =t—s+1 arcos extremales. A lo méas O(ny,y+ns¢)
parejas de arcos extremales admite #-cuadrantes que se traslapan. Las
regiones de traslape generadas por f-cuadrantes extremales pueden ser
calculadas utilizando tiempo y espacio O(ny, + N ).

Por el Teorema 3.3 sabemos que el Paso 1 del algoritmo anterior consume
tiempo O(nlogn) y espacio O(n), ya que un ntimero constante de operaciones
adicionales son realizadas en cada evento mientras recorremos la secuencia de
eventos de vértice utilizando el algoritmo que describimos en la Seccién 3.2.
El Paso 2 consume tiempo y espacio O(n), ya que el nimero de arcos
extremales en A(P) es lineal en el ntmero de elementos de P. Para calcular
A(P) recorremos A(P) en tiempo lineal y, del Teorema 3.4, el algoritmo
de barrido de Bentley y Ottmann [30] consume tiempo O(nlogn) y espacio
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O(n). Finalmente, del Lema 3.5, el Teorema 3.4 y el hecho de que hay un
numero lineal de arcos extremales y cada arco pertenece a un sélo eslabon, el
Paso 4 consume tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

Teorema 3.5. La secuencia de eventos de traslape puede ser calculada en
tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

3.4.4. Recorrido de la secuencia de eventos de traslape

Almacenamos la secuencia de eventos de traslape como puntos en un
circulo [0, 27), sobre el cual representamos las cunas W/Z’j:f en una forma
similar a como lo hicimos en el circulo mas interior en la Figura 3.6(b) (donde
almacenamos los eventos de vértice).

Almacenamos también 7Tp(P) en una tabla hash utilizando tuplas con los
puntos que soportan los #-cuadrantes que se traslapan como entradas. Las
tuplas contendran los puntos de soporte en el orden que son encontrados al
recorrer Vy(P). Por ejemplo, la region de traslape de la Figura 3.14(a) seria
almacenada en Ty(P) usando como “llave” la tupla (p, g, 7, s).

Como en la Seccién 3.3.1, rotamos las cunas Wﬁf simultaneamente
alrededor del centro y nos detenemos cuando uno de sus rayos pasa sobre
un evento de traslape en el circulo més interior, para actualizar Tp(P) segin
corresponda. Es facil ver que, en cualquier valor fijo de 6 hay O(n) regiones
de traslape en OHy(P). Claramente, estas regiones pueden ser calculadas a
partir de OHy(P) en tiempo lineal. Ya que hay O(n) eventos de traslape,
obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.6. Usando la secuencia de eventos de traslape, el conjunto To(P)
puede mantenerse mientras 0 incrementa su valor en [0,2m) usando tiempo

O(n) y espacio O(n).

Observacion 3.4. Estos resultados pueden ser adaptados cuando O estd
Jormado por k rectas sin sectores mayores que 5. Entonces, la secuencia
de eventos de traslape puede ser calculada en tiempo O(knlogn) y espacio
O(kn), y el conjunto To(P) puede mantenerse mientras 6 se incrementa en

[0,27) usando tiempo O(kn) y espacio O(kn).

3.5. Orientaciéon de area minima

En esta seccion adaptamos las formulas de Bae et al. [22]| para calcular
el valor de 6 que minimiza el drea de OHy(P) en tiempo O(nlogn) y espa-
cio O(n). Por simplicidad, asumimos que O esta compuesta por una recta
horizontal y una recta vertical.
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Sea (o, ) un intervalo angular en [0, 27) que no contiene eventos. Ex-
tendiendo la Ecuacion (3.2) podemos expresar el area de OHy(P) para cada
0 € (o, B) como

area(OHy(P)) = area(P(0)) — Zérea(Aj(H)) + Zérea(Dk(G)). (3.3)
J k

Recordemos que el término P(#) denota el poligono que tiene los puntos de
Vo(P) como vértices, y una arista conectando dos vértices si son elementos
consecutivos en Vy(P). El término A;(6) denota la region triangular acotada
por la recta que pasa por dos vértices v;,vj11 € Vy(P), la recta paralela a
Xp que pasa por vj, y la recta paralela a Yy que pasa por v;;1. Finalmente,
el término [Jx(#) denota la k-ésima region de traslape en Ty(P). Ver la
Figura 3.15.

Figura 3.15: Calculando el area de OHg(P). El poligono P(f) esta acotado con
lineas discontinuas. Un tridngulo A;(#) y una region de traslape [J;(#) estan
coloreadas con azul.

Mostramos ahora que para cualquier valor de # podemos evaluar la
Ecuacion (3.3) en tiempo lineal y, mientras incrementamos 6 desde 0 hasta
27, un namero constante de términos tienen que ser actualizados en cada
evento, sin importar su tipo.

El poligono. En un valor arbitrario de 6 el area de P(#) puede ser calculado
a partir de Vg(P) en tiempo O(n). El término area(P(f)) cambia solo en
eventos de vértice. Estos eventos pueden ser procesados en tiempo constante:
en un evento de insercién (respectivamente, de borrado), el adrea de un
triangulo tiene que ser restado (respectivamente, sumado) al valor anterior
de area(P(#)). Ver la Figura 3.16.
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(a) (b)

Figura 3.16: (a) El punto p esté a punto de convertirse en un vértice. (b) Después
del evento de inserciéon de p, el area del tridngulo blanco necesita ser restado de

area(P(0)).

Las regiones triangulares. El area de Aj(#) puede ser expresada como
area(N;(0)) = b? -cos(cj + (0 — ) -sen(c; + (6 — ), (3.4)

donde b? y ¢; son constantes que dependen de las coordenadas de los vértices
que soportan el cuadrante que acota A;(6). Simplificando la Ecuacion (3.4)
tenemos que

drea(2;(0)) = %b? “sen2(e; + (6 — )

= %bJQ - [sen(2¢;) - cos2(0 — a) + cos(2¢;) -sen2(f — ) |
= Bj-cos2(0 —a)+ Cj-sen2(f — ), (3.5)

donde B; = %bf -sen(2¢;) y Cj = %bj? - cos(2¢;). Ya que la Ecuacion (3.5)
puede ser calculada en tiempo constante y hay O(n) tridngulos (porque hay
el mismo namero de elementos en Vy(P), recordemos la Seccion 3.3.1), para
cualquier valor fijo de 6 el término 3}, drea(A;(0)) puede calcularse en tiempo
O(n). En un evento de insercion el término de un tridngulo es eliminado
de >;;drea(A;(0)) y, como un vértice soporta a lo mas dos ¢-cuadrantes
extremales, los términos de dos tridngulos son agregados a ,; drea(A;(60)).
Lo contrario ocurre en eventos de borrado. El término };; drea(A;(0)) no es
afectado por eventos de traslape. Ver la Figura 3.17.

Las regiones de traslape. El area de la k-ésima region de traslape puede
expresarse como

area(dx(0)) = B + Crcos2(0 — a) + Dy sen2(6 — «), (3.6)
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(a) (b)

Figura 3.17: Actualizando el término };; drea(A;(¢)). En un evento de insercion,
(a) a lo mas un tridngulo puede ser eliminado y (b) a lo méas dos triangulos
deben ser agregados.

donde By, Ck, y Dy son constantes que dependen de las coordenadas de
los vértices que soportan los f-cuadrantes que se traslapan y que generan
[k (6). Podemos calcular la Ecuacion (3.6) en tiempo constante y hay O(n)
regiones de traslape en Ty(P), de forma que, para cualquier valor fijo de 6, el
término ), drea([J;(#)) puede calcularse en tiempo O(n). En los eventos de
traslape el término de una sola region de traslape es agregado o eliminado
de >, area((Jx(#)). Ya que un vértice soporta a lo mas dos f-cuadrantes
extremales, en un evento de vértice los términos de un niimero constante de
regiones de traslape son agregados o eliminados.

Antes de describir el algoritmo de area minima, necesitamos presentar las
siguientes propiedades de drea(OHy(P)). Antes que nada, del Lema 4 de Bae
et al. [22] el valor de 6 para el cual drea(OHy(P)) es minima en («, 5) no
puede ser a o 5. En segundo lugar, la Ecuacion (3.3) tiene O(n) términos
para cualquier 0 € («, 8) y por lo tanto, puede simplificarse para obtener

area(OHg(P)) = C + Dcos2(0 —a) + Esen2(0 — ) (3.7)

en tiempo O(n). Los términos C', D y E son constantes que resultan de sumar
las constantes en drea(P(6)) y en las Ecuaciones (3.5) y (3.6). Finalmente,
ya que la Ecuacion (3.7) tiene un ntimero constante de puntos de inflexion en
[0,27), un namero constante de operaciones son suficientes para obtener el
valor de # que minimiza drea(OHg(P)) en (a, ).

El algoritmo de bisqueda. Describimos a continuacién el algoritmo para
calcular la orientacién de drea minima.
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1. Secuencia de eventos.

Calculamos la secuencia de eventos de vértice como describimos en la
Seccién 3.3.1, y la secuencia de eventos de traslape como describimos
en la Secciéon 3.4.3. Mezclamos ambas secuencias en una lista circular
de angulos {01,...,0,,,01}, m € O(n), que podemos representar en
una tabla circular como el circulo mas interior de la Figura 3.6(b).
Claramente, mientras incrementamos 6 en [0, 27), las caracteristicas
relevantes de OHg(P) no cambian durante cada intervalo (6;,6;4+1), y
cada angulo 6; es un evento de insercion, borrado, traslape, o liberacion.

2. Inicializacién del barrido angular.

Colocamos las cuatro cufias W3, Wi, W}, y W2 sobre la tabla circular
como lo hicimos en las Secciones 3.3.1 y 3.4.3. Sin pérdida de generali-
dad, suponemos que el primer rayo (en sentido antihorario) de la cuna
W2 corta el intervalo angular (6,,,0;). Calculamos los conjuntos Vs, y
To, para el valor actual de #; como lo hicimos en la Secciéon 3.3.1, y
expresamos area(OHy(P)) para 6 € [01,02) utilizando Ecuacion (3.7).
Calculamos las constantes en esta ecuacion considerando la restric-
cion 6 € [61,62). Finalmente, optimizamos la ecuacion resultante para
calcular el angulo 0,,;, de drea minima.

3. Barrido angular.

Rotamos simultaneamente las cuatro cunas WZP’, W?jl, W41, y Wf, como
lo hicimos en la Secciéon 3.4.3. Durante el barrido, actualiza Vy(P) y
To(P) como explicamos en las Secciones 3.3.1 y 3.4.4. Adicionalmente,
en cada evento:

a) Actualizamos la Ecuacion (3.7) agregando y eliminando términos
como explicamos anteriormente.

b) Optimizamos la version actualizada de la Ecuacion (3.7) para
obtener el angulo local de area minima, y reemplazamos 6,,;, si
mejoramos el valor de drea(OHy(P)).

De los Teoremas 3.3 y 3.5, calcular las secuencias de eventos de vértice
y de traslape nos toma tiempo ©(nlogn) y espacio O(n). Ya que las dos
secuencias tienen O(n) eventos, podemos mezclarlas en tiempo O(n) para
obtener la secuencia de eventos. Por lo tanto, el Paso 1 consume tiempo
O(nlogn) y espacio O(n). En el Paso 2, Vy(P) puede calcularse en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n) [86] y To(P) puede calcularse facilmente a partir
de Vy(P) en tiempo lineal. Adicionalmente requerimos tiempo O(n) para
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obtener la Ecuacion (3.7), y 0, puede calcularse en tiempo constante. Esto
nos da un total de tiempo O(nlogn) tiempo y espacio O(n). Finalmente.
de los Teoremas 3.3 y 3.6, respectivamente, mantener Vy(P) y To(P) nos
toma ©(nlogn) tiempo y espacio lineal por cada uno. Los Pasos 3a y 3b son
repetidos O(n) veces (una vez por evento en la secuencia) y, como describimos
anteriormente, cada repeticién nos toma tiempo constante. Entonces, para
realizar el Paso 3 consumimos un total de tiempo O(nlogn) y espacio O(n).
Notemos que, luego de terminar el barrido de linea, consumiendo tiempo
O(nlogn) y espacio O(n) adicionales podemos calcular tanto OHy(P) como
area(OHg(P)) para O, v obtener asi el valor del drea minima. De este
analisis obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Sea O compuesto por una recta horizontal y una recta vertical.
Calcular OHg(P) (es decir, el cierre convexo rectilineo no orientado de P) de
drea minima para toda 6 € [0, 27) nos toma O(nlogn) tiempo y O(n) espacio.

Observacion 3.5. Los resultados anteriores pueden adaptarse también al

caso en que O estd compuesto por k rectas sin un sector mayor que %
Entonces, calcular el cierre O-convexo de P de drea minima para toda 6 €

[0,27) nos toma O(knlogn) tiempo y espacio O(kn).

3.6. Conclusiones

Hemos mostrado como calcular el cierre O-convexo de P en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n). Mostramos también como calcular y mantener
el cierre OHy(P) rotado mientras incrementamos 6 desde 0 hasta 27 en
tiempo O(knlogn) y espacio O(kn), asumiendo que ningin par de rectas
consecutivas en O generan un angulo mayor que 5.

Resolvemos también el problema de calcular una orientacién del plano
para la cual el cierre convexo rectilineo de P tiene area minima en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n), mejorando asi el algoritmo de tiempo O(n?)
presentado por Bae et al. [22]. Notemos que, si hay mas de una orientaciéon
6ptima, una modificacién trivial a nuestro algoritmo nos permite reportarlas
todas con la misma complejidad en tiempo y espacio.

Sin mucho esfuerzo, podemos extender nuestro algoritmo para optimizar
(minimizar y/o maximizar) otras propiedades de OHy(P). Ejemplos de estas
propiedades son el perimetro, el nimero de componentes conexas y el ntimero
de elementos de P en el interior o sobre la frontera de OHy(P). Como exten-
siones interesantes de la familia de problemas de optimizacion de parametros
podemos considerar conjuntos de puntos dindmicos o en movimiento. Por
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otra parte, no es dificil notar que en el espacio, el problema de mantener
el cierre convexo rectilineo en todas las orientaciones posibles del sistema
coordenado, es por si s6lo un reto interesante y nada trivial.



Capitulo 4

Cierre O 3-CONVexo

Estudiamos el cierre Og-convexo de un conjunto de puntos en el plano,
una generalizaciéon del Cierre Convexo Rectilineo donde los ejes coordenados
forman un angulo 5. Dado un conjunto P de n puntos en el plano, mostramos
como mantener el cierre Og-convexo de P en tiempo O(nlogn) y espacio
O(n) mientras /3 es incrementada desde 0 hasta 7. Con la misma complejidad,
encontramos los valores de 8 que maximizan el area y el perimetro de cierre
Og-convexo de P, y el valor de 8 para el cual una poligonal alternante no
orientada con dos codos con angulo interior 5 ajusta mejor los puntos de P.

63
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4.1. Introduccién

Sea Og un conjunto de dos rectas con pendientes 0 y tan(f), donde
0 < B < m. Decimos que una regiéon en el plano es Og-conveza, si su
interseccion con cualquier recta paralela a una de las rectas de Og es vacia o
conexa. Un Og-cuadrante es la traslacion de una de las regiones abiertas y
Og-convexas que resultan de restarle al plano las rectas de Og. Llamamos a los
cuadrantes generados por Og: superior-derecho, superior-izquierdo, inferior-
derecho, e inferior-izquierdo de acuerdo con su posicién respecto de las rectas
de Og, ver la Figura 4.1(a). Sea P un conjunto de n puntos en el plano, y
Q el conjunto de todos los Og-cuadrantes que son P-libres; es decir, que no
contienen elementos de P. El cierre Og-convexo de P es el conjunto

OsH(P) =R* — | Jq
qeQ

de puntos en el plano en el interior de todos los superconjuntos conexos de P
que son Og-convexos |14, 99|. Ver Figura 4.1(b).

superior-izquierdo / superior-derecho

inferior-derecho ﬁ

(a) (b)

inferior-izquierdo

Figura 4.1: (a) Un conjunto Og, y los Og-cuadrantes superior-derecho, superior-
izquierdo, inferior-derecho, e inferior-izquierdo. (b) El cierre Og-convexo de un
conjunto de puntos.

El concepto de Og-convexidad surgié del estudio de orientaciones restrin-
gidas |76], donde los objetos geométricos cumplen con una propiedad (o un
conjunto de propiedades) relacionadas con un conjunto fijo de rectas. Esta
linea de investigacién se ha explorado extensivamente al considerar poligonos
con orientaciones restringidas [76], proximidad [118], visibilidad [107], y tanto
restricciones como generalizaciones de la Og-convexidad. En el caso particular
de la convezidad ortogonal [104] se considera que 3 tiene el valor fijo de 5. En
el caso méas general de la O-converidad {103, 104], Og es reemplazado por un
conjunto (posiblemente infinito) de rectas orientadas arbitrariamente. Otras
nociones de convexidad con orientaciones restringidas son la D-convezidad [65]
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y la O-convezidad fuerte [103]. La primera estd basada en una definicion
funcional (en lugar de teoria de conjuntos), mientras que la segunda (y a
diferencia de la Og-convexidad) nos lleva a conjuntos que siempre son conexos.
Una extensa recopilaciéon de resultados en esta area puede encontrarse en el
libro de Fink y Wood [63]. Resultados computacionales més recientes pueden
encontrarse en |9, 14, 19, 101].

En este capitulo resolvemos el problema de mantener la estructura com-
binatoria del cierre Og-convexo de P mientras 3 es incrementada desde 0
hasta m, v aplicamos este resultado en los siguientes problemas de optimi-
zacion: Siguiendo la linea de Bae et al. [22], encontramos los valores de
que maximizan el area y el perimetro de OgH(P). Extendemos ademas el
resultado de Diaz-Banez et al. [54] para ajustar una poligonal alternante no
orientada con dos codos a un conjunto de puntos. Ver la Figura 4.2(c).

Figura 4.2: (a) Oz H(P). (b) Og,H(P), donde By > 7. (c) Una poligonal no
ortogonal con dos codos que ajusta un conjunto de puntos en el plano.

En todos los casos, nuestro enfoque general es realizar un barrido angular.
Primero discretizamos el conjunto {f : 5 € (0,7)} en una secuencia creciente
de dngulos {f31, B2, ..., Bo(n)}- Mientras 3 aumenta desde 0 hasta 7, cada 3;
corresponde a un angulo donde hay un cambio en la estructura combinatoria
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de OgH(P). Resolvemos entonces el problema particular para cualquier
B € [B1,P2) en tiempo O(nlogn), y mostramos como actualizar la solucion
local en tiempo logaritmico para cada uno de los intervalos siguientes [5;, B;+1)-
Todos nuestros algoritmos consumen tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

4.2. El cierre Og-convexo de P

En esta seccién presentamos definiciones importantes para nuestros resul-
tados. También mostramos como calcular OgH(P) para un valor fijo de 8, y
como mantener su estructura combinatoria mientras incrementamos 8 desde
0 hasta .

4.2.1. Preliminares

Por simplicidad, suponemos que en P no hay tres puntos colineales, ni
dos puntos sobre una recta horizontal. Un vértice de OgH(P) es un punto
de P que se encuentra sobre la frontera de OgH(P). Consideremos la region
R obtenida al restar del plano todos los Og-cuadrantes superiores-derechos
libres de puntos de P. La Og-escalera superior-derecha de P es la poligonal
dirigida formada por el segmento de la frontera de R que comienza en el
vértice mas a la derecha y termina en el vértice mas arriba de OgH(P), con
respecto del sistema coordenado definido por las rectas en Og. Definimos
las Og-escaleras superior-izquierda, inferior-izquierda, e inferior-derecha de
forma similar. Ver la Figura 4.3.

(e

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Construccion de la Og-escalera superior-derecha. (b) Las cuatro
Og-escaleras de P. Las escaleras del mismo color son opuestas entre si. La
flechas indican la direccion de las escaleras.
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Observacion 4.1. Un punto de P es un vértice de OgH(P) si, y solo s,
es el dpice de al menos un Og-cuadrante P-libre. Reciprocamente, un punto
en el plano se encuentra en el interior de OgH(P) si, y solo si, todos los
Og-cuadrantes con dpice en el punto contienen al menos un punto de P.

Decimos que un Og-cuadrante es maximal si su frontera conecta dos
elementos consecutivos de la secuencia de vértices de OgH(P) en orden de
aparicion al recorrer una Og-escalera en su direccion correspondiente. Dos Og-
cuadrantes son opuestos si, luego de trasladarlos de forma que sus apices se
encuentren en un mismo punto, sus rayos acotan angulos opuestos. De forma
similar, decimos que dos Og-escaleras son opuestas, si fueron construidas
utilizando Og-cuadrantes opuestos. Es facil ver que OgH(P) es disconexo si
la interseccion de dos Og-cuadrantes maximales opuestos no es vacia. En este
caso decimos que los Og-cuadrantes se traslapan, y llamamos a su interseccién
una region de traslape. Ver las regiones acotadas por rayas discontinuas en
las Figuras 4.1(b) y 4.2(b).

Observacion 4.2. Las parejas de Og-escaleras que no son opuestas no
generan regiones de traslape. Ademds, solo un par de Og-escaleras pueden
cortarse en un mismo valor de (.

Describimos OgH(P) en términos de sus vértices y sus regiones de traslape.
De la Observacion 4.1, el conjunto de vértices de OgH(P) es el conjunto
de elementos maximales de P bajo dominacién vectorial |21]. Entonces, los
vértices pueden calcularse para un valor fijo de 8 en tiempo O(nlogn) y
espacio O(n) [86, 102]. Notemos que las Og-escaleras son monotonas respecto
de ambas rectas de Og (de no ser asi no podrian acotar regiones Og-convexas),
por lo que un par de ellas se cortan a lo més un niimero lineal de veces. Por la
Observacion 4.2, en un valor fijo de 8 hay a lo més un niimero lineal de regiones
de traslape. Por lo tanto, si los vértices de OgH(P) se ordenan a lo largo del
eje x o del eje y, podemos calcular el conjunto de regiones de traslape en
tiempo lineal. Tenemos entonces el siguiente teorema, donde la cota inferior
de tiempo Q(nlogn) viene del hecho de que CH(P) = CH(OgH(P)), de
forma que podemos calcular CH(P) a partir de OgH(P) en tiempo O(n).

Teorema 4.1. Para un valor fijo de 3, los conjuntos de vértices y regiones de
traslape de OgH(P) pueden calcularse en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).

4.2.2. El barrido angular

El cierre Og-convexo de P se muestra en la Figura 4.4 en la configuracion
wnicial incremental, es decir, cuando § es igual a un angulo gy = 0 + ¢ para
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un valor de € lo suficientemente pequenio. Notemos que cada punto en P es el
apice de un Og-cuadrante P-libre y por lo tanto, se encuentra contenido en
al menos una Og-escalera: tanto la Og-escalera superior-derecha como la Og-
escalera inferior-izquierda contienen a P, y las Og-escaleras superior-izquierda
e inferior-derecha estan formadas respectivamente, por los puntos de P que
se encuentran mas arriba y mas abajo. También, las intersecciones entre las
Og-escaleras superior-derecha e inferior-izquierda generan un ntimero lineal
de regiones de traslape.

Figura 4.4: La configuracién inicial incremental.

Al realizar un barrido incremental (en el cual § es incrementado desde
0 hasta =), la configuracion inicial incremental gradualmente se transforma
en la configuracion inicial decreciente, donde B es igual a un valor Sp =
m — ¢ para un valor lo suficientemente pequeno de ¢ (ver la Figura 4.5).
En esta configuracion, las Og-escaleras superior-izquierda e inferior-derecha
contienen P y generan un ntmero lineal de regiones de traslape, y las Og-
escaleras superior-derecha e inferior-izquierda contienen respectivamente, los
puntos de P con la coordenada y mas grande y més pequena. Claramente,
lo contrario también es cierto: desde la configuracion inicial decreciente, un
barrido decreciente (en el que (8 se decrementa desde 7 hasta 0) transformara

gradualmente Og, H(P) en Og, H(P).

Figura 4.5: La configuracién inicial decreciente.

Entre configuraciones iniciales, reconocemos cuatro tipos de eventos que
modifican los conjuntos de vértices y regiones de traslape de OgH(P). Un
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evento de insercion (borrado) ocurre cuando un vértice entra (sale) de una
Op-escalera. En un evento de traslape (liberacion), una region de traslape es
creada (destruida).

Notemos que un vértice deja (entra a) la misma Og-escalera a lo mas una
vez, y entonces, hay en total un ntmero lineal de eventos de inserciéon y de
borrado. De la Observacion 4.2, entre 87 y Sp siempre hay un intervalo ¢ =
[51, B2] tal que, para cualquier 3 € ¢, el cierre Og-convexo de P no contiene
regiones de traslape. Consideremos los intervalos angulares ¢; = [Br1, BN, ] v
¢p = [BNn,, Bp]. Un barrido angular en ¢ resulta en un nimero lineal de
eventos de liberacién causados por la eliminaciéon de todas las regiones de
traslape que estan presentes en la configuracion inicial incremental. Ya que
todo vértice soporta a lo més dos Og-cuadrantes maximales, un ntimero lineal
adicional de eventos de traslape son generados por los eventos de vértice y
por lo tanto, el niimero de eventos de traslape en ¢y es O(n). Utilizando el
mismo argumento en ¢p, contamos un niamero lineal de estos eventos durante
un barrido angular.

Lema 4.1. Hay O(n) eventos durante un barrido angular.

Mostramos ahora cémo calcular la secuencia creciente de dngulos que
indican los eventos de vértice y de traslape durante un barrido angular.

Eventos de insercién y de borrado. El conjunto de vértices de OgH(P)
en la Og-escalera superior-derecha tiene un orden total que, para cualquier
valor de (3, esta dado por el orden de aparicion de los vértices al recorrer la
escalera en su direccién. En la configuracion inicial, el orden estd dado por la
secuencia p1,...,p, de puntos de P etiquetados en orden vertical creciente.

Consideremos el conjunto «(P) = {a1,...,a,—1} donde por cada «;, la
pendiente de la recta que pasa por p; y p;+1 es igual a tan(«;). En un barrido
incremental, el primer punto que deja la Og-escalera superior-derecha es p;:
Para cada 3 > «;, un Og-cuadrante con apice sobre p; no es P-libre. Este no
es el caso para los puntos que corresponden a cualquier «; tal que a; > o y
a; > 3. Ver la Figura 4.6.

Para calcular el siguiente valor de 3 donde un punto dejara la Og-escalera
superior-derecha, eliminamos «; de «(P), actualizamos «;_1 con el angulo
donde la pendiente de la recta que pasa por p;—1 y pi+1 es igual a tan(a;_1),
y calculamos el nuevo elemento méas pequenio de a(P). Repitiendo recursiva-
mente este procedimiento podemos obtener todos los eventos de borrado que
corresponden a la Og-escalera superior-derecha.
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Q41

Pi+1

Figura 4.6: Eventos de insercion y borrado para la Og-escalera superior-derecha.

Lema 4.2. Los eventos de insercion y de borrado pueden calcularse en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n).

Demostracion. Almacenamos los puntos de P en un arbol binario balanceado
que permita hacer bisquedas utilizando las coordenadas en el eje y, y el
conjunto «(P) en una pila de prioridad. Por el Lema 4.1, el algoritmo descrito
anteriormente consume O(nlogn) tiempo y O(n) espacio para calcular los
conjuntos de eventos de insercién y de borrado asociados con la Og-escalera
superior-derecha. Considerando los angulos que se muestran en la Figura 4.7,
un algoritmo similar puede utilizarse para obtener los eventos correspondientes
a las Og-escaleras restantes con la misma complejidad en tiempo y espacio. []

Pi+1

ai,superior-izquierdo
a’L,superior—derecho

Oéi,inferior—derecho

ai,inf'erior—izquierdo p’b— 1

Figura 4.7: Ilustracion del Lema 4.2.

Eventos de traslape y liberacion. Sean @, y Q; respectivamente, dos
Og-cuadrantes maximales superior-derecho e inferior-izquierdo. Supongamos
que @, estad soportado por los vértices p;,pj41 y @ por los vértices pr, Pr1-
También, asumamos que los puntos de soporte estén etiquetados de acuerdo
al orden total de sus escaleras correspondientes (ver la Figura 4.8).
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Pj+1

Dj

Pk+1

Figura 4.8: Una region de traslape (acotada con lineas discontinuas) generada por
la interseccion entre dos Og-cuadrantes maximales superior-derecho e inferior-
izquierdo.

El evento de traslape completo de la regién de traslape definida por @,
y Q@ es el angulo w para el cual la pendiente de la recta que pasa por p; 1
y Pr+1 es igual a tan(w). Si los puntos de soporte no dejan sus escaleras
respectivas, este evento indica el valor de 8 donde la regién de traslape deja
de existir.

Sea w(P) el conjunto de eventos de traslape de todas las regiones de
traslape en la configuracion inicial incremental, y ag(P) el conjunto de todos
los eventos de borrado que corresponden a los vértices de las Og-escaleras
superior-derecha e inferior-izquierda. Sean wy, y «a,, los valores més pequenos
en w(P) y aq(P), respectivamente. Al realizar un barrido incremental, para
obtener el primer evento de liberaciéon debemos tratar los siguientes casos:

1. El 4ngulo «,, corresponde a un punto de soporte, y o, < wp,. En
este caso, a;, necesita ser procesado y w(P) necesita ser actualizado.
Al eliminar un punto de soporte, a lo més terminan dos regiones de
traslape (dos eventos de liberacion son agregados a w(P)), y a lo més
se genera una nueva region de traslape (un evento de traslape y un
evento de traslape completo son agregados a w(P)). Luego de actualizar,
recalculamos w(P) y wm, ¥ @i, y €l proceso se repite.

2. a;, no corresponde a un punto de soporte. En este caso, w,, es el primer
evento de liberacion.

Para calcular el siguiente evento de liberaciéon. debemos eliminar el evento
de liberacion actual de w(P), y recalcular wy, como describimos anteriormente.
Una repeticién recursiva de estos pasos nos permite obtener todos los eventos
de liberacion generados por intersecciones entre las Og-escaleras superior-
derecha e inferior-izquierda.
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Lema 4.3. Los eventos de traslape y liberacion pueden calcularse en tiempo
O(nlogn) y espacio O(n).

Demostracion. Supongamos que almacenamos los puntos de P en un arbol
balanceado de biisqueda ordenados de acuerdo con su coordenada en el eje
Y, y los conjuntos ay4(P) y w(P) en listas de prioridad. Por el Lema 4.1, el
algoritmo que describimos anteriormente consume tiempo O(nlogn) y espacio
O(n) para calcular los conjuntos de eventos de traslape y liberacion asociados
con la Og-escalera superior-derecha e inferior-izquierda. Podemos usar un
algoritmo similar para obtener los eventos asociados con las Og-escaleras
superior-izquierda e inferior-derecha con las mismas complejidades en tiempo
y espacio. O

Mantenimiento de OgH(P). Considerando los resultados mencionados
anteriormente, el mantenimiento de OgH (P) es directo:

1. Calculamos todos los eventos de vértice y de traslape, para almacenarlos
en una lista ordenados por aparicién durante un barrido incremental.

2. Calculamos Og, H(P). Los ordenes totales de los vértices de las cuatro
Og-escaleras deben almacenarse en arboles balanceados. El conjunto
de regiones de traslape puede almacenarse en cualquier estructura de
datos de acceso constante (como por ejemplo, una tabla hash).

3. Simulamos el barrido angular recorriendo la lista de eventos. En cada
evento de insercién y borrado, actualizamos el conjunto de vértices que
corresponda. En cada evento de traslape y liberacién actualizamos el
conjunto de regiones de traslape.

Por los Lemas 4.2 y 4.3, podemos calcular los conjuntos de eventos de
vértice y traslape utilizando tiempo O(nlogn) y espacio O(n). Ya que tenemos
un ndmero lineal de elementos en cada conjunto, podemos mezclarlos para
formar un conjunto ordenado en tiempo O(nlogn). Entonces, el Paso 1 se
realiza en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

Usando el Teorema 4.1, nos toma tiempo O(nlogn) y espacio O(n)
calcular OgH(P) para cualquier valor fijo de 5. Cada Og-escalera contiene
a lo méas n elementos y por lo tanto, para almacenar sus 6rdenes totales en
arboles balanceados de busqueda necesitamos tiempo O(nlogn). Utilizando
una tabla hash, podemos inicializar el conjunto de regiones de traslape en
tiempo O(n). Por lo tanto, el Paso 2 puede realizarse en tiempo O(nlogn) y
espacio O(n).
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En cada evento de inserciéon y borrado, podemos actualizar el conjunto
correspondiente de elementos Og-maximales en tiempo O(logn) por operacion.
Las actualizaciones en el conjunto de regiones de traslape se pueden realizar en
tiempo constante, asi que el Paso 3 puede realizarse en tiempo O(nlogn). De
este analisis obtenemos que podemos calcular y mantener OgH(P) durante
un barrido angular en tiempo O(nlogn) y espacio O(n). Por el Teorema 4.1
la complejidad en tiempo es 6ptima.

Teorema 4.2. Se puede calcular y mantener OgH(P) mientras 5 varia desde
0 hasta 7 en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

4.3. Aplicaciones en optimizacion

En esta seccion extendemos los resultados de la Seccién 4.2 para resolver
problemas relacionados de optimizaciéon. Tratamos primero el problema de
maximizar el area y el perimetro de OgH (P) (Secciones 4.3.1 y 4.3.2, respec-
tivamente), y después el problema de ajustar una poligonal con dos codos a
un conjunto de puntos (Seccion 4.3.3).

4.3.1. Optimizacion del area.

En esta seccién resolvemos el siguiente problema:

Problema del area maxima. Dado un conjunto P de n puntos en el plano,
calcular el valor de 3 tal que el cierre Og-convexo de P tiene drea méxima.

Sea {f1,...,Bom)} la secuencia de eventos de vértice y de traslape, or-
denados por apariciéon durante un barrido incremental. Siguiendo la linea
de Bae et al. [22] (ver la Figura 4.9), expresamos el area de OgH(P) para
cualquier valor de S € [8;, Bi+1) como

area(OgH(P)) = area(P(0)) — Z area(N;(0)) + Z area(/7;(B)), (4.1)
i J

donde P(3) denota el poligono simple que tiene los mismos vértices que
OpH(P) y una arista conectando dos vértices si son elementos consecutivos
en una Og-escalera. El término A;(3) es el i-ésimo triangulo definido por dos
vértices consecutivos en una Og-escalera, y /7;(3) es la j-ésima region de
traslape definida por la interseccion de dos Og-escaleras opuestas.

Nuestro enfoque general es mantener los términos de la Ecuacion (4.1)
durante un barrido angular completo. Primero calculamos el valor 6ptimo
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Figura 4.9: El area de OgH(P). El poligono P(6) esta acotado por las lineas
punteadas. Un triangulo A;(6) y dos paralelogramos /7;(8) se muestran en
color azul.

de (3 en el intervalo [f1, 52). Después recorremos la secuencia de eventos,
actualizando los términos afectados en la Ecuacion (4.1) en cada evento. Al
mismo tiempo, calculamos el dngulo que localmente maximiza el area en el
intervalo [f;, Bi+1). En cada actualizacion, mantenemos el 6ptimo local s6lo
si el valor previo del area es mejorado.

El poligono P(f). Para cualquier valor fijo de 3, el poligono puede ser
construido a partir de los vértices de OgH(P) en tiempo lineal. Una vez
construido, nos toma una segunda pasada lineal calcular su area. Durante un
intervalo entre eventos el area de P(#) no cambia. Ya que el poligono P(6)
solo depende de los vértices de OgH(P), solo es modificado en eventos de
insercion y borrado. Cada evento puede ser procesado en tiempo constante:
el area de un triangulo tiene que ser sumada (evento de borrado) o restada
(evento de insercion) del valor previo del area de P(6). Ver la Figura 4.10.

Los triangulos A;(f). Un tridngulo es definido por un par de vértices
consecutivos P(#). Si consideramos una Og-escalera superior-derecha, el area
de A;(f) esta acotada por una recta que pasa por p; y pi+1, una recta
horizontal que pasa por p;, y una recta con pendiente tan() que pasa por
pit+1. En este contexto, el area de A;(#) esta dada por

drea(2i(0)) = | (i — zis1) (Wis1 — ¥i) + (Yis1 — yi)? cot(B)]
= |al- + bl COt(B)| 5 (4'2)

donde (z;,y;) y (®i+1, yi+1) son respectivamente las coordenadas de los puntos
Pi ¥ pi+1 y por lo tanto, a; y b; son constantes.
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(a) (b)

Figura 4.10: Actualizacién de drea(P(6)). (a) El vértice p dejara la Og-escalera
superior-derecha en un barrido incremental. (b) El 4rea de un triangulo tiene
que ser sumada al drea de P(6) después del evento de borrado, cuando p ya no
es un vértice.

(a) (b)

Figura 4.11: Actualizando el término }}, area(A;(6)). (a) El punto p dejara la
Og-escalera superior-derecha durante un barrido incremental. (b) Cuando p ya
no es un vértice, dos tridngulos son borrados, y se crea un nuevo triangulo.

El término ), rea(A\;(6)) esta afectado por eventos de insercion y borrado
y, en cada evento, necesita ser modificado un nimero constante de veces. Ya
que cada vértice de OgH (P) soporta a lo mas dos Og-cuadrantes maximales,
en cada evento de borrado son eliminados dos tridngulos y se agrega un
tridangulo. Lo contrario sucede en los eventos de inserciéon. Ver la Figura 4.11.

Las regiones de traslape //;(3). Una region de traslape es definida por
dos pares de vértices consecutivos de OgH(P) que pertenecen a Og-escaleras
opuestas. Las regiones de traslape estan acotadas por paralelogramos con
lados paralelos a las rectas en Og. Si consideramos dos Og-escaleras, una
superior-derecha y otra inferior-izquierda, que se cortan como se muestra en
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la Figura 4.12, el area del paralelogramo esta dada por

drea(Z7;(B)) = |(@rs1 — Tir1) Wk — ¥i) + (Wk1 — Yir1) (Yn — i) cot(B)]
= |a; £ bj cot(B)], (4.3)

donde p; = (%4,9i), Pi+1 = (Ti+1,Yi+1):Pk = (Ths Yk )5 ¥ Pht1 = (Tht1, Yr+1)
son los vértices que soportan los Og-cuadrantes maximales que se traslapan
y por lo tanto, a; y b; son constantes.

Pk / / D Pk WY Dj

Figura 4.12: Una regién de traslape es eliminada porque el vértice p;;1 deja la
Og-escalera superior-derecha durante un barrido incremental.

El término }; drea(//;(B)) estd afectado por todos los tipos de eventos.
Los eventos de traslape y liberacién requieren que una sola region de traslape
sea agregada o eliminada. En los eventos de insercion y borrado, a lo més se
crean o se destruyen dos nuevas regiones de traslape.

Caracterizacion. Antes de describir nuestro algoritmo, en los siguientes
lemas respondemos algunas preguntas bésicas sobre el comportamiento de
area(OgH(P)). Los Lemas 4.4 y 4.5 implican que no es posible restringir
el namero de dngulos candidatos que optimizan el adrea. Por otra parte, el
Lema 4.6 nos dice que el angulo de area maxima es de hecho un evento.

Lema 4.4. Para toda By € (0,7) hay un conjunto de puntos P tal que
méix area(OgH(P)) # area(Og, H(P)).

Demostracion. Consideremos el sistema coordenado formado por Og,. Co-
loquemos un punto sobre los semiejes ¥, y~, y 27, y un punto sobre el
segundo cuadrante, como se muestra en la Figura 4.13(a). Notemos que
area(OgH(P)) = 0 para toda § < By (Figura 4.13(b)), y existe al menos un
angulo 1 > Sy tal que drea(Og, H(P)) # 0 (Figura 4.13(c)). Entonces, Sy
no puede ser el 4ngulo de area maxima. O
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s

(a) (b) (c)

Figura 4.13: Ilustracion del Lema 4.4. (a) El conjunto de puntos, (b)
area(OgH(P)) = 0 cuando B < By, (c) drea(OgH(P)) # 0 en algin 5 > fo.

Lema 4.5. Para cualquier By, 51 € (0,7) existe un conjunto de puntos P tal
que area(Og(P)) tiene mdzximos locales en [y y P1.

Demostracion. Sean £y una recta con pendiente tan(fy) y ¢1 una recta con
pendiente tan((). Sin pérdida de generalidad supongamos que By < (1. Sean
1, Pr, Pt, ¥ Pe los puntos ubicados respectivamente, en las esquinas izquierda,
derecha, superior, y en el interior del tridngulo acotado por el eje x, £y, vy ¢;.
Ver la Figura 4.14.

Pto

S T Bre
P AP e T N
\t \/pr
Bo 51

Figura 4.14: La configuracion de puntos.

Consideremos los angulos Bic, Bet, v Bre que se muestran en la Figura 4.14.
Notemos que S < fg < Bet < P1 < Bre- Utilizando un barrido desde la
configuracién inicial incremental el primer evento de liberacién es [i.. A
partir de aqui, el area de OgH(P) es el area de un paralelogramo /7. de
altura constante, asi que la base de Z7); y el area de OgH(P) aumentan o
disminuyen simultaneamente mientras § cambia. Mientras 5 cambia desde
B hasta By, la base de /). aumenta hasta 5y, donde hay un maximo local.
Entonces, la base de //;. disminuye desde By hasta (., para aumentar de
nuevo desde (B, hasta 1. En 1 hay un segundo méximo local, ya que la
base de /7). comienza a disminuir de nuevo después de 1 hasta el ultimo
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evento de traslape en f,., donde el area de OgH(P) es igual a cero. Ver la
Figura 4.15. O

Figura 4.15: Barrido incremental en el conjunto de puntos de la Figura 4.14. (a)
B = Bo — €. (b) Hay un maximo local en 8 = By. (¢) 8 € (8o, Bet). (d) Hay un
minimo local en 8 = Bu. (e) B € (Bet, f1). (f) Hay un segundo méximo local en

B=p5.(g) B=5+e

Lema 4.6. El drea de OgH(P) alcanza su mdzimo en valores de [ que
pertenecen a la secuencia de eventos.

Demostracion. Consideremos el area de OgH(P) dada por la Ecuacion (4.1).
Por las Ecuaciones (4.2) y (4.3), el area de OgH(P) puede reescribirse de la
siguiente manera:

area(OgH(P)) = area(P(0)) — Z area(A;(0)) + Z area(Z7;(B))

( J
= area(P(0)) — Z la; + b; cot(B8)] + Z laj £ bj cot(B)]
i J
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Si consideramos las diferentes configuraciones que definen un tridngulo (ver
la Figura 4.16), podemos expresar |a; + b; cot(3)| como a; + b; cot(/5) o bien
a; — b; cot(B), segn la configuracion especifica. Tenemos entonces que

2 drea(2i(0)) = Y lai + bi cot(B)]

1

= Z (@i, + b, cot(B)) + Z (ai, — bi, cot(B)) = a + beot(S).

20

|
y Pi+1

Di

(a) (b)

Figura 4.16: Posiciones relativas entre los vértices del triangulo A;(0).

Podemos hacer un analisis de casos similar para las regiones de traslape,
para obtener de la Ecuacion (4.3) una expresion con la forma ¢ + dcot(f).
En un intervalo entre eventos P no cambia, y su area se mantiene constante.
Entonces, en un intervalo [3;, 5;+1) podemos reescribir:

area(OgH(P)) = area(P(0)) — Z la; & bj cot(B)| + Z la; & bj cot(B)|

Z ’ (4.5)
= drea(P(0)) — (a + beot(B)) + (¢ + dcot(5))
= area(P(0)) + (c — a) + (d — b) cot(p)
= A+ Beot(f), (4.6)

donde A y B contienen la suma de todas las constantes de los términos en
la Ecuacion (4.5). Notemos que la Ecuacion (4.6) es mondtona en cualquier
intervalo [f;, Bi+1), ya que es monotona en (0, 7). Dependiendo de los valores
particulares de A y B, drea(OgH(P)) puede ser no-decreciente o no-creciente.
Entonces, el maximo local es igual a 8; 0 a Bi41. O

El algoritmo de bisqueda. Describimos a continuacién el algoritmo para
calcular el angulo que optimiza el area.
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1. Recorremos la secuencia de eventos para identificar el primer evento
de liberacion By y el ultimo evento de traslape (.. Restringimos la
secuencia de eventos para que inicie en By y termine en ., de forma
que OgH(P) tenga al menos una componente conexa en cada intervalo.
Los eventos ignorados no tienen ningin efecto en el resultado final, ya
que pertenecen a la configuracion inicial (incremental o decreciente)

donde drea(OgH(P)) = 0.

2. En el primer intervalo calculamos OgH (P) y utilizamos la Ecuacion (4.1)
para calcular area(OgH(P)), manteniendo el dngulo B, de area maxi-
ma.

3. Recorremos la secuencia de eventos. En cada evento:

a) Actualizamos el conjunto de vértices y de regiones de traslape de
OpH(P).

b) Procesamos cada evento actualizando la Ecuacion (4.1) como
explicamos anteriormente.

¢) Calculamos el angulo f; que optimiza el area localmente. Reempla-
zamos el valor de B, con f; si drea(Og, H(P)) > area(Opg,, H(P)).

Hay un ntimero lineal de eventos en total, por lo que el Paso 1 toma tiempo
O(n). La Ecuacion (4.1) contiene a lo mas un ntmero lineal de términos,
yva que hay a lo mas un ntmero lineal de vértices y regiones de traslape.
Entonces, por el Teorema 4.1 y las discusiones anteriores, el Paso 2 toma
tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

De la Secciéon 4.2.2, las actualizaciones en el Paso 3a consumen tiempo
logaritmico. Cada evento resulta en un ntimero constante de modificaciones
a la Ecuacion (4.1), como describimos anteriormente en esta seccion. Por el
Lema 4.6 podemos obtener el &ngulo de drea méxima en tiempo constante. Ya
que hay un namero lineal de eventos, el Paso 3 se realiza en tiempo O(nlogn).
De este analisis obtenemos el siguiente teorema, donde la cota inferior de
tiempo se obtiene de mantener OgH(P).

Teorema 4.3. Calcular el valor (o valores) de § € (0,7) tal que OgH(P)
tiene drea mdxima toma tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).
4.3.2. Optimizacion del perimetro.

En esta seccién resolvemos el siguiente problema:
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Problema del perimetro maximo. Dado un conjunto P de n puntos en
el plano, calcular el valor de 3 para el cual el cierre Og-convexo de P tiene
perimetro maximo.

El perimetro de OgH(P) esta dado por la formula siguiente:

per(OsH(P Zper (8)) = Y per(Z7;(B)) = Y per(\k (B)),  (4.7)
J k

donde Z;(B) y £7;(58) denotan los escalones y los paralelogramos definidos
por las escaleras respectivamente, y \; denota una de las (a lo méas cuatro)
antenas de OgH(P), es decir, el segmento de una Og-escalera que acota una
region de area cero de OgH(P). Ver la Figura 4.9.

El mismo enfoque y practicamente los mismos argumentos que utilizamos
para maximizar el drea de OgH (P) pueden ser utilizados en este problema.
Siguiendo las mismas ideas, primero analizamos el célculo y mantenimiento
de la Ecuacion (4.7), y después presentamos adaptaciones de los Lemas 4.4
a 4.6 para finalizar con la descripcion del algoritmo.

Los escalones Z;(3). Consideremos una Og-escalera superior-derecha (ver
Figura 4.11), el perimetro de Z;(8) esta dado por la Ecuacion (4.8), donde
pi = (zi,¥i) ¥ Pi+1 = (®it1,¥i+1) son los puntos que soportan el i-ésimo
escalon. Los vértices en las escaleras tienen coordenadas en y no-decrecientes,
por lo que a; siempre es positiva. Los eventos se procesan de la misma forma
en que procesamos los eventos en la seccién anterior.

per(Z£i(B)) = |(wit1 — i) cot(B) + (yir1 — yi) ese(B) + (wi — wiy1)|
= lai (cot(B) + csc(B)) £ bil - (4.8)

Las regiones de traslape //;(3). Si consideramos un par de Og-escaleras
superior-derecha e inferior-izquierda como se muestra en la Figura 4.12, el
perimetro de una region de traslape estd dada por la Ecuacion (4.9). Las
constantes ¢; y d; son siempre positivas. Los eventos se procesan de la misma
forma que al actualizar las regiones de traslape para optimizar el area de

OpH(P).

per(£7;(B)) = [2(yi+1 — yr+1) cot(B) + 2(yk — yi) esc(B) — (Tiv1 — Tp+1)]
= |¢jcot(B) + djcsc(B) + €] . (4.9)



CAPITULO 4. CIERRE 0O3-CONVEXO 82
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Las antenas N\ (3). Una antena es un “semiescalén” en el extremo de
una Og-escalera. Al igual que los escalones y los triangulos, una antena
estd definida por dos puntos Og-maximales consecutivos. Si consideramos
una Og-escalera superior-derecha, el perimetro de una antena estd dado
por la Ecuacion (4.10) si es el primer semiescalon de una escalera, y por
la Ecuacion (4.11) si es el altimo semiescalon (ver la Figura 4.17). En am-
bas ecuaciones consideramos que p; = (z;,¥;) es el punto que soporta el
semiescalén correspondiente. La constante fi siempre es positiva.

perp(\) = [(Yi+1 — yi) cot(B) + (v — xiy1)]
= |fr cot(B) + gkl (4.10)

per;(\x) = (Mi+1 — ¥s) csc(B)
= fx cot(p). (4.11)

/.

Figura 4.17: Dos antenas: una en el primer segmento horizontal y la otra en el
altimo segmento no-horizontal de la Og-escalera superior-derecha.

Considerando el analisis por casos que hicimos en la secciéon anterior,
podemos reescribir las Ecuaciones (4.8) a (4.11) de la siguiente manera:

Zper(ii(ﬁ)) = Z la; cot(5) + a; csc(B) + by
= Z a;, cot(B) + a;, csc(B) + bi,
+ Z a;, cot(B) + a;, csc(B) — by,

= acot(f) + acsc(f) +b. (4.12)
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21per(75(8)) = 3 les cot(8) + d; ese(B) £ ]
j J
= ¢jy cot(B) + dj, cse(B) + e,
Jo
+ Z cj, cot(B) + dj, csc(B) — ej,
Ji

= ccot(f) + dcsc(B) + e. (4.13)

S per,(\) = |ficot(8) + gl
k
= 2 fko COt(/B) + ko + 2 fkl COt(ﬁ) — 9k,
ko

k1
= fcot(B) + g, (4.14)

y utilizar las Ecuaciones (4.12) a (4.14) para reescribir la Ecuacion (4.7) como
sigue:

per(OsH(P)) = Y per(£:(8)) — Ylper(27;(8)) — Y per(\u (8))

i j k
=(a+cH+ f)cot(B) + (a+d)csc(B) + (b+ e+ g)
= Acot(B) + Besce(B) + C. (4.15)

Notemos que todas las constantes de la Ecuacion (4.15) que suman Ay B
son siempre positivas. Ademas, en un intervalo hay a lo mas cuatro antenas,
ya que cada una contiene los puntos de P con mayores y menores abscisas y
ordenadas (ver la Figura 4.17). Por lo tanto, el niimero de términos con el
que las antenas contribuyen a la Ecuacion (4.7) es constante y, con excepcion
de C'; no modifican los signos originales de los demas términos.

Por simplicidad, ignoraremos las antenas en la optimizacién de OgH(P),
utilizando una version de la Ecuacion (4.7) sin el término Y, per(\x (5)).
Por la discusién anterior, ambas expresiones tienen maximos en los mismos
valores de (.

Caracterizacion. A continuaciéon resolvemos preguntas sobre el compor-
tamiento de per(OgH(P)) similares a las que resolvimos con los Lemas 4.4
a 4.6 en la Seccién 4.3. Especificamente, mostramos que el angulo de peri-
metro maximo es un evento (Lema 4.9) y, ademés de ésta, no parece posible
establecer alguna otra restriccion en los dangulos candidatos (Lemas 4.7 y 4.8).
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Lema 4.7. Para cualquier 5y € (0,7), existe un conjunto de puntos tal que

mﬂzix per(OgH(P)) # per(Op, H(P)).

Demostracion. Consideremos el sistema coordenado formado por Og,. Colo-
camos un punto en el origen, y un punto en el segundo y cuarto cuadrantes,
como se muestra en la Figura 4.18(a). Ya que el conjunto de puntos es
monotono respecto de los ejes coordenados, O, H(P) = P. Por lo tanto,
per(Opg,H(P)) es igual a cero.

Ve
L]

* — — — — — -
e 7
- s
s s
7 e
Bo . .
s s

(a) (b) (c)

Figura 4.18: Tlustracion del Lema 4.7. (a) El conjunto de puntos. (b)
per(OgH(P)) = 0 para 5 < fo. (c) per(Og,H(P)) # 0 para algan g > So.

Notemos que per(OgH(P)) = 0 para cualquier 8 < fy (Figura 4.18(b)),
y que existe al menos un 5y > Sy tal que per(Og, H(P)) # 0 (Figura 4.18(c))
Claramente, Bp no es el angulo de maximo perimetro.

O
Lema 4.8. Para cualesquiera Py, f1 € (0,7), existe un conjunto de puntos P
tal que area(Og(P)) tiene un mdzimo local en By y .

Demostracion. Sea /A; un tridngulo agudo acotado por el eje x, y dos rectas
Ly, Ly con pendientes tan(fy) y tan(f), respectivamente. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que By < By, v que el punto de interseccion entre £y
y 44 se encuentra en el semiplano y*.

Consideremos el conjunto P’ = {p;, p,, ¢} de puntos ubicados respecti-
vamente, en los vértices izquierdo, derecho, y superior de A;. Notemos que,
en cualquier posicion inicial, el perimetro de OgH(P’) es constante e igual
a la longitud de la base de A;. Realizando un barrido incremental, desde
By hasta By el perimetro esta formado adicionalmente por el segmento de
recta £y, que conecta p; y un punto p, que recorre la base de Ay desde p;
hasta p,. Durante este intervalo, tanto ¢;j como el perimetro de OgH (P’)
aumentan o disminuyen simultaneamente mientras S cambia. En estas con-
diciones, el perimetro de OgH(P’) tiene un minimo local en 3 = T y por
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lo tanto, un maximo local en By (per(Op, H(P’)) > per(Op,,—cH(P'))) y un
segundo méaximo local en By, (per(Og, H(P')) > per(Og,,+-H(P'))). Ver la
Figura 4.19.

Dt Dt Dt

5tl /Btr
D1 pL D1
PR W

Dr Dr Dr
(a) (b) (c)

Figura 4.19: (a) y (c) Méximos locales en 8 y B¢-. (b) Un minimo local en 7.

Sean A\; un segundo triangulo agudo acotado por el eje x, y un segundo
par de rectas £y, £y con pendientes tan(Sy) y tan(By.) que pasan por py
y pr, respectivamente. Los angulos son tales que Sy > By, v €l punto de
interseccién py entre £y y £y, se encuentran en el semiplano Y ~. Notemos
que, si agregamos py, al conjunto P’, el argumento anterior es valido para A\;
y Ay, de forma que el perimetro de OgH(P') tiene ahora maximos locales en

Btis Btrs Boi, y Bor- Ver la Figura 4.20.

Figura 4.20: Los angulos con méaximos locales.

Dados los angulos 8y y B1, construimos el conjunto de puntos que descri-
bimos anteriormente. En esta construccion, By < § < By y Bu > § = B
Asignamos valores a los angulos [y, B, Bty Bpr de forma que dos de ellos
sean iguales que By y (1 segin corresponda con los casos {fo, 51} < 7,
{Bo,B1} > 5, Bo< § < P1yPo>7% = P1. El perimetro de OgH(P’) tendra

méximos locales en By y B1. O

Lema 4.9. El perimetro de OgH(P) alcanza su mdzimo en valores de 3 que
pertenecen a la secuencia de eventos.
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Demostracion. Por la Ecuacion (4.15) sabemos que el perimetro de OgH(P)
estd dado por la siguiente ecuacion:

per(OgH(P)) = Acot(B) + Bese(B) + C,
donde A, B = 0. Buscando puntos criticos en esta expresion, llegamos a

cos(f3) = —%, (4.16)

donde 3 # 0,m. Al analizar las posible raices en la Ecuacion (4.16), tenemos
los siguientes casos:

1. A > B. No hay raices en este caso, ya que % > 1. La funcién perimetro

es monotona en un intervalo entre eventos.

2. A = B. De nuevo no hay raices en este caso, ya que [ no puede ser
igual que 0 o 7. La funcién perimetro es de nuevo mondtona en un
intervalo entre eventos.

3. A < B. Hay una raiz en 8 = cosfl(—%), ya que A y B son siempre

positivos y diferentes de cero. En un intervalo entre eventos tenemos
un punto de inflexién, asi que hay dos maximos locales o dos minimos
locales, ambos ubicados en los extremos del intervalo. ]

El algoritmo de buisqueda. Buscaremos los angulos que maximizan el
perimetro de la misma forma en que buscamos los d4ngulos que maximizan el
area. Primero calculamos la lista de eventos, después obtenemos el angulo
de méaximo perimetro en el primer intervalo, y finalmente repetimos este
proceso en los intervalos restantes. Mientras recorremos la lista de eventos,
actualizamos el 4ngulo 6ptimo sélo si el valor previo del perimetro es mejorado.
Un anélisis de complejidad similar también es valido.

Teorema 4.4. Calcular los valores de € (0,7) para los cuales OgH(P)
tiene perimetro mdzimo toma O(nlogn) tiempo y O(n) espacio.

4.3.3. El problema del (2, 5)-ajuste no orientado

Parak>1,0€[0,7),y 8 € (0,7), una cadena (k, 3)-poligonal con orien-
tacion 6, Ci, g(0), es una cadena con 2k — 1 eslabones alternantes consecutivos
con pendientes tan(f) y tan(f + ) tal que los eslabones de los extremos
son rayos con pendiente tan(¢). Denotemos con ¢; 5(6) la recta que pasa por
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pi € P con pendiente tan(6 + ). La distancia de ajuste entre p; y Ci g(6)
estd dada por la expresion

d ’iac 0 = min d & ’
#(Pi Crp(0)) peli 5(0)nCr,5(0) rer)

donde d(p;, p) representa la distancia euclidiana entre p; y p. La tolerancia
de Cj, (6) con respecto de P es la distancia maxima de ajuste entre C, g(6)
y los elementos de P, es decir

1(Cr,p(0), P) = méx  ds(pi,Cr,5(0))-
pieP

El problema del (k, 3)-ajuste para P con el criterio Min-Max consiste en en-
contrar una cadena poligonal Ci, g(#) que minimiza la tolerancia p(Cy, (0), P).
Ver la Figura 4.21.

Teorema 4.5 (Diaz-Béiiez et al. [54]). El problema del (2, §)-ajuste puede
resolverse en tiempo ©(nlogn) y espacio O(n).

Consideramos el caso en el que 6 tiene un valor constante, digamos 0,
y queremos encontrar la cadena Cy 3(0) = C2 g que minimiza la tolerancia.
Formalmente, resolvemos el siguiente problema.

Problema del (2, 3)-ajuste no orientado. Dado un conjunto P de n
puntos en el plano, calcular la cadena poligonal Cy g tal que 1(Ca 5, P) tiene
valor minimo.

Consideremos el algoritmo utilizado en [54] para obtener la cota de tiempo
O(nlogn) para el problema del (2, g)—ajuste que es usada para demostrar el
Teorema 4.5. El cierre (’)g—convexo de P es utilizado como una herramienta
para resolver el problema en tiempo O(logn) para un valor fijo de 6 en un
intervalo cerrado de orientaciones [6;,0;+1]. Se crea una secuencia de eventos
de un numero lineal de intervalos de orientaciones para mantener OgH(P)
mientras 6 crece desde 0 hasta 2.

Para resolver el problema del (2, 3)-ajuste no orientado podemos seguir
exactamente las mismas técnicas. Sugerimos al lector la referencia [54] para
ver los cambios evidentes que deben hacerse para utilizar una estructura
diferente. M&s concretamente, la estructura OgH(P) es reemplazada por
OpH(P), que también necesita mantener un ntimero lineal de eventos de
intervalo |, Bi+1], y donde el barrido angular se realiza en 5. Entonces,
podemos reescribir los Lemas 3 y 4 en [54] de la siguiente forma:
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(i) Dado un valor B € [Bi, Bi+1], la solucion dptima del problema del (2, 3)-
ajuste para (3 estd definida por la recta {; 3 con pendiente tan(f) que
pasa por un punto p; de P que nos da una biparticion de P.

(ii) La solucion dptima del problema del (2, 3)-ajuste para un intervalo de
eventos [B;, Bi+1] ocurre en uno de los extremos del intervalo, es decir,
en Bi o Biy1, 0 en un valor By € [Bi, Bi+1] cuando la tolerancia izquierda
y derecha son iguales.

Usando las propiedades (i), (ii) y siguiendo el algoritmo de mantenimiento
de OgH(P), el problema se resuelve como describimos a continuacion:

ALGORITMO (2, 3)-AJUSTE NO ORIENTADO

1. Calcular el error de tolerancia 6ptimo en el primer intervalo entre
eventos.

2. Recorrer la secuencia de eventos, obteniendo el error 6ptimo de
tolerancia en cada intervalo.

3. Actualizar la solucion anterior s6lo cuando es mejorada.

El enfoque y argumentos utilizados en el Teorema 4.5 siguen siendo validos
en el caso del problema del (2, )-ajuste no orientado (ver la Figura 4.21).
Como consecuencia, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.6. El problema del (2, 5)-ajuste no orientado puede resolverse
en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

4.4. Conclusiones

Hemos presentado un algoritmo para mantener el cierre Og-convexo
de un conjunto de puntos en el plano mientras S cambia desde 0 hasta
m, vy extendimos este resultado para resolver problemas relacionados de
optimizacion. Consideramos los problema de maximizar el drea y el perimetro
de OgH(P), y consideramos una variacion del problema del 2-ajuste estudiado
en [54]. En nuestra version, la curva de ajuste es una poligonal alternante
con segmentos que forman un angulo 5.

Una extension natural de este trabajo es reemplazar Og con un conjunto O
que contenga méas de dos rectas. Podemos obtener diferentes variantes pueden
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Figura 4.21: La cadena poligonal Cs g y el cierre Og-convexo de P.

al restringir las orientaciones o el nimero de rectas en O. En particular, la
caracterizacion de las funciones de area y perimetro en cada variante parecen
ser problemas interesantes y no triviales.

Al igual que el cierre convexo ortogonal, el cierre Og-convexo puede
utilizarse como separador o una curva envolvente. Ya que siempre se encuentra
contenido en el cierre convexo estandar (y por lo tanto, en otras curvas
envolventes tradicionales), también es relevante para aplicaciones donde se
requiere que el separador o la curva de contencién tengan area minima.
Finalmente, notemos que podemos extender facilmente los resultados de la
Seccion 4.2 para optimizar el nimero de vértices de OgH(P), manteniendo
el niimero de vértices en cada intervalo entre eventos. Sin mucho esfuerzo,
el enfoque y argumentos de Alegria-Galicia, Seara y Urrutia [19] pueden
extenderse al caso de la Og-convexidad, y aplicarse a problemas relacionados
con la contencién entre cierres Og-convexos de puntos coloreados.



Capitulo 5

Captura de puntos con un
poligono

En este capitulo estudiamos el problema de rotar un poligono simple hasta
que contenga el maximo nimero de elementos de un conjunto de puntos,
ambos en el plano.

Consideramos variantes de este problema en las que el centro de rotacion
debe encontrarse en un punto dado, un segmento, una recta, o una cadena
poligonal. Resolvemos también una extension en 3D en la que rotamos un
poliedro alrededor de un punto dado hasta que contenga el maximo niimero
de elementos de un conjunto de puntos en el espacio.

90
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5.1. Introduccién

Sean P un poligono simple con m vértices, y S un conjunto de n puntos en
posicién general, ambos en el plano. En este capitulo estudiamos el problema
de calcular el &ngulo por el que debemos rotar P para que contenga el méximo
numero de puntos de S. Consideramos variantes de este problema en el plano
y en el espacio. Llamamos a estas variantes la familia de problemas de Mdzima
Cobertura bajo Rotacion (MCR). Definimos a continuacion los problemas de
esta familia que resolveremos a lo largo de este capitulo:

Problema de Maxima Cobertura bajo Rotacién con centro Fijo
(MCR-F). Dado un punto r en el plano, calcular el angulo 6 € [0, 27) tal
que, después de rotar P alrededor de r por 6 en sentido horario, el nimero

de puntos de S contenidos en P es el maximo®.

Problema de Maxima Cobertura bajo Rotaciéon con centro Restrin-
gido a un Segmento (MCR-RS). Dado un segmento de recta ¢, encontrar
un punto r € £ y un angulo 6 € [0, 27) tal que, luego de rotar P alrededor de
r por # en sentido horario, el niimero de puntos de S contenidos en P es el
maximo.

Adicionalmente, comenzamos el estudio de estos problemas en 3D con la
siguiente version del problema MCR-F:

Problema de Maxima Cobertura bajo Rotaciéon en 3D con centro
Fijo (MCR-F3D). Dado un punto r, un poliedro P y un conjunto de
puntos S en R3, calcular el azimut y la altitud (6, ¢) € [0, 27] x [—7, 7] que
dan la direccién en la esfera unitaria tal que, luego de rotar P llevando el
eje z hacia esa direccién, el nimero de puntos de S contenidos en P es el
maximo.

Mostramos que el problema MCR-F es 3SUM-hard [67], es decir, que
resolver este problema en tiempo O(n?~?()) implica la existencia de un algo-
ritmo con la misma complejidad para resolver el problema 3SUM?. Después,
presentamos dos algoritmos para resolver el problema MCR-F: el primero
consume tiempo O(nmlog(nm)) y espacio O(nm), y el segundo toma tiempo
O((n + k)logn + mlogm) y espacio O(n + m + k), donde k = O(nm). Des-

LAl resolver este problema, en lugar de girar P en sentido horario, giramos equivalente-
mente los puntos de S en sentido antihorario.

2 Actualmente se conjetura que un algoritmo con esa complejidad no existe ni siquiera
en tiempo esperado [84].
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cribimos también un algoritmo para resolver el problema MCR-RS en tiempo
O(n?*m?log(nm)) y espacio O(n?m?). Este algoritmo puede ser extendido
facilmente para resolver una variante del problema MCR-RS en la que r se
encuentra sobre una recta. Finalmente, resolvemos el problema MCR~F3D en
tiempo O(n?m?log(nm)) y espacio O(n?m?) extendiendo las técnicas para
resolver el problema MCR-F.

5.2. Maxima cobertura con centro fijo

En esta seccién estudiamos el problema de méaxima cobertura bajo rotacion
con centro fijo. Dado un punto 7 en el plano y un punto p € S, sea Cp(r)
el circulo con centro r y radio |[7p|. Si rotamos S en sentido antihorario
alrededor de 7, Cp(r) es la curva descrita por p durante una rotacion de 27
de S alrededor de r. Los extremos de los arcos circulares que resultan de
cortar Py Cp(r) determinan los angulos de rotacién donde p entra (evento de
entrada) y sale (evento de salida) de P. En el peor caso, el nimero de estos
eventos por elemento de S es O(m), como se muestra en la Figura 5.1. Si
consideramos todos los puntos de S podemos tener a lo mas O(nm) eventos.

Figura 5.1: Un poligono con forma de peine puede generar 2(m) eventos de
entrada y salida por cada punto de S.

5.2.1. Reduccion a 3SUM-hard

Ahora mostramos que el problema MCR-F es 3SUM-hard, por una reduc-
cion del problema Contencion entre Puntos y Segmentos: Dado un conjunto
A de n ntmeros reales y un conjunto B de m = O(n) intervalos disjuntos
por pares en el eje real, jexiste un namero real u tal que A + u € B? Se sabe
que este problema es 3SUM-hard [26].

Teorema 5.1. El problema MCR-F es 8SUM-hard.

Demostracion. Sea I un intervalo del eje real que contiene el conjunto A de
puntos, y el conjunto B de intervalos que definen una instancia del problema
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Contencién entre Puntos y Segmentos. Podemos envolver? I en un circulo C
cuyo perimetro tiene longitud de al menos el doble de la longitud de I. Esto
efectivamente mapea los puntos de A y los intervalos de B a un conjunto A’
de puntos y un conjunto B’ de intervalos en C. Ver la Figura 5.2.
Claramente, encontrar una traslacion (si existe) de los elementos de A
tal que A + u € B, es equivalente a encontrar una rotaciéon del conjunto
de puntos A’ alrededor del centro de C tal que todos los elementos de A’
son mapeados a puntos contenidos en los intervalos de B’. Para terminar la
reduccion construimos un poligono como se muestra en Figura 5.2. O

- —0 —=—0—=% —0 —=—=0 —

(a)

X
(b)

Figura 5.2: Envolviendo I de (a) el eje real hacia (b) un circulo C'. Los intervalos
que forman B y B’ estan resaltados con azul. Los elementos de A y A’ estan
representados con puntos blancos. Los vértices adicionales que forman el poligono
son los puntos de intersecciéon entre las tangentes C' que pasan por los extremos
de cada intervalo de B’.

5.2.2. Un algoritmo que toma tiempo O(nm log(nm))

A continuaciéon presentamos un algoritmo de tiempo O(nm log(nm)) para
resolver el problema MCR-F (notemos que, por el Teorema 5.1 y la discusion
del dltimo parrafo de la Seccion 5.1, esta complejidad no esta lejos de ser
optima):

1. Interseccién entre P y los circulos de rotacién. Dado un punto
fijo r, calcular la interseccion entre Cy,(r) y P para todo p; € S. Cada
uno de esos puntos determina un angulo de rotaciéon de p; alrededor de

3Por envolver nos referimos a proyectar I en el circulo C, de forma que obtengamos un
arco cuya longitud es la misma que la longitud de I.
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r cuando p; entra o sale de P, ver Figura 5.3. Estos angulos determinan
un conjunto de intervalos Z; = {I;1,.. ., Ij,mj} cuyos extremos corres-
ponden a los angulos de rotacion (con respecto del rayo que emana
de r y pasa por p;) en el que p; entra o sale de Py, por lo tanto,
especifica los dngulos de rotacién en los cuales p; se encuentra en el
interior de P, ver de nuevo la Figura 5.3. Sea Z =7Z; u --- U Z,. El
conjunto de extremos de los intervalos en Z puede ser ordenado en
tiempo O(mnlog(mn)).

Figura 5.3: Un evento de entrada en z (giro a la derecha), y un evento de salida
en y (giro a la izquierda).

2. Calcular el angulo de cobertura maxima. Utilizando técnicas
estandar, podemos realizar un barrido en el conjunto Z =7, v --- U Z,
como se muestra en la Figura 5.4.

Dn

o
9

Ly I

J 5t

pj

b1

Va oY

0 2

Figura 5.4: La secuencia de eventos y la linea de barrido en el &ngulo 6. Resaltado
con un circulo rojo, la intersecciéon de la recta £ con el intervalo correspondiente
a p1 (donde p; se encuentra en el interior de P). Resaltado con un circulo azul,
la interseccion de la recta ¢ con uno de los extremos de un intervalo de p, (un
evento de entrada).
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Durante el proceso de barrido, mantenemos el nimero de puntos de S
que se encuentran dentro de P. Si ocurre un evento de entrada o de
salida, este niimero es incrementado o decrementado por uno, respec-
tivamente. Al final del proceso de barrido, reportamos los intervalos
angulares donde el nimero es méximo.

Ya que la complejidad de nuestro algoritmo estd dominada por el Paso 1,
que toma tiempo O(nmlog(nm)), concluimos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. El problema MCR-F puede resolverse en tiempo O(nmlog(nm))
y espacio O(nm).

5.2.3. Un algoritmo sensible a la salida

Ahora mostramos que, al barrer el plano utilizando un circulo de barrido
con centro en r cuyo didmetro crece continuamente, es posible calcular méas
eficientemente las intersecciones entre P y el conjunto de circulos de rotacion.
La idea es mantener una lista de las aristas que cortan el circulo de barrido,
ordenadas por aparicion a lo largo del circulo de barrido. Utilizando la misma
técnica que se muestra en la Figura 5.3, las aristas se etiquetan segiin el tipo
de evento que definen. Describimos el algoritmo a continuacion.

1. Normalizaciéon de P. En los pasos siguientes suponemos que P no
tiene aristas que intersecan algin circulo con centro r mas de una vez.
Podemos garantizar esta condicién preprocesando P de la siguiente
manera: Para toda arista e = uv de P, sea p, el punto de interseccién
entre la recta £ que contiene e y la recta perpendicular a £ que pasa por
r. Si pe pertenece al interior relativo de e, dividimos e en las aristas
upe y Pev. En el peor de los casos, dividimos cada arista de P en dos
partes. Ver la Figura 5.5.

2. Procesamiento de un vértice de P. Ordenar primero los vértices
de Py S de acuerdo con su distancia a r. Este es el orden en el cual un
circulo de barrido con centro en 7 que crece continuamente encontrara
a los puntos.

Mientras el circulo de barrido crece, nos detenemos en cada vértice
pj de P. Cada vez que esto sucede, el nimero de intersecciones entre
Cp,;(r) y la frontera de P se incrementa o decrementa en dos. Podemos
mantener y actualizar la lista ordenada de aristas cortadas por Cj, ()
utilizando un arbol rojinegro en tiempo logaritmico. Esto nos permite
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Figura 5.5: Partiendo una arista de P.

calcular las intersecciones de Cp, () en tiempo proporcional al ntimero
de aristas. Es suficiente caminar a lo largo de la lista ordenada de
aristas cortadas por el circulo de barrido. Cada vez que el circulo de
barrido toca un elemento de S, el niimero y orden de las intersecciones
entre el circulo de barrido y las aristas de P se mantiene sin cambios.
Sin embargo, ya que los puntos de interseccién cambian, debemos
recalcularlos cada vez que tocamos un punto de P o de S.

3. Calculo de la secuencia de intervalos para cada elemento de S.
Ahora podemos calcular, con la misma complejidad, los intervalos en los
cuales Cy, (r) cortan el interior de P. Notemos que estos intervalos no
son elementos de Z;, tienen que ser rotados de acuerdo con la posicion
de p; respecto de 7.

4. Construir la secuencia de eventos. Ya que por cada punto p;
de S calculamos la secuencia correspondiente de intervalos ordenados
Z;, mezclamos las (a lo més n) secuencias para formar la secuencia
completa de eventos.

El proceso de normalizacion toma tiempo O(m). Ordenar los elementos
de Sy los vértices de P por su distancia desde r toma tiempo O(nlogn)
y O(mlogm), respectivamente. La lista ordenada de aristas que cortan el
circulo de barrido puede mantenerse en un arbol rojinegro de tamano O(m),
por lo que podemos procesar todos los vértices de P en tiempo O(mlogm).
Por otra parte, procesar todos los puntos de S nos toma tiempo O(k),
donde k € O(nm) denota el nimero total de eventos de entrada y salida.
Finalmente, mezclar las O(n) secuencias de intervalos ordenados de forma
balanceada nos toma tiempo O(klogn). Barremos entonces la lista mezclada
Zyu- - -UZ, en tiempo O(k) para obtener una solucion a nuestro problema. La
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complejidad total en tiempo es O(nlogn +mlogm + klogn). La complejidad
total en espacio es O(n + m + k). Concluimos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. El problema MCR-F puede resolverse en tiempo O((n +
k)logn + mlogm) y espacio O(n + m + k), donde k € O(nm) denota el
numero total de eventos de entrada y salida.

5.3. Maxima cobertura con centro restringido

En esta secciéon estudiamos el problema de méxima cobertura bajo rotaciéon
con centro restringido a un segmento. Nuestro enfoque para resolver este
problema es caracterizar, para cada p de S, la intersecciéon entre el poligono P
y el circulo de rotacion Cp(r) mientras el centro r de Cp(r) se mueve a lo
largo del segmento £ = ab desde a hasta b. Por simplicidad asumimos que a
se encuentra en el origen (0,0) y b sobre en semieje positivo x*. Para cada
arista e = uv de P, parametrizamos la interseccion entre Cp(r) y e utilizando
una funcion w = f(x), donde x es la coordenada en z de r (que va desde
0 hasta b.z. la coordenada en x de b) y w es el dngulo antihorario que es
barrido por el rayo 7p hasta que coincide con el rayo que parte de r y pasa
por el punto actual de interseccion ¢ de Cp(r) y e (asumimos por el momento
que hay exactamente uno de estos puntos de interseccion). Ver Figura 5.12.

Dejando los detalles para la Secciéon 5.3.4, obtenemos la siguiente expresion
de w como una funcién de x:

W = arccos (% M), (5.1)

donde 7(z), 6(x), y €(x) son polinomios de grados 2, 4, y 2, respectivamente.
El movimiento de r a lo largo de ¢ entonces corresponde al conjunto de
puntos (z,w) para el cual p toca la frontera de P. Por cada punto p € S, estos
puntos forman O(m) curvas que acotan una coleccion de regiones simples en
el plano z-w; un punto (z,w) en cada una de estas regiones corresponde a
una rotaciéon de p por un angulo antihorario de tamano w con respecto del
centro de rotacion en (z,0), para el cual p se encuentra en el interior de P.
Notemos que, para cada punto p, los interiores de estas regiones son disjuntas
por pares, mientras que sus fronteras pueden cortarse a lo més una vez en un
vértice comin, ya que P es simple.
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5.3.1. Subdividiendo las aristas del poligono

Mencionamos anteriormente que, por conveniencia, subdividimos las aris-
tas del poligono P en sus puntos de interseccion (si hay alguno) con el eje
x; asi que, en adelante, asumimos que cada arista no tiene puntos en ambos
lados del eje z. Dividimos nuevamente las aristas para simplificar el calculo
del 4ngulo w en términos de las coordenadas en x del centro de rotacion r
mientras se mueve a lo largo del segmento ab.

Marco teérico. Consideremos que estamos procesando el punto pe S, y
denotemos con Dy () el disco cerrado acotado por Cp(r), donde r es un punto
en ab. En la Figura 5.7, asumimos que p se encuentra arriba del eje 2 donde
a.x < p.x < b (figura superior) o b.xz < p.x (figura inferior). Los casos
donde p.x < a.x o p se encuentra debajo del eje x son simétricos. Los casos en
los que p se encuentra sobre el eje = son similares (ver las Figuras 5.9 y 5.10).
Ademas, el punto p’ simétrico de p respecto del eje x claramente coincide
con p si p se encuentra sobre el eje z. Finalmente, sea HpL (resp. Hf) el
semiplano abierto del lado izquierdo (resp. derecho) de la linea perpendicular
al eje x que pasa por p. Es 1til observar las propiedades siguientes.

Lema 5.1. Sea p un punto, y sean Hé:, Hf, Cy(r), y Dp(r), para r € ab,
como las definimos anteriormente.

(i) Consideremos dos puntos cualesquiera r,r' € ab conr # r'. Si el punto p
se encuentra sobre el eje z, entonces los circulos Cp(r) y Cp(r') se cortan
solo en p. St el punto p no se encuentra sobre el eje x, los circulos
Cp(r) y Cp(r') se cortan en p y en la imagen simétrica p’ de p respecto
del eje x, y el segmento pp’ pertenece a Dy(r) y a Dy(r').

(ii) = Para cada punto s en el interior de Hé: N Dp(r), existe un 1inico
circulo con centro en el eje x que pasa por p y s y su centro se
encuentra a la derecha de r;

> para cada puntot en HpL — Dy (r), hay un dnico circulo con centro
en el eje x que pasa por p y t tal que su centro se encuentra a la
1zquierda de r.

Simétricamente,
> para cada punto s’ en el interior de Hf N Dp(r), hay un tinico

circulo con centro en el eje x que pasa por p y s y su centro se
encuentra a la izquierda de r;
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> para cada punto t’ en Hf” — Dy (r), hay un dnico circulo con centro
en el eje x que pasa por p y t' tal que su centro se encuentra a la
derecha de r.

Demostracion.

(i) Por la definicion de los circulos Cp(r) para toda r € ab, p pertenece a
cada uno de estos circulos.

Después, supongamos que p se encuentra sobre el eje  y suponemos por
contradiccion que dos circulos Cp(r) y Cp(r") con r # 1’ se cortan en un
punto p’ # p. Entonces, r y v’ pertenecerian al bisector perpendicular
del segmento pp’; por lo tanto, el bisector perpendicular debe coincidir
con el eje z. Entonces, ya que p se encuentra sobre el eje x, p’ coincidiria
con p, contradiciendo la suposiciéon de que p’ # p. Entonces, si p se
encuentra sobre el eje z, cualesquiera dos circulos Cp(r), Cp(r’) con
r # 1’ se cortan s6lo en p.

Supongamos ahora que p no se encuentra sobre el eje x. Entonces, ya
que p’ es el simétrico de p respecto del eje z, el eje x es el bisector
perpendicular de el segmento pp’. Entonces p’ pertenece a todos los
circulos con centro sobre el eje & que pasan por p. Que pp’ pertenezca
a cada uno de los discos D,(r), para todo r € ab, se sigue del hecho de
que cada disco Dp(r) es una region convexa que contiene a py a p'.

te L
\{Ip

Ve

Figura 5.6: Ilustracion del Lema 5.1. (Izquierda) Los bisectores perpendiculares
Bsp, Byp v Byyp cortan el eje x en los puntos r/,r y r”, respectivamente. (Dere-
cha) Las rectas que pasan por p que son perpendiculares a la tangente en p y a
tp cortan el eje = en los puntos 7, r”, respectivamente.
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(ii) Sea g el punto de interseccion entre Cy(r) y la recta L que pasa por py s,
ver la Figura 5.6(izquierda). La recta L esta bien definida ya que s # p.
De hecho, s.z < p.z (ya que s pertenece a HpL), y entonces L no es
perpendicular al eje x, lo que implica que el bisector perpendicular By,
del segmento de recta gp corta al eje x en un sélo punto; este punto
de interseccion es precisamente el centro r de Cp(r). Ya que el bisector
perpendicular del segmento sp es paralelo a By, y se encuentra del lado
derecho de By, (ya que s es un punto interior de gp), corta el eje z
en un mismo punto r’ a la derecha de r; r’ es el centro del circulo con
centro sobre el eje x que pasa por p y s.

Ahora. consideremos que t € HPL — Dy(r), y sea Tp,(r) el semiplano
abierto que es tangente al circulo Cp(r) en p y que contiene a r. Si
t € T,(r), entonces la recta L que pasa por p y t corta Cy(r) en p y en
otro punto ¢, y q € tp. Entonces, al igual que anteriormente, el bisector
perpendicular Bg, de gp corta al eje x en r, mientras que el bisector
perpendicular de tp es paralelo y se encuentra a la izquierda de By,
(va que ¢ es un punto interior de ¢p), y entonces corta al eje = en el
punto 7 a la izquierda de r; ver Figura 5.6(izquierda). Es importante
observar que hasta el momento la demostraciéon es valida sin importar
si p se encuentra sobre el eje x o no.

A continuacion consideremos el caso en que t ¢ T)(r); este caso no es
posible si p se encuentra sobre el eje x ya que entonces Tp(r) = HPL. La
recta que pasa por p que es perpendicular a la tangente al circulo Cp(r)
en p corta en eje x en r. Ya que t ¢ Tp,(r), la recta perpendicular a la
recta que pasa por t y p no es paralela al eje x y entonces corta al eje
x en un sélo punto r”. De hecho, ya que el angulo t/ﬁ" del tridngulo que
tiene a ¢, p, r como vértices es mas grande que 7/2, r” se encuentra a la
izquierda de r; ver la Figura 5.6(derecha).

Los resultados para puntos s’ en el interior de Hf N Dy(r)yt e
Hf — D, (r) se obtienen de forma simétrica (de izquierda a derecha) al
resultado que utilizamos par obtener los resultados para los puntos s
en el interior de HE n Dp(r) y t € HE — Dy(r), respectivamente.

O]

El enunciado (ii) del Lema 5.1 implica directamente que la uniéon de
todos los circulos Cp(r) forma precisamente el cierre de la diferencia simétrica
D, (a)®D,(b) de los discos Dp(a) y Dp(b) con centro en a y b, respectivamente
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(ver Figura 5.7); notemos que cualquier punto en el interior de

((Dp(a) — D) N HPL> v ((Dp(b> — Dy(a)) n Hf)

se encuentra en el circulo Cp(r) con r en el interior de ab, a diferencia de
cualquier otro punto. El Lema 5.1(ii) también implica el siguiente corolario.

Corolario 5.1.

(i) Para todo par r,7’ € ab tal que v se encuentre a la izquierda de r':

> (Cp(r)nDy(r)) nHEY = &y Dy(r')nHY < Dy(r)n HY;
> (Cp(r’)mDp(r))me = vy Dp(r)me c Dp(r/)me.

(ii) Supongamos que un segmento I corta el circulo Cy(r), donde r € ab, en

los puntos wy, wa tales que el segmento wiws se encuentra completamen-
te contenido en el cierre (Dp(a) — Dp(b)). Entonces, el segmento I es
tangente a un circulo Cp(r") para algin r' € ab y el punto de tangencia
pertenece a wWiws. Simétricamente, el mismo resultado es vdlido si el
segmento wiws se encuentra completamente contenido en el cierre de

(Dp(b) — Dy(a)).

Demostracion.

(1)

Demostramos las proposiciones para el semiplano HpL; las demostracio-
nes para H;f son simétricas de izquierda a derecha.

Ya que r se encuentra a la izquierda de 7/, el Lema 5.1(ii) implica
que Cp(r') N HTJ,L se encuentra en el interior de D)(r) N HpL. Esto a su
vez implica que (i) (Cp(r) n HE) n (Dp(r') n HE) = &, es decir, que
(Cp(r) n Dy(r")) n HY = &y (ii) (Dp(r') n HE) < (Dp(r) n HEY) ya
que D,(r') esta acotado por Cp(r’). Ya que este disco es un conjunto
convexo, tenemos una relaciéon de contencién propia entre conjuntos
porque los puntos en Cp(r) N HpL no pertenecen a D, (r') N HpL.

Mas adelante, demostraremos el enunciado para el caso en el que wyws
se encuentra completamente contenido en el cierre de (Djp(a) — Dp(b)).
La demostracion para el caso en que wiws € cierre(Dy(b) — Dy(a)) es
simétrico de izquierda a derecha.

Ya que wy # wy y Wiwy € cierre(Dy(a)—Dy(b)), entonces r # b. Sea t €

ab un punto infinitesimalmente a la derecha de 7. Entonces, de acuerdo
con el enunciado (i), (Cp(r) N Dp(t)) n HE = &y (Dp(t) n HE) <
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(Dp(r) N H[’}), que juntos implican que (Dp(t) N I) C WiWs; notemos
que al menos uno de wy,ws (que pertenecen a Cp(r)) pertenecen a
HpL , ya que de otra forma wiws degenera en un punto contradiciendo
el hecho de que wy # ws, 0 Wiws = pp’ con p # p' contradiciendo
el hecho de que wiws se encuentra completamente en el cierre de
(Dp(a) — Dy(b)). Ya que el centro de rotacién se mueve de forma
continua a lo largo de ab existe un punto ' € rb tal que Dy(r') n T
es un punto, es decir, que el segmento I es tangente al circulo Cyp(r');
ademas, ya que D, (") n I  wiwy, el punto de tangencia pertenece al

segmento wyws.

O

(n vz

Figura 5.7: Subdividiendo las aristas del poligono de forma que cada subarista es
cortada a lo més una vez por cada uno de los circulos C,(r) (los discos blancos
denotan puntos de la subdivision de la arista).
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El procedimiento de subdivisién. Nuestro proceso de subdivisién de
aristas mientras preprocesamos un punto p € S funciona en dos fases: en la
Fase 1, nos aseguramos que cada circulo C)(r) corta cada subarista resultante
en a lo més un punto; en la Fase 2, nos aseguramos que por cada subarista
0 bien 0 < w < 7 o bien 7 < w < 2m, lo que implica que el valor de w est4
determinado de forma tnica por el valor de su coseno.

Fase 1: Siuna arista wo del poligono P no corta a Dp(a)u D,(b) o si al menos
uno de sus extremos pertenece a Dy(a) N Dp(b), entonces no necesitamos
hacer nada, en caso contrario:

» Si ww no corta el interior de Dy(a) N D,(b), entonces uv es tangente a
lo més a dos de los circulos Cp(r) y lo subdividimos en esos puntos de
tangencia; ver aristas wyvy y ugv2 en la Figura 5.7.

» Siuv corta el interior de Dp(a) N Dp(b), entonces cruza Dp(a) N Dp(b).
Si ww corta el segmento pp’, entonces subdividimos wv en su punto de
interseccién con pp’ (ver arista uzvz en la Figura 5.7); si no, entonces
los puntos de interseccién entre wv y la frontera de Dp(a) n Dy(b)
pertenecen a Cp(a) o Cp(b) (ver arista usvs en la Figura 5.7), en este
caso subdividimos wv en su punto mas cercano a a o b, respectivamente.

Es facil ver que si la arista uv interseca dos veces con un circulo Cp(r), los dos
puntos de interseccion pertenecen a diferentes partes de la arista subdividida.

Una vez que ha terminado la Fase 1, aplicamos la Fase 2 en las subaristas
resultantes. Sean a’ y b’ dos puntos tales que a y b son los extremos de
los segmentos pa’ y pb/, respectivamente (ver la Figura 5.8); claramente,
a' € Cpla) y b € Cp(b). Entonces, la Fase 2 se compone de los siguientes
pasos.

Fase 2:

= Si una subarista interseca al segmento a’/, la subdividimos en el punto
de interseccion (en la Figura 5.8, ver la subarista w107 y la subarista ugv;
en la parte superior de la figura).

= Adicionalmente, si la subarista es tangente a dos circulos, la subdivi-
dimos en su punto de intersecciéon con la recta que pasa por p y es
perpendicular al eje x (ver subaristas uzv3 en Figura 5.8).

Al tomar en cuenta que tanto la Fase 1 como la Fase 2 agregan a lo més
dos puntos de subdivisién a una arista del poligono, concluimos que cada
arista es subdividida en a lo méas 5 subaristas.
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Figura 5.8: Subdividiendo por segunda vez las aristas de forma que el angulo w
pertenece a [0, 7] o a [, 27] (los discos blancos denotan puntos de subdivision).

Finalmente, es importante notar que introducimos la subdivisiéon de
aristas precisamente para preprocesar el punto actual p € S; es decir, para el
siguiente elemento de .S, ignoramos los puntos de subdivisiéon que agregamos
y comenzamos de nuevo con las aristas del poligono P (subdividido s6lo por
el eje ).

El proceso es correcto. En el Teorema 5.4 demostramos que el proceso
de subdivisién es correcto. Necesitamos el siguiente lema auxiliar.

Lema 5.2. Sea p un elemento de S y p’ el simétrico de p con respecto del
eje x.

(i) Si el punto p es tal que 0 = a.x < p.x < b.x, entonces p' pertenece al
segmento a'l’.

(ii) Para cualquier punto q € a’b tal que q # p', hay un punto r € ab para
el cual Cy(r) tiene al segmento qp como didmetro.
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Demostracion.

(1)

(i)

Primero, asumamos que p se encuentra sobre el eje z. Entonces, p’ = p.
La suposicién a.z < p.z < b.z implica que p € ab, lo que implica que
ab < a'b; ver Figura 5.10. Entonces, p € a/b/, es decir, p’ = p € d'V'.
Consideremos ahora que p no se encuentra sobre el eje x. Sea ¢ la
proyecciéon ortogonal de p sobre el eje x. Ya que a.x < p.x < b.z,
tenemos que c € ab. La recta definida por p,c (notemos que p # c)
es perpendicular al eje . Sea d el punto de interseccién de esta recta
con la recta de soporte del segmento a’t/. Ya que ¢ € ab, concluimos
que d € a’/. Ademas, debido a esta construccion, el segmento a’l/ es
paralelo al eje x, y ya que |pa| = |ad’|, la semejanza de los triangulos
con vértices p,a,cy p,a’,d implica que |pc| = |cd|. Entonces, p’ = d y
entonces p’ € a’b’.

Asumamos que p se encuentra sobre el eje z. Sea q € a/b/ con ¢ # p, y
supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ se encuentra a la izquierda
de p (el caso en que ¢ se encuentra a la derecha de p es simétrico).
Entonces, el punto medio del segmento gp esté en el segmento ap, y es
ademas el centro del tnico circulo Cp(r) que pasa por g. Por lo tanto,
Cp(r) tiene el segmento gp como didmetro.

Supongamos ahora que p no se encuentra sobre el eje . Considera
cualquier punto ¢ € a’b’ con q # p’. Sea z el punto de interseccién entre
el segmento de recta pg con el eje x (z existe porque p y a’b/, y por lo
tanto p y ¢, se encuentran en lados opuestos del eje x). Notemos que
z € ab ya que ¢ € a’t/. Entonces, por la semejanza de los triangulos Apaz
y Apad’q tenemos que [pz| = |zql; es decir, el punto z es el punto medio
del segmento pq. Por lo tanto, z pertenece al bisector perpendicular
de pg y de hecho, es el Gnico punto de interseccién entre este bisector
y el eje x. Notemos que, ya que q # p’, la recta que pasa por py ¢
(recordemos que p # q) no es perpendicular al eje z. Esto implica que
el centro r de cualquier circulo Cp(r) que pasa por ¢ coincide con z, es
decir, gp es un diametro de Cp(r). O

El Lema 5.2(ii) implica que para cualquier punto g # p’ que pertenece al
segmento o'/, el angulo correspondiente w = prq es igual a 7, donde r € ab
es el centro del circulo Cy(r) que pasa por g.

Estamos listos para demostrar el Teorema 5.4 que establece que las fases
de subdivisién 1 y 2 son correctas.

Teorema 5.4.
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(i) Al terminar la Fase 1, ninguna subarista resultante interseca algin

circulo Cp(r) para alguna r € ab en mds de un punto.

(ii) Al terminar la Fase 2, para cualquier pareja de puntos q,q (que se

encuentran en los circulos Cy(r) y Cp(r'), respectivamente) de cada

subarista resultante, los dngulos antihorarios prq y pr'q’ o bien perte-
necen ambos al intervalo [0, 7] o bien pertenecen ambos al intervalo
[, 27].

Demostracion.

(i)

Supongamos por contradicciéon que existe una subarista cd y un circu-
lo Cp(r) con r e ab que se cortan en dos puntos w; y ws. El punto p
y su simétrico p’ subdividen el circulo Cy(r) en dos arcos abiertos,
Aﬁ = Cp(r) n HpL y Af = Cp(r) n Hf‘. El primero se encuentra a
la izquierda de la recta que pasa por p y es perpendicular al eje z,
y el segundo se encuentra a la derecha de esta recta (notemos que si
p se encuentra sobre el eje z, uno de estos arcos desaparece). Enton-
ces, wi,wy deben pertenecer al mismo arco; en caso contrario, p no
se encontraria sobre el eje x y el segmento de recta wiws cortaria al
segmento de recta pp’, y entonces la subarista cd hubiera sido dividida
en la Fase 1 en su punto de interseccién con pp/. Supongamos sin pér-
dida de generalidad que w1, ws pertenecen al arco Ag. Pero entonces,
sin importar si el segmento wiwy corta el interior de Dp(a) N Dy(b)
tenemos una contradicciéon. En el primer caso, la subarista cd hubiera
sido dividida en la Fase 1 en la proyeccién ortogonal de b sobre cd; la
proyeccion de b sobre cd pertenece a Dy(a) n Dy(b) y es por lo tanto un
punto interior de wiws. En el segundo caso, la subarista cd hubiera sido
dividida en la Fase 1 en el punto de tangencia con un circulo Cy(t) con
te %; este punto de tangencia pertenece a wiwy como se muestra en
el Corolario 5.1(ii). Por lo tanto, luego de la Fase 1, ninguna subarista
resultante corta un circulo Cy(r) para alguna r € ab en méis de un
punto.

Supongamos sin pérdida de generalidad que el punto p se encuentra
arriba o sobre el eje x y que p.x = a.x; el caso en el que p.x < a.x
es simétrico de izquierda a derecha (los dngulos correspondientes son
iguales a 27 menos los angulos correspondientes cuando p.x > b.x),
mientras que el caso en el que p se encuentra debajo del eje x es simétrico
de arriba a abajo (en este caso los angulos correspondientes son iguales
a 27 menos los angulos correspondientes cuando p se encuentra arriba
del eje x).
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Sea Ry (resp. R3) el subconjunto de puntos en el cierre de la diferen-
cia Dp(a)\D,(b) que se encuentran sobre o arriba (resp. sobre o abajo)
a'l/; simétricamente, sea Ry (resp. R4) el conjunto de puntos en el
cierre de la diferencia Dp(b)\D,(a) que se encuentran sobre o arriba
(resp. sobre o abajo) @'V, ver las Figuras 5.9 y 5.10. Consideremos un
punto w sobre un circulo Cp(t) con t € ab. Ya que por el Lema 5.2(ii),
para cualquier punto g € a’b’ el segmento gp es un didmetro del circulo
con centro sobre el eje z que pasa por p,q, si w € Ry, el &ngulo antiho-
rario ptw se encuentra en [0,7]. De forma similar, si w € Ry entonces
ptw € [r, 2], si w € Ry entonces ptw € [r,27], y si w € Ry entonces
ﬁ?u € [0, 7]. Ya que ninguna subarista resultante de la Fase 2 contiene
puntos en mas de una de las regiones Rj, Ry, R3 v R4, el lema esta
demostrado. O

Figura 5.9: La particién del cierre de la diferencia simétrica D, (a) @ D,(b)
respecto del segmento a’b’ y la recta definida por p,p’ en las regiones Ry, Ry, R3
y R4 cuando el punto p no se encuentra en el eje z. Notemos que los segmentos
D3, ps', pt y pt’ son didmetros.
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Figura 5.10: La particion del cierre de la diferencia simétrica D,(a) @ D,(b)
respecto del segmento a/b’ y la recta que es perpendicular al eje = en p en las
regiones Ry, Ro, R3 y R4 cuando el punto p se encuentra en el eje x. Notemos
que los segmentos 73, ps’, pt v pt’ son didmetros.

5.3.2. El algoritmo

Estamos ahora listos para describir el algoritmo para resolver el problema
MCR-RS. El lector podré notar similitudes con el algoritmo para calcular la
suma de Minkowski de un par de poligonos simples [2]:

1. Subdividir las aristas del poligono P por el eje x.

2. Procesar cada punto p € S. Para cada punto p, subdividimos cada
arista del poligono P (que resulta del paso previo) en subaristas (ver
el proceso de division de aristas que describimos en la Seccion 5.3.1).
A continuacion, para cada subarista calculamos la curva del angulo w
con respecto de la coordenada x del centro de rotacién mientras se
mueve a lo largo de ab (ver la Ecuacion (5.1)). Finalmente, formamos
las regiones acotadas por estas curvas.

3. Construir y recorrer el arreglo de todas las regiones. Utilizando
técnicas estandar [58] construimos el arreglo de todas las regiones
para todos los elementos de S. Después, recorremos la grafica dual del
arreglo resultante para encontrar una subregion de maxima profundidad
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(o de minima profundidad, si estuviéramos interesados en la version
de minimizaciéon del problema MCR-RS). Cualquier punto en esta
subregion determina una posicion (z,0) de r y un angulo de rotacion w
que constituye una solucién al problema.

5.3.3. Complejidades de tiempo y espacio

El Paso 1 claramente nos toma tiempo y espacio O(m), y divide las
aristas del poligono en a lo méas 2m subaristas. La subdivisién al procesar
un punto p € S en el Paso 2 nos toma tiempo y espacio O(m), produciendo
O(m) subaristas: Para cada subarista w0 nos toma tiempo O(1) decidir si
sus extremos pertenecen a los discos Dp(a) y Dp(b), y para determinar si wv
interseca a los circulos Cp(a) y Cp(b), al segmento pp’, o a la recta de soporte
del segmento pp/, asi como para calcular los puntos de interseccion.

Ademas, los centros de los circulos C,(r) para r € ab, a los cuales el
segmento uv es tangente son precisamente los puntos de interseccién entre
el segmento ab y la parabola que es equidistante al punto p y a la recta
que soporta el segmento wo. Entonces, luego de procesar p obtenemos O(m)
curvas que acotan O(m) regiones. Luego de procesar todos los puntos de
S en el Paso 2 nos toma un total de tiempo O(nm) y produce un total de
O(nm) regiones acotadas por O(nm) curvas en el plano z-w. Usaremos la
Ecuacion (5.1) para demostrar el siguiente lema.

Lema 5.3. Entre cualquier par de curvas (w-x) definidas por la Ecua-
cion (5.1) tienen a lo mds 32 puntos de interseccion.

Demostracion. La idea se basa en el hecho de que un polinomio de grado
constante tiene un ntmero constante de raices. En nuestro caso, tenemos
una raiz cuadrada que tiene que ser elevada al cuadrado para ser eliminada.
Consideremos dos curvas (w-z)

W = arccos (Fyl(x) - m) y W = arc cos (W(m) + 62(36)) .

€1 (.%) 62(.7,')

Ya que un punto de interseccién entre estas curvas pertenece a ambas curvas,
tenemos que:

W = arccos (@) ++/01(2) — arccos Yo(z) £ +/02(x)
61($) EQ({L‘)
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al elevar al cuadrado dos veces para eliminar las raices cuadradas obtenemos

(@ @) —n@a@) = (4@ V) - o) Vi)

2
— (71 (x) e2(x) — v2(x) 61(:8)) — €1 (z) 62(z) — e3(z) 01 (2)
= —2e1(x) ea() \/01(x) 02()

2 2
— ((n@ @) - @ a®)’ - & b - @)
= 4 () 3(x) 61(x) da(z).  (5.3)

La dltima ecuacién es un polinomio de grado a lo méas 16 y por lo tanto,
tiene a lo mas 16 raices reales en x. Es importante notar que el valor de =
en cualquier par (w,x) que satisface la Ecuacion (5.2) satisface también el
polinomio de la Ecuacion (5.3), aunque lo contrario no es necesariamente
cierto; es decir, no todas las raices del polinomio satisface la Ecuacion (5.2).
Entonces, si sustituimos las raices reales del polinomio de la Ecuacion (5.3)
en la Ecuacion (5.1), obtenemos a lo mas 32 puntos de interseccion, debido
al operador +. ]

Por lo tanto, el niimero total de puntos de interseccion de todas las curvas
es O(n?m?). Utilizando técnicas estandar [58] podemos calcular el arreglo de
todas estas regiones en tiempo O(n?m?log(nm)), para después recorrer la
grafica dual de este arreglo y encontrar la subregiéon de profundidad méaxima.
Cualquier punto en esta subregion determina una posicién del centro de
rotacion r y un angulo de rotacién w que constituye una posible solucién del
problema. La complejidad en espacio es O(n?m?).

Teorema 5.5. El problema MCR-RS se revuelve en tiempo O(n?m?log(nm))
y espacio O(n’m?).

Notemos que los métodos descritos también son vélidos para resolver la
variante en la que se busca minimizar el nimero de puntos de S contenidos
en P. Por otra parte, el problema MCR-RS también puede resolverse en
tiempo O(n?m?log(nm)) incluso cuando restringimos el centro de rotacién
de forma que se encuentre en una recta L: Calculamos el diagrama de Voronoi
del conjunto P u S, y aplicamos el algoritmo que acabamos de describir al
segmento de L que contiene los puntos de interseccién entre L y las aristas
del diagrama de Voronoi. Finalmente, si restringimos el centro de rotacion
de forma que se encuentre en uno de un conjunto de h segmentos de recta,
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ya sea que formen una cadena poligonal o que no tengan ninguna relacién
entre si, podemos obtener trivialmente la ubicacién 6ptima de P en tiempo
O(hn®*m?log(nm)). En ambos casos, la complejidad en espacio es O(n?m?).

5.3.4. El pardmetro w como una funcién de x

Para simplificar el desarrollo matematico que resulta en la Ecuacion (5.1),
para cada punto s en el plano diferente del centro de rotacién r, definimos
un angulo ¥ con respecto de r. Sean Hy el conjunto de puntos arriba del
eje x o sobre el eje x y a la derecha de r, y H- el conjunto de puntos debajo
del eje z o sobre el eje x y a la izquierda de r. Claramente, los conjuntos Hy
y H-, son una particién de R? — {r}. Entonces,

» sis e Hy , entonces U es el angulo barrido por el rayo derecho horizontal
que parte de r mientras se mueve en sentido antihorario alrededor de r
hasta que coincide con el rayo 7§ (ver la Figura 5.11, izquierda);

» si s € H-, entonces U es el angulo barrido por el rayo horizontal
izquierdo que parte de r mientras se mueve en sentido antihorario
alrededor de r hasta que coincida con el rayo 7§ (ver la Figura 5.11,
derecha).

Notemos que para todos los puntos s en el eje z, U5 = 0. De la definicién de
s, tenemos que en todos los casos

0 <V <. (5.4)
Consideramos que los angulos antihorarios y horarios son, respectivamente,

positivos y negativos, y por lo tanto

s.x—rx |s.y] sy
Vg = —— ), Vs = = .
cos a(5.7) sgn(s.y), sen As.0) ~ d(s.r) sgn(s.y)

(5.5)

donde d(s,r) denota la distancia del punto s al centro de rotacion r, y p.x
y p.y son respectivamente las coordenadas en z y en y de un punto p, y
sgn(s.y) es el signo de s.y.

Ahora, distinguimos dos casos principales:

» El punto p y el punto de interseccion q entre el circulo Cp(r) y la
arista e = wv de P pertenecen ambos a Hy o H— (ver la Figura 5.12(a)):
si ¥, < v, entonces

w = Yy—1Y (5.6)
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Figura 5.11: La definicion del angulo ¥s para cualquier punto s # r.

en caso contrario
w = (m=10p)+m+9; = 2n+9,—19). (5.7)

= Ll punto p y el punto de interseccion q entre el circulo Cp(r) y la aris-
ta e = uv de P no pertenecen ambos a Hy o H—, (ver la Figura 5.12(b)):
en este caso,

w = (m=17p) +9g = 7+ 93—V (5.8)

Es importante observar que la definicion de Hy y H- asegura que las
ecuaciones (5.6) a (5.8) son validas para todos los casos especiales en donde

al menos uno de los puntos p y g se encuentra en el eje x, como se resume en
la Tabla 5.1.
En todos los casos se cumple que:

cos(w) = cos(¥y —V)p) = cos(Vy) cos(¥p) + sen(vy) sen(d)p)

lo que, debido a la Ecuacion (5.5) y el hecho de que d(g,r) = d(p,r), implica
que:

cos(w) = LT (Zip}aj) LYPY s on(g.y) sgn(py)

_ laz @Z) Epé;:gz_ersz.ry;liyp'y sgn(q.y) sgn(p.y)

2
x* — (qxr +px)r+qrpr+qypy
- sgn(q.y) sgn(p.y). 5.9
22 =2pxx+ (px)?+ (py)? gn(q.y) sgn(p.y). (5.9)

Por conveniencia, subdividimos cada arista que corta el eje x en este
punto de interseccion de forma que el valor de sgn(q.y) se encuentra fijo en
cada subarista sin importar donde se encuentre q.

Las coordenadas ¢q.x, q.y del punto de interseccién ¢ pueden expresarse
en términos de x considerando que ¢ pertenece a la recta que soporta la
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pE HL
pen el eje p arriba del eje ©
¥p =0 0<d,<m
qu qenelejez,ﬁq:() w=0 w=27r—v“p
= q arriba del eje z, 0 < Vg < w = 79(1 Ecuaciones (5.6) y (5.7)
qu qenelejex,0q=0 w=T w:7T—19p
K g debajodelejex, 0 < Vg <7 | W=7+ ’l9q Ecuacion (5.8)
P € H_\L
p en el eje x p debajo del eje x
¥p =0 0<d,<m
qe Il qenelejex,§q=0 W =T w=7r—19p
= qarribadel ejez, 0 < Vg <7 | W=7+ 19q Ecuacion (5.8)
qu qenelejex,§q=0 w=20 w=27r—29p
R g debajo del eje z, 0 < ¥y < T w = 19(1 Ecuaciones (5.6) y (5.7)

Tabla 5.1: El valor del angulo w para las diferentes posiciones de los puntos de
interseccion p y ¢ entre Cp(r) y la arista ww.

arista wo y que r es equidistante a ¢ y p. Lo primero implica que existe un
numero real A donde 0 < X\ < 1 tal que el vector ug es A veces el vector ud,
de lo que tenemos que

(gx —ux) = ANve—uzx) < qgzr = A(v.x—ux)+uz (5.10)

(qy—uy) = ANvy—uy) <= qy = A(vy—uy)+uy, (511)

mientras que lo segundo implica que

dQ(CL ’I") = d2(p,7”)
= (¢z—2)’+(q9)° = (pr—2)°+(py)°
— (qx)?=2zqx+ (qy)?— (px)® +2zxpx— (py)? = 0. (5.12)

Sustituyendo q.z, ¢.y de las ecuaciones (5.10) y (5.11) en la Ecuacion (5.12)
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Y

Figura 5.12: La interseccion entre C,(r) y W0 expresada en funcion de la distancia
recorrida por 7 mientras se mueve sobre ab. En las figuras se muestra un punto p
y un punto de intersecciéon ¢ entre Cp(r) y uv que, con respecto del eje x, se
encuentran (a) en el mismo semiplano y (b) en semiplanos opuestos.

obtenemos

A (v — uz) +um]2 -2z [A (v — u.z) + vz

—i—[ (v.y — u.y) —i—uy] (p.x)2+2xp.x—(p.y)2 =0
— X\ [(v.x — u.z)? + (vy — uy)Q]

—2A [z (vz —uz) —uz (v —ur) —uwy (vy — uy)]

— 2z (ux — px) + (ux)? + (uwy)? — (p2)* — (py)? = 0,

que tiene a lo mas 2 raices para A en términos de x de la forma
A = a(z) £4/8(z), (5.13)

donde a(z) y f(x) son polinomios de grado 1 y 2, respectivamente.
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Entonces, al substituir ¢.z, ¢.y y A de las ecuaciones (5.10), (5.11) y (5.13)
respectivamente, en la Ecuacion (5.9), obtenemos:

V(@) £/6(x)

cos(w) = ————~ = w = arccos(

€(x)

donde v(x), d(z), y €(x) son polinomios de grado 2, 4, y 2, respectivamente.

H

v<>i( @) 5.1

5.4. Maxima cobertura en 3D

En esta seccién extendemos las técnicas anteriores al equivalente en 3D del
problema MCR-F. Consideramos un conjunto S de n puntos en 3D, un centro
de rotacion r, y un poliedro simple (que no se corta consigo mismo) P de
complejidad m, es decir, con m caras. Identificamos las rotaciones alrededor
de r con puntos en una esfera con centro r. A continuacién mostramos coémo
extender el algoritmo que utilizamos para resolver el problema MCR Fijo:

1. Regiones de inclusion. Para cada p; € S, la intersecciéon entre la
esfera Cy,(r) con centro en r y radio [7p;| y el poliedro P resulta en
un conjunto de regiones sobre la frontera de la esfera. Estas regiones
consisten de copias rotadas de p; que se encuentran en el interior de P.

= Sin importar si P es convexo o no, cada cara puede contribuir
a estas regiones un niimero constante de veces. Por lo tanto, la
complejidad total es O(m). Notemos ademds que una region puede
tener hoyos incluso cuando P es convexo.

» Los lados de estas regiones sobre la esfera Cj, (1) son arcos circu-
lares, ya que cada uno es la intersecciéon entre una esfera y una
cara del poliedro. Cada lado puede calcularse en tiempo constante,
intersecando Cp, () con el plano que contiene la cara del poliedro.

» Para calcular las O(nm) regiones consumimos en total tiempo y
espacio O(nm).

2. Regiones de inclusion normalizadas. Sea R;; el conjunto de las
regiones de inclusién de p; € S. Consideremos la esfera unitaria S?
centrada en r y las regiones proyectadas en S2. Entonces, rotamos S? a
lo largo de p; y sus regiones de inclusion alrededor del eje z hasta que
pj se encuentre sobre el plano yz y después alrededor del eje x hasta
que p; coincida con el polo norte V. Denotemos esta rotacién con 7;.
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3. Profundidad de IN. Necesitamos calcular cuantas de las regiones que
describimos anteriormente contienen el polo norte N (en su interior o
en su frontera). Llamamos a esta cantidad la profundidad de N. Para
calcular la profundidad, realizamos un algoritmo de localizacién de
puntos en la subdivisién plana sobre la superficie de la esfera, es decir,
revisamos si el punto N pertenece a cada una de las O(nm) regiones
con un costo de tiempo O(logm) por region. La complejidad total en
tiempo es de O(nmlogm).

4. Proyeccidon estereografica. Utilizamos una proyeccion estereografica
estandar desde el polo norte NV hacia el plano tangente a la esfera en
el polo sur antipodal. El hecho de que esta proyeccién es conforme
implica que los circulos en la esfera son transformado en circulos en el
plano [94]. Por lo tanto, las proyecciones de las regiones de inclusion
7j(Rp;) tienen fronteras compuestas por arcos circulares. Debido a
que dos lados cualesquiera (que son arcos de circunferencia) de las
regiones se cortan a lo mas dos veces, el arreglo A de las regiones
proyectadas puede calcularse en tiempo y espacio O(n?m?), ya que el
ntimero total de puntos de intersecciéon entre los arcos es de O(n?m?).
Para calcular un arco proyectado procedemos de la siguiente manera:
Calculamos la proyeccion de los dos extremos y de un tercer punto
del arco (la proyeccion del punto medio del arco por ejemplo). Con
estos tres puntos proyectados calculamos el circulo que contiene el arco
proyectado ademés del mismo arco proyectado.

5. La region en A de mayor profundidad. Para realizar este célculo
trabajamos en la grafica dual del arreglo A, sabiendo que la cara exterior
no acotada de A es la cara que contenia el punto N, y por lo tanto
conocemos su profundidad. Comenzando en esta cara, realizamos un
recorrido de la gréfica dual, calculando la profundidad de cada regiéon
y manteniendo la regiéon de maxima profundidad, en tiempo total de
O(n*m?).

Luego de calcular el punto de la regién de maxima profundidad, calcu-
lamos su punto correspondiente en la esfera unitaria para conocer los
dos parametros 6, ¢ que resuelven el problema.

Teorema 5.6. El problema MCR-F3D puede resolverse en tiempo O(n?m? log(nm))
y espacio O(n?m?).
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5.5. Conclusiones

Estudiamos el problema de encontrar una rotacién de un poligono simple
de forma que cubra el maximo nimero de puntos de un conjunto de puntos
dado. Describimos algoritmos que resuelven este problema cuando el centro de
rotacion esta fijo, o se encuentra sobre un segmento, una recta, o una cadena
poligonal. Sin mucho esfuerzo, nuestros algoritmos pueden ser aplicados
también cuando el poligono tiene hoyos, y pueden ser modificados para
resolver versiones de estos problemas donde buscamos minimizar el nimero
de puntos que son cubiertos por el poligono.

Resolvimos también el problema de cobertura cuando el centro de rotacion
es un punto dado en el espacio. Dejamos como problema abierto el analogo en
el espacio del problema MCR-RS, donde el centro de rotacién debe encontrarse
en un segmento de recta dado.



Capitulo 6

IHuminacién de Brocard

Un a-reflector es una fuente de luz que ilumina una cuna del plano acotada
por dos rayos £ y r que parten de un punto x, de forma que r se obtiene al
rotar £ alrededor de x en sentido horario por un angulo a. Decimos que ¢, r
y x son respectivamente, el rayo izquierdo, el rayo derecho, y el apice del
a-reflector.

Sea P un poligono simple con vértices vy, ..., v,—1 etiquetados en sentido
horario alrededor de su frontera. Decimos que un a-reflector f; esta alineado
con una arista de P, si su apice se encuentra sobre v; y su rayo izquierdo pasa
por v;+1. El problema de la Iluminaciéon de Brocard consiste en encontrar
el angulo o mas pequeno tal que el conjunto {fo, ..., fn—1} de a-reflectores
alineados con las aristas de P iluminan el interior de P.

En este capitulo resolvemos el problema de la iluminacién de Brocard
en diferentes clases de poligonos. Describimos un algoritmo que resuelve
el problema en tiempo O(nlogn) y espacio O(n) cuando el poligono es
convexo, y un algoritmo que consume tiempo O(n?log?n) y espacio O(n?)
si el poligono es simple pero no necesariamente convexo. Cuando P es un
tridngulo, resolver este problema equivale a encontrar el punto de Brocard
de P.

118
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6.1. Introducciéon

Sean P un poligono simple y vy, . .., v,—1 los vértices de P etiquetados en
sentido horario alrededor de la frontera de P'. Un reflector con apice x € R?
y angulo de iluminacién « € [0,27) es una fuente de luz que proyecta luz
desde = hacia el interior de una regién angular de tamano «. Un reflector
de vértice sobre P es un reflector que tiene como apice un vértices de P
y que apunta hacia el interior de P. Un reflector de vértice de angulo «
estd alineado con una arista si, para toda « € [0,27), el reflector ilumina
completamente una de las dos aristas adyacentes a su vértice. El reflector esté
orientado en sentido horario o antihorario si la arista iluminada es v;v;41 0
U;U;—1, respectivamente.

Un conjunto F de n reflectores de vértices alineados con una arista
estan colocados en P en una configuracion de Brocard, si sus apices se
encuentran sobre los vértices de P en una correspondencia uno-a-uno y todos
los reflectores en F tienen el mismo angulo. La asignacion de orientaciones
de la configuracion es un etiquetado binario de los elementos de F que indican
la orientacion de cada reflector, y el dngulo de iluminacion de la configuraciéon
es el angulo de los reflectores en F.

Problema de la Iluminacién de Brocard. Encontrar una configuraciéon
de Brocard de angulo minimo para F tal que P es iluminado por los reflectores
en F. Ver la Figura 6.1.

Como un primer paso para resolver el problema de la iluminacién de
Brocard, un problema interesante es caracterizar la asignaciéon de orientaciones
en las cuales se obtiene la configuracion de Brocard de dngulo minimo.
Idealmente nos gustaria demostrar que, de las 2™ posibilidades, la asignacién
de dngulo 6ptimo contiene un tnico tipo de orientacion (horaria o antihoraria),
o puede ser facilmente caracterizada (por ejemplo, que haya el mismo tipo de
orientacion en vértices convexos o concavos). Como veremos mas adelante,
incluso si consideramos asignaciones de orientaciones de un sélo tipo, podemos
obtener variaciones no triviales de este problema al considerar que P pertenece
a una familia especifica de poligonos.

A menos que digamos lo contrario, durante este capitulo consideramos
una asignaciéon de orientaciones de un mismo tipo con una orientacién en
sentido horario.

'Por conveniencia, durante este capitulo asumimos que todas las operaciones de los
subindices se realizan en aritmética médulo n. Asumimos también que P denota la region
cerrada acotada por la poligonal cerrada definida por sus vértices.
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Figura 6.1: Un conjunto de reflectores en una configuraciéon de Brocard sobre un
poligono simple. Los reflectores estén etiquetados con 1 o 0 si estéan orientados
en sentido horario o antihorario, respectivamente. (a) Comenzando en el vértice
de mas a la izquierda y en orden circular horario, una configuracion con la
asignacion 1,1,1,0,0,1. (b) Una configuracion con la asignacion de orientaciones
0,1,0,1,0,1 para el mismo poligono.

6.2. Poligonos de Brocard

Cuando P es un tridngulo, la solucion del Problema de Iluminacion de
Brocard (en ambas asignaciones de orientaciones de tipo tnico) esta dada
por la construccién de Brocard?: Denotemos con £ y 7 los rayos que acotan la
region iluminada del reflector f que tiene apice x y dngulo «. Los rayos son
tales que, luego de rotar r por « alrededor de x, obtenemos £. Decimos que ¢
y r son respectivamente, los rayos izquierdo y derecho de f. Al incrementar
el angulo de los reflectores sus rayos eventualmente se cortan en un mismo
punto, iluminando por completo a P. Este punto es conocido como el punto
de Brocard de P,y el angulo 6ptimo de los reflectores es conocido como el
dngulo de Brocard de P3. Ver la Figura 6.2.

Sean 0; y ¢; = m — 0; respectivamente, los angulos interno y externo de P
en v, y sea x; el punto de intersecciéon entre los rayos derechos de v; y v;11.
Notemos que Zv;x;v;4+1 = ¢;+1 y por lo tanto, mientras incrementamos el
angulo de los reflectores, el punto z; describe un arco de circunferencia que
conecta v; v v;41 que es tangente a U;110;52 en v;41. Al extender este arco
obtenemos un circulo ¢; que es conocido como el circulo adjunto de P para
los vértices v; y vi41. Ver la Figura 6.3.

2En un trabajo relacionado se encontré que la construcciéon de Brocard también puede
utilizarse para resolver un problema de iluminacién similar [48].

3Una referencia clasica para la motivacion y los resultados iniciales sobre la construccion
de Brocard puede encontrarse en Bernhart [31]
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U3

U1

(a)

Figura 6.2: La configuracion de Brocard en sentido horario. El angulo de Brocard
es etiquetado con w y el punto de Brocard con Q.

Figura 6.3: (a) La recta r] (que es paralela a 1) hace evidente que r1 y 7o serfan
paralelos a U703 y U203 respectivamente, si los rotamos en sentido antihorario por
« alrededor de x1. En otras palabras, los angulos formados por 71 y 72 son iguales
a los angulos formados por U103 y U203 y por lo tanto, Zvjz1vg = ¢a. (b) El
grupo de circulos adjuntos en sentido horario y el punto de Brocard.

Describimos a continuacién propiedades bien conocidas de la configuracion
de Brocard.

Lema 6.1 (Identidad de Brocard). El dngulo de Brocard de un tridngulo
satisface la ecuacion

cot w = cot 01 + cot Oy + cot O3.

Corolario 6.1. El dngulo de Brocard de un tridngulo siempre es menor o
igual que §. La igualdad se alcanza cuando el tridngulo es equildtero.

Podemos obtener directamente una generalizacién de la construccion de
Brocard a un poligono convexo de n lados. El punto de Brocard es un punto @)
en el interior de P tal que w = ZQu;v;41 = ZQu;11v;+2 para toda 0 < i < n,
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donde w es el angulo de Brocard de P. El punto de interseccién entre los rayos
derechos de reflectores consecutivos se encuentra sobre el circulo adjunto
que conecta v; y vi+1 e igual que antes, el circulo es tangente al segmento
Tit1Vi+2 en v;+1. La construccion de Brocard de sentido antihorario se define
analogamente.

Del grupo de circulos adjuntos podemos deducir que, a diferencia de los
tridngulos, la solucién al problema de la iluminacién de Brocard no siempre
estd dada por la construcciéon de Brocard. En un poligono de Brocard (un
poligono convexo con al menos un punto de Brocard), el grupo de circulos
adjuntos tienen un punto en comun. Una familia de poligonos con esta
propiedad son los poligonos regulares: en un poligono regular el punto de
Brocard es su centro, y el angulo de Brocard es igual a la mitad de su angulo
interno. En contraste, los circulos adjuntos de cualquier rectangulo no se
cortan en un mismo punto. Ver la Figura 6.4.

Figura 6.4: (a) La construccion de Brocard de un pentagono regular. (b) Un
rectangulo no es un poligono de Brocard.

La existencia del punto de Brocard horario no implica la existencia del
punto de Brocard antihorario. Consideremos por ejemplo el hexagono no
regular presentado por Ben-Israel y Foldes 28| que es definido por los vértices
V1 = (0,—1) , V2 = (1,—1) ,V3 = (%,—%) , Vg = (%, %) , V5 = (1, %), y un
vértice vg en el punto interseccién de la recta que pasa por vs con pendiente 1
y el circulo unitario con centro en (0,0). El 4ngulo de Brocard antihorario es
igual a 7 y el grupo de circulos adjuntos horarios no se cortan en un mismo
punto. Ver la Figura 6.5.

Consideremos ahora el triangulo Av;v;41Q (ver la Figura 6.6). Por la ley
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Figura 6.5: Un hexdgono que no tiene punto de Brocard horario. (a) El grupo
de circulos adjuntos antihorarios. (b) El grupo de circulos adjuntos horarios.

de los senos tenemos
a; Qg1 Si

sen(w + ¢;p1) senw  sen i

donde a; = ||Qu;|, s; = |[viviz1l, ¥ ¢i es el angulo externo de P en v;.

Vit+2

Figura 6.6
La divisién afljl es entonces igual a
1
a; sen(w + ¢i41)
Ait1 sen w

y entonces, el producto de todas las divisiones similares en P es igual a

n—1

H .
@ @1 Gp2 Gn-1 _ i:osen(w+¢l) _q
a1 az  ap—1 ap (senw)" ’
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y por lo tanto
n—1
'Ho sen (w + ¢;) = (senw)"”
1=

o equivalentemente

n—1

Z.I_IO (cos ¢; + cotw - sen ¢;) = 1. (6.1)

Podemos considerar la Ecuacion (6.1) como el anélogo para poligonos

convexos de la identidad de Brocard para triangulos®. La misma ecuacion se
obtiene si consideramos una asignacién de un sélo tipo con una orientacién
en sentido antihorario. En el siguiente lema se muestra que la Ecuacion (6.1)
no so6lo establece una condicién necesaria, sino también suficiente para que
un poligono convexo tenga un punto de Brocard.

Lema 6.2 (Bernhart [31]). Sea ® = {¢y, ..., Pn—1) una secuencia de dngulos
tales que 0 < ¢o,...,Pn—1 < T Yy Po + -+ + ¢pn_1 = 2m. Un poligono de
Brocard siempre puede ser construido usando ® como secuencia de dngulos
externos con un dngulo de Brocard que satisface la ecuacion

jH; (cos ¢; + cotw - sen ¢;) = 1.

El 4ngulo de Brocard de un poligono con un punto de Brocard horario (resp.
antihorario) esta entonces determinado por sus dngulos externos. Ademaés,
es facil ver que si P tiene ambos puntos de Brocard, entonces sus dngulos
de Brocard correspondientes son iguales. Finalmente, ya que el orden de los
angulos no es relevante en la Ecuacion (6.1), podemos crear n! poligonos
de Brocard con el mismo &dngulo de Brocard a partir de un conjunto de n
adngulos, donde cada uno corresponde a una permutacién de los dngulos en
el conjunto. La siguiente cota superior puede obtenerse de la secuencia de
productos que nos lleva a la Ecuacién (6.1)5.

Lema 6.3 (Besenyei [32]). El dngulo de Brocard de un poligono convezo de
n lados es menor o igual a 5 — T. La igualdad se alcanza cuando el poligono
es regular.

*Aunque tanto la Ecuaciéon (6.1) como la identidad de Brocard relacionan los dngulos
exteriores -o interiores- con el 4ngulo de Brocard de un poligono convexo, no parece posible
(o al menos no directamente) obtener la identidad del Lema 6.1 a partir de la Ecuacion (6.1)
considerando que n = 3.

SEl “producto circular” que resulta en la Ecuacion (6.1) se obtiene de una generalizacion
para poligonos del Teorema de Ceva. El caso en el que las cevianas no son concurrentes
resulta en una generalizacion estudiada por Ben-Israel y Foldes [27]. De esta generalizacion,
el Lema 6.3 y otras desigualdades relacionadas se obtienen como un caso particular donde
las cevianas cumplen con la restriccién de Brocard.
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Un poligono armdnico es un poligono ciclico con un punto p en su interior
tal que, para cada arista del poligono, la longitud del segmento que conecta
p con su proyecciéon ortogonal sobre la arista es proporcional a la longitud de
la aristaS.

Lema 6.4 (Casey [41]). La familia de poligonos con ambos puntos de Brocard
(horario y antihorarios) es la familia de poligonos armdénicos.

6.3. Poligonos convexos

La existencia de una solucién para el problema de la iluminacién de
Brocard no depende de que P sea un poligono de Brocard. Sean f; el reflector
en v;, B5 el angulo interior mas pequeno de P, y « el angulo de la configuraciéon
de Brocard. Notemos que los reflectores en F no cubren P cuando o =0,y P
es iluminado completamente por fs cuando o = 6. Por lo tanto, sin importar
si P es un poligono de Brocard, por continuidad hay un angulo w, tal que P
no esta cubierto para cualquier « € [0,w,), y estd completamente iluminado
para todo a > w,. Decimos que w,,, el &ngulo 6ptimo de la configuracion de
Brocard, es el angulo de pseudo-Brocard de P.

Observacion 6.1. Todo poligono convexo tiene un dngulo de pseudo-Brocard
horario y uno antihorario.

Para toda 0 < a < wy, la region obscura de P es el poligono convexo

Pila)=P\(Pn(fou---uU fno1))

en el interior de P que todavia no es iluminado por los reflectores en F,
donde el angulo de la configuracién de Brocard es igual a . Recordemos
que z; es el punto de intersecciéon entre los rayos derechos de f; v fiv1, v ¢
es el circulo adjunto que conecta v; con v;11. Denotamos con a; al segundo
punto de interseccién entre ¢; y ¢;y1, con «; al angulo Za;v;v;41, y con £; al
angulo que pasa por v; y v;4+1. Ver la Figura 6.7.

Supongamos que «q es el angulo mas pequenio en «g,...,a,_1. Para
cualquier v € (0, ap), cada punto z; cae en el circulo adjunto ¢; y Py(«) tiene
los puntos x, ..., xn,—1 como vértices. Al incrementar « hacia aq el poligono

5Un extenso conjunto de propiedades y caracterizaciones de los poligonos arménicos
puede encontrarse en el articulo de Casey [41].

"Los poligonos Py Py(a) son semejantes si P es un poligono de Brocard, ya que los
tridngulos formados por el haz de rayos con origen en el punto de Brocard y que pasan por
los vértices de P son semejantes a los triangulos formados analogamente con los vértices
de Pi(a).
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Figura 6.7: (a) La region obscura de P, el circulo adjunto ¢;, y el punto de
interseccion z; entre los rayos derechos f; y fit+1. (a) Los circulos adjuntos ¢; y
Ci+1, su segundo punto de interseccion a;, y la recta ¢;.

P;(«) se encoge, ya que para toda 0 < i < n los puntos ; y ;41 se mueven
sobre ¢; y ¢;j+1 respectivamente, acercandose a a; (Figura 6.8(a)). Cuando
a = qqp tenemos que xg = x1 = ag; es decir, la arista Tgx; degenera en un
punto. Notemos que el rayo derecho de f; no participa en la frontera de
Py(a), por lo que f1 puede ser “apagado” sin que cambie el area iluminada
de P. Mientras incrementamos « desde 0 hasta 6, decimos que g es un
evento de apagado. Ver la Figura 6.8(b).

(a)

Figura 6.8: (a) La configuracion para algin « € (0, ap). El angulo g es el mas
pequefio en «g,...,a,—1. (b) Cuando a = ap tenemos que ag = zg = x;1. El
rayo derecho de f; no participa en la frontera de Pj;(ayp).

Sea ¢ un angulo tal que el primer evento de apagado después de aq es
mayor que ag + €. Los vértices de Py(ap + ¢) son x(g2), ¥2, ..., Tn-1, donde
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Z(,2) es el punto de interseccion entre los rayos derechos de fo y f2. Los
rayos derechos de fo y fo forman angulos iguales a los formados por ¢y y
{2 y entonces, z(g9) cae en el arco circular que conecta vy y vg con éngulo
7 — Zv2v (g 2)v0, donde v(g 9) es el punto de interseccion entre £g y £2. Decimos
que el circulo ¢(g2) que contiene este arco es el circulo adjunto de P para los
vértices vy y vo. Notemos que LUQU(OQ)UO =T — ngx(og)vg y entonces, los
puntos vo, v2, T(g,2), ¥ V(0,2) S€ encuentran sobre ¢ o). Ver la Figura 6.9.

Figura 6.9: La configuracion cuando ag + ¢ y el circulo adjunto ¢ (g o).

Si seguimos incrementando «, el siguiente evento de apagado esta dado por
el angulo méas pequeno en el conjunto aq, ao,...,a,_1 de angulos calculados
luego de reemplazar ¢ y ¢1 por ¢(g2) en el conjunto de circulos adjuntos de
P. Es decir, calculamos «q utilizando ahora el segundo punto de intersecciéon
entre ¢p—1 y €(0,2), Y an—1 utilizando el punto de interseccion entre c(g9) y
ca. Ver la Figura 6.10.

Claramente, lo siguiente es verdadero en cada evento de apagado: los
vértices de Py(a) se reducen en uno, tres elementos son eliminados de la
secuencia de angulos (uno de ellos es el evento de apagado actual), y dos nuevos
elementos son agregados. Mientras incrementamos « hacia 65 eventualmente
llegaremos al valor de a donde los circulos adjuntos restantes se intersecan
en un mismo punto [27], es decir, cuando « es la soluciéon al problema de
iluminaciéon de Brocard. Este proceso naturalmente nos lleva al siguiente
algoritmo para obtener el punto y el &ngulo de pseudo-Brocard de un poligono
convexo.

1. Calcular el conjunto ay, ..., ay—1. Reetiquetar el conjunto para obtener
la secuencia A = oy, ..., q;, , de angulos en orden creciente.

2. Realizar los siguientes pasos hasta que el primer y dltimo elementos en
A sean iguales (es decir, cuando todos los circulos adjuntos comparten
un punto).
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()

Figura 6.10: La configuracién durante el cambio en el conjunto de circulos
adjuntos en un evento de apagado. (a) Antes del evento de apagado. (b) En
el evento de apagado. (¢) Después del evento de apagado. Notemos los nuevos
puntos de interseccion inducidos por c(g 2). (d) El siguiente evento de apagado
es o, donde x; = xj41 = aj.

a) Eliminar de A el angulo «;, (el mas pequeno en la secuencia).

b) Calcular el circulo Clig,io+2)> Y los puntos de interseccion entre
Cio—1Y Clig,ig+2)> ¥ €NtIC Cig ig42) Y Cig+2-

¢) Eliminar de A los angulos ai,—;, iy, v @jy+1. Agregar a A los
angulos correspondientes a los puntos de interseccion entre ¢;,—1,
Cig,io+2)1 Y Cig+2-

El Paso 1 nos toma O(nlogn), ya que podemos calcular el conjunto
ag, .. .,anp—1 en tiempo O(n). De la discusion previa, es claro que el Paso 2
se realiza a lo méas O(n) veces: A comienza con n elementos, y en cada
evento de apagado sus elementos se reducen en uno. Si almacenamos A en
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un arbol balanceado de busqueda, los Pasos 2a y 2¢ (los mas costosos del
Paso 2) consumen tiempo O(logn), para un tiempo total de O(nlogn). De
este anélisis obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.1. El punto y el dngulo de pseudo Brocard de un poligono convexo
puede calcularse en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

Sea F' < F el conjunto de reflectores de vértice en una configuracion de
Brocard sobre P cuyos rayos derechos se cortan en el punto de pseudo-Brocard
cuando su angulo de apertura es igual al angulo de pseudo-Brocard. Notemos
que s6lo un nimero constante de reflectores en F’ son necesarios para iluminar
P. En efecto, podemos cubrir el plano con dos semiplanos si sus lineas de
soporte son paralelas entre si, y tres semiplanos son suficientes si ningtn
par de ellos tienen lineas de soporte paralelas entre si. Describimos estas
propiedades en el siguiente lema, ya que nos permite comparar la iluminacién
de Brocard con tipos relacionados de iluminacion [60, 116] que expresan su
optimalidad en términos de la suma de la apertura de los angulos de los
reflectores que se requieren para iluminar un poligono.

Lema 6.5. Utilizando la iluminacion de Brocard, tres reflectores son siempre
suficientes y a veces necesarios para para iluminar un poligono convexo. Ver
Figura 6.11.

P4

p1

p3

P2

(a) (b)

Figura 6.11: Cualquier rectangulo es iluminado por dos reflectores. La tltima
region iluminada es un segmento. El punto de pseudo Brocard es cualquier
punto en este segmento. (a) El rectangulo no esta completamente iluminado
cuando o < w. (b) El rectangulo esta cubierto cuando o = w.

Ya que el punto y el &ngulo de pseudo-Brocard pueden obtenerse utilizando
un nimero constante de reflectores, creemos que es posible obtenerlos en
tiempo O(n). Como trabajo futuro tenemos la caracterizacion de poligonos
con un sélo angulo de pseudo-Brocard.
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6.4. Poligonos simples

En esta seccidon estudiamos el problema de la iluminacién de Brocard
en poligonos simples que no necesariamente son convexos. Comenzamos
generalizando las observaciones que hicimos en la Seccién 6.2 en el siguiente
lema.

Lema 6.6. El dngulo de iluminacion de Brocard de P estd determinado
por tres rayos i, rj Yy ri que se intersecan en un punto interior de P (Fi-
gura 6.1(a)), o por dos rayos r; y r; que coinciden en un segmento U;U;
(Figura 6.12(b)).

Vi

Figura 6.12: Iluminacién de Brocard en poligonos simples. Las flechas indican
la apertura de los reflectores. (a) Una solucion al problema de Brocard dada
por tres reflectores en los vértices v;, v; y vg. Sus rayos derechos estan por
intersecarse en el punto de Brocard, indicado en blanco. (b) Una solucién al
problema de Brocard dada por dos reflectores en los vértices v; y v; con rayos
paralelos entre si. Sus rayos derechos estan por coincidir en el segmento v;v;.
La tltima region iluminada es un segmento de recta, por lo que hay un niimero
infinito de puntos de Brocard. Uno de ellos se indica en blanco.

Dados dos puntos p y ¢ en el interior de P, decimos que p es visible desde
q si el segmento que conecta p con ¢ estd completamente contenido en P. El
poligono de wvisibilidad de un vértice v; es el conjunto de puntos en el interior
de P que son visibles desde v;. Definimos el poligono de a-visibilidad de v;
como el poligono simple P;(«) formado por los puntos en el interior de P que
son visibles desde v; a través de f;. Basado en el Lema 6.6 realizamos una
bisqueda binaria. Describimos a continuaciéon el algoritmo.
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1. Angulos candidatos. Con base en las condiciones del Lema 6.6, cal-
culamos el conjunto A de O(n?) angulos candidatos de iluminaciéon
de Brocard. Luego de calcular los angulos candidatos, ordenamos los
elementos de A en orden creciente.

a)

Agregamos a A los angulos dados por los puntos de interseccion
Q(i,j,k) entre todas las tripletas de los circulos c(; j), ¢(jx) ¥ ¢(j k)
tales que Q)(; jx) se encuentra en el interior de P. Estos angulos
candidatos cubren el caso donde tres rayos coinciden en un punto
y ninguno de ellos pasa por un segundo vértice de P, como se
muestra en la Figura 6.13.

Figura 6.13: Una solucién al problema de Brocard dada por tres reflectores en
los vértices v;, v; ¥ vi. Sus rayos derechos estan por intersecarse en el punto de
Brocard (indicado en blanco) y ninguno de ellos pasa por otro vértice.

b)

Por cada par (v;,v;) tal que v; es visible desde v; y v; es concavo,
anadimos a A el angulo Zv;v;v;11. Estos angulos cubren el caso
donde tres rayos 7,7 y 7 coinciden en un punto y al menos uno
de ellos pasa por otro vértice de P. Ver Figura 6.12(a), donde r;
parte de v; y pasa por un segundo vértice del poligono.

Por cada par (v;,v;) tal que v; es visible desde v; y v;51 es
paralelo a 7;v;471, anladimos a A el &ngulo Zv;v;v;11. Estos angulos
candidatos cubren el caso donde dos rayos 7;,r; coinciden en el
segmento U;0;. Ver la Figura 6.12(b).

2. Procesar poligonos de visibilidad. Calcular el poligono de visibili-
dad P; de cada vértice v;, y el conjunto S de puntos de interseccion de
todos los segmentos de recta dentro de P inducidos por los poligonos

Py, .

.., Ph_1. Es facil ver que hay O(n) puntos de interseccion para cada

par (P;, P;) y por lo tanto, hay O(n?) elementos en S. Para finalizar
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este paso, agregamos los vértices de P a S y ordenamos después los
elementos de S en orden creciente de acuerdo con su coordenada en x.

3. Basqueda binaria. Realizamos una btisqueda binaria en los elemen-
tos de A. En cada iteracion, determinamos si los reflectores en F(«)
iluminan el interior de P para el valor actual de « y asi decidir en cual
de las dos partes de A realizar la basqueda recursiva.

Para saber si F(«) ilumina todo el interior de P, calculamos la uniéon
de los poligonos Py(«),. .., P,—1(a) para el valor dado de « realizando
un barrido de linea como sigue;

a) Utilizamos los elementos del conjunto (ordenado) S como eventos
de parada.

b) Mantenemos las intersecciones entre la linea de barrido, P, y
el conjunto Py(a),..., P,—1(a). Estas intersecciones forman un
conjunto de intervalos en la linea de barrido, y representan el
interior de P y el 4rea iluminada por los reflectores en F(«) para
el valor actual de . Notemos que los intervalos no son disjuntos
entre s{ y que varios intervalos pueden compartir un extremo.

¢) Ignoramos los eventos que corresponden a puntos que no pertene-
cen a un poligono de a-visibilidad para el valor actual de «, ya
que no pertenecen a la union de los poligonos Py(«), ..., Pp_1(a).

d) Basado en los intervalos sobre la linea de barrido, decidimos si el
valor actual de « es suficiente para iluminar el interior de P.

Analisis del algoritmo. El Paso 1 nos toma tiempo O(n3logn) y espacio
O(n?). En el Paso la usamos ray-shooting para saber si los segmentos
Qi jk)Vz> T € {i,],k}, se encuentran en el interior de P, gastando tiempo
logaritmico por tripleta. En los Pasos 16 y 1¢ calculamos primero la grafica
de visibilidad de P en tiempo O(n?), para luego obtener el angulo en tiempo
constante por cada pareja de vértices que son adyacentes en la grafica.
Finalmente, cuando hemos agregado los O(n?) angulos candidatos, ordenar
los elementos de A nos toma tiempo O(n>logn).

El Paso 2 consume tiempo O(n3logn) y espacio O(n?). La biisqueda
binaria del Paso 3 es el paso mas costoso del algoritmo: En cada una de las
O(logn) iteraciones, realizamos un barrido de linea en un conjunto ordenado
de O(n?) eventos de parada, y nos toma tiempo O(log n) procesar cada evento.
Es decir, nos toma tiempo O(n3-logn-logn) = O(n3log®n) y espacio O(n3).
De este analisis obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.2. El dngulo de iluminacion de Brocard de un poligono simple
puede calcularse en tiempo O(n>log®n) y espacio O(n?).

Nuestro enfoque para resolver el problema de iluminaciéon de Brocard para
poligonos simples esta basado en el calculo eficiente de la unién del conjunto
de poligonos de a-visibilidad para un valor dado de a.. Ya que no necesitamos
calcular la union de estos poligonos (en contraste con decidir si la union
ilumina el interior de P), creemos que nuestra cota de tiempo O(n?log?n)
puede ser mejorada, aunque no parece un problema facil de resolver.

6.5. Cotas del dngulo de Brocard

En problemas de iluminacién es comiin utilizar el naimero de lamparas
necesarias para iluminar un poligono como medida de eficiencia. Cuando se
estudian problemas de iluminacién con reflectores, cominmente se considera
ademas el “poder total”, es decir, la suma de las aperturas de los reflectores
que iluminan el poligono. Terminamos este capitulo con algunas reflexiones
sobre el nimero de reflectores y el poder total requerido para resolver los
problemas de iluminacién de Brocard que estudiamos anteriormente.

En un poligono convexo es facil obtener una cota de 3 en el angulo de
iluminacion de Brocard. Por lo tanto, tres reflectores son siempre suficientes
para iluminar el poligono utilizando a lo mas %7’[‘ de poder total. En un

poligono de Brocard, de la cota o, < § — 7 obtenemos un poder total de a
lo mas m(3 — 2).

Se sabe que un poligono simple puede iluminarse utilizando m-reflectores
de vértice [59]. Sin embargo, si los reflectores estéan alineados con una arista
no es dificil demostrar que un dngulo de apertura de 7 no siempre es suficiente
para iluminar el interior del poligono. Ya que un poligono simple que requiere
un nimero lineal de reflectores alineados con una arista no es dificil de obtener,
requerimos en este caso un poder total de Q(mn).

6.6. Conclusiones

Hemos explorado una variante de la iluminacién tradicional de poligonos
con reflectores. En esta variante utilizamos un tipo especial de reflectores que
llamamos “alineados con una arista”’. Cuando resolvemos nuestro problema
en un tridngulo, la solucién equivale a calcular el punto de Brocard del
tridngulo. Por lo tanto, nuestra variante puede ser considerada también como
una generalizacion de las propiedades de Brocard en triangulos a poligonos
simples no necesariamente convexos.
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En los poligonos de Brocard, podemos resolver el problema de la ilumina-
cién de Brocard en tiempo lineal. La clase de poligonos de Brocard es la clase
de poligonos armonicos. Como trabajo futuro tenemos la caracterizaciéon de
poligonos con un sé6lo angulo de pseudo-Brocard. En poligonos convexos el
punto y el angulo de pseudo-Brocard pueden obtenerse utilizando un ntimero
constante de reflectores. Por lo tanto, creemos que es posible calcularlos en
tiempo O(n). En poligonos simples, nuestro enfoque para resolver el problema
de iluminacién de Brocard esta basado en el célculo eficiente de la unién del
conjunto de poligonos de a-visibilidad para un valor dado de a. Ya que no
necesitamos calcular la uniéon de estos poligonos (en contraste con decidir si
la union ilumina el interior de P), creemos que nuestra cota de O(n?log?n)
tiempo puede ser mejorada, aunque no parece un problema facil de resolver.
En particular, el ejemplo que mostramos en la Figura 6.14 puede reproducirse
en otras clases de poligonos.

Con el objetivo de ajustar mas la complejidad en tiempo entre los poligonos
convexos y los simples, un camino que podemos explorar es estudiar el
problema en otras clases de poligonos. Algunas posibles clases son los poligonos
O-convexos, o los poligonos angostos [113, 114]. Creemos que en el caso
particular de los poligonos orto-convexos, la complejidad de la unién de los
poligonos de a-visibilidad es O(n?).
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Figura 6.14: La unién de poligonos de a-visibilidad tiene complejidad O(n?).
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Conclusiones y trabajo futuro

Convexidad con orientaciones restringidas. Un resultado en vias de
ser publicado es la relacién de contencién entre cierres O-convexos de conjun-
tos de puntos en el plano. Dados dos conjuntos disjuntos R y B de n puntos
rojos y m puntos azules en el plano, calculamos los valores de 6 para las cuales
el cierre Op-convexo de R no contiene puntos azules en su interior. Nuestro
algoritmo toma tiempo O(knlogn) y espacio O(kn). De forma similar a
los problemas que estudiamos en capitulos anteriores, nuestro algoritmo es
o6ptimo cuando k es una constante.

Otro problema que se encuentra en proceso es el de mantener el diagrama
de Voronoi de un conjunto de puntos en el plano en la métrica Lo. La
intenciéon de este trabajo es aplicar el algoritmo resultante a problemas
relacionados, como el calculo del cuadrado vacio méas grande en todas las
orientaciones del plano. Algunas extensiones interesantes son la utilizacion
de otras figuras dependientes de la orientacién como medida de proximidad.
La opcién mas natural son los poligonos con orientaciones restringidas.

Dos direcciones que faltaron por explorar son extensiones en el espacio
del cierre O-convexo y extensiones de visibilidad e iluminacién. En la primera
linea estoy interesado en estudiar el problema de calcular y mantener el cierre
convexo rectilineo de un conjunto de puntos en el espacio cuando variamos el
sistema, coordenado. A pesar de contar con un nimero constante de elementos
en el conjunto de orientaciones, el problema parece de por si suficientemente
complicado. En la segunda linea estoy interesado en trabajar en extensiones de
los modelos actuales de visibilidad ortogonal. Comencé con algunos resultados
explorando problemas de testigos y de guardias independientes. Mi intencién
es explorar versiones crométicas o con nuevos modelos de visibilidad con
orientaciones restringidas.

135
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Captura de puntos. En este tema, la pregunta natural es saber si la
complejidad en tiempo de nuestros algoritmos puede mejorarse. En particular,
serfa interesante saber si existe un algoritmo que en tiempo cuadratico resuelva
el problema de rotar un poligono simple hasta que contenga el maximo nimero
de puntos de un conjunto dado, cuando el centro de rotacién se restringe a
un punto.

Una variante interesante por explorar es el diseno de estructuras de datos
que permitan hacer preguntas dindmicamente. En esta variante permitimos
preprocesamiento en el poligono y el conjunto de puntos, de forma que
podamos especificar una curva (o region) de restriccion del centro de rotacion.
El objetivo es obtener lo mas rapido posible el valor del angulo de rotaciéon
que resuelve el problema.

TIluminacién de Brocard. El trabajo en progreso méas inmediato es deter-
minar la complejidad del problema de iluminacién de Brocard para poligonos
convexos. Nuestra conjetura es que el problema puede resolverse en tiempo
lineal, aunque no hemos podido obtener un algoritmo, o la demostraciéon de
una cota inferior superlineal. Con el objetivo de ajustar més la complejidad
en tiempo entre los poligonos convexos y los simples, un camino que podemos
explorar es estudiar el problema en otras clases de poligonos. Algunas posibles
clases son los poligonos O-convexos o los poligonos angostos. Creemos que en
el caso particular de los poligonos orto-convexos, la complejidad de la unién
de los poligonos de a-visibilidad es O(n?).

En el caso de poligonos simples, un problema interesante es determinar
lo méas eficientemente posible si la unién de un conjunto de reflectores cubre
un poligono. En espiritu, este problema es una variante del problema de
determinar si un conjunto de semiplanos tiene una interseccién no vacia. Es
sabido que este ultimo problema puede resolverse en tiempo lineal.

Otro problema interesante es el de explorar extensiones de la iluminacion
de Brocard en el espacio. La primera dificultad es determinar (o investigar si
tiene sentido) el equivalente del orden horario o antihorario de los reflectores.
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