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Introduccion

En 1973 R. Penrose presenté un argumento en el que expresé que la masa
total de espacio-tiempo que contiene un hoyo negro con horizonte de eventos
de area total A deberia de ser por lo menos y/A/167. Lo que en principio
pareceria una aseveracion solamente fisica, se transforma en una variedad
de hermosas desigualdades en geometria lorentziana como es el caso de la
llamada desigualdad de Penrose.

Dicha desigualdad puede ser escrita desde un punto de vista geométrico
como sigue.

Desigualdad Riemanniana de Penrose. Sea (M?3,g) una 3-variedad
riemanniana completa con curvatura escalar no negativa que es armonica-
mente plana en el infinito con masa total m y con superficie minima extrema

exterior X de area A. Entonces
[ A
m > —
- 167

donde la igualdad se cumple si y solo si (M3, g) es isométrico a la variedad
de Schwarzschild (R3 — {0}, (1 + %)4%) fuera de su respectiva superficie
minima extrema exterior.

En esta tesis se exponen los resultados obtenidos en [1] por Simon Brendle
y Mu-Tao Wang. En [1] se presenta primero dos conjeturas respecto a la
desigualdad de Penrose para 2-superficies espaciales, cerradas, orientables,
difeomorfas a S? y encajadas en diferentes espacios ambiente. Primero se
supone una 2-superficie X encajada en el espacio de Minkowski. Ademas, si
> es convexa y nula al pasado, en el sentido de que la hipersuperficie nula al
pasado generada por X es U™, entonces se satisface

- / (T, To)dp > /1675 1)

donde Ty € R es un vector temporal dirigido al futuro tal que (Tp, Tp) = —1.
Segundo, se supone a Y encajada en el espacio de Schwarzschild. Si la
hipersuperficie nula al pasado generada por ¥ es C'°°, entonces la siguiente

A%
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desigualdad es cierta

—/<f, Ay dp + 16wm > /167|3, (2)
P

donde m es la masa total del espacio de Schwarzschild.

Por ultimo se presenta la parte principal, un teorema que nos da las
condiciones bajo las cuales se satisface la desigualdad (2). Aqui nuevamente
se supone que X es difeomorfa a S2, espacial, estrellada y semi-conveza,
ademas estd encajada en una hipersuperficie IV en el espacio de Schwarzschild
de dimensién 4. Entonces la desigualdad (2) se cumple en los siguientes casos:
1) que N sea espacial totalmente geodésica; 2) que N sea espacial totalmente
umbilica; 3) que N sea nula y por ultimo; 4) que N sea temporal estdtica
CONVeLa.

Por lo que el objetivo de esta tesis es el de desarrollar a detalle este
teorema para lo cual nos armaremos de las herramientas necesarias para
dicho cometido.

En el primer capitulo iniciamos con un breve repaso referente de la geo-
metria lorentziana, que es la geometria que se usard en este trabajo. Se re-
cuerda definiciones como: forma bilineal, indice, métrica de Lorentz y, por
supuesto, variedad de Lorentz. Asi también se aborda el caracter causal de
los vectores y subespacios tangentes junto con algunas caracterizaciones y
propiedades de estos ultimos. Al final de la seccién se expone lo esencial de
ciertos conceptos que necesitaremos durante el desarrollo de este trabajo, los
cuales son: campo vectorial Killing y tensor de curvatura.

En el capitulo dos abordamos temas referentes a la geometria extrinseca
tales como las hipersuperficies totalmente geodésicas y totalmente umbilicas.
De las cuales recordamos la definicién y propiedades que usaremos mas ade-
lante. Ademas se expone el campo vectorial de curvatura media que es uno
de los conceptos fundamentales de este trabajo. En las tltimas secciones de
este capitulo se desarrollan dos temas importantes que seran de mucha ayuda
para construir la métrica de Schwarzschild en el siguiente capitulo. Primero
estan los productos alabeados, que nos dan la geometria de una variedad
producto en términos de sus componentes y de una cierta funciéon de valores
reales. Por tltimo vienen los espacios estaticos, que es una de las particu-
laridades del espacio de Schwarzschild, en el cual se supone una fuente de
gravedad estatica.

En el capitulo tres nos enfocamos en el espacio de Schwarzschild, expli-
camos la construccion de su métrica y las caracteristicas més importantes de
este espacio. Nos estaremos apoyando de manera importante en los conceptos
expuestos en las seccién anterior. En la tltima seccion se da una breve intro-
duccion al espacio de anti-deSitter-Schwarzschild. Aqui también se presenta
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un teorema que nos proporciona una desigualdad para una hipersuperficie
de dimension tres en el espacio de anti-deSitter-Schwarzschild. Esto tltimo
puede ser consultado en [2] realizado por Simon Brendle, Pei-Ken Hung y
Mu-Tao Wang.

Finalmente en el capitulo cuatro, y ultimo, iniciamos presentando la de-
sigualdad de Penrose en dos diferentes espacios ambiente. Primero en el espa-
cio de Minkowski como una forma de introduccién a esta desigualdad. Luego
se presenta la segunda conjetura; ahora en el espacio de de dimension cua-
tro. Esta serd la desigualdad que nos interesara en este trabajo, y a la cual
llamaremos desigualdad de Gibbons-Penrose. En la tercera seccién se expone
el teorema que nos dice bajo qué condiciones se satisface la desigualdad de
Gibbons-Penrose. Aqui se supondra que Y esta encajada en una hipersuper-
ficie del espacio de Schwarszchild y veremos que la desigualdad se cumple si
la hipersuperficie es:

= espacial totalmente geodésica,
= espacial totalmente umbilica,
= nula,

= estatica convexa.

El teorema lo dividimos en cuatro casos distribuidos en cuatro subsecciones,
una para cada caso..

Antes de comenzar con la exposicién de esta tesis es necesario hacer al-
gunas observaciones:

= La mayor parte de la teoria de los capitulos uno, dos y tres esta basada
en (3], por lo que la notacién, definiciones, proposiciones y teoremas
seran analogos. De cualquier forma en cada seccién se ira fijando la
notacion que se utilizara. En el caso de varias demostraciones solo se
daran referencias. Si se considera importante la demostracién para el
entendimiento de conceptos posteriores o no aparece explicitamente en
la bibliografia consultada, entonces se realizara.

= En este trabajo se asumira la teoria referente a la geometria lorentzia-
na. Por ejemplo se omitirdn conceptos como: variedades y funciones
C*> (por ende se omitird el simbolo C*° cada vez que se mencione el
término variedad), campos vectoriales, conexién de Levi-Civita, tenso-
res, gradiente, hessiano, divergencia, etcétera.

» La teoria expuesta se puede desarrollar de manera més general pero,
para los efectos de este trabajo, solo se presenta la teoria especifica



VIII

INTRODUCCION

que usaremos. Ejemplos de esto son: variedades de Lorentz de dimen-
sién cuatro, subvariedades de codimension uno, 2-superficies espaciales,
etcétera.

Por 1ultimo, a lo largo de este trabajo se usa la convenciéon de suma
de indices de Einstein y se intenta seguir en todo caso la misma; en
algunas partes no sera del todo conveniente usarla y se regresara a la
notacién usual o se hara una modificacién de la misma. En caso que
el acomodo de los indices no implique una suma implicita se hara la
observacion conveniente.



Capitulo 1

Geometria Lorentziana

1.1. Variedades de Lorentz

Nos enfocaremos bésicamente en la geometria lorentziana, por lo que
asumiremos gran parte de la teoria y solo se presentara lo esencial.

Ahora fijaremos notacién que seguiremos en el resto de capitulos. Dado
que se supondra la teoria sobre variedades C'*°, se omitira el simbolo C* cada
vez que se mencione el término variedad. Se usara la letra M para denotar
el espacio ambiente. Se usardn g y (-,-) para denotar las métricas de las
variedades.

Definicién 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién finita. Una
forma bilineal simétrica no degenerada es una funcién

b:VxV =R

tal que para los vectores u, v y w € V' y el escalar A € R satisface
a) b(u,v + Aw) = b(u,v) + Ab(u,w) (bilineal),
b) b(u,v) = b(v,u) (simétrica),

c) si u es tal que b(u,v) = 0 para todo v € V entonces u = 0. En caso
contrario se dice degenerada.

Definicién 1.2. El indice v de una forma bilineal b sobre un espacio vectorial
V es la dimensién del mayor subespacio W C V tal que b|y es negativa
definida.

Definicién 1.3. Un producto escalar g en un espacio vectorial V, es una
forma bilineal simétrica no degenerada.
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Lema 1.4. Para cualquier base ortonormal vy,--- ,v, de V, el nimero de
signos negativos en {e1,--- ,&,} es el indice v de V', donde ¢; = g(v;, v;).

En [3] se puede ver una demostracién de este Lema.

Definicién 1.5. Una métrica de Lorentz g = (-,-) en una variedad M es
un campo tensorial de rango (0,2) tal que para cada p € M, el tensor g, :
T,(M) x T,,(M) — R es simétrico no degenerado de indice constante v = 1.

Observacién 1.6. A diferencia del caso riemanniano donde toda variedad
admite una métrica Riemanniana (con indice v = 0), en el caso lorentziano
no es asi, no toda variedad admite una métrica de Lorentz.

Definicién 1.7. Una variedad de Lorentz es una variedad M que admite
una métrica de Lorentz.

Observaciéon 1.8. La definicién anterior se puede interpretar como que cada
espacio tangente a una variedad de Lorentz T),(M) es linealmente isométrico
al espacio de Minkowski RY.

Definicién 1.9. Una subvariedad de M es un subconjunto N C M que es
a su vez una variedad.

Observacion 1.10. Una subvariedad de una variedad de Lorentz no nece-
sariamente es una variedad de Lorentz.

1.1.1. Caracter causal de subespacios tangentes

A partir de ahora a M se le considera una variedad de Lorentz. Primero
veremos el caracter causal de los vectores tangentes a M lo cual nos dara
una idea de cémo definir el caracter causal de los subespacios de T),(M).

Definicién 1.11. Un vector v € T,(M) es:

tipo espacio o espacial si (v,v) >0 o v =0,
tipo luz o nulo si {(v,v) =0 y v #Q0,
tipo tiempo o temporal si (v,v) < 0.

Al conjunto de todos los vectores nulos se le conoce como el cono de luz
C (ver figura 1.1). Los vectores tipo tiempo forman otro conjunto al cual se
le da el nombre de cono tipo tiempo T .

Una base {0y, 01, 0a, - - - Op,—1} de T,(M) contiene un inico campo vectorial
tipo tiempo Jy el cual divide a T en dos clases ajenas llamadas futuro y
pasado.
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vector espacial

Figura 1.1: Cono de luz y tipos de vectores

Definicién 1.12. Un vector v € T,(M) se dice que estd dirigido al futuro
[pasado] si (Oy(p),v) < 0 [> 0]. Ver [4] para mas detalles.

Asi como se definié la causalidad para los vectores de T,(M), también
se puede definir para los subespacios vectoriales de T,(M) en términos de la
métrica restringida.

Definicién 1.13. Sea g la métrica de T,,(M), y W C T,(M) un subespacio.
Decimos que:

W es tipo espacio o espacial st gy, es positiva definida,
W es tipo luz o nulo  si gy es degenerada,
W es tipo tiempo o temporal si gy, tiene indice uno.

Observacién 1.14. Esta definicién es consistente con la Definicion 1.11 en
el sentido que el caracter causal de un vector individual v es el mismo que el
del subespacio generado por este.

Definicién 1.15. Una subvariedad N C M se dice que es temporal, espacial
o nula si y solo si para todo p € N el espacio tangente T,(N) es temporal,
espacial o nulo respectivamente (ver figura 1.2).

Antes de continuar con los resultados que nos seran ttiles a lo largo de
la tesis enunciaré un lema bésico de dlgebra lineal.

Lema 1.16. Un subespacio W de un espacio vectorial con un producto escalar
V es no degenerado si y solo si V es suma directa de W y W=. Donde W+
denota el conjunto ortogonal de W.



4 CAPITULO 1. GEOMETRIA LORENTZIANA

w temporal

! w espacial

Figura 1.2: Carécter causal de los subespacios de T},(M)

Algo menos trivial pero no dificil de demostrar es el siguiente lema que
nos da la relacion entre los espacios y sus espacios ortogonales respecto al
caracter causal de cada uno.

Lema 1.17. Sea w € T,(M) un vector tipo tiempo y W el subespacio genera-
do por este. Entonces el subespacio W= es espacial y T,,(M) es suma directa

de W y W+.

Demostracion. Si w es tipo tiempo entonces W es no degenerado con indice
uno y esto es, por el Lema 1.16 , si y solo si W+ es no degenerado y T,(M)
es suma directa de Wy W+. Entonces 1 = ind(7,(M)) = ind(W) +ind(W+)
esto implica que ind(W+) = 0. Por lo tanto W es tipo espacio. [

Observaciéon 1.18. El Lema 1.17 muestra mas generalmente que W C
T,(M) es un subespacio tipo tiempo si y solo si W+ es tipo espacio.

Observacién 1.19. Dado que (W+)+ = W entonces la Observacién 1.18 es
equivalente a escribir que W C T,,(M) es un subespacio tipo espacio si y solo
si W+ es tipo tiempo.

Lema 1.20. Dos vectores nulos son ortogonales (que su producto interior es
cero) si y solo si son linealmente dependientes.
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Proposicién 1.21. Sea W un subespacio de T,(M) de dimension mayor o
wgual a dos. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) W es temporal.
(2) W contiene dos vectores nulos linealmente independientes.
(3) W contiene un vector temporal.

Demostracion. (1) = (2) Como W es temporal se tiene {eg, €1, ..., €, } una
base ortonormal para W con 2 < m < n, donde eg es un vector temporal.
Definimos los vectores eg + €1 y €9 — €1 los cuales satisfacen que (eg+ e, €9 +
e1) = 0y {eg —ej,eg —e1) = 0 esto implica que son los vectores nulos
buscados.

(2) = (3) Por el Lema 1.20 si u y v son vectores nulos linealmente inde-
pendientes entonces (u,v) # 0. Asi

(u+v,u+v)=2u,v).

Con lo cual, si (u,v) < 0 el vector u+v es temporal y en caso contrario u — v
es el vector temporal.

(3) = (1) Sea wy € W un vector temporal y Wy lo generado por este
vector. Entonces, por la Observacién 1.18, Wy es espacial y ademas W+ C
W, 1o cual implica que W+ es espacial y por la Observacién 1.19 concluimos
que W es temporal. O

Proposicién 1.22. Para un subespacio W C T,(M) con dimension mayor
o igual a dos, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) W es nulo.
(2) W contiene un vector nulo pero no un vector temporal.

(3) La interseccion de W con el cono de luz de T,(M) es Z — {0} donde Z
es un subespacio unidimensional.

Demostracion. (1) = (2) Dado que W es nulo entonces glw es degenerada,
lo cual implica que existe un vector nulo en W. Ahora, si W contiene un
vector temporal de la Proposicion 1.21 se tendria que W es temporal, lo cual
no puede pasar. Por lo tanto, W tiene un vector nulo pero no uno temporal.

(2) = (3) Supongamos que existen dos vectores nulos linealmente inde-
pendientes v, w en W. Entonces W NC = Z — {0}, donde Z — {0} es el
subespacio generado por v y w. Pero, por la proposicién anterior, esto impli-
ca que Z — {0} contiene un vector temporal lo cual contradice la hipdtesis.
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Por lo tanto Z — {0} es generado solo por un vector nulo y en consecuencia
es unidimensional.

(3) = (1) De la Definicién 1.13 se deduce que si W es espacial entonces
todos sus vectores son espaciales, lo cual no puede ocurrir puesto que W NC
es no vacio. Por otra parte si W fuera temporal esto implicaria, por la Pro-
posicién 1.21, que W contiene dos vectores nulos linealmente independientes,
pero esto contradice la unidimensionalidad de Z — {0}. Por lo tanto W es
nulo. O

Ahora supongamos que M es de dimension cuatro. La siguiente propo-
sicién nos ayudard a mostrar que las expresiones de los vectores nulos, los
cuales existen por la Proposicién 1.21, en términos de una base de 7T),(X),
donde ¥ es una 2-superficie, y de T),(M) son expresiones continuas en cada
punto p € . Lo cual serd muy ttil mas adelante.

Proposicién 1.23. Sea p € X, donde ¥ una 2-superficie tipo espacio enca-
jada en M, y B = {ep, e2,e2,e3} una base ortonormal de T,(M). Entonces
existen dos campos vectoriales nulos L y L dirigidos al futuro y al pasado
respectivamente, ortogonales a X y que pueden ser representados en térmi-
nos de un marco ortonormal definido en un abierto V.C U N X, con U un
abierto de M en el cual B forma un marco ortonormal.

Demostracion. Dado un punto p € ¥ existe U C M tal que el conjunto
[ es un marco ortonormal. Para cada campo e; en el punto p se tiene la
descomposicion
e;=e; +ef, i=0,1,2,3

donde ¢; y e denotan la parte tangente y normal a ¥ respectivamente. Con-
sideremos al conjunto 8, = {eg, e1, ex,e3 } C T,(X)* y una base ortonormal
{u,v} de T,(X)*. De la teorfa bésica del algebra lineal sabemos que un con-
junto con més de dos elementos en 7,(X)* no es linealmente independiente,
pero vamos a demostrar que no todos pueden ser colineales. Supongamos que
B2 = {eo, €;} para alguna j = 1,2,3, y de los datos anteriores se obtienen las
siguientes ecuaciones

e = (eg, wyu+ (g, v)v,

e = (e, upu+ (e, v)v

Ahora, si sustituimos estas ecuaciones en la expresion
vey + yejL =0
y dado que u y v son linealmente independientes, obtenemos el sistema

<€é', u>x + <€j_7u>y =0
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(e, v)x + (e, v)y = 0.

Este sistema tiene solucién trivial si (e, u)(e;, v) — (e, v)(e;, u) es diferente
de cero.

Supongamos que (e, u)(ej,v) — (eg,v)(e;,u) = 0, esto implica

e;

jo <€é7u>’0 - <60L7U>u> =0

pero como T,(M) es suma directa de T),(X) y T,(X)* entonces (ep,u)v —
{ex, v)u es tangente a X o es el vector cero. Si es tangente, satisface la ecuacion
{{eg, u)v — (eg, v)u,v) = 0

de la cual se deduce {eg,u) = 0, pero esto no puede pasar ya que ninguno

de los dos vectores es tangente a X. Si es el vector cero entonces se llega a
que (eg,u) = 0y {eg,v) = 0 lo cual tampoco puede pasar. Por lo tanto (3,
es linealmente independiente.
De esta manera podemos aplicar el proseso de Gram-Schmidt a (35 para ob-
tener los vectores ortogonales

s <eja ’(U()>

Wy = €, wy = €5 — <w0 w0>w0
)

y al hacerlos unitarios se forma la base ortonormal compuesta por los vectores

BB p W
|wol |wy]
donde |wo| = /—{eg, eg) (ya que ey es tipo tiempo), para la cual existe un

abierto V' C U N X, al rededor de p, suficentemente pequeno tal que forman
un marco ortonormal.
Finalmente, como (Ey, Ey) = —1y (E}, E1) = 1 entonces los campos

L=FEy+FE y L=—-FEy+ E

son nulos y ortogonales a 3 en V', ademas que uno apunta al futuro y uno al
pasado.
]

1.2. Conceptos importantes de geometria lo-
rentziana

En esta seccion se presentaran conceptos especificos referentes a la teoria
general de la geometria lorentziana que seran utilizados en el desarrollo de
esta tesis, por lo que es importante mencionarlos.
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Como es costumbre, denotaremos por D a la conexién de Levi-Civita
en M. El conjunto de todos los campos vectoriales en M sera denotado
por X(M) y F(M) sera el conjunto de todas las funciones de valores reales
definidas en M.

1.2.1. Campo vectorial de Killing

El campo vectorial de Killing es uno de los conceptos mas importantes de la
geometria diferencial, y de este trabajo. Una de las razones es que puede ser
visualizado como una isometria infinitesimal, lo cual nos da una interpreta-
cién geométrica ttil. También es un campo vectorial importante en la fisica
ya que puede ser aplicado para definir leyes de conservacion.

Definicién 1.24. Sean X,Y € X(M) y f € §(M). El corchete de Lie de X
y Y, denotado por [X, Y], es el inico campo vectorial tal que

X Y] f=X-(Y- )=V - (X-f)

Observacion 1.25. Consideremos la conexién de Levi-Civita D de M. Para
todo X,Y € X(M) se tiene que

[X,Y]=DxY — Dy X.
Definicién 1.26. Sea X € X(M), la derivacion tensorial Ly que satisface

Lx(f)=X-f paratodo fe€FM)
Lx(V)=[X,V] paratodo V € X(M)

se le llama derivada de Lie en direccion de X.

Definicién 1.27. Un campo vectorial X en una variedad de Lorentz M se
dice que es de Killing si satisface que

LXg = 0.
Proposicién 1.28. Un campo vectorial X es de Killing si y solo si
(Dy X, W)+ (DwX,V)=0

para todo V,W € X(M).
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Demostracion. Sean V,W € X(M). El resultado se sigue de las siguientes
igualdades

(Lxg)(V.W) = X(V,W) — (LxV.W) —(V,LxW)
X<‘/, W> - <[X’ V]v W> - <V7 [X7 W]>
(DxV,W) 4+ (DxW,V) = (DxV, W)
(Dv X, W) = (DxW,V) + (Dw X, V)
(Dy X, W) + (D X, V).

+

]

Observacion 1.29. De la proposiciéon anterior se deduce inmediatamente
que

(DyX,V) =0
para todo V € X(M), si X es de Killing.

1.2.2. Tensor de curvatura y curvatura de Ricci

El tensor de curvatura es la generalizacion a variedades de Lorentz de la cur-
vatura gaussiana. Este tensor es un importante invariante isométrico de una
superficie en si misma, por lo que se vuelve sobresaliente en la interpretacion
de la forma de una variedad.

Definicién 1.30. Sea M variedad de Lorentz con conexién de Levi-Civita
D. El (1, 3) campo tensorial en M, R : X(M)? — X(M) dado por

RxyZ = Dixy)Z — [Dx, Dy|Z
es llamado tensor de curvatura de M.

Proposicién 1.31. Siz,y, z,v,w € T,(M) entonces

1

yac7

) R
2) (R zyU, w) = <R:cyw7 v),
3) Ryyz+ Ry.x+ R,y =0,

)

(
(
(
(4) (Rayv, w) = (Row, y).

Una demostracién de esta proposicién se encuentra en [3].
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Definicién 1.32. Sea R el tensor de curvatura de M. Entonces la curvatura
de Ricci de M relativo a un marco ortonormal {Ey, Es,--- , E, } de T,(M),
es

Ric(X,Y) =Y e/(RxpY, E))
=1

donde E; = <EZ, Ez)

Observacién 1.33. La definicién formal de curvatura de Ricci se da en
términos de contracciones y la anterior definicion es un resultado. Pero para
los objetivos de este trabajo es suficiente esta interpretacion.

Observacion 1.34. De las propiedades del tensor de curvatura se deduce
que la curvatura de Ricci es simétrica, es decir

Ric(X,Y) = Ric(Y, X).

También la curvatura de Ricci es muy ttil para interpretar la forma de
las variedades. De manera especifica, en fisica la curvatura de Ricci mide la
curvatura del espacio-tiempo. Por lo que una consecuencia de esto es que un
espacio-tiempo vacié (no hay gravedad) es aquel cuya curvatura de Ricci es
cero. De esta interpretacion se deriva la siguiente definicion.

Definicién 1.35. Una variedad de Lorentz M se dice que es Ricci-plana si
su curvatura de Ricci es cero.



Capitulo 2

Geometria extrinseca

2.1. Hipersuperficies no degeneradas

Ahora nos centraremos en el estudio de dos tipos de subvariedades de M,
las totalmente geodésicas y totalmente umbilicas. En las cuales se satisfacen
ciertas propiedades ttiles para la realizaciéon de este trabajo, como se vera
en el capitulo cuatro.

Definicién 2.1. Una hipersuperficie es una subvariedad N de una variedad
de Lorentz M con codimensién igual a uno.

Definicién 2.2. Una hipersuperficie es no degenerada si es tipo espacio o
tipo tiempo.

Observacién 2.3. De aqui en adelante se consideraran hipersuperficies no
degeneradas, a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 2.4. Se dice que un campo X € X(M) es una estension de
X € X(N) si la restriccion Xy = X.

De ahora en adelante se denotara de la misma forma a un campo vectorial
y a su extensiéon. Siempre teniendo en mente en qué momento se trata de uno
o del otro.

Definicién 2.5. Sean X,Y € X(N) y p € N. A la férmula
DxY|, = (D)<Y)|;7r + (ny)hf
se le llama ecuacion de Gauss.

Definicién 2.6. Se le llama sequnda forma fundamental de N C M a la
parte normal de la ecuacién de Gauss y la denotamos como

I(X,Y) = (DxY)".

11
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Observacién 2.7. La parte tangente de la ecuacién de Gauss resulta ser la
conexion de Levi-civita de N con la métrica inducida, es decir;

(DxY)"T = VY.

Observacién 2.8. Dada una base ortonormal Ey, Es,---, E, de T,(N) y U
un campo vector normal unitario de IV, se tienen las siguientes igualdades

hij = <U7 ][(Ei7 EJ)> = <U7 (DELEJ)J_> = <U7 DEZEJ>
En algunos textos suelen definir como segunda forma fundamental a h;;.

Proposicién 2.9. La sequnda forma fundamental II : X(N) x X(N) —
X(N)*t es F(N)-bilineal y simétrica.

Demostracion. Sean X,Y € X(N). Como DxY es F(IV)-lineal en X entonces
H(fX,Y) = (D;xY) = f(DxY)* = fII(X,Y).
Por otra parte, tenemos que
Dx(fY) = (X - f)Y + fDxY,
pero Y es tangente a N, asi
(X, fY)=(DxfY) =0+ f(DxY)" = fI(X,Y).
Finalmente, del hecho de que [X,Y] es tangente a N concluimos

H(X,Y)—II(Y,X) = (DxY — DyX)*: = ([X,Y]))* =0.

2.1.1. Hipersuperficies totalmente geodésicas

Definicién 2.10. Una curva 7 : [0,1] — M en una variedad de Lorentz M
se llama geodésica si D,y = 0.

Definicién 2.11. Una hipersuperficie N de M es totalmente geodésica si
1 =0.

Proposicién 2.12. N es totalmente geodésica si y solo si cada geodésica de
N es geodésica de M.

Demostracion. Sea p € N y v C N una geodésica. Por definiciéon 1.20 y la
ecuacion

Dyr'lp = Vo lp + (YA )y
se concluye que N es totalmente geodésica si y solo si v es geodésica de
M. m
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2.1.2. Hipersuperficies totalmente umbilicas

Definicién 2.13. Un punto p € N C M es umbilico si existe un vector
normal z € T,(N)* tal que

(x,y) = (z,y)z
para todo z,y € T,(N).

Definicién 2.14. Una hipersuperficie N de M es totalmente umbilica si todo
punto p de N es umbilico.

Definicién 2.15. Sea U un campo vectorial normal unitario en una hiper-
superficie N de M. El (1,1)-tensor A en M tal que

(A(X),Y) = (I[(X,Y),U)

para todo X,Y € X(NN), se le llama operador de forma de N C M derivado
de U.

Observacién 2.16. Para todo x,y € T,(N),
(z,y) = e(A(x), y)U
donde € = (U, U).

Observacién 2.17. A : T,(N) — T,(N) define un operador lineal en cada
punto p de N.

Proposicién 2.18. Sea A el operador de forma derivado de U y X € X(N).
Las siguientes afirmaciones se satisfacen

1. A(X)=-DxU.
2. A es un operador lineal auto-adjunto en cada p € N.

Demostracion. 1. Como (U,U) = 1, (DxU,U) = 0 esto implica que DxU
es tangente a N para toda X. Dado Y € X(NV), por la definicién 1.26 y la
compatibilidad de la métrica obtenemos

(A(X),Y) = (II(X,Y),U) = (DxY,U) = —(DxU,Y).

Por lo tanto A(X) = —DxU.
2. Dado que II es simétrico se tiene

(A(z),y) = (L (z,y),U) = (II(y,2),U) = (z, A(y))
para todo z,y € T,(N). ]
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La siguiente proposicion nos da la relacion que hay entre las segundas
formas fundamentales de las subvariedades encajadas en M.

Proposicién 2.19. Consideremos ¥ C N C M y X, Y € X(X) entonces
Hsern(X,Y) = Hsen(X,Y) + Hxear(X,Y).
Demostracién. Sean U € X+(X) y U € X1(N), asi
Iscm(X,Y) = e{lTscn(X,Y), U)U +E(IT5cu(X,Y), U)U

donde e = (U,U) y = (U, U).
Por la Definiciéon 2.15 y Proposicion 2.18 se tiene

ellscu(X,Y), 00U = «(DxY,U)U
= &Y, -VxU)U
= e{Av(X), Y)U
= e(llzen(X,Y),U)U
IIsen(X,Y).

g<‘[IZCM()(7 Y>7U>U -

Por lo tanto
Hsen(X,Y) = Hsen(X,Y) + Hnen(X,Y).
]

La proposicién que a continuacién se presenta nos da un criterio para
determinar cuando una hipersuperficie es totalmente umbilica utilizando el
operador de forma y una base ortonormal de M.

Proposicién 2.20. Sea N una hipersuperficie espacial de M y 3 = {eg, €1, ,en}
una base ortonormal de M, donde ey es ortogonal a N. Un punto p € N es
umbilico si y solo si los valores propios del operador de forma en direccion

de eq, son igquales en p.
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Demostracion. Sean k; coni = 1,2,--- ,n—1 los valores propios del operador
de forma de N. Dado que eq es ortogonal a N en un punto p € N, esto implica
que todo vector normal a N es paralelo a ey en p.

=) Si N es umbilica, II(x,y) = (x,y)aey con a € R, asi

ki = (A(e;), €;) II(e;,e;), e0)

(
= (({e;, )z, €p)
((es, ei)aeq, eg)
= ale;,e;){eg, €0)

= —aQ.

<) Si k = k; para todo i = 1,2,--- ,n — 1. Por la Observacién 1.28 se
obtiene
H(ei, ei) = —<A(€Z), €Z‘>€0 = —k'eo.

Ahora consideramos z,y € T,(N), entonces

n—1 n—1
szaiei Yy y:ijej
i=1 j=1
donde a; = (z,e;) y b; = (v, e;). Por lo tanto

[[(:U, y) = _<A(‘T)7 y>60

n—1 n—1

= (> aiA(e:), Y biej)eo
i=1 j=1
n—1

= =) abi{A(e), e5)en

i,j=1

n—1
= — Z a,-bjéijk:eo

3,j=1

n—1
= —k Z<$7 ei><y7 €i>€0
=1
n—1

= —k(z, Z(y, ei)eq)en

=1
- —k<(L’7 y>60-

Lo cual completa la demostracion. O
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2.2. Campo vectorial de curvatura media

Uno de los campos mas importantes en la geometria diferencial, y de este
trabajo, es el campo de curvatura media, el cual nos da mucha informacion
acerca de la forma de una variedad.

Definicién 2.21. Consideremos ¥ C M. Si dim(X) = d y p € X entonces
definimos el campo vectorial de curvatura media como,

d
], = il (es,e;) = Y eill(eirc)
=1

donde ey, €9, - - - , ¢4 forman una base ortonormal de 7},(X) para cada p € X.

Por otra parte, si suponemos que ¥ es espacial y de codimensién dos, por
la Proposicion 1.23, existen dos vectores independientes, nulos y ortogonales
a Y. Mostraremos que H se puede escribir en términos de estos dos vectores.

Proposiciéon 2.22. Dados L y L dos vectores nulos y normales a ¥ C M,
una subvariedad de codimension dos, tales que (L, L) = 2. Entonces el campo
vectorial de curvatura media se puede expresar en términos de estos vectores

como

A = L((H, L)L+ {H, L)L)

Demostracion. Como la codimension de > C M es dos, vamos a demostrar
que L y L forman una base para T,(X*1). Dado que (L,L) = 2, L y L
son linealmente independientes, entonces todo vector v € T,(X+) se puede
expresar

v=>0L+ alL

L L q
(v, L) v b= M Por lo tanto, como H

es normal a Y entonces lo podemos expresar de la siguiente manera

cuyas Unicas soluciones son a =

]

Ahora veremos cémo poder expresar el vector de curvatura media si la
superficie esta parametrizada, lo cual sera muy 1util en el capitulo cuatro.
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Proposicion 2.23. Supongamos que ¥ estd parametrizada por F : U C
RF — ¥ C M. Entonces, el vector de curvatura media de ¥ puede ser expre-

sado como B
H= ngFF ( gDFinFk)ngE
donde gy, representa la métrica de M restringida a 3, g denota a los coefi-

cientes de la inversa de la matriz asiciada a g y F; = O;F.

Demostracion. Dada una base ortonormal ey, ey, - - - , eq para T,(2), cada ele-
mento de esta base lo podemos representar en términos de Fy, Fy,--- , F,; de
la siguiente manera

= gizj (€5, Fj) F.
De lo anterior y la bilinealidad de la segunda forma fundamental se obtiene
F[ = 51‘[](61', 61')
= <€i7 €Z>][(glzj <€i7 F']>F’]7g1213€<627 Fk>F/€)
= (e )88 (ei Fy), &5 (eq, Fy) I (Fy, F,)
= ((ei, Fy)es, (e, Fi)ei)gaw I1(Fj, Fr)
= g]kzgjglz I1(F}, Fy)
= (5Zkg][[(F Fr)
= GUI(F, F)).
Por definicién de la segunda forma fundamental, podemos escribir
H = (g DrF)* = gl Dr.F; — (84Dr F)) ",

por lo que basta con demostrar que

(gzDFF) <g2DF 'aFk>8]§lFl-

Para esto, consideramos F;, fijo, entonces

<<gZDF '7Fk>g§lE=Fm> - < Fkgg Fl7 >
< JDF Fin)
((g JDF ) ).

]

Definicién 2.24. Sea ¥ C N C M tal que X es una hipersuperficie respecto
a N. Definimos al campo vectorial conormal como el campo vectorial unitario
normal a Y y tangente a N. Lo denotaremos por la letra v.
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Observacion 2.25. De la Proposicion 2.23 se deduce inmediatamente que
H = (H,v) = g@(DpF;,v) y si hacemos h;; = (Dp, Fj, v) como en la Obser-
vaciéon 2.8, la curvatura media de ¥ puede expresarse como

2.3. Productos alabeados

En esta seccion trataremos con las variedades producto M = A x B, donde
A y B son variedades. En la teoria basica de la Geometria Diferencial se
aborda la métrica en este tipo de variedades (la suma de las métricas de
cada componente). Pero ahora veremos una forma particular de variedad
producto, donde la métrica vendra acompanada de una funcién definida en
la primera componente, la cual es nombrada funcion de forma, y es a lo que
llamaremos producto alabeado. La geometria de M podra ser expresada en
términos de la funcion de forma y las geometrias de A y B.

Definicién 2.26. Sean (A, g4) y (B, gg) variedades de Lorentz y f > 0 una
funcién definida en A. El producto alabeado M = A x ¢ B es la pareja (A x B,
g) con

g=m"(ga) + (fom)?s*(gp)
donde 7 y o son la proyecciones de A x B sobre A y B respectivamente. Y
a la funcion f se la llama funcion de forma.

Observacién 2.27. Explicitamente, si u,v € T{, 4 (A x B) entonces

8(u,v) = ga(dn(u),dr(v)) + f*(p)gp(do(u), do(v)).

Definicién 2.28. Llamaremos hojas a las variedades A x {q} = 07 (q) y
fibras a las variedades {p} x B =7"'(p) , para (p,q) € A x; B.

Observacién 2.29. Denotaremos por £(A) al conjunto de todos los levan-
tamientos sobre las hojas y £(B) al conjunto de todos los levantamientos
sobre las fibras.

Lema 2.30. Si X € £(A) y V € £(B) entonces [X,V] = 0.
Una demostracién puede ser consultada en [3].

Observacién 2.31. Del lema anterior se deduce que si X € £(A) y V €
£(B) entonces 0 = [X,V] = DxV — Dy X. Lo cual quiere decir que X y V
conmutan respecto a la conexion de Levi-Civita D.
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Observacién 2.32. El producto alabeado esta caracterizado por lo siguiente
(1) Para cada ¢ € B, la transformacion 7|y (4 es una isometria sobre B.

(2) Para cada p € A, la transformacién o« p es una homotecia positiva

1
de B con factor Ty

(3) Para cada (p,q) € M, la hoja A x ¢ y la fibra p x B son ortogonales
en (p, q).

Observacién 2.33. Dada N C T{, (A x B), N denotard la proyeccién
ortogonal de N en T{, . ({p} x B) y N+ la proyeccién en Tj, 4 (A x {¢}).

Lema 2.34. Consideremos el producto alabeado A x; B, si X,Y € £(A) y
V,W € £(B) entonces se satisface

(1) DxY € £(A) es el levantamiento de DxY en A.

(2) DxV = DyX = (Z)V.

(3) (DvW)L =11V, W) = - grad .
(4) (DyW)T € £(B) es el levantamiento de VyW en B.
Una demostracién de este resultado se puede encontrar en [3].

Proposicién 2.35. Consideremos el punto (a,b) en el producto alabeado
A Xy B, entonces

(a) Ax{b} =7"1(b) es totalmente geodésica.
(b) {a} x B=0"(a) es totalmente umbilica.

Demostracion. (a) Por la parte (1) del Lema 2.34 tenemos que DxY =
(DxY)T para toda X,Y € £(A), por lo tanto de la Definicién 2.5

II(X,Y)=DxY — (DxY)" =0.
b) Por la parte (3) del Lema 2.34 tenemos que [[(V, W) = —Mgradf,
!

por lo que basta demostrar que gradf es ortogonal a {a} x B. Para
esto, sea V € £(B),

(gradf, V)=V .-f=0

pues el levantamiento de f es constante sobre las fibras.
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Lema 2.36. Sea M = A x; B un producto alabeado con tensor de curvatura
R. SiX,)Y,Z € £A) yUV,W € £(B).

(1) RxyZ € £(A) es el levantamiento de “Rxy Z.

(2) RyyxY = wv.
(3) RxyV = RywX = 0.
@) R = D graa),

(gradf, grad f)
72

Una demostracién de este lema se encuentra en [3].

(5) RywU =PRywU — (V. )W = (W, U)V).

Proposicién 2.37. Consideremos el producto alabeado M = A x; B con
d=dimB > 1, y sean X,Y € £(A) y V,W € X(B). Entonces

(1) Ric(X,Y) = “Ric(X,Y) — %Hessf(X, Y).

(2) Ric(V,W) = BRic(V,W) — (V,W) f*, donde

Y df, gradf
f :7+(d—1)<gra ngra )

(3) Ric(X,V) =0

2.4. Espacios estaticos

En relatividad general, se dice que un espacio es estdtico si no cambia con
el tiempo y ademas no rota. Este espacio es un caso especial de un espacio
estacionario, el cual tampoco cambia con el tiempo; sin embargo, puede rotar.
El espacio de Schwarzschild es un ejemplo de un espacio estatico.

Definicién 2.38. Un observador en un espacio arbitrario M, es un campo
vectorial unitario U que es temporal y apunta al futuro.

Definicién 2.39. U es irrotacional si
(curl U)(X,Y) =(DxU,Y) — (DyU, X) =0

sobre campos vectoriales X,Y 1U.
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Definicién 2.40. Un espacio tiempo M es estdtico relativo a un observador
U, si U es irrotacional y existe una funcion C*>°, h > 0 en M tal que hU es
un campo vectorial de Killing.

Definicién 2.41. Sea S una 3-variedad riemanniana, I un intervalo abierto
y h > 0 una funcién C* en S. Sea t y o las proyecciones estandar de I x S
sobre I y S respectivamente. El espacio tiempo estdatico estandar I, x S es
la variedad I x S con métrica

—h(o)*dt* + ds*
donde ds? es el levantamiento de la métrica en S.
Observacién 2.42. El producto I, x S es el producto alabeado S x, I.
Proposicion 2.43. Para I, x S se satisface lo siguiente,

(1) El campo U = &t es campo observador y U = —h grad t.

(2) U es irrotacional.

(3) hU = 0, es de Killing.
Demostracion. (1) Notemos que 0, es temporal y como h > 0 entonces %
es unitario con lo cual se sigue que U = % es un vector observador. Por
otra parte, tenemos que ( grad ¢,9;,) = 9, -t = 1, esto implica que grad
t = —%. Por lo tanto U = —h grad t.

(2) Consideremos la igualdad U = —h grad t y X, Y LU entonces

(cwrl U)(X,Y) = (DxU,Y) — (DyU, X)
= X(U,Y)— (U DxY) — Y(U,X) + (U, Dy X)
= —(U,DxY)+ (U, DyX)
= —(UXY])
= h(grad ¢,[X,Y])
h[X,Y]-t=0.

(3) Consideremos {0 = 0,0y = Oy,, 03 = Ous, 04 = Oy, } base asociada a
un sistema de coordenadas {t, ug, us,us} en I, x S. Asi, de la férmula
de Koszul tenemos que

2 [(Do,0h, 05) + (Do,0,80)] = O(0r,0,) + 001, D) — ,(0r, D) + 0,04, )
+ at@-,ak) — 8k<3t,3j>
= 20;(0, 0;),
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parak,j =1,2,3,4.Y como (0, 9;) : M — R no depende de ¢ entonces
0¢ (O, 0j) = 0,

lo cual, por el Lema 1.28, implica que 0; es de Killing.



Capitulo 3

Espacio de Schwarzschild

El espacio tiempo de Schwarzschild es el modelo relativista mas simple del
universo conteniendo una estrella singular. La estrella se supone estética,
esféricamente simétrica y que es la unica fuente de gravitacion para el es-
pacio tiempo. Este tipo de modelo puede considerarse una descripcion rela-
tivista aproximada del campo gravitatorio del sistema solar. Y bajo ciertas
condiciones también describe un tipo de agujero negro.

Karl Schwarzschild desarroll esta geometria, al final de 1915, pocas se-
manas después de que Albert Einstein publicara su articulo fundamental
sobre la teoria de la relatividad general.

Definicién 3.1. El espacio de Schwarzschild es una variedad de Lorentz M
equipada con la métrica

2m
—(1 — ==)at?

dr? + ngSQ.

donde gg, = df? + sin® 0d¢?, métrica de S2. A esta métrica se le denomina
métrica de Schwarzschild.

Antes de continuar se enunciard y demostrara un lema que utilizaremos
en la construccién de la métrica de Schwarzschild.

Lema 3.2. Consideremos una 2-superficie con sistema de coordenadas {t,r}
y métrica ds* = E(r)dt* + G(r)dr?. Entonces

Oy
1 —
(1) gradr e
E,

(2) (a) Hessr(d, o) = ek

(b) Hessr(0,0,) =

23
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(¢) Hessr(9,,d,) = _QG(;
1 |E. G,

Demostracion. Dada la base candnica {0; = 0,0y = 0,} en la 2-superficie,

1 22 1

se tiene que g!' =

(1)

B 9 TG

gradr =

2
> g7
i

CAPITULO 3. ESPACIO DE SCHWARZSCHILD

3 y ¢ =0 para i # j. Asi

7)0;

= 9" 0(r)0, + g0, (r)0,

= 922(& : T)

Hessr (0, 0;)

2Hessr (0, 0,) =

Hessr(0,,0,) =

0

O = —.

G

(Dg,gradr, 0y)
1

5<D8ta7“7 at>
1 a?" : <at7 8t>

2

SER

2(Dy,gradr, 3,)
_at <a7"7 a’r)

(Dg, gradr, 0,
0,(0r, Or)

2G
G,

2G°
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(3)

3.1.

Ar = trHessr
— Z g7 Hessr(0;, 0;)
1]
= g''Hessr(0;, 0;) + g**Hessr(0,, 0,)
1 [ET Gr}

2G|E G

]

Construccion de la métrica de Schwarzs-
child

Para obtener la métrica de la Definiciéon 3.1 es necesario considerar las con-
diciones que debe cumplir el modelo, las cuales ya mencionamos, y que son:

1.

FEstatica. Existe al menos un sistema de coordenadas donde la métri-
ca no depende de la coordenada temporal, esto es, que la estrella es
estatica. De la Definicién 2.41 se puede considerar la variedad R x R?
con métrica

Alx)dt’ + gy z€R’

donde g, es el levantamiento de la métrica de R3, atin por determinar.
La proyeccién t : R x R3 — R es llamado el tiempo de Schwarzschild.

Proposicion 3.3. El vector 0; es de Killing.

La demostracion de esta afirmacién es la misma que la de la Proposicion
2.43 inciso 3.

Simetria esférica. Dado que la estrella tiene simetria esférica cada trans-
formacién ¢ € SO(3) en el grupo de rotaciones de R? induce un movi-
miento que puede ser definido como (t, 7,8, ¢) = (t,1(r,,¢)) el cual
debe ser una isometria. Es natural dar una descripcién esférica de R3,
menos el origen, como RY x S? donde Rt = {p e R:p >0}y S%es
la 2-esfera unitaria. La simetria esférica implica que la métrica g, en
RT x 52 ~ R? — {0} puede ser escrita como

gy = B(p)dp®> + C(p)gs»
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donde gg- es la métrica estdndar de S?. Como para cada transformacién
¥ € SO(3) la diferencial de la transformacién inducida id x 1 manda
0; en J; entonces la funcién A(z) solo depende de p. Esto demuestra la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.4. La métrica de R x RT x S2 ~ R x (R? — {0}) es

A(p)dt® + B(p)dp® + C(p)gse.

. Normalizacién. Con un cambio de variable en Rt podemos reemplazar

a C(p) por r? y la métrica se transforma en
E(r)dt* + G(r)dr® + r’gse.

La proyeccién r : R x Rt x §? — R* es llamada radio de Schwarzs-
child. Con esta normalizacion cuando t y r son constantes la métrica se
convierte en r2gq2, la métrica de la esfera estdndar S?(r) con curvatura
gaussiana 1/r? y drea 4mrr? (ver figura 3.1).

La métrica anterior da una forma de interpretar al espacio tiempo de
Schwarzschild como un producto alabeado, lo cual se expresa en la
proposicién siguiente.

Proposicién 3.5. El espacio de Schwarzschild es el producto alabeado
P x, 5% donde P = R x RT es el semiplano r > 0 equipado con la
métrica E(r)dt* + G(r)dr?.

. Condicién de Minkowski en el infinito (condicion en el vacio). Dado

que la unica fuente de gravedad en este modelo es la estrella entonces,
suficientemente lejos de esta, la influencia de la gravitacién se hace
cada vez mas pequena. De esta forma nosotros requerimos que cuando
r tiende a infinito entonces la métrica de Schwarzschild se aproxime a
la métrica del vacio (la métrica de Minkowski), es decir

E(r)dt* + G(r)dr? + r’gqe
converja a
—dt? + dr* + g
donde E(r) - —1 y G(r) — 1 cuando r — oc.

La siguiente proposicién nos dara la forma que deben tener E(r) y G(r)
para que se cumpla esta condicién.
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Figura 3.1: Espacio de Schwarzschild

Proposicién 3.6. El producto alabeado P x, S* con métrica
E(r)dt* + G(r)dr* + r’gg
y curvatura de Ricci igual a cero, satisface la condicion de Minkowski

2 om\ "
en el infinito si y solo si E(r) = — (1 — _m) yG(r) = (1 — _m> .
r

r

Demostracion. En las siguientes igualdades se aplicara la Proposicion
2.37 con d = dim S? = 2, f = r y el hecho de que el producto tiene
curvatura de Ricci igual a cero.

2Hess (X, Y)

(1) PRic(X,Y) = para X,Y € £(P).

(2) $*Ric(V, W) = (V,W)r* para V,W € £(S?), donde

Ar d d
oo BT (gra r,zgra 7’>'
T r

De la Proposicion 2.35 y de la Observacién 2.32 se tiene que las ho-
jas son totalmente geodésicas y la proyeccion es isométrica. Asi, como
dim(P) = 2 entonces

PRic(X,Y) = (X, Y)Kp(X,Y)
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De esta manera, por la igualdad (1) tenemos

PRic(0,,0,) = Kp(0,,0,) = KpE

PRic(0,,0,) = Kp(0,,0,) = KpG,
y por el Lema 3.2

. 2Hess (0, O E,
PRIC(at,at> = 2( i t> = E

, 2Hess r(0,, 0,) G
P o rYr) YT
Ric(0,,0,) = 5 ek

combinando estas dos ecuaciones

E G
— == GE,+G.E=0.
¢’ *
Esto implica que (EG), = 0, entonces EG es constante, y por las

condiciones de limite sobre £'y G, EG = —1.

Como en la ecuacion (2) 5’Ric es el levantamiento a través de la pro-
yeccién sobre las fibras, entonces Ric = Kg28¢2 = g¢2. De aqui y de la
igualdad (2) se tiene que

V.W
VW = SRie(V. W) = gea(vw) = L1
1
con lo cual r* = —. Luego, del Lema 3.2 tenemos
r
1 A dr, grad
LI _r+<grar2grar>
r r r
_ 1L [E G, 0.0
- 2G| E G r2G?
_ L E G
- 2G| E G r2G’
E
Sustituyendo fr = —%, obtenemos
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en consecuencia

(),

r
De la igualdad anterior se deduce la ecuacién o= r + ¢, donde c es

una constante arbitraria. Si ¢ = —2m entonces
1
T 2m
G(r) = =|1-— ,
(r) r—2m ( r )

y dado que EG = —1, se concluye

3.2. Espacio de anti-deSitter-Schwarzschild

El espacio de anti-deSitter-Schwarzschild es una variedad riemanniana que
se une a los diferentes espacios cuya métrica es solucién de las ecuaciones de
campo de Einstein. La definiciéon que aqui se presenta se basa en la que se
puede ver en [2], salvo un pequefio ajuste. El nombre de Sitter es en honor
al fisico, matemaético y astrénomo holandés Willem de Sitter (1872-1934).

Definicién 3.7. Sea m > 0 un numero real fijo y sy la tinica solucién positiva
de la ecuacién

1 —2msy' + A?s5 = 0.

La 3-variedad anti-deSitter-Schwarzschild es la variedad N = S2 x [$0, 00)
equipada con la métrica

1
1 —2ms=1 + \2s2

g = d$2 + 52g52

donde gg» es la métrica estdndar de S2.

Observacién 3.8. Sea (N, ) la 3-variedad anti-deSitter-Schwarzschild, en-
tonces se satisface lo siguiente:

1. La curvatura seccional de (N, g) se aproxima a -1 cerca del infinito, es
decir, g es asintoticamente hiperbdlico.

2. La frontera de M es ON = S% x {s,}, llamada horizonte.
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A

Figura 3.2: Espacio de anti-deSitter-Schwarzschild

3. Dado que |S?| = 4mr? entonces |ON| = 4ms2.

La desigualdad de Minkowski para superficies convexas cerradas ¥ € R3

establece que
/Hdu > /1675
b

donde H es la curvatura media y |X| denota el area de la superficie X. El si-
guiente teorema generaliza esta desigualdad para superficies en una variedad
de anti-deSitter-Schwarzschild.

Antes de enunciar el teorema recordaremos dos definiciones importantes
que utilizaremos aqui y en la siguiente seccion.

Definicién 3.9. Una variedad > C M se dice que es estrellada si existe un
punto p € ¥ tal que para todo punto ¢ € ¥ la geodésica v : [p,q] — M que
une al punto p con el punto ¢ satisface que y([p,¢q]) C .

Definicién 3.10. Una variedad ¥ C N C M se dice que es semi-convexa
si (H,v), > 0 para todo punto p € ¥. Donde v es el campo vectorial de la
Definicién 2.24.

Teorema 3.11. Consideremos X una 2-superficie, compacta, semi-convera
y estrellada contenida en el espacio de anti-deSitter-Schwarzschild N de di-
mension tres y () la region acotada por ¥ y el horizonte ON (ver figura 3.2)
entonces

/fHdu—6/fd00122]S2\é (\E\%—\(‘)]\ﬂ%).
s Q

Mids aiin, la desigualdad se satisface si y solo si ¥ = S* x {s}.
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La demostracién de este teorema se puede consultar en [2], el cual estd
enunciado en forma general.

La siguiente proposiciéon nos da la posibilidad de aplicar la desigualdad
del Teorema 3.11 a superficies en un espacio obtenido al hacer t = 0 en el
espacio de Schwarzschild.

Proposicion 3.12. La métrica

1
T yo— dr? + r2g32

puede deducirse, con un ajuste, de la métrica de anti-deSitter-Schwarzschild
mediante un caso limite de esta.

Demostracion. Consideremos la métrica de una 3-variedad de anti-deSitter

Schwarzschild 1

1 —2mm/s~ 1 + \252

g = d82 + S2g52

con m’ > 0. Si multiplicamos por el nimero m =2 y hacemos r = = de donde
se tiene que dr = m/~!ds, obtenemos

1—2

I—2— m 2 /-2 2
m g = T o+ /\232d8 +m' s"gge
=2 , 2
T 1-omel A?m/?S—?zdS T ots?
1
= dr® 4+ rggs.

1 —2mr=1 + \2m/2r2

Ahora, notemos que

1
lim dr® + 1r’gg. =

1 2, .2
m'—0 1 — 2mr—1 4+ \2m/2r? —drT 4178,

1—2mr

lo cual concluye el resultado. [



Capitulo 4

Desigualdad de
Gibbons-Penrose en el espacio
de Schwarzschild

En 1973 R. Penrose presenté un argumento en el que expreso que la masa
total de espacio tiempo que contiene un hoyo negro con horizonte de eventos
de drea total A deberia de ser por lo menos y/A/167. Lo que en principio
pareceria una aseveracion solamente fisica, se transformaria en una variedad
de hermosas desigualdades en geometria riemanniana como es el caso de la
llamada desigualdad riemanniana de Penrose. Esta desigualdad fue primero
establecida por G. Huisken y T. Ilmanen en 1997 para el caso de un hoyo
negro. Y luego en 1999 Hubert L. Bray la present6 para cualquier nimero de
hoyos negros.

En las dos secciones siguientes mencionaremos unas importantes conje-
turas respecto a la desigualdad de Penrose a modo de introduccién. Primero
se considera en el espacio de Minkowski y después en el espacio de Schwarzs-
child. Este ultimo sera el espacio en el cual desarrollaremos la seccion tres,
parte principal de esta tesis.

4.1. Conjetura: desigualdad sobre el espacio
de Minkowski

A partir de este momento, y por el resto del trabajo, asumiremos que X es
una superficie difeomorfa a S? espacial.

En esta seccion supondremos que ¥ esta encajada en el espacio de Min-
kowski R}. Fijamos un vector temporal dirigido al futuro Ty € R} que satis-
face (Ty, To) = —1. Sean L y L dos vectores nulos y normales a ¥ tales que

33
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(L,L) = 2. Supondremos que L esta dirigido al futuro y L estd dirigido al
pasado.
De la Proposicién 2.22 se tiene que

— 1 — —
Definicién 4.1. Dado el campo vectorial de curvatura media H definimos

el campo vectorial dual

J= S(A. D)L~ (7 L)L)

La siguiente conjetura sobre las 2-superficies en el espacio de Minkowski
fue propuesta por Penrose.

Conjetura 4.2. Supongamos que la 2-siperficie ¥ es convexa y nula al pa-
sado, en el sentido de que la hipersuperficie nula al pasado generada por ¥
es C'°. Entonces

—/<j,Tg>d/L > \/167|%]. (4.1)

Observaciéon 4.3. En cada punto de ¥ hay dos direcciones nulas una apunta
hacia el futuro y otra al pasado. De esta manera, la hipersuperficie nula al
pasado se genera por las geodésicas (de R} ) cuyo vector de direccién apunta
en la direccién nula al pasado en cada punto de X.

Esta desigualdad puede ser escrita en términos de H , los vectores nor-
males nulos L y L y el vector temporal al futuro 7. Para llegar a esa nueva
desigualdad necesitamos demostrar algunos resultados previos.

Proposicién 4.4. El vector J satisface (J,J) = —(H, H) y (J, H) = 0.
Demostracion. Dado que (L, L) =0= (L,L) y (L, L) = 2, entonces

(7.0 = JUH DL~ (A, D)L (A, D)L~ {f, L)L)
= A, DA, L)L, ) — (A, 1) (/, L)L, )]

Por otra parte

(. Hy = LA DL+ (A DL DL+ (7, L)L)
= U, L) L)L 1) + (L, L)L, L)

I
=
=
=
&=
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-

Por lo tanto (J, J) = —(H, H).
Finalmente

(J.H) =

Observacién 4.5. El campo vectorial J esta univocamente caracterizado
por las propiedades anteriores, salvo el signo. Dada la eleccién sobre H,
vector espacial, hace de J un vector temporal al futuro.

Lema 4.6. Sea z : R — R} una inmersion isométrica de una variedad
lorentziana R de dimension k en un espacio semi-euclidiano. Entonces

Axr =kH,
donde H es el campo vectorial de curvatura media de la inmersion.
Una demostracién de este lema se puede encontrar en [5].

Lema 4.7. Sea R una variedad cerrada y orientable, x : R — R"™ una in-
mersion isométrica. Entonces
/ Axdp = 0.
)

Este lema se deduce inmediatamente del teorema de la divergencia.

Lema 4.8. Consideremos a la 2-superficie ¥ C R} con campo vectorial de
curvatura media H. Entonces

/(ﬁ, To)dp = 0.
by

Demostracién. Sea x : ¥ — R} inmersién isométrica. Dado que ¥ es espacial
y Ty fijo, entonces de los Lemas 4.6 y 4.7 se deduce que

4
To, HYdu = - To, Ax)dy = = T | Az;dy = 0.
[ @ =5 [ (1 v 22/ vidp = 0
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Proposicién 4.9. La desigualdad (4.1) puede ser escrita como

—/(FL L){(L, To)dp > +/167|3]. (4.2)

Demostracion. Por el Lema 4.8 obtenemos

2
_ %VE@,L)(L,M+/Z<FLL><FLT0>}-

0= [(Tdn = 5 [WA.DL+ (A LLT

De aqui se tiene que

- /Z (H, LY(L, To)dp = / (H,L)(L, To)du

lo cual implica

[y = [ nwn - [ nen)]

Por lo tanto

—/<ﬁ, LY(L, Ty)dp > /167|3).
)

O
Observacién 4.10. En la demostracion de la proposicion pasada podemos
notar que la desigualdad (4.2) no depende de la eleccién de L y L salvo por

la propiedad (L, L) = 2, de esta manera si elegimos a L tal que (L, Ty) = 1,
entonces (4.1) es equivalente a

/edﬂ > \/167]3,
b

donde §# = —(H,L) corresponde a la expansién nula exterior dirigida al
futuro.
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4.2. Conjetura: desigualdad sobre el espacio
de Schwarzschild

Consideraremos a 3 encajada en el espacio de Schwarzschild M. Nuevamente
sean L y L dos vectores nulos normales de ¥ tales que (L,L) = 2 y que L
estd dirigido al futuro y L esta dirigido al pasado.
Aqui vuelve a ser valida la igualdad
I .

Conjetura 4.11. Sea X una 2-superficie espacial en el espacio de Schwarzs-
child M. Supongamos que la hipersuperficie nula al pasado generada por X
es C'°. Entonces se satisface

—/(f, Opydu + 16mm > +/167|%]. (4.3)
2

Donde m es la masa total del espacio de Schwarzschild.

Observacién 4.12. La hipersuperficie generada por X es en el sentido de la
Observacion 4.3.

Observacién 4.13. En la siguiente secciéon se mostrara bajo que condiciones
se satisface esta desigualdad, a la cual llamaremos desigualdad de Gibbons-
Penrose.

Al igual que en la seccién anterior, vamos a desarrollar una desigualdad
equivalente. Aqui sera de vital importancia la hipdtesis de que estamos en el
espacio de Schwarzschild.

Lema 4.14. 9; es campo de Killing en M.
La prueba es andloga a la de la Proposicién 2.43 inciso (3).

Observacién 4.15. Note que en la demostracién del lema anterior es im-
portante el hecho de estar en el espacio de Schwarzschild, en particular en
un espacio estatico, pues los coeficientes de la métrica ninguno depende de t.

Lema 4.16. Dado H el campo vectorial de curvatura media de Y, entonces
se satisface la ecuacion

/<ﬁ,8t>du =0.
b
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Demostracidn. Sea {eg, €1, €2, €3} una base ortonormal para T,,(M) entonces

(H,8) = (Y e(Dees)",0)

—0

~

€i<Deiei — (Deiei)—r7 at>

M-

@
Il
o

M-

e [eie;, 0, ) — (ei, De,0y) — (Veyei, 0, )]

=0

w |l

= €; [—<€i, Dei8t> + <€i, Vezajﬂ .

i

Il
o

Dado que 9, es de Killing (Lema 4.14), por la Observacién 1.29 tenemos que

3
(H,0) = eilei, Ve, 0/ ) = div(d)).
i=0
Como ¥ tiene frontera vacia, concluimos por el teorema de la divergencia la
siguiente igualdad

/ (H,8,)dp = / div (9, dp = 0.
b b

Proposicién 4.17. La Desigualdad (4.3) es equivalente a
- /(ﬁ, LY(L, d,)dp + 16wm > \/167[3).
b

Demostracion. Por el Lema 4.16 y sustituyendo H se tiene

0= [ ondn = | [.riwo)+ [ L0

Lo cual implica

oy = L[ nwo - [l

~ — [

Por lo tanto

- /(H, L)L, 3)dp + 167m > /1675,
b
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4.3. Teoremas. Condiciones bajo las cuales
se satisface la desigualdad de Gibbons-
Penrose

En esta seccién se supondra que X estd encajada en una hipersuperficie
N C M donde M es el espacio de Schwarzschild de dimension cuatro. Se
demostrara bajo qué condiciones en ¥ y N se satisface la desigualdad (4.3).

4.3.1. X encajada a una hipersuperficie espacial total-
mente geodésica

En esta primera parte nos enfocaremos en la hipdtesis de que X es semi-
convexa, estrellada (Definiciones 3.9 y 3.10) y que estd encajada en una
hipersuperficie espacial totalmente geodésica en el espacio de Schwarzschild.
Utilizaremos el Teorema 3.11 para demostrar la desigualdad.

Observacién 4.18. Supongamos que > esta contenida en la hipersuperficie
N C M obtenida al hacer nula a la coordenada temporal, es decir t = 0, la
cual por la Proposicion 2.35 es totalmente geodésica, con métrica inducida

dr? + 7“2g52.

_ 2m
1 I8

Definicién 4.19. Definimos al campo vectorial temporal dirigido al futuro,
unitario y normal a N, como

Antes de proceder con el enunciado y demostracion del teorema central de
esta seccion, presentaremos unos resultados que nos seran de mucha ayuda.

Lema 4.20. Los vectores L = ey + v y L = —eyg + v son nulos y normales a
Y, donde v el vector conormal de 2 en N. Ademds L estd dirigido al futuro
y L esta dirigido al pasado.

Demostracion. Veamos que L es nulo, para esto

(L,L) = (eo+v,e0+v)

(€0, €0) + 2(eg, v) + (v, V)

1
= 1_—2_m<3t, o) +1

= —14+1=0.
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Por otra parte, puesto que ey y v son normales a >, L = ey + v también lo
es. Finalmente como (L, ey) = —1 < 0 entonces, por Definicién 1.12, L estd
dirigido al futuro. Anédlogamente se demuestra que L es nulo y normal a X..
Ademas, ya que (L, ey) = 1 se concluye que L estd dirigido al pasado. n

Lema 4.21. El campo vectorial de curvatura media de > C M estd dado por
H = —Hv y su dual por J = Hey.

Demostracion. La componente de la proyeccion de H sobre v esté dada por

T
|t~

R

- 1
= H.

L)L)+ (H, L)L)
: L

)+ (i, 1))

T
|~

Como X es semi-convexa entonces
H=—-Hv.
Ahora, de acuerdo con la Definicién 4.1 y lo anterior se tiene que

J = S (W nL-(d,L)L)

N DN — DN —

Il
—
=
X
S~
Q)
()

|
—~
=
D
()
S~

R

|

ot

D
(@)

]

Teorema 4.22. Si ¥ es semi-conveza, estrellada y estd contenida en la hi-
persuperficie espacial totalmente geodésica N C M, entonces la desigualdad

—/(j, Op)dp + 16mm > /167 |3
2

se satisface.

Demostracion. De la Proposicion 3.12 se tiene que la métrica de la Observa-
cién 4.18, la metrica de N, se puede deducir de un caso limite de la métrica del
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espacio de anti-deSitter-Schwarzschild. Por lo que se satisface la desigualdad
del Teorema 3.11, asi

/fHdu—G/fdvol > 9SS — 9]}
¥ Q
= (16m)2(|Z]2 — (167m?)2)

= /167|%| — 167m

2
donde f = 4/1— om y ) es la region encerrada entre X y ON. Como f es
r

una funcion positiva se cumple

/fHdu+ 167m > /167|3] +6/ fdvol > \/167[3].
Y Q

Ahora, del Lema 4.21 obtenemos la siguiente igualdad

- [ondu = | Hieo.0)dn

/H (01, 01) i
> /1_2_m
r
= /fHdu.
%

—/(j, Op)dp + 16mm > /16m|3].
>

Por lo tanto

]

Observacién 4.23. En [2] se puede consultar méas detalles respecto a la
veracidad de la primera desigualdad escrita en la demostracion anterior.

4.3.2. Y encajada a una hipersuperficie espacial total-
mente umbilica

Ahora nos concierne el caso en el que X es semi-convexa, estrellada y estd
contenida en una hipersuperficie espacial totalmente umbilica y probaremos
que en efecto la Desigualdad 4.3 se satisface bajo estas hipodtesis. Para esto,
nuevamente haremos uso del Teorema 3.11.
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Definicién 4.24. Sea p = p(s) una funcién que satisface

AS

p(s) =
(1—22) /1 — 22 4 \242

para alguna constante A > 0.

Lema 4.25. La transformacion V(s,0,¢) = (p(s),s,0,¢) es un encaje de
(2m, 00) x S? en el espacio de Schwarzschild en coordenadas (t,r,0, ).

Demostracion. La diferencial de U esta dada por

p(s) 00
1 00
0 01

Como el rango de la matriz Jacobiana es tres, ¥ es inmersién. Ahora notemos
)
que la transformacién C'

U(p(s),s,0,0) = (s,0,9)

es tal que

Vo W(p(s),s,0,0) = (p(s), 5,0, 0)

ToW(s,0,0)=(s,0,0).

Por lo tanto W es un encaje.

Definicién 4.26. Definimos a N como la imagen de ¥, es decir

N =A{(t,r,0,9) :t = p(s),r = s}.
Proposicién 4.27. La métrica inducida sobre N estd dada por

1

2 2
T Tm eg +)\232d8 + 57°gge.

Ademds es isométrica a g, la métrica de la 3-variedad anti-deSitter-Schwarzschild.

Demostracion. Dada la métrica de Schwarzschild, Definicién 3.1,

2m 1
g:_(l—T)dt2+ 1_2_md7‘2—|—7”2g52;
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entonces
. 2m 1
U*g = — (1 — ?) d(p(s))* + 1_—2_md52 + s%gg
2
2 A 1
= — (1 —_ —m) 5 d$2 + o d32 + Szgsz
S (1= 2m) /1 2m g p2g L==F
—\%s? 1 12
= ( )( 2m —|—)\282) + 1_ 2m s +S 832
(1 ) 9 | 2
= d 2
(= Zmp(—2m e 78
1 2 2

es métrica de (2m, 00) x 5%, La isometria es inmediata de la Definicién 3.7. [

Observacién 4.28. La funcién p, de la Definicion 4.24, parece estar solo
definida en (2m, 00), sin embargo podemos extender a N en el espacio de
Schwarzschild de tal manera que el dominio en donde tome valores s sea
(s0,00), recordando que sq es la Unica raiz positiva de la ecuacién 1 — 2?’” +
A2s2 = 0, esto se puede hacer ya que

lo cual implica sy < 2m. Denotaremos por N a dicha extension, que es
precisamente el espacio de anti-deSitter-Schwarzschild. Observemos ademas
que N C N esta encajada isométricamente.

Lema 4.29. El conjunto {Vs = p'(5)0; + 0, Vg = 0p, ¥y = 0} forma una
base para T,(N).

Demostracion. Dado que N estd parametrizada por ¥, entonces W, Wy y Wy
forman una base para T,(NN). Pero

p(s) 00 1
1 00
Yo = 0 10 8
0 01
= 0 ()0 + 0,
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ps) 00 0
1 00
Vo = 0 10 é
0 01
= 0y
ps) 00 0
1 00
Vo = 0 10 (1)
0 01
:8¢.

]

Observacién 4.30. A partir de aqui denotaremos a W, por 0s. Ademés si

b=1-— Z?m entonces f = Vb + A2s2.

Lema 4.31. El campo ey = %at + As0, es ortogonal a N.

Demostracion. Sea u € T,(N) entonces u = a10s + a20p + a30y, asi
(eg,u) = (%5} + As0,, 105 + a20p + a30,)

= L 0,0 + Asar (8, 0.)

b
_ gal@, D0, + 0,) + Asar (O, 70, + 0,)
_ %alp'@t, O + Asar (0, 0,)
= a4
= al[_f% + %] = 0.
O
Lema 4.32. Los campos ey = L0,+Xs0,, e = —f0s, ea = 10p y ey = 250,

forman un marco ortonormal para M, adaptado a N.

Demostracion. De la métrica de Schwarzschild y por como estan definidos
los e; es claro que (ez,e;) =0y (es,ex) =0 para j=0,1,3y k=0,1,2. Por



4.3. CONDICIONES PARA LA DESIGUALDAD

(coer) = (Lot st~ 170, +0)

_ _pr’ (0;,0,) — Asf(Dy,0,)

b
— f2§_>‘if
bf b
= 0.

Ahora se mostrara que son unitarios

!
b

2

f

b

§<at, 8t> + )\252<8r, 87«>
f? )\282

- T T

= ——=-1
b

<€0,€0> = < 815—1—)\5(1, (9,5—|—>\58T>

(e1,61) = <_f(/0lat +0,), _f(P/at +0,))

= (p,)2f2<at78t> +f2<87“787">
)\282 f2
- Epltt T
)\282 f2
Tty

b
= -=1
b

1
<€2,€2> = ?<89739> =1.

1
s2sen? 0

(0, 0p) = 1.

(e3,e3) =

Asi, cada campo V' lo podemos escribir como

3

V = Z 6i<V, 61')62'

1=0

= (e;, ;).

45

lo que solo basta con mostrar que (eg,e;) = 0 para la ortogonalidad de los
campos vectoriales, para esto
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Proposicién 4.33. La hipersuperficie N es umbilica, es decir, la sequnda
forma fundamental es proporcional a la métrica inducida.

Demostracion. Dado el marco ortonormal del Lema 4.32, donde eq es ortogo-
nal a N, podemos calcular los valores propios del operador de forma mediante
la expresién (A(e;),e;). Asi

<A(62)7€2> = _<D82€0762>
1
= _?<D89@0789>
1
= —;(Dag(%&g + As0,.), Op)
1 (f
= _? E<Dagat789> _)\S<D8987’786>

1
pues

2(Dp, 0, ) = 0p(Oy, o) + 01(Dp, D) — 0p(0p,0s) = By - s> =0

2<D398T, 89> = 89<8T, 89> + &(89, 89> — 89(&, 89> =0, - s? = 2s.

(A(es),e3) = —(Deyeo,e3)

1

= ez D20 %)
1 f

- —m<Da¢(gat+/\88r),a¢>
1 f

= T aeenZd 3<D8¢8t73¢>+>\8(17@¢3m@¢>
1

== —m[o + /\S2 sen2 9] = —)\

ya que
2<Da¢at, (9¢> = 8¢<8t, 8¢> + at<a¢, 8¢> - 8¢<8¢, 8,:) = at . (82 sen 0) =0
y

2<D3¢87«, 8¢> = 8¢<0r, (9¢> + ar<8¢, 8¢> - (9¢<8r, (9¢> = 8,, : <82 sen (9) = 2ssenb.
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Anélogamente se calcula
<A(61), 61> = -\

Ahora probaremos que (A(e;),e;) = 0 para i,j = 1,2,3 tal que i # j.
Dado que la segunda forma fundamental es simétrica, basta con probar los
siguientes casos.

<A<€1)7€2> = _<D€1€07e2>
= Lo a0, S0

(Do (200, 0) + Mo, (50,), 0]
[(%)’@ + %Daﬁt, 09) + M0y + 5Ds,0r, 0p)]
(€<Dasat> d9) + As(Dy,0;,09)) =0

O N N A

puesto que

2(Dy,0r, 0p) = 05(O, Op) + 0¢(0s, 0p) — 0p(0s, Or)
Jds-0+0,-0—-0=0

2<D658ta69> = as<a7"789> + 8r<83789> - 69<8578r>
= 0s-040,-0—-0=0.

Si reeplazamos Jy por 0, en las igualdades anteriores podemos deducir

(A(e1),es) = —(De,eo,€3)
= (Lo xs0). ——a,)
SS(J:H@ (%<Daﬁt7 0g) + As(Da,0y,05)) = 0.

1
ssend

Finalmente

(Alea),es) = —(Deyeo, €3)

1 /
== —W<Dag(gat + )\8&), 8¢>
1 f
= - (E<D39@, (9¢> + >\S<D3987», 8¢>) =0

s2senf

1
"ssenf
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ya que
2(Da, 0, 0) = 0p{0, 05) + 01(p, ) — 95(0p, 0) = 0
y
2<D8987"7 a¢>> = a9<a7"7 a¢>> + 87’<897 a¢>> - a¢<897 87"> =0.
Por lo tanto, de la Proposicién 2.20, N es umbilica. O

Ya estamos cerca de tener las herramientas necesarias para poder dar
una demostracién del teorema que nos concierne en esta seccion, pero aun
necesitamos de algunas suposiciones y resultados extras.

Por simplicidad vamos a suponer a partir de aqui que A = 1. El caso general
puede ser reducido a este caso especial mediante un ajuste, el cual veremos
en la parte final de la demostracién del teorema.

Definicién 4.34. Consideremos a la 2-superficie ¥ en N y v el campo vec-
torial conormal de ¥. Definimos los campos L =ey+vy L = —ey + v.

Lema 4.35. Los vectores L = eqg+v y L = —eg + v son nulos y normales a
Y. Ademdas (L,L) = 2.

Demostracion. Como v € T,(N) entonces
(L,L) = {(eq+v,eq+v)
= (eg,eq) + 2(eo,v) + (v, V)

= —1+0+1
= 0.

Por lo tanto L es nulo. Ahora, como eg y v son ortogonales a ¥, L = ¢y +
v también lo es. Andlogamente se demuestra que L es nulo y normal a ¥
Finalmente

(L, L) = —{eg, €0) + (v,v) = 2.
[

Lema 4.36. El campo vectorial de curvatura media se puede expresar como
H = —Hv + 2ey y su dual por J = Heq — 2v.

Demostracion. Como ¥ C N C M, por la Proposicién 2.19 tenemos que
Hscn(X,Y) = Hsen(X,Y) + Hvem(X,Y)
donde X, Y € X(X). Considerando X7, X base ortonormal de X(X)

2
ﬁsz = ﬁZCN + Z e 11 (X;, X5).
i=1
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Como v es el campo vectorial conormal, entonces
Hycny = —Hv

donde H = <ﬁgc ~, V). Por otro lado, dado que N es totalmente umbilica,
en todo punto p € X se satisface que

[](X“XZ) = <Xz'7Xz'>€0 = €.
De aqui
2
> eI (X, X;) = 2eq.
i=1

Con lo cual obtenemos
HZCM =—Hv+ 260.

Por lo tanto, de lo anterior y la Definicion 4.1

— —

J = (H, ey — (H v)ey= Hey— 2v.
O

Observacién 4.37. Dado que N y N son isométricas entonces podremos
hacer algunos calculos en N que se preservaran en N. Esto sera 1til ya que
N es variedad de anti-deSitter-Schwarzschild y podremos aplicar el Teorema
3.11.

Lema 4.38. La siguiente igualdad es valida en N
divg(sf0s) = 3f. (4.4)

Demostracion. Consideremos {e; = —f0s, €92 = %89, e3 = ——04} base or-

ssenf
tonormal en N. Entonces

<DE1 (Sfas)7 E1> = <D_—f3s(5f88)7 _f88>
- <<sf’+f>a + D.0,, 05)|

= Pl + N P +5f(D,0,,0,)

. +sf( <as,as>)}

st (= 15)]

= f? (sf +f)f

= f? (sf +f)

= s+ f—sf
= f

f
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» |~

<DE2(SfaS)7E2> = D8985789>

<as7 D3989>

(09 {0y, Os) + 0y (g, Os) — 05(0y, Op))

N | —

/l\ —
o |
~— RO | =

S

—~

VA

[N}

~—

[

® S ® [ ®» [ ® [

Il
T

(D, (sf0s), Bs) = ———57(Da,0s,05)

Por lo tanto

divg(sf(s)0s) = Y _ €(Dg,(sf(5)ds), Ei) = 3f(s).

i=1
[

Definicién 4.39. A {s} x 5* se le denomina superficie de nivel de s donde
s:(s,0,0) € N = s € [s0,00).

Lema 4.40. Dada una superficie de nivel de s en N se satisface

/BN(U, sf(s)0s)du = 4msp. (4.5)
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Demostracién. Consideremos la variedad {s} x S? donde s € [sg,00). Si
hacemos 0 = 0,5, 02 = Op y 03 = 0, entonces

1
FO 0
52 0

0 0 s?send

De aqui g = 2,82 = %, 8% = 2155 vy g/ = 0 para i # j. Asf, en una
superficie de nivel de s se tiene que

grad s = 87(9; - 8)0; = (0 - 5)0; = g"' 05 = f20s

| grad s ||= \/(grad s, grad s) = \/f4(0,,0,) = f.
Con lo cual obtenemos

grad s
v=——— = f0,.
| grad s ||

Ahora, si consideramos las integrales sobre {s} x S? y sustituyendo a v se
tiene

/ (v,sfOs)du = / <1/,51/)du:/ sdp.
{s}xS2 {s}xS2 {s}xS2

Por lo tanto, al tomar el limite s — sg, y de la Observacién 3.8, se concluye
que
/ (v, sfOs)dp = So/ dp = so(4msd) = 4msy.
N ON
]

Observacién 4.41. Recordemos que 992 = S UIN, Teorema 3.11, entonces
dada una orientacién positiva en el interior de €2, la orientacién en la fron-
tera de esta region queda determinada por la orientacién en X y ON. Esta
orientacion sera positiva en alguna componente y negativa en la otra. Vamos
a suponer que ON tiene orientacién negativa.

Proposicion 4.42. Dado que > C N C N, entonces
—/<j, Opydp = / Hfdp — 6/ fdvol — 8rs?
b 2 Q

donde Q es la regién encerrada entre ON y 3.
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Demostracion. En el Lema 4.36 se obtuvo que J = Heg — 2v, sustituyendo
esta ecuacion tenemos la siguiente igualdad

- / (F 00 dp = — / Hieo, 0)dp + 2 / (v, 8)dp. (4.6)
> b >
Con un céalculo sencillo obtenemos

—(eq, 0r) = —<%8t + 50,,0) = —%(&g,@) = f.

Por otra parte

(at)T = Z@t, ei)e;

(v, 0) = (v,(8) ") = —(v, 5f0).

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (4.6) se tiene

- [anau= [ sran-2 [(osso)an (4.7)

De la Observacién 4.28, la igualdad (4.7) puede considerarse como una ecua-
cién en una 3-variedad de anti-deSitter-Schwarzschild N a través de la iso-
metria dada por la Proposicién 4.27. Recordemos que la variedad N tiene
métrica

ds® + s*gg

_ 1
g =
f(s)?
para s € s, 00]. Ahora, dado que 9Q = X U ON donde AN es el horizonte y
Q es la regién encerrada entre N y X (ver figura 3.2) tenemos que

/aQ<V’ sfO0s)dp = /Z(y, sfo,)du _/8 (v, 5 f0)dp

N

el signo menos en la ultima integral viene dado de la Observacién 4.41.
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Aplicando el teorema de la divergencia a la parte izquierda de la igualdad,
se tiene

/<V, sfas)d,u:/divg(sf(()s)dvol—i—/A(V, sfOs)dpu. (4.8)
s Q )

Iy
Al sustituir las ecuaciones (4.4) y (4.5) en la igualdad (4.8) llegamos a

/<V, Sf(s)8t>du:/3fdvol+47rsg.
s Q

Finalmente al sustituir esta igualdad en la ecuacién (4.5) concluimos que

—/(J_’,@Qd,u:/Hfdu—6/fdv01—87rsg.
2 2 0
O]

Teorema 4.43. Sea X una 2-superficie semi-conveza y estrellada que perte-
nece a la hipersuperficie totalmente umbilica N C M. Entonces la desigualdad

—/(J_'7 Opydp + 16mm > +/167|3
>

se satisface.

Demostracion. De la Proposicién 4.42 se tiene

- /z (J,0,)dp = /E Hfdu—6 /Q fdvol — 87s?. (4.9)
Por otra parte, del Teorema 3.11 se deduce la desigualdad
/ZfHdu - G/Qfdvol > 2|52z (|2|% - |am%)
= 2(4m)} [Iz)E - (4msd)?]

= /167|%| — 8msg

y de la ecuacién 1 — 2ms;' + A\2s2 = 0 obtenemos 2m = (sj + sg) para
A = 1. Por lo tanto, al combinar la desigualdad anterior y la igualdad (4.9)
concluimos

—/(j,@)du > /167|%] — 87 (sf + s0)
s

= /167X — 167m.

Ahora, para el caso general A\ > 0 lo podemos reducir al caso A = 1 de
la siguiente manera: sea sy la tnica solucion positiva de la ecuacién 1 —
2ms, "t + A2s2 = 0 entonces s, = Asp es la tnica solucién positiva de la

ecuacion 1 — 2m/s; + s2 =0 con m’ = dm > 0. O
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4.3.3. X encajada a una hipersuperficie nula

En esta secciéon vamos a suponer que la 2-superficie ¥ esta contenida en
una hipersuperficie nula N del espacio de Schwarzschild M. Para esta parte
reduciremos todo al caso de una hipersuperficie umbilica, por lo que se usara
el Teorema 4.43.

Definicién 4.44. Sea M que denota el espacio de Schwarzschild en coorde-
nadas (t,7,6,¢). Consideremos ® : (2m, o) x S? — M dada por

D(s,0,0) = (€(s), 5,0, 0)
donde €(s) = s+ 2m log(% —1).

La imagen de ® es la hipersuperficie
N ={(t,r,0,9) : t = s+2mlog(§ —1),7 =3s,5 > 2m}.

Proposicién 4.45. La hipersuperficie N es nula.

Demostracion. Recordemos que la métrica del espacio de Schwarzschild esta

dada por
2m

g:—(l——)dt2+ 1 2md7’2+r2g52.
/r‘ _ =2
Como @ es una inmersion entonces la métrica inducida sobre N es
. 2m
g = —(1-— T)al(e(s))2 + T 2_mds2 + s°gg,
2m 1 1
— —( — ?)(1—M)2d82 -+ 1_—2_md82 + 52g52

S S
2
= S gsz.

Ahora, notemos que &, = €(s)d; + 9, es un campo tangente a N. Sea X €
X(N) tal que X # 0 y tangente a S?, entonces

O g(D,, X) = s2gga (P, 5%, X)

donde @, % denota la parte tangente del campo ®, a S2. Pero
2
0.5 =Y g9(d,, 00 =0
(]

con 01 = 0y y 0, = 0. Por lo tanto
O*g(P,, X)=0
para todo X # 0. O
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Proposicion 4.46. Como X es una 2-superficie espacial entonces se puede
representar como una grafica radial

= {(t,;1,0,0) : t =7+ 2mlog(5— — 1),r = u(6,9), (6, 6) € 57}
con parametrizacion W : S? — N C M definida por
U(0,¢) = (e(u(t, 9)), u(0,¢),0,9)
para alguna funcién u : S* — (2m,00) y donde €(r) =1+ 2m log(# —1).

Demostracion. De la Definicién 4.44 se deduce que podemos definir una 2-
superficie en N como la imagen del encaje ¥ : S2 — N C M definido como

(0, ¢) = (e(u(0, ), u(0, ¢), 0, ¢)
para alguna funcién u : S? — (2m, 0o). Cuya imagen mencionada es
{(t,7,0.0) st =7+ 2mlog(5— — 1),r = u(.0), (0, 9) € 5%).
m

Ademas, de la Proposicién 4.45 podemos deducir que la métrica inducida
sobre esta 2-superficie es r?gg., la cual es positiva definida. Por lo tanto,
como X es espacial entonces

S={{t,r0,0):t=r+ 2mlog(# —1),r =u(0,9),(0,9¢) € S*}.

]

Proposicion 4.47. Para cada A > 0, sea py la unica solucion de la ecuacion
diferencial ordinaria

As
p(s) =
(1—2m) /1 — 22 4 X252
tal que px(4m) = 4m. Entonces px(s) converge a la funcion e(s) = s +

2mlog(5- — 1) cuando A — oo en el intervalo (2m, c0).

Definicién 4.48. Sea @) : (2m,00) x §? = M dada por

CI)A(Sv 07 ¢) = (pk(s)v S, 67 ¢)

Ademas, para cada A > 0 la imagen de ®, es la hipersuperficie

~

Ny =A{(t,r,0,0) :t = pr(s),r =s,s > 2m}.
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Definicién 4.49. Sea U, : S? — M dada por

\DA(ev ¢) = (p)\(u(9> ¢))’ U(&, ¢)> 97 ¢)

Consecuentemente para cada A > 0, la imagen de Uy es la 2-superficie

Sx={(t,r,0,0) : t = pa(r),r = u(0, ¢),(0,6) € 5°}
donde u : S? — (2m, 00).

Proposicion 4.50. La hipersuperficie N,y es umbidlica e isométrica a la varie-
dad de anti-deSiter-Schwarzschild de dimension tres. Ademds la 2-superficie
Y\ puede ser interpretada como una superficie estrellada contenida en Ny.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicion 4.33. O]

Observaciéon 4.51. Nuevamente en esta seccion L y L denotan los vectores
nulos normales a X tal que uno esta dirigido al futuro y otro al pasado,
ademés satisfacen que (L, L) = 2. Como N es nula entonces en cada punto
estan definidas dos direcciones nulas, por lo que podemos suponer que L es
un vector nulo dirigido al futuro.

Proposicién 4.52. Las siguientes afirmaciones son ciertas cuando A — oo.

1. La hipersuperficie Ny converge a la hipersuperficie N y la 2-superficie
Y\ converge a la 2-superficie 2.

2. El campo vectorial de curvatura media de Xy converge al campo vecto-
rial de curvatura media de Y y el vector dual de ¥\ converge al vector
dual de .

3. El campo vectorial conormal vy converge a un vector paralelo a L.

Demostracion. 1. Dadas las parametrizaciones de las Definiciones 4.48 y 4.49

(I)A(Sv 97 ¢) = (pk(s)v S, 97 ¢)

\PA(Q? ¢) = (:OA(u(97 ¢))’ u<97 ¢>7 97 ¢)

y por la Proposicién 4.47 se tiene que

pa(s) = €(s)
cuando A — oo. Esto implica que

q))\—>(b
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y

Uy, — U
Por lo tanto

N)\ — N
y

ZA — 2.

2. Primero, si escribimos a Hy y H en términos de las parametrizaciones
de X y X, se tiene que

Hy = Hy,cn, = (gg\jD(‘I’A)j(qu)i)l - (gijD\Ifj‘I’i)L = Hyey = H.

Por otra parte, sea £, = py+tL, recta nula al futuro normal a ¥, que pasa por
el punto py € X, con direcciéon Ly. Si A — 0o, Xy — X entonces py — p € X
y por la Proposicién 1.23 Ly — L. Ademas, si uy € {5 y vy € T), X entonces
(ux,vy) = 0, luego si A — oo tenemos que (u,v) =0 donde u € £ y v € T,X.
Por lo tanto ¢, converge a ¢ = p + tL recta nula al futuro normal a .
Anélogamente ¢, = py + sL, converge a £ = p + sL recta nula al pasado
normal a X.
Asi, por la Definicién 4.49

= J
cuando A\ — 0.

3. Sea ¢y € Xy v vx(gy) vector conormal unitario exterior de X, en N).
Dado que X, y N, convergen a la 2-superficie ¥ y a la hipersuperficie nula
N, respectivamente, entonces v,(gy) converge a un vector tangente a N y
normal a ¥ en un punto ¢ € X, esto implica que vy(¢q\) — cL(q), donde
c € R, cuando A — oo. ]

Teorema 4.53. Si X pertenece a una hipersuperficie nula, entonces la de-

sigualdad
—/<f, Ay dp + 16mm > \/167[3).
b

se satisface.

Demostracién. Como (H, L)y (H, L) son estrictamente positivas entonces la
curvatura media de X, vista dentro de IV, es estrictamente positiva cuando
A es suficientemente grande y por la Proposicion 4.52 se concluye que Xy es
estrellada y semi-convexa. De esta manera X, cumple con las hipétesis del
Teorema 4.43 por lo que se satisface la desigualdad

_ / (T, B0 djin + 167m > /16755, (4.10)
DI
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Ahora, supongamos que A — oo. Como
1
dp = | det(g;;)r|2df A dg
y 1
dp = | det(g;;)[2d0 A do
entonces duy converge a dy, esto implica
Xa] = [E].

Por lo tanto, de la Proposicién 4.52 concluimos que la desigualdad (4.10)

converge a
—/(j, O)dp + 16mm > +/167|3].
2
[

4.3.4. X encajada a una hipersuperficie temporal estati-
ca convexa

Las hipodtesis del teorema ahora son que X esta contenida en una hipersuper-
ficie estatica convexa, la cual sera construida con ayuda de la proyeccion de
>’ sobre la rebanada t = 0 del espacio de Schwarzschild. En esta subseccion
cuando se hable de segunda forma fundamental se referird a h;; como en la
Observacién 2.8.

Definicién 4.54. Sea 7 : (t,r,0,¢9) — (r,0,¢) la proyeccién sobre la reba-
nada t = 0. Sea F : U C R? = X parametrizacion de ¥ dada por

F(z) = (r(2), F(2))

donde 7 : V. C R®> - Ry F: W c R = 3 es la parametrizacion de
Y =n(%).

Observacién 4.55. Como en la subseccién 4.3.2. la rebanada t = 0 es
totalmente geodésica y 9; es el campo vectorial de Killing.

Observacién 4.56. En esta seccién se tendra la convencion de notacién
E:aZFYTZ: i T .

Definicion 4.57. Sea N una hipersuperficie temporal completa en un espa-
cio estdtico. Decimos que N es estdtico convero si N = {(t,x) : t € R,z € Z}
para alguna 2-superficie S c M, y tal que la segunda forma fundamental Pab
y la métrica inducida g, de S en M satisfacen hab > Q7 10(Q)g,, > 0. Donde
v denota el campo vectorial conormal exterior a 3.
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Observacién 4.58. La condicién hg, > Q7'0(Q)g,, > 0 tiene una inter-
pretacion geométrica natural: esta condicién implica que la segunda forma
fundamental II de la hipersuperficie temporal B es no negativa cuando se
evalia en vectores nulos, es decir, I1(X, X) > 0si X es nulo y tangente a N.

Proposicion 4.59. La métrica inducida en S relativa a Y es

dondef:@/1—27m.

Demostracion. Dada la parametrizacion F(z) = (7(x), F(z)), los vectores
tangentes a X son

gz‘j =g + sziTj

F, = 1,0, + F,.
De aqui, la métrica inducida en X es
gy = (FF)) = (E+70, Fy+7,0,)
= (F Ey) + 7m0, 1)

Por lo tanto, si f = /1 — 27’”, la métrica inducida en ¥ relativa a ¥ estd
dada por

A 2

8i; = 8 + I Ty

O
Proposicion 4.60. La matriz inversa de la métrica g;; estd dada por
gz‘j _ gjj . ngikglesz
1+ f2|Vr|?

2 _ i
donde |VT|* = g¥mT;.
Demostracion. Consideremos la métrica inducida g como en la Proposicién
4.59, entonces

i - g™ nen
) J = 4 2 i Trm J =2 2 =
gim&™ (gzm frmim, ) (gm 1+ 2|V
i ngmkglele i 2 2 ngmkgﬂTle
= ) ) _ g Lo ©2 B mj ) _ s J o o R
gzmg]n g2m1+f2|v7_|2 +g f TiTm f TZTm1+f2|VT’2
f2elmn PIVTPE T
J kl—i—f2|V7'|2 1+f2|v7-|2 +f g]nTT
2 5l . )
- 5 _fgmm (1 + f2|V7'\2) + 2™,

CA + f2Vr|?
- 5”
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Figura 4.1: X encajada en un espacio estatico convexo

La ultima igualdad se da haciendo un ajuste de indices. O

En la siguiente proposicion relacionaremos la segunda forma fundamental
de Y con la segunda forma fundamental de X.

Proposicién 4.61. Existe una extension de U a un campo vectorial v defi-
nido en una vecindad U de N tal que [v,0;] = 0 y (v,0;) = 0. Ademds v es
normal tanto a 3 como .

Demostracion. Sea U el campo vectorial conormal a 3. Dado que U es tan-
gente a la rebanada t = 0, existe un abierto Ucy tal que para cada punto
de este se satisface (r,0;) = 0. Si definimos al vector v = (¢,7) entonces
para todo punto del abierto U =t x U C N se satisface que (v,0;) = 0. La
ortogonalidad de v a 5 y 2 se deduce del hecho que v es ortogonal a B.

Finalmente, de la Proposicién 3.5 tenemos la forma de ver al espacio de
Schwarzschild como producto alabeado, de esta manera notamos que v €
LpxRT x,28%) vy d; € £(R x q), donde ¢ € R x,2 S? (ver figura 4.1). Por
lo tanto del Lema 2.30 se concluye que [v, d;] = 0. O

A partir de aqui los resultados se consideran en la vecindad U donde
existe la extension v.

Lema 4.62. La siguiente ecuacion se satisface

~

(F, DFjV> = hi; — Tiij(V - f)
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donde izij es la sequnda forma fundamental de 3.

Demostracion.
<E, DFjI/> = <7—7;at + E> D7j8t+ﬁ‘jy>
= <E, Dﬁ,jl/> + 7'ﬂ'j<at, D@tl/> + Ti<at7 Dﬁ}-”) + TJ<E’ Datlj>'

De la proposicién anterior sabemos que [v,0;] = 0 lo cual implica D,0, =
DatV. Asi

(Fi, Dp,v) = (E,Dpjl/> + 7,7(0r, D, Oy) + TJ-(E,DV@ + Ti<at,DFjV>.

Calcularemos estos cuatro términos utilizando que v es normal a > y 5, junto
con el hecho de que 9, es de Killing. Primero notemos que

~

<Fz DFjV) = —<V7 DF]--Fi> = }AZZJ

Para el segundo término

1
7,7;(0, D,0Oy) = TiTjé[V(@t,@t)]

1 2
= —nr5lv- £

= —nrif(v-f).
Para calcular los tultimos dos términos notemos primero que

([0, E]) = (v, Do, F}) = (v, Dy, D)
= v, F}) = (Do, F) — (v, Dy, )
= —(Dgy,v, ﬂ) — (v, Dg, 0h)
= —(D,0, E}) — (v, D30,

= (v, Dy,0;) — (v, D 0) =0,

(O v, B)) = (0, D,Fy) — (0), Dpv)
= v(0, F) = (D,0y, Fy) — [Fi(0h,v) — (D, 01, v)]
= — (D0, F}) + (D0, v)
= —(D,0, F}) — (D,0,, Fy)
= —2(D,8,, F}).
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Asi,
2D, 0, F) = w0, F) + 8, B) — Fi{v, ;)
— (w0, F]) + <t[VF]A+<u[V3t]>
= —<V, [8157 z]> <at7[ F]>
= —2(D,0y, Z}

Por lo tanto X
(D, 0y, F;) = 0.

Finalmente, dado que 0; es de Killing se tiene
(00, Dy,v) = —(v. Dy, 3)) = (D, E}) = 0.
Con lo cual concluimos

(F3, DFjV> = ilij —7rif(v-f).

Lema 4.63. La siguiente igualdad es valida

f2e*g'nen
Wf ( )gz] |VT| f( )

Demostracion. Notemos que

2 ik il
as{
(gjj —gij) f_l(’/‘f)gz‘j = gjjgijf_l(V‘f) —5ijf_1’/‘f
gy + [Prim) [T - f) =i f v f
= 0uf T v ) H VTP f) = uf v f)
VT2 f (v - f).
]

Proposiciéon 4.64. Sea H el campo vectorial de curvatura media de X en
N. Entonces

3 A fggi’“gj’Tsz oo _ N
—<H>V>—H+W<hij—f 1(V'f)gij>

donde H = fgijﬁij es la curvatura media de 3.
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Demostracion. De los Lemas 4.62 y 4.63 se tiene que

— .

—(H,v) = —(g"Dg,F;,v)
= g1]<E7DF]V>
= gij (Bij - Tiij<V : f))
= gijilij - ’V‘Zf@ - f)

- 2 ik gl . 2 Hik 5l
— (gz]+ f gl g Tk,‘Tl> hij f gl g TET] f_l(Vf)gZ]

2 ik ol
= ﬁ—i-% <ilzg _fil(y'f>gij) :
[
Proposicion 4.65. La siguiente desigualdad se satisface en N
—(H,v) > H.
Demostracion. Como N es estatico convexo se tiene que
hij — (v fg; = 0.
Adema&s notemos
g*g'nem > 0.
Por lo tanto, de la Proposicién 4.64, se concluye la desigualdad
—(H,v)>H.
O

Observacién 4.66. Considerando a 9" que denota la parte tangente a ¥ de
4, lo cual implica que 9;- es la parte normal a 3. Ademas, como (9, 9;+) =
—(f2+(0,,8,)) < 0, pues X es espacial, entonces 9; es temporal.

s ss ot o
Definicién 4.67. Sea w = W vector temporal, unitario y normal a
t 7t

Y. Definimos L=w+vy L=—w+wv.

Lema 4.68. Los vectores L =w +v y L = —w + v son nulos y normales a
3. Ademds L esta dirigido al futuro y L estd dirigido al pasado.
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Demostracion. Como (0, v) = 0y (9", v) = 0 entonces (9;, ) = 0. De esta
manera

(L,L) = (w+v,w+v)
= (w,w) + 2(w,v) + (v,v)

1 2
= = = 8L,8L + — 8L,V + v, v
= —140+1=0.

Por lo tanto L es nulo. Ahora, dado que w y v son normales a ¥ entonces
w + v = L también lo es. Finalmente, como

(L,0y) = (w+wv,0)
= (w,0) + (v,0)

- (9h0) <0

_<atJ_ ) 8#_ >
entonces L esta dirigido al futuro. Andlogamente se demuestra que L es nulo y
normal a 3. Ademads, dado que (L, 0;) = —m(&}, 9;") > 0 se concluye
TA\YE Y
que L esté dirigido al pasado. O]

Lema 4.69. La siguiente igualdad se satisface

V05 05) = fV L+ IV

Demostracion. Consideremos la base { Fy, F»} para T,(X) asociada al sistema
de coordenadas 1,79 en U. Expresamos a 9, en términos de esta base,
observando antes que

<atT>Fi> = <at7E + 1,0y = —fQTz'
obtenemos la ecuacién
0] =g7(0] , F)F; = — 8" F}.
Por lo que deducimos B
8# =0, + fgg”n}?}.
Asi
(@%&ﬂ = <at,8t> + ngijTi@t,Fﬂ + nglek@t, Fl> + f4gijgleiTk<F}7Fl>
= —f*- f4g”7'ﬁj — fiemm + f4g”5kjﬂ‘7k;
= P fnn
= —f2— V7]t
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Por lo tanto

—(0F,0) = fFV1+ f2IVT 2.

O
Lema 4.70. Dado J el vector dual se cumple la siguiente iqualdad
~(J,00) = ~(H ) [V1+ IV
Demostracion. Por el lema anterior, basta con demostrar que
(J,0) = (H,v)\/—(0F, 0F).
Dado que
J= (A )L~ (A, L)L)
Sustituyendo los valores de L y L tenemos
J = (H,wyv — (H,v)w.
Por lo tanto
(J,0) = —(H, V><w,31>
-
_/aL AL
-
= (Hv)\/ (0, 0h).
O

Lema 4.71. Las formas de volumen de ¥ y S estdn relacionadas mediante

la ecuacion
dip = ~/1+ f2|VT|2du.

Demostracion. Dado que F'y F estdn definidas en el mismo abierto U , en-
tonces las formas de volumen de ¥ y ¥ estan dadas por

dp = | det gij|%dx1 A dzy

dji = | det g;;|2dzy A ds
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respectivamente. Sea xg € U tal que F} y F, formen un marco ortonormal,
entonces g;; = 0;; en xg, asi

dpry, = dzy N dzy

y
dftz, = | det gz’jmo‘%dxl A dxs.

Pero, dada la igualdad g;; = g;; + [?7;7; se tiene que
L+ f2r2 fPrm
det g, = =1+ f3(r3 + 1) = 1+ f?|Vr]”
fProm 1+ f272

Por lo tanto
dip = /14 f?|V7|2dp.

O

Proposiciéon 4.72. Sea H el vector de curvatura media de X en M Y J el
vector dual. Entonces se cumple la desigualdad

- [Todu= [ asap.
> >

Demostracion. Por el Lema 4.70 tenemos que

—(J,8) = —(H,v) f/1+ f2|VT[2

Luego, de la Proposicion 4.65 obtenemos la desigualdad
—(J,0) > Hf\/1+ f2V7].

Integrando ambos lados de la desigualdad sobre X, recordando que tanto F
como F' estan definidas en el mismo abierto U, y por el Lema 4.71 concluimos

- [Toydn = [ irpyTE PV
by b
— /Hf 1+ f2|Vr|2du
U
= /ﬁffdﬂ
U

= /Hfdﬂ.
by
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Lema 4.73. Sean |Y| y |2| que denotan las dreas de ¥ y X respectivamente.
Entonces se satisface la desigualdad

% > (2.
Demostracion. Primero notemos que
V1+ VT2 >1

por lo tanto

S= [tan < [ VIT I
b by
= /\/1+f2]VT]2du
U

AR
U

= /1-d/l
)

= |2l
0

Teorema 4.74. Sea Y que estd contenida en la hipersuperficie temporal
estdtica convexa N. Entonces la desigualdad

—/(j, Opydp + 16mm > +/167|3
>

se satisface.

Demostracion. Como ¥ es difeomorfo a S? y ¥ es difeomorfo a 3 entonces
podemos suponer que 3 es estrellada y convexa. Luego, como ) pertenece
a la interseccion de la hipersuperficie obtenida la hacer ¢t = 0 y N, la cual
es totalmente geodésica, (ver figura 4.1) entonces cumple las hipdtesis del
Teorema 4.22 que nos proporciona la validez de la desigualdad

/ Hfdji > £\/167|3| — 167m.
5
Asi, de la Proposicion 4.72, la desigualdad anterior y el Lema 4.73 obtenemos
- [Way = [ firdg
b $
> \/167|%| — 167m

> /167|X| — 167m.

V
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Por lo tanto

—/(j Op)dp + 16mm > +/167|3].
s
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