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Introduccion

A lo largo de la historia, la humanidad ha lidiado con distintas enfermedades. Padecimientos que
van desde enfermedades de caracter infeccioso, causados por virus o bacterias hasta enfermedades
causadas por factores genéticos y ambientales. En la actualidad existen diversos tratamientos
y curas para muchas de las enfermedades las cuales fueron descubiertas tras anos de intensa
investigacion y experimentos cientificos. Sin embargo, existen enfermedades que hasta el dia de
hoy no tienen una cura aparente y los tratamientos no son del todo efectivos. Tal es el caso de la
enfermedad que nos interesa estudiar en el presente trabajo, el cancer.

El cancer es una enfermedad provocada por el crecimiento descontrolado de células que han sufrido
alteraciones metabdlicas o epigenéticas. El cambio metabdlico se da por medio de la glicélisis
aerobia, lo cual hace que una célula transforme 2 moles de lactato en 2 moles de glucosa mas
36 moles de ATP (Adenosin Trifosfato), lo cual satisface las altas demandas de la replicacién
celular [9]. Estas células heredan la mutacién a sus descendientes y su velocidad de replicacién es
ligeramente mayor de lo normal. Estas células en conjunto pueden formar biomasas de diversos
tamanos llamadas tumores. El término tumor proviene de latin tumere, que significa inflamacion.
Las células cancerigenas pueden esparcirse por todo el cuerpo a través del torrente sanguineo
o por medio del sistema linfatico y asi invadir otros érganos y tejidos del cuerpo humano. El
cancer puede ser desencadenado por diversos factores como lo son los genéticos, metabdlicos y
los carcinégenos. Dentro de los carcinégenos podemos hallar aquellos que son fisicos (como la luz
ultravioleta), quimicos (como el tabaco y el alcohol) y los bioldgicos (como infecciones causadas
por virus, bacterias y pardsitos) principalmente. Otros factores importantes son el estilo de vida

sedentaria y la dieta.
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Histéricamente, el cancer es mencionado en antiguos papiros egipcios que datan del ano 1600 a.C.
donde se hace una descripcién de la enfermedad. Ademas se cree que Hipdcrates uséd el término
carcinos por primera vez, ya que éste relaciono el crecimiento anormal con el cuerpo de un cangrejo.
El término céancer proviene del griego karkinoma, que equivale a cancer en latin.

Dentro de los tumores formados por células cancerigenas, existen dos tipos: los tumores benignos y
los tumores malignos. Los tumores benignos son de lento crecimiento, no se propagan a otros tejidos
y rara vez reaparecen tras ser extraidos, mientras que los tumores malignos crecen rdpidamente, se
propagan a otros tejidos y reaparecen frecuentemente después de haber sido extirpados, provocando
la muerte en un periodo variable de tiempo. En otras palabras, un tumor maligno puede disenimarse
por medio de vasos sanguineos siguiendo un proceso conocido como angiogénesis. Dichos vasos
sanguineos se conectan al torrente sanguineo del cuerpo y comienzan a esparcirse. Algunas células
cancerigenas viajan a otros tejidos y comienzan su proliferacion en el nuevo microambiente.
Existen aproximadamente doscientos tipos de cancer conocidos y reciben generalmente el nombre
del érgano donde se encuentran. Algunos tipos de cancer conocidos son el cancer de colon, pulmon,
higado, mama, préstata y leucemia, por mencionar algunos.

Segun cifras del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI), en México durante 2013,
la morbilidad hospitalaria mas alta por tumores malignos en personas de 0 a 19 anos se debe a
cénceres en 6rganos hematopoyéticos (médula dsea y bazo); siendo esta del 62 % en mujeres y 58 %
en hombres. Del total de defunciones durante el 2013, 5.4 % se debié a algin tumor, y de esta cifra,
el 86.3 % falleci6 debido a tumores malignos. De cada cien defunciones por cdncer en personas entre
0y 19 anos, 57.1 % fueron varones y 42.9 % mujeres. Esto nos dice que en personas entre los 0 y 19
anos, los canceres mas comunes son de bazo y leucemia. Mientras que en la poblacién mayor a los
20 anos de edad, los canceres mas comunes entre los hombres son aquellos que tienen que ver con el
sistema digestivo (25 %), los 6rganos genitales (11 %) y los érganos hematopoyéticos (10.6 %). En
cuanto a las mujeres, los cdnceres mas comunes son el cdncer de mama (29.5 %), érganos genitales

(18.6 %) y organos del sistema digestivo (13.9 %).

El cancer puede afectar a personas de todas las edades, incluso a fetos pero el riesgo de pade-
cerlo aumenta con la edad. Durante el 2007, el cancer mato a 7.6 millones de personas alrededor

del mundo segin datos de la Sociedad Americana Contra el Cancer. Se preeve que durante el siglo
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XXI, el cancer sea la principal causa de muerte en los paises desarrollados. A pesar de esto, se ha
producido un aumento en el tiempo de supervivencia media en pacientes diagnosticados.

El proceso por el cual se produce el cancer es llamado carcinogénesis. Algunas causas de este pro-
ceso son anormalidades en el material genético de las células, asi como el aumento de glicélisis [9].
Estas anormalidades pueden ser producidas por diferentes factores carcinégenos, como la radiacion
ionizante ultravioleta, productos quimicos de la industria, el humo del tabaco o agentes infecciosos,
como el virus del papiloma humano o el virus de la hepatitis B.

Actualmente, existe un area de la medicina dedicada al estudio de esta enfermedad llamada On-
cologia. En ella médicos y cientificos se dedican a entender los mecanismos y disefiar tratamientos
contra este padecimiento, pero dada la complejidad de estos mecanismos, se requieren mas he-
rramientas y colaboraciones con otras areas de la ciencia, tal es el caso de las ciencias exactas,

particularmente las matematicas.

Esta tesis pretende ilustrar de manera clara las ventajas de hacer un andlisis cualitativo y cuan-
titativo del cancer. Hacer esto nos brinda un enfoque distinto de la enfermedad, transformandola
en un problema matematico y utilizando ciertos métodos para resolverlo. Es importante senalar
que no pretendemos hacer alguna contribucion. El inico propésito de este proyecto es estudiar el
crecimiento de tumores en etapa temprana, tratar de entender los mecanismos del cancer en esta

fase y asi, intentar brindar un aporte en el futuro.

En resumen, estudiaremos la dinamica de dos tipos de células cancerigenas: las células can-
cerigenas normales y las células cancerigenas madre. Las células cancerigenas madre son células
cancerigenas con capacidad infinita de replicacion e inmortalidad. El modelo que nos ayudara a
estudiar esto es el modelo de Enderling-Hillen. Este modelo se basa en un automata celular, que
después es transcrito a un modelo con ecuaciones diferenciales parciales. Este tltimo considera
solamente las células cancerigenas normales y las células cancerigenas madre, en como se com-
portan éstas células y como la difusion juega un papel importante en periodos de tiempo muy

cortos.

En el capitulo 1, se explica de manera sucinta lo concerniente a la biologia detras del cancer, asi
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como los mecanismos que estan involucrados en el proceso de la carcinogénesis. En el capitulo 2,
se estudia el crecimiento de tumores en etapa avascular y la interaccion de las células cancerigenas
convencionales y las células cancerigenas madre. Primero, se analiza el modelo computacional
basado en autématas celulares que plante6 Enderling et al. en [6]. Posteriormente, se discuten
algunos resultados obtenidos a partir de las simulaciones con el autémata y se hace énfasis en
un comportamiento paraddjico del crecimiento de un tumor bajo ciertas condiciones. Finalmente,
se toman como base las reglas del autéomata para llegar a un modelo matematico equivalente que
llamaremos modelo de Enderling-Hillen debido a sus autores. La deduccién del modelo matematico
se realiza siguiendo las ideas de cadenas de nacimiento y muerte mostradas por Thomas Hillen y
Bettina Greese en [10],y las ideas de [18] para las caminatas aleatorias. En el capitulo 3, se hace
un analisis cualitativo del modelo, reduciéndolo a un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Este andlisis fue hecho por Hillen et al. en [11], seccién 2, paginas 167-170. De manera
precisa se define el crecimiento tumoral paradéjico y se prueba de manera formal este hecho (ver
[11], seccién 3.3.1. pag 172-177). Finalmente, en el capitulo 4, hago una reduccién del modelo

matemadtico utilizando el método de los momentos y pruebo la existencia local de la solucién (ver

[7])-



Tabla de parametros y constantes con

referencias.

A continuacion se presenta una lista con las constantes y pardametros utilizados en este docu-

mento.
Nombre | Valor Unidades | Descripcion
J 0.01 S/U Probabilidad de que una CCM tenga una CCM [6].
1-9 0.99 S/U Probabilidad de que una CCM tenga una CC diferenciada [6].
M {0,1,2,...} dias Edad de maduracion de una célula.
o [0,0.00635] mm /h Capacidad de migracién de una célula [15].
Prmaz {0,1,2,...} S/U Capacidad méxima de replicaciéon de una célula.
0 {0,1,..., pmac} | S/U Capacidad de replicacién de una célula.
a 0,1) S/U Tasa de mortalidad de una célula.
t [0, 00) dfas Tiempo.
At 96 minutos | Intervalos de tiempo [15].

Tabla 1: Tabla de constantes y parametros.
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Capitulo 1

Algunos conceptos sobre el cancer.

En este capitulo, presento y explico los conceptos biolégicos basicos necesarios para comprender
las causas y mecanismos responsables de la apariciéon de tumores malignos. También hablo de las
células cancerigenas y de cémo éstas forman tumores. Finalmente, menciono un tipo especial de
células cancerigenas conocidas como células madre cancerigenas, que son fundamentales en la
regeneracion y esparcimiento de tumores en todo el cuerpo humano. Para la parte de la biologia

celular nos hemos basado en las ideas de Gatenby y Gillies expuestas en [9].

1.1. Conceptos preliminares.

A continuacién presento algunos conceptos basicos de la biologia que nos ayudaran a entender
mejor al cancer.
La célula serd tomada en este trabajo como la unidad morfolégica fundamental de todo ser vivo,
siendo ésta un ser vivo por si misma. Para este trabajo, es el menor organismo considerado un ser
vivo. Existen dos tipos de células: Las células eucariotas y procariotas; haremos especial énfasis en
las células eucariotas. La célula eucariota es aquella que posee un citoplasma compartamentalizado
por membranas, con un nicleo celular organizado, en el cual esta contenido el material genético
hereditario, que incluye el ADN. La célula posee una capa exterior llamada membrana, la cual
la separa de su exterior y controla los movimientos celulares. También contiene un medio acuo-

so interno llamado citosol o citoplasma, en el que estan inmersos los organelos celulares. Dichos
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organulos son el ribosoma, el reticulo endoplasmatico rugoso, el reticulo endoplasmatico liso, la
mitocondria, el aparato de Golgi, el centriolo, el ribosoma, el lisosoma y el nicleo. Todos estos
organulos se encargan de realizar las funciones basicas de la célula, tales como el metabolismo, que
es el proceso por el cual la célula procesa sus nutrientes. La célula también posee material genético
en forma de ADN y ARN que sirve para expresar el ADN. También contiene enzimas y proteinas
que se encargan del metabolismo celular. Una célula eucariota es aquella que posee un citoplasma
compartimentado por membranas. Posee un nicleo organizado limitado por una envoltura nuclear
en el cual esta contenido el ADN. Dicho de otro modo, una célula eucariota posee organelos cuyas
funciones son muy parecidas a las que llevan a cabo los mamiferos, en particular los humanos.
En el ribosoma se lleva acabo la sintesis de proteinas. El lisosoma contiene enzimas hidroliticas y
proteoliticas que sirven para digerir los materiales que provienen del exterior de la célula (heterfa-
gia) o del interior (autofagia). En pocas palabras, el lisosoma se encarga de la digestion celular. El
aparato de Golgi lleva a cabo la glicolisacién de proteinas, la seleccién y destinacion de glucosa,
la glicolisacion de lipidos, distribucion y almacenamiento de lisosomas, asi como de los perédxidos,
que son residuos de secrecién.

El Reticulo endoplasmatico rugoso (RER) participa en la sintesis de todas las proteinas que deben
trasladarse a la membrana o hacia la membrana de algtin otro organelo. Mientras que en el reticulo
endoplasmaético liso (REL) se llevan a cabo la detoxificacién, la sintesis de lipidos, la defosforilacién,
y funciona como reservorio interno de calcio. El centriolo interviene en la division celular, cada
centriolo de una célula progenitora formara parte de una de las células hijas, sirviendo como molde
para la formacion del centriolo restante. Los centriolos contribuyen al mantenimiento de la forma
de la célula, transportan organelos y particulas en el interior de la célula. Finalmente el nicleo es
como una especie de centro de control para la célula. Guarda los genes en forma de cromosoma
durante la mitosis, organiza los genes en cromosomas lo que permite la division celular, produce
ARNm (ARN mensajero) que codifica proteinas y produce pre-ribosomas (ARNT).

En seres humanos adultos, existen dos tipos de tejidos: epitelio y estroma. Las células epiteliales
estan polarizadas y crecen sobre una sola capa en una direccién. Mientras que las células estro-
males presentan plasticidad, una alta motilidad y pueden crecer en respuesta de un gradiente

morfogenético en cualquier direccién. Las células epiteliales y estromales son separadas por una
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capa hecha de laminina, coldgeno IV, proteogligano y proteasas [9]. Ejemplos de células epiteliales
son células de la piel y células del sistema nervioso, mientras que ejemplos de células estromales
son células de musculo, sangre y de vasos linfaticos.

Como se ha visto, las células tienen la capacidad de nutrirse y desechar productos inservibles por
medio del metabolismo (mismo que es llevado a cabo en los organulos ya presentados). Pueden
crecer y replicarse por medio de la sintesis, presentan diferenciacion, seguir senalizaciones, moverse
por medio de quimiotazis y morir por medio de la apoptosis. El ser humano posee alrededor de
10 células.

La diferenciacion celular es el proceso por el cual las células con un linaje celular concreto (el
cual es determinado desde la fase del embrién) sufre modificaciones en su expresién genética para
adquirir una morfologia y las funciones de un tipo de célula especifico. A las células que poseen la
capacidad de diferenciarse en cualquier otro tipo se les llama células madre.

Las células madre ademas tienen la capacidad de autorenovarse para producir nuevas células ma-
dre. En organismos adultos, éstas células junto con las progenitoras encargan de reparar los tejidos
danados. Las células se dividen asimétricamente; lo que significa que dan lugar a dos células hijas,
una de ellas con el mismo material genético pero no necesariamente la misma fisiologia. Por ejem-
plo, la regulacién de la transcripcién provenientes de la misma célula madre puede ser distinta,
y es posible la diferenciacién fenotipica en poblaciones de células con la misma progenitora. La
divisién celular es una parte importante del ciclo de vida en una célula. Una célula progenitora se
divide para formar células hijas (gracias al centriolo) y con ello se produce el crecimiento de los
seres vivos. En el caso de las células eucariotas, este proceso es conocido como mitosis. Gracias
a esto, los seres vivos reemplazan su dotacién de células y eso se suele asociar a la diferenciacién
celular. En algunos animales, la division celular se detiene en determinado momento y las células
existentes solamente envejecen, haciendo que el organismo enjevezca y muera. Los telomeros son la
parte final de un cromosoma. Se encargan de la estabilizacion estructural de las células eucariotas,
de la divisién celular, entre otras. Las células dejan de dividirse porque los telémeros se vuelven

cada vez mas cortos en cada division y no pueden proteger a los cromosomas.

La angiogénesis consiste en la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de los ya exis-
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tentes. Dicha formacién es promovida por el Factor de Crecimiento Endotelio Vascular o VEGF
por sus siglas en inglés. E1 VEGF es una proteina senalizadora que promueve la migracion y la
mitosis de las células endoteliales (células que forman la capa interior de un vaso sanguineo). La
angiogénesis se lleva a cabo durante el desarrollo embrionario, la regeneracion de tejido, la cicatri-
zacion de heridas y el crecimiento del organismo. Sin embargo, este proceso es fundamental en la

formacion y dispersion de tumores malignos a través del organismo.

La apoptosis es una via de destruccion o muerte celular programada provocada por el mismo
organismo. Este mecanismo facilita el desarrollo y crecimiento de un ser vivo pluricelular. Ademas,
es de suma importancia, ya que hace posible la destruccion de células con alteraciones evitando la
aparicion de enfermedades como el cancer. La apoptosis puede ser iniciada por la célula misma que
yace alterada, por una respuesta del medio, o incluso por una reacciéon del sistema inmunolégico.
La homeostasis es la capacidad que posee un organismo para mantener las condiciones del medio
interno constantes, a pesar de las grandes oscilaciones del medio externo al organismo. Por ejemplo,
el cuerpo humano mantiene un nivel de pH en la sangre entre 7.35 y 7.45, aunque el metabolismo
corporal genera constantemente productos acidos de desecho que pueden alterar dichos valores. No
mantener los valores de pH dentro del rango aceptable puede tener consecuencias fatales para el
individuo. Otros ejemplos son la regulacion de la temperatura corporal, la renovacién de células
de la piel y la sangre, que se renuevan constantemente por sus células progenitoras (es decir, sus
células madre).

La quimiotazis es un fenémeno por el cual el movimiento celular es dirigido en respuesta de un
gradiente quimico extracelular. De hecho, los factores que median la quimiotaxis estan relaciona-
dos al cancer. El movimiento, diseminacién e invasion del cancer se ve favorecido gracias a éste
fenémeno, ya que ademas de esto, se ha observado movimiento quimoquinético en las células es-
tromales (también llamadas células madre mesenquimales), lo cual favorece mucho la metdstasis.
La metastasis es el proceso en el que las células cancerigenas se diseminan en el organismo por
medio vasos sanguineos o el sistema linfatico. Las células madre mesenquimales son células con la
capacidad de diferenciarse en diversos tipos de células, incluyendo osteocitos (células dseas), con-

drocitos (células de cartilago, etc.) Esto nos conduce a varios eventos importantes en la progesién
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del céncer, tales como la evasiéon inmune, la angiogénesis, la invasién y la diseminacién [5].

Los telomeros son regiones de ADN no codificante que mantienen estables la estructura de los cro-
mosomas en las células eucariotas, la division celular y el tiempo de vida de las estirpes celulares.
La mitosis es un proceso que consiste en el reparto equitativo del ADN, formando dos ntcleos,

seguido de un proceso que consiste en la separacion del citoplasma, para formar dos células hijas.

1.2. Un breve vistazo al cancer.

Céancer es el nombre que reciben un conjunto de enfermedades donde, en algunos casos, se
observa una division descontrolada de células en un tejido del cuerpo. Las células contintian re-
plicaindose hasta formar una biomasa que se conoce como tumor. Hay dos tipos de tumores: los
tumores malginos y los tumores benignos. Los tumores benignos generalmente estan constituidos
por células cancerigenas muy bien diferenciadas y no representan mucho riesgo para la vida de un
paciente. Su crecimiento es moderado y una vez extirpados, es muy dificil que vuelvan a aparecer
[6]. En cambio los tumores malignos pueden reaparecer aun después de haber sido extirpados y
pueden invadir un organismo completo por medio de la metastasis. La metdstasis se lleva a cabo
gracias a la angiogénesis, la cual promueve el desarrollo de nuevos vasos sanguineos por medio
de la secrecion de ciertas sustancias, como el VEGF. De este modo, las células cancerigenas se
esparcen por medio del torrente sanguineo. El proceso de formacion del cancer se conoce como car-
CINOGENESIS. Este fenémeno puede desencadenarse por distintas causas, tales como las genéticas,
metabélicas, ambientales, etc [9]. A continuacién se explican de manera breve algunos fendme-
nos que desencadenan la carcinogénesis. Una manera es por medio del incremento de glucosa en
el metabolismo celular, lo cual induce una ventaja de caracter evolutivo sobre las células sanas.
Ademas, el metabolismo alterado produce una mayor cantidad de energia por medio de ATP, para
satisfacer las altas demandas de las células cancerigenas, esto es conocido como el efecto Warburg
[9]. Otro mecanismo es inhibicién de ciertas proteinas y aminodcidos producto de la mutacién
de los cromosomas en una célula. Esto le impide a la célula autodestruirse y la inica manera en
que puede ser eliminada es por medio del sistema inmune. El metabolismo celular también juega

un papel importante en la carcinogénesis. Como se menciona en [9], algunas células durante la
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glucélisis producen una mayor cantindad de energia. La glucolisis es el proceso metabdlico en el
que se transforma un mol de glucosa en 2 moles de lactato mas dos moles de ATP (Adenosin
Trifosfato)[9]. Las células tumorales tienen una morfologia alterada que depende de la diferencia-
cion y la anaplasia. La anaplasia se define como la ausencia de diferenciacion, lo que conlleva a la
falta de especializacién y por lo tanto a la falta de funciones especificas. En el caso de los tumores
benignos, la adherencia celular se mantiene fuerte debido a la diferenciacién celular, por lo cual los
tumores no presentan angiogénesis y no se despegan del tejido donde se encuentran. En cambio, en
un tumor maligno, el esparcimiento de las células se debe a la reduccion de proteinas encargadas
de mantener adheridas a las células al tejido donde se formaron. Las células cancerigenas producen
enzimas proteoliticas que degradan la matriz extracelular y favorecen la expansion y diseminacién
del tumor [4].

En el cancer también entran en juego factores genéticos, es decir, esta enfermedad también se
produce por la mutacién en tres tipos de genes. Los oncogenes son genes mutados que promueven
la divisién celular, que provienen de otros genes llamados proto-oncogenes cuya funcién es normal
y se encargan de regular el crecimiento celular. Los Genes supresores de ADN detienen la division
celular y promueven la apoptosis. Existen reportes en que células cancerigenas que se dividen con
tasas altas muestran mutaciones a nivel de regulacion en telomero. Estas mutaciones se deben a
traducciones, transcripciones o estrés celular, lo cual se suele reparar. Los genes de reparacion del
ADN son activados cuando el sistema de reparacion es defectuoso debido a una mutacion o por
herencia, la tasa de acumulacion de mutaciones en el genoma puede aumentar a medida que se
producen divisiones celulares. Segun el grado en que estas mutaciones afecten a oncogenes y genes
de supresion tumoral, la probabilidad de aparicion de tumores malignos puede aumentar.

Para poder diagnosticar a un paciente con cancer, es necesario que un médico realice una historia
clinica para determinar el tipo de sintomas que presenta. Estos sintomas pueden variar en funcién
del tejido afectado. Por ejemplo, hemorragias en heces pueden ser sintoma de cancer de colon,
la dificultad para orinar en el cancer de préstata, etc. El siguiente paso es realizar una prueba
complementaria para confirmar el diagnéstico, pueden ser andlisis de sangre, tomografias axiales
computalizadas, tomografias, etc. Para llegar a un diagnéstico confiable, en algunos casos se puede

realizar una biopsia para extraer tejido del tumor y asi realizar un estudio histolégico. También se
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realizan estudios a nivel molecular o genético tales como el uso de biomarcadores, que son moléculas
que se encuentran en la sangre o en los tejidos tumorales; y la gradacién y estadificacion, el cual
consiste en clasificar a las células cancerigenas en base a sus diferencias con las células observadas
de un microscopio.

Los tratamientos contra el cancer son principalmente tres tipos: cirugia, quimioterapia y ra-
dioterapia. Otros tratamientos incluyen la hormonoterapia, la inmunoterapia y el transplante de
médula, entre otros. Las probabilidades de sobrevivir una vez realizado el diagnéstico, dependen
de lo oportuno que haya sido éste y del tipo de cancer que se esté tratando, ya que algunos son
mas agresivos que otros. Las estadisticas se realizan en periodos de 5 anos después del diagndstico.
Segun las estadisticas, el cancer es curable en el 50 % de los casos. Sélo en la Union Europea,
53 % de los pacientes diagnosticados con cancer de célon sobreviven, mientras que sélo el 5% de
los pacientes con céncer de pancreas logran recuperarse [14]. En general, el cancer conduce a la
muerte del paciente si no se detecta a tiempo y no recibe un tratamiento adecuado. Hasta la fecha
se conocen mas de doscientos tipos de cancer, siendo los mas comunes de piel, pulmén, mama y

colorrectal.

1.3. Las células madre cancerigenas.

En anos recientes se ha mostrado que en muchos de los tumores malignos, existe un pequeno
grupo de células que son inmortales y autoregeneradoras. A tales células se les conoce como células
madre cancerigenas [17].

Las células madre cancerigenas (“cancer stem cells” en inglés) son un tipo de célula madre que
tienen capacidad de autorenovacién y diferenciacion de forma indefinida. Las células madre can-
cerigenas pueden originarse tanto de una célula madre como de una célula diferenciada [2]. Algunas
de las caracteisticas de estas células son la acumulacién de mutaciones a lo largo de su vida, prolife-
racién indefinida, evasion de la apoptosis, expresion activa de telomerasa e incremento de motilidad
celular, lo cual confiere a la metdstasis [3]. Estas células son capaces de regenerar tumores y ser
responsables de la metéastasis, y con ello dar pie a la formacién de nuevos tumores. Este tipo de

células cancerigenas forman grupos pequenos en comparacion con los grupos formados por las
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demas células cancerigenas. Recientemente se ha hallado evidencia de su existencia en leucemia,
en tumores sélidos del cancer de colon, cdncer de mama, y cancer de prostata (ver [6], pag. 8814).
Ademas, estas células pueden tener hijas con las mismas caracteristicas o células cancerigenas di-
ferenciadas con cierta probabilidad. A esto se le conoce como capacidad clonogénica.

La divisién simétrica ocurre cuando una célula madre cancerigena se divide y la probabilidad de
que una célula hija con las mismas caracteristicas sea J, mientras que la probabilidad de que la
célula hija sea una célula cancerigena diferenciada sea 1 — 0.

La probabilidad ¢ se puede aproximar a 6 = 0.01 en base a experimentos.

Sin el afan de profundizar en detalles biolégicos, he presentado de manera breve y concisa al-
gunos conceptos biolégicos para entender mejor la enfermedad del cancer. En el presente trabajo,
buscaré entender y explicar de manera clara el comportamiento y crecimiento de los tumores tanto
malignos como benignos en un tejido del cuerpo; todo desde el punto de vista matemaético, ya que
ello nos arrojara més informacién que experimentalmente es dificil obtener. Para ello, basados en
el modelo de Enderling y colaboradores, plantearé un modelo computacional basado en autéma-
tas celulares y haré una construccién matemética de este modelo computacional (en términos de
ecuaciones diferenciales parciales). Posteriormente se hardn simplificaciones para estudiar de ma-
nera cualitativa las propiedades sistema y la dindamica del tumor desde un enfoque de sistemas

dindmicos.



Capitulo 2

Un modelo para crecimiento de tumores
con presencia de células madre

cancerigenas: El modelo de

Enderling-Hillen.

En este capitulo, presento un modelo computacional que involucra a las células cancerigenas
y las células cancerigenas madre. Este modelo analiza la dinamica entre ambas poblaciones de
células y su rol en la formacion y persistencia de un tumor en fase avascular. Posteriormente, dicho
modelo serd escrito en términos de ecuaciones diferenciales parciales con un término integral, cuyo
analisis se dejard para el capitulo 3. Para este capitulo me baso en tres trabajos. El primero de
Heiko Enderling [6] para la construccién del autémata, el segundo Hillen y Greesse [10] y el tercero

Salsa [18]. Este tltimo es una referencia bibliogréfica para la construccién matematica del modelo.
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2.1. Construccién computacional basada en autématas ce-

lulares.

Durante algunas autopsias llevadas a cabo en personas adultas que murieron por causas ajenas
al cancer, se ha observado la prescencia de tumores que permanecieron en estado latente durante
anos sin hacerse clinicamente evidentes. Estos tumores han sido encontrados en tiroides, pecho
y prostata. Se sabe que un tumor latente puede convertirse en un tumor maligno después de un
cambio angiogénico y sobrepasar otras barreras genéticas y medioambientales para la progresién
del tumor [1]. El poder llegar a entender este mecanismo podria ayudar a mejorar los tratamientos

existentes.

Hasta hace poco se pensaba que una caracteristica tipica de las células cancerigenas era la
capacidad ilimitada de replicacién y la habilidad de regenerar tumores. Este grupo de células ha
sido identificado en leucémia y tumores de cancer de célon, cancer de mama y cancer de prostata
[6]. Basados en estos hallazgos, se considera que algunas de las células cancerigenas tienen una
capacidad de replicacion ilimitada, pero en su mayoria esta capacidad es finita. Llamaremos p,,qz
a la capacidad de replicacién maxima de una célula cancerigena. En el caso de una célula madre
cancerigena, supondremos que P = 00, ¥ en caso contrario ppg. < 0o. En estos términos dire-
mos que una célula cancerigena es clonogénica, si esta tiene una capacidad de replicacién ilimitada,

esto es, Sl Ppar = +00.

2.1.1. Definicion y construccién del modelo computacional.

A continuacion estudiaremos un modelo computacional basado en autématas celulares [19]. En
este modelo, las células son consideradas agentes individuales con sus propias funciones basicas
definidas de manera intrinseca. Gracias a estas funciones, las células interactiian con su ambiente
local. Las propiedades intrinsecas que posee cada célula son nacer, crecer, migrar, replicarse y

morir.
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Definimos M > 0 como edad de maduracién de una célula, que se mide en dias. u > 0 es la
capacidad de migracién de una célula, medida en [mm/h], p > 0 es la capacidad de replicacién
de la célula; o sea, el numero de veces que se puede replicar la célula. p,.. > 0 es la capacidad
de replicacion, es decir, el nimero de veces que la célula puede replicarse y a > 0 es la tasa de

mortalidad asociada a cada célula.

Aqui, p € N,y praz € [0,00]NN. Si pyrar = 400, entonces suponemos que la célula tiene capaci-
dad ilimitada de replicacién. Por ejemplo, se construye un dominio cuadriculado de dos dimensiones
de 3,500 x 3,500 um, que a su vez estd dividido en puntos cuadriculados de 100 x 100 um? de
area cada uno, dando un total de 350 x 350 puntos cuadriculados en el dominio. Se toman los
valores de M =1 dia, u entre 0y 0.00635mm/h (aprox 1 unidad de grosor celular /96 minutos) y
p €10, ..., Pmaz} donde ppq.. significa que una célula se puede replicar 2°me* veces. Los intervalos
de tiempo se toman en At = 96 minutos y en cada intervalo, la edad de la célula se incrementa.
Si hay espacio, la célula migra y si ésta ha alcanzado la madurez, se replica reduciendo p en 1.
La eleccién de At = 96 minutos se debe a que la velocidad de propagacién de las células es similar
a un movimiento de tipo onda viajera, modelado con la ecuacién de Fisher [18], [15]. Dicha velo-
cidad se obtiene de hallar aproximaciones por minimos cuadrados, obteniendo 0.00635 mm /h. De
aqui se obtienen distintos valores para el coeficiente de difusién [15]. Las reglas basicas de cada
célula son las siguientes: cada célula crece a medida que el tiempo avanza hasta llegar a una edad
adecuada para migrar. Si hay espacio disponible, la célula migra y sigue creciendo hasta llegar a
una edad apropiada para proliferar. De lo contrario esta entra en estado de inhibicién con respecto
a la migracién y sigue creciendo. Si la célula esta lo suficientemente madura para reproducirse,
busca espacio para proliferar y si lo halla prolifera; de lo contrario se inhibe con respecto a la pro-
liferacion. Si la célula estd demasiado vieja para reproducirse, muere via apoptosis. Si la célula ha
agotado su capacidad de replicacién (es decir, si p = 0), entonces la célula muere, de lo contrario,
se replica via mitosis y el valor de p decrece a p — 1. La busqueda de espacio y la migracion se
realizan en direcciones adyacentes. En la figura 2.1 se explica el ciclo de vida de una célula con ca-
pacidad de replicacién finita. En el caso en el que la célula tenga capacidad de replicaciéon ilimitada

(Pmaz = +00), el valor de p no disminuye. Para el caso en el que la célula es autoregeneradora, las
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Figura 2.1: Diagrama de flujo donde se explican las reglas que sigue cada célula cancerigena,

extraida de [6].

condiciones de muerte por apoptosis y por capacidad de replicacién agotada desaparecen.

2.1.2. Discusiéon de algunos resultados.

Crecimiento por una célula no clonogénica como progenitora.

De acuerdo con los resultados observados en el modelo de Enderling, si una célula no clonogénica
es progenitora, se observa un rapido crecimiento de la poblaciéon de las células en periodos de
tiempo relativamente cortos. Por ejemplo, con los valores pqa. = 10, p = 15y a = 0, se observa
que al cabo de 11 dias, el nimero maximo de células es de 942. En tiempos posteriores a estos,
la poblacién oscila y luego de periodos de tiempo largos, la poblaciéon decrece y desaparece. El
mismo fendémeno se observa si se aumenta la capacidad de replicacion, sélo que en periodos de
tiempo mas largos [6]. Esto nos indica que, sin capacidad clonogénica, una célula cancerigena

comun no puede generar tumores significativos. Es decir, bajo las suposiciones del modelo, las
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células cancerigenas no clonogénicas son incapaces de generar tumores de un tamano considerable

a pesar de un potencial de replicacion grande.

Crecimiento del tumor con una célula clonogénica como progenitora.

El modelo descrito anteriormente predice que para que un tumor muestre un crecimiento subs-
tancial y persista sin desaparecer, se necesita de una célula con capacidad clonogénica que esté
repoblando constantemente el conjunto que decae. Una célula cancerigena puede adquirir capaci-
dad clonogénica de varias maneras. Algunas de estas son via una mutacién que inhiba el telémero,
donde se encuentra la informacién genética responsable de la divisién celular, via de diferenciacion
y via una fusién con una célula madre entre otras.

Si suponemos que tnicamente la célula progenitora es clonogénica, y el resto de las células
hijas tienen potencial de replicacién finita, se observa un fenémeno similar al caso en el que nin-
guna célula es clonogénica. Es decir, el crecimiento es exponencial en un principio. Sin embargo
la densidad final y la capacidad de proliferaciéon dependiente de las limitaciones de crecimiento
(busqueda de espacio), pueden ser contrarrestadas por la proliferacién oportunista de la célula
clonogénica en un espacio que estara disponible ocasionalmente. Como resultado, el tamano de la
poblacion oscila al rededor de una poblacion total final. En otras palabras, el crecimiento de la po-
blacién de células donde una célula progenitora es clonogénica tiene un comportamiento logistico.
El comportamiento logistico de una poblacion se presenta cuando en periodos de tiempo cortos, se
observa un crecimiento exponencial de la poblacion, pero a partir de cierto tiempo, la poblacién
se estabiliza al rededor de un valor constante. Por lo tanto, si se incrementa la capacidad progeni-
tora de proliferacién, el tumor crece. Sin embargo, no lo hace de tal manera que deba ser tratado

clinicamente.

Crecimiento del tumor con una célula madre cancerigena.

Comunmente se cree que las células con potencial clonogenico pueden generar un tumor de
tamano significativo o regenerarlo si este sobrevive a un tratamiento clinico. Sin embargo, las

simulaciones muestran que una célula con potencial de replicacién infinito no hace esto y por con-
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siguiente, esto no es suficiente para explicar el crecimiento exponencial del tumor hasta un tamano
significativo. Con el fin de explicar este fenémeno, se propone que multiples células cancerigenas
con capacidad clonogénica deben existir, de manera que cada una forma un conjunto de células
cancerigenas que se unen para formar un tumor grande. Tales subpoblaciones provienen tanto de
la unién de nuevas células clonogénicas via uno de los mecanismos descritos en la seccion anterior
6 por la divisién simétrica de células clonogégnicas, creando dos células clonogénicas a partir de
una. El mecanismo anterior clasifica a las células clonogénicas como células madre cancerigenas.
En estos términos se puede definir a una célula madre cancerigena si, ademéas de ser clonogénica,
presenta divisién simétrica con probabilidad ¢ y es inmortal (tasa de mortalidad o = 0). Por lo
tanto, cuando una célula madre cancerigena se divide, tiene una probabilidad muy baja (aproxi-
madamente de 0.01) de formar una nueva célula madre cancerigena y una probabilidad muy alta
(aproximadanemte de 0.99) de producir una célula cancerigena diferenciada. En todas las simula-
ciones se observa que estas células producen muchas hijas, provocando un crecimiento exponencial.
Como antes, los conjuntos que se desarrollan rapidamente ocupan el espacio alrededor de las célu-
las cancerigenas madre, permaneciendo inhibidas hasta que haya espacio disponible nuevamente.
Por lo tanto, durante el desarrollo temprano los eventos se paralelizan en los casos donde hay
tanto células mortales como células inmortales autoregeneradoras con capacidad de proliferacion
incrementada, resultando en un conjunto de células més grande.

Sin embargo, en escalas de tiempo largas (del orden de meses), la poblacién cambia muy marcada-
mente y de manera contraintuitiva. Cuando las células cancerigenas diferenciadas tienen capacidad
de proliferacion baja existe més espacio disponible para las células cancerigenas madre, lo cual con-

tribuye a producir células cancerigenas madre y células cancerigenas normales.

Incremento de la apoptosis y progresion del tumor.

Hasta este momento, se ha discutido la formacién de tumores a partir de células con capacidad
de replicacién finita, capacidad de replicacién infinita y de células madre cancerigenas. Las simu-
laciones sugieren que se necesita de una célula madre cancerigena para formar un tumor maligno.

Sin embargo esto no es suficiente para explicar como el conjunto de células en constante evolucion
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puede inhibir la proliferacién de células madre y por lo tanto prevenir un comportamiento maligno.
Esto se sigue de resultados previos, donde el tumor puede inhibir intrinsecamente su crecimiento
por su propia masa. Como se ha discutido anteriormente, sélo con valores de p relativamente pe-
quenos, las células cancerigenas mueren lo suficientemente rapido para dejar espacios disponibles
para que las células cancerigenas madre proliferen.
Se cree que la apoptosis y la muerte celular mitética tienen un efecto analogo, liberando espacio
para una mayor produccion de células cancerigenas madre y un volumen general.
De acuerdo a Enderling [6], con diferentes valores de « (a saber a = 0.0005,0.1,0.15,0.25 y 0.35),
py p (por ejemplo p = 15y ;1 = 5) se observaron los siguientes fenémenos: En lapsos de tiempo
cortos (del orden de meses), el tamano de los tumores fue menor en comparacién a la cantidad
de células muertas impuestas por los valores de . Sin embargo, aproximadamente después de seis
meses, el proceso comenzé a revertirse; es decir, el tamano de los tumores fue mayor para valores
de o mayores (« = 0.35, por mencionar uno). En periodos de tiempo medianamente mayores (por
ejemplo entre doce y quince meses), ocurrié el mismo fendmeno para valores de o pequends, e
incluso un crecimiento acelerado. Esto les permite a las células cancerigenas (en particular a las
células madre cancerigenas), migrar y replicarse en el espacio anteriormente ocupado por las célu-
las cancerinegas muertas dentro de la biomasa en crecimiento. Para respaldar esta hipodtesis, se
examina el grupo de células madre cancerigenas, proveniente de una sola de estas como funcién de
i, py a. Dicha simulacion se llevd a cabo durante 365 dias; y de esta manera, la baja capacidad
de proliferacién favorece a las células cancerigenas madre, produciendo mas células de este tipo y
con tasas de crecimiento mayores.

En las simulaciones con tiempo total de un and (término intermedio), los tumores formados
a partir de una célula madre cancerigena las células cancerigenas madre forman un grupo de
6.8+3.1 en promedio (donde el resto de las células cancerigenas poseen una capacidad de replicacién
Pmaz = 10). Las células madre cancerigenas forman conjuntos individuales, resultando en un tumor
diez veces mas grande de lo esperado en ausencia de division simétrica. El patrén resultante se
puede describir como la conglomeracion de tumores individuales.

En contraste, los tumores formados por las células cancerigenas madre con mayor potencial

replicativo (p = 15,20) no pueden iniciar un crecimiento significativo, asi como aquellas células
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cancerigenas madre que estuvieron menos expuestas a espacio disponible, y por lo tanto se divi-
dieron menos, tanto simétrica como asimétricamente.

Una conjetura razonable es que deberia observarse una variacién directa entre los tumores con
factor de crecimiento pequeno y factor de crecimiento grande y capacidad de proliferacion obser-
vada de la ausencia de las células madre autorreplicativas, se observa una dependencia directa del
factor pequeno, un factor intermedio y un factor grande. En el término intermedio (¢ = 365 dias),
el grupo con capacidad de replicaciéon p = 15 mostré un crecimiento menor, al grupo con factor
p = 10. Con p = 20 se observa un acentamiento entre ambos grupos. Ambas células cancerigenas

madre estan en el nicleo del tumor con gradiente de proliferacién radial [6].

2.2. Construccion del modelo matematico.

En la seccion anterior se explicé un modelo computacional donde se partio del supuesto de que
un tumor posee dos tipos de células cancerigenas que interactuan entre si con reglas especificas.
Basados en el modelo de automatas celulares de Enderling, estudiaremos la construccion del modelo
matematico de ecuaciones integro diferenciales no local para obtener mas informacién a nivel
cuantitativo y cualitativo acerca del comportamiento de estos dos tipos de células cancerigenas y
la formacion de tumores en una etapa avascular. Para esta seccién, nos referimos al trabajo de
Hillen y Greesse [10] para construir el modelo y al final, nos basamos en el trabajo de Hillen et al.

[11] para darle la interpretacién.

A pesar de que en [11] se presenta el modelo, no son mostrados los detalles técnico para la de-
duccién del mismo. Por lo tanto, me he dado a la tarea de llevar a cabo la deduccién del modelo
con base en [10], ya que en ésta, se presenta un modelo similar aplicado a incendios forestales. Las
ideas necesarias para deducir el modelo deseado se toman de las mismas en [10] y se aplican las
de [18] para finalizar la deduccién. Se utiliza la técnica de las cadenas de nacimiento y muerte,
llamadas en inglés birth-jump processes [10].

Primero, seguimos las siguientes suposiciones: Dado que las células buscan espacio de manera
aleatoria y migran hacia las direcciones adyacentes, su difusién se puede modelar mediante una

caminata aleatoria simple y simétrica. Suponemos que las células cancerigenas madre tienen ca-
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pacidad clonogénica; esto es, una célula cancerigena madre se puede replicar y que la célula hija
sea nuevamente una célula cancerigena madre con una probabilidad 0 < ¢ < 1 y probabilidad
1 — ¢ de que la hija sea una célula cancerigena normal. Una célula cancerigena normal carece de
capacidad clonogénica; por lo tanto, cuando ésta se replique, su hija serd una célula cancerigena
normal nuevamente. Las reglas que siguen tanto las células cancerigenas como las células madre
cancerigenas son las del modelo de autématas de Enderling.

Para adquirir intuicién, primero se hard la construccién del modelo en una dimension espacial
(Q = R) y posteriormente, la construcciéon en varias dimensiones espaciales (2 = R"), n > 1.

Aqui, €2 es el dominio del modelo.

2.2.1. Construccién del modelo en una dimensién espacial (d = 1).

Discretizamos el intervalo del tiempo [0,00) en intervalos de longitud At disjuntos y a con-
tinuacién, discretizamos el eje real en celdas sin traslape de longitud Az. Representamos a cada
paso de tiempo como t = nAt, donde n € N es el nimero de pasos dados y etiquetamos a todas

las celdas disjuntas con enteros ¢, j € Z.

Definimos los niimeros enteros u;(t) y v;(t) como el nimero de células madre cancerigenas en la
celda 7 al tiempo t y el nimero de células cancerigenas diferenciadas en la celda ¢ al tiempo t,
respectivamente. De acuerdo a las suposiciones hechas en la seccién 1, no puede haber méas de una
célula por celda, por lo que u;(t),v;(t) € {0,1} y 0 < p;(t) < 1. Dado que las células de un tumor
se dividen en estas dos poblaciones, también definimos el término p;(¢) como la poblacién total
de células cancerigenas en la celda ¢ de un tumor, es decir, p;(t) = u;(t) + v;(t). Con esta infor-
macién y basados en las simulaciones presentadas por Enderling et al. en [6], podemos construir
una ecuacién a nivel descriptivo para cada una de las poblaciones u;(t) y v;(t) respectivamente. La
cantidad de células cancerigenas madre al tiempo t + At es igual a la difusiéon dada por una cami-
nata aleatoria simple y simétrica mas células madre cancerigenas nuevas (provenientes de células
madre cancerigenas), y la cantidad de células cancerigenas normales al tiempo ¢ + At es igual a la

difusion dada por una caminata aleatoria simple y simétrica més la cantidad de células cancerige-
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nas diferenciadas nuevas (provenientes de células madre cancerigenas) mas las células cancerigenas
normales nuevas (provenientes de células cancerigenas normales) menos células cancerigenas dife-

renciadas que mueren.

A partir de este momento, se referird a las células madre cancerigenas y a las células cancerigenas

diferenciadas por sus siglas en inglés como CCM y CC’s respectivamente.

Nota: En las ecuaciones descriptivas, las frases células cancerigenas madre nuevas y células can-
cerigenas diferenciadas nuevas significan que una CCM presenta division simétrica y las nuevas
células alcanzan la madurez suficiente para migrar y replicarse siempre y cuando haya espacio

disponible. De lo contrario, se mantienen en un estado de inhibicién hasta que haya espacio.

Finalmente definimos los parametros de maduracién para las CCM y CC, respectivamente como
4 >0y p>0. Yaestamos listos para construir de manera rigurosa cada uno de los términos por

medio de caminatas aleatorias simples y simétricas, y analisis matematico.

La difusion de las CCM estd dada en términos de la ecuacién en diferencias finitas

1 1
el valor esperado de las CCM = §ui+1(t) + 5%’—1(15), (2.1)
y para las CC
1 1
el valor esperado de las CC = §vi+1(t) + §vi,1(t), (2.2)

ya que para llegar a estas ecuaciones, debemos considerar una caminata aleatoria simple y simétrica,

donde la probabilidad de que una célula brinque de izquierda a derecha y viceversa es p = % [18].

El término células cancerigenas madre nuevas en la ecuacion descriptiva de las CCM cuenta las
células hijas que nacen con probabilidad ¢ en la celda j, crecen en esa misma celda a razon de 7
y migran hacia la celda ¢ con cierta probabilidad que estd determinada por una distribucion de

probabilidad. Por lo tanto,

+oo
el nimero esperado de células CCM nuevas = Z VK5 (p;(t))u;(t). (2.3)

j=—o00
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Aqui, K;;(p;(t)) =: K;; es la distribucién de probabilidad que determina la posibilidad de que una
célula nacida en la celda j se mueva hacia la celda i. Esta distribuciéon depende de la poblacién
total en la celda j, o sea p;(t) ya que, como recordamos de la seccién 1, las células proliferaran
solo cuando haya espacio disponible, de otro modo éstas se inhiben hasta que nuevamente haya

espacio disponible.

El grupo de las CC depende de las CCM, en el sentido de que las CCM tienen CC hijas con
probabilidad 1 — § y ademas también migran a espacios disponibles; por lo que, para las CC, el

término células cancerigenas normales nuevas esta dado por

+oo
el nimero esperado de células CC nuevas = Z (1 = 87K (pi(t))u;(t) + pE;i(pi(t))v;(t)].

j==oc

(2.4)
Aqui, el término Z;fioo(l — 0)YK;j(p;(t))u;(t) cuenta las CC que nacen de una CCM en la celda
J, que crecen en la celda j con parametro 4 y migran de la celda j a la celda ¢ de acuerdo a la
distribucién de probabilidad K;;. Asimismo, el término ]__Oo pKii(p;(t))v;(t) cuenta las nuevas
CC en la celda j que provienen de otras CC, crecen en la celda j con parametro p y se mudan de

la celda j a la celda ¢ de acuerdo a la misma distribucién de probabilidad Kj;.

De acuerdo a las suposiciones hechas en la seccion 1, Ki; <1y 0< K;; <1. Ademds,

j—foo
K;; decrece, ya que la probabilidad de que una célula se mueva de una celda a otra disminuye si
las celdas estan suficientemente lejos una de la otra. Por el contrario, esta probabilidad aumenta

cuando las células estan suficientemente cerca una de la otra.

Finalmente, el término de mortalidad para las CC esta dado por —aw;(t), donde & = a(v;(t)) > 0
es la tasa de mortalidad de una CC. Asi, combinando las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4)

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias finitas

1
ul(t—i—At) = —Ui+1<t> + U/@ 1 Z 57K1] p] ( )

2 j=—00
U+ A = vl + év“(t) £ 3 11— Ky () (0) + s (1) (0)] — (o).

j=—o00
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Ahora pasamos al sistema no local de ecuaciones. Tomamos x = 1Az, y = jAxz y definimos las den-
sidades de poblacién u = u(z, t) paralas CCM y v = v(x, t) para las CC’s como u(x, t)Azx = u;(t) y
v(x,t)Ax = v;(t). Definimos la densidad total p = p(x,t) como p(x,t)Ax = p;(t) y también defini-
mos la densidad de probabilidad K (z,y,p) = K(z,y, p(x,t)) como AxK(x,y,p(z,t)) = Ki;(pi(t)).
Asimismo definimos YAt = J(u;(t)), pAt = p(vi(t)) y aAt = &(v;(t)). De este modo, el sistema

anterior se reescribe como

u(z,t + At)Ax = %u(w + Az, t) + %u(x — Ax,t)
+oo
£S SvK (e g phuly. (AP AL (25)
j=—00
vz, t+ At)Azr = %U(l’ + Ax,t) + %v(m — Ax,t)
+oo
£ S (= O K (g, puly, (Ax)?Ad
j=—o00
+oo
+ Z pK (z,y, p)v(y, t)(Az)? At — av(x, t)AtAz, (2.6)
j=—00

Dividiendo las ecuaciones anteriores entre Az tenemos que

—+o00

1 1
u(z,t + At) = §u(az + Ax,t) + éu(a: — Ax,t) + Z VK (z,y,p)uly, t) AxAt, (2.7)
Jj=—00
1 1 i
vz, t+ At) = 51}(]} + Az, t) + iv(x — Ax,t) + Z (1 = 0)vK(z,y,p)uly, t) AxAt
j=—00
+o00o
+ Z pK (z,y,p)v(y, t) AzAt — av(z, t)At. (2.8)

j=—o00

Suponiendo que u = u(x,t) y v = v(x,t) son suficientemente regulares, tenemos lo siguiente:

Tomamos la expansion de Taylor de orden 1 en ¢ y de orden 2 en x de u y vemos que

u(z,t + At) = u(x, t) + uy(z, ) At + o (AL)?) (2.9)

u(z £ Az, t) = u(z, t) £ u,(x, t) Az + %um(x, t)(Ax)? + o((Az)?); (2.10)
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por lo cual, sustituyendo las expresiones (2.9) y (2.10) en la parte izquierda de la ecuacién (2.7)

se tendra

e AL + o((A1)?) = %u(m N(AZ) + o((AzY?).

De manera analoga para v, calculamos la expansion de Taylor de orden 1 en ¢ y de orden 2 en
x y sustituimos las mismas expresiones en la parte izquierda de la ecuacién (2.9); de este modo

tenemos

vy(z, 1) At + o (At)?) = %Um(x, t)(Ax)? + o((Ax)?).

Asi, las ecuaciones (2.7) y (2.8) se reescriben como

1 R

uy(r, 1) At + o((At)?) = §Um(x, t)(Az)? + o((Az)?) + Z VK (x,y, p)u(y, t) AzAt,
vi(z, 1) At + o((At)?) = %vm(x, t)(Az)? + o((Az)?) + Z (1 = 0)yK(z,y,p)u(y, t)AxAt
+ i pK(z,y,p)v(y, t) AxAt — av(z, t)At.

Al dividir las dos ultimas ecuaciones por At se tendra

1 (Aa? <(Am)3

+o00o
w(z,t) +o(At) = §um(:€,t) Y AL )—i— Z VK (x,y,p)uly, t) Az,

j=—00

v(z,t) +o(At) = %vm(x,t) (AAUZ) +o0 <<AA? ) + Z (1= 0)yK(z,y,p)u(y,t)Ax

j=—00
+oo

+ Z pK(z,y,p)v(y, t) Az — av(z, t).

j=—o0
A continuacién voy a demostrar que para cualquier € > 0, existen 9, > 0 tales que si 0 < Az < ¢,

entonces
—+o00

+oo

j=—00 —0

donde x( es un punto arbitrario de R. Dicho de otro modo, veremos que dicha suma converge a su
integral de Riemann asociada.

En otras palabras, voy a demostrar que el valor esperado de las células madre cancerigenas puede
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aproximarse de manera continua con una integral de Riemann. El conteo de células madre can-
cerigenas puede calcularse por medio de una integral, y la integral escencialmente representa la
biomasa correspondiente a las células madre cancerigenas. Este razonamiento se puede seguir de

manera analoga con los demas términos integrales y las sumas.

Para ello, supongamos que f(z) = K(z,z,p)u(z,t) es acotada e integrable sobre todo R.
La razon por la cual podemos considerar a f integrable es porque la densidad de probabilidad
K(x,y,p(x,t)) esta acotada (entre 0 y 1) gracias a la suposicién de que no puede haber més de
una célula por celda y al ser u la densidad de células cancerigenas madre en un tumor, estas no
pueden formar un conjunto cuya biomasa sea infinita. También recordemos que la interaccién entre
células que estén suficientemente cerca o lejos, aumenta o disminuye de acuerdo a una densidad
de probabilidad; por lo que la densidad de éstas células debe disminuir cuando estan suficiente-
mente separadas unas de las otras. Por lo tanto, mateméaticamente ademéas de poder suponer que
u es suficientemente regular para poder calcular su expansion de Taylor, podemos pedir adicio-
nalmente que u sea integrable (por lo ya mencionado anteriormente), y con ello se tendria que
fj;o u(y,t)dy < +oo para cada t.

Sea r = xo+1iAz donde x( es un punto arbitrario de R y paraun j—1 < k < j entero consideremos
yr = kAx, con Az < ¢’ fijo. Consideramos también los puntos z; = jAxz para j € Z. Con los nue-
vos puntos z;, definimos una particién uniforme de la recta real, o sea P = {z; = jAz : j € Z}.

Ahora observamos que

por lo cual tendremos
+o0 +o00
Y fkAn) Az = Y 6y f(ye)lay — x5ol, (2.12)
j=—00 j=—o0

donde yi, € [rj_1, 7] yaque j —1 <k <7j.

La igualdad en (2.12) es una suma de Riemann, y al ser f integrable se tiene que

+00 “+00
Z vf(kAz)|z; — xjq] — / Yo f(y)dy| <e, siAx<d;
j=o0 oo
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esto es

+oo
Z VK (xg + iAx, jAz, p)u(jAz, 1) Ax — / YOK (o, y,p)u(y,t)dy, cuando Az — 0.

Ademas observemos que si Az — 0, las celdas a las cuales llamamos puntos definidos en la
particién, se vuelven verdaderos puntos de la recta real; esto significa que las celdas Az se vuelven
equivalentes a los puntos de la recta real en un sentido topoldgico. Analogamente, consideramos
g(z) = K(z,z,p)v(z,t) y suponemos que ¢g(z) también es integrable y acotada (por las mismas

razones que f). De este modo, vemos que

o0 400
Z pg(kAz)|x; — x| — / pg(y)dy| <€, cuando 0 < Az < ¢,
j=—o0 —oo

es decir

+oo 400

Z pK (xo + iAz, jAz, p)v(jAz, 1) Ax — / pK(xg,y,p)v(y,t)dy cuando, Az — 0.
Jj=—0o0 —00

usando la misma particion.

(Az)?
At

Finalmente, a partir de la caminata aleatoria simple y simétrica, el cociente representa la
distancia promedio que hay desde el punto de origen de la célula, ésto es, la desviacion estandar

de la célula. Por lo tanto, si se quiere mantener invariante la desviacién estandar en el limite, debe

(Az)?

~~ = 2Dy, esto nos dice que una

tener un limite finito cuando Az, At — 0; el més simple es
CCM se difunde una distancia promedio de /2D, por unidad de tiempo. El término D, > 0 es
unico de las CCM, ya que su difusion no es la misma que las de las CC. Esto se debe a que se
supone que los dos tipos de células representan sustancias diferentes. En otras palabras, para que
el proceso discreto se copie de manera exitosa en un proceso continuo, debemos reescalar el tiempo

al cuadrado del espacio, esto es usar una dilatacién parabdlica [18]. Entonces, bajo la suposicién

hecha arriba, o(At) — 0, o ((M)3) — 0,

At

2 3
ur(ro+iAx, t)+o(At) = %um(xo—i—iAx,t) (AAJ;) +o ((AA? > — uy(x0,t) = Dytiz(zo,1), (2.13)

+o0 “+00

Z VK (xo + 1Az, jAz, p)u(jAx, ) Ax — K(xo,y,p)u(y, t)dy. (2.14)

j=—o0 —o0
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cuando Az, At — 0 simultaneamente. Por lo tanto, de (2.13) y (2.14) tenemos que

+oo
ut(x07t) = Duua:a:(xmt) +75 K($07yap)u(y7t)dy (215>

—00

Analogamente, la difusion de las CC’s estd dada por el limite % — 2D, > 0 cuando Az, At — 0
simultdneamente. Es claro que los limites 2D, y 2D, son distintos porque ambos coeficientes
representan la difusion de “sustancias” distintas. Esto se debe a que las CC son mas densas que las

CCM.

De esta manera

1
vi(xo + 1Az, 1) + 0(At) = —v4 (20 + 1Az, 1)

Bof (o)

) — vt(xo,t) = vaxx(xl)?t)a

2 At At
+00 +o0
Jj=—00 —00

400 +oo
> o (an+ itse, A pu(An 05 — [ Koo, p.p)ely. 0y

j=—00
por lo tanto
+00 +oo
vi(0,t) = Dyvye + (1 — )y K(xo,y, p)uly,t)dy + / pK (zo,y, t)o(y, t)dy.  (2.16)

—0o0 —0o0

De este modo, las ecuaciones (2.15) y (2.16) nos dan el sistema de ecuaciones

+oo
ut(I07t> = Duuxx(wOat) +75 K(x07y7p)u(yvt)dy
0 .
vi(20,t) = DyVye(wo,t) + (1 —0)y K (zo,y,p)uly, t)dy
+o00 =
+ p K(xo,y,t)v(y, t)dy — av(xg, t). (2.17)

para xg € R arbitrario.

Con esto, hemos hecho la construccion del modelo deseado en una dimensién espacial.
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2.2.2. Construccién del modelo en varias dimensiones espaciales (n >
2).

Para el caso cuando n > 1 (en particular los casos n = 2,3), se sigue el mismo razonamiento
para llegar a las ecuaciones a partir de las ecuaciones descriptivas ya planteadas anteriormente.
Primero analizaremos el caso en el que n = 2 y con ello tendrémos una idea intuitiva de cémo

deducir el sistema (2.17) en varias dimensiones espaciales.

Al igual que en el caso n = 1, dividimos el plano en parches cuadrados sin disjuntos cuyos lados
midan Ax; es decir, cada parche cuadrado tiene un drea de (Az)% A continuacién etiquetamos a
cada parche con un par ordenado de enteros con signo (i,j) € Z*.

Definimos pues u; ;(t) como el nimero de células cancerigenas madre en el parche (7, ) al tiempo
t, v; ;(t) como el nimero de células cancerigenas normales en el parche (7, j) al tiempo ¢, y p; ;(t) =
u; j(t) +v; ;(t). Con estas definiciones, utilizando como gufa las mismas ecuaciones descriptivas del
caso unidimensional tenemos lo siguiente:

En este caso, la difusion de ambos tipos de células sigue siendo simple, por lo que basta considerar
una caminata aleatoria simple y simétrica en dos dimensiones espaciales donde p = i para ambos

grupos [18], esto es

1 1 1 1
Ui (t+ At) = Ztimy 1 () + J i1 () + g1 () + Juti g (?), (2.18)
y
1 1 1 1
vig(t + At) = Jvicyoa(t) + 7 vim1gea(t) + Jviena () + v g (8). (2.19)

Como en el caso anterior, definimos la distribucién de probabilidad K, n),i.j)(Pm.n(t)) que determi-
na la posibilidad de que una célula nacida en el parche (m,n), crezca en ese mismo parche y migre

hacia el parche (i, 7); por lo cual, las células cancerigenas madre nuevas quedan determinadas por

“+oo —+00

CCM nuevas = Z Z VK (m.n),(3,5) (P () ) (1), (2.20)

donde 0 es la misma probabilidad definida anteriormente y 4 = 4(u; ;(t)) la tasa de maduracién

de las CCM. Del mismo modo, las células cancerigenas normales nuevas quedan determinadas por
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la expresién

+o0

CC nuevas = ) Z (1 = 0) VK mn),(1.5) (P (0)) U () + PE () 5,5) (Pragn (8) ) Umn (8), - (2.21)

m=—00 N=—00

donde p = p(v; ;(t)) es la tasa de maduracién de las CC normales y las CC que mueren vienen dadas

~—

por —aw; j(t), donde &(v; ;(t)) es la tasa de mortalidad de las CC. De esta manera, combinando

las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21) tenemos el sistema de ecuaciones en diferencias finitas
1 1 1 1
uij(t+ At) =—ui—1j-1(8) + Stim1 g (f) + i1 () + S uiv g (f)
4 4 4 4
+ Z Z OV K (1), (1.5) (P (1) )t n (1), (2.22)

m=—0o0 N=—0o0

1 1 1 1
v; ;(t + At) 2101—1 j-1(t) + Vi1 i+1(t) + st i—1(t) + sz’—i-l,j—i-l(t)

+ Z Z (1= ) (mny (1) P (8) Yt (8) + PE (i (1.5) (Do () 0 (8)]

m=—0o0 N=—00

— (1) (2.23)
Al igual que en caso unidimensional, consideramos los puntos = = (z;,x;) vy v = (v;,y;) don-
de z; = iAx, z; = jAz, y, = mAz y y, = nAz respectivamente. También definimos las
densidades u(z,t)(Ax)? = u;;(t), v(z,t)(Az)? = v;;(t), plz,t)(Az)? = (u(z,t) + v(z,t))(Az)?,
K(x,y,p(z,1))(Az)* = K, (Pma(t)) v los valores At = F(ui;(t)), pAt = p(vi;(t)) y
alAt = a(v; j(t)). Con estas definiciones, reescribimos las ecuaciones (2.22) y (2.23) como

u(z,t + At)(Ax)?

2
i Z u(z + Axey, t)(Ax)? + u(x — Awey, t)(Ar)?
k=1

+ Z Z SyK (,y, pla, £)uly, 1) (Az) A, (2.24)

m=—0o0 N=—0o0

y
2

v(z,t + At)(Az)? —i Z v(x + Azey, t)(Az)? + v(z — Axey, t)(Az)?

k=1

+ Z Z (1= OVE (2, y, p(a, ))uly, t)(Az)* Az + pK (z,y, p(, ))v(y, ) (Az)*At]

m=—00 N=—00

— av(x,t)(Ar)At. (2.25)
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Aqui, (ey, e) representan los elementos de la base candnica de R?.

Dividiendo las ecuaciones (2.24) y (2.25) por (Ax)? se tendrd

12
u(zx,t + At) ZZ;U:E—FAxek, t) + u(x — Azeg, t)
+ Z Z SvK (2, y, p(z, t)uly, t)(Az)2At, (2.26)
y
12
v(x,t+ At) ZZUx+AIek’ t) +v(x — Axey, t)
k=1

+ Z Z (1 — )V K (w,y, p(a, t))uly, ) (Az)2At + pK (x,y, plx, t))o(y, )(Az)2Al]

M=—00 N=—00

— av(x, t)At. (2.27)

Suponiendo que tanto u como v son suficientemente regulares, calculamos sus expansiones de Tay-

lor de orden 1 en ¢ y orden 2 en x:

u(z,t + At) = u(x, ) + uy(z, 1) At + o((At)?),

u(r + Azey, t) = u(x,t) £ uy, (z,t) Az + %kaxk (z,t)(Az)* + o((Az)?).

Sustituyendo obtenemos

Muzwk(x, t) + o((Ax)?), (2.28)

uy(z, 1) At + o((At)?) = 1

[18]. De manera analoga, sustituyendo la expansién de Taylor para v obtenemos

(Az)?

1 Vn (z,t) + o((Ax)?). (2.29)

v (z, ) At + o (AL)?) =

De este modo, sustituyendo (2.28) y (2.29) en las ecuaciones (2.24) y (2.25) respectivamente se

tiene que

—+00 —+00

Auto((Az)*)+ > > 6yK(x,y,p(z,t))uly, t)(Az)*At, (2.30)

m=—0o0 N=—0o0

(Az)*

wy(z, 1) At+o((At)?) =
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ve(z, ) At + o((A1)?) = (A? Av + o((Az)?)

=30 3T (- 9K (. pla ) uly, ) (Ax)*Ad]

m=—0o0 N=—0o0

+oo +oo

+ 303 Ky pla.t)u(y, £)(Ax)Af

m=—0o0 N=—00

— av(z, t)At. (2.31)

Nuevamente dividiendo las ecuaciones (2.30) y (2.31) entre At tenemos que

ur(z,t) + o(At) = (ZLA—sz)fAu +o((Az)?) + Z Z YK (z,y, p(z, t)u(y, t)(Ax)?,  (2.32)

m=—00 N=—00

ve(x, )t + o(At) :%Av + o((Ax)?)

“+o00 “+o00

+ 3 Y10 - 6K (2, y, plas 1) uly, £) (Az)?)

m=—0o0 N=—00

+oo +oo

+ Y Y pE (. pla,t)o(y, ) (Ax)’]

m=—0o0 N=—00

— av(z,t). (2.33)

Una vez mas debemos probar que las sumas infinitas de cada ecuacién convergen a su integral
como integrales iteradas cuando Ax — 0, y para ello, seguimos el mismo razonamiento que en el
cason = 1.

Primero analizamos el caso para u(x,t). Tomamos el punto z = (z;, ;) de modo que x; = 2} +
iAxy x; = xh + jAz, donde 2’ = (x},2%) es un punto arbitrario de R?. Tomamos dos enteros
m—1<p<m,n—-1<gq<ndemodo que 2, = pAz, 2z, = qAzr y definimos la funcién
flyr,y2) = K(z, (y1,y2), p(x,t))u(ys, y2,t). Nuevamente podemos suponer que f es integrable y
acotada en todo R?, ya que (como mencionamos en el caso n = 1), la densidad de probabilidad
K(z,y,p(x,t)) estda acotada y al ser u la densidad de CCM en un dominio, esta no puede tener

biomasa infinita. Ademas entre mas lejos esté una célula de la otra, la probabilidad de su interaccion
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serd pequena, por lo cual podemos suponer que u también tiene soporte compacto para cada t en
este caso. Ahora, definimos dos particiones con los “puntos” z,, = mAzx y z, = nAx como sigue:

Q={zn=mAx : meZ}y R={z,=nlAzx : n€Z};aqui Q corresponde a la particién del
eje x vy R corresponde a la particién del eje y. Nuevamente observamos que |z, — z,_1| = Az y

|2n — 2n—1| = Az, por lo cual, si fijamos m
+oo
Z v f(pAx,qAz)Az = Z 5’yf 2|20 — Zn—1| —>/ f(yQ)dyQ, cuando Az — 0

con f(yQ) = K(z, (-, 92), p)u(-, y2); andlogamente al caso n = 1y a que z, € [2,_1, z,). Del mismo

modo, si fijamos n

+00 too too
> pf(pAr,qA) Az = Y pf(zp)l2m — Zm] —>/ pf (y1)dy,

cuando Az — 0. Asi, la suma

Z Z YK (2" + (iAx, jAx), (mAz, nAx), p(2’ + (iAx, jAz), t))u((mAz, nAx), t)(Az)?,

m=—00 N=—00

(2.34)

converge a
+o0 +o0o
/ / YK (2!, (Y1, y2), p(a', 1) )ulyr, yo, t)dyrdys (2.35)

cuando Az — 0. Analogamente

+oo +o00
Z Z (1= 8YK (2" + (iAz, jAT), (mAz, nAz), p(z’ + (iAz, jAz), t))u(mAx, nAz, t)(Ar)?,

m=—0o0 N=—0o0

(2.36)

converge a
+oo +oo
/ / (1 - 5)7K([El, (ylay2):p(x,7t))u(yl)y%t)dyldy% (237>

cuando Azx — 0. Equivalentemente la suma

+oo +oo
Z Z pK (2 + (iAz, jAz), (mAz, nAx), p(a’ + (iAx, jAx),t))v(mAz, nAx, t)(Ar)? (2.38)

m=—0o0 N=—00

converge a

“+o00 “+o00
/ / , (1, 12), 0(2', 8))o(y1, Y2, t)dy1dys (2.39)



38 MODELO COMPUTACIONAL DE ENDERLING

cuando Az — 0.

Ax)? .. ..
( A“Tt) debe tener un limite no trivial cuando

Finalmente, como en el caso unidimensional, el cociente
Ax, At — 0 simultaneamente, por la misma razén que en el caso n = 1. De nueva cuenta el limite
mas simple para que esto se cumpla debe ser 4D,, donde D,, > 0 es la constante de difusién de las
CCM. En el caso de las CC'’s, éste limite esta dado por el coeficiente 4D,, con D, > 0 [18]. De este
modo tenemos que

2 3
(' + (iAz, jAx), t) + o(At) = %Au +o0 (%) — w(2',t) = D, Au(2' 1),

Ax)? Ax)?
vi(2' + (1Az, jAZ), t) + o(At) = (422 Av+o (< Awt) ) — vy (2’ t) = D, Av(a' ) t).

Asi, combinando las ecuaciones (2.35), (2.37), (2.39) con las dos ultimas ecuaciones obtenemos

u (2’ t) = DuAu(x’,t)+'y5/ K(z',y,p)uly,t)dy
R2

w2’ t) = DyAv(’,t)+(1—0)y [ K(,y,p)uly, t)dy
R2

+ o | K@ty po(y.dy — av(a',b). (2.40)
RZ

donde 2’ es un punto arbitrario de R2.

La extrapolacion a varias dimensiones espaciales sigue de manera inductiva las mismas ideas de
este razonamiento.

De manera andloga, para el caso n > 2, seguimos exdctamente las mismas ecuaciones a nivel
descriptivo, mismas que forman la base para la construccion de manera precisa de cada término
implicado en el modelo. Para este caso, dividimos el espacio R” en hiperceldas cuadradas disjuntas
de lado Az, por lo cual cada hipercelda tiene un volumen de (Ax)". Etiquetamos cada hipercelda
con un vector de entradas enteras I = (iy,...,4,) donde i; € Z para l = 1,...,n. Definimos u,(t)
como el nimero de CCM en la hipercelda I al tiempo ¢ y v/(t) como el nimero de CC’s en la
hipercelda [ al tiempo ¢. También definimos p;(t) = uy(t) +v;(t) y la distribucién de probabilidad
K1y = K1;(ps(t)) como en los dos casos anteriores (n = 1 y n = 2). De igual modo, consideramos
una caminata aleatoria simple y simétrica en n dimensiones, donde la probabilidad de que una

célula brinque de un lado a otro esta dada por p = % Siguiendo el mismo razonamiento de los
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casos anteriores tenemos el sistema de ecuaciones en diferencias finitas

—+00

ur(t 4+ At) = %(Unl ..... in—1(t) + i1 () + | Z YKy (ps(t)us(t),  (2.41)
0t 1) = (01, (8) -+ F Vi, (1)
+ | Z (1= 0)Y K1 (ps(1))us(t) + pKr1(ps())vs ()] — avr(t). (2.42)

Nuevamente, los términos

1
ur(t + At) = %(Un—l ..... in—1 () - F Ui 1,1 (1)),

1
vr(t + At) = %(%71 .....

i1 () + o F Vi, (1),
son las ecuaciones en diferencias finitas de la caminata aleatoria en n dimensiones y corresponden
a la difusion por medio de una caminata aleatoria. El témino

“+00

Y KL ()us(t),

J1eesjn=—00
es el correspondiente a las células cancerigenas madre nuevas. provienientes de otras CCM, y el
término

“+00

> (= OFK L (s () (t) + K1 (ps(£))vs ()]

J1eJn=—00

es el correspondiente a las células cancerigenas normales nuevas provenientes tanto de CCM como
de CC.

Definiendo las densidades continuas w(z,t)(Az)" = wu(t), v(z,t)(Az)", p(x,t)(Ax)" = p;(t),
Krj(P;(t) = K(z,y,p(x,t))(Ax)", las cantidades =, p y « como antes, y tomando los puntos
= (x1,...,%,) YUY = (Y1,...,Yn), donde x; = 4;Azx y y, = j;Az respectivamente, reescribimos las

ecuaciones (2.41) y (2.42) como

A n n +oo
u(z, t+At) (Az)" = ( 2::3 Z(u(x—l—Axek,t)+u(x—Aa:ek,t)~|— Z SvK (z,y, p(z, t)u(y, t)(Ax)*"At,
k=1 J1everjn=—00

(2.43)



40 MODELO COMPUTACIONAL DE ENDERLING

v(z,t+ At)(Azx)" = v(x + Azeg,t) + v(z — Axey, t)

b (1= 9K (e )uly, )(Aa) A

+ Z pK (z,y,p(z,1)v(y, t)(Az)" At — av(z, t)(Ax)*"At,  (2.44)

J1--sJn=—00

donde (e, ..., e,) son los elementos de la base canénica de R". Dividiendo las ecuaciones (2.43) y

(2.44) por (Ax)™ se tiene que

1 n +oo .
u(z,t+ At) = o ;(U(m + Axey, t) + u(r — Azeg, t) +j ]Z;_OO 0K (z,y,p(x, t))u(y, t)(Ax)" At,
(2.45)
v(z,t+ At) ZZL v(r + Azeg, t) + v(x — Axey, t)
n
k=1
+oo
+ > (1=0yK(z,y,plw, t)uly, t)(Ax)"At
J1sJn=—00
+oo
S Ky ple )0l (DDA — av(z, (A AL (2.46)

J1--3Jn=—00

Siguiendo la misma idea de la caminata aleatoria simple y simétrica en varias dimensiones espaciales

[18] se tiene que, si u y v son suficientemente suaves entonces

uy(z, t) At + o((At)?) = (AQZ) Au+ o((Az)?) (2.47)
y

vz, )AL + o (At)?) = (Azi) Av + o((Az)?). (2.48)
18].

Sustituyendo estas dos ultimas ecuaciones en las ecuaciones (2.45) y (2.46) se tiene que

u(z, t) At + o (At)?) = (Az—z)ZAUvLO((Axf’) + | Z VK (x,y,p(x, t))u(y, t)(Ax)"At, (2.49)
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vz, )AL + o (At)?) = (Azz)zm +o((Az)?)

D (L= Ky, ple 0)uly, t)(Aw)" At
+ f pK(z,y,p(z,t))v(y, t)(Az)" At — av(z, t)(Az)" At (2.50)

J1--sJn=—00
Dividiendo las ecuaciones (2.49) y (2.50) por At tenemos
_ (Az)? (Az)?) S n

J1--sjn=—00

v, t) + o(At) = (222)25 Av+o ((AA? )

—+00

+ Z (1 - 5)7K(:v,y,p(x,t))u(y,t)(Ax)”

J1eJn=—00

—+00

+ Z pK(z,y,p(z,t))v(y, t)(Ax)"At — av(x, t)(Ax)". (2.52)

J1eyjn=—00
De manera anéloga al caso n = 2, podemos ver que las sumas infinitas de las ecuaciones (2.51) y
(2.52) convergen a integrales iteradas (en este caso d integrales), puesto que fijamos n — 1 indices
y caemos nuevamente en el caso unidimensional, para el cual hemos probado que se garantiza la
convergencia y asi sucesivamente. De este modo, siguiendo un razonamiento analogo al expuesto

en los dos casos anteriores, podemos ver que

| Z K (@, y,p(@, D)u(y, )(Aa)" — | 76K (@,y,pluly, D)dy, (2.53)
+o0
‘ Z (1 - 5)’}/K(l’, yap(xa t))”(i% t)(AI>n — o ’7(1 - 5)K(l’, yap)u(y7 t)dy (254>
Y - —+o00
Y. pK(wy,ple, t)oly, t)(Ax)" — | K@y, p)oly.dy, (2.55)

jl"'?jnzioo
cuando Az — 0. Finalmente, una vez mas debemos suponer que el tiempo es el cuadrado del

(Az)?,

espacio para poder tener un limte parabolico no trivial en el cociente ~—%/-;

dicho limite puede ser
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tomado como 2nD donde D es la constante de difusién. Tomando la suposicién anterior cuando

Az, At — 0 simultdneamente tenemos que

u(z,t) = DyAu+70 | K(x,y,p)uly, t)dy, (2.56)
Rn

vla,t) = DAv+ (1 =8y | Koy puly.dy+p | K(a,y,p)oly, )dy — av(a,t).  (2.57)
Rn R~

En particular, podemos tomar un dominio 2 C R™ acotado, ya que podemos estar estudiando
la dindmica de estas poblaciones en un tejido, ya sea muscular, 6seo, dérmico etc... Aplicamos
la técnica de dividir a €2 en hiperceldas de medida de Lebesgue (Az)™ y proceder de la misma

manera. De este modo, el modelo versa como sigue:
w(z,t) = D,Au+ 75/ K(z,y, p)uly, t)dy,
Q

ulet) = Do+ (1=8)y [ Kty Oy +p | Ko photot)dy = oo, 12:5)
para cualquier z € Q.
Ahora, para poder hacer un andlisis mas completo de (2.58), debemos imponer algunas condiciones
sobre la frontera de €2 del tipo Dirichlet o Neumann homogéneas. Para ello, supondremos que {2
es un dominio con frontera suave y acotado.
Las condiciones homogéneas del tipo Neumann corresponden a algin tipo de tejido rodeado por
alguna membrana, tejido muscular suave o incluso hueso. Dichos tejidos son impenetrables por las

células. Matematicamente estas condiciones equivalen a

0 0
Ny 0, vl = 0 sobre 0f) (2.59)

donde a% es la derivada en la direccion normal exterior. El nicleo de distribucion K sélo puede

distribuir células dentro de €2, por lo que otra condiciéon razonable es

K(z,y,p(z,t)) =0 para toda z ¢ €.

Las condiciones homogéneas de Dirichlet corresponden a tejidos que las células pueden dejar libre-
mente pero no pueden reingresar de nuevo, tales como intravasacion en vasos sanguineos adyacen-

tes. Esto matematicamente se traduce como

u=0, v =0 sobre 0f. (2.60)
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En este caso, el nicleo de redistribucién describe el transporte de las células fuera del tejido pero

no permite que estas regresen. Esto se traduce como

K(z,y,p(z,t)) =0  paray ¢ Q.

Biol6gicamente, el modelo con las condiciones de Dirichlet describe el caso cuando el tumor esta
en fase avascular, ya que, pedir que u = 0,v = 0 sobre 0f) equivale a que las células no salen del
tejido, y ademas no se pueden distribuir fuera de él. Las condiciones de Neumann describen el caso
cuando las células pueden sair del tejido, pero no pueden volver, lo que es lo mismo que la fase
vascular del tumor. Finalemente, podemos combinar usar las condiciones de Robin, y asi estudiar
distintas combinaciones de dominios. Por ejemplo membranas parcialmente permeables con vasos
sanguineos adyacentes etc.

Asi, el modelo (3.2) con las condiciones (2.60) y (2.59) es el modelo deseado. Ademas, las condicio-
nes de frontera son compatibles con el automata, ya que, las simulaciones utilizan un espacio con
medida finita, y con dichas condiciones podemos simular distintas fases del tumor desde una etapa
temprana hasta una etapa relativamente avanzada. Incluso esto nos ayuda a describir de manera

precisa el comportamiento de un tumor benigno y un tumor maligno.
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Capitulo 3

Reduccion del modelo de
Enderling-Hillen: Analisis cualitativo y

el crecimiento tumoral paraddjico.

En el capitulo anterior, hicimos la construcciéon de un modelo no local en términos de ecuaciones
integro-diferenciales que describen el comportamiento de dos poblaciones de células cancerigenas:
las llamadas células cancerigenas madre (CCM abreviado o CSC por sus siglas en inglés), y las
células cancerigenas normales (CC abreviado). En este capitulo, se analizaran algunas suposiciones
biolégicas para convertir el sistema de ecuaciones anterior en un sistema no lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias. De éste modo, serd més sencillo estudiar la dinamica de estas dos pobla-
ciones de células. Ademds, demostraremos que para el modelo simplificado, se cumple el llamado
crecimiento tumoral paradojico mismo que formularemos mas adelante. Para éste capitulo, nos

referiremos a los trabajos de Hillen et al. [11] y [12] como referencia bibliogréfica.

45
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3.1. Reducciones del modelo.

Formulacion matematica del crecimiento tumoral paraddéjico.

En las simulaciones realizadas por Enderling et al. presentadas en [6] y descritas en el capitu-
lo 1, se observé que si la tasa de mortalidad « era incrementada, entonces el tumor (en lugar
de disminuir su tamano) aumentaba su tamano, mostrando un comportamiento paradéjico. Este
comportamiento se denomina el crecimiento tumoral paraddjico: incrementando la tasa de mor-
talidad de las CC, la masa del tumor aumenta. Dicha paradoja puede ser formulada de manera

matematica, quedando el enunciado como sigue:

Definicién 3.1.1. (Hillen et al. [11]) Sea p,(t) la poblacion de células cancerigenas normales
con tasa de mortalidad o > 0 al tiempo t > 0. Decimos que la poblacion p presenta el crecimiento

tumoral paraddjico si, dadas las tasas de mortalidad oy < oo y los tiempos ty,ts se cumple que
Doy (t1) = Pan(ta) Y Poy(t1 +T) < pa,(ta+T), donde0 < T < Ty (3.1)
para Ty > 0 fijo.

En el capitulo anterior, se hizo la deduccién del modelo matematico basado en el autémata de

Enderling et al. que describe el crecimiento de un tumor en fase avascular. El modelo no local es:

wle,t) = Dubut s | Klz,yplat)uly, 1y,
Q

vi(w,t) = DvAv+(1—5)7/QK(:E,y,p(x,t))U(y,t)dy+p[2K(x,y,p($,t))v(y,t)dy

— av(zx,t). (3.2)

para cualquier z € Q.

Aqui, u = u(z,t) representa la densidad de CCM, v = v(z,t) la densidad de CC y p = p(z,t) =
u(z,t)+v(zx,t) representa la densidad total de células cancerigenas que son responsables de generar
el tumor. También 0 < § < 1 representa la probabilidad de que una CCM tenga una hija CCM
cuando se replica, y (1 — §) es la probabilidad de que la hija sea una CC. Los pardmetros p > 0y

~v > 0 representan las razones de crecimiento para las CC y CCM respectivamente y a representa la
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tasa de mortalidad de las CC. También K (x,y, p(x,t)) > 0 representa la densidad de probabilidad
de que una célula (CCM o CC) que nazca en la posicién y, crezca en la misma posicién y se
mude a la posicién x. Notemos que K (x,y,p(z,t)) < 1 ya que no se puede distribuir mas de una
célula por ciclo celular y, por lo tanto, [, K (x,y,p(z,t))dz < 1 ya que esta integracién representa
la distribucién total de las células en todo el dominio. Ademaés, K (z,y,p(z,t)) es una funcién
mondtona decreciente (en las variables z y y) ya que la probabilidad de aumenta si las células

estan cerca y disminuye si las células estan lejos.

El sistema (3.2) es complicado de analizar directamente, por lo cual haremos algunas reducciones

para llegar a un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Primera reduccién: La funciéon de progenia K sélo depende de la densidad en el punto
de llegada. Esto significa que ya no importa qué tan lejos estan las células una de la otra, solo
importa si el lugar de llegada estd ocupado al tiempo t. En términos matemaéticos esto significa
que

K = K(p(x,t)).

Ahora, gracias a esta simplificacién podemos suponer que el dominio tiene medida de Lebesgue
igual a 1, o sea |©2] = 1. Con ello, podemos definir las densidades promedio (respecto a la variable

espacial) para cada t como

a(t) = [ ul.0dy, o0 = [ v@.0ds. 50 = [ plody 33)
Q Q Q
Por lo tanto, sustituyendo las expresiones (3.3) en (3.2) tenemos que

ut(xat) = DuAu—l—(S’yK(p(l',t))ﬂ(t),

vi(z,t) = DyAv+ (1 —0)yK(p(x,t))u+ pK(p(x,t))v — av(z, t). (3.4)

Segunda reduccion: La densidad es uniforme a través del dominio. Podemos suponer que
el crecimiento es uniforme en el dominio, puesto que sélo nos importa el espacio disponible al tiempo
t. Por lo tanto, la densidad promedio aproxima bien este crecimiento, o sea, K (p(z,t)) = K(p(t)).

De igual modo, podemos sustituir u(z,t) y v(z,t) por u(t) y v(t) respectivamente; por lo que
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Au=Au=0y Av=Av = 0. Asi, (3.1) se reescribe como

w(t) = oyK(pt))u(t),
u(t) = (1=0yK(pt)u+ pK(p(t))o - ov(t). (3.5)

Una observacién importante es que las células no son objetos rigidos y éstas pueden deformarse

para colocarse en espacios disponibles abiertos. A continuacién enlistamos algunas consideraciones

sobre K:
(a) K(p(t)) es diferenciable a trozos (con respecto a p),
(b) K(p(t)) > 0 para 0 <p(t) <1,
(c) K(p(t)) =0sip(t) =1,
(d) K(p(t)) es monétona decreciente con respecto a p(t).

De acuerdo a la observacién anterior K (p(t)) debe ser decreciente con respecto a p pero mayor que

1 —B(t) si 0 < p(t) < 1.

Por simplicidad, vamos a suponer que las CCM y las CC crecen ambas con razones constantes

v = p = 1; por lo cual, gracias a las suposiciones sobre K podemos reescribir el sistema (3.5) como

u(t) = OK(p(t))u(t),
v(t) = (1=0)K(p(t))u+ K(p(t))v — av(t). (3.6)

A partir de este momento, estudiaremos la dindmica del sistema (3.6) y demostraremos que el

crecimiento tumoral paraddjico se cumple en dicho sistema.

3.2. Analisis cualitativo.

Nuestra tarea en esta seccion serd demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 3.2.1. (Hillen et al. [11]) Supongamos que K(p(t)) es diferenciable a trozos (con
respecto a p), que K(p(t)) > 0 para 0 < p(t) < 1, K(p(t)) =0 si p(t) > 1 y K(p(t)) es mondtona
decreciente con respecto a p(t). Entonces, el modelo (3.6) presenta el crecimiento tumoral paraddjico

formulado en la definicion 3.1.1.

Para esto, utilizaremos herramientas de andlisis cualitativo de sistemas no lineales [16] y teoria
geométrica de perturbaciones singulares [12]. Antes de proceder con el andlisis, veamos algunas

propiedades del sistema (3.6). Estas propiedades no son analizadas en [11].

Si sumamos las ecuaciones del sistema (3.6), obtendremos una ecuacién no lineal que describe

el comportamiento de la poblacién total, esto es

P(t) = () +ou(t) = SK(p(t))u(t) + (1 = 0)K(p(t))u + K(p(t))v — av(?)

Es decir,
P:(t) = K(p(t))p(t) — av(?). (3.8)

Si calculamos el punto de equilibrio de la ecuacién (3.8), vemos que

K(p(t))p(t) — av(t) = 0, (3.9)
0 sea que,
K(p(t)p(t) = av(?), (3.10)
oy T
K(p(t)) = 0" (3.11)

Notemos que si p — 1 en (3.11), entonces K(p(t)) = av; es decir, el promedio de células que
ocupan espacios disponible es igual al nimero CC que mueren con tasa «, y por ende la poblacion
total se mantiene constante. La ecuacién (3.8) nos dice que la poblacién total (en promedio) crece

con tasa %(%) dada por K (p(t)) y disminuida por a%.
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u 4
Dj/

Figura 3.1: Grdfica de u(t) con los valores C; = 1.61,0 = 0.01 y t = 300 dias. El comportamiento

de la solucion es logistico, por lo que su poblacion se estanca.

Ahora, si suponemos que 7 = 0, (es decir, el tumor esta constituido inicamente de CCM), entonces

de la ecuacién para u del sistema (3.6) se convierte en
uy(t) = 0K (u(t))u(t). (3.12)

Supongamos que K (u(t)) = 1—u. Es claro que K (u(t)) satisface las condiciones sobre K. Entonces,

la ecuacién anterior se reescribe como
w(t) = 0(1 —w)u(t), (3.13)
que es una ecuacién logistica. Calculando los puntos criticos de (3.13) se tiene que
(1-n)u(t)=0=u=0,u=1.
Claramente la ecuacién (3.13) es separable, por lo que su solucién estd dada por

a(t) = ——

V14 Cedt

Esto concuerda con los resultados de las simulaciones hechas por Enderling en [6] sobre el creci-
miento exponencial de las CCM en un tiempo inicial, y posteriormente la estabilizacién de dichas
células, ya que recordemos que estas se inhiben cuando hay espacio ocupado (figura 3.1).

De igual modo, suponiendo que el tumor esté constituido tnicamente de CC (es decir w = 0), la

ecuacién para v de (3.6) se transforma en

T(t) = K(v(t))v(t) — av(t). (3.14)
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Figura 3.2: Grdfica de v(t) con los valores C; = 1.61, a0 = 0,1,2,3,4,5 y t = 10 dias. Se aprecia
que la poblacion de células decae exponencialmente para los valores de v = 1,2,3,4,5. Mientras

que para o = 0, la poblacion se mantiene.

Nuevamente, supongamos que K (v(t)) = 1 — 9(t). Entonces, la ecuacién (3.14) se convierte en

T(t) = (1 —0(t))v(t) — av(t). (3.15)
cuya solucién es )
o (a=T1)e a=1)t
o(t) = Ol —a) + e @t

Entonces, el comportamiento de las soluciones de (3.13) y (3.15) coincide con los resultados compu-
tacionales obtenidos en las simulaciones de Enderling [6] (figura 3.2). No obstante, las propiedades
de las ecuaciones siguen siendo ciertas mientras K (p(t)) sea decreciente. En general, para la ecua-

cién (3.14), si calculamos los puntos criticos veremos que
K(v(t))o(t) — av(t) = 0,

O sea

K@wt)=a 6 v=0.

De este modo, K(0) = a y por lo tanto, como K () es decreciente, si v < 0 entonces o = K (v) >
K(0), o sea que la poblacién de CC desaparece, si @ > K (0). Ahora, como no hay proliferacién si

p(t) > 1, podemos restringir el dominio del sistema a

T=A{(u,v) : 0<w(t) <1, v(t) >0, u(t) +o(t) <1}.
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Notemos que, sobre la linea recta u(t) + v(t) = 1

U(t) = —a(t), (3.16)

de acuerdo a (3.6) y usando el hecho de que K (p(t)) = K(1) = 0. Por lo tanto, el campo vectorial
sobre la linea p(t) = 1 estd dado por (0, —aw), lo cual interpretado de manera bioldgica significa
que cuando hay ocupancia, la poblacion de CCM se mantiene constante y la poblacion de CC
comienza a decaer exponencialmente.

Ahora ya estamos listos para analizar de manera cualitativa el sistema (3.6).

Primero, calculamos los puntos criticos del sistema, es decir, hacemos u(t) = 0 y T;(t) = 0. De

este modo
IK(p(t))u(t) = 0, (3.17)

(1—-0)K(p(t))u+ K(p(t))v —av(t) = 0. (3.18)

Si u(t) = 0, entonces la segunda ecuacién del sistema (3.17) se escribe como
K(v(t))v = av(t)
es decir
(K(o(t)) —a)o(t) = 0.

De aqui se sigue que (t) = 0 6 K(v(t)) = . Ahora, si u(t) # 0 entonces, de la primera ecuacién

de (3.17) se tiene que
0K (p(t))u(t) = 0,

de donde se observa que K (p(t)) = 0. Sustituyendo esto tltimo en la segunda ecuacién de (3.17)
se tendra

—av =0, =7o(t)=0.
Dado que K(p(t)) = 0 sélo cuando p(t) = 1, se tiene que u(t) = 1 ya que o(t) = 0. En resumen,

tenemos tres puntos criticos, los cuales son

P1:(0,O) PQZ(O,U()) yP3:(1,0)7
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donde vy es tal que K(vg) = a. Ahora, calculamos la matriz jacobiana del sistema (3.6). De este
modo
IR (p(t)) + wo K’ (p) OK'(p)u
(1=0)K({P) +u(l—-06)K'(p)+ K'(v)v (1—0)uk'(p)+ K(p) +7K'(D) — a

A= Df(a,7) =

El polinomio caracteristico correspondiente a A es

f\) = det(A—X) =(6K(p(t)) + o K'(p) — M) ((1 — 6)uk’(p) + K(p) + K'(p) — v — \)
— (0K'(p)u)((1 = 0)K (p) +u(1l — 6)K'(p) + K'(0)v).

A continuacién calculamos los eigenvalores alrededor de cada punto.

En el punto (0,0) tenemos que
F(A) = (6K(0) = A)(K(0) — v = A),

por lo cual, f(A) = 0 siy sélosi (6K(0) — A\)(K(0) —a — ) = 0. Esto implica que A\ = §K(0)
y Ay = K(0) —a. Como § > 0y K(0) > 0 se tiene que A\; > 0, pero si & > K(0) entonces
K(0) — a < 0 por lo que Ay < 0; esto implica que P; = (0,0) es un nodo silla.

Al linealizar el sistema (3.6) alrededor del punto (0,0) tenemos que

5K (0) 0
Df(07 0) = b
(1—8)K(0) K(0)—a

y por lo tanto, el sistema linealizado es

w(t) = SK(0)a(t).
T(t) = (1-08)K(0)a+ (K(0)— a)u(t). (3.19)

E(O)

La solucién de la primera ecuacién del sistema (3.19) estd dada por u(t) = C , por lo cual,

la segunda ecuacion del sistema ya mencionado estda dada por
T(t) = (1 — ) K(0)Ce®EO 1 (K(0) — a)u(t).

Dicha ecuacién es lineal, por lo que su solucién viene dada por

(1—0)K(0)

RO 5)>€5K(0)t 4 CheEO-a)t,

3(t) =
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Asi, las soluciones del sistema (3.19) alrededor del punto (0,0) estan dadas por

(1 - 9)K(0)
(@ = K(0)(1-9))

a(t) = CeKO v gt = ¢ SKO 4 o (K (O)—a)t.

Tomando C; = Cy = 1, los eigenvectores del sistema (3.19) correspondientes a A\; y Ag son (a— (1—
§)K(0),(1—08)K(0))" y (0,1)Trespectivamente. Finalmente, si a < K(0) entonces A\; > 0y Ay > 0
por lo cual, (0,0) es un nodo inestable. Si a > K (0)(1—6) el vector (a— (1—38)K(0), (1—8§)K(0))”
tiene entradas positivas y una pendiente decreciente en «. Notemos que si a > K(0) entonces la
poblacién T(t) crece de manera exponencial pero posteriormente presenta un decaimiento conforme
t — +00, ya que « — K(0) > 0y K es una funcién decreciente; mientras que si o < K(0), entonces
la poblacién persiste. Ahora estudiamos la dindmica del modelo alrededor del punto P, = (0, vp).

El polinomio caracteristico para este punto viene dado por
FO) = (6K (v) — N (K (vg) + v K'(Vh) —a— X)) = (ad — X)(vo K’ (vg) — N),

y por lo tanto, los eigenvalores son \; = ad, Ay = voK'(vp). Claramente, \; > 0 y Ay < 0 debido a

que K’(vg) < 0, con ello vemos que (0, vp) es un punto silla. Linealizando alrededor de P, tenemos

da 0
Df(()? UO) = )
(1 =8)a+ voK'(vg) voK'(vp)

entonces, el sistema linealizado es
u(t) = dau(t),
T(t) = (1 =08)a+voK' (vg))u + (voK'(vg))v(t). (3.20)

De aqui se sigue que u(t) = Ce® y

T(t) = (1 = 0) v + vo K (v0)) Ce’ KOt 1 (v K (v0))T (1),

cuya solucién viene dada por

(1 =9)a+ voK'(vp)
(awd — voK'(vy))

E(t) = Cl eéat + CQQ(UoK,(UO))t’
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alrededor del punto (0,v). Los eigenvectores son (da — voK'(vp), (1 — 6)a + vo K'(vp))" v (0,1)7,
Finalmente, linealizamos de manera directamente el sistema al rededor de P; = (1,0) y obtenemos

que

SK'(1) + 6K (1) SK'(1)

D =
i (1= 0)(K'(1) + K(1)) (1=8)K'(1)+K(1)-a

O o
(1=0)p (1—=0)u—a,

con p = K’(1). Notemos que si K'(1) < 0 entonces —K'(1) > 0 por lo cual podemos definir

k = —u. De este modo, la matriz anterior se reescribe como
—0K —0K
Df(1,0) =

—(1-90)r —(1-0)k—«

Calculando la traza de D f(1,0) vemos que Tr(Df(1,0)) = —k — a y det(Df(1,0)) = adx por
lo cual podemos decir que (1,0) es un atractor global estable [16]. Ahora mostramos que 7" es una

regién positivamente invariante en R?. Para ello, escribimos la definicién formal.

Definicién 3.2.2. [16] Sea D C R™. Decimos que D es positivamente invariante sobre el sistema

de ecuaciones © = f(x) si para cualquier xy € D se tiene que
x(t,x) € D, Ve € D.

En este caso, La region D = T y el espacio es R?. Aqui, z(t, 1) es una trayectoria solucién del
sistema de ecuaciones & = f(z), donde f : D C R® — R" es un campo de clase C''. Entonces, w

es una trayectoria solucion del sistema

W, = f(W) (3.21)

donde f(w) = (6K (p(t))u(t), (1 — ) K(p(t))u + K(p(t))v — av(t)). Ahora probaremos que T es

positivamente invariante.

Lema 3.2.3. La region T es positivamente invariante.
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Demostracion. Consideramos wy € T con Wy = (U, Vo). A continuacién tomamos una trayectoria

solucién w del sistema (3.21). Entonces
f(w) = f(t,wo) = (6K (wo(t) + Vo (t))uo(t), (1 — 0) K (uo(t) + vo(£)) (wo(t) + Vo(t)) — aTo(t)).
Ahora, como K es decreciente pero menor que 1 — p entonces
1>1— (up + 7o) > K(uo + ),

por lo que

1 > 8ty > 6K (o + T )To.

De igual modo,

K (ay + 0o) (o + v9) < 1,

por lo cual

(1 - 5)K(ﬂ0 +@0)(ﬂ0 +60) - 0450 S 1.

Entonces || f(w(t,wy))|| < 1,y asi ||[w(t,wp)| < 1. Por lo tanto w(t,wy) € T, V¥t > 0. Concluimos

que T' es positivamente invariante. ]
A continuacion enunciamos el célebre teorema de Poincaré - Bendixson.

Teorema 3.2.4. (Poincaré-Bendixson) Sea M una region positivamente invariante que contie-

ne un numero finito de puntos fijos. Sea p € M, entonces
(i) w(p) es un punto fijo.
(i) w(p) es una orbita periddica.

(7ii) w(p) consiste de un nimero finito de puntos fijos p1, pa, ..., pn y Orbitas 7 tales que a(y) = p;

y w(y) = p; para toda i,j € {1,2,...,n}.

Dado que la regién T es positivamente invariante, se tiene por el teorema de Poincaré Bendixson
que (1,0) es un atractor global asintéticamente estable en T, esto es, que el tumor consistira de

unicamente CCM conforme el tiempo avanza.
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Figura 3.3: Aqui se observa el comportamiento dew y v en la region T. Se consideraron los valores

a=0.35,0 =0.01 y t = 300.
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Figura 3.4: Plano fase de las soluciones. Se puede observar el comportamiento de las soluciones si

u(0) = 0,9(0) =1 (azul),u(0) = 0.6,9(0) = 0.6 (amarillo) y w(0) = 1,7(0) =1 (rojo).
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3.3. La paradoja del crecimiento tumoral.

En esta seccién, me baso en el trabajo de Hillen et al. [11] para hacer un anélisis més detallado
del sistema (3.6) haciendo uso de la teoria de Fenichel, también conocida como Teoria Geométrica
de Perturbaciones Singulares [12]. De este modo, identificaremos a la paradoja del crecimiento
tumoral como una propiedad de este modelo sobre la variedad lenta. De hecho, veremos que la
soluciones se aproximan rapidamente a dicha variedad.

Consideramos a 0 << 1 un parametro rapido. Recordemos que 0 < § < 1 es la probabilidad de que
una célula cancerigena madre (CCM) tenga una hija que también sea célula cancerigena madre;
esto debido a que para este modelo, se supone que las células cancerigenas madre poseen capacidad
clonogénica.

Con ¢ suficientemente pequena, llamaremos al sistema (3.6) el sistema rdpido. Las soluciones del

sistema rapido son llamadas soluciones internas (U, Uiy ), que satisfacen el sistema

u(t) = K(@pt))u+ K(p(t))v — av(t). (3.22)

El sistema (3.22) se obtiene de tomar ¢ — 0 en el sistema (3.6).
De aqui se sigue que U;,(t) es constante y Uy, satisface segunda ecuacién del sistema (3.22) [12]. Si

calculamos los estados estacionarios en la segunda ecuacién de (3.22) veremos que
K(p(t))u + K(p(t)v — av(t) = 0,

lo cual implica que

K(p(t))u + K(p(t)v = av(?),
es decir

K(p(t))u =v(e — K(p(?)))-
De lo anterior, obtenemos una expresion para la variedad lenta:
M = {(ﬂM,EM) . ]_OMK(ﬁM) = OC@M ,ﬁM = EM +6M}. (323)

Probaremos que M es normalmente hiperbolica y aplicando el teorema de Fenichel [12], garanti-

zaremos que M es atractora para la dinamica rapida del sistema en cuestion . Diremos que una
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variedad M es normalmente hiperbdlica si la linealizacién del sistema (3.22) en cada punto de
M tiene un eigenvalor en el eje imaginario [12]. Para ello, vamos a linealizar el sistema (3.22) con
respecto a una perturbacién de 7; esto es, linealizamos con respecto al punto (@, 7) = (dn, Tp +0).

De manera provisional definimos
F(@,7) = (0,7K (5) + K (5) — a7)
Calculamos la matriz jacobiana de F'y vemos que

0 0
K'(pyu+ K(p) + K'(p)v uK'(p) + K(p) + vK'(p) — a

DF(u,7) =

Asi, la expansion de Taylor de F' viene dada por
F<ﬂ7@> = F(ﬂM76M> + DF<EM76M) ' (076) + 0(|7~]‘2);
pero observamos que F(uys,Uy) = (0,0), entonces

0 0 0
(@, 0¢) = (0,0¢) = . (3.24)

K'(Pa)Pu + K(@0y) P (Bar) + K(Pag) — | |0
De lo anterior se sigue que
d . L _ ~
20() = (K'(Pa)Pys + K (Par) — @)0(t); (3.25)
es decir, la perturbacién v satisface la ecuacién (3.25). Luego, por la definicién de M vemos que

(o — K(py)) = %; por lo cual, la ecuacién (3.25) se reescribe como

%@(t) = (K,(]_?M)Z_?M - K(ZLM)GM) o(t). (3.26)

El signo del coeficiente de la ecuacién (3.26) es siempre negativo, ya que K es decreciente; lo que
significa que K’ < 0y ademés —K (P, )ua /Ty < 0 debido a que 0 <@, 7, K < 1. Por lo tanto, los
eigenvalores correspondientes a esta linealizacion poseen parte real distinta de cero; lo cual prueba
que M es normalmente hiperbdlica [12]. Mas aun, el Teorema de Fenichel nos dice que para §
suficientemente pequena, existe una variedad M; localmente invariante del sistema (3.6) que es

muy cercana a M y se puede escribir como una grafica en M.
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A continuacién hacemos un reescalamiento del tiempo en el sistema (3.6). Tomamos 7 = 0t y

reescribimos el sistema (3.6) como

u-(r) = K(p(r))u(r)
0v-(r) = (1 =0)K(p(r))u(r) + K(p(r))v(r) — av(7) (3.27)

Al sistema (3.27) se le conoce como el sistema lento y sus soluciones son llamadas soluciones

externas. Nuevamente, tomando § — 0 se tiene que, las soluciones externas (Toys, Uout) satisfacen

u-(r) = K(p(r))u(r)
0 = K(p(r))u(r) + K(@(r)v(r) — av(7); (3.28)

y si calculamos los estados estacionarios del sistema (3.28) veremos que la segunda ecuacién de
(3.28) se cumple sobre M y la primera nos da la dindmica sobre M.

A continuacién probamos el siguiente resultado preliminar:

Lema 3.3.1. (T. Hillen et al [11]) La variedad lenta M puede escribirse como una grdfica (a,v) =
(w,vpr(w)). Mas atn,
d _ K'(p)p+ K(p
4 (@) = (p/)zf +K(P)_
a— K'(p)p - K(p)

p=1u ). 3.29
J0 con D=1+ vy(u) (3.29)
Dadas dos tasas de mortalidad oy > o, la variedad lenta asociada a o queda por debajo de la

variedad lenta asociada a o, es decir,
v (W) < vi (). (3.30)
Demostracion. La variedad M puede escribirse como
(o« — K(u+7)v=K(u+7)u.

A continuacién fijamos 0 < @ < 1y definimos f : T'C R? — R como f(%,?) = (o« — K(u+7))v —

K (u+ v)u. Notemos que

of

% = a—K@u+v)-K'(u+v)v—-K(u+7v)u
(%

= a—K@+7v)— (u+0)K'(u+7v) # 0;
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entonces, por el teorema de la funcién implicita, existen un par de abiertos V de T'y W de R
tales que para cada u € W existe un tnico vy : W — R de clase C' que cumple (u,v),) €

V, f(@,vy) = 0 para toda uw € W y ademés

du g_% a Q_KI(E_'—E)E_K/@‘F@W—K(ﬂ—|—6)

(3.31)

para toda 0 <u < 1y con p=1u+ vy (u).

Ahora estudiaremos los limites cuando w — 0, 1. Cuando uw — 0 se tiene que
(a — K(v))v =0,

entonces tenemos que 7 = 0 6 K(v) = a. Si elegimos K de tal modo que K(0) < « entonces 7 < 0
debido a que K es decreciente en . Esto implica que no existe v > 0 tal que K (7) = « y entonces,
el punto (0.0) se conecta con la variedad M. Por otro lado, si elegimos 0 < a < K(0), entonces
la funcién g(v) = a — K(v) cumple que g(0) = a — K(0) < 0y g(1) = a — K(1) = a > 0. Por
el teorema del valor intermedio existe v* > 0 tal que g(v*) = 0, es decir, K(v*) = a. De hecho, el
punto (0,v*) es un punto estacionario del sistema (3.6).

Ahora, evaluamos (3.31) en el punto (0,7*):

K@) K/(v)v*

d on(0)K (0n(0) + K@) _ TK'(0) +a

_—UM<O) = o — K’(ﬁ*)ﬁ* (332>

du

Lo anterior coincide con el eigenvector & = (da — K'(v*)v*, (1 — §)a + K'(v*)v*) cuando § — 0.
Luego, por el teorema de la funcién implicita, podemos hallar una continuacién de M en la direccion
del eigenvector &; para @ > 0. Por lo tanto, M se conecta con el punto (0,7*). Consideramos 7* = 0
para abarcar el caso K(0) < a.

Siw — 1 entonces avy = K(u+ vy ) (U +vy) — K(1+vp)(1 4+ vp) =0y vy es continua para

u — 1. Por lo tanto, M se puede escribir como una gréfica de clase C' dada por M = {(w, vy (1)) :
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0 <u < 1}. Finalmente, para @ fijo, la expresién
(a — K(u+7))v

es creciente con respecto a «, ya que si definimos provisionalmente a f(a) = (o — K(u + 7)) con
u, v fijos, vemos que f'(a) =7 > 0.

Usando el hecho de que (o« — K(u + 0))v es creciente con respecto a «, vemos que, para a; < asg,
(on — K(@+70))v < (ag — K(u+7))7.
Derivando la expresién anterior con respecto a vy, tenemos que
ar — K'(U+vy) @+ vy) — K@+ vy) < ag — K'(T+vy) (@ + vpr) — K (T A+ o).

Tomando el inverso algebraico tenemos que

1 1
< .
Qg — K’(ﬂ—{—UM)(E—{—’UM) — K(H—FUM) a1 — K’(H—FUM)(E—F'UM) — K(ﬂ‘{'UM)

De aqui se sigue que

K'(uw+ vy )(u+ vp) + K(u+ o) _ K'(u+ vy ) (@4 vpy) + K(u+ vy)
az — K'(u+oy)@+oy) — K@+ovy) o — K(u+oy)(@+oy) — K@+oy)

La desigualdad anterior se traduce como

d d

2 1
vy < =V

du ™ " du ™
por lo tanto, integrando la desigualdad anterior se tendra que

d d 4

—uoydu < | —wv,du.

/ du M / du M
Entonces, por el teorema fundamental del calculo se concluye que
v, (W) < vy, () para @ fija.

Esto prueba que vy (u) es decreciente con respecto a « y esto concluye la demostracion. O

Finalmente, probamos la paradoja del crecimiento tumoral enunciada en [11].
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Teorema 3.3.2. (paradoja del crecimiento tumoral) Supongamos que a; > as > 0 y sean
D(t) = Ti(t) + 01(t) y Py(t) = wa(t) + D2(t) las soluciones correspondientes al sistema (3.6).
Supongamos también que la dindmica del tumor se estabiliza en la variedad lenta M y que para un

tiempo to > 0 hay dos tumores del mismo tamano p,(ty) = Dy(to) =D, con 0 < p < 1. Entonces

d d

%]91 (to) > %292 ()

D1(t) > Do(t), para todat > t.

Demostracion. Recordemos que M se puede escribir como una gréfica (u, vy (w)). Por lo tanto,

sobre M tenemos que p = u + vy () y

d_ d_ d d_, . d_ d _
Del lema anterior sabemos que
d K'(p)p + K(p)
— oy (W) = ; 3.34
& S K- K (334

entonces, sustituimos (3.34) en (3.33) para obtener

d - K'(u + vy (W) (@ + on (W) + K (U + vu (@)
gt = Ku (1 T A S K@+ @)@+ om(@) - K@+ vM(ﬂ))) | (3.35)
Haciendo las simplificaciones respectivas se tiene que
d .. aKu
" = TR T o (@) (@ + o (@) — K@+ o (@) (3.36)
Por lo tanto, de manera explicita (3.36) se escribe como
d_.. K(p(t))u(t)
7~ RO - kG0 450

donde p = u + vy (). Recordemos que por hipdtesis, para t; > 0 se tiene que los dos tumores
P1(t), Do(t) poseen el mismo tamano al tiempo ty, es decir p;(ty) = Dy(to) = p; por lo tanto, las

tasas de crecimiento para cada tumor estan dadas por

%pi(to) K(p)ui(to) Vi=1,2. (3.38)

- K’(ﬁ)ﬁ K(p)’
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Ahora, reemplazaremos el término u;(t) en (3.37). Para ello, usemos el hecho de que en M se
cumple que K (p)p = a,T;(to). De aqui se sigue a7 (tg) = anUa(to). Luego, como ay > g, se tiene

que Ty (tg) < Ta(ty) y por lo tanto u;(ty) > Ua(tp). Mas aun, para i = 1,2 se tiene que

Vi(to) = Kf)ﬁ;
y ~\ ~ ~ ~
Tilte) = f — K((f)p _ (o —i‘((p))p‘ (3.39)

Pero, como u;(ty) > us(ty) se tiene que

(01 = K05 _ (02 = K@D,

)
aq (8%

de esta manera, sustituimos (3.39) en (3.38) para obtener:

d K(p)(os — K(p))

%Z_?z‘(t(J) S M K- K(p) (3.40)
y utilizamos la ultima desigualdad
d_ . K(@p)(a— K({p)) K(p)laz —K(p) _ d_
apl(to) = o~ K- K() > o KK %p2<t0). (3.41)

Ahora, como pK (p) > 0 se tiene que
(01 — K(7) (02— K(5)
ar = K'(p)p— K(p) = aa — K'(p)p — K(p)’
lo anterior se puede justificar usando el hecho de que la funcién

(o — K(p))
a—K'(p)p— K(p)

fla) =
es creciente, de hecho

—K'(p)p
(a = K'(p)p — K(p))

> 0.

f'le) =

De este modo, hemos probado que

d

_ d_
T (to) > d—tpz(to)

y consecuentemente P, (t) > Py(t) parat € (to, to+€) para algin € > 0. Si existe un tiempo posterior
too tal que Py (too) = Poltoo), entonces por un argumento similar llegaremos a una contradiccion.

De este modo P, (t) > D,(t) para todo t > . O
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El resultado anterior nos dice que, si tenemos una poblacién de células cancerigenas normales,
con una tasa de mortalidad inicial a; al incrementar esta tasa de mortalidad hasta a; < as, la
poblacién del tumor en lugar de disminuir, aumentara; ya que, la tasa de crecimiento de dicha
poblacién tiene un comportamiento decreciente. Dicho de otro modo, entre mas células cancerige-
nas normales mueran, mas células cancerigenas madre habra para repoblar el tumor. En términos
médicos, esto se puede interpretar como un tratamiento de quimioterapia o la extirpacion de un
tumor agresivo. Estos dos tratamientos aumentan la tasa de mortalidad de las células cancerige-
nas, pero como ya hemos visto, esto resulta contraproducente; ya que nuestro estudio se centra
principalmente en aquellos tumores donde hay presencia de células cancerigenas madre en etapa

temprana.
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Capitulo 4

Algunos aspectos adicionales: Reducciéon

del modelo por métodos asintoticos.

En el capitulo anterior, utilizamos teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y Teoria Geométri-
ca de Perturbaciones Singulares para estudiar la dinamica de las CCM y CC en un espacio deter-
minado. Gracias a esto pudimos estudiar y formular una paradoja del crecimiento de tumores en
forma de teorema, pero todo dentro de la teoria clasica. En este capitulo haremos una simplifica-
cién de modelo de Enderling-Hillen por medio del método de los momentos. De aqui obtendremos
un sistema parabdlico de ecuaciones diferenciales parciales acopladas; y por medio de argumentos
de punto fijo, probaremos que dicho sistema tiene una tnica soluciéon suave. Para este capitulo

seguiremos el trabajo de Fasano et. al [7].

4.1. Reduccién por el método de los momentos.

Recordemos el modelo

wleit) = Dubu-t s [ K(oy.ple.)uly.t)dy,
Q

wlat) = Dot (187 | Kayoplet)utyn My + p | K (o plo. )0ty
— aw(z,t). (4.1)
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donde z € Q,t > 0y p(x,t) = u(x,t) + v(z,t).

Aqui 2 C R” representa un tejido y x,y € €. Para nuestros propositos, consideramos n = 2.
Este modelo describe la dindmica de dos poblaciones de células cancerigenas, llamadas CCM y CC
respectivamente. Vimos en el capitulo anterior que este modelo presenta la paradoja del crecimiento
tumoral, mismo que pudimos formular gracias a la teoria clasica de sistemas dindmicos. Ahora,
haremos una simplificaciéon distinta para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
acopladas del tipo parabdlico y probar algunos hechos de caracter tedrico. Previamente, haremos

algunas suposiciones:

(a) La funcion de distribucién K (z, y, p(z,t)) se puede escribir como K (z,y,p(x,t)) = F(p(x,t))K(x,y)
donde K(z,y) >0y K € C(2 x Q).

(b) F' es una funcién Lipschitz continua en [0, 1] con F(0) = 1, F'(1) = 0, decreciente y de clase
o

(¢) Podemos suponer que K(z,y) es una funcién radial; es decir K(z,y) = K(Jz — y|) donde
—lo—y|?

1 e -2

1
o2

z,y € Q. Un ejemplo de esta funcién puede ser K(|x — y|) =

La razén de la eleccién de la funcién en el inciso (c¢) es debido a que esta funcién es decreciente en
cualquier intervalo de R y claramente depende del radio, siendo éste r = |z — y|. A continuacién,
aproximamos las expresiones integrales de (4.1) por medio del método de los momentos, haciendo
esto primeramente en una dimensién espacial y posteriormente extendiendo este mismo método a
dimensién n = 2. De este modo, se cubre sin pérdida de generalidad el caso para n > 2, ya que el
razonamiento es anédlogo.

Notamos que, tomando la expansién de Taylor de u € C%(2) (en este caso conviene ) = (—o0, +00)),

tenemos
400 +o0
[ K (e~ )Pt 0)u(y, 0y =F(ple.t) [ Kz = ) lute,t) + uale )y — o)ldy
400
FE0) [ K= o) [ Gule ) - 2 + o)

(4.2)
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Oseaque
" K(jz — y) F(p(e, )uy, )y =F(p(e, 1)) | K(lz — ylyu(z, t)dy
n -
FF(p(e, 1)) / us (2, 1)y — 1)K (|2 — y)dy
+o00
b F e 0) [ Ko = yunnle, O — 07y, (13

Ahora definimos A := [* K(|z — y)dy, B := [ (y — o) K(Je — y))dyy C = [T 3K (jx - y[)(y — x)*dy;
es decir, A es el momento cero de u, y By C son los primero y segundo momento de u respecti-

vamente. Ahora, observemos que si y < x entonces

+oo 0 +o00
| w-orte=ibdy = [ @-aKle=sbdi+ [ -0y

+00 +oo
= [ @G-y~ [ @ K- sy
0 0
= 0, (4.4)
debido en parte a la simetria de K. Del mismo modo, si y > x, entonces obtenemos el mismo

resultado de (4.4). Por lo tanto hemos probado que

[ =Kty =0,

o0

y asi
+o00
wet) [ (= 2)K(o = yl)dy =0

De este modo, el razonamiento se sigue de la misma manera si consideramos {2 = (—r,r) donde

r = |y — x| y tomando r — oo. Asi, el sistema (4.1) se reescribe como
w = Dytge +70F (p)(Au + Buyg,),
vy = Dygs + (1 = 0)vF(p)(Au + Buy,) + pF(p)(Av + Bu,,) — av. (4.5)

parax € Ryt > 0.

Para el caso n = 2 tenemos lo siguiente:
[ K = Dottty Oy =Fp(e.0) [ iz = ybfute.t) + Tute. 0y o)y

# (o) [ K= ol) [0 00— 0) - (= 2) +o3)|

(4.6)
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aqui, el simbolo D?*u representa a la matriz hessiana de u, siendo (D?u);; = 8“’, para todo 1 <

1,7 < n. Nuevamente probaremos que

/Q Ve, 1) - (y — ) - K(jy — 2])dy = 0.

Para ello, notamos que

/QVu(xyt) (Y — ) - K(ly — 2[)dy = /QK(!:L/ = 2])(ua, (2, 8) (21 = Y1) + Uay (2, 1) (22 = 2))dy

O sea que

/ Ve, 1) - (y — ) - Ky — 2])dy = g, (z, 1) / K(ly — o) (31 — o1)dy--uugy (. ) / K|z — yl) (g2 — w2)dy.
Q Q Q

(4.7)
Consideramos 2 = (—r,7) x (—r,r) donde r = |y — x| y entonces se tiene de (4.7) que
Uy, (2, 1) / K(ly — z|)(y1 — x1)dy = g, (z,1) / K(ly — z|)(y1 — x1)dyedy;
y
Uz, (T, 1) / K(ly — z|)(y2 — x9)dy = gy (2, 1) / K(ly — z|)(y2 — x2)dyady; .
De este modo, gracias al caso n = 1 vemos que o
Uy, (x, 1) /Q (y; —x;))K(ly — x|)dy =0, parai=1,2.
y por lo tanto
| Vutet)- =)y = iy =0
Ahora, desarrollamos el término integral del hessiano.
Veamos que
3 | K=ty = o) Doutet) - (= a)dy =5 [ (=20 t00ms 0.0+ 20 = 1) (2 = a2)tas )y
+ % /Q (Y2 — T2)*Ugne, (2, 1)dy (4.8)
por lo que
1

5 /Q (yl - xl)zuﬂclzl (ZE, t) + 2(y1 - $1)(y2 - x2)u$1$2 (CL’, t) + (y2 - x2)2u$2$2 (l’, t)dy :al(m>u$111 (ZL’, t)

+ a2<x)u$1$2 (CL’, t)

+ ag(l’)umxz (.’L’, t) >
(4.9)
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donde a;(z) = 3 [;, (yi — ) K (ly — z|)dy parai = 1,2,y ag(z) = & [, (y1 — 1) (y2 — 22) K (|y — z|)dy

Por lo tanto, las ecuaciones del sistema (4.1) se reescriben en estos términos como
u(z,t) = DyAu~+v0F(p)[Au 4 a1 (2)Ug,z, + a2(T)Upyzy + a3(T) Uz, y],
ve(z,t) = DyAv+ (1 =0)vF(p)[Au + a1() g, ey, + a2(2)Ugpye, + a3(2) Uy, 2, )
+ pF(p)[Av + a1(x) gz, + a2(X)Vigry + a3(2) Vs 0y] — Q0. (4.10)

Ahora, recordemos que Au = Uy, ;, +Usz,z,, POr lo que, las ecuaciones del sistema (4.1) se reescriben

en estos términos como

u(z,t) = YOF(p)Au+ (vOF (p)Au + Dyay(x))ug e + (VOF (p)Au + Dyas(2))tsyey, + YOF (p)as(2) s, 2,

w(a,t) = (1=8)yF(p)Au+ (ar(2)(1 = 0)YF(p)Au + Dy)itgyz, + (a2(2)(1 = 5)7F () Att + Dy iy,

+ (1 =0)vF(p)as(z)ug e, + pF(p)Av + (Dy + pF(p)ar (x))veye, + (a2(2)pF (p) + Dy)Vaya,

+ pF(plas(z)vg,e, — .
Haciendo a1 = Dy + 0F(p)ai(x),a10 = dvF(p)as(x), e = D, + 0vF(p)as(z), by = D, + (1-—
0)F (p)ai(2),baz = Dy + (1 = 6)F(p)az(x),bar = (1 = §)F(p)ag(x) y & = Dy, + pF(p)ar (z), é0 =
D, + pF(p)az(z) y én = pF(p)as(z) vemos que
w(z,t) = YF(p)A@)u + a11(2)ue,z, + G22(2) Uy + 021 (T)Uaya, ),
wt) = (= OYFR)AGEN b ()t + bia(0) ey + Bro ()]
+ pF(p)Av + C11(2) Vg1, + E22(2)Vapay + C12(2) V00, — 0. (4.12)

Finalmente, definamos los operadores

02 0 o
L =6vF(p)A Q115 + 25— +a
NEW)AGR) +angs + g +dng 5,
_ T
F=(1-0~F(p)A — )
(L =0)vF(p) ($)+bnax%+bQ2axg+b”axlax2
y 92 o2 0?
G = pF(p)A(z) + 5113—1,% - 5223_55; * 6126x18$2;

de este modo, el sistema (4.12) queda escrito como
w(x,t) = Lu(z,t),

vz, t) = Fu(z,t)+ Gu(z,t) — aw(z,t). (4.13)

(4.11)
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4.2. Existencia local de soluciones.

A continuacién vamos a dar una demostracion de la existencia local de soluciones para el
modelo (4.5). Cabe senalar que demostraremos la existencia local de soluciones en el modelo
unidimensional. En el caso de este modelo, podemos ver que si tomamos en cuenta los coeficientes
de difusién D,,, D,,, vemos que este depende de la concentracion de células, lo cual esta determinado
por p, y esta se va a cero cuando p — 1. Por tal motivo, y en el espiritu de esta aproximacién
podemos incluir el término difusivo en el coeficiente B. Por esta razén, consideramos D = 0 y

tenemos

u = YOF(p)(Au + Bug,),

vy = (1—=0)vF(p)(Au+ Bug,) + pF(p)(Av + Bug,) — av. (4.14)
Usaremos un argumento de punto fijo para demostrar esta afirmacion.

Teorema 4.2.1. Sean ug, vy € C*™ tales que, para toda x en R, po(x) = up(x) +vo(x) <1 — M
para algin 0 < M < 1. Entonces el sistema (4.14) tiene una dnica solucion (u,v) en el intervalo

(0,T*) que cumple u+v <1 — N para 0 < N < M en la region R x [0,T*).

Definicién 4.2.2. El espacio de Holder C*V(U) consiste de todas las funciones u € C*(U) para

las cuales la norma

[ullorn @) Z 1D%ul| ¢y + Z [D%u] con @ (4.15)

| <k o=k
es finita.
Demostracion. Para alguna T > 0, definamos el conjunto ¥ = {(u,v) € H%2(R x (0,7))?
uw(z,0) = uo(x),v(x,0) = vo(z), = € R}. Ahora, supongamos que u + v < 1 — N para algin
0 < N < M de tal modo que ||ul|”, ||v]|* < K para algiin K > 0 no menor a [jug||“, |[vo]|”; esto
es, ¥ es el conjunto de condiciones iniciales que viven en el espacio H*?2 (R x (0,7))? para alguna
T > 0.

Ahora, tomamos (u,v) € 3 fijo y resolvemos las ecuaciones del sistema (4.14), por lo cual se tendra

U = ~vF(u+v)(AU + BU,,),
Vi = (1=90)vF(u+v)(AU + BUy,) + pF(u+ v)(AV + BV,,) — aV. (4.16)
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para x € R, ¢t > 0, donde U(x,0) = ugp(z), V(z,0) = vo(z).

La ecuacién Uy = v0F(u + v)(AU + BU,,) junto con la condicién U(x,0) = ug(z) es un problema
de Cauchy que se puede resolver de manera independiente, siempre que U € C?*T® para toda x € R
yt >0, yaque ug(x) € H*(R) [13]. Mas atin, la norma [|U||* < N ||ug||” ya que por hip6tesis U es
Holder continua de exponente « [13]. De este modo, hemos resuelto la ecuacion para U del sistema
(4.16).

Ahora, consideramos la funcién Y () = [Jug|| €7°4* y con ello la funcién w(z,t) = Y () — U(z,t).

Notamos que

w=Y'(t) = U, = ~6A|ugll e — 6 F(u + v)[AU + BU,,]

= Y (t) —y0F(u+ v)[AU + BU,,|
y que Wy, = —U,,; por lo cual

wy — 0vF(u + v)[Aw 4+ Bwg,| =v0Y (t) — v F (u + v)[AU + BU,,|

— 0¥ (t) = Y0 F (u+v)[A(Y = U) — BUs,

O Sea que
YOY (t) =6 F(u+v)[AU + BU,,| —0Y (t) = vS F (u+v)[A(Y —U) — BU,,| = 6yAY — 67y F (u+v)AY,

esto es

wr — 0vF (u + v)[Aw + Bwy,| = 6vA[l — F(u +v)]Y > 0.

Luego, vemos que el operador L = % — v0F (u + v)[A + B%] es parabdlico en R x (0,7, por
lo cual aplicando el teorema 5 de [8] concluimos que w > 0. Esto implica que Y — U > 0, o sea
que U < |lug|| €4, Asi, podemos elegir un ¢; > 0 y un T* suficientemente pequefios tales que

U < |luoll + €.
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Conclusiones.

El cancer es una de las enfermedades mas importantes del siglo XXI, por lo cual se ha hecho un
esfuerzo enorme por tratar de entenderla, y de ese modo, atacarla de manera exitosa. El hecho de
que la modelacién matematica juegue un papel importante en el estudio del crecimiento tumoral,
habla de que es, y ha sido posible estudiar éste padecimiento desde otro enfoque obteniendo buenos
resultados.

En este trabajo se ha estudiado el crecimiento de un tumor en fase avascular, donde se hace dis-
tincién de dos tipos de células cancerigenas y de su interaccion entre ellas.

En el capitulo 1, se estudio6 la dinamica de dos poblaciones de células cancerigenas planteando un
autémata celular, con el cual se pudieron simular distintas situaciones y se pudieron corroborar
diversos comportamientos que tenian dichas células en el crecimiento de un tumor. En este rubro,
se observo que si se incrementaba la tasa de mortalidad colocando células cancerigenas madre
como progenitoras, el tamano del tumor aumentaba en lugar de disminuir; siendo éste el resultado
méas importante, al cual se le llama la paradoja del crecimiento tumoral. Posteriormente, partiendo
del modelo computacional, se dio el salto hacia un modelo matematico. Se utilizaron técnicas de
procesos estocasticos y ecuaciones diferenciales parciales para construir el sistema de ecuaciones
integro diferenciales no local, al cual se le llama el modelo de Hillen-Enderling, que fue el objeto
de estudio de este trabajo.

En el capitulo 2, se hizo una reduccion de este sistema a uno de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineal, y se formul6 matematicamente la paradoja del crecimiento tumoral. Partiendo de algunas
suposiciones se redujo ain més el modelo y se hizo un analisis de éste tultimo con teoria clasica de

ecuaciones diferenciales ordinarias. Finalmente se demostré matematicamente que el modelo redu-

5
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cido presentaba la paradoja del crecimiento tumoral con la ayuda de herramientas concernientes
a sistemas dindmicos y teoria de Fenichel.

Finalmente, en el capitulo 3, se demuestra la existencia local de soluciones del modelo de Hillen-
Enderling. Primero se hace una reduccién del sistema por medio del método de los momentos,
llegando asi a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico. Después, bajo
la suposicién de que el coeficiente de difusion es muy pequeno y se puede aproximar por el primer
momento del nicleo de distribucién, se hace una reducciéon mas y se llega a un sistema sin difusién
en términos de los momentos calculados. Posteriormente, con la ayuda de teoria de ecuaciones
parabdlicas, se demuestra la existencia local de soluciones con argumentos de punto fijo.

Sin lugar a dudas, este ha sido un trabajo extenso en el cual se ha estudiado un tema que es de
suma importancia en el campo de la medicina, desde el punto de vista de las ciencias exactas.
Esto no es otra cosa que una muestra del poder que tienen las ciencias exactas para entender y
analizar problemas que en un principio eran propios de las ciencias naturales. Esto habla mucho
de la complejidad de los fenémenos biolégicos.

Particularmente, el autor de este trabajo cree que el proyecto aqui desarrollado atn tiene mu-
chos aspectos que se pueden estudiar, como por ejemplo, el caso en el cual el paciente recibe un
tratamiento a base de quimioterapia, o tratamientos a base de ciertas drogas para erradicar los
tumores malignos por completo (incluyendo a las células cancerigenas madre). Esto se traduce en
estudiar mas variantes del modelo de Hillen-Enderling, con el fin de comprender las etapas que
esta enfermedad presenta, desde su aparicién hasta sus fases mas avanzadas.

En conclusion, el trabajo presentado aqui tiene futuro y ha servido como motivacion e impulso
para seguir estudiando més a profundidad los temas relacionados con distintas enfermedades (par-
ticularmente el cancer) apoyados en la matemdtica. Quiza algin dia, con un golpe de suerte, se

logre construir una teoria mas completa sobre la matematica aplicada al cancer.
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