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Resumen

Los objetos secuenciales y las tareas distribuidas son la forma predominante de
especificar problemas distribuidos. Un objeto secuencial es definido por una espe-
cificacion secuencial y puede ser invocado multiples veces por cada proceso. En
contraste, una tarea puede ser invocada una sola vez por cada proceso y determina,
para cada conjunto de procesos y para cada posible asignacion de valores de entrada,
los valores de salida validos.

Un objeto concurrente es un objeto definido por una especificacion secuencial, al
que los procesos pueden acceder de manera concurrente. Un algoritmo distribuido
implementa a un objeto concurrente si satisface su especificacion secuencial.

Las tareas son utilizadas en el estudio de la computabilidad distribuida y pueden
ser modeladas a través de espacios topoldgicos combinatorios llamados complejos
simpliciales. Por otro lado, los protocolos son la manera de especificar algoritmos
distribuidos considerando un modelo de computo determinado, y también pueden
ser modelados a través de complejos simpliciales.

Con todo esto, utilizando técnicas topoldgicas, podemos verificar que una tarea
puede ser resuelta por un protocolo si la representacion topologica del protocolo
puede ser mapeada, bajo algunas condiciones especificas, a la representacion topolé-
gica de la tarea. Esto implica que puede haber una implementacién que satisfaga la
especificacion de la tarea, en el modelo considerado por el protocolo.

En este trabajo demostramos la imposibilidad de la implementacién de pilas y
colas concurrentes de larga vida, en el modelo de escritura-lectura por capas.

Primero, dado que las tareas carecen de poder expresivo para representar pilas
y colas concurrentes, utilizamos a las tareas refinadas, una extension de las tareas
con mayor poder expresivo, para dar una representacion de estos objetos. Después,
utilizando argumentos topologicos, demostramos que es imposible mapear la repre-
sentacién topoldgica de cada tarea a la representacién topoldgica del protocolo co-
rrespondiente, para el modelo de escritura-lectura por capas.
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Introduccion

Un sistema distribuido [1, 2, 5] es un conjunto de procesos que se comunican entre
si para resolver un problema distribuido.

Cada proceso ejecuta un protocolo o algoritmo para resolver un problema. Los
procesos inician el protocolo en un estado inicial y ejecutan una secuencia de pasos
concurrentes, determinados por el mismo protocolo. En cada paso concurrente, cada
proceso se comunica con los demas, a través de un ambiente de comunicacion deter-
minado por el sistema, y realiza un computo local. Al completar el protocolo, cada
proceso decide un valor de salida.

Los objetos secuenciales (2, 5] y las tareas distribuidas [1, 5] son las dos formas
predominantes de especificar un problema distribuido.

Un objeto provee un conjunto de métodos que permiten a un conjunto de procesos,
modificar su estado. Un objeto secuencial estd determinado por una especificacion
secuencial. Las llamadas a los métodos del objeto, hechas por los distintos procesos,
son secuenciales.

Un objeto concurrente es un objeto compartido al que los procesos pueden acceder
de manera concurrente y usualmente es definido por una especificacién secuencial.
Un algoritmo distribuido implementa a un objeto concurrente si satisface su espe-
cificacién secuencial. La linealizabilidad [2, 3] provee una caracterizaciéon formal del
comportamiento concurrente y correcto de estos objetos, en términos de especifica-
ciones secuenciales equivalentes. Una implementacion es linealizable si cada una de
sus ejecuciones son linealizables.

Por otro lado, las tareas distribuidas (o simplemente tareas) son utilizadas en
la especificacion de problemas distribuidos que permiten una sola invocacién a un
método, por cada proceso. Las tareas representan un problema en términos de asigna-
ciones de valores de entrada y de salida validos. Una tarea define para cada conjunto
de procesos que pueden correr concurrentemente y cada asignacion de valores de
entrada a los procesos, los valores de salida validos de los procesos.

Los objetos secuenciales y las tareas son estilos de especificaciones muy diferen-
tes: mientras que las tareas determinan qué debe de pasar cuando un conjunto de
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X INTRODUCCION

procesos corren concurrentemente para resolver un problema distribuido, los objetos
secuenciales solamente especifican qué pasa cuando los procesos corren secuencial-
mente.

Hay problemas distribuidos que no pueden ser expresados como objetos secuen-
ciales, por ejemplo, el immediate-snapshot [1, 2]. Otros no pueden ser expresados
como tareas, por ejemplo, las pilas y colas concurrentes. Ademas, hay problemas
distribuidos que son expresados con mayor naturalidad como tareas. Usualmente,
las tareas especifican problemas en los que cada proceso invoca una sola vez a un
método, mientras que los objetos especificados secuencialmente son de larga vida, es
decir, un proceso puede invocar muchas veces a un método. El consenso, un problema
fundamental del computo distribuido, puede ser expresado con ambos formalismos.

Las tareas son utilizadas en el estudio de la computabilidad distribuida, lo que ha
derivado en el desarrollo de la conexion entre el computo distribuido y la topologia.
Las tareas pueden ser modeladas a través de espacios topoldgicos combinatorios
llamados complejos simpliciales [1, 4].

Mientras que las tareas especifican un problema distribuido, los protocolos [1, 4]
son la manera de especificar algoritmos distribuidos, considerando un modelo de
computo determinado. Un protocolo representa a un algoritmo distribuido en térmi-
nos de configuraciones iniciales y finales, y también puede ser modelado a través de
complejos simpliciales.

Todo esto permite aplicar técnicas topoldgicas en el estudio de la solubilidad de las
tareas en algin modelo de cémputo determinado. Si la representacién topologica de
un protocolo puede ser mapeada, bajo algunas condiciones especificas, a la represen-
tacion topoldgica de una tarea, entonces la tarea puede ser resuelta por el protocolo.
Esto implica que puede haber una implementacién que satisfaga la especificacién de
la tarea, en el modelo considerado por el protocolo.

Esta metodologia no se ha aplicado a objetos secuenciales en general, y mucho
menos en casos particulares como las colas y pilas concurrentes.

En esta tesis estudiaremos, en el marco de la topologia combinatoria, el caso de
la imposibilidad de la implementacién de pilas y colas concurrentes en el modelo de
escritura-lectura por capas [1].

Estos resultados son bien conocidos en el contexto operacional y se obtienen
utilizando nidmeros de consenso [2]. El aporte principal de este trabajo es la obtencién
de estos resultados aplicando el método topoldgico por primera vez a pilas y colas
de larga vida.

En el capitulo 1, estableceremos las bases para la representacion formal de las pilas
y colas concurrentes en el marco operacional via la linealizabilidad. También estable-
ceremos los conceptos bésicos (complejos simpliciales, simplejos, mapeos portadores
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y simpliciales) que nos permitiran trabajar en el marco de la topologia combinatoria.

En el capitulo 2 veremos coémo las tareas carecen del poder expresivo para repre-
sentar a las pilas y las colas concurrentes. Utilizaremos a las tareas refinadas [5], una
extension de las tareas con mayor poder expresivo, para dar una representacion de las
pilas y colas concurrentes. Daremos una nocién de satisfaccion por una especificacion
secuencial, para ambos tipos de tarea.

En el capitulo 3 daremos la definicién del modelo de computo de escritura-lectura
por capas y la definiciéon combinatoria de los protocolos para este modelo. Extendere-
mos la definicién de protocolo, considerando a las tareas refinadas. Daremos también,
en términos topoldgicos, una nocion de resolucion de una tarea por un protocolo. Es-
to establece las condiciones necesarias para que un objeto concurrente pueda ser
implementado en el modelo de cémputo considerado.

En el capitulo 4, utilizando argumentos topolégicos, veremos que es imposible
que exista una implementacién de las pilas y colas concurrentes, en el modelo de
escritura-lectura por capas.

Finalmente, en el capitulo 5 presentamos las conclusiones de este trabajo.

En cada capitulo, cada seccion introduce los conceptos de manera informal, con el
objetivo de familiarizar al lector y facilitarle la lectura. Todo esto es seguido de una
subseccién con las definiciones y resultados formales correspondientes a esa seccién.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estableceremos las bases tedricas para poder estudiar las pilas y
colas concurrentes de larga vida, desde el enfoque topolégico del computo distribuido.
Por el lado operacional, veremos como las especificaciones secuenciales proveen una
caracterizacion formal de objetos secuenciales [2]; y como la linealizabilidad [2, 3]
provee una caracterizacion formal del comportamiento concurrente y correcto de
objetos concurrentes, en términos de especificaciones secuenciales equivalentes. Des-
pués, definiremos los elementos necesarios (complejos simpliciales, mapeos portadores
y mapeos simpliciales) [1] que nos permitirdn representar y estudiar estos objetos en
el marco de la topologia combinatoria.

1.1. Sistema distribuido

Un sistema distribuido [1, 2] es un conjunto de méaquinas de estado llamadas
procesos que se comunican entre si a través de un ambiente de comunicacién, pa-
ra resolver un problema distribuido. Es conveniente pensar a un proceso como un
autémata determinista con un conjunto de estados posiblemente infinito. Cada tran-
sicién esta determinada por el estado actual del proceso y el estado del ambiente de
comunicacion.

Cada proceso ejecuta un protocolo, comienza en un estado inicial y realiza un
paso a la vez hasta que falla, se para sin realizar ningin paso adicional; o termina,
completando el protocolo. Usualmente, en cada paso, cada proceso realiza un compu-
to local y se comunica con otros procesos a través del ambiente de comunicacién que
provee el modelo. Los procesos corren de forma concurrente, es decir, pueden realizar
pasos que se entrelazan en el tiempo de manera no determinista.

El estado del protocolo esta determinado por los estados de los procesos que no
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fallan y el estado del ambiente de comunicacién. Una ejecucion del sistema, es una
secuencia de transiciones de estado de proceso. Una ejecucion lleva el sistema de un
estado a otro y esta determinada por los procesos que realizaron algin paso y los
eventos de comunicaciéon que ocurrieron.

Para este trabajo, vamos a considerar un modelo de computo en el que los procesos
se comunican escribiendo y leyendo de una memoria compartida. Los procesos seran
capaces de combinar una escritura y la lectura de una secuencia arbitraria de palabras
contiguas, en un sélo paso atéomico llamado immediate-snapshot [2].

Los procesos se ejecutan de manera asincrona. Cada proceso corre a una velocidad
arbitraria que puede variar con el tiempo y no depende de otros procesos. En este
modelo, las fallas son indetectables, es decir, un proceso que no responde puede haber
fallado o ser muy lento y no hay forma de que otro proceso sepa cudl es el caso.

Cada proceso debe completar el protocolo en un ntimero acotado de pasos y no
podra esperar a ningin otro proceso. Por esto decimos que el modelo es libre de
espera o wait-free [2].

La formalizacion de estos conceptos la veremos en la secciéon 1.2 (lo que respecta
a procesos y objetos) y en el capitulo 3 (el modelo de comunicacién y los protocolos).

1.2. Linealizabilidad

Un objeto provee un conjunto de métodos que permiten manipular el estado
interno del mismo. Para un objeto secuencial, cada método puede ser descrito por una
pareja que consta de una precondicion y una postcondicion. La precondicién describe
el estado del objeto antes de invocar el método, y la postcondiciéon, describe el estado
del objeto al regresar del método junto con el valor regresado. Sin embargo, para un
objeto concurrente, las llamadas a los métodos se pueden traslapar en el tiempo por
lo que no tiene sentido caracterizar a cada método en términos de precondiciones y
postcondiciones.

La linealizabilidad [2, 3], es una condicién de correccién para implementaciones
(algoritmos) de objetos concurrentes. Esta condicion caracteriza el comportamiento
concurrente de un objeto en términos de un comportamiento secuencial equivalente.
De manera intuitiva, cada llamada a un método tiene efecto de manera instantanea
en algiin punto entre su invocacion y su respuesta, esto permite describir el estado
del objeto antes y después de dicho instante.

La linealizabilidad tiene dos propiedades formales muy ttiles:

= Non-blocking: no se requiere que un proceso espere que otro termine una lla-
mada en curso a un método.
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= Local: un objeto compuesto por objetos linealizables, es también linealizable.

La ejecucion de un sistema concurrente es modelada por una historia, una se-
cuencia finita de (eventos) invocaciones a métodos y de respuestas de los mismos.
Una llamada a un método en una historia, es un par que consiste en una invocacion
y la siguiente respuesta correspondiente, hechas por el mismo proceso. Una historia
es secuencial si el primer evento es una invocacién, y cada invocacién, es seguida in-
mediatamente por su respuesta correspondiente. Una historia es linealizable si, para
cada llamada a un método, es posible encontrar un punto entre la invocacion y la
respuesta tal que esos puntos inducen una historia secuencial, en algtin sentido equi-
valente, que es valida, de acuerdo a la especificacién del objeto. La implementaciéon
de un objeto es linealizable si todas las historias de sus ejecuciones son linealizables.
Cabe destacar que todos estos conceptos son estandares en la literatura de computo
distribuido ([1, 2]).

En adelante nos enfocaremos en pilas (LIFO) concurrentes, pensando en que
todo lo que digamos acerca de estos objetos también aplica para las colas (FIFO)
concurrentes, a menos que se indique lo contrario.

Por ejemplo, supongamos que tres procesos a, b y ¢, utilizan una pila concurrente
q. La ejecucion de la figura 1.1, es linealizable para q.

pop(z)
a -
push(z) pop(y)
b — - —
push(y)
c — .
& 'S & & tiempo
push(x) pop(z) push(y) pop(y) <—— historia secuencial

Figura 1.1: Una ejecucién linealizable de gq.

Cada intervalo (linea verde con flechas) representa la llamada a un método, los
puntos (rojos) de linealizacién se proyectan hacia la linea del tiempo (abajo roja),
estos determinan una historia secuencial. De manera informal, podemos elegir cada
punto de linealizacion tal que la historia secuencial inducida, sea valida de acuerdo
a la especificacion secuencial de q.

La ejecucion de la figura 1.2, no es linealizable para ¢, pues no hay manera de
elegir los puntos de linealizacion tal que la historia secuencial sea valida.
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push(y)

push(z)

O o

p?p(y)

tiempo

push(y) push(z) pop(y) <~ nhistoria secuencial

Figura 1.2: Una ejecucién no linealizable de gq.

Si ¢ es una implementacion linealizable, esta garantizado que la ejecucién de la
figura 1.2 no puede darse.

1.2.1. Definiciones formales

En un sistema distribuido hay n procesos, cada uno con un nombre o identificador

(id) tnico, tomado de un conjunto de nombres II. ! Usualmente IT = [n], donde
[n] = {1,...,n}. Al proceso con id j € II, le decimos “el proceso j” o “el j-ésimo
proceso”.

El j-ésimo proceso es un autémata (en el sentido usual) con un conjunto de
estados @), el cual incluye un conjunto de estados iniciales Q; y un conjunto de

estados finales Qj-c . Cada proceso conoce su propio nombre, aunque no conoce el
nombre de los demas procesos a priori. Cada estado s de un proceso, incluye una
componente inmutable name (el nombre o id del proceso), con un valor tomado de
IT y denotada por name(s). Es decir, si en una ejecucion de un proceso, éste va del
estado s al estado ¢, entonces name(s) = name(s’). De manera similar, cada estado
s, incluye una componente mutable view (la vista del proceso), denotada por view(s)
y que puede cambiar de estado a estado en una ejecucion del proceso. Un estado s
esta definido por su nombre y su vista, con lo que s puede ser descrito por una tupla
(7,v), donde name(s) = j y view(s) = v.

Definicién 1.1. Una configuracion C' del sistema distribuido es un conjunto de
estados de procesos, correspondiente al estado del sistema, en un momento en el
tiempo.

Cada proceso aparece a lo mas una vez en cada configuracion. Es decir, si sq y
s1 son estados distintos en una configuracion C, entonces name(sg) # name(sy).

!También hay sistemas distribuidos en los que los procesos son anénimos, es decir, no tienen un
identificador. Sin embargo, para este trabajo, nuestro interés solo recae en sistemas con identifica-
dores de proceso.
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Definicién 1.2. Una configuracion inicial es una configuracion en donde todos los
estados son estados iniciales de algin proceso. Andlogamente, una configuracion final
es una configuracién en donde todos los estados son finales.

Los autores en [1] definen una ejecucién del sistema distribuido, en términos de
configuraciones, tal como en la definicion 1.3.

Definicién 1.3. [Seccién 4.1.3 de [1]] Una ejecucion de un sistema distribuido, es
una secuencia alternante de configuraciones y conjuntos de nombres de procesos:

CO; SO7 Clu Slv R Srfla Cr
tales que:
= () es la configuracion inicial, y

= S; es el conjunto de nombres de proceso para los cuales hay un cambio de
estado entre la configuracién C; y la siguiente C;.

Nos referimos a cada tripleta C;, S;, C;1q1, como un paso concurrente. Si j € .S;,
decimos que j ejecuta un paso.

Como lo veremos en los capitulos 2 y 3, la manera de especificar un problema
distribuido, en el marco de la topologia combinatoria, es a través de la caracterizacion,
utilizando espacios topologicos, de configuraciones iniciales y finales. Por esto es que
pensar en una ejecucion en términos de configuraciones nos sera de gran utilidad. Sin
embargo, no utilizaremos la definicién 1.3 de [1] y optaremos por una definicién de
ejecucion distinta. Aunque no dejaremos de lado las configuraciones, pensar en una
ejecucion en términos de objetos y la invocacion de sus métodos por los procesos, se
adectia mejor a nuestros intereses.

La definicién 1.4 de una ejecucion, tal y como se utiliza en [2], se define en términos
de objetos y procesos. Denotamos a la invocacién de un método con (z.m(a*), A),
donde = es un objeto, m el nombre del método, a* una secuencia de pardmetros y A
un proceso o hilo. La respuesta a un método la denotamos con (x : t(r*), A), donde
t es el valor “ok” o el nombre de una excepcion y r* es una secuencia de valores de
respuesta.

Definicién 1.4. [Seccién 3.6 de [2]] Una ejecucion o historia H de un sistema con-
currente, es una secuencia de eventos (invocaciones a métodos y respuestas).

La definiciéon 1.4, aunque menos general que la definicion 1.3, permite tener una
nociéon de implementacion precisa para los objetos concurrentes, a través de la linea-
lizabilidad y las especificaciones secuenciales.
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En la figura 1.3 podemos ver un ejemplo de una ejecucién H en la que dos procesos
a y b, invocan a los métodos push y pop de dos pilas p y q.

me = q.pop() : T

a
b mo = p.push(y) : ok my = q.push(z) : ok ms = p.pop() 1 y
H (ppush(y),t) (p: ok,b) (q.push(z),b) (q.pop(),a) (q:0k,b) (p.pop(),b) (¢: ok,a) (p:y,b)

Figura 1.3: Una ejecucién con dos procesos a y by dos pilas p y gq.

A veces nos fijaremos en sélo una parte de toda la ejecucion.

Definicién 1.5. Una subejecucion o subhistoria de H, es una subsecuencia de eventos
de H.

Cada subejecucion sigue siendo, por si misma, una ejecuciéon. Ademas, para cada
invocacién en H, se espera una respuesta que tenga sentido.

Definicién 1.6. Decimos que una respuesta corresponde a una invocacion, si ambas
son realizadas por el mismo proceso y sobre el mismo objeto.

Definicién 1.7. Una llamada a un método en una historia H, es un par que consiste
de una invocacién y la siguiente respuesta correspondiente en H.

Sin embargo, no siempre se tiene una respuesta y tenemos que distinguir entre
las invocaciones con respuesta y sin ella.

Definicién 1.8. Decimos que una invocacion estd pendiente en una historia H, si
no hay una respuesta correspondiente (en H).

A veces nos conviene ignorar o no tener invocaciones pendientes.

Definicion 1.9. Una extension de H, es una historia construida al concatenar res-
puestas a cero o mas invocaciones pendientes de H.

Definiciéon 1.10. Denotamos con complete(H) a la subejecuciéon de H que no con-
tiene ninguna invocaciéon pendiente.

En el ejemplo de la figura 1.3, complete(H) = H. A veces nos fijaremos en ejecu-
ciones hechas por un solo proceso o sobre un determinado objeto.
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Definicién 1.11. Denotamos con H, a la subejecucion en H donde las invocaciones
y respuestas son hechas por o sobre a. Donde a puede ser un proceso o un objeto.

Por ejemplo, considerando la figura 1.3, la ejecucion del proceso a en H es:

H, = (q.pop(),a) (q : ok, a)

mientras que la ejecucion sobre el objeto g en H es:

Hy = (g.push(x),b) (g-pop(),a) (q: ok,b) (g : ok,a)

Las ejecuciones en las que ninguna llamada a método ocurre mientras alguna
otra estd pendiente (que no se traslapan en el tiempo), son relevantes y tenemos que
distinguirlas.

Definicién 1.12. Una ejecucion H es secuencial, si el primer evento es una invoca-
cién y cada invocacion, excepto posiblemente la tltima, es seguida inmediatamente
por su respuesta correspondiente.

Considerando la figura 1.3, H no es secuencial ya que la invocacion (q.push(zx), b),
es seguida por la invocacién (g.pop(),a). De la misma manera, H, no es secuencial
mientras que H,, H, y Hp, si lo son.

Con lo anterior, podemos dar un criterio de equivalencia para ejecuciones.

Definicién 1.13. Dos ejecuciones H y H', son equivalentes (H ~ H') si para cada
proceso a, H, = H).

Tenemos que fijarnos en las ejecuciones que tienen sentido.

Definiciéon 1.14. Una ejecucién H esta bien formada si para cada proceso a, H, es
secuencial.

En nuestro ejemplo, H esta bien formada ya que H, y Hp, son secuenciales.
Las subejecuciones de una ejecucién bien formada y realizadas por un solo proceso,
siempre son secuenciales, pero las subejecuciones sobre un objeto, no necesariamente
lo son.

Definicién 1.15. Una especificacion secuencial de un objeto, es el conjunto de todas
sus ejecuciones secuenciales, cerrado bajo prefijos.
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Si una ejecucion X esta en la especificacion, también lo esta cualquier prefijo de
X. Decimos que un objeto es secuencial si tiene una especificacién secuencial.

Vamos a suponer que tenemos una forma efectiva de reconocer si la historia de
un objeto secuencial o es o no legal o vdlida para la clase de a.

Por ejemplo, podemos caracterizar la clase de una pila secuencial, caracterizando
al conjunto de ejecuciones secuenciales validas para la pila. Esto lo logramos especi-
ficando como se modifica el estado al ejecutar cada uno de sus métodos: después de
push(z), la pila tendra en la “cabeza” el valor z y después de pop() la pila regresa
el valor que tenga en la cabeza o un valor nulo si esta vacia. De esta manera, pode-
mos tomar una historia de una pila secuencial y verificar de alguna forma, que cada
llamada a método cumple con esta caracterizacion.

Definicién 1.16. Una ejecucion secuencial H es legal o vdlida si toda subejecucion
sobre un objeto a;, es legal para «.

Dado que cada llamada a método ocurre en un intervalo de tiempo, podemos
determinar un orden entre ellas, comparando el tiempo en el que ocurre cada invoca-
cion o cada respuesta. Para esto, como herramienta formal de estudio, utilizaremos
algunos resultados de relaciones sobre conjuntos.

Definicién 1.17. Un orden parcial estricto R para un conjunto X, es una relacién
» no reflexiva: (z,z) € R
» transitiva: (z,y), (y,2) € R= (z,2) € R.

donde z,y,z € X.

Definicién 1.18. Un orden total estricto R (para X) es un orden parcial estricto
tal que para cada par distinto x,y: (z,y) € R o (y,x) € R.

En un orden parcial hay elementos que no se pueden comparar, es decir, no estan
en la relacién. En un orden total, cualesquiera dos elementos pueden ser comparados.
Cada orden parcial guarda alguna relacién con un orden total.

Lema 1.1 (Hecho 3.6.1 de [2]). Si < es un orden parcial en X, entonces existe un
orden total < en X, tal que si x <y, entonces x < y.

Con esto podemos describir el orden en el tiempo entre llamadas a métodos en
una ejecucion.

Definicién 1.19. La llamada a un método mq precede a la llamada a mq, en una
ejecucion H, si mg termina antes de que m; empiece, y lo denotamos con mgy < m;.
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En el ejemplo de la figura 1.3, my < my, mg < ms y mg < mg. Sin embargo, m;
y ms no estan en la relacion <. Las llamadas que se traslapan en el tiempo no estan
en <. Por esto, < es un orden parcial y si H es secuencial, entonces < es total y lo
denotamos con <.

Con lo anterior, tenemos lo necesario para definir la nocién de linealizabilidad,
la cual, caracteriza una ejecuciéon concurrente de un objeto, en términos de una
ejecucion secuencial equivalente.

Definicién 1.20. Una ejecucion H es linealizable si tiene una extensiéon H' y existe
una ejecucion secuencial legal S, tales que:

» complete(H') es equivalente a S, y

m si mg <y my en H, entonces mg <g my en S.

Decimos que S es una linealizacion de H (H puede tener més de una lineali-
zacién). De manera intuitiva, la extension de H a H’ captura la idea de que cada
llamada pendiente ha hecho efecto. La existencia de S nos dice que cada llamada a un
método tiene efecto de manera instantanea en algin punto entre su invocacién y su
respuesta. Esto permite determinar un orden total, es decir, describir una ejecucion
secuencial. La segunda condicién asegura que el orden existente entre llamadas, se
preserve en S.

La linealizabilidad tiene una propiedad importante con respecto a cada prefijo de
una ejecucion.

Lema 1.2 (Teorema 3.6.1 de [2]). Si H es linealizable, entonces todo prefijo H' de
H, es linealizable.

Si bien la linealizabilidad permite hablar del estado de un objeto, hay problemas
distribuidos que no pueden ser expresados como objetos secuenciales, por ejemplo,
el immediate-snapshot. Ademas, hay problemas distribuidos que son expresados con
mayor naturalidad en términos de entradas y salidas (configuraciones iniciales y
finales), conocidos como tareas y que no son objetos secuenciales. Las tareas permiten,
de manera relativamente sencilla, utilizar herramientas topologicas para su estudio.
En la siguiente seccion, establecemos las bases para hacer uso de dichas herramientas
y poder extenderlas para el estudio de objetos secuenciales y linealizables.
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1.3. Topologia combinatoria

La topologia es una rama de las matematicas, encargada de la distincién de las
propiedades esenciales y no esenciales de los espacios. Las propiedades esenciales
son aquellas que persisten cuando el espacio es sujeto a transformaciones continuas.

Las distintas ramas de la topologia difieren (de alguna manera) en cémo se repre-
sentan los espacios y las transformaciones continuas que preservan sus propiedades
esenciales.

La topologia combinatoria provee una representacion de espacios para los que
las propiedades esenciales, se caracterizan contando los elementos simples que los
forman. A estos elementos simples los llamamos vértices.

1.3.1. Complejos simpliciales abstractos

La nocién de complejo simplicial abstracto [1], o simplemente complejo simplicial,
provee un vinculo entre la combinatoria y la topologia. Cada complejo simplicial pue-
de verse como un objeto continuo: un espacio topologico. También puede verse como
un objeto puramente combinatorio: una coleccién de conjuntos cerrados bajo conten-
cién; ya que sus propiedades topoldgicas, a menudo, se relacionan con propiedades
combinatorias. Los complejos simpliciales son elementos centrales para el estudio de
sistemas distribuidos desde la topologia combinatoria.

Un complejo simplicial A es un conjunto cerrado bajo contencién, de subconjuntos
de un conjunto finito de vértices S. Es decir, cada elemento X de A es un subconjunto
de S y cada subconjunto de X también esta en A.

A cada subconjunto de A cerrado bajo contencion, lo llamamos subcomplejo sim-
plicial. Un subcomplejo simplicial es también un complejo simplicial.

A cada elemento de A lo llamamos simplejo. Hay que destacar que A es un
conjunto de subconjuntos de S, mientras que un simplejo de A es un subconjunto
de S. Un simplejo o € A tiene dimension |o| — 1. A un simplejo de dimensién n lo
llamamos n-simplejo o simplejo n-dimensional.

Un complejo simplical es n-dimensional, si la dimensiéon mas grande de sus sim-
plejos es igual a n, y es puro n-dimensional, si todos sus simplejos de mayor dimension
son n-dimensionales.

Usualmente, nos referiremos a los 0-simplejos como vértices, a los 1-simplejos
como aristas, a los 2-simplejos como triangulos y a los 3-simplejos como tetraedros.
Esta nomenclatura esta asociada la representacion grafica de los distintos n-simplejos,
ilustrada en la figura 1.4.
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A AWAY

Figura 1.4: Un 0-simplejo, 1-simplejo, 2-simplejo y 3-simplejo, respectivamente.

Decimos que un simplejo 7 es una cara de un simplejo o, si 7 es un subconjunto
de 0. Es decir, cada simplejo es una cara de los simplejos de mayor dimension a los
que pertenece. Por ejemplo, en la figura 1.5, cada vértice es una cara del tridngulo y
de las aristas a las que pertenece. Asi mismo, cada arista es una cara del tridngulo.

Figura 1.5: Cerradura bajo contencion de simplejos de un complejo simplicial. Un simplejo es una
cara de los simplejos de mayor dimensién a los que pertenece.

Utilizaremos letras mindsculas (z,y, z) para denotar vértices, letras maytsculas
(A, B,C) para denotar complejos simpliciales y letras griegas (o, «, 7) para denotar
simplejos.

Como lo veremos en los capitulos 2 y 3, los complejos simpliciales son centrales en
el estudio de sistemas distribuidos. A groso modo, los vértices representaran procesos.
Los simplejos de mayor dimension, representaran ejecuciones entre procesos o dicho
de otro modo, configuraciones de ejecuciones de un sistema distribuido.

Por otro lado, los complejos simpliciales son representaciones de espacios topo-
légicos con propiedades esenciales. Podemos definir transformaciones entre distintos
complejos simpliciales buscando preservar ciertas propiedades.

1.3.2. Mapeos simpliciales

Los mapeos simpliciales [1] nos permiten establecer una equivalencia entre com-
plejos simpliciales a través de la estructura de sus simplejos. Un mapeo simplicial
entre dos complejos simpliciales A y B, lleva cada vértice de A a un vértice de B.
Los mapeos simpliciales preservan estructura, es decir, la imagen de los vértices de
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un simplejo en A, forman un simplejo en B. La imagen 1.6 ilustra una parte de un
mapeo simplicial ¢ de A a B.

Figura 1.6: Un mapeo simplicial ¢ de un complejo A, a un complejo B, con ¢(v1) = usg, @(v2) = us
y ©(v3) = uy. El mapeo de la arista vvs forma la arista ujus.

Los vértices vy,v9 v v3 de A, son mapeados a los vértices us,us y u; de B, res-
pectivamente. Para cada par de vértices (que forman una arista) en A, sus mapeos
correspondientes, forman una arista en B. De la misma manera, el mapeo de los tres
vértices en A, forman un triangulo en B. Dos simplejos son, en algin sentido, equi-
valentes, si podemos definir un mapeo simplicial entre ellos. Es importante aclarar
que un mapeo simplicial, no necesariamente preserva la dimensién de los simplejos.
En la figura 1.7, el mapeo simplicial ¢, no preserva la dimensién de A.

Figura 1.7: Un mapeo simplicial ¢ de un complejo A, a un complejo B, con ¢(v1) = us y ¢(va) =
o(vs) = uy.

El vértice v; es mapeado al vértice ug, mientras que los vértices vy y vz son
mapeados al vértice u;. El mapeo ¢ sigue conservando la estructura. Para cada par
de vértices (que forman una arista) en A, sus mapeos correspondientes, forman un
simplejo en B. Por ejemplo, la arista vov3 es mapeada al vértice uy, mientras que el
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tridngulo es mapeado a la arista uyus. Decimos que el mapeo ¢, colapsa el tridngulo
en una arista.

Los mapeos simpliciales son la contraparte de los mapeos continuos en la to-
pologia clasica. De alguna manera, son transformaciones continuas entre complejos
simpliciales. También nos interesa utilizar transformaciones méas generales.

1.3.3. Mapeos portadores

Los mapeos portadores [1] nos ayudan a definir transformaciones méas generales
entre complejos simpliciales y son importantes para la aplicacion de la topologia
en el estudio de sistemas distribuidos. Un mapeo portador ®, entre dos complejos
simpliciales A y B, lleva cada simplejo de A, a un subcomplejo de B, conservando
los patrones de contencién de los simplejos de A en los subcomplejos de B. En la
figura 1.8, podemos ver un ejemplo de un mapeo portador ®, entre dos complejos
simpliciales A y B.

Figura 1.8: Un mapeo portador ® entre dos complejos A y B. ® mapea los vértices v1 y vo de A,

en cada vértice u; y us de B, respectivamente. También mapea el simplejo 1-dimensional de A en
B.

El mapeo @ lleva cada vértice de A a un vértice (visto como subcomplejo) de los
extremos de B. La arista en A es mapeada directamente a B. Las caras de la arista
v1v9 son los subcomplejos ®(vy) y ®(ve) de B, conservando el patrén de contencién.

Los simplejos representaran configuraciones, inciales y finales, de una ejecucion de
un sistema para un problema distribuido. Los mapeos portadores determinaran qué
configuraciones finales son alcanzables en una ejecucién, desde cada configuracion
inicial.

Por ejemplo, la figura 1.9 muestra una representacion de un problema distribuido.
La tnica configuracién inicial, representada por el 1-simplejo de A, esta dada por los
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estados iniciales (a,1) y (b,0), de los procesos a y b, respectivamente. De la misma
manera, la tnica configuracion final, representada por el 1-simplejo de B, esta dada
por los estados finales (a, 1) y (b,1), de los procesos a y b, respectivamente.

1 1
(@) (@)
@

A" B
O 0O
0 1

Figura 1.9: Representacién de la configuracién inicial y la configuracién final de un problema
distribuido. El id de proceso de cada estado se representa en un vértice y la vista correspondiente,
en una etiqueta a su lado.

Los estados de cada configuracion son representados por un vértice con el id del
proceso y una etiqueta con la vista. La configuracién inicial nos dice que el proceso
a inicia el computo con una vista (valor inicial) igual a 1 y el proceso b con una vista
igual a 0. El mapeo ® especifica que la configuraciéon final en donde ambos procesos
tienen el valor 1 en su vista, es alcanzable al final de la ejecucion.

Recordemos que en cada configuracion, sélo puede haber un estado por cada
proceso. Por ejemplo, no puede haber una configuracién con los estados (a,0) y
(a,1). Sin embargo, como son dos estados distintos, al verlos como vértices, no hay
una restricciéon que nos impida formar con ellos, una arista. Dicho de otro modo, no
cualquier simplejo puede representar una configuracién.

1.3.4. Complejos simpliciales cromaticos

Una m-coloracion, o simplemente coloracion, de un complejo simplicial A, es
una funcién inyectiva que mapea cada vértice de A, en un elemento de un conjunto
M, de cardinalidad m. Por ser inyectiva, dos vértices distintos son mapeados a dos
elementos distintos. Una coloracién corresponde a un etiquetado de los vértices de un
complejo simplicial, tal que dos vértices vecinos (vértices conectados por una arista)
no tienen la misma etiqueta o color.

Un complejo simplicial cromdtico [1] es una pareja (A, x), donde A es un complejo
simplicial y x una coloracién. A cada simplejo de un complejo simplicial cromatico,
le decimos simplejo cromdtico.

Como queremos representar configuraciones de ejecuciones de un sistema distri-
buido, la imagen de x serd un subconjunto de un conjunto de nombres de proceso II
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(seccién 1.2.1). De esta manera, al representar cada estado de proceso con un vértice,
el id corresponde a un color.

En adelante, sélo consideraremos complejos simpliciales cromaticos y siempre que
quede claro, a cada complejo simplicial croméatico (A, x) le diremos simplemente,
complejo simplicial A.

Notemos que los complejos simpliciales de la figura 1.9, son cromaticos. La figura
1.10 muestra varios ejemplos de complejos simpliciales cromaticos.

0 1 b

b
(@ ® (b) (b) d
(@

O—@ @ © (@O——
o 1 a c a c

Figura 1.10: Representacién de distintos complejos simpliciales crométicos. La vista de cada proceso
se representa con una etiqueta al lado cada vértice correspondiente.

Debemos asegurarnos que las transformaciones produzcan complejos simpliciales
cromaticos. Un mapeo simplicial es cromadtico si a cada vértice lo mapea a un vértice
con el mismo color. Analogamente, un mapeo portador ® es cromdtico, si para cada
simplejo o, el conjunto de colores de los vértices de o, es igual al conjunto de colores
de los vértices de ®(o). Por ejemplo, en la figura 1.9, ® es cromatico. En adelante,
solamente consideraremos mapeos simpliciales y portadores, cromaticos.

1.3.5. Subdivisién cromatica estandar

Una subdivision es una transformacion entre dos complejos simpliciales A y B,
que se obtiene al “dividir” los simplejos de A en simplejos més pequenos, obteniendo
al complejo simplicial B.

La subdivision cromdtica estindar [1], es un elemento central para el andlisis
en la solubilidad de problemas en el modelo computacional de escritura-lectura, el
cual estudiaremos a detalle en el capitulo 3. Dado un complejo simplicial cromatico
A, denotamos a su subdivisién cromética con Ch(A). Ch es un mapeo portador
cromético entre los complejos simpliciales A y Ch(A), que subdivide a cada simplejo
de A de la siguiente manera:

= Los 0-simplejos se mapean en 0-simplejos, conservando el color.
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= A cada l-simplejo o, se le agregan dos vértices, de manera que se formen
tres nuevos 1-simplejos cromaticos, con el mismo conjunto de colores de o. El
producto también es un complejo croméatico puro 1-dimensional. La figura 1.11
muestra la subdivision cromatica estandar de un 1-simplejo.

Figura 1.11: Subdivisién cromética estandar de un 1-simplejo o.

» Para subdividir a cada 2-simplejo o, primero se subdividen sus aristas y después
se agrega un 2-simplejo con los mismos colores que o, los vértices introduci-
dos en las aristas, se unen cromaticamente al nuevo triangulo introducido. El
producto también es un complejo cromético puro 2-dimensional. La figura 1.12
muestra la subdivisiéon croméatica estandar de un 2-simplejo.

Figura 1.12: Subdivisién cromética estindar de un 2-simplejo o.

= En general, para subdividir un n-simplejo o, de manera inductiva, sus caras
son subdivididas y unidas cromaticamente, a un nuevo n-simplejo agregado al
interior. El producto es un complejo croméatico puro n-dimensional.
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Como lo veremos en el capitulo 3, la subdivisién cromatica estandar caracteriza
a todas las posibles ejecuciones concurrentes de immediate-snapshot, fundamentales
para el estudio de los problemas distribuidos en el modelo de escritura-lectura por
capas.

1.3.6. Definiciones formales
Dado un conjunto S y una familia A de subconjuntos finitos de S.

Definicién 1.21. Decimos que A es un complejo simplicial abstracto (CSA) en S,
si se satisface lo siguiente:

» SiXeA yY CX, entonces Y € A.
» {v} € A para todov € S.

La primera condicion es la cerradura bajo contencion de los elementos de A. Un
elemento de S es un vértice y un elemento de A (subconjunto de S) es un simplejo.

Definiciéon 1.22. Al conjunto de todos los vértices de A lo denotamos con V(A).
Definicién 1.23. Un simplejo o € A se dice que tiene dimension |o| — 1.

Definicién 1.24. Un simplejo ¢ de dimension n, es un n-simplejo y lo denotamos
con o".

En particular, a cada 0-simplejo de A, también le llamamos vértice.
Definicién 1.25. Un simplejo 7 es una cara del simplejo o, si 7 C 0.

Todo simplejo es una cara de los simplejos a los que pertenece, incluyéndose.
Definicién 1.26. Un simplejo 7 es una cara propia del simplejo o, si 7 C 0.

Todo simplejo es una cara propia de los simplejos de mayor dimension a los que
pertenece. Las caras y las caras propias de un simplejo o, corresponden a subcon-
juntos y subconjuntos propios de o, respectivamente.

Definicién 1.27. Un simplejo o de un complejo A, es una faceta si no es una cara
propia de algtin otro simplejo de A.

Dicho de otro modo, cada faceta es un simplejo que no esta contenido en otro
simplejo de A. La dimensién de un complejo simplicial estda determinada por la
dimension de sus facetas.
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Definiciéon 1.28. La dimension de un complejo es la dimensiéon mas grande de sus
facetas.

Definicién 1.29. Un complejo es puro si todas sus facetas tienen la misma dimen-
sion.

Si cada faceta tiene dimension n, decimos que es puro n-dimensional. La figura
1.13 muestra un complejo A puro 1-dimensional, un complejo B puro 2-dimensional,
y un complejo C' 2-dimensional que no es puro.

Figura 1.13: Un complejo A puro 1-dimensional, un complejo B puro 2-dimensional, y un complejo
C 2-dimensional que no es puro.

Definicién 1.30. Un complejo B es un subcomplejo de un complejo simplicial A, si
todo simplejo de B también es un simplejo de A.

Todo subcomplejo también es un complejo simplicial.
Caracterizar un camino, en el sentido usual, entre dos vértices, nos sera de gran
utilidad en el capitulo 4.

Definicion 1.31. Un camino (de aristas) entre dos vértices u y v, de un complejo
simplicial A, es una secuencia de vértices u = vg,v1,...,v, = v, tal que cada par
{vi,vi11} es una arista de A, con 0 < i < k.

Un camino es simple si todos sus vértices son distintos. En la figura 1.13, los
vértices de B forman un camino, mientras que los vértices a,b y d de C, forman un
camino simple.

Mapeos simpliciales

Definicién 1.32. Dados dos complejos simpliciales A y B, un mapeo de vértices
w:V(A) — V(B), mapea cada vértice de A a un vértice de B.

En topologia nos interesan aquellos mapeos que preservan estructura.
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Definicién 1.33. Para dos complejos simpliciales A y B, un mapeo de vértices p es
llamado mapeo simplicial, si mapea simplejos en simplejos; esto es, si {so,...,S,} es
un simplejo de A, entonces {p(sg),. .., 1(s,)} es un simplejo de B.

El simplejo p(o) puede tener menor dimension que o. Extendemos de manera
natural un mapeo simplicial p sobre un simplejo o € A tal que 0 = {sg,..., S},
con p(o) = {u(so),...,u(sn)}. Con los mapeos simpliciales podemos definir una
equivalencia entre complejos simpliciales.

Definicién 1.34. Dos complejos simpliciales A y B son isomorfos y los denotamos
con A = B, si existen dos mapeos simpliciales ¢ : A — By ¢ : B — A tales que
para cada vértice a de A, a = ¥(¢(a)) y para cada vértice b de B, b = o(1(b)).

Es importante notar que dos complejos simpliciales isomorfos tienen estructuras
idénticas.

La siguiente proposicion sera de gran utilidad en el capitulo 4.

Proposicién 1.1. Dos caminos simples son isomorfos si tienen el mismo niumero
de vértices.

Demostracion. Sea el camino ¢; con lo vértices vq,...,v, y el camino ¢y con los
vértices uq, ..., u,. Basta con definir, para 1 <7 < k, los mapeos simpliciales:

= ¢ de ¢; a ¢y tal que p(v;) = u;

» ¢ de ¢y a ¢ tal que ¥(u;) = v;.

Con lo que tenemos v; = ¥ (p(v;)) v u; = ©(¥(w;)).

También nos interesan los mapeos simpliciales que preservan dimension.

Definicién 1.35. Dados dos complejos simpliciales A y B. Un mapeo simplicial
¢ : A — B, es rigido si para cada o € A, |p(0)| = |o|.

Es decir, la imagen de cada simplejo ¢ tiene la misma dimension que o.
Por 1ltimo, es importante notar que la composicién de mapeos simpliciales tam-

bién es un mapeo simplicial, y si los mapeos son rigidos, también lo es su composicién
[1][Secc. 3.2.1].
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Mapeos portadores

Definicién 1.36. Dados dos complejos simpliciales A y B. Un mapeo portador ® :
A — B, mapea cada simplejo de o de A a subcomplejos (o) de B, tal que para
todo 0,7 € A, si 0 C 7, entonces ®(c) C O(7).

Dado que un mapeo portador & mapea simplejos de A, a subcomplejos de B, lo
denotamos con ® : A — 25,

Definicién 1.37. Un mapeo portador ¢ es monotonico si se cumple:
O(onT)C Do) NP(7)
para todo 0,7 € A.

La monotonicidad nos asegura que el patrén de inclusiéon de cada simplejo de
o € A (se preserva) es igual al patrén de inclusién de los subcomplejos de ®(o).

Podemos extender el mapeo ® sobre un subcomplejo K C A de la siguiente
manera: O(K) := UyexP(0).

Las siguientes son algunas propiedades, que nos interesan, de los mapeos porta-
dores. Hay mapeos portadores que preservan dimension.

Supongamos que tenemos dos complejos simpliciales A y B y un mapeo portador
d:A— 25

Definicién 1.38. El mapeo ® es rigido si para cada simplejo 0 € A de dimension
d, el subcomplejo ® (o) es puro de dimensién d.

Definicién 1.39. El mapeo ® es estricto si se da la igualdad para la ecuacién de la
definicion 1.37:
S(onNT)=d(0) NP(7)

para todo 0,7 € A.
Esta propiedad nos asegura la existencia del simplejo o de la definicion 1.40.

Definicién 1.40. Dado un mapeo portador estricto ® : A — 2B, Para cada simplejo
7 € ®(A), hay un unico simplejo ¢ € A de minima dimensién, tal que 7 € ®(0). A
este simplejo o, lo llamamos el Portador de T o Carr(r, ®(0)).

Si es claro del contexto, omitimos ® (o) en Carr(r, ®(¢)) y escribimos solamente
Carr(7).

Definicién 1.41. Dados dos mapeos portadores ® : A — 28 y O : A — 28 y un
mapeo simplicial ¢ : A — B, decimos que:
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1. U es portado por @, si V(o) C ®(o) para todo 0 € A y lo denotamos con
v C o
2. ¢ es portado por P, si p(o) € ®(0) para todo o € A.
Podemos componer mapeos portadores con mapeos simpliciales.

Definicién 1.42. Dados los complejos simpliciales A, B, C' y un mapeo portador ®
de A a B:

1. Si p:C — A es un mapeo simplicial, definimos el mapeo portador ® o ¢ de C'
a B de la manera usual, (® o p)(c) = ®(¢(0)), para todo o € C.

2. Si ¢ : B — C es un mapeo simplicial, definimos el mapeo portador ¢ o ® de A
a C de la manera usual, (p o ®)(0) = p(P(0)), para todo o € A.

Notemos que ¢(®(0)) = Urcao) (7).

Componer un mapeo simplicial rigido con un mapeo portador rigido (por cual-
quier lado), produce un mapeo portador rigido [1][Secc. 3.4].

También podemos componer mapeos portadores entre si.

Definicién 1.43. Dados dos mapeos portadores ® : A — 28 y ¥ : B — 2¢ definimos
la composicion ¥ o & : A — 2¢ como (Vo ®)(0) = ¥(P(0)) para todo o € A, con
Y (®(0)) = Urca) ¥ (7).

De esta composicién se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.2 (Proposicién 3.4.6 de [1]). Dados dos mapeos portadores ® : A —
2B 4w B — 2¢:

1. 81 ® y U son rigidos, también lo es Vo P.

2. 8i® y V¥ son estrictos, también lo es W o P.

Complejos simpliciales cromaticos

Definiciéon 1.44. Un m-etiquetado de un complejo A, es un mapeo que manda cada

vértice de A, a un elemento de algiin dominio de cardinalidad m. Es decir, es un
mapeo ¢ : V(A) — M, donde | M| = m.

Normalmente, M = {1,...,m}. Podemos extender el etiquetado ¢ sobre un sim-
plejo o € A de manera natural sobre los vértices de o con ¢(0) = {m|m = ¢(v),v €}.
Este etiquetado determina una coloracion.
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Definicién 1.45. Una m-coloracion de un complejo n-dimensional A, es un m-
etiquetado x : V(A) — M tal que y es inyectiva sobre los vértices de todo simplejo
de A, es decir, para vg, vy € o distintos, x(vo) # x(v1).

Utilizaremos al conjunto de nombres de procesos II, en un sistema distribuido,
como el conjunto de colores para y.

Definicién 1.46. A un complejo simplicial A junto con una coloracién y, lo llama-
mos complejo simplicial cromdtico y lo denotamos con (A, x).

Siempre que sea claro, no referiremos a un complejo simplicial cromético (A4, x),
s6lo con A. Una nueva propiedad de los mapeos simpliciales, surge cuando se consi-
deran coloraciones.

Definicién 1.47. Dados dos complejos simpliciales m-cromaticos (A, xa) y (B, x5),
decimos que un mapeo simplicial p : A — B es cromdtico, si para todo vértice v € A,

xa(v) = xs(e(v)).

En otras palabras, ¢ es cromético si mapea a cada vértice de A a un vértice de
B con el mismo color. También decimos que ¢ preserva colores o etiquetas. A menos
que lo especifiquemos, en adelante, todos los mapeos simpliciales seran cromaticos.
De manera analoga para los mapeos portadores.

Definicién 1.48. Dados dos complejos simpliciales cromaticos A, B y un mapeo
portador ® : A — 28, decimos que ® es cromdtico si es rigido y para todo simplejo
o € A, se cumple:

xa(0) = xs(®(0)), donde xp(®(0)) = {xs(v)[v € V(®(0))}

Es decir, el conjunto de colores de los vértices de o es igual al conjunto de colores
del subcomplejo correspondiente ® (o). Ademéds, como x4 y xp son coloraciones y
® es rigido, cada faceta de ®(o) contiene un vértice, por cada vértice de o, con el
mismo color.

Subdivision cromatica estandar

Definicion 1.49. Sea (A, x) un complejo simplicial cromatico. Su subdivision cro-
matica estandar Ch(A), es el complejo simplicial para el cual, los vértices son de la
forma (i,0;), con i € [n], o; una cara no vacia del simplejo o, e i € [x(0)], para todo
oeA

Siendo [x(o)] el conjunto de colores de los vértices de o.

Una (k + 1)-tupla (oy, ..., 0x), es un simplejo de Ch(A) si y sélo si:
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= La tupla puede indexarse de tal forma que gg C --- C oy.
» Para 0 <14, j <mn,siie [x(o;)], entonces o; C 0.

Para que Ch(A) sea cromaético, extendemos la coloracién y sobre Ch(A), con

x((1,0)) =i
Lema 1.3 (Seccién 3.6 de [1]). Ch es un mapeo portador cromdtico estricto.

Definiciéon 1.50. La subdivision cromdtica estandar iterada de A, para k > 0, es la
composiciéon de Ch consigo misma, k veces. Esto es:

Ch*(A) = Cho---0Ch(A)

k-veces

La figura 1.14 ilustra la subdivisién cromatica iterada de un 1-simplejo.

Figura 1.14: La subdivisién cromatica iterada de un 1-simplejo.

Podemos construir un complejo simplicial a partir de otro complejo a través de las
transformaciones determinadas por los mapeos portadores y simpliciales. También
podemos construir un complejo simplicial, combinando méas de un complejo, con
algunas consideraciones. Las llamadas Construcciones Estindar [1] nos permiten
construir, a partir de dos o més complejos simpliciales existentes, un nuevo complejo
simplicial. Hay al menos tres construcciones relevantes: la Estrella, el Vinculo y la
operacion Join (distinguiéndola de la unién de conjuntos). Sin embargo, s6lo nos
interesa una.
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1.3.7. Operaciéon Join

La operacion Join de complejos simpliciales, extiende la unién de conjuntos de
forma natural. Definiremos esta operacion utilizando el término en inglés para dejar
claro que no es la unién usual de conjuntos, aunque en adelante nos referiremos a
ella como la unién de complejos simpliciales. Dados dos complejos simpliciales A y
B con sus conjuntos de vértices V(A) y V(B) disjuntos.

Definicién 1.51. La operacién join de A y B, denotada con A x B, es el complejo
simplicial con el conjunto de vértices V(A) U V(B) y cuyos simplejos son todas las
uniones « U 3, para todo simplejo o« € A y todo simplejo § € B.

Los simplejos o 0 # pueden ser vacios. En particular, A y B son subcomplejos de
Ax B.
La figura 1.15 muestra la unién de algunos complejos simpliciales.

8,
PRNAN

Ax B

Figura 1.15: La unién de complejos. El primer ejemplo es la unién de un 1-simplejo con un 0-
simplejo. El segundo ejemplo, un 2-simplejo con otro 2-simplejo.

Proposicién 1.3 (Secc. 3.3.3 de [1]). La operacion Join es conmutativa y asociativa.

Con lo anterior, tenemos las bases para caracterizar y estudiar a las pilas y colas
concurrentes desde el enfoque topoldgico del computo distribuido.

1.4. Enfoque topolégico del coémputo distribuido

El enfoque topoldgico en el computo distribuido se utiliza para obtener resultados
de imposibilidad. La estrategia que se suele seguir, en general, consta de los siguientes
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puntos:

1. Representar el problema como objetos topolégicos: Especificar el problema en
términos de un complejo simplicial cromatico de entrada I, un complejo sim-
plicial cromético de salida O, y un mapeo portador A de I a O, que especifica
el problema.

2. Representar algoritmos como objetos topologicos: Tomar en cuenta el modelo
de computo distribuido y especificar el protocolo en términos del complejo sim-
plicial cromatico de entrada I, un complejo simplicial croméatico de protocolo
P y un mapeo portador = de I a P, que determina todas las ejecuciones.

3. Demostrar que los espacios Py O son incompatibles: Si el problema en cuestién
puede solucionarse en el modelo considerado, entonces existe un mapeo simpli-
cial cromatico d de P a O, con ciertas caracteristicas. Utilizando resultados y
herramientas topologicas, para demostrar P y O son incompatibles, basta ver
que d no existe.

Este enfoque topolégico no se ha aplicado, en general, al estudio de objetos secuen-
ciales, y mucho menos en casos particulares como las pilas y colas.

1.5. Resumen

Un objeto provee un conjunto de métodos que permiten manipular el estado in-
terno del mismo. Un objeto secuencial, a diferencia de un objeto concurrente, se
puede caracterizar formalmente en términos de precondiciones y postcondiciones de
sus métodos. La linealizabilidad caracteriza el comportamiento concurrente y correc-
to de un objeto en términos de un comportamiento secuencial equivalente.

Hay problemas distribuidos que no pueden ser expresados como objetos secuencia-
les. También hay problemas distribuidos que son expresados con mayor naturalidad
en términos de configuraciones iniciales y finales. Los complejos simpliciales y los
mapeos simpliciales y portadores, permiten la especificacion de problemas distribui-
dos, en el marco de la topologia combinatoria. Esto abre la posibilidad de aplicar
técnicas topoldgicas al estudio de objetos secuenciales. Este enfoque topolégico no se
ha aplicado en general a objetos secuenciales, y mucho menos en casos particulares
como las pilas y colas.






Capitulo 2

Especificaciéon de objetos
concurrentes

Los objetos concurrentes usualmente se especifican en términos de objetos secuen-
ciales. Las las tareas distribuidas [1, 4, 5] son una forma de representar un problema
distribuido de manera estatica, en términos de asignaciones de valores de entrada y
salida validos.

En este capitulo veremos cémo representar tareas en el marco de la topologia
combinatoria, mediante complejos simpliciales. Sin embargo, las tareas carecen del
poder expresivo para representar a las pilas y las colas concurrentes. Veremos cémo
las tareas refinadas [5] son una extensién de las tareas, con mayor poder expresivo,
que nos permitirdn representar a estos objetos. Ademds, daremos una nocién de
satisfaccion por una especificacion secuencial, para ambos tipos de tarea.

2.1. Tareas

Una tarea [1, 5, 4], es una manera estédtica de especificar un problema distribuido
con una operacién que puede ser invocada s6lo una vez (one-shot), por cada proceso.
De forma mas concreta, una tarea es el equivalente, en forma distribuida, a una
funcion definida por un conjunto de entradas a los procesos V; y un conjunto de
salidas legales V.

Las tareas son una descripcion estatica combinatoria, de un problema distribui-
do, expresada en términos de relaciones entre espacios topologicos que representan
asignaciones de valores de entrada y salida.

En una tarea, cada proceso empieza con un valor de entrada en V;, privado; y
eventualmente tiene que decidir un valor de salida en V,. Un proceso inicialmente,

27
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no esta enterado de los valores de entrada de otros procesos.

Consideremos una ejecuciéon donde k procesos participan. Una familia de sub-
conjuntos de un conjunto de vértices {(i1,x1),..., (ix, )}, determina un complejo
simplicial de entrada I, en donde cada x; € V; denota el valor de entrada del proceso
con identificador i;, esto es, el vértice (i;,x;) representa el estado inicial de i;. A
cada simplejo de I, le decimos simplejo de entrada.

De la misma forma, una familia de subconjuntos de un conjunto de vértices
{(i1, 1), -+, (i, yx) }, determina un complejo simplicial de salida O, en donde cada
y; € V, denota el valor de salida del proceso con identificador i;, esto es, el vértice
(4;,y;) representa la decision, o estado final, de i;. A cada simplejo de O, le decimos
simplejo de salida.

Decimos que cada simplejo de entrada representa una configuracion de entrada y
cada simplejo de salida representa una configuracion de salida.

Todas las posibles configuraciones de salida que pueden ser alcanzadas, después
de una ejecucién, para alguna configuracion de entrada determinada, estan dadas por
un mapeo portador cromatico A. Dicho de otro modo, A determina todos los valores
de salida validos, de cada proceso, para una configuracion de entrada determinada.

Una tarea es una tupla (I, 0, A) que representa de manera estética, la ejecucion
concurrente en la que cada proceso i; ejecuta la operacion task(z;), si el vértice
(i;,%;) pertenece a I. Ademas al terminar la ejecucién, el proceso i; tiene el valor de
salida y;, si el vértice (i;,y;) pertenece a O.

Veamos dos ejemplos de problemas distribuidos que pueden ser modelados con
tareas. El primero, el Consenso binario, es un problema fundamental en el cémputo
distribuido. El segundo, el Inmediate-snapshot, es un elemento central en el modelo
de computo de escritura-lectura por capas que veremos en el capitulo 3.

2.1.1. Tarea Consenso binario

En el consenso binario, n procesos tienen que ponerse de acuerdo en un valor en
el conjunto de entradas V; = {0, 1}, propuesto por alguno de ellos. Es decir, tienen
que elegir un mismo valor de salida en V, = {0, 1}. La figura 2.1 ilustra la tarea para
el consenso binario entre dos procesos p y q.
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[l

0 0 0 0
Figura 2.1: Tarea para el consenso binario entre los procesos p y q.

Tanto I como O, son cromaticos puros 1-dimensionales. En el complejo I, cada
proceso puede iniciar con 0 o 1. En el complejo O, sélo hay dos configuraciones de
salida validas, una por cada valor que ambos procesos tienen que decidir.

La figura 2.2 ilustra cémo el mapeo A captura las salidas validas para dos con-
figuraciones (simplejos) de entrada: la primera, si p corrié con un valor inicial 1y
no recibié informacién de ¢, entonces esté obligado a decidir 1; la segunda, si ambos
procesos propusieron el valor 0, ambos deciden 0.

Figura 2.2: Dos asignaciones vdidas para A. El mapeo portador A especifica, para cada asignacién
de valores de entrada, que asignacién de valores de salida pueden escogerse.

En el caso de que ambos procesos propongan un valor distinto, las asignaciones
de salida validas, representan a todo el complejo O. Es importante notar, que no hay
una configuracién de salida (un simplejo) en la que ambos procesos deciden un valor
distinto.

2.1.2. Tarea Inmediate-snapshot

En el Inmediate-snapshot [2, 5], n procesos escriben y leen de una memoria com-
partida, de manera atdmica [2], en dos pasos contiguos. En el primer paso, un proceso
escribe su vista en la memoria, posiblemente de forma concurrente con otros proce-
sos. En el siguiente paso, toma un snapshot de toda la memoria (inmediatamente
después del paso anterior), posiblemente de forma concurrente con otros procesos.
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La figura2.3 ilustra la especificacion de una tarea Inmediate-snapshot con tres
procesos.

Figura 2.3: Representaciéon de la tarea para el objeto Inmediate-snapshot y tres procesos p,q y 7.
Los vértices, en O, con la misma vista, indican que esos procesos corrieron de manera concurrente.

En el complejo de entrada I, cada vértice puede verse como un par {(i;,7;)}, es
decir, el valor de entrada (implicito) de cada proceso es igual a su identificador, con
lo que el conjunto de entradas validas es V; = {p,q,r}. I es un complejo simplicial
cromatico puro 2-dimensional.

Por otro lado, el complejo de salida O, también es un complejo simplicial croméa-
tico puro 2-dimensional. La coloracién sigue correspondiendo a los identificadores de
los procesos (y no al color de los vértices en la imagen). Cada vértice puede verse
como un par {(i;, view;)}, en donde la componente view; es la vista que corresponde
a el contenido de la memoria del snapshot realizado por el proceso ;. Por ejemplo,
el vértice {(p,{p,q})} nos dice que el proceso p, al ejecutar el inmediate-snapshot,
escribi6 el valor p y ley6 los valores p y ¢. El conjunto de valores de salida V,,, es el
conjunto potencia, menos el vacio, del conjunto {p, q,r}.

Todas las posibles ejecuciones entre p,q y r, estan codificadas, de manera esté-
tica, en O. Es decir, O captura las configuraciones de salida legales para cuando los
procesos:

» Corren solos sin saber de los demds (esquinas del complejo).
» Corren sabiendo s6lo de algtin otro proceso (simplejos de la frontera de O).

= Corren sabiendo de los otros dos procesos (tridngulos internos) o pueden correr
dos de forma concurrente y después el tercero (o viceversa).

Por ejemplo, el simplejo « representa la ejecuciéon en el orden p y ¢ (concurren-
temente) y después r. El simplejo [ representa la ejecucién secuencial en el orden
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r,q,p. El simplejo v representa el orden r y después p y ¢ (concurrentemente). Por
ultimo, el tridngulo interior representa la ejecucién en que los tres procesos corrieron
concurrentemente.

La figura 2.4 ilustra como A determina el conjunto de decisiones para dos configu-
raciones (simplejos) de entrada. La salida correspondiente a la ejecucién en solitario
del proceso p con valor de entrada p, es el proceso p con valor de salida {p}. Es decir,
A mapea el simplejo {(p,p)} € I, en el subcomplejo de O que contiene solamente al

simplejo {(p, {p})}:

A({(p,p)}) = {{(p:{r})}}

El simplejo {(q,q), (r,7)} es mapeado en el subcomplejo de O que contiene a los

vértices (¢, {q}), (r;{r}), (¢, {a,;7}) v (r;{q;}).

{g.r} {a.r}

Figura 2.4: Dos asignaciones vélidas para A. El mapeo portador A determina todos los valores de
salida validos de cada proceso, para una configuracion de entrada determinada.

Es importante notar que O corresponde a la subdivision cromatica estandar de I.
Como lo veremos en el capitulo 3, la subdivision cromatica estandar es un elemento
central en el anélisis del poder de solucién de las tareas, en el modelo computacional
de escritura-lectura, donde los procesos se comunican escribiendo y leyendo de una
memoria compartida utilizando Immediate-snapshot.

2.1.3. Definiciones formales

Sean Il un conjunto de n nombres de procesos, V; un dominio de valores de
entrada y V, un dominio de valores de salida.

Definicion 2.1. Una tarea para n procesos, es una tupla (I,0, A), donde:
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» [ es un complejo simplicial de entrada puro cromético (n — 1)-dimensional, con
una coloracién y; : V(I) — Il y un etiquetado ¢; : V(I) — V;, tal que cada
vértice es univocamente identificado por su color y su etiqueta;

» O es un complejo simplicial de salida puro croméatico (n — 1)-dimensional, con
una coloracién o : V(O) — II y un etiquetado ¢p : V(O) — V,, tal que cada
vértice es univocamente identificado por su color y su etiqueta;

= A es un mapeo portador cromético, de I a O.

Normalmente, haremos implicito el etiquetado y representaremos a cada vértice
de I y O, como una pareja (id, valor). Por ejemplo, en la tarea del consenso binario,
a los vértices de I y O los denotamos con las parejas (p, 1), (p,0), (¢,1), (¢,0).

2.1.4. Satisfaccion de una tarea

Las tareas son un método para especificar un problema distribuido. Las ejecu-
ciones en la que cada proceso invoca una tarea, determina un conjunto de historias
para ese problema. Necesitamos una manera de garantizar que en cualquier ejecucion,
cada proceso se comporta de acuerdo a la especificacion de la tarea.

Sea E una historia arbitraria, donde cada proceso invoca a una tarea T =

(I,0,A) una vez.

Definicién 2.2. El simplejo de entrada o se define como: (id;, z;) estd en og, siy
sélo si, en F hay una invocacién de task(z;) por el proceso id;.

og corresponde a la configuracion de entrada de la ejecucion E.

Definicion 2.3. El simplejo de salida 75 se define como: (id;, y;) esta en 7g, si y sélo
si hay una respuesta y; a un proceso id; en E.

Analogamente, 75 corresponde a la configuracion de salida de la ejecucion E.

Definicién 2.4. Decimos que E satisface T si para cada prefijo E' de E, se tiene
que T € A(og).

El requerimiento del prefijo nos asegura que cada proceso se comporte de acuerdo
a la especificacion de la tarea, durante toda la ejecucion.



2.1. TAREAS 33

2.1.5. Limitaciones de las tareas

Contamos con dos métodos de especificar problemas distribuidos, las tareas y
los objetos secuenciales. En el marco de las especificaciones secuenciales, es facil
representar una pila. Sin embargo, en esta seccion veremos como, en el marco de las
tareas, representar una pila es imposible.

De manera intuitiva, una especificacién de una tarea T, captura un conjunto de
historias validas para el problema distribuido que representa T'. El conjunto de his-
torias que satisfacen la tarea T, es el conjunto F(T) de historias validas. Por otro
lado, dada la especificacion secuencial S de un objeto, el conjunto de las historias
linealizables con respecto a S, es el conjunto E(S) de historias validas para el pro-
blema distribuido que representa S. Para las pilas con especificacion secuencial P,
no existe una tarea 7', tal que E(T) = E(P). Es decir, no existe una tarea que pueda
capturar todas las historias validas que captura P.

Sea C' una especificacion secuencial de una pila, restringida a una sola invocacién
de sus métodos push y pop, por cada proceso.

Lema 2.1. No existe una tarea T¢ tal que toda historia E es linealizable con respecto
a C siy solo si E satisface T .

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe una tarea Te = (1,0, A)
tal que, para cada historia F/, E es linealizable con respecto a C' si y solo si E satisface
Te.

Consideremos tres procesos p,q y r. La invocaciéon a alguno de los métodos
(push o pop) de una pila se hard a través del pardmetro método de la invocacién
a task(método).

Es decir, el proceso p invocara task(push(x)), el proceso ¢ invocard task(push(y))
y el proceso r invocard task(pop()).

Con esto, el conjunto de valores de entrada es

Vi = {pop(), push(z), push(y)}

el conjunto de valores de salida debe ser
‘/0 = {Oka z,Yy, —L}

el valor L representa la respuesta a una llamada a pop cuando la pila esta vacia,
y x o y en otro caso. El valor ok, es la respuesta a push.

El complejo de entrada I debe contener un vértice para cada posible operacion
de un proceso: (p, push(z)), (q, push(y)), (r, pop()). El complejo de salida O debe con-
tener un vértice para cada posible respuesta a un proceso: (r,y), (r,x), (r, L), (p, ok),

(q, ok).
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La representacion de T estd ilustrada en la figura 2.5.

0%
push(z)

push(y) pop()

Figura 2.5: Tarea para una pila y tres procesos p,q y r. p y q ejecutan el método push con x y y
como parametros y tienen como respuesta el valor ok. Por otro lado, r ejecuta pop y puede obtener
como respuesta x,y o L, dependiendo del orden de las llamadas a métodos.

Cada vértice de la forma (r, z), con z € {x,y, L}, determina a un simplejo o, =
{(p, ok), (q,0k), (r,2)} que corresponde a cada uno de los posibles valores del método
pop ejecutado por r, de manera concurrente con p y q. Cabe destacar que I y O, son
puros cromaticos 2-dimensionales.

Ahora consideremos las ejecuciones oy, s y g de la figura 2.6.

push(zx):ok push(zx):ok

p— p
o q push(y):ok az q _push(y):ok
r pop():y r pop():x
push(z):ok
p _Pus h(z):0
push(y):ok

a3 q

. pop():x

Figura 2.6: Tres ejecuciones de una pila. a1 y ais son ejecuciones linealizables y a3 no lo es.

Las ejecuciones aq, as son linealizables con respecto a C'y ademas son validas
para 1.

Para aq, es claro que:

{(p. o)} = A{(p. push(x))})
{9, k), (¢, oB)} € A({(p. push(x)), (. push(y))})
7y = {(p, k). (¢, ob), (1, )} € A{(p, push()). (g, push(y)), (r. pop())}) = A(0)
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De forma similar (nos fijamos sélo en el ultimo simplejo), para «s se tiene que:

0. = {(p, 0k), (q, 0k), (r,2)} € A(o)

Ahora consideremos a3, esta secuencia no es linealizable con respecto a C, sin
embargo tenemos que es valida para T¢, ya que los conjuntos de entrada y salida son
los mismos que para s:

Ox = {(p7 0k)> (Qv Ok)v <T7 :L“)} € A<U)

Con lo que a3 es parte del conjunto de historias validas para T¢ v no esta en el
conjunto de historias validas para C'. Esto contradice nuestra hipotesis y por lo tanto
no existe T¢.

O

Las tareas carecen del poder expresivo para representar incluso una version res-
tringida de una pila concurrente. Notemos que en la demostracion del lema 2.1,
las ejecuciones as y a3 son indistinguibles, pues la especificacion de Te no tiene la
informacion necesaria para poder distinguir el orden en que pueden correr p y q.

2.2. Tareas refinadas

Las tareas carecen de poder expresivo al tener un mecanismo limitado para co-
dificar los patrones entrelazados de las llamadas a métodos en una ejecucién, o visto
de otra forma, el tiempo. Las tareas refinadas [5], son una extension de las tareas que
nos permiten representar justo ese patrén de llamadas. En [5], existen dos versiones
de las tareas refinadas:

= one-shot: permiten una sola invocacién por proceso y

= multi-shot: permiten una o mas invocaciones por cada proceso.

Ambas especificaciones difieren solamente en un valor extra codificado en los vér-
tices de salida, por lo que no representa una diferencia técnica significativa. Ademas,
la primera es un caso particular de la segunda, por lo tanto, trabajaremos desde un
principio con la variante multi-shot.

Al igual que en una tarea regular, en una tarea refinada 7' = (I,0,A), cada
proceso empieza con un valor de entrada en V;, privado; y eventualmente tiene que
decidir un valor de salida en V.
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Consideremos una ejecucion donde k procesos participan. Cada vértice de entrada
en I, sigue siendo una pareja (i;, ;) (con x; € V;) que representa el estado inicial del
proceso ;. A diferencia de las tareas regulares, ahora ambos valores ¢;, x;, determinan
el color de cada vértice.

El valor z; representard, en el caso de una tarea para un objeto O, un método de
O. Por ejemplo, en la tarea para una pila, el vértice de entrada (a, push(x)), representa
la ejecucion del método push(x) por el proceso a. Dado que ambas componentes
determinan el color del vértice, el vértice (a, push(y)) tiene un color distinto y por
lo tanto la arista {(a, push(x)), (a, push(y))} es un simplejo cromdtico y representa
una configuracion de entrada valida, en la que el proceso a ejecuta dos veces el
método push con parametros distintos. De esta manera, las tareas refinadas permiten
representar mas de una invocacion por cada proceso.

Cada vértice de salida en O, es una tupla (i;,z;,y;,w;) donde i, sigue siendo
el identificador de proceso y y; sigue siendo el valor de salida. El valor de entrada
x; se mantiene en los vétices de salida. Esto permite mantener el color del vértice,
determinado por ambos valores i;,z; y ademds, codifica informacién extra. En el
caso de la representacion de objetos, sabemos que el método z;, produce la salida
yj. La componente w; es un simplejo de entrada (en I), llamado la vista de i;. Este
simplejo representa a todas las invocaciones y el orden en que preceden a la respuesta
Y;, €n una ejecucion.

El mapeo A sigue siendo un mapeo portador croméatico considerando la nueva
coloracion determinada por las primeras dos componentes de cada vértice. Ademas
satisface que para cada simplejo o € I, la vista 7 de cada vértice de A(o), es un
simplejo tal que 7 C o. El simplejo 7 codifica el orden de las invocaciones que pueden
darse con la configuracién de entrada o. Esto quedara mas claro con los ejemplos de
las tareas refinadas.

2.2.1. Pilas concurrentes
Una pila y tres procesos

La tarea refinada T = (I, O, A) de la figura 2.7, representa tres procesos p,q y r,
donde p y ¢ ejecutan los métodos push(z) y push(y), respectivamente, y el proceso r
ejecuta el método pop(). Esta tarea si representa la ejecucion que la tarea del lema
2.1 pretendia representar.

El conjunto de valores de entrada (o métodos) es

Vi = {pop(), push(z), push(y)}
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el conjunto de valores de salida es

V;) - {Oka z,y, J—}

el valor L representa la respuesta a una llamada a pop cuando la pila esta vacia,
y x o y en otro caso. El valor ok, es la respuesta a push.

push(y)

ok, {q} y. {q,7} ok, {r,q} L. {r}

Figura 2.7: Tarea refinada T3, para una pila y tres procesos p,q y 7. El método en los vértices de
salida estd implicito y en la vista de cada vértice de salida, representa un simplejo de entrada. Los
procesos p y ¢ ejecutan el método push con x y y como parametros y tienen como respuesta el valor
ok. Por otro lado r, ejecuta pop y puede obtener como respuesta =,y o L.

Todas las posibles ejecuciones validas entre p,q y r, estan codificadas en cada
uno de los tridngulos 7;. El orden de contencién de las vistas de los vértices de un
triangulo, determina el orden de ejecuciéon. Por ejemplo, en el tridngulo 7 las vistas
pueden ordenarse por contencion:

{a} S {a,p} S {q,p,7}

y representan la ejecucion secuencial en el orden ¢,p y r.

Comparando los complejos de salida de las figuras 2.7 y 2.8, podemos apreciar
toda la informacion codificada en la tarea refinada y que no existe en la tarea regular.
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(r) Y
Figura 2.8: Complejo de salida O que tendria una tarea (regular) para una pila y tres procesos p, g
N

Los procesos p y ¢, en la figura 2.7, aunque siguen teniendo las misma respuesta
(ok), forman distintos simplejos, dependiendo de el orden de las invocaciones en sus
vistas.

La figura 2.9 ilustra como A determina el conjunto de decisiones para dos confi-
guraciones (simplejos) de entrada.

Figura 2.9: Dos asignaciones validas para A. El mapeo portador A determina todos los valores de
salida validos de cada proceso, para una configuracion de entrada determinada.

Las vistas de los vértices de los procesos q y 7, de los tridangulos 7 y 73, son caras
de la arista formada por los los vértices de los procesos q y r de 1.

Dos procesos, dos pop y un push

La figura 2.10 representa a una tarea refinada Ty = (I, 0, A) para dos procesos
a y b, donde a ejecuta los métodos push(x) y pop(), y el proceso b ejecuta el método

pop().
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El conjunto de valores de entrada (o métodos) es

Vi = {pop(), push(z)}

el conjunto de valores de salida es
V, ={ok,z, L}

Para simplificar la notacion, codificaremos el color (las primeras dos componen-
tes) de cada vértice con el id del proceso (a o b) y un subindice: o si la operacién
es pop v u si la operacion es push. A los simplejos de mayor dimensién los codi-
ficaremos con secuencias de estos colores. Por ejemplo, a, representara al vértice
(a,pop()). La secuencia a,a,b,, representara al simplejo formado por los vértices
(a, pop()), (a, push(z)) vy (b, push(y)). Notemos que a, C ayayby.

ok, Ay

/N 1,0 1,0
(N
oky Aoy ok» boau
T,0 r,0 _a
& o
/ U\

N O

5 G—— B
L1s%o Laaobo L7aobo J_7bo

Figura 2.10: Representacién de la tarea Th, para una pila y dos procesos a y b. a, = (a,pop()),

bo = (b,pop()) v ay = (a, push(x)). Cada vértice de salida estd etiquetado con el valor de salida y
la vista.

El simplejo o es el tridngulo de entrada. Las esquinas del complejo de salida siguen
representando la ejecucion en solitario de cada proceso. No existe un 1-simplejo entre
los vértices a, y a, que contengan la misma vista, es decir, que hayan ejecutado
de manera concurrente sus operaciones. Las ejecuciones entre a, y a, son siempre
secuenciales.

Una vez mas, el orden por contencién de las vistas de los vértices de cualquier
triangulo 7; determina el orden de ejecucion. Por ejemplo, las vistas del tridngulo 73
se pueden ordenar por contencion, b, C a,b, C o, y representa la ejecucion secuencial
en el orden b,, a,, a,.



40 CAPITULO 2. ESPECIFICACION DE OBJETOS CONCURRENTES

Dos procesos, dos push y un pop

La tarea refinada T3 = (I, 0, A) de la figura 2.11, representa dos procesos a y b,
donde a ejecuta los métodos push(z) y pop(), y el proceso b ejecuta el método pop().
El conjunto de valores de entrada (métodos) es

Vi = {pop(), push(x), push(y)}

el conjunto de valores de salida es

V;) - {Oka z,y, J—}

A : \
/\L ok, 0\ | \ Jok, T
b G
Ty QoG /,'” 4 \ Y, bua[,
G e e B
/,// i 4 / ™ L N\ \\\
/) T oy Zwes N \\
——y @y - b
ok Ay ok» a"u,bu, ok Ay by ok Du

Figura 2.11: Representacion de la tarea T3 con el simplejo de entrada o = a,a,by,.

Notemos que los complejos de salida de T3 y T} modelan las mismas configura-
ciones de salida. Esto es porque todos los triangulos de ambos complejos, modelan
ejecuciones secuenciales.

Dos procesos y dos llamadas por proceso

Al aumentar el nimero de operaciones y/o procesos, aumenta la dimension de los
complejos de entrada y salida.

La tarea refinada Ty, = (I,0,A), representa dos procesos a y b, donde ambos
ejecutan un push() y un pop().

El conjunto de valores de entrada (métodos) es

Vi = {pop(), push(z), push(x)}
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el conjunto de valores de salida es
V, = {ok,x,y, L}

En este caso tenemos 4 distintas ejecuciones por lo que los complejos de salida y
entrada aunmentan de dimensién.

El complejo de entrada en la figura 2.12 es puro 3-dimensional.

Figura 2.12: Complejo de entrada de T}.

El complejo de salida en la figura 2.13 es puro 3-dimensional.

ok Ay ok7bu
@
75
ok, T 7
T ‘
y
c okvbu v
) \ J_,bo
‘\\ & P 6
1,00 . ’ / % |
' A
7
&
J"bo ok Ay

Figura 2.13: Complejo de salida de T}, visto desde dos de sus caras.

En el complejo de salida, los vértices de las esquinas siguen representando las
ejecuciones en solitario de cada proceso. El subcomplejo 2-dimensional (frontera de
O) con esquinas a,, a,, b,, es el mismo complejo de salida de la tarea T;. Ambos estén
formados por los tridngulos 7;. El mismo caso se tiene para el subcomplejo (frontera

de O) formado con esquinas a,, a,, b, y el complejo de salida de la tarea T3. Ambos
estan formados por los triangulos «;.
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La cerradura bajo contenciéon de los simplejos, captura la nocion de que si un
proceso es muy lento o falla desde el principio, los deméas procesos correran y se
comportaran como si el proceso faltante no existiera. Cada uno de los simplejos 7;
y «;j, son la cara de un 3-simplejo (al interior del complejo de salida), que se forma
con el vértice de color restante.

En general, para el caso de n procesos, cada uno ejecutando k£ operaciones, el
complejo de entrada I tendra nk vértices distintos ((nk — 1)-dimensional) y por
tanto (2"%) simplejos distintos.

Para un objeto de larga vida, el conjunto de operaciones que puede realizar un
proceso es potencialmente infinito. Por lo que I seria un complejo de dimension
infinita con simplejos de dimension finita.

2.2.2. Definiciones formales

Sean Il un conjunto de n nombres de procesos, V; un dominio de valores de
entrada y V, un dominio de valores de salida.

Definicion 2.5. Una tarea refinada para n procesos es una tupla (7,0, A), donde:

1. I es un complejo simplicial de entrada puro, cromético, (n — 1)-dimensional,
con una coloracién yy : V(I) — II x V;, tal que cada vértice es univocamente
identificado por su color;

2. O es un complejo simplicial de salida puro, cromatico, (n— 1)-dimensional, con
una coloracién xo : V(0) — II x V;, y dos etiquetados ¢p, : V(O) — V, y
b0, : V(0) — I, tal que cada vértice es univocamente identificado por su color
y sus etiquetas;

3. A es un mapeo portador cromatico, de I a O, que ademas, satisface lo siguiente:

» para cada simplejo o € I, para todo vértice (i;, z;,y;,w;) € A(o), se tiene
que w; C 0.

Una vez mas, haremos implicito el etiquetado y representaremos a cada vértice
de I, como una pareja (id, invocacion a método), y a cada vértice de O, como una
tupla (id, invocacion a método, valor de salida, vista).

Al igual que con las tareas regulares, necesitamos una manera de garantizar que
en cualquier ejecucién, cada proceso se comporta de acuerdo a la especificacion de
la tarea.
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2.2.3. Satisfaccion de una tarea refinada

Sea H una historia arbitraria donde cada proceso invoca a una tarea refinada
T=(1,0,A).

Las definiciones 2.6 y 2.7, son andlogas a las definiciones 2.2 y 2.3, respectiva-
mente.

Definicién 2.6. oy es el simplejo con todas las invocaciones en H.

Definicién 2.7. 75 es el simplejo con todas las respuestas en H y cada respuesta
con su correspondiente vista en H.

Por ejemplo, consideremos la tarea T de la figura 2.10 y una historia H tal que:

H = <push(m), a’) <0k’ a> <p0p()7 b> <$, b>

entonces, og = aub, y Ty = (au, 0k, a,)(by, x,a,b,). La vista de cada vértice de
respuesta en 7y, es el simplejo formado por las invocaciones que le preceden en H, a
esa respuesta.

La definicién 2.8 es andloga a la definicion 2.4, tomando en cuenta las vistas de
los vértices de salida.

Definicién 2.8. Decimos que una historia H satisface T, si para todo prefijo F de
H, hay un simplejo A € A(og) tal que:

» Ids(7g) C Ids(\) y
» Para todo (id, op, y,w) € Tg, existe (id,op,y,w’) € X tal que w’' C w.
Donde Ids(o) denota al conjunto de colores de los vértices en el simplejo o.

De manera intuitiva, hay un simplejo A en el que el orden por contencién de sus
vistas, codifica el orden de las invocaciones en H.

Por ejemplo, consideremos la tarea 71" de la figura 2.14. Consideremos la ejecucion
aq de la figura 2.6:

oy = (push(x), p)(ok, p)(push(y), q){(ok, q) (pop(), r)(y, )

Tomemos un prefijo £ de aq

E = (push(x), p)(ok, p){push(y), q) (ok, q)

La figura 2.14 ilustra los simplejos o, 7 y A junto con el subcomplejo A(og).
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A(og)

push(z)

—/
:bk’; I v, {q,r} ok, {r,q} L, {r}

Figura 2.14: Los simplejos og, 7r ¥y A junto con el subcomplejo A(og) para un prefijo E de una
historia H.

Lo anterior sugiere que para que una tarea pueda ser satisfecha, sus vistas deben
de estar bien definidas, en algin sentido.
Definicién 2.9. Una tarea esta bien definida si

» Todo vértice de salida (id, op,y,w) estd en A(w).

» Para todo simplejo o € I, las vistas de cada simplejo 7 € A(c) son tales que:

« Para cada (id, op,y,w) € T, w contiene la invocacion a op del proceso id.

o El conjunto de todas las vistas en 7 pueden ordenarse bajo contencion. Es
decir, pueden indexarse como wi,ws, . ..,wWny, tales que w; C wy C --- C
Wi

Es facil verificar que las tareas anteriores estan bien definidas. Consideremos la
tarea T5. Si nos fijamos en el simplejo 7:

» la vista de cada uno de sus vértices estd en A(o) cumpliendo la primera con-
dicion.

= Para la segunda condicién es claro que en 7q, cada vértice contiene un vértice
con el mismo color.

= Las vistas de los vértices de 7y, se pueden ordenar bajo contenciéon, es decir,
a, C ayb, C o,
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ademds, para cada simplejo de 7 (aristas y vértices), también se cumplen estas
condiciones. Con un andlisis similar, podemos ver que todos los simplejos 7; cumplen
con estas condiciones y por lo tanto la tarea T5, esta bien definida. De manera similar,
podemos verificar que 17,75 y T, estan bien definidas.

En general una tarea T, definida para n distintas tuplas de la forma (i,0) en
la que el proceso i invoca al método o, representara todas las posibles ejecuciones
secuenciales entre los n distintos procesos (i, 0), si satisface la definicién 2.9.

Aqui cabe destacar que, en una tarea para una pila, podemos representar que un
proceso a invoque mas de una vez al método pop, haciendo que el método reciba un
parametro de la misma manera que el método push. Asi, cada invocacién al mismo
método por el mismo proceso determina un color distinto ya que se puede distinguir
por su parametro.

SeaT = (1,0, A) una tarea refinada en la que n distintos procesos pueden invocar
un numero arbitrario de veces, cualquiera de los dos métodos, pop y push, de una
pila; y que ademas satisface la definicion 2.9.

Sea C' una especificacién secuencial de una pila (sin restricciones). Sea H una
historia donde cada proceso invoca a la tarea T'.

Teorema 2.1. H es linealizable si y solo si, H satisface la tarea T.

Demostracion.
Sea F un prefijo de H.

= (—). Supongamos que H es una ejecucién linealizable. Sabemos que E es li-
nealizable.

Como F es linealizable, existe una linealizacion S de F tal que:

e S es una ejecucién secuencial valida para C.

o Existe una extensién completa £’ de E tal que E’ es equivalente a S.

Notemos que o = o = og, pues E, E’ y S tienen las mismas invocaciones.
Ademaés, 7 C T/, pues E’ es extension de E.

P.D. que H satisface T es decir, hay un simplejo A € A(og) tal que:

o Ids(7g) C Ids(\) v
« Para todo (id, op, y,w) € 7g, existe (id,op,y,w') € A tal que w’ C w.

Proposicién: A = 7g.
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Dado que S es secuencial, 7¢ es un simplejo de O con las respuestas a las
invocaciones en og y por tanto 75 € A(og) = A(og).

Como E’ y S son equivalentes, Ids(7z/) = Ids(rs) y por lo tanto Ids(7g) C
Ids(7s), pues 75 C Tg.

Ahora tomemos un vértice (id,op,y,w) € Tg, por lo anterior, sabemos que
existe un vértice (id,op,y’,w’) € 7g. Como S es una linealizaciéon de F, la
respuesta a la invocacion de op hecha por el proceso ud, es la misma, es decir,
y=y"

Falta demostrar que w’ C w. Por contradiccion, supongamos que w C W', es
decir, existe una invocacion i € '\ w. Ademés, A garantiza que w’ C op (pues
op = 0g), es decir, que las invocaciones representadas en ', estdn en E.

Por lo tanto y aparece antes de la invocaciéon ¢ en E. Pero S respeta el orden de
las llamadas en F, por lo que y aparece antes de la invocacion ¢ en S también,
por lo tanto ¢ € ', lo que es una contradiccién. Por lo anterior, w’ C w.

(«). Supongamos que H satisface a T'. Sea o el simplejo con las invocaciones
en F y sea g el simplejo con las respuestas en F.

Como H satisface a T, hay un simplejo A € A(og) tal que:

o Ids(rg) C Ids(\) y
« Para todo (id, op,y,w) € 7g, existe (id, op,y,w’) € A tal que w’ C w.

Por construccién de T', A representa una ejecuciéon secuencial S. Sea g el sim-
plejo con las invocaciones en S y sea 7¢ = A el simplejo con las respuestas en S.
Es facil ver que 75 C 79 pues las respuestas en S son las mismas representadas
en \. Ademas, las invocaciones en A son las mismas que las de o por lo que
0sg = O0E.

Por lo tanto, en S se tienen las misma invocaciones que en E' y las respuestas
en E son un subconjunto de las respuestas en S.

Para que S sea una linealizacion de F, falta demostrar que S mantiene el orden
de las llamadas en F.

Por contradiccion, supongamos que en E hay una respuesta y; a una invocacion
(i,0p;) antes de una invocacién I; = (j,0op;). Ademds, supongamos que en S,
I ocurre primero que y;.

Sean (7, 0p;, yi,w) v (i,0p;, y;,w') en T y Tg, respectivamente.
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Entonces [; ¢ w e I; € W', entonces w’ Z w, lo que contradice que H satisface

T.

O

2.3. Resumen

Una tarea es una manera estatica de especificar un problema distribuido con una
operacion que puede ser invocada sélo una vez por cada proceso.

Una limitaciéon importante de las tareas es que carecen del poder expresivo para
representar patrones entrelazados de llamadas a métodos en una ejecucion. Las tareas
refinadas son una extension de las tareas, con un mayor poder expresivo, que nos
permiten representar justo ese patrén de llamadas.

Utilizando una nocién de satisfaccion de una tarea por una especificacién secuen-
cial, establecimos la representacion combinatoria de las pilas concurrentes de larga
vida.

Estudiamos el caso de las pilas concurrentes, teniendo en mente que el razona-
miento para las colas concurrentes es el mismo.






Capitulo 3

Especificaciéon de algoritmos
distribuidos

Las tareas son una forma de representar un problema distribuido de manera
estética, en términos de asignaciones de valores de entrada y salida vélidos. Estas
no toman en cuenta como se comunican los procesos entre si, son independientes del
modelo de computo distribuido.

Los protocolos [1] son la manera de especificar un algoritmo distribuido, conside-
rando un modelo de coémputo determinado y se representan de manera estatica en
términos de configuraciones iniciales y finales.

En este capitulo veremos cémo representar protocolos en el marco de la topologia
combinatoria, mediante complejos simpliciales, para el modelo de cémputo de nuestro
interés: el modelo de escritura-lectura por capas [1] en el que los procesos se comunican
a través de una memoria global compartida.

También veremos como la solubilidad de una tarea en el modelo, depende de la
existencia de alguna relacién topolégica (mapeos simpliciales) entre los complejos
simpliciales de la tarea y los complejos simpliciales de un protocolo asociado a ella.

3.1. Modelo de computo

En el modelo de escritura-lectura por capas [1], n procesos se comunican al leer y
escribir en una memoria compartida. Para resolver un problema, cada proceso ejecuta
un algoritmo llamado protocolo immediate-snapshot por capas [1, 2]. Un proceso
empieza la ejecucion en un estado inicial y puede fallar sin haber ejecutado un solo
paso o capa; o ejecuta un numero de capas hasta parar por haber completado el
protocolo. En cada capa realiza un computo local y se comunica con otros procesos
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a través del entorno que provee el modelo. Todos los procesos ejecutan cada capa de
manera asincrona.

En una ejecucion de un protocolo de L capas, la memoria se organiza como
un arreglo mem/[L][n] de L x n elementos. En cada capa [, el proceso j realiza un
immediate-snapshot escribiendo su estado en mem/[l]|[j] y obteniendo el estado de los
demés procesos en las entradas mem/[l|[x]. Al valor obtenido por el snapshot en una
capa k, por un proceso i, le llamamos la vista de 7 en la capa k. Los protocolos son
de informacion completa, es decir, un proceso le comunica a los demés su estado
completo. Esto lo podemos considerar porque sélo estamos interesados en estudiar
la solubilidad de las tareas y no cuestiones de implementacién/optimizacién. Dado
que ningln proceso espera a otro para actuar, este modelo es wait-free [2].

Un protocolo para una tarea T', es simplemente, un algoritmo que resuelve 7. En
particular, estamos interesados en un tipo particular de protocolo, el cual divide el
computo en una parte que es independiente de T y otra que depende de ella. La
parte independiente es de comunicacion: cada proceso 2, en cada capa, comunica su
vista completa a los demds procesos y recibe la vista de los otros a cambio (cada
vista asociada al identificador del proceso al que pertenece); después, i actualiza su
estado, reflejando lo que ha aprendido. La parte dependiente de T' es de decision:
cuando han pasado suficientes capas de comunicacién, cada proceso escoge un valor
de salida vélido, de acuerdo a la especificacién de T', aplicando un mapeo de decision
0, a su vista final.

Cualquier algoritmo que implemente un protocolo immediate-snapshot por capas,
se puede representar con el pseudo-cddigo de la figura 3.1.
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1: shared mem: array|L]|[n]

2: it P, > id del proceso
3: protocol layered()

4: value: input > input es el valor inicial
5: for[:1to L do

6: immediate

7 mem/[{][i]: value

8: snap: snapshot(mem|]|[x])

9: value: updateState(snap)

10:  return §(value) > aplica decisiéon 0 al estado final
11: end protocol

Figura 3.1: Pseudocoédigo de un protocolo de L capas que divide el cémputo en dos partes: comu-
nicaciéon y decisién.

3.2. Protocolos

En un protocolo, la parte independiente de la tarea la podemos representar de
manera estatica mediante complejos simpliciales. Cada proceso empieza con un valor
inicial en un dominio de valores iniciales V;. Eventualmente, después de suficientes
capas de comunicacion, obtiene un valor final en un dominio de valores finales validos
Vp. En la parte dependiente de la tarea, aplica un mapeo de decisién sobre el valor
final obtenido.

Consideremos una ejecucion en donde k procesos participan. En un protocolo, una
familia de subconjuntos de un conjunto de vértices {(i1,x1), ..., (in, z,)}, determina
un un complejo simplicial de entrada I, puro cromdtico (n—1)-dimensional, en donde
cada z; € V; denota el valor inicial del proceso con identificador i;, esto es, el vértice
(i;, ;) representa el estado inicial de i;. Cada simplejo de entrada representa una
configuracion inicial.

Una familia de subconjuntos de un conjunto de vértices {(i1,y1),..., (in,Yn)},
determina un complejo simplicial del protocolo P, puro cromético (n—1)-dimensional,
en donde cada y; € V), denota la vista final del proceso con identificador i;, esto es,
el vértice (i;,y;) representa el estado final, de ¢;. A cada simplejo de P, le decimos
simplejo de protocolo y representa una configuracién final que corresponde a una
ejecucion del protocolo.

La relacién entre una configuracion de entrada y su correspondiente conjunto de
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configuraciones finales validas, la denotamos mediante un mapeo portador cromatico
=, llamado mapeo portador de ejecucion. El mapeo = determina todos los estados
finales validos de cada proceso, para una configuracion de entrada determinada.
Dicho de otro modo, = especifica, para cada asignacién de valores de entrada, qué
asignaciones de valores para las vistas pueden escogerse, al final de las capas de
comunicacion.

Para cada configuracion de entrada, puede haber més de una configuracion final
que depende de la interaccion concurrente de los procesos, razén por la cual, = mapea
un simplejo de I en un subcomplejo de P.

Un protocolo que resuelve una tarea T = (I,0,A), es una tupla (I, P,Z), en
donde el complejo de entrada I de T es también el complejo de entrada del protocolo.
El complejo del protocolo P, se relaciona con el complejo de salida O, mediante
un mapeo simplicial § llamado el mapeo de decision, el cual manda cada vértice
del complejo del protocolo P, a un vértice del complejo de salida O, respetando la
coloracion.

3.2.1. Protocolos immediate-snapshot de una capa

La figura 3.2 representa al protocolo immediate-snapshot de una capa para dos
procesos p v q. Cada proceso tiene implicito como valor inicial su identificador.

El dominio de valores iniciales es

Vi={p,q}

Al escribir en la memoria el proceso i, escribe el valor i en la entrada mem[0][z].
Al hacer el snapshot, guardara el conjunto de valores obtenidos, cada uno como una
tupla (7, 7), de todos los procesos que hicieron snapshot antes o concurrentemente
con i, incluyendo lo que él mismo escribié ((i,17)).

El dominio de valores finales es

V,={{m:»)} {9} {(p.p): (.9} =PH (. p): (¢,0)}) \ 0

siendo P(A) el conjunto potencia del conjunto A.
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Figura 3.2: Representacion del protocolo immediate-snapshot de una capa para dos procesos p y
q. Los valores de entrada estan implicitos y son iguales al identificador del proceso.

Tanto I como P, son croméaticos puros 1-dimensionales. Todas las posibles ejecu-
ciones entre p y ¢, estan codificadas de manera estatica, en P.

Los extremos de P, representan las ejecuciones en solitario por lo que un proceso
solo ve el valor que él mismo escribi6. Las dos aristas conectadas a los extremos,
representan ejecuciones secuenciales, en la que el primer proceso en ejecutar la capa,
ve s6lo su valor y el otro proceso puede ver ambos. La arista central representa una
ejecucion concurrente, ambos procesos ven ambos valores escritos por cada uno.

El complejo simplicial P es la subdivisién cromética estandar de I, Ch(I).

La figura 3.2 representa al protocolo immediate-snapshot de una capa para tres
procesos p,q y r.

El dominio de valores iniciales es

Vi={p,q,7}

El proceso p al hacer snapshot puede obtener uno de los siguientes conjuntos de
valores:

= {(p,p)}, si corri6 en solitario o antes que q y r.

» {(p,p), (j,J)} si corrib después o de manera concurrente con el proceso j (con
j € {qa 71})

= {(p,p),(q,q), (r,7)} si corri6 después o de manera concurrente con ambos pro-
Ccesos.

En otras palabras, dado que p, g y r son procesos distintos y pueden correr de forma
concurrente, el conjunto potencia (menos el vacio) de {(p,p), (¢, q), (r,7)}, contiene
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todas las posibles combinaciones en las que los procesos pueden realizar el immediate-
snapshot. El proceso ¢ puede obtener como valor, cualquier elemento de ese conjunto
que contenga la tupla (i,7) (un proceso siempre ve lo que el mismo escribe).

El dominio de valores de finales es

V, =P{(p,p),(¢,9), (r;7)})\ 0

{(p.p)}

p
\ {(.p). (r7)}
T

C={(p:p) (¢:) (r,r)}

@ {v,p), (9,9)}

{(a,9)} {(r,r), (6,0} {(r,7),(q,9)} {(r,m)}

Figura 3.3: Representacién del protocolo immediate-snapshot de una capa para tres procesos p, g
y r. Los valores de entrada estdn implicitos y son iguales al identificador del proceso.

Tanto I como P, son cromaticos puros 2-dimensionales. Todas las posibles ejecu-
ciones entre p,q y r, estan codificadas, de manera estéatica, en P.

Las esquinas de P, representan las ejecuciones en solitario de cada proceso, un
proceso solo ve el valor que él mismo escribié. El simplejo « representa la ejecucion
en la que p y ¢, corrieron concurrentemente antes que r. El simplejo v representa
la ejecucion en la que r corrié primero y después p y ¢, concurrentemente (el orden
inverso a «). El simplejo  representa la ejecucién secuencial en el orden r, ¢, p. El
triangulo interior representa la ejecucién concurrente de los tres procesos.

El complejo simplicial P es la subdivision cromatica estandar de I, Ch([). El
complejo del protocolo de la figura 3.2 es un subcomplejo de P (la frontera entre las
esquinas p y ¢). Esto es claro ya que P codifica todas las posibles ejecuciones, en
particular las que se dan entre p y ¢ solamente (cuando r no participa).

Muchas veces, una sola capa de comunicacién no sera suficiente para resolver un
problema concurrente. Sin embargo, podremos construir protocolos multicapa usando
la composicion de protocolos en la que el complejo de protocolo de uno se vuelve el
complejo de entrada de otro y los mapeos portadores siguen la composicion usual de
funciones. De esta manera, podemos construir protocolos con un niimero arbitrario
de capas.
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3.2.2. Protocolos immediate-snapshot multicapa

Podemos construir un protocolo immediate-snapshot de L capas tomando como
entrada de cada capa, al complejo de protocolo de la capa anterior. El complejo
para un protocolo immediate-snapshot de L capas, con un complejo de entrada I,
construido de esta manera, es la subdivisién cromética estandar iterada, Ch% (7).

La figura 3.2 representa dos complejos de protocolo immediate-snapshot para las
capas 1 y 2, para dos procesos p y q.

{p AP 1)}
P

(0, ()t (G, 0.0}

{A®.P)}). (0. {(p.p). (.0 })}

{(¢.{(p, ), (2:0)})

{(p:Ap.p). (¢;0)}). (- {(p.p): (@: ) })} (7112([)

e {(1}3{({):!7)-((1«41)})

{le.{(@.2}). p.A(p.p). (@, 0)})}

. ekl 0h). 0 A@.p) (@ a)D}

”“'{(?I-‘{w:g‘)'}‘)}

Figura 3.4: Complejo de entrada I y las subdivisiones crométicas estandar, Ch(I) y Ch?(I) que
corresponden a las capas 1 y 2, resp., del protocolo immediate-snapshot.

La vista en un vértice de Ch?(I) se sigue codificando como una tupla con el
identificador del proceso y el snapshot de la memoria en la capa 2. Cada proceso
escribe en la memoria de la capa 2, lo que obtuvo como valor al hacer el snapshot
en la capa 1.

La figura 3.5 representa el complejo del protocolo immediate-snapshot para la
primera capa y un subcomplejo del protocolo para la segunda capa. Este subcomplejo
es la subdivisién cromatica estandar de dos simplejos a y 8 que comparten una arista,
en el complejo de la capa anterior.
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{:A{(e.2)})}
Cr={(p:p):(0:0): (1)} Ch(a) )"
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a \\W ) @ —q
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Figura 3.5: Protocolo immediate-snapshot para tres procesos. Dos subcomplejos de la segunda capa,
estan formados por la subdivision cromatica estandar de los simplejos a y 5 de la capa anterior.

Los simplejos a y § comparten una arista con los colores r y ¢. En la siguiente
capa, la subdivisiéon cromatica de esta arista, sigue siento compartida por las corres-
pondientes subdivisiones cromaticas de o y . La subdivisién cromatica estandar
iterada no genera huecos, es decir, si dos simplejos comparten una cara ¢, sus corres-
pondientes subdivisiones cromaticas estandar compartiran las caras de la subdivisién
de c.

Notemos que el subcomplejo de la frontera de Ch(I) entre las esquinas p y ¢, es
el complejo de protocolo de la primera capa en la figura 3.2. Lo mismo sucede para
de la frontera de Ch?(I) (que no estd totalmente representado en la figura 3.5) y el
complejo de protocolo de la segunda capa en la figura 3.2. Esto tiene sentido pues
los complejos de protocolo para tres procesos codifican todas las posibles ejecuciones
concurrentes entre ellos, en particular, las ejecuciones en las que uno de los procesos
no participa.

3.2.3. Resolucion de una tarea

Una tarea (I, 0, A) y un protocolo (I, P, Z) estédn vinculados mediante el complejo
simplicial de entrada I y el mapeo de decisién § : O — P, este tltimo es utilizado
por los procesos para escoger sus valores de salida, mapeando cada vista final a un
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valor de salida. Decimos que un proceso ¢ escoge o decide la salida u con vista final v
si 0((7,v)) = (i,u). Decimos que un protocolo resuelve una tarea si existe un mapeo
de decision entre Py O.

La tarea immediate-snapshot (figura 2.3) es resuelta trivialmente por el protocolo
immediate-snapshot de una capa (figura 3.3).

Es claro (figura 3.6) que cada simplejo de P tiene una correspondencia uno a uno
con cada simplejo de O.

{(p,p)} C={p.p), (09 ()} {r}

p
\ {(p.p), (r,7)}
- {p.a}
T 0
| P——>0
@ @
q {(p.p), (r,7)}

{(,p), (¢ )}

{p.a}

Figura 3.6: Los simplejos de P tienen una correspondencia uno a uno con los simplejos de O.

3.2.4. Definiciones formales

Sean IT un conjunto de n nombres de procesos, usualmente IT = [n], V; un dominio
de valores iniciales y V,, un dominio de valores finales.

Definicién 3.1. Un protocolo para n procesos, es una tupla (I, P, =), donde:

» [ es un complejo simplicial de entrada puro, cromatico, (n — 1)-dimensional,
con una coloraciéon y; : V(I) — II y un etiquetado ¢; : V(I) — V;, tal que
cada vértice es univocamente identificado por su color y su etiqueta;

» P esun complejo simplicial de protocolo puro, cromético, (n — 1)-dimensional,
con una coloracién xp : V(P) — II y un etiquetado ¢p : V(P) — V,, tal que
cada vértice es univocamente identificado por su color y su etiqueta;

» =: ] — 2P es un mapeo portador cromético estricto tal que P = U,¢;=(0).

Al igual que con las tareas, haremos implicito el etiquetado y representaremos
a cada vértice de I, como una pareja (id, valor), y a cada vértice de P, como una
pareja (id, vista).
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Definicién 3.2. El protocolo immediate-snapshot de una capa (I, P,Z), para n pro-
cesos, es:

» El complejo de entrada I puede ser cualquier complejo simplicial puro croma-
tico n-dimensional, coloreado con valores de II y etiquetado con valores V.

» El mapeo portador = : I — 2 manda cada simplejo ¢ € I al subcomplejo de
configuraciones finales de ejecuciones immediate-snapshot de un sola capa en
donde todos y solamente, los procesos en o, participan.

» El complejo de protocolo P es la unién de Z(o), sobre todo o € I.

Lema 3.1 (Lema 8.4.4 - [1]). El protocolo immediate-snapshot de una capa cumple
con la definicion 3.1 de protocolo.

En el caso en que tenemos n distintos procesos que realizan una sola operacion
(single-shot), tenemos que P = Ch(I), y ademéds = = Ch. Por lo tanto, el protocolo
immediate-snapshot equivale a la tupla (I, Ch(I),Ch). Sin embargo, en general es-
to no se cumple. En la seccién 3.2.5 veremos cémo al considerar la representacion
de un proceso que puede realizar distintas operaciones (multi-shot) el complejo del
protocolo P no coincide con Ch([).

Utilizaremos la composiciéon de protocolos para construir protocolos multicapa.

Definicién 3.3 (Composicién de protocolos). Supongamos que tenemos dos proto-
colos (I, P,Z) y (I', P',Z'), donde P C I'. Su composicion es el protocolo (I, P",Z"),
donde Z" es la composicion de Zy =/, (E'0=)(0) = =Z/(Z(0)), parac € [ y P = ="(I).

La composicion de protocolos sigue siendo un protocolo ya que la composicion de
mapeos portadores estrictos, sigue siendo un mapeo portador estricto. En particular,
nos interesa construir protocolos immediate-snapshot multicapa.

Definiciéon 3.4. El protocolo immediate-snapshot de L capas, para n procesos, es la
tupla (I, Ch*(I), Ch*).

Resolucién de una tarea

Supongamos que tenemos una tarea (I,0,A) y un protocolo (I, P,Z), ambos
para n procesos.

Definicion 3.5. Decimos que el protocolo resuelve la tarea si existe un mapeo sim-
plicial cromatico § : P — O, llamado mapeo de decision, tal que § o = es portado por

A.
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La razén por la que requerimos que 9 se un mapeo simplicial cromatico es porque
cada simplejo en el complejo de protocolo P es una configuracion final, esto es, el
conjunto de estados finales que puede ser alcanzado en alguna ejecucion. Las configu-
raciones de salida de la tarea son simplejos de O. Si 6 mapeara alguna configuracion
final a un conjunto de vértices que no forman un simplejo en O, quiere decir que
esa configuracion es el estado final en donde los procesos escogen un valor de una
asignacion de salida no valida de una ejecucion.

Por un lado, I representa el conjunto de asignaciones de entrada de la tarea y por
otro el conjunto de configuraciones iniciales del protocolo. En cambio, P representa
al conjunto de final de configuraciones y O al conjunto de asignaciones de salida,
ambos relacionados por el mapeo de decisiéon 6.

Con los protocolos podemos estudiar la solubilidad de alguna tarea (one-shot)
en el modelo escritura-lectura por capas. Sin embargo, el poder expresivo de estos,
no alcanza para estudiar a las tareas refinadas multi-shot. Para para poder hacer
compatibles a los protocolos con estas tareas, extenderemos su definicién, de la misma
forma que lo hicimos con las tareas regulares.

3.2.5. Protocolos multi-shot

Vamos a extender la definicién de protocolo de manera que nos permita repre-
sentar el que un proceso pueda realizar mas de una operacion. Esta extension no
representa una diferencia técnica significativa y se sigue naturalmente de la defini-
cién de una tarea refinada multi-shot. Esto es, los vértices del complejo de entrada I,
ahora son coloreados por el identificador del proceso y el valor de entrada (un método
u operacion). Los vértices del complejo de protocolo P, también son coloreados por
el identificador del proceso y una componente extra que contiene el valor de entrada
(un método u operacién) que le corresponde segiin el mapeo portador =. El mapeo
portador = sigue siendo cromético estricto, considerando la nueva coloracion.

Definicion 3.6. Un protocolo para n procesos, es una tupla (I, P, =), donde:

» [ es un complejo simplicial de entrada puro, cromatico, (n — 1)-dimensional,
con una coloracién yy : V(I) — II x V;, tal que cada vértice es univocamente
identificado por su color;

» P esun complejo simplicial de protocolo puro, cromético, (n — 1)-dimensional,
con una coloraciéon xp : V(P) — II x V;, y un etiquetado ¢p : V(P) — V,, tal
que cada vértice es univocamente identificado por su color y su etiqueta;

» =: ] — 2P es un mapeo portador cromético estricto tal que P = U,c;Z(0).
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Podemos componer protocolos multi-shot aplicando directamente la definicién
3.3.

La manera en la que escribe un proceso su vista en la memoria necesita un
pequeno ajuste considerando esta nueva coloracién. Supongamos que al vértice (i, 0)
del proceso ¢ con operacién o, le corresponde el color i,. Este color lo podemos pensar
como un indice tal que en la capa [, el proceso ¢ realiza un immediate-snapshot
escribiendo su estado en la memoria mem/|l][i,].

La figura 3.7 representa el protocolo immediate-snapshot de una capa dos procesos
a vy b que pueden realizar cada uno una de las dos operaciones distintas o y .

El dominio de valores iniciales es
Vi ={o,u}

Dado que a y b son procesos distintos y pueden correr de forma concurrente, el
dominio de valores finales son todas las posibles combinaciones en las que los procesos
pueden realizar el immediate-snapshot.

Figura 3.7: Complejos del protocolo immediate-snapshot de una capa, para dos procesos a y b; y
dos operaciones u y o. Los simbolos a,,, b, denotan las tuplas (a, u), (b, 0), respectivamente.

Simplificamos la notacién codificando la tupla (i,v) con el simbolo i, donde i es
el identificador del proceso y v su operacion.

La figura 3.8 representa dos complejos de protocolo immediate-snapshot para las
capas 1 y 2, para dos procesos a y b que pueden realizar cada uno una de las dos
operaciones distintas o y u.
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{(au, {aubo}), (bo, {bo})}
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Figura 3.8: Complejos del protocolo de una y dos capas, para dos procesos a y b; y dos operaciones
u 'y o. Los simbolos a,, b, denotan las tuplas (a, u), (b, 0), respectivamente.

La coloracion sobre los valores (id, op) de los vértices, no cambia la representacion
de las posibles ejecuciones concurrentes de distintos procesos. La subdivision croma-
tica estandar de I sigue codificando de manera estatica, todas las posibles ejecuciones
entre procesos distintos. Notemos que los complejos de protocolo siguen teniendo la
misma estructura que los de la figura 3.2. Ahora podemos representar un proceso

con mas de una operacion.

La figura 3.9 representa dos complejos de protocolo immediate-snapshot para las
capas 1 y 2, para un proceso a y dos operaciones distintas o y u.
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{(au, {au})}

e AOy

(o ot Ta }g{

{au}

lay T
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P C Ch(f) P, C Ch')(])

R (I O RO )]

T o))

Figura 3.9: Complejos del protocolo de una y dos capas, para un proceso a, y dos operaciones u y
0.

Los complejos del protocolo no forman una subdivisiéon cromatica estandar del
complejo de entrada. Esto es porque no puede haber ejecuciones concurrentes de un
mismo proceso sin importar que operaciones realice. En general cualquier simplejo de
protocolo que pudiera representar una ejecucion “concurrente” del mismo proceso,
no estarad presente. Sin embargo, dado que la subdivision cromética estandar codifica
todas las posibles configuraciones finales validas, el complejo de protocolo debera ser
un subcomplejo de ésta. Dicho de otro modo, para un protocolo de una capa, si o
es un simplejo de entrada, Z(c) C Ch(o). Ademas, =Z(0) = Ch(o) si todos los id de
procesos en ¢ son distintos.

La figura 3.10 muestra una ejecuciéon concurrente entre dos procesos. En cada
capa, cada proceso puede hacer el snapshot antes, después o concurrentemente con
el otro proceso. Este orden determina la vista de cada proceso en cada capa.
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Capa 1 Capa 2 cee Capa L

> o s -
{aubu} i {(auv{au})v(bo-,{aubo})} i i Ub,,
Tiempo ——8 >

Figura 3.10: Ejecucién de L capas del protocolo immediate-snapshot, por dos procesos a y by dos
operaciones distintas u y o. Cada punto representa el immediate-snapshot atémico hecho por cada
proceso en la capa correspondiente. La etiqueta de cada punto es la vista del proceso para esa capa.

Cuando la ejecucion es de un solo proceso y mas de una operacion, el proceso
debe de ejecutar todas las capas por cada operaciéon distinta. La figura 3.11 muestra
la ejecucion de un proceso.

Capa 1 Capa 2 .-+ Capa L

Aad 1 {(an{au})) e,

R —

S WP S N

i {(lu(lo} é {(au7{a'u})-, (aw{auaa})} i E Va,

Capa 1 Capa 2 .-+ Capa L

Figura 3.11: Ejecucién de L capas del protocolo immediate-snapshot, por un proceso a y dos
operaciones distintas o y u. Cada punto representa el immediate-snapshot atémico hecho por el
proceso en una capa. La etiqueta de cada punto es la vista del proceso para esa capa.

El proceso a, (proceso a con operacién u) corre solo (o concurrentemente con
otros procesos distintos) y en cada capa, la vista no tiene informacién del proceso
a,. Por otro lado, el proceso a,, en todas las capas, tiene informacién de a, (que
corrié primero). En general, en cualquier ejecucién del protocolo, un proceso p con
dos operaciones distintas 7 y j, la vista de p;, en todas las capas o en ninguna, tiene
informacién de p;.

La figura 3.12 representa el protocolo immediate-snapshot de una capa para dos
procesos a y by dos operaciones u y o. El proceso a puede realizar ambas operaciones
y b sélo la operacion o.
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a
u@

Figura 3.12: Complejos del protocolo de una capa para dos procesos a y by dos operaciones u y o.

Los simplejos que representan operaciones concurrentes entre a, y a, no son
configuraciones finales validas y por lo tanto, no estan presentes en el complejo del
protocolo.

La figura 3.13 representa el protocolo immediate-snapshot de dos capas para dos
procesos a y by dos operaciones u y o. El proceso a puede realizar ambas operaciones
y b sélo la operacion o.

Figura 3.13: Protocolo immediate-snapshot de dos capas para dos procesos a y b y dos operaciones
Uy o.

El complejo de protocolo P, de la figura 3.9 es el subcomplejo =(a,a,) que co-
rresponde a la frontera, entre los vértices de las esquinas a, y a,, en el complejo de
protocolo de la figura 3.13.
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Los simplejos 2-dimensionales “anclados” al vértice de la esquina con color a,
(marcados en rojo en la figura 3.14), representan las ejecuciones en solitario de a,,
seguidas de las distintas combinaciones de las ejecuciones en las dos capas, entre a,
y b,. De la misma manera, los simplejos 2-dimensionales anclados a la esquina a,
(marcados en azul en la figura 3.14), representan las ejecuciones en solitario de a,,
seguidas de las distintas combinaciones de las ejecuciones en las dos capas, entre a,,

Yy bo.

Figura 3.14: Marcadas en rojo, todas las posibles ejecuciones en las que a,, corre en solitario (todas
las capas) y antes que a, y b,. Marcadas en azul, todas las posibles ejecuciones en las que a, corre
en solitario y antes que a, y b,.

Por otro lado, los simplejos 2-dimensionales sobre la frontera, entre las esquinas
a, y b, (marcados en rojo en la figura 3.15), representan todas las posibles ejecuciones
entre a, y b, en las dos capas, seguidas de la ejecuciéon de a,. De la misma manera,
los simplejos 2-dimensionales sobre la frontera, entre las esquinas a, y b, (marcados
en azul en la figura 3.15), representan todas las posibles ejecuciones entre a, y b, en
las dos capas, seguidas de la ejecucion de a,.
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Figura 3.15: Marcadas en rojo, todas las posibles ejecuciones en las que a, corre en solitario y
después que a, y b,. Marcadas en azul, todas las posibles ejecuciones en las que a, corre en solitario
y después que a, y b,.

En general, el protocolo immediate-snapshot de L capas (figura 3.16) mantiene
una estructura similar para L > 2.

@?57 ) B N = b, o)

Figura 3.16: Protocolo immediate-snapshot de L capas para dos procesos a y b y dos operaciones
Uy o.

Esta observaciéon la abordaremos formalmente en el capitulo 4. Con lo anterior
podemos extender la nocién de resolucién para una tarea refinada.
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Resolviendo una tarea refinada

Supongamos que tenemos una tarea refinada (I, 0, A) y un protocolo (I, P, =),
ambos multi-shot para n procesos.

Definiciéon 3.7. El protocolo resuelve a la tarea si existe un mapeo simplicial cro-
matico ¢ : P — O, llamado el mapeo de decision, tal que:

= § o= es portado por Ay
» para todo o € I, para todo vértice v € Z(o), View(d(v)) C Carr(v).

Donde View(u) es la vista del vértice u en el complejo de salida de la tarea
refinada. El nuevo requerimiento (View(d(v)) € Carr(v)) nos garantiza que los valores
de salida decididos corresponden al orden de ejecucion de los procesos participantes
en una ejecucion.

Con todo lo anterior, mediante el teorema 3.1 podemos dar una caracterizacién
de la solubilidad de una tarea (regular o refinada) en el modelo de escritura-lectura
por capas.

Teorema 3.1 (Teorema 11.2.1 - [1]). Una tarea (reqular o refinada) T tiene una
implementacion wait-free en el modelo de escritura-lectura por capas si existe un
entero K > 0 tal que el protocolo immediate-snapshot de K capas, resuelve T

Usualmente necesitamos encontrar el mapeo decision entre los complejos de pro-
tocolo y de salida para las suficientes K capas de comunicacién.

Demostrar que un tarea no puede ser implementada en el modelo de escritura-
lectura se reduce a demostrar que el mapeo de decisién no puede existir.

Con esto, en el capitulo 4, podremos establecer la imposibilidad de la implemen-
tacion de las tareas para las pilas y colas concurrentes de larga vida, en el modelo
de escritura-lectura por capas.

3.3. Resumen

Los protocolos son un forma de especificar un algoritmo distribuido para n pro-
cesos, considerando un modelo de computo determinado. Estos se especifican en
términos de complejos simpliciales de entrada y de protocolo, que representan confi-
guraciones iniciales y finales, respectivamente.

Nos interesa estudiar la solubilidad de las tareas en el modelo de escritura-lectura
por capas, en el que los procesos se comunican a través de operaciones immediate-
snapshot sobre una memoria compartida.
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Un protocolo esta vinculado a una tarea mediante el complejo de entrada y un
mapeo simplicial de decisién, entre el complejo de protocolo y el complejo de salida.
Decimos que el protocolo resuelve a la tarea si existe ese mapeo de decisién.

Extendimos la definicién de protocolo para poder representar problemas multi-
shot. La extension consiste en considerar cada operacion distinta que puede realizar
un proceso, como parte de la coloracion de los vértices de los complejos de entrada
y de protocolo.

En un protocolo immediate-snapshot que resuelve una tarea regular single-shot, el
complejo de protocolo es la subdivision cromatica estandar del complejo de entrada.
Sin embargo, éste no es el caso para un protocolo que resuelve una tarea refinada
multi-shot.

Todo esto nos permite estudiar la solubilidad de una tarea (regular o refinada)
en el modelo de escritura-lectura por capas. Con esto podremos, en el capitulo 4,
establecer la imposibilidad de la implementacion de las pilas y colas concurrentes de
larga vida, en este modelo.



Capitulo 4

Resultados

Una tarea tiene una implementacion en el modelo escritura-lectura por capas, si
un protocolo immediate-snapshot multicapa, la resuelve.

En este capitulo veremos cémo la tarea para una pila concurrente, no tiene una
implementaciéon en el modelo escritura-lectura por capas. Para demostrar que es
imposible implementar una pila concurrente en este modelo, basta con demostrar
que no se puede implementar el siguiente caso: un proceso a puede hacer pop() y
push(x) y un proceso b sélo pop().

En una primera instancia, consideraremos una tarea que represente solamente las
ejecuciones secuenciales de una pila. Sin embargo, para propositos de computabilidad,
necesitamos considerar todas las posibles ejecuciones concurrentes linealizables de
una pila.

Una invariante del protocolo immediate-snapshot multicapa seré la clave para po-
der demostrar que es imposible implementar ambas tareas en el modelo de escritura-
lectura por capas.

4.1. Una invariante del protocolo

Consideremos un protocolo immediate-snapshot (I, P,Z) de L capas, multi-shot.
Supongamos que = = =, 0---0=, con =; el mapeo portador del protocolo de la capa
i. Recordemos que para un simplejo de entrada en la capa ¢, cada Z;(¢) coincide con
Ch(o), si en o, todos los id de proceso son distintos.

Una propiedad de Ch™, ilustrada en la figura 4.1, es que si a y b son dos procesos
distintos que realizan las operaciones u y o, el nimero de aristas de Ch™(a,b,),
es exactamente 3™ y el nimero de vértices 3™ + 1. Esto es porque al subdividir

crométicamente cada arista, se introducen dos vértices mas, generando tres aristas.

69



70 CAPITULO 4. RESULTADOS

Para esto, basta con que a y b sean distintos y no importa qué operacion realiza cada
uno. Ya que por cada dos vértices se introducen otros dos, el nimero de vértices en
Ch™(ay,b,) es par y el nimero de aristas, impar.

Figura 4.1: El ntimero de vértices de la subdivision Ch™ para dos procesos distintos, es 3™ + 1y
el nimero de 1-simplejos es 3™.

Por otro lado, una propiedad de =;, ilustrada en la figura 4.2, es que si p, ¢, son
tres procesos y o es un 2-simplejo anclado a la esquina p, del complejo de entrada
de la capa 7, Z;(0) introduce tres tridngulos «, 5 y 7, anclados a la esquina p,, del
complejo de protocolo de esa capa. El simplejo o representa la ejecucion secuencial en
el orden p,, q,, 7o, €l simplejo 3 representa la ejecucién secuencial en el orden p,, 7., q,
y el simplejo v representa la ejecucion de p, seguida de la ejecucién concurrente de
7o V ¢o- El simplejo v estard presente siempre que r y ¢ sean distintos. Si p,q y r son

distintos, Z;(0) = Ch(o).
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Figura 4.2: Z; introduce tres nuevos triangulos anclados a la esquina p,, los cuales representan las
tres posibles combinaciones en las que p, corre primero sin saber de los demés en la capa i.

Consideremos el protocolo immediate-snapshot (I, P,Z) de L capas, de la figura
3.16 (con vértices de entrada a,, a,, b,). Utilizaremos las propiedades anteriores para
caracterizar una invariante del protocolo (lema 4.1): un camino [~ sobre los simplejos
anclados a la esquina a,,, con colores a, y b,, y que es isomorfo a Ch’(a,b,).

Fijémonos en la region, marcada en la figura 4.3, de los simplejos 2-dimensionales
anclados a la esquina del vértice a,, en el complejo P.

Figura 4.3: Nos fijaremos en la regién de los simplejos 2-dimensionales anclados a la esquina a,,.

Todos estos triangulos comparten el mismo vértice con color a,, son cromaticos
con colores a,, a, y b,, y representan ejecuciones en las que corre primero a, seguido
de las distintas combinaciones entre a, v b,.

En el protocolo de una capa en la figura 4.4, los simplejos 2-dimensionales ancla-
dos al vértice a, de la esquina de P, representan las tres posibles combinaciones de
ejecuciones en las que a,, corre antes que los otros dos. Los simplejos 2-dimensionales,
a1 vy P, representan las ejecuciones secuenciales en el orden a,,, a,, b, v ay, by, a,, T€S-
pectivamente. El tridngulo entre oy y i, representa la ejecucion de a,, seguida de
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la ejecucion concurrente entre a, y b,.

Ch(aob,)

Figura 4.4: El camino Iy = Ch(a,b,), 1 capa.

El camino [; que va desde el vértice a, del simplejo aq, al vértice b, del simplejo
f1, es cromatico con colores a, v b,, y codifica las tres posibles combinaciones del
orden de ejecucion entre a, y b,. De izquierda a derecha en [y: la primera ejecucion
es secuencial, a, seguido de b,, la segunda concurrente, a, y b,, y la tercera también
secuencial, b, seguido de a,.

El camino [; es isomorfo a Ch(a,b,) (proposicién 1.1), siendo este tltimo, la
frontera inferior (entre las esquinas a, y b,) de P.

En el protocolo immediate-snapshot de dos capas en la figura 4.5, los simplejos
2-dimensionales; as y [2, también representan las ejecuciones secuenciales (ambas
capas), en el orden ay, o, b, ¥ Gy, by, a,, Tespectivamente.
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y 2 B &\
Ch2 ((lob/)> 9 — & 77@““@ m/@\\\ﬁ;\\\ /7/5?.@\7(\”% — ;@
~____7

Figura 4.5: El camino Il = Ch?(a,b,), 2 capas.

El camino I, que va desde el vértice a, del simplejo as, al vértice b, del simplejo
(2, es cromatico con colores a, y b,, y codifica todas las posibles combinaciones del
orden de ejecucion de ambas capas, entre a, y b,. Por cada combinacion distinta del
orden de ejecucion entre a, y b, en la primera capa (en l;), tenemos tres distintas
combinaciones mas en la segunda capa, con un total de 9 distintas combinaciones.
Es decir, I, tiene 9 simplejos 1-dimensionales y 10 vértices.

Los vértices de [5 junto con la esquina a,, son un subcomplejo de las subdivision
cromatica estandar de los triangulos con el vértice esquina a, de la primera capa. El
camino [y es isomorfo a Ch?(a,b,) (proposicion 1.1).

En general, para el protocolo immediate-snapshot de k capas, con k& > 1, en la
figura 4.6, el simplejo 2-dimensional ay, representa la ejecucién secuencial en el orden
Gy, Gy, b,. Es decir, en la que a, ejecuto las k capas sin saber de los deméas procesos,
a, ejecutod las k capas después de a, y sin saber de b,, v b, ejecutéd las k capas en
ultimo lugar. De manera analoga, el simplejo [y representa la ejecucion secuencial
en el orden ay, b,, a,.
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=(aw) :

Figura 4.6: El camino | = Ch*(a,b,), k capas.

El camino [, que va desde el vértice a, del simplejo ay, al vértice b, del simplejo
By, es cromatico con colores a, y b,, y codifica todas (3%) las posibles combinaciones
del orden de ejecucion de las k capas, entre a, y b,. Con el lema 4.1, comprobaremos
que [, existe y es isomorfo a Ch¥(a,b,).

Lema 4.1. Sea k > 1, sean oy, y B los simplejos 2-dimensionales (figura 4.6) que
representan las ejecuciones secuenciales en el orden a., a,,b, Y Qy, by, a,, Tespectiva-
mente. Del vértice con color a, del simplejo oy, al vértice con color b, del simplejo
B, existe un camino l;, con exactamente 3* 4+ 1 vértices.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre el nimero de capas y sélo consi-
deraremos a los tridngulos anclados al vértice esquina a,,.

Para simplificar la notacion cambiaremos los colores de los vértices b,, a, y ay,
por los colores 0,1 y 2, respectivamente, como se ilustra en la figura 4.7. Quitaremos
los identificadores de proceso de las vistas para simplificar la notacién.

Para el vértice (esquina) 2, wy corresponde al valor de entrada. La vista en la
capa j la denotaremos con wj.

Los valores de entrada de 1 y 0 los denotamos con v? y v), respectivamente.

Dado que 1 y 0 ejecutan cada capa después de 2, en las vistas de 1 y 0 haremos
implicita la informacién de 2. Por ejemplo, el vértice 1 de aq, en vez de tener en su

vista wv?, tendrd sélo v?. De la misma manera, al vértice 0 de ay, le corresponden
los valores ¥ y v).
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Figura 4.7: El camino [; tiene 4 vértices y es croméatico con colores 0, 1.

Las vistas de la capa j tendran dos formas de codificarse:

1. En términos de los valores de entrada de cada capa, es decir, como combina-
ciones de valores de la capa anterior. Por ejemplo, en la capa 1, el vértice 0 del
simplejo oy, tiene la vista vYv) (con superindice 0).

2. Enumerando los vértices de la capa con colores 0 y 1, de modo que si hay m
vértices, cada vista serd denotada por v/, con 1 < n < m. El superindice de

las vistas de 0 y 1, corresponde a la capa de esta numeracién. Por ejemplo, las
vistas de los 4 vértices con color 0 y 1 de la capa 1 son vy, vy, v, v].

En la figura 4.8 ilustramos la codificaciéon de las vistas de la segunda capa.

Figura 4.8: El camino l5 tiene 10 vértices y es cromatico con colores 0, 1.

Teniendo en cuenta esta notacién, demostraremos por inducciéon que el camino [,
existe y tiene exactamente 3% + 1.

P.D. Hay un camino [; del vértice 1 de ay, al vértice 0 de [, cromatico con
colores 1 y 0, y que tiene exactamente 3% 4+ 1 vértices.

Como ya lo vimos con las figuras 4.4 y 4.7, la base de la induccién (capa 1) se
cumple.

Procedemos con el paso inductivo, suponemos que es valido para k y demostramos
que se cumple para k + 1.
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Sea [}, el camino del vértice 1 del simplejo oy, al vértice 0 del simplejo S, repre-
sentado en la figura 4.9, tal que es cromatico, con colores 1 y 0, y tiene exactamente
3% 4+ 1 vértices y 3* aristas.

a

Iz N 70
A== 0

k k bk k k
) Uy Uz Ugk_q Vg Uskgg

Figura 4.9: El camino I;, tiene 3% + 1 vértices y es cromético con colores 0, 1.

A cada vértice j de I, con 1 < j < 3% +1, le corresponde el id j mod 2 y la vista
v;?, donde mod denota la operacién de médulo. Cada arista i de [;,, con 1 < i < 3,
tiene la forma:

{(i mod 2,), (i + 1) mod 2, v, )}

Sin perder generalidad y para facilitar la notacién, podemos suponer que ¢ mod 2 =

En la figura 4.10 podemos apreciar que en la capa k + 1, por la propiedad de la
figura 4.2, el mapeo =1, al subdividir el triangulo que le corresponde a la arista 7,
introduce los vértices (1,vf), (0,vfvf ), (1,v50F. ), (0,vF,,), formando tres nuevas
aristas (y sus tridngulos correspondientes) crométicas con colores 1 y 0. De la misma
manera, tres nuevas aristas cromaticas son introducidas para los simplejos i — 1 e
1+ 1.

A N
........ \0 \1/ 0 1
k k k k kyk k ko ,k
of ok : ; i1V i UiV Vil Ui vl v,

Figura 4.10: El mapeo Zjp4; del 1-simplejo ¢, introduce tres nuevas aristas con los vértices
(1,05), (0, vFvk, ), (1,vF0F, ), (0,vF, ;). De manera similar lo hace para los 1-simplejos i — 1 e i + 1.

i

Notemos que el vértice (1,vF) pertenece a ambas subdivisiones de los simplejos
1 — 1 e 7. De manera similar, el vértice (1,1)2““) pertenece a ambas subdivisiones
de los simplejos 7 e 7 + 1. Por lo tanto, la conexidad se mantiene en las aristas que
pertenecen a los tridangulos anclados a 2 en la capa k + 1, formando un camino [,
cromético, con colores 1 y 0.
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El ntimero de aristas de ;4 es 3**!, ya que por cada arista en [, se introducen
tres nuevas aristas, con lo que el nimero de vértices es 381 + 1.

Como podemos apreciar en la figura 4.11, el tridngulo con los vértices (1,vf™),
(0, 0571, (2, wry 1), pertenece a la subdivisién de ay, y representa la ejecucion secuen-
cial con el orden 2, 1, 0, por lo que lo denotamos con o 1.

De la misma manera, el triangulo con los vértices (1, v;f,;ill), (0, véf,;ﬁfl 1)y (2, wiy1),
pertenece a la subdivision de [y y representa la ejecucién secuencial con el orden 2,

0, 1, por lo que lo denotamos con [, 1.

Figura 4.11: Subdivisién de los simplejos ay y Bk.

Por lo tanto, hay un camino l,q, del vértice 1 de ayq1, al vértice 0 de Byiq,
cromético con colores 0 y 1, y que tiene exactamente 3! + 1 vértices.
O

El corolario 4.1 se sigue directamente del lema 4.1 y la proposicion 1.1.

Corolario 4.1. Para k > 1, el camino Iy, es isomorfo a Ch™(ayb,):

12

Ir & Ch(asb,)
El camino [; nos servira para demostrar la imposibilidad de implementar una pila
concurrente en el modelo de escritura-lectura por capas.
. . ~ k :
Como una simple observacién, a, * Iy = a, * Ch"(a,b,), aunque no necesitemos
este resultado.

4.2. Resultados de imposibilidad

Para demostrar que no es posible implementar una pila en el modelo de escritura-
lectura por capas, nos bastara con considerar el caso en el que un proceso a realiza
las operaciones push(x) y pop(), y un proceso b realiza la operacion pop().



78 CAPITULO 4. RESULTADOS

Consideremos la tarea Ty, = (I, 0, A), de la figura 4.12, para una pila linealizable
en donde el proceso a realiza las operaciones u y o, y el proceso b realiza la operacién
o. Interpretaremos a la operacion u como push(z) y a la operaciéon o como pop().

/ \
@ 7\ / \
I A 0 1,0\ \ /1,0
o) (&

oky QoQy 7.0 .o oks boly

P [P
, C f o?m (f\ 3 \
’/’/’i;;,:’/'ﬂ i
g o @
Ly Go Lzaobo J_vaobo Lubo

Figura 4.12: Tarea que representa una pila concurrente linealizable con un proceso a realizando las
operaciones u = push(xz) y o = pop(), y un proceso b realizando la operacién o = pop().

Teorema 4.1. La tarea Ts.q no tiene una implementacion wait-free en el modelo de
escritura-lectura por capas.

Demostracion por contradiccion. Supongamos que Ty, tiene una implementacion
wait-free en el modelo de escritura-lectura por capas. Por el teorema 3.1, existe
un entero k > 0 tal que el protocolo immediate-snapshot (I, P, =) de k capas (multi-
shot), con los vértices de entrada a,, a,, b,, resuelve T,. Es decir, existe un mapeo
de decision ¢ : P — O, tal que para cualquier simplejo o € I:

1. 6(2(0)) CA(0) vy

2. para todo vértice v € Z(o), View(d(v)) C Carr(v)

Consideremos las figuras 4.12 y 4.13 (donde o = a,b,a,, es el 2-simplejo de en-
trada). La estrategia de la demostracion es la siguiente: Veremos que si 6 mapea los
simplejos ay, B € P, a los simplejos 71, 75 € O (respectivamente), entonces se deriva
una contradiccion, por lo que 0 no puede existir. Teniendo esto, la demostracion se
reduce a verificar que 0 tendria que mapear los simplejos oy, y §; a los simplejos 7

Yy Ta.
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Figura 4.13: § mapea los simplejos ay, v Bx en los simplejos 71 y 7o, respectivamente.

Supongamos que ¢ mapea los simplejos o v B a los simplejos 71 y 7, respecti-
vamente.

Dado que 6 es un mapeo simplicial que preserva colores, hay una arista {(b,, vf), (a,, vF, )} €
I, (en P), con 1 < i < 3F, tal que

5((1707 Uf)) = (bm J—a U) y 5((0@7 Uf—&-l)) = (boa J—? U)

Notemos que la arista

{8((bo, v1)), 6((a0, vip1))} = {(bo, L, 0), (a0, L, )}

no existe en O. Esto contradice el hecho de que ¢ sea un mapeo simplicial.
Con lo anterior, s6lo nos queda demostrar que ¢ tendria que mapear los simplejos
ar y Bk a los simplejos 11 y 73. Dicho de otro modo, que d(ay) = 71y §(Bk) = To.
Consideremos el vértice de entrada a,, € I, el vértice (esquina) de salida (a,, ok, a,,) €
O y el vértice (esquina) de protocolo (a,,wy) € P. Por la definicién de Ty, A(ay,) =
{(ay, ok, a,)}. Por definicién del protocolo, =(a,,) = {(ay, wy)}. Por hipdtesis, § es un
mapeo de decision tal que:

= 0(E(aw)) = 0({(au, wr)}) = {(au, ok, au)} = Alau)
» View(§((au, wy))) = View((ay, ok, a,)) = a,, = Carr((a,, wg))

Esto quiere decir que ¢ mapea el vértice (a,,wy) € P, al vértice (ay, ok, a,) € O.
Ahora consideremos la arista de entrada a,a, y la arista {(a,,wy), (a,, vF)} del
simplejo ay,. Por la definicién de T, el subcomplejo A(aya,) es la frontera de O,
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entre las esquinas con colores a, vy a,. Por la definicién del protocolo, el subcomplejo
=(aoay) es la frontera de P, entre las esquinas con colores a, y a, (la esquina a, no
esta presente en la figura 4.13).

Por hipotesis:

= 3({(au, wr), (a0, v1)}) € Alaoa)
» View(d((ay,wy))) = a, = Carr((a,, wy)) y View(d((ay, v}F))) = a,a, = Carr((a,, v}))

Con lo anterior y dado que ¢ es un mapeo simplicial que preserva colores y ademaés,
View(§((a,, v¥))) = a,a., entonces

§((ag, V%)) = (a0, 7, aoay,)

y por lo tanto

6({(amwk)v (am Uf)}) = {(au, ok, au), (am z, aoau)}

Esto quiere decir que 6 mapea la arista con colores a, y a, de el simplejo oy, € P, en
la arista con colores a, y a, de el simplejo 71 € O.
Siguiendo el mismo razonamiento tenemos que

6({(@u, w), (ao, Uf% (bo, Ué)}) = {(au, ok, a,), (a0, T, asa,), (bo, L,0)}

esto quiere decir que d(ay) = 7.
Por un razonamiento similar tenemos que 0(fx) = 7
Por lo tanto, 6 mapea los simplejos oy v Sr a los simplejos 71 y 7o.
O

La tarea T, representa de manera estatica a todas las posibles ejecuciones se-
cuenciales de una pila. Por la definicién de satisfacciéon de una tarea, una ejecucion
concurrente linealizable puede satisfacer Ti.,. Por esto, en un contexto de mera espe-
cificacién de un problema distribuido, en T}, nos basta con que estén representadas
sOlo las ejecuciones secuenciales. Sin embargo, en un contexto de analisis de compu-
tabilidad, necesitamos considerar todas las ejecuciones concurrentes validas.

La tarea Teone = (I, 0,A), de la figura 4.14, codifica de manera estatica todas
las posibles ejecuciones concurrentes que son linealizables, de una pila, en donde el
proceso a realiza las operaciones u = push(x) y o = pop(), y el proceso b realiza la
operacion o = pop().
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Figura 4.14: Tarea que representa una pila concurrente con un proceso a realizando las operaciones
u = push(z) y o = pop(), y un proceso b realizando la operacién o = pop().

La tarea T.,,. modela de manera fiel el espacio topoldgico de todas las ejecuciones
concurrentes linealizables de una pila. Con el teorema 4.2 veremos como, aun con
esta consideracion, una pila concurrente sigue siendo imposible de implementar en el
modelo de escritura-lectura por capas.

Teorema 4.2. La tarea T,.,. no tiene una implementacion wait-free en el modelo
de escritura-lectura por capas.

Demostracion. La demostracion es similar a la del teorema 4.1, considerando al figura
4.15 y utilizando el mismo razonamiento. El mapeo de decisién §, mapea los simplejos
ar ¥ Bk, a los simplejos 71 y 7o. Ademaés, hay una arista {uy, us} € Iy tal que d(uq) =
(@, z,0) y d(uz) = (bo,x,0) pero que §({uy,us}) ¢ O. Todo esto deriva en una
contradiccion por la suposicién de que  existe y por tanto, de que T,,,. tiene una
implementaciéon en el modelo.
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Figura 4.15: ¢ mapea los simplejos ay, Sk, « v 8 en los simplejos 71,72, 71 v 74.

4.3. Resumen

En este capitulo presentamos el resultado principal de este trabajo: es imposible
que exista una implementaciéon de las pilas y colas concurrentes, en el modelo de
escritura-lectura por capas.

Este resultado es conocido en el contexto operacional y se obtiene utilizando
nimeros de consenso [2]. Sin embargo, el aporte principal de este trabajo es la ob-
tencion de este resultado aplicando el enfoque topoldgico por primera vez, a pilas y
colas concurrentes de larga vida.

Vimos como el protocolo immediate-snapshot multicapa, con entradas a,, a,, b,,
tiene una propiedad invariante al nimero de capas.

Utilizamos esta propiedad para demostrar que no es posible que exista un mapeo
de decisién entre el complejo del protocolo y los complejos de salida de dos tareas
determinadas.

= La primera, una tarea con entradas a,, a,, b,, que representa solamente, todas
las ejecuciones secuenciales de una pila. Sin embargo, en un contexto de anélisis
de computabilidad, necesitamos considerar todas las ejecuciones validas.



4.3. RESUMEN 83

= La segunda, una tarea con entradas a,, a,, b,, que representa todas las posibles
ejecuciones concurrentes linealizables de una pila.






Capitulo 5

Conclusiones

En el capitulo 1 vimos cémo la linealizabilidad caracteriza el comportamiento
concurrente y correcto de un objeto en términos de un comportamiento secuencial
equivalente. Ademads, definimos los elementos necesarios que permiten la especifica-
cién de problemas distribuidos, en el marco de la topologia combinatoria.

En el capitulo 2 vimos cémo una tarea es una manera estatica de especificar un
problema distribuido con una operacién que puede ser invocada sélo una vez por cada
proceso. Una limitacion importante de las tareas es que carecen del poder expresivo
para representar pilas y colas concurrentes. Las tareas refinadas son una extension
de las tareas, con un mayor poder expresivo, con las que podemos representar pilas y
colas concurrentes. También establecimos una nocién de satisfaccién para una tarea,
por una especificacién secuencial.

En el capitulo 3 vimos cémo los protocolos son un forma de especificar un algo-
ritmo distribuido, considerando un modelo de computo determinado. Definimos el
protocolo immediate-snapshot multicapa, para el modelo de escritura-lectura por ca-
pas, en donde los procesos se comunican realizando immediate-snapshots sobre una
memoria compartida. Extendimos la definicion de protocolo para poder representar
problemas multi-shot. Establecimos una nociéon de resoluciéon de una tarea por un
protocolo, en términos topolégicos. Esto establece las condiciones necesarias para
que un objeto concurrente pueda ser implementado en el modelo de cémputo consi-
derado. A groso modo, una tarea tiene una implementacion wait-free en el modelo de
escritura-lectura por capas si el protocolo immediate-snapshot multicapa, resuelve la
tarea.

En el capitulo 4, utilizando argumentos topolégicos, demostramos que es impo-
sible que exista una implementacion de las pilas y colas concurrentes, en el modelo
de escritura-lectura por capas.

85



86 CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Vimos cémo el protocolo immediate-snapshot multicapa tiene una propiedad in-
variante al nimero de capas. Esta propiedad nos permitié demostrar que no es posible
que exista un mapeo de decision entre el complejo de protocolo y el complejo de sa-
lida de una tarea que representa a una pila o cola concurrente. Por lo tanto no existe
una implementacién wait-free, de las pilas y colas, en el modelo de escritura-lectura
por capas.

El principal aporte de esta tesis es que no existe un trabajo con el enfoque que
seguimos en el estudio, en el marco topologico, de las pilas y colas concurrentes de
larga vida.

Un trabajo similar se hace en [7], aunque con un enfoque mas de computabilidad.
A groso modo, el autor toma un objeto O y construye una tarea Ty para demostrar
que existe un algoritmo, en el modelo immediate-snapshot iterado, para O, si y solo
si existe un algoritmo para Tp. Ademads, solo estudia el caso en el que los procesos
invocan una sola operacion de O. Mientras que nosotros, tomamos un objeto O y
construimos una tarea Ty para demostrar que un algoritmo soluciona O, si y sélo si
soluciona Tp. Ademads, no tenemos una restriccién en el niimero de invocaciones por
proceso.

En general, el estudio de objetos concurrentes, en el marco topologico, es un area
de estudio poco explorada. La extension a este trabajo, en un futuro, puede ser la
aplicacion de esta metodologia en el estudio de diferentes objetos concurrentes.
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