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Introduccion

Un patrén es una matriz M cuadrada simétrica de tamano m sobre 0,
1, %. Una M-particion de una grafica G' es una particion Vi, Vs, ..., V,, de
V(G) tal que dos vértices distintos en partes (posiblemente iguales) V; y V;
son adyacentes si M (i,j) = 1 y no adyacentes si M (i,j) = 0; la entrada
M (i, j) = = significa que no hay restriccién. Ya que admitimos que i = j,
un conjunto V; es independiente si M(i,7) = 0, y un clan si M(i,i) = 1.
Permitiremos que V; = &, por ello no consideraremos las matrices donde
M (i,i) = *. Decimos que una grafica F' es una obstruccion minima de M, si
F no admite una M-particion pero cada subgrafica inducida de F' si admite
una M-particion.

Los problemas de particiones matriciales generalizan los problemas de
coloracion y homomorfismos, y aparecen a menudo en el estudio de graficas
perfectas. Los dos problemas principales que se pretende resolver cuando
se trabaja con matrices de particion son: el problema de caracterizacion
y el problema de complejidad [3]. Es dificil decidir, incluso para matrices
pequenas M, si el problema de M-particion es soluble en tiempo polinomial o
es NP-completo (o posiblemente ninguno), y si las graficas que admiten una
M-particién pueden ser caracterizadas por un conjunto finito de obstrucciones
minimas [2]. Muchos problemas de M-particién que son NP-completos para
graficas en general, pueden llegar a ser resueltos en tiempo polinomial si son
restringidos a graficas cordales. Por ejemplo: el problema de 3-coloraciéon es NP-
completo para graficas en general pero, en graficas cordales, una k-coloracion
tiene como unica obstruccién a Kj.;. Se ha probado que, para gréaficas
escindibles, cada problema de particién matricial tiene una cantidad finita de
obstrucciones minimas [4]. Sin embargo, incluso para graficas cordales, no se
conocen cuales matrices tienen un problema de M-particion soluble en tiempo
polinomial, ni cuales matrices tienen una cantidad finita de obstrucciones
minimas [5]. De hecho, hay matrices de particién que tienen una infinidad



de obstrucciones minimas de graficas cordales. Ademas, existe problemas de
M-particiones que permanecen NP-completos atin cuando nos restringimos a
graficas cordales [6)].

En el contexto de gréaficas cordales, Tomas Feder, Pavol Hell y Shekoofeh
Nekooei Rizi, obtuvieron el siguiente resultado:
Teorema [2] Si M es una matriz de tamanio m < 4, entonces M tiene una
cantidad finita de obstrucciones minimas, excepto para las siguientes dos
matrices, las cuales tienen una cantidad infinita de obstrucciones minimas.

0 * = 0 * =
M=% 0 1 , Mo=1[]% 0 1
* 1 0 * 1 1

En esta tesis tan compacta, nos dimos a la tarea de exponer explicitamente
todas las obstrucciones minimas (a pesar de ser infinitas) de M; y M,,. Mas
aun, en el proceso, desarrollamos herramientas que permiten esbozar un
algoritmo que mejora los resultados desarrollados con anterioridad.

El primer capitulo de este trabajo, los preliminares, es un compendio de
definiciones y conceptos basicos necesarios para desenvolverse con facilidad
en los siguientes capitulos. Alguien que domine las nociones bésicas de teoria
de graficas, particiones matriciales y graficas cordales, podria omitir dicho
capitulo, ya que ahi no incluimos ningun resultado propio y bastaria con
las definiciones brindadas al principio de esta introduccién; sin embargo,
es recomendable revisarlo para refrescar conceptos, estar al tanto de las
convenciones propias de esta tesis y no tener que interrumpir su lectura
continua al recurrir a dichos fundamentos.

En el segundo capitulo, analizamos la matriz M7, vemos que las gréaficas
que son un conjunto independiente de vértices y las que son bipartitas (no
necesariamente conexas) admiten una M;-particién. En el caso general, para
que una grafica cordal G admita una M;-particién, notamos que debe existir
un vértice vy tal que G — vy sea una grafica bipartita, de tal manera que una
de sus partes sea totalmente adyacente a vy. Caracterizaremos a la particion
M a través de una familia (infinita) de obstrucciones minimas. En el capitulo
posterior, presentaremos dos familias infinitas de matrices, en las que a su vez,
cada matriz de esas familias tiene una infinidad de obstrucciones minimas.
La segunda de esas familias muestra la relacion que existe entre las matrices
My v My. Y justo, en el ultimo capitulo es donde abordamos el tema de
M, de manera diferente pero con la misma intencion que con M, esto es,
encontramos la familia infinita de todas las obstrucciones minimas de M,
que la caracterizan, s6lo que en esta ocasion, el caso general, para que una



grafica G' admita una M -particion debe existir un clan A tal que G — A sea
una grafica bipartita de tal manera que una de esas partes sea totalmente
adyacente al clan A.

Hicimos un gran esfuerzo para no exponer un cimulo de casos y subcasos
tediosos (como en nuestra demostracion original), y brindar una versién mas
general de las estructuras subyacentes. Quizas, un lector curioso se cuestione:
«jde dénde habran salido esas familias infinitas de obstrucciones minimas?»,
ya que, como notarda, no son tan intuitivas.

Sin mas, esperamos sea de su agrado y completo entendimiento nuestro
trabajo; resultado de una intensa investigacién y un esfuerzo apasionante;
con novedosos resultados que, de alguna manera, culminan la clasificacion de
todas las obstrucciones minimas de los 56 patrones de tamafio 3 (10 con tres
ceros en la diagonal, 10 con tres unos en la diagonal, 18 con dos ceros y un
uno en la diagonal y 18 con dos unos y un cero en la diagonal), siendo éstos,
los dos casos mas interesantes.



Capitulo 1

Preliminares

Los siguientes conceptos de graficas fueron obtenidos casi en su totalidad
de [1] con algunas pequenas adaptaciones convenientes a nuestros fines.

Una grdfica simple G es un par ordenado (V(G), E(G)), donde V(G) es un
conjunto de vértices y E(G) un conjunto de aristas que consiste de parejas no
ordenadas de elementos de V(G); pedimos que los vértices de una arista sean
diferentes y que E(G) no tenga aristas repetidas. Los vértices de una arista
son llamados extremos de la arista. La cantidad de vértices y la cantidad
de aristas en G son llamados orden y tamano de G, respectivamente. Los
extremos de una arista se dice que son incidentes con la arista y viceversa.
Dos vértices incidentes con la misma arista decimos que son adyacentes y
dos vértices que son adyacentes son vecinos. El conjunto de vecinos de un
vértice v, en una grafica G, es llamado vecindad de v (en G) y se denota
por Ng(v). El grado de un vértice v en una gréfica G, denotado por dg(v),
es el nimero de aristas de G incidentes con v, es decir, dg(v) es el nimero
de vecinos de v en GG. Un vértice de grado cero es llamado vértice aislado.
Una gréafica H(V(H), E(H)) es llamada subgrdfica de G si V(H) C V(G),
E(H) C E(G). Decimos que G contiene a H o H esta contenida en G y lo
denotamos H C (.

A lo largo de este trabajo, G denota una grafica. Ademas, cuando no
exista ambigiiedad, omitiremos la letra G de la notacién del conjunto de
vértices y aristas; escribiremos solamente V' y E en vez de V(G) y E(G).
En tal caso, denotaremos al niimero de vértices y al ntimero de aristas de GG
por n y m, respectivamente. Una grafica simple es finita, si su conjunto de
vértices es finito. Consideraremos tnicamente graficas simples finitas, asi que
para nosotros el término “grafica” siempre significara grafica simple finita. A
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una arista con extremos u y v la denotamos por uv. Una grdfica completa es
una grafica en la que cualesquiera dos vértices son adyacentes. A la grafica
completa con n vértices la denotamos por K,. Un conjunto independiente en
una grafica, es un conjunto de vértices de los cuales no hay dos adyacentes. Un
clan de una grafica, es un conjunto de vértices mutuamente adyacentes dos a
dos. Una grafica es bipartita si su conjunto de vértices puede partirse en dos
subconjuntos X y Y tal que cada arista tiene un extremo en X y un extremo
en Y; tal particion (X,Y") es llamada biparticion de la grafica y X y Y son sus
partes. Denotamos a la grafica G' con biparticién (X,Y) por G[X,Y]. Si en
G[X, Y] cualquier vértice de X es adyacente a cualquier vértice de Y, entonces
G es llamada grdfica bipartita completa. Una estrella es una grafica bipartita
completa G[X,Y] con |X| =10 |Y|=1. Un apareamiento en una gréfica, es
conjunto de aristas que no comparten vértices. Un apareamiento perfecto es
uno que cubre a todos los vértices de la grafica. Una gréafica es escindible si
su conjunto de vértices puede partirse en un conjunto independiente y en un
clan. Una grafica es (k,[)-gréafica si su conjunto de vértices puede partirse en
k conjuntos independientes y en [ clanes [7]; entonces, una gréfica escindible
es una (1, 1)-grafica. Una trayectoria es una grafica cuyos vértices pueden ser
arreglados en una sucesién lineal (sin repetir vértices) de tal manera que cada
dos vértices consecutivos en la sucesion son adyacentes. Igualmente, un ciclo
de tres o mas vértices es una grafica cuyos vértices pueden ser arreglados en
una sucesion ciclica (sin repetir vértices) de tal forma que cada dos vértices
consecutivos en la sucesion son adyacentes. La longitud de una trayectoria o un
ciclo es el nimero de sus aristas. Un ciclo de longitud k& es llamado un k-ciclo;
el ciclo es par o impar de acuerdo a la paridad de k. Un 3-ciclo es cominmente
llamado tridngulo. A un ciclo C' formado por n vértices, vy, v, ...,v, € V, lo
denotamos por (v1vs...v;,), donde v; es adyacente de a v; 11 paral <i<n-—1
v v, es adyacente a v;. Una cuerda de un ciclo C' en una grafica GG, es una
arista en E(G) \ E(C) cuyos extremos son vértices no consecutivos de C.
Una gréfica G es cordal si cualquier ciclo de tamafio mayor que tres tiene un
cuerda.

A una trayectoria P formada por n vértices, vy, vs, ..., v, € V, la denotamos
por vyvs...v,, donde v; es adyacente de a v;;; para 1 < i < n — 1. Notese
que una trayectoria de n vértices tiene longitud n — 1. Para cualquier entero
positivo n, hay una tnica trayectoria con n vértices y un tnico ciclo con n
vértices, a esas graficas la denotamos por P, y C,, respectivamente. Si v; = x
y v, =y, decimos que P conecta a x con y y nos referimos a P como una
xy — trayectoria. Los vértices x y y son llamados extremos de la trayectoria,



x es su vértice inicial y y su vértice final. En este texto denotamos a una
xy-trayectoria por F,,. La longitud de la trayectoria mas corta entre x y y es
llamada distancia entre x y y, es denotada por dg(z,y). Si no hay trayectoria
que conecte a z y y, decimos que dg(x,y) = co. La conectividad de pares
de vértices en una grafica GG es una relaciéon de equivalencia en V. Cada
clase de equivalencia determinada por la relacion de conectividad es llamada
componente conexa o simplemente componente de GG. Una grafica es conexa si
para cualquier particion de sus vértices en dos conjuntos no vacios X y Y,
existe una arista con un extremo en X y un extremo en Y'; de otra manera
la grafica es inconera. Cualquier grafica G puede ser expresada de manera
tnica (salvo el orden) como una unién ajena de gréaficas conexas, donde,
las susodichas graficas son las componentes conexas de G. Para nosotros, la
excentricidad de un vértice v es la distancia mas larga que se puede obtener
entre v y los demas vértices de la componente conexa a la que pertenece; la
excentricidad de v se puede pensar como la distancia entre v y el vértice,
conectado con v, que estd mas distante a v en la grafica.

Una gréfica aciclica es una que no contiene ciclos. Una grafica conexa
aciclica es llamada drbol. Una grafica aciclica usualmente es llamada bosque.
Un vértice de grado 1 en un arbol es llamado hoja del arbol.

Dos graficas son ajenas si no tienen vértices en comun. Si H;, H, C G
son subgréficas ajenas de GG, en capitulos posteriores, diremos que H; esta
fuera de Hy o viceversa. Dos gréaficas G y H son iguales, escrito G = H, si
V(G)=V(H) y E(G) = E(H). Dos graficas Gy H son isomorfas, escrito,
G = H, si existe una biyeccién ¢ : V(G) — V(H), tal que, para u,v € V(G)
wv € E(G) siy solo si p(u)p(v) € E(H), tal funcién es llamada isomorfismo
entre G y H. Una copia de una grafica F' en GG, es una subgrafica de G
isomorfa a F'. En estas circunstancias, abusamos un poco del lenguaje y
decimos que F' esta contenida en G o que G contiene a F. En particular, para
m > 0, denotamos por mK, a m copias de la grafica completa K, ajenas
entre si.

Si v es un vértice de GG, podemos obtener una grafica con |V| — 1 vértices
eliminando a v de G y a todas las aristas que inciden en v, el resultado lo
denotamos por G — v. Una grafica obtenida a partir de la eliminaciéon de
vértices es llamada subgrdfica inducida. Si X es el conjunto de vértices elimi-
nados, a la subgrafica resultante es denotada por G — X. En este contexto, si
Y = V\X denotamos por G[Y] a la subgrafica resultante y nos referimos a
ella como la subgrafica inducida porY . Por ejemplo, la subgrafica inducida por
un clan es una subgréfica completa. En vez de G[{vy, va, ..., v, }] escribiremos
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Glvy, v, ..., vy].

Si F es una familia de graficas, decimos que G es libre de F si no contiene
copia alguna de F' € F como subgréfica inducida.

Una k-coloracion (por vértices) de una grafica es una asignacién de k-
colores a sus vértices. La coloracion es propia si no hay dos vértices adyacentes
que se les asigne el mismo color. Una gréafica es k-coloreable si ésta tiene
una k-coloracion propia. En el caso de una 2-coloracion propia, usualmente
se le llama bicoloracion. Cuando no especificamos la cantidad de colores,
simplemente le llamamos coloracion.

Un homomorfismo de una grafica G' en una grafica H es una funcién
f:V(G) — V(H), tal que f(u)f(v) € E(H) para toda uwv € F(G). Cuando
H es la grafica completa K, un homomorfismo de G en H, es simplemente una
k-coloracion propia de G (considerando que cada vértice de H representa un
color diferente y debido a que a vértices adyacentes en GG, f les asigna vértices
distintos en H). Asi, el concepto de homomorfismo es una generalizaciéon del
concepto de coloracién propia (de vértices).

Sea G una grafica de orden n con conjunto de vértices V' = {vy, va, ..., v, }.
Una matriz de adyacencia de G, es una matriz A de n x n, donde A(i,j) es 1
si v; y v; son vecinos, y 0 si no lo son.

Sea M una matriz cuadrada simétrica de tamano m sobre 0, 1, . Una
M-particion de una grafica G' es una particién Vi, Vs, ..., V,, de V(G) tal que
dos vértices distintos en partes (posiblemente iguales) V; y V; son adyacentes
si M(i,j) =1y no adyacentes si M (i, j) = 0; la entrada M(z j) = * significa
que no hay restriccién. Ya que admitimos que 7 = 7, un conjunto V; es
independiente si M (i,i) = 0, y un clan si M(i,7) = 1. Permitiremos que
V; = @, por ello no consideraremos las matrices donde M (i,7) = * (de lo
contrario cualquier grafica admitiria esa M-particion haciendo V(G) =V, y
las demds partes vacias) [3]. Sea H una gréfica, si de una matriz de adyacencia
de H obtenemos la matriz M, que resulta de cambiar los 1’s de la matriz de
adyacencia por *’s: entonces, una M-particién de una grafica GG es precisamente
un homomorfismo de G en H, (debido a que cada vértice de H representa
una parte en la M-particién y para cualquier grafica G donde exista un
homomorfismo de G en H admitird la correspondiente M-particion, es decir,
si dos vértices en G son adyacentes, el x permite que las imégenes bajo
el homomorfismo, se encuentren en las correspondientes partes en la M-
particién). En particular, si M es una matriz de tamano k con 0’s en la
diagonal y *’s fuera de ella, entonces una M-particién es precisamente una
k-coloracién de G. Por ejemplo:



0 *= x
A=+ 0 «]|, A2:<S ;) A3:<2 ’{) A4:<(1) é)
x* x 0

Aj representa una 3-coloracién, A, representa una biparticién, As repre-
senta un problema de graficas escindibles y A4 representa una biparticion
completa.

Sea M un patron, si una grafica G no admite un M-particion, decimos que
G es una obstruccion de M o una M -obstruccion. Decimos que una grafica F
es una obstruccion minima de M, si F' es una obstruccion de M pero cada
subgrafica inducida de F' si admite una M-particiéon. Por ejemplo, es bien
sabido que para la particion A, (biparticién), previamente mencionada, los
ciclos impares son todas sus obstrucciones minimas. Cualquier ciclo (impar o
no) en una grafica cordal contiene como subgrafica inducida a un tridngulo,
entonces, en el caso de graficas cordales, cualquier grafica con algun ciclo
como subgrafica, es una obstruccién de A, y, A tiene como tnica obstruccion
minima al triangulo.

Si M tiene una cantidad finita de obstrucciones minimas, entonces hay
una caracterizacién de las graficas que admiten una M-particiéon dada por
un conjunto finito de subgraficas inducidas prohibidas, y por lo tanto, un
algoritmo en tiempo polinomial para el problema de la M-particion.

Notemos que el problema de las (k,[)-graficas es un caso particular de
M-particién. El siguiente teorema nos sera de utilidad en el capitulo 4.

Teorema 1. [7] Una grdfica cordal es una (k,1)-grdfica si y sélo si no contiene
como subgrdfica inducida a (I + 1)Ky

Tomas Feder, Pavol Hell y Shekoofeh Nekooei Rizi, demostraron que si M
es una matriz de tamano m < 5, entonces el problema de M-particion es de
tipo polinomial [2]. Recordamos el teorema mencionado en la introduccion,
para graficas cordales:

Teorema Si M es una matriz de tamano m < 4, entonces M tiene una
cantidad finita de obstrucciones minimas, excepto para las matrices My y M,
las cuales tienen un cantidad infinita de obstrucciones minimas.

Entonces, para casi todas las particiones M de tamano m < 4, hay una
caracterizacion de la M-particion dada por un conjunto finito de subgréficas
inducidas prohibidas. Veamos que sucede con M; y M.
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Capitulo 2
M;i-particion

Esta seccion esta dedicada obtener las obstrucciones minimas, para graficas
cordales, de la particién representada por la matriz

0
M1: *
*

_— O %
O = %

Si bien es sabido que dichas obstrucciones son infinitas [2], nosotros
daremos la clasificacion completa. A saber:

Teorema 2. Sea G una grafica cordal. Entonces, G admite una M;-particion
si y solo si G es libre de Fy, Iy, F3, Fy, Fy, Fs, F7 y de cualquier grdafica de la
familia infinita F.

Donde:
F1 F2 F3 F4

F5 F6 F7
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2t+1

2t—1 2t

—0

3

2o (

t>2
Fi

Previo a la demostracion del teorema, serd necesario obtener los siguientes
resultados.

Lema 1. Sea G una grdafica cordal. Si G tiene a Fy como subgrifica, entonces
G tiene a F5 o F; como subgrifica inducida.

Demostracion. Consideremos la subgrafica Fy con la nomenclatura de
los vértices como se muestra en la Fig. 1, sin tomar en cuenta las aristas
punteadas:

Si no existen mas aristas, la misma -]
subgrafica es una Fj subgrafica indu-
cida. Si existe la arista {1,4},{2,5} o !
{3,6}, tendriamos a F; como subgrafi-
ca inducida. Ahora, si tenemos a {1, 3},
se forma el ciclo (1346) y por ser G cor-
dal debe existir {1,4} o {3,6} lo que
nos remite al caso anterior. Pasa algo ~ Tteeeeeee”
semejante si existe la arista {2,5} o Fig.1.

{3,6}.

Seao -

Lema 2. Sea G una grdfica cordal. St G tiene a Fg como subgrdfica, entonces
G tiene a Fs o F; como subgrdfica inducida.

Demostracién. Consideremos la subgrafica Fg con la la numeraciéon de
los vértices como se muestra en la Fig. 2, sin tomar en cuenta las aristas
punteadas:



13

Si no existen mas aristas, la misma
subgrafica es una Fy subgrafica indu-
cida. Si existe la arista {1,6}, {2,4} o
{3,5}, tendriamos a F; como subgrafi-
ca (inducida). Si tenemos a {1,3}, se
forma el ciclo (1563) y por ser G cordal
debe existir {1,6} o {3,5} lo que nos
remite al caso anterior. Pasa algo simi-
lar si existe la arista {4,6}. Y si existe
{3,4} entonces existe {1,3} o {2,4}. O

Llamaremos Fj a la grafica formada por 2Kj5.

Lema 3. Sea G una grdafica cordal. St G tiene a Fy como subgrdifica, entonces
G tiene a Fy, Fg o F; como subgrdfica inducida.

Demostracién. Llamemos A y B a los triangulos que forman a Fj:

Si hay tres aristas o mas entre el
triangulo A y el tridngulo B y las tres
inciden en un vértice vy (sin pérdida de
generalidad vy € V(A)), se obtiene a
F7 como subgréfica inducida de G, in-
ducida por los vértices vy y V(B) (ver
Fig. 3).

Si no es el caso, hay dos aristas (de
las tres o mas) que forman un aparea-
miento, por lo tanto hay un ciclo de
tamafio cuatro y por ser GG cordal hay
una tercera arista con la que se forma
Fs como subgréfica (ver Fig. 4) y por
el Lema 2 se tiene el resultado. Fig.4.

Por 1ltimo, si hay dos aristas o menos, no puede haber un apareamiento con
esas probables aristas, entonces existe un vértice vy que al quitarlo obtenemos
a F} como subgréfica inducida. O
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El siguiente resultado nos fue mencionado por Sebastian Gonzéalez Hermo-
sillo de la Maza; aparentemente no aparece demostrado en la literatura.

Lema 4. Sea G una grdfica cordal. Entonces, existe vg € V' tal que G — vy es
una grdafica bipartita si y solo si G no tiene como subgrdficas a Fs, Fr ni Fy.

Demostracion. La condicién suficiente puede ser escrita como:

Si G es cordal y tiene como subgraficas a Fy, F; o Fj, entonces, no existe
vp € V tal que G — vy sea una grafica bipartita.

La demostraciéon es inmediata, al identificar a cada uno de los vértices en
la respectiva grafica y notar que siempre hay un triangulo que no lo contiene.

Para la necesidad, procederemos por contradiccién. Supongamos que para
cualquier vértice vy € V, G — vy no es bipartita; de inmediato tenemos que G
no puede ser bipartita y por ser cordal existen al menos dos tridngulos como
subgraficas de G. Debido a que G no tiene a Fjy como subgrafica, tenemos que
todas las subgraficas de G que son tridngulos, comparten uno o dos vértices.

En principio tenemos dos casos: hay dos triangulos A y B, subgraficas de
GG, que comparten un vértice o que comparten dos vértices.

Caso 1: A y B comparten un vértice vy, entonces al quitar a vy, G no debe
ser bipartita, es decir, existe otro triangulo C, subgrafica de GG, al que vy no
pertenece y comparte vértice(s) con A y con B.

En el caso de que C' solamente com-
parta un vértice con A y un vértice con
B (ver Fig. 5), sucederia que su otro
vértice estaria fuera de A y de B, por lo
que tendriamos a F5 como subgrafica
de G, lo cual no puede pasar. Entonces
este caso se desecha.
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Ahora bien, en el caso de que C
comparta dos vértices con A y un vérti-
ce con B (ver Fig. 6), tendriamos a F7
como subgrafica de GG, lo cual no puede
pasar. Entonces este caso tampoco es
posible.

Caso 2: Ay B comparten dos vér-
tices v1 y v9. Al quitar vy, G no debe
ser bipartita, es decir, existe otro trian-
gulo (', en G, al que v; no pertenece,
comparte dos vértices con A y dos vér-
tices con B (de lo contrario estarfamos
en el Caso 1). La tnica forma de que
eso pase es que haya una arista extra
entre Ay B (ver Fig. 7), formando a
F; y contradiciendo nuestra hipotesis.

(%1

V2
Fig.7.

Por lo tanto, si G no tiene como subgraficas a Fs, F; y Fj, entonces existe

vg € V tal que G — vy es una grafica bipartita.

g

Hagamos un pequeiio paréntesis para dar un resultado interesante, analogo
al Lema 4 en el contexto de subgréficas inducidas, que nos sera de utilidad
més adelante. Para ello consideremos las siguientes dos graficas (cordales).

Fi

Foo

Corolario 1. Sea G una grdfica cordal. Entonces, existe vy € V' tal que G—vy
es una grafica bipartita si y solo si G es libre de Fy, Fg, F7, Fy, Fo1 y Foo.
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Demostraciéon. La condicion necesaria es inmediata. Es mas sencillo notarlo
si se considera la contrapositiva de la premisa y vemos que ninguna de las
graficas Fx, Fg, F7, Fy, For v Foe, tiene un vértice que al quitarlo quede una
grafica bipartita.

Por otra parte, del Lema 1, tenemos que si G no tiene a Fy y F; como
subgraficas inducidas, entonces G no tiene a F5 como subgrafica.

Obviamente, si G no tiene a F7 como subgrafica inducida tampoco la tiene
como subgréfica (por ser F; una gréafica completa).

En los primeros dos casos de la demostracién del Lema 3, llegamos a la
conclusion: si G tiene como subgrafica a Fj y hay al menos tres aristas entre
Ay B, entonces tenemos como subgrafica inducida a Fg o F7.

Y en el ultimo caso, cuando hay dos
aristas o menos, todas la posibles sub-
graficas que se puedan formar con esas
aristas, seran inducidas (porque ya no
hay mas aristas), es decir, Fy, Fo1 y Foo
(ver Fig.8), salvo isomorfismos. !

Fig.8.

Por lo tanto, si G no tiene como subgraficas inducidas a Fx, Fg, 7, Fy, Fop

y Fio, entonces, G no tiene a Fy, [ y Fy como subgraficas. Y por el Lema 4
existe vy € V tal que G — vy es una grafica bipartita.

O

Observacion 1. En el contexto del Lema 4, sea
B_, ={veV:G—v es bipartita},

sucede que si vy € B_,, entonces vy pertenece a todas las subgraficas de G que
forman un triangulo. Por ello, B_, tiene a lo mds tres elementos.

Observacion 2. Dada la relacion que hay entre las partes de la M -particion,
podemos inferir rapidamente la siguiente equivalencia:

Si vg es un vértice aislado de G. Entonces, G admite una M;-particion si y
solo si G — vy admite una M -particion.
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Lo anterior debido a que podemos adscribir al vértice aislado en el conjunto
independiente que no es completamente adyacente a algin otro.

En este sentido, si G es una grafica cordal no bipartita, al querer ver
si admite una M;-particiéon, sabiendo que no tiene a F; como subgrafica
inducida, podemos suponer que G es conexa.

Es claro que si F} no es subgrafica inducida de G, entonces tampoco lo
son Fy, Fo1 v Foe. De esta manera, utilizando nuestro Corolario 1, tenemos
que:

Lema 5. Sea G una grifica cordal. Entonces G es libre de Fy, Fs, F3, Fy, F,
Fs, F7 y de cualquier grifica de la familia F1 st y solo si existe un vértice
vg € V tal que G — vy es bipartita y no contiene como subgrdfica inducida a
Fy, Fy, F3, Fy ni a grafica alguna de la familia infinita JF;.

Es asi que, demostrar el Teorema 2 es equivalente a demostrar el siguiente.

Teorema 3. Sea G una grifica cordal. Entonces G admite una My -particion
st y solo si existe un vértice vg € V' tal que G — vy es bipartita y G es libre de
Fy, Fy, F3, Fy y de cualquier grifica de la familia infinita F.

Demostracion. Sea G una grafica cordal que admite una M;-particion.
Si G es bipartita entonces, es claro que al quitar cualquier vértice de G, GG
sigue siendo bipartita. Si G' no es bipartita, sean V7, V5 y V3 los tres conjuntos
independientes de vértices en GG correspondientes a la particion M, de tal
manera que V5 v V3 son completamente adyacentes. Como G no es bipartita,
Vi, V4 y V3 son conjuntos no vacios. Si V5 y V3 tuvieran més de dos elementos
cada uno, por ser completamente adyacentes, existiria un ciclo de tamano
cuatro y por ser GG cordal deberia haber una cuerda en V5 o en V5 lo que
contradice que son conjuntos de vértices independientes. Por lo tanto V5 o V3
se compone de un unico elemento, sin pérdida de generalidad digamos que
V3 = {v3}. Entonces, G — vz es una grafica bipartita.

Para continuar con la condiciéon necesaria, como queremos que G sea libre
de Fi, Fy, F3, Fy v de cualquier gréafica de la familia infinita F7; basta con
verificar que ninguna grafica en cuestion admite una M;-particion:

Con las mismas nociones de Vi, V5 y V3, podemos asignar colores a los
vértices de G de tal manera que si v € V;, i € {1,2,3}, a v le asignamos el
color 1, es decir, coloreamos a v del color 7. Luego, el color 3 esta representado
por un unico vértice y por la Observacion 1 estd en todos los triangulos.



18

M;i-particion

Caso F;: El color 3 debe estar en
el triangulo y la arista que estd desco-
nectada debe tener representados a los
colores 1y 2, pero el 2 no seria adyacen-
te al color 3. Por lo que F; no admite
una M;-particion.

Caso F3: Dado que en cada tridan-
gulo estan representados los tres colores
1,2y 3, en F; el vértice del tridngulo
que deberda estar coloreado del color
1 tiene un vecino extra fuera, el cual
tendria que estar coloreado de 2, sin
embargo éste no es adyacente al vértice
de color 3.

Caso F3: El color 3 esta dentro del
triangulo y cada arista que esta fue-
ra tiene representados a ambos colores
1 y 2. Sin embargo, no hay manera.
en Fj3, de que los dos vértices colorea-
dos del color 2, que estan en dichas
aristas, sean adyacentes al de color 3

Caso F4: En este caso hay un tinico
vértice que al quitarlo F, es bipartita,
entonces esta obligado a tener color 3,
por lo que los dos vértices de grado uno
deben tener color diferente, 1 y 2. No
obstante, ninguno de ellos es adyacente
al vértice de color 3.

----------

---------

- -
L d N ~

Vgl
-

Dagnb

-—'
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Caso Fi: De la misma manera que
en el caso anterior, sélo hay un vérti-
ce al que le podemos asignar el color 2n +1
3 (en cada una de las gréficas de la
familia F7). Entonces, la trayectoria
que nos queda al quitar dicho vértice,
estd obligada a que los colores 1 y 2
se vayan alternado. De esta manera, el
vértice inicial y el vértice final deben
tener diferente color asignado debido a
la longitud 2n de la trayectoria. Pero
ni el vértice inicial ni el vértice final es
adyacente al vértice de color 3.

Para la condicién suficiente; Si G es bipartita admite una M;-particién. Si
G no es bipartita, por la Observacion 2, podemos suponer que G es conexa.
Por la Observacién 1 tenemos tres casos como consecuencia de la cardinalidad
de B_,. Ahora bien, definimos el excentricidad de un vértice vy en G salvo A
(o fuera de A), donde A es subgréafica de G, como la excentricidad de vy en
G — A

Caso 1: Existen tres vértices vy, v1, vy € B_,, por la Observacion 1 hay un
unico triangulo A en G. Entonces, por ser G cordal, las posibles trayectorias
con vértice inicial vy, v; 0 v9 y vértice final en V(G — A), son ajenas.

Como G no contiene a Fy, no puede
suceder que los vértices tengan vecinos
fuera de A. Supongamos vy y vy si. Co- " A Vo
mo G no contiene a F3, v; y vy no
pueden tener excentricidad mayor que @ i BN O
1 (fuera de A) al mismo tiempo. Supon- ©) 0)
gamos que vy si. Como G no contiene ®"’ \“@
a Fi, v; no puede tener excentricidad
mayor que 2, lo que nos deja acotada Fig.9.

a la grafica (ver Fig. 9).

Entonces coloreemos a vy de color 1, vy de color 3, vy de color 2, a los
vecinos de vy (fuera de A) los coloreamos de color 1, a los vecinos de v; (fuera
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de A) a distancia 1 los coloreamos de color 2 y a los que estan a distancia 2
de color 1.

Caso 2: Solo hay dos vértices vy, vy € B_,. Si hubiera un tnico tridngulo
como subgrafica, sus tres vértices estarian en B_, y seria el Caso 1. Entonces
hay al menos dos triangulos. Ademas, v, y vy estan en todos los triangulos
contenidos en GG como subgraficas. Sea vy un vértice de tal manera que vg, vq
y vy forman un triangulo A en G. Dado que hay otro tridngulo diferente de A
al que no pertenece vy y como no puede existir F; como subgrafica inducida,
la excentricidad de vy fuera de A es a lo més 1.

Caso 2.1: Existe vy € V tal que
A = (vov1v2) € Gy vy tiene adyacen-
cia fuera de A. Como G no contiene
a Fy, ambos v; y v, no pueden tener
al mismo tiempo vecinos fuera de A
ni fuera de ningin otro triangulo que @
formen. Supongamos que v; si. Como
G no contiene a F, la excentricidad de
vy fuera de todos los triangulos en los
que estd es a lo mas 2 (ver Fig. 10).

Entonces coloreemos a v de color 3, a vy de color 1, a todos los vértices
que forman un triangulo con vy y vy, de color 2 y a todas sus adyacencias
fuera de sus respectivos triangulos de color 1, a los vecinos de v; (fuera de
todo tridngulo) a distancia 1, de color 2 y a los que estédn a distancia 2 de
color 1.

Caso 2.2: Todo vértice que forme
un tridngulo con v; y vs no tiene méas
adyacencias. Como GG no contiene a Fj, A
v1 Y v9 no pueden tener excentricidad v Uy
mayor que 1 (fuera de los tridngulos en
los que estén) al mismo tiempo. Supon- o) @
gamos que v; si. Y como GG no contiene ah

a Fi, v; no puede tener excentricidad
mayor que 2 (ver Fig. 11).

Entonces coloreemos a v; de color 3, vy de color 2, a todos los vértices
que forman un tridngulo con v y vq, de color 1, a los vecinos de vy (fuera de
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todo tridngulo) los coloreamos de color 1, a los vecinos de v; (fuera de todo
tridngulo) a distancia 1 los coloreamos de color 2 y a los que estan a distancia
2 de color 1.

Caso 3: Hay un tnico vértice vy € B_,,. Por la misma razén del Caso 2,
hay al menos dos triangulos. Supongamos que existe una trayectoria a partir
de vy de longitud 3, vovivov3, donde la distancia de vy a v; es justamente 4.
Entonces vy y v3 no pertenecen a tridngulo alguno (por no ser adyacentes a
Vo) y por tanto no pertenecen a ciclo alguno. Como vy no pertenece a B_,,
entonces, en G —v; debe haber un triangulo A el cual no tiene como vértices a
vy 1i v3, ademas, la arista vov3 no es adyacente al triangulo A, de otra manera,
vy 0 v3 pertenecerian a un ciclo, pues vy es un vértice de A. Sin embargo, con
Ay la arista v9v3, hemos obtenido a F}, lo que contradice nuestra hipdtesis.
Por lo tanto no existe tal trayectoria, es decir, la excentricidad de vy es a lo
mas 2.

Sean L; C Vi € {1,2}, tal que para todo v € L;, la distancia de vy a v es
i. En virtud de la definicién anterior, tenemos que V = {vg} U L; U Ly. El
conjunto de vértices Lo es independiente, ya que si hay una arista entre los
vértices de Lo, dicha arista estaria en un ciclo y sus respectivos vértices serian
adyacentes a vy. Entonces cada vértice en Lo solamente tiene vecinos en L y
como no esté en un ciclo, tiene grado 1. Ademés, G[L;] es un bosque y cada
una de sus componentes conexas es (propiamente) 2-coloreable de manera
Unica, salvo una permutacion de colores.

Supongamos que existen dos vértices adyacentes vy, vy € L1 y dos vértices
v, vy € Lg, de tal manera que v, es adyacente a v3 v vo es adyacente a vy.

Como v; no esta en B_,, debe haber
un tridangulo A en G que no contiene a
v1. Si los otros dos vértices de A, que
no son vy, son diferentes de vy, por lo
menos uno de ellos no es adyacente
a vy, entonces, ese vértice junto con
Vg, U1, Vg, U3 V Uy son los vértices de una
subgréfica F3 inducida en G. Entonces,
uno de los vértices de A tiene que ser
vg, llamémos v al otro (ver Fig. 12). Fig.12.

Si repetimos el procedimiento anterior para vy, deberia existir otro triangu-
lo B en GG que no contiene a v, y para evitar que se forme Fy, B deberia tener a
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v como vértice y otro, diferente de vy, que llamarémos vg. No obstante, como
ya no pueden existir mas aristas (de las que ya hay) entre vy, vy, va, V3, vy, U5
v vg, la subgrafica formada por los vértices mencionados, es una subgrafica
inducida igual a Fy.

Por lo tanto, si dos vértices vy, vy € L tienen vecinos en Lo, entonces v, no
puede ser adyacente a vs. De hecho, si vy, vy € Ly tienen vecinos en Lg, como
ningun elemento de F; puede ser subgrafica inducida en G, la distancia entre
v1 ¥ 9 es impar y mayor que 1. Esto quiere decir que en cada componente
conexa de G|[L4], los vértices con vecinos en Lo, estan del mismo lado de la
biparticion.

Por los argumentos anteriores, la siguiente M;-particién es apropiada: a
vp lo coloreamos con el color 3, a los elementos de Lo les asignamos el color 1,
a las componente conexas de G[L;] con adyacencias en Lo, las bicoloreamos
propiamente con los colores 1 y 2, de tal forma que a los vértices con vecinos
en Lo, les corresponda el color 2. Si alguna componente conexa de G[L1] esta
desconectada de Lo, la bicoloreamos propiamente de manera indistinta con
los colores 1y 2. Si hay vértices aislados en G[L;] les asignamos el color 2.
Con este tultimo caso concluimos la demostracion.

4

Corolario 2. FEl conjunto de grdficas formado por Fy, Fy, F3, Fy, Fs, Fs, F7 y
la familia infinita F1, es el conjunto de todas las obstrucciones minimas de la
particion representada por la matriz My para graficas cordales.



Capitulo 3

Dos familias infinitas de
patrones

Para cada n > 1, sea M™ matriz cuadrada de tamano (n + 2), tal que:

0 SR S
0 si 1=y, . 0
L 1 si t=n+1,j=n+2, " ‘
(M")is = 1 si i=n+2j=n+1, M= * ok
* en otro caso. * ¥* 0 1
* * 1 0

En este sentido, M; = M*.

Visto como una coloracion, conforme incorporamos mas colores, per-
mitimos que mas graficas admitan una M"-particiéon. De hecho, cualquier
obstrucciéon minima de M"™ admite una MP-particiéon para p > n. A pesar
de ello, para cada n siempre podemos encontrar algunas obstrucciones mini-
mas relativamente obvias, por ejemplo: la grafica completa K, 3 o la grafica
K, 1 UK, . El siguiente ejemplo no es tan trivial, consta de una familia
infinita de obstrucciones minimas correspondientes a M"™, para cada n > 1.

Ejemplo 1. Seann > 1 yt > 2, consideremos a las cuatro grdficas, ajenas
en vertices, Gy, G1,Gs y Py, donde Gy, Gy y Gy son copias de K,, y P; es
una trayectoria con 2t vértices, con extremos vy y vy. Entonces para cada n
y cada t consideremos a la grdafica F,; que estd formada por Go,G1,Gs y P,
donde Gy es completamente adyacente a P,, Gy es completamente adyacente
a v1 y Go es completamente adyacente a vo,. Y definamos, para cada n > 1,
a la familia infinita F* = {F,, :t > 2} (Fig. 13). En este contexto Fy = F'.
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Gy
O—F >
U1 V2 V3 -+ Uy
t>2
Fig.13: F"

Lema 6. F" es una familia infinita de obstrucciones minimas de M"™, n > 1.

Demostraciéon. Sea F,,; € F", para algunan > 1yt > 2. Con las
nociones de la seccién anterior, vemos a la particion en cuestion como una
(n + 2)-coloracion. Por los ceros de la diagonal se trata de una coloracion
propia. En G estan representados n colores y los dos colores restantes se van
alternado entre los vértices de P, asi, v; y vo; tienen colores diferentes.

Por el mismo analisis que en M;, debido a los ceros en (M™);;, para
i € {n+1,n+2}, como F,; no es (n+ 1)-coloreable propiamente, debe existir
un vértice v,42 € V(F,4) tal que G — v,19 es (n 4 1)-coloreable propiamente
y exista un conjunto V,.; C V(G) tal que v, 42 y V,, 11 sean completamente
adyacentes. Para que G — v,,5 sea (n + 1)-coloreable, la tinica manera es que
Unt2 € V(Gp). Como el color n + 2 no estd representado en G y Ga, y dado
que vy y vy tienen colores diferentes: el color n + 1 debe estar en V(Gy) o en
V(Gs); por lo que v,42 no seria completamente adyacente a todos los vértices
de color n + 1. Y asi, [},; no admite un M"-particion.

Para ver que es obstrucciéon minima, sea vy € V(F),;), sin pérdida de
generalidad tenemos tres casos: vy € V(Gy), vg € V(G1) o vy € V(P;). En
cada caso daremos una coloracion propia, de G — v, en la que los vértices
de color n + 2 y los vértices de color n 4+ 1 sean completamente adyacentes.
Si vy € V(Gp), coloreamos a V(Gy — vg) con los primeros n — 1 colores, a
V(G1) lo coloremos con los primeros n — 1 colores y el color n+1, a V(F;) lo
bicoloreamos de tal manera que v; tenga el color n y vy el color n + 1, y a
V(G2) lo coloreamos con los primeros n — 1 colores y el color n. La anterior es
una (n + 1)-coloracién propia de F,; — vg. Ahora, si vy € V(Gy), coloreamos
a V(Gy) con los primeros n — 1 colores y el color n+ 2, a V(G — vg) con los
primeros n — 1 colores, a V(P;) lo bicoloreamos de tal manera que v; tenga
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el color n y vy el color n+ 1, y a V(G3) lo coloreamos con los primeros n
colores. Esta coloracién induce una M"-particiéon de F), ; — vg. Por ltimo, si
v € V(F;), coloreamos a V' (G) con los primeros n— 1 colores y el color n+2,
a V(Gy) y V(G3) con los primeros n colores, respectivamente, y a V (P, — vg),
lo bicoloreamos con los colores n y n+ 1 de tal manera que v; y vy, tengan el
color n + 1, o s6lo uno, dependiendo de si vy = v1 0 vy = v9;. También, esta
coloracién induce una M"-particiéon de F), ; — vp.

De los tres casos, concluimos que si vy € V(F, ), entonces F,, ; — vy admite
una M"-particién. Por lo tanto, /™ es una familia infinita de obstrucciones
minimas de M".

]
Para cada n > 1, sea M,, matriz cuadrada de tamafio (n + 2), tal que:

0 = * .- %
0 si 1=y, « 0 1
)1 osioi>1,5 >0, _
(M) =Y 1 & j>1i>] Mu=1 =1
* en otro caso. S 0 1
* 1 1 0

Siendo asi, M, de la seccién anterior, es consistente con esta definicion.
Claramente, si G admite una M, -particiéon, entonces, G' admite una M,-
particiéon para toda p > n.

En este caso, igual que en el anterior, K, 3 es una obstruccién minima.
Una obstruccién minima, un tanto mas interesante, es la siguiente:

Ejemplo 2. Sea G, la grdfica con vér-
tices vy, Vg, U3, Vg, Vs, Vg Y €l conjunto de
vértices del clan v; = K,,_1, tal que, los
vértices de vy son adyacentes a todos
los vértices, vs es adyacente a todos los
vértices excepto a vg, v4 €S adyacente a
todos los vértices excepto a vy y ademds,
vy es adyacente a vy Y, Us €S adyacente
a vg (ver Fig. 14). Observemos que G,
no admite una M, -particion ya que no
existe un clan U de n vértices tal que
G, — U sea una grdfica bipartita.
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Ahora, si n = 1, no existe vy, GG, es isomorfa a Fy y de la seccién anterior
sabemos que es una obstruccién minima de M;. Cuando n > 1, si quitamos
un vértice vy de vy, al clan {(v; — vg), v3,v4} lo coloreamos con los dltimos n
colores, a vy y v5 de color 2 y, a v; y vg de color 1. Si quitamos al vértice vy,
coloreamos al clan {v7,v4} con los tltimos n colores, a vo y v5 con el color 2y,
a vz y vg con de color 1. Si quitamos al vértice vy, coloreamos al clan {v7, vs}
de los ultimos n colores, a v3 y vg de color 2 y, a vy y vy de color 1. Finalmente,
si quitamos al vértice vs, coloreamos al clan {v;, v4} con los tltimos n colores,
a V9 v U5 de color 2y, a v1 y vg de color 1. Los casos en donde quitamos a vg, vs
y v4 son analogos a los casos en donde quitamos a vy, vs ¥ v3, respectivamente.
Es asi como concluimos que (,, es una obstrucciéon minima de M,, para cada
n > 1.

Lema 7. F; es una familia infinita de obstrucciones minimas de M,, n > 1.

Demostraciéon. Sea [, € Fj. Segun la configuraciéon de M,,, debe de
existir un clan U; con a lo méas n + 1 vértices tal que Fy; — U; es un conjunto
independiente o un clan U, con a lo mas n vértices, tal que, F}; — U, es una
grafica bipartita de tal manera que cada arista de F3; — Us tiene un extremo
completamente adyacente a los vértices de U, en Fi ;. El primer caso no se
cumple y en el segundo, el tnico clan que lo cumple esta conformado por
un vértice y la particiéon seria equivalente a M, y asi, F7; no admite una
M,,-particién. Tomando en cuenta el Corolario 2, sabemos que si vy € V(F4),
entonces [}, — vy admite una M;-particiéon, luego, F; — vy admite una M,,-
particion. Por lo tanto, F; es una familia infinita de obstrucciones minimas
de M,,, n > 1.

O

Ahora, consideremos a la grafica H, cuyos vértices son el clan K, o v el
conjunto independiente de n + 2 elementos, I,,5, de tal manera que hay un
apareamiento con los vértices de K, .o v los vértices de I, 5. Es facil verificar
que H, es una obstruccion minima de M,. En general, si consideramos un
conjunto independiente I,,, m < n + 2, una particion P,, de K, .2, en m
conjuntos distintos del vacio, y para cada parte de P, existe un inico elemento
en I, tal que son completamente adyacentes, la grafica que inducen K, o
y I,,, también es una obstruccion minima de M;. Mas general, si fijamos
un conjunto K9 C K, 12, n0 < n, permitiendo que K,y = &, hacemos el
mismo procedimiento anterior pero con K, = K, .o — K, y adicionalmente
pedimos que los elementos de un subconjunto, no vacio, del respectivo I,,1,



27

sean totalmente adyacentes a Ko, obtendremos més obstrucciones minimas
de M,,. Como se habra notado, los ejemplos anteriores son graficas escindibles.

Asi pues, cuando n aumenta todo indica que la cantidad de obstrucciones
también lo hace. ;Qué otras estructuras pueden aparecer cuando n tiende a
infinito? y mas interesante atn, ;qué obstrucciones trascienden a la n?, es
decir, las obstrucciones que son constantes para toda n o a partir de alguna
n, por ejemplo: F; y la familia infinita F;.
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Dos familias infinitas de patrones




Capitulo 4
M o-particion

Esta seccion esta dedicada obtener las obstrucciones minimas, para graficas
cordales, de la particién representada por la matriz

0
M = *
*

—_— O ¥
—_ = %

Teorema 4 Sea G una grdfica cordal. Entonces, G admite una M. -particion
si y solo si G es libre de Fy, Fy, I3, Fy, F5, Fg, Fr, Fg, Fy y de cualquier grifica
de las familias infinitas Fy y Fa.

Donde:

2 A

Fy

&

Fy

Fr
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Ne

Fy Fy

2t +1 20+1 2t +2

2t—-1 2t 1

—0

3

e

3

O C

t>2 t>2
Fi Fo

Previo a la demostracion del resultado principal, sera necesario desarrollar
una serie de resultados para escudrinar la esencia de las estructuras implicitas
en la particion M,,. Notemos que: aqui también es valida la Observacién 2 y
que, cualquier grafica bipartita o escindible admite una M -particién.

Lema 8. Sea G una grifica cordal, sea A C 'V un clan minimo por contencion
tal que G — A es una grdafica bipartita y sea Ay C A. Entonces A — Ay es clan
minimo por contencion tal que (G — Ag) — (A — Ap) es una grdfica bipartita.

Demostracién. Es claro que (G — Ag) — (A — Ap) es una gréfica bipartita,
veamos que (A — Ap) es minimo por contencién con esta propiedad. Por
contradiccién, supongamos que existe otro clan A C (A — Ayp), tal que
(G — Ap) — A’ es una grafica bipartita. El clan (A" U Ag) C A satisface que
G — (A" U Ap) es una grafica bipartita, contradiciendo que A es minimo por
contencién con esa cualidad. Asi es como llegamos al resultado deseado.

U

Lema 9. Si G es una grdfica cordal con C = (v1vs...v,) un ciclo con n > 3
vértices. Si vy mo es adyacente a vy, Vs, ..., Uy, entonces hay una cuerda con
extremos vy y vs.

Demostracion. Sea Cy C G un ciclo de longitud minima de manera
que vy € V(Cy) C V(C). Si |Cy| > 3, hay una cuerda en Cp, como vy
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no es adyacente a vy, vs, ..., v,, dicha cuerda no tiene a vs como extremo y
obtendriamos un ciclo de longitud menor a la de Cy del que vy seria vértice,
contradiciendo su eleccion de Cy. Asi pues, |Cy| = 3 y, nuevamente, como vy

no es adyacente a vy, vs, ..., Uy, U1 €s adyacente a vs.
O

Observacién 3. Si G es una grdfica cordal, A C V es un clan y ab €
E(G — A), entonces los vecinos de a en A estin contenidos en los vecinos de
b en A o viceversa. De lo contrario, habria un ciclo de tamano cuatro.

Observacion 4. Si G es una grdfica cordal y C C G es un ciclo, entonces
hay un tridngulo con vértices de C'. Por esta razom, si A CV es un clan tal
que G — A es bipartita, no hay ciclos con los que no comparta vértices.

Lema 10. Sean G una grdafica cordal y A CV un clan de G tal que G — A
es bipartita. Si v1vs...v, es una trayectoria en G — A y los vértices de Ay C A
son vecinos de vy y v, simultaneamente, entonces los vértices de Ay también
son vecinos de v; para toda i € {2,3,...,v,_1}.

Demostracién. Por contradiccion: sea i € {2,3,..,n — 1} tal que v;
no es vecino de algiin x € Ay, sea m = maz{j € {2,3,..,n— 1} con j <
i, tal que v; es vecino de z} y sea M = min{j € {2,3,..,n — 1} conj >
i, tal que v; es vecino de z}. Entonces, (UpUpm+1...0p2) €s un ciclo que no
tiene cuerdas con extremo x. Por el Lema 9 existe una cuerda entre v,, y vy,

por tanto, un ciclo fuera de A, contradiciendo su cualidad.
O

Lema 11. Sea G una grdfica cordal libre de Fy, Fy y F3. Sea A C V clan
minimo por contencion tal que G — A es bipartita, con |A] = n. Sea ab €
E(G — A), entonces:

a) Sin =3, a ob tiene al menos dos vecinos en A.

b) Sin =2, existe vg € V tal que G — vy es bipartita o a o b tiene al menos
un vecino en A.

Demostracion. Demostraremos ambos incisos al mismo tiempo y por
contradiccién. Sea A = {z,y,2} o0 A= {y, z} en su debido caso. Como G es
libre de Fi, cuando n = 3 existe al menos una arista entre ab y A, sin pérdida
de generalidad digamos que el conjunto de vecinos de b en A estd contenido
en el conjunto de vecinos de a en A y supongamos que dicho conjunto es
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unicamente x. Entonces, por ser A minimo por contencién con la propiedad
de G — A bipartita, al omitir {z,y} o {y} cuando n = 2, existe un tridngulo
A, que tiene como vértice a z y al omitir {z, 2z} o {z} cuando n = 2, existe
un tridngulo A, que tiene como vértice a y. Nuevamente como G es libre de
Fi, ab tiene al menos un vecino en A, y en A, (diferentes de y y z). Tenemos
tres casos en los que los tridngulos pueden o no compartir vértices.

Caso 1: Los tridngulos A, y A, no comparten vértices. Sean v, y v,
vecinos de ab en A, y A, respectivamente.

Entonces los vértices a o b junto a b
con vy, Yy, 2 y v, forman un ciclo. Dado ;
que G es cordal y ab no tiene de vecino \ x
a y ni z, entonces, ambos v, y v, son
vecinos de a o de b y hay una cuerda v Yy / \z

entre ellos (ver Fig. 15). De esta mane- v

ra hay un tridangulo fuera de A, lo que
contradice la propiedad de que G — A Fig.15.
es bipartita (Observacién 4).

Caso 2: Los tridngulos A, y A,
comparten dos vértices v y vq. Se for-
man dos nuevos triangulos Ay = (yzv)
y ANy = (yzvy). Por ser G libre de F y
como ab no tiene de vecinos a y y z, ab
tiene como vecinos a v, y vy (ver Fig.
16). Por tanto, se forma un ciclo fuera
de A con los vértices a y/o b, v1 y v,
contradiciendo nuestra hipdtesis.

Caso 3: Los tridngulos A, y A,
comparten un unico vértice vy. Similar
a los casos anteriores, si ab tiene mas de
un vecino en V(A,)UV(A,), se forma-
ria un ciclo fuera de A. Por ello, sélo vy
es vecino de ab (ver Fig. 17) y, de esta
manera, si n = 3: tenemos en G — vy
a Fy o F3 como subgrafica inducida,
dependiendo de si b es 0 no adyacente
a x, contradiciendo la hipdtesis.
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Y sin =2y G — vy es bipartita tenemos el resultado pero si G — vy no
es bipartita: existe un tridngulo A fuera de vy, dicho triangulo deberia de
tener a y o z (supongamos y) como vértice pero no a a o b ya que estamos
suponiendo que no son adyacentes. Como G es libre de F}, ab tiene como
vecino a un vértice de A\, digamos w, diferente de y y z. Asi pues, tenemos
un ciclo con vértices en {a, b, vy, y, w} y como y no es vecino de ab hay una
cuerda entre vy y w, por ende un ciclo fuera de A.

Por lo tanto ab tiene al menos dos adyacencias en el conjunto A y por la
Observacion 3 tenemos el resultado.

O

Este resultado es la clave para un resultado méas general:

Lema 12. Sea G una grdfica cordal libre de Fy, Fy y F3. Sea A C V clan
minimo por contencion tal que G — A es bipartita, con |A| = n > 3. Sea
ab € E(G — A), entonces, a o b tiene al menos n — 1 vecinos en A.

Demostracion. Por contradiccién. De la Observacion 3, sin pérdida de
generalidad asumamos que los vecinos de b en A estan contenidos en los
vecinos de a en A. Supongamos que a tiene menos de n — 1 vecinos en A.
Entonces existen dos vértices v; y vy en A que no son vecinos de a (ni de
b), como G es libre de Fj, a es adyacente a los deméas vértices de A. Sea
vo un vértice de A diferente de vy y vo (n > 3) y consideremos el tridangulo
A = (vgvyv2). Por el Lema 8, V(A) es minimo por contencién que satisface
que (G—(A-=V(A)))—=V(A) es una grafica bipartita, donde ab es tinicamente
adyacente a v, esto contradice al inciso a) del Lema 11. Por lo tanto a tiene
al menos n — 1 vecinos en A.

O

Para cada i € {1,2} y para cada t € N, con ¢t > 2, denotamos por Fj; al
(t — 2)-ésimo elemento de la familia F;.

Lema 13. Sea G una grdfica cordal libre de Fy 3, Fi, Fy, Fy, Fy, F5 y Iy, sea
Ay CV, con |Ay| =n > 2, clan minimo por contencion tal que G — A; es
una grdafica bipartita. Supongamos que existe ab € E(G — Ay) con exactamente
n — 1 vecinos en Ay y que, en el caso n = 2, no existe vy € V tal que G — vy
es bipartita. Entonces existe Ay C V', clan, tal que:

a) G — As es bipartita, |AyN Azl =n—1ya ob es completamente adyacente
a AQ.
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b) Para cualquier arista fuera de As, al menos uno de sus extremos es
completamente adyacente a As.

c) Siv, = A1 — Ay, sea T la componente conexa que contiene a v, en
(G — Ay). Entonces, para todo w € V(T) sucede que dr(w,v,) < 2.
Ademas, si existe wy € V(T) con dr(we,v,) = 2, todo w € V(T),
vecino de v,, es completamente adyacente a As.

Demostraciéon. Por la Observacin 4 la componente conexa 7" es un arbol.
De la Observacién 3, sin pérdida de generalidad supongamos que los vecinos
de b en A; estan contenidos en los vecinos de a en A;. Como G libre de
Fi,Fy y F3, el Lema 12 o, en su debido contexto, el inciso b) del Lema 11 es
aprovechable. Sea A; = {vy, vy, ..., v, }, de tal manera que vy, vy, ..., v,_1 son
vecinos de a, sea H = G[A; — v,] (H = v; en el caso n = 2).

Demostracién del inciso a): Por ser A; minimo por contencién tal que
G — A; es bipartita, existen uy,uy € V(G —{A4; U{a,b}}) tal que {uy, us,v,}
forman un triangulo. Como G es libre de Fi y v, no es adyacente a a, sin
pérdida de generalidad sea u; vecino de ab. Si b es adyacente a u; y si
suponemos que existe i € {1,2,....,n — 1} tal que b no es adyacente a v,
tendriamos el ciclo (abujv,v;), dado que v, no es vecino by G es cordal, existe
una cuerda con extremos a y u; y tendriamos el tridngulo (abu,) fuera de
Ay, contradiciendo una de nuestras hipdtesis. Entonces b es adyacente v; para
todo i € {1,2,...,n — 1}, salvo un intercambio entre a y b, podemos suponer
que desde el principio a es adyacente a u; (y b no).

Para cada i € {1,2,...,n—1} se for-
ma el respectivo ciclo (aujv,v;). Dado
que G es cordal y a no es adyacen-
te a v, implica que u; es adyacente a
v; para todo ¢ € {1,2,....,m — 1} (ver
Fig. 18). Entonces proponemos al clan
A2 = {Ul, V2, ..., Un_1, ul}.

(751 U9
Fig.18.

Veamos que G — A, es bipartita; supongamos que no, esto es, existe un
tridngulo A C (G — A,). Como G — A; es bipartita entonces v, € V(4A),
como v, no es vecino de a ni de b, entonces a,b ¢ V(A). Tenemos dos casos
dependiendo de si uy pertenece o no a los vértices de A:
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Caso a.l: uy € V(4), A =
(vyugx), como G es libre de Fy, ab de-
be tener de vecino a us o = (ver Fig.
19), asi, existe un ciclo con vértices en
{a,b,uy,us, x} fuera de A;, contradi-
ciendo una hipotesis.

Caso a.2: uy no es vértice de A\ = a b
(vpzy). Como G es libre de Fy, a 0 b es '
adyacente a x (sin pérdida de genera-
lidad). Siendo asi, existe un ciclo con
vértices en {a, b, x,v,,u; }. Puesto que
v, NO es vecino de a ni de b y b no es
vecino de uq, entonces x es vecino de a
y de u; (Fig. 20), por lo que existiria el
ciclo (azuy) fuera de A;, contradiccion. ()

Fig.20. 2

Por lo que efectivamente, G — Ay es bipartita, |A;NAs| = [{v1, v2, ..., Vp_1}]
=n — 1y a es completamente adyacente a A,.

Demostracién del inciso b): Continuaremos con la nomenclatura desa-
rrollada en el inciso anterior. Sea cd € E(G — Asg), veamos que al menos un
extremo es completamente adyacente a As,.

Caso b.1: a o v, es extremo de cd. Por la definicién de A, el resultado
es inmediato.

Caso b.2: c=by d#a (d¢ {v,,uz}, no es posible). Sabemos que b no
es adyacente a v, y dado que a es adyacente a uy, b no puede ser adyacente a
uq ni ue para no formar un ciclo fuera de A;.

G es libre de F), entonces d tiene
algin vecino en {uy,ug,v,}. Si fuera
uy 0 us tendriamos el ciclo (abduy) o el
ciclo (abdusuy ), respectivamente, fuera
de A;. La tnica posibilidad es que d
sea adyacente a v, ( ver Fig. 21).
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Sin embargo, se formaria el ciclo (abdv,u;) y como v, no es adyacente a
a ni b, por ser GG cordal, existe la cuerda con extremos d y uy, asi, existe el
ciclo (abduy) fuera de A;. Entonces este caso no es posible.

Caso b.3: ¢c = uy y d # v, (d ¢ {a,b}, no es posible). Por el inciso a)
G — A, es bipartita, entonces d no es vecino de v,,, ademas, d tampoco puede
ser vecino de a o b porque tendriamos un ciclo fuera de A; con vértices en

{(l, b7 da Uz, ul}-

Si existiera i € {1,2,...,n — 1} tal
que us no es adyacente a v;, entonces
d tampoco es adyacente a v; (por el
posible ciclo (v;dugvy,)). Por tltimo, co-
mo G es libre de Fi, b no puede ser
adyacente a v; (Gla, b, v;, ug,d]). Pero
Gla, b, v;, vy, U1, ug,d] es copia de Fi 3.
Por lo tanto v; es vecino de uy para
todo i € {1,2,...,n—1}, asi, uy es com-
pletamente adyacente a A, (Fig. 22).

U1 Ug = C
Fig.22.

Caso b.4: {c,d} N{a,b,v,,us} = @. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que los vecinos de d en A; estan contenido es los vecinos de ¢ en A;.
Tenemos dos subcasos: ¢ tiene n — 1 o n vecinos en A;.

Caso b.4.1: ¢ tiene n — 1 vecinos
en A;. Supongamos que dichos vecinos
son diferentes de los vecinos de a en
Ay, a saber, ¢ no es adyacente a v, pero
¢ si es adyacente a {vy,v3, ..., v, }, sea
Hy=H—v (H =@sin=2). Como
G — A, es bipartita, sucede que ¢ no es
adyacente a uy y d no es adyacente a
U, N Us.

U2

Uy
Fig.23.

Ahora, si hubiera una arista entre {a,b} y {c,d}, dado que G es cordal y
v, No es adyacente a a, b ni d, existiria una arista entre u; y ¢, por lo que se
formarfa un ciclo con vértices en {a, b, ¢, d,u;} fuera de Ay, por esto no hay
aristas entre {a, b} y {c, d}. En este sentido, como G es libre de Fi, tenemos
que b no puede ser adyacente a v;. Ademas, d no puede ser adyacente a uq,
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de lo contrario del ciclo (cdujv,) obtendriamos el triangulo (cdu;), fuera de
Aj. Sin embargo, como G es libre de F} cd debe tener al menos un vecino en
el tridngulo (ujv;a) y la inica manera es que ¢ sea adyacente a u; (ver Fig.
23). Pero la subgréfica G|a, b, ¢, d, uy,v1, v, serfa isomorfa a Fi 3. De ahi que
este subsubcaso no es posible.

Consideremos que los n — 1 vecinos de ¢ en A; coinciden con los vecinos
de a en A;. Como G es libre de Fi, cd debe tener vecinos en {u, us, v, },
no puede ser v, y, u; v us no pueden ser al mismo tiempo adyacentes a cd,
existiria un ciclo fuera de A;.

Si el tinico vecino de cd fuera wuo,
independientemente de si es vecino de
¢ o d (no ambos, por Ay), no hay aris-
tas entre {a,b} vy {c,d} (por A;), ni
hay maés aristas entre {a, b} y {uy,us}
(ver Fig. 24). Por lo tanto, tendria-
mos una subgrafica de GG, inducida por
{a,b,¢,d,uy,us,v,} isomorfa a F;, con-
tradiccion. Por esta razon, el tnico po-
sible vecino de cd en {uy, us,v,} es uy.

u Uu
' Fig.24.

Entonces, por la Observaciéon 3 y dado que ambos ¢ y d no pueden ser
adyacentes a u; (por A;), salvo un cambio de nombres, ¢ es completamente
adyacente a As.

Caso b.4.2: ¢ es completamente adyacente a A;. Por contradiccién,
supongamos que ¢ no es adyacente a u;. Entonces d tampoco puede ser
adyacente a u;.

Por A,, ¢ no es adyacente a us ni
d adyacente a v, y por ello tampoco
d es adyacente a us. Analogamente a
los casos anteriores: por A; y dado que
v, No es adyacente a a,b ni d, no hay
adyacencias entre {a,b} y {c,d} y tam-
poco hay mds adyacencias entre {a, b}
y {u1,us} (ver Fig. 25).

2

U1l u
Fig.25.
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En consecuencia, Gla, b, ¢, d, uy, ug, v,] es F7, de ahi que nuestra suposiciéon
es incorrecta y c si es adyacente a u; y por lo tanto completamente adyacente
a AQ.

Ya agotamos todos los casos. Si sucediera que para alguna arista cd €
E(G—As), conwv, ¢ {c,d}, ambos extremos fueran completamente adyacente a
Ay, tendriamos un tridngulo (cdu, ) fuera de A;. Entonces, en estas condiciones
s6lo un extremo puede ser completamente adyacente a As.

Demostracién del inciso c): Primero veamos que no existe un vértice
en G — Ay a distancia tres de v,,. Por contradiccién, supongamos que existen
wy, we, ws C V(G — Ay) (distintos de v,), tal que dr(w;,v,) = i para cada
i € {1,2,3}. Por el inciso b) wy o w3 es totalmente adyacente a As. En
cualquier caso, como v, es totalmente adyacente a A,, por el Lema 10,
tenemos que tanto w; como wy son totalmente adyacentes a A, y por lo tanto
tendriamos el triangulo (wjwouy ), fuera de Ay, contradiccién. Por lo tanto no
existe tal trayectoria y cualquier vértice que se encuentre en T, estd a lo mas
a distancia dos de v,,.

Por esto, como ni a ni b son adyacentes a v,, sucede que ab no es arista
de T, es decir, a y b no pertenecen a la componente conexa que contiene a v,

en G — A,.

Si existen wy, we € V(G — As) con
dr(w;,v,) =i para ¢ € {1,2}. Por el
inciso b) wy 0 wq es totalmente adya-
cente a Aj. Si fuera wsq, por el Lema
10 y dado que v, es adyacente a u,
existiria el tridngulo (wywseuy) (fuera
de A;). Entonces, wy es completamente
adyacente a As y ws no lo es, de hecho,
no es adyacente a u;.

U1 w
Fig.26.

Ahora, si ademaés existiera w € V(G — Ay) a distancia uno de v, dife-
rente de wy, veamos que todos los vértices de A, son vecinos de w. Si u;
no fuera vecino de w, la subgrafica inducida Gla,b, uy, v, wy, ws, w| seria
isomorfa a Fy, entonces si son adyacentes. Por tltimo, supongamos que exis-
te i € {1,2,...,v,-1} tal que v; no es vecino de w. Si wy no fuera vecino
de v;, Gla, b, v;, v,, wy, we, w| serfa una copia de Fy o Fy, dependiendo si b
es o no adyacente a v;, luego, v; tiene que ser vecino de ws. Sin embargo,
Gla, b, vy, uy, vy, w, wy, ws| es Fy o F5, dependiendo de si v; es vecino de b o0 no
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(ver Fig.26). Por lo tanto, w es totalmente adyacente a Ay. Y este resultado
concluye la demostracion del lema.
O

Lema 14. Sea G una grdfica cordal libre de cualquier grifica de las familias
Fi1y Fo. Sea A C V clan, con G — A bipartita y tal que un extremo de
cualquier arista en G — A, es completamente adyacente a A. Entonces, si u y
v son parte del mismo drbol T en G — A tal que u y v no son completamente
adyacentes a A, dr(u,v) es par o igual a 3.

Demostracién. Por contradiccion, supongamos que existen u,v € V(G —
A) que satisfacen la hipdtesis y sucede que la distancia d = dr(u,v), es impar,
diferente de 3.

Tenemos dos opciones, 1: existe © € A tal que x no es vecino de u ni de v
0 2: existen x,y € A tal que x es vecino de u pero no de v y y es vecino de v
pero no de wu.

Por hipétesis d no puede ser 1. Sea P, la trayectoria en T desde u a
v. Nuevamente, por hipdtesis, los respectivos vecinos inmediatos tanto de u
como de v, son completamente adyacentes a A. Si d fuera mayor que 3, por el
Lema 10, cada vértice de P,, — {u,v} es completamente adyacente a A. De
manera que, en cada caso, 1 0 2, G|V (P,,) U{z}] o G[V(P,,) U{z,y}] serfan
isomorfos a Fy; o Fy, respectivamente, donde ¢ = (d + 1)/2. De modo que
d = 3 o un nimero par.

O

Finalmente nos encontramos en condiciones de demostrar nuestro resultado

principal.

Teorema 4. Sea G una grdfica cordal. Entonces, G admite una My, -particion
si y solo si G es libre de Fy, Fy, F3, Fy, Fy, Fg, Fr, Fg, Fy y de cualquier grifica
de las familias infinitas F1 y Fo.

Demostracién. En general, si una grafica G admite una M -particion,
existen una particion de V' en tres subconjuntos Vi, V5 y V3, de tal manera
que V; v V5 son conjuntos independientes, los vértices en V3 forman un clan y
los vértices de V5 son totalmente adyacentes a los vértices de V3. Dicho clan
debe cumplir, al menos una de las dos propiedades siguientes, P;: G — V3 es
un conjunto independiente o P»: G — V3 es una grafica bipartita de tal manera
que cada arista de G — V3 tiene un extremo completamente adyacente a los
vértices de V3 en GG. Para mayor comodidad podemos ver esta particion como
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una coloraciéon, donde a cada vértice le asignamos el color ¢« dependiendo de
si el vértice pertenece a la particion V; con i € {1, 2, 3}.

Continuamos la demostracion de la condicién necesaria por contrapositiva.
En particular, F7 y F7 no cumplen la propiedad P; ni la propiedad Ps, por
lo que dichas graficas no admiten una M -particiéon. En los casos restantes,
las graficas Fb, F3, Fy, F5, Fg, Fg, Fy, F1 v JFa, ninguna cumple P; pero hay un
unico clan V3 que cumple P». Identifiquemos a los respectivos vértices de
V3, por x y y o inicamente por x, dependiendo el caso, como se muestra a
continuaciéon y tomemos en cuenta a los vértices a y b:

T x Yy

a b a b
FR F9

T x Y

2t—-1 2t 1

2t—1 2t

—0Q

3

DO (

3

o C

t>2 t>2
Fi Fo

En cada caso, a los vértices x y y les corresponde el color 3 y al resto se
les debe colorear propiamente con 1 y 2. Sin embargo, la distancia entre a
y b es impar, es decir, les corresponden colores diferentes, pero, ninguno es
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completamente adyacente a V3. Por lo tanto, Fy, F3, Fy, Fx, Fg, Fg, Fo, F1 y Fa
no admiten una M-particion.

Para la condicién suficiente, como G es libre de Fy, G es libre de 2K3 (dos
tridngulos ajenos), por el Teorema 1 en [7] G es una (2, 1)-gréfica, asi, existe
un clan A tal que G — A es una grafica bipartita. Sea A; clan minimo por
contencién tal que G — A; es bipartita, con |A;| = n.

Caso 1: n > 2. Sin = 2 y existe un vértice vy tal que G — vy es bipartita,
considérese el Caso 2, si no: como G es libre de Fi, Fy y F3, por el Lema 12 y
el inciso b) del Lema 11 cada arista ab € E(G — A;), tiene n — 1 o n vecinos
en Aj.

Caso 1.1: Existe una arista ab € GG — A; con Unicamente n — 1 vecinos
en A;. En el contexto del Lema 13, sea Ay el clan que satisface los incisos a),
b) y ¢), sea v, el vértice en A; que no es vecino de ab. Entonces cualquier
componente conexa en G — Ay que no tenga a v, como vértice, no puede tener
dos aristas ajenas, de lo contrario, cada vértice de la trayectoria, que contenga
a los vértices que son completamente adyacentes a A,, de esas dos respectivas
aristas, serian completamente adyacentes a Ay y dicha trayectoria unién {u; }
seria un ciclo fuera de A;. Por lo tanto, cada componente conexa de G — A,
que no tenga a v,, es una estrella donde el tinico vértice completamente
adyacente a A, es el centro de dicha estrella. Entonces, a cada centro de
dichas estrellas les asignamos el color 2, a los brazos el color 1, al clan A,
el color 3 y por el inciso ¢) del Lema 13, si existe algun vértice en G — As
a distancia 2 de v,, le asignamos a v,, y a todos los vértices (en G — As) a
distancia 2 el color 1 y a los que se encuentran a distancia 1 el color 2. Y si
todos los vértices en la componente de G — A,, en donde se encuentra v,,, son
vecinos de v,, les asignamos el color 1 y a v, el color 2. Y asi, en este caso,
tenemos una M.-particion.

Caso 1.2: todas las aristas en G — A; tienen un extremo completamente
adyacente a A;. En el contexto del Lema 14, sean u y v hojas del mismo arbol
T en G — Ay, tal que u y v no son completamente adyacentes a Ay, como en
la demostracién del Lema 14, tenemos dos opciones, 1: existe x € A; tal que
x no es vecino de u ni de v o 2: existen z,y € Ay tal que x es vecino de u
pero no de v y y es vecino de v pero no de u, ademés, la dr(u,v) es par o
igual a 3.

Caso 1.2.1: Supongamos que existe un par u y v, con las condiciones
anteriores de manera que dr(u,v) = 3, con la trayectoria Ty, = uujviv en T,
con ambos u; y v; completamente adyacentes a A;. No existe arista alguna
ab en (G — Ay) — T. Ya que, Glu,uq,v1,v,a,b,x] o Glu,uy,v1,v,a,b,x,yl,
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dependiendo la circunstancia, seria copia de Iy, F3, Fy, F5 o Fgz. De modo
que, (G — A;) — T es un conjunto independiente. Asimismo, la longitud
de T no puede ser muy grande, es decir, si existiera w; € V(T) tal que
dr(u,wy) = 4y dr(v,w;) = 5 (o viceversa), al considerar al vecino de
wy, wy, donde dr(u,wy) = 3y dr(v,wy) = 4, Glu,uy, vy, v,wy, wy,x] O
Glu,uq,v1,v,wy,wq, x,y| seria copia de Fy, F3, Fy, F5 o Fs. Por otra parte,
no pueden existir wy,wy € V(T) tal que dp(wy,u) = 3, dr(wy,v) = 4,
dr(wq,v) = 3y dr(ws,u) = 4, ya que si 1: ambos w; y wy son completa-
mente adyacentes a los vértices de A; tendriamos a Fg o Fy, si 2: ambos
no son completamente adyacentes a A; tendriamos Fy3 0 Fy3 y si 3: wy es
completamente adyacente a A; pero wy no, o viceversa, tendriamos a F3 o
Fs. Por lo que, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para todo
w e V(T), dr(u,w) < 3y por consiguiente dr(uy, w) < 2. Después de esto,
considerando que los vértices w con dr(u;,w) = 1 que no son hojas de T, son
completamente adyacentes a A;: coloreamos a los vértices aislados en G — A;
y todas las hojas del drbol T" de color 1, al clan A; U {u;} de color 3 y al resto
de vértices de color 2.

Caso 1.2.2: La distancia entre cualquier par de vértices en G — A; que no
son completamente adyacentes a A; es par. Entonces, partimos a los vértices
de GG de tal manera que a los vértices en A; les corresponda el color 3 y a los
vértices de G — A; los bicoloreamos propiamente con los colores 1 y 2, de tal
manera que a los vértices que no son completamente adyacentes a A; se les
asigne el color 1.

Caso 2: n = 1. Tomemos en cuenta a las graficas Hy y Ho:

7 LS

Tanto H; como Hj son obstrucciones minimas del patron M. La idea
es detectar el caso en donde se cumplen las hipotesis del Teorema 3 para
concluir que G admite una M;-particion; o, dar una coloracién asociada al
patrén M., en el caso contrario.



43

Caso 2.1: G tiene como subgrafica x
inducida a H; o Hy. En ambas circuns-
tancias tendriamos una subgrafica in-
ducida con vértices {u, uy, vy, v, 2}, con
(uyzvy) es un ciclo, u es adyacente a u
y v es adyacente a vy, sin mas adyacen-
cias entre ellos (ver Fig. 27). Donde x

es tal que G — x es bipartita.
Fig.27.

Sea T arbol en G — x que contiene a los vértices {u, u;, vy, v}. Como no
hay ciclos en G — x, sin importar si G' contiene a H; o H,, por el hecho
de que G no contiene a F; ni F,, tanto u como v no tienen mas vecinos.
Similar al Caso 1.2.1, como G es libre de Fy y F3, (G —x) — T es un conjunto
independiente. Ademés, no puede existir wy € V(T') tal que dp(u,w;) = 4
y dr(v,wy) =5 (o viceversa), ya que al considerar al vecino de wy, wy tal
que dp(u,ws) =3y dr(v,ws) =4, si Gluy, vy, x,wy, wsy] no fuera Fy entonces
Glu,uy,v1,v, 2, wy, we] seria copia de Fy o F3.

Si Hs es subgrafica inducida y si
existen wy, wq, wy, why € V(T') tal que
dr(uy,w;) =iy dr(v,w,) = i, para

; / o Ty
i € {1,2}, cor} up # wy # wp # vy, o o 0 A
tal que w; y wj son vecinos de x. Por

Fi 3, wy 0 wh es vecino de z, por Fy no U v

pueden ser ambos y por F3 no puede Fig.28

ser uno vecino de x y el otro no.

A su vez, si Hy es subgréfica inducida y existen wq,wy € V(T), tal que
dr(uy,w;) = i, para ¢ € {1,2}, con w; # vy, por Fy, w; es vecino de x.
Conclusién idéntica al intercambiar de lugar a u; por v, (ver Fig. 28).

A raiz del analisis anterior, podemos suponer, independientemente de
si G tiene a Hy o Hy como subgrafica inducida, que para todo w € V(T),
dr(uy,w) <2, si dr(u;,w) =1y w no es hoja de T, entonces w es vecino de
x. Por tal motivo, podemos colorear al clan {uy, 2} de color 3, a los vecinos
de uq, diferentes de x, que no son hojas de T', de color 2 y al resto de vértices
de color 1.

Caso 2.2: G no tiene como subgrafica inducida a H; ni Hy y como, por
hipotesis, tampoco contiene como subgrafica inducida a Fj, F7 ni a ninguna
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grafica de la familia F7, por el Teorema 3 de la secciéon anterior: G admite
una M;i-particién y por lo tanto G admite una M.-particion.
O

Corolario 3. El conjunto de grificas formado por Fi, Fy, F3, Fy, Fy, Fg, Fr,
Fy, Fy y las familias infinitas Fy y Fa, es el conjunto de todas las obstrucciones
minimas de la particion representada por la matriz Mo, para grdaficas cordales.



Conclusiones

Como se habra notado, en los capitulos 2 y 4, aparte de caracterizar, por
primera vez a las particiones M; y M, a través de una familia de obstrucciones
minimas, en el contexto de graficas cordales, de las respectivas demostraciones
se lee entre lineas un algoritmo, ya que dichas demostraciones fueron, en
esencia, constructivas. En el caso de My, si queremos determinar si una grafica
cordal G acepta una M; particiéon, entonces: comenzamos identificando a los
vértices v € V, tal que G — v es una grafica bipartita, lo cual se hace en
tiempo polinomial (ctibico). Si existe al menos un vértice con esa propiedad,
dependiendo el caso en el Teorema 3, hay un algoritmo implicito, que va
detectando si la grafica acepta una M;-particion y da la particion explicita o en
su defecto identifica que obstruccién minima esta contenida como subgrafica
inducida en G, es decir, hasta aqui, tenemos un algoritmo certificador. Ahora,
si no existe ningin vértice v € V, tal que GG — v es bipartita, segin el Lema 4,
es porque G contiene alguna de tres obstrucciones minimas; si nos interesara,
podriamos extender el algoritmo para saber exactamente cual obstruccién
minima estd contenida en G y tendriamos un algoritmo certificador que corre
en tiempo polinomial. En el caso de M, en [7] desarrollaron un algoritmo
de reconocimiento de tiempo O(n(m + n)), que, segun el Teorema 1, si G no
contiene a 2K3 como subgrafica inducida, G tendria a un clan A tal que G— A
es una grafica bipartita. Dependiendo del tamano del clan A, el algoritmo
continuaria en el respectivo caso del Teorema 4, que auxilidndose de los lemas
obtenidos en el capitulo 4, nos daria otro algoritmo certificador, que obtiene
la M -particiéon o detecta una obstrucciéon minima contenida en G.

Para trabajos posteriores se podria considerar hacer de manera precisa
los dos algoritmos esbozados anteriormente. Una tarea atin mas ambiciosa,
seria exponer todas las obstrucciones minimas, para graficas cordales, de
las restantes 54 matrices de particion de 3 x 3, de las que se sabe que su
correspondiente conjunto de obstrucciones minimas es finito, y por ende, hay



un algoritmo en tiempo polinomial que resuelve el problema de M-particion.
Si bien ya hay en la literatura varias matrices resueltas, ain no se ha dado
una clasificaciéon completa explicita.
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