
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
POSGRADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS

Dinámica en Hiperespacios

T E S I S
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE

DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA:
ÁRTICO RAMÍREZ URRUTIA

Director de tesis:
Dr. Gerardo Acosta García.
Instituto de Matemáticas.

Ciudad Universitaria, Cd. Mx.                            abril de 2020



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Tesis
Dinámica en Hiperespacios
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Índice General

Prefacio V

1. Introducción 1
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Prefacio

Sean X = (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X → X una
función continua. En el presente trabajo se estudian las propiedades de
transitividad y transitividad por cadenas en las funciones inducidas a los
hiperespacios:

2X = {A ⊂ X : A es un conjunto cerrado y no vaćıo};

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos}, n ∈ N;

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes conexas}, n ∈ N.

Una función continua f : X → X se dice que es transitiva si para cada
par de puntos x, y ∈ X y ε > 0, existen z ∈ X y n ∈ N tal que d(x, z) < ε y
d(y, fn(z)) < ε. La función f es transitiva por cadenas si para cada par de
puntos x, y ∈ X y ε > 0, existe una colección finita de puntos

Γ = 〈a0, a1, . . . , an〉 ⊂ X

tales que a0 = x, an = y y d(f(ai), ai+1) < ε, para cada i ∈ {0, 1, . . . , n−1}.

Ambas propiedades son importantes. La primera es un elemento esencial
en lo que algunos autores llaman funciones caóticas (ver [9]). La segunda
aparece en el análisis de la dinámica de f en los conjuntos ĺımite ω(x0, f).
Resulta que para cada x0 ∈ X, la función f|ω(x0,f)

: ω(x0, f) → ω(x0, f) es

transitiva por cadenas (ver [15]).

En 1975, W. Bauer y K. Sigmund publican Topological dynamics of trans-
formations induced on the space of probability measures ([4]) en el que prue-
ban lo siguiente: para X un espacio métrico y compacto y f : X → X un
homeomorfismo, si el homeomorfismo inducido 2f : 2X → 2X es transitivo,
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entonces el homeomorfismo f es transitivo ([4, Proposición 2]). Más tarde,
en el 2003, Román-Flores prueba este hecho para cualquier función conti-
nua f : X → X ([24, Teorema 3.6]). A partir de este momento, comienzan
a aparecer una serie de art́ıculos enfocados en estudiar la dinámica de las
funciones inducidas a los hiperespacios y su relación con la dinámica de la
función base f : X → X.

En el caso de la transitividad en la función inducida 2f , J. Banks [2]
prueba que las siguientes tres condiciones son equivalentes: f × f es tran-
sitiva, 2f es transitiva y 2f × 2f es transitiva. En 2011, G. Higuera y A.
Illanes [14] prueban que lo anterior también se cumple para la función indu-
cida Fn(f). Para la función inducida C(f), f × f transitiva no implica C(f)
transitiva. En [1] se exhibe un ejemplo de una función continua f : X → X
en el que C(f) es transitiva. Esta función se define en el Cubo de Hilbert.

Se desconoce mucho acerca de la transitividad de las funciones inducidas
C(f). Un resultado interesante sobre este tema fue publicado por G. Acosta,
A. Illanes y H. Méndez en 2009 ([1, Teorema 4.5]), donde prueban que si
un continuo X tiene un arco libre (un arco que sin sus puntos extremos es
un conjunto abierto en X), entonces C(f) no es transitiva. Este resultado
mostró que la estructura topológica del espacio X es determinante para que
la función inducida C(f) sea transitiva.

Sobre la transitividad de las funciones inducidas Cn(f), con n ∈ N, no
se ha publicado nada. Este trabajo comienza estudiando la transitividad de
dichas funciones.

En el Caṕıtulo 3 se define una nueva propiedad topológica a la que deno-
minaremos Densidad de Continuos de Convergencia, o bien DCC. En Teoŕıa
de Continuos se han estudiado los continuos que poseen continuos de conver-
gencia (subcontinuos que se pueden ver como ĺımite de subcontinuos ajenos
dos a dos), pero no aquellos cuyo conjunto de continuos de convergencia es
un conjunto denso en C(X). La razón para estudiar esta nueva propiedad se
muestra en el Teorema 3.3, donde se prueba que en los continuos X con la
propiedad DCC, si Cn(f) es transitiva, para algún n ∈ N, entonces C(f) es
transitiva. Este es uno de los resultados importantes sobre la transitividad
de las funciones inducidas Cn(f), para n ∈ N, que se presentan en este tra-
bajo. El otro resultado importante en esta ĺınea aparece previamente en el
Caṕıtulo 2, Teorema 2.10, en el que se afirma que si X es un continuo (no
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necesariamente con la propiedad DCC) y C(f)×C(f) es transitiva, entonces
Cn(f) es transitiva, para cualquier n ∈ N. La prueba de este teorema se
debe al hecho de que el sistema dinámico (Cn(X),Cn(f)) es semiconjugado
del sistema dinámico (Fn(C(X)),Fn(C(f))) (Teorema 2.9).

Una pregunta muy natural es la siguiente: ¿qué continuos tienen la pro-
piedad DCC?. En el Caṕıtulo 3 vemos que las n-celdas ([0, 1]n), con n > 1,
son continuos que tienen la propiedad DCC, al igual que el cubo de Hilbert.
Se podŕıa pensar que los continuos con dicha propiedad no pueden ser con-
tinuos de dimensión menor a 2. Por ejemplo, un arco no tiene la propiedad
DCC y es de dimensión 1. Sin embargo, al final del caṕıtulo se prueba que la
carpeta de Sierpinski también posee dicha propiedad (Teorema 3.18), siendo
este un continuo de dimensión 1. Hasta donde se sabe, esta información que
se ofrece sobre la carpeta de Sierpinski es nueva y, creemos, representa un
avance significativo en el estudio de su estructura topológica.

El Caṕıtulo 4 está dedicado a estudiar la transitividad por cadenas en las
funciones inducidas a los hiperespacios, más espećıficamente a probar que la
transitividad por cadenas en 2f y en Fn(f) son condiciones equivalentes. De
hecho, otros conceptos similares a la transitividad como el mezclado débil,
la transitividad total y ser una función exacta tienen sus versiones por cade-
nas. Una vez definidas estas versiones estudiamos sus posibles equivalencias.
Resulta que todas estas nuevas condiciones son equivalentes. Esto último
aparece enunciado en el Teorema 4.5. Cabe decir que este resultado es im-
portante para la dinámica en hiperespacios, pues antes de este teorema no se
sab́ıa nada acerca de la transitividad por cadenas en las funciones inducidas
a los hiperespacios. El art́ıculo [10] apareció en 2015. La participación del
autor de este trabajo en dicho art́ıculo consiste, en esencia, en la idea que
se desarrolla en este caṕıtulo. Finalmente, dados X un árbol y una función
continua f : X → X, vemos que si C(f) es transitiva por cadenas, entonces
la dinámica de f es sencilla, en el sentido de que fm es la identidad, para
algún m ∈ N (Teorema 4.34).

Muchas son las propiedades dinámicas de f : X → X que se han es-
tudiado a lo largo de decenas de años. La transitividad y la transitividad
por cadenas no son conceptos nuevos. La propuesta de Bauer y Sigmund [4]
consiste en relacionar la dinámica de f con la teoŕıa de hiperespacios. Lo
hicieron a través de las funciones inducidas. Dicha propuesta no tuvo eco en
un principio; sin embargo, a partir de los primeros años de este siglo surge
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una serie de trabajos muy significativa en donde los autores retoman dicha
idea (ver referencias de [1]).

Este trabajo se inscribe dentro de este proceso. Estamos convencidos que
la teoŕıa sobre la dinámica en las funciones inducidas a los hiperespacios es
una herramienta importante en el estudio de las propiedades de los sistemas
dinámicos discretos generados por f : X → X.

Por último, como se muestra en el Caṕıtulo 3, la relación entre algu-
nas propiedades dinámicas de f : X → X y la teoŕıa de hiperespacios puede
sugerir, a los matemáticos dedicados a la topoloǵıa, el estudio de nuevos con-
ceptos que nos permitan comprender de mejor manera la estructura misma
del espacio X.



Caṕıtulo 1

Introducción

En este primer caṕıtulo se presentan los conceptos sobre topoloǵıa y
dinámica (discreta) que se requieren para la comprensión de este trabajo,
aśı como algunos resultados generales en estas dos áreas que se usarán en
los siguientes caṕıtulos. En las dos últimas secciones de esta introducción se
presentan algunos resultados sobre transitividad y transitividad por cadenas
que se usarán más adelante.

1.1. Sistemas dinámicos

En esta sección se definen algunos conceptos dinámicos. En general, el
espacio base de un sistema dinámico no necesariamente es compacto; sin
embargo, en este trabajo los consideraremos compactos.

Definición 1.1. Un sistema dinámico (discreto) es un par (X, f), don-
de X es un espacio métrico, compacto y no vaćıo y f : X → X es una
función continua.

Definimos a continuación las iteraciones de una función f : f0 es la fun-
ción identidad de X en X, f1 = f y, para cada n ∈ N \ {1}, fn es la
composición

f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n-veces

.

Definición 1.2. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. La órbita de
x (a través de f) se define como la sucesión

órb(x, f) = {x, f(x), f2(x), . . .}.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Para indicar que una sucesión {an}n≥1 converge a un elemento b escri-
biremos {an}n≥1 → b.

Definición 1.3. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. El ω-conjunto
ĺımite de x es el conjunto de puntos ĺımite de órb(x, f), es decir,

ω(x, f) = {y ∈ X : existe {ni}i≥1 ⊂ N, tal que ni → ∞ y fni(x) → y}.

Dado x ∈ X, como la sucesión {fn(x)}n≥1 posee una subsucesión con-
vergente, sucede que ω(x, f) 6= ∅. Además, ω(x, f) es un conjunto cerrado
en X (ver [18, Proposición 12.6]).

En vista de que los conjuntos cerrados contienen a todos sus puntos de
acumulación, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sean (X, f) un sistema dinámico y A un subconjunto cerrado
de X. Si existe x ∈ X tal que órb(x, f) ⊂ A, entonces ω(x, f) ⊂ A.

Las siguientes propiedades del ω-conjunto ĺımite son conocidas y las prue-
bas se pueden consultar en [18, Proposiciones 12.7 y 12.8]. La primera de
estas propiedades dice que el ω-conjunto ĺımite es fuertemente invariante
bajo f (un subconjunto A ⊂ X es fuertemente invariante bajo f si
f(A) = A).

Teorema 1.5. Sean (X, f) un sistema dinámico y x, y ∈ X. Entonces

1) f(ω(x, f)) = ω(x, f);

2) f(ω(x, fm)) = ω(f(x), fm), para todo m ∈ N;

3) si y ∈ órb(x, f), entonces ω(x, f) = ω(y, f).

Como el espacio X es compacto toda función continua f : X → X es
uniformemente continua. De este hecho se deducen los siguientes lemas.

Lema 1.6. Sean (X, f) un sistema dinámico y n > 1 un entero. Para
toda ε > 0, existe δ > 0 tal que si a, b ∈ X con d(a, b) < ε, entonces
d(f i(a), f i(b)) < ε, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Lema 1.7. Sean (X, f) un sistema dinámico, ε > 0 y n > 1 un entero.
Existe una sucesión δ1 < δ2 < · · · < δn−1 < δn = ε tal que si d(a, b) < δi,

entonces d(f(a), f(b)) < δi+1

2 , para i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
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1.2. Hiperespacios y funciones inducidas

Como se mencionó previamente, los espacios que se consideran en este
trabajo son métricos y compactos. En algunas ocasiones el espacio que se
estudia es un continuo, es decir, un espacio métrico, compacto, conexo y no
vaćıo. Dado un espacio métrico X, un subcontinuo de X es un subconjunto
de X que es compacto, conexo y no vaćıo. Un subcontinuo no degenerado
de X es un subcontinuo de X con más de un punto.

Sobre la notación. Usualmente d denota la métrica de X. Si X es un
espacio métrico y compacto, A ⊂ X, x ∈ X y ε > 0, entonces clX(A) es la
cerradura de A en X, intX(A) es el interior de A en X, frX(A) es la frontera
de A, diám(A) es el diámetro de A, |A| es la cardinalidad de A, BX(x, ε)
es la bola centrada en x de radio ε y NX(A, ε) es la nube centrada en A de
radio ε, la cual se define a continuación.

Definición 1.8. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto, A ⊂ X tal que
A 6= ∅ y ε > 0. La nube centrada en A de radio ε es el conjunto

NX(A, ε) = {x ∈ X : d(x, a) < ε, para algún a ∈ A} =
⋃
a∈A

BX(a, ε).

De lo anterior se observa que la nube NX(A, ε) es un conjunto abierto
en X. Retomaremos este concepto de nubes más adelante para definir la
métrica de Hausdorff.

Dentro de los espacios que se estudian en este trabajo se encuentran las
gráficas finitas, los árboles y las dendritas.

Definición 1.9. Una gráfica finita es un espacio métrico y compacto que
se puede expresar como una unión finita de segmentos de recta. Un ciclo es
un continuo homeomorfo a la circunferencia unitaria S1. Un árbol es una
gráfica finita conexa que no contiene ciclos. Una dendrita es un continuo
localmente conexo que no contiene ciclos.

Recordemos que un espacio topológico X es localmente conexo si para
cada x ∈ X y todo abierto U en X tal que x ∈ U, existe un subconjunto C
de X, tal que C es abierto y conexo en X y, además, x ∈ C ⊂ U. Las gráficas
finitas y lo árboles son espacios localmente conexos. Por tanto, los árboles
son dendritas y podemos pensar que la noción de dendrita extiende la de
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un árbol. Más adelante veremos un ejemplo interesante sobre la dinámica
de una función definida en una dendrita.

Aunque la siguiente definición se puede escribir para espacios topológicos
en general, se presenta aqúı para espacios métricos y compactos.

Definición 1.10. Dados un espacio métrico y compacto X y n ∈ N, defini-
mos los siguientes conjuntos, que llamaremos hiperespacios de X:

2X = {A ⊂ X : A 6= ∅ y A = clX(A)};

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos};

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes conexas}.

Notemos que C(X) = C1(X). A cada uno de los cuatro espacios an-
teriores, se les puede dotar de una métrica conocida como la métrica de
Hausdorff. Basta con definir tal métrica en el hiperespacio 2X y considerar
la restricción para los demás hiperespacios. Aśı, para A,B ∈ 2X , la métrica
de Hausdorff H en 2X se define como sigue:

H(A,B) = ı́nf{δ > 0: A ⊂ NX(B, δ) y B ⊂ NX(A, δ)}.

Los detalles que prueban que H es una métrica se pueden consultar en
[21, Teorema 4.2]. Las siguientes propiedades acerca de las nubes no son
dif́ıciles de probar, por lo que se omite la prueba.

Teorema 1.11. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto, A,B ∈ 2X y
ε > 0. Entonces

1) si 0 < δ ≤ ε, entonces NX(A, δ) ⊂ NX(A, ε);

2) si A ⊂ B, entonces NX(A, ε) ⊂ NX(B, ε);

3) NX(A ∪B, ε) = NX(A, ε) ∪NX(B, ε);

4) clX(NX(A, ε)) ⊂ NX(A, 2ε);

5) diám(A) ≤ diám(NX(A, ε)) ≤ diám(A) + 2ε.
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Es posible dotar de una topoloǵıa al hiperespacio 2X , a partir de la topo-
loǵıa del espacio métrico y compacto X. Dados conjuntos abiertos U1, . . . , Uk
de X, definimos el conjunto

〈U1, . . . , Uk〉 =

{
A ∈ 2X : A ⊂

k⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para i ∈ {1, 2, . . . , k}
}
.

A estos conjuntos se les conoce como vietóricos. En [21, Teorema 4.5] se
prueba que la familia de los vietoricos es una base para una topoloǵıa en
2X (conocida como la topoloǵıa de Vietoris) y, además, que la topoloǵıa
en 2X generada por la métrica de Hausdorff H, coincide con la topoloǵıa
de Vietoris. Las propiedades que se mencionan en el siguiente resultado son
conocidas y suelen aparecer como ejercicios en los libros de hiperespacios de
continuos, una prueba de ellas puede consultarse en [22, Teoremas 1.33 y
1.34]

Teorema 1.12. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto, A,B ∈ 2X y
ε > 0. Entonces

1) H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ NX(B, ε) y B ⊂ NX(A, ε);

2) si U es un abierto en X tal que A ⊂ U, entonces existe δ > 0 tal que
A ⊂ NX(A, δ) ⊂ U.

En [21, Teorema 4.13] se prueba que si X es un espacio métrico y com-
pacto, entonces el hiperepacio 2X es compacto. Es también conocido que los
hiperespacios C(X), Fn(X) y Cn(X) son compactos, para cada n ∈ N ([21,
Corolario 4.3]).

En la siguiente observación se aplica la propiedad 1) del Teorema 1.12.
Básicamente lo que se enuncia es que si dos elementos en Cn(X) están cerca-
nos uno del otro, entonces componente a componente se encuentran cercanos
en C(X). Entenderemos que C0(X) = ∅.

Lema 1.13. Sea (X, d) un espacio métrico y compacto. Supongamos que
n ∈ N y que A ∈ Cn(X) \ Cn−1(X). Sean A1, A2, . . . , An las n componentes
conexas de A y supongamos que existe ε > 0 tal que los elementos de la fa-
milia {NX(A1, ε),NX(A2, ε), . . . ,NX(An, ε)} son ajenos dos a dos. Entonces
para cada B ∈ Cn(X) tal que H(A,B) < ε, sucede que B tiene exactamente
n componentes conexas B1, B2, . . . , Bn y, reordenándolas de ser necesario,
sucede que H(Ai, Bi) < ε, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Demostración. Es claro que el resultado se cumple si n = 1. Supongamos
que n > 1.

Como H(A,B) < ε, entonces A ⊂ N(B, ε) y B ⊂ N(A, ε) =
n⋃
i=1

N(Ai, ε).

Sean i ∈ {1, 2, . . . , n} y ai ∈ Ai. Sea b ∈ B tal que d(ai, b) < ε. Entonces,
B ∩N(Ai, ε) 6= ∅. En vista de que B tiene a lo más n componentes conexas,
que los elementos de la familia {NX(A1, ε),NX(A2, ε), . . . ,NX(An, ε)} son
ajenos dos a dos y queB intersecta a cada elemento de dicha familia, tenemos
que B posee exactamente n componentes conexas.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea Bi la componente conexa de B que
intersecta a NX(Ai, ε). Entonces Bi ⊂ NX(Ai, ε). Vamos a probar ahora que
Ai ⊂ NX(Bi, ε). Sea ai ∈ Ai, existen j ∈ {1, 2, . . . , n} y b ∈ Bj tal que
d(a, b) < ε. Aśı, b ∈ N(Ai, ε) ∩ N(Aj , ε). Por lo tanto, i = j. De lo anterior,
H(A,B) < ε.

Si (X, f) es un sistema dinámico y n ∈ N, entonces las funciones in-
ducidas en los hiperespacios

2f : 2X → 2X ,

Fn(f) : Fn(X)→ Fn(X),

C(f) : C(X)→ C(X),

Cn(f) : Cn(X)→ Cn(X),

se definen como Λ(f)(A) = f(A), con Λ(f) ∈ {2f ,Fn(f),C(f),Cn(f)}) y
A ∈ {2X ,Fn(X),C(X),Cn(X)}, respectivamente. En adelante denotaremos
por Λ(X) a cualquiera de estos hiperespacios y por Λ(f) a la correspondiente
función inducida.

En [16, Lema 13.3, p. 106] se prueba que la función 2f es continua. Como
el resto de las funciones inducidas son restricciones de la función 2f , tales
funciones también son continuas. Notemos que si h : X → Y es una función
continua, entonces h también induce una función continua Λ(h) : Λ(X) →
Λ(Y ) definida de manera similar.
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1.3. Sistemas dinámicos inducidos

A partir de un sistema dinámico (X, f) y n ∈ N, se obtienen los sistemas
dinámicos

(2X , 2f ), (Fn(X),Fn(f)), (C(X),C(f)) y (Cn(X),Cn(f)),

conocidos como los sistemas dinámicos inducidos a los hiperespacios.

En alguna ocasión se menciona otro sistema dinámico inducido, denotado
por (F(X),F(f)), siendo F(X) el hiperespacio que se define como

F(X) = {A ∈ 2X : A tiene un número finito de elementos}.

La función F(f) : F(X) → F(X) se define de manera similar a las otras
funciones inducidas. El detalle de F(X) es que si X no es finito, entonces
F(X) no es cerrado en 2X . Sin embargo, por ser F(X) denso en 2X [13,
Pág. 49] es importante estudiarlo. Se debe aclarar que Λ(X) hace referencia
a cualquiera de los hiperespacios anteriores, salvo a a F(X). Tenemos el
siguiente lema.

Lema 1.14. Sea X un continuo no degenerado, k ∈ N y A1, A2, . . . , Ak ∈
Λ(X). Para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, sean ∆j = {A ∈ Λ(X) : Aj ⊂ A} y

∆ = ∆1 ∪∆2 ∪ · · · ∪∆k.

Entonces ∆ no es denso en Λ(X).

Demostración. Primero, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, ∆j es un conjunto ce-
rrado en Λ(X) (ver [22, Teorema 1.21]). Entonces, ∆ es un conjunto cerrado
en Λ(X). Sea N = {i ∈ {1, 2, . . . , k} : Ai ∈ F1(X)}. Sea

x ∈ X \
⋃
i∈N

Ai.

Como {x} ∈ Λ(X) \∆ y ∆ es cerrado, entonces ∆ no es denso.

Si dos sistemas dinámicos son conjugados, entonces comparten las mis-
mas propiedades dinámicas. Antes de definir la conjugación veamos un con-
cepto un poco más débil.

Definición 1.15. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos. Si existe una
función continua y suprayectiva h : X → Y tal que el diagrama
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X

h
��

f // X

h
��

Y g
// Y

(1.3.1)

conmuta, es decir, tal que h ◦ f = g ◦ h, entonces se dice que el sistema
(Y, g) es semiconjugado del sistema (X, f) v́ıa la función h. En el caso en
que la función h sea un homeomorfismo, diremos que los sistemas dinámicos
(X, f) y (Y, g) son conjugados, v́ıa la función h.

Por propiedades dinámicas nos referiremos a aquellas propiedades que
se preservan bajo conjugación. Esto significa que en una propiedad dinámica,
siempre que (X, f) y (Y, g) sean dos sistemas dinámicos conjugados y uno de
los sistemas tenga la propiedad, entonces el otro sistema también la tiene. En
las siguientes secciones veremos varios ejemplos de propiedades dinámicas.

Lema 1.16. Supongamos que el sistema dinámico (Y, g) es conjugado del
sistema (X, f) v́ıa el homeomorfismo h : X → Y. Entonces el sistema dinámi-
co (Λ(Y ),Λ(g)) es conjugado del sistema dinámico (Λ(X),Λ(f)) v́ıa el ho-
meomorfismo Λ(h) : Λ(X)→ Λ(Y ).

Demostración. Por hipótesis, el diagrama (1.3.1) es conmutativo. De este
se induce otro diagrama conmutativo,

Λ(X)

Λ(h)
��

Λ(f) // Λ(X)

Λ(h)
��

Λ(Y )
Λ(g)

// Λ(Y )

Por [21, Teorema 4.7] Λ(h) es un homeomorfismo y se tiene la conjugación.

Aśı pues, sistemas dinámicos conjugados producen sistemas dinámicos
inducidos conjugados. En el caso de la semiconjugación no es aśı en general.
Consideremos la siguiente definición.

Definición 1.17. Sean X y Y dos continuos. Una función continua y su-
prayectiva h : X → Y es

1) confluente si para todo K ∈ C(Y ) y cada componente conexa C de
h−1(K), se tiene que h(C) = K;
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2) débilmente confluente si para cada K ∈ C(Y ), existe una compo-
nente conexa C de h−1(K) tal que h(C) = K.

Es claro que las funciones confluentes son débilmente confluentes. Es
fácil probar que una función continua y suprayectiva h : X → Y es débil-
mente confluente, si y sólo si la función inducida C(h) : C(X) → C(Y ) es
suprayectiva. De esto último se tiene el siguiente lema.

Lema 1.18. Supongamos que el sistema dinámico (Y, g) es semiconjugado
del sistema (X, f) v́ıa una función débilmente confluente h : X → Y. Enton-
ces la función inducida C(h) : C(X)→ C(Y ) es continua y suprayectiva.

1.4. Transitividad y otras propiedades dinámicas

Definición 1.19. Sea (X, f) un sistema dinámico. Diremos que f es to-
pológicamente transitiva (o transitiva en X) si para todo par de conjun-
tos abiertos y no vaćıos U, V ⊂ X, existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ V 6= ∅.

Figura 1.1: Función Transitiva

Es decir, f es transitiva si para todo par de conjuntos abiertos y no vaćıos
U y V en X, existe x ∈ U tal que fn(x) ∈ V , para alguna n ∈ N. El ejemplo
clásico de un sistema dinámico transitivo lo veremos en el Ejemplo 2.5.

Otra manera de definir la transitividad de una función es en términos
del ω-conjunto ĺımite, como se indica en el siguiente teorema. Una prueba
de este resultado se puede ver en [5, Proposición 39].

Teorema 1.20. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces f es transitiva
si y sólo si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.

En algunas ocasiones, para probar que una función f : X → X es tran-
sitiva bastará hacer uso de alguna de las siguientes observaciones.
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Observación 1.21. Sean (X, f) un sistema dinámico y x0 ∈ X. Si para
toda x ∈ X, ε > 0 y N ∈ N, existe n ≥ N tal que d(fn(x0), x) < ε, entonces
ω(x0, f) = X.

Observación 1.22. Sean (X, f) un sistema dinámico, con X un espacio
sin puntos aislados y x0 ∈ X. Si para todo abierto no vaćıo U en X, existe
n ∈ N tal que fn(x0) ∈ U, entonces ω(x0, f) = X.

Las siguientes propiedades están muy relacionadas con la transitividad
en el sentido del Teorema 1.24.

Definición 1.23. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que

1) f es totalmente transitiva si para toda n ≥ 1, la n-ésima iteración
fn : X → X es transitiva;

2) f es débilmente mezcladora si f×f : X×X → X×X es transitiva,
donde (f × f)(a, b) = (f(a), f(b)), para cada a, b ∈ X;

3) f es exacta si para todo conjunto abierto y no vaćıo U en X, existe
n ∈ N tal que fn(U) = X.

Una prueba del siguiente teorema aparece en [22, Teoremas 2.41 y 2.44].

Teorema 1.24. Sea (X, f) un sistema dinámico.

1) Si f es exacta, entonces f es débilmente mezcladora.

2) Si f es débilmente mezcladora, entonces f es totalmente transitiva.

3) Si f es totalmente transitiva, entonces f es transitiva.

El siguiente lema dice que la transitividad, al igual que las otras propie-
dades que se definieron, son propiedades dinámicas. Este resultado se suele
enunciar para conjugaciones en vez de semiconjugaciones. La prueba es muy
similar a la que aparece en [18, Proposición 11.6].

Lema 1.25. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos y P cualquiera de
las propiedades: ser transitiva, totalmente transitiva, débilmente mezcladora
o exacta. Supongamos que (Y, g) es semiconjugado del sistema (X, f). Si f
tiene la propiedad P , entonces g tiene la propiedad P .

Sobre estas propiedades dinámicas en las funciones inducidas a los hi-
perespacios, se mencionan a continuación algunos resultados destacados de
los que haremos referencia más adelante. En [2, Teorema 2] [Banks (2005)]
prueba lo siguiente.
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Teorema 1.26. Sea (X, f) un sistema dinámico. Son equivalentes:

1) f es débilmente mezcladora;

2) 2f es débilmente mezcladora;

3) 2f es transitiva.

En [14, Teorema 4.3] [Higuera, Illanes, 2011] se prueba que lo anterior
también se satisface para las funciones inducidas Fn(f).

Teorema 1.27. Sea (X, f) un sistema dinámico. Son equivalentes:

1) f es débilmente mezcladora;

2) Fk(f) es débilmente mezcladora, para cada k ∈ N;

3) Fk(f) es transitiva, para cada k ∈ N;

4) Fk(f) es débilmente mezcladora, para alguna k ∈ N \ {1};

5) Fk(f) es transitiva, para alguna k ∈ N \ {1}.

Definición 1.28. Sea X un espacio topológico. Un arco en X es la imagen
de una función continua e inyectiva ϕ : [0, 1]→ X. Por ab ⊂ X denotaremos
a un arco, siendo a = ϕ(0) y b = ϕ(1) los puntos extremos de dicho arco.

Definición 1.29. Sea X un espacio topológico. Decimos que el arco ab ⊂ X
es un arco libre si ab \ {a, b} es un conjunto abierto en X.

En [1, Teorema 4.5] [Acosta, Illanes, Méndez, 2009] se prueba el siguiente
teorema.

Teorema 1.30. Sean X un continuo con un arco libre y f : X → X una
función continua. Entonces la función inducida C(f) : C(X) → C(X) no es
transitiva.

Como consecuencia inmediata del Teorema 1.30, si X es una gráfica fini-
ta, entonces para ninguna función continua f : X → X la función inducida
C(f) es transitiva.
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1.5. Transitividad por Cadenas

En un sistema dinámico (X, f), la función f es transitiva si dados x, y ∈
X y ε > 0, existe un elemento z ∈ BX(x, ε), tal que órb(z, f) ∩ BX(y, ε) 6=
∅. Para definir transitividad por cadenas se usa lo que se denomina como
cadenas (o seudo-órbitas finitas).

Definición 1.31. Sean (X, f) un sistema dinámico y ε > 0. Una sucesión
infinita 〈x0, x1, x2, . . .〉 es una ε-seudo-órbita si d(f(xi), xi+1) < ε, para
cada i ∈ N∪{0}. Si 〈x0, x1, . . . , xk〉 es una sucesión finita y d(f(xi), xi+1) < ε
para cada i ∈ {0, 1, . . . , k− 1}, diremos que la sucesión es una ε-cadena de
x0 a xk de longitud k.

Definición 1.32. Sea (X, f) un sistema dinámico. Diremos que f es tran-
sitiva por cadenas si para toda ε > 0 y x, y ∈ X, existe una ε-cadena de
x a y.

El siguiente lema es una reformulación de [3, Teorema 2.1] [Barwell,
Good, Oprocha, Rains, 2013].

Lema 1.33. Sea (X, f) un sistema dinámico. Sean B∗ una base para X y
sea B = B∗ \ {∅, X}. Entonces, f es transitiva por cadenas si y sólo si para
toda U ∈ B, clX(f(U)) ∩X \ U 6= ∅.

Es claro que toda órbita en X es una ε-seudo-órbita, para toda ε > 0.
de aqúı, se tiene lo siguiente.

Teorema 1.34. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es transitiva, entonces
f es transitiva por cadenas

Si X es un continuo con más de un punto, entonces la función identidad
Id : X → X es transitiva por cadenas y claramente no es transitiva. Más
aún, si X es un continuo y f : X → X es una función continua tal que
fn = Id, para alguna n ∈ N, entonces f es transitiva por cadenas y no es
transitiva, pues | ω(x, f) |<∞, para toda x ∈ X.

El último resultado del caṕıtulo nos dice que la transitividad por cadenas
es una propiedad dinámica. La prueba es muy sencilla y se omite.

Lema 1.35. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos, con (Y, g) semi-
conjugado del sistema (X, f). Si f es transitiva por cadenas, entonces g es
transitiva por cadenas.



Caṕıtulo 2

Transitividad

En la Sección 2.2 de este caṕıtulo se prueba el Teorema 2.9, el cual
afirma que si X es un continuo, entonces el sistema dinámico inducido
(Cn(X),Cn(f)) es semiconjugado de (Fn(C(X)),Fn(C(f))). Para la transiti-
vidad de las funciones inducidas C(f) este teorema es muy importante, pues
de este resultado se obtiene el Teorema 2.10, en el que se prueba si X es
un continuo y la función inducida C(f) es débilmente mezcladora, entonces
Cn(f) es débilmente mezcladora.

En la sección 3.1, se define por primera vez lo que denominamos como
Densidad de Continuos de Convergencia (propiedad DCC) y se prueba que
si X es un continuo tal que que el conjunto de continuos de convergencia
es denso en C(X) (continuos con la propiedad DCC) y Cn(f) es transitiva,
para algún n ∈ N, entonces C(f) es transitiva (Teorema 3.3).

Comencemos con la primera sección de este caṕıtulo en la que se prueba
una generalización del Teorema 1.30 para las funciones inducidas Cn(f).

2.1. Transitividad en Cn(f)

Esta sección está dedicada a estudiar la transitividad de las funciones in-
ducidas Cn(f), para n ∈ N. En el Teorema 1.30, los autores (ver [1]) prueban
que si X es un continuo con arco libre y f : X → X es una función continua,
entonces C(f) no es transitiva. Se prueba en el Teorema 2.4 que lo mismo
sucede para Cn(f), con n ∈ N. Veamos primero que un elemento en Cn(X)
cuyo ω-conjunto ĺımite es Cn(X) debe tener exactamente n componentes
conexas y ninguna de ellas puede ser un continuo con un solo punto.

13
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Teorema 2.1. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Si n ∈ N y B ∈ Cn(X) son tales que ω(B,Cn(f)) = Cn(X), entonces B
tiene exactamente n componentes conexas. Más aún, para cada m ∈ N, el
conjunto Cn(f)m(B) tiene exactamente n componentes conexas.

Demostración. Sea B ∈ Cn(X). Para probar la primera parte, suponga-
mos que B no posee exactamente n componentes conexas. Entonces, como
B tiene a lo más n componentes conexas, resulta que en realidad B tiene
a lo más n − 1 componentes conexas. Luego B ∈ Cn−1(X) y, por tanto,
órb(B,Cn(f)) ⊂ Cn−1(X). Como Cn−1(X) es cerrado en Cn(X), por el Teo-
rema 1.4,

Cn(X) = ω(B,Cn(f)) ⊂ Cn−1(X) 6= Cn(X),

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, B tiene exactamente n componen-
tes conexas. La segunda parte se sigue de la propiedad 3) del Teorema 1.5,
en este caso

ω(Cn(f)m(B),Cn(f)) = ω(B,Cn(f)) = Cn(X).

para toda m ∈ N.

Sean (X, f) un sistema dinámico con X un continuo, n ∈ N y B ∈
Cn(X) tales que ω(B,Cn(f)) = Cn(X). Como ya se ha indicado, B tiene
exactamente n componentes conexas, digamos B1, B2, . . . , Bn. Dada m ∈ N

Cn(f)m(B) = fm(B) = fm(B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn) =

= fm(B1) ∪ fm(B2) ∪ · · · ∪ fm(Bn).

Como Cn(f)m(B) tiene exactamente n componentes conexas, para cada
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j, sucede que fm(Bi) ∩ fm(Bj) = ∅. Entonces
fm(B1), fm(B2), . . . , fm(Bn) son las n componentes conexas de Cn(f)m(B).
Intuitivamente, ninguna de las componentes de B puede colapsar a un punto
bajo las iteraciones de Cn(f). De aqúı el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sean X un continuo, n ∈ N y f : X → X una función
continua. Supongamos que B ∈ Cn(X) es tal que ω(B,Cn(f)) = Cn(X) y que
B1, B2, . . . , Bn son las n componentes conexas de B. Entonces |fm(Bi)| > 1,
para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} y m ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Sean x1, x2, . . . , xn n puntos distintos en X. Sean

ε = mı́n{d(xi, xj) : i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j} y δ =
ε

3
.
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Por [21, Teorema 5.4], existen A1, A2, . . . , An ∈ C(X) tales que, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n}, xi ∈ Ai y

δ ≤ diám(Ai) ≤ 2δ.

Es claro que A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∈ Cn(X). Sea γ = δ
3 . Existe una

sucesión creciente de números naturales n1 < n2 < n3 < · · · , tales que
H(C(f)ni(B), A) < γ, para cada i ∈ N. Por la segunda parte del Lema 1.13,
H(C(f)ni(Bj), Aj) < γ, para toda i ∈ N y j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Aśı, si suponemos que para algún j ∈ {1, 2, . . . , n} y m ∈ N, |fm(Bj)| =
1, entonces para ni > m, |fni(Bj)| = 1. Como Ai ⊂ N(C(f)ni(Bj), γ),
entonces

δ ≤ diám(Ai) ≤ 2γ < δ,

lo cual no es posible. Por lo tanto, |fm(Bi)| > 1, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}
y m ∈ N ∪ {0}.

En el siguiente teorema se muestra que no solamente cada componente
conexa de B tiene más de un punto, sino que además tienen interior vaćıo.

Teorema 2.3. Sean X un continuo, n ∈ N y f : X → X una función
continua. Si B ∈ Cn(X) es tal que ω(B,Cn(f)) = Cn(X) y B1, B2, . . . , Bn
son las n componentes conexas de B, entonces intX(fk(Bi)) = ∅, para cada
k ∈ N e i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Demostración. Es claro que si intX(fk(B)) = ∅ , para cada k ∈ N, enton-
ces intX(fk(Bi)) = ∅, para cada k ∈ N e i ∈ {1, 2, . . . , n}. Supongamos que,
para alguna m ∈ N∪{0}, intX(fm(B)) 6= ∅. Sea K = fm(B). Luego, por 3)
del Teorema 1.5, ω(K,Cn(f)) = Cn(X). Sean x ∈ intX(K) y ε > 0 tales que
BX(x, ε) ⊂ K. Como {x} ∈ Cn(X), existe l ∈ N tal que H(f l(K), {x}) < ε.
Aśı,

f l(K) ⊂ NX({x}, ε) = BX(x, ε) ⊂ K.

Más en general, para cada t ∈ N, f (t+1)l(K) ⊂ f tl(K). En otras palabras,
la sucesión {f il(K)}i≥1 es una sucesión anidada de manera decreciente y
converge a

C =
⋂
i∈N

f il(K).
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De lo anterior, se tiene que ω(K,Cn(f)l) = {C}. Por otra parte, como
ω(K,Cn(f)l) es fuertemente invariante bajo Cn(f)l, entonces

{f l(C)} = Cn(f)l({C}) = Cn(f)l(ω(K,Cn(f)l)) = ω(K,Cn(f)l) = {C}.

Es decir, f l(C) = C. Si r ≥ l, entonces r = tl + i, para algún t ∈ N e
i ∈ {0, 1, . . . , l − 1}. Luego,

f i(C) ⊂ f i(f tl(K)) = f tl+i(K) = f r(K).

Sea ∆ =

l−1⋃
i=0

{A ∈ Cn(X) : f i(C) ⊂ A}. Como ∆ es cerrado y ω(K,Cn(f)) =

Cn(X), entonces ∆ es denso en Cn(X), pero esto último contradice el Le-
ma 1.14. Por lo tanto, intX(fk(B)) = ∅, para toda k ∈ N.

Usando los Teoremas 2.2 y 2.3 se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean X un continuo con un arco libre y f : X → X una
función continua. Entonces para ninguna n ∈ N se tiene que Cn(f) es tran-
sitiva.

Demostración. Supongamos que Cn(f) es transitiva. Entonces existe B ∈
Cn(X) tal que ω(B,Cn(f)) = Cn(X). Sea A un arco libre en X con ex-
tremos p y q. Podemos suponer, sin perder generalidad, que A ( X. Sean
W1,W2, . . . ,Wn−1 conjuntos abiertos, no vaćıos y ajenos dos a dos conteni-
dos en X \A.

El vietórico

U = 〈A \ {p, q},W1,W2, . . . ,Wn−1〉 ∩ Cn(X)

es un conjunto abierto y no vaćıo de Cn(X). Por hipótesis, existe k ∈ N tal
que Cn(f)k(B) = fk(B) ∈ U . Por el Teorema 2.1, fk(B) tiene exactamente
n componentes conexas. Observemos que W1,W2, . . . ,Wn−1 y A \ {p, q} son
conjuntos abiertos, ajenos dos a dos y no vaćıos. Sea B0 la componente
conexa de fk(B) tal que B0 ⊂ A\{p, q}. Por el Teorema 2.2 tenemos que B0

es no degenerado. Entonces B0 es un arco. Como A \ {p, q} es un conjunto
abierto en X, se tiene que intX(B0) 6= ∅ y, por tanto, intX(fk(B)) 6= ∅,
contradiciendo el Teorema 2.3. Esto prueba que Cn(f) no es transitiva.

Ejemplo 2.5. Consideremos la función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] definida por

T (x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2 ],
2− 2x, si x ∈ [1

2 , 1].
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Figura 2.1: La función tienda.

En [18, Proposición 8.2] se prueba que T es exacta. Por el Teorema 1.24,
T es débilmente mezcladora. Después, por el Teorema 1.27, Fn(T ) es tran-
sitiva, para cada n ∈ N. También 2T es transitiva, por el Teorema 1.26. Sin
embargo, del Teorema 2.4 se tiene que, para cada n ∈ N, la función inducida
Cn(T ) no es transitiva.

Es natural preguntarse si existe un ejemplo de un sistema dinámico tal
que la función inducida en el hiperespacio Cn(X) sea transitiva. El siguiente
ejemplo aparece en [1, Ejemplo 7]. En él se muestra la existencia de un
sistema dinámico (Q, σ) en el que la función inducida C(σ) es transitiva. El
espacio Q, que se presenta a continuación, es el cubo de Hilbert definido con
base Z en vez de base N.

Ejemplo 2.6. Para cada n ∈ Z, sea In = [0, 1]. Definimos al espacio Q
como

Q =
∏
n∈Z

In.

La función σ : Q→ Q está definida de la siguiente manera. Si a = (an)n∈Z ∈
Q, entonces σ(a) = b, donde b = (bn)n∈Z y bn = an+1, para toda n ∈ Z. La
métrica d : Q×Q→ [0,∞) de Q se define como sigue:

d((an)n∈N, (bn)n∈N) =
∑
n∈Z

|an − bn|
2|n|

.

Resulta que la función σ y la función inducida C(σ) son transitivas (ver
[1, Teorema 7.18]). A continuación veremos que la función inducida C(σ)
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es de hecho débilmente mezcladora. Luego, por el Teorema 2.10 que más
adelante veremos Cn(σ) es transitiva para cada n ∈ N.

Teorema 2.7. La función inducida C(σ) es débilmente mezcladora.

Demostración. Sean A1, A2, B1, B2 ∈ C(Q) y ε > 0. Sea N ∈ N tal que∑
|i|>N

1

2i
< ε.

Sea además

ϕ : Q→
∏

i∈[−N,N ]

In, (2.1.1)

la proyección natural sobre las coordenadas desde −N a N de Q. Entonces,

ϕ(A1), ϕ(A2), ϕ(B1), ϕ(B2) son subcontinuos de
∏

i∈[−N,N ]

In.

Definimos

Dj = {(a)n∈Z ∈ Q : (a−N , . . . , aN ) ∈ ϕ(Aj) y (aN+1, . . . , a3N+1) ∈ ϕ(Bj)},

para j ∈ {1, 2}. Notemos que

Dj =
∏

n<−N
In × ϕ(Aj)× ϕ(Bj)×

∏
n>3N+1

In,

para cada j ∈ {1, 2}. Entonces, D1, D2 ∈ C(Q).

Es claro que ϕ(Dj) = ϕ(Aj) y que ϕ(C(σ)2N+1(Dj)) = ϕ(Bj), para cada
j ∈ {1, 2}. Aśı,

Dj ⊂ NX(Aj , ε) y Aj ⊂ NX(Dj , ε),

al igual que

C(σ)2N+1(Dj) ⊂ NX(Bj , ε) y Bj ⊂ NX(C(σ)2N+1(Dj), ε),

para cada i ∈ {1, 2}. Es decir,

H(Dj , Aj) < ε y H(C(σ)2N+1(Dj), Bj) < ε,

con j ∈ {1, 2}. Esto muestra que C(σ) es débilmente mezcladora.
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2.2. La Transitividad entre Cn(f) y C(f)

Sean X un continuo y n ∈ N. Si A ∈ Fn(C(X)), existen s ∈ {1, 2, . . . , n}
y A1, A2, . . . , As ∈ C(X) tales que A = {A1, A2, . . . , As}. Es claro que la
unión de los elementos de A, es decir el conjunto A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ As, es un
elemento de Cn(X). Notemos que

Fn(C(f))(A) = C(f)(A) = C(f)({A1, A2, . . . , As}) =

= {C(f)(A1),C(f)(A2), . . . ,C(f)(As)} = {f(A1), f(A2), . . . , f(As)}.

En [20, Lema 1.48], se prueba que si A,B ∈ 22X , entonces

H(
⋃
A,
⋃
B) < H2(A,B),

con H2 la métrica de Hausdorff para 22X generada por la métrica de Haus-
dorff H para 2X . De aqúı, se tiene que la función que a cada A ∈ Fn(C(X))
le asocia la unión de sus elementos es una función continua. Esto es lo que
se enuncia a continuación.

Lema 2.8. Sean X un continuo, n ∈ N, f : X → X una función continua.
Sea

ρn : Fn(C(X))→ Cn(X),

la función definida, para A ∈ Fn(C(X)), por ρn(A) =
⋃
A. Entonces ρn está

bien definida y es continua.

Del lema anterior se sigue el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sean X un continuo, n ∈ N y f : X → X una función
continua. Entonces el sistema dinámico (Cn(X),Cn(f)) es semiconjugado
del sistema (Fn(C(X)),Fn(C(f))).

Demostración. Consideremos la función continua ρn : Fn(C(X))→ Cn(X)
del Lema 2.8. Esta función en suprayectiva, pues si A ∈ Cn(X), entonces A
se puede escribir en su descomposición en componentes conexas como

A =

k⋃
i=1

Ai,

con 1 ≤ k ≤ n. Sea A ∈ Fn(C(X)) definido como A = {A1, . . . , Ak}. Es
claro que ρn(A) = A. Resta ver que el diagrama
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Fn(C(X))

ρn

��

Fn(C(f)) // Fn(C(X))

ρn

��
Cn(X)

Cn(f)
// Cn(X)

es conmutativo. Sea A ∈ Fn(C(X)) como en el párrafo anterior. Entonces(
ρn ◦ Fn(C(f))

)
(A) = ρn({C(f)(A1), . . . ,C(f)(Ak)}) =

= ρn({f(A1), . . . , f(Ak)}) =

k⋃
i=1

f(Ai) = f

( k⋃
i=1

Ai

)
=

= Cn(f)

( k⋃
i=1

Ai

)
= Cn(f)(ρn({A1, . . . , Ak})) = (Cn(f) ◦ ρn)(A).

Teorema 2.10. Sean X un continuo, n ∈ N y f : X → X una función
continua. Si C(f) es débilmente mezcladora, entonces Cn(f) es débilmente
mezcladora.

Demostración. Supongamos que C(f) : C(X)→ C(X) es débilmente mez-
cladora. Luego, por [14, Teorema 4.5], se tiene que Fn(C(f)) es débilmente
mezcladora. Por el Teorema 2.9 y el Lema 1.25, Cn(f) es débilmente mez-
cladora.

En los Teoremas 1.26 y 1.27 se muestra que la transitividad y el mezclado
débil son equivalentes en las funciones inducidas a los hiperespacios 2X y
Fn(X), para n ∈ N. Por lo anterior, pudiera ser que la hipótesis de ser C(f)
débilmente mezcladora esté de más. Es decir, se tiene la siguiente conjetura.

Conjetura 2.11. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Si C(f) es transitiva, entonces C(f) es débilmente mezcladora.

Si la Conjetura 2.11 fuera cierta, tendŕıamos que la transitividad de la
función inducida C(f) implicaŕıa la transitividad de las funciones inducidas
Cn(f), para cada n ∈ N.
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Como hemos visto, la presencia de arcos libres en los continuos X impide
la existencia de una función f : X → X tal que C(f) sea transitiva. Quizá,
no sea suficiente con que el continuo X no contenga arcos libres para que
exista una función f : X → X tal que C(f) sea transitiva. En el siguiente
caṕıtulo se presenta una nueva propiedad topológica y se prueba que en los
continuos que tienen esta propiedad, Cn(f) transitiva, para alguna n ∈ N,
implica C(f) transitiva.
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Caṕıtulo 3

Densidad de continuos de
convergencia

3.1. Transitividad en Cn(f)

Para definir la propiedad que se menciona al final del caṕıtulo anterior
necesitamos enunciar una definición ya conocida en la teoŕıa de continuos.

Definición 3.1. Sean X un continuo y C ⊂ X un subcontinuo no dege-
nerado de X. Decimos que C es un continuo de convergencia en X si
existe una sucesión de subcontinuos {Cn}n≥1 tal que:

ĺım
n→∞

Cn = C, con C ∩ Cn = ∅, para toda n ∈ N.

Podemos elegir los subcontinuos Cn ajenos dos a dos ([8, Lema 3.1, p.
103]). Notemos que por ejemplo un arco no posee continuos de convergencia,
tampoco una gráfica finita. Se han estudiado los espacios en los cuales existen
continuos de convergencia (ver por ejemplo [21, Teorema 5.12]). La siguiente
propiedad es más fuerte, pues se pide que el espacio tenga no sólo uno,
sino “muchos” continuos de convergencia. Hasta donde se sabe, la siguiente
propiedad aparece por primera vez en el presente trabajo.

Definición 3.2. Sea X un continuo. Diremos que X tiene la propiedad
DCC si para todo A ∈ C(X) y ε > 0, existe un continuo de convergencia
C ∈ C(X) tal que H(A,C) < ε.

Las siglas DCC son la abreviación de “Densidad de Continuos de Con-
vergencia”. Por definición, un continuo X tiene la propiedad DCC si y sólo

23
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si la familia

CX = {C ∈ C(X) \ F1(X) : C es un continuo de convergencia en X}

es denso en C(X). En la siguiente sección se muestran algunos ejemplos de
continuos con la propiedad DCC. Mientras, tenemos el siguiente teorema
que muestra la importancia de estudiar esta propiedad.

Teorema 3.3. Sean X un continuo con la propiedad DCC y f : X → X
una función continua. Si existe n ∈ N tal que Cn(f) es transitiva, entonces
C(f) es transitiva.

Demostración. El resultado es claro para n = 1, por lo que supongamos
que n ≥ 2. Como Cn(f) transitiva, existe B ∈ Cn(X) tal que

ω(B,Cn(f)) = Cn(X).

Por el Teorema 2.1, B tiene exactamente n componentes conexas, digamos
B1, B2, . . . , Bn. Probaremos que

ω(Bi,C(f)) = C(X), para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Para ver esto, tomemos A ∈ C(X) y ε > 0. Como X tiene la propiedad DCC,
existe un continuo de convergencia A′ ∈ C(X)\F1(X) tal que H(A′, A) < ε

3 .
Por ser A′ un continuo de convergencia, existen A1, A2, . . . , An ∈ C(X) tales
que H(Ai, A

′) < ε
3 y Ai ∩ Aj = ∅, para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j.

Usando la normalidad de X aśı como la propiedad 2) del Teorema 1.12,
podemos probar que existe 0 < ε′ < ε tal que NX(Ai, ε

′) ∩ NX(Aj , ε
′) = ∅,

para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j.

Definamos D = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An. Entonces D ∈ Cn(X) \ Cn−1(X).
Como D ∈ Cn(X) = ω(B,Cn(f)), existe m ∈ N tal que

H(Cn(f)m(B), D) = H(fm(B), D) <
ε′

3
.

Como los elementos de la familia{
NX

(
A1,

ε′

3

)
,NX

(
A2,

ε′

3

)
, . . . ,NX

(
An,

ε′

3

)}
son ajenos dos a dos y fm(B) ∈ Cn(X) es tal que H(fm(B), D) < ε′

3 , por el
Lema 1.13 podemos suponer, sin perder generalidad, que las n componentes
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conexas fm(B1), fm(B2), . . . , fm(Bn) de fm(B) son tales queH(fm(Bi), Ai) <
ε′

3 < ε
3 , para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Notemos que, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}

se tiene

H(fm(Bi), A) ≤ H(fm(Bi), Ai) +H(Ai, A
′) +H(A′, A) <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Esto prueba que H(C(f)m(Bi), A) < ε para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Entonces
A ∈ ω(Bi,C(f)), para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como A es un elemento arbitra-
rio de C(X), tenemos que ω(Bi,C(f)) = C(X), para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}.
En particular, C(f) es transitiva.

3.2. Continuos con la propiedad DCC

En esta sección se muestra una serie de ejemplos de continuos con la
propiedad DCC. Comencemos con ejemplos de continuos que tienen esta
propiedad y que son de dimensión finita. Más adelante se presenta un ejemplo
de un continuo de dimensión infinita, el Cubo de Hilbert, que también tiene
esta propiedad.

A los continuos que son homeomorfos al producto cartesiano

In = [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n-veces

⊂ Rn

con n ∈ N, se les conoce como n-celdas. En el caso de los arcos (1-celdas) la
propiedad DCC no se satisface. Sin embargo, para las n-celdas, con n > 1,
se prueba que la propiedad DCC se satisface. Básicamente, necesitamos
aproximarnos a los subcontinuos de las n-celadas mediante árboles. Basta
enunciar las proposiciones para los espacios In, con n > 1.

Lema 3.4. Sean X = In, para alguna n > 1, K ∈ C(X) y ε > 0. Entonces
existe K ′ ∈ C(X) tal que K ′ ⊂ intRn(X) y H(K,K ′) < ε.

Demostración. Sean 0 < δ < ε y

D = J × J × · · · × J︸ ︷︷ ︸
n-veces

,

con J =
[
δ√
n
, 1 − δ√

n

]
. Aqúı d representa a la métrica euclidiana en X y p

al centro de X, esto es, p = (1
2 ,

1
2 , . . . ,

1
2) ∈ X. Sea ϕ : X → D dada por

ϕ(x) =

{
x, si x ∈ D,
x̂, si x /∈ D,
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donde x̂ es el punto de intersección entre el segmento de recta px y frX(D).
Nótese que ϕ es una retracción. Observemos lo siguiente, si z ∈ X \ D,
entonces

d(z, ẑ) =

√√√√ n∑
i=1

(zi − ẑi)2 ≤

√
n

(
δ√
n

)2

= δ < ε.

Aśı, para toda x ∈ X, d(x, ϕ(x)) < ε. Sea K ′ = ϕ(K) ∈ C(X).

Figura 3.1: Retracción de K en K ′.

Si x ∈ K ′ ∩K, entonces x ∈ NX(K, ε). Ahora, si x ∈ K ′ \K, entonces
ϕ(y) = x, para algún y ∈ K. Como d(y, x) = d(y, ϕ(y)) < ε, entonces
x ∈ NX(K, ε). Es decir,

K ′ ⊂ NX(K, ε).

Sea x ∈ K. Si x ∈ D, entonces x = ϕ(x) ∈ ϕ(K) = K ′ ⊂ NX(K ′, ε).

Si x /∈ D, entonces d(x, ϕ(x)) < ε. En cualquier caso,

K ⊂ NX(K ′, ε).

Por lo tanto, H(K,K ′) < ε.

En el siguiente lema se prueba que toda gráfica finita y conexa se puede
aproximar con árboles.

Lema 3.5. Sean X = In, para alguna n > 1, K ∈ C(X) y ε > 0. Existe un
árbol T ∈ C(X) tal que H(K,T ) < ε.

Demostración. Sea ε > 0. ComoK es compacto existen x1, x2, . . . , xm ∈ K
tales que
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K ⊂
m⋃
i=1

BX(xi, ε),

siendo esta última unión un conjunto conexo. Para cada par i, j ∈ {1, . . . , n}
denotaremos por xixj al segmento de recta comprendido entre los puntos xi
y xj . Sea T ∈ C(X) un árbol de la forma

T =
⋃
i,j∈Ω

xixj ,

con Ω ⊂ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . ,m} tal que x1, x2, . . . , xm ∈ T .

Es decir, T es cualquier árbol que tenga como conjunto de vértices a
{x1, x2, . . . , xm} y cuyas aristas sean segmentos de recta comprendidos entre
estos vértices.

Si x ∈ K, entonces x ∈ BX(xi, ε), para algún i ∈ {1, . . . ,m}. Aśı, x ∈
NX(T, ε). Aśı, K ⊂ NX(T, ε). Por otra parte, es claro que T ⊂ N(K, ε). Por
lo tanto, H(K,T ) < ε.

Probaremos ahora que las celdas de dimensión mayor o igual a dos tienen
la propiedad DCC. Antes necesitamos definir lo que se conoce como cadenas
circulares [19, Definición 2.5.1].

Definición 3.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Una cadena cir-
cular U es una sucesión finita U0, U1, . . . , Un de subconjuntos de X tal que
Ui ∩ Uj 6= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1 o i, j ∈ {0, n}.

Teorema 3.7. Sea X = In, para alguna n > 1. Entonces X tiene la pro-
piedad DCC.

Demostración. Sean K ∈ C(X) y ε > 0. Por el Lema 3.4 existe K ′ ∈ C(X)
tal que K ′ ⊂ intRn(X) y H(K ′,K) < ε

2 . Del Lema 3.5 existe un árbol
T ∈ C(X) tal que H(K ′, T ) < ε

2 . Aśı, T es un árbol tal que T ⊂ intRn(X) y

H(K,T ) ≤ H(K,K ′) +H(K ′, T ) < ε.

Afirmación. T es un continuo de convergencia.

Sea δ > 0. Existe 0 < γ < δ
2 tal que NRn(T, γ) ⊂ X. Como T es una

gráfica finita sin ciclos, podemos suponer que si U = {BX(xi, γ)}ki=1 es una
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cubierta abierta finita de T , con x1, x2, . . . , xk ∈ T , entonces U no contiene
cadenas circulares.

Figura 3.2: Cubierta abierta U .

Sea D = frX(
⋃
U). Es claro que D ∈ C(X). Además, D ∩ T = ∅. Por

otra parte, si x ∈ D, entonces d(x, xj) = γ < δ, para algún j ∈ {1, 2, . . . , k}.
Aśı, D ⊂ NX(T, δ). Luego, si x ∈ T , entonces x ∈ BX(xi, γ), para alguna
i ∈ {1, 2, . . . , k}. Sea z ∈ frX(BX(xi, γ))∩D, entonces d(z, x) ≤ 2γ < δ. Aśı,
T ⊂ NX(D, δ). Por lo tanto H(T,D) < δ.

Esto último prueba que T es continuo de convergencia y por lo tanto, X
tiene la propiedad DCC.

El siguiente resultado podŕıa ser enunciado como corolario del teorema
anterior; sin embargo, debido a la importancia del espacio en cuestión, se
enuncia como teorema.

Teorema 3.8. Sea X = [0, 1]N el cubo de Hilbert. Entonces X tiene la
propiedad DCC.

Demostración. Sean ε > 0 y K ∈ C(X). Tomemos N ∈ N tal que

∑
i>N

1

2i
<
ε

2

sea ϕ : X → IN la proyección sobre las primeras N entradas de X. Co-
mo ϕ es continua entonces K ′ = ϕ(K) es un subcontinuo de IN . Por el
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Teorema 3.7, existe un árbol T ′ ∈ C(IN ) tal que HIN (K ′, T ′) < ε
2 . Sea

T ∈ C(X) definido como

T = T ′ ×
∏
n>N

Jn,

con Jn = [0, 1], para toda n > N.

Afirmación 1. HX(K,T ) < ε.

Sea x ∈ T . Entonces x es de la forma x = (xi)
∞
i=1 donde (xi)

N
i=0 ∈ T ′ y

(xi)i>N ∈
∏
n>N Jn. Por lo anterior, existe y ∈ K tal que

dIN ((xi)
N
i=0, ϕ(y)) <

ε

2
.

Aśı,

dX(x, y) =
∞∑
i=1

| xi − yi |
2i

=
N∑
i=1

| xi − yi |
2i

+
∑
i>N

| xi − yi |
2i

<

< dIN ((xi)
N
i=0, ϕ(y)) +

ε

2
< ε.

Con esto último tenemos que T ⊂ NX(K, ε). Análogamente se tiene que
K ⊂ NX(T, ε).

Afirmación 2. T es un continuo de convergencia en X.

Sea δ > 0. Como T ′ es un continuo de convergencia en IN existe D′ ∈
C(IN ) tal que HIN (D′, T ′) < δ y D′ ∩ T ′ = ∅. Sea

D = D′ ×
∏
n>N

Jn.

Entonces, si x = (xi)
∞
i=1 ∈ T , existe (y)Ni=1 ∈ D′ tal que

dIN ((xi)
N
i=1, (yi)

N
i=1) < δ.

Sea
y = (yi)

N
i=1 × (xi)i>N .

Es claro que y ∈ D. Además,

dX(x, y) = dIN ((xi)
N
i=1, (yi)

N
i=1) < δ.
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Es decir, T ⊂ NX(D, δ). La prueba para la contención D ⊂ NX(T, δ) es
análoga. Por lo tanto, HX(T,D) < δ. Finalmente, como T ′∩D′ = ∅, entonces
T ∩D = ∅.

De este resultado y del Teorema 3.3 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.9. Sean X = [0, 1]N el cubo de Hilbert, f : X → X una función
continua y n ≥ 2 un número natural. Si Cn(f) es transitiva, entonces C(f)
es transitiva.

Podŕıa parecer que un continuo con la propiedad DCC debeŕıa ser un
continuo de dimensión mayor que 1. En la siguiente sección se ve que esto no
es aśı, pues el continuo que se define es de dimensión 1 y tiene la propiedad
DCC.

3.3. La Carpeta de Sierpinski

La Carperta de Sierpinski es un continuo que tiene varias propiedades.
Una muy importante es que cualquier continuo de dimensión 1 se puede
encajar de manera inyectiva dentro de ella [17]. Otras propiedades que no se
estudian en este trabajo son las referidas a los fractales. En cierta forma, en
la construcción que veremos a continuación se muestra de manera superficial
la idea de fractal.

Consideremos la 2-celda S0 = [0, 1]×[0, 1] como nuestro primer conjunto.
Después, definimos S1 = S0 \ (1

3 ,
2
3)× (1

3 ,
2
3), con (1

3 ,
2
3)× (1

3 ,
2
3) el interior de

[1
3 ,

2
3 ]× [1

3 ,
2
3 ]. En general, para cualquier n ∈ N, se define

Sn = Sn−1 \
⋃

i,j≡1(mód 3)

(
i

3n
,
i+ 1

3n

)
×
(
j

3n
,
j + 1

3n

)
.

Notemos que estos conjuntos forman una sucesión decreciente de subconti-
nuos

S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ · · · .

Definición 3.10. La Carpeta de Sierpinski se define como el conjunto

S =
⋂
n∈N

Sn.



3.3. LA CARPETA DE SIERPINSKI 31

Cada Sn es un continuo y por lo tanto S es un continuo. Este conjunto
está compuesto por varias copias homeomorfas de él. Podemos definir a estos
conjuntos de la siguiente manera.

Sean, S11 = [0, 1
3 ]× [0, 1

3 ] ∩ S, S12 = [1
3 ,

2
3 ]× [0, 1

3 ] ∩ S . . . S18 = [2
3 , 1]×

[2
3 , 1] ∩ S. Cada uno de estos S1i es una copia homeomorfa de S a escala 1

a 3.

Si pensamos a cada uno de los S1i como el conjunto S podemos repetir el
mismo proceso y se construyen las copias homeomorfas S2i, con 1 ≤ i ≤ 82,
que son copias homeomorfas de S a escala 1 a 32. En general, podemos
definir copias homeomorfas de S a escala 1 a 3n, Sni, con 1 ≤ i ≤ 8n y
n ∈ N.

Figura 3.3: Los primeros conjuntos Sn1

La forma en la que se construye la Carpeta de Sierpinski se asemeja en
mucho a la del conjunto de Cantor. En el conjunto de Cantor existe una
infinidad de puntos extremos, es decir, puntos x tales que para algún valor
δ > 0, (x, x + δ) ∩ C = ∅ (o bien, (x − δ, x) ∩ C = ∅). En el caso de la
Carpeta de Sierpinski tenemos algo similar, solo que aqúı podŕıamos decir
que existen segmentos de recta extremos.

La idea de construir un continuo de convergencia consiste en evitar estos
segmentos de recta extremos, pues de esta manera es posible rodear dichos
segmentos y construir continuos cercanos y ajenos. Esta idea se aclara más
en las siguientes párrafos. Los continuos de convergencia que se construyen
son árboles. Antes, construiremos unas gráficas conexas.
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Figura 3.4: Segmentos de recta extremos

Dada ε > 0, para cada uno de los conjuntos Sni que se definieron anterior-
mente, definimos los subconjuntos M ε

ni de la siguiente forma. Comencemos
definiendo al subconjunto M ε

0 ⊂ S. Sea

z ∈ C \ Ext(C), (3.3.1)

tal que d(z, 0) < ε. Entonces, los segmentos de recta

{z} × [0, 1], [0, 1]× {z} ⊂ S.

Más aún. Se tiene la siguiente observación.

Observación 3.11. Si ω ∈ C y 0 ≤ a < b ≤ 1, entonces {ω} × [a, b] ⊂ S

Definimos al subcontinuo M ε
0 ∈ C(S) como

M ε
0 = {z} × [0, 1] ∪ [0, 1]× {z}.

Figura 3.5: Conjunto M ε
0
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Aśı como cada Sni es una copia homeomorfa de S, se tienen también
conjuntos M ε

ni ⊂ Sni, que son copias homeomorfas de M ε
0 .

Observación 3.12. Sean i 6= j ∈ {1, 2, . . . , 8n}, si |Sni∩Snj | > 1, entonces
M ε
ni ∪M ε

nj es arcoconexo.

Figura 3.6: Formas en que se conectan M ε
ni y M ε

nj

En palabras más coloquiales, M ε
ni

y M ε
nj

se conectan siempre que Sni y
Snj se intersecten en más de un punto.

Es claro que
ĺım
n→∞

diám(Sni) = 0.

Entonces, existe N ∈ N tal que diám(SNi) <
ε
2 , para i ∈ {1, 2, . . . , 8N}. Sea

K ∈ C(S) y ε > 0, definimos

N ′K = {i ∈ {1, 2, . . . , 8N} : SNi ∩K 6= ∅}.

Definimos

N ′′K = {r ∈ {1, 2, . . . , 8N} : existen i, j ∈ N ′K con

|SNi ∩ SNj | = 1 y |SNi ∩ SNr|, |SNj ∩ SNr| > 1}.

Sea NK = N ′K ∪N ′′K y sea

M ε
K =

⋃
i∈Nk

MNi

Sobre este conjunto se tienen las siguientes propiedades.
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Figura 3.7: Los elementos r del conjunto N ′′K

Lema 3.13. El conjunto M ε
K es un subcontinuo de S

Demostración. Por la forma en que se definió N ′′K y por la Observación
3.12 se tiene que M ε

K es arcoconexa.

Lema 3.14. H(K,M ε
K) < ε.

Demostración. Sea x ∈ K. Existe i ∈ {1, 2, . . . , 8N} tal que x ∈ SNi. Para
cualquier y ∈MNi tenemos que

d(x, y) < diám(SNi) < ε.

Es decir, K ⊂ NS(M ε
K , ε).

Por otra parte, si x ∈M ε
K se tienen dos casos.

Caso 1. x ∈ MNi, para alguna i ∈ N ′K . En este caso es claro que si
y ∈ SNi ∩K, entonces d(x, y) < ε.

Caso 2. x ∈MNr, para alguna r ∈ N ′′K . Entonces, existen i, j ∈ N ′K tales
que |SNi ∩ SNj | = 1 y |SNi ∩ SNr|, |SNj ∩ SNr| > 1. Sea y ∈ SNi, se tiene
que

d(x, y) < diám(SNr ∪ SNi) < diám(SNr) + diám(SNi) < 2

(
ε

2

)
= ε.

Aśı, M ε
K ⊂ NS(K, ε). Es decir, H(K,M ε

K) < ε.
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Dados K ∈ C(S) y ε > 0, hemos construido una gráfica finita M ε
K que

está a distancia menor que ε de K en C(S). De esta gráfica finita podemos
sustraer un árbol, el cual se aproxima más a nuestro continuo de convergen-
cia.

Lema 3.15. Sean ε > 0 y K ∈ C(S). Existe un árbol AεK ⊂ M ε
K tal que

H(AεK ,K) < ε

Demostración. La prueba de este lema consiste en un argumento inductivo
sobre el número de ciclos simples (ciclos que no contienen otros ciclos) que
tiene la gráfica finita M ε

K . Podemos suponer entonces que la gráfica M ε
K

tiene un solo ciclo, digamos C. Sean p, q ∈ C tales que:

1. (p, q) ⊂MNi, para algún i,

2. (p, q) ∩ Br(M ε
K) = ∅, es decir, no existen puntos de ramificación en el

interior del segmento de recta [p, q].

3. Si p = (k, l) y q = (r, l), con k < r, entonces k, r ∈ C \ Ext(C) (aqúı se
está pensando a MNi como M ε

0 ).

Figura 3.8: El segmento de recta [p, q]

Por argumentos similares a los del Lema 3.14, si AεK = M ε
K \ (p, q) se

tiene que H(K,AεK) < ε.

Ahora bien, el árbol AεM puede no ser un continuo de convergencia. Para
construir un continuo muy cercano a AεM bastaŕıa con encontrar una curva
cerrada que lo rodee; sin embargo, encontrar dicha curva no es posible si
nuestro árbol intersecta la frontera de la 2-cerda, [0, 1]× [0, 1]. Definiremos
a continuación el que será nuestro continuo de convergencia.
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Lema 3.16. Sean ε > 0 y K ∈ C(S). Existe un continuo T εK ⊂ AεK tal que
T εK no intersecta a la frontera de SN y H(T εK , A

ε
K) < ε

Demostración. El subcontinuo AεK está compuesto por una unión finita de
los subcontinuos de MNi . Aśı, si AεK intersecta a la frontera de SN entonces
alguno de estos MNi intersecta a dicha frontera. Como estos subcontinuos
MNi son una copia homeomorfa de M ε basta con analizar el caso en que un
subcontinuo de M ε intersecte a la frontera de [0, 1]× [0, 1].

Figura 3.9: Caso en que M ε
0 intersecta la frontera de [0, 1]× [0, 1].

Sea L cualquier subcontinuo de M ε. De los cuatro casos que tenemos
consideraremos únicamente uno, los restantes son análogos. Supongamos
que esta intersección se da únicamente en (z, 0) ∈ L ∩ [0, 1]× [0, 1].

Existe 0 < λ < z tal que λ ∈ C \ Ext(C). Es claro que L \ {z} × [0, λ) ∈
C(S) y no intersecta a la frontera de [0, 1] × [0, 1]. También es claro que
H(T εK , A

ε
K) < ε.

Teorema 3.17. El continuo T εK del Lema 3.16 es un continuo de conver-
gencia.

Demostración. El continuo T εK se puede escribir de la siguiente forma

T εK =
m⋃
t=1

Lt,

siendo cada uno de estos Lt un segmento de recta de la forma {z} × [b, c], o
bien [b, c]×{z}, para cada t ∈ {1, 2, . . . ,m}. Para ver que T εK es un continuo
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de convergencia bastará con probar que cada uno de los Lt lo es, mostrando
que existe una curva cerrada simple cercana a Lt.

Sea δ > 0. Supongamos que Lt = {z} × [b, c]. En general, existen i, j ∈
{1, 2, . . . , 2N} tales que el extremo (z, b) ∈ SNi y el extremo (z, c) ∈ SNj . Sin
embargo, podemos suponer sin perdida de generalidad que i = j. Es decir,
supongamos que Lt ⊂ SNi.

Caso 1. Lt no intersecta la frontera de SNi.

Existen b′ < b y c′ > c tales que {z} × [b′, c′] no intersecta a la frontera
de SNi,

|b− b′|, |c− c′| < δ√
2

y además, [pi, qi]×{b′}, [pi, qi]×{c′} ⊂ SNi por la Observación 3.11. De esta
misma observación, tenemos que existen z′ < z < z′′ tales que

|z′ − z|, |z′′ − z| < δ√
2

y {z′} × [ri, si], {z′′} × [ri, si] ⊂ SNi. Por lo tanto, si

D = ({z′} × [b′, c′]) ∪ ({z′′} × [b′, c′]) ∪ ([z′, z′′]× {b′}) ∪ ([z′, z′′]× {c′}),

entonces D ∈ C(S), D ∩ Lt = ∅ y es claro que H(D,Lt) < δ.

Figura 3.10: Construcción del conjunto D.

Caso 2. Lt intersecta a la frontera de SNi.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Lt intersecta a la frontera
de SNi únicamente en el punto (z, c) (para el punto (z, b) el argumento es
similar). Como (z, c) no pertenece a la frontera de [0, 1]× [0, 1], existe l 6= i
tal que (a, c) pertenece a la frontera de SNl. Entonces, existe c′ > c tal que
[pl, ql]× {c′} ⊂ SNl. Eligiendo z′ < z < z′′ como en el caso 1, el resto de la
prueba es similar.

Finalmente, llegamos al teorema importante de este caṕıtulo.

Teorema 3.18. La carpeta de Sierpinski S tiene la propiedad DCC.

Demostración. Sean ε > 0 y K ∈ C(S). De los lemas 3.13 y 3.14 tenemos

un continuo M
ε
2
K tal que

H(K,M
ε
2
K) <

ε

2
.

Por el Lema 3.15, existe un árbol A
ε
2
K ⊂M

ε
2
K , tal que

H(A
ε
2
K ,K) <

ε

2
.

Del Lema 3.16, existe un árbol T
ε
2
K ⊂ A

ε
2
K tal que

H(A
ε
2
K , T

ε
2
K) <

ε

2
,

que por el Teorema 3.17, T
ε
2
K es un continuo de convergencia. Además

H(T
ε
2
K ,K) ≤ H(T

ε
2
K , A

ε
2
K) +H(A

ε
2
K ,K) < ε.



Caṕıtulo 4

Transitividad por cadenas

Una de las estrategias para comprender la dinámica de una función con-
tinua f : X → X, definida en un espacio métrico y compacto X, consiste en
estudiar las órbitas órb(x, f) de los puntos x ∈ X. El uso de tecnoloǵıas para
computar una órbita podŕıa no ser del todo precisa, lo que podŕıa generar
un cierto margen de error. En otras palabras, lo que podŕıamos estar obser-
vando no seŕıa una órbita, sino una seudo-órbita. Por lo anterior, estudiar
las seudo-órbitas adquiere un particular interés en el estudio de los sistemas
dinámicos y, por tanto, en la dinámica de hiperespacios.

4.1. El teorema principal

Antes de enunciar el teorema principal de este caṕıtulo, recordaremos
brevemente algunas definiciones e introduciremos un poco de notación.

Dado un conjunto X, denotaremos al producto finito

X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n−veces

por X(n). Mientras que por f (n) denotaremos a la función

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
n−veces

: X(n) → X(n).

Dada δ > 0, una seudo-órbita es una secesión finita o infinita 〈x0, x1, . . .〉
tal que d(f(xi), xi+1) < δ, para toda i ∈ N ∪ {0}. Si la δ-seudo-órbita es
finita: 〈x0, x1 . . . xn〉 la llamaremos δ-cadena de longitud n (en este caso,
d(f(xi), xi+1) < ε, para cada i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}).

39
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Se dice que un subconjunto Λ ⊂ X es internamente transitivo por ca-
denas si para todo par de puntos x, y ∈ Λ y δ > 0, existe una δ-cadena
〈x = x0, x1, . . . , xn = y〉 ⊂ Λ. En el caso particular en que Λ = X se dice
que f es transitiva por cadenas.

Si x, y, z ∈ X y Γ1,Γ2 son dos δ-cadenas en X de la forma

Γ1 = 〈x = x0, x1, . . . , xn = y〉 y Γ2 = 〈y = y0, y1, . . . , ym = z〉,

entonces Γ1 + Γ2 representará a la concatenación de Γ1 y Γ2 dada por

Γ1 + Γ2 = 〈x = x0, x1, . . . , xn = y = y0, . . . , ym = z〉,

la cual es una δ-cadena cuya longitud es precisamente la suma de las lon-
gitudes de cada una de las dos δ-cadenas. Para las δ-cadenas de la forma
Γ = 〈x = x0, x1 . . . , xn = x〉 y toda k ∈ N, tendremos que

kΓ = Γ + Γ + · · ·+ Γ︸ ︷︷ ︸
k−veces

.

Definición 4.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Diremos que f es:

1) débilmente mezcladora por cadenas si f (2) : X(2) → X(2) es tran-
sitiva por cadenas;

2) totalmente transitiva por cadenas si para toda n ∈ N, la función
fn : X → X es transitiva por cadenas;

3) exacta por cadenas si para toda ε > 0 y para todo conjunto abierto
no vaćıo U ⊂ X, existe n = n(ε, U) ∈ N con la siguiente propiedad:
para toda x ∈ X, existen u ∈ U y una ε-cadena de la forma,

〈u = a0, a1, . . . , an = x〉.

Estas definiciones por cadenas corresponden a las versiones clásicas que
aparecen en la Definición 1.23. Como se menciona en el Teorema 1.24, toda
función exacta es débilmente mezcladora y toda función débilmente mezcla-
dora es totalmente transitiva. En la versión con cadenas, veremos que estas
tres propiedades resultan ser equivalentes (Teorema 4.5). En los siguientes
ejemplos se muestra que para la versión sin cadenas la equivalencia entre
estas propiedades no se satisfacen.
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Ejemplo 4.2. Sean S1 la circunferencia de radio 1, λ ∈ R \Q y

Tλ : S1 → S1,

dada por Tλ(eiθ) = ei(θ+2πλ).

Como Tλ es una rotación de factor irracional, Tλ es transitiva ([9, Ejem-
plo 3.12]) y por lo tanto, Tnλ también es transitiva, para toda n ∈ N. Sin
embargo, si U, V son dos arcos abiertos, ajenos y opuestos por el diámetro,
entonces Tnλ (U)∩Tnλ (V ) = ∅. Si U, V se encuentran suficientemente alejados
uno del otro, entonces (Tλ × Tλ)n(U × V )∩ (U ×U) = ∅. Es decir, Tλ no es
débilmente mezcladora.

Ejemplo 4.3. Sean I = [0, 1] y T : I → I la función tienda. Sea X∞ =
ĺım←−{T, I} = {(x1, x2, . . .) ∈ XN : T (xi+1) = T (x1) para toda i ∈ N} y sea
σT : X∞ → X∞ dada por

σT (x1, x2, . . .) = (T (x1), x1, x2, . . .)

Como T es débilmente mezcladora ([22, Teorema 2.60]), entonces σT es
débilmente mezcladora ([7, Teorema 7]). Sin embargo, σT es un homeomor-
fismo por lo que no puede ser una función exacta.

Las siguientes son otras propiedades definidas por cadenas.

Definición 4.4. Sea (X, f) un sistema dinámico. Diremos que f es:

1) mezcladora por cadenas si para toda ε > 0, existe N ∈ N tal que si
n ≥ N y x, y ∈ X, entonces existe una ε-cadena de x a y de longitud
n.

2) recurrente por cadenas si para toda x ∈ X y ε > 0 existe una
ε-cadena de x en x.

A continuación se enuncian el Teorema Principal del presente caṕıtulo,
aśı como dos corolarios del mismo. En la sección 4.2 se da la prueba del
Teorema Principal.

Teorema 4.5. Sea (X, f) un sistema dinámico. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) F(f) es transitiva por cadenas,

2) 2f es transitiva por cadenas,
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3) Fn(f) es transitiva por cadenas, para algún n ≥ 2,

4) Fn(f) es transitiva por cadenas, para toda n ≥ 1,

5) f es transitiva por cadenas y para todo par de conjuntos abiertos y no
vaćıos de X, U y V , se tiene que clX(f(U)) * V o clX(f(V )) * U ,

6) f (n) es transitiva por cadenas, para algún n ≥ 2,

7) f (n) es transitiva por cadenas, para toda n ≥ 1,

8) f es débilmente mezcladora por cadenas,

9) f es exacta por cadenas,

10) para toda z ∈ X y ε > 0, existe un entero positivo nε ≥ 1 tal que para
toda x ∈ X \ {z}, existe una ε-cadena de longitud nε de z a x.

11) f es totalmente transitiva por cadenas,

12) f es mezcladora por cadenas.

De hecho, si cualquiera de las doce condiciones del teorema anterior
se satisface, entonces f es transitiva por cadenas. El caso particular de la
implicación 6) ⇒ 7) es interesante, pues representa una versión por cadenas
del Teorema de Furstenberg ([11, Proposición II.3]). De la equivalencia entre
7) y 8) se sigue el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces, f es débilmente
mezcladora por cadenas si y solo si f (n) : X(n) → X(n) es transitiva por
cadenas, para toda n ≥ 1.

Otro corolario interesante es el siguiente.

Corolario 4.7. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es transitiva por ca-
denas y tiene un punto fijo, entonces todas las condiciones del Teorema 4.5
se cumplen.

Demostración. Basta con mostrar F2(f) es transitiva por cadenas. Sean
z0 ∈ X un punto fijo de f , A = {a1, a2} y B = {b1, b2} dos elementos de
F2(X) y ε > 0. Por hipótesis, para cada ai ∈ A, con i ∈ {1, 2}, existe una
ε-cadena 〈ai = ti0, t

i
1, . . . , t

i
mi

= z0〉. Supongamos sin pérdida de generali-
dad que m1 ≤ m2. Aśı, tenemos una ε-cadena, 〈a1 = t̂10, t̂

1
1, . . . , t̂

1
m2

= z0〉,
definida de la siguiente manera:
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Figura 4.1: ε-cadenas que pasan por z0.

t̂1j =

{
t1j si j ∈ {0, 1, . . . ,m1};
z0 si m1 < j ≤ m.

Por lo tanto, si para cada j ∈ {0, 1, . . . ,m} definimos Aj = {t̂1j , t2j},
entonces

Γ1 = 〈A = A0, A1, . . . , Am = {z0}〉
es una ε-cadena en F2(X). Análogamente, se puede construir una ε-cadena
en F2(X),

Γ2 = 〈{z0} = B0, B1, . . . , Bl = B〉.
Aśı, la sucesión Γ1 + Γ2 es una ε-cadena en F2(X). Por lo tanto, F2(f) es
transitiva por cadenas.

4.2. La prueba del teorema principal

Lema 4.8. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es transitiva por cadenas,
entonces f es suprayectiva.

Demostración. Sean x, y ∈ X. Como f es transitiva por cadenas, para
cualquier k ∈ N, existe una 1

k -cadena de x a y, digamos 〈x = ak0, a
k
1, . . . ,

aknk−1, a
k
nk

= y〉. Como X es compacto, podemos suponer que aknk−1 → a,
para alguna a ∈ X. Por la continuidad de f , f(a) = y.

En el Teorema 4.10 veremos que la transitividad por cadenas en las
funciones inducidas a los hiperespacios implica la transitividad por cadenas
de la función base f . Este resultado será consecuencia del siguiente lema.

Lema 4.9. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua.
Sea Λ(X) ⊂ 2X invariante bajo 2f tal que F1(X) ⊂ Λ(X). Si Λ(f) es
transitiva por cadenas, entonces f es transitiva por cadenas.

Demostración. Sean x, y ∈ X y ε > 0. Como F1(X) ⊂ Λ(X), entonces
{x}, {y} ∈ Λ(X). Por hipótesis, existe una ε-cadena

L = 〈{x} = A0, A1, . . . Ak = {y}〉.
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Ahora, como H(2f ({x}), A1) < ε, existe a1 ∈ A1 tal que d(f(x), a1) < ε.
Luego, como H(2f (A1), A2) < ε, existe a2 ∈ A2 tal que d(f(a1), a2) < ε.
Continuando de esta forma, tenemos que H(2f (Ak−1), {y}) < ε, por lo que
el elemento ak−1 ∈ A elegido previamente cumple que d(f(ak−1), y) < ε. Si
definimos

L = 〈x = a0, a1, . . . , ak = y〉,

es claro que L es una ε-cadena de x a y.

Teorema 4.10. Sean (X, f) un sistema dinámico y n ∈ N. Si alguna de las
funciones inducidas 2f : 2X → 2X , F(f) : F(X) → F(X), Fn(f) : Fn(X) →
Fn(X), C(f) : C(X) → C(X) o Cn(f) : Cn(X) → Cn(X) es transitiva por
cadenas, entonces la función f : X → X es transitiva por cadenas.

El rećıproco del teorema anterior no es cierto en general, como se puede
ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.11. Sean X = {a, b} y f : X → X la función definida por
f(a) = b y f(b) = a. Es claro que f es transitiva por cadenas. Sin embargo,

para ε = d(a,b)
2 , no es posible dar una ε-cadena en 2X , de {a, b} a {a}.

Para probar las equivalencias de 1) a 4) del Teorema 4.5 utilizaremos el
siguiente lema.

Lema 4.12. Sean (X, f) un sistema dinámico y Y ⊂ X un subconjunto
denso e invariante bajo f . Entonces, f|Y : Y → Y es transitiva por cadenas
si y sólo si f : X → X es transitiva por cadenas.

Demostración. Supongamos f|Y : Y → Y es transitiva por cadenas. Por
el Lema 4.8, f|Y es suprayectiva. Como Y es denso en X (el cual es com-
pacto), entonces f : X → X es suprayectiva. Sean x, y ∈ X y ε > 0. Por
la continuidad uniforme de f , existe 0 < δ < ε tal que si d(a, b) < δ,
entonces d(f(a), f(b)) < ε, para todo a, b ∈ X. Sea y′ ∈ f−1(y). Como
clX(Y ) = X, existen z0, z1 ∈ Y tales que d(z0, f(x)) < ε y d(z1, y

′) < δ.
Aśı, d(f(z1), y) < ε. Por hipótesis, existe una ε-cadena en Y de la siguiente
forma: 〈z0 = a0, a1, . . . , ak = z1〉, con k ∈ N. Luego, la sucesión

〈x, z0 = a0, a1, . . . , ak = z1, y〉,

es una ε-cadena en X.

Ahora, supongamos que f es transitiva por cadenas. Sean a, b ∈ Y y
ε > 0. Existe 0 < δ < ε

2 tal que, si d(s, t) < δ, entonces d(f(s), f(t)) < ε
2 ,
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para todo s, t ∈ X. Por hipótesis, existe una δ
2 -cadena en X de la forma,

〈a = z0, z1, . . . , zk = b〉, con k ≥ 1. Como Y es denso en X, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, existe ti+1 ∈ BX(zi+1,

δ
2) ∩ Y . Aśı,

d(f(ti), ti+1) ≤ d(f(ti), f(zi)) + d(f(zi), zi+1) + d(zi+1, ti+1) <

<
ε

2
+
δ

2
+
δ

2
=
ε

2
+ δ < ε.

Por lo tanto, la sucesión finita 〈a, t1, t2, . . . , tk−1, b〉 es una ε-cadena en Y .

Es claro que para cualquier K ∈ 2X y ε > 0, existe A ∈ F(X) tal que
H(K,A) < ε. De este hecho y del Lema 4.12 tenemos 1) ⇔ 2). Por otra
parte, dados A,B ∈ F(X), existe n ∈ N tal que A,B ∈ Fn(X). Notemos que
toda ε-cadena de A a B en Fn(X), es una ε-cadena en de A en B, en F(X).
De esto último, se tiene 4) ⇒ 1).

Probaremos a continuación que 2f transitiva por cadenas implica F2(f)
transitiva por cadenas y, por lo tanto, tendremos 2) ⇒ 3).

Teorema 4.13. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si 2f es transitiva por
cadenas, entonces F2(f) es transitiva por cadenas.

Demostración. Sean A = {x0, y0} y B = {x1, y1} dos elementos de F2(X),
z ∈ X cualquier elemento y ε > 0. Como 2f es transitiva por cadenas, existen
ε-cadenas de la forma

Γ1 = 〈A = A0, A1, A2, . . . , An = {z}〉

y

Γ2 = 〈{z} = B0, B1, B2, . . . , Bm = B〉

en 2X . Sea i ∈ {0, 1, . . . , n−1}. Como H(f(Ai), Ai+1) < ε, existen xi, yi ∈ Ai
tales que

d(f(xi), xi+1) < ε y d(f(yi), yi+1) < ε.

Renombrando a los elementos de B = {x, y} como B = {xm, ym}, tenemos
elementos xi−1, yi−1 ∈ Bi−1 tales que d(f(xi−1), xi) < ε y d(f(yi−1), yi) < ε,
para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Entonces, si A∗i = {xi, yi} y B∗j = {xj , yj}, para
cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , n} y j ∈ {1, 2, . . . ,m} las sucesiones finitas

Γ∗1 = 〈A = A∗0, A
∗
1, A

∗
2, . . . , A

∗
n = {z}〉
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y

Γ∗2 = 〈{z} = B∗0 , B
∗
1 , B

∗
2 , . . . , B

∗
m = B〉

son ε-cadenas en F2(X). Luego, Γ∗1 + Γ∗2 es una ε-cadena en F2(X), de A en
B.

Probaremos ahora que 3) ⇒ 4) con lo que tendremos las equivalencias
desde 1) hasta 4). Para ello, bastará con probar los siguientes lemas.

Lema 4.14. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si Fn(f) es transitiva por
cadenas, entonces Fn+1(f) es transitiva por cadenas.

Demostración. Sean A,B ∈ Fn+1(X) y ε > 0. Podemos suponer sin per-
dida de generalidad que

A = {a1, a2, . . . , an+1} y B = {b1, b2, . . . , bn+1}

Sean A′ = A \ {an+1}, B′ = B \ {bn+1}, A′′ = A′ \ {an} y B′′ = B′ \ {bn}.
Como Fn(f) es transitiva por cadenas, existen ε-cadenas

〈A′ = A0, A1, . . . , Ar = A′′〉

y
〈B′ = B0, B1, . . . , Bt = B′′〉

de longitud r y t, respectivamente. Entonces,

Γ1 = 〈A0 ∪ {an+1}, A1 ∪ {f(an+1)}, . . . , Ar ∪ {f r(an+1)}〉,

es una ε-cadena de A a A′′ ∪ {f r(an+1)}. Como Fn(f) es suprayectiva, en-
tonces f es suprayectiva. Sea w ∈ f−t(bn+1), entonces

Γ2 = 〈B0 ∪ {w}, B1 ∪ {f(w)}, . . . , Bt ∪ {f t(w)}〉,

es una ε-cadena de B′′ ∪ {w} a B. Como Fn(f) es transitiva por cadenas,
existe una ε-cadena Γ3 de A′′ ∪ {f r(an+1)} a B′′ ∪ {w}. Finalmente, Γ1 +
Γ3 + Γ2 es una ε-cadena de A a B, en Fn+1(X).

Lema 4.15. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si Fn(f) es transitiva por
cadenas, entonces F2(f) es transitiva por cadenas.

Demostración. Sean A,B ∈ F2(X). Como A,B ∈ Fn(X), existe una ε-
cadena en F2(X) inducida de una ε-cadena en Fn(X) como en el Teore-
ma 4.13.
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Para ver la equivalencia de las afirmaciones anteriores con la afirmación
5) del Teorema 4.5, recordemos la definición de ser débilmente incompresible
introducida por Sharkovsky en [25].

Definición 4.16. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función
continua. Un subconjunto Λ de X se dice que es débilmente incompresible
si para cualquier subconjunto propio, no vaćıo y cerrado M de Λ, se tiene
que

M ∩ clX(f(Λ \M)) 6= ∅.

Es claro que un conjunto Λ es débilmente incompresible si todo subcon-
junto propio, abierto y no vaćıo U de Λ, clX(f(U))∩(Λ\U) 6= ∅. Un ejemplo
de conjuntos débilmente incompresibles son los ω-conjuntos ĺımite (ver [5,
Caṕıtulo IV, Lema 3]).

Probaremos ahora que 5) implica 3).

Teorema 4.17. Sea (X, f) un sistema dinámico que satisface la siguiente
propiedad: para todo par U, V de subconjuntos ajenos, abiertos y no vaćıos
de X, se tiene que

clX(f(U)) * V o clX(f(V )) * U.

Si f es transitiva por cadenas, entonces F2(f) es transitiva por cadenas.

Demostración. Por el Lema 1.33, es suficiente con probar que, si 〈U, V 〉
es un abierto básico, propio y no vaćıo de F2(X), entonces

clF2(X)(F2(f)(〈U, V 〉)) ∩ F2(X) \ 〈U, V 〉 6= ∅.

Sea 〈U, V 〉 un básico, propio y no vaćıo de F2(X).

Supongamos primero que U ∩ V 6= ∅. Como f es transitiva por cadenas,
por el Lema 1.33,

clX(f(U ∩ V )) ∩X \ (U ∩ V ) 6= ∅.

Sea x ∈ clX(f(U ∩ V )) ∩X \ U ∩ V , es claro que

{x} ∈ clF2(X)(F2(f)(〈U, V 〉)) ∩ F2(X) \ 〈U, V 〉.
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Supongamos ahora que U ∩ V = ∅. Nótese que U, V son abiertos pro-
pios, no vaćıos de X. Como f es transitiva por cadenas (y por Lema 1.33,
débilmente incompresible), entonces

clX(f(U)) ∩ (X \ U) 6= ∅ y clX(f(V )) ∩ (X \ V ) 6= ∅.

Sean x ∈ clX(f(U)) ∩ X \ U y y ∈ clX(f(V )) ∩ X \ V . Es fácil ver que
{x, y} ∈ clF2(X)(F2(f)〈U, V 〉). Si x = y, entonces {x} /∈ 〈U, V 〉 y por lo
tanto,

{x} ∈ clF2(X)(F2(f)(〈U, V 〉)) ∩ (F2(X) \ 〈U, V 〉).

Si x 6= y y {x, y} ∈ 〈U, V 〉, entonces x ∈ V y y ∈ U . Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que clX(f(U)) * V . Sea z ∈ clX(f(U)) \ V , como
y ∈ clX(f(V )) \ V tenemos que

{z, y} ∈ clF2(X)(F2(〈U, V 〉)) y {z, y} /∈ 〈U, V 〉.

Esto prueba que clF2(X)(F2(f)(〈U, V 〉)) ∩ F2(X) \ 〈U, V 〉 6= ∅.

Para probar 3) ⇒ 5) supondremos que 5) no se satisface. Como F2(f)
transitiva por cadenas implica f transitiva por cadenas (Teorema 4.10) se
tiene que existen conjuntos abiertos y no vaćıos U, V ⊂ X tales que

clX(f(U)) ⊆ V y clX(f(V )) ⊆ U.

Entonces, para toda n ∈ N, fn(U∪V ) ⊂ U∪V . De aqúı, Fn2 (〈U, V 〉)∩〈U〉 = ∅,
para toda n ∈ N, contradiciendo la hipótesis de que F2(f) es transitiva por
cadenas.

Las equivalencias de 6) y 7) con los anteriores se deducen del siguiente
Lema 1.35.

Teorema 4.18. Sean (X, f) un sistema dinámico y n ∈ N. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) f (n) : X(n) → X(n) es transitiva por cadenas;

b) Fn(f) : Fn(X)→ Fn(X) es transitiva por cadenas.

Demostración. Sea h : X(n) → Fn(X) definida de la siguiente manera: si
(x1, x2, . . . , xn) ∈ X(n), entonces

h((x1, x2, . . . , xn)) = {x1, x2, . . . , xn}.
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Es fácil ver que h es continua y suprayectiva. Además, si (x1, x2, . . . , xn) ∈
X(n), entonces

h ◦ f (n)((x1, x2, . . . , xn)) = h((f(x1), f(x2), . . . , f(xn))) =

= {f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} =

= Fn(f)({x1, x2, . . . , xn}) =

= Fn(f)(h((x1, x2, . . . , xn))) = Fn(f) ◦ h((x1, x2, . . . , xn)).

Aśı, por el Lema 1.35, tenemos que a) implica b).

Probemos ahora que b) implica a). Sean (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) ∈
X(n), ε > 0 y z ∈ X. Entonces h((x1, x2, . . . , xn)), h((y1, y2, . . . , yn)) y
{z} ∈ Fn(X). Por hipótesis, existen ε-cadenas en Fn(X) de la siguiente
forma:

〈h((x1, x2, . . . , xn)) = A0, A1, . . . , Am1 = {z}〉

y

〈{z} = B0, B1, . . . , Bm2 = h((y1, y2, . . . , yn))〉.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, se tienen ε-cadenas inducidas en X,

〈xi = ai0, a
i
1, . . . , a

i
m1

= z〉 y 〈z = bi0, b
i
1, . . . , b

i
m2

= yi〉,

con aij ∈ Aj y bit ∈ Bt, para cada j ∈ {0, 1, . . . ,m1} y t ∈ {0, 1, . . . ,m2}.
Aśı, la sucesión 〈D0, D1, . . . , Dm1 , Dm1+1, . . . , Dm1+m2〉, definida por

Di =

{
(a1
i , a

2
i , . . . , a

n
i ) si i ∈ {0, 1, . . . ,m1};

(b1i−m1
, b2i−m1

, . . . , bni−m1
) si i ∈ {m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m1 +m2},

es una ε-cadena en X(n) de (x1, x2, . . . , xn) a (y1, y2, . . . , yn).

Para las equivalencias con 8), 9) y 10) observemos primero que 8)⇒6)⇔7).

Probaremos ahora que 7)⇒10). Sean z ∈ X y ε > 0. Como X es
compacto, existen x1, x2, . . . , xk ∈ X tales que X =

⋃k
i=1 BX(xi,

ε
2). Por

hipótesis, f (k) : X(k) → X(k) es transitiva por cadenas. Como (z, z, . . . , z),
(x1, x2, . . . , xk) ∈ X(k), existe una ε

2 -cadena
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Γ = 〈(z, z, . . . , z) = (z0
1 , z

0
2 , . . . , z

0
k), (z1

1 , z
1
2 , . . . , z

1
k), . . .

. . . (zr1, z
r
2, . . . , z

r
k) = (x1, x2, . . . , xk)〉.

Sea x ∈ X, entonces x ∈ BX(xj ,
ε
2), para algún j ∈ {1, 2, . . . , k}. Luego,

d(f r−1
j (zr−1

j ), x) < d(f r−1
j (zr−1

j ), xj)+d(xj , x) < ε. Por lo tanto, la sucesión

〈z = z0
j , z

1
j , . . . , z

r−1
j , x〉 es una ε-cadena de u a x de longitud k, satisfa-

ciéndose con esto 10).

Veremos ahora que 10)⇒9). Sean ε > 0 y U un subconjunto abierto y
no vaćıo de X. Sea u ∈ U . Por hipótesis, existe un entero positivo nε tal que
para cada x ∈ X \ {u}, existe una ε-cadena de longitud nε de u a x.

Con el siguiente resultado probaremos 9)⇒8), con lo cual tendŕıamos la
equivalencia desde 1) hasta 10).

Teorema 4.19. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es exacta por cadenas,
entonces f es débilmente mezcladora por cadenas.

Demostración. Supongamos que f es exacta por cadenas.

Sean (x1, x2), (y1, y2) ∈ X(2) y ε > 0. Sean U1 = BX(f(x1), ε) y U2 =
BX(f(x2), ε). Por hipótesis, existen enteros positivos m1 y m2 tales que para
cada x ∈ X, existen u1 ∈ U1, u2 ∈ U2 y ε-cadenas

〈u1 = a0, a1, . . . , am1 = x〉 y 〈u2 = b0, b1, . . . , bm2 = x〉.

Luego, para f(x2), existe z1 ∈ U1 y una ε-cadena

〈z1 = c0, c1, . . . , cm1 = f(x2)〉.

De manera análoga, para f(x1), existe z2 ∈ U2 y una ε-cadena

〈z1 = d0, d1, . . . , dm2 = f(x1)〉.

También, para y1, tenemos z′2 ∈ U2 y una ε-cadena

〈z′2 = s0, s1, . . . sm2 = y1〉.

Análogamente, para y2, tenemos z′1 ∈ U1 y una ε-cadena

〈z′1 = t0, t1, . . . tm1 = y2〉.

Aśı, las sucesiones

〈x1, z1 = c0, c1, . . . , cm1 = f(x2), z′2 = s0, s1, . . . , sm2 = y1〉
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Figura 4.2: ε-cadenas en X(2)

y

〈x2, z2 = d0, d1, . . . , dm2 = f(x1), z′1 = t0, t1, . . . , tm1 = y2〉

son ε-cadenas, ambas de longitud m1 +m2 + 2. Por lo tanto, la sucesión

〈(x1, x2), (z1, z2) = (c0, d0), . . . , (sm2 , tm1) = (y1, y2)〉

es una ε-cadena en X(2).

Resta probar las equivalencias con 11) y 12).

En [23, Corolario 12] Richeson y Wiseman probaron la equivalencia entre
11) y 12). Probaremos que 11) es equivalente a las condiciones anteriores con
lo que se completará la prueba del teorema 4.5.

El siguiente resultado prueba que 7)⇒11).

Teorema 4.20. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es débilmente mez-
cladora por cadenas, entonces f es totalmente transitiva por cadenas.

Demostración. Supongamos que f es débilmente mezcladora por cadenas.
Demostraremos que fn es transitiva por cadenas. Sean x, y ∈ X, n ∈ N y
ε > 0.

Por el Lema 1.7, existe una sucesión 0 < δ1 < δ2 < · · · < δn = ε tal que,
si d(a, b) < δi entonces d(f(a), f(b)) < δi+1

2 , para toda i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
Sea δ = δ1

2 , como f es débilmente mezcladora por cadenas y por el Corola-

rio 4.6, existe una δ-cadena en X(n) de la siguiente forma:
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〈(x, y, . . . , y) = (z0
1 , z

0
2 , . . . , z

0
n), (z1

1 , z
1
2 , . . . , z

1
n), . . .

. . . , (zt1, z
t
2, . . . , z

t
n) = (y, y, . . . , y)〉,

con t ≥ 1. Por lo tanto, la sucesión

〈x = z0
1 , z

1
1 , z

2
1 . . . , z

t
1 = y = z0

2 , z
1
2 , . . . , z

t
2 = y = z0

3 , . . . , z
t
n = y〉,

es una δ-cadena de longitud tn. Renombramos a la δ-cadena y la escribimos
en la forma

x = a0, a1, . . . , atn = y.

Como d(f(x), a1) < δ < δ1, entonces d(f2(x), f(a1)) < δ2
2 . También, se tiene

que d(f(a1), a2) < δ2
2 , por lo tanto, d(f2(x), a2) < δ2

2 . Nuevamente, como

d(f2(x), a2) < δ2, entonces d(f3(x), f(a2)) < δ3
2 . Pero d(f(a2), a3) < δ3

2 ,
entonces d(f3(x), a3) < δ3.

Finalmente, siguiendo este proceso tenemos que

d(fn(x), an) < δn = ε.

De manera análoga se prueba que d(fn(ain), a(i+1)n) < ε, para toda i ∈
{0, 1, . . . , t− 1}. Por lo tanto, la sucesión

〈x = z0, z1 = an, z2 = a2n, . . . , zt = atn = y〉,

es una ε-cadena en X, para la función fn.

Es decir, fn es transitiva por cadenas, para toda n ∈ N.

Para terminar, probaremos que 11)⇒8).

Teorema 4.21. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es totalmente tran-
sitiva por cadenas, entonces f es débilmente mezcladora por cadenas.

Demostración. Supongamos que f es totalmente transitiva por cadenas.
Probaremos que f (2) : X(2) → X(2) es transitiva por cadenas.

Sean (x1, x2), (y1, y2) ∈ X(2) y ε > 0. Debemos probar que existen dos
ε-cadenas de la misma longitud, una de x1 a y1 y otra de x2 a y2. Como f
es totalmente transitiva por cadenas, entonces f es transitiva por cadenas.
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Por lo tanto, existe una ε-cadena T1, para f , de x1 a x2, de longitud m1, aśı
como una ε-cadenas T2, para f , de x2 a x1, de longitud m2.

Por hipótesis, la función fm1+m2 es transitiva por cadenas y, por lo tanto,
existe una ε-cadena T ′3, para fm1+m2 , de x1 a y1, de longitud m3. Digamos
que esta cadena T ′3 tiene la forma:

〈x1 = a0, a1, . . . , am3 = y1〉.

Aśı, la sucesión T3, definida como

〈x1 = a0, f(a0), f2(a0), . . . , fm1+m2−1(a0), a1, f(a1), . . .

. . . , fm1+m2−1(a1), a2, . . . , am3−1, f(am3−1), . . .

. . . , fm1+m2−1(am3−1), am3 = y1〉,

es una ε-cadena, para f , de x1 a y1, de longitud m3(m1 +m2).

Figura 4.3: Construcción de ε-cadenas de la misma longitud.

De manera similar, se puede construir una ε-cadena T4, para f , de x2 a
y2, de longitudm4(m1+m2). Sim3 = m4 termina la prueba. Supongamos sin
perdida de generalidad que m3 = k+m4, para algún k ∈ N. Entonces las ε-
cadenas, para f , T3 y T4+k(T1+T2) de x1 a y1 y de x2 a y2, respectivamente,
son ambas de longitud m3(m1 +m2).

4.3. Una aplicación sobre dinámica en continuos

Para el caso en que el espacio X es un continuo, se tiene el siguiente
resultado.

Lema 4.22. Sean X un continuo y f : X → X una función continua. Su-
pongamos f es transitiva por cadenas. Si U y V son un par de conjuntos
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propios, abiertos, ajenos y no vaćıos de X, entonces

clX(f(U)) * V o clX(f(V )) * U.

Demostración. Supongamos que no se cumple la conclusión.

Sean U, V dos conjuntos abiertos ajenos, propios y no vaćıos tales que,
clX(f(U)) ⊂ V y clX(f(V )) ⊂ U . Sean ε1, ε2 > 0 de tales que

NX(clX(f(U)), ε1) ⊂ V y NX(clX(f(V )), ε2) ⊂ U.

Figura 4.4: Lema 4.22

Por ser X conexo, existe z ∈ X \ (U ∪ V ). Si ε = mı́n{ε1, ε2} entonces,
para x ∈ U , f(x) ∈ clX(f(U)). Aśı, si x1 ∈ X es tal que d(x1, f(x)) < ε,
entonces x1 ∈ V y por lo tanto, f(x1) ∈ clX(f(V )). Si x2 ∈ X tal que
d(x2, f(x1)) < ε entonces x2 ∈ U y aśı sucesivamente. En resumen, toda
ε-cadena que inicia en x ∈ U se queda contenida en U ∪ V . Por lo tanto, no
existe una ε-cadena de x a z, contradiciendo la hipótesis.

Del Lema 4.22 y del Teorema 4.5 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.23. Sean Xun continuo y f : X → X una función continua.
Entonces, f es transitiva por cadenas si y solo si alguna (y por lo tanto las
demás) de las condiciones del Teorema 4.5 se satisface. Más aún, todas las
condiciones del Teorema 4.5 son equivalente a pedir que f sea recurrente por
cadenas.

Demostración. La última parte es consecuencia de [23, Corolario 14], don-
de se prueba que en los continuos, que f sea transitiva por cadenas o recu-
rrente por cadenas son equivalentes.

En vista de que si X es un continuo, entonces 2X es un continuo (ver
[19, Corolario 1.8.9]) y de la equivalencia entre la transitividad de f y 2f del
Corolario 4.23 se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 4.24. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es transitiva por cadenas;

2) 2f es transitiva por cadenas;

3) 2f es totalmente transitiva por cadenas;

4) 2f es débilmente mezcladora por cadenas;

5) 2f es exacta por cadenas;

6) 2f es recurrente por cadenas;

7) 2f es mezcladora por cadenas.

Del Corolario 4.23 tenemos que la transitividad por cadenas de f implica
la transitividad por cadenas de las funciones inducidas 2f y de Fn(f), para
n ∈ N. Sin embargo, esto no se satisface en general para C(f), como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.25. Consideramos de nuevo la función tienda T : [0, 1]→ [0, 1]
del Ejemplo 2.5. Como a continuación veremos, la función C(T ) no es tran-
sitiva por cadenas.

Sean A = [0, 1] y B = {0}. Supongamos que existe una 1
8 -cadena en

C(X) de A a B, digamos 〈A = C0, C1, . . . , Ck = B〉, con k ∈ N. Como
H(C(T )(A), C1) < 1

8 , entonces [0, 1] ⊂ N[0,1](C1,
1
8). Aśı, [1

8 ,
7
8 ] ⊂ C1. Luego,[

1

4
, 1

]
= C(T )

([
1

8
,
7

8

])
⊂ C(T )(C1).

Ahora, H(C(T )(C1), C2) < 1
8 , entonces [1

4 , 1] ⊂ C(T )(C1) ⊂ N[0,1](C2,
1
8),

con lo cual, [3
8 ,

7
8 ] ⊂ C2. Aśı,[

1

4
, 1

]
= C(T )

([
3

8
,
7

8

])
⊂ C(T )(C2).

Continuando con este proceso se tiene que [1
4 , 1] ⊂ C(T )(Cj), para todo

j ∈ {0, 1, . . . , k− 1}. Por lo tanto, H(C(T )(Ck−1), B) ≮ 1
8 , contradiciendo la

hipótesis.

Teorema 4.26. Sea (X, f) un sistema dinámico. Sea r ∈ N tal que X tiene
r componentes conexas. Si F2(f) es transitiva por cadenas, entonces X es
un continuo.
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Demostración. Supongamos que X tiene r componentes conexas, digamos
K1,K2, . . . ,Kr. Sea ε > 0 tal que ε < {d(Ki,Kj) : i, j ∈ {1, 2, . . . , r}}. Sean
A = {a} ⊂ K1 y B = {b1, b2} tal que bi ∈ K1, con i ∈ {1, 2}. Dado
que si x, y ∈ Kt, para algún t ∈ {1, 2, . . . , r}, entonces {f(x), f(y)} ⊂ Ks,
para algún s ∈ {1, 2, . . . , r}, no existe una ε-cadena de A en B, en F2(X),
contradiciendo la hipótesis.

Existe un espacio métrico y compacto, con una infinidad de componentes
conexas, y una función continua f : X → X tal que F2(f) es transitiva por
cadenas.

Ejemplo 4.27. Sea Σ2 =
∏∞
i=1Ai, con Ai = {0, 1} para toda i ≥ 1, y sea

σ : Σ2 → Σ2 dada por σ(a1, a2, . . .) = (a2, a3, . . .). Esta función es conocida
como la función shift.

No es dif́ıcil ver que σ es una función exacta y por tanto, débilmente
mezcladora. Entonces, Fn(σ) : Fn(Σ2) → Fn(Σ2) es transitiva para n ≥ 1
([14, Teorema 4.5]).

4.4. Transitividad por cadenas en C(f)

En esta última sección veremos que para los árboles, las funciones indu-
cidas C(f) “casi nunca” son transitivas por cadenas. Se probará primero este
hecho para los intervalos cerrados. Es necesario recordar aqúı la definición
de función turbulenta. Esta propiedad es bastante conocida y estudiada (ver
[5]).

Definición 4.28. Sean J un intervalo cerrado y f : J → J una función
continua. Se dice que f es turbulenta si existen subintervalos A,B de J
tales que |A ∩B| ≤ 1 y A ∪B ⊂ f(A) ∩ f(B).

Usaremos en esta sección dos resultados. En el primero, los autores
[Block, Coven, 1986] (ver [6]) prueban el siguiente teorema.

Teorema 4.29. Sean J un intervalo cerrado y f : J → J una función con-
tinua. Si todos los puntos de J son recurrentes por cadenas, entonces f2 es
la identidad o f2 es turbulenta.

Usando este resultado se prueba el siguiente teorema.

Teorema 4.30. Sean J un intervalo y f : J → J una función continua y
transitiva por cadenas. La función C(f) es transitiva por cadenas si y sólo
si f2es la identidad.
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Demostración. Supongamos primero que f2 es la identidad. Entonces,
C(f)2 es la identidad. Aśı, C(f)2 es transitiva por cadenas. Por el Teore-
ma 4.5, C(f) es transitiva por cadenas.

Supongamos ahora que C(f) es transitiva por cadenas y que f2 no es la
identidad. Del Corolario 4.23 se tiene que f es recurrente por cadenas. Por
el Teorema 4.29, f2 es turbulenta. Luego, existen subintervalos A,B de J
con a lo más un punto en común tales que A∪B ⊂ f2(A)∩ f2(B). Digamos
que A = [a, b] y B = [c, d], con a < b ≤ c < d. Tenemos por lo tanto dos
casos.

Caso 1. A ∩B 6= ∅.

Como A∪B ⊂ f2(A), existe un subcontinuo A′ ⊂ A tal que f2(A′) = A.
Digamos que A′ = [u, v]. Si a < u, entonces a < u < v ≤ b = c < d. Por otra
parte, A ∪ B ⊂ f2(A) = f4(A′). Sea ε > 0 tal que a + ε < u < v < d − ε.
Nótese que si D ∈ C(J) y A ∪B ⊂ D, entonces H(D,A′) ≮ ε.

Figura 4.5: A′ ⊂ f4(A′)

Afirmación. Si D ∈ C(J) y H(D, f4(A′)) < ε, entonces A′ ⊂ D.

Como H(D, f4(A′)) < ε, entonces f4(A′) ⊂ NJ(D, ε).

Aśı, [a, d] = A ∪ B ⊂ NJ(D, ε). Digamos que D = [x, y] y supongamos
que u < x. Entonces, d(a, x) = d(a, u) + d(u, x), donde d(a, u) > ε. Luego,
d(a, x) > ε y, por lo tanto, d(a, t) > ε, para toda t ∈ D. Esto último no es
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posible pues
A ⊂ A ∪B ⊂ f4(A′) ⊂ NJ(D, ε).

Análogamente se prueba que y < v. Concluimos aśı que A′ ⊂ D.

Aśı, si H(D, f4(A′)) < ε, entonces A′ ⊂ A∪B ⊂ f4(D). Es claro que no
existe una ε-cadena con C(f)4, de A′ a A′. Es decir, C(f)4 no es transitiva
por cadenas y, por el Corolario 4.23, C(f) tampoco es transitiva por cadenas.

Ahora, supongamos que u = a. Como A ∪ B ⊂ f2(A), existe un sub-
continuo B′ ⊂ B tal que f2(B′) = B, digamos que B′ = [r, s], donde
c ≤ r < s ≤ d. Si s < d, análogamente al caso anterior, se prueba que
f4 no es transitiva por cadenas. Supongamos entonces que s = d. Enton-
ces, A′ = [a, v] y B′ = [r, d]. En vista de que f2([a, v]) = A, f2([s, d]) = B,
A∪B ⊂ f(A) y A∪B ⊂ f(B), se tiene que B ⊂ f2([v, b]) y A ⊂ f2([b, r]). Es
decir, A∪B ⊂ f2([v, r]). Luego, existe ε > 0 tal que si H(D, f2([v, r])) < ε,
entonces [v, r] ⊂ D. Por lo tanto, f2 no es transitiva por cadenas.

Figura 4.6: [v, r] ⊂ f2([v, r])

Caso 2. Supongamos A ∩ B = ∅. La prueba para este caso es análoga a
la del caso 1.

Observación 4.31. La idea básica en la prueba anterior fue la siguiente.
Dados los intervalos A y B de la turbulencia de f2, existe un subintervalo
C ⊂ A∪B tal que A∪B ⊂ f2t(C), para alguna t ∈ N, de manera que C no
intersecta puntos extremos de f2t(C). La construcción de C fue posible en
el intervalo, el cual no contiene ciclos.
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El Teorema 4.29 fue vital para la prueba del Teorema 4.30. Una genera-
lización de este resultado a los árboles se probó en [12]. Antes de enunciarlo
necesitamos extender la definición de turbulencia y dar un poco de notación.
Recordemos que un árbol es una gráfica finita que no contiene ciclos. A los
puntos de un árbol T que no son de corte se les conoce como puntos extre-
mos. Al conjunto de puntos extremos lo denotaremos por End(T ). Fix(f)
es el conjunto de puntos fijos de la función f : T → T . Al mı́nimo común
múltiplo de 2, 3, . . . , n lo denotaremos por an.

En [12] se extiende la definición de función turbulenta a los árboles de
la siguiente manera.

Definición 4.32. Sean T un árbol y f : T → T una función continua. Se
dice que T es turbulenta si existen subcontinuos no degenerados J,K ⊂ T ,
con interiores ajenos, tales que J ∪K ⊂ f(J) ∩ f(K).

Nótese que si T es el triodo simple en la forma T = J ∪ K, con J =
{(x, 0) ∈ R2 : − 1 ≤ x ≤ 1} y K = {(0, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1} y f : T → T
es cualquier función continua tal que f(J) = T y f(K) = T , entonces f es
turbulenta. Sin embargo, el tipo de turbulencia que se maneja en [12] no es
de esta forma. Se aclarará este hecho después de enunciar el teorema.

Teorema 4.33 (Gengrong, Fanping, 2004). Sean T un árbol con n puntos
extremos y f : T → T una función continua. Si f es recurrente por cadenas,
entonces

1. Si Fix(f)∩End(T ) = ∅, entonces fan es la identidad o fan es turbu-
lenta;

2. Si Fix(f) ∩ End(T ) 6= ∅, entonces fan−1 es la identidad o fan−1 es
turbulenta

En la prueba de este resultado los autores muestran que si la función
g = fk no es la identidad, siendo k un entero positivo que es divisor de
an, entonces existen p ∈ Fix(g) y y ∈ T tales que y ∈ (g(y), p) y p = g2(y),
donde (g(y), p) es el intervalo abierto que une a los puntos g(y) y p. Es decir,
prueban la existencia de la turbulencia en una forma muy particular.

El siguiente resultado es una generalización del Teorema 4.30 a los árbo-
les.

Teorema 4.34. Sean T un árbol y f : T → T una función continua y
transitiva por cadenas. La función C(f) es transitiva por cadenas si y sólo
si fm es la identidad, para algún m ∈ N.
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Figura 4.7: Turbulencia en el Teorema 4.33

Demostración. Ya se ha argumentado en la prueba del Teorema 4.30 que
si fm es la identidad, entonces C(f) es transitiva. Supongamos fm no es
la identidad, para toda m ∈ N. Por el Teorema 4.33, fm es turbulenta,
para alguna m ∈ N. Aśı, existen intervalos J,K ⊂ T tales que J y K se
intersectan solamente en un punto y J ∪K ⊂ fm(J) ∩ fm(K). El resto de
la prueba es similar a la prueba del Teorema 4.30 como consecuencia de la
Observación 4.31.

Lo natural ahora es preguntarse si el Teorema 4.34 se puede generalizar
a las dendritas. Como veremos en el siguiente ejemplo la respuesta es no. La
dendrita que a continuación se define (que por cierto tiene arcos libres) se
suele denotar por Fω.

Figura 4.8: Dendrita Fω.

Ejemplo 4.35. La construcción se hace en el plano R2.

Sea Fω =
⋃

n∈N∪{0}

Jn, donde J0 = {(0, y) : 0 ≤ y ≤ 1} y Jn = {(x, xn) : 0 ≤

x ≤ 1
n+1}, si n ≥ 1. Definamos f : Fω → Fω de la siguiente forma.
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1. f|J0 : J0 → {(0, 0)} es la función constante que manda todo a (0, 0);

2. f|J1 : J1 → J0 está dada por f|J1 (x, x) = (0, 2x);

3. Si n > 0, entonces f|Jn+1
: Jn+1 → Jn está dada por

f|Jn+1

(
x,

x

n+ 1

)
=

(
(n+ 2)

n+ 1
x,

(n+ 2)

n(n+ 1)
x

)
.

En términos más coloquiales, la función f colapsa al intervalo J0 en el
punto (0, 0), mientras que al resto de los intervalos Jn los manda de manera
homeomorfa al intervalo anterior Jn−1.

Observación 4.36. De la definición del ejemplo 4.35 se tienen las siguien-
tes propiedades.

1. Si n ≥ 1, f|Jn+1
: Jn+1 → Jn es un homeomorfismo;

2. Para toda n ≥ 0, fn+1(Jn) = {(0, 0)};

3. Per(f) = {(0, 0)};

4. Para n ≥ 0, diám(Jn) =
√

n2+1
(n+1)2

.

5. La función f : Fω → Fω es transitiva por cadenas.

Notemos que por 3) de la Observación 4.36, fm nunca es la identidad.
Ahora, si K ∈ C(Fω), con (0, 0) ∈ K y ε > 0, existe K ′ ∈ C(Fω) tal que
H(K,K ′) < ε y K ′ ∩ Jn = {(0, 0)}, para casi toda n ∈ N, es decir, existe
N ∈ N tal que K ′ ∩ Jn = {(0, 0)}, para n ≥ N .

Si (0, 0) /∈ K, entonces K es un subintervalo de algún Jn y elegimos
K ′ = K.

En ambos casos, por 2) de la Observación 4.36, para alguna m ≥ 1,
fm(K ′) = {(0, 0)}. De lo anterior se tiene la siguiente observación.

Observación 4.37. Para cada K ∈ C(Fω) y ε > 0, existe una ε-cadena en
C(Fω) de K en {(0, 0)}.

Por otra parte, si K ∈ C(Fω), con (0, 0) /∈ K y ε > 0, entonces K es
un subintervalo contenido en algún intervalo Jn, con n ∈ N. Aśı, f−r(K) es
un subintervalo de Jn+r, para cada r ∈ N. Por 4) de la Observación 4.36,
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Figura 4.9: ε-cadena de K en {(0, 0)}.

diám(Jn) tiende a 0, cuando n tiende a infinito. Aśı, existe L ∈ C(Fω) con
H(L, {(0, 0)}) < ε y f t(L) = K, para alguna t ∈ N.

Ahora, si (0, 0) ∈ K la idea es muy similar. Podemos escribir a K como

K =
⋃
n∈N

In,

donde In ⊂ Jn para cada n ∈ N. Es importante notar que⋂
n∈N

In = {(0, 0)}.

De manera análoga al caso anterior, existe N ∈ N tal que si n ≥ N ,
entonces H(Jn, {(0, 0)}) < ε. Además, por 1) de la Observación 4.36, para
cada n ∈ N, existe un intervalo Kn ⊂ Jn+N tal que fN (Kn) = In. Es claro
que (0, 0) ∈ Kn, para toda n ∈ N. Sea K ′ ∈ C(Fω) dada por

K ′ =
⋃
n∈N

Kn,

entonces H(K ′, {(0, 0)}) < ε y fN (K ′) =
⋃
n∈N

fN (Kn) =
⋃
n∈N

In = K.

De aqúı la siguiente observación.
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Observación 4.38. Para cada K ∈ C(Fω) y ε > 0, existe una ε-cadena en
C(Fω) de {(0, 0)} en K.

De las Observaciones 4.37 y 4.38 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.39. La función inducida C(f) es transitiva por cadenas, donde
f : Fω → Fω es la función del Ejemplo 4.35.

Como hemos observado en el Ejemplo 4.35, el Teorema 4.34 no se puede
generalizar a las dendritas.
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Las Prensas de Ciencias, UNAM, México, 2014.
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