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Capitulo 1

Introduccion

En 1973 el matematico Victor Klee planted el problema de determinar cuantos guardias
se requieren para vigilar el interior de una galeria de arte, el cual se puede también plantear
en términos de iluminacién, es decir, cuantas lamparas se requieren para iluminar el interior
de una galeria de arte. La galeria de arte puede ser modelada como un poligono simple.
Este problema se conoce como El Problema de la Galeria de Arte (PGA).

En adelante usaremos indistintamente los términos vigilar e iluminar, tratando de ape-
garnos a la nomenclatura utilizada en los articulos originales que se usan como referencia.

Los problemas de la galeria de arte o problemas de iluminacién pertenecen a una area
clasica de estudio en Geometria Discreta y Computacional. El primer resultado conocido en
esta area, es precisamente la respuesta a la pregunta planteada por V. Klee, y es conocido
como el Teorema de la Galeria de Arte de Chvatal, el cual afirma que |n/3] lamparas
son siempre es suficiente, y en ocasiones necesarias para iluminar cualquier poligono con n
vértices [18]. En 1978 se establece en [29] una demostracion concisa y elegante del teorema.

En 1983 se demuestra en [46] que encontrar el ntimero minimo de guardias que se
requieren para vigilar un poligono simple con agujeros es un problema NP-Completo. En
1986 en [41] se extiende el resultado para poligonos simples con guardias ubicados en los
vértices, demostrando que también es NP-Completo. Asi mismo, en [2] se demuestra para
guardias ubicados en cualquier punto del poligono. El problema es NP-Duro en poligonos
ortogonales [48], en poligonos ortogonales delgados [53] y poligonos simples mono6tonos
[40]. El problema es APX-Duro en poligonos simples [24].

Un reflector-a f es un tipo de lampara que emite luz dentro de un cono de tamano
angular « limitado por dos rayos que parten de un punto, el vértice de f; a es el tamano
de f. En 1997 en [17] se resolvié el problema que consiste en iluminar el plano con n
reflectores de tamanos aq,...,a,, de modo que sus apices se ubican en un conjunto de
puntos con n elementos, uno por apice. En 1994 en [26] se establecen reglas que permiten
colocar reflectores en vértices de poligonos ortogonales de manera 6ptima con el objetivo
de vigilarlo. En 2011 se presentan en [39] las condiciones que deben cumplir reflectores
giratorios para poder vigilar el plano.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de resultados y documentos dedicados al estudio de muchas
variaciones sobre los problemas de la Galeria de Arte que han aparecido a lo largo de los
anos. El lector interesado puede consultar el libro de J. O’Rourke sobre las galerias de
arte [45], o los compendios de T. Shermer [50] y J. Urrutia [55].

Durante los tltimos casi cincuenta afios de investigaciones respecto a este problema, han
surgido muchas variantes del mismo, algunas basadas en restricciones sobre los guardias
como; la posicién que pueden ocupar, su forma o su tipo de visibilidad, y otras basadas en
restricciones sobre el modelo utilizado para representar la galeria de arte como: poligonos
simples, poligonos ortogonales, poliedros, etc.

En la presente investigacion estudiamos tres variantes del problema de la galerfa de
arte, a continuaciéon damos una breve descripciéon de los mismos:

1. En el Capitulo 3 consideramos un problema de cobertura en la familia de poliedros
ortogonales llamada ortoarboles, los resultados se encuentran publicados en [5].

La mayoria de los estudios sobre el problema de La Galeria de Arte o problemas de
iluminacién se refieren a poligonos en el plano. Una variaciéon relativamente nueva,
de la que no se sabe mucho, en parte debido a su dificultad, es la de la iluminacién
de los poliedros en R3. Es bien sabido que no todos los poliedros, incluso los polie-
dros ortogonales, pueden iluminarse con lamparas colocadas en sus vértices. Uno de
los primeros ejemplos de esto es el poliedro conocido como poliedro de Seidel, que
contiene O(n?) vértices y requiere O(n?) lamparas para iluminarlo; vea [45].

Sin embargo, se sabe que cualquier poliedro siempre puede iluminarse desde un con-
junto con e de sus aristas; es decir, si consideramos las aristas de un poliedro como
tubos de luz fluorescentes. Urrutia [55] conjeturd en 1996 que cualquier poliedro or-
togonal en R3 puede iluminarse utilizando a lo mas |e/12] £ O(1) de sus aristas.
También demostro que |e/6] siempre son suficientes. Cerrar la brecha entre la cota
inferior y la superior sigue siendo un problema abierto.

Recientemente se han obtenido mejoras parciales en este problema. Benbernou et
al. |9] demostraron que cualquier poliedro ortogonal con e aristas y género g siempre
se puede iluminar usando [11e/72] — g/6 — 1 lamparas sobre aristas (en este caso son
abiertas, es decir, no incluyen los puntos extremos). Un resultado similar, al utilizar
un conjunto mas restringido de lamparas sobre aristas, lamparas de apertura /2,
fue demostrado en [7] por I. Aldana et al. En [57] Viglietta obtiene resultados sobre
poliedros iluminados que usan caras en lugar de vértices o aristas. Una buena colec-
cién de resultados sobre temas relacionados, se puede consultar en la Tesis doctoral
de Viglietta [56].

En este capitulo la variante considerada consiste en iluminar un ortoarbol dado con
el minimo nimero de guardias. Restringimos a los guardias para ser colocados tni-
camente en los vértices del ortoarbol. Demostramos que [n/8| guardias son siempre
suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar un ortoarbol de n vértices.
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2. En el Capitulo 4 consideramos una variante cromatica del problema de la galeria
de arte en poligonos y poliedros ortogonales, los resultados se encuentran publica-
dos en [6].

Decimos que dos puntos p y g en un poligono o poliedro P son visibles uno al otro si
el segmento pg se encuentra contenido en P; llamaremos wvision lineal o estdndar a
este tipo de visibilidad. Decimos que dos puntos p y ¢ en P son visibles uno al otro
si el rectdngulo isotético mas pequeiio que los contiene, se encuentra contenido en
P; llamaremos wvisidon ortogonal o rectangular a este tipo de visibilidad. Utilizando
visibilidad de escalera, p y ¢ son mutuamente visibles si P contiene una trayectoria
poligonal mondétona e isotética que une a p y a ¢. Finalmente, con visibilidad de
k-periscopio, para k € N\ {0}, p y ¢ son mutuamente visibles si P contiene una
trayectoria poligonal mono6tona e isotética con a lo més k vueltas que une a p y a q.

Un punto p es iluminado por un punto g, si p es rectangularmente visible desde ¢q. Un
conjunto de puntos G (guardias) ilumina P, si cada punto en P es rectangularmente
visible por al menos un elemento de G. Un conjunto G de guardias coloreados de un
poligono o poliedro P ilumina fuertemente a P, si cada elemento p de P es visible
desde al menos un elemento de G, y todos los elementos de G que ven a p tienen un
color diferente, ver la Figural.l.

ol

Figura 1.1: Un poligono ortogonal fuertemente iluminado por un conjunto de guardias.
Observe que cada elemento p del poligono es visible desde al menos un guardia, y todo
guardia que ve a p tienen un color diferente.

Una version cromaética del problema de la galeria de arte fue estudiada en [25|. El
problema fue motivado por aplicaciones distribuidas en robotica, donde los colores
representan frecuencias asignadas a un conjunto de centros de control, de modo que
cada robot siempre se pueda comunicar con al menos un centro de control sin in-
terferencia. Una version cromaética con reflectores fue estudiada en [34|. Una version
cromética con iluminacion libre de conflicto fue estudiada en [8]. Una version cro-
matica con iluminacién libre de conflicto utilizando el modelo de visién rectangular

9
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fue estudiado en [33]. En la Tabla 1.1 se presentan algunos de los resultados de la
variante cromatica del problema de la galeria de arte.

10
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Tabla 1.1: Algunos de los resultados de la variante cromética del problema de la
galeria de arte.

‘ Resultados conocidos ‘

Poligonos simples

Poligono inferior superior I/V/a Referencia
Espiral <2 f/1/2m [25]
Monotono Q(y/n) f/1/27 [25]
General Q(n) O(n) f/1/2m [25]
Monotono O(logn) le/1/27 8]
General O(log? n) le/1/2m 8]
General 1 1 f/1/<m [34]
Poligonos ortogonales
Escalera <3 £/1/2m [25]
Monotono Q(y/n) f/1/2m [25]
General Q( }223 ~) le/1/27 [33]
General Q(logn) O(logn) £/1/2m [8][33]
General Q(log?n) O(log%n) le/r/27 [33]
General 1 1 f/r/% trabajo presente, [6]
(interior y exterior)
General 2 h+1 f/r/% trabajo presente, [6]
(con h hoyos)
Poliedros ortogonales
General SiH=0:1 f/r/segmento- | trabajo presente, [6]
SiH>0:H+1

I: Tipo de iluminacién (lc: libre de conflicto f: fuerte).
V: modelo de visibilidad (1: estandar r: orthogonal).
a: angulo de visibilidad.
H: Al descomponer un poliedro en poliedros de levantamiento,
existe un poligono que genera estos poliedros que tiene
el mayor namero de hoyos denominado H.
segmento-a: lamparas tipo segmento con angulo de visibilidad a.
Las cotas superiores e inferiores mostradas son sobre el nimero cromético.

El problema consiste en encontrar el niimero x(n) méas pequeno de colores, de manera
que cualquier poligono o poliedro con n vértices pueda ser fuertemente iluminado con
un conjunto de guardias usando x(n) colores. Denotamos por x(P,«), x(ext(P), a)
y X(P Uext(P),a) a los enteros mas pequenios tales que existe un conjunto de guar-
dias con un angulo de visibilidad de tamafio « (guardias-a), coloreados con x (P, a),
x(ext(P), ) y x(P Uext(P),a) colores que iluminan fuertemente al interior de P,
al exterior de P, denotado por ext(P) y a P U ext(P) respectivamente.

Estudiamos el problema en poligonos ortogonales en R? y poliedros ortogonales
en R? utilizando el modelo de visibilidad rectangular. Utilizamos guardias de ti-
po reflector-a en R? y tipo segmento-a en R3, con « igual a 7/2. Demostramos que
para un poligono ortogonal P en R?, utilizando reflectores-5, x(P Uext(P),5) = 1.
También demostramos que si P tiene h hoyos entonces 2 < x (P, 5) < h+ 1.

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Para el caso de un poliedro P en R3 tenemos resultados similares. Partimos P en po-
liedros de levantamiento con cortes en la direcciéon adecuada, procedimiento descrito
en el Capitulo 4, digamos con planos paralelos al plano xy. Obtenemos el poligono
que genera cada uno de estos poliedros de levantamiento, suponiendo que el poligono
con el maximo nimero de hoyos tiene h hoyos, entonces demostramos que:

si h =0:

a) x(P,3) =1,
ysih>0:

a) x(P.5) <h+1,

3. En el Capitulo 5 consideramos el Problema de Testigos que es una variante de PGA
que consiste en encontrar un conjunto W en un poligono P tal que, si W es vigilado
por algtin conjunto de guardias GG, entonces se garantiza que G también vigila a P.
El conjunto W es llamado un conjunto testigo.

El problema de testigos bajo el modelo de visibilidad lineal fue estudiado por Ch-
wa et al. en [19]. Ellos demostraron que no todos los poligonos simples admiten un
conjunto de testigos finito y, si un poligono simple P admite un conjunto de testigos
finito, entonces todos los testigos deben pertenecer a la frontera de P. Adicionalmen-
te, ellos dieron un algoritmo de complejidad de tiempo O(n?logn) que obtiene un
conjunto de testigos minimo para P si existe, y reporta su no existencia en caso de
que asi sea.

La principal motivacién detras de nuestra investigacion es el hecho de que un conjunto
testigo permite verificar rapidamente si un conjunto de puntos vigila a un poligono,
los resultados se encuentran publicados en [4]:

En contraste con el modelo de visibilidad lineal, PGA puede ser resuelto en tiempo
polinomial bajo algunos modelos de visibilidad. Utilizando visibilidad rectangular,
un conjunto de guardias minimo puede ser encontrado en tiempo polinomial si el po-
ligono no tiene hoyos: un algoritmo de complejidad en tiempo O(n'") fue presentado
por Worman y Keil en [59]. Sin embargo, si el poligono tiene hoyos, entonces este
problema es NP-dificil, como fue demostrado por Biedl y Mehrabi en [10]. Utilizando
visibilidad de escalera, Motwani et al. [42] demostraron que un conjunto minimo de
guardias puede ser encontrado en tiempo O(n®) en poligonos ortogonales sin hoyos,
pero sigue siendo un problema abierto determinar si el problema es NP-dificil en poli-
gonos con hoyos. Finalmente, utilizando visibilidad de k-periscopio, Gewali y Ntafos
demostraron en [30] que PGA puede ser resuelto en tiempo O(n?) para k = 1 en una
familia restringida de poligonos ortogonales.

En este capitulo, estudiamos el problema de testigos en poligonos ortogonales bajo el
modelo de visibilidad rectangular. Primero, demostramos que existen poligonos orto-
gonales cuya frontera no es un conjunto testigo. Después demostramos que siempre se

12



CAPITULO 1. INTRODUCCION

puede encontrar un conjunto testigo de cardinalidad O(n?) para cualquier poligono
ortogonal.

Finalmente, describimos un algoritmo para encontrar un conjunto de testigos minimo
en poligonos ortogonales, el cual tiene una complejidad de tiempo O(n*). El poligono
puede tener hoyos.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teoria de graficas

En este capitulo, se presentan definiciones y resultados importantes de teoria de gréficas.

El primer trabajo sobre la teoria de graficas fue escrito por el famoso mateméatico
suizo Leonard Euler, y aparecié en 1736. Desde un punto de vista matematico, la teoria
de graficas fue insignificante en un principio, ya que se le asociaba con algunos juegos de
entretenimiento. Pero algunos descubrimientos recientes en matematicas, y particularmente
en sus aplicaciones, le han dado un gran impulso. Actualmente hay algunos temas en
mateméticas puras donde la teoria de graficas es una herramienta natural, pero hay muchos
otros usos en conexién con preguntas précticas: apareamientos, problemas de transporte,
el flujo en redes de tuberias, “programaciéon” en general. En nuestro caso para PGA, la
teoria de graficas es una importante herramienta de apoyo.

La teoria de graficas también hace su apariciéon en diversos campos como la economia,
la psicologia y la biologia. En mateméticas, la teoria de gréficas ha sido clasificada como
una rama de la topologia, pero también esté fuertemente relacionada con el élgebra y la
teoria de matrices.

Los resultados presentados a continuacion se pueden consultar en [16].

Una Grdfica G es un par ordenado (V, A) donde V' es un conjunto finito no vacio cuyos
elementos son llamados vértices o nodos, y un conjunto A de pares no ordenados de vértices
distintos {u, v} llamados aristas. Los conjuntos V' y A son los conjuntos de vértices y aristas
de G son denotados por (V(G), A(G)) respectivamente.

El ntimero de vértices en G es llamado el orden de G y el niimero de aristas de G es el
tamanio de GG. También es conveniente representar a las gréaficas por medio de diagramas.
En tal representacion, dibujamos los vértices con puntos y a las aristas con segmentos
de linea o curvas que unen dos puntos apropiados. Un diagrama de la grafica G con:
V = {v1,v9,v3,v4,v5}, A = {e1,e9,€3,¢e4,€5,€5,€7} y €1 = v1va, €2 = VU3, €3 = V14,
€4 = VU3, €5 = Uy, €5 = V3V4 y €7 = vU4U5 se muestran en la Figura 2.1.

Sie=uv € A(G) (es decir, si uv es una arista de la grafica G) entonces decimos que e
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une a los vértices u y v. Dos vértices u y v son adyacentes en una grafica G si uv € A(G).
Si uv ¢ A(G), entonces u y v son vértices no adyacentes. Si e = uv € A(G) entonces u
y v son cada uno incidentes con e. Si uv y uww son aristas distintas de una grafica G (es
decir v # w) entonces uv y uw son aristas adyacentes. Asi en la grafica G descrita en
la Figura 2.1, v1 y vs son adyacentes pero v1 y vs no son adyacentes.

U1

V2

V3 V4

Us

Figura 2.1: Grafica con cinco vértices y siete aristas.

El grado de un vértice v en G es el nimero de aristas que inciden en v. El grado de v
se denota por gradog(v) o simplemente grado(v). Un vértice v, es llamado par o impar,
de acuerdo a si grado(v) es par o impar. Denotamos como A(G) al grado méximo entre
todos los vértices de la grafica G, y por §(G), al grado minimo de entre todos los vértices
de la grafica G. Asi por ejemplo en la grafica de la Figura 2.2, tenemos que: grado(vi) = 0,
grado(ve) = 2, grado(vs) = 1, grado(vs) = 2, grado(vs) = 3, grado(vg) = 2.

Una (p, q)-grafica es una grafica de orden p y tamano ¢. La grafica de la Figura 2.2 es
una (6, 5)-grafica. Podemos ver que la suma de sus grados es 10, es decir, 2q.

A continuacién presentamos dos resultados conocidos del area.

Teorema 1. Para toda grifica G, la suma de los grados de los vértices es igual a dos

veces el nimero de aristas. Asi, si G es una (p,q)-grifica con vértices vy, va, coey Up ENEON-
D ) —

ces Xj_,grado(v;) = 2q.

Demostracion. Al sumar los grados de los vértices de una grafica (G, contamos cada arista
dos veces, una por cada uno de los vértices en que incide la arista. O

Teorema 2. Toda grifica contiene un nimero par de vértices de grado impar.

Demostracion. Sea G una grafica. Si G no contiene vértices impares, entonces se cumple
el resultado. Suponga que G contiene k vértices impares, denotados por vi, v, ..., vk. Si G
contiene vértices pares los denotamos por uq, us, ..., Uy,.
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(1 V2 U3

V4 Vs V6

Figura 2.2: Diferentes grados de los vértices de un grafica.

Por el Teorema 1, Ele grado(v;) + E?:1 grado(u;) = 2¢q donde g es el nimero de aristas
de G. Como cada uno de los nameros grado(u, ), grado(usz), ..., grado(uy,) es par, entonces
E?Zlgmdo(uj) también es par, asi tenemos que ¥, grado(v;) = 2q — E;L:lgmdo(uj) es
par, pero cada uno de los ntmeros grado(vy), grado(ve), ..., grado(vg) es impar. Por lo
tanto, k debe ser par, asi G tiene un nimero par de vértices de grado impar. Si G no tiene
vértices pares, entonces (grado(vy)+ grado(ve) + ...+ grado(vy)) = 2q de donde concluimos
también que k es par. O

Una grafica H es una subgrdfica de G, denotada por H < G, si H es una gréfica tal que
V(H) CV(GQ)y A(H) C A(G). Una subgrdfica generadora H de G, es cualquier subgrafica
que tenga el mismo nimero de vértices. En la Figura 2.3 se muestran dos graficas Gy H,
donde H es subgrafica de G.

Una subgrdfica inducida H de G, es aquella que cumple que V(H) C V(G) y A(H) es
el conjunto de todas las aristas de G' con vértices de H.

Un camino en una grafica (G, es una secuencia finita de vértices xg, 1, ..., T, y aristas
ai,ag, ..., ay de G: xg, a1, 1, ao, ..., an, Ty, donde los puntos finales de a; son x;_1 y x; para
cada i, y ademas los x; y z;41 son incidentales a a;41, para todo¢ =0...n—1. La longitud
de un camino es n. Un wv-camino en una grafica G, es un camino que comienza en el
vértice u y termina en el vértice v. Un uv-paseo en una grafica, es un uv-camino que no
repite aristas. Una wov-trayectoria, es un uv-camino o uv-paseo tal que no repite vértices.
Un uv-paseo en el cual u = v, y que contiene al menos tres aristas es llamado circuito. Un
circuito debe terminar en el mismo vértice en el que se empezd. Un circuito que no repite
vértices (excepto el primero y el ultimo) es llamado ciclo, denotaremos un ciclo C' de G
como C' = vguy, ..., Upvyp.

La distancia entre dos vértices uw y v de G, es la longitud del menor uv-camino, deno-
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U1

) Ve %) Ve

Uy

Vs Us Us Us

(a) (b)
Figura 2.3: (a)Grafica G y (b)H subgrafica de G.

taremos d(v, w) como la distancia entre u y v. La excentricidad e(v) de un vértice v de G,
es el maximo valor de d(v,w), donde w es cualquier vértice de la gréfica. El radio de una
grdfica r(G) de G, es la excentricidad del vértice de menor excentricidad. Un vértice es
llamado vértice central, si su excentricidad es igual al radio de G. El centro de una grifica
¢(G), es el conjunto de sus vértices centrales.

Dos vértices u y v de G, estan conectados si u = v 0 si u # v y existe en G una uv-
trayectoria. G es una grdifica coneza, si todo par de vértices de G estan conectados. En otro
caso se dice que G es disconexa. Una subgrdifica conexa H de G, es una componente conexa
(o simplemente una componente) de G, si H = H' siempre que H' sea una subgrafica
conexa de G que contenga a H. Es decir, una componente de una grafica es una subgréfica
conexa méaxima. GG es conexa si y solo si el nimero de sus componentes es uno. Denotaremos
por C(G) a las componentes de G.

Decimos que v es un vértice de corte de G, si C(G —v) > C(G). Decimos que a es una
arista de corte (o puente) de G, si C(G — a) > C(G).

G es llamada bipartita, si es posible separar al conjunto V(G) en dos subconjuntos no
vacios V1 y Va, tal que toda arista de GG, une a un vértice de V; con un vértice de V5. En la
Figura 2.4 se muestra una grafica bipartita. G es una grdfica bipartita completa Ky, p, es
una grafica con m vértices en V; y n vértices en V5, en la cual existe una arista entre cada
vértice de Vp y de Vs.

Se dice que G es un drbol si G es una grafica conexa y no tiene ciclos. G es un bosque
si G es una grafica que no contiene ciclos. (Puede ser conexa o disconexa).

Los siguientes resultados son ttiles y frecuentemente utilizado de arboles.

Teorema 3. Sea G = (V, A) un drbol, entonces para cualesquiera 2 vértices u yv € V,
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U1 V2 U3

V4 Us Vg

Figura 2.4: Grafica bipartita.

existe un unico camino que los une.

Demostracion. Dado que todo arbol es conexo, existe al menos un uv-camino. Supongamos
que existe mas de un uv-camino y sean P; y P» dos de estos caminos. Dado que P} # P,
existe al menos una arista xy € P; tal que xy ¢ P, como se muestra en la Figura 2.5.
Entonces (P | P2) — xy es conexa, por lo que existe un zy-camino, sea P tal camino,
entonces P | J{zy} forma un ciclo, contradiciendo la hipdtesis de que G es un arbol. O

En la Figura 2.5 podemos ver una ilustracion del Teorema 3.

Teorema 4. Si G = (V, A) es un drbol, entonces |A| = |V|— 1.

Demostracion. Por induccion en |V|. Supongamos que |V| = 1, entonces |A| =0 = |V|—1.
Supongamos que el teorema es cierto para todo arbol con menos de |V| vértices con |V| > 2.
Tomemos la arista uv € A, por el teorema anterior G — uv es disconexa dado que no
existe otro uv-camino y C(G — uv) = 2 (el nimero de componentes conexas de G), sean
Hy = (V1, A1) y Hy = (Va, Ag) tales componentes. Vemos que las dos son aciclicas y por
tanto arboles con menos de |V vértices. Aplicando la hipotesis de inducciéon tenemos que:
|Ai| = |Vi|—1 para (i = 1,2) y ademaés sabemos que: |A| = |A1]|+|A2|+1y |V| = |[V1]|+|V2]
por lo tanto: |[A| = (|Vi] = 1)+ (|Vo| - 1) +1=|V|-1. O

Una k-coloracion de los vértices de G es una funcion ¢ : V — {1, ..., k}. Una coloracion
induce una particion de los vértices de G en conjuntos de la forma ¢; = {v € V' | ¢(v) = i}.
Estos conjuntos son llamados las clases crométicas inducidas por c. Se dice que una k-
coloracion ¢ de G es buena, si para cualesquiera dos vértices u y v adyacentes en G, se
tiene que c(u) # c(v).

Una grafica es plana si tiene una representaciéon en el plano, de tal manera que dos
aristas tienen un punto comun si y sélo si son adyacentes. Una grifica plana divide al
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Figura 2.5: Tlustracion del Teorema 3.

plano en diferentes regiones conexas, a la cerradura de cada una de estas regiones se le
llama cara de la grdfica teniendo siempre una cara no acotada llamada cara exterior. El
resto de caras son llamadas caras interiores. Sea F' = {f1,..., fn} el conjunto de caras de
G, decimos que dos caras f; y fj son adyacentes si comparten una arista e en su frontera,
también diremos que e es incidente en f; y fj, de igual forma se dice que f; y f; son
incidentes en e.

Euler enunci6 el siguiente teorema, el cual define una relacién entre el ntimero de aristas,
vértices y caras de una grafica plana, conocido como la férmula de Euler.

Teorema 5. Sea G = (V, A) una grdfica conexa dibujada en el plano definiendo el conjunto
de caras F, entonces: |V| — |A| + |F| = 2.

Demostracion. Por induccion sobre |F'|. Supongamos que |F| = 1, entonces G tiene una
dnica cara, la cual tendra que ser su cara exterior, esto implica que G no tiene ciclos, por
lo que al ser también conexa G es un arbol, entonces sabemos que: |A| = |V| — 1. Lo cual
cumple con el teorema.

Ahora supongamos que el teorema es valido para toda grafica plana conexa con menos
de n > 2 caras, sea G una grafica con n caras, y sea e una arista que no sea de corte en G.
Entonces e incide en al menos una cara interior de GG. Consideremos la grafica G—e, se puede
ver que las dos caras en las que incide e se convierte en una sola. Entonces GG — e es conexa
con n — 1 caras y satisface la hipétesis de inducciéon. G — e es una subgrafica generadora
de G, y su namero de aristas es |A| — 1, de modo que: |V| — (|A| — 1)+ (|F| — 1) = 2. Por
lo que obtenemos: |V|— |A| + |F|=2. DO

Si G es una grafica plana, se puede definir a otra grafica G* a partir de G de la siguiente
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forma: Por cada cara f de G se tiene un vértice f* en G*, y por cada arista e de G, se
consideran las caras f y g, incidentes en e, entonces G* tendra la arista e* que conecta
a los vértices f* y g*. Decimos que G* es la grdfica dual de G, y podemos ver que G* es
también una grafica plana, pues puede ser dibujada colocando cada vértice f* en el interior
de la cara f, y dibujando la arista e* de forma que cruce sb6lo en un punto a e sin que cruce
ninguna otra arista de G. Esta forma de dibujarla se puede ver en la Figura 2.6.

Una grdfica geométrica, es una grafica dibujada en el plano, de tal forma que sus vértices
son puntos, y una arista uv es el segmento uw.

Figura 2.6: Una grafica G, con su grafica dual G’.

2.2. Galerias de arte e iluminacion

El problema de la galeria de arte se puede plantear de la siguiente forma: Dado un
poligono simple P, encontrar el conjunto G' de puntos minimo en P, tal que todo punto de
P es vigilado desde un punto de G.

En este capitulo se presentan variantes del problema original que muestran la intensa
investigacion que se ha realizado en el area en los ultimos cuarenta anos. Como ya se
menciond, para modelar galerias de arte generalmente se utilizan poligonos o poliedros. Ya
que todos los resultados de esta investigacion estan modelados con poligonos o poliedros
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ortogonales los resultados que presentamos en este capitulo se concentran justamente en
este tipo de poligonos y poliedros.

Comenzaremos por presentar algunas definiciones que seran ttiles a lo largo de la
investigacion.

Un poligono P es una secuencia ordenada de n puntos en el plano vy,...,v, (n = 3)
llamados vértices de P, junto con el conjuntos de segmentos de recta que unen v; con v;41
(i=1,..,n—1)y v, con v llamadas aristas de P.

Un poligono P se dice que es un poligono simple, si y sélo si cualquier par de sus aristas
no consecutivas no se intersectan entre si.

Un poligono simple divide al plano en dos regiones, una no acotada llamada exterior
y otra acotada llamada interior. Por simplicidad al decir poligono nos referiremos a un
poligono simple junto con su interior.

Un poligono P se dice que es un poligono ortogonal, si y s6lo si sus aristas son paralelas a
alguno de los ejes coordenados, una consecuencia es que el angulo entre dos aristas siempre
es 5 0 37”

Consideremos un poligono P y un conjunto de poligonos Q1, ..., Qn, tales que Q; [ Q; =
ppara (i # j)y Qi (1 =1,...,n) esta totalmente contenido en el interior de P. El conjunto:
H = P — |J! interior(Q;) sera llamado poligono con agujeros. En el caso que Py Q;
(1 =1,...,n) sean poligonos ortogonales, H seréa llamado poligono ortogonal con agujeros.

Un poligono es llamado ortogonal si todas sus aristas son paralelas al eje = o al eje y.
Sea P un poligono simple ortogonal en el plano, un hoyo de P es un poligono ortogonal
contenido en el interior de P.

Dado un poligono ortogonal P en R?, denotamos con |P| el nimero de vértices de P,
con OP, int(P) = P —9(P), y ext(P) = R? — P, a la frontera el interior y el exterior de P
respectivamente. Analogamente dado un poliedro ortogonal P en R3, denotamos con |P|,
P, 0P, int(P) =P — O(P), y ext(P) = R? — P, como el ntimero de vértices, la frontera, el
interior y el exterior de P respectivamente.

Una arista e de P es una arista derecha si existe un € > 0 tal que cualquier punto a
distancia menor o igual que € de un punto interior de e y a la izquierda de e pertenece al
interior de P. Una arista izquierda, superior e inferior se define de manera similar.

Una diagonal de un poligono P es un segmento de recta que conecta dos vértices de P
y esté en el interior de P.

Una triangulacion T (P) de un poligono P, es una division del interior de P en tridngulos
con interiores mutuamente ajenos, de tal forma que las aristas de estos tridngulos solamente
pueden ser aristas o diagonales de P.

Las siguientes definiciones seran utilizadas considerando también elementos en R3.

Una cara f paralela al plano xz de un poliedro ortogonal P es una cara derecha (cara
izquierda), si para cualquier punto interior ¢ € f existe un £ > 0 tal que cualquier punto
a distancia menor o igual que € y a la derecha (izquierda) de f pertenece al interior de
P. De manera similar se define una cara superior y cara inferior paralela al plano xy, asi
como una cara frontal y cara posterior paralela al plano yz.
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Un poliedro en R3 es un conjunto compacto que tiene como frontera una variedad lineal
bidimensional a trozos. Una cara de un poliedro es un subconjunto planar maximal de su
frontera cuyo interior es conexo y no vacio. Un poliedro es ortogonal si todas sus caras son
paralelas a los planos xy, £z o yz. Las caras de un poliedro pueden ser poligonos con hoyos,
y si el poliedro es ortogonal, entonces sus caras y sus hoyos también son ortogonales. Un
vértice de un poliedro es un vértice de cualquiera de sus caras. Una arista es un segmento
de linea recta minimo compartido por dos caras y que une dos vértices del poliedro.

Un ortotdrbol |21] es un poliedro ortogonal simplemente conexo que es la unién de un
conjunto de cajas S = {Bi,..., B,} en R? pegadas cara a cara tal que la grafica cuyos
vértices son Bi,..., B,, dos de los cuales son adyacentes si comparten una cara, es un
arbol. Denotaremos a este arbol como Tp.

Un poligono o poliedro P es monétono en la direccion d si cada linea £ en la misma
direccién interseca el interior de P en a lo mas una componente conexa de /.

Un histograma es un poligono ortogonal H (o una rotaciéon de H por un dngulo multiplo
de 7/2) que tiene una arista e paralela al eje x tal que el segmento de linea vertical que
conecta cualquier punto de H con e esta contenido en H.

Un poligono de escalera es un poligono ortogonal cuya frontera se puede dividir en dos
subcadenas que alteran vértices convexos y concavos, tal que los puntos finales de estas
subcadenas son vértices convexos. Un poligono de escalera en el que una de sus subcadenas
tiene un sélo vértice interior es llamado abanico convezo.

Dado un poligono P en el plano, definimos al poliedro de levantamiento generado por P
y de altura ¢ como el poliedro definido por el conjunto de puntos (z,y, A) tal que (x,y) € P
y 0 < X\ < c. Al resultado de aplicar la misma definicién a un poligono ortogonal con hoyos
ortogonales, lo llamaremos poliedro ortogonal de levantamiento con hoyos.

Decimos que dos puntos p y ¢ en un poligono o poliedro P son wistbles uno al otro si el
segmento pq se encuentra contenido en P; llamaremos visibilidad lineal o estandar a este
tipo de visibilidad. Si el rectangulo isotético més pequeiio que contiene a p y ¢ se encuentra
contenido en P, entonces diremos que son visibles bajo el modelo de wistbilidad ortogonal
o rectangular.

Un punto p es iluminado por un punto ¢, si p es rectangularmente visible desde ¢. Un
conjunto de puntos G (guardias) ilumina P, si cada punto en P es visible por al menos un
elemento de G. Un conjunto G de guardias coloreados de un poligono o poliedro P ilumina
fuertemente a P, si cada elemento p de P es visible desde al menos un elemento de G, y
todos los elementos de G que ven a p tienen un color diferente.

Un reflector r es una lampara que ilumina una zona angular de tamano «. Llamaremos
a r un reflector-q; el tamano de r también seréd llamado «. Si un reflector debe ser colocado
en un vértice de un poligono P, se le llamara un v-reflector. En el caso que a = 7, r se
llamara un reflector ortogonal.

El inicio de un reflector f, es la semirecta orientada que comienza en el apice de f y
deja el area iluminada de f a la derecha, y el area no iluminada por f a la izquierda. El
final de f se define de manera similar. La orientacion de un reflector f, es el angulo no
negativo entre el eje positivo x y el comienzo de f.

23



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Las siguientes definiciones son comunes a los modelos de visibilidad descritos anterior-
mente.

Dados dos subpoligonos ortogonales P; y P> de P. Decimos que P, y P» son indepen-
dientes si ningin punto de P puede ver puntos de int(P;) y int(P») de manera simultanea.

Considere dos puntos p y ¢ en un poligono P. Para un punto p su poligono de visi-
bilidad es el conjunto de puntos visibles desde p. Una wentana de un subpoligono P’ de
P son aquellas partes de la 9P’ que no pertenecen a la OP. Una ventana de P’ es una
ventana inferior de P sila ventana pertenece a una arista inferior de P’. De manera similar
definimos una ventana superior, una ventana izquierda y una ventana derecha. El nicleo
de visibilidad de P, denotado por K(P), es el conjunto de puntos en P desde donde son
visibles todos los puntos de P. Considere que no todos los poligonos contienen un nicleo
no vacio. El poligono de wvisibilidad de p, denotado por VP(p), es el conjunto de puntos
de P que son visibles desde p. El nicleo de visibilidad de p, denotado por VK(p), es el
conjunto de puntos desde donde es visible cada punto de VP(p).

Ahora extendemos la definicion de un reflector a R3. Una cusia en R? es la interseccion,
o uni6én de dos semiespacios cuyos planos de soporte se intersectan. La linea de intersecciéon
de los planos soporte es llamada el eje de la cuna. Una cuna es llamada pequeria, si es la
interseccién de dos semiespacios. Es llamada grande si es la uniéon de dos semiespacios.
Note que si una cunia WV es pequena, entonces la intersecciéon de VW con un plano ortogonal
al eje de W, determina una zona angular A de tamano menor o igual a 7, si W es una
cuna grande, entonces el tamano de A es mayor que 7. La cuna W sera llamada cuna-«
si el tamano de A es . Una cunia ortogonal en R? es la interseccién o la union de dos
semiespacios cuyos planos de soporte son ortogonales. Si una cufia ortogonal es pequena,

3

es una cufia-3, si es grande es una cunia-<-.

Figura 2.7: (a) Cuna de tamano «, (b) cuna de tamano /2.

Sea f una arista de un poliedro P. Llamamos a f un guardia arista-a de P si f vigila
todos los puntos de P visibles desde f y contenidos en la cuna-a cuyo eje contiene f, vea
la Figura 2.7a. Si @ = 7/2 llamamos a f un guardia arista ortogonal. Notamos que los
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guardias tipo aristas-a son generalizaciones naturales de los reflectores-a.. Suponemos que
un arista-a f puede ser rotada sobre su eje hasta alcanzar una orientacion final. En el resto
del trabajo suponemos que nuestras aristas-a son siempre colocados de tal forma que sus
planos de soporte son siempre paralelos a los planos zy, £z o yz de R3. En nuestro lenguaje
los guardias tipo arista usados en [58| son aristas-27 en los que los puntos finales no son
incluidos.

Sea s un segmento de un poliedro P. Llamamos a s un guardia segmento-a de P si s
vigila todos los puntos de P visibles desde s y contenidos en la cuna-a cuyos ejes contiene
s, vea la Figura 2.7a. Si a = 7/2 llamamos a s un guardia segmento ortogonal. Suponemos
que un segmento-a s puede ser rotado sobre su propio eje hasta alcanzar una orientacién
final. En el resto del trabajo suponemos que nuestros segmentos-a son siempre colocados
de tal forma que sus planos de soporte son siempre paralelos a los planos zy, £z o yz de R3.

Utilizaremos aristas-7 f y segmentos-§ s para vigilar puntos p que se encuentren dentro
de la cuna de 7/2 con la restriccion adicional de que la arista y el segmento de linea que
une py f asi como p y s es un segmento de linea ortogonal a f y s respectivamente, vea
la Figura 2.7b.

La Figura 2.8 muestra las variaciones consideradas en la literatura, guardias tipo aristas
cerradas, aristas abiertas y aristas-5. Se puede ver que las aristas-§ son un modelo més
débil ya que tienen un rango de iluminacién menor que las aristas cerradas y abiertas.

(a)

Figura 2.8: (a) Guardia tipo arista cerrado, (b) guardia tipo arista abierto, (c¢) guardia
arista-7.
2

En el plano, para medir el &ngulo interior de un vértice v en un poligono, generalmente
consideramos un circulo suficientemente pequeno centrado en v que no contenga otros
vértices del poligono, y medimos la porcién del circulo que cae dentro del poligono, y lo
dividimos por el radio. De esta forma tenemos édngulos que varian entre 0 y 2m. Es bien
sabido que la suma de los angulos internos de un tridngulo es 7. Ya que un poligono de
n vértices puede ser particionado en exactamente n — 2 tridngulos usando diagonales para
unir pares de vértices del poligono, tenemos que la suma de angulos internos de un poligono
es siempre (n — 2)m. Se puede extender esta idea a R®. Sea P un poliedro en R3, y sea v
un vértice de P. El dngulo sdlido de P en v es definido de la siguiente manera: Considere
una esfera C centrada en v. El tamano del angulo de P en v es el drea de la porciéon de la
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frontera de C que cae dentro de P dividida por el cuadrado del radio de C. Como el area
de una esfera unitaria es 4w, tenemos que el tamano maximo de un angulo solido en los
vértices de un poliedro es a lo més 4.

Clasificacion de vértices en poliedros ortogonales

(d)

()

Figura 2.9: Clasificacion de vértices para poliedros ortogonales: (a) vértice de 1 octante,
(b) vértice de 3 octantes, (c¢) vértice de 4 octantes de grado seis, (d) vértice de 4 octantes
de grado cuatro, (e) vértice de 5 octantes y (f) vértice de 7 octantes.

Sea P un poliedro ortogonal en R3. Clasificamos los vértices de P de acuerdo al tamaifio
de sus angulos soélidos interiores. Un vértice  de P se clasifica como de 1 octante si su
angulo solido interior es /2, vea la Figura 2.9a, se clasifica como de 3 octantes si su
angulo solido interior es 37w /2, vea la Figura 2.9b. Los vértices de 4 octantes, 5 octantes y
7 octantes son definidos en forma similar como se muestra en las Figuras 2.9¢, 2.9d, 2.9¢ y
2.9f respectivamente.

Recuerde que un vértice es convexo si participa en cada una de sus caras incidentes
como vértice convexo o llano, y es cdncavo en cualquier otro caso. Por lo tanto, los vértices
de 1 octante, 4 octantes, y 7 octantes son vértices convexos en sus caras; de 3 octantes y 5
octantes son vértices coOncavos en sus caras.

El genero g de una superficie orientada conexa, es un nimero entero que representa el
nimero maximo de cortes a lo largo de curvas cerradas simples que no se intersectan entre
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si, sin hacer que la variedad resultante se desconecte [43].

En nuestro resultado utilizamos la formula de Euler-Poincaire, que dice que para cual-
quier poliedro de género g con f caras, e aristas, v vértices y un total de h hoyos en sus
caras, es cierta la identidad

v—e—h+f=2-2g [47].

Al estudiar el problema de vigilancia de galerias de arte, se pueden establecer diferentes
tipos de restricciones, por ejemplo: a la forma de los poligonos utilizados para modelar la
galeria, a los guardias, a los que ademas se les puede restringir respecto a su ubicacién en
el poligono, asi como también al tipo de visibilidad que utilizan los guardias dando origen
variantes interesantes del problema.

2.2.1. Galerias ortogonales

En 1983 Kahn, Klawe y Keitman [38] demuestran lo siguiente:

Teorema 6. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, entonces para vigilar P son
suficientes y en ocasiones necesarios | ] vértices.

Para la demostracién descomponen el poligono en cuadrilidteros convexos, se obtiene una
grafica 4-coloreable, de tal forma que cada cuadrilatero tenga un vértice de cada uno de los
cuatro colores, la cual induce una particiéon de los vértices compuesta por cuatro partes,
por lo que una de estas partes estd compuestas por a los mas || vértices, obteniendo
asi la suficiencia del teorema. Para la necesidad se puede ver que la familia de poligonos
sugerida por la Figura 2.10 requiere al menos un guardia por cada lengua.

La mayor parte del articulo estd dedicada a demostrar que todo poligono ortogonal
tiene una descomposicién en cuadrilateros convexos.

Edelsbrunner, O’Rourke y Welzl [31] presentaron un algoritmo que en tiempo O(n)
obtiene un conjunto de | %] vértices que vigilan un poligono ortogonal dado. Su algoritmo

se basa en una descomposicion del poligono en subpoligonos con forma de L.

Galerias de arte con agujeros

La introduccién de los agujeros u hoyos en el estudio de las galerias de arte introduce
una complejidad adicional, en la que en muchos caso hace que las cotas permanezcan
abiertas y en muchos otros problemas hace que estos se vuelvan NP-Completos. O’Rourke
en [45], da el siguiente resultado para poligonos con agujeros:

Teorema 7. Sea p’(n,h) el nimero minimo de vértices, necesarios para vigilar un poligono
P con n vértices y h agujeros, entonces p¥(n,h) < L%th

La demostraciéon procede eliminando los agujeros uno a la vez, cortando a P sobre una
diagonal que una dos vértices de P, uno de los cuales es vértice de un agujero, y el otro
pertenece a la cara exterior.
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Figura 2.10: En ocasiones son necesarios |7 | vértices, para vigilar un poligono ortogonal.

Sea pP(n, h) el nimero minimo de guardias, necesarios para vigilar un poligono P con
n vértices y h agujeros, Shermer establece que pP(n,h) > L”TMJ, y conjetura que la cota es
justa, demuestra su conjetura para h = 1, para valores mayores que 1 la conjetura continua
abierta, estos resultados se pueden ver en [45].

Para guardias Bjorling-Sachs y Souvaine [14] e independientemente Hoffmann, Kauf-
man y Kriegel [27| demostraron:

Teorema 8. ("TH‘} guardias son siempre suficientes y en ocasiones necesarios para vigilar

cualquier poligono P con n vértices y h agujeros.

Bjorling-Sachs y Souvaine [15] presentan un algoritmo de tiempo O(n?) que encuentra
la posicion de tales guardias. La idea principal del resultado de Bjorling-Sachs y Souvaine
consiste en remover un canal de cuatro lados, tal que un vértice nuevo es agregado por cada
canal y ademas existe un tridngulo 7" en el poligono resultante tal que cualquier vértice
de T vigila el interior del canal. Este tridngulo es forzado a aparecer en una triangulacion
del poligono resultante, de modo que usando la demostraciéon de Fisk para el teorema de
Chvatal se obtiene el resultado.

Para poligonos ortogonales, el método de O’Rourke se extiende para demostrar el si-
guiente resultado:

Teorema 9. Sea ort’(n,h) el nimero minimo de vértices necesarios para vigilar cualquier

poligono ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, entonces
ort¥(n,h) < | 2R,

Sea ortP(n, h) el nimero minimo de guardias necesarios para vigilar cualquier poligono
ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, O’Rourke en [45] conjetura que ort?(n, h)
es independiente de h: ort?(n,h) < | %], Aggarwal [2] verifico esta conjetura para h = 1
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Autor Resultado Referencia
O’Rourke p’(n,h) < VHE),%J [45]
Shermer pP(n,h) > LL_gthJ [45]
Bjorling-Sachs y Souvaine pP(n, h) < (%h} [14]
Hoffmann, Kaufman y Kriegel pP(n,h) < (%h} [27]
O’Rourke ort’(n,h) < anth [45]
Hoffman ortP(n,h) < | %] [32]

Tabla 2.1: pP(n, h) es el nimero minimo de guardias, necesarios para vigilar un poligono P
con n vértices y h agujeros, p¥(n, h) es el ntumero minimo de vértices, mismas condiciones,
ort”(n, h) es el nimero minimo de vértices, necesarios para vigilar un poligono ortogonal P
con n vértices y h agujeros, ortP(n, h) es el ntumero minimo de guardias, mismas condiciones.

y h =2, y permaneci6 abierta hasta 1990, cuando F. Hoffmann [32| demostro el siguiente
resultado.

Teorema 10. Sea ort?(n,h) el nimero minimo de guardias necesarios para vigilar cual-
quier poligono ortogonal con n vértices y h agujeros ortogonales, entonces
ortP(n,h) < [%].

Hoffman procedié demostrando que cualquier poligono ortogonal con agujeros puede

ser divido en || poligonos en forma de estrella, cada uno con a lo més 16 vértices.

Para vértices la cota superior se mantiene en L’Hfh |, sin embargo, Shermer conjetura

que L”TMJ vértices siempre bastan para vigilar un poligono ortogonal con n vértices y h
agujeros [45].

En la Tabla 2.2 se presenta un resumen de los resultados sobre Galerias de arte con
agujeros.

2.2.2. Tluminacion con reflectores

Un problema estudiado sobre iluminaciéon con reflectores, se conoce como el problema
de la iluminacion de estrados, en [55] J. Urrutia estudi6 este problema, el cual consiste en
determinar si los reflectores de un teatro pueden ser rotados sobre sus bases de tal manera
que todo el estrado quede iluminado.

Supongamos que tenemos un segmento de linea L y un conjunto de reflectores R =
{r1,...,mn} representados por fuentes de luz que iluminan una zona angular de tamano «;,
(1 =1,...,n). Supongamos que los vértices de dichos reflectores estan fijos y que éstos se
pueden rotar sobre sus vértices. ;Sera posible rotar {r1,...,r,} de tal manera que L quede
iluminado? Un ejemplo se puede ver en la Figura 2.11.

En [35] Ito Hiroy, Uehara Hideyuki y Yokoyama Mitsuo demostraron que el problema
es NP-Completo.
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4
v

L

Figura 2.11: El problema de la iluminacién de estrados.

Los problemas de iluminacion 6ptima de estrados con reflectores han sido estudiados
en [37] y [35], de iluminacion del plano en [52], y de iluminacion de poligonos en [44].

Iluminacién de poligonos ortogonales

En [26] Vladimir Estivill y Jorge Urrutia, asi como en [54] establecen un resultado que
a la postre se convirtié en la base para muchos resultados adicionales, los cuales permiten
introducir movimiento en los reflectores asi como aumentar la dimension de las galerias, el
resultado se presenta a continuacién.

Teorema 11. Sea P un poligono ortogonal de n vértices, entonces L?’”Ts_‘lj reflectores orto-

gonales, ubicados en los vértices, son suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar P.

Para la demostracion primero se establecen cuatro reglas para colocar reflectores (reglas
de iluminacion), donde cada una de ellas es capaz de iluminar el interior de un poligono
ortogonal: {NE,NO, SE,SO}.

Dado un poligono P, una arista e de P se dice que sera una arista norte (arista-N), si el
interior del poligono se encuentra por debajo de e, andlogamente definimos las aristas sur,
este y oeste. Un vértice se dice que es vértice-NE si las aristas del poligono que inciden en
el vértice son una arista norte y una arista este. De manera similar se definen vértice-NO,
vértice-SE y vértice-SO, como se ilustra en la Figura 2.12.

A continuacién se definen las siguientes reglas de iluminacién:

1. Regla NE: para cada arista norte e del poligono, colocar un reflector ortogonal ali-
neado con e en el vértice este de e; para cada arista este e del poligono, colocar un
reflector ortogonal alineado con e en el vértice norte de e, como se muestra en la
Figura 2.13 (a).

2. Las reglas NO, SE, y SO se definen de manera similar.
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NO NE NO NE

SO SE SO SE
(a) (b)

Figura 2.12: Los poligonos ortogonales pueden tener 8 tipos de vértices, (a) vértices con-
vexos, (b) vértices concavos.

N-arista E-arista R
p

j
(a)

(b) (c) (d)

Figura 2.13: (a) Colocacion de los reflectores utilizando la regla NE en arista norte y en
arista este, (b),(c) y (d) Iustracion del Teorema 12.

Veremos que estas reglas de iluminacién producen una asignacién de los reflectores
ortogonales de tal forma que iluminan el interior de un poligono ortogonal.

Teorema 12. La regla noreste produce una asignacion de reflectores que iluminan el in-
terior de un poligono ortogonal P.

Demostracion. Sea p un punto en el interior del poligono P. Sea x el primer punto en la
frontera de P visible por un rayo horizontal que sale de p hacia el este. Entonces x se
encuentra en una arista este e y p es visible desde .

Ahora considere un punto z’ en e justo arriba de x, y considere el rectangulo R cuyos
puntos extremos son z’ y p, como se muestra en la Figura 2.13 (b). Si 2’ se encuentra
lo suficientemente cerca de x, el rectangulo R estara contenido en P. Considere mover z’
hacia el norte mientras R se mantenga completamente contenido en el interior de P, en
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algiin momento no se podra continuar. Esto sucede porque:

= 2’ ha alcanzado el vértice norte de e, en cuyo caso, p es iluminado por un reflector
en este punto, como se muestra en la Figura 2.13 (c).

= El lado superior del rectangulo R ha coincidido con una arista norte, en cuyo caso, p
es iluminado por un reflector en el punto este de esta arista norte, como se muestra
en la Figura 2.13 (d).

En cualquier caso p es iluminado y la demostraciéon se ha completado. O

La demostraciéon de las otras reglas es similar.

Demostracion del Teorema 11. Por las reglas de iluminacién previamente descritas, el po-
ligono P puede iluminarse de cuatro maneras diferentes colocando reflectores ortogonales
en vértices de P.

Los conjuntos de reflectores utilizados en las reglas NO, NE,; SE, y SO son ajenos. Se
puede ver que al poner reflectores ortogonales usando simultdneamente las cuatro reglas
de iluminacién, en cada vértice concavo se pondran exactamente dos reflectores y en cada
vértice convexo uno, como se ilustra en la Figura 2.14.

Como el namero de vértices concavos es "774, y el namero de vértices convexos es
[55]; el ntimero total de reflectores utilizado por las cuatro reglas es 324, Esto indica que

2
una de las cuatro reglas de iluminacion utiliza a lo mas L%J reflectores ortogonales.

n+4
2

Norte

Oeste J Este J k
\

A NN
Sur ,/ // \\

AV

(a) (b)

Figura 2.14: (a) Colocacion de los reflectores utilizando la regla NO. (b) Colocacién de los
reflectores utilizando todas las reglas.

Para demostrar que existen poligonos que requieren L?mg_ 4| reflectores ortogonales,
considere los poligonos de la Figura 2.15. El primero Pj2 que llamaremos la hélice con cuatro

32



CAPITULO 2. PRELIMINARES

aspas tiene 12 vértices, y requiere cuatro reflectores ortogonales. El segundo se obtiene
pegando dos hélices por un aspa. Se puede ver que el nimero de vértices se incrementa en
8, y el namero de reflectores requeridos en tres.

Repitiendo esta operacion de pegar copias extras de Pia se puede obtener una familia
de poligonos con n = 12 4+ 8m vértices que requieren 4 + 3m reflectores ortogonales, es

decir 4+ 3[ 22| = | 224 | ]o cual se demuestra la cota inferior. O

(a) (b)

Figura 2.15: (a) Una hélice con cuatro aspas y 12 vértices requiere cuatro reflectores orto-
gonales. (b) Pegando dos hélices por un aspa el nimero de vértices se incrementa en 8, y
el ntimero de reflectores requeridos en tres.

A continuacion se presenta la extension del resultado anterior a poligonos ortogonales
con agujeros, el resultado puede consultarse en [36], y como es de suponerse las cotas estan
en funcién del numero de hoyos.

Teorema 13. Sea P un poligono ortogonal con n wvértices y h agujeros. Un total de

3n+4(h—1 ) . ,
L%J reflectores ortogonales son suficientes para iluminar P.

Demostracion. Iluminemos P utilizando cada una de las reglas de iluminacién descritas
anteriormente, Teorema 12. Sea || X|| el ntimero de reflectores utilizados por la regla X.

Notemos que cada arista del poligono recibe a lo méas dos reflectores (por ejemplo,
una arista norte recibe un reflector en su vértice este, con la regla noreste; y uno en su
vértice oeste, con la regla noroeste) y los conjuntos de reflectores para cada par de reglas
son ajenos. Més aun, en la regla noreste un vértice convexo recibe sélo un reflector. Por
lo tanto el nimero de reflectores || NE|| usados por la regla noreste es |NE| = ||SE||, +
INO||» + ||[NE||., donde ||SE]|, es el nimero de vértices sureste concavos, y || NE||. es el
ntmero de vértices noreste convexos.

Entonces el niimero total de vértices ortogonales usados por las cuatro reglas esta dado
por |[NE| + ||[NO|| + [|[SE| + ||SO| = 2r + ¢, donde 7 es el nimero de vértices concavos
en el poligono P y c es el nimero de vértices convexos.
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Ya que para un poligono ortogonal sin agujeros ¢ = "+4 yr= ”7_4; y como para un

poligono ortogonal con agujeros los vértices convexos en el agujero son vértices concavos
en el poligono, mientras que los vértices concavos en el agujero son vértices convexos en el
poligono. Tenemos que la regla de iluminacién que utiliza el menor niimero de reflectores
utiliza |25H¢] = L2(T°+Cl+'"+chi+co+rl+'”+rhJ reflectores, donde ¢; + 7, = n; y ¢; es el
ntimero de vértices convexos en el i-ésimo agujero. Como n = X/ oM, se tiene que LQT‘*‘CJ

L2( +xh  Rittytottywh "i;4J L3n+4 (h—1)

1
Para ver que la cota es justa se tiene el siguiente teorema.

ng—4

es J lo cual completa la demostracion. O

Teorema 14. [36] Sea P un poligono ortogonal con n vértices y h agujeros. Un total de
3n+4(h—1)
Lij reflectores ortogonales son siempre suficientes y en ocasiones necesarios para

luminar P.

Demostracion. Para demostrar la necesidad de este niimero de reflectores, considere el
poligono P35 de la Figura 2.16(a). Esta figura contiene 32 vértices, un agujero, y requiere
12 reflectores. Evaluando la férmula LMJ para n = 32 y h = 1 obtenemos 12
reflectores. Para valores mayores de h pegamos nuevamente copias de P3o a lo largo de
una arista vertical como en la Figura 2.16(b). Repitiendo este proceso h veces, se producen
poligonos con 32 + 28h vértices que requieren 12 + 11h reflectores, lo cual demuestra el

resultado. O

(a) (b)

Figura 2.16: (a) Una hélice con 32 vértices y un agujero que requiere 12 reflectores orto-
gonales. (b) Familia de 32 + 28h vértices que requiere 12 + 11h reflectores, donde h es el
nimero de agujeros.

2.2.3. TIluminaciéon con radares

Una evolucion interesante de la investigacion realizada sobre galerias de arte fue el
dejar de considerar a estas como entes estaticos. A continuaciéon vemos algunas de estas
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variantes en las que se agrega movimiento a la visibilidad los guardias. En [23| E. Kranakis,
F. MacQuarie, O. Morales y J. Urrutia presentan resultados interesantes utilizando radares
con diferentes variantes.

Sea P un conjunto de puntos en el plano y R una region plana. Sea F'(P; R) el infimo
sobre todos los angulos a < 27 tal que si radares-a son localizados en los puntos de P.
Entonces existe una orientacién inicial de los radares de tal forma que toda la region R
es vigilada. Sea R una region en el plano. Sea F'(n; R) el infimo sobre todos los F'(P; R)
donde P es un conjunto de radares-«e. Considere un radar-a colocado en un punto k que
rota en sentido positivo. Definimos el sector vigilado por el radar en el tiempo ¢, de la
siguiente manera:

= Sea Fi(¢;0) que denota el sector inicial definido por el radar cuando su orientacion
es ¢; éste es el sector circular definido por un circulo de radio infinito centrado en &
y delimitado por kky y kkgia-

» Al tiempo ¢ el radar rotara un angulo de ¢ radianes. Sea Fj(¢,t) que denota el sector
circular al tiempo t, el cual esta definido por un circulo de radio infinito, centrado en
k y delimitado por kk¢_; y kkp—tya-

Teorema 15. [23] Para cualquier conjunto P de n > 2 radares en una recta L, se tiene
que F(P;L) = 3T,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que la recta L es horizontal. Sea
P = {po,p1,.--sPn—1} un conjunto de n radares-a en L, y sean los puntos tales que la
coordenada x de p; sea menor que la de p;11 (1 =0,1,...,n—1).

Primero se demuestra que el d4ngulo 37” es siempre suficiente. Sea la orientacion inicial
de los radares Fp;(2Z;0), para (i = 0,1,...,n — 1), como se muestra en la Figura 2.17.

Se define un plano dual de la siguiente manera: cada radar ¢ es un sector circular de un

circulo unitario C' delimitado por l%’r y @; en el tiempo ¢ la recta L es representada

como un segmento dirigido f} tal que f cruza el centro de C'y la cabeza de f forma un
angulo t con el eje horizontal, como se muestra en la Figura 2.18 (a).

En el plano dual los radares son estaticos mientras que L rota de manera continua. La
cgientacién L de L preserva la rotacién de los radares en el plano original. La cabeza de
L representa co, mientras que la cola representa —oo del plano original.

Como la suma de dngulos es 3, el sector circular [0, 7) de C en el plano dual es siempre
vigilado por dos conjuntos (S1,S2 C P) de radares, mientras que el sector circular [, 27)
de C en el plano dual es vigilado por un conjunto (S3 C P) de radares.

Observe que cada radar en S3 estd entre S y So en el plano original. Sean a € 57,
b€ Sy y c € 53 los radares que vigilan un segmento de L en el tiempo ¢ en el plano dual.
Si a y b vigilan la cabeza de L, ¢ vigila la cola. Por lo tanto, L esta vigilada por ¢ y b en
el plano original. De manera similar si a y b vigilan la cola de L, c vigila la cabeza. Por lo
tanto, L esta vigilada por a y ¢ en el plano original.
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Ahora se demuestra que un angulo de 3% es siempre necesario. Supongamos por con-

tradiccidon que la suma de angulos es menor que 37. Entonces E)xiste un tiempo ¢ en el que
s6lo dos radares, supongamos a y b, vigilan un segmento de L en el plano dual como se
representa en la Figura 2.18 (b). Supongamos que a vigila la cola y b la cabeza de L en
el plano dual, como se muestra en la Figura 2.18 (b). Por lo tanto, L est4 completamente
vigilada en el plano original. Sin embargo, en el tiempo (¢ + 7) a vigila la cabeza y b la

cola de L en plano dual. Por lo tanto, el segmento ab de L en el plano original no esté
cubierto.O

VARVATAN VAMVATAN
VARVANERVY

Figura 2.17: Orientacién inicial de a-reflectores giratorios para vigilar una recta L.

(a) (b)

Figura 2.18: Ilustracion del Teorema 15. (a) Recta representada como un segmento dirigido
que cruza el centro de C' y la cabeza forma un angulo ¢ con el eje horizontal. (b) Si
F(n,L) < 37”, L no siempre estéd completamente vigilada.

3T

Vigilancia de poligonos ortogonales, utilizando radares-=

En [26], Estivill Castro y J. Urrutia establecen que L%J reflectores ortogonales son
suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar un poligono ortogonal de n vértices.

Durante la demostracion del resultado, se establecen cuatro reglas { NE, NO, SE, SO} para
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colocar reflectores (reglas de iluminacion), donde cada una de ellas es capaz de iluminar el
interior de un poligono ortogonal. Utilizando estas reglas en [3] I. Aldana et. al demostraron
el siguiente resultado.

Teorema 16. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m wvértices son sufi-

cientes m mdares—%”, ubicados en los vértices.
Demostracion. La orientacion, donde el &ngulo recto sin vigilancia de un radar—%”, coincide

con el cuarto cuadrante del plano cartesiano, se denominara orientacion candnica, como
se muestra en la Figura 2.19 (a).

Para vigilar un poligono ortogonal P con radares—%’r, bastara ver que en todo momento
estéd activa alguna de las reglas de iluminacién antes mencionadas.

Supongamos que se coloca un 1rada1"—37’T con orientacién canodnica en cada vértice de un
poligono ortogonal P. Supongamos también que estos radares giran de manera continua a
una velocidad de 1 radian por unidad de tiempo en sentido negativo; entonces completaran
un ciclo de 27 en cuatro etapas de 7 cada una.

Durante la etapa E'1, los radares pasaran de su posicion inicial PO a una posicion P1,
vigilando un area subtendida por un d4ngulo 7 con centro en el radar, como se muestra en
la Figura 2.19 (a).

Si se colocan los ejes del plano cartesiano haciendo coincidir el origen con los radares,
entonces durante la etapa E1 los cuadrantes I y I1 estarén vigilados, como se muestra en
la Figura 2.19 (b).

El area vigilada, cuadrantes I y II, contiene al drea que se obtendria si se utilizaran
las reglas de iluminacién SE y SO con reflectores ortogonales. Si se analizan de manera
similar el resto de las etapas, llegaremos al resumen presentado en la Tabla 2.2 y se puede
verificar en la Figura 2.20 (a).

Analizando la Tabla 2.2, se puede ver que en cada etapa esta contenida el area vigilada
por dos reglas diferentes. También se puede observar que el conjunto de reglas {NE, SO}
es suficiente para vigilar P durante las cuatro etapas, ya que en cada etapa aparece al
menos una de las reglas. De la misma forma el conjunto de reglas {NO, SE} es suficiente
para vigilar P.

Observemos que los conjuntos de reglas {NE, SO} y {NO, SE} utilizan vértices ajenos
para la colocacion de radares, como se puede ver en la Figura 2.20 (b) y (c), y se resume en
la Tabla 2.3. Los dos conjuntos de reglas utilizan el total de los vértices de P, por lo tanto
los conjuntos {NE, SO} y {NO, SE} inducen una particién del conjunto de vértices.

La particion inducida por los conjuntos de reglas {NE,SO} y {NO,SE} es de dos
partes, por lo tanto una de ellas estd compuesta por a lo més m vértices. Si mantenemos
radares en los vértices de esta parte, tendremos que son suficientes m radares para vigilar
el interior de P. O

Después demuestran que las partes de la particiéon inducida por los conjuntos de reglas
{NE,SO} y {NO,SE}, utilizan cada una exactamente m radares-2F ubicados en los
vértices.
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Etapas | Cuadrantes | Reglas

E1l Iyl SE, S0
E2 IylV SO,NO
E3 IV y IIl | NO,NE
E4 IITyIl | NESE

Tabla 2.2: Cuadrantes vigilados por las etapas E1 a E4 con 1rabdau1res—377r ubicados en los

vértices, iniciados con orientacién canénica en un poligono ortogonal P; junto con el area
iluminada que se obtendria si se utilizaran reglas de iluminacién con reflectores ortogonales
en P.

Conjunto vértices
{NE,SO} | NE. | SO. | NO, | SE,
{NO,SE} | NE, | SO, | NO. | SE.

Tabla 2.3: Particion de los vértices inducida por los conjuntos de reglas {NE, SO} y
{NO,SE}, donde NE. es el vértice convexo NE y NE, es el vértice concavo NE; el
resto de vértices se definen de manera similar.

Corolario 1. Sea P un poligono ortogonal. Si se colocan radares—%7T ubicados en los vértices
con orientacion candnica, utilizando el conjunto de reglas de iluminacion {NE,SO} o
{NO, SE}. Entonces el interior de P estard vigilado.

Demostracion. El resultado se obtiene de la demostraciéon del Teorema 16. O
Para demostrar la necesidad, primero veremos que un radar no es suficiente para vigilar
un punto en el plano, y que dos radares si lo son.

Teorema 17. Para mantener vigilado permanentemente un punto en el plano, un mdar—%7r
no es suficiente, mientras que dos, st lo son.

Demostracion. Sea p un punto en el plano, y A otro punto en el que se encuentra un radar-
37”. Sea t un instante en el que el radar esté justo antes de dejar de vigilar a p, es evidente
que un € después p no estara vigilado, como se puede ver la Figura 2.21 (a).

Sean A y B dos puntos con radares—%’T que giran a una velocidad de 1 radian por
unidad de tiempo en sentido negativo. Coloquemos el radar de A en la misma posicién del
caso anterior. Coloquemos el radar de B vigilando p justo al comienzo de su periodo de
vigilancia, como se muestra en la Figura 2.21 (b).

El radar en B vigilara continuamente p por un periodo de 37“, al finalizar este periodo,
el radar en A se encontrara vigilando a p justo cuando faltan 7 para dejar de hacerlo, como

se muestra en la Figura 2.21 (c).
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El E2 E3 E4

P3 PO

J

iluminacién E3
E1l

(b) h ﬂ
RERZAR AN

iluminacién E1 iluminacién E2 E3 iluminacién E4

Figura 2.19: Etapas de iluminacién de un U%”—reﬂector giratorio que gira en sentido negativo
durante un ciclo completo de 27, y donde cada etapa dura 7.

Al finalizar el altimo periodo de 7 los radares de A y B se encontrardn nuevamente en
la configuracién inicial, vigilando a p continuamente. O
Teorema 18. FEn ocasiones son necesarios m 7"ada7’es—37’r ubicados en los vértices, para
vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m vértices.

Demostracion. Consideremos el poligono de la Figura 2.22(a), por el Teorema 17 los puntos
a, by c deben ser vigilados por al menos dos radares.

El punto a sélo puede ser vigilado por radares ubicados en los vértices 2, 3, 4 y 5. El
punto b s6lo puede ser vigilado por los vértices 1, 2, 5 y 6. El punto ¢ sélo puede ser vigilado
por los vértices 1, 6, 7y 8.

FEn cualquier seleccidon que hagamos de los vértices, al utilizar dos por cada uno de los
puntos a, b y ¢, serd necesario utilizar al menos cuatro de los ocho vértices para colocar
radares.

Ahora considere la sucesion de poligonos sugerida por el poligono de la Figura 2.22(b).
Al agregar un poligono igual al de la Figura 2.22(a), y unirlos por los vértices 8 y 7 de
la figura original a los vértices 3 y 4 de la nueva copia respectivamente, tendremos la
Figura 2.22(b).

Si observamos la Figura 2.22(b), se puede ver que el anélisis previo se mantiene igual
hasta el punto ¢, para los puntos d y e el anélisis es similar ya que d sélo puede ser vigilado
por los puntos 7, 8, 11 y 12, mientras que e s6lo puede ser vigilado por los puntos 8, 9, 10
y 11.

Para este nuevo poligono se agregaron cuatro vértices, y fue necesario utilizar al menos
dos de ellos para mantenerlo vigilado, es claro que si seguimos agregando poligonos como
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(a)

vértices convexos

E2,E3 E4,E3
interior
E1,E2 E1E4
| E1,E2 E1,E4 |
E4,E3 E2E3 ‘E4‘,E3‘ E2,E3
interior
ELE4 | E1,E2 E1,E4 | ELE2

| E2,E3 E4,E3 |

vértices céncavos

Regla NE Regla SO
| E4,E3 | |
interior interior
| | E1,E2 |
~ | | E1,E2 |
i E4E3 : H
interior H interior
E1,E2
| E4,E3 | |

3m_

Figura 2.20: (a) Area iluminada por v 5 -reflectores giratorios ubicados en los 8 tipos de vér-
tices existentes durante las etapas de iluminacion (E1,E2,E3,E4). (b) Regla de iluminacion
de la regla NE. (c) Regla de iluminacion de la regla SO.

(a)

Figura 2.21: Son necesarios
mente un punto P.

(b) (c)

al menos dos 37”—1re{'lectores giratorios para iluminar continua-
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Figura 2.22: En ocasiones son necesarios 2 v3=-reflectores giratorios para iluminar el inte-
2 V3
rior de un poligono ortogonal.

los de la Figura 2.22(a) de la misma manera, serd necesario utilizar al menos m vértices
para mantener vigilado el nuevo poligono. O

Teorema 19. Para vigilar el interior de un poligono ortogonal de 2m vértices, son sufi-

cientes Yy en ocasiones necesarios m 7“&03(17“65-377r ubicados en los vértices.

Demostracion. Por los Teoremas 16 y 18 se obtiene el resultado. O

2.2.4. Vigilancia de poliedros ortogonales con guardias tipo arista

En [7] I. Aldana et al. demostraron una generalizacién de un resultado bien conocido
para poligonos ortogonales en el plano, el cual dice que un poligono ortogonal con n vértices
tiene (n+4)/2 vértices convexos y (n—4)/2 vértices concavos. Se demostré que un poliedro
ortogonal simple y conexo con n vértices, k de los cuales tienen grado mayor o igual a cuatro;
tiene (n + 8 4 3k)/2 vértices convexos y (n — 8 — 3k)/2 vértices concavos.

Aplicaron este resultado a una variante del problema de la galeria de arte en poliedros
ortogonales. La variante es la siguiente: Dado un poliedro ortogonal P en R?, encontrar el
minimo nimero de guardias tipo arista-3 (aristas con una cuiia de visibilidad de tamao
m/2) que pueden vigilar P. Demostraron que si P tiene k4 vértices de grado cuatro, kg
vértices de grado seis, genero g y h,, hoyos en sus caras; entonces se puede vigilar utilizando
a lo més (11le — kg — 3kg — 129 — 24hy,, + 12)/72 aristas-7.

A continuacién presentamos los resultados de esta investigacion. Comenzaremos por
generalizar las féormulas para saber cual es el nimero de vértices tanto convexos como
concavos de un poliedro ortogonal en R3.
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Teorema 20. Sea P un poliedro ortogonal en R3 homeomorfo a la esfera con n = 2k
vértices, tal que su uno-esqueleto es una grdfica reqular de grado tres. Entonces P tiene
(n+ 8)/2 vértices converos y (n — 8)/2 vértices concavos.

Demostracion. Como cada vértice tiene grado tres el nimero de aristas e es 3k. Por la
formula de Euler, el ntmero de caras f es k + 2. El ntimero de vértices concavos en un
poligono ortogonal es (n — 4)/2, entonces el ntimero de vértices concavos en cada cara de
P es (V; —4)/2, donde V; es el namero de vértices en la i-ésima cara de P. Entonces el
ntmero de vértices concavos de P es:

T:ZW2_4 (2.1)

Multiplicando por dos la ecuaciéon (2.1), tenemos:

k+2 k+2

2r =) Vi—> 4
=1 =1

Como cada vértice pertenece a tres caras, al realizar la primer suma cada vértice es contado
tres veces;

2 = 6k — 4(k + 2)
r=k—4
Comon =2k r=(n-8)/2, yyaquen=c+r,c=(n+38)/2. O

Ahora demostraremos dos lemas que nos permitiran incorporar vértices de cuatro oc-
tantes en la contabilizacién de vértices convexos y céncavos de un poliedro ortogonal cuyo
uno esqueleto es conexo.

Lema 1. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, s de los cuales son llanos. Entonces
el nimero de vértices convexos de P es ¢ = (n—s+4)/2, y el nimero de vértices concavos
esr=(n—s—4)/2.

Demostracion. Como la suma de los dngulos internos de un poligono simple es w(n — 2),
el angulo de cada vértice convexo es /2, el angulo de cada vértice concavo es 37/2, y el
adngulo de cada vértice llano es ;

wn—2)= () e+ (32”> r + (n)s.

Resolviendo para c y reemplazando en n = ¢+ r + s tenemos n = 2r 4+ s + 4. Por lo tanto,
r=n—-s—4)/2yc=(n—s+4)/2. O

Ahora demostraremos el siguiente lema para poligonos ortogonales con hoyos:
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Lema 2. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, s de los cuales son llanos, y h hoyos.
Entonces el niimero de vértices converos es ¢ = (n—s—4h+4)/2, y el nimero de vértices
concavos es T = (n — s+ 4h —4)/2.

Demostracion. Observe que un hoyo es un poligono ortogonal en el que sus vértices con-
vexos son vértices concavos en P, sus vértices concavos son vértices convexos en P, y sus
vértices llanos son vértices llanos en P. Por lo tanto, utilizando el Lema 1 tenemos que
si m es el namero de vértices en P sin considerar los hoyos, s,, de los cuales son llanos,
y cada hoyo tiene n; vértices, s; de los cuales son llanos; entonces el niimero de vértices
concavos de P es:

h
n; —8; +4 m-—8n—4 n—s+4h—4

Entonces tenemos que el ntimero de vértices convexos cen P es ¢ = (n—s—4h+4)/2. O

Consideremos k3 como el ntmero de vértices de grado tres, k4 el ntimero de vértices de
grado cuatro y kg el ntimero de vértices de grado seis en el uno esqueleto de un poliedro.

Teorema 21. Sea P un poliedro ortogonal en R? con n = ks + kq + ke vértices y género g.
Entonces P tiene (n—3(k4d+k6)+8g—8)/2 vértices concavos y (n+3(kd+k6) —8g+8)/2
vértices CONVETOSs.

Demostracion. El namero de aristas e es 3k3/2 + 2k4 + 3kg. Usando la formula de Euler-
Poincaré, el numero de caras f es k3/2 + k4 + 2kg + 2 + h — 2g. Por el Lema 2, el nimero
de vértices concavos en P es:

Vi — 5 + 4h; — 4
= 2.2
r Z 5 (2.2)

Donde Vj; es el namero de vértices, s; es el nimero de vértices llanos, y h; es el ntimero
de hoyos de la i-¢sima cara de P. Resolviendo la Ecuacion (2.2) tenemos:

f

f f f
= "Vi= Y s+ 4hi—) 4
i=1 i=1 i=1 i=1
En la primer suma contamos el total de vértices. Los vértices k3 son contados tres
veces, los vértices k4 son contados cuatro veces, y los vértices kg son contados seis veces.
La segunda suma cuenta el total de vértices llanos, pero existen s6lo vértices k4 y son
contados dos veces. La tercer suma nos da el total de hoyos en P. Entonces tenemos:

2r = 3ks + 4ky + 6ke — 2ky — 4(k3/2 + k4 + 2ke + 2 — 29g) (2.3)

2r =ks — 2ky — 2kg — 8 + 8¢ (2.4)
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Como n = k3 + k4 + kg obtenemos

r=(n—3(ks+ ke) +8g—8)/2
vaquen=c+ryc=(n+3(ks+ks)+8—38g)/2. O

Ahora demostramos un lema de vigilancia sobre poliedros en R3.

Definimos a continuaciéon la regla de colocacion (reglas de vigilancia) para guardias
tipo aristas-% de la misma forma que en [1], en aristas paralelas al eje z de un poliedro P
como sigue: En la regla superior derecha colocamos un guardia en cada arista derecha de
cada cara superior de P, y en cada arista superior de cada cara derecha de P; de tal forma
que su angulo de iluminacién cubra el intervalo 3w a 27. Definimos tres reglas adicionales,
superior izquierda, inferior derecha, e inferior izquierda de manera similar.

Lema 3. Sea P un poliedro ortogonal con género g y h agujeros en sus caras. Entonces P
puede ser vigilado por guardias de tipo arista de tamano 7w /2, utilizando cualquiera de las
siguientes reglas: superior derecha, superior izquierda, inferior derecha e inferior izquierda.

Demostracion. Demostraremos el resultado para la regla superior derecha, la demostracion
de las otras reglas es similar. Sea p un punto en P y 3 el plano que contiene a p y es
paralelo al plano yz. Sea @ la interseccion entre P y . @ estd formado por un conjunto
de poligonos ortogonales. Observe que la regla superior derecha coloca guardias de tipo
reflector de tamano 7/2 como en la regla de iluminacion superior derecha de [1], la cual
ilumina @ y por lo tanto, vigila a p. O

(b)
(a)

Figura 2.23: (a) Dos poliedros ortogonales pegados, (b) un poliedro ortogonal excavado de
otro.
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Algunas caras de un poliedro ortogonal P pueden tener hoyos. Cuando estos hoyos apa-
recen el uno esqueleto de P se puede llegar a desconectar, por ejemplo vea la Figura 2.23b.
En este ejemplo se excavd un poliedro ortogonal H de una caja en el centro de una de
sus caras, la llamaremos f. Observe que los vértices de k octantes de H se convierten
en vértices de (8 — k) octantes en P excepto por aquellos que caen en f; en ese caso los
vértices de 1 octante de H se convierten en vértices de 3 octantes de P, y los vértices de
3 octantes de H se convierten en vértices de 1 octante de P, (i.e. los vértices convexos
se convierten en vértices concavos y viceversa). Observe que al menos cuatro vértices de
H en f son concavos; y dos de las aristas incidentes a ellos son convexas, mientras que
la otra es concava. Por lo tanto, las reglas de vigilancia colocan cuatro aristas-75 en estas
aristas. Esto sera utilizado en la demostracién del proximo teorema, ya que nos permitira
ahorrar cuatro aristas por hoyo en el que hayamos excavado un poliedro ortogonal (en esa
demostracion colocaremos cinco aristas-3 en las aristas incidentes a los vértices concavos
de grado tres).

Existe otro caso en el que el uno esqueleto de P se desconecta, y sucede cuando en
lugar de excavar un poliedro ortogonal H, lo pegamos en el centro de una cara f de P,
ver Figura 2.23a. En este caso es facil ver que cuando aplicamos las reglas de vigilancia a
P descritas anteriormente, los puntos de P en H seran vigilados por aristas en H; y los
puntos en P — H puede ser vigilado por aristas en el uno esqueleto de P — H. Esto implica
que la aristas de H en f pueden ser consideradas como aristas convexas cuando aplicamos
las reglas de vigilancia. Por lo tanto, nos ahorramos al menos cuatro guardias tipo aristas,
uno por cada arista concava de H en f.

En ambos casos nos ahorramos al menos cuatro guardias por hoyo.

Figura 2.24: Poliedro ortogonal que alcanza la cota inferior del Teorema 23.

Teorema 22. Sea P un poliedro ortogonal con n vértices, ky de grado cuatro, kg de grado
seis, e aristas, género g y hy, hoyos en las caras de P. Entonces (11le — kg — 3k — 129 —
24h,, +12)/72 aristas-5 siempre son suficientes para vigilar el interior de P.
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[ ] [ ] [ ] [ ) - ‘ V. 3 ‘
e |
’.—. . . [ ] - [ ] .7 | L ]
[ ] [ ] [ ] [ ] . ‘ .
(b)

Figura 2.25: Puntos distinguidos, (a) vista frontal, (b) vista Superiror, (c) vista de 45°.

Demostracion. Primero encontraremos la cantidad de aristas convexas y concavas que son
incidentes a cada uno de los diferentes tipos de vértices que tiene P.

Observe que cada vértice de un octante es incidente a tres aristas convexas. Cada
vértice de tres octantes es incidente a dos aristas convexas y una arista céoncava. Cada
vértice de cuatro octantes con grado cuatro, es incidente a dos aristas convexas y dos
aristas concavas. Cada vértice de cuatro octantes con grado seis, es incidente a tres aristas
convexas y tres aristas concavas. Cada vértice de cinco octantes es incidente a una arista
convexa y dos aristas concavas. Finalmente cada vértice de siete octantes es incidente a
tres aristas concavas.

Por el Teorema 21, P tiene ¢ = (n + 3(ks4 + ks) — 8¢ + 8)/2 vértices convexos y r =
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Figura 2.26: (a) Punto distinguido p; y un conjunto de guardias aristas-m/2 que lo vigilan
(b) punto distinguido ps y un conjunto de guardias aristas-7/2 que lo vigilan.

Figura 2.27: Familia de poliedros ortogonales, que necesitan %e guardias para vigilar el
poliedro.

(n—3(ka+ ke) +8g — 8)/2 vértices concavos. Observe que de acuerdo con la definicion, los
vértices de cuatro octantes ya sea que tengan grado cuatro o seis son convexos. Si restamos
de ¢ los vértices ky y kg tenemos que P tiene ¢ = (n+ ks + kg — 89+ 8)/2 vértices convexos
de grado tres, k4 de cuatro octantes y grado cuatro, kg de cuatro octantes y grado seis, y
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r = (n— 3(ks + ke) + 89 — 8)/2 vértices concavos.

En el peor caso cada vértice convexo es adyacente a tres aristas concavas, cada vértice de
cuatro octantes de grado cuatro es adyacente a dos aristas convexas y dos aristas céncavas,
cada vértice de cuatro octantes de grado seis es adyacente a tres aristas concavas y tres
aristas convexas, y cada vértice concavo es adyacente a dos aristas concavas y una convexa.

s

Colocamos aristas-5 en todas las aristas paralelas al eje x utilizando las reglas superior

1zquierda, superior derecha, inferior izquierda, e inferior derecha.
s

De forma similar, colocamos aristas- en todas las aristas paralelas a los ejes y y z
de P. Esto utilizara un total de (6¢ + 6ky + 9k + 5r)/2 aristas-3. Supongamos que P tiene
un namero de aristas paralelas al eje £ menor o igual que el de las aristas paralelas a los
ejes y y z. Entonces seleccionamos de entre las reglas la que coloque un ntimero menor de
guardias.

Tenemos que (6¢’ 4 6k + 9ke + 5r) /24 aristas-Z son siempre suficientes para vigilar P.
Substituyendo ¢’ y r en la ecuacion previa, tenemos un total de (11n+3ky+9ks —8g+8)/48
aristas-3.

Como P tiene hy, hoyos en sus caras, y para cada una de ellas podemos ahorrarnos
cuatro guardias concluimos que el ntimero de aristas-§ en P es (11n + 3k + 9k — 8g —
16hy, + 8)/48. Si sustituimos n = (2e — k4 — 3kg)/3 en el nimero aristas-3, entonces
tendremos finalmente que (1le — k4 — 3ke — 129 — 24h,,, 4 12)/72 aristas-5 son siempre

suficientes para vigilar el interior de P. O

Teorema 23. FEuxisten poliedros ortogonales con e aristas tales que el nimero de guardias
tipo aristas-5 mnecesarios para vigilar su interior es de al menos %e.

Demostracion. Consideramos el poliedro P ilustrado en la Figura 2.24. Est4 formado por
un cubo en el que sus vértices han sido reemplazados por poliedros con forma de L. Cada
poliedro L esté formado por 21 aristas y 14 vértices. Por lo que todas las L junto con las
21 aristas del cubo original forman un poliedro con un total de 180 aristas. Mostraremos
que P requiere de al menos 16 aristas-7 para ser vigilado.

Sea A el conjunto de puntos distinguidos de P mostrado en la Figura 2.25. Mostraremos
que ninguna arista de P puede vigilar mas de un punto de A. Sean p; y ps los puntos en
A que estan situados en una L de P, también mostrados en las Figuras 2.26a y 2.26b,
respectivamente. Note que el conjunto £ de aristas gruesas mostrado en la Figura 2.26a
contiene a las tnicas aristas de P que pueden ver al punto p; y ninguna de ellas puede ver
otro punto en A. También observe que el conjunto de aristas gruesas de £ mostrado en la
Figura 2.26b contiene a las tnicas aristas de P que pueden ver al punto ps y ninguna de
ellas puede ver otro punto en A. Por lo tanto, se necesita una arista-§ por cada punto en
A, lo que resulta en al menos 16 guardias.

Podemos extender P a una familia de poliedros al unir un niimero arbitrario de copias
de P. Se pueden pegar a través de extender uno de los cuboides de una L y pegarlo en una
cara del cubo central de la siguiente copia, vea la Figura 2.27. Observe que al hacer esto
necesitaremos la misma proporcion de aristas-35 para vigilar el poliedro, la cual es %e. O
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Capitulo 3

Variante del PGA en ortoaboles

3.1. Definiciones

Comenzamos este capitulo con algunas definiciones adicionales.

Sea p = (z1,y1,21) ¥ ¢ = (22,92, 22) tal que x1 < @2, y1 < y2, ¥y 21 < 22. Entonces
llamamos caja al conjunto de puntos {(z,y,2)} tal que 1 < = < z9, y1 <y < Yo, y
21 <z < 29,

Sea P un ortoarbol que es la union del conjunto de cajas S = {Bi,..., B;,}. Observe
que no todos los vértices de una caja B; € S son vértices de P. Dos cajas de P que
comparten una cara comun, tal que ninguno de los vértices de esa cara son vértices de P
se llamaran cajas redundantes. En este caso, las dos cajas se pueden combinar en una sola
caja sin afectar la estructura de P. Por lo tanto, en el resto de este documento asumiremos
que P no contiene pares de cajas redundantes.

Observe que dada una caja B; de P, un vértice v de B; no es un vértice de P si v
pertenece exactamente a dos cajas de P. En todos los demas casos posibles, es decir, si v
es el vértice de una, tres o cuatro cajas de P, entonces v es un vértice de P.

Clasificamos las cajas de un ortoarbol como en [22| de la siguiente manera: Una caja
B; € S es una hoja si en T}, es adyacente a una sola caja. Una caja B; € S es una union
si existen al menos dos cajas adyacentes a B; y se intersecan entre si. Una caja B; € S es
un conector si es adyacente a exactamente dos cajas que no se intersecan entre si. Tenga
en cuenta que cualquier conector se debe intersecar con al menos dos uniones. Un corredor
de P es una caja contenida en P que es la unién de al menos dos cajas de S y no esta
propiamente contenida en otra caja contenida en P, vea la Figura 3.1.

Para demostrar que un ortoarbol se puede iluminar con |n/8| vértices procederemos
de la siguiente manera: Primero veremos que si un ortoarbol no tiene cajas redundantes,
entonces cada una de sus cajas contiene al menos cuatro vértices del ortoarbol. Este resul-
tado sera auxiliar para demostrar un teorema que sirve de base para el resultado principal,
y es que un ortoarbol siempre se puede dividir en un conjunto de corredores, en el que
cada uno de ellos contiene al menos ocho vértices del ortoarbol. Finalmente veremos que

49
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los vértices de cada corredor se pueden ocho colorear de tal forma que los vértices de cada
caja tengan un color diferente, y que cada corredor tenga al menos ocho colores distintos.
Por supuesto cada vértice de un corredor es capaz de vigilar al corredor, y por lo tanto
existira una clase cromatica que contenga a lo mas |n/8| vértices y sea capaz de iluminar
el ortoarbol.

Figura 3.1: Un ortoarbol. Se muestra un corredor en gris, un conector en rojo, una unién
en azul y una hoja en verde.

3.2. Resultados preliminares
Los siguientes resultados seran utilizados en el resto del capitulo:

Lema 1. Sea P un ortodrbol que es la union de S = {Bi,..., By}, y sea B; € S. Entonces,
al menos cuatro de los vértices de B; también son vértices de P.

Demostracion. Si B; es una hoja, entonces cuatro de sus vértices son vértices de P.

Si B; es un conector, entonces es adyacente a dos uniones, cada una de las cuales es
adyacente a al menos otra caja que se interseca con B; en una arista. Los cuatro puntos
finales de estas dos aristas son vértices de P.

Si B; es una unién, entonces es adyacente a al menos otras dos cajas, digamos B; y
By, de manera que B; N By, es una arista de P y sus puntos finales son vértices de P. Si
no hay otra caja adyacente a B;, entonces los dos vértices de B; no contenidos en B; U By,
son vértices de P. Observe que cualquier otra caja adyacente a B; en P obliga a que dos
vértices adicionales de B; sean vértices de P, pero también puede hacer que a lo mas dos
vértices de B; se eliminen de P. Por lo tanto, cualquier caja en S contiene al menos cuatro
vértices de P. O
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En la demostracion anterior los casos en los que B; es una hoja o un conector, son
relativamente faciles de ver, para el caso en el que B; es una unién, en la Figura 3.2
podemos ver todos los posibles casos en que se presenta una union.

El siguiente teorema se usard para demostrar nuestros principales resultados en ilumi-
nacién de ortoarboles.

Teorema 1. Cualquier ortodrbol P contiene un conjunto de corredores C = {Cy,...,Cp}
que satisface las siguientes propiedades:

1. P=C1U...UCy,.
2. Cada C; € C contiene al menos ocho vértices de P.

3. Cada C; € C contiene al menos cuatro vértices de P que mo son vértices de P;_1 =
ChiU...UC;_.

Ademds, para cualquier elemento C; € C podemos seleccionar un conjunto V; de ocho vér-
tices de P contenidos en Cj;, de tal manera que se cumpla lo siguiente: Todos los elementos
de V; contenidos en P,y = C1 U ...UC;_1 inciden en una caja B € P;_1, y al menos
cuatro elementos de V; no estdn contenidos en P;_1.

Antes de demostrar el resultado, es importante senalar que no todos los corredores
de un ortoarbol contienen ocho vértices del ortoarbol. En la Figura 3.3 se muestran tres

Figura 3.2: (a),(b),(c),(d),(e),(f) y (g) Presentan los vértices de una unioén (pintada en rojo)
con dos, tres, tres, cuatro, cinco, seis, y siete cajas adyacentes respectivamente.
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CAPITULO 3. VARIANTE DEL PGA EN ORTOABOLES

ortoarboles que contienen corredores con siete y cuatro vértices. Por lo que la seleccion de
los corredores en el Teorema 1 debe hacerse con cuidado. Aqui es donde radica la verdadera
dificultad del resultado. Ademas, los interiores de los corredores que se seleccionaran en la
demostracién del Teorema 1 pueden intersecarse. Procedemos ahora con la demostracion
del teorema.

Demostracion. Elegimos los corredores C = {C1,...,C),} de manera recursiva como sigue:
Sea (7 un corredor de P que contiene una hoja de P. Supongamos que hemos elegido
C4,...,Ck_1 de tal manera que P,_1 = C1 U...UCg_1 es un ortoarbol. Si P’ = P\ Py
es no vacio, sea B’ una caja en P’ tal que B’ N Py_1 sea una cara de B’. Sea B la caja de
Pj,_1 que comparte una cara con B’; vea la Figura 3.4.

Si B’ es una hoja de P, sea C}, el corredor de P que contiene a By a B’. Por el Lema 1,
B contiene al menos cuatro vértices de P. Dado que B’ es una hoja, entonces contiene
cuatro vértices de P no contenidos en Pi_1, y por lo tanto Cj contiene al menos ocho
vértices, cuatro de los cuales no estan en Py_1.

Supongamos entonces que B’ no es una hoja de P. Seleccionamos el corredor Cj, de P
de la siguiente manera: Si hay un corredor C’ de P’ que contiene al menos tres cajas, una
de las cuales es B’, entonces deje que C}, sea el corredor de P que contiene C’. Observe que
dado que C’ contiene tres cajas, entonces contiene al menos ocho vértices de P. Notemos
que si C’ contiene al menos una caja que no se interseca con Py_1, entonces contiene cuatro
vértices de P que no estan en Py_1. Podria suceder que C’ tenga exactamente tres cajas,
y que todas se intersequen en B. Entonces, C’ contiene a lo mas cuatro vértices en Pj_1,
los vértices de la cara comin a B y B’. Por lo tanto, podemos seleccionar de nuevo ocho
vértices de P en C}, cuatro de los cuales no estan en Py_q.

Supongamos entonces que cualquier corredor de P’ que contenga B’ tiene dos cajas,
y sea C' = B’ U B” uno de dichos corredores. Sea Cj el corredor de P que contiene C’.
Si B pertenece a Cy, entonces C}, contiene al menos tres cajas, una de las cuales, B”, no
interseca Py_1. Por lo tanto, C} contiene al menos cuatro vértices de P que no estan en
Py._1, es decir, aquellos que estan en B”. Supongamos entonces que ningtn corredor C’ de

Figura 3.3: Los corredores que se muestran con cubos oscuros contienen siete, cuatro y
siete vértices de P respectivamente.
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Figura 3.4: Ilustracion del Teorema 1, inicio del paso recursivo. Una caja B’, que se muestra
en amarillo, junto a una caja B en Py_1, se muestra en gris. Las cajas azules no estan en
Py._1 y podrian estar contenidas en un corredor de P que contiene a B’.

P’ est4 propiamente contenido en un corredor de P. Sea B’ U B” cualquier corredor de P’
que contenga a B’. Considere C}, = B'U B”.

Sea C; un corredor en {C1,...,Cir_1} que contiene a B. Notemos que B” y C; se
intersecan en una arista de B, vea la Figura 3.5. Si B” es una hoja; entonces C}, contiene
al menos ocho vértices de P, cuatro de los que pertenecen a B” no estan en P,_1, vy listo.

Supongamos entonces que B” no es una hoja de P. Entonces B” es una unién que es
adyacente en Tp a al menos una caja A que no esta en Py_1, por ejemplo, vea la Figura 3.5.
Supongamos sin pérdida de generalidad que B’ esta sobre By a la izquierda de B”, vea la
Figura 3.5. Considere que ninguna caja B” de P comparte la cara superior de B’ (en tal
caso, existirfa un corredor que contenga a B, B’ y B”). Surgen tres subcasos:

» Exactamente una caja contenida en C; interseca a B”. En este caso hay cuatro
vértices de P en Cy N Cj, los de color verde en las Figuras 3.5a y 3.7f. Surgen dos
subcasos para las cajas adyacentes a B” en Tp.

e No existe una caja sobre B”. Supongamos sin pérdida de generalidad, que una
caja A comparte la cara posterior de B”; vea la Figura 3.5a. Como no hay una
caja de P que comparta la cara superior de B’, los dos vértices azules que se
muestran en la Figura 3.5a son vértices de P. Nuevamente, hay a lo mas una
caja de P compartiendo una de las caras frontales de Cy; la cual es adyacente a
B’ o B”. En cualquier caso, al menos dos de los vértices rojos que se muestran
en la Figura 3.5a son vértices de P.

e Existe una caja A sobre B”. En este caso, hay dos vértices de P en B’ N A
que se muestran en azul en la Figura 3.7f. Note que hay a lo méas dos cajas
de P que comparten una cara de Cj, una cara frontal y otra cara posterior de
Ci. En cualquier caso, al menos dos de los vértices rojos que se muestran en la
Figura 3.7f son vértices de P.

» Exactamente dos cajas contenidas en C; intersecan B”; vea la Figura 3.5¢. En este
caso hay tres vértices de P en CxNCj, los que se muestran en verde en las Figuras 3.5¢
y 3.5d. Ya que no hay una caja de P que comparta cualquiera de las caras frontales de

93



CAPITULO 3. VARIANTE DEL PGA EN ORTOABOLES

C, o la cara superior de B’, los dos vértices negros que se muestran en la Figura 3.5¢
y 3.5d son vértices de P. Pero como B” no es una hoja de P, debe existir una caja
A que comparta una de las caras de B”. Surgen dos subcasos.

e Existe una caja A de P que comparte la cara superior de B”. En este caso, hay
dos vértices de P en B’ N A. Puede haber una caja de P compartiendo una de
las dos caras posteriores de Cj. En ambos casos, uno de los vértices rojos que
se muestran en la Figura 3.5¢ es un vértice de P.

e No existe una caja de P compartiendo la cara superior de B”. En este caso, hay
una caja A que comparte la cara posterior de B”. Como no hay una caja sobre
B’, los tres vértices azules que se muestran en la Figura 3.5d son vértices de P.

» Exactamente tres cajas contenidas en C; intersecan B”; vea la Figura 3.5e. En este

(c) (d) (e)

Figura 3.5: Ilustracion del Teorema 1, a) y b) muestran los casos en los que exactamente
una caja en C' se interseca con B” € Cf. ¢) y d) muestran los casos en que exactamente dos

cajas en C se intersecan con B”. e) muestra el caso en el que tres cajas en C se intersecan
1
con B”.
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caso hay exactamente una caja A de P que comparte la cara superior de B”, como
se muestra en la figura. En este caso, es facil ver que C} contiene diez vértices de P;
vea la Figura 3.5e.

En cada uno de los casos analizados anteriormente, Cj contiene al menos cuatro vértices
de P que no pertenecen a Pp_1.
O

3.3. Iluminacién de ortoarboles

En esta seccién demostraremos el resultado principal:

Teorema 2. Para iluminar cualquier ortodrbol de n vértices, siempre son suficientes y en
ocasiones necesarios |n/8| vértices.

La demostraciéon del Teorema 2 se basa en el siguiente lema:
Lema 2. Los vértices de P pueden ser coloreados con ocho colores de tal forma que:

(1) Los vértices de P contenidos en cualquier caja B; € S tengan colores distintos.

(11) Cualquier corredor C; € {C4,...,Cx_1} contiene al menos ocho vértices con colores
distintos.
Demostracion. Sea C = {C1,...,Cp} el conjunto de corredores de P generados como en la
demostracion del Teorema 1. Coloreamos los vértices de C = {C1,...,Cy,} de la siguiente
manera:

Para empezar los vértices de P en C se pueden colorear con ocho colores de tal manera
que se cumplan (1) y (11).

Supongamos que los vértices de P en Pi_1 han sido coloreados de modo que se cum-
plan (1) y (11). Ahora mostraremos como colorear los vértices de P en Cj. Sean B € Py
y B’ € P’ dos cajas de P como en la demostracion del Teorema 1.

Si C contiene a B, por el Lemma 1, B tiene al menos cuatro vértices de P que ya
han sido coloreados con diferentes colores. Ahora podemos ver que los cuatro vértices de
C} que no estan en Pj_; se pueden colorear de tal manera que estos vértices y los vértices
de B utilicen ocho colores diferentes, y que la coloracion asi obtenida se pueda extender a
una coloracion de Cj que satisfaga (1) y (11).

Si Ck no contiene a B, entonces la interseccion de Cy con P,_q es la cara f en la cual
B y B’ se intersecan. Elija un conjunto S’ de ocho vértices de P en C} que contengan los
vértices de P en f. Tenga en cuenta que a lo mas cuatro de ellos ya estan coloreados, los
que pertenecen a f. Use los colores no utilizados para colorear los elementos restantes de
S’. Como antes, esta coloracion se puede hacer de tal manera que se puede extender a una
coloracion de Cj, que se cumplan (1) y (II). O
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El Teorema 2 se sigue directamente del Lemma 2, ya que cada corredor de P tiene al
menos un vértice de cada color. Por lo tanto, cada clase croméatica de la ocho coloracién de
los vértices de P obtenidos en el Lema 2 ilumina P. Una de estas clases cromaéticas tiene
a lo mas [n/8| vértices. La Figura 3.6 muestra un ejemplo de un ortoarbol para el cual se
necesitan |n/8| vértices para iluminarlo. En la Figura 3.7 se puede ver la aplicacion del
algoritmo inducido por el Teorema 1 y el Lema 2 a un ortoarbol.

Figura 3.6: Un ortoarbol que necesita de [n/8] vértices para ser iluminado.

3.4. Problemas abiertos

Dejamos abierto el problema de determinar si el algoritmo que presentamos aqui se
puede usar en una variante de AGP en ortoarboles considerando un modelo de visibilidad
diferente. Como por ejemplo visibilidad rectangular, o visibilidad con balizas. No es facil
ver que el resultado de iluminacién se puede extender para cubrir un ortoarbol con balizas,
sin embargo, esto fue demostrado en [5].

Un guardia de tipo baliza (del inglés beacon) es un punto en un poliedro P que atrae
a otros puntos en P hacia si mismo. Una baliza b € P atrae a un punto p € P como se
describe a continuacion, ver Figura 3.8. Si el segmento de linea ¢ que une a b con p contiene
un segmento contenido en P, donde uno de sus puntos finales es p, entonces p comienza
a moverse a lo largo de £ en direccién de b; de lo contrario, si p estd en una cara f de
P, entonces p se desliza (si puede) en f a lo largo del segmento de linea que une p con la
proyeccién ortogonal de b sobre el plano que contiene a f. Decimos que p esta atorado con
respecto a b si existe un € > 0 tal que cualquier punto en P a distancia a lo més e desde p,
est4 mas lejos de b que p. Como se senial6 en [51, 20|, existe un caso en el que no esté claro
qué camino debe seguir p cuando es atraido por b. Esto sucede cuando p se encuentra en
una arista concava e de P (una para la cual el &ngulo interno determinado por las caras de
P incidentes en e es mayor que 7), y el segmento de linea que conecta a p con b comienza
con un segmento no contenido en P.

Decimos que b cubre a p si cuando b atrae a p, este se mueve hacia b, llegando even-
tualmente a b. Un conjunto de atractores {by, ..., by} cubre un ortoarbol si para cualquier
punto p € P, existe atractor b; € {b1,...,b,} que cubre a p.
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() (f)

Figura 3.7: Ilustracion del Teorema 1. (a),(b),(c) y (d) Presentan los primeros pasos del
algoritmo inducido por el Teorema 1 y el Lema 2, (e) presenta el resultado final de la ocho
coloracion, y (f) presenta una clase croméatica de tamafo |n/8| que ilumina el ortoarbol.
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La variante del problema de la galeria de arte utilizando balizas fue introducida en
[11, 12, 13]. Este modelo extiende la nocién de visibilidad; si un objeto es visible desde una
baliza, entonces puede ser atraido en linea recta.

Figura 3.8: El punto p esta cubierto por una baliza ubicada en el punto b. Los puntos q y
r no estan cubiertos por b, r se atora en una cara y el punto g a una arista de P.
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Capitulo 4

Variante cromatica del PGA

En el presente capitulo estudiaremos la variante cromética del problema de la galeria
de arte. En todo el capitulo utilizaremos el modelo de visibilidad rectangular, asi como
iluminacién fuerte. Primero abordaremos el tema estudiando la iluminacién de poligonos
ortogonales en R?, utilizando reflectores-a, con « igual a /2. Después estudiaremos la
[luminacién de poliedros ortogonales con guardias tipo segmento de tamano también 7 /2.
Finalmente presentaremos problemas que abordaremos en un futuro. La idea principal de
esta investigacion es establecer las bases para averiguar como varfa el numero cromaético
en relaciéon con el tamano de los guardias. Como veremos a continuaciéon si utilizamos
guardias de tamano 7/2, entonces el nimero cromético tanto para poligonos ortogonales
en R? como para poliedros ortogonales en R3 es uno.

4.1. Tluminacién rectangular de poligonos ortogonales con re-
flectores de tamano /2

Comenzamos con resultados para reflectores-5. En la siguiente secciéon veremos que
estos resultados serviran de base para resolver el problema en poliedros ortogonales.

Teorema 24. Sea P un poligono ortogonal. Entonces x(P, %) = 1.

Demostracion. Colocamos reflectores-5 en P usando el siguiente algoritmo:

1. Colocamos un reflector-Z en el vértice derecho de una arista superior de P con una
2

orientacion de 37 /2, siendo P’ el area iluminada. Observe que P’ es una poligono
ortogonal.

2. Supongamos que P’ # P, de otra forma habriamos terminado. Ahora colocamos un
reflector-7 en el vértice derecho de cada ventana inferior de P’ con orientacion 37 /2,

incrementando el area iluminada P’.

3. Continuamos hasta que no haya méas ventanas inferiores en P’, como se muestra en
la Figura 4.1. Si P’ = P habremos terminado.
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=

Figura 4.1: Tluminacién del interior de un poligono ortogonal utilizando reflectores-75.

4. Supongamos que P’ # P. De forma recursiva procedemos de la siguiente manera:
Cada subpoligono P” de P — P’ tiene una o dos aristas que contienen ventanas
de P’. En el primer caso (una arista) supongamos sin pérdida de generalidad que
P contiene una arista izquierda que contiene una ventana derecha de P’. Rotamos
P’ hasta que e se convierta en una arista superior y repetimos el proceso anterior
comenzando en el vértice derecho de e. En el segundo caso (dos aristas), estas dos
aristas son incidentes a un vértice v de P”. Rotamos P” hasta que v pertenezca a
una arista superior, y repita el proceso anterior comenzando en v. Procedemos de
manera similar con las aristas derechas e izquierdas de P’.

Demostramos que este algoritmo es correcto por induccién sobre el ntimero de vértices.
Para el caso base considere | P| = 4, se puede ver que el algoritmo es correcto. Supongamos
que el algoritmo es correcto para todos los poligonos ortogonales de tamanio < n. Ahora
considere |P| = n + 2. Aplicamos a P el algoritmo del paso (1) al paso (3). Observe que
cada reflector colocado en los pasos (2) y (3) es colocado con orientacion 37/2 en una
ventana inferior, iluminando un area que se encuentra por debajo de P’. Por lo tanto, el
area iluminada se incrementa sin iluminar algin Area previamente iluminada de P’ o de
alguna componente conexa de P — P’ que este por debajo de la ventana. Note que cada
ventana inferior w contiene al menos un vértice v,, de P. Al colocar un reflector en cada
ventana inferior w de P’, la nueva region P’ ya no contendri a w, y v, no volvera a ser
utilizado. Cuando este proceso termina: Si P’ = P habremos terminado, y si P’ # P
entonces tendremos que cada componente conexa ) de P — P’ es un poligono tal que
|Q| < |P|. Por lo tanto cada componente conexa de P — P’ puede ser iluminada aplicando
la hipotesis de induccion (paso 4 del algoritmo) sin iluminar ningtin area previamente
iluminada. O
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B O
Py Py
P F
P3
¢ d
P; Py
Ps
Figura 4.2: Iluminacién del interior y el exterior de un poligono ortogonal utilizando

reflectores- %

En los siguientes resultados extenderemos el resultado anterior para iluminar también
el exterior de un poligono ortogonal.

Teorema 25. Sea P un poligono ortogonal. Entonces x(ext(P), ) = 1.

Demostracion. Sea B el rectangulo mas pequenio que contiene a P. Sea P el conjunto de
poligonos que son las componentes conexas de B — P. Para iluminar el exterior de P, es
necesario iluminar los poligonos en P asi como el exterior de B. Para cada @) € P, observe
que Q N OB contiene un segmento de linea e tal que si consideramos e como la arista base
horizontal superior de (), su punto final derecho es un vértice de P. Por lo tanto, aplicamos
a cada @@ € P el Teorema 24. Observe que si en la iluminacién anterior hay un poligono
@ incidente en una esquina de B, entonces la regiéon iluminada alcanzaré el exterior de B

s

como se muestra en la Figura 4.2. Para iluminar el exterior de B, colocamos un reflector-§

con orientacién 7w en el vértice derecho de P que se encuentra en la arista superior de B.

De manera similar, coloque un reflector-3 con orientaciones 37 /2, 0, y 7/2 en las aristas

izquierda, inferior y derecha de B respectivamente, vea la Figura 4.2. Puesto que todas las

regiones iluminadas son independientes, pueden tener el mismo color. O
Los Teoremas 24 y 25 implican el siguiente teorema:

Teorema 26. Sea P un poligono ortogonal. Entonces x(P Uext(P), ) = 1.

A continuacion estudiaremos el caso en el que los poligonos ortogonales tienen hoyos.

Teorema 27. Sea P un poligono ortogonal con h > 0 hoyos. Entonces
2< x(PUext(P),5) < h+1

Demostracion. Para la cota superior, sea £ = {li,l2,...,l;} el conjunto de lineas que
contienen las aristas inferiores de los hoyos de P paralelas al eje x, tales que ¢ < j sii la
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coordenada y denotada por y; de I; es menor que la coordenada y denotada por y; de [;. Sea
lp una arista inferior més baja de P y lx41 una arista superior mas alta de P. Entonces,
para cada 0 <14 < k, el conjunto de puntos de P cuya coordenada y pertenece al intervalo
(Yi, Yit1) forma un conjunto P; de subpoligonos de P. Para cada i = 0,...,k utilice el
Teorema 24 para iluminar todos los subpoligonos de P; con el color 7, esto puede hacerse
ya que todos los elementos de cada P; son independientes dos a dos. Como k < h, usamos
como méaximo h + 1 colores para iluminar P; en la Figura 4.3 se muestra un ejemplo.
Para la cota inferior considere la Figura 4.4. Observe que cuando iluminamos los puntos
a, by c, laregion A o la region B, digamos A, tiene al menos dos zonas iluminadas con
el color uno y una tercer zona C' entre ellas no iluminada. Para iluminar C' se necesita
un segundo color, ya que el poligono de visibilidad de cualquier reflector que ilumine C' se
superpone con al menos una de las zonas iluminadas de A. O

am ]

Figura 4.3: Ilustracién del Teorema 4.3. Observe en color rojo los subpoligonos inducidos
por la recta que cubre la arista inferior con la coordenada y mas baja de un hoyo . En azul

el siguiente conjunto de subpoligonos.

4.2. Tluminacién rectangular de poliedros ortogonales con guar-
dias de tipo segmento de tamano /2

En esta seccién analizaremos el problema en R3 utilizando segmentos-a con « igual
a /2.

Para la demostracion del resultado principal veremos que un poliedro ortogonal P es
la unién de poliedros de levantamiento disjuntos dos a dos. A continuacién iluminaremos
estos poliedros de levantamiento como si fueran poligonos ortogonales utilizando reflectores
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1 & &
(a) (b)

Figura 4.4: (a) Un poligono ortogonal P con hoyos (en color gris) tal que 2 < x(P, 7). Esta
familia crece aniadiéndole hoyos al poligono. (b) Si los puntos a, b, y ¢ son iluminados con
el color uno, entonces la regiéon A o la regién B, tiene por lo menos dos zonas iluminadas,
y entre ellas una zona no iluminada; esta zona fuerza el uso de un segundo color para
iluminar el poligono.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Un poliedro ortogonal con hoyos. (b) Descomposicion de un poliedro orto-
gonal en poliedros de levantamiento disjuntos dos a dos.

de tamano m/2, después simplemente sustituiremos los reflectores por guardias de tipo
segmento de tamano /2.

Sea Q@ = {Q1,Q2,...,Qk} el conjunto de planos que contiene caras de P paralelas al
plano xy, tal que ¢ < j sii la coordenada z de @); denotada por z; es menor o igual que la
coordenada z de @; denotada por z;. Entonces, para cada 1 <+¢ < k — 1, el conjunto de
puntos de P cuya coordenada z pertenece al intervalo [z;, z;+1] forma un conjunto P; de
poliedros de levantamiento, en la Figura 4.5 se muestra un ejemplo. Observe que P es la
union de todos los poliedros de levantamiento contenidos en P; parai=1...k — 1.

Sea P un poliedro ortogonal con n vértices. Considere los poliedros de levantamiento
introducidos en el parrafo anterior. Sea Q' = {Q,Q5,...,Q)_,} un conjunto de planos
paralelos al plano zy, donde Q) se encuentra entre Q; y Q;y1. Sea Q' € Q' un plano tal
que Q' NP contiene un poligono con el méaximo namero de hoyos denotado por hyy, sobre
todos los poligonos contenidos en Q; NP para i = 1,...,k — 1. Defina de manera similar
haz y hys. Sea h = min{hgy, hyz, hys}.
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Teorema 28. Sih=0:x(P,5)=1,ysih>0:x(P,5) <h+1.

Demostracion. Observe que una determinada colocaciéon de un conjunto de guardias que
iluminan un poligono ortogonal R, también funciona al colocar guardias segmentos-a de
longitud ¢ para iluminar un poliedro de levantamiento de altura ¢ inducido por R. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que h = hg,. Para iluminar P, es necesario iluminar
cada poliedro de levantamiento en P;, con 1 < ¢ < k. Primero iluminamos cada poligono
R € Q; NP con h, hoyos, que genere un poliedro de levantamiento en P;, lo hacemos
aplicando el teorema adecuado:

1. Si A = 0: illuminamos P; utilizando el Teorema 24.

2. Si A > 0: iluminamos P; utilizando el Teorema 27.

Después reemplazamos cada reflector-7 utilizado, por un segmento-3 de longitud
zi+1 — z;- Ahora P; esté iluminado, al igual que P. O

4.3. Problemas abiertos

Seria interesante ampliar el estudio de la variante cromaética del problema de la galeria
de arte considerando por ejemplo, para el caso de poligonos ortogonales en R?, la ilumi-
nacién fuerte utilizando reflectores-c;, donde m < o < 27; para iluminar tanto el interior
como el exterior. Estudiar la variante para el caso de familias méas pequenas, por ejem-
plo, la familia de poligonos ortogonales delgados en R?, asi como los ortoarboles en R3.
Finalmente también seria interesante indagar en una versién dindmica de la iluminacién
cromatica, utilizando reflectores giratorios tanto en R? como en R3.

Hasta ahora queda abierto el de problema de ajustar las cotas para el caso de poligonos
ortogonales con hoyos.
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Capitulo 5

El Problema de Testigos

5.1. Preliminares Testigos

Considere que en el presente capitulo siempre se utiliza el modelo de visibilidad rec-
tangular, a menos que se especifique otra cosa. Un conjunto de testigos W es un conjunto
de puntos de un poligono P, tal que si algtin conjunto de puntos G vigila a W, entonces P
también es vigilado por G. Un punto p atestigua a otro punto ¢ si al vigilar p se garantiza
que también se vigila g, por lo tanto P es atestiguado si cada punto de P es atestiguado
por un elemento de W.

Los siguientes resultados auxiliares fueron demostrados considerando la visibilidad li-
neal. Sin embargo también son validos para la visibilidad rectangular.

Teorema 3. [19, Theorem 1] Sea P un poligono simple y sea W un conjunto de puntos
en P. Entonces W es un conjunto testigo de P si y solo si la union de los nicleos de
visibilidad de los elementos de W cubren completamente a P.

Lema 3. [19, Lemma 1] Sea P un poligono simple y sean p y q puntos en P. Entonces p
atestigua a q si y sélo si q pertenece a VK(p).

Lema 4. [19, Lemma 2] Sea P un poligono simple. Un punto p en P atestigua a un punto
q en P siy solo si VP(p) C VP(q).

Lema 5. [19, Lemma 3] Sea P un poligono simple, y sean p, q y r puntos en P. Si p
atestigua a q y q atestigua a r, entonces p atestigua a r.

La particion candnica o pizelacion de un poligono ortogonal P es la particién de P que
se obtiene al extender las aristas incidentes a cada vértice concavo hasta que cada una de
ellas toca la frontera de P, vea la Figura 5.1. Las regiones obtenidas de esta particién son
conocidas como pizeles. Nosotros denotamos como ¥ al conjunto de pixeles obtenidos de
la pixelacion. Note que ¥ puede tener un ntmero cuadratico de pixeles.
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5.2. Atestiguando poligonos ortogonales

Es sabido que, utilizando visibilidad lineal, si existe un conjunto de testigos finito W,
entonces los elementos de W deben estar ubicados en la frontera del poligono [19]. Para
poligonos ortogonales utilizando la visibilidad rectangular no es el caso, ya que siempre
podemos encontrar un conjunto de testigos finito como demostramos en el Lema 7. En la
Figura 5.1 mostramos un poligono ortogonal que no es atestiguado utilizando el modelo de
visibilidad rectangular, atn si colocamos un testigo en cada punto de la frontera.

Figura 5.1: Un poligono ortogonal P tal que su frontera no es un conjunto testigo. Los
puntos rojos vigilan la frontera de P. La region gris no estéa vigilada. Por lo tanto, se tiene
que colocar un testigo en la parte interior de P.

Considere el conjunto de pixeles ¥ obtenido de la pixelacion de algtn poligono ortogo-
nal P. Para demostrar que siempre es posible encontrar un conjunto de testigos finito en
P, primero demostraremos que cualesquiera dos puntos en un pixel de ¥ tienen el mismo
nicleo de visibilidad.

Lema 6. Sea X un pizel obtenido de una pixzelacion de un poligono ortogonal P, y sean
p,q € X dos puntos distintos. Entonces VK(p) = VK(q), y X € VK(p).

Demostracion. Sea H el rectangulo maximal contenido en P cuya arista superior contiene
a la arista superior de X y cuya arista inferior contiene la arista inferior de X. De forma
similar, sea V el rectangulo maximal contenido en P cuya arista izquierda contiene la
arista izquierda de X y cuya arista derecha contiene la arista derecha de X. Note que las
aristas izquierdas y derechas de H, asi como las aristas superiores e inferiores de V estan
contenidas en aristas de P.

Observe que si VP(p) = VP(q), entonces VK(p) = VK(q). Por lo tanto, demostraremos
que VP(p) = VP(q). Considere un punto r € P visto por p. Ahora demostraremos que r
también es visible para g. Note que si r esti contenido en H o V entonces es visible para q.
Por lo tanto, supondremos que 7 no esta contenido ni en H nien V.
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Como r es vista por p, R(p,r) esta contenido en P, vea la Figura 5.2. Observe que
las aristas horizontales de R(p,r) y R(q,r) incidentes a p y ¢, respectivamente, estan
contenidas en H. De manera similar, la aristas verticales de R(p,r) y R(q,r) incidentes a
Py g, respectivamente, estan contenidas en V. Como la diferencia simétrica de R(p,r) y
R(q,r) esta contenida en V' U H para cualquier r € P visible para p, R(q,r) esta contenido
en P. Por lo tanto, g ve a r.

Como VP(p) para cualquier p € X esta contenido en el poligono de visibilidad de
cualquier otro punto en X, X C VK(p). O

Figura 5.2: Ilustracion de la demostracion del Lema 6. Dados dos puntos p y ¢ en el mismo
pixel X, ellos tienen el mismo poligono de visibilidad.

El siguiente corolario es una consecuencia directa de el lema anterior.

Corolario 2. Sea p un punto en un poligono ortogonal P. Entonces VK(p) es la union de
un conjunto de pizeles de la pizelacion de P.

El Lema 6 nos permite dar las siguientes definiciones. Definimos como el nicleo de
visibilidad de un pizel a, denotado por VK(a), como el nicleo de visibilidad de cualquier
punto en a. Decimos que un pixel a atestigua a un pixel b si cualquier punto en a contiene
a cualquier punto de b en su kernel de visibilidad. Note que por el Lema 5, si el pixel a
atestigua al pixel b, entonces a atestigua la regién de P atestiguada por b.

Lema 7. Sea P un poligono ortogonal con n vértices. Entonces, siempre existe un conjunto
de testigos finito W para P. Mds aiin, W tiene O(n?) elementos.

Demostracion. Sea V¥ el conjunto de pixeles obtenidos de la pixelaciéon de P. Por el Lema 6,
el nucleo de visibilidad de cualquier punto p en P contiene el pixel de P en el que p
estd contenido. Por el Teorema 3, un conjunto W de P es un conjunto testigo para P
si la unién de los nicleos de visibilidad de los elementos de W son P. Por lo tanto, un
conjunto de puntos que contiene un punto en cada pixel de ¥ es un conjunto testigo para P.
Como |¥| € O(n?), Siempre podemos encontrar un conjunto de testigos finito con O(n?)
elementos para un poligono ortogonal. O
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De los Lemas 6 y 7 tenemos que cualquier conjunto de testigos minimo contiene a lo
mas un punto en cada pixel de P. Por simplicidad, de aqui en adelante diremos que un
conjunto de pixeles L es un conjunto testigo si un conjunto que contiene un punto en cada
pixel de L es un conjunto testigo.

Las siguientes observaciones se obtienen del Teorema 3 y los Lemas 3, 4 y, 5:

= Siun pixel a no esti contenido en el nicleo de visibilidad de otro pixel en P, entonces
a debe ser incluido en un conjunto testigo minimo.

= Si un pixel a estd contenido en el nucleo de visibilidad de b, pero b no esti contenido
en el nucleo de visibilidad de a, entonces a no puede ser incluido en un conjunto
testigo minimo.

= Si dos o mas pixeles diferentes se contienen mutuamente en sus respectivos nicleos
de visibilidad, entonces s6lo uno de ellos puede ser incluido en un conjunto testigo
minimo.

5.3. Un algoritmo para encontrar un conjunto testigo minimo

Para encontrar los pixeles contenidos en un conjunto testigo minimo, primero obte-
nemos el conjunto de pixeles ¥ de la pixelacion de P. Después, construimos una grafica
dirigida H, la cual llamaremos grdfica de nicleo de P, de tal forma que exista una biyecciéon
entre el conjunto de nodos de H y ¥. Después de eso, obtendremos el ntcleo de visibilidad
K del pixel representado por cada nodo u € H. Finalmente, agregaremos a H el arco de
u a v si K contiene el pixel representado por v € H, con u # v. Por simplicidad, decimos
que un nodo u en H atestigua a otro nodo v si H contiene el arco (u,v).

Para calcular el niicleo de visibilidad de un punto p en un poligono ortogonal, primero
calculamos VP(p) y después K(VP(p)), el nicleo de VP(p). Observemos que VP(p) es un
poligono ortogonal. Por lo tanto, podemos utilizar algin algoritmo existente para calcular
el nacleo de un poligono ortogonal.

Ahora demostraremos que un poligono obtenido de esta manera es de hecho el nicleo
de visibilidad de un punto p.

Proposiciéon 1. Sea P un poligono ortogonal, posiblemente con hoyos. Sea p un punto
en P. Entonces el poligono obtenido al calcular el nicleo de VP(p) es igual a VK(p).

Demostracion. Podemos observar que K(VP(p)) esta contenido en VK(p). Por lo tanto,
solo demostraremos que K(VP(p)) contiene a VK(p). Sopongamos que existe un punto
q € VK(p) que no esta contenido en el poligono obtenido al calcular el ntcleo de VP(p). Por
lo tanto, existe un punto r € VP(p) tal que R(q,r) esta contenido en P pero no en VP(p).
Como p ve a q y 7, entonces ambos R(p,q) y R(p,r) estan contenidos en P. Por lo tanto,
R(p,q)U R(p,7) UR(q,r) C P. Esto implica que para cualquier punto [ € R(q,r) tenemos
que R(p,l) C R(p,q) U R(p,r) U R(q,r) C P. Por lo tanto, | € VP(p), lo que implica que
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R(q,r) C VP(p), una contradiccion. Por lo tanto, ¢ esta contenido en el poligono obtenido
al calcular el nuacleo de VP(p). O

Ahora demostramos como encontrar un conjunto testigo minimo una vez que hemos
construido la grafica de nicleo H de P. Dos nodos u y v en una grafica dirigida son
mutuamente adyacentes si existe un arco de v a v y un arco de v a u. Un clique en una
grafica dirigida es un conjunto de nodos mutuamente adyacentes dos a dos en la grafica
dirigida. Observe que por el Lema 5, para cualquier clique C' en H, cualquier nodo de C
atestigua todos los elementos de C' asi como las regiones atestiguadas por los elementos
de C.

Decimos que un nodo u de H es un nodo fuente si para cualquier arco de la forma (v, u),
donde v es cualquier otro nodo de H, H también contiene el arco (u,v).

Teorema 4. Sea P un poligono ortogonal. Sea H la grdfica de nicleo de P. Sea C un
congunto que contiene exactamente un nodo en cada clique mazimal de nodos fuente en H.
entonces cualquier conjunto que contiene un punto en el pizel asociado a cada nodo de C
es un conjunto testigo minimo para P.

Demostracion. Sea u un nodo de H. Si v es un nodo fuente entonces so6lo puede ser ates-
tiguado por un nodo contenido en el clique que contiene a u. Note que, como la propiedad
de ser testigo es transitiva (Lema 5), cada nodo en H esta contenido en a lo mas un clique
maximal.

Por lo tanto necesitamos colocar un testigo en un pixel de P asociado a un nodo de un
clique maximal de nodos fuente en H para poder atestiguar P.

Ahora suponga que u no es un nodo fuente. Como la propiedad de ser testigo es tran-
sitiva, existe un arco de un nodo fuente a w. De lo contrario u seria un nodo fuente. Por
lo tanto, no es necesario colocar un testigo en un pixel asociado a un nodo que no es un
nodo fuente en H.

Por lo tanto, el conjunto testigo compuesto por un pixel por cada clique maximal de
nodos fuentes en H es un conjunto testigo minimo para P. O

Para poder reportar un conjunto testigo minimo, hacemos un recorrido de H como
sigue. Si el nodo u € H no es un nodo fuente, lo eliminamos de H. Si u es un nodo fuente,
agregamos el pixel representado por u al conjunto testigo W y eliminamos u y sus vecinos
de H. Note que de esta manera agregamos al conjunto testigo a lo més un pixel por cada
clique maximal de nodos fuente de H.

Ahora analizaremos el tiempo de ejecucion de la solucién propuesta. Obtener la pixela-
cién toma tiempo O(n?), ya que tenemos que reportar O(n?) regiones. El tiempo requerido
para generar una digrifica H depende de la subrutina utilizada para calcular el nucleo de
visibilidad de cada pixel.

En su libro [28], Fink y Wood dan un algoritmo de tiempo O(nlogn) para calcular
VP(p) de un punto p en un poligono ortogonal utilizando visibilidad rectangular. En [49],
Schuierer y Wood dan un algoritmo de tiempo O(n) para calcular el ntcleo de un poligono
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ortogonal utilizando visibilidad rectangular. Note que por el Corolario 2, VK(p) es un
conjunto de pixeles si utilizamos visibilidad rectangular. También note que VK(p) es un
rectangulo. Por lo tanto, encontrar el conjunto de pixeles en VK(p) toma tiempo O(1).
Como el niicleo de visibilidad de un punto puede tener O(n?) pixeles, H puede tener
O(n*) arcos. Por lo tanto, construir H toma O(n?).

En el altimo paso del algoritmo hacemos un recorrido de H para reportar el conjunto
testigo minimo. Como procesamos cada nodo de H sélo una vez, este paso toma tiempo
O(n?). Por lo tanto, nuestro procedimiento toma tiempo O(n?).

5.4. Problemas Abiertos

Seria interesante ver si estos resultados se pueden extender a otros tipos de visibilidades,
como de hecho se hace en [4]. Aqui se estudia el problema de encontrar un conjunto testigo
minimo para un poligono ortogonal bajo otros dos modelos de visibilidad ortogonal, el
modelo de escalera y el modelo de k-periscopio.

Utilizando wvisibilidad de escalera, p y q son mutuamente visibles si P contiene una
trayectoria poligonal monétona e isotética que une a p y a q. Con el modelo de wvisibilidad
k-periscopio, para k € N\ {0}, p y ¢ son mutuamente visibles si P contiene una trayectoria
poligonal monétona e isotética con a lo méas k vueltas que une a p y a q.

También seria interesante indagar en una versién dindmica, estudiando el problema de
testigos utilizando reflectores giratorios, tanto en R? como en R3.

Hasta donde sabemos el problema de testigos no se ha estudiado en una versiéon cro-
matica.

70



Capitulo 6

Conclusiones

En la presente investigacion consideramos tres variantes modernas de el problema de
la galeria de arte, las cuales resultan enfoques novedosos. En general trabajamos conside-
rando principalmente poligonos y poliedros ortogonales, tuvimos especial interés extender,
siempre que se pudo, los resultados de R? a R3. Asi mismo tratamos de utilizar en la me-
dida de los posible el modelos visibilidad rectangular, que resulta natural en los poligonos
y poliedros ortogonales; y en muchos casos esta visibilidad facilita la resolucién de estos
problemas.

Primero estudiamos una variante de PGA en poliedros ortogonales utilizando los vér-
tices del poliedro para la iluminacion. Presentamos por primera vez cotas justas para
la iluminaciéon en una familia de poliedros. Como ya se mencioné anteriormente existen
poliedros que no pueden ser iluminados con los vértices, por lo que encontrar familias res-
tringidas en las que si se puede es interesante. Demostramos que en la familia de poliedros
ortogonales denominada ortoarboles, |n/8| vértices son siempre suficientes y en ocasiones
necesarios para iluminar un ortoarbol de n vértices.

Después estudiamos una variante cromatica en poligonos ortogonales en R? y poliedros
ortogonales en R? utilizando el modelo de visibilidad rectangular. Utilizamos guardias de
tipo reflector-a en R? y de tipo segmento-a en R3, en ambos casos con « igual a /2.
La variante cromética concibe una forma diferente de iluminar, ya que en este caso la
iluminacién no es suficiente, también se pide que los guardias tengan asociado un color y
que cada guardia que ilumina un punto tenga un color diferente. Demostramos que para un
poligono ortogonal P en R2, utilizando reflectores-5, x(P, 5) = 1 para iluminar el interior
y el exterior de P al mismo tiempo. También demostramos que si P tiene h hoyos entonces
2 < x(P,5) <h+1. Como se sugiri6 en la seccion de problemas abiertos serfa interesante
estudiar este problema variando el tamano de «, con el objetivo de descubrir la relaciéon
que existe entre x(P) y el tamano de «. También es importante resaltar que los hoyos en
este problema presentan un dificultad importante, y probablemente se requiera de otras
técnicas para ajustar las cotas.

Para el caso de un poliedro P en R? obtuvimos resultados similares, en donde si parti-
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mos a P en poliedros de levantamiento con cortes en la direccién adecuada, digamos con
planos paralelos al plano xy. Obtenemos el poligono que genera cada uno de estos poliedros
de levantamiento y suponemos que el poligono con el maximo namero de hoyos tiene h
hoyos, entonces:

si h =0:

L. x(P,5) =1,
ysih>0:
L x(P,5) <h+1,

Finalmente estudiamos el problema de Testigos en poligonos ortogonales bajo el mode-
lo de visibilidad rectangular. Demostramos que existen poligonos ortogonales que no son
atestiguados por su frontera. Después demostramos que todos los poligonos ortogonales ad-
miten un conjunto testigo finito. Conseguimos esto utilizando la pixelaciéon de un poligono
ortogonal, en el que cualesquiera dos puntos en el mismo pixel tienen el mismo poligono de
visibilidad. Como resultado principal, presentamos un algoritmo que calcula un conjunto
testigo minimo para poligonos ortogonales en tiempo O(n?).

En todas las variantes dejamos problemas abiertos y sugeridos para trabajo futuro.
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