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RESUMEN

Los estados coherentes generalizados de Perelomov del grupo de matrices 2 x 2, pseudo-unitarias
y con determinante igual a 1, SU(1,1), han sido muy estudiados por su importancia en la
fisica, pero siempre sobre espacios de Hilbert de dimensién infinita, pues la tinica representacion
irreducible unitaria de SU(1, 1) sobre un espacio de Hilbert de dimensién finita es la trivial. Es
asi como el eje central de ésta tesis es construir dichos estados desde la vision de Perelomov
pero sobre espacios de Krein concretos, y a su vez probar que éstos definen un marco continuo
de rango uno sobre el espacio de Krein determinado por el espacio vectorial de polinomios
homogéneos de dos variables de grado s, s € Ny, el cual es evidentemente de dimension finita;
y para lo cual debemos construir una representacién irreducible unitaria sobre dicho espacio de
Krein.

PALABRAS CLAVE: Espacio de Krein, marcos continuos, estados coherentes, representacion
irreducible, representacion unitaria.

ABSTRACT

The generalized coherent states of Perelomov of the group pseudo-unitary 2 x 2-matrices with
determinant equal to 1, SU(1, 1), have been widely studied for their importance in physics, but
always on Hilbert spaces of infinite dimension, since the unique irreducible unitary representation
of SU(1, 1) on a Hilbert space of finite dimension is the trivial one. Thus, the central axis of this
thesis is to construct states from Perelomov’s vision but on a specific Krein space, and in turn
to prove that they determine a continuous frame of rank one on the Krein space determined by
the vector space of homogeneous polynomials in two variables of degree s, s € Ny, which has
obviously finite dimension; and on which we must construct a unitary irreducible representation.



INTRODUCCION

La teoria de marcos discretos en espacios de Hilbert es relativamente reciente, fueron Duffin y
Schaeffer en 1952 [15], quiénes introdujeron por vez primera ésta nocién, cuya principal ventaja
es que un buen marco discreto se puede comportar casi como una base ortonormal; con un
adicional, no requieren de la unicidad de los coeficientes al escribir un vector del espacio de
Hilbert como combinacién lineal de los elementos del marco (Teorema de descomposicién de
marcos). Razén por la cual en la literatura se les suele llamar bases sobre-completas.

En el caso de los marcos continuos en espacios de Hilbert, los cuales son objetos més generales
que los marcos discretos, ya que son etiquetados con indices continuos, y como lo observamos
en el capitulo 1 de este manuscrito; los marcos discretos son un caso particular de los marcos
continuos, pues basta considerar el espacio de medida (N, 2V, ;1) donde y es la medida de conteo, y
anotar que la familia de vectores 1 := {n(z)}.cq en el espacio de Hilbert H es un marco continuo
de rango 1 respecto a un espacio de medida (€2, %, v) con v una medida positiva o-finita si y
solamente si existen 0 < a < b < oo tales que

allh]* < /Q [(n(@), h)*dv < bl|R||*, Vh € 3, (0.1)

y dicha definicién surgi6 en el contexto de la teoria de estados coherentes estudiados por Ali,
Antoine y Gazeau en [7]. Sin embargo no fueron éstos los que trabajaron por primera vez los
sistemas de estados coherentes, pues en el largo camino del conocimiento fue Schrodinger en
[1926] quién comenzé a trabajar sobre sistemas de estados coherentes aunque no de manera
formal, pues trabajo con un sistema de funciones de onda no ortogonales en osciladores cuanticos;
los que a su vez fueron retomados en los anos [1960-1963] por Glauber, Klauder, y Sudarshan.
En este sentido, volviendo a Ali, Antoine y Gazeau, ellos consideraron a 7 como un estado
coherente si el mapeo x — (h,n(z)) es medible para todo h € H y

/Q<h1,77(x)><77(x), ho)dv(x) = (hy, Shs), para todo hi,hs € H,

donde S es un operador autoadjunto, acotado e invertible, pero no necesariamente su inverso
es acotado, pues si esto tltimo se cumple, entonces se dice que 77 es un marco continuo porque
(0.1) se verifica.
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De este modo, puesto que los espacios de Krein son la generalizacion de los espacios de Hilbert,
es natural pensar en extender la teoria de marcos en espacios de Hilbert a espacios de Krein, es
asi como en el ano 2015, K. Esmeral, O. Ferrer y E. Wagner [11] establecen la nocién de marcos
discretos en espacios de Krein cuya existencia no depende de la descomposicion fundamental;
ganando de esta manera propiedades interesantes, en su mayoria gracias al producto interno
indefinido. Desde entonces la teoria de marcos en espacios de Krein ha venido creciendo con los
anos, y es asi como en el 2018 con la tesis de D. Carrillo [4], D. Carrillo y E. Wagner introducen
la nociéon de marcos continuos en espacios de Krein.

Ahora bien, antes de Perelomov 1986, [1], cabe destacar que sol6 se habian estudiado estados
coherentes para el oscilador arménico (con el grupo de Heisenberg-Weyl), sin embargo con
Perelomov se establecio la definicion de estados coherentes generalizados, donde bésicamente es
posible construir los estados coherentes de cualquier grupo de Lie, ya que siguiendo a Perelomov,
es posible parametrizar dichos estados coherentes por puntos en un espacio homdgeneo donde
el grupo actia, para lo cual es necesario considerar representaciones irreducibles unitarias del
grupo de Lie sobre el espacio de Hilbert (Krein en nuestro caso) en consideracién. Por lo tanto,
es natural preguntarse si es posible trabajar los estados coherentes del grupo de Lie matricial
SU(1,1) conformado por matrices 2 x 2 pseudo-unitarias y con determinante igual a 1, sobre
espacios de Krein, y preguntarse también si éstos definen un marco continuo de rango 1 en el
sentido de la definicién acunada en [4].

Es aqui donde aparecen nuestros primeros resultados, pues en [2] se demuestra que toda
representacion irreducible unitaria del grupo de Lie matricial SU(1,1) sobre un espacio de
Hilbert de dimensién finita es trivial, esto es, es la identidad en el espacio de Hilbert. Por
lo cual, los fisicos sélo se han preocupado por las representaciones irreducibles unitarias de
SU(1, 1) sobre espacios de Hilbert de dimensién infinita. Y nosotros hemos construido entre otras
cosas, representaciones irreducibles unitarias de SU(1, 1) sobre un espacio de Krein concreto de
dimensién finita que no es para nada trivial, evidenciando con ello que los espacios de Krein
como generalizacién de los espacios de Hilbert nos otorgan resultados bonitos e interesantes.

Este manuscrito esta dividido en tres capitulos, en el capitulo 1 se establecen algunos resultados
importantes de los marcos discretos y continuos sobre espacios de Krein, ademas de las
definiciones pertinentes para dicho estudio. En el capitulo 2 repasamos algunas de las nociones
mas importantes de la teoria de representaciones, las que serdn usadas en ésta tesis, ademds de
enunciar algunos resultados de los grupos y dlgebras de Lie. En el capitulo 3 desarrollamos la
nocion de representacion unitaria sobre un espacio de Krein, construimos los estados coherentes
generalizados de Perelomov para el grupo de Lie matricial SU(1, 1) sobre el espacio de Krein
dado por el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado s € Ny de dos variables con
coeficientes complejos, el cual es evidentemente de dimensién finita, y demostramos que éstos
definen un marco continuo de rango 1, para lo cual construimos una representacién irreducible
unitaria de SU(1, 1) sobre dicho espacio de Krein.



cAPiTULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se dan algunas nociones elementales de los marcos discretos y generalizados en
espacios de Krein. La teoria de marcos continuos o generalizados en espacios de Krein es muy
joven, a penas en 2018 en la tesis de D. Carrillo [4] se extendié la definicién de espacios de
Hilbert a espacios mas generales, los espacios de Krein. Los resultados de este capitulo pueden
encontrarse en [12], [13] y obviamente en [4].

1.1. Espacios de Krein

Definicién 1.1. Sea F wun espacio vectorial sobre el campo K (K = C o K = R). Un
producto interno en § es una funcion

[, ]:§xF—-K
que satisface las siguientes:

i) [r,ay + 2] = afx,y| + [z, 2] para todo z,y,z € F yaecK.

i) [x,y] = |y, x| para todo x,y € F .

Tipicamente a  (F,[-,¢]) se le denomina espacio con producto interno. Ademads, el par
(F,—[,]) también es un espacio con producto interno y se llama el anti-espacio de (&, [, ]).

Note que por la propiedad ii) se cumple para todo x € F que [z,z] € R, asi por la ley de
tricotomia, tenemos una y séla una de las siguientes; [z,z] > 0, [z,2] < 0,0 [z,2] =0, a
un tal z con alguna de las anteriores, se le conoce como vector positivo, negativo, o neutral
respectivamente.

Definicién 1.2. Sea V subespacio de F. Si 'V solo tiene vectores positivos (negativos) y el
vector nulo, se dice que es definido positivo (negativo). Ademds si tiene tanto elementos
positivos como negativos, se dice que es un espacto con producto interno indefinido; en
caso contrario se dice que es un espacio con producto interno semi-definido.

7
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Un espacio con producto interno semi-definido ( 'V | [-,-]) que para todo x € V cumple con
[z,z] > 0, [x,2] <0 o bien [z,z] = 0 se denomina espacio con producto interno semidefinido-
positivo, semidefinido-negativo o neutro respectivamente.

Un producto interno indefinido tiene vectores neutrales no nulos como se prueba en [12] y
[13], lo que no sucede en un espacio definido. Ademds, en un espacio con producto interno
semidefinido se satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Definicién 1.3. Se dice que dos vectores x,y € F son ortogonales (x[L]y) si [z,y] =0 y
que dos conguntos V,W C F son ortogonales (V[LIW) si z[L]y para todo x €V, y € W; en
particular si 'V se reduce a un solo vector x, se escribe simplemente x|[L]|W. Ademds, si V es
subconjunto de F, el complemento ortogonal de V estd dado por V*+ :={x € F: z[L]V}
de tal manera que V C V++ y Vi =il

El subespacio V° := VN V+ se denomina la parte isotrépica de V y sus elementos no nulos se
conocen como vectores isotrépicos. Si VO = {0} se dice que V es un subespacio no degenerado,
de lo contrario se dice subespacio degenerado.

Definicién 1.4. Sean V.,V subespacios de F tales que VNV = {0}. La suma directa de
V y V' es denotada V[+]V'. Ademds, si V[L]V' entonces se llama suma directa ortogonal
y escribimos V@ V.

Definicién 1.5. (Descomposicion fundamental) Sea (F,[-,:]) un espacio con producto
interno. Decimos que F admite una descomposicién fundamental si existen subespacios F° C F,
Ft CFyTF CF de tal suerte que F = FO o Fr @ F~, donde (F°,[-,-] 190) es un espacio
neutro, (F*,[-,-] I¢+) es definido positivo, y (F~,[-,-] [4-) es definido negativo. En este caso,
llamamos a § = F° & F+ @ F~ una descomposicion fundamental.

Note que si F admite una descomposicién fundamental entonces (F©, [, -] [5+), (F~, =[] I5-)
son espacios pre-Hilbert y luego es posible definir una topologfa en F* por || - ||+ := /%[, *].

Definicién 1.6. Un Espacio de Krein es un espacio con producto interno no degenerado

(K, [-,]]) que admite una descomposicion fundamental X = KT @& K~ con (Kt,[-,-] Tx+) ¥y
(K=, —[,] l%-) espacios de Hilbert.
Como (X, [-,] lx+)y (K=, =[] [%-) son espacios de Hilbert, tienen una topologia dada por

la norma. Entonces es posible asignar la topologia de K por la norma inducida por el siguiente
producto interno definido positivo,

(l’l,Iz) = [$1+,ZL’2+] - [1’17,3327], Iii € :K:ia T; = xiJr +z; 1= 172

Este producto interno define al espacio de Hilbert (X, (+,-)), el cual es llamado el espacio de
Hilbert asociado a K. Adem4s, existen proyecciones ortogonales tinicas sobre X y K~ las cuales
son denotadas por Pt y P~ respectivamente. El operador lineal J = P*— P~ es llamado simetria
fundamental y este satisface [z, y]; := [z, Jy] = (x,y), y ademds |z|; = /|z,z]s, z,y € K
Al producto interno [-,-]; se le conoce cominmente como J-producto interno, y a la norma
inducida, J-norma.
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Observaciéon 1.1. [12, sec. 1.7] En Azizov se demuestra que las diferentes J-normas sobre
K son equivalentes independientemente de la descomposicion fundamental.

Siempre que no se indique lo contrario; la letra K denotard un espacio de Krein (X, [-,])
sobre el campo K, con decomposicién fundamental K = KXt @ K~ y simetria fundamental
asociada J : (X, [-,-]) = (K, [-,]).

Ejemplo 1.1. Ilustremos con un ejemplo, sea KX = Ly([—1,1],dx) el espacio de todas las
funciones con valores complejos cuadrado integrables con respecto a la medida de Lebesque usual
en [—1,1]. En X = Ly([—1,1],dx) definimos el producto interno [-,-] : K x KX — C:

1 [
9= [ Tmgla)ds
-1
Ast, note que X = Kt @ K, donde

Kt :={feX:fespar}, K~ :={feX: fesimpar} y es ficil ver que (KT,[-,:] Tx+) ¥y
(K=, =[,"] Ix-) son espacios de Hilbert, por lo tanto (X,[-,:]) es un espacio de Krein con
simetria fundamental (Jf)(x) = f(—=z) y J-producto interno dado por:

Fogls = 1f. Jg] = / F@gla)ds = (f.9)

donde (-,-) denota el producto interno definido positivo usual en Ly([—1, 1], dx).

Definicién 1.7. Sean  (Xi,[,|x,) v (K[, -]x,) espacios de Krein con simetrias
fundamentales Jx, vy Jx, respectivamente. Se define el conjunto de operadores lineales
acotados como

. ||Tk||J3<2
B(Ky,Kq) =3 T:Ky — Ko, lineal y |[T|| = sup —F—2 <00,.
kexci\{0} N1l

Ya que la continuidad no depende de la descomposiciéon fundamental para los espacios de Krein,
entonces B(K;,Ky) = B(KdK;, Ky DK ). Con ello, es facil ver que la simetria fundamental
Jyx, es un operador lineal acotado y ||Jx, || = 1.

Definicién 1.8. Sea T  un operador lineal con dominio denso en el espacio de Krein
(K1, [, |x,) vy definido hacia el espacio de Krein (Ko, [, |x,). El operador adjunto T* se
define para g € Ko tal que existe un g* que satisface [g,Tk|x, = [¢*, klx, Vk € dom(T) y
en este caso T"qg = g*.

Observacién 1.2. [13, sec. 6.2] El operador T* puede ser expresado a través del adjunto en
espacios de Hilbert TP, el cual se denomina J-adjunto y satisface g, Tk];,. = [T™g, K, s

Jxg

Vk € dom(T), g € dom(T"™). La relacién entre dichos adjuntos estd dada por

T* = Juo, T Jy,. (1.1)
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Definicién 1.9. Un operador T € B(X) se dice auto-adjunto en el espacio de Krein K si
T =T* y J-autoadjunto si T =T . Ademds si T es auto-adjunto y [k, Tk] >0 para cada
ke X, T se dice positivo. Por otro lado, si lo que se cumple es [k, Tk] > | k||% para todo
keX yalgin a >0, T se dice uniformemente positivo y escribimos T > «.

Definicién 1.10. Un operador lineal T : K1 — Ky entre los espacios de Krein (Ky, [, ]x,)
y (Ko, [, ]x,) se dice unitario si se tiene que TT* = Iy, y T*T = Ix,. Por otra parte, si
[Tk, Thlx, = [k, hlx, para cada k,h € Ky, el operador lineal T se llama isométrico.

Las pruebas de los siguientes resultados pueden encontrarse en J. Bognar [13]. La razén de
mencionarlos aqui radica en su importancia para probar en el capitulo 3 de ésta tesis, que
estamos trabajando sobre representaciones irreducibles unitarias del grupo SU(1,1) sobre un
espacio de Krein.

Teorema 1.1. (Descomposicion polar) Sea H un espacio de Hilbert, y G € B(H) tal que

G~! € B(H). Definimos |G| := VGHG. Entonces existe un tinico operador unitario U € B(H)
de tal suerte que G = U|G|.

Teorema 1.2. Sean H un espacio de Hilbert, y G € B(H) tal que G = G, G™' € B(H)
y G = J|G| es la descomposicion polar. Definimos [z,y]| := (x,Gy). Entonces (H,[-,-]) es un
espacio de Krein con descomposicion fundamental H = H™ @ H™ = PT(H) & P~ (H), donde
pt=1tl pt.= 1)y ] es la simetria fundamental.

1.2. Marcos Discretos

Definicién 1.11. [11] Una sucesion contable {k,}nen C K es un marco discreto para el
espacio de Krein (X,[-,:]) si existen constantes 0 < a <b < oo de tal manera que

allkl5 <Y |k k)] < b|kI5  para todo k€ K.

neN

Las constantes a y b son las cotas del marco. El valor mas grande de a y el mas pequeno de
b son llamadas cota Optima inferior y superior respectivamente. Un marco discreto es ajustado
si a=5b.

Lema 1.1. Sean Xi,K, espacios de Krein con simetrias fundamentales Jy, vy Jx,. St
U:Xy = Xy es un operador unitario tal que U*Jy,U = Jx,, entonces para cualquier marco
discreto {kp}tnen en Ky se tiene que {Uky,}nen es un marco discreto en Ko con las mismas
cotas del marco.

La razén de incluir el anterior lema aqui radica en que es usado para demostrar la siguiente
proposicién, pues J es un operador unitario. Para los detalles de la prueba ver [4].

Proposicién 1.1. [11, cap. 3] Sea {k,}nen una sucesion en el espacio de Krein K. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) {kn}nen es un marco discreto para el espacio de Krein & con cotas del marco A < B.

it) {Jkn}nen es un marco discreto para el espacio de Krein K con cotas del marco A < B.

i11) {kn}tnen €s un marco discreto para el espacio de Hilbert (R, [-,-];) con cotas del marco
A< B.

i) {Jkn}tnen es un marco discreto para el espacio de Hilbert (R,[-,-];) con cotas del marco
A< B.

Definicién 1.12. (Operador Pre-marco) Sean (X, |[-,-]) un espacio de Krein y {ky}nen un
marco discreto en K. Consideremos lo(N) con la forma sesquilineal

(+,+) : 2(N) x £5(N) — C
tal que ((5(N),(+,+)) es un espacio de Krein, con simetria fundamental J,, que satisface
('7 ')fz = <'7 >
donde (-,-) es el producto interno usual en l5(N). El operador lineal
T: ly(N) = K, T(on)nen = Y ankn
neN

es llamado el operador pre-marco.

El operador T es acotado; para ver esto basta con tener en cuenta que {k,},en €s un marco

discreto en K, y verificar que ||T|| < v/b, donde +00 > b > 0 es cota del marco. Ademss, el
adjunto de T estd dado por T*k = Jy, ([k, kn])nen-

Se define de esta manera el operador marco S : (X, [-,-]) = (X, [-,:]) mediante S :=T*J,,T
tal que para todo k € X,

Sk =" "[kn, k]kn.

neN

No es dificil ver que el operador S es autoadjunto, acotado e invertible, y con inverso acotado.
Obtenemos entonces uno de los resultados mas trascendentales en la teoria de marcos de espacios
de Krein: el teorema de descomposicion de marcos.

Teorema 1.3. [11, cap. 3](Teorema de Descomposicion de Marcos)
Sean {ky}nen un marco discreto en el espacio de Krein X y S el operador marco asociado,
entonces para todo k € K,

k= [k, k]S Ky,

neN
—1
k= E [S™ Ky, kK,
neN
y ambas series convergen incondicionalmente.
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1.3. Marcos generalizados en espacios de Krein

1.3.1. Integral Débil

Definicién 1.13. Sean (Ky, [, ]x,),(Ka, [, |x,) espacios de Krein y Q un espacio medible. Se
dice que F : Q — B(K,Ky) es una funcion débilmente medible en B(K,,Ky) sila
funcion que envia x € Q a |h, F(x)klx, es medible para cualesquiera h € Ky y k € K.

Observacion 1.3. Note que como en el caso de espacios de Hilbert, por el teorema de
representacon de Riesz (para espacios de Krein), dado un espacio de Krein X, es posible
identificar a (X,[-,-]s) con X', donde XK' := B(K,C), esto es, (X,[-, ;) = K'. Ahora bien,
observe que para alguna funcion 'V : Q — K es posible considerar W := @ oV : Q — B(K,C)
donde para k € X, el funcional ¢(k) = . actia como ¢i(-) = [k, ]. Ast, para cada k € K,

(h, W (2)(k))c = h[V (2),klx, ~ YheC,

de esta manera, como se cumple para cada h € C, deducimos que si W : Q — XK' es débilmente
medible en K’ entonces la funcion que envia © € Q a [V (x),k]x es medible para cada k € XK.
Por tanto, en este caso diremos que V : Q) — K es débilmente medible en XK.

Definicién 1.14. Sean K, Ky espacios de Krein y (Q, %, ) un espacio de medida, con pu una
medida signada o-finita en Q. Si F : Q — B(K1,K2) es débilmente medible y A € B(Ky,Ks) ,
entonces la integral débil de F' en B(K1,Ky) es A sipara cualesquiera h € Ky y k € Ky,

/Q (hy (@)K, da(z) = [l ARl

En simbolos,

/Q Fla)du(z) = A

Observaciéon 1.4. Si la funcion V : Q — Ky es débilmente medible y W := ¢ o V', entonces
como para b € XK,

/Q (bW () (R)cdp(a) = (b, u(R))e / Ko, du(e) = bk, ¥k € Ko,k € C\{0},

es posible definir la integral débil de en Ki; en wvitud de la integral débil de F en
B(K1,Ks), en el sentido,

[ v@uta) = [ Vi) K, dute) = 0. bl

Por lo tanto segin la funcion tome valores en B(Ky,Ks) o solamente en Ky, se le da sentido
a la integral débil.

Proposicién 1.2. Para los espacios de Krein XKy, Ko, la funcion F : Q — B(K;,Ks)
débilmente medible y el operador A € B(Ky,Ks) tal que fQqu = A, se cumplen las
siguientes propiedades:
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i)
/ F(z)kdu(x) = Ak Vk € K.
Q

it) Para C € B(K1,K1) y D € B(Kq,Ks),
/QF(:I:)C'du(as) = AC Yy /QDF(;E)d,u(x) = DA.

i)
/QF(x)*dp,(a:) = A"

1.3.2. Marcos Continuos

Considerando el espacio de medida (N, 2", ) donde u es la medida de conteo en (N,2Y) se
cumple trivialmente que cualquier sucesién 7 : N — X es débilmente medible en X, esto es, la
funcién n : N — X definida por n(x) := n, es débilmente medible y ademds

AMMMM=ZMMP

zeN

De donde, si {n;}.eny es un marco discreto en K con cotas b > a > 0, se cumple que

allkl5 < /N|[nx,k]l2du(x) < blII3- (1.3)

Definicién 1.15. [4] Un Marco Continuo de rango n € N en el espacio de Krein
K respecto al espacio medible €2y la medida signada o-finita p , es una familia
ik n? - niteeq en X de tal manera que las funciones n': Q@ — X con n'(z) =n. son
débilmente medibles. Ademds existen +00 > b > a > 0 de tal suerte que para todo k € K,

WWsZmewwwﬁw& (1.4)
=1

Las constantes a y b son las cotas del marco y la propiedad anterior es la condicion del
marco. Las cotas optimas del marco son el mayor valor posible de a 1y el menor valor posible
de b, ademds st a =0 el marco continuo se dice ajustado.

Comentario 1.1. Lo anterior estd bien definido porque al cambiar la simetria fundamental
dicha condicion se mantiene, sin embargo es posible que las cotas del marco cambien.

En efecto, si Jy es otra simetria fundamental, existen +00 > ¢y > ¢; > 0 tal que para cada
keX
cllk[I3, < [1&[17 < calll1Z,
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Luego,
ac k3, < Z/Q |7z, KIPdll () < besllKIJ3,,
i=1
de donde {nl,m% - ,n"}recq €s un marco continuo con cotas acy >0 y bey > 0.

En virtud de la ecuacién (1.3), todo marco discreto es un marco continuo de rango 1, esto es,
los marcos generalizados extienden el estudio de los marcos discretos.

En ésta tesis s6lo nos interesan los marcos continuos de rango 1, por lo tanto todos los siguientes
resultados son en éste sentido, si el lector desea revisar dichos resultados para marcos continuos
de rango n € N, lo invitamos a ver [4, sec. 3.2].

Comentario 1.2. Note que dado un espacio de Krein (X, [-,-]), la condicién del marco continuo
de rango 1, {n, }zeq, (en adelante simplemente marco continuo) en el espacio de Hilbert asociado

<:K7 ['7 ]J) €s
allk[|F < /Q |02, KL || () < OI|K]]5

Teorema 1.4. [4, teor. 3.1] Sea {n,}.cq en el espacio de Krein X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) {Ni}zeq es un marco continuo para el espacio de Krein X,

it) {N:}eeq es un marco continuo para el espacio de Hilbert (X, [-,-],),

i11) {Jny}tzeq €s un marco continuo para el espacio de Krein XK,

i) {Jn:}eeq €s un marco continuo para el espacio de Hilbert (K, [-,-],),
donde cada marco continuo tiene las mismas cotas del marco b > a > 0.
Observaciéon 1.5. Sea p una medida signada o-finita en el espacio medible (€2,3), entonces
por el teorema de descomposicion de Hahn existen conjuntos medibles ), positivo y 2_ negativo
con respecto a p de tal suerte que Q@ = QL UQ_ y Qy NQ_ = (. Ademds por el teorema

de descomposicion de Jordan, p es la diferencia de py y p—, medidas positivas mutuamente
singulares, donde la variacion total estd dada por || = py + p_.

Asi, el espacio de funciones Ly(Q, |p|) con el producto interno indefinido:
[T+ La(S2, |pl) X La(€2, [u]) = K
dado por
[f.9] = /Qfgdu,
define un espacio de Krein simbolizado R2(2, ) con descomposicion fundamental
Ro( p) = Loy, p1y) @ Lo(Q, p ).

Note ademds que los proyectores fundamentales son PE(f) = f* = xu, f, entonces la simetria
fundamental se puede expresar en términos de la derivada de Radon-Nikodym (Ver [14] para
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nociones de teoria de la medida) j, := xa, — Xao_ de p con respecto |p| ya que J,(f) = fT—f~
Y iunf = (Xo, — xo_)f, luego J,(f) = juf donde xq, es la funcion caracteristica en Qy. Por
consiguiente note que se cumple [f,gl;, = (f, 9) Lo(@)-

De esta manera contamos con todo el arsenal para definir el operador pre-marco asociado a un
marco continuo, y por ende el operador marco.

Definicién 1.16. (Operador pre-marco) Sean (X,[-,-]) un espacio de Krein y RKa(Q, )
el espacio de Krein de la observacion anterior con simetria fundamental J,. Dado un marco
continuo {n;}.eq en K, el operador

T:R(2u —X

dado por
T(f)= /Q f@)nedu(x) para todo f € Ra(Q, 1)

es llamado el operador pre-marco asociado a {n;}.cq-

Observe que T esta bien definido, es lineal y acotado. Ademads, el operador lineal S : K — K
definido por S = TJ,7* se llama el operador marco asociado a {7;},cq, donde
(T*k)(x) = [ns, k] paratodo k€ Ky x € Q.

No es dificil probar que S es un operador autoadjunto, acotado, invertible y que para todo
k € K adopta la forma

S(k) = / s Kol ).

Similarmente como en el caso de marcos discretos en espacios de Krein podemos enunciar el
teorema de descomposicion de marcos para marcos continuos en espacios de Krein.

Teorema 1.5. [4, teor. 3.4](Teorema de Descomposicion de Marcos)
Sea S™! el inverso del operador marco asociado a {n,}.cq en el espacio de Krein X. Luego cada
k en X tiene las siguientes representaciones

k= / (S~ 0, Klmad ] (),

k= / [0, k1S~ ]| (),

donde las integrales convergen débilmente en XK.



CAPITULO 2

GRUPOS DE LIE Y REPRESENTACIONES

En este capitulo daremos algunas de las nociones basicas de los grupos y algebras de Lie
matriciales, ademés de abordar someramente algunos de los resultados mds importantes de
la teoria de representaciones y que seran usados en este texto. Los libros utilizados para la
elaboracion de este capitulo son [5], [6], [8], [9], [10] y muy especialmente B.C. Hall [3].

2.1. Grupos y acciones de grupos

Antes de entrar a definir un grupo de Lie matricial, es importante mirar algunas nociones previas,
y definir en general lo que es un grupo de Lie, asi, en términos poco precisos un grupo de Lie
es un conjunto con estructura de variedad diferenciable y de grupo, las cuales son compatibles.
Pero, ;qué es una variedad diferenciable? Una variedad diferenciable X es en forma imprecisa
un espacio topoldgico que localmente se asemeja al espacio euclideano R™ con una nocion de
diferenciacion que puede ser establecida en X. La definicién formal es como sigue:

Definicién 2.1. [6] Una variedad (o variedad diferenciable) de dimension n es un espacio
topoldgico Hausdorff X con una coleccion de pares (Uy, ¢o) donde U, (carta) es un subconjunto
abierto de X y ¢ : Uy, — R™ es tal que:

a) Cada ¢, es un homeomorfismo de U, sobre un subconjunto abierto V, de R™.
b) U, Ua =M

¢) Para todo a,f la funcion transicion ¢op = ¢g o ¢5t @ ¢o(Us NUg) — ¢s(U, N Us) es
diferenciable, en el sentido de funciones diferenciables entre subconjuntos de R™. En este
caso las cartas (Uy, ¢o) y (Ug, ¢p) se dicen compatibles.

d) La familia {(Uy, ¢a)} es mdzimal relativa a las condiciones b) y c).

De esta manera, un grupo de Lie es basicamente un conjunto dotado de una estructura de
grupo y una estructura de variedad, las cuales son compatibles, es decir, si G es una variedad
diferenciable, decimos que G es un grupo de Lie si

(a) G es un grupo.

16
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b) Las operaciones del grupo, G x G — G, (z,y) — 2y vy G — G, x + 27! son diferenciables.
( g y yy

Seran de gran interés para nosotros los grupos de Lie lineales o matriciales, por tal razén no
abordaremos demasiado los grupos de Lie en general. La siguiente definicion goza de gran
importancia en la teoria de grupos, ya que gracias a ella aparecen los muy utiles teoremas de
Sylow. Y en esta tesis juega un papel crucial pero esto s6lo lo veremos més adelante.

Definicién 2.2. Sean X wuna variedad y G un grupo de Lie con elemento identidad 1g. Una
accion a izquierda de G en X es un mapeo diferenciable o : G x X — X tal que:

i) Para todo g,h € G y todo x € X,
(g, p(h, 2)) = p(gh, z).

it) Para todo x € X,
o(lg,x) = x.

Al conjunto X se le conoce en la literatura como G-conjunto (a izquierda). Similarmente se
definen las acciones a derecha.

Observe que si ¢ es una accién a izquierda (de ahora en adelante simplemente accién) de G
en X entonces para todo g € G el mapeo ¢, : X — X definido por ¢,(z) = ¢(g,x) es
un difeomorfismo (biyeccién diferenciable con inversa diferenciable) de X, entonces G es visto
como un grupo de difeomorfismos o transformaciones de X. Por tal argumento, al grupo G se
le suele llamar grupo transformacién de X.

Definicién 2.3. Sean X una variedad, G un grupo de Lie y ¢ una accion de G en X.

i) La accion ¢ de G en X es llamada transitiva si para cualquiera dos elementos x,y € X
existe g € G de tal suerte que p(g,x) = y.

ii) Sea x € X. El conjunto
Go={9€G:p(g,x)=x}
es llamado el estabilizador de x o grupo isotrdpico en x.

iWi) La orbita de un punto x € X es el conjunto (G, x) = {p(g,x): g € G}

Dado un grupo de Lie GG y un subgrupo cerrado H de G es posible construir una variedad
diferenciable con el conjunto G/H := {gH : g € G} de todas las clases a izquierda de H en G
(para més detalles ver [5, teor. 3.58]). Asi, si G/H es una variedad diferenciable, el mapeo
VG x G/H — G/H dado por ¢(g1, goH) = g1goH es conocido como la accién natural de G
en G/H. Esta accién es evidentemente transitiva.

Es natural preguntarse por la relacién existente entre el estabilizador en un punto cualquiera, el
grupo G, la variedad diferenciable X y la accion si ésta es transitiva. Lo cierto es que, cuando
la accién es transitiva, el conjunto X puede verse como un cociente (como conjunto no como
grupo) de G con G, para un x € X fijo. Esto motiva uno de los més importantes resultados
de la teoria de acciones de grupos sobre variedades diferenciables, y de indiscutible utilidad en
este texto, la prueba puede encontrarse en [5].
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Teorema 2.1. Sea ¢ : G x X — X wuna accion transitiva de un grupo de Lie G sobre una
variedad X y sea H = G, el subgrupo isotrépico de un punto x. Entonces:

i) El subgrupo H es un subgrupo cerrado de G.
it) El mapeo natural ¢ : G/H — X dado por p(gH) = ¢(g,z) es un difeomorfismo.
i) La dimension de G/H es dim(G) — dim(H).

Definicién 2.4. Un espacio homogéneo es una variedad X con una accion transitiva de un
grupo de Lie. Equivalentemente, es una variedad de la forma G/H donde G es un grupo de Lie,
y H es un subgrupo cerrado de G.

Damos a continuacién una de las definiciones mas importantes para ésta tesis.

Definicién 2.5. Sea H un subgrupo cerrado de G, hagamos X = G/H. Una seccion en X es
un mapeo o : X — G tal que p(o(x)) = x para todo x € X donde p: G — G/H es la proyeccion
canonica definida por p(g) = gH para todo g € G.

Si bien siempre es posible encontrar secciones que sean mapas de Borel, este no es el caso si uno
insiste en secciones diferenciables (en el caso de G un grupo de Lie). Por otro lado, las secciones
localmente diferenciables siempre existen.

2.2. Grupos de Lie matriciales

Recordemos que M(n,K) denota el conjunto de matrices n X n con entradas en K = R o
K = C. Y ademds M(n, K) es un espacio vectorial sobre K de la forma habitual, isomorfo a K™,
Equipamos M(n, K) con su topologia vectorial habitual, y por lo tanto las nociones topolégicas
tales como compacidad, conexidad, entre otras, son en el sentido euclideano. El subconjunto de
matrices invertibles en M(n, K) forma un grupo bajo multiplicacién matricial, conocido como
el grupo general lineal, denotado GL(n,K). En simbolos:

GL(n,K) = {A € M(n,K) : det(A) # 0}

Asi, GL(n,K) = det ' (K\ {0}) y por lo tanto se cumple que GL(n,K) es un subconjunto abierto
de M(n,K) pues det : M(n, K) — K es continua.

Es importante anotar también que por el teorema [5, teor. 3.42], conocido en la literatura
como teorema del subgrupo cerrado o teorema de Cartan, se cumple que todo subgrupo cerrado
de un grupo de Lie G tiene estructura de subvariedad y por consiguiente es un grupo de Lie. Con
lo cual, debido a que GL(n,K) es un grupo de Lie, tenemos la siguiente importante definicién:

Definicién 2.6. Un grupo de Lie matricial es cualquier subgrupo cerrado G de GL(n,C) (Grupo
de matrices invertibles con entradas en los complejos), es decir, con la propiedad: si A,, es una
sucesion de matrices en Gy A,, converge a una matriz A, entonces A € G.

Observacion 2.1. Como la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados en un espacio
topoldgico es un conjunto cerrado, si {G;}ier es una familia de grupos de Lie matriciales,
entonces N;erG; también lo es.
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Veamos algunos de los ejemplos més importantes de grupos de Lie matriciales.

Ejemplo 2.1. [3], [6].

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

El grupo especial lineal SL(n,K) := {A € GL(n,K) : det(A) =1}, donde K =R o C.
Este es evidentemente un subgrupo de GL(n,K). En efecto, para cualquier par de matrices
A, B € SL(n,K) se cumple que det(AB™') = det(A)det(B™') = det(A)det(B)™! = 1 de
donde AB™' € SL(n,K). Ademds si {A,,} es una sucesién de matrices en SL(n,K) que
converge a una matriz A entonces por la continuidad del determinante deducimos que

det(A) =1, y por lo tanto A € SL(n,K).

El grupo ortogonal O(n) := {A € GL(n,R): AA* = I,} donde A' denota la matriz
transpuesta de A e I, la matriz identidad de orden n. Es facil ver que O(n) es un
subgrupo de GL(n,R), ademds la condicion AA" = I, implica que A~' = A’ y por lo
tanto O(n) = f~1(0), donde f : GL(n,R) — M(n,R), f(A) = A"t — A"

El grupo unitario U(n) = {A € GL(n,C): AA* = 1,}, donde A* denota la matriz
adjunta de A, esto es, A* = At. Trivialmente U(n) es un subgrupo de GL(n,C), para
ver que es cerrado basta con considerar la funcion continua A — A*A y probar que U(n)
es la imagen inversa del conjunto cerrado {I,}.

El grupo simpléctico Sp(n,R) := {Ae€ GL(n,R):A'JA=J} donde J =
( ]O _d[” ) Veamos que Sp(n,R) es un subgrupo de GL(n,R) y es cerrado. En efecto,
sean A, B € Sp(n,R) entonces (AB~')'J = (B ')!A'J = (B")'A'J = (B)'JA™! =
JBA™' y asi AB™' € Sp(n,R). Para ver que es cerrado basta considerar la funcion
continua en M(n,R), A — A'JA. Similarmente se define el grupo simpléctico sobre C.

El grupo especial ortogonal SO(n) := {A € O(n) : det(A) =1}, este es un grupo de
lie matricial porque SO(n) es evidentemente un subgrupo de GL(n,R), y cerrado ya que

SO(n) = O(n) N SL(n,R).

El grupo espectial unitario SU(n) := {A € U(n): det(A) =1}. Es un grupo de Lie
matricial ya que SU(n) = U(n) N SL(n,C)

Los grupos (R*,-), (C*,-), (SY,-) y (R™,+) son todos grupos de Lie matriciales pues

R* =R\ {0} y C*\ {0} junto con la operacion multiplicacion son isomorfos a los grupos

de Lie matriciales GL(1,R) y GL(1,C) respectivamente. Por otro lado es fdcil ver que S*

(el grupo de nimeros complejos con médulo 1) es isomorfo a U(1). Por 4ltimo el grupo

(R™, +) es isomorfo al grupo de matrices diagonales con entradas positivas en la diagonal,
et .. ()

lo cual puede ser obtenido mediante el mapeo (1,29, - ,Ty) —

0 ... e

La siguiente definicion responde la pregunta de cuando dos grupos de Lie matriciales son
isomorfos.
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Definicién 2.7. Sean G y H grupos de Lie matriciales. Un mapeo ® de G en H es llamado un
homomorfismo de grupos de Lie si se cumplen: i) ® es un homomorfismo de grupos y ii)
® es diferenciable. Si en adicion, ® es inyectivo y sobre, y el mapeo inverso ®~1 es diferenciable,
entonces decimos que ® es un tsomorfismo de grupos de Lie.

Si G y H son grupos de Lie matriciales y existe un isomorfismo de grupos de Lie de G a H,
entonces G y H son isomorfos, y escribimos G = H. Dos grupos de Lie matriciales que son
isomorfos son esencialmente el mismo grupo.

Ejemplo 2.2. El mapeo determinante det : GL(n,C) — C\ {0} es un homomorfismo entre
grupos de Lie. En efecto, det es diferenciable, y ademds det(AB) = det(A)det(B) para todo

A, B € GL(n,C), también lo es el mapeo f : R — SO(2) definido por f(t) = (;0;8 _CZZES))

2.3. Algebras de Lie

En estas instancias daremos algunas propiedades de las dlgebras de Lie y sus relaciones con los grupos
de Lie matriciales. Pero antes es importante recordar la definicion de matriz exponencial, y algunas
generalidades.

Definicién 2.8. La exponencial de una matriz X € M(n,C), denotada algunas veces como exp(X) o
eX es la serie usual,
oo
Xk
X
k=0

Definicion 2.9. La norma de Hilbert-Schmidt de una matriz n x n, X, estd dada por:

2

XTI =D iyl

j=1i=1

En virtud de la desigualdad del tridngulo y la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos como
consecuencias inmediatas:

X+ Y <[X]+ Y1,

[ XY < IX[YA-

Es muy conocido el hecho de que la serie dada en (2.1) converge uniformemente, y que el mapeo
exp : M(n,C) — M(n,C) es diferenciable. En efecto, dado R > 0, note que para todo X € M(n,C) tal

que | X < R:
>
k=0

gZ‘k!
k=0

gZH I - — =exp(R) < o0
k=0 '
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entonces por el criterio M-Weiertrass la serie converge absolutamente y uniformente en
{X € M(n,C) : | X]|| < R}, la diferenciabilidad es trivial.

Algunas de las propiedades més importantes de la matriz exponencial estan dadas en la siguiente
proposicién, cuya prueba puede encontrarse en BC. Hall [3]:

Proposicion 2.1. Sean X y Y matrices arbitrarias n X n. Entonces,
1) 2 =1,.
2) (eX) =eX".
3) Si XY =YX entonces eXtV = eXeV,
4) eX es invertible, y (X))t = e~ X.
5) elatb)X — caX obX parg todo a,b e C.

6) Si C es invertible, entonces eCXC™ = ceX o1

7) X < X,
El siguiente lema serd muy util a la hora de encontrar el algebra de Lie asociada a un grupo de Lie
matricial. Este puede encontrarse en [3].
Lema 2.1. Sea X € M(n,C), entonces
det(eX) = " X)
donde tr(X) denota la traza de la matriz X

Las pruebas de las dos proposiciones mencionadas a continuacion son detalladas en el libro B.C. Hall

[3].

Proposicién 2.2. Sea X € M(n,C), entonces e!X es una curva diferenciable en GL(n,C) y
ietX :XetX :etXX
dt
En particular,
d
It tX — X
dt|,_g

Proposicién 2.3. (Férmula del producto de Lie) Sean X,Y € M(n,C) entonces etV =

, X Y\™
lim,, oo €mem .

Definicién 2.10. Un mapeo A : R — GL(n,C) es llamado subgrupo uno-paramétrico de GL(n,C) si

1) A es diferenciable.
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2) A(0) = I,

3) A(t+s) = A(t)A(s) para todo t,s € R

Observacion 2.2. Un resultado conocido de los subgrupos uno-paramétricos de GL(n,C), afirma que
si A es un subgrupo uno-paramétrico entonces existe una unica matriz X € M(n,C) tal que A(t) = etX.
En efecto, como A es diferenciable se obtiene

At +s) — AQt) A(t)A(s) — A(t)

At) = lim = lim
s—0 S s—0 S
— im A2 s ao).
s—0

Luego tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condicién inicial A'(0) € M(n,C),
asi por el teorema de existencia y unicidad se cumple que A(t) = 'O y basta definir X := A’(0).

De esta manera, ya estamos listos para definir el dlgebra de Lie de un grupo de Lie matricial.

Definicién 2.11. Un dlgebra de Lie compleja (respectivamente real) es un espacio vectorial g sobre
C (respectivamente R) equipado con el mapeo bilineal

[]exg—g,
(X,Y) - [X,V],
comunmente conocido como corchete de Lie de X y 'Y, tal que
1) [X,Y] = [V, X]
2) [ X,[Y,Z]) = [[X.Y], Z] + [Y, [ X, Z]] (Identidad de Jacobi)

Notemos que en el caso de matrices, si G es un grupo de Lie matricial, a G le podemos asociar el
conjunto g definido por:

g = Lie(G) = {X € M(n,C) : para todo t € R, X ea}

luego, decimos que g es el dlgebra de Lie de G con el corchete Lie [,:] :gxg — g,
[A,B] = AB — BA conocido como el conmutador de matrices (Ver [10, teor. 1.1]).

Algunos de los ejemplos de dlgebras de Lie clasicas son:

Ejemplo 2.3. 1) Un espacio vectorial real (complejo) cualquiera V tiene estructura de dlgebra de
Lie respecto al corchete de Lie trivial [X,Y] =0 para todo X,Y € V.

2) El espacio vectorial de matrices M(n,K) tiene estructura de dlgebra de Lie con el conmutador
de matrices, dado por [A, Bl = AB — BA dicha dlgebra de Lie se simboliza mediante gl(n,K) =
M(n,K). En efecto, en virtud del lema 2.1 para cualquier X € M(n,K) se verifica det(e!X) =
e X £ 0. Asi podemos obtener muchos ejemplos de dlgebras de Lie de los subespacios vectoriales
de M(n,K) junto con el corchete de Lie dado por el conmutador.
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3) El dlgebra de Lie de SL(n,K) es
sl(n,K) ={X € M(n,K) : tr(X) = 0}
En efecto, X € Lie(G) si y sdlo si !X € SL(n,K) para todo t € R, y esto sucede si y solo si
det(e!™) = 1, luego por el lema 2.1, X € Lie(G) si y solamente si tr(X) = 0.
Las pruebas de los siguientes ejemplos de dlgebras de Lie son muy sencillas.
4) U(n,C) con dlgebra de Lie u(n,C) = {X € M(n,C): X* = X! = —X}.
5) O(n,C) con dlgebra de Lie o(n,C) = {X € M(n,C): X! = —X}.
6) SU(n,C) con dlgebra de Lie su(n,C) = {X € M(n,C): X* = X! = - X, tr(X) = 0}.

El siguiente mapeo provee un mecanismo util para pasar informacién de un algebra de Lie a su
respectivo grupo.

Definicion 2.12. Si G es un grupo de Lie matricial con dlgebra de Lie g, entonces
el mapeo exponencial para G es el mapeo:

exp:g — G

Observacion 2.3. El mapeo exponencial para un grupo de Lie matricial G no es necesariamente

-1 1
0 -1 ) en SL(2,C). Afirmamos que no
existe X € sl(2,C) tal que exp(X) = A. En efecto, sea X € sl(2,C) arbitraria, entonces tr(X) = 0.
Luego los eigenvalores de X satisfacen la ecuacion \* 4 det(X) = 0 de donde los eigenvalores de X
son de la forma (A\,—\) con X\ un nimero complejo diferente de cero. Por lo tanto la matriz X es
diagonalizable y en consecuencia exp(X) también lo es, pero A no es diagonalizable.

sobreyectivo, para ver esto consideremos la matriz A =

Para el siguiente teorema es importante tener en cuenta que si g y h son dlgebras de Lie de los grupos
de Lie matriciales G y H respectivamente, entonces un mapeo lineal ¢ : g — b es un homomorfismo
de algebras de Lie si preserva el conmutador, esto es, ¢([X,Y]) = [¢(X), ¢(Y)] para todo X,Y € g.

Teorema 2.2. Sean G y H grupos de Lie matriciales con dlgebras de Lie g y b respectivamente.
Suponga que ® : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces existe un unico mapeo lineal
¢ : g — b de tal suerte que:

P(eX) = #N)
para todo X € g. El mapeo ¢ tiene las siguientes propiedades adicionales:
1) Para todo X € g, A € G se tiene AXA™! € gy p(AXA™L) = ®(A)p(X)P(A)~ L.
2) o([X,Y]) = [o(X), 6(Y)] para todo X,Y € g

3) ¢(X) = % (@(etx))‘tzo, para todo X € g.
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Demostracion. Como ®(e'X) es un subgrupo uno-paramétrico de GL(n, C) por la observacién 2.2 existe
una tnica matriz Z € M(n, C) de tal suerte que ®(e!X) = €' para todo ¢t € R. Asi, es natural pensar
en definir ¢(X) = Z, y de esta manera, sélo es cuestién de mirar si las propiedades se satisfacen.
Haremos la prueba en 7 pasos.

16ro . <I>(eX) — ¢?(X) . En efecto, sabemos que ®(e!X) = e'% para todo t € R, luego por la definicén
de ¢ y en particular para t = 1, se cumple lo que queremos trivialmente.

290 . ¢(rX) = r¢(X). Note que para todo t,r € R,

etd)(rX) — q)(et(rX)) y et(r¢(X)) — (I)(et(rX))
Entonces por la unicidad de ¢(rX) deducimos que ¢(rX) = ro(X).

3T L p(X +Y) = ¢(X) 4+ ¢(Y). En efecto, por los pasos anteriores, por la formula del producto de
Lie y por ser ® un homomorfismo continuo de grupos de Lie matriciales;

JIXHY) . pB(HXHY)) g (HXHY))
t

= ol (F5)") = i (0 ()0 (e5)"

— lim (e (Tet%)m _ HOX) (YY)

De donde, e/(¢X+Y)) — td(X)+6(Y) Jyego

d

oty _ 4
dt

| e HOX) (V) s (X +Y) = ¢(X) + (V).
t=0

t=0

4to : H(AXA™L) = B(A)p(X)P(A)~L. En efecto, note primero que Ae'¥X A~ = ¢HAXA™ ¢ G vt e R
entonces AXA™! € g, ademds por los pasos anteriores y las propiedades de la matriz exponencial
dadas en la proposicién 2.1:

€t¢>(AXA—1) _ e¢(tAXA—1) (etAXA—l

= (A4 = B(A)D(N)D(A) !
= B(A)(?FN)pA)!

I
A

Por lo tanto, por la proposicién 2.2 ¢(AX A1) = &(A)p(X)P(A)~L.
5 1 ¢([X,Y]) = [¢(X), #(Y)]. Note que

(X, Y]=XY -YX = Al xy X
dt|,_o
Luego,
d
X.Y — et tXY —tX ) _ 2 tXY —tX
¢([ ’ ]) ¢ <dt t:O6 ) dt t:0¢(e ‘ )
d _ d -
= % Be(YV)@(e™) = T gy )0
t=0

y por lo tanto ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie.
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6 : p(X) = %‘ 0 ®(e!X). Es consecuencia inmediata de la proposicién 2.2.

7% . ¢ es el tinico mapeo lineal tal que ®(e!X) = e!?(X) En efecto, supongamos que Y es
otro mapeo con la misma propiedad. Entonces, e/¥(X) = e¥(tX) — &(etX) y por el paso 6,
P(X) = Gl @) = #(X).

O

El teorema anterior nos dice que dados dos grupos de Lie matriciales G y H, y un homomorfismo
® : G — H entonces existe un homomorfismo entre sus respectivas dlgebras de Lie ¢ : g — b tal que
<I>(eX ) = e?X) para todo X € g, la pregunta natural es si el converso también es cierto, pero esto no
necesariamente es asi. El teorema siguiente da una condicién para resolver esta pregunta.

Teorema 2.3. Sean G y H grupos de Lie matriciales con dlgebras de Lie g y b respectivamente y sea
¢ : g — b un homomorfismo de dlgebras de Lie. Si G es simplemente conexo entonces existe un dnico
homomorfismo de grupos de Lie ® : G — H tal que ®(eX) = e?X) para todo X € g.

El siguiente corolario da una nueva forma de encontrar el dlgebra de Lie asociada a un grupo de Lie
matricial. Su prueba puede ser revisada en el libro C. Hall [3].

Corolario 2.1. Sea G C GL(n,C) un grupo de Lie matricial, con dlgebra de Lie g. Entonces una
matriz X estd en g si y solo si existe una curva diferenciable v en M(n,C) de tal suerte que 1) ~(t)
estd en G para todo t; 2) v(0) = I,; 3) % Y(t)]—g = X.

2.4. Representaciones

En esta seccién y en la que sigue, los espacios V, V1 y Vo denotaran espacios vectoriales normados de
dimensién finita, y B(V) el grupo de mapeos lineales y continuos de V en V, asi como GL(V) sera el
grupo de mapeos invertibles en B(V).

Definicion 2.13. Una representacion de un grupo de Lie matricial G sobreV es un mapeo
II: G — GL(V),
g~ 1(g),
tal que
i) (g192) = (g1)(g2) y (1g) = Id para todo ¢1,g2 € G.

it) Para todo x € V, el mapeo

G—Y,
g — (g)z

es un mapeo continuo de G en V.

Escribiremos (I1,V) para denotar una representacion de G sobre 'V, el grado de una representacion es
la dimension del espacio vectorial donde actia.

Usualmente la condicidn ii) se conoce como continuidad fuerte.
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Definicién 2.14. Sea (I1,V) una representacion de G. Un subespacio U de 'V se dice Il-invariante si
II(g)(U) C U para todo g € G.

Toda representacién tiene por lo menos dos subespacios Il-invariantes: {0} y V.

Definicién 2.15. Una representacion (II,V) de G se dice irreducible si los unicos subespacios
cerrados Il-invariantes de 'V son {0} y V.

Como dato curioso, la importancia de las representaciones irreducibles en la fisica, radica en que éstas
son asociadas a las particulas elementales.

Definicién 2.16. Dos representaciones II1 : G — GL(Vy) y IIa : G — GL(V2) se dicen equivalentes

(denotado por 11y = Tly) si existe un mapeo lineal, continuo e invertible T : Vi — Vo tal que
Il = THlTil.

Definicién 2.17. Una representacion de grado n, de un dlgebra de Lie matricial g (real o compleja)
es un homomorfismo de dlgebras de Lie II : g — gl(n,C).

La definicion de representacion irreducible entre dlgebras de Lie es similar a la de representacion
wrreducible entre grupos de Lie.

La importancia de ésta definicion radica en que toda representacion de un grupo de Lie matricial
determina una representacion de su dlgebra de Lie asociada via diferenciacion.

Proposicién 2.4. Sea Il : G — GL(n,C) una representacion diferenciable de un grupo de Lie matricial
G. Entonces la derivada de 11 en la identidad de G es una representacion de la correspondiente dlgebra
de Lie real, g:

Dr:g— gl(n,C)

Demostracion. Es facil probar que Dy es R-lineal pues la derivada por definicién es un mapeo lineal.
De este modo, s6lo debemos probar que Dy preserva el corchete de Lie. En efecto, sean X,Y € g, por
corolario 2.1, existen curvas parametrizadas C'x, Cy : (—¢,€) — G de tal suerte que Cx(0) = Cy (0) = I

y Cx(0) = X, Cy(0) = Y. Ademas note que: [X,Y] = 4 (Cx()YCx(t)™) Luego,
d
: = —(C Cx ()™
Du(xy) = ou( g Cxtovexon™) )
d

_ aDH (Cx)YCx(t)™)],_,-

Donde la segunda igualdad es valida por ser Dy un mapeo lineal diferenciable. Fijemos ahora t y sea
B = Cx(t). Entonces

s

Du(BYB™Y) = Dp(BCy(0)B™Y) = Dy (CZ (BCY(S)BA) S_0>
= Loy = LBy e




2.5. REPRESENTACIONES UNITARIAS EN ESPACIOS DE HILBERT 27

— I(B)S- I(Cy(s)|  T(B)" = I(B)Du(Y)I(B) .

s=0

Luego,

Du(IX.Y]) = GICxODRMNEx) 7]
= Dp(Cx(0))Du(Y)I(Cx(0))~" = I(Cx (0)) Du(Y) D (Cx (0))
= Dn(X)Dn(Y) — Du(Y)Dn(X)

= [Dn(X), Du(Y)].

0

Observacién 2.4. Dada una representacion I1 : G — GL(n,C) de un grupo de Lie matricial G con
su correspondiente representacion de dlgebra de Lie Dy : g — gl(n,C) entonces el siguiente diagrama
conmuta:

¢ L GL»,C)

exp T T exp

g 2% gi(n,C)

En efecto, por el teorema de existencia y unicidad, el mapeo C : R — GL(n,C) deﬁm'do por
C(t) = exp(tM) para cualquier M € M(n,C), es el inico homomorfismo con la propiedad C(0) = M.
Asi para X € M(n,C) arbitrario, si consideramos el mapeo b : R — GL(n,C) definido por

b(t) = II(exp(tX)). Entonces b es un homomorfismo de grupos diferenciable y satisface b(0) = D (X).
Luego b(t) = exp(tDr(X)) para todo t € R, en particular para t =1 se cumple lo buscado.

2.5. Representaciones unitarias en espacios de Hilbert

Definicién 2.18. (Representacién unitaria en un espacio de Hilbert). Sean (H,(-,-)) un
espacio de Hilbert (posiblemente de dimension finita) y G C GL(n,C) un grupo de Lie matricial.
Se dice que II : G — GL(H) es una representacion unitaria de G en H si II(g) es unitaria
para todo g € G, esto es (II(g)h1,II(g)he) = (h1,h) para todo hi,hy € H o equivalentemente
II(g)(g) = I,, = II(g)M11(g), donde T1(g)* denota el adjunto de I1(g) en (3, (-,-)).

Ejemplo 2.4. Considere el grupo de Heisenberg definido por

1 a b
H= 0 1 ¢ ):a,bceR
0 01

Ahora, tomemos un niumero real no cero, el cual por convencion historica denotaremos por h. Asi para
cada h € R\ {0} definimos el operador II;, en L*(R,dx), el espacio de funciones cuadrado integrables
sobre R con medida de Lebesgue dx, por:

1 b
I, | 0 c | f=eMeiherfip —q)
0 1

o = 2
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Afirmamos que 1l es un operador unitario.

En efecto, esto es evidente en virtud de que |le™ e f(x — a)|| 2R ar) = [ f1l22(R,dz) Pues la medida
de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. Ademds para ver que el mapeo A — II(A) es un
homomorfismo notemos que:

1 a b 1 a b S
I | 0 1 ¢ |IIzy| O 1 ¢ |f = e_mbemcg”e_mbemc(z_“)f(ac —a—a)
0 0 1 0 0 1

e—m(z}+b+ca)eih(é+c)xf(x —(a+a))

1 a+a b+b+ac
= II| 0 1 c+c f

0 0 1

1 a b 1 a b
= I, 0 1 ¢ 01 ¢ |f

00 1 0 0 1

Lo cual prueba que 11 es un homomorfismo, ademds Iy es fuertemente continuo. Por lo tanto es una
representacion unitaria del grupo de Heisenberyg.

Ejemplo 2.5. Sea H = M(n,C). Note que H es un espacio de Hilbert con el producto interno definido
positivo siguiente:
(A, B) = tr(AB™).

Luego una representacion unitaria A del grupo unitario U(n) sobre H estd dada por
A(g, X) = Ay(X) = gXg™!

La representacion A es conocida en la literatura como la representacion adjunta de U(n). Para ver
esto, basta con probar que

(Ag(X), 4y(Y)) = (X,Y)
para todo X, Y € H. Esto es claro, pues

(Ag(X), Ay(Y)) = (gXg ', gYg ') =tr(9Xg '(gYg™")")
= tr(gXg g7V g") =tr (9XY*g")
tr (gXY*g_l) =tr(XY™)
= (X,Y).

Las siguientes proposiciones seran muy utiles para probar en el capitulo 3 que estamos trabajando con
representaciones irreducibles. Las demostraciones se pueden encontrar en [3].

~

Proposicion 2.5. Sean g un dlgebra de Lie matricial real y gc su complexificacion, esto es, go =
g +ig C M(n,C). Entonces toda representacion compleja finita-dimensional w de g tiene una unica
extension a una representacion C-lineal de gc también denotada w. Ademds, w es irreducible como una
representacion de gc st y solamente si, es irreducible como una representacion de g.

Proposicién 2.6. Supongamos que (I1,'V) es una representacion del grupo de Lie matricial G. Ademds,
suponga que la correspondiente representacion de dlgebras de Lie Dy : g — gl(V) es irreducible,
entonces 11 es irreducible.



CAPITULO 3

ESTADOS COHERENTES DE SU(1,1)

Desarrollamos en éste capitulo las nociones de representaciones unitarias en espacios de Krein,
y acunamos de forma natural la definicion de estados coherentes generalizados de Perelomov
sobre espacios de Krein, estudiamos ademas, algunas generalidades del grupo de Lie matricial

SU(1,1).

En primera instancia nos concentramos en el estudio del algebra de Lie su(1,1), encontrando
una base adecuada; pues ésta nos permitira probar la irreducibilidad de nuestra representacion.
Desarrollamos estados coherentes para SU(1, 1) en un espacio de Krein concreto, y al final del
dia probamos que éstos definen un marco continuo de dicho espacio de Krein.

3.1. Representaciones unitarias en espacios de Krein

Para obtener los resultados del presente trabajo, desarrollamos las nociones de representaciones
unitarias en Espacios de Krein.

Definicién 3.1. (Representacion unitaria en un espacio de Krein). Sean (K,[-,-]) un
espacio de Krein con simetria fundamental J, y G C GL(n,C) un grupo de Lie matricial. Se dice
que I1: G — GL(K) es una representacion unitaria de G en IC si II(g)l(g)* = I, = I1(g)*I(¢g)
para todo g € G. Equivalentemente, 11 : G — GL(K) es una representacion unitaria de G en K
si (g) JTL(g)) = J = II(g)" JTL(g) pues 1(g)* = JII(g)J.

Definicién 3.2. Sean (K,[-,-]) un espacio de Krein con simetria fundamental J, y G C
GL(n,C) un grupo de Lie matricial. Se dice que 11 : G — GL(K) es una representacion J-
unitaria de G en IC si [11(g)k1,11(g)ke] s = [k1, k2]s para todo g € G.

3.2. Estados coherentes generalizados de Perelomov

En este apartado describimos un escenario general para la teoria de estados coherentes en un
grupo de Lie arbitrario, desde el punto de vista de Perelomov.

29
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La caracteristica principal de la generalizacion propuesta por Perelomov para los estados
coherentes es que puede ser aplicado para cualquier grupo de Lie permitiendo parametrizar
estos estados por puntos de espacios homogéneos donde el grupo actia.

Consideremos para todo k& € X el funcional lineal 7, : B(K) — C, (A =
[k, Ak] para todo A € B(X), donde X es un espacio de Krein. Entonces observe que dos
vectores ki, ks en K definen el mismo funcional, esto es, 7, = Ty, si éstos difieren por un factor
fase, es decir, k; = €k, para algin 6 € R.

Sea (IT,X) una representacién irreducible unitaria del grupo de Lie G, como dos elementos
del grupo G quiza correspondan al mismo funcional, no es posible parametrizar éstos con
exclusivamente los elementos del grupo. Asi, vale notar primero que por las lineas de arriba,
dos vectores I1(g1)1o v I1(g2)1o en el espacio de Krein K, corresponden al mismo funcional si
y sélo si I1(g1)1e = €I1(gy)1bo y esto ocurre si y sélo si I1(gy *g1)vo = €4y, de esta manera,
definimos un subgrupo Go de G mediante:

Gy = {g € G:1l(g)yy = 9, 0(g) € ]R} ,
lo cual motiva la definicién de sistema de estados coherentes generalizados.

Definicién 3.3. (Sistema de estados coherentes generalizados de Perelomov) Sea
(I1, X) una representacion irreducible unitaria de un grupo de Lie arbitrario G que actia sobre
el espacio de Krein XK. Si fijamos un vector 1y € KX\ {0} y consideramos el subgrupo de G,

Go = {g € G : TI(g)thy = "Wy, 0(g) € R},

definimos un sistema de estados coherentes generalizados como el conjunto de vectores
{Il(o(2))Y0}rec/c, en K, donde o : G/Gy — es una seccion Borel medible.

3.3. El grupo SU(1,1)

Consideremos el producto interno indefinido sobre X = C2, ((-,-)) : X x X — C dado por
(00)) = i gy donde = | 71 |y = [ %] € 5. Luego (5 = € () o5
2 2

espacio de Krein con decomposicién fundamental K = K+ @ K, donde

- {([3]ree). - {[1] 2ec)

1 0

y simetria fundamental asociada J = 0 —1 ), ademds ((x,y)) = (z, Jy)cz, aqui (-, -)c2

denota el producto interno usual en C2.

De esta manera, hemos llegado a la parte mas importante de ésta tesis, el subgrupo de matrices
2 x 2 pseudo-unitarias y con determinante igual a 1, SU(1, 1), donde prestaremos especial interés
a su algebra de Lie asociada su(1,1) y en el cual la condicién de pseudo-unitariedad no es mas
que la unitariedad en el espacio de Krein (C?, {{-,-)})).
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Definicién 3.4. El grupo de matrices 2 X 2 pseudo-unitarias y con determinante igual a 1 sobre
los complejos estd dado por

SU(1,1) = {U e GL(2,C): ((U:U Uy))ez = ((z,y))c2, Yo,y € C*, det(U) = 1}
= {UeM2,C):U'U=1,=UU* det(U) =1}
{U € M(2,C) : U[*UU J=UJUY det(U) =1}

{( )EMQ(C a,ﬁé@,aa—ﬁﬁzl}.

Observe que desde la misma definicién del grupo de Lie matricial SU(1, 1), para corroborar que
una matriz es un elemento de éste, mas especificamente, para ver que es pseudo-unitaria, estamos
considerando el producto interno indefinido sobre C? dado anteriormente, con cierto operador
autoadjunto J* = J e idempotente J* = I,, que hace las veces de una simetria fundamental,
entonces es natural pensar en los estados coherentes de este grupo sobre espacios de Krein con
una simetria fundamental en este sentido.

Comentario 3.1. Para visualizar la importancia de los resultados que obtendremos en ésta
tesis, basta revisar la literatura, por ejemplo, en el libro: Coherent States and Applications in
Mathematical Physics [2], se prueba que cualquier representacion unitaria (I1,H) de SU(1,1)
sobre un espacio de Hilbert de dimension finita, H, es trivial, esto es, 11(g) = Iy para todo
g € SU(1,1), donde Iy es la identidad en H.

Comenzamos el estudio del grupo de Lie matricial SU(1, 1), encontrando generadores de su
algebra de Lie asociada su(1, 1), para lo cual emplearemos el corolario 2.1, esto es, encontraremos

matrices Yp, Y1 y Y5 tales que su(1, 1) = gen{Yp, Y1, Y2} pues dimg(su(1,1)) = dim(SU(1,1)) =
3. Obtenemos asi la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Se cumple

su(l,l)zgen{<é _()Z)((l) (1))(—02 (Z)>}

Demostracion. Aplicamos el corolario 2.1 para obtener generadores del dlgebra de Lie su(1, 1)

Asi, al definir las funciones diferenciables:

do : R — SU(l, 1), g : R — SU(l, 1), gs R — SU(l, 1),
e 0 cosh(t) sinh(t) cosh(t)  isinh(t)
b ( 0 e ) ’ b= ( sinh(¢) cosh(t) /)’ b= —isinh(¢) cosh(t) )’

se cumple trivialmente que g;(0) = e para todo j € {0,1,2} y ademas:

96(0):(6 _02), g’l(O):((l) (1)), 9;(0):(_02- (Z))
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Hagamos,
0 01 0 1

Entonces su(1,1) = gen{Yp, Y1, Ya}.
U

De este modo, no es dificil probar que su(1,1) = {X € gl(2,C) : X* + X =0, tr(X) = 0} donde
X* = JXMJ es el adjunto de X en el espacio de Krein (C2, ({-,-))).

Observacion 3.1. Si consideramos otro de los grupos mds importantes en la mecdnica cudntica,
el grupo de matrices 2 x 2, unitarias y unimodulares SU(2), definido por

SU2) = {Ue M2,C): UMU =1, =UUY, det(U) = 1}
= {U € GL(2,C) : (Ux, Uy)c2 = {x,y)c2, Vo, y € C? det(U) = 1}

_ {( b g)eM(Z,(C):a,Be(C, aa+56:1},

donde ésta ultima igualdad se obtiene facilmente del hecho de que toda matriz U € SU(2)
satisface UM = U~1 y tiene determinante 1. Note ademds que esta forma de escribir las
matrices en SU(2) nos da naturalmente un homeomorfismo entre SU(2) y la esfera unitaria
S en R, por lo que, el grupo SU(2) visto como grupo topoldgico es compacto y simplemente
conezxo. Propiedades topoldgicas bonitas en comparacion con SU(1,1), el cudl no es compacto
ni simplemente conexo, pero si localmente compacto.

Repitiendo el razonamiento anterior, y haciendo uso nuevamente del corolario 2.1, podemos
encontrar generadores del dlgebra de Lie su(2). Luego,

su(Q):gen{(é _OZ~>=(—O1 (1))(? é>}
onz(é _OZ) Xl‘:(—ol (1)) XQ::(? 6>

y en términos mds precisos su(2) = {X € gl(2,C) : XH4+ X =0, tr(X) = 0} _

con

Definimos de este modo, las matrices:

, : -1 0
HZ:ZXOZZYE):(O 1),

1 4 1 . 0 0
E:_i(X1+ZX2):§(Y1+ZY2):(1 0)7
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1 , 1 . 01
F::§(X1—2X2):§(Y1—@Y2):(O O)’

las cuales son una base pam el dalgebra de Lie sl(2,C). Note que éstas satisfacen las siguientes
reglas de conmutacion: [H, E| = 2F, [H, F)| y [E,F| = H. En efecto,

E
00\ (-10
1 o)< 0 1>:2E

« [H,E|= HE — EH = ( )( 8;(
e (2 0) (0 5) (0 1) (1) -
[EF]ZEF—FE:((l)g)(gé)—(Sé)((ig):H

Ademds, dejando correr el lapiz, es facil probar que para todo i = 0,1,2., se cumple XZ»[*] =-X;
Yy JYZ-[*]J = =Y, donde J es la matriz definida arriba.

Recordemos del capitulo anterior que la exponencial de una matriz n x n, X, estd dada por la
serie -
k
g X
k!
k=0
Calculemos las exponenciales de las matrices tYy, tY;, tH, tE y tF con t € R, las cuales seran
de gran utilidad mds adelante a la hora de definir nuestra representacién unitaria de SU(1, 1).

Yo =t" (i 0\
k! _ZH 0 —i
k=0 k=0

- %5 ( i <—O¢>k)

k=0

° etYO —

WE

0 k
v (V) St 01
e = > il _ZH 10

_ g(i)!G ?)*g;(gftll)'(? (1’)
_ cosh(t)((l) ?)stmh(t)((lJ é)

= (ol )
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0o o'} k
o _ N )P 0
°e = Z X _Z_! ~1 0
0
1

k
k=0 k=0
R A G VA
B L 0 1
k=0
[e’s) k
- ( om0 k)
oot
0 k=0 &I
(et 0
- 0 €
tE - (tE)k_ t2 2 tS 3
oc? = > = b tE B B
k=0
10 00 00
= (0 1)+(t 0)+(0 0)+"'
(10
“
F)*

2o s
=Lt F R g F

K

0 0 ¢ 0 0
1)*(0 0)*(0 0)*"'
'

1

Observacién 3.2. Como el dlgebra de Lie del grupo especial unitario de matrices 2 X 2 con
entradas en los complejos, es el conjunto sl(2,C) = {X € M(2,C) : tr(X) = 0}, un resultado
muy conocido en la teoria del grupo de lie matricial SU(1, 1) es que sl(2,C) es la complezificacion
de su(1,1), deducimos que estudiar las representaciones irreducibles de sl(2,C) es una forma de
estudiar las representaciones irreducibles de su(1,1). Afirmamos que si C € sl(2,C) entonces
existen unicos A, B € su(1,1) de tal suerte que C' = A+ iB. En efecto, analicemos primero la
existencia. Sea C € sl(2,C). Definimos A = 5(C—C*), B = 5{(C+C*) donde C* es el adjunto
de C en el espacio de Krein (C?,{(-,-))). Asi, es claro que A+ iB = C pues

1 i 1 1
A+iB=5(C—C) +z’(7Z(O+C*)) =5(C-C)+5(C+0)=C.
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Afirmamos que A, B pertenecen a su(1,1). En efecto, note que
1

A= S(C=C) = 5(C" = C) = —5(C =) = A

y ademds tr(A) = (tr(C) — tr(C*)) = 0. Similarmente
B* = %(C+ ") = %(C+ C*)=-B
y tr(B) = 0. Por lo tanto A, B € su(1,1).

Para comprobar la unicidad, sean Ay, Ay, By, By € su(1,1) tales que

A1+231:A2+ZBQIC

Entonces Ay —Ay = i(Ba—By) y como Ay — Ay € su(1,1) se cumple que (A1 —As)* = — (A1 —As)

pero por otro lado

(A — Ay)* = —i(By— By)* = i(By — By) = A, — A,

Por lo tanto Ay — Ay =0 y By — By =0 y terminamos la prueba.

Proposicién 3.2. Toda matriz g € SU(1,1) se descompone como

g = e’ 0 cosh(t)  sinh(t) et 0 _ O1Y0 1 02Y0
0 e sinh(t) cosh(t) 0 e i ’

dondet >0, 6, € R, 0, € R.

Los niumeros t,01 y 05 son llamados dngulos de Euler para la matriz g.

Demostracion. Sea g € SU(1, 1) entonces existen a, f € C de tal suerte que g = <
|a|? — | B]?=1. Sean a = 1€ y B = /12 — 1e" con r > 1. Entonces

a B\ re's V2 — 1e"
a ) \Vr2—1le™ re=i
r V12 — 1ei0+4) ) ( e 0 )

- ( 2 — 1e—i(9+Q) r 0 e %

Entonces haciendo r = cosh(t), t > 0 obtenemos:

B e300 0 cosh(t) sinh(t) e2 (=9
g = 0 e~ 3 (9+0) sinh(t) cosh(?) 0

—  e3IHOY0,tY1 3(C=0)Yo

691Y0 etYl 692YQ7

donde 0y := (04 () y b2 := 5(C — ).

e50+0 r 21 e3(¢=)
0 e~ 3(0+0) r2—1 T 0

0
6_%(4-_19)
0

)

)

=™IL
Q™

IE
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Observacion 3.3. De manera andloga toda matriz g € SU(2) se descompone como

(€% 0 cos(t)  sin(t) e 0
9=\ 0 e —sin(t) cos(t) 0 e i
donde 0 <t < 7,0, €R, 0 € R.
—f

Note que podemos escribir o y 3 como o = re® y B = /1 —1r2e" con r € [0,1]. Luego se
satisface:

En efecto, sea g € SU(2) entonces ezisten «, 5 € C tal que g = ( e g ) ylalP+|8P=1.

Entonces haciendo r = cos(t), t € [0, %] obtenemos:

B 240 0 cos(t)  sin(t) e2(¢=?) 0
g = 0 e z(9+0) —sin(t) cos(t) 0 e3¢0 )-

Por lo tanto, con 6, = <2 y Oy = % se termina la prueba.

La siguiente definiciéon goza de una importancia enorme dentro de ésta tesis.

Definicién 3.5. Sea V* el espacio de polinomios homogéneos de dos variables, con coeficientes
complejos y de grado s € Ny, es decir,

V= gen{fi(z1,2) =¥ k=0,1,-- s}
Como {f(21,2) = 2¥25 % 1k =0,1,--- , s} es una base para V* se cumple que dim(V*) = s+1.

Al ser SU(1,1) un grupo de Lie de matrices 2 X 2 con entradas en los complejos, es natural
pensar que actia sobre el espacio vectorial Cy = {(z1,22) : 21,20 € C}. Tipicamente dicha
accion (a derecha) simbolizada e : Cy x SU(1,1) — Cy de SU(1, 1) sobre C, estd dada por

o(2,9) =z0g=2z9=(az + cz9,bz1 + dzo)

para todo z = (21,22) € Co y g = ( (2 Z) € SU(1,1). Dejando mover el lapiz, es facil
comprobar que e satisface las condiciones para ser una accion, esto es, z(g192) = (291)g2 ¥
21sy(1,1) = 2 para todo g, g2 € SU(1,1) y z € Cs. Note que ésta accién puede transferirse a
espacios de funciones adecuados. Es decir, si V es un espacio vectorial complejo de funciones
en Cy con la propiedad de que si f € V entonces la funcién z — f(zg) también estd en V
para todo g € SU(1, 1) entonces es posible definir una representacién II de SU(1, 1) sobre V por

(I(g) f)(2) = f(zg).
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Proposiciéon 3.3. Sea V* el espacio de polinomios homogéneos de grado s definido
anteriormente. Entonces una representacion diferenciable 11, : SU(1,1) — GL(V?) estd definida
por

(ILs(9) f)(2) = f(29).

Demostracion. Para ver que Il estd bien definida, note que si f € V* entonces (Il5(g)f) € V*
pues la accién e es una transformacién lineal homogénea de las variables z; y z5. Veamos ahora
que II; es un homomorfismo de grupos de Lie, es claro que Il es diferenciable porque los
elementos de la matriz I1;(g) con respecto a la base candnica de V*, {ff(z1,22) : k=0,---,s},
son polinomios en la matriz con elementos a, b, cy d de g € SU(1,1). Ademas, si g1, go € SU(1,1)
y z € Cy lo que debemos probar es I1;(g1g2) = [1(g1) o II5(g2). En efecto, por ser e una accién
a derecha, se cumple:

(Is(g192) f)(2) = f(2(9192))
= f((291)92)
= (Is(g2)f)(zg1)
= ((ILs(g1) 0 Is(g2)) f)(2)-

y trivialmente (IL(1su,1))f)(2) = f(2lsua,y) = f(2) = (Idf)(2).

Por lo tanto Il es una representacion del grupo de Lie matricial SU(1,1) sobre el espacio
vectorial V. m

Observacion 3.4. Las siguientes calculaciones seran de gran importancia mas adelante, por lo
cual, no hay que perder detalle alguno en las cuentas.

0Yy rs s ei@ O
‘Hs(e Ofk)(zlaz2) = fz ((21722)( 0 et >)
fi(z1€”, z0e7")
(Zlew)k(zéefw)sfk

ez@(?k‘—s)zlfzg—k

(e £3) (21, 29)

Y1 ps _ s cosh(t) sinh(t)
o (e f) () = f; ((21’22) ( sz’nh(t; coshEt) ))
= fi(z1cosh(t) + zasinh(t), z1 sinh(t)zacosh(t))
(z1cosh(t) + zysinh(t))®

S

-y (Z) cosh® (£)sinhs ™ (£) £ (21, 2)

k=0

Observacion 3.5. De hecho el mapeo 11, se puede definir en grupos de Lie matriciales tales
como SL(2,C), e incluso en GL(2,C) y cémo es facil ver, sigue siendo un homomorfismo



38 3.3. EL GRUPO SU(L,1)

diferenciable. En particular,

e = (1((§ %)) G = (DR

Ahora bien, al ser su(1,1) la complexificacion de sl(2,C) estudiar la forma en la que actian
sobre V* los operadores valuados en la base de si(2,C), y respecto a la representaciéon derivada
de II;, sera de gran ayuda para encontrar un producto interno indefinido en V*. De esta manera,
recordemos que para X € sl(2,C) la representacién diferencial estda dada por

d

Dy, (X) = T

) IT,(exp(tX)),

y como H, E y F forman una base de sl(2,C) para encontrar dicha representacion diferencial
basta calcular Dy, (H), D, (F) y D, (F).

Proposicién 3.4. Sea f € V* entonces,

(Du () z) = —agh sl
(Du(E)) o1z = 25t
(Du,(F)f)(z1,2) = j_f
Demostracién. En efecto,
(Du (1)) = | TLesp(tH) S, 2

= (9 (5 2))

= — fle 2, et 2)

(D, (E)f)(21,22) = | Ils(exp(tE))[f (21, 22)
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(D, (F) f)(21, 22)

Observacién 3.6. Aplicando éstos operadores a la base de V*, {fi(z1,22) :

donde fi(z1,2) = 2¥257%, obtenemos:

(D, (H) f3i) (21, 22)

Luego Dy, (H)f: = (s — 2k) f;.

(D, (E) fi)(21, 22)

Entonces Du,(E)ff = kfi_,.

(D, (F) f7) (21, 22)

Luego D, (F)fi = (s — k) fiiq-

(5 — k)il ht =

s (exp(tF)) f (21, 22)

)

d 1 ¢

f(z1,t21 + 29)
t=0

af

1=
822

ofs ofs
-2 (9];]; + zga—J;’;
— 2 (B8 2R 4 2p(s — k) 2y !
—k2N TR 4 (s — E)abash
(5 — 2k)2hz5F
(s — 2k) fi(z1, 22).
— 22?9?; = 2o(k2i "t 2sH)
= kMM = kfe (21, 2).

= z((s — k)zrz ™)

(s = k) fiy1 (21, 22).

Comentario 3.2. Recordemos que por la observacion 3.5

(Jofi) (21, 22) = (I (J) f{) (21, 22) = (1) ) (21, 22),

entonces queremos encontrar un producto interno definido positivo (-,-) : V* x V* — C de tal

suerte que {vi(21,22) 1 k=0,---,5} sea una base ortonormal, esto es, (vi,v5) = 0;; donde
vi(z1, 22) 1= % y 0;; es la delta de Kronecker. Pues en este caso note que:
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(Jo(vp),v5) = (1) "0}, 05) = (=1)°"" (v}, v5)
= (=165 = (=1)"7di; = (vf, (=1)°7v5)
= <U;‘97 Js(vjs‘»a

entonces Jv) = Js y ademds J? = Id. Por lo tanto en virtud del teorema 1.2, si definimos
((-,)) = (-, Js(+)) entonces (K*:=V* ((-,-))) define un espacio de Krein con simetria
fundamental Js y por consiguiente el Js-producto interno satisface:

(N = (L)) = GIO) = ().

Pero ademds, recuerde que buscamos hacer que Il defina una representacion irreducible unitaria
de SU(1,1) sobre el espacio de Krein (X*,((-,-))) donde el producto interno indefinido {(-,-))
convierte a dicha representacion en unitaria, en el sentido de los espacios de Krein. La prequnta,
scomo encontrar tal producto interno indefinido, que sea compatible con la definicion del grupo
de Lie matricial SU(1,1), esto es, que sea Ilg-invariante? por las lineas de arriba nuestra
respuesta estd en encontrar ||fi(z1,z2)|, y luego definir (f,q) = > 7_o I fi(z1, 22)||?axby para
todo [ =0 _qarfi(z1,22) y g = 1_obifi(z1,22). Pero jcomo calcular ||f5(z1, z2)|| 7.

Proposicién 3.5. Sea fi(z1,22) = 2F257% € V* y supongamos ademds que Dy, (E)* = Dy (F).

Entonces, si ||z5]] := N # 0 se cumple que

-1
k!'(s —k)!
e = () v =B

para todo k= 0,1,--- ,s.
Demostracion. Haremos induccién sobre k, en efecto, note que en el caso base (k = 0) se cumple

trivialmente, pues ||z5]|? := N? por definicién. Supongamos que la afirmacién es cierta para k,
esto es,

s KI(5—K)!
5 k||2 — ( N2

BE .

Veamos que se cumple para k + 1, en efecto:

(D, (F) fi) (21, 2)|| =

(s — k;)zf“z;_(kH) H

2
Entonces, ( Dy, (F)z8z37%, Dy, (F)2Fz57*) = (s — k)2 St s (i)

Y por otro lado como Dy, (E) = Dy, (F) tenemos:

(D, (F)zt 25, Du, (F)zfz5 %) = (2257F, D, (F)¥ Dy, (F)2f257")
k
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= (e (s — WD (B)eb a5
(24257 (s — k) (k+ 1)z} 25~ k>
= (s—k)( kz—l—l <zfz§ koS k>
k' (s —k)!
= (s—k)(k+ 1)¥N2.
s!
De esta manera, por éstas igualdades, obtenemos para k + 1:
Hzfﬂzg—(/ﬁH)HZ _ (k+1)k! (s — k)!NQ
(s —k)s!
_ (k+1)! (s—k—l)!N2
s!
s \ !
= N?
<k + 1> ’
lo que concluye la prueba. O

Cabe resaltar que la intencién de la anterior proposicion fue mostrar nuestra manera de pensar,
pues pudimos asignarle casi de manera méagica el valor a la norma de f;; atendiendo las
cuentas anteriores sin escribirlas aqui, es decir, ensenar de golpe el producto interno definido
positivo que funciona. Note asi que por el comentario 3.2 y la proposicion 3.5 podemos definir

un producto interno sobre V¢ mediante

<<Z akf;f(zhzz)azbsz(zh22)>> =N (Z) (=1)° " azby,

k=0 k=0

y obtenemos asi la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. El conjunto de monomios {v,‘z =N~ (Z) (z1,22) 0 k=0,---
) y Dn

base ortonormal en el espacio de Hilbert (K%, ({-,-)). (E)[*] = Dy (F).

Demostracion. En efecto, observe que

(W3, vy, = <<N—1®5ﬁs(zl,22>,zv—1(j>5ﬁs(zl,22)>>
- ) sii=j S

0 siij

—
<
/N
2~

)
—~
S »
~—
—
~~
=, 0
~—
N
~—~
=
~—
[N

—

y se sigue la proposicién pues la prueba de Dy (E)* = Dy (F) es trivial.

,s} es una
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Proposicién 3.7. La representacion 1y de SU(1,1) definida en la proposicion 3.3 es una
representacion unitaria en el espacio de Krein (K* ((-,-))) .

Demostracion. Note que por el comentario 3.2 el espacio con producto interno indefinido
(K* :=V* ({-,))) define un espacio de Krein de dimensién s + 1. Ahora bien, como el espacio
C? de los vectores columnas con entradas complejas es el dual del espacio C, podemos definir

para cada x = [ il } € C? el polinomio ¢3(z1, 22) en K* por
2

s = (| 2 ])

(21, 22) = (2121 + 2222)°

s
S

k,_.s—k_k_s—k

= E <k>l’11’2 212y .

k=0

Luego,

Entonces para todo g € SU(1,1), z = (21, 22) € Cy y & € C? cualquiera, se cumple:

(Ms(9)2)(2) = ¢i(zg) = ((29)7)" = (2(97))" = @5, (2)- (3.1)

Ademas para todo g € SU(1,1) y todo = = [ il } LY = [ 51 } € C? tenemos por la definicién
2 2
3.4:
({92, 9y))c2 = ({z,9))c2.

Por otro lado,

(pa(2),ea(2))) = <<Z (k)x'wkk (j)ygy;—lzgzg—l>>
() () e

-2 (1) () (e

= N i (Z) (€191)" (—aye)"™

k=0
= N*(Z1y1 — Tay)°
= N?(((z,9))c2)" .

Luego por la ecuacién (3.1),

((s(9)w2)(2), (Hs(g)py)(2))) = ({@ia(2),05,(2)))
= N*({{gz, 9y))c2)°
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= N*({{z,9)c2)’
= ((a(2), 05 (2)))-

De esta manera, si probamos que el conjunto W = {p%(z) : x € C?} tiene una base para el
espacio vectorial X* terminamos. En efecto, para tal objetivo consideremos las raices s-ésima

. k
de la unidad, ( = e%, entonces con w = { Cl } yr= { ? } , los s + 1 polinomios siguientes

s S
@2(21,22) = (Ck’zl + Z2>S = Z (l>cklzllzsl y (,0;(21,22) = 257 (O < k <s— 1)7 (32>

=0

en el conjunto W son linealmente independientes y por lo tanto una base para K°. Para probar
esto, basta con demostrar que el determinante D cuya k-ésima fila consiste de los coeficientes
del k-ésimo elemento en (3.2) no es igual a cero. Asi, note que si k < s — 1 entonces la k-ésima

fila de D es
S\ ok (S k S\ sk

y la utima fila de D es 1,0,0,---,0 es decir,

D de de Do

i (i)ésfl (;) CQ.(sfl) . Cs(s'fl)
1 0 0 XX 0

Luego, expandiendo D por la ultima fila y dividiendo la k-ésima columna por (Z) obtenemos el
determinante de Vandermonde de ({,(?,- -, (®). De donde deducimos que

D:’H(z) T (¢~ ¢" #0pues ¢k £ ¢

1<k<I<s

para cualquier k£ y [ tal que 1 <k <[ < s.

Por todo lo anterior, la representacién Il de SU(1,1) sobre el espacio de Krein (X%, ({-,-))) es
unitaria. U

Observacion 3.7. Observe que vi(z1, 29) := H;:sg—igll = %(Z)%f,j(zl, 29) entonces con abuso de
notacion, escribiendo Dy, =: s, se cumple que ws(H), ms(E), ms(F) actian sobre vi como
s (H)vy = (s = 2k)vg, mo(E)vy = Mevi_y, Ts(F)v] = Aep1Visq
donde A\, = \/m En efecto, esto es claro, pues por la observacion 3.6:
ms(H) fi (21, 22) = (s=2k) fi (21, 22), 7a(E) fi (21, 22) = kfi (21, 22), ma(F) (21, 22) = (s=k) fipa (21, 22)

y solo hay que mover el ldpiz.

Con la identificacion B(V*) = M(s + 1,C) = gl(s + 1,C), obtenemos un resultado esperado.
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Teorema 3.1. 7, : sl(2,C) — B(V®) definido mediante las acciones
s (H)v, = (s = 2k)vg,
ms(E)vp = Akvi_1 Y
s (F)Uf = Akavia

donde N\, = \/k(s — k + 1), es una representacion del dlgebra de Lie sl(2,C).

Demostracion. Claramente los operadores ms(H), ms(E) vy 7s(F') pertenecen a B(V?®). Veamos
que 7, es un homomorfismo de algebras de Lie. En efecto,

[ms(B), mo(F)lup = (ma(E)mo(F) — mo(F)ms(E)) vy
= 7w(E)ms(F)vy — ms(F)ms(E)vy,
= Te(E)Mei10711) — me(F) (Akvi_y)
= A1 T (E) vy — Aemms (F)vp
= Mer1 k41U — A ARy
= (k+1(s—k)—k(s—k+1))v
= (s—2k)v; = 7ms(H)vj,
= Ws([EvF])/UZ'

s (), ms(E)vy = (ms(H)ms(E) = mo(E)ms(H))vf
= m(H)ms(E)vg — ms(E)ms(H)vy
= ms(H)(Mvg_1) = ms(E) (s — 2k)v5)
= Mms(H)vp_y — (s — 2k)ms(E)v;,
= M(s—=2(k—1)v;_; — (s — 2k)\pvj_y
= 2\ = 2ms(E)vg = ms(2E) vy,
ms([H, E])vy.

(), mu(F)of, = () (F) — 7 (F)ma (D)o

= ws(H)ms(F)vp — ms(F)ms(H )y,

= T(H)Aer104) — ms(F) (s = 2k)vp)
= /\k+17TS(H)UISc+1 — (5 = 2k)m(F)vp
Aot — 200+ D)o — (5 — 2 Neravi s
2N Vg = 27 (F)vy, = m(—2F)vy,
s([H, F])vg.

Por lo tanto 7, es una representacion del dlgebra de Lie si(2,C) sobre V*. 0

Veamos ahora que II; es también una representacion irreducible.
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Proposicién 3.8. Para todo s € Ny, la representacion unitaria (I13,K*) de SU(1,1) sobre el
espacio de Krein (K*,((-,-))) es irreducible.

Demostracion. Note que por la observacién 3.2 se cumple su(1, 1)c = si(2,C), y ademds por el
teorema 3.1, Dy, := 7, es una representacion de sl(2, C) sobre K*, luego por las proposiciones 2.5
y 2.6 basta probar que 7, es una representacion irreducible de sl(2, C) sobre X*. En efecto, sea W
un subespacio cerrado 7s-invariante de K*. Supongamos ademéas que W # {0}. Debemos probar
entonces que W = XK. Asi, sea w € W entonces w # 0 y ademas existe {a, : k =10,--- ,s} CC
donde por lo menos uno es diferente de cero tal que w se puede escribir en la forma:

S
w = Zaszz‘;_k = ag2s + a2yt 4 a2
k=0
Tomemos ko := min{0 < k < s: a;, # 0}, entonces note que por la observacién 3.6 se cumple
que m,(F) acttia sobre ff sumando 1 a z} y en adicién se observa que m,(F)f; es cero si y s6lo
si k = s, entonces 7y (F)* *ow es un multiplo distinto de cero de z5. Asi, en virtud de que W
es m,- invariante se cumple que z; € W. Por otro lado, observe que para k = 0,--- ;s por la
observaciéon 3.6 tenemos que

s s! s—
WS(E)k,Zl = mzl K k € W

y como {2z} %28} es una base para K* entonces W = K°. O
Comentario 3.3. Note que por la proposiciones 3.7y 3.8, la representacion (115, K*) de SU(1, 1)

sobre el espacio de Krein X° de dimension s + 1, es una representacion irreducible unitaria no
trivial, evidenciando los buenos resultados que se pueden obtener en espacios de Krein.

0,s—0 s s 0
s A s _ _*1%2 _ 21 s _ wi(2) _ _
Observacion 3.8. Note que v§ = ] Tl S NB T N conT = |, 2= (z1,29) ¥

entonces para todot > 0, 8 € R se cumple:

ove i\ Pa(2) 1 e’ 0 cosh(t) sinh(t)
(™) N HS(( 0 e sinh(t) cosht
0
1

<(217Z2) ( eejfecgihlffg) : SCZZZE()) ) [ D

2= =

1
= N(e sinh(t)z) + e cosh(t) zy)°

1 s k() ikt ok s—k g\ —i(s—k)O s—k
= N k sinh”( Tcosh®™ " (t)e z5

1 S
= — (S> 12k=9)0 sinhk () cosh® " (t) 2k 257k

1 S
= 5 > (Z) 12k=9)0 ginhF () cosh®* () || 28 257w}
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s —% ‘
<Z) (Z) ez(%_s)esmhk(t) cosh* ™" (t)v;

1

2 .

= <z) ' R=0 sinh¥ () cosh* " (t)vs.
k=0

I
ol
N HM
(e}

Proposicién 3.9. SU(1,1) actia transitivamente en D = {z € C: |z| < 1} el disco abierto
unitario del plano complejo.

Demostracion. Para probar que SU(1,1) actua transitivamente en D definimos el mapeo

Y : SU(1,1) x D — D dado por ¢ (( % g ) ,z) = g;tg Veamos que 1) esta bien definida.

En efecto, primero probaremos que para todo g € SU(1,1) y todo z € D; 9,(2) := ¢(g, z) € D.

Sea w = 1,(z) = 2248 antonces wfhz + aw = az + A3, lo cual implica que (wh — a)z = B — aw

T Brta
y por lo tanto z = ﬁg_z Ahora como z € D por definicién |z| < 1, y se sigue la cadena de
implicaciones:
2| <1 = ’5_—0&0 <1
wph — «
_ 2
. |fzawl
wph — «
_, B-aw@-an) _,
(wd —a)(@F — a)
. ﬁﬁ_—ﬁwa j_waﬂ —_{— wwao_z <1
wwfp — waf — fwa + aa
= (B — pwa —waf + wivaa < wwBhB — waf — foa + ad
— wiv(aa — 85) < aa — 43
= |w]*<1
— weD.

Luego 1, estd bien definida. Probemos ahora que este mapeo es una accién a izquierda
de SU(1,1) sobre D. Para ello debemos demostrar que (g, (h,2)) = (gh,z) para todo

g,h € SU(1L,1) y z € D, y ¥(I,2) = z para todo z € D. En efecto, sean g = ( % g )7

h = ( 7 2 ) elementos de SU(1,1) y z € D. Como

n
(a8 v\ _( aytpBn  an+py )
gh_<ﬁ a)(ﬁ 7) ((anwﬁ) v ) €SV,

bgh, =) (aﬁy—l—ﬂiﬁ)z—l—ovaﬁ’? ‘
(an + By)z + (ay + B7)

entonces
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Luego, note que

. Yz + 1

(i) + 6

BLEE) +a

(ay + Bi)z + an + By
(an + By)z + (ay + B7)
= (gh,z)

y ¥(I3,z) = z trivialmente. Por tultimo para probar que 1 es transitiva basta mirar que 0 se
puede enviar a cualquier nimero complejo en . Efectivamente, sea z € D entonces si definimos

1 z
-1 =
== < z 1 ) note que ¢(g:, z) = 2. -

Observacion 3.9. Note que en particular por el teorema 2.1, el espacio homogéneo
SU(1,1)/SU(1,1)q es homeomorfo al disco unitario en el plano complejo D, mediante el mapeo

®:SU(1,1)/SU(1,1)g — D definido por ®(gSU(1,1)¢) = 9(g,0) para todo g € SU(1,1).

Pero ademds, dada la accion i : SU(1,1) x D — D anterior, el estabilizador de 0, o grupo
isotrépico en 0, SU(1,1)q es:

SUL e = {g € SUL1): 6(9,0) = 0)
e (G 29
= {(§ 5) emze):f —o. jap 12 =1}
— {(8‘ 2)€M(2,C):|a|:1}

1%

0 ,19 ) € M2,C):0¢€ [0,27r]}

12

U(1),

donde U(1) es el subgrupo compacto mdzimal de SU(1,1) formado por los nimeros complejos de
i0

mdédulo 1 y la iltima linea de arriba se cumple por ser el mapeo U(1) 3 ¥ s ( eo 69,;9 ) €

SU(1,1)g un homeomorfismo e isomorfismo de grupos.

En cuanto a los estados coherentes generalizados de Perelomov, basta tomar v como vector
fijo en K°, [|v§]|s, = 1, y notar que el subgrupo Gy de SU(1,1) expuesto en la definicién 3.3
es el grupo U(1) como lo veremos mas adelante. Ademds de que es necesario encontrar una
seccién continua que parametrice los puntos en el espacio homogéneo SU(1,1)/U(1). Tal seccién
es mostrada a continuacién:
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Teorema 3.2. El mapeo o o ® : SU(1,1)/U(1) — SU(1,1) es una seccion continua, donde
o:D— SU(1,1) estd dado por

1 z
o(z) = \/1;2‘2 \/1;"3'2 para todo z € .
VIi-l22 /122

Demostracion. Observe que o o ® es continua porque ¢ es continua y ® es homeomorfismo.
Ahora, 0o ® es una seccion si y sélo si po (oo®) = Id donde p : SU(1,1) — SU(1,1)/U(1) es la
proyeccién canénica definida por p(g) = gU(1) para todo g € SU(1,1). Pero esto es equivalente
a probar que ® o (po o) = Id. Asi, sea z € D entonces

bo(poo)(z) = Pop(a(z))

Il
i

Il
®

O

Proposicién 3.10. Dada la accion ¢ : SU(1,1) x D — D, denotada para mayor comodidad
como g -z = 1(g, 2), entonces (g - z)U(1) = go(z) U(1).

Demostracion. Observe que al ser ® un homeomorfismo se cumple que g - z := ¥(g,2) =
D(1)(g, P (2))) donde 1 es la accién natural de SU(1,1) sobre SU(1,1)/U(1) dada por

~

(90, 9U(1)) = gogU(1). En efecto, note que (g, ®(hU(1))) = (g, ¥(h,0)) = ¥(gh,0) y por

~

otro lado (g, hU(1))) = B(ghU(1)) = (gh, 0), entonces (g, B(AU(L)) = &(i(g, hU(1)))
y como ® es un homeomorfismo, 1(g, z) = ®(¢)(g, @71 (2))). Por teorema 3.2 con p la proyeccién
canonica, se tiene po oo ® = Id, por lo tanto,

o(g-2)U(1) = a(@((g, 27 (2)))U)
= (

— (g, ®7(2)

= (g, p(o(2))

|
=
~~
L
Q
—~
N
—_ — —
— G
—~
—_
~—
~—
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3.4. Estados coherentes generalizados de Perelomov de SU(1,1)

Consideramos el espacio de Krein (X*, ({-,-))) y la representacion irreducible unitaria (I, K*)
del grupo de Lie matricial SU(1, 1), con vector fijo v§, tal que ||v§||;, = 1, entonces por Perelomov
los estados coherentes generalizados pueden ser parametrizados por puntos en el espacio cociente
SU(1,1)/Gy. La proposicién siguiente nos dice que podemos mirar al subgrupo Gy de SU(1, 1)
como el grupo de fases U(1).

Proposicién 3.11. Se cumple

Go = {g € SU(1,1) : I(g)vy = 9y 0(g) € R} = {( e(i)g egg ) Q€ R} = U(1)

Demostracion. Note que para toda ¢ € R por la proposicion 3.2 y por la observacién 3.4, se
satisface:

En particular

Entonces

Veamos ahora la otra contenencia.
Sean s > 0 y t # 0 entonces por la observacién 3.8,
if :
0Yo tYi\ e 0 cosh(t) sinh(t) s 4 iC.s
I, (e70e™) = I, <( 0 e ¥ > < sinh(t) cosh(t) vo 7 €70,

para todo ¢ € R. Asi por la proposicién 3.2 se verifica la proposicién. O]

Definicién 3.6. Definimos los estados coherentes de SU(1,1) sobre el espacio de Krein
(K2, ((-,-))) y respecto a la representacion irreducible unitaria (Ils, K*) por {n(z)}.ep donde

n(z) = (o (2))v5.

Luego so6lo debemos calcularlos.
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Proposicién 3.12.

n(z) = W ,;0 (Z) izkvg.

Demostracion. Sea x = [ (1) } Recuerde que v§ = +¢3(21, 22). Entonces,

1 z
n(z) = Moo()eg =10 | [ V2 ViR )

Vi-lE2 1]z
1 z
1 2|2 2 1 —1z|2 —1zI2
-k U | e =5 G | VT VI [(1)]
Vi-l22 y/1-]z VISR 1P
(@ (2 1) [1])
= 1 2 —

1 5 S -
B E Z (k:) (z21)" (22)
N 1- |Z|2 k=0
! (5 1£2 (21, )]
- s z fS(Z  22) e T
N 1- |Z’2 k=0 (k> F 2) ”fk;(ZbZQ)H
1 > <3 (3)5 .
- 5 z" vy
(VI—TR) i\ \k
Por lo tanto n(z) ( 1j| |2>S ZZ:O (Z) 221@@2 -

Proposicion 3.13. Sean v la accion de SU(1, 1) sobre el disco abierto unitario de la proposicion

3.9, g = (% g); z€D y J(g,2) = Bz +a. Entonces

i) { T (9192, 2) = T (91,¢(92,2)) T (g2, 2)
J(suany,2) =1
En particular J(g7',4(g,2)) " = J(g,2) # 0 y en adicion 5 < [T (g,2)| < 2]al.
i) |7 (g, 2)]*(1 = (g, 2)[?) = 1 = [2]*.

iii) Sea z = x + iy y sea dm(z) = dm(x,y) = dxdy. Entonces d\(z) := (1 — |z|*)"2dm(z) es
una medida Y-invariante en D bajo SU(1,1).
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Demostracion. Sea g; = ( %Z g’ ) para ¢ = 1, 2. Entonces note que

g = [ 21027+ BB 1B+ Prco
2 a1 By + Brog  aian + [i5s

Por lo tanto, tenemos:
i) Es claro que J(1su,1),2) = 1, veamos que J(g192,2) = J (g2, 2)T (g1, ¥ (g2, 2))
T(g192,2) = (P2 + Bran)z + d1ds + P1Ss

A _ gz + fa |
= (Paz + az) (51 oz + iy + 041)

= J(g2,2)(B1¢(g2, z) + an)
= J(92,2) T (g1,%(g2,2))

De este modo, por éstas propiedades se cumple en particular que 1 = J(1sua,1),2

2) =
J(g'g.2) = T(g7",¢(g,2))T (g, 2) y se obtiene que J(g~',4(g,2))"" = T(g,2) # 0,

ademas, gracias a la desigualdad triangular inversa,
T (9, 2) = Bz +a| > |a] — |Bz] = |o| — |5].
Ahora, como |a|* — |3]* = 1 entonces |a| — 8] = m y ya que |a| > |3 se tiene
2|a| > |a] + |B], por consiguiente
1 1
ol +18] ~ 2lal

Por otro lado en virtud de la desigualdad triangular

T (9, 2)] < |Bz] + |al < 2|

|7(9,2)| = o] = 18] =

pues |a| > |5].

ii) Tenemos

2(1 T <2 [ 1 O‘Z"'BZ

T (9,2)]°(1 = |¥(g,2)|°) = |Bz+a ~15:7a
Bz + a|* — |az + |

= (Bz+a)(Bz+a) — (az+ B)(az + B)

1= 2]

Donde hemos usado el hecho det(g) = |a|* — |3]* = 1.

iii) Para probar éste item, escribimos ¢(g, z) = =’ + 13/, luego el jacobiano de z — (g, 2) es

! a/
o) _| %
x Y
I(z,y) 9y oy
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Asi, en virtud de que z — (g, z) es holomorfa en D por las ecuaciones de Cauchy-Riemann

se cumple
oy) _ (0 2+ ay'\*
oz,y)  \ Oz Ox
d_Z,Q
dz

1
1Bz + al*

Por lo tanto, deducimos que dm(i(g,2)) = |J (g, 2)|~*dm(z) y ademés por 1),

d\W(g,2)) = (1= (g, 2))*dm(¥(g, 2))
= (1-[¥(9,2))7*|T (g, 2)| " "dm(2)
= (1" dm(2)
dA(2).
lo que concluye la proposicion.

0

Definiendo para cada s € Ny la medida du(z) = (1 — |2]?)**2dA(2). Obtenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 3.14. Sea A :XK°* — K* el operador definido por

AR = [ (e )n)dn(a). ke

Entonces la integral débil existe y

A (i Oznvfl> = ianAnvZ, para todo Zs: a,v, € K7,
n=0

n=0 n=0
donde A,, = (—1)5’”#(2). En particular, A es un operador diagonal.

Demostracion. Por la definicién 1.14, tenemos que demostrar que

/Hj)((n(z),k:>><(h,n(z)>)d,u(z) existe para todo k,h € X°.

Sean k=3 "_ a,vd y h=>, .6, a,,f € C. Entonces, note que

n

/D<<n(2),k>><<h,n(2)>>du(2) = /ﬂ)<<n(z)72anvi>><<Zﬁzv5,n(2)>>du(2)
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= 3 e [ (e e et @ hduco)

como 7(z) = (\/1—|\2) > o (i ) gy ((v,05)) = (=1)*7%6; por comentario 3.2 y por

proposiciéon 3.6 obtenemos:

[ mmaenae = XS (2 (3 o [ e

D IS (Z)%(‘;yanﬁ} /D 22 dm(2)

Va)
L
[V

n=0 [=0
i 1 or 1
— ZZ n+l<) (5> Oénﬁ_l/ /eiO(ln)rn+l+1drd9
n=0 1=0 l 0 0
S s B 1
— Z( )anﬁn%r/ r2
n=0 n 0

® S

donde hemos empleado coordenadas polares para resolver la integral. De este modo, por
definicién 1.14 concluimos que la integral débil existe. Ademads, por las calculaciones anteriores,

(h, ARY) = <<ZﬁA(ZQ)>>
= /ﬂ)<<n(2),2anvi>> <<Zﬁlvl3,n(z)>>du(z)

: S ™ =
= (n> oy 7 nn

Por lo tanto, A (Y0 _qanvs) =0 anA,vs.

Llegamos asi al resultado més importante de ésta tesis:
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Teorema 3.3. El conjunto de estados coherentes generalizados de Perelomov {n(z)}.ep define
un marco continuo en el espacio de Krein (K°, ((-,-))) con cotas

0 < nd ——(° 0 il
a = mmn =080 =
n+1\n o s+1 7
agb::mdx{ T (S>:n:O,--~,s}: T (S>,
n+1\n [5] +1\[3]

s si s € 2N,
S

%1 si s —1 € 2Nj.

donde [3] := {

Demostracion. Sea k=Y _,o,v; € X°, «, € C. Por las calculaciones de la proposicién 3.14
tenemos,

/W B Pdu(z) = A«maw»«hmammw>

n=0
Entonces,
allkll5, = a{(k.k))s <<Zan mzawz>> =) ala?
Js n=0
< anl? d
<> ()n+1|| — [ K6t k),
y
DIk = b({k, k) <<Zanvn,2awl>> = by,
Js n=0
> anl? du(z).
) ()n+1|| — [ 1tnGe). )
Ademas para todo n = 0,---,s se tiene %() > s”—l(z) = 77 = a y como
HLH(Z) = W?'s—n)“ deducimos que la sucesion finita {HLH(TSL) :n=0,---,5 } es creciente

cuando el cociente:

ms!

G _ s—n+1

Ts! - )
) (s—nt1)! n+1

es mayor o igual que 1, es decir, cuando s > 2n. Asi, si s € 2N0 el maximo se alcanza en n =
o bien si s — 1 € 2Nj entonces el maximo se alcanza en n = 1 . Por lo tanto, b = ]+1 ([s])

3
0
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Proposicién 3.15. Si w: D — R es una funcion medible tal que existen c,d € (0,00) con
0<c<|w(z)] <d<oo, VzeD entonces {w(z)n(z)}.ep es un marco continuo en K* con
cotas *a < d*b, donde a < b son las cotas del marco {n(z)}.ep.

Demostracion. Note que para todo k € K°. Tenemos:

[ 1) mPdn) = [ oGP0, 1) ()

Por lo tanto

Falll, < [ (Gwm(e), k) Pautz) < kIS,
lo que concluye la prueba. O
Proposicién 3.16. Para todo g = ( % g ) , el conjunto  {wT*(2)n(2)}zep,
donde w,(z) = \.7(5112)\ y J(g,2) = |Bz+ a|, es un marco contmuo en K* con cotas
vt < 22T al* Yy operador marco Ay, (k) = [ ({w5™(2)n(z), k))w; ™ (2)n(z)dp(z) .

Demostracion. En efecto, por la proposicién 3.13, item i), se cumple que ﬁ < |J(g,2)] < 2|
pero como:

1
2| | < ’j(g, )| < 2|Oé| <~ W < |j(g)z)|5+2 < 28+2|a|5+2
1
s+2 s+2 s+2
<~ W < w, (Z) <2 |Oé| s

se tiene, en virtud de la proposicién anterior, {w$™*(2)n(2)}.ep es un marco continuo en X°
con cotas grrrsmr < 2254 q|25+4p |y ademés, note que:

({h, Aw, (R))) = /ﬂ)<<w§+2(z)n(2),k>><<h,wS”(Z)n(Z)»du(Z),

existe por la proposicién 3.15 y por definicién de integral débil:

Ay, (k) = /D ((wg = (2)n(2), k))wg ™ (2)n(z)dp(2),

esto es, Ay, es el operador marco asociado a {wS?(2)n(2)} zep- O

Comentario 3.4. St G es un grupo compacto, los estados coherentes de Perelomov definen
un marco continuo con respecto a la medida invariante sobre el espacio cociente G/Gqy y se
puede demostrar que el operador marco conmuta con la representacion irreducible de G, y por
el conocido Lema de Schur [3], se puede concluir que el operador marco es un miltiplo de la
identidad. Ahora bien, debido a que SU(1,1) no es compacto, las funciones |{{(h,n(2)))|?, h # 0,
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no son integrables con respecto a la medida invariante X de la proposicion 3.13. Por esta razon
tuvimos que multiplicar la medida invariante con una densidad adecuada. La nueva medida pn no
es invariante y por eso el operador marco no conmuta con los operadores de la representacion
irreducible de SU(1,1). La prézima proposicion demuestra que I1(g), g € SU(1,1), conmuta con
el operador marco por otro operador marco.

Proposicién 3.17. Para todo g = ( % g ) € SU(1,1) se cumple Ally(g) = IL,(g) Aw, -

Demostracion. Por la proposicién 3.10 se cumple que g o (2)U(1) = o(g~" - 2)U(1) entonces
existe go € U(1) de tal suerte que g~'o(2)go = o(g™! - 2). Asi, por la definicién 3.6 y por la
proposicién 3.7,

{(u, ATLs(9)k)) = /D<<'fz(2),Hs(g)k>><<u,n(z)>>du(2)
= /D<<Hs(0(2))v8,Hs(g)k>><<u7HS(U(Z))US>>du(2)
= /D<<Hs(g‘10(z))vé,k>><<u,Hs(0(z))v8>)du(2)
= /D<<Hs(g‘10(2))vé7k>><<Hs(g‘1)u,Hs(g‘la(Z))vSWu(Z)
= /D<<Hs(g‘10(Z)go)v37 ) (I (g™ ) u, (g™ o (2)go)vy)) dua(2)

= /D<<Hs(0(g1‘2))087@)((113(91)U’Hs(0(91 - 2))vg) ) dp (=),
y como du(z) = (1 —|2]*)5™2dA\(z) = (1 — |g- (g7 - 2)|?)*T2d\(2) entonces por la proposicién

3.13, item i) y iii):

({u, ATL,(g)k)) = / (I, (0 (=)o, 1) (T (9™ Y, T, (0 (2))og)) (1 = |g - 2)[2)7+2dA (=)

= [t () )
1

= [t e (o) )

= [0 L m(e) ) u)
= [ ) )L o () )

= ((u, Is(g) Au, (K)))-

Por lo tanto, All(g) = I1,(g)Aw, paratodo g € SU(1,1). O
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