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Estabilidad oscilatoria en espacios de Banach y
teoremas de tipo Ramsey

Ana Caren Hernandez Soto

Resumen

Uno de los objetivos principales de esta tesis es la introduccion de una
nueva nociéon de “estabilidad oscilatoria” para una sucesiéon normalizada
en un espacio de Banach, para definir este concepto se usan de manera
novedosa sucesiones finitas de barreras en N. Probamos que esta propie-
dad es equivalente a un teorema de tipo Ramsey concerniente a bloques de
barreras. Adicionalmente, logramos ver que este concepto nos otorga una
nueva aproximacion al célebre Teorema de Brunel-Sucheston sobre modelos
dispersos. Con base en esto, otro de nuestros objetivos principales consiste
en introducir y analizar a los que llamamos “modelos asintéticos por blo-
ques”, los cuales generalizan a los modelos dispersos de Brunel-Sucheston.
Queremos remarcar que cada uno de estos modelos se obtiene mediante el
uso de bloques de una sucesiéon infinita de barreras, con esto introducimos
una nueva técnica para el estudio de ciertas propiedades de las sucesiones
basicas. Mediante ejemplos vemos que estos modelos asintoticos no poseen
necesariamente la propiedad de dispersion y que su ventaja radica en que se
pueden obtener varios modelos asintéticos por bloques a través de una mis-
ma sucesion basica, contrario a los modelos dispersos de Brunel-Sucheston.

Palabras Clave: Sucesion basica, propiedad de Ramsey no nula, blogues de
barreras, oscilacion bloque estable, modelo asintotico por bloques.
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Oscillatory Stability in Banach Spaces and
Ramsey-type Theorems

Ana Caren Hernandez Soto

Abstract

One of the main aims of this thesis is to introduce a new notion of “oscilla-
tory stability” for a normalized sequence in a Banach space. To define this
concept, finite sequences of barriers on N are used in a novel way. We prove
that this property is equivalent to a Ramsey-type theorem about barrier
blocks. Furthermore, we see that this concept gives us a new approach to
the famous Brunel-Sucheston theorem about spreading models. Based on
this, another of our main aims is to introduce and analyze what we call
“block asymptotic models” that generalize the Brunel-Sucheston spreading
models. We want to emphasize that each of these models is obtained by
blocks of an infinite sequence of barriers. With this, we introduce a new
technique for the study of certain properties of basic sequences. We present
some examples to show that block asymptotic models are not necessarily
spreading sequences in general. We also observe that the difference be-
tween spreading models and block asymptotic models lies in the fact that
it is possible to get several block spreading models through the same basic
sequence.

Keywords: Basic sequence, non-zero Ramsey property, barriers blocks, block
stable oscillation, block asymptotic model.
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Introduccion

En algunas ramas de las matematicas modernas, la Teoria de Ramsey ha mostrado
ser una herramienta poderosa. De manera general, los teoremas de tipo Ramsey son de
la forma: para cierta funciéon f, cuyo codomino “colorea” los elementos del dominio, se
puede encontrar una especie de subestructura infinita tal que la restricciéon de f a la
subestructura es monocromatica. Este tipo de teoremas tienen diversas aplicaciones en
Combinatoria Finita e Infinita, Topologia, Teoria de Conjuntos y, mas recientemente,
en Analisis Funcional. Especificamente se han encontrado aplicaciones de los Teoremas
de tipo Ramsey al estudio de los espacios de Banach. Algunas de estas aplicaciones y
nuevas direcciones se pueden consultar en los libros “Ramsey Methods in Analysis” [1]
y “Teoria de Ramsey y Espacios de Banach” [9].

Un ejemplo de ello es la demostracién encontrada por J. Farahat [13] del famoso
Teorema de Rosenthal sobre ¢; [28], el cual asegura que cualquier sucesién acotada
(x;)ien en un espacio de Banach posee una subsucesion (y;);en tal que alguna de las
siguientes condiciones se cumple: la subsucesion (y;)ien es débilmente Cauchy o la sub-
sucesion (y;)ien es equivalente a la base candnica de ¢1. Por otro lado, a mediados de
la década de los 70’s, A. Brunel y L. Sucheston [2] probaron que toda sucesién basica
normalizada dentro de un espacio de Banach tiene una subsucesion “asintéticamente”
subsimétrica que, de hecho, produce lo que ahora se conoce como modelo disperso. La
prueba de este resultado consiste en la aplicacion recursiva del Teorema de Ramsey
[27] a la par de un proceso de diagonalizacién. Los modelos dispersos guardan una
estrecha relacion con la sucesion a través de la cual son construidos. Una de las pro-
piedades mas importantes de estos es que son finitamente representables por bloques
en la sucesion inicial. En otras palabras, para cada n € N y € > 0 podemos hallar
una subsucesién bloque normalizada de la sucesion generadora, con longitud n, que es
(1 + e)—equivalente a la subsucesién finita formada por los primeros n elementos del
modelo disperso. De hecho, es por medio de ellos que se obtiene el Teorema de J. L.
Krivine [22] sobre la representabilidad finita por bloques de alguno de los espacios ¢,
para 1 < p < 00, ¥ ¢y en cualquier espacio de Banach con sucesiéon basica.

Observemos que, en realidad, el vinculo entre la Teoria de Ramsey y los espacios
de Banach se encuentra en las propiedades de las sucesiones de dichos espacios. En
muchos casos los teoremas de tipo Ramsey nos proporcionan una forma de obtener
subsucesiones “buenas” de una sucesion dada.

En el articulo no publicado [4], E. A. Calderon-Garcia y S. Garcia-Ferreira pro-
porcionan un primer acercamiento a la nocién de estabilidad oscilatoria en espacios
de Banach por medio del concepto (k,e)-oscilacién estable, el cual fue motivado por
la demostracién del Teorema de Brunel-Sucheston presentada en [29] y conduce a una
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“nueva’” aproximacion de este teorema. Ademads, se establece que para cada k € N el
Teorema de Ramsey para [N]* es equivalente a la existencia de una subsucesién con
la propiedad de (k,e)—estabilidad oscilatoria, para cualquier sucesion normalizada en
un espacio de Banach. Finalmente, gracias a la relacién entre la oscilacion estable y
el modelo disperso, se demuestra que el Teorema de Ramsey y el Teorema de Brunel-
Sucheston son equivalentes.

Regresando al contexto de subsucesiones bloque de una sucesion basica, podemos
encontrar diversos resultados relacionados a estos objetos que nos permiten conocer
mejor a su sucesion de origen o al espacio de Banach en el que se encuentran. Entre
tales aportaciones se puede mencionar el Teorema de Zippin [31]. Este teorema afirma
que si una sucesion bésica (z;);en es equivalente a cada una de sus subsucesiones bloque
normalizadas, entonces la sucesién (x;);en es equivalente a la base canénica de ¢y o
existe un 1 < p < oo tal que (z;);en es equivalente a la base canénica de £,,.

Basados en la importancia de las subsucesiones bloque de una sucesion basica y la
reciente nocion de estabilidad oscilatoria nos dimos cuenta que se puede encontrar una
estabilidad oscilatoria determinada por bloques de barreras. Dicha idea se conecta con
un teorema de tipo Ramsey mediante la coloracién finita de una familia de bloques de
barreras, la cual también es definida en este trabajo. En consecuencia se introducen
nuevos modelos asintéticos, los cuales generalizan los modelos establecidos por Brunel y
Sucheston. Todo esto marcé la direccion principal que se toma en esta tesis de maestria.

El primer capitulo se destinara esencialmente a enunciar y describir los conocimien-
tos basicos que se utilizaran en los capitulos posteriores. Esencialmente formulamos el
Teorema de Ramsey y su version para analistas, mostramos algunas cualidades de las
bases de Schauder y terminamos con la construccién de espacios de Banach mediante
el uso de conjuntos normantes en cqq.

En el segundo capitulo se introducen las barreras y sus caracteristicas bésicas co-
nocidas. Ademas, se presentan teoremas necesarios para el desarrollo de los resultados
concernientes a barreras de los capitulos siguientes. En este mismo apartado se establece
el Teorema de Ramsey sobre bloques de barreras, el cual generaliza el célebre Teorema
de Ramsey. Por tultimo, obtenemos la versiéon para analistas de esta generalizacion y
algunas consecuencias debido a ella.

Empezaremos el tercer capitulo con el concepto de (k,e)—oscilacion estable y pre-
sentaremos una prueba de que esta propiedad es equivalente al Teorema de Ramsey para
[N]*. Posteriormente, con base en esta idea introducimos la nocién de ((B;)~_,, €)—oscila-
cién bloque estable y establecemos su equivalencia con el Teorema de Ramsey sobre
bloques de barreras generados por la sucesién de barreras (B,...,B;). De manera
paralela, se formula la nocién de estabilidad asintética oscilatoria la cual también es
equivalente a un teorema de tipo Ramsey.

En el cuarto y ultimo capitulo recordamos la definicién de modelo disperso clasi-
co, mostramos algunos de sus resultados esenciales y hacemos notar su conexién con
la estabilidad oscilatoria mediante el Teorema de Brunel-Sucheston. Esto nos lleva de
manera natural a la introduccién del (B;);en—modelo asintético por bloques y al plan-
teamiento de un resultado analogo al Teorema de Brunel-Sucheston. Probamos que
cuando la sucesién de barreras es constante el modelo resultante es disperso y damos
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un ejemplo de un modelo que no es disperso cuando la sucesion consta de al menos dos
barreras distintas. También exponemos dos modelos asintéticos por bloques que son
equivalentes, pero que solo uno es disperso.

Cabe mencionar que el contenido de este trabajo se encuentra como un minicurso
n [15], donde se agregan conocimientos bésicos de la teoria general.



CAPITULO

Preliminares

Los elementos presentados en este capitulo le daran al lector conocimiento y herra-
mientas suficientes para comprender las ideas y resultados posteriores.

1.1 Conceptos basicos y notacion

Una notacién estandar que emplearemos frecuentemente en este trabajo es “g; 07,
la cual denotard a una sucesion estrictamente decreciente de niimeros reales positivos
que converge a cero.

Dado un conjunto infinito X, denotaremos a la familia de todos los subconjuntos
infinitos numerables de X como [X]“ y, para k € N, pondremos [X]* := {s C X : |s| =
Ey, [X]sFi={sCX:1<|s| <k}y[X]F:={sC X :1<|s| <k}. Para nuestros
propositos sera util no considerar al cero como elemento de los niimeros naturales. La
enumeracion creciente de un conjunto infinito M € [N]* serd {m; : i € N}. Asimismo,
si M € [N]“ yn €N, entonces M/n:={mée& M :m >n}.

El simbolo FFIN* denotard la familia de todos los subconjuntos finitos y no vacios
de N. Para especificar los elementos de s € FIN* escribiremos s = {s(1),...,s(|s|)}
de manera estrictamente creciente. Si s,t € FIN*, entonces decimos que “s es menor
que t” y escribimos s < ¢ si se cumple que max(s) < min(¢), es decir, s(|s|) < #(1). En
el caso s = {n}, para algin n € N, podemos escribir simplemente n < ¢t. Ademads, s C ¢
significara que s es un segmento inicial de t, y cuando s < t denotaremos por st a
sUt. Sis € FIN*y M € [N]¥, entonces s = M también significard que s es segmento
inicial de M.

Para cada i € N, el simbolo e; denotard al vector en RY definido por e;(j) = d;;
(la delta de Kronecker) para todo j € N. La sucesion (e;);eny serd llamada la base
canénica de RY. En el caso finito, para cada k € N, el conjunto {e;,--- ,e;} denotard
a la base canénica de R¥. Para cualquier a = (a;);en € RY definimos su soporte como

suppr(a) ={i € N:q; # 0}.

La completacion de un espacio normado (X, ||-||) serd denotada cuando sea necesario

por (X, || - ||). En este texto trabajaremos exclusivamente con espacios de Banach reales
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y de dimensién infinita. La esfera unitaria de un espacio de Banach (X, ||-||) se denotara
por S(X) :={z € X : ||z|| = 1} y su bola cerrada unitarfa por By(X) := {z € X :
||z|| < 1}. El espacio dual de un espacio de Banach (X, ||-||) se representard como X* o
(X, ]| -|)* cuando se desee hacer énfasis en su norma. En el caso de que varios espacios
de Banach estén involucrados en un mismo argumento, se especificard la norma de
cada espacio con un subindice. Una sucesién (z;);eny de un espacio de Banach (X, || -||)
se denomina normalizada si ||x;|| = 1 para cada ¢ € N. Por conveniencia, en algunos
casos, una subsucesion (x,,,);ey de una sucesion (x;);en se escribird como (z;);enr, donde
M = {m,; : i € N}. Para todo subconjunto Y de un espacio de Banach (X, || - ), el
simbolo (Y') denotara al subespacio vectorial de X generado por Y. Mientras que [Y]
representard la cerradura topolégica de (Y) en (X, || - ||). La norma de una funcién
acotada (continua) 7' : X — Y, entre dos espacios de Banach, serd denotada por ||T||
y recordamos que || T(x)|ly < ||T - ||z|x para todo x € X y ||T|| = sup{||T(x)||x : = €
S(X)}.

Ejemplo 1.1.1. Algunos de los espacios de Banach clasicos a los que recurriremos con
frecuencia para ejemplificar son los siguientes:

1. Para cada nimero real p € [1,00), el espacio vectorial £, = {a = (a;)ien € RY :

2, |a;|P < oo} con la norma

oo

lalle, = (3 lail?)".

i=1

B =

2. El espacio vectorial ¢y = {a = (a;)ieny € RY : a; — 0} con la norma del supremo
|lal|oo = sup{|a;| : i € N}.

Dados un espacio métrico (X,d) y € > 0, la bola abierta de centro x € X y radio
r > 0 se denotara por B, (z).

Definicién 1.1.2. Una e-red de un espacio métrico (X, d) es una sucesion finita de
puntos {zo,...,z,} de X tal que X = U;<,, B:(x;). Decimos que un espacio métrico X
es totalmente acotado si X tiene una e-red para toda € > 0.

A continuacién enlistamos algunas nociones y resultados elementales sobre conjun-
tos bien ordenados [7, 20] que necesitaremos en la seccién de Barreras del segundo
capitulo.

Recordemos que para cada conjunto bien ordenado (A, <), existe un tnico isomor-
fismo de orden de (A, <) a un nimero ordinal, al cual se le denomina tipo de orden de
(A, <) y lo denotamos como ord(A).

Teorema 1.1.3. Dados (A, <) un conjunto bien ordenado y B C A tales que existe
un isomorfismo de orden f: A — B. Entonces a < f(a) para toda a € A.

Teorema 1.1.4. El tipo de orden de un conjunto bien ordenado (A, <) no es igual al
tipo de orden del segmento inicial #(a) = {b € A:b < a} para cualquier a € A.
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Teorema 1.1.5. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado. Si {A;}}, es una particion
finita de A tal que para cualquier i < n se satisface que a; < a;y1 para toda a; € A; y
toda a1 € Aiq, entonces ord(A) = Y1, ord(A;).

Aquellas nociones y resultados que usaremos y no hemos mencionado se pueden
consultar en libros bésicos del tema correspondiente, por ejemplo [7, 8, 10, 12, 17, 21,
20].

1.2 Teorema de Ramsey y su version para Analistas

La Teoria de Ramsey es una de las herramientas mateméticas mas importantes en
la Combinatoria Finita. Esta teoria se deriva de un resultado clasico de F. P. Ramsey
que data de 1928, conocido con el nombre de Teorema de Ramsey [27]. En esta seccién
hablaremos de este teorema y su relaciéon con el Analisis Matematico.

Definicién 1.2.1. Dados k,q € N, una coloracion finita es una funcion
o[NP — {1,-- . q}.

Decimos que M € [N]¥ es monocromdtico, bajo la coloracion ¢ : [NJ* — {1,..., ¢}, si
existe i < ¢ tal que [M]* C o= 1(7).

Actualmente el Teorema de Ramsey tiene muchas variaciones y generalizaciones,
enseguida enunciamos una de las mas comunes y que utilizaremos en este trabajo. Para
comodidad del lector, damos una demostraciéon conocida de este famoso teorema.

Teorema 1.2.2 (de Ramsey). Sean N € [N]* y k,q € N. Para cada coloracion finita
¢ : [NJF — {1,...,q} existe M € [N]* tal que M es monocromdtico.

Demostracion. La prueba se realizara por induccién sobre k. Para el caso k£ = 1,
el resultado es evidente. Ahora, supongamos que el teorema es valido para k € N.
Probemos que se cumple para k + 1. Para ello consideremos una coloracion finita
arbitraria

@ [N]F— {1,...,q}.

Después, para cada n € N, definamos ¢, : [N/n]* — {1,..., ¢} mediante la regla
©n(s) = p({n} U s) para cada s € [N/n]".

Sean My := N y mg := min(M,). Por la hip6tesis de induccién, hallamos un conjunto
monocromatico My € [My/mo]“ bajo la coloracién finita ¢,,,. Sean my := min(M;) e
i1 < q el color elegido por el conjunto monocromatico [M;]*. Para el paso de recursién
suponemos que para cada 0 < j < n, con n € N, hemos encontrado M; € [N|¥ e
iy < q tal que M € [M;_1/m; 1]°, m; := min(M;) y [M;]* C ol (i;). Aplicando la
hipétesis de induccién a la coloracién finita
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se obtiene un conjunto infinito M, ., € [M, /m,]* de tal modo que [M,,]* sea mo-
nocroméatico bajo la coloracion finita ¢y, [, /m,)x con color i, < g. De este modo
se encuentra una sucesion (M;),en de conjuntos infinitos en N, una sucesién (m;);en
estrictamente creciente en N y una sucesion (i;)jey en {1,...,q} tales que [M;]* C

(90mj71 (M1 fmy ]k )_1(ij). Consideremos el conjunto infinito M’ = {m; : i € N} y la
coloracién finita

o M) —{1,...,q}
dada por la formula ¢'(s) = iy, donde min(s) = my, v s € N, para toda s €
[M']*. Usando nuevamente la hipétesis inductiva, existe M € [M']“ tal que [M]* es
monocromatico bajo la coloracién finita . Fijemos s, € [M]*!, entonces tenemos

que

#(5) = Pmin(s) (s \ {min(s)}) = ir,41 ¥ ©(t) = Pumin( (¢ \ {min()}) = ig 41

Pero como s\{min(s)},t\{min(¢)} € [M]* y [M]* es monocromatico bajo la coloraciéon
¢', se cumple que iy, ;1 = iy, 1. Esto muestra que el conjunto [M]**! es monocromatico
bajo la coloracion inicial . O

Para propésitos futuros es suficiente suponer que ¢ = 2 tal y como se establece en
el siguiente lema, el cual es muy conocido pero usualmente nadie lo demuestra, es por
ello que incluimos una prueba.

Lema 1.2.3. Sean k,q € N con ¢ > 2 y N € [N|¥. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(1) Para toda coloracién finita o : [N]¥ — {1,2} ewiste M € [N]* tal que M es
momnocromdtico.

(2) Para toda coloracién finita 1 : [N]F — {1,...,q} existe M € [N]* tal que M es
monocromatico.

Demostracion. (1) = (2). Consideremos una coloracién arbitraria ¢ : [N]¥ — {1,...,
q}. Para cada n < ¢ definamos la funcién ¢, : [N]¥ — {1,2} , en el elemento s € [N]¥,

CcOomo

o=t 30

2 en otro caso

Por comodidad ponemos M, := N. Debido a la hipétesis existe un conjunto mono-
cromatico My € [My]“ bajo la coloracién ¢; con color i; < 2. Si i3 = 1, entonces
M; es un conjunto monocromatico bajo ¢ con color 1, por lo cual hemos terminado
la demostracién. Supongamos que 7; = 2. Aplicando la hipotesis se obtiene un con-
junto monocromatico M, € [M;]* con color i, < 2, bajo la coloracién ¢y [(ags. Si
19 = 1, entonces My es un conjunto monocromatico bajo v y su color es 2. En el ca-
S0 19 = 2, nuevamente, por hipdtesis podemos encontrar un conjunto monocromatico
M3 € [M,]* con color iz < 2 bajo la coloracion s [[ys. Asi sucesivamente este pro-
cedimiento se puede repetir hasta ¢ — 1 veces. De aqui podemos suponer que ¢; = 2
para cada 1 < j < ¢ — 1. Entonces 9([M,_»]*) C {q — 1,q}. Por hipétesis hallamos



Teorema de Ramsey y su versiéon para Analistas 5

un conjunto monocromatico M, 1 € [M,_»]* bajo la coloracion ¢ (a1, _s)k- Siendo asi
M, el conjunto deseado que elige color ¢ — 1 o ¢ bajo 9.
(2) = (1). Esta implicacién es inmediata. O

De manera més general, es posible usar los elementos de un conjunto X, no vacio,
para colorear al conjunto [N]¥ donde k es cualquier nimero entero positivo, simple-
mente se selecciona una funcién ¢ : [N]* — X. Dicha generalizacién y el Teorema de
Ramsey (Teorema 1.2.2) inducen un resultado conocido como el Teorema de Ramsey
para Analistas, el cual fue formulado por primera vez en las notas de Th. Schlumprecht
[29] que se pueden consultar facilmente en internet. Estas notas contienen, de manera
unificada, la version para analistas y dos de sus consecuencias que presentaremos de
manera dividida en el Teorema 1.2.4 y los Corolarios 1.2.5 y 1.2.8 para facilitar su
entendimiento.

Teorema 1.2.4 (de Ramsey para Analistas). Sean (X,d) un espacio métrico total-
mente acotado, N € [N]* y k € N. Para cada coloracién ¢ : [N]* — X y cada € > 0
existe M € [N tal que

d(p(s), ¢(t)) < e
sis={s(1),...,s(k)}, t ={t(1),....t(k)} € [M]~.

Demostracion. Es suficiente probar el resultado para N = N, ya que existe una bi-
yeccion entre N y N que preserva el orden creciente de ambos conjuntos para toda
N € [N]“. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado y k£ € N. Fijamos una
coloracién ¢ : [NJ¥ — X y & > 0, ambos arbitrarios. De acuerdo a la hipétesis, pode-
mos encontrar zy, ..., %, en X, para algin ¢ € N, tal que X = U<, B: (x;). Definimos
los conjuntos

Ay = Bg(x1) y Ai = Be () \ (U Bg(@)) para cada 1 <7 <gq.

7<t

Entonces la familia {A; : ¢ < ¢} es una particién finita de X. Ahora, consideremos la
funciéon ¢ : X — {1, ..., ¢} definida como

o(x) =isix € A;, paraalgin i <gq.
Es claro que ¢ esta bien definida y que
¢pop: [N —{1,....q}

es una coloracion finita. El Teorema de Ramsey (Teorema 1.2.2) nos garantiza la exis-
tencia de un conjunto monocromatico M € [N]“, es decir, para algin i < ¢ resulta

que [MF C (6.09) " (3) = ¢~ (6~1(7)). Lo cual implica que o([M¥) C 67(3) = A; C
B (z;). En consecuencia se obtiene que

d(p(s), (1)) <e

para todo s, t € [M]*, tal y como se deseaba. O
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Cabe senalar que el teorema falla si el espacio métrico no es totalmente acotado. Si
(X, d) no es un espacio metrico totalmente acotado, entonces se puede encontrar ¢ > 0y
una sucesion (z;);en en X tal que d(z;, z;) > € para toda ¢, j € N distintos. Luego, para
un niimero natural k, definimos la coloracién ¢ : [NJ¥ — X como p(s) = T s, (k) €1

el punto s € [N]¥, donde py, ..., px son los primeros k niimeros primos. De esta forma,
se tiene que d(p(s), p(t)) > € para cualesquiera s, t € [N]* distintos.

A continuacién presentamos una version asintética del Teorema de Ramsey para
Analistas.

Corolario 1.2.5. Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado y k € N. Para
cada coloracion ¢ : [N]¥ — X y cada ; \, 0, existe M = {m; : i € N} € [N]* tal que
para todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]* se cumple que

d(p(s), (1)) < e,
donde min{s(1),t(1)} = my para algin ¢ € N.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado y k € N. Considere-
mos una coloracién ¢ : [NJ¥ — X y una sucesién g; \ 0, arbitrarias. Por el Teorema
1.2.4, existe un conjunto M; € [N]* tal que d(¢(s),p(t)) < €1 para todo s,t € [M]*.
Pongamos m; := min(M;). Aplicando el Teorema 1.2.4 recursivamente a ¢ [{py, /m,c ¥
a €;41 para cada i € N, obtenemos una sucesién (M;);en de conjuntos infinitos de N y
una sucesion (m;);ey de niimeros naturales, tales que:

— m; := min(M;) para toda i € N.
— M, € [N]¥y My, € [M;/m;]* C [M;]“ para cada i € N, lo cual implica que
m; < m;yq para toda ¢ € N.

— Se cumple que d(p(s), ¢(t)) < ;41 para todo s,t € [M;1]*.
Sea M :={m; :i € N}. Si s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]*, entonces
s,t € [My]* donde min{s(1),t(1)} = m, para algtin £ € N. En consecuencia se tiene
que

d(p(s), o(t)) < .

Por lo tanto, M es el conjunto buscado. [

Veamos que el Teorema de Ramsey para Analistas nos proporciona un tipo de
convergencia para coloraciones con rango en un espacio métrico, que formalmente se
establece de la siguiente manera:

Definicién 1.2.6. Sean (X, d) un espacio métrico, M € [N]* y k € N. Decimos que
una coloracién ¢ : [M]¥ — X converge a x € X, si para cada € > 0 existe ¢ € N tal
que

d(p(s), ) <e,

para todo s = {s(1),...,s(k)} € [M/{]*. Esta convergencia la denotaremos por el

simbolo

lim ¥ 517...,8]{3 = .
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En algunos articulos la convergencia de una coloracién ¢ : [M]¥ — X, en el sentido
de la definicién anterior, se expresa de la forma

lim  lim ---. lim ¢({s(1),...,s(k)}) =z,

5(1)—00 s(2)—00 s(k)—o0

pero se debe tener precaucién para no confundirla con la convergencia iterada ya que
no son equivalentes, como se ejemplifica a continuacion.

Ejemplo 1.2.7. Consideremos la corolacién ¢ : [N]> — R que satisface la regla

o({ni,no}) = (—1)”1“”(7111 + 712) para cada {ni,ns} € [NJ.

Dado £ > 0, existe £ € N tal que ¢ > % Entonces

1 1

[p({n1,ma}) = O = [(=1) 472 o))
1

1
= — + — < ¢ para todo {ni,ns} € [N/{]*.
ny N2

Lo cual significa que
e({n1,n2}) = 0.

[N]23{n1,n2}—o0

Por otra parte, fijamos n; € N y observamos que

1 1 1
1i -1 ni+2k; — ) = (—1)m—
tim (-1 = g L
lim (_1)n1+(2k71)<i + 1 ) — (_1)”1+1i.
k—o00 ny 2k-—1 ny

Esto implica que nginoo( 1)mm2 (- + ) no existe. Por consiguiente, el limite iterado

de ¢({n1,ns2}) tampoco.

Las coloraciones sobre espacios métricos en general no convergen, por ejemplo con-
sideremos el conjunto de los niimeros naturales con la métrica discreta y la coloracion
¢ : [N]* — N definida como ¢(s) = max(s) para cada s € [N]?. El siguiente resultado
nos asegura que toda coloracién a un espacio métrico compacto posee una restriccion
convergente.

Corolario 1.2.8. Sean (K,d) un espacio métrico compacto y k un nimero entero
positivo. Para cada N € [N)* y cada coloracion ¢ : [N]¥ — K existen M € [N]* y
x € K tal que
lim e({s(1),...,s(k)}) = x.
[M]*3{s(1),...,s(k) }—o00
Demostracion. Sean (K,d) un espacio métrico compacto y k € N. Sin pérdida de
generalidad, podemos tomar ¢ : [NJ¥ — K una coloracién arbitraria. Por el Corolario
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1.2.5, hallamos M = {m; : ¢ € N} € [N]¥ tal que para cualesquiera s = {s(1),...,s(k)},
t={t(1),...,t(k)} € [M]* resulta que

donde min{s(1),¢(1)} = m, para algtn ¢ € N. Por otro lado, como K es compacto y la
familia {cl K({gp(s) cs e [M/ j]k})} oy Cuenta con la propiedad de interseccién finita,
j

podemos encontrar un punto

z e ) clK({cp(s) s € [M/j]k}>

jeN

Ahora, mostremos que la coloracién ¢ : [M]*¥ — K converge a z. Dado ¢ > 0,

existe £ € N tal que 5, < 5. Como x € clg({¢(s) : s € [M/my_1]F}), entonces existe

t € [M/me_1]" tal que d(¢(t), z) < 5. Por lo cual se concluye que

d(p(s),x) < d(p(s), () + d(e(t), z)

1
+5<¢

RSTAESTIE

para todo s € [M/m,_4]". O

Para que el teorema anterior se cumpla, no basta con que el rango de la coloracion
se encuentre en un espacio métrico totalmente acotado: Por ejemplo, consideremos la
coloracion ¢ : [N]* — (0,1] definida como ¢({n}) = 1 para cada n € N y observemos
que para ningtin subconjunto M € [N]* la restriccién ¢ Tjaqr converge en (0, 1].

1.3 Teorema de Hindman-Milliken y su version pa-
ra Analistas

Otro teorema de tipo Ramsey notable es el Teorema de Hindman-Milliken. Este
resultado es una versién mas fuerte del Teorema de Ramsey (Teorema 1.2.2) y fue
demostrado por K. Milliken en [25]. Antes de formular el teorema, definamos algunos
objetos presentes en él.

Definiciéon 1.3.1. Sea ) # M C N. Una particion P = {p; : i € I} de un conjunto
M es una familia de subconjuntos no vacios de M tal que son disjuntos entre si y
satisfacen que U;c; p; = M. Los elementos de una particiéon P seran llamados blogues.

Si P es una particion de algiin subconjunto infinito de N, entonces P se denomina
una particion especial si para todo par de bloques p;,p; € P se tiene que p; < pj,
pi =Dpj 6 pi > pj.

Dadas dos particiones especiales P, y P, no necesariamente del mismo subconjunto
de N, decimos que P; es mds gruesa que P, o P, es mds fina que P; y lo denotamos
por P, C P, si cada bloque de P; es la uniéon de bloques de Ps.
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Notemos que si P es una particién especial cuya cardinalidad es infinita, entonces
todos sus bloques son subconjuntos finitos.

En esta seccion utilizaremos la siguiente notacion:

— Para todo cardinal v < w, denotemos por (w)” a la familia de todas las particiones
especiales P de algin subconjunto de N tal que |P| = v. En particular, (w)* es
el conjunto de todas las particiones especiales formadas por un ntimero infinito
de bloques.

— Para una particién especial Py un cardinal v < w definimos (P)” := {Q € (w)" :
QC PyQCFIN*).

— Ademads, para un conjunto M € [N]¥ denotaremos por P(M) a la familia de todas
las particiones especiales de M.

Teorema 1.3.2 (de Hindman-Milliken). Sean k,m nidmeros enteros positivos, Q) €
(WY y o (QYF — {1,...,m} una funcién, entonces existe P € (Q)* tal que ¢ es
constante sobre (P)¥.

Otra consecuencia del resultado anterior, a la cual se le atribuye parte de su nombre,
es el Teorema de Hindman [19].

De manera similar que en el Teorema de Ramsey es posible trasladar el Teorema
de Hindman-Milliken a un espacio métrico con propiedades especificas.

Teorema 1.3.3 (de Hindman-Milliken para Analistas). Sean (X, d) un espacio métrico
totalmente acotado, Q € (w)* una particion y k € N. Para cada funcion ¢ : (Q)* — X
y cada € > 0, existe P € (Q)* tal que

d((S5), p(T)) <e
para todo S, T € (P)*.
Demostracion. Andloga al Teorema de Ramsey para Analistas. O

Aplicando el teorema previo, de manera recursiva, y argumentos de diagonalizacion
se puede concluir el siguiente resultado.

Corolario 1.3.4. Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado, Q € (w)* y

k € N. Para cada funcion ¢ : (Q)* — X y cada sucesion ; \, 0 en R* existe
P ={p;:ieN} e (@) tal que

d(p(S5),¢(T)) < er;
donde ¢ = min{i : p; C sy Ut}, para todo S = {s1,...,s1}, T = {t1,... .t} € (P)*.

Motivados por las ideas de la seccién del Teorema de Ramsey, es posible definir
una convergencia relacionada a la familia (Q))” para algtina particiéon @ € (w)* y algtin
cardinal v < w.
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Definicién 1.3.5. Dados un espacio métrico (X, d), una particion @ = {¢; : i € N} €
(w)* v k € N. Una funcién ¢ : (Q)¥ — X converge a x € X, si para cada € > 0 existe
n € N tal que

d(¢(9), r) < € para todo S € (Q\{g;}",)*.

Siguiendo el patrén de notacién para la convergencia anteriormente definida, deno-
taremos esta convergencia como

Al 75 =

En correspondencia al Corolario 1.2.8 se puede establecer lo siguiente:

Corolario 1.3.6. Sean (K,d) un espacio métrico compacto, Q € (w)* y k € N. Para
toda funcién ¢ : (Q)F — K existe P € (Q)* yx € K tal que
lim  ¢(95) ==.

(P)k3S5—00

1.4 Bases de Schauder

Uno de los temas més fascinantes del Analisis Funcional que actualmente han lla-
mado mucho la atencién a los expertos, es el estudio de los espacios de Banach que
poseen una base de Schauder. Dentro de este tema, ha cobrado mucha relevancia el
conocido Teorema de A. Brunel y L. Sucheston [2] del cual hablaremos en el cuarto
capitulo.

Definicién 1.4.1. Una sucesion (z;);en en un espacio de Banach (X, ||||) se denomina
una base de Schauder para (X, ||-]|) si, para cada vector € X, existe una tinica sucesién
de ntimeros reales (a;);en tal que

o0
Tr = Z Q;Tj,
i=1

es decir, la serie converge a z. En general, decimos que una sucesion (z;);en en (X, ||-||) es
bdsica si es una base de Schauder para [{z; : i € N}|. Ademds, dado C' > 1, una sucesién
bésica (z;)ien es C-incondicional si para cualquier n € N y cada (¢;), € {1,—1}" la
desigualdad

n n
1D aizll < Ol Y- ciaizi]
i=1 i=1
es valida para toda (a;)!, € [1,—1]™

No es dificil convencernos que toda sucesion basica de un espacio de Banach es
linealmente independiente. También, vale la pena observar que todo espacio de Banach
con base de Schauder tiene que ser separable. Sin embargo, no todo espacio de Banach
separable tiene una base de Schauder tal y como lo establecié P. Enflo en su trabajo
[11].

Enseguida, enunciamos algunos de los espacios de Banach clasicos que poseen una

base de Schauder.
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Ejemplo 1.4.2. La base canonica (e;);en es una base de Schauder para cada uno de
los siguientes espacios de Banach: (€, || - [l¢,) con p € [1,00) y (co, || - [|oc)-

En un espacio de Banach con una base de Schauder se pueden definir funcionales y
operadores especiales que nos permiten estudiar sus propiedades y equiparlo con una
nueva norma equivalente que resulta ser, en algunos casos, mas conveniente.

Definicién 1.4.3. Dada (z;);ey una base de Schauder para un espacio de Banach
(X, ]| - |I), para cada n € Ny para cada z = >2°; a;x; € X definimos:

— la funcional n-ésima coordenada, z¥ : X — R, como x (352, a;x;) = an; y

— la n-ésima proyeccion, P, : X — X, como P, (32, a;x;) = Y0, a;x;.
Se deduce directamente de la definicién que:

— ) () = Omn para toda m,n € N,

— P, es una proyeccién sobre el subespacio P,(X) de X generado por {z; : i < n},
para todan € N, y
— Py, 0 Py = Pumim,ny para toda m,n € N.
Las ideas originales de las demostraciones de las siguientes propiedades que involu-

cran a las funciones lineales ) ’s y P,’s pertenecen a S. Banach y pueden ser consultadas
en [5, 15].

Teorema 1.4.4. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach con una base de Schauder (x;);en.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Para cada x € X, el numero
]| := sup{[| P (z)]| : » € N} < o0

estd bien definido, y ||| - ||| : X — [0,00) es una norma en X que es equivalente
a la norma original || - ||; es decir, existen constantes A, B > 0 tales que

A7zl < =]l < Bl

para todo x € X. En particular, (X, ||| -]||) es un espacio de Banach.

2. P, es acotada para cada n € N.

3. C = sup{||P.]| : n € N} < oo, es decir, las proyecciones {P,, : n € N} son
uniformemente acotadas.

4. x; es acotada para cada n € N.

Al ntimero C se le conoce como la constante de base de la sucesién bésica (;);en.
Ademas, observemos que

[1Pa(@)llx = [[(Pa(Pa(2))llx < IPalll[Pa2)lx

para toda z € X y toda n € N. De donde podemos ver que ||P,|| > 1 paracadan € Ny
C' > 1. A una base de Schauder con constante 1 también se le denomina base mondtona.
Por ejemplo, la base candnica para £,, con p € [1,00), es una base monétona.

Ahora, presentamos una caracterizacion de las bases de Schauder que nos permite

ver de manera sencilla cuando una sucesion es basica, la cual también es una aportacion
de Banach [5, 15].
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Teorema 1.4.5. Dada una sucesion (x;)en de elementos no cero en un espacio de
Banach (X, || ), las siguientes dos propiedades son equivalentes:

1. (z;)ien es base de Schauder para (X, - ).
2. X = [{z; :1 € N}| y existe un C > 1 tal que:

1> assl| < Ol Y- agi (1.4.1)
=1 =1

para todo m < n y (a;)7—; € [—1,1]".

El corolario que sigue nos garantiza que toda subsucesion de una sucesion béasica es
basica.

Corolario 1.4.6. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach con una base de Schauder (x;)en,
cuya constante de base es C > 1. Para todo s = {s(1),...,s(n)} € FIN* y para cada
(@), € [—1,1]" se cumple que

1Y aizs)l| < C| D aizs || para toda m < n.
i=1 i=1

Demostracion. Consideramos (x;);eny una base de Schauder para un espacio de Banach
.|l - 1|), cuya constante de base es > 1. Fyjamos s = {s(1l),...,s(n); € vy
X de b C > 1. Fij 1 FIN*
a;),—1 € [—1, . Despues, denmmimos (0;),-; € |—1, €COImo
", € [~1,1]". Después, definimos (b;);") € [~1,1]*
P si j = s(i), para algin i < n,
771 0 en otro caso,

para cada j < s(n). Como la constante de base de (x;);eny es C'y s(m) < s(n) para
todo m < n, resulta que

m s(m) s(n) n
1> aswll =11 Y bjaill < CI D bjas|l = C|l D asas |
i=1 j=1 j=1 i=1

gracias al Teorema 1.4.5. O

El siguiente criterio nos dice cuando dos sucesiones se comportan de manera ana-
loga.

Definicién 1.4.7. Sean (x;);en v (¥i)ien dos sucesiones bésicas en los espacios de
Banach (X, |- |lx) v (Y,] - |lv), respectivamente. Se dice que (z;);en es C—equivalente
a (¥;)ien Si existen constantes reales positivas A y B con AB < C tales que, para
cualquier n € N se cumple la condicion

n n n
AT il x < 1Y awilly < BI|Y izl x,
=1 =1 =1

para toda (a;)?; € [—1,1]". Diremos que las sucesiones bésicas (x;)ien ¥ (¥i)ien son
equivalentes si existe una constante real positiva C' tal que estas son C' — equivalentes.
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Dado un vector en un espacio de Banach con una base de Schauder, es natural
asignar a este el conjunto de indices con coeficientes no cero de su tunica representacion
en tal base.

Definicién 1.4.8. Para cada = = >°; a;,x; en un espacio de Banach (X, | - ||) con
base de Schauder (z;);en, €l soporte de z (con respecto a (x;);en) es el conjunto

supp(z) :={i € N :a; # 0}.

El concepto anterior nos permitird enunciar una clase de sucesiones muy ttiles en
el estudio de los espacios de Banach con bases de Schauder.

Definicién 1.4.9. Sea (z;);eny una sucesion basica. Una sucesion (y;);en en el subes-
pacio ({z; : ¢ € N}) es una subsucesion bloque de (x;);en si el soporte de y; respecto a
(x;)ien es finito para cada i € Ny

supp(y1) < supp(yz) < -+ < supp(yn) < - -

Recordemos que cog = {7 = (a;)ien € RY : |suppr(z)] < w} C ¢y es un espacio
vectorial normado con la norma || - ||. Por conveniencia, el vector z = (a;)ien € coo
también se expresara como x = > 2, a,e;. El siguiente teorema determina una relacion
entre cualquier espacio de Banach con base de Schauder y el espacio cqp.

Teorema 1.4.10 (Folklore). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach con una base de
Schauder (x;);en. Definimos

n n
I] Zaieilll = || Zaiﬂfiﬂ
=1 =1

para cada Y, aze; € coo. Entonces ||| - ||| : coo — [0,00) es una norma en cy y la
completacion del espacio vectorial normado (coo, ||| - |||) es isométricamente isomorfo a
(X, |- 1)) Ademds, la base candnica (e;)ien de coo Tesulta ser una base de Schauder de
esta completacion.

El resultado anterior establece que todo espacio de Banach con base de Schauder es
isomorfo a la completacion de cyy bajo cierta norma. Esto proporciona una metodologia
para encontrar espacios de Banach con base de Schauder, la cual consiste en equipar
con una norma adecuada al espacio vectorial ¢y y tomar su completacion. Un ejemplo
del uso de esta técnica es la obtencién del famoso espacio de B. S. Tsirelson [30], cuya
construccion a través de este método se detalla en [15].

1.5 Conjuntos Seminormantes y Normantes en ¢y

El Teorema 1.4.10 establece que todo espacio de Banach que posee una base de
Schauder es isométricamente isomorfo a la completacion del espacio vectorial ¢y junto
con una norma. Por esta razon el objetivo principal de esta seccidon es describir un
método para construir normas para el espacio vectorial cyy. Dicho método es el que mas
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se usa en Analisis Funcional y consiste esencialmente en la btisqueda de un conjunto
de funcionales en cj,, donde al espacio cyy estd equipado con la norma del supremo,
que nos permiten llevar a cabo nuestra tarea.

Sabemos, por una consecuencia del famoso Teorema de Hahn-Banach [8, Cor. 6.7],
que para todo espacio de Banach (X, || - ||) se cumple que ||z| = sup{|f(z)| : f €
By(X*)} para cada © € X. Generalizando este hecho introduciremos la siguiente no-
cion.

Definicién 1.5.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Un conjunto no vacio W C X*
es un conjunto normante de X si ||z|| = sup{|f(x)| : f € W} para cada z € X.

Cabe mencionar que en otros trabajos se condiciona que el espacio normado X en
cuestiéon sea Banach y el conjunto W sea acotado (ver por ejemplo [6]).

La definciéon de conjunto normante motiva una técnica de construccion de nuevas se-
minormas ' que en algunos casos inducen nuevos espacios de Banach con determinadas
propiedades:

Definicién 1.5.2. Sea (X, | - ||) un espacio vectorial normado. Decimos que un sub-
conjunto no vacio W C X* es un conjunto seminormante de X si se cumple que
sup{|f(z)|: f € W} < oo para toda x € X.

Si W C X* es un conjunto seminormante, entonces para cada r € X definimos
|||w := sup{|f(x)| : f € W}. No es dificil probar que la funcién || - ||y : X — [0, +00)
es una seminorma en X.

Observemos que si W C (X, || - ||)* es un conjunto acotado por r € R™, entonces
lz|lw < r||z| para cada = € X.

Lo cual significa que todo subconjunto acotado de (X, || - ||)* es un conjunto seminor-
mante. También es importante resaltar la condicion siguiente:

| - |lw es una norma en X si y solo si para cada = € X\{0} existe una funcional

f e W tal que f(x) #0.

Por lo anterior convenimos, de manera muy general, denominar conjunto normante
de X a cada conjunto seminormante W C X* cuando || - || es una norma. Si W C X*
es un conjunto normante, denotamos por (X, || - ||w) a la completacion de (X, || - ||w)
y por X, al espacio dual de la completacién.

Hasta este punto es posible que exista confusion sobre las dos definiciones de con-
juntos normantes que se han presentado. La primera hace referencia a la norma ya
existente de un espacio normado, y la segunda nos proporciona una norma, sobre un
espacio normado, posiblemente distinta a la original. Sin embargo, el lema siguiente
nos permite establecer una conexion entre ellas.

1. Dado un espacio vectorial V' sobre los niimeros reales, una seminorma p : V' — R es una funcién
con valores en los nimeros reales no negativos que cumple las siguientes propiedades: p(z + y) <
p(x) + p(y), plaz) = |a|p(x) y p(0) = 0 para cada a € R y cualesquiera z,y € V.
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Lema 1.5.3. Sean (X, ||-||) un espacio normado y W C X* un conjunto seminormante
que genera una norma para X. Entonces para cada f € W existe una dnica feXxy
tal que f(z) = f(x) para toda x € X y ||f|| < 1. Mds ain, siW = {f € Xj, : f € W},

entonces ||z||lw = ||z||5 para toda x € Xy .

Demostracion. Fijemos una funcional f € W. Por definicién se cumple que |f(x)| <
||z||lw para toda x € X. Lo cual implica que f : (X, - |lw) — (R,| - |) es una funcién
acotada y || f|| < 1. Por otro lado, el Teorema de Hahn Banach para espacios normados
nos asegura la existencia de f € X;, tal que ||f]| = ||f|| < 1y f(z) = f(z) para toda
x € X. La unicidad de f es consecuencia de su continuidad y de que X es un conjunto
denso en Xyy. Ahora, considerando el conjunto W := {f € X7, : f € W}, vamos a
demostrar que || - [y = || - || sobre el espacio vectorial Xy. Sea € Xy, como X es
denso en Xy, entonces existe (x;);ey una sucesién en X tal que z; — = bajo la norma
|| - [[w. Observemos que

lzlw = lim [lz;|lw = lim sup{|f(z:)| - f € W}
= }iglosupﬂf(%ﬂ fe W} =sup{|f(x)|: f e W} = ||z]l-

Como z € Xy es arbitraria, se concluye que || - ||w O

= Il

Del lema anterior podemos identificar W con W y asi considerar a W como un
conjunto normante, segun la definicién 1.5.1, del espacio de Banach (X, || - [|w)-

Regresando a nuestro objetivo principal de este capitulo, necesitamos recordar la
definicién de producto interno.

Definicién 1.5.4. El producto interno de cualesquiera dos elementos x,y € ¢ es el
nimero real < z,y >:= 32, a;b;, donde z = (a;)ien ¥ ¥ = (bi)ien-

Mediante el producto interno y los elementos del mismo espacio vectorial cyg pode-
mos generar funcionales sobre (cqo, ||+ ||o0 ). En efecto, para x € ¢y se define * : cpo — R
como

*
x*(y) =< x,y > para cada y € cgp.

Observemos que

W< > aillbl <llylle D2 lail < Elzlleollyllo

i€suppr () 1€ suppr ()
para todo y € cyy, donde k = |suppr(z)|. Por lo tanto, z* es una funcional lineal
acotada y pertenece a By ((coo, || - [|oo)”) 81 [|7]|c0 < 1/k.

Por otra parte, existe una correspondencia entre el conjunto FIN* y el conjunto
coo N {0, 1}: A cada s € FIN* lo asociamos con el elemento 3¢, ¢;. De esta manera
podemos considerar a cada s € FIN* como un elemento en coy. Observemos que al
tomar el espacio vectorial coy con la norma || - ||,,, se obtiene que |[(X;c,e€:)* ()| =
| Sics ail < ||z||e, para todo x = 3%, a; € cooy s € FIN™.

En futuros ejemplos, para garantizar que obtengamos normas bastara con suponer
que nuestro conjunto seminormante W contiene al conjunto Gy := {%ef : i € N}, que
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estd contenido en Bj((coo, || * [|s)*)- De ahora en adelante la completacion de cqo con
la norma || - ||y serd denotada por Xy, para hacer énfasis en el conjunto normante.
A continuacién enlistamos algunos ejemplos de normas que proceden de conjuntos
normantes:

1. Si W = Gy, entonces (X, || - |[w) es isométricamente isomorfo a (co, || « ||oo)-

2. Cuando W = {Y;c,tef : s € FIN*} tenemos que (Xw,| - ||w) es isométrica-
mente isomorfo a (41, || - ||¢)-

3. SiW = {2, el :ne N} entonces (Xw, | -|lw) es isométricamente isomorfo a
(o, [I - lloo)-

Algunas veces resulta dificil identificar la completacién Xy, de cqg y sus propieda-
des partiendo del conjunto normante . Mientras el Teorema 1.4.10 afirma que todo
espacio de Banach con base de Schauder es isomemétrico a la completacion de alguna
norma de cg, el siguiente resultado nos permiten describir los elementos de Xy, para
algunos casos [9], omitimos la demostracién de esta afirmacion por ser muy técnica y
no contribuir sustancialmente al trabajo académico de esta tesis.

Teorema 1.5.5. Si || - || es una norma definida en coo en la cual la base candnica es
1—bdsica. Entonces la completacion resulta ser (coo, || - ||) = (€, ||| - |||), donde

¢ = {(a;)2 € RN : (D aie;)2, es una sucesion de Cauchy en (coo, || 1)} v
i=1

()22, ][] = limsup{H S aeil| i n e N}.

i=1



CAPITULO

Teorema de Ramsey sobre Bloques
de Barreras

Para el estudio de las sucesiones normalizadas mediante “subsucesiones bloque”
vamos a requerir el concepto de familia de bloques de una sucesién de barreras y un
teorema de tipo Ramsey relacionado a este. Todas las herramientas necesarias para ello
se presentan en este capitulo.

2.1 Barreras

En la literatura reciente se han utilizado ciertas familias de subconjuntos finitos de
N para dotar a cyg de una norma peculiar que al tomar su completacion obtengamos
un espacio de Banach con base de Schauder satisfaciendo ciertas propiedades prede-
terminadas [23, 24]. Entre estas familias sobresalen las barreras, un objeto matematico
introducido por C. Nash-Williams, el cual se presentara en esta seccion y que es esencial
en el desarrollo de este trabajo.

En lo que resta de la tesis usaremos la siguiente notacion:
Si F es una familia de subconjuntos finitos no vacios de N, M € [N]¥ y s € FIN*,
entonces
Fs={te FIN":s<tys t'eF}y
ffMZ{thith}
son dos tipos de restricciones de F.

A continuacién exponemos una propiedad importante de la Teoria de Nash-Williams
[26] que posee una notoria relacion con el Teorema de Ramsey (Teorema 1.2.2).

Definicién 2.1.1 (Nash-Williams). Dada una familia () # F C FIN*, decimos que F
tiene la Propiedad de Ramsey si para cada funcion ¢ : F — {1,...,q}, donde g € N,

1. Recordemos que st denota a s Ut cuando s < t.

17
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existe un conjunto M € [N]* tal que a lo mds una de las restricciones ¢~ 1(1) [,
.., Yq) Im no es vacia . En particular, F posee la Propiedad de Ramsey no nula si
existe M € [N]“ tal que solo una de las restricciones no es vacia.

Observemos que cualquier coleccién no vacia F C FIN* tal que M = N\ (UF)
pertenece a [N]¥ posee la propiedad de Ramsey ya que para toda coloracién finita
o+ F — {1,...,q} se cumple que las restricciones © (1) lar,...,¢ '(q) [a son
iguales al conjunto vacio. Es por esto que utilizaremos la propiedad de Ramsey no nula
para evitar casos triviales.

Ahora, enunciemos las condiciones que un subconjunto de F'I/N* debe cumplir para
que se denomine barrera.

Definicién 2.1.2. Dado un conjunto N € [N]“, una coleccién B C FIN* no vacia es
una barrera en N si:
(Bl) s,t e By s#t,entonces s Ctytgs.
(B2) Para cada M € [N]* existe un s € B tal que s C M.
(B3) UB = N.
Los ejemplos mas simples de barreras son:

Ejemplo 2.1.3.

1. Paracada k € Ny N € [N]*, el conjunto [N]* = {s C N : |s| = k} es una barrera
en V.

2. La barrera de Schreier S = {s € FIN* : |s| = min(s)}.
Directamente de la definicién de barrera se concluye su unicidad bajo contencion.

Lema 2.1.4. Si By y By son barreras en algin N € [N|* tal que By C By, entonces
81 - Bg.

La estructura de barrera se preserva bajo ciertas restricciones y puede generar
nuevas barreras tal como lo establece el siguiente resultado.
Lema 2.1.5. Sea B C FIN* una barrera en N € [N]*.

1. Para todo M € [N]“, el conjunto B [y es una barrera en M.

2. Para cada s € FIN*\ B, el conjunto By es una barrera en N/ méx(s).

3. A la barrera B se le puede asociar una barrera en N: Si {n; : i € N} es la
enumeracion creciente de N, entonces By :={{i € N:n; € s} : s € B} es una
barrera en N.

Por la tercera propiedad del lema anterior, toda barrera puede ser considerada como
una barrera en N. Por esta razon, en ocasiones, los resultados concerniente a barreras
seran formulados y demostrados tinicamente para barreras en N.

Veamos que es posible construir nuevas barreras a partir de otras barreras. Para
ello se usa la operacién que se describe a continuacién: Si k € Ny By,..., By C FIN*,
entonces

k
@BZ- ={s178 T Vi<k(s; €B)y s <sy << Skt
i=1
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Lema 2.1.6. Sean k € N y By,...,B;, C FIN* barreras en N € [N]“. Entonces el
conjunto @%_, B; es una barrera en N.

Demostracion. Basta con probar el caso k = 2. Fijemos M € [N]¥, como B; es barrera
en N entonces existe s € By tal que s C M. Tomemos m := max(s), gracias a la
definicién de barrera y a que M/m € [N]¥, podemos encontrar ¢ € By que satisface
que t & M/m. Por lo tanto, hallamos s™t € @?:1 B; tal que s7t C M. Ademas,
supongamos que existen s; " sg,t1 ty € 6]9?:1 B; tal que s17so C t17ty. Entonces alguna
de las siguientes condiciones se cumple:
(i) s17s2 Cty,

(ii) 17852 Cto, y

(iii) s17s2aNt; # 0 parai =1,2.
Si (i) o (ii), entonces se cumple que s; C t; 0 59 C to, respectivamente, lo cual contradice
la definicion de barrera. Para el caso (iii) se tiene que s1 C t; 0 s9 C t9 ya que $1 < so

y t; < t3, nuevamente una contradiccion a la definicion de barrera. De todo lo anterior
podemos concluir que @F_, B es una barrera en N. [

Es facil ver que para cualquier N € [N]* y cada sucesién finita (n;)¥_; de nimeros
naturales resulta que @F_, [N = [N]mtnet+n,

Para probar algunos resultados que involucran barreras, el método por induccion
transfinita es una herramienta eficiente. Para ello consideramos la relacion de orden
lexicograifico en la familia de subconjuntos finitos de los niimeros naturales, definida
para cualesquiera s,t € FFIN* como

§ <jeg t siy solo si min(s At) € s,

donde s At es la diferencia simétrica, s\t Ut\s.

Recordemos el siguiente hecho conocido [1, Lem. I1.2.15] del cual proporcionamos
una demostracion por su importancia en los resultados posteriores.

Lema 2.1.7. Toda barrera es un conjunto bien ordenado respecto al orden lexicogrdfico.

Demostracion. Sea B una barrera en N € [N]“. Decimos que s < ¢ si y solo si § <je, t
0 s = t para cualesquiera s,t € B. Vamos a probar que (B, <) es un orden total y todo
subconjunto infinito de la barrera B posee un elemento minimo. Por la definicion del
orden lexicografico y las propiedades de las barreras es facil ver que la relacion < es
reflexiva, antisimétrica y comparable (total 6 completa). Ahora tomamos r, s,t € B tal
quer < sys <t Sir=sos=t,entonces directamente sabemos que r < ¢t. En
el caso r < sy s < t, descartamos la opcién min(r A s) = min(s A ) en virtud de
que min(r A s) € r\ s y min(s A t) € s gracias a la definicién de diferencia simétrica
y a la hipdtesis. Esto nos deja con dos posibilidades : min(r A s) < min(s A t) o
min(r A s) > min(s A t). Primero apreciemos que para todo r,s € B distintos se
satisface la condicion

rOsn{l,2,...,min(r As)—1} =rn{l,2,...,min(r A s) — 1}
=sn{l,2,...,min(rAs)—1}Crs.  (2.1.1)
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Supongamos que min(r A s) < min(s A t). Tomando en cuenta la desigualdad previa
y la observacién (2.1.1) tenemos que

r0{L,2,...,min(r As)—1} =sn{Ll,2,...,min(r As)— 1}
Csn{l,2,...,min(sAt)—1} C ¢t

Ademads, no es posible que min(r A s) € t puesto que min(r A s) ¢ sy s < t. De lo
anterior obtenemos que min(r As) € r Aty que min(r As) < n para todon € rAt, en
otras palabras, min(rAt) = min(rAs) € r. De forma similar, si min(rAs) > min(sAt),
entonces se cumple que

tN{1,2,...,min(s At) -1} =sn{l,2,... ,min(s At) — 1}
Csn{l,2,....min(rAs)—1}yCr.

Adicionalmente, sucede que min(s A t) € r, en su defecto min(s At) € r Asy
min(s At) < min(r A s), lo cual es una contradiccién. Asi es como llegamos a que
min(s At) € r Aty min(s At) < n para todo n € r At, es decir, min(r A t) =
min(s A t) € r. Por lo tanto, r < t.

Finalmente probemos la existencia del minimo por contradicciéon. Supongamos que
la barrera B contiene una sucesion (s;);en estrictamente decreciente respecto a la re-
lacién <. Observemos que min(s; A s;) # min(s; A s;) para todo i < j < k en N.
Consideremos la coloracion ¢ : [N]* — {1,2} dada por

1 si min(s; A sj) < min(s; A sy),
2 si min(s; A s;) > min(s; A sg),

Aok = |

para todo {i,j,k} € [N]?. Por el Teorema de Ramsey (Teorema 1.2.2) es posible en-
contrar ¢ € {1,2} y N € [N}¥ tal que [N]*> C ¢~ !(¢). Sin embargo, es imposible que
min(s; A s;) > min(s; A s;) para cada i < j < k en N, ya que min(s; A s;) es un
nimero finito y (s;);en s una sucesion infinita. Por esta razén, para cada i < j < k
en N, la desigualdad

min(s; A s;) < min(s; A sy) (2.1.2)

se satisface. Definamos la coloracién ¢ : [N]* — {1,2, 3} como
1 sis;N{L,2,...,min(s; As;)} Ts;N{1,2,...,min(s; A sp)},

(
o({i,j,k}) =14 2 sis;N{1,2,... ,min(s; As;)} T s; N{L,2,...,min(s; A sg)},
3 sis;N{L,2,...,min(s; As;)} =s;N{1,2,...,min(s; A sp)},

para todo {i,j,k} € [N]® con i < j < k. Nuevamente, por el Teorema de Ramsey
(Teorema 1.2.2), existe £ € {1,2,3} y M € [N]* tal que ¢([M]*) = {¢}. Notemos que
¢ # 1 en vista de que

siN{L,...,min{s; As;}} =sN{L,...,min{s; A s;} — 1}
=s;N{L,...,min{s; A s;} — 1}
Cs;NA{L,...,min{s; A s} —1}
=s;N{1,...,min{s; A sg}},
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para todo i < j < k en M, pues (s;);en es estrictamente decreciente y se cumplen
las propiedades (2.1.1) y (2.1.2). Supongamos que s; N {1,2,...,min(s; A s;)} C s, N
{1,2,...,min(s; A s)}, para todo i < j < k en M. Dado que (2.1.2) se cumple, para
cualquier ¢ < j < k en M, obtenemos que

min(s; A s;y1) € s;N{L,...,min{s; A s;j41}}, (2.1.3)

para todo ¢ < j en M. Consideremos el conjunto {min(si A sip1) i € M} C N, el
cual es infinito ya que la relacion entre los conjuntos es propia, como B es barrera en N
podemos hallar t € B tal quet C {min(s;As;41) : ¢ € M} C N. Por (2.1.3) existe j € M
tal que t C s;N{1,2,...,min(s; As;+1)} C s;, esto contradice la propiedad (B1) de las

barreras. En consecuencia, ¢ debe ser igual a 3, es decir, s; N {1,2,...,min(s; As;)} =
s; N{1,2,...,min(s; A s;)} para todo i < j < k en M. Como (2.1.2) y la sucesién es
estrictamente decreciente se tiene que min(s; As;) € s;N{1,2,...,min(s; Asg)} Cs;

para todo i < j < k en M, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, el Teorema de
Ramsey no se cumple. De esta forma se prueba que todo subconjunto infinito de la
barrera B contiene un elemento minimo. [

La clasificacién de las barreras segiin su tipo de orden es de gran ayuda en la de-
mostracién del teorema principal de este texto (Teorema 3.2.3). Algunas caracteristicas
relacionadas al tipo de orden, que son de suma importancia para nuestros propositos,
seran descritas en los siguientes resultados (2.1.12, 2.1.13).

En lo siguiente, usaremos la notacion P, (s) para el conjunto de todos los predece-
sores de s € FIN* bajo el orden lexicografico. Si B es una barrera y s € B denotaremos
a la interseccién P, (s) N B por Pe,(s,B). Ademds, denotaremos al tipo de orden de
B como ord(B).

Lema 2.1.8. Dada una barrera B en N se cumple que ord(By,y) < ord(B) para todo
n € N.

Demostracion. Sea B una barrera en N y fijemos arbitrariamente n € N. Si B,y es el
conjunto vacio, entonces ord(By,)) < ord(B). En caso de que By,} no sea el conjunto
vacio, definimos la funcién f : By,y — B como f(s) = {n} s para cada s € By,. Es
facil ver que la funciéon f es inyectiva y preserva el orden lexicografico. Ademas, por
propiedades de las barreras, existe s,,1 € B tal que s,.1 = N/n. En consecuencia,
J(8) <iex Sn+1 para todo s € By, es decir, f(By) € Pex(sn+1, B). De aqui se deduce
que ord(Biny) < ord(Pies(sn+1, B)). Mientras que en el Teorema 1.1.4 se garantiza que
0rd(Piey(Sn11,B)) < ord(B). Por lo tanto, podemos concluir que ord(By,;) < ord(B)
para cada n € N. [

Lema 2.1.9. Para cada barrera B en N se tiene que ord(B) > wl*! para todo s € B.

Demostracion. Sean B una barrera en N y s € B. Basta probar que B contiene un
subconjunto F tal que s <., t para todo t € F y su tipo de orden respecto al orden
lexicografico sea w* donde k = |s|. Procederemos por induccién sobre k:

Enelcaso k =1, sea s = {s(1)} € B. Por la definicién de barrera podemos encontrar
si€ Btalques; C {s(1)+i—1,s(1)+¢,s(1)+i+1,s(1)+7+2,...} para todo 7 € N.



Barreras 22

Notemos que s; < Six1 para cada ¢ € N, por construccion. Por lo tanto, existe un
isomorfismo de orden entre F := {s; : i € N} y w, inducido de manera natural por el
orden lexicografico. Esto demuestra que ord(F) = w.

Para k = 2, tomamos s = {s(1),s(2)} € By s; := s. La propiedad (B2) de las
barreras nos permite hallar s; € B tal que s; © {s(2) +7 — 2,s(2) +i — 1,s(2) +
i,s(2) +1+1,...} para toda ¢ € N/1. Mientras que, para cada i € N/1, la propiedad
(B1) de las barreras implica que {s(2) +i —2,s(2) +i¢ — 1} C s;. De lo contrario, si
s;i = {s(2) +1i — 2}, entonces s; C s;_1. De modo que [s;| > 2y 8; <jex Si11 para toda
i € N. Tomando n; := |s;| para cada ¢ € N, nuevamente por la definicion de barrera,
obtenemos s; ; € B tal que s;; T {s;(1),...8:(n; — 1), s;(n;) + j,si(ng) +7+1,...} y
{s:(1),...si(n; — 1),s;(n;) + j} C s;; para todo 4, j € N. Por construccién, resulta que
5i <iew Sig Y Sij <iew Sij+1 <iex Si41 Para cada ¢,j € N. Observemos que existe un
isomorfismo de orden entre F := {s; : i € N}U{s;; : i,j € N} y w? dado naturalmente
de manera lexicografica:

S1 S9 S3 C Sm

S1,1 S21 S31 ... Sm,l
S1,2 S22 832 ... Sm2
S1,3 823 833 ... Smg3
Si,m  S2m  S3,m - Smom

Por esta razén el tipo de orden de F es w?.

Supongamos que si s € By |s| = k, entonces existe F C B con tipo de orden w* tal
que s <., t para todo t € F. Para el caso inductivo k+1, sea s = {s(1),...,s(k+1)} €
B. Como B es una barrera en N, encontramos s; € B tal que es segmento inicial de

{s(i),s(i +1),...8(k),s(k+1),s(k+1)+1,...} sii<k+1

{stk+1)+ (@ —k)—1Ls(k+1)+(i—k),
stk+1)+(—k)+1,s(k+1)+(i—k)+2,...} sii>k+1,

para cada i € N. Ademas, la condicién (B1) de las barreras implica que

{s(i),s(i +1),...s8(k),s(k+1),s(k+1)+1,...,
stk+1)+(G@E—-1)}Cssii<k+1,
o{stk+1)+(i—k)—1,s(k+1)+(G—Fk),s(k+1)+(G—k)+1,...,
sk+1)+@G@—k)+(k—-1)}Cssii>k+1,
para cada ¢ € N. Por construccién tenemos que |s;| > k 4+ 1y s; <jer Si+1 para todo
i € N. Renombremos a los elementos de s; como {s;(1),...,s;(n;)}, donde |s;| = ny,

para cada i € N. Ahora, para cada i € N, consideremos la barrera By, 1),....s;(ni—k)} ¥
tomemos el elemento

ti = A{si(ni —k+1),81(ni —k+2),...,81(n:)} € Bps,1),....00ni—k)}-
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Como |t;| = k, la hipétesis de induccién nos dice que existe G; C By, (1),....5,(ni—k)} €ON
tipo de orden w* tal que t; <j., t para todo t € G,. Sea

Fo={{s:(1),....5n —k)} "t 1€ G CB

para cada ¢ € N. La funcién f; : G; — F; definida como f;(t) = {s;(1),...,s;(n;—k)} "t
para cada t € G;, con i € N, es un isomorfismo de orden respecto al orden lexicografico.
Por lo cual el ord(F;) = w* para todo i € N. Notemos, para cada i € N, que 5 <jep Sit1
para todo s € S; ya que s(1) < s;11(1). Esto implica la existencia de un isomorfismo
de orden entre F = UjenF; v w**! inducido naturalmente por el orden lexicogréfico,

es decir, ord(F) = whtt, O

Corolario 2.1.10. La tinica barrera en N con orden w es [N]!.

Demostracion. Se realizard la prueba por contradiccion. Supongamos que B es una
barrera en N con tipo de orden w y B # [N]!, entonces existe s € B que satisface
|s| > 2. Por el Lema 2.1.9 se concluye que ord(B) > w?. O

Lema 2.1.11. Si B es una barrera en N distinta de [N]*, entonces |[BN[N]!| < 0o. En
particular, se tiene que {i} € B para cada i < méax (U(B N [N]l))

Demostracién. Sea B # [N]' una barrera en N y supongamos que el conjunto BN [N]!
es infinito. Tomamos s = {s(1),...,s(k)} € B\[N]', con k£ > 2. Como B es una barrera,
para cada ¢ > s(k) encontramos un t; € B tal que {s(1),...,s(k —1),i} C ¢;. Debido
a que [BN[N]'| = oo existe m € N tal que m > s(k) y {m} € B. Asi que {m} C t,,,
una contradiccion de la propiedad (B1) de las barreras.

Sea n := max (U(B N [N]l)) y supongamos que existe m < n tal que {m} ¢ B.
Consideremos el conjunto infinito {m,n,n + 1,n + 2,...} C N. Por la definiciéon de
barrera existe s € B tal que s C {m,n,n + 1,n + 2,...}. Sabemos que s # {m},
entonces {m,n} C sy en consecuencia {n} C s, lo cual es una contradiccion. O

El lema anterior también implica que para toda barrera B en N distinta de [N]!
resulta que B\[N]' es barrera en N/n donde n := max (U(B N [N]1)>

Teorema 2.1.12. Para cada k € N con k > 2 se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1), Sea B una barrera en N. Entonces B tiene tipo de orden w* si y solo si todo s € B

satisface que |s| < k y existe n € NU {0} tal que [N/n]* C B.

(2), Para toda barrera B en N con ord(B) > w* se tiene que el conjunto
Mi(B) = {m € N:m = min(s) para algin s € BN [N]k} es finito.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k. Para el caso k = 2 tenemos que:

(1)2 (=) Sea B una barrera en N con orden w?. Supongamos que existe s € B tal que
|s| > 2, entonces ord(B) > w? por el Lema 2.1.9, lo que contradice la hip6tesis.
Por consiguiente, para todo s € B se cumple que |s| < 2. En virtud del Lema
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2.1.11 y del resultado previo, obtenemos que [N/n]?> C B donde n := médx (U(B N

N]Y).

(<) Consideramos B una barrera en N tal que todo s € B satisface que |s| < 2
y [N/n]?> C B para algtin n € N. Por hipétesis, el conjunto By C [N]<? para
cada ¢ < n. En consecuencia, By es vacio o By = [N/i]! si i < n. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que By;y # () para cada i < n. Esto implica que
el orden de 'y := {{i} "5 : s € By} € B es igual al ord(By;;) = w para cada
i < n. Aplicando el Teorema 1.1.5 a {I';3}7-; U {[N/n]?} obtenemos que

ord(B) = (iord(f‘{i})> + ord([N/n)?) = w?.

(2)2 Sea B una barrera en N tal que ord(B) > w? y supongamos que My (B) es infinito.
Primero probemos que existe £ € N tal que la barrera By, tiene un elemento s
con cardinalidad mayor o igual a 2. Supongamos que By;y C [N|<? para cualquier
i € N. Sabemos que By es el conjunto vacio o una barrera. Sin pérdida de
generalidad, gracias al Lema 2.1.11 y al inciso 3. del Lema 2.1.5, podemos suponer
que By;y # 0 para toda i € N. Por lo tanto, ord(By;;) = w para toda ¢ € N. Debido
al Teorema 1.1.5 y a los resultados previos tenemos que

ord(B) =Y ord(I'yy)
i=1
= Z W = CL)27
i=1
ya que de igual manera al inciso anterior se cumple que ord(I';y) = ord(By;y) para
toda ¢ € N, lo cual contradice la hipdtesis. Sea £ € N tal que hay un s € By con
2

|s| > 2, el Lema 2.1.9 afirma que el tipo de orden de By es mayor o igual a w”.
Mientras que por el Teorema 2.1.11, obtenemos que M (Byy) = U(Bggy N [N]Y)
es finito. Por consiguiente, si n := max (93?1(8{5})) > ( entonces Bigy [n/n €8
una barrera en N/n que no tiene elementos con cardinalidad 1. Por otro lado,
como My (B) es infinito, hallamos m € My (B) tal que m > n. Tomamos algin
{m,i} € BN[N]? y consideramos el conjunto {m, 7,7+ 1,7+ 2,...} € N/n. Por
definicién de barrera, obtenemos s € By tal que s & {m,i,i 4+ 1,4+ 2,...}.
Debido a la construccién s # {m}, asi que {m,i} C s. Por eso {{} s € By
{m,i} € B, lo cual contradice la propiedad (B1) de las barreras.

Supongamos que (1); y (2); se cumplen para cada 1 < j < k. Por demostrar que las
afirmaciones son validas para k + 1.

(1)g+1 (=) Sea B una barrera en N tal que ord(B) = w**!. Supongamos que existe
s € B tal que |s| > k+ 1, aplicando el Lema 2.1.9 obtenemos que ord(B) > w**2.
Una contradiccion de la hipotesis. Por lo tanto, para todo s € B se satisface
que |s| < k+1. Observemos que My (B), Ma(B), ..., M(B) son conjuntos finitos
por el Lema 2.1.11 y (2); para 1 < j < k. En consecuencia, My1(B) es un
conjunto infinito. Finalmente, los resultados previos implican que [N/n]**! C B

para n = max (Ujgk Mm; (B))
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(2)k11

(<) Consideramos B una barrera en N tal que todo s € B satisface que |s| < k+1
y [N/n]* C B para algtin n € N. Por hipétesis By;y C [N]<F para cada i < n.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que By;; # 0 para i < n. Gracias
al Lema 2.1.9 se tiene que ord(Bgy) > w®, donde d; = méx{[t| : ¢t € By},
para cada i < n . Notemos que d; < k para toda i < n, entonces w® < w.
Aplicando el Lema 2.1.11 y (2), para todo j < d; obtenemos que los conjuntos
M (Bgy), - -, Ma,—1(Byay) poseen cardinalidad finita si @ < n. En consecuencia,
M4, (Byiy) es un conjunto infinito para cada i < n. Por la contrapuesta de (2),,
tenemos que ord(Byy) < w? para toda i < n. Por lo cual podemos concluir que
ord(Bpy) = w? si i < n. Finalmente, gracias al Teorema 1.1.5 y a la igualdad
entre el tipo de orden de By; y el tipo de orden de I'yyy := {{i}"s : s € By}
para cada ¢ < n, resulta que

ord(B) = (Zord(l“{i})) + ord([N/n]*™)

i<n

(Z wdi) !

i<n

k+1

w

Consideremos B una barrera en N con tipo de orden mayor a w**! y supongamos
que My1(B) es un conjunto infinito. Probemos, por contradiccién, que existe
¢ € N tal que By contiene un elemento de cardinalidad mayor o igual a & +
1. Para ello supongamos que By C [N]<F para toda ¢ € N, es decir, B C
[N]=F+1 Del Lema 2.1.9 se obtiene que ord(B) > w? con d = max{|s| : s €
B} < k + 1. Observemos que My(B) es un conjunto infinito ya que [s| < d
para toda s € By MMy (B),...,My4_1(B) poseen cardinalidad finita segin el Lema
2.1.11 y los incisos (2)a,...,(2)¢_1. De aqui se deduce que [N/n]¢ C B para
n := max (Uigd—l QJTZ(B)) Por (1)g41 se concluye que ord(B) = w? < Wkt una
contradiccion de la hipdtesis. Sea ¢ € N tal que hay un elemento s € B cuya
cardinalidad es mayor o igual que k + 1. Entonces del Lema 2.1.9 obtenemos
que ord(Byy) > w*™. El Lema 2.1.11 y los incisos (2)s, ..., (2); nos aseguran
que My (Byy), - .., M(Byey) son conjuntos finitos. Por lo tanto, By [n/s €s una
barrera en N/n que no posee elementos de tamano menor o igual a k cuando n :=
max (U,Sk i)ﬁi(l’)’{g})) > (. Luego, como My 1(B) es infinito, existe m € My 1(B)
tal que m > n. Tomamos algin {m, i, is,...,i} € BN [NJ*! y consideramos
el conjunto infinito {m, iy, s, ..., 0k, ik + 1,7 + 2,...} € N/n. Por defincién de
barrera, podemos encontrar s € Bygy [n/m tal que s © {m, iy, s, ..., ik, ip + 1,0, +
2,...}. Pero dado que |s| > k + 1 se tiene que {m,iy,is,...,ix} T s. Asi {{} s
y {m,iy,is,...,19x} pertenecen a B, esto contradice la definicién de barrera.

]

Corolario 2.1.13. Si B es una barrera en N con tipo de orden menor a w®, entonces
ord(B) = w* para algin k € N.

Demostracién. Dada B una barrera en N tal que ord(B) < w* y ord(B) # wF para
toda k € N. Entonces existe n € N tal que w" < ord(B) < w™*!. Por el Teorema 2.1.12
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los conjuntos Ny (B), ..., M, (B) son finitos. Ademds, por contrapuesta del Lema 2.1.9,
ningin s € B cumple que |s| > n + 1. En otras palabras, |s| < n para toda s € B.
Esto implica que 90;(B) es un conjunto infinito para algin ¢ < n, lo cual es una
contradiccion. O

Del resultado anterior y del hecho de que la barrera de Schreier S tiene tipo de
orden w", es natural preguntarse si existen barreras en N con tipo de orden mayor a
w®. La respuesta es si, un ejemplo de ello es la barrera

N'®S = U{{n}Us:sGS 'n/n }

neN

con tipo de orden igual a w¥*!.

El siguiente teorema es uno de los resultados mas relevantes que conectan a fami-
lias arbitrarias de subconjuntos finitos de N con barreras, la demostracion se puede
encontrar en el libro [1, Lema I1.3.8].

Teorema 2.1.14 (de Galvin). Para cada familia F de conjuntos finitos de N y todo
N € [N]¥ existe M € [N]“ tal que F [p es vacio o contiene una barrera.

Una consecuencia directa del teorema anterior y la definicion de barrera es:

Teorema 2.1.15 (de Ramsey sobre Barreras). Toda barrera B en N € [N]¥ tiene la
propiedad de Ramsey no nula. De hecho, para cada coloracion ¢ : B — {1,...,q}, con
q € N, podemos hallari < q y M € [N]* tales que O # B [, C o 1(7).

Demostracion. Sean B una barrera en N € [N]“ y ¢ : B — {1,2} una coloracion.
Tomamos B; := ¢~ !(i), la preimagen de i bajo ¢, para cada i < 2. Por el Teorema
de Galvin (Teorema 2.1.14) existe M € [N]“ tal que B; [y es vacio o una barrera en
M. Si By [y= 0, entonces B [y= By [y, y debido al Lema 2.1.5 sabemos que B [/
es una barrera en M, se termina la demostracion. Supongamos entonces que By [y es
una barrera en M. Gracias al Lema 2.1.5 tenemos que B [, es una barrera en M, y el
Lema 2.1.4 nos permite concluir que By [yy= B [y v B [a= 0. O

Es posible deducir el resultado anterior a través de un teorema mas general y que
es central en la Teoria de Nash-Williams de Fronteras y Barreras [1, 26].

Por otro lado, motivados por la relevancia de las sucesiones bloque de una sucesion
basica normalizada en un espacio de Banach, introduciremos el siguiente concepto.

Definicién 2.1.16. Dados k € N y barreras By, ..., B, C FIN* en N € [N]¥, defini-
mos el conjunto

Bl(Bl,,Bk) Z:{{Sl,...,Sk}ZViSk(SiGBi)YSl<82<"'<8k},

y lo llamamos la familia de blogques de barreras de la sucesion (Bi)le. Si By = By =
.- = By, entonces denotamos brevemente a Bl(By, ..., B;) como BI*(B;). Ademas, a
los elementos de la familia Bl(By, ..., By) los denominaremos k—bloques.
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Remarquemos que el conjunto Bl(B, ..., By) es infinito para cualquier sucesién de
barreras (B;)¥_, en N gracias a las propiedades de una barrera.

Ahora, extendemos el Teorema de Ramsey sobre Barreras a una familia de bloques
de barreras. El siguiente resultado, que se encuentra en el articulo [16], generaliza el
Teorema de Ramsey y su prueba se muestra posteriormente en este texto.

Teorema 2.1.17 (de Ramsey sobre Bloques de Barreras). Sea (B;)F_, una sucesion fi-
nita de barreras en N € [N|¥. Entonces para cualquier coloracion ¢ : Bl(By, ..., B) —
{1,...,q}, con ¢ € N, ezisten 1 < q y M € [N]* tales que Bl(By [, ..., B Tm) C
v ().

2.2 Teorema de Ramsey sobre Bloques de Barreras
para Analistas

En base a la nocién de k—bloques de barreras y su propiedad de Ramsey no nula,
establecidas previamente, es natural pensar en su conexién con el Analisis Matematico.
Esta idea se expone en [16] y es la que abordaremos en la presente seccién, siguiendo
las pautas asentadas en el apartado Teorema de Ramsey y Teorema de Ramsey para
Analistas.

Teorema 2.2.1 (de Ramsey sobre Bloques de Barreras para Analistas ). Sean (X, d)

un espacio métrico totalmente acotado, k € N y (B;)¥_, una sucesion finita de barreras

en N € [N]“. Para cada coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X y cada € > 0 existe
M € [N]* tal que

d(p(5),¢(T)) < e
St S, T e Bl(Bl rM, cee ,Bk [M)
Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado, k € Ny (B;)¥_; una
sucesion de barreras en N € [N]¥. Fijemos una coloracién ¢ : Bl(By,...,B;) — Xy

e > 0, ambos arbitrarios. Como X es totalmente acotado, existen ¢ € Ny zy,..., 2,
en X tal que X = U;<, Bs(;). Consideremos la particién {A; : i < ¢} de X, donde

A1 =B:z(r1) vy Ai=DB:(w)\ (U B%(Qij)) para cada 1 < i <gq.

; j<i
Entonces podemos definir la funcién ¢ : X — {1,...,q}, en el punto x € X, como
¢(x) =1isix € A;, para algin i <gq.
Es claro que ¢ esta bien definida y que
¢po:Bl(By,...,By) — {1,...,q}

es una coloracién finita. El Teorema de Ramsey sobre Bloques de Barreras (Teorema
2.1.17) nos garantiza que podemos hallar i < ¢ y M € [N]* tal que BI(B; [a,- .-,
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B 1am) C (pop) (i) = ¢ (¢71(i)). Por consiguiente w(Bl(Bl Iars -, Br [M)) C
¢ i) =A; C B (z;). Lo que significa que

d(p(S5), p(T)) <e
para todo S, T € Bl(By sy, Br [m)- O

Mediante el teorema anterior y cierto proceso de diagonalizacién se obtiene una
variacién del Teorema 2.2.1, en donde los bloques de barreras resultantes se acercan
asintoticamente entre si.

Corolario 2.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado, k € N y (B;)¥_,

una sucesion de barreras en N € [N]|“. Para cada coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X
y cada sucesion g; \, 0, existe M = {m; : i € N} € [N]¥ tal que

d(p(S5), p(T)) < &,

siempre que min(s;Uty) = my, para cualesquiera S = {sy,...,sx}, T = {t1,t2... , tx} €
BI(By a5 Br )
k

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico totalmente acotado, k € Ny (B;);_; una
sucesion de barreras en N € [N]“. Consideremos una sucesion ¢; N\, 0 y una coloracién
¢ Bl(By,...,B;) — X, arbitrarias. Por el Teorema 2.2.1, existe un conjunto M; €
[N]“ tal que d(¢(S),(T)) < 1 para todo S,T € Bl(By [y, ---, Bk [a)- Pongamos
my = min(M;). Supongamos que para todo i < n con n € N existe M; 1 € [M;/m;]*,
donde m; := min(M;), que satisface que d(¢(S),o(T)) < ;41 para todo S,T €
BI(By a1y -+ B [ay,). Aplicando el Teorema 2.2.1 8 © BB, 11, v o Brlaty o)
y a €py1, encontramos un conjunto M, € [M,/m,]|* tal que d(¢(S),o(T)) < ent1
para todo S, T € BIU(Bi m,,s---, Bk [M,,,) ¥ POnemos myy1 := min(M,1). De esta
forma generamos una sucesién (m;);eny de nimeros naturales y una sucesion (M;);en
de subconjuntos infinitos de N, con las siguientes caracteristicas:

— m; := min(M;) para toda i € N.
— M, € [N]¥y My, € [M;/m;]* C [M;]* para cada i € N, lo cual implica que
m; < m;y1 para toda ¢ € N.
— Para cada ¢ € N, se cumple que d(p(S), p(T)) < ¢; siempre que S, T € Bl(B; [,
oo B Ta)
Ahora, tomemos M := {m; : i € N}. Notemos que para cada S = {si,..., S},
T ={ty,...,ts} € BU(By [a,---, Bk [ar), existe £ € N tal que min(s; Ut;) = my. De
ahi que S, T € BU(By [amy, -, Br Ta,) ¥

d(e(5),9(T)) <&
Por lo tanto, M es el conjunto buscado. O

De manera analoga a lo que se hizo en el Teorema 1.2.4, el Teorema 2.2.1 nos
conduce a un tipo de convergencia de coloraciones de bloques de barreras a espacios
métricos. Mas atn, esta convergencia es una extension de la expuesta en la Definicion
1.2.6.
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Definicién 2.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico, k¥ € N y (B;)¥_, una sucesién de
barreras en N € [N]“. Una coloracion ¢ : Bl(Bi,...,By) — X converge a x € X, si
para cada ¢ > 0 existe £ € N tal que

d(p(5),x) <,

para todo S = {s1,...,s,} € BU(Bi [nse,---, Bk [n/e). Esta convergencia la denotare-
mos por el simbolo
lim S) =x.
Bl(Bl ..... Bk)95—>00w< )
La compacidad de un espacio métrico nos asegura que toda coloracién mediante
elementos de dicho espacio tiene una restriccion convergente.

Corolario 2.2.4. Sean (K,d) un espacio métrico compacto, k € N y (By)%, una
sucesion de barreras en N € [N]|“. Para cada coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — K
existen M € [N]* yx € K tal que

lim S)=uw.
Bl(Bilas--,Brlar)3S—r00 SO( )
Demostracién. Sean (K,d) un espacio métrico compacto, k € Ny (B;)¥_, una sucesiéon
de barreras en N € [N]“. Fijemos una coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — K. Por el

Corolario 2.2.2, hallamos M = {m; : i € N} € [N]¥ tal que

d(p(S),¢(T)) < donde min(s; Ut;) = my para algin £ € N,

?7

para cada S = {s1,..., s}, T = {t1,...,tx} € BU(By [m,-.., Bk [m). Por otra parte,
como K es compacto y la familia {clK({cp(S) : S € Bl(By [myj,---Bs [M/j)}> }jeN

posee la propiedad de interseccién finita, podemos encontrar un punto

v (e ({e(S): S € BBty - Br ai)}).

jeN

Ahora, probemos que la coloracién ¢ : Bl(By [a,...,Bx [m) — K converge a x.
Dado € > 0, existe £ € N tal que 5 . ; < 5. Como

T € clK({gp(S) 1S € BUBy [m/mp_ys- - B rM/mZ—1>})7

existe T € BU(B1 [m/me_y>-- -+ Br Tmym, ) tal que d(o(T),z) < 2%5 Finalmente, se
concluye que

d(p(S5), x) < (1)) + d(e(T), x)

‘6

),
1
2t
para todo S € BBy [mymy ys-- - Br [vjmes)- =

(S
_'_

[\3‘}_.;9:
I/\



CAPITULO

Estabilidad Oscilatoria

Empezaremos el capitulo presentando la nocién de (k,e)—oscilacién estable pro-
puesta en [4] y su relacién con el Teorema de Ramsey. Después extenderemos dicho
concepto mediante el uso de k-bloques de barreras y probaremos que la nueva oscila-
cion es equivalente al Teorema de Ramsey y al Teorema de Ramsey sobre bloques de
barreras.

3.1 Oscilacion estable

Recordemos del libro [1, Def. I111.5.4] que una funcién f : S(X) — R se llama
oscilacion estable sobre el espacio de Banach (X, || - ||) si para todo subespacio de
Banach de dimension infinita Y de X y cada ¢ > 0 existe un subespacio de Banach de
dimensién infinita Z de Y tal que

sup {[f(z) = f(y)| : 2,y € S(2)} <&

Esta nocién permitié a los autores del articulo [4] observar la existencia de una propie-
dad oscilatoria dentro de las condiciones que conducen a la construccion de un modelo
disperso (ver la Definicién 4.1.1). De manera formal enunciamos dicha observacién de
la siguiente manera:

Definicién 3.1.1. Sean £ € Ny ¢ > 0. Una sucesién normalizada (z;);ey en un
espacio de Banach (X, || -||) se denomina (k,)-oscilacion estable si para cualesquiera

s={s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N]* tenemos que

k k
‘H Zaﬂs(i)n — || Zaixt(i)H‘ <g,
i=1 i=1

para todo (a;)k_, € [-1,1]%.

La relevancia de la anterior propiedad es su relaciéon con el Teorema de Ramsey, la
cual serd expuesta y demostrada posteriormente en esta seccion. Para ello introducimos

30
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el espacio métrico que fue crucial en la demostracion del Teorema de Brunel-Sucheston
(Teorema 4.1.3) presentada en las notas de Th. Schlumprecht [29]:

Para cada k € N, definimos el espacio métrico
M, ={p:RF - [0,00) : pesunanormay Vi = 1,....k (p(e;) = 1)}
cuya métrica esta dada por

di(p1, p2) = sup{’pl(a) - p2(a)‘ ca=(ay,...,a;) € [—1, 1]’“}

para cada par de normas py, po € My. Una afirmaciéon erronea en esta prueba fue “para

toda k € N, el espacio métrico (M, d;) es compacto”. A continuacién se presenta un
Y Y

ejemplo simple que nos permite observar que estos espacios no son compactos.

Ejemplo 3.1.2 ([4]). Sea (My,ds) el espacio métrico previamente definido. Conside-
remos la sucesion (|| - |lw, Jnen de normas de R? definidas por lo conjuntos normantes
W, = {ef — €5, te5, } C (R?)*, para cada n € N. Primero demostremos que la sucesién
(Il - [lw;, )nen es de Cauchy, en otras palabras, dado £ > 0 encontremos ¢ € N tal que

do(|| - Nl || - lw) = sup {|llallws,, = lallw,| : a€[-1,12} <&

si m,n > {. Tomemos a € [—1,1]?, sin pérdida de generalidad supongamos que 0 <
llallw,, — ||a|lw, y observemos que:

1) Cuando ||allw,, = ]%ez(a)] vy |lallw, = |%e’2‘(a)| se tiene que

1 * 1 *
lallwi, — llalbw, =1 -c3(a)] - | -e3(@)
11y, .
(=) s
1 1
~—m n
2) Si |la|lw,, = |(e] — e5)(a)| , entonces ||a|lw, = [(ef — €3)(a)| y se obtiene la

igualdad
lallw,. = llallw, = 0.

3) Cuando [lallw,, =I5 es(a)l v llallw, =|(ef — €3)(a)| resulta que

1 * * *
lallw,, — llallw, = \%ez(a)! — |(e1 — e5)(a)]
1 1
< _ * _ _ *
< | Les(a) - 12esta)
1 1
~m n

< ‘L _ l’, y como a € [—1,1]? es arbitrario se concluye que

Ast [llallw,, — llallw, | < |5 &

1 1 1 1
da(|| - 1wy || - llw) < ‘E — ﬁ‘ < . + -
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Finalmente eligiendo ¢ € N tal que ¢ > %, se cumple que

11 _
do([] - Nw,s || - ) S —+—=<e sim,n> L.
m n

De ahi que (|| - ||w, )nen es una sucesién de Cauchy y consecuentemente (||a|lw, )nen
es una sucesiéon de Cauchy en R para cada a € R?. Definimos p : R*> — [0, 00) como
p(a) = lim,,_. ||a|]lw, para toda a € R% De hecho, para cada a € R? se tiene que

Sy [ e = @) sieifa) £ e3a),
0 si ej(a) = eb(a).
Ahora probemos que lim, | - |w, = p. Dado a € [—1, 1]* tenemos que:
L. Si €f(a) = e5(a), entonces |[lallw, — p(a)| = |Les(a)| = Llex(a)| < L.

2. Sief(a) # e5(a), entonces

lallw, —p(a) =
{ |(e1 —e5)(a)] — |(e — e3)(a)| = 0 si lallw, = |(ef —e35)(a)],
mes(a)l = (e —es)(a)] < gles(a)l < 5 st lallw, = |5 e5(a)l,
y
lallw, —p(a) =
|(e1 —e5)(a)] — |(e1 — €3)(a)| = O si lallw, = I(e7 — €3)(a)],
|ez(a)l — I(e5 —e3)(a)l = |(ef — e5)(a)
—|(e7 = e3)(a)[ = 0 siflaflw, = [5e3(a)l-

De lo anterior inferimos que ‘HaHWn - p(a)‘ < L para toda a € [—1,1]% es decir,
do(|| - lw, p) < +. Asi, para cada e > 0, al tomar ¢ € N tal que £ > 1 obtenemos la
desigualdad

do(|| - Nlw,,p) < —<e sin>{.

SHNS

Sin embargo, p no es una norma ya que p((1,1)) = 0. Por lo tanto, (May,ds) no es

compacto.

=

La afirmacién se vuelve cierta si reemplazamos “norma” por “seminorma” de la
siguiente manera

Ni={p:RF — [0,00) : p es una seminorma y Vi = 1,...,k (p(e;) = 1)}.

Enseguida verificaremos que (Nj,d) es un espacio métrico compacto, aunque este
hecho es conocido daremos una prueba detallada. Para esto es importante observar
que para cualquier k¥ € N y cada p € N, resulta que

k k
pla) <D plaes) =Y las| =< [|alle,
=1 =1

para toda a = % | a;e; € RF.
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Lema 3.1.3 ([3]). Para cada nimero natural k, el espacio métrico (N, dy) es com-
pacto.

Demostracion. Sea k € N. Demostraremos que el espacio es completo y totalmente
acotado (esto es equivalente a la compacidad en espacios métricos, una prueba de ello
se puede consultar en [12]). Para ver que es completo tomamos una sucesién de Cauchy
(Pn)nen en (N, dy). De la definicion de la métrica dj, podemos ver que las sucesiones
{(pn(2))nen : © € R¥} son uniformemente Cauchy en el espacio de Banach (R, |- |).
Més atin, las sucesiones {(p,(z))nen : © € R¥} convergen uniformemente en (R, | - |).
Tomando el limite puntual podemos definir p(x) := lim,, o pn(z) para cada z € RE.
Es facil ver que p es una seminorma en R y p, — p. Ahora probaremos que (N, dj)
es totalmente acotado. Fijemos € > 0 y consideremos una -red B en ([—1,1]% | - ||s,)

4

y A una -red en [0, k]. Para cada funcién f : B — A definimos

Cr={peNi: Ip(b) - f(B)] < W& B}.

Afirmamos que p1,pe € O satisfacen que di(p1,p2) < €. Para ver esto tomamos
€ [-1,1]* y b € B tal que |l — bl|,, < =. Entonces tenemos que

|p1() = pa(2)] < [p1(2) = por(b)] + |p2(b) — f(D)]

+1£(b) = pa(b)] + [p2(b) — p2()]

2e
< |p1(z = )| + [p2(b — )| + 1

€
<2||z = b, + 5 <e
Ahora para cada C; no vacio fijamos py € Cy. Veamos que {p; € Ny : f: B — A}
es una e-red en Nj. Ciertamente, dada p en N} consideramos la funcién f : B — A
definida por

£(b) =minfa € A: [p(b) —a| < Z}.

De donde se sigue que p € Cy y por ello se cumple que di(p, p) < €. Esto prueba que
(N, dy,) es totalmente acotado. Por lo tanto, (N, dy) es compacto. O

Siendo mas especificos, la prueba del Teorema de Brunel-Sucheston a la que hicimos
referencia previamente, usa una consecuencia del Teorema de Ramsey para Analistas
(Corolario 1.2.6) sobre ciertas coloraciones cuyo codominio esta en el espacio My,
suponiendo de manera equivocada que es un espacio compacto. Pero esto se rescata
simplemente usando el espacio métrico N}, que resulta ser compacto.

A continuacion para cada k € N utilizaremos el espacio métrico compacto N, y una
sucesion normalizada de un espacio de Banach para colorear la familia de bloques de
k barreras arbitrarias.

Sean (x;);en una sucesién normalizada de un espacio de Banach (X, |- |), k € N
y (B;)¥_; una sucesién de barreras en N. Para cada s € FIN* escogemos el vector
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X(s) = %, y definimos la coloracion Wy : BI(By, ..., By) — N} asociada a la
i€s <t

sucesion (x;);en, en el punto S = {sy,...,s,} € Bl(By,...,B;), como

k k
SO aies) =D a;iX(s
i=1 i=1

para todo (a;)¥_, € [~1,1]*. Por comodidad cuando consideremos las coloraciones ¥}s
quedara implicita la sucesién a la cual estan asociadas. En un caso muy particular,
cuando (By, ..., B) = ([N]},...,[N]!), la coloracién W, : BI*([N]}) — N, se identifi-
card con la funcién ¢y, : [N]¥ — A, definida en el punto s = {s(1),...,s(k)} € [N]*
como

k k
$)Oaie;) = || D> aiws |,
=1 =1

para todo (a;)%_, € [—1,1]F. Ademéas, podemos ver que para cada S € Bl(Bi,...,B)
y cada s € [N]*

k k k k
1D aiX ()]l <D MaiX(so)ll < D lasl = 1D aseille,
=1 =1 =1 =1
k k k k
v 1Y awsy | <D0 Naswll <D0 ail = 1 aseslle,
=1 =1 =1 =1

para todo (a;)¥_, € [-1,1]%.

El siguiente lema garantiza que para cada k € N y cada coloracién ¥, asociada
a una sucesion béasica normalizada, existe una restriccién que converge a una norma
dentro del espacio compacto N.

Lema 3.1.4. Sea (x;)ien una sucesion bdsica normalizada en un espacio de Banach

(X,]| - |I). Para cada k € N y cada (B;)¥_, sucesion finita de barrera en N, existen
M € [N]* y una norma py : R¥ — [0, 00) tal que
lim \I/k(S) = Pk,

BI(B1Ias-,Br )25 —00
esta convergencia se establece dentro del espacio métrico compacto Nj,.

Demostracion. Sean (z;);eny una sucesion basica normalizada en el espacio de Banach
(X, - 1l) ¥ C su constante de base. Fijemos k € N y (B;)F_, una sucesién finita de
barrera en N. De acuerdo con el Corolario 2.2.4 podemos encontrar M € [N]“ y p. € N
de tal modo que para cada € > 0 existe £ € M tal que

alz 16[ 171]k}<

di(Vi(S), pr) —sup{luzaz )l —pk(zal NE

£
C
para toda S = {si,...,sk} € BIUBi [mye, -, Br [mye). Para finalizar con la demos-

tracion solo nos queda comprobar que p; es una norma. Para esto supongamos que
hallamos (b)Y, € [-1,1]* \ {(0,...,0)} tal que pk(Zle bie,) = 0. Consideremos
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ip =min{i < k:b; # 0} y fijemos 0 < & < |b;,|. Por el Corolario 1.4.6 y la convergen-
cia de la coloracién, tenemos que

i0 k
bio] = (| D 0: X (si) | < C| D biX ()| < Cdi(Wi(S), pr) <,
=1 =1

para cada S € BU(B1 [wmye, - - Bi Tamye), lo cual es imposible. De este modo concluimos
que pg €S una norma. O

Corolario 3.1.5. Sea (;);en una sucesion basica normalizada de un espacio de Banach
(X,|I- ). Para cada k € N, existen M € [N]* y una norma py : R¥ —s [0, 00) tal que

lim W(S) = Pk,

s€[M]F =00
esta convergencia se establece dentro del espacio métrico compacto N.

Enseguida enunciamos uno de los resultados claves de esta seccion, el cual aparece
en el articulo [4]. Para comodidad del lector, incluimos una demostracién completa y
accesible.

Teorema 3.1.6. Para cada nimero natural k mayor a 1, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (Teorema de Ramsey para k) Para cualquier coloracién o : [NJ*¥ — {1,...,q},
con ¢ € Ny N € [N]*, podemos encontrar i < q y M € [N]* tal que [M]F C
1/
(1)

(2) (Teorema de Ramsey para Analistas respecto a k) Sean (X, d) un espacio métrico
totalmente acotado y N € [N]“. Para cada coloracion ¢ : [N]*¥ — X y cada
e > 0 existe M € [N]¥ tal que

d(p(s), (1)) <e,

si s, t €[M]F.
(3) Para cada sucesion normalizada (z;);eny en un espacio de Banach (X, -|) v
cualquier € > 0, existe M € [N]* tal que (x;)iens es (k,e)-oscilacion estable.

Demostracion. La implicacién (1) = (2) es el Teorema 1.2.4.

(2) = (3). Sea (x;);en una sucesién normalizada de un espacio de Banach (X, || - ||).
Para cada k € N consideramos la funcién 1 : [NJ¥ — N, asociada a la sucesién
(2;)ien, definida anteriormente. Fijamos € > 0. Aplicando el Teorema de Ramsey para
Analistas, podemos encontrar M € [N]¥ tal que

di(Vi(s), Yr(t)) < e,

para todo s, t € [M]*. Es decir, si s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]*,
entonces

k k
’H Zaiiﬁs(i)H — || Zaixt(i)”‘ <g,
i=1 i=1
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para todo (a;)¥_; € [=1,1]*. Por ende, la sucesién (x;);cas es (k, €)-oscilacién estable.

(3) = (1). Como se plantea en el Lema 1.2.3, basta probar el caso ¢ = 2. Dados
k € N y una coloracién arbitraria ¢ : [N]¥ — {1,2}. Consideremos el espacio vectorial
coo ¥ €l conjunto normante

W=GoU{d e:seNFyp(s) =1}
1€8
Notemos que (e;);eny €s una sucesion normalizada bajo la norma generada por W.
Ademés, es facil ver que si s € [N]¥ y p(s) = 1, entonces || X, eillw = k. Mas
atin, probemos que || Y eillw < k — 1 para cada t € [N]* tal que ¢(t) = 2. Para
ello supongamos que t € [N]* y o(t) = 1. Fijemos f € W. Si f € Gy, es claro que
[(Cicres) < 1.8Si f € W\ G, entonces existe u € [N]* tal que p(u) =1y f = ¥,c, €
Como t # u y |t| = |ul, existe ig € t\u. Asi, tenemos que

FOe)=f( > e)<k-—-1

i€t ict\{io}

Por lo tanto, || X €illw < k—1 siempre que t € [N]* y (t) = 2. Aplicando la hipétesis
a la sucesion (¢;)ien y @ € = £, podemos encontrar M € [N]* de tal modo que:

1
1 ellw = 1 X eillw| < 5.
1€s i€t

para cada s, t € [M]*. Supongamos que existen s, t € [M]* tal que ¢(s) = 1y p(t) = 2.
Entonces

el — el <

€8 1€t

1

=1 S e <5
ict

1
k — 5 <Z||§E:6iHmﬁ
ict
Lo cual es una contradiccion e implica que [M]* C ¢~1(j) para algin j < 2. O

La nocién de (k, €)-oscilacién estable nos conduce a una propiedad de asintoticidad,
la cual se formaliza en la siguiente definicion.

Definicién 3.1.7. Dado k£ € N, una sucesién normalizada (z;);eny en un espacio de
Banach (X, || - ||) se dice k—oscilacion asintdtica estable si existe €; N\, 0 tal que para
todo s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N]* se cumple que

k k
‘H Yo aisll = 11> ai H] < Emin{s(1),4(1)}>
=1 =1

para cada (a;)¥_, € [—1,1]".



Oscilacion estable 37

A continuacién enunciamos una condiciéon que es equivalente a la propiedad de
k—estabilidad oscilatoria asintética y facilita su uso en algunos casos. Dicho resultado
serda generalizado en el Lema 3.2.6, proporcionando a la vez una demostracion.

Lema 3.1.8. Sea k un nimero natural. Una sucesion normalizada (z;);en en un espacio
de Banach (X, ||-||) es k-oscilacion asintdtica estable si y solo si para cada € > 0 existe
n € N tal que para cualesquiera s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [N/n]* se
satisface que

k k
1 ol = I3 ais ] < e
=1 i=1

para todo (a;)%_, € [—1,1]*.
Esta nueva propiedad nos proporciona una version equivalente al Teorema 3.1.6.

Corolario 3.1.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes, para cada k € N/1:
(1) El Teorema de Ramsey para Analistas respecto a k.

(2) Sea (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, || - ). Para
toda £; \, 0 y para cada k € N, existe M = {m; : i € N} € [N]* tal que todo
s={s(1),...,s(k)}, t ={t(1),...,t(k)} € [M]* satisface que

k k
1 aszao || = 1Y aswgs | < e,
=1 =1

donde min{s(1),t(1)} = my, para cada (a;)%_, € [-1,1]%.

(3) Para cada sucesion normalizada (x;);en de un espacio de Banach (X, - ) v
cualquier k € N eziste M € [N|* tal que (x;)icnr es k—oscilacion asintéticamente
estable.

Demostracion. (1) = (2). Sean (x;);eny una sucesion normalizada de un espacio de
Banach (X,]| - ||) y ¥ € N. Consideremos la coloracién 1, : [N]¥ — N} asociada a la
sucesion (z;);en. Por el Corolario 1.2.5, para cada g; \ 0, obtenemos un conjunto M =
{m; : i € N} tal que para cualquier par s = {s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € [M]*
la desigualdad

k k
11" @l = 11D @i ll| < dilp(s), 9(8)) < e,
=1 =1

donde min{s(1),#(1)} = my, es cierta para cada (a;)%_, € [—1, 1]*.

(2) = (3). Esta implicacién es inmediata.

(3) = (1). Sea k € Ny (z;);en una sucesién normalizada en un espacio de Banach
(X, || - ||)- Por el Teorema 3.1.6 basta demostrar que para cada £ > 0 existe M. € [N]¥
tal que (z;)ien. es (k,e)—oscilacién estable. Por hipétesis existe M € [N]¥ tal que
(x;)iem es k—oscilacion estable. Gracias al Lema 3.1.8 sabemos que para cada ¢ > 0
existe n. € N tal que si s,t € [M/n_]*, entonces

k k
11> @l = 11> @il < €
=1 =1

para todo (a;)¥_, € [—1,1]*. Para cada ¢ > 0 pongamos M, := M /n., entonces podemos
concluir que (x;);en. es (k,e)—oscilaciéon estable. O
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3.2 Oscilacién bloque estable por barreras

En las nociones de “(k,e)—oscilaciéon estable” y “k—oscilacién asintética estable”
estd presente la barrera [N]*, para cualquier & € N, y es importante que sus elementos
estén enumerados de manera creciente. Esto motivé algunos resultados importantes del
trabajo [16] que estdn presentes en esta seccién, entre ellos una generalizaciéon de la
oscilacion utilizando una familia de bloques de una cantidad finita de barreras como la
formalizaremos a continuacion.

Notacién: Sea (x;);eny una sucesion de un espacio de Banach (X, || - ||) y para cada
s € FIN* definimos el vector bloque

ZiES T

X(s) = s T
S

Definicién 3.2.1. Dadas una sucesién finita de barreras (B;)*_; en N y una constante
e > 0. Una sucesién normalizada (x;);eny en un espacio de Banach (X, | - ||) se dice
((By)k_,, e)—oscilacion blogque estable si para todo S = {s1,...,s1}, T = {t1,...,t1} €
BIl(By, ..., Bx) se cumple que

k k
11" asX (s = Y ax )] <,
i=1 =1

para todo (a;)F_, € [—1,1]. Particularmente, la sucesién (;);cy se denomina (B, k, €)—
oscilacion bloque estable si es ((B, ..., B),e)—oscilacién bloque estable.

Observacién 3.2.2. Si una sucesion (z;)sen es ([N]!, k, e)—oscilacion bloque estable en-
tonces es (k, e)—oscilaciéon estable.

Nuestra principal contribucién en esta tesis son las siguientes condiciones equi-
valentes al Teorema de Ramsey, que muestran una conexién de este con el Analisis
Funcional.

Teorema 3.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Teorema de Ramsey.
(2) Teorema de Ramsey sobre Barreras.

(3) Sean k € N/1 y una sucesion de barreras (B;)¥_, en N. Para cualquier coloracién
o :Bl(By,....,Br) —{1,...,q}, con q €N, existeni < q y M € [N]* tales que
Bl(Bl rM, - ,Bk rM) - 30_1<Z)

(4) Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado, k € N/1 y (B;)¥_, una su-
cesion de barreras en N. Para toda coloracion ¢ : Bl(By,...,By) — X y ca-
da € > 0 encontramos M € [N]|* tal que d(p(S),o(T)) < e siempre que S,
T € BIUBy [py--- s Br [ar)-

(5) Sean (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X,| - ) v
k € N/1. Para cada sucesién de barreras (B;)%_, en N y cada € > 0, podemos
hallar M € [N]* tal que (z;)icns es (Bi 1ar)¥_, €)—oscilacion blogue estable.
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Demostracion. (1) = (2). Procedemos por induccién sobre el orden de la barrera.
Sea B una barrera en N € [N]* con orden w* para algin k € N. Tomemos una
coloracion arbitraria ¢ : B — {1,...,q} donde ¢ € N. Por el Corolario 2.1.10 y el
Teorema 2.1.12, existe n € N U {0} tal que [N/n]* C B. Consideremos la restriccién
© 181y B Inm— {1,...,q}, donde B [n/n= [N/n]*. Gracias al Teorema de Ramsey
(Teorema 1.2.2) podemos hallar i < gy M € [N/n]* tal que [M]* C (¢|s;,,,) " (7). Lo
cual implica que B [3,C o (7).

Ahora, supongamos que para toda barrera B en N € [N]¥ con ord(B) < « tal que
w* < a 'y cada coloracién finita ¢ : B — {1,...,q} existen i < ¢y M € [N]¥ tal que
B 12C o\ (i).

Sean B una barrera en N € [N]¥ de orden a > w® y ¢ : B — {1,...,q} una
coloracion finita arbitraria. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que By,y # ()
para toda n € N. Entonces definimos, para cada n € N,

©n By = {1,...,q} como ¢, (s) = p({n}"s) para todo s € Byy,.

Notemos que, por el Lema 2.1.8, ord(Bp,y | M) < a para cualquier n € N y toda
M € [N]¥. Pongamos m; := min(N). Aplicando la hipdtesis de induccion a ¢,,, resulta
que existen iy < ¢y My € [N/mq]” tal que @, (Bpnyy Tay) = {i1}. Tomamos my 1=
min(M;) y consideremos la restriccién ¢, [Bmyy ar, - NUevamente, por la hipotesis de
induccion, encontramos i < q y My € [Ml/mgj‘” tal que @m,(Bpnyy i) = {i2}. De
manera recursiva obtenemos i; < g y M; € [M;_1/m;]* tal que @, (Bm,y Ta;) = {45},
donde m; := min(M;_;), para cada j € N. Definimos la coloracién finita ¢ : [N]! —
{1,...,q} por la regla

6({j}) = i5, para cada {5} € [N]".

Por lo expuesto en la seccién de barreras sabemos que ord([N]') = w. En consecuencia
podemos hallar i < g y L € [N]* tal que ¢([L]!) = {i}. Consideremos el conjunto M =
{m; :j € L}. Dado s € B [ M arbitrario, tenemos que s = {my,,...,m;, } con |s| = .
Recordemos que m;, = min(M;,_1) y M;,_1 C Mj;, ya que j; < jo — 1. De ahi que
{mj,, ..., my, } pertenezca a By, 1 [, - Por lo tanto, p(s) = ¢, ({my,, ..., m;, }) =
i. Debido a que s € B [ M es arbitrario se concluye que ¢(s) = i para todo s € B | M.

(2) = (3). Sean k € N/1y (B;)¥_, una sucesién de barreras en N. Definimos la fun-
cién f : BI(By,...,By) — @, B; como f({s1,...,8,}) = 8178378}, para todo

{81,...,8x} € Bl(By,...,By). Es facil ver que f es una biyeccién. Lo cual garantiza la
existencia de su inversa 1.

Por otra parte, sea ¢ : Bl(By,...,B;) — {1,...,q} una coloracién finita y consi-
deremos la coloraciéon p o f~': @F B — {1,...,¢}. Como consecuencia del Lema

2.1.6 y la hipétesis, existen i < ¢y M € [N]* tal que

k

(B B) 1mC (po fH)'().

i=1

Como (®F,Bi) Tmu= @ ,(B; Tym) v f es una biyeccién, se tiene que BI(B; [,
..., By, [a) es monocromaético con color ¢ bajo ¢.
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(3) = (4). Consultar la prueba del Teorema 2.2.1.

(4) = (5). Sean (z;);en una sucesién normalizada en un espacio de Banach (X, || -]|)
y (B;)¥_, una sucesion finita de barreras en N. Esta implicacién se deduce directamente
de aplicar el cuarto inciso a la funciéon ¥y, : BI(By,...,By) — N} asociada a la
sucesion (x;)ien.

(5) = (1). Sean k un ntmero natural, (z;);ey una sucesién normalizada en un
espacio de Banach X y ¢ > 0. Por el Teorema 3.1.6 es suficiente demostrar que la su-
cesion (z;);en tiene una subsucesion (k, €)-oscilacién estable. Consideremos la sucesion
finita de barreras ([N]',...,[N]!) de tamafio k. Aplicando el quinto inciso encontra-
mos un conjunto M € [NJ* tal que (z;)icnr es ([M]', k,e)-oscilacion bloque estable.
Por lo anterior y la Observacién 3.2.2, se determina que (x;);cps €s una subsucesion
(k,e)-oscilacién estable. O

En la siguiente secciéon veremos la importancia de la nocién de asintoticidad de una
oscilacion estable en la obtencién de un modelo disperso, es por esto que a continuaciéon
introducimos una condicién de asintoticidad para oscilaciones bloque estable.

Teorema 3.2.4. Sea (B;)%_, una sucesién de barreras en N, con k € N. Para ca-
da sucesion normalizada (z;);eny en un espacio de Banach (X, || - ||), las propiedades
siguientes son equivalentes:
(1) Para cada € > 0 existe M € [N|* tal que (x;)ienr es ((Bi [a)E,,€)—oscilacion
bloque estable.
(2) Para cada g; N\ 0 existe M = {m; : i € N} € [N]“ tal que para cualesquiera
S={s1,....,sx}, T ={t1,...,tx} € BBy [m,...,Bx [m) se satisface que

k k
I (sl = 1 ai (@)l < e,
Lkl i=1

donde min(s, Ut) = my, para cada (a;)%_, € [—1,1]F.

(3) Ezisten e; \0 y M = {m,; :i € N} € [N tales que para todo S = {s1,..., Sk},
T={t1,...,tx} € Bl(By [m,- -, Br [m) resulta que

k k
1Y s ()| = 1Y a (t)|l] < e
=1 =1

siempre que min(s; Ut) = my, para cada (a;)%_, € [—1,1]".

Demostracion. Sean k € N, (B;)¥_; una sucesién de barreras en Ny (z;);cy una sucesion
normalizada en un espacio de Banach (X, || - |).

(1) = (2). Consideremos una sucesién (g;);eny de nimeros reales, decreciente y
que converja a cero. De manera inductiva podemos encontrar una sucesion (M;);en
de conjuntos infinitos de N y una sucesion (m;);en estrictamente creciente en N que
poseen las siguientes cualidades:

1. m; := min(M;) para toda j € N,
2. My € [N*y My € [M;/m;]* C[M,]* para cada j € Ny,



Oscilacién bloque estable por barreras 41

3. para cualquier j € N, la subsucesion (2;)ienr, s (B Ia,)iy, €;)—oscilacion blo-
que estable.

En efecto, supongamos que hemos hallado una sucesién finita (M;)}_, de conjuntos
infinitos de N y una sucesién finita (m;)}_, estrictamente creciente en N que obe-
dece las condiciones antes enlistadas. Enseguida consideremos la sucesiéon normali-
zada (iUi)iEMn/mn V €nt1. Usando el primer inciso encontramos un conjunto M, €
[M,,/m,]* tal que (@;)ier, ., €S ((Bi [0, )51, €nt1) —oscilacion bloque estable, esto es,
que cada S ={s1,...,sx}, T ={t1,...,tx} € BU(B1 [mpsvs- -+ Bk [am,,,) cumple que

k k
12 @ (i)l = | Yo s ()] < ensn,
1=1 i=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]%.

Proponemos a M = {m; : j € N} como el conjunto deseado. Efectivamente,
observemos que para todo S = {s1,...,sx}, T = {t1,...,tx} € BlU(By [pr,---, B [mr)
se tiene que

k k
1 ax () = I aX(@)l] <,
i=1 i=1

siempre que min(s; Ut;) = my, para cada (a;)¥_, € [-1,1]%, ya que S, T' € BI(B; |,
vy B Tan) v (w)iens, es ((Bi Ta,)E,, 0)—oscilacién bloque estable.

(2) = (3) Esta implicacién es inmediata.

(3) = (1). Por la afirmacién del tercer inciso existen e; \( 0y N ={n; : j € N} €
[N]“ tales que para todo S = {s1,...,sx}, T = {t1,...,tx} € Bl(By [n,..., Bk [N)
resulta que

k k
‘H > aiX(si)] — || Zaié\f(ti)ﬂ‘ < g7 donde min(s; Uty) = n, para algin £ € N,
i=1 i=1

para cada (a;)¥_; € [~1,1]%. Como la sucesién (g;);en es estrictamente decreciente
y converge a 0, entonces para cualquier ¢ > 0 existe / € N que satisface ¢, < e.
En consecuencia, al tomar M = N/n, ; obtenemos que la subsucesion (x;);crs es
((B; Tar)Fy, €)—oscilacién bloque estable. O

El teorema anterior induce la siguiente propiedad de estabilidad oscilatoria asinté-
tica por bloques para una sucesién normalizada en un espacio de Banach.

Definicién 3.2.5. Sean k un nimero natural y (B;)¥, una sucesién de barreras
en N. Una sucesién normalizada (z;);eny en un espacio de Banach (X, || - [|), se di-
ce (B;)¥_,—oscilacién bloque asintdtica estable si existe &; N\, 0 tal que para todo
S={s1,....sx}, T ={t1,...,tx} € Bl(By,...,Bx) se cumple la condicién

k k
11" s (sl = 1Y asX (E)|l] < Eminaron)
=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]F.



Oscilacién bloque estable por barreras 42

Una generalizacion del Lema 3.1.8 se presenta a continuacion.

Lema 3.2.6. Sean k € N y (B;)*_, una sucesion de barreras en N. Una sucesion
normalizada (x;)ien en un espacio de Banach (X, | - ) es (Bi),—oscilacién blogue
asintdtica estable si y solo si para cada € > 0 existe n € N tal que si S = {s1,..., Sk},
T =A{t,....tx} € BU(B1 In/ns---, Bk [n/m), entonces

k k
11" @i (s) = 1 @k (@)l < e
=1 =1

para todo (a;)%_, € [-1,1]F.

Demostracion. Sean k € N y (B;)¥, una sucesiéon de barreras en N. Consideremos

(x;)ien una sucesion normalizada en un espacio de Banach (X, || - ||).
(=) Supongamos que (z;);eny es (B;)F_;—oscilacién bloque asintética estable, es
decir, existe una sucesion €; N\ 0 tal que para todo S = {s1,...,sx}, T = {t1,...,t1} €

BIl(By, ..., B) se tiene que

k k
1Y @i ()l = 1Y aX (@) < cmingion).
1=1 i=1
para cada (a;)¥_, € [—1,1]¥. Dado € > 0, como (g;);en es estrictamente decreciente y

converge a 0, existe n € N para el cual €,,,1 < €. Observemos que si S, T' € Bl(By [n/n,
..., By In/n), entonces

k k
‘H ZCLZX(SZ)H - || ZGZX(tz)”‘ < Emin(syUt) < En+1 <e
i=1 i=1
para cada (a;)%_, € [—1,1]%.

(<) Para el reciproco, supongamos que para cada ¢ > 0 existe n € N tal que
cualesquiera S = {s1,...,5:}, T = {t1,...,tx} € BU(Bi [n/ns - - - Bi [n/m) cumplen que

k k
11> @i (si)ll = 11> ak(t:)]| <e,
=1 =1

para todo (a;)*_; € [—1,1]*. Notemos que si S,T € BI(By, ..., By), entonces para cada
(a;)k_, € [—1,1]* se tiene que

[ ;aﬂ(si)H — Egaz-?f(tz’)ﬂ\ < ; Jaall|¥ (so) || + 2 a1 (2:)

k k
=1 =1

Por la hipétesis, hallamos ny € N tal que para S, T" € BI(Bi [n/ny,-- -, Br In/m,) se
cumple la desigualdad

k k .
I (el - I axwl] < 5
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para todo (a;)¥_, € [~1,1]*. Para cada i < n; definimos

Por construccién (g;);<,, es estrictamente decreciente, ¢; > 2k para todo i < ny y
€n, = 2k + 51—. Aplicando de forma recursiva la hipétesis, para cada j € N/1, se puede

21 -
encontrar n; € N con n; > n;_; tal que si S,T" € BI(By In/n;,- - -, Bk [n/n;), entonces
k k 1
I e ()l = 1 ax @)l < 3
i=1 i=1
para todo (a;)%, € [~1,1]*. Después, tomando d; := mdx{j,n; — n;_1} para cada

j € N/1, definimos para cada ¢ € N, que cumpla la restriccion n;_; < i < nj, el
numero real positivo

1 4 nj + 1—1
€= — )
v 2j—1 9d;
Se obtiene que (51-)2-9]. es estrictamente decreciente, ; > 2]%1 para todo i < n; y
En; = 2j1_1 + 2% Maés atn, la sucesion (g;);en es estrictamente decreciente y converge a
cero.

Ahora, consideremos S, T' € Bl(By, ..., By). Siel min(s;Ut;) < ny, entonces resulta
que

k k
1 @ () = 13 asX (8] < 2k < Eumtugesien
i=1 i=1

para cualquier (a;)%_; € [—1,1]*. En el caso contrario, como (n;);en es estrictamente
creciente, existe ¢ € N tal que ¢ = max{j € N:n; < min(s;Ut;)} y min(s;Uty) < ngyq.
Lo cual implica que S, T € Bl(B1 In/ng - -+ Br INjny) ¥

k k
1
1 @ (sl = Yo asX (@)l < o5 < Emingern-
i=1 i=1
para cada (a;)*_; € [—1,1]*. Por lo tanto, (x;);en es (B;)¥_, —oscilacién bloque asintética
estable. ]

La siguiente definicion extiende el concepto de oscilacion bloque asintética estable
a través de una sucesion infinita de barreras en N.

Definicién 3.2.7. Sea (B;);en una sucesion de barreras en N. Una sucesion normalizada
(x;)ien de un espacio de Banach (X, || - ||) se dice (B;)ien—oscilacion bloque asintdtica
estable si existe una sucesion ¢; N\, 0 tal que para cada k € N y cualesquiera S =
{s1,...,su}, T ={t1,...,ts} € BI(B1 njk-1), - - - s Br Injk-1)) se cumple que

k k
12 a2 ()l = 11 a; X ()| < Ermingsrinn)s
j=1 j=1

para toda (a;)¥_, € [-1, 1]~
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El lector conocedor del Teorema de Brunel-Sucheston (Teorema 4.1.3) puede adi-
vinar hacia dénde vamos, a una generalizacion de dicho teorema. Para establecer esta
generalizacion necesitamos el siguiente lema y posteriormente enunciamos el corolario
que nos permite demostrar el Teorema de Brunel Sucheston empleando la nociéon de
oscilaciéon estable. Cabe mencionar que por si solo este lema es importante ya que nos
asegura la existencia de sucesiones con la propiedad de estabilidad oscilatoria asintotica
por bloques respecto a una sucesion infinita de barreras tal y como estd enunciado en
la definicién anterior.

Lema 3.2.8. Sea (B;)ieny una sucesion de barreras en N. Si (x;)ien €s una sucesion
normalizada en un espacio de Banach (X, | - ||), entonces para cada €; N\, 0 existe
M = {m; : i € N} € [N“ tal que para cada k € N y todo S = {s1,...,s1}, T =
{ti,.. ., ts} € BUB1 [M/my_y»-- > Bi Trjmy_,) Se satisface la desigualdad

k k
I (sl = 1 ai (@)l < e,
i=1 i=1

donde min(s; Uty) = my y £ € N, para cada (a;)%_, € [-1,1]%. Es decir, (x;)icns es
(B; Twm)ien—oscilacion bloque asintética estable.

Demostracion. Sean (B;);eny una sucesion de barreras en N y g; N\, 0 una sucesién
arbitraria. Consideremos una sucesién normalizada (z;);ey en un espacio de Banach
(X, | - ||)- Por el quinto inciso del Teorema 3.2.3 podemos hallar M; € [N]¥ tal que
(;)iem, es una (By [y, 1,e1)—oscilacion bloque estable. En otras palabras, si S =
{s1}, T = {t1} € BlU(B; [, ), entonces

laX (s)ll = llaX (1) < &

para cada a € [—1, 1]. Pongamos m; := min(M;). Aplicando recursivamente el quinto
inciso del Teorema 3.2.3, obtenemos una sucesién (M) en de subconjuntos infinitos de
N y una sucesién (m;),en creciente en N tales que:

1. m; := min(M;) para todo j € N,
2. My € [N¥y My € [M;/m;]“ para cada j € Ny
3. la subsucesion (x;)iens, es ((B; [Mj)gzl,ej)—oscilacién bloque estable para toda
jeN.
Del tercer inciso vemos que si j € Ny ST € Bl(By [u;,...,B; ), entonces se
cumple que

J J
11> asx (s = [ Y ax @) <&,
i=1 =1

para cada (a;)_; € [~1,1]7. Tomemos el conjunto M = {m; : j € N}. Fijamos k € Ny
S, T € BUBy Im/my_ys- -+ Br [m/m,._,)- Observamos que min(s;Ut;) = my para alguna
¢ € N. Por la propiedad ii) de las barreras existen S = {s; € B; [y: k+1<i</(}y
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T = {t; € Bz rM: /{Z—l-l S 1 S g} tal que SUS/,TUT/ S Bl(Bl rM/mg,ly e ,Bg fM/mhl).
Entonces se cumple la siguiente relacién

1 (sl — | ;ai/\f(ti)n\ = Y a(s) + 3 0X(s)l

i=k+1

k ¢
— I ax(t)+ > 0x(#)]| <=
=1

i=k+1
para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Lo cual demuestra que M es el conjunto deseado. O
En particular, cuando se considera la sucesién ([N]!, [N]!,... [N]!,...) obtenemos

el siguiente resultado.

Corolario 3.2.9. Si (x;)ien es una sucesion normalizada en un espacio de Banach
(X, |- 1), entonces para cada €; N\, 0 existe una subsucesion (x,,)ien tal que para toda
s, t € FIN* con s(1) > |s| = k = |t| < (1) se cumple que

k k
11> a5, | = 1D 52,0, ll| < Emingsuecy
j=1 j=1

para toda (a;)%_, € [—1,1]F.

3.3 Oscilacién bloque estable por una particién es-
pecial infinita

Previamente el Teorema de Ramsey y el Teorema de Ramsey sobre bloques de
barreras fueron empleados para describir propiedades de las sucesiones normalizadas
de un espacio de Banach. En esta direccion, usaremos el conocido Teorema de Hindman-
Milliken para introducir otras ideas de oscilacion.

Definicién 3.3.1. Dados un espacio de Banach (X, || - ||), una particién @ € (w)* de
N, k € Ny € > 0; una sucesién normalizada (x;);en en (X, | -||) es (@, k, e)—oscilacion
bloque estable si para todo S = {s1,...,s:}, T = {t1,...,tx} € (Q)* se satisface que

k k
11> asx (s = Y ax @)l <,
=1 =1

para cada (a;)h_; € [-1,1]". Si Q = [N]', entonces decimos que la sucesion (z;);en €s
(k,e)—oscilacion P-bloque estable.

Notemos que si (z;);en es (k,e)-oscilacion P-bloque estable para algin k €
entonces es una (@, k, &) —oscilacién bloque estable para toda @ € (w)* ya que (@)
([N,

Siguiendo la afirmacion del ultimo inciso del Teorema 3.1.6, de una sucesién nor-

malizada de un espacio de Banach podemos obtener una subsucesién que cumpla las
condiciones de la Definiciéon 3.3.1:

N,
kC
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Teorema 3.3.2. Dadas una sucesion normalizada (z;)ien en un espacio de Banach
(X, ]| - ) v una particion @Q € {(w)* N P(N). Para cada k € N y cada € > 0 existen
M € [N]¥ y P € (Q)* una particion de M, tal que (x;);enr es (P, k,e)-oscilacion bloque
estable.

Demostracion. Tomemos k € N, una sucesién normalizada (z;);eny de un espacio de
Banach (X, | -||) vy @ € (w)* N P(N). Definimos la funcién 9J; : (Q)* — N, en S =
{s1,..., 81} € (Q)* como

k k
Ue(S) (Z aiei> = | Zai/'\’(si)ﬂ, para cada (ai)le € [-1, l]k.
i=1 i=1

Fijando ¢ > 0, el Teorema 1.3.3 nos dice que existe P € (Q)* tal que dy(9x(S5), 9x(T))
< ¢ para toda S, T € (P)* C (Q)*. En otras palabras, si S,T € (P)*, entonces

k k
11> asX ()] = [ Y ax @)l <e,
i=1 i=1
para cada (a;)¥_, € [—1,1]*. Por lo tanto, tomando M = |J P, se concluye (z;)scrs es
una sucesion (P, k,€)-oscilacién bloque estable. ]

Considerando las funciénes v;’s definidas en la demostracién previa y aplicando el
Corolario 1.3.4 se obtiene la siguiente nociéon de asintoticidad.

Corolario 3.3.3. Para toda sucesion normalizada (x;);en en un espacio de Banach
(X, I+ 1), cada k € N y toda sucesion e; \( 0 en RT, existe una particion P = {p; :i €
N} € (w)“ tal que para toda S = {sy,...,sp}, T = {t1,...,t,} € (P)* se satisface que

k k
11" asx (s = | Y @ @)]] < e,
=1 =1

donde £ = min{i : p; C s; Uty },para cada (a;)%_, € [—-1,1]".

El corolario anterior se generaliza de la siguiente manera (comparar con el Lema
3.2.8).

Lema 3.3.4. Para toda sucesion normalizada (z;);en en un espacio de Banach (X, ||-]]),
toda particion Q € (w)* N P(N) y toda sucesion g; \, 0 en R, eziste una particion

P = {p; : i € N} € (Q)¥ tal que para cada k € N y cualesquiera S = {s1,..., sk},
T={t,....tx} € (P\{p1,-..,pp_1})* se cumple que

k k
1> ax (sl = 1Y @ (1) < =,
=1 =1

siempre que £ = min{i : p; C sy Ut1}, para cada (a;)F_, € [—1,1]".
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Demostracion. Sean @ € (w)¥ N P(N) una particion, (z;);eny una sucesion normalizada
de un espacio de Banach (X, ||-||) v &; \ 0 una sucesiéon. Consideremos, para cada k €
N, la funcién ¥y. Al aplicar el Teorema de Hindman-Milliken para Analistas (Teorema
1.3.3) a la funcién 9 y a &; se obtiene P, = {p} : i € N} € ([N]!)* tal que para todo
S ={s1}, T={t1} € (P)! se tiene que

lar & (s1)]| = [l X (#2)[l| < &1,

para cada a; € [—1,1]. Tomamos p; := p}. Usando recursivamente el Teorema 1.3.3
en Vi [(p,_\{p_.})i Y €i para cada ¢ € N/1, se construyen paralelamente una sucesién
(P;)ien en (w)“ y una sucesion (p;)ieny en FIN* tales que
1. p; :=pi, donde p} € P, para toda i € N.
2. P € (Q¥y Py € (P\{p:})* C (P)¥, para cada ¢ € N; en consecuencia
DPi < Pi1-
3. Para cada k € N y cualesquiera S = {s1,...,8:}, T = {t1,...,tx} € (Pp)* se
cumple que

I > o ()l - | ;amﬁui <e,

para cada (a;)h_, € [-1,1]".
Ahora, verifiquemos que P = {p; € N} es la particiéon deseada. Fijemos k € N y
tomemos S, T € (P\{p;}i<r_1)¥. Sea m = min{i : p; C (s; Ut;)}, debido a la
construcciéon de P es facil ver que S, T € (P\{pi}icm_1)* C (P,)*. Entonces las
particiones especiales

{8}y U{pmaxtimcortriob timpsr Y {titios U {PmaxtymyCtutrioh i

pertenecen a (P,,)™. Lo cual implica que la desigualdad

k k k m
1> @ (sl = I D2 aX ()l = [I1>aiX(si) + D2 0X (Dunssiom, cont s
=1 =1 =1 i=k+1
k m
— @k () + X 0X (mtypycris)l|
=1 i=k+1
< gmin{i:pigslun}
se satisface para todo (a;)¥_, € [-1,1]". O

Por 1ultimo introduciremos una oscilacién distinta usando un teorema de tipo Ram-
sey mas fuerte que el Teorema de Ramsey y el Teorema de Hindman, pero més debil
que el Teorema de Hindman-Milliken [25]. Para nuestra intencién primero establece-
mos la notacién del objeto central de dicho teorema y un atributo de este, el cual es
consecuencia inmediata de su definicion.

Si N € [N y a un cardinal tal que o < w, entonces (N)$ es la coleccién de
conjuntos s € [N]* tal que s = {3, j : @ < a} para alguna sucesion (Z;)f; en [N]<
tal que t; # 0 y t; < t;41 para cada i < .
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Lema 3.3.5. Si N € [N|¥, a es un cardinal menor o igual a w y M € (N)§, entonces
(M)$ € (N)3:-

Ahora si, enunciemos el teorema que motiva otro tipo de oscilacién siguiendo las
equivalencias del Teorema de Ramsey presentadas en el Teorema 3.1.6.

Teorema 3.3.6. Para cada niumero natural k > 2, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(1) Dados N € [N]* y m € N, para toda funcién f : (N)% — {1,...,m} existe
M e (NN {{20:i e NU{0}})E tal que f es constante en (M)%,.

(2) Sean (X,d) un espacio métrico totalmente acotado, N € [N|* y m un nime-

ros natural. Para cada funcion f : (N)% — {1,...,m} y cada € > 0, exis-

te M € (N)¢N ({2 : i € NU{0}}E tal que d(f(s), f(t)) < e para todo
s={s(1),...,s(k)}, t ={t(1),...,t(k)} € (M)k.

(3) Para cada (x;);eny una sucesion normalizada en un espacio de Banach (X, || -||),
toda k € N y cualquier e > 0, existe M € ({2 : i € NU{0}})¥ tal que cualesquiera
s={s(1),...,s(k)}, t = {t(1),...,t(k)} € (M)X satisfacen la desigualdad

k k
’H Zaiiﬁs(i)H — | Zaixt(i)”‘ <g,
i=1 i=1

para cada (a;)¥_; € [—1,1]*.

Notemos que si se cumple la tercera afirmacion del teorema anterior, entonces la
subsucesion resultante es oscilacion estable. El Teorema 3.3.6 es un ejemplo mas de
que es posible obtener propiedades de tipo estabilidad oscilatoria a través de teoremas
de tipo Ramsey, y que estos sean equivalentes.



CAPITULO

Modelo Disperso

En este capitulo expondremos la nocién de modelo disperso asociado a una su-
cesion basica normalizada, la cual fue introducida por A. Brunel y L. Sucheston en
1973 [2], y daremos una demostracién de la existencia de dicho modelo que es cono-
cido como el Teorema de Brunel-Sucheston. Posteriormente introduciremos la nocién
de modelo asintotico por bloques y enunciaremos su teorema tipo Brunel-Sucheston
correspondiente. Para después presentar algunos ejemplos de modelos asintéticos por
bloques con el fin de comprender mejor la naturaleza de dichos objetos matematicos.
Por tltimo, estableceremos otro modelo cuyo comportamiento esta determinado por
una particiéon de N con caracteristicas especiales.

4.1 Modelo disperso clasico

Definicién 4.1.1. Sea (z;);en una sucesién basica normalizada en un espacio de Ba-
nach (X, - ||x). Una base de Schauder (y;);en para un espacio de Banach (Y, || - ||y)
es un modelo disperso de (x;);en si existe una sucesién g; N\, 0 tal que para todo
s={s(1),...,s(k)} € FIN* con s(1) > |s| = k se tiene que

k k
11> ajzalix = 1 agslly| < esq,
j=1 =1

para cada (a;)¥_; € [—1,1]*. También decimos que (;);cn genera a (y;)ieny como modelo
disperso.

El lector puede comprobar facilmente que la base canénica (e;);en para el espacio
de Banach ¢, (¢, con p € [1,00)) es modelo disperso de cualquier subsucesion de (e;);en
en el mismo espacio de Banach.

Sea (z;);en una sucesién basica normalizada en un espacio de Banach. La norma
del modelo disperso (y;);en relacionado a la sucesién bésica (x;);en se puede expresar,

49
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por consecuencia directa de la definicién, como

k k
1> awilly = lm [[Y airllx, (4.1.1)
=1 =1

[Nk >t—o00

para todo k € Ny cada (a;)F_; € [-1,1]*.

Recordemos que una sucesion (z;);ey en un espacio de Banach (X, ||-||) se denomina
sucesion dispersa si para cada k € Ny todo s € [N]* se cumple que

k k
1> aiwill = 11D aiwsll,
i=1 i=1

para toda (a;)¥_, € [—1,1]*. El lema que a continuacién presentamos garantiza que
todo modelo disperso es una sucesion dispersa.

Lema 4.1.2. Sean (z;)ien y (Yi)ien un par de sucesiones basicas normalizadas en los
espacios de Banach (X, || -|x) v (Y, - |ly), respectivamente. Si la sucesion (y;)ien €S
un modelo disperso de (x;);en, entonces para toda k € N y toda s € [N|* se cumple que

k k
|| Z aiyi|ly = || Z aiys(i)||Y7
=1 =1

para cada (a;)F_, € [—1,1]*.

Demostracion. Consideremos dos sucesiones béasicas normalizada (z;)ien v (¥i)ien en
los espacios de Banach (X, ||-||x) v (Y, ||-|ly), respectivamente. Supongamos que (z;);en
genera a (y;);en como modelo disperso. Primero fijemos k € Ny s = {s(1),...,s(k)} €
[N]k. Por la observacién (4.1.1) sobre la norma de un modelo disperso, sabemos que
para cada ¢ > 0 existe £ € N tal que para todo t = {t(1),...,t(k)} € [N/{]* resulta
que

k k
11> @i llx = 1> ailly| <&,
=1 =1

para cada (a;)%_, € [-1,1]*. Después, a cada sucesién (a;)F_; € [~1,1]* le asociamos

la sucesion (bl)fi’? € [-1,1)*® definida, en cada i < s(k), como

o) W si i = s(j) para algin j < k,
! 0  en otro caso.

Notemos que, para toda t € [N]*®) y cada sucesién (bi)fikl) relacionada con alguna

(a;)k, € [-1,1]%, la identidad || s bz || x = || 81 aiys@y || x es valida. Ademas,
para cualquier ¢ € [N/]**) se cumple que {t(s(1)),...,t(s(k))} € [N/£]*. Por consi-
guiente, si t € [N/¢]**) entonces

k k
(H > aiaseyllx — || ZaiyiHY‘ <e
i=1 i=1
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para cada (a;)%_, € [—1,1]F. En otras palabras

k k
Im (| awseyllx = 11D awilly
=1

para cualquier (a;)%_, € [~1,1]*. Como el limite es tinico, obtenemos que || S5, a;yilly =
| S8 aiys ||y para cada (a;)¥_; € [—1,1]%. Finalmente, ya que k € Ny s € [N]¥ son
arbitrarios, podemos concluir que para cada k € N y cualquier s € [N]* se cumple que

k k
1> aiilly = | > aws lly, para toda (a;)f, € [—1,1]%.
=1 =1

]

A. Brunel y L. Sucheston [2] establecieron el siguiente teorema clasico del Anélisis
Funcional.

Teorema 4.1.3 (de Brunel-Sucheston). Toda sucesion bdsica normalizada de un es-
pacio de Banach posee una subsucesion que genera un modelo disperso.

Demostracion. Sean (z;);eny una sucesion basica normalizada de un espacio de Banach
(X, ]| - I) v & \¢ 0. Por el Corolario 3.2.9 podemos encontrar una subsucesion (&, )ien
de (x;)ien tal que para cualesquiera s,t € FIN* con s(1) > |s| = k = [t| < (1) se
satisface que

k k
€min{s(1),t(1
132 a5, [l = 13 @ x| < =0, (4.1.2)
j=1 j=1

para toda (a;)¥_, € [~1,1]¥. Ahora, tomamos k un nimero natural fijo. Es facil ver que
el conjunto [N]* con la relacién <, definida como

s < tsiy solosi max(s) < min(t) vy

s =1t siysolosis=t(como conjuntos)

para cada s,t € [N]¥, es un conjunto dirigido. Consideremos la red (1 (8)) e e » TECOT-
dando que

k k
Ui(s)(D_ aies) = | Y aitn,, || para todo (a;)i; € [-1,1]",
=1

i=1

en el espacio métrico compacto (N, di). Dado € > 0 existe £ € N tal que ¢, < 2e y
¢ >k, yaque (g;);en es una sucesién decreciente que converge a cero. Por la construccién
previa, si s,t € [N]* y satisfacen que s,t > {¢,£+1,...,0+k — 1}, entonces se cumple
la desigualdad

Emin{s(1), 5
() (1)) < SRDIL <
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Lo cual significa que (¢x(s)) oy es una red de Cauchy en el espacio compacto Nj.
De manera que existe una seminorma p, € N, a la cual converge la red. Enseguida,
mostremos que

lim  Yx(s) = pr. (4.1.3)

[N]F35—00

Como la red converge, dado £ > 0 existe t = {t(1),...,t(k)} € [N]* tal que

di(Pr(s), pr) <

para toda s € [N]* tal que s > t. Por definicién, si s € [N/t(k)]*, entonces s > t. En
consecuencia,

di(Vr(8), pr) < € para todo s € [N/t(k)]".
De esta manera concluimos que py es el limite de la coloracién 1. Ademas, el Lema

3.1.5 afirma que p;, es una norma para RF.

El siguiente paso es encontrar el modelo disperso y su espacio de Banach a través
de las normas limite obtenidas anteriormente:

Consideremos el espacio vectorial cgg y la base candnica (e;);en para coo. Definamos
la norma ||| - ||| : coo — [0, 00), para cada k € N, como

k k k
|||Zaiei||| :pk<Zaz~ei) en ZaieiECOO.
i=1 i=1 i=1

Esta tltima funcién esta bien definida ya que para todo k € Ny todo s € [NJ**! resulta
que

rn(s) (L s+ 0 ) = o ftk+ D) (S )

i=1
para cada (a;)%_, € [—1,1]*. Por lo tanto, para cada k € N se tiene que

k k
Pk+1 (Z a;e; + Oek+1> = Iim  Yrq(s) <Z a;e; + Oek+1>

=1 [N]k+135—00 i1

o (e

[N]F>t—00

k
= Pk <Z ai€i>
i=1

para todo (a;)¥_, € [—1,1]*. La sucesién normalizada (e;);en en el espacio de Banach
(E,||| - ||]), donde E' es la completacion del espacio cgg bajo la norma ||| - |||, es la
candidata a ser el modelo disperso de (z,,)ien. Primero probemos que (€;);en €s una
base de Schauder para (E, ||| - |||). Como (z,,)ien €s una sucesion basica, existe C' > 1
tal que para cualesquiera m,n € N con m < ny s € [N]” obtenemos que

Sn({s(D), .. ,s<m>}><§a@-ei> -y i

X

<] Zaixns(i) X = Cwn(s)(z ae;),
1=1 i=1



Modelo asintético por bloques de barreras 53

para cada (a;)!; € [—1,1]™. Asi pues, para cada m,n € N con m < n resulta que

Ii ZaieiHl = Pm(z aie;) < Cﬂn(z aie;) = C| ZaieilH,
=1 =1 =1

=1

para todo (a;)!; € [—1,1]™. Por el Teorema 1.4.5, podemos concluir que (¢;);ey €s una
base de Schauder para (E,||| - [||). Por tltimo, mostremos que la desigualdad, entre
la sucesién basica normalizada y su modelo disperso propuesto, se cumple. Para ello
fijamos k € Ny s € [N/(k — 1)]*. Debido a la convergencia (4.1.3) y a la definicién de
le norma ||| - |||, existe £ € N/(k — 1) tal que para cualquier ¢ € [N/¢]* tenemos que

k
’H Z aimm(i)
=1

k
€s(1
— I aeilll] < =57, (4.1.4)
1=1

para cada (a;)%_, € [—1,1]F. Por las desigualdades (4.1.2) y (4.1.4), al tomar algtin
t € [N/ max{/l,s(1)}]*, se deduce que

k
‘” Z AT
=1

k k k
— I aseilll] < 1Y @ | = 1Y @i,
i=1 =1 =1

k
+ ‘ ” Z aixnt(i)
=1

para toda (a;)k_, € [-1,1]%. O

k
— 1Y aeilll] < esm),
=1

El Teorema de Brunel-Sucheston es equivalente al Teorema de Ramsey (Teorema
1.2.2), lo cual se demuestra como se hizé previamente mediante la nocién de oscilacién
estable y el Teorema 3.1.6.

Teorema 4.1.4. . Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. Teorema de Ramsey.
2. Teorema de Ramsey para Analistas.

3. Teorema de Brunel-Sucheston.

4.2 Modelo asintético por bloques de barreras

Por lo que hemos visto hasta aqui surge de manera natural la idea de extender
la nocién de modelo disperso relacionandolo a una sucesién de barreras, sin embargo,
el modelo que se obtiene no necesariamente es una sucesion dispersa, como veremos
en el Ejemplo 4.3.3 de este capitulo. Pero siguiendo la linea del articulo [18] podemos
introducir un modelo asintotico mediante el uso de ciertas subsucesiones bloque de una
sucesion basica normalizada:

Definicién 4.2.1. ([16]) Sean (z;);eny una sucesién bésica normalizada en un espacio
de Banach (X, | - ||x) v (B;)ien una sucesién de barreras en N. Una base de Schauder
(yi)ien para un espacio de Banach (Y, ||-||y) es un (B;);en—modelo asintético por bloques
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de (x;);en si existe g; N\, 0 tal que para cada k € N y cualquier S = {sq,...,8x} €
Bl(Bl rN/(k—l); ..., By rN/(k:—l)) se tiene que

k k
115" a; % (s)llx = 1Y aslly| < Emingon)
J=1 j=1

para toda (a;)¥_, € [~1,1]*. En particular, si B = B; para todo i € N, entonces diremos
que (z;)ien genera a (y;)ien como B—modelo asintdtico por bloques.

Si (¥;)ien €s un (B;);en—modelo asintético por bloques generado por alguna sucesién
bésica normalizada (z;);en, entonces para cada k € N la norma || - ||y se puede obtener
de la siguiente manera

k

HZ%MW— T Y ad(s)]x, (42.1)

para toda (a;)¥_, € [-1,1]%.

Para cualquier barrera B es facil verificar que un B—modelo asintético por bloques
tiene la propiedad de dispersion. Para comodidad del lector presentamos una prueba
de este hecho.

Teorema 4.2.2. Sea B una barrera en N. Dado un B—modelo asintético por bloques
(Yi)ien de alguna sucesion bdsica normalizada en un espacio de Banach, para cada
k € N y cualquier s = {s(1),...,s(k)} € [N]* se satisface que

k k
1> awilly = 11> ayseiylly s
=1 =1

para toda (a;)%_; € [—1,1]F.

Demostracion. Consideremos una sucesion béasica normalizada (z;);en en el espacio de
Banach (X, || - || x). Supongamos que (y;)ien €s un B—modelo asintético por bloques de
(x;)ien, donde B es una barrera en N. Primero fijamos k € N, s = {s(1),...,s(k)} €
IN]® y (a;)¥_, € [-1,1]* y luego elegimos (b;); W e € [~1,1]*® tal que para cada i < s(k)
se tiene que

D si i = s(j) para algin j < k,
! 0 en otro caso.

Por la eleccion de (b; )Z(kl, sabemos lo siguiente:

s(k) s(k)

I Zbﬁyzlly = Zazys(z Iy oy I bX(E)x = Zaz i)llx

i=1
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para todo T = {t1, ...t} € BI*™(B). Gracias a las igualdades anteriores y a (4.2.1),
resulta que

lim HZal i)l x —||Za1yz”Y Yy

BUF(B)>T={t1,....ts } o0 ;1

k
lim 1> ai (s )llx =||Zaiys(i>|ly-
i=1

Bls(k)(B)ST:{tl,...,ts(k)}—)OO i=1

En otras palabras, dado ¢ > 0, existe £ € N tal que para cada T = {t1,...,tx} €
BI¥(B Iy¢) se cumple

WZm m-nz%mw<g

Es facil ver que si T' = {t1,...,tsm} € BIr*"(B Inye), entonces {tsay,...,tsu)} €
BI*(B Inse)- De esto se infiere que, para todo 1" € Bis®) (B Inye), la desigualdad

k k
13- @i taa)lx = I3 awilly| < =
i=1 i=1

es valida. Asi, tenemos que

k k
lfm Y @ (t)llx = | X aiilly
i=1

Bis®(B)3T—oo ;4

y la unicidad del limite nos garantiza que || 5 ; a;ys |ly = || 25, aiyilly- Finalmente,
como k € N, s € [N]* y (a;)%, € [~1,1]* son arbitrarios, podemos concluir que para
cada k € Ny cada s € [N]* se satisface que

k k
1> ailly = 11D ayseiylly s
=1 =1

para toda (a;)f_ , € [-1,1]%. O

Lo anterior atestigua que el concepto de B—modelo asintético por bloques extiende
la nociéon de modelo disperso. Por esta razén, es conveniente llamar al B—modelo
asintotico por bloques simplemente B—modelo disperso.

El siguiente teorema establecido en [16] es una generalizacién del Teorema de
Brunel-Sucheston (4.1.3) y es equivalente a cualquiera de las condiciones del Teore-
ma 3.2.3.

Teorema 4.2.3. Para toda sucesion basica normalizada (z;);en de un espacio de Ba-
nach (X, | - ||) y toda sucesion (B;)ien de barreras en N, existe M € [N]* tal que la
subsucesion (z;)ien induce una norma ||| - ||| en el espacio coo tal que (€;)ien €s un
(B; Tm)ien-modelo asintético por bloques de (x;)iens -
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Demostracion. Sean (z;);eny una sucesion bésica normalizada de un espacio de Ba-
nach (X, | - |), (B:)ien una sucesién de barreras en N y ¢; N\, 0. Por el Lema 3.2.8,
podemos encontrar M = {m; : i € N} € [N]¥ tal que cada k¥ € N y cualesquie-
ra S = {s1...,s1}, T = {t1...,ts} € BI(By [m/my_ys---» Bk [mjm,_,) cumplen la
desigualdad

I @il -1 x| < - (4.2.2)

siempre que min(s; Ut;) = my, para toda (a;)%_, € [-1,1]%.
Fijemos k € N. Es facil verificar que el conjunto Bl(By [u,...,Br [am) con la
relacion <, definida como

S < T siysolosi max(s;) < min(ty) y
S =T si Uj<ks; = Ui<t; (como conjuntos)

para cualesquiera S = {sy...,sx}, T = {t1...,tx} € Bl(B1 [my---, Bk [m), es un

conjunto dirigido. Consideremos la red (ﬁ/k(S ) SEBIB, IngmBrlag)’ donde
LIM -5 kIM

Zalel = || Zaz s;)|| para todo (a;)f_, € [-1,1]%,

en el espacio métrico compacto (N, d). Dado € > 0 existe £ € N tal que gy < 2¢
y ¢ > k. Por la propiedad (B2) de las barreras podemos hallar R = {ry,...,r} €
BU(By Tu, -, By [a) tal que min(ry) = my. Observemos que para cualquier par S, T' €
Bl(By Tu, .-, By ) resulta que

S >T & Hlil’l(Sl) > méx(tl) o U7;<k S; = U2<kt
@SEBZ(Bl [M/méx(h)a-' Bk’ [M/max (t1) )U{T}

Lo que incide en que si S,T € Bl(By [a, .- Br [m) v S, T > R, entonces

i (U4(S), Wi(T)) < % < % <c

donde min(s; Ut) = my para algin ¢’ € N. Es decir, (V(5))sepys,1,,
red de Cauchy. Por lo tanto, existe p, € N, tal que la red (\Ilk ))

converge a pi. Vamos a mostrar que

.....

lim
BZ(B1 Moyeees Bi | ]\,1)35*)00

Por la convergencia de la red, dado ¢ > 0 existe T" € BlU(B;y [ar,..., Bk [am) tal que
di(U(S), px) <esiS € BBy [ay--Be [m) y S>T. Lo cual implica que

dr(Yi(S), pr) < € para todo S € BI(By [n)max(tr), - - - » Br [a)max(tr))-

En consecuencia, el Lema 3.1.4 asegura que pj, es una norma para R*.
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Ahora, construyamos una norma a partir de las normas p;’s que encontramos ante-
riormente. Consideramos el espacio vectorial cgy y su base canénica (e;);en. Definimos
la funcién ||| - ||| : coo — [0, 00) como

k k
11> aieill] = pk(zaiei)a
=1 =1

para cada k € Ny cualquier 3% | a;e; € coo. Notemos que ||| - ||| estd bien definida ya
que para cada k € Ny todo S = {s1,...,8ks1} € Bl(By [, -- -, Brsi1 [a) resulta que

Veaa($) (X e 0 ) = 05 (o) (i)

para todo (a;)¥_; € [—1,1]*. Por consiguiente, para cada k € N tenemos que

k k
Pr+1 <Z a;e; + Oem) = lim Upr1(S) (Z aie; + Oek+1>

=1 BlU(B1[a s Bra1 ) 3S—00 =1

ot ()

Bl(Bl [My-- B []u)BT-)OO

k
= Pk (Z ai6i>
i=1

para todo (a;)*; € [—1,1]*. Ademds, ||| - ||| es una norma para cy gracias a que,
para cada k € N, p, es una norma para R*. Denotemos por (E,]|| - |||) al espacio de
Banach resultante de la completacién del espacio normado (cqo, ||| - |||). Propongamos

a la sucesién (e;);en como el posible (B; [ar)ien—modelo asintético por bloques de
(2;)ien- En primer lugar, mostremos que la sucesién (e;);en es una base de Schauder
para (E,||| - |||)- Por la definicién del espacio vectorial cgy y el espacio de Banach
(EL ||| - 1|]), sabemos que E es la completacion de ({e; : i € N}) bajo la norma || - |||.
Como la sucesion (z;);enr es basica, existe C' > 1 tal que para cualesquiera m,n € N
conm <nytodo S € BlB; [u,...,B, [am) se cumple que

(fs,- ,sm}><§:1 we) = | Y aX(s)] < C| iai/v(si)n - Own<s><iaiei>,

para toda (a;)"; € [—1,1]™. De donde se puede deducir que para cualesquiera m,n € N
con m < n la desigualdad

Il Zaiei||| = Pm(zaiez‘) < Cﬂn(zaz‘ei) = C|] Z@i€i|||
i=1 i=1 i=1 1=1

es valida para todo (a;)"; € [—1,1]". El Teorema 1.4.5 nos permite concluir que
(€i)ien es una base de Schauder para (E, ||| - |||). Finalmente probemos que la base de
Schauder (e;);en satisface la condicion para ser un (B; [ar)iey—modelo asintdtico por
bloques de (z;);en. Para ello, fijamos k € Ny S € BUB1 [mjmy_1>--->Br [vymy1)
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donde min(s;) = my para algin ¢ € N. Por la convergencia (4.2.3), existe n € N tal
que para cualquier T' = {t1,...,t,} € BU(Bi [myns - - Bi Tayn) se satisface que

k k
15
1Y ax @)l = el < 5 (4.2.4)
=1 i=1

para cada (a;)¥_, € [-1,1]*. Sea T € BI(B, [ M/ méx{nme}s - - > Bi [M/méx{n,m,}) arbitra-
rio, teniendo en cuenta (4.2.2) y (4.2.4) se obtiene que

k k k k
1> @ (sa)ll = 111 asel | <[ asx (sl = 1D ad ()l
=1 i=1 =1 =1

k k
+ IS asx @)l = 111D aselll| < e,
=1 i=1

para toda (a;)k_, € [-1,1]%. O

Una consecuencia directa del teorema anterior es el hecho de que una sucesion
basica normalizada puede originar mas de un modelo asintético por bloques, cada uno
relacionado a una distinta sucesion de barreras en N. La pregunta natural que surgio
en el proceso de elaboracién del trabajo [16] fue:

¢ Existe alguna conexion entre los diversos modelos asintoticos por bloques generados
por una misma sucesion bdsica normalizada?

Esta pregunta motiva un nuevo tema de investigacién que nos permita establecer un
vinculo entre los modelos dispersos y los modelos asintéticos por bloques. En especial,
se busca descartar que todos los modelos asintoticos por bloques de una misma sucesion
basica normalizada sean isomorfos.

4.3 Ejemplos

A continuacion presentamos dos B—modelos dispersos, para distintas B barreras
en N, de una sucesién basica normalizada, que fueron descritos en [16], los cuales nos
permiten concluir que sus normas asociadas no son iguales pero son equivalentes.

Ejemplo 4.3.1. Primero, a partir del espacio vectorial ¢oy y un conjunto normante,
construimos un espacio de Banach que posea una sucesién basica. Dados m,n € N/1
con m < n, consideremos el conjunto normante

Y telise [N]m} U {n;;l Y teiise [N]"},

1€S 1ES

m+1
2m

W=cou{

donde (e;);en es la base candnica del espacio vectorial ¢go. La completacion del espacio
normado (coo, || - |lw) se denotard como (X, || - |[w). Ahora, veamos que la eleccion del
conjunto normante W le aporta a la norma las siguientes propiedades:

Observacion 4.3.2. Dados k € Ny (a;)F_; € [—1,1]" se cumple que
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(1) 1ZLy aieillw = (158 siaies|lw para todo (e, € {—1,1}%,
(2) |25 aeillw = || 25y ao@es]|w para cada permutacion o : {1,...,k} — {1,...,k},
y
(3) 1528y aieillw = || Ziy asewolw para todo ¢ € [N]*.
Demostracion de la observacion. Sean k € Ny (al)Z 1 € [-1,1]*. Fijemos una funcién
f € W arbitraria. Por definicién f = £ Zf 1 7j€5(;) Para algunos s € Ny (75)i=1 €
{—=1,1}*, con £ € {1,m,n}. Entonces

k - ! + 1
f(z aiei) - Zalf 61 = Zzaz% s(9),8
=1 =1 i=1j=1
En especial, cuando (7;)%-; = (1,...,1), se satisface la identidad
k k k
(+1 :
f(z aiei) = Z %f(ez) a; Xs 1(2)'
i=1 i=1 2 i=1
(1) Dado (g;)¥, € {—1,1}*, consideremos una sucesién finita (), )ﬁ L E {—1,1},
definida como sgn?(\;) = sgn(es;)asj)) para cada j <,y g = ”1 Z Aj€siy € W.

Como

k k 14 + 1 L + 1
g(z Eiaiei) = Z €iaig<€i) - Z Z Aj Ezaz s(g9)s — Z ‘az’Xs
i=1 i=1 i=1j=1
resulta que
k k k
f(z ae;) < Q(Z g:a;€;) < || Z€iaz‘€i||w-
i=1 i=1 i=1
En consecuencia

k k
1> aieillw < || ciaieq||w
=1 i=1

Como (g;)¥_, € {—1,1}* es arbitrario se tiene que la desigualdad anterior se satisface
para todo (g;)¥_, € {—1,1}*. Por lo tanto, podemos concluir que

k k
| Z aieillw = || Z&'%‘@'HW
i=1 i=1

para cada (g;)¥ , € {—1,1}*.

Para la prueba de los siguientes incisos podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que a; > 0y y; = 1 para todo i < k, esto es, gracias a lo anterior y a la definicion
de la norma.

1. Sea X un conjunto, la funcién caracteristica de s C X sigue la regla xs(x) = 1six € sy

Xs(x)=0siz ¢ s.
2. Recordemos que sgn(a) =1sia >0y sgn(a) = —1sia <0.



Ejemplos 60

(2) Para una permutacién fija o : {1,...,k} — {1,...,k}, definamos 6 : N — N
como 6(i) = o(i) para todo i < ky (i) =i para todo i > k. Consideremos el conjunto
r:={6"s(1)),...,67(s(¢))}. Primero veamos que

iern{l,.. k}@z: 67 1(s(4)) € {1,...,k} para algin j < ¢
& o(i)=0(i) = (U_I(S(J)) = 5(j) €{1,...,k} para algin j < ¢
so(i)esn{l,... . k}.

Para el funcional g = &1 S €. € W se cumple lo siguiente

k k k
(+1 ) (+1
Q(Z ao(i)ei) = Zaa(i)g(ei) = o0 aa(z‘)Xr(Z) = o0 Z Qg (1)
i=1 i=1 i=1 iern{1,...,k}
(41 R4 + 1
Y > o) = Z%( )Xs(0
o(i)esn{1,..., k}
1 g

o7 Z%Xs f(; a;€;).

En consecuencia i i
I Zaiei“W < Zaa(i)ei”w
i=1 i=1

se satisface para la permutacién o que fue tomada arbitrariamente. Por ende, podemos
concluir que

k k
|| ZaieiHW = || Z %(z‘)ez‘HWa
=1 =1

para toda permutacion o de 1 hasta k.

(3) Fijemos t € [N]* y tomemos una permutacién o : N — N que cumpla que
o(i) = t(i) para todo ¢« < k y o(i) = i para todo i > t(k). Consideremos el conjunto
r:={o(s(1)),...,0(s(¢))}. Primero notemos que

o(i) ernNt< o(i) =o0(s(j)) €t para algin j </
si=s(j) €{l,...,k} para algin j </
siesn{l,....k}.

De aqui podemos observar que para el funcional g = ”1 ZZ 1600 € W se cumple lo
siguiente

k k k
(+1 . (41
Q(Z aiea(i)> = Zaig(ea(i = Top - aixr(o(i) = o0 Z @i
=1 =1 =1 o(i)ernt
(+1 (+1&E
= >, ai=— > aixs(i)
2t i€sn{l,....k} 20 i3

= f(; aiei)-



Ejemplos 61

Por consiguiente

k k k
| Zaiez’HW <l Zaieo(i)HW = || Z&iet(z‘)Hw-
i=1 i=1 i=1

Como t € [N]* es arbitrario se tiene que la desigualdad anterior se satisface para todo
elemento en [N]*. Por lo tanto, podemos concluir que

k k
| Zaieiﬂw = || Zaiet(i)HW
i=1 i=1

para todo t € [N]*. O

En lo que resta de este ejemplo, por las condiciones de los incisos de la Observacion
4.3.2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para cada k € N se tiene que
ap > ag > -2 ap 2> 0.

Enseguida, vamos a demostrar que la sucesién (e;);en es basica. Para ello, usemos
el Teorema 1.4.5. Fijemos p,q € N con p < q y (a;)j—; € [0,1]? arbitrarios. Luego
fijemos f € W. Como se menciond en las observaciones previas f = “1 St 1L vies
para algunos s € [NJ*y ()i, € {-1,1}%, con £ € {1,m,n}. Mas aun, podemos
considerar (v;){_, = (1,...,1) gracias al primer inciso de la Observacién 4.3.2 y a que
(a;)i_; €10,1]9. Como {1,...,p}Ns C{1,...,q} Ns, se obtiene que

(41 (41
Zazez —Zazf<€i):;_€ > ai_;; Yo
=1 i€{1,...,p}Ns i€{1,...,q}Ns
=> aif(e;) Z a;e;).
i=1
En consecuencia se deduce que || 30 a;ei|lw < || X, asei||w. De aqui podemos con-

cluir que la sucesién (e;);en es una base de Schauder para el espacio de Banach
(Xw [ llw)-

Ahora, vamos a expresar a la norma || - ||y mediante una férmula conveniente, que
se obtiene directamente de los elementos que conforman el conjunto normante: Para
todo t € FIN* tal que |[t| = k > m tenemos que

: m+1

aq sl ap > o Z.: G
n+1 min{k,n

y a1 Z on Z a

m+1 m s m+1
D s a; st ap < o Z‘:1 a;

ae . f— i *
I3 el gy s ma gt (%)

n+1 me{k n} si ay S n+1 Zmln{k n}

m+1 n1 min{k,n}
y —1 a; S on Z a;

=1 19

a;
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para todo (a;)¥_; € [0,1]*. En particular

i mTJ’l si k =m,
I ellw =< P sim <k <n,
ntl sin <k.

2

Por el algoritmo de la divisién sabemos que existe ¢, € Z con r < m tal que n =
gm + r. Tomando en cuenta este resultado y la formula (x), para cada k € N y todo
S ={s1,...,s1} € BI*([N]™), se obtiene que

5:(7)
I3t = o (e ) e = 1 33 el

es,i) lw P
2R | Smz gk
mA 1| SEh((a)y) st e < BER((a)),

a si mfay > SELh((a)k ),

- { n ((ai)izy) st M3 ray < Eh((a)y),

k q
en donde h((a;)i_;) = min{m > _a;,;m>_ a; + rag1},

i=1 i=1

para cada (a;)¥_, € [0,1]*. Igualmente, para cada k € N y cualquier T = {t,,...,t;} €
BI¥(IN]"), resulta que

k
€t:(5)
3wt =10 (e Y e = 21 Y el
2 Yoo (i o =y ZZ @
2 (n+ 1 )
= al = a/l
n+1 2
para toda (a;)¥_; € [0,1]%. Ademas, observemos que
n+1 k d n+1
—————min{m » a;,m)» a;+ra < — min{mkay, na
(m+ 1)72 { 1:21 Z:ZI II+1} (m+ 1)n { 1 1}
ya que aj; > ag > ... > ag > 0. Por otra parte, si
1 1
m;— a; < n+ mm{mZaz,mZal + ragi1},
entonces
2 1 2 1
a1:m+1 <m;— a1) Snm(ntb mln{mZa“mZaz—l—qu})

n+1
- n 1 mm{mZal,mZal—i—qu}
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Lo cual implica que, para cada k € N y cualesquiera S € BI*([N]™) y T € BI*(|N]"),
se cumple la desigualdad

n+1
I Za Et)|lw < || Za E(s)|lw < i min{mk,n}|| Zal Iw,  (4.3.1)
para toda (a;)%_; € [0, 1]*.

Finalmente, aplicando dos veces el Teorema 4.2.3, primero para la barrera [N]™ y
después para la barrera [N]™, podemos encontrar un conjunto M = {m; : i € N} € [N]*
tal que la subsucesion (e;);en genera a (e;)ieny como [M]™-modelo disperso y como
[M]"-modelo disperso, es decir, para cada ¢ € {m,n} existe g; \, 0 tal que para cada
kEeNytodoS={sy,...,sx} € BI*([M/my_1]%) se tiene que

k k
1" a&(sllw = I3 aseilld] < en,
1=1 i=1

donde min(s;) = m,, para algin n; € N, para todo (a;)¥, € [~1,1]¥. Recordemos
que, para cada ¢ € {n, m}, se tiene que

k
I3l = i, 1Y (sl
para cada k € N y todo (a;)F_, € [—1,1]"

E, = [{e; : i € N}] respecto a la norma || - ||,

Por los calculos anteriores y suponiendo que (ai)le satisface que 1 > a; > ay > ... >
a > 0 con k € N, se concluye que

I Z I % si "5ar > "EEA((an)fy),
;€ |lm = .
e (ﬁ:ﬁ)nh((ai)le) si ™Hay < 2ELh((a)k ),
k q
recordando que h((a;)¥_}) = min{m > a;,m> " a; +ragn}; y
i=1 i=1
k
|| Za’ieiHn =a
i=1
En particular, se tiene que para todo k € N
. 1 si k=1,
k .
I ZeiHm = Tm(f;;i) sil<k<gq,
B T%rll si g <k,

k
1> eilln =1
i=1
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Ademaés, por la desigualdad (4.3.1) y propiedades del limite, para cada k € N se cumple
que

k k
n+1
|| E :aieiHn < || E :aiei”m > || E :azezun
i=1 i=1

para todo (a;)¥_, € [-1, 1]

Por lo tanto, los modelos dispersos generados por (e;);en respecto a las barreras
[M]™ y [M]™ poseen distintas normas que resultan ser equivalentes. Lo cual implica
que (B, || - |lm) v (En, || - ||n) son espacios de Banach isomorfos.

El siguiente ejemplo muestra que en general un modelo asintético por bloques no
es disperso.

Ejemplo 4.3.3. Consideremos la base de Schauder (e;);cn para el espacio de Banach

anterior (X, || - |lw) con m = 2 y n = 8. De acuerdo con el Teorema 4.2.3 podemos
encontrar M € [N]¥ y una norma || - |25 tal que la sucesion (e;);eny bajo dicha norma
es ([M)?,[M]3,... [M]? [M]3,...)-modelo asintético por bloques de (€;)icnr-
Antes de probar que (e;);eny Do es una sucesién dispersa en la norma || - ||2,s, recor-
demos que
2k—1 2k—1
a;€; lim a;E(s;
| Z €illos = o tane a2 )5 11} oo | ; (s)llw y
a;eillogs = lim a;E(si)||ws
| Z 28 = e o )5 1} oo | ; (s0)llw

para cada k € N y cualquier (a;)?, € [—1,1]?*. También tengamos presente, como se
mostré en el ejemplo previo, que para cada k € N, todo S = {s1,...,s,} € BI*(|[N]?)
y todo T = {t1,...,tx} € BI*([N]®) resulta que

k a si %al Z 9 Zmln{k A4}
H Zals(sZ)HW - 3 —min{k, 4} . 3 9 mm{k 4}
i=1 12 i=1 a; sija; < g D=
y
Hzag )lw = a1,
para cualesquiera a; > as > --- > a > 0.
Ahora, observemos que
e1+e = lim E(s1) +E&(s
s +eallas = oy dm () + )l
= lim ||g(81) + 8(82)||W

BI2([M]2)>{s1,82}—00

lim
BI2([M]2)3{s1,s2}—0c0 2

3_3
2
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es+e = lim E(s2) +E&(s
Y || 2 4H2’8 Bl([M}Q,[M]g,[M]Q,[M}S)a{ﬁ,52,33,54}ﬁoo|| ( 2) ( 4)||W

T
Bl2([M]8)19IE17t2}_>OO 1E(t1) + E(ta)|w

= lim 1=1,
BZQ([M]S)B{tl,tQ}—}OO

lo cual muestra que la sucesion (e;);eny no es dispersa.

Para finalizar esta seccion, ejemplifiquemos que la equivalencia entre dos modelos
asintéticos por bloques no preserva la propiedad de dispersion.

Ejemplo 4.3.4. Nuevamente, consideremos la base de Schauder (e;);eny para el an-
terior espacio de Banach (Xw,| - |lw), con m = 2 y n = 8. Por el Teorema 4.2.3
podemos encontrar un conjunto M € [N]“ tal que la sucesion (e;);eny con la norma
| - lls es un [M]®*—modelo disperso de (e;)icmr v (€i)ien con la norma | - [j225 un
([M)?,[M)?,[M]3,...)—modelo asintético por bloques de (e;)icar- Recordemos como
estan dadas las normas anteriores:

k
H Zaieng =
=1

k
| ZaieiHQ,Q,S =
=1

1>~ aié(si)llw (4.3.2)

lim
Bk ([M]8)>{s1,...,85 }—00 i1

| Z:aig(si)HW (4.3.3)

lim
BI([M]2,[M]2,[M]8,... [M]8)3{s1,...,s1 }—00

para cada k € N y todo (a;)%, € [—1,1]*.

Mostraremos que estos dos modelos asintoticos por bloques son equivalentes, pero
solo uno de ellos es una sucesiéon dispersa. Para ello analizaremos las normas || - ||s y
|| - |2.2.s a través de las identidades (4.3.3) y (4.3.2).

En el Ejemplo 4.3.1 se establece que || X, a;E(t;)|lw = max{|a;| : i < k} para
cada k € N, cualquier T' = {t1,...,t;} € BI*¥([M]®) y toda (a;)F_, € [-1,1]*. Lo cual
implica que

k
1> aeills = méx{|a;| : ¢ <k} (4.3.4)
i=1

para cualquier k¥ € Ny toda (a;), € [-1,1]*.

Por el primer inciso de la Observacién 4.3.2 podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que los coeficientes de las combinaciones lineales de (e;);en son no negativos
al calcular sus normas en || - ||w.

Nuestro siguiente objetivo es encontrar una relacién que nos permita comparar las
normas || - ||s y || - ||2.2,s- Para este fin estimaremos una cota inferior y una cota superior
de la norma || ©F_, a;&(s;)|lw donde S = {s1,..., s} € BI([M]?, [M]?, [M]?, ..., [M]®).
Procederemos de manera creciente, iniciando con el caso k = 2, y en todas las instancias
recurriremos a la férmula (x).
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Para todo S = {s1, so} € BI?([N]?) se tiene que

65 22 €sy(j
lar€(s1) + as€ (s2)|w = Hm( EL >+a2< j=1520) )\Iw

15551 es nHw 15551 o llw

2
Z 1€, (j +Za2€s2<j>||w
= j=1

{ smax{ai, as} si %max{al,az} > 8((11 + ay),
(a1 + as) si %max{al, as} < g(al + as),
méx{ar,as} si 3mix{ar, a2} > (a1 + as),

2
E
2
"3
B { %(al +ag) si %méx{al, as} < %(al + as),
para toda (a;)%; € [0,1]%. Ademds, de la férmula anterior se deduce que para cualquier
S € BI*(IN]?) se cumple la desigualdad

. 3
max{ay, as} < [[a1€(s1) + a2€(s2)||w < Qmax{al,ag}, (4.3.5)

para toda (a;)2, € [0, 1]
Ahora, si S = {sy, s2, 83} € BI([N]?, [N]?, [N]®), entonces
3 227 esl 1 22 652 1
Hzaz (s)lw = ||a1< 2371 () >+a2< j=1 Es2(j) >
| Zj:l €s1(j

i=1 ||W | Z] 1 Es2(5) [|w

Yo e
+a ( j=1 “s3(j) ||W

sz 1685 ||W

2 8.1
= gH Z ares, () + Z 2€s(5) + Y §a3633(j)”W
j=1 j=1 j=1

3 - 1 3 9 2
501 siay > ay > zazy a1 > g(ar +ax + 3a3),
9 2 ~ 1 3 9 2
slar +az +3a3) siar >ay > za3y ja1 < g(ay +az + 3as3),
3 ~ 1 3 9
Say siap > gas > az y 501 > g(a1 + as),
9 ' 1 3 9
) c(a1 +as) sia; > g3a3 > ax y a1 < g(ar + as),

3 - 1 3 9 2

=39 2 si ay > ay > a3y yap > g(ay + ag + 3as),
9 2 ‘ 1 3 9 2
slar +az+3a3) siax > a2 3a3y 502 < g(ar + az + 3a3),
3 - 1 3 9
Sag siay > gas > ayy 5a2 > g(az + as),
9 - 1 3 9
g(a2 + a3) siag > 3a3 > a1y 502 < g(GQ + a3),
3 1
503 si a3 > ay, az,
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aq sia; > ap > %ag y %Ch > %((h +as + %a:&),

Har+ax+ Faz) siar>a2 > gazy jar < (ar +as + 3az),

a si a1 > gag > ax y 51 > g(ar + ag),

3(a1 + as) siap > ga3 > az y 3a1 < 3(a1 + as),

= a9 sias > ap > %ag y %ag > %(al + ag + %CLg), (4.3.6)

flar+ax + Faz) siax>a1 > gazy jas < §(ar +as + 3az),

a siap > gag > ary ja2 > g(as + az),

3(as + as) siag > ga3 > a1y Sag < 3(az + as),

as si %ag > aq, g,

para toda (a;)3_, € [0,1]°.

Enseguida procedemos a buscar una cota inferior y una cota superior para la norma
anterior. Para ello fijemos S € BI([N]?,[N]?, [N]®) y (a;)?_, € [0,1]3, y analicemos todos
los posibles 6rdenes del conjunto {ay, as, az}. Empecemos con dos casos principales los
cuales subdividiremos:

Para el primer caso supongamos que az = max{a; : ¢ < 3}. De la expresién (4.3.6)
se puede ver que solo es posible que ocurran los siguientes subcasos:

Subcaso 1. Para k,¢ € {1,2} distintos, ay > a;, > %ag y %ak < %(ak + a; + %CLg).
Como ag > ay,as v ay,as > éag resulta que

3,1 1 2 3 3 2
az = Z(gag —+ §a3 + gag) S ” ;azg(sz)ﬂw :Z(al “+ ag + gag)

3 2
< Z(a3 +as + §a3) = 2as3.

Subcaso 2. Para k, ¢ € {1,2} distintos si ay > $as > a¢y 3ax < 3(ax+as), entonces

3.1

3 3 3
as = 1(503 +a3) < || ;azg(sz)nw = Z(ak + (13) < Z

3
(a3 —f- a,3> = —as.
2
Subcaso 3. Cuando zas > a1, as sabemos que || 37, a;€(s;)||lw = as.
En consecuencia, se satisface que

3
max{a; 11 <3} = a3 < || Y a&(s)||lw < 2a3 = 2méx{a; : i < 3}.
i=1

En el segundo caso supongamos que ap = méx{a; : i < 3} para k € {1,2}. Asi que
la norma del vector 37, a;£(s;) se puede estimar en los subcasos que a continuacién
examinaremos.

Subcaso 1. Si ap, > a, > %ag y %ak > %(ak + a; + %ag) con ¢ € {1,2} y k # ¢,
entonces

3
1Y a(s)llw = as.
i=1
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Subcaso 2. Cuando ay, > a; > %CLg y %ak < %(ak +a; + %ag) con € {1,2} y k#U¢,
directamente de la suposicion inicial se cumple la condicion

w

2 2
||Za5 si)llw = (al—l—a2+3a3) f(ak+ak+§ak):2ak.

W

De la desigualdad %ak < %(ak + a; + %ag) podemos ver que %ak < ap+ %ag y por ende

3 2
ak+aé+3a3 —Hzaz Sz ||W

ar + sa) < 4(
=1

4( 3

ag =

Subcaso 3. Si aj > & 303> agy ak (ak +az) con £ € {1,2} y k # ¢, entonces

”Zaz |W—ak

lag > ary %ak < 2ap +az) con £ € {1,2} y k # ¢,

Subcaso 4. Cuando a;, > 3 8

sabemos que

3
S ag,

3
HZaz Si Hw— (ak—FCLg)SZ(CLk—FCLk):Z

3

ya que a; > az. La condicion ja; < %(ak + a3) implica la desigualdad %ak < azy

consecuentemente

3 1 3 3
ar = —(ar + zap) < ~(ax +az) = || D a:i&(s;)|w-.
g Ty =y 2

Los subcasos del segundo caso que hemos visto nos conducen a la estimacion
3
max{a; : 1 <3} = ar < || D a:€(s;)|lw < 2ax = 2méx{a; : i < 3}
i=1

Después de tomar en cuenta todos los posibles casos podemos concluir que para

cada S € BI([NJ?,[N]?, [N]®) la propiedad
max{a; : 1 <3} < Za E(si)|lw < 2max{a; : i < 3} (4.3.7)
i=1
es vélida para todo (a;)2_, € [0,1]3.

Veamos que se obtiene una condicién similar a la anterior cuando S = {s1, s9, $3, S4}
pertenece a BI([N]? [N]?, [N]®, [N]®). Para esta S sabemos que

4 L€ e
E zg i) [|W E 7 s E i =1 5:t) > W
||i:1a (sa)llw =1 2 <|Z ||W> " <|Z |

1€5i(5 i= 1€l

2 2
= g” Z A1€5,(4) + Z A2€s, (5 + Z a3683(] + Z a4€54 HW
Jj=1 J=1
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para toda (a;)i,; € [0,1]*. Fijemos un elemento S € BI(|N]?, [N]?, [N]?, [N]®) y analice-
mos la norma

2 2 8
1
1D_ a1ea6) + D a2€0s) + D 380 + Z s () lw
Jj=1 Jj=1 Jj=1

J= 1

para cada (a;)}_; € [0,1]*. Para ello examinemos dos casos: a4 > az y az > ay. Primero
seleccionemos (a;)?_; € [0,1]* tal que a4 > as. Por comodidad, en algunas ocasiones,
denotaremos al vector Z? 101€5,(5) + Zle A2€s,(j) + Z?:l %agesg(j) + Z?Zl %a4654(j) por
. Fijemos f = 1Y, ef con s € [N]* para algin ¢ € {1,2,8}. Observemos que si
sNs3 =10, entonces

2 2 8 1
= f( Yo aeq gy + Y @) + ) 3a4€s4(j>>
1 7j=1 71

7=1
2 2 8 1
< 2o meng) + 3 a2eai) + X sasesplw-
j=1 =1 j=1

Cuando s N sz # (), podemos tomar un subconjunto ¢ de s4\s con cardinalidad |s N s3]
y la funcién g = %} D ictu(s\sg) €1 » de tal suerte que

(+1 _|sﬂ53\a3

f@) = |55+ X e géwsg )]

1€(s\s3)
ﬁ +1 \t]a4 8 1
< + 2 elr =D pasenq) ]
2€ L 3 1€(s\s3) ( Jj=1 3 3J )
(+1 . 8.1
- 2/ Z € (x - Z §a3683(j))
i€tU(s\s3) Jj=1

5.1
= g(az — Z gageSS(j))

< Zalesm + Z%%(a + Z a4e$4(] MNw

Jj=1 Jj=1 Jl

De aqui obtenemos que

2 2 8
1
1D ares, )+ D ases, ) + Z 3935305) Z §a4634(j)”W
j=1 i=1 i=1

j= 1

o

2 2
<D ares, gy + Y ases,y + ) §a4654(j>||w-
=1 j=1 j

Como (€;)ien en (Xw, || - |lw) es una base de Schauder con constante de base uno y
una sucesion dispersa, tal y como se indica en el tercer inciso de la Observacion 4.3.2,
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8

entonces si tomamos s € [N]® con s > s, la condicién

2 2
|| Z a’lesl(j)+ Z A2€s5(4) Z CL3€53 Z CL4€S4 J)HW
j=1 ;
8
= || Z aieg (j) + Z A€, (j) + Z a4es4 Z

ases(j)HW

OJM—t

> | Z a1€s,(j) + Z (9€4,(j) + Z ga4€s4(j>Hw
j=1 j=1 j=1

es vélida para toda (a;)i_; € [0,1]*. Asi, podemos concluir que

2 2
a1 (D esi(y) + a2(d esy()) + a3 Zess(a + a4 Z€s4 Mw
j=1 =1

2
1
a3 o) + (X ) + g3 ewi)l
j=1 =1 =1

para toda (a;)i, € [0,1]* con ay > a3. Para nuestro segundo caso, procediendo de
manera similar al caso anterior, llegamos a que

1 8
llas ( Z% + a Zew + ag Zes?, )+ 301X i) llw

j=1
1 8
= Hm(Z €o(j)) T a2<2 es(i)) T 50300 ey lws
3
j=1 j=1 j=1

para toda (a;)}_; € [0,1]* con az > ay4. Por lo tanto, para todo S € BI(|N]?, [N]?, [N,
[N]®) se tiene que

13wl — {

para toda (a;)?_; € [0,1]*. La identidad previa y la desigualdad (4.3.7) nos permite
inferir que cualquier S € BI(|N]?, [N]?, [N]?, [N]®) satisface la desigualdad

[a1€(s1) + a2E(s2) + az&(ss)|lw si az > aa,
||a15(31) + (lgg($2> + CL4(€(S4)||W si ay Z as,

max{a; : 1 <4} <|| Za E(si)|lw < 2méax{a; : i < 4}, (4.3.8)
1=1

para toda (a;)i_; € [0,1]*.

El caso k = 4 nos conduce a generalizar algunas caracteristicas de la norma de los
vectores que nos interesan:

Para cada k € N/3 y todo S = {s1,...,sx} € BI([N]?, [NJ?,[N]3, ..., [N]®) resulta que

la1€(s1) + a2€(s2) + as€(ss)|lw  si ag =max{a;: 3 <j <k},
|la1€(s1) + a2€(s2) + as€(sa)|lw  si ay = max{a; : 3 <j <k},

k
| Z a;E(s
i=1

la1€(s1) + ax€(se) + ar€(sk)l|lw siar = max{a; : 3 <j <k},
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y, en consecuencia, se cumple la relacién
k
max{a; : 1 <k} <[> a;&(s;)|lw < 2méx{a; : i <k}, (4.3.9)
i=1
para toda (a;)¥_; € [0, 1],

Debido a las desigualdades (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8) y (4.3.9) y a las identidades
(4.3.3) y (4.3.4) se concluye que

k k k
I ZaieiHS < Zaiez‘HQ,z,s <2 ZaieiHS
=1 =1 =1

para cada k € N y toda (a;)¥_, € [—1,1]*, es decir, ((¢;)ien, || - ll8) ¥ ((€:)ien, || - |
son equivalentes como sucesiones basicas.

2,2,8)

Sabemos por el Lema 4.2.2 que (e;);en €s una sucesién dispersa bajo la norma || - ||s.
Sin embargo, si consideramos los vectores e; + e5 y e3 + e4 resulta que

1€(51) + E(s2)[[w

e e — lim
” 1 2"2,278 BI2([M]2,[M]2)>{s1,s2}—00

, 3
= lim -
BI2([M]2,[M]2)3S5—oc0 2

3

2

es+ e = lim E(s3) +E(s
|| 3 4"2’278 Bl([MP,[M}Q,[M]g,[M]S)B{sl,52,33,34}%00|| ( 3> ( 4)HW

- I E(ty) + E(t
BlQ([M]87[M]1g19{t1,t2}—>oo” (1) + E(t2)[lw

= lim max{1,1}
BI2([M]2,[M]2)3T—00

=1.

Entonces la sucesion (e;);en bajo la norma || - ||22,8 no posee la propiedad de dispersion.

4.4 Modelo disperso por bloques de una particion
especial infinita

En estd seccién vamos a describir otro tipo de modelo disperso (comparar con las
Definiciones 4.1.1 y 4.2.1). Modelos més generales que estos, llamados “strong asympto-
tic models”, fueron introducidos y estudiados en el articulo [18], en donde los autores
emplearon matrices cuyas filas son sucesiones basicas de un mismo espacio de Banach
y que denominan “strong basic array’.
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Definicién 4.4.1. Dada una sucesiéon bésica normalizada (x;);en en un espacio de
Banach (X, | -||) v una particién P = {p; : i € N} € (w)* de N. Una base de Schauder
(yi)ien para el espacio de Banach (Y, || - ||ly) es un P-modelo disperso de (x;)ien si
existen una sucesién €; N\, 0 tal que para toda k € N siempre que S = {s1,...,Sx} €
(P\ {pi}i<k_1)* se cumple la condicién

k k
115" s (sl = 11 aivilly| < emnimcany-
i=1 =1

para cada (a;)%_, € [—1,1]".

Modificando la demostracion del Teorema 4.2.2 se justifica el adjetivo disperso en
la definicién anterior.

A este punto, el lector debe estar ya familiarizado con la técnica empleada para
probar la existencia de los modelos dispersos y los modelos asintéticos por bloques
expuestos en este texto. La demostracion del siguiente teorema sigue la misma meto-
dologia gracias al Lema 3.3.4.

Teorema 4.4.2. Si (x;)ien €s una sucesion bdsica normalizada en un espacio de Ba-
nach (X, -]]) v @ € (w)* NP(N), entonces existen M € [N]* y P € (Q)* NP(M) tales
que (z;)iem genera un P—modelo disperso.

Aunque esta tltima seccién es muy breve nos ofrece nuevas lineas de investigacion,
las cuales no estuvieron contempladas en el objetivo de esta tesis.



Conclusiones

En esta tesis se introdujo la nocién de oscilaciéon bloque estable de una sucesion
normalizada en un espacio de Banach, cuyo origen fue motivado por el concepto de
oscilacion estable y el importante papel que las subsucesiones bloque han desempenado
en el estudio de los espacios de Banach con una base de Schauder.

Se encontré una generalizacion del famoso Teorema de Ramsey por medio de la
propiedad de Ramsey no nula y el concepto de familia de bloques generada por una
sucesion finita de barreras, al cual denominamos Teorema de Ramsey sobre bloques de
barreras. Dicho resultado nos permitié presentar la idea de oscilacién bloque estable
como una aplicacion de los teoremas de tipo Ramsey al Analisis Funcional. De hecho,
se establecié una equivalencia entre el Teorema de Ramsey, el Teorema de Ramsey
sobre bloques de barreras, la existencia de sucesiones con la propiedad de oscilacion
bloque estable y otros resultados que se enuncian a continuacion.

Teorema Y . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Teorema de Ramsey.

(2) Teorema de Ramsey para Analistas.
(3) Teorema de Ramsey sobre Barreras.
(4) Teorema de Ramsey sobre bloques de barreras: Sean k € N/1 y una sucesién de ba-

rreras (B;)¥_, en N. Para cualquier coloracién ¢ : Bl(By,...,By) — {1,...,q},
con q € N, existen i < q y M € [N|* tal que BI(By [ar, -, Be Tar) € o7 1(4).

(5) Teorema de Ramsey sobre Bloques de Barreras para Analistas: Sean (X,d) un
espacio métrico totalmente acotado, k € N/1 y (B;)¥_, una sucesién de barreras

en N. Para toda coloracion ¢ : Bl(By,...,Bx) — X y cada € > 0 encontramos
M € [N]¥ tal que d(¢(S),p(T)) <e si S, T € Bl(By [ny---, Be [m)-
(6) Sean (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X,| - ) v

k € N/1. Para cada sucesién de barreras (B;)%_, en N y cada € > 0, podemos

hallar M € [N]“ tal que ()i es (Bi ar)¥_, €)—oscilacion blogque estable.

(7) Sean (x;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, | -||) y k €
N/1. Para cada sucesién de barreras (B;)%_, en N podemos encontrar M € [N]*
tal que (z;)ienr s (Bi [ar)F_y—oscilacion blogque asintdtica estable.

(8) Sean (z;)ien una sucesion normalizada de un espacio de Banach (X, - ) v
k € N/1. Para cada sucesion de barreras (B;);en en N existe M € [N]“ tal que la
subsucesion (z;)ienm €s (Bi [a)ien—o0scilacion bloque asintdtica estable.

73
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Como el conjunto [N]! es una barrera en N resulta que las definiciénes (([N]')~_,,e)—

oscilacién bloque estable y (k, €)—oscilacién estable coinciden. En consecuencia el Teo-
rema anterior generaliza la equivalencia entre el Teorema de Ramsey para [N]* y la
existencia de una subsucesién que es (k,e)—oscilacién estable para toda sucesion nor-
malizada en un espacio de Banach.

El teorema de Brunel-Sucheston presentado en la primera secciéon del cuarto ca-
pitulo testifica que detras de la existencia de los modelos dispersos se encuentran las
(k,e)—oscilaciones estables. Este hecho nos condujo a considerar modelos asintdticos
relacionados con las oscilaciones bloque estables, es decir, cuyo comportamiento es-
te determinado por bloques de barreras. Dando como resultado la introduccion de la
nocién de modelo asintotico por bloques de una sucesion basica normalizada.

Definicién 4.2.1. Sean (;);cn una sucesion bésica normalizada en un espacio de Ba-
nach (X, |- ||x) vy (B;)ien una sucesién de barreras en N. Una base de Schauder (y;);en
para un espacio de Banach (Y, | - [|y) es un (B;);en—modelo asintdtico por bloques de
(x;)ien si existe g; N\, 0 tal que para cada k € N y cualquier S = {s,...,s,} €
Bl(Bl [N/(k_l), e ,Bk rN/(k—l)) se tiene que

k k
11> a;x (s)llx = 11 auslly| < emingsn)s
j=1 j=1

para toda (a;)f, € [-1,1]%.

Ademas, se probo la existencia de dichos modelos a través de un teorema similar al
Teorema de Brunel-Sucheston que resulté ser equivalente a las afirmaciones enunciadas
en el Teorema .

Teorema 4.2.3. Para toda sucesion bdsica normalizada (;);en de un espacio de Ba-
nach (X,| - ||) y toda sucesion (B;)ien de barreras en N, existe M € [N]* tal que la
subsucesion (x;)ien induce una norma ||| - ||| en el espacio coo tal que (€;)ien es un
(B; Tum)ien-modelo asintdtico por bloques de (z;)iens -

Nos gustaria resaltar que debido al resultado anterior es posible obtener una di-
versidad de modelos asintéticos por bloques de una misma sucesién basica usando
diferentes sucesiones de barreras. Muestra de ello es el Ejemplo 4.3.1, donde se observo
que los modelos obtenidos tienen normas distintas. Cabe mencionar que los modelos
asintoticos por bloques incluyen a los modelos dispersos cléasicos, lo cual convierte al
Teorema de Brunel-Sucheston en un caso particular del Teorema 4.2.3. Se demostro,
por contraejemplo, que los modelos asintéticos por bloques en general no son dispersos.
Sin embargo, cuando la sucesion de barreras asociada a estos es constante se asegura
que poseen la propiedad dispersion. También se mostré mediante un ejemplo que la
dispersion entre modelos equivalentes no necesariamente se preserva.
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