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1. Introduccion

En este trabajo se estudiara la convergencia de procesos estocasticos en tiempo discreto en
la mecdnica cudntica a la solucién de una ecuacién diferencial estocédstica llamada ecuacién de
Belavkin. Este procedimiento permite justificar la modelacién matematica de la evolucién de un
sistema cuantico en tiempo continuo mediante esta ecuacion diferencial estocastica. Los resultados
de este trabajo fueron desarrollados antes en el articulo [18], sin embargo, la demostracién de los
resultados de este trabajo se abordan de manera rigurosa y mediante algunas técnicas distintas.Un
aspecto importante a destacar es que estos resultados no son autocontenidos y no encontramos forma
de aplicar los resultados que se citan en [18] para justificar los resultados que no se demuestran.
El objetivo de este trabajo es desarrollar de manera clara y detallada la descripcién del modelo en
tiempo discreto, la existencia y unicidad de la ecuacion de Belavkin, y los resultados de convergencia.
Ademds, se espera que este trabajo sirva como base para desarrollar resultados de convergencia
mediante éstas técnicas para el modelo discreto desarrollado en la referencia [2].

El desarrollo de este trabajo requiere de teoria de espacios de Hilbert y ademas, de resultados
del area de probabilidad y procesos estocasticos. En su mayoria, estos resultados se enunciaran sin
demostracién, para cada uno de estos resultados se daran las referencias correspondientes.

Primero veremos el modelo discreto. El sistema cuantico que nos interesa medir estd representado
por un espacio de Hilbert H( acoplado a una cadena de sistemas idénticos e independientes. Cada
copia de estos sistemas se encuentra representada por un espacio de Hilbert, H. El espacio H espacio
representa un tren de fotones o electrones disparados hacia el sistema H(. Consideraremos que estos
espacios son de dimension finita. A cada espacio se le asociarda un operador positivo de clase traza,
con traza igual a 1, a un operador con éstas caracteristicas se le conoce como estado u operador de
densidad y a los operadores de densidad sobre H los denotaremos por S(H).

Cada copia de H interactiia con Hg una tras otra en intervalos de tiempo de longitud h. La
informacién de la evolucién del sistema H se obtiene al realizar una medicién sobre el sistema H
en cada interacciéon. En la primera interaccién, el sistema estd descrito por el producto tensorial
Ho ® H y la evolucion estd descrita por un Hamiltoniano Hyy, que es un operador autoadjunto
sobre Hg ® H. Su forma general es

Hiop = Ho @ Iy + I3y @ H + AHjppy,

donde Hy y H son operadores autoadjuntos sobre Hg y H, respectivamente, H;,: es un operador
autoadjunto sobre H @ Ho y A > 0. A Hy y H se les conoce como Hamiltonianos libres, al operador
H;p;, como el Hamiltoniano de interaccidon y a A, como la constante de acoplamiento.

El operador
U= eithot

describe la interaccién de la siguiente manera: Si p es un estado en el producto tensorial H ® Ho,
en la representacién de Schrodinger, la evolucién estd dada por

p—=UpU*.

Después de la primera interaccion, se repite la interaccién pero esta vez acoplando una nueva copia
de H al sistema Hy. Se considera que esta nueva copia se encuentra aislada durante la primera
interaccion y que la primera copia se encuentra aislada durante el resto del experimento. Este
procedimiento se repite de manera sucesiva.



Las mediciones sobre el sistema se realizan de la siguiente manera: Sea X un operador autoadjun-
to sobre H, a este operador le llamaremos observable. Consideremos su descomposicion espectral,

p
X=7 \b;,
i=1
donde Ay, ---, A, son los valores propios de X y FP; es la proyeccién asociada al valor propio A;, para
cada i € {1,--- ,p}. Los valores que podemos medir a través del sistema cudntico son los valores

propios del observable X y el resultado de la medicion es aleatorio. Si el estado de referencia antes
de la medicién es p la probabilidad de observar el valor \; se encuentra dada por

P[Observar \;) = Tr(pF;),

para cada j € {1,--- ,p}. Si se ha observado el valor \;, el nuevo estado de referencia se encuentra
dado por
PipP;
Tr(pP;)

Las interacciones del sistema Hg y cada copia de H se encuentran representadas por el espacio
de Hilbert

(0.9}
I'=Ho® ® H.

n=1
Las mediciones cuanticas repetidas son una combinacién de estos principios: antes de cada medicién,
el estado inicial se vera afectado por la interaccién entre Hg y la copia de H, y posteriormente
la mediciéon da lugar a una modificacién aleatoria del sistema. Esto da lugar a una sucesion de
operadores de densidad aleatorios, a esta sucesién le llamaremos trayectoria cudntica discreta.

Consideraremos un estado inicial p sobre Hg y sobre cada copia de H consideraremos el estado

inicial |zg)(zo|. Luego, el estado inicial sobre I" se encuentra dado por

po == p ® (|zo)(wo| ® |To)(T0| ® - -~ @ [20){WO| ® - - - ).

El espacio muestral que describird estas interacciones serd QV, donde Q = {1,---,p}. Q co-
rresponde al conjunto de fndices de los eigenvalores del observable X y QY representa los posibles
resultados de las mediciones en cada una de las interacciones. La sigma &dlgebra asociada a este
espacio es la o-algebra generada por los cilindros de Q:

Aij iy = {w = (w1,w2,--+) € OV wy = i1, w2 =2, , Wy =in},

con (i1, - ,i,) € Q" Denotaremos a dicha o-algebra por X.

Para cada n > 1, definimos el operador V,, de la siguiente manera: considemos Vy = I y para
n > 0 definimos de manera recursiva V,,+1 = V,,Up+1, donde U, 41 es el operador unitario que actia
como U en Hy en la n + 1-ésima copia de H. Para cualquier (i1, -- ,i,) € Q", consideraremos el
operador

ﬁ(ilv"'7in)3:(I®Pi1®"’®Pin®f®"')ﬂn(I®Pz‘1®"‘®Pin®f®"')7

donde p, = V,poV,. Este operador es positivo y Tr(fi(i1,--- ,i,)) representa la probabilidad de
observar los eigenvalores corespondientes a los indices 1, - - - , i, en las primeras n mediciones.
Por medio del teorema de Kolmogorov veremos que existe una unica medida de probabilidad P
sobre (N, %) tal que
P(Ail,.‘. 77;n) = T’I“(ﬂ(il, cee ,Zn))



Para cada n € N, se define j, : QY — B(T) por

ﬂ(wl’ . 7wn)
p(w) = ¢ Tr(fwr, -+ wn))
0 st Tr(ﬂ(w1,~-- ,wn)) =0.

%

N

=
=
&
€
3
S
=)

Para n = 0 se define o(w) := po, para todo w € Q. Este operador representa el estado del sistema
después de la n-ésima medicién y p, es un operador de densidad sobre I' fuera de un conjunto de
medida cero.

El proceso estocdstico (pp)n>0 que estudiaremos es el siguiente:

pn(w) = TT@;’ilH(ﬁn(w))a

Donde Trg=, #(+) denota el operador traza parcial respecto del espacio @2, H. La variable alea-
toria p, representa el estado del sistema Hg después de la n-ésima medicién y g, es un operador de
densidad sobre Hg fuera de un conjunto de medida cero.

Para el caso particular Hy = H = C? tendremos que este cumple la férmula recursiva:

pn+1 = Lolpn) + L1(pn) + Xnt1 (1 / Pnid Li(pn) =/ Int1 ﬁo(%)) , n>0.
dn+1 Pn+1

donde L; : B(Ho) — B(Ho) se encuentra dado por

Li(p) = Try, (I @ P)U (p @ |wo)(zo) U (I @ Fy)),  p € B(Ho),

para cada i € {0,1}, y para cada n > 1, la variable aleatoria X,, se encuentra dada por

:: 14, —Tr(Li(pn)) '
VI (Lo(pn))Tr(L1(pn))

donde A, := {w € QV|w, = 1}. El conjunto A,, representa el evento de observar el eigenvalor
con indice 1 en la n-ésima medicién. A diferencia de la referencia [18], consideraremos la siguiente
filtracién (Fy,)n>0 para el proceso (pn)n>0:

Fo = {0, 0}

n

y paran > 1
Fn=o0(mp: k<n),

donde 7, (w) = wy, para cada w € Q. Para las variables aleatorias (X,,),>1 tendremos la siguientes
igualdades:

. E[Xn—H |-7'—n] =0,
u E[X,%_H | Fn] = 1.

La filtracién (F,)n>0 nos permitird calcular de manera clara y explicita las expresiones anteriores.
Dichas expresiones seran importantes para estudiar el resultado de convergencia. Es importante
destacar que en la referencia [18] se considera otra filtracién y no se realizan los célculos de manera
explicita.

Posteriormente analizaremos el modelo en tiempo continuo. La ecuacién de Belavkin es una
ecuacién diferencial estocastica con valores en M3(C) y esta se encuentra dada por:

dpt = L(pt) dt + (C’pt + ptC'* — T’I”(Cpt + ptC*)pt) th,



con condicién inicial pg = p, p € S(C2). Donde (W;);>0 es un Movimiento Browniano unidimensional

y
L(M) = —i[Hy, M]+ CMC* — 1/2{C*C, M },
con Hj es autoadjunto y C' € M»(C). A L se le conoce como el operador de Lindblad.

Las operaciones [-, -] y {-, -} denotan al conmutador y anticonmutador respectivamente, es decir,
[A,B]= AB—- BAy {A,B} = AB + BA.

La solucién (pt)s>0 cumple una propiedad importante: para cada t > 0 se tiene que p; es un
operador de densidad. A diferencia de la referencia [18], estudiaremos la existencia y unicidad
de la ecuacion de Belavkin, y dicha propiedad mediante técnicas de cdlculo estocédstico respecto
de semimartingalas continuas. Parte del desarrollo de estos resultados se encuentran basados en
la referencia [3] con dos diferencias importantes: En dicha referencia inicamente se demuestra la
existencia de una solucion de la ecuacién de Belavkin, sin embargo, no se considera la unicidad de
esta ecuacion. Ademsds, la demostracién de que p; es un operador de densidad se basa en la formula
de integracién por partes.

Por 1ltimo, veremos el resultado de convergencia. Consideraremos fijos p € S(C?), un obser-
vable X con descomposicién espectral X = APy + AP y una base ortonormal {zg,z;} de C2.
Supondremos que la descomposicién espectral de X no es diagonal en la base {x¢,z1}, es decir, las
proyecciones espectrales cumplen la siguiente relacién:

ay a a -q
Py =% 0,1 Py = @ 0,1 ’
ap,1 a1 -aop,1 agp
con ag,a; > 0, a; +ap =1y |ap,1| = y/apar. Esta hipdtesis es importante para obtener el resultado
de convergencia. Para cada n € N, consideraremos el operador unitario sobre C? ® C? dado por

)
U" = exp(——Hyy)
n
donde H}!, se encuentra representado en bloques en la base {z¢ ® x¢, 21 ® zo,x0 ® 1,71 ® 1} por
Hy ie_w\/ﬁc*
no_ .
Htot - (_i619\/ﬁc HO ) (11)

donde 0 € R es tal que ap1 = e fagay.
Para cada n € N, denotaremos por
(Pk ) ke,

al proceso estocastico con pj = p construido en el modelo discreto a partir del observable X y el
operador unitario U". Para cada n € N, definimos el proceso estocdstico p™ = (p}')+>0 por

pA;L = p’rfntj

Veremos que p" converge en distribucién sobre el espacio de Skorokhod a la solucién de la ecuacion
de Belavkin p = (p;)s>0 con condicién inicial pg = p, denotaremos esta convergencia por p" = p.
Tendremos que existe N eN (que dependeréd de las proyecciones espectrales de X) tal que para
n > N , p'* cumple la siguiente igualdad:

t t
pr=pra [ L@ave+ [ (O + g Cn - Tr(Ca 4 0 ) aw,
0 0



donde
[nt]

1
th = —= ZX,;”,
\/ﬁiZI

Esta expresién se obtiene por medio de expresiones asintéticas sobre los operadores unitarios
{U™}en, de la férmula recursiva desarrollada en el modelo discreto y por medio de la integral de
Lebesgue-Stieltjes. Analizaremos por separado la convergencia de los procesos estocasticos {en}n2 )
W} o5 ¥y {V"},~5 v posteriormente concluiremos el resultado por medio de los teoremas de con-
vergencia de integrales estocdsticas de la referencia [16]. Cabe destacar que en el reescalamiento para
el Hamiltoniano total H}!, considerado en la referencia [18] no es correcto por lo que en esta tesis

corregimos esta situacion.



2. Resultados de analisis funcional

2.1. Operadores de clase traza y de Hilbert Schmidt

Definiciéon 2.1. Sea T un operador positivo sobre un espacio de Hilbert 4. Dada una base orto-
normal {e, }nen definimos el valor

Tr(T) = (en, Ten).

=1

3

Esta cantidad es positiva (posiblemente infinita) y diremos que es la traza 7.
Proposicién 2.2. La cantidad Tr(T) es independiente de la base.

La demostracién de este resultado se puede consultar en las referencias [1], seccién 2.1 o en la
referencia [7], capitulo 2, seccién 2.3.

Definicién 2.3. Diremos que un operador acotado T" es un operador de clase traza si Tr(|T|) < oco.
Al conjunto de operadores de clase traza lo denotaremos por £q(H).

Dado T € £1(H) definimos
17|y == Tr(|T1)-

Teorema 2.4. L1(H) es un espacio vectorial, || - |1 es una norma sobre este espacio y ademds
(L1(H), ]| - |l1) es un espacio de Banach. Para todo T € L1(H) tenemos que

1T < [IT[x-

Proposicién 2.5. Sea T € L1(H) y {en}nen una base ortonormal de H. El valor

o0

Tr(T) = Z(en,Ten>

n=1
converge absolutamente y es independiente de la eleccion de la base. Ademds
[Tr(T) < T
Para un operador T' € £;(H) llamaremos a Tr(T) la traza de T.
Proposicién 2.6. Sea T € L1(H), entonces
(a) para todo S € B(H) se tiene que ST, TS € L1(H) y ademds

= max{[|TS|1, [STI} < ST,
» Tr(ST)=Tr(TS).

(b) T* € L1(H) y ademds
= ([T = [Tl

« Tr(T*) = Tr (D).

La demostracion de este resultado se puede consultar en las referencias [1], seccién 2.1.
De las proposiciones anteriores podemos deducir el siguiente resultado.



Proposicién 2.7. Dado T € L1(H) y U € B(H) un operador unitario, se tiene que UTU* € L1(H)

y ademds
Tr(UTU") =Tr(T).

Definicién 2.8. Sea T' € B(H). Decimos que T' es un operador de Hilbert-Schmidt si
Tr(T*T) < 0.

Denotaremos por Lo(#H) al conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt sobre H y definimos || - ||2

por
T2 :=Tr(T*T).

Teorema 2.9. (a) Un operador T € B(H) es de Hilbert Schmidt si y solo si existe una base
ortonormal {e, }nen tal que

o
Z |Ten|ln < oco.
n=1

La serie es independiente de la base y
o0
Tr(T*T) =Y | Ten|n-
n=1

(b) La funcion (S,T) — (S,T) definida por
(S,T) ="Tr(S*T)
es un producto escalar sobre Lo(H) y (L2(H),(-,-)) es un espacio de Hilbert.
(c) SiT € Lo(H) yS e B(H) se tiene que ST, TS € Lo(H) y ademds

max{[|TS|l2, [|ST(l2} < [IS[[[IT]2-
(d) Para todo T € Lo(H) tenemos que |T|| < ||T|l2 y si T € L1(H) tenemos que
1T < [Tz < [T}
Nétese que en el caso de dimensién finita, si M = (M; ;) € My(C), tenemos que

d d
M]3 =D 1M [

i=1 j=1

2.2. Producto tensorial de espacios de Hilbert

Los resultados de esta seccién se pueden consultar en la referencia [7], capitulo 2, seccién 2.4 y
[1], seccién 2.2.

Definicién 2.10. Sean H1, Ho dos espacios de Hilbert. Sean ¢ € H; y 1 € Ha. Definimos la forma
bilineal conjugada ¢ ® ¢ : Hq1 X Ha — C por

¢ @P(¢,¢) = (¢, $)a, (V' Y-

10



Sea E el conjunto de combinaciones lineales finitas de dichas formas bilineales conjugadas. Sobre E
definiremos un producto interno. Primero, dados ¢ ® 1, ¢’ ® ¢/ definimos

(p@¢, ¢ @) = (¢, ¢ )30, (¥, ¥ )y

y para cualesquiera % a;¢; ® v, S bi¢ ® ¢, € E consideraremos la extension lineal de la
relacién anterior, es decir,

k m m
i=1 i=1 i=1 i=1
Proposicién 2.11. (-,-) estd bien definido y es un producto interno sobre E.

Definicion 2.12. El producto tensorial entre H; y Ha, denotado por Hi ® Ha, es la completacién
del espacio pre-Hilbert (E, (-,)).

Notese que si Hi y Ha son de dimension finita, podemos considerar directamente al espacio
(E,(-,-)) como el producto tensorial entre estos espacios. La siguiente proposiciéon nos permitira
determinar una base ortonormal para el espacio Hi ® Hs.

Proposicién 2.13. Sean M, N conjuntos numerables y {e;}icem y {fi}ien bases ortonormales de
H1 y Ha, respectivamente. Entonces {e; @ fj}licm jen es una base ortonormal de Hi & Ho.

Ahora veremos el producto tensorial de operadores. Dados A € B(H1) y B € B(Hz) definimos
A® B : E — E por medio de la igualdad

AR B(p® ) = Ap @ B.
y su extension lineal sobre todo F, es decir,
m m
A® B ¢i®i) = ;i Ad; @ By
i=1 i=1
A ® B esta bien definido, es un operador lineal acotado y ||[A ® B| = ||Al||| B]|-

Definicién 2.14. Definimos el producto tensorial entre Ay B, AQ B : H1 @ Ho — H1 ® Ho, como
la cerradura del operador A ® B : E — E bajo el producto interno (-, -}, @%,-

El producto tensorial preserva algunas clases de operadores acotados.
Proposicién 2.15. Sean Hi y Ho espacios de Hilbert separables y A € B(H1), B € B(H2).
1. Si A y B son compactos, entonces A ® B es un operador compacto sobre Hi @ Hos.

2. 51t A y B son operadores de clase traza, entonces A @ B es de clase traza. En particular
tenemos que
1A® Bll1 = [|All1[| Bl

Tr(A® B) =Tr(A)Tr(B).
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2.3. Producto tensorial infinito de un espacio de Hilbert

Dado un espacio de Hilbert H y 9 € H con ||| = 1 definiremos el producto tensorial infinito
&®;2, H basado en 1. Es importante mencionar que el producto tensorial @;°; H depende del
vector 1 pero no sera incluido en la notacién de éste. Definiremos este producto tensorial de manera
inductiva identificando el producto tensorial @)} ; H como un subespacio de ®?:+11 ‘H para cada
n € N. La demostracién de los resultados de esta seccién se pueden consultar en la referencia [7],
capitulo 2, seccién 2.4.2.

Para cada n € N definimos

H) = é H
i=1

y dados m < n definimos el operador l%,n s M) () por medio de
lpn(2) =2 ® (7" ¥).

Noétese que para cualesquiera k& < m < n se tiene que l}f ml}fz,n = l;f - Ademds tenemos que l;’fm

es un operador lineal y una isometria, es decir, ||l%,n(ﬂs)||7_[<n) = ||z||44(m - Por lo tanto 1Y, es un
operador lineal continuo.
Denotaremos el limite inductivo de los espacios H(™ como

HE) = (UM ~,

neN

donde la razon de equivalencia ~ se define de la siguiente manera: z ~ y si y sélo si l%n(:n) =y
para algin par m < n.

Luego, le daremos a H(%) la estructura de un espacio vectorial con producto interno mediante
las siguientes operaciones: para [, [y,] € H®) y a € Cconm < ny z, € H™, y, € HW
definimos

alzy] = [awy),

[Zm] + [yn] = [l%,n(x> + Ynl,
xm]? [yn]>’;-[(00) = <lrder,n(w)7 yn>’H(n)7
Ynls [Zm]) 0000 = ([Yn), 1 (2)) 3y -

Estas operaciones estan bien definidas y en particular, (-, ), ) estd bien definida pues |7 = 1.

Definicién 2.16. Definimos el espacio de Hilbert @72 ; H como la completacién de H*> a través
del producto interno (-, -)4) y diremos que el producto tensorial estd basado en 1.

Nétese que @), ; H sélo consta de clases de equivalencia, sin embargo, tenemos H™ inmerso
para todo n € N de manera isométrica. Dado 11 @ - - - ® 10, € H™), denotaremos a la clase de éste
vector por Y1 ® - QY Y-+ - RYPRQ--- yparal € B(’H(m)), definiremos el operador lineal

TRI® - QI --
de la siguiente manera: para [z,] € H(>) con z,, € H(™, si n < m tenemos

TRI® - @I® - (z.]) = [T, (2))].

12



Si n > m, entonces
n—m

T@lo:- @l ()= [(Te QI)()

Este operador est4 bien definido sobre () y es continuo de norma ||T'||. Finalmente, extendemos
T®I®---®I®--- en todo @, H por continuidad.
Para 1 definimos la proyeccién |¢) (| : H — H por

[0) (W] ¢ = (1, 9) Y.

De manera analoga podemos definir el operador

To) W)@ e---

sobre el producto tensorial @), ; H basado en 1 de la siguiente manera: para [z,] € H(>) con
zn, € H™ | si n < m tenemos

T )Y@ @) (Y] @ ([ea]) = [T m(x))].

Si n > m, entonces

n—m

T W)W @)l ® - (za]) = (T ®© Q) [¥){¥])(wn)]-

=1

Este operador estd bien definido sobre H(>) y es continuo de norma || 7. Finalmente, extendemos
TRW) (W@ @) (| ® - en todo @r>; H por continuidad.

Teorema 2.17. Sea H un espacio de Hilbert separable y {en}nen una base ortonormal tal que
en = Y para algin n € N. Entonces el conjunto

{en, ® - ®en, @Y QPR+ |ny, -~ ,np €N, k e N}

forma una base ortonormal de @, | H.

2.4. Traza parcial respecto de un espacio

Los resultados de esta seccién se pueden consultar en las referencias [1] y [7].

Definicion 2.18. Sean H y K espacios de Hilbert separables. Para cada g € K definimos el operador
gy : H — H ® K por
9 f=f®g.

Tenemos que |g)x es un operador lineal continuo con norma ||g|x. Su adjunto es el operador
(9] : H ® K — H definido por
K<g‘ U= <g,’U>U,

y su extension por continuidad sobre H ® K. La norma de este operador también es igual a ||g||x.

El siguiente teorema define y caracteriza a la traza parcial.
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Teorema 2.19. Sean H y K espacios de Hilbert separables y T un operador de clase traza sobre
H ® K. Para toda base ortonormal (ep)nen de KC, la serie

o0

T?“}C(T) = Z IC<en|T‘€n>IC

n=1

converge en (L1(H), ||-]/1) v el operador Tric(T') no depende de la base {ey, }nen. El operador Tric(T")
es el unico operador de clase traza sobre H tal que

Tr(Tr(T)B) =Tr(T(B®1I)),
para todo B € B(H).

La siguiente serie de propiedades de la traza parcial serdn de utilidad en la siguientes secciones.
Estas se pueden deducir del teorema 2.19 y de las propiedades de la traza.

Teorema 2.20. Sean H y K espacios de Hilbert separables y T un operador de clase traza definido
sobre H ® K. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) SiT=A® B, donde A y B son de clase traza, tenemos
Tri(T) =Tr(B) A.

b) Tr(Tri(T)) = Tr(T).

c) St A, B € B(H), entonces

Trc(A@ NT(B®I)) = ATrk(T) B.

También tenemos las siguientes propiedades:

Teorema 2.21. Sea T € L1(H ® K). Se cumplen las siguientes propiedades
a) Si T es positivo, Tric(T) es positivo.
b) Tric(T)* = Tric(T%).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [7], capitulo 2, seccién 2.5.
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3. Resultados de probabilidad

En esta seccién veremos resultados de probabilidad y procesos estocasticos que seran utiles a lo
largo de este trabajo. Para ver esto, sera 1til mencionar conceptos propios de esta drea. Un espacio
de probabilidad es un espacio de medida (€2, F,P) tal que P(Q2) = 1y a  le llamaremos espacio
muestral. Diremos que una propiedad se cumple casi seguramente si esta propiedad se cumple fuera
de un conjunto en F de medida cero y lo abreviaremos como “c.s.”.

Definicién 3.1. (Variable aleatoria). Sean E un conjunto y £ una o-algebra de subconjuntos de F,
si X : (2, F) — (E,€) es una funcién medible diremos que X es una variable aleatoria con valores
en E. Si (E,d) es un espacio métrico, consideraremos que la variable aleatoria es medible respecto
respecto de la o-dlgebra de Borel de dicho espacio métrico y a esta la denotaremos por B(E).

Definicién 3.2. (Ley o distribucién de una variable aleatoria). Sea X : (Q,F) — (E,€&) una
variable aleatoria. Denotaremos por Px a la medida inducida por X, es decir, la medida definida
por

Py(E):=P(X YE)), EcéE.

Diremos que Py es la ley o distribucién de X. También denotaremos a la ley de X por L(X).

Dado F € &, tambien utilizaremos la notacién:
P(XY(E)):=P(X € E).

Definicién 3.3. (o-élgebra generada por una familia de variables aleatorias). Dada una familia de
variables aleatorias {X;}icr denotaremos por o(X; : i € I) a la sigma algebra més pequena que
hace medible a esta familia de funciones y le llamaremos la sigma &lgebra generada por {X;}ier. Si
Unicamente tenemos una variable aleatoria X, denotaremos a esta sigma algebra por o(X).

Definicién 3.4. (Independencia de o-algebras). Sea {F;}ic; una familia de o-édlgebras tal que
Fi; C F, para todo i € I. Diremos que {F;}icr son independientes si para cualesquiera k > 1,
i1, - i, € 1y Iy, € F;, se cumple:

k k
P(( F,) = [[B&).
j 1

J=1 J=

Definicién 3.5. (Independencia de variables aleatorias). Diremos que una familia de variables
aleatorias {X;};cs son independientes si las o-dlgebras {o(X;)};cs son independientes.

Definicién 3.6. (Esperanza de una variable aleatoria). Sea X : 2 — R una variable aleatoria. Si
X € L' () o X es no negativa, definimos la esperanza de X por

Emyz/xm.

Definicién 3.7. Dado un conjunto A € F, definimos la indicadora de A, 14 : Q — {0, 1}, por

nw={y Soga 3
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3.1. Esperanza condicional y propiedades
El primer resultado que veremos es el de esperanza condicional y sus propiedades.

Definicién 3.8. (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada una o-algebra). Conside-
remos (€2, F,P), un espacio de probabilidad fijo y sean G C F una sigma algebra y X € L'(Q).
La esperanza condicional de X dado G, denotada por E[X |G], se define como la variable aleatoria
G-medible tal que

/XILAd]P’: /]E[X\Q]ILAd}P’, (3.2)
para todo A € G.

La existencia de esta variable aleatoria se obtiene al aplicar el teorema de Radén Nykodym a la
medida con signo Q : G — R, definida por

Q(A) = /X]lA dP, A€g.

Notemos que del teorema de Radon-Nykodym también se sigue que esta variable aleatoria es tinica
en el siguiente sentido: si Z es una variable aleatoria G-medible que cumple la propiedad (3.2),
Z = E[X | G] casi seguramente.

Observacién 3.9. Algunas consecuencias inmediatas de la definicién de esperanza condicional son
las siguientes:

(a) Si G ={0,Q}, tenemos que E[X |G] = E[X].
(b) Considerando A = Q en la igualdad (3.2), tenemos que E[E[X | G]] = E[X].
(c) Si X es G-medible, entonces E[X |G] = X c.s.

Definiciéon 3.10. Sea C una clase de subconjuntos de 2. Diremos que C es un w-sistema si C es
cerrada bajo intersecciones, es decir, si A, B € C, entonces AN B € C.

Veremos una caracterizacion de la esperanza condicional en términos de w-sistemas.

Proposicién 3.11. Sea C C F un w-sistema y G = o(C). Supongamos que Q0 es una union finita o
numerable de elementos de C. Si Z es una variable aleatoria integrable y G-medible tal que

/X]lch— /ZHCdIP’,

para todo C € C, entonces Z = E[X | G] c.s.

La demostracién del resultado anterior se puede consultar en la referencia [5], capitulo 5, seccién
34. Algunas propiedades importantes de la esperanza condicional son las siguientes:

Teorema 3.12. Sean X,Y y {X, }nen variables aleatorias en L'(Q). Entonces se cumplen:
(i) Sea a € R. Si X = a c.s., entonces E[X |G] = a c.s.
(#i) Para cualesquiera a,b € R, se tiene que E[aX + bY |G| = aE[X |G] + VE[Y | G] c.s.
(i) Si X <Y c.s., entonces E[X |G] <E[Y |G] c.s.
(i) [E[X|G)| <E[X]|g] .5
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(v) Silim, oo X = X c.5. y | Xp| <Y, conY € LY(Q), entonces lim,, oo E[X,, |G] = E[X | 7]
c.s.

Proposicién 3.13. Si X,Y, XY € L'(Q) y X es G-medible, entonces
E[XY |G] = XE[Y |G] c.s.
Proposicién 3.14. 5i X € Ll(Q) y st G1 y Go son sigma dlgebras tales que G1 C Go C F, entonces
E[E[X | Go] |G1] = E[X | Gi1] ec.s.

Proposicién 3.15. (Desigualdad de Jensen). Sea ¢ : R — R es una funcion convera y X € L(1).
Si p(X) € LY(Q), entonces
P(E[X|G)) < Blp(X)|d] e

Proposicién 3.16. Sea X € L'(Q) y suponga que o(X) es independiente de G. Entonces
E[X |G] = E[X] ec.s.

Las demostraciones del teorema 3.12 y las proposiciones 3.13, 3.14 y 3.15, se pueden consultar en
la referencia [5], capitulo 5, seccién 34. Para la demostracién de la proposicién 3.16, ver la referencia
[11], capitulo 10, seccién 1.1.

3.2. Procesos estocasticos

Definicién 3.17. (Proceso estocdstico). Un proceso estocastico es una coleccién de variables alea-
torias indexadas por un conjunto 7', que denotaremos por (X;)icr, definidas sobre un espacio de
probabilidad (€2, F,P) que toman valores en un espacio medible (E,£). A E se le conoce como el
espacio de estados.

En este trabajo consideraremos los siguientes conjuntos de indices: T' = [0,00), T' = [0,t] con
t >0y T =N.SiT = [0,00) utilizaremos la notacién, (X;);>o y si T = N, utilizaremos la
notacién (X,),>1. Ademds, consideraremos como espacio de estados espacios los siguientes espacios
de dimensioén finita: R™, C, Mgy, (R) y M,,(C), cada uno de estos equipados con su respectiva sigma
algebra de Borel.

Definicién 3.18. Sea (X;)ier un proceso estocéstico. Diremos que la familia de funciones definidas
por
t— X (w), weq,

son las trayectorias de (Xi)er.

Nos enfocaremos en algunos conceptos de procesos en tiempo continuo (es decir, el caso T =
[0,00) y T'=[0,t] con ¢t > 0).

Definicién 3.19. Sea T" un subintervalo de [0, 00) y sean (Xt )ier ¥y (Yz)ter dos procesos estocasticos
definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (92, F,P). Diremos que (X;):c7 es una versién de
(Yy)er si para todo t € T se tiene que

X;:=Y; cs.

Definicién 3.20. Sea T' un subintervalo [0,00) y sean (X¢)ier y (Yi)ier dos procesos estocasticos
definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F,P). Diremos que (X¢)ier v (Y2)ier son
indistinguibles si para casi todo w € §2 se cumple:

Xi(w) =Y (w), paratodoteT.
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Definicién 3.21. Sea (F, d) un espacio métrico, B(FE) su sigma algebra de Borel y 7' un subintervalo
de [0, 00). Diremos que un proceso estocéstico (X;)ier con espacio de estados E' tiene trayectorias
continuas (casi seguramente) si las trayectorias

t— Xi(w), weqQ,
son funciones continuas para todo w € 2 (respectivamente, para casi todo w € Q).

Tenemos que si (X¢)ier ¥ (Y2)ter son indistinguibles entonces (X )ier es una version de (Y;)er.
En la siguiente proposicion veremos que el reciproco es cierto en algunos casos.

Proposicién 3.22. Sea T' un subintervalo de [0,00) y sean (X¢)ier y (Yi)ter dos procesos estocdsti-
cos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, F,P) y ademds suponga que éstos tienen
trayectorias continuas por la izquierda o continuas por la derecha. Si (Xi)ier es una version de
(Yi)ier, entonces (Xi)ier y (Yi)ier son indistinguibles.

3.3. Movimiento Browniano

En esta seccién veremos la definicién del Movimiento Browniano y una de sus caracterizaciones.
Este proceso serd muy importante en las siguientes secciones de este trabajo.

Definicién 3.23. Diremos que un proceso estocéstico (W;)¢>o (definido sobre un espacio de pro-
babilidad (€2, F,P)) con espacio de estados E = R™ es un Movimiento Browniano m-dimensional si
cumple las siguientes propiedades:

a) Wy = 0 casi seguramente.
b) Los incrementos de (W3):>0 son independientes, es decir, las variables aleatorias
Wi, = Wiy s Wiy = Wy
son independientes, para cualesquieran € Ny 0 <tg < --- < t,.
c) Wy — Wy y Wiy, — Wsyp, tienen la misma distribucién, para cualesquiera 0 < s <ty h > 0.

d) Wi tiene distribucién

2
Py, (dz) = lz ) dx.

(2m)m/2 P ( 2t
e) (Wi)i>o tiene trayectorias continuas.

Si m = 1 diremos que (W;)¢>0 es un Movimiento Browniano unidimensional o simplemente, un
Movimiento Browniano.

Observacién 3.24. La condicién de incrementos independientes (la condicién b)) de la definicién
3.23 es equivalente a

b’) o(W; — Wy) es independiente de (W, : 0 < s < t).

La demostracién de la existencia del Movimiento Browniano se puede consultar en la referencia [5],
capitulo 7, seccién 37 y en la referencia [21], capitulo 4, seccién 4.2.

Veremos la caracterizacion del movimiento Browniano como un proceso Gaussiano. Antes de ver
esta caracterizacién veremos algunas definiciones.
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Definicion 3.25. Sea X : Q — R™ una variable aleatoria. Definimos la funcién caracteristica de
X por '
ox(u) :=E[e"X)], uweR™,

donde (-, -) denota al producto interior de R™.

Definiciéon 3.26. Diremos que una variable aleatoria X : £ — R es Gaussiana si la funcién

caracteristica de X es de la forma
2

¢X(U) — eiuu—%u ’
donde p e Ry o > 0.
Tenemos que E[X] = uy E[(X — p)?] = o2

Definiciéon 3.27. Diremos que una variable aleatoria X : £ — R™ es una vector Gaussiano si la
funcién caracteristica de X es de la forma

¢X(u) _ ei(u,m)féw,Cu)?

donde m € R™ y C una matriz semipositiva definida. A C se le conoce como la matriz de covarianzas
de X. Si denotamos las entradas de X por X = (X1, -+, X,,), tenemos que

Cij = E[(Xi —mq)(Xj —my)].
Para consultar resultados sobre vectores Gaussianos ver [12], capitulo 16.

Definicién 3.28. Diremos que un proceso estocastico (X¢):>0 con espacio de estados £ = R™ es
un proceso Gaussiano para cualesquiera n > 1y t1,--- ,t, se tiene que el vector (X, -, Xy, ) es
un vector Gaussiano.

Los siguientes resultados caracterizan al movimiento Browniano como processo Gaussiano.

Proposicién 3.29. Sea (W;)i>0 un movimiento Browniano unidimensional. Para cada t > 0 se
tiene que Wy es una variable aleatoria con E[W;] = 0 y E[W?] =t, es decir,

ow, (u) = em2v’,
Dados a,b € R, definimos donde
a A'b:=min{a,b}.

Teorema 3.30. Sea (W})i>0 un movimiento Browniano unidimensional. Entonces (Wi)i>o es un
proceso Gaussiano tal que para todon > 1 y 0 < t; < -+ < t, (B, -, By,) es un vector
Gaussiano con matriz de covarianzas C definida positiva y ésta se encuentra dada por

Cij:ti/\tj, 1,5 < n.

Teorema 3.31. Sea (X;)i>0 proceso Gaussiano con valores en R y con trayectorias continuas. Si
para cualesquieran > 1y 0 <ty < -+ < tn, (X, -+ ,Xt,) es un vector Gaussiano con matriz de
covarianzas C dada por

Cij:ti/\tj, 1,5 <n,
entonces (Xt)i>0 es un movimiento Browniano.

La demostraciéon de la proposiciéon 3.29 y los teoremas 3.30 y 3.31 se pueden consultar en la
referencia [21], capitulo 2.
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3.4. Filtraciones y procesos estocasticos

En las siguientes definciones consideraremos un espacio de probabilidad (€2, F,P) fijo.

Definicién 3.32. (Filtracién). Una filtracién es una familia de sigma algebras (F;):>o tales que
Fi C F, para todo t > 0y Fs C Fi, para cualesquiera 0 < s < t. Diremos que un espacio medible
(Q, F, (Ft)t>0,P) es un espacio de probabilidad filtrado.

Definicién 3.33. (Proceso adaptado). Diremos que un proceso estocéastico (X;)¢>o es adaptado a
la filtracién (Ft)i>o si X; es Fi-medible para cada ¢t > 0.

Tenemos que cualquier proceso estocéstico (X;)¢>o es adaptado a la filtracién (Fp)i>o definida
por
FP=0(X,:0<s5<1),

v a (F2)i>0 llamaremos la filtracién natural de (X;)s>0-
Dada una filtracién (F;)i>0, para cada t > 0 definimos

ft- Z:U(UFS),
s<t

y para cada t > 0, definimos
]:t+ = m ]:s-

s<t

Definicién 3.34. Diremos que una filtracién (F;);>0 es continua por la derecha si F; = F;y, para
todo t > 0.

Definicién 3.35. Diremos que una variable aleatoria 7" : Q@ — [0, o0] es un tiempo de paro respecto
de la filtracion (F;)¢>o si
{T S t} S ftv

para todo t > 0.

Noétese que un tiempo de paro T puede tomar el valor infinito.

Definicion 3.36. Definimos la sigma algebra F, por

Foo :U(U.Ft>.

>0
Ahora, dado un tiempo de paro 7' respecto de (F;)¢>0, definimos
Fr={AeFo: AN{T <t} € F, Vt>0}. (3.3)

Tenemos que Fr es una sigma algebra.
Ahora veremos algunas propiedades de tiempos de paro.

Proposicién 3.37. Sea (Fi)i>0 una filtracion. T : Q@ — [0,00] es un tiempo de paro respecto de la
filtracion (Fiy)e>0 sty solo si
{T < t} € Fi.

Proposicién 3.38. Sean S,T' tiempos de paro respecto de la filtracion (Fy)i>0. Entonces:

a) Si S <T, entonces Fg C Fr.

20



b) SiT =t cont >0, entonces Fp = Fy.

c) SANT y SV T son tiempos de paro y Fsar = Fs N Fp. Ademds, {S < T} € Fsar y
{S == T} c .FS/\T.

La demostracion de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién
3.1.

Veremos algunas definiciones méas sobre procesos estocaticos y su relacién con los tiempos de
paro. Estas clases de procesos serdan importantes a lo largo de este trabajo.

Definicién 3.39. Diremos que un proceso estocéstico (X;)¢>o con valores en (E, &) es medible si
el mapeo
(w, t) = Xi(w),

definido sobre € X [0, 00) equipado con la sigma &dlgebra producto F @ B([0,00)) es medible.

Definicién 3.40. Diremos que un proceso estocastico (X¢)s>0 es progresivo si para cada t > 0 el
mapeo

(w,s) = Xs(w),
definido sobre € X [0, t] equipado con la sigma dlgebra producto F; @ B([0,t]) es medible.

Definicién 3.41. (Sigma dlgebra progresiva). Diremos que un conjunto I' C £2x [0, c0) es progresivo
si el proceso estocéstico definido por

Xi(w) = Ip(w, t)

es progresivo. A la clase de subconjuntos progresivos la denotaremos por P. Tenemos que P es una
sigma 4lgebra de subconjuntos de 2 x [0, 00) y le llamaremos la sigma algebra progresiva.

Tenemos que un proceso estocastico (Xt)¢>o es progresivo si y sélo si el mapeo
(wﬂ t) = Xt(("))v
definido sobre © x [0, 00), equipado con la sigma dlgebra P, es medible.

Definicién 3.42. Sea T" un tiempo de paro respecto de (Ft)i>0 y (X¢)i>0 un proceso progresivo.
Para cada t > 0 definimos
X[ (w) == Xp(one(w).

Proposicién 3.43. Sea T un tiempo de paro respecto de (Fi)i>0 y (X¢)e>0 un proceso progresivo.
Entonces (Frat)i>o0 es una filtracion y (XtT)tzo es un proceso progresivo respecto de las filtraciones

(Fe)ez0 Y (Frae)e>o-

La demostracién de este resultado se puede consultar en [8], capitulo 2, seccién 1.
Tendremos que una clase importante de procesos son progresivos. Esto serd importante para
trabajar con integrales estocasticas respecto de semimartingalas continuas en este trabajo.

Proposicién 3.44. Sea (E,d) un espacio métrico equipado con su sigma dlgebra de Borel. Sea
(X¢t)e>0 un proceso estocdstico con espacio de estados E y con trayectorias continuas por la derecha
o continuas por la izquierda. Si (Xt)i>0 es adaptado a una filtracion (Fi)e>0, entonces (X¢)i>o es
progresivo.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién
3.1.
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Proposicién 3.45. Sea (E,d) un espacio métrico equipado con su sigma dlgebra de Borel y (Xi)i>0
un proceso adaptado respecto de (Fi)i>o0 con espacio de estados E.

a) Sea O un conjunto abierto y suponga que (Xi)i>o tiene trayectorias continuas por la derecha.

Entonces

To(w) :=mf{t > 0: X;(w) € O}
es un tiempo de paro respecto de (Fit)t>0-

b) Sea F' un conjunto cerrado y suponga que (Xt)i>o tiene trayectorias continuas. Entonces
Trp(w) :==mf{t >0: X;(w) € F}

es un tiempo de paro respecto de (Ft)i>0-
La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién

3.1.

3.5. Martingalas

En esta seccién considedaremos un espacio filtrado fijo (2, F, (Ft)t>0,P).

Definicién 3.46. Sea (X¢):>0 un proceso adaptado tal que X; € LY(2), para todo t > 0. Diremos
que

» (X¢)r>0 es una martingala si para cualesquiera 0 < s < t,

E[X: | Fs)=Xs c.s.

» (X¢)r>0 es una submartingala si para cualesquiera 0 < s < t,

E[X: | Fs] > Xs c.s.

» (X¢)r>0 es una supermartingala si para cualesquiera 0 < s < ¢,

E[X: | Fs] < Xs c.s.

Un par de ejemplos importantes son los siguientes:

Proposicién 3.47. Sea (Wy)i>0 un movimiento Browniano y sea (FQ)i>0 su filtracion natural, es

decir,
F=0(Ws:0<s<t).

Los procesos (Wi)i>0 y (W2 — t)i>0 son martingalas respecto de (Fy)i>o-

Demostracion. Sean 0 < s < t. Tenemos que Wy — W tiene la misma distribucién que W;_; y por

tanto tenemos que

E[W, — W] = E[W;_] = 0 (3.4)

E[(W; — W,)?] = E[(W;_s)?] =t — s. (3.5)
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Puesto que o(W; — W) es independiente de FC (ver la observacién 3.24), de la proposicién 3.16 y
la igualdad (3.4) tenemos que

E[W; | F2]

E[W; — Ws + Wy | F]
=E[W, W|]—"0]+W
E[W,

W (3.6)

Lo cual muestra que (W;):>0 es una martingala. Por otra parte, de la proposicién 3.16 y las igual-
dades (3.4) y (3.5) tenemos que

E[W? — | F) = E[(W: — Wo)? + 2W.W, — W2 | FJ] — t
= B[(W; — Wy)? | F] + 2WE[W, | F] - W —t 37)
= E[(W; — W)’ +2W7 — W2 —t '
= Wf — 8
Lo cual muestra que (W2 — t)¢>0 es una martingala.
O

3.5.1. Teoremas de convergencia de martingalas

Proposicion 3.48.

a) (Desigualdad de Doob). Sea (X¢)t>0 una martingala o una submartingala positiva con trayec-
torias continuas por la derecha. Para cadat >0 y X\ > 0 se tiene:

NP| sup X, > A| < E[|Xo] + 2E[1 X
0<s<t

b) (Desigualdad LP de Doob). Sea (Xi)i>0 una martingala con trayectorias continuas por la
derecha. Entonces para cadat >0 yp > 1 se tiene :

Bl sup |X.p] < (25) "ElX)

0<s<t

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién
3.4.

Ahora veremos resultados sobre convergencia de martingalas. Empezaremos con algunas defini-
ciones.

Definicién 3.49. Diremos que una familia de variables aleatorias (X;);c; es uniformemente inte-
grable si
lim sup E[| X;|1)x,>m] =0

M—o0o ;1

Definicién 3.50. Diremos que una martingala (X;):>0 es cerrada si existe una variable aleatoria
Z € LY(Q) tal que para todo t > 0,

)Q ::ELZ|]%] C.S.

El teorema de convergencia es el siguiente:
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Teorema 3.51. Sea (X;)i>0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha. Entonces
son equivalentes:

a) (X¢)e>0 es cerrada.
b) (Xi)i>0 es uniformemente integrable.
c¢) (X¢)i>0 converge casi seqguramente y en L' () conforme t — oc.

Mas ain, st alguna de estas propiedades se cumplen se tiene que
Xi = E[Xoo | F,
para todo t > 0, donde Xoo € L(Q) es tal que
X = tliglo X; c.s.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién
3.3.

Lema 3.52. Si (X;)ier es una familia de variables aleatorias acotadas en LP(Q2), entonces (X;)icr
es uniformemente integrable.

Demostracion. Sean M > 0 e ¢ € I. De la desigualdad de Markov tenemos que
1
P(Xi| > M) < ZE[ ] (38)
Sea ¢ > 1 tal que % + % =1, de la desigualdad (3.8) y de la desigualdad de Holder tenemos que

E[|Xi| L x,2any] < EIXiP]V/PR(IX] > M)

<

- Ma/p
K

<

- Ma/p’

E[)X:["]V/PE]|X; |7/ (3.9)

donde K = sup;c; E[|X;[P]. De la desigualdad (3.9) se sigue que

I E[X;| 15y, =0.
im sup [1Xil 1 {x, > 0]

De este resultado obtenemos lo siguiente:

Proposicién 3.53. Sea (X)i>0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha y acotada

en LP(Q2), con p > 1. Entonces (X¢)i>0 converge c.s. y en LP(2) a una variable aleatoria X €
Lr(Q), y
X =E[X | Fi,

para todo t > 0.
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Demostracion. Del lema 3.52 tenemos que (X¢);>0 es uniformemente integrable y del teorema 3.51
tenemos que (X;)¢>0 converge casi seguramente a una variable aleatoria X, € L}(Q) y

X =E[Xw | Fi,

para todo ¢ > 0. Basta probar que Xo € LP(2) y (Xi)i>0 converge Xo, en LP(€2). Del lema de
Fatou tenemos que
E[| X |P] < liminf E[| X, |P] < sup E[| X¢[P] < oo,
n—oo tZO

y por lo tanto Xo, € LP(£2). Sea M = sup;>q E[|X;[P], de la desigualdad LP de Doob (proposicién
3.48 inciso b)) tenemos que

Bl swp X1 < (5) BIGP < (S 2) M,

para todo t > 0. Luego, del teorema de convergencia mondtona tenemos que

p
]E[ lim ( sup |X5|p)] :nh_>1roloE[ sup \Xs|p} < (%) M. (3.10)

n—=00 " <s<n 0<s<n

Sea
Y = lim ( sup |X,P),

n=00 T o<s<n
de la desigualdad (3.10) tenemos que Y € L'(Q) y ademds, para todo t > 0, tenemos:
| Xt — Xoof?P < 2PV c.s.
Luego, del teorema de convergencia dominada tenemos que
tliglo E[|X; — Xsol|P] = E[tllglo | X — Xoo|p] =0.

Por lo tanto, (X¢);>0 converge a X, en LP(Q).

3.5.2. Teoremas de paro opcional
Sea (X):>0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha tal que
lim X; = X,
t—o00

donde X es una variable aleatoria Foo-medible. Dado un tiempo de paro T": 2 — [0, 00|, definimos
la variable aleatoria Xt por

XT((,U) = XT(w)]l{T<oo}(w> + Xoo]l{T:oo}(W)-
Tenemos que X7 es Fp-medible, donde Fr se encuentra dada por (3.3).

Teorema 3.54. Sea (X)i>0 una martingala uniformente integrable con trayectorias continuas por
la derecha. Sean S, T tiempos de paro con S < T. Entonces Xg, X7 € L*(Q) y

Xs =E[Xr|Fsl,
en particular, para cualquier tiempo de paro S se tiene que
X5 =E[Xo | Fs]

E[Xs] = E[Xo] = E[Xo).
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La demostracién de este teorema se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién 3.4.

Proposicién 3.55. Sea (X;);>0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha y sea T
un tiempo de paro. Entonces

a) El proceso estocdstico (XtT)tZO = (XiaT)t>0 €s una martingala respecto de (Ft)t>o.
b) Si (Xi)i>0 es uniformemente integrable, entonces (Xiar)i>0 es uniformemente integrable y
Xinr = E[X7 | Fi],
para todo t > 0.

La demostracion de este teorema se puede consultar en la referencia [17], capitulo 3, seccién 3.4.

3.6. Semimartingalas continuas
3.6.1. Procesos de variacion finita

Definicién 3.56. Diremos que una funcién continua por la derecha A : [0,00) — R es de variacién
finita si para cada t > 0,

k
V(t) = Sup{Z|A(ti) A1) 0=to<ti < <ty 1 <tp=tne N} < .
=1

A la funcién V le llamaremos la variacién total de A y a V(¢) le llamaremos la variacién de A en
[0,t]. Notemos que V' es una funcién no negativa y creciente. Si lim;_,~ V(t) < oo, diremos que A
es de variacién acotada.

Tenemos que si A es de variacién finita, A es la diferencia de dos funciones crecientes y continuas
por la derecha: las funciones (V + A)/2 y (V — A)/2 cumplen estas condiciones.

Definicién 3.57. Diremos que una medida p sobre 28([0, 00)) es una medida de Radon si p es finita
en intervalos compactos de [0, 00).

Tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 3.58. Eriste una correspondencia unica entre funciones de variacion finita A y medidas
de Radon p sobre B([0,00)), dada de la siguiente manera:

A(t) = u([0, ]).

Demostracion. Sean F := (V — A)/2 y G := (V + A)/2. Puesto que F' y G son no negativas,
crecientes y continuas por la derecha, existen medidas pp, ug sobre B([0,00)) tales que

F(t) = pr([0,1])

G(t) = pa([0,1]).

Noétese que esta es la construccién usual de la medida de Lebesgue-Stieltjes (ver la referencia [9],
capitulo 1, seccién 1.5). Si definimos la medida con signo

M= UG — BF,

26



cumple la relacién
A(t) = p([0,1]).
Reciprocamente, sea p una medida de Radon. Sean 4, p— la descomposiciéon de Hahn de la medida
1, es decir,
=y =l
Y 4, f— son mutuamente singulares (ver [9], capitulo 3, seccién 3.1). Si definimos

A(t) - M.A,_([O, t]) - /1’—([07t])7

tenemos que A es una funcién continua por la derecha y de variacion finita, pues es la diferencia de
dos funciones crecientes.

O]

Sea f:[0,00) — R una funcién medible tal que f(o 1 |f] d|u] < oo para todo ¢t > 0, donde |u| es
la variacién total de la medida p asociada a A del teorema 3.6.1. Definimos

/0 £(5) [dA(s)] = /M £ dlul.

[ rraacs) = [, s

Ahora consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (2, F, (F¢)>0, P).

Definicion 3.59. Diremos que un proceso estocdstico con trayectorias continuas por la derecha
(A¢)r>0 es de variacién finita si es un proceso adaptado y sus trayectorias son de variacién finita.
Diremos que (A¢)i>0 es creciente si es adaptado y tiene trayectorias crecientes.

Definicién 3.60. Sea (H¢):>0 un proceso progresivo tal que para todo w €
¢
/ |Hs(w)] |[dAs(w)| < o0, ¥Vt >0.
0
Sea el proceso estocdstico = (fot Hg dAs)i>0 definido por
t t
(/ HdAs)(w) ::/ H(w) dAg(w).
0 0
Proposicién 3.61. Sea (H)i>0 un proceso progresivo tal que para todo w €
t
/ |Hs(w)| |dAs(w)] < o0, Vt>0.
0

Entonces el proceso estocdstico = (fg H dAg)i>0 es progresivo.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.1.

Un caso importante es el siguiente: si consideramos A;(w) = t para todo ¢ > 0, tenemos que si
(Hy)i>0 es un proceso progresivo tal que

¢
/ |Hs(w)|ds < 0o, Vt>0,
0
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entonces el proceso estocastico H - A = ((H - A)t)t>0 es de variacién finita y ademds, para cada
t > 0 se tiene que

([ g = [ s

para todo w € Q.

3.6.2. Martingalas locales continuas

Consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (2, F, (F)t>0,P). Dado un proceso pro-
gresivo, denotaremos por X7 al proceso estocastico (X{)i>o (ver definicién 3.42). Usando esta
notacion tenemos la siguiente propiedad: si T' y S son tiempos de paro, tenemos que

(XT>S _ (XS)T _ XS/\T.

Definicién 3.62. Diremos que un proceso estocdstico M = (M)¢>o tal que My = 0 c.s. y con
trayectorias cadlag (continuas por la derecha con limites por la izquierda) es una martingala local
si existe una sucesion creciente de tiempos de paro (T),),en tal que

a) limy, 00 T, = 00 C.8. ¥
b) M™" es una martingala uniformemente integrable.

En este caso diremos que la sucesién (T),),en reduce a M. Si My es distinto de cero, diremos que
M es una martingala local si M — My es una martingala local, donde

M — My := (My — Mp)¢>o0.
Ademds, si M tiene trayectorias continuas, diremos que M es una martingala local continua.
Algunas observaciones importantes sobre martingalas locales son las siguientes:
Observacién 3.63.

a) Una martingala es una martingala local, basta considerar la sucesién de tiempos de paro
constantes T,, = n. Pues
Mt/\n = E[Mn | ]:t]a

para todo t > 0 y una martingala de esta forma es uniformemente integrable.

b) En la definicién de martingala local con My = 0, basta considerar que M’» sea una martingala
pues podemos considerar los tiempos de paro (T, A n),en y de la proposicién 3.55 inciso b),
tenemos que MT»\" es una martingala uniformemente integrable.

¢) De la proposicién 3.55 inciso a), tenemos lo siguiente: si M es una martingala local y 7' un
tiempo de paro, entonces M7 es una martingala local. Pues si (T},)nen son tiempos de paro
que reducen a M, tenemos que

(MT — MEYT = (M — My)T"T,
es una martingala para cada n € N.
d) Si (T)nen reducen M y (Sy)nen es tal que lim, o S, = oo, entonces la sucesién
(T A Sn)nen

reduce a M.

28



e) El espacio de martingalas locales continuas M, con My = 0, es un espacio vectorial.
El siguiente teorema nos proporciona algunas propiedades importantes de las martingalas locales.
Teorema 3.64.

a) Una martingala local continua tal que Mo € LY(2) y M; > 0, para todo t > 0, es una
submartingala.

b) Si M es una martingala local continua y existe Z € L*(Q) tal que |My| < Z para todo t > 0,
entonces M es una martingala.

¢) Si M es una martingala local continua y My =0 (o My € LY(2)), la sucesion de tiempos de
paro
Th(w) =inf{t > 0: |[M(w)| > n}

reduce a M.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.2.

Teorema 3.65. Sea M es una martingala local continua tal que Mo = 0 y M tiene trayectorias de
variacion finita, entonces My = 0, para todo t > 0.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.2. El resultado anterior nos dice que no podemos definir la integral estocéstica respecto de semi-
martingalas continuas en el sentido de la proposicién 3.61.

Definicién 3.66. Sea (2, F, (F¢)t>0,P) un espacio de probabilidad filtrado. Denotaremos a la clase
de subconjuntos nulos de P por:

N ={M:McC N, P(N)=0}.

Diremos que una filtracién (F;)¢>o es completa si N' C Fo.
Nétese que N' C Fy, para todo t > 0.

En los siguientes teoremas consideraremos que la fitracién (F;)¢>o es completa.

Teorema 3.67. Sea M = (M;)i>0 una martingala local continua. Entonces existe un proceso cre-
ciente con trayectorias continuas, denotado por (M,M) = ((M,M)¢)i>0, tal que (M, M)y =0 y
(M2 — (M, M);)¢>0 es una martingala local continua. Si' Y = (Y;)1>0 es otro proceso que cumple las
condiciones anteriores, entonces Y y (M, M) son indistinguibles.
Ademds, para t > 0, si 0 =t <t} < --- <1y =1 es una sucesion de particiones tal que
sup [t —tI 1| — 0, entonces
Pn
, 2
lfm Y (M — My )* = (M, M),

n—o0 4
=1

en probabilidad (en medida).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.3.
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Definicién 3.68. Sea M una martingala local continua. Al proceso estocéastico (M, M) dado por
el teorema 3.67 le llamaremos la variacién cuadratica de M.

Proposicion 3.69. Sea T un tiempo de paro y M una martingala local continua. Entonces
(M7, MT) = (M, M)".
Demostracion. Sea T un tiempo de paro. De la observacion 3.63 inciso c), tenemos que

(M? — (M, M))T = ((MEAT) — (M, M>tAT)t20

es una martingala local. Luego, del teorema 3.67 tenemos que los procesos (M, MT) y (M, M)T
son indistinguibles.
O

Sea M una martingala continua y (M, M) su variacién cuadratica, definimos
(M, M)s, = lim (M, M),.
t—o0

El siguiente teorema nos proporciona algunas propiedades tutiles que nos permitiran determinar
cuando una martingala local es una martingala.

Proposiciéon 3.70. Sea M una martingala local continua con My = 0. Entonces M = 0 si y sélo
si (M, M) = 0.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.3

Teorema 3.71. Sea M una martingala local continua con My € L*(12).
(i) Son equivalentes:

a) M es una martingala acotada en L?(S2).

b) E[(M, M)s] < oo.

Ademds, si alguna de estas propiedades se cumple, (M7 — (M, M)i)e=0 es una martingala
uniformemente integrable y E[M2)] = E[MZ] + E[(M, M) ).

(ii) Son equivalentes:

a) M es una martingala tal que M; € L?(Q), para todo t > 0.
b) E[(M, M)] < oo, para todo t > 0.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.3.

Definiciéon 3.72. Sean M y N martingalas locales continuas. Definimos el proceso estocastico
(M, N) como

(M, N), = %((M+N,M+N>t — (N, NV — (M, M),). (3.11)

A (M, N) le llamaremos la covariacién de N y M. Notemos que (M, N) tiene trayectorias continuas
es un proceso de variacién finita pues es una suma y resta de procesos crecientes.
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Proposiciéon 3.73. Sean M y N martingalas locales continuas. Se cumple lo siguiente:

a) (MiNy — (M, N)¢)e>0 es una martingala local continua, y si'Y es otro proceso de variacion
finita tal que (MyNy — Yi)i>0 es una martingala local continua, entonces Y y (M,N) son
indistinguibles.

b) El mapeo (M,N) +— (M, N) es bilineal y simétrico.

¢) Para cada t > 0, st 0 =t < t} < --- < ty, = t es una sucesion de particiones tal que
sup [t} —t' ;| = 0, entonces
P
lim > (Mep = M, )(Nip = Nz, ) = (M, N),

n—00 4
=1

en probabilidad (en medida).

d) Si N y N son martingalas continuas acotadas en L*(Q), (MyN; — (M, N);)¢>0 es una mar-
tingala uniformemente integrable y el siguiente limite existe casi sequramente:

(M, N)oo = lim (M, N),.

t—00
Ademds, (M, N)oo € L1(Q) y
E[MsNoo| = E[MoNo] + E[(M, N) o).
La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.3.

Proposicién 3.74. (Kunita-Watanabe). Sean M y N martingalas locales continuas. Sean H y K
procesos medibles. Entonces

1/2

|y < ([ anraonan.) ([ aranm.) "
0 0 0
casi sequramente.

3.6.3. Semimartingalas continuas

Definicién 3.75. Diremos que un proceso adaptado X = (Xi);>¢ es una semimartingala local
continua si existe una martingala continua M = (M;);>0 y un proceso de variacién finita A = (A¢)¢>0
con trayectorias continuas con Ag = 0, tales que

Xy = M, + Ay,
para todo t > 0. Denotaremos a esta descomposicion por X = M + A.

Tenemos que si X es una semimartingala continua la descomposicion X = A + M es 1nica en
el siguiente sentido:

Proposicién 3.76. Sea X una semimartingala continua. Sean M, M’ martingalas locales continuas
y A, A" procesos de variacion finita con Ay = A = 0 y con trayectorias continuas, tales que
X=M+A=M + A'. Entonces M y M’ son indistinguibles y, A y A" son indistinguibles.
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Demostracién. Sean M, M’ martingalas locales continuas y A, A’ procesos de variacién finita con
trayectorias continuas tales que
X=M+A=M+A.
Tenemos que
My — M| = Ay — A,

para todo ¢ > 0. Luego, (M; — M]);>0 es una martingala local continua y un proceso de variacién
finita con My — My = Ay — Aj = 0. De la proposicién 3.65 tenemos que

My = Mj,

para todo t > 0, y de la proposicién 3.22 tenemos que M y M’ son indistinguibles. De igual manera,
tenemos que A y A’ son indistinguibles.
O

Definicién 3.77. Sean X y Y semimartingalas continuas con descomposicion X = M + A y
Y = M’ + A’. Definimos la covariacién entre X y Y por

(X,Y) = (M,M').

Proposiciéon 3.78. Sean X y Y semimartingalas continuas. Para cada t > 0, si 0 = tf < t} <
<o <ty =t es una sucesion de particiones tal que sup [t} —t}' || — 0, entonces

Pn
lim (Xt;t — th_1>(Y;€:L — Y;gln_l) = <X, Y>t

n—o0 4
=1

en probabilidad (en medida).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 4, seccién
4.3.

3.7. Integracion estocastica respecto de semimartingalas continuas
3.7.1. Integracién estocastica respecto de martingalas continuas acotadas en L2

Consideraremos un espacio filtrado fijo (2, F, (F¢)t>0,P) y ademds consideraremos que la filtra-
cién (Ft)e>0 es completa (ver definicién 3.66).

Denotaremos por H? al conjunto de martingalas continuas acotadas en L?(Q) con My = 0.
Consideraremos que M, M’ € H? son iguales si M y M’ son indistinguibles (ver definicién 3.20).
Dada M € H2, de la proposicién 3.52 tenemos que existe My, € L?(Q) tal que

M; = E[M | F], (3.12)

para todo t > 0 y limy_oo My = M, casi seguramente y en L2(Q). Ademas, del teorema 3.71
tenemos que E[(M, M)] < ooy
E[M3] = E[(M, M) ). (3.13)

Por otra parte, de la proposicién 3.73 inciso d) tenemos que para cualesquiera M, N € H? la variable
aleatoria
(M,N)so = lim (M, N),
t—o0
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estd bien definida. Ademas, de las igualdades (3.11) y (3.13) tenemos que

E[MyoNoo] = %(E[(Moo + Noo)® = M3, — NZJ)
_ %(E[(M + N, M+ Noo] — E[(M, M)oo] — E[(N, N)o))
= BIL (M + N, M+ N)ow — (M, M)oo — (N, N)oc)]
= E[(M, N)o].

Esto nos permite definir la siguiente forma bilineal simétrica sobre H?
(M, N)gz2 := E[MNoo] = E[{(M, N)].

De la igualdad (3.12) se sigue que (M, M)g2 = E[M2] =0 si y sélo si M = 0, por lo que (-,-)g2 es
un producto interno real sobre H?.

Proposicién 3.79. H? equipado con el producto interno (-, )g2 es un espacio de Hilbert.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 5, seccién
5.1.

Definicién 3.80. Sea M € H2. Denotaremos por L?(M) a la clase de procesos progresivos H tales
que

IE[/ H2 d(M, M),] < oc.
0

La integral fooo H2d(M, M), se define para cada w € € en el sentido de Lebesgue-Stieltjes (ver
proposicién 3.61), pues (M, M) es un proceso de variacién finita.

L?(M) se puede representar como un espacio L? de la siguiente manera: Sea P la sigma algebra
progresiva (ver la definicién 3.41) y sea pys la siguiente medida sobre (£2 x [0, 00), P) definida por
la igualdad

ar (D) _/(/OOO (w0, ) d(M, M) () ) B( o).

Entonces
LA(M) = L*( % [0,00), P jua)-

Luego, tenemos que L?(M) es un espacio de Hilbert con producto interno
o0
(H, K)o () = IE[/ H K, d(M, M)s]
0

Definicion 3.81. Diremos que un proceso estocdstico H es elemental si es de la siguiente forma:

k—

Hy(w) = Z Hi(w)ﬂ(tiyti+l] (1),

i—0

—_

~

donde £ € N, 0 =ty < t; < --- < t y H; es una variable aleatoria J;,-medible, para todo
i €{0,---,k — 1}. Denotaremos por & a la clase de procesos elementales.

Proposicién 3.82. Los procesos elementales & son un subespacio denso en L*(M).
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Teorema 3.83. Sea M € H?. Dado H € & de la forma

e
—_

Ht(w) - Hi(w)ﬂ(ti,tprl](t)?

7

Il
o

definimos el proceso estocdstico H - M = ((H - M)¢)¢>0 por

Ea
—_

(H - M)(w) :== ‘ H;(w) (M ae — My, nt),

s
Il
=)

Tenemos que H - M € H?. El mapeo
H—H -M

se puede extender a una isometria entre L*(M) y H2. Ademds, para cada H € L*(M), H - M es la
inica martingala en H? tal que

Umeﬁéﬁwwwm
para todo N € H2. Si T es un tiempo de paro, tenemos que
(Hlpg) M=H -M"=H".M,
donde [0,T] se encuentra dado por
{(w,s) € 2 x[0,00):0<s5s<T(w)}.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 5, seccién
5.1.

Definicién 3.84. Dada M € H? y H € L?(M), diremos que H - M € H? es la integral estocastica
de H con respecto de M. También utilizaremos la siguiente notacién:

t
/HJM:GTM%
0

Observacion 3.85. Otra alternativa para definir la integral estocastica es la siguiente: Dado H €
L?(M), consideremos el funcional lineal definido sobre H?

o
NHM/ H,d(M, N),
De la proposicién 3.74 (Kunita-Watanabe) tenemos que
EM maMwngv Hyd(M, M)]*E[(N, N)]*/?
0 0
o0 1/2
sﬂA Hyd{M,M),] |V e

Tenemos dicho funcional es continuo y por tanto, del teorema de representacién de Riesz existe
H - M € H? tal que

o
E[/ Hyd{M,N)| =E[(H - M, N)q]
0
para todo N € H?. De igual manera, tenemos que la martingala obtenida cumple las propiedades

del teorema 3.83 (ver [20], capitulo 4, seccién 2).
La construcciéon del teorema 3.83 nos permite interpretar a H - M como una integral.
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Esta integral también cumple la siguiente regla de asociatividad:

Proposicién 3.86. Sea M € H? y H € L?>(M). Sea K un proceso progresivo, entonces KH €
L?(M) siy sélo si K € L2(H - M). Si alguna de estas propiedades se cumplen, tenemos que

(KH) M =K - (H - M).

3.7.2. Integracién estocastica respecto de martingalas locales

La integral H - M se puede extender a martingalas locales continuas. La clase de procesos que
podremos integrar es la siguiente:

Definicién 3.87. Sea M una martingala local continua, denotaremos por L? (M) a la clase de
procesos progresivos H tales que

t
/ H2d(M, M), < 0o, Vt>0 cs.
0

2

ine(M) existe una unica

Teorema 3.88. Sea M wuna martingala local continua. Para cada H € L
martingala local continua H - M tal que

t
(H-M,N) :/0 Hyd(M,N)s,

para toda martingala local continua N. SiT es un tiempo de paro, tenemos que
(Hlpg) M =H -M"=H" M,
donde [0,T] se encuentra dado por
{(w,s) € 2 x[0,00):0<5s<T(w)}.

Sea K un proceso progresivo, entonces KH € L2 (M) siy solo si K € L2 _(H - M). Si alguna de
estas propiedades se cumplen, tenemos que

(KH)-M = H - (H - M).

Ademds, si M € H? y H € L?>(M), la definicion de H - M es consistente con la definicion del
teorema 3.83.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 5, seccién
5.1.

Definicién 3.89. Dada M una martingala local y H € L? (M), diremos que la martingala local

H - M es la integral estocastica de H con respecto de M. También utilizaremos la siguiente notacién:

t
/ H,dM, := (H - M),.
0
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3.7.3. Integracién estocastica respecto de semimartingalas continuas

Extenderemos la integral a semimartingalas continuas. La clase de procesos que integraremos es
la siguiente:

Definicion 3.90. Diremos que un proceso progresivo H es localmente acotado si

sup |Hg(w)| < oo, Vt>0
0<s<t

para casi todo w € €.

Observacién 3.91. Notemos que en particular cualquier proceso adaptado con trayectorias con-
tinuas es localmente acotado. Por otra parte, si H es localmente acotado, entonces para cualquier
proceso de variacién finita A tenemos que

t
/ |H,(w)]| dAs(w)| < 00, Vw € Q,

t
/ HydA;
0

se encuentra bien definida en el sentido de la proposicién 3.61. Ademas, tenemos que H € LZQOC(M )

para toda martingala local continua M, lo cual nos permitird definir la integral estocastica H - M
para toda martingala local continua M.

por lo que la integral

Luego, definiremos la integral estocédstica para procesos localmente acotados respecto de semi-
martingalas continuas de la siguiente manera:

Definiciéon 3.92. Sea una semimartingala continua X = M + A con A un proceso de variacién
finita con trayectorias continuas con Ag = 0 y M una martingala local continua. Dado H un
proceso localmente acotado, definimos la integral estocasticade H respecto de X, denotada por
H - X mediante la siguiente igualdad:

t t
(H - X), ::/ HsdAs+/ H, dM,
0 0

donde la integral fg H,dAs denota a la integral de Lebesgue-Stieltjes de la proposicién 3.61 y

fg H,dM; denota a la integral estocastica de H respecto de M de la proposiciéon 3.88. También
usaremos la notacién

t
/ H,dX,:= (H-X).
0
Esta integral estocastica cumple las siguientes propiedades:

Proposicién 3.93. Sea H un proceso localmente acotado y X una semimartingala continua. Se
cumplen las siguientes propiedades:

a) El mapeo (H,X)— H - X es bilineal.
b) Si H K son procesos localmente acotados y X una semimartingala continua, entonces

H-(K-X)=(HK)-X.
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c) Si X es una martingala local (un proceso de variacion finita), entonces H-X es una martingala
local (respectivamente, un proceso de variacion finita).

d) Si T es un tiempo de paro, entones (Hlgr)) - X = H - XT=HT.X.

Teorema 3.94. Sea X wuna semimartingala continua y H un proceso adaptado con trayectorias
continuas. Entonces para cualquiert > 0 y cualquier sucesion de particiones de [0,t], 0 =t <t} <
oo <ty tal que sup; [t —t7'| — 0 se tiene que

pn—1 t
lim Z Ht? (Xt;brl — th-) - / Hs dXs
=0 0

n—00 4

en probabilidad (en medida).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 5, seccién
5.1.

Observacién 3.95. (Algunos calculos ttiles sobre integrales estocdsticas).

a) La propiedad b) de la proposicion 3.93 se escribe de forma integral de la siguiente manera: Si
H y K son localmente acotados, X es una semimartingala continua y

t
AR / H,dX,
0
entonces

t t
/KSdZS:/ K:H,dX;
0

. . (3.14)
:/ KsHsdAer/ K H, dM,.

b) Sean M y N martingalas locales continuas y H, K procesos localmente acotados. Del teorema
3.88 y De la simetria del mapeo (M, N) — (M, N) (proposicién 3.73 inciso b)) se sigue que

t
(H-M,K-N), :/ Hy(M,K - N)s.
° (3.15)
:/ Hy(K - N,M)s.
0
Nuevamente del teorema 3.88 se tiene que

(K - N, M), = /Ot Hy(M,K - N),. (3.16)

De las igualdades (3.16) en (3.15) y de la asociatividad de la integral de Lebesgue-Stieltjes
tenemos que

(H-X,K-Y) = /t H, Ky (M, N, (3.17)
0
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)

Sean X = A+ M, Y = B+ N semimartingalas continuas, donde A y V son procesos de
variacién finita y sean H, K procesos localmente acotados. Notese que

t t t
(H-X)t:/ Hsts:/ HsdASJr/ H, dM,
0 0 0

t t t
(K-Y)t:/ KSdXS:/ stVS+/ K, dN;.
0 0 0

Nétese que los procesos estocasticos ( fg HgdAg)i>0y ( fg K dVy)>0 son procesos de variacién
finita. Luego, por definicién del bracket entre semimartingalas continuas (definicién 3.77) y
de la igualdad (3.17) tenemos que

(H- X,K-Y),=(H-M,K-N),.
¢ (3.18)
= / H;Ks(M,N)s.
0
Sea M una martingala local continua. Sea

M — My = (My — My)>0,

nétese que de igual manera M es una martingala local (ver definicién 3.62). Del teorema 3.73
inciso ¢) se sigue que

en particular

(M — Moy, M — My) = (M, M). (3.20)
De igual manera tenemos que

(M — My, N — Nog) = (M, N). (3.21)

para toda martingala local continua N. Luego, del teorema 3.88 y de (3.19) se sigue que para
cualquier H € L2 (M) se tiene

loc

(H - (M = M), N) = /OtHsd<M Mo,

- /t H, d(M,N),
0
= (H-M,N),

para toda martingala local continua. Del teorema 3.88 concluimos que la integral estocastica
de H con respecto de M coincide con la integral estocastica de H respecto de M — My, es
decir,

H-(M—My)=H-M,

o en forma integral

t t
/Hsd(M—MO)S:/ H, dM,. (3.22)
0 0
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3.7.4. Formula de It6 y algunas consecuencias

La Férmula de It6 es un resultado importante en el cdlculo estocdstico, ya que nos dice que al
aplicar una funcién de clase C? a una semimartingala continua ésta es una semimartingala continua
y ademads tendremos una féormula explicita de su descomposicion como semimartingala continua.
Denotaremos por C?(R™, R) al espacio de funciones 2 veces continuamente diferenciables.

Proposicién 3.96. (Férmula de It6). Sean X', --- | X™ semimartingalas continuas y F € C?(R™,R),
entonces para cada t > 0,

FX o XP) = F(Xh o XF) +Z/ Xl X
1 <~ [t OF o
= XL XM d(XE X,
+ 2”2_1 o, w0, s ) d(X", X7)

Notese que esta igualdad se da casi seguramente para cada ¢t > 0. La demostraciéon de este
resultado se puede consultar en la referencia [17], capitulo 5, seccién 5.2.

Observacién 3.97. La férmula de It6 también es vélida si para cada t > 0, (X, -+, X}") € O,
donde O C R™ es un conjunto abierto y si ' € C?(O,R). (véase la referencia [17], capitulo 5,
seccién 5.2).

Una notacién usual para la férmula de It6 es la notacion diferencial, la igualdad

F(thv"'7X ) F(X()?" XO +Z/ 8.%' 7X;n)dX§

41 i ti(xl X™)d(X", X7

Qij Ox;0x;~ °’ s ’ *
se denota por
1 m S or 1 m
dF(Xy, 7Xt):Z%(Xt’ , X{") d X
i=1 "

82F o
e X A(XT XY,

+ Z 837]81'1 ’ S) < ) >t

Observacion 3.98. En una dimensién tenemos lo siguiente. Si X es una semimartingala, si m = 1
y F € C?(R,R), la férmula de Itd se simplifica de la siguiente manera:

tdF 1 [td2F
F(X,) = F(X, (X dXs+ = | == (Xs)d(X, X),.
() = PO+ [ Grxoax,+ 5 [ Gr ) axx)
o en notacién diferencial,
dF 1d%F
dF(X,) = —(X;) dX; + (X)) d(X, X),.

dx 2 dx?

Aplicando la Férmula de It6 a la funcién f(x,y) = zy, obtenemos la siguiente férmula:
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Proposicién 3.99. (Fdrmula de integracion por partes). Sean X yY semimartingalas continuas,
entonces

t t
X,Y; = XoYo + Xdeer/ Y, dX, + (X,Y),.
0 0

Fl siguiente teorema es una consecuencia de la férmula de It6.

Teorema 3.100. Sea M una martingala local continua con Mg = 0. Definimos el proceso estocdstico
1
E(M); := exp (Mt — 50, M>t>.

Entonces E(M) es martingala local continua que cumple la relacion:

t
M)t:1+/ E(M)s dM,
0

S1Y es otra martingala local continua tal que
t
Yi=1+ / Ys dM,
0

entonces Y y E(M) son indistinguibles.

Demostracion. Sea f(z,y) = exp(z — 1y). Aplicaremos la férmula de It6 a la funcién f y a las
semimartingalas continuas X = M y Y = (M, M). Antes de desarrollar la férmula notemos lo
siguiente: por definicién de la covariacién entre semimartingalas (definicién 3.77) tenemos que

<X7Y> = <M70> =0,
pues la parte correspondiente a la martingala local en la descomposiciéon de Y es igual a cero.

Entonces los términos que involucran a las derivadas cruzadas de f en la férmula de It6 seran
iguales a cero. De igual manera tenemos que

Y,Y) =0,

por lo que los términos que involucran la segunda derivada con respecto de y también son iguales a
cero. Tomando en cuenta estas observaciones y desarrollando la férmula de It6 tenemos lo siguiente:

F(X0Yh) = 1+/tf<Xs,Ys)dXs - 1/tf<Xs,Ys>dYs+1/tf<Xs,Ys>d<X, X),
_1+/fXS,Y)th—/fXS,Y)d<MM /fXS,Y)d<MM>
:1+/ F(Xs,Yy) dM.

0

Puesto que E(M); = f(Xy,Y:) para todo ¢ > 0, tenemos que

M), =1+ /té’(M)S dM,. (3.23)
0
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Noétese que

para todo t > 0y f(z) = 1/ es de clase C? en el abierto (0,00) por lo que podemos aplicar la
féormula de 1t6 a £(M) y a la funcién f(x) = 1/z (ver observacién 3.97). De esto tenemos que

1 Lol Lo
ST /0 Ear O, +/0 o 0D E0). (3.24)
Noétese que de las igualdades (3.20) (de la observacién 3.95 inciso d)) y (3.23) se tiene que
(E(M), E(M)); = (£(M) - M, E(M) - M),. (3.25)

Por otra parte, de la igualdad (3.25) y de la observacién 3.95 inciso ¢) tenemos que
t
EON.EOD), = [ (€N )AL M), (3.26)

Ahora veamos la segunda parte del teorema. Nétese que de la igualdad (3.22) de la observacién 3.95
y la igualdad (3.23 se sigue que para cualquier proceso H localmente acotado se tiene:

/Hdé’ /Hd M)s.

De esto tltimo, de la observacién 3.95 inciso a), y las igualdades (3.23) y (3.26), podemos reexpresar
(3.24) de la siguiente manera:

1 | b
a1 /0 O+ /0 S HED, E0N),

. . (3.27)
L Vo / Lo, M)
o E(M)s 7 Sy E(M)s T
Sea Y una martingala local continua tal que
t
Y;=1 —I—/ Ys dMs. (3.28)
0

De la férmula de integracién por partes (proposiciéon 3.99), de la proposicién 3.95 inciso a) y las
igualdades (3.27) y (3.28) tenemos que

Yi(E(M))™t =1 +/tst(5(M)s)1 +/t(E(M) )hdY; + (Y, N,
0

1 M venn.) -t + ty<s<M>s>*1d<M,M>s
/ /o (3.29)
+/ Ys(E(M)s) ™t dMg + (Y, (E(M)) )

= 1+/ Y, (& “Ld(M, M), + (Y, (E(M))1),.

Nétese que en las integrales respecto de (£(M))~! y Y omitimos la constante 1 por la igualdad
(3.22 )de la observacién 3.95. Por otra parte, de las igualdades (3.27),(3.28) y la igualdad (3.18) de
la observacién 3.95 tenemos que

(Y (E(M)) e = (€M) - MY - M)

o /t(S(M)s)_le d(M, M)s. (330
0
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Recordemos que en la igualdad 3.30, dinicamente estamos considerando las martingalas locales en la
descomposicién de Yy (£(M);)~! y omitimos las constantes por la igualdad (3.22) de la observacién
3.95. Sustituyendo la igualdad (3.30) en (3.29) obtenemos que

Yi(EM)) P =1

y por lo tanto, Y; = £(M);, para todo t > 0. Puesto que Y y (M) tienen trayectorias continuas,
de la proposicién 3.22 se sigue que Y y £(M) son indistinguibles.
O]

Definicién 3.101. Al proceso estocédstico (M) definido por la igualdad
1
E(M); :=exp <Mt — §<M, M)t>
le llamaremos la exponencial de Dooléans-Dade.

3.7.5. Algunas observaciones sobre la integral estocastica respecto del movimiento
Browniano

Consideraremos integrales estocéasticas respecto del movimiento Browniano y de semimartingalas
derivadas de estas integrales. En los teoremas anteriores consideramos la hipotesis de que la filtracién
fuera completa. En el caso del movimiento Browniano, podemos obtener una filtracién con estas
caracteristicas.

Definicién 3.102. Sea (W;)¢>¢ un Movimiento Browniano m-dimensional. Diremos que una filtra-
cién (F¢)e>o es admisible si

1. (Wi)e>0 es adaptado respecto de la filtracién (F)¢>o.
2. Para cualesquiera 0 < s < t se tiene que o(W; — W) es independiente de Fg.

Definicién 3.103. Sea (W});>0 un Movimiento Browniano m-dimensional definido sobre un espacio
de probabilidad (€2, F,P). Para cada t > 0, definimos

Fi=o(FPUN), (3.31)

donde FP = (W, :0 < s <t)y N son los subconjuntos nulos de P. Notemos que para cada ¢t > 0,
Ft es la completacién de F}.

Proposicién 3.104. (W;)i>0 un Movimiento Browniano m-dimensional definido sobre un espacio
de probabilidad (2, F,P). La filtracion (Fi)e>0 es una filtracion admisible y ademds es continua por
la derecha.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [21], capitulo 6, seccién
6.7.

A partir de ahora, consideraremos un Movimiento Browniano unidimensional W = (W;)>0
adaptado respecto de una filtracién completa (F;);>0 y ademds asumiremos que (F)>o es admisible.
De manera similar a la proposiciéon 3.47 tenemos que W es una martingala y por lo tanto, una
martingala local. De esto mismo se sigue que (W72 — t);>0 es una martingala local y del teorema
3.67 se sigue

(W, W) =t. (3.32)
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Observacién 3.105. De (3.32) se sigue que L2 (W) es la clase de procesos progresivos H tales
que

t
/ (Hy)*(w)ds < 0o, Vt>0
0

para casi todo w € €.

3.8. Ecuaciones diferenciales estocasticas respecto del movimiento Browniano

Definicién 3.106. Sean b : [0,00) xR — R™ y ¢ : [0,00) X R = M,,x4(R) funciones medibles y sea
W = (W¢)¢>0 un Movimiento Browniano d-dimensional definido sobre un espacio de probabilidad
(Q, F,P) y supongamos que W es adaptado respecto de una filtracién (F;);>¢ completa y continua
por la derecha. Diremos que un proceso X = (X¢);>0 con valores en R™ es una solucién fuerte de
la ecuacion diferencial estocastica

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, Xy) dWy (3.33)
con condicién inicial Xg = £ si cumple lo siguiente:
a) X = (Xi)¢>0 tiene trayectorias continuas y es adaptado de (F;)¢>o0,
b) Xo=¢ cs.

fo |bi(s, Xs)|ds + fo (s, Xs)ds < oo casi seguramente, para cualesquiera t >0y 1 <i <m,
1<y <d

d) Para todo 1 <1 < m, se satisface

t d t
X=X+ / bi(s, Xs)ds + Z/ 0ij(s, Xs) dWY,
0 — Jo
de manera vectorial esto se denota por
t t
X = X +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs.
0 0

A by o les llamaremos los coeficientes de la ecuacién (3.33).

Definicién 3.107. (Unicidad trayectorial). Sean b : [0,00) X R — R™ y ¢ : [0,00) X R = M, «4(R)
funciones medibles y sea W = (W;)¢>0 un Movimiento Browniano d-dimensional definido sobre
un espacio de probabilidad (€2, F,P) y supongamos que W es adaptado respecto de una filtracién
(Ft)t>0 una filtracién admisible, completa y continua por la derecha. Diremos que la ecuacién
diferencial estocéstica 3.33 con condicién inicial § cumple unicidad trayectorial si para cualesquiera
X, X soluciones fuertes de 3.33 con condicién inicial &, se tiene que X y X son indistinguibles (ver
definicién 3.20).

La norma que consideraremos para matrices o € M,,x4(R), es la siguiente:

d m
loisll® =>_> ol

i=1 j=1

Para vectores b € R™ consideraremos la norma euclidiana
m
2 _ 2
Bl =" |bil*.
i=1
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Proposicién 3.108. Sean b:[0,00) x R - R™ y 0 :[0,00) X R = M,;,xq(R) localmente Lispchitz,
es decir, para cada n € N existe una constante K, tal que para cualesquiera t > 0, z,y € R™ con
lell <y Ilyll < n, se tiene que

16(t, ) = b(t, )l + llo(t, ) = b(t, y)l| < Knllz =y

Si existe una solucion fuerte a la ecuacion diferencial estocdstica (3.33) con condicion inicial &,
entonces la solucion de la ecuacion diferencial estocdstica (3.33) con condicion inicial £ cumple
unicidad trayectorial.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [15], capitulo 5, seccién
5.2.

Definicién 3.109. Diremos que b : [0,00) X R - R™ y ¢ : [0,00) X R = M,,«q4(R) cumplen la
condicién global de Lipschitz si para cada T > 0 existe K¢ > 0 tal que

16(t, ) = b(t, y)l| + llo(t, x) — ot 2)|| < K|z -yl

para cualesquiera t € [0,T] y x,y € R™.
Diremos que b : [0,00) x R — R™ y o : [0,00) Xx R — M,,»q(R) cumplen la condicién de
crecimiento lineal si para cada T > 0 existe Mpr > 0 tal que

b(t, 2)II? + lo(t, 2)[|* < Mr(L + [|=[|)
para cualesquiera t € [0,T] y x € R™.

Teorema 3.110. (Ezistencia y unicidad). Sea W = (Wy)¢>0 un Movimiento Browniano d-dimensional
adaptado a una filtracion (Fi)i>0 admisible, completa y continua por la derecha. Sea & una variable
aleatoria Fo medible con valores en R™ tal que

E[€]1%] < oo

Si los coeficientes b y o cumplen la condicion global de Lipschitz y la condicion de crecimiento lineal,
existe un proceso estocdstico (Xi)i>o con trayectorias continuas y adaptado respecto de (Fi)i>o tal
que (Xt)i>0 es solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt) th

con condicion inicial Xy = £. Esta ecuacion diferencial estocdstica cumple unicidad trayectorial y
para cada T > 0 tenemos que existe Cp > 0 tal que

E[ sup || X,|*] < CrE[1+ [|€]*]

0<s<T
La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [21], capitulo 18, seccién

18.3.

3.9. Teorema de Girsanov

El siguiente teorema sera de utilidad para estudiar algunas propiedades de la ecuaciéon de Be-
lavkin. Consideraremos (W;)¢>o un Movimiento Browniano fijo sobre un espacio de probabilidad
(Q, F,P) y adaptado respecto de una filtraciéon (F;)¢>0 admisible y continua por la derecha.
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Teorema 3.111. (Teorema de Girsanov). Sea T > 0 y (X¢)i>0 un proceso progresivo tal que

t
/ X2ds < 00,Vt c.s.
0

Sea

t 1 t
Z; = exp X, dWs — = [ X2ds).
2 S
0 0

Sea @ la medida definida por
Q = Zp dP.

Si Zy es una martingala, el proceso estocdstico (Wt)te[O,T} definido por

t
Wt = Wt —/ Xst
0
es un Movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad (0, Fr,Q) .

La siguiente condicion es 1til para determinar si el proceso Z del teorema 3.111 es una martin-
gala.

Proposicién 3.112. Sea (X;)i>0 un proceso progresivo tal que

t
/ X2%ds < 0o, Vt cs.
0
Sea

t 1 t
Zt:exp</ deWS—Q/ ngs).
0 0

E[(% /0th ds)] < oo,

para todo t > 0, entonces Z = (Zi)i>0 es una martingala.

Si

La demostracion del teorema 3.111 y la proposiciéon 3.112 se pueden consultar en la referencia
[15], capitulo 3, seccién 3.5.

3.10. Integracién estocatica respecto de semimartingalas cadlag

Veremos la integral estocastica respecto de semimartingalas cadlag para abordar los teoremas
de convergencia de integrales estocasticas. La clase de procesos que integraremos son los procesos
procesos caglad (procesos continuos por la izquierda con limites por la derecha), esta clase serd
suficiente para desarrollar los resultados que veremos en las siguientes secciones. Los resultados mas
generales de integracion respecto de semimartingalas cadlag se pueden consultar en la referencia
[13], capitulo 4 o la referencia [19], capitulo IV. Los resultados que veremos se encuentran en la
referencia [19], capitulo II.

Consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (2, F, P, (F¢)¢>0) y asumiremos que la
filtracién (F¢)¢>0 es completa y continua por la derecha.
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Definicion 3.113. Diremos que un proceso estocdstico H es un proceso simple predecible si

n

Hy(w) = Ho(w)Lioy(t) + > Hilw) L(7y() T (w)) ()5
=1

donde 0 =17 < --- < T, < oo son tiempos de paro, H; es una variable aleatoria acotada y Fr,
medible, para todo 0 <7 < n. A la clase de procesos simples precedibles la denotaremos por S.

Denotaremos por S, al espacio S equipado con la topologia de la convergencia uniforme sobre
las variables (¢,w) y denotaremos por LU al espacio de variables aleatorias sobre (2, F,P) equipado
con la topologia de convergencia en probabilidad, inducida por la métrica

| X - Y| 0
dX,)Y)= | ————=dP, XY el
( ? ) /1+’X—Y’ Y ) 6

Definicién 3.114. Dado un proceso estocédstico X = (X¢)¢>0 definimos el mapeo Ix : S — Lo por

IX(H) = HoXo + ZHi(XTi+1 - XT-L)7

=1

donde H € S tiene la representaciéon

Hy(w) = Holgo)(t) + Y Hil(7,), 7011 ()] (1)-
=1

Definicién 3.115. (Semimartingala). Sea X = (X;);>¢ un proceso estocdstico con trayectorias
cadlag y adaptado. Diremos que un proceso estocastico es una semimartingala total si el mapeo
Ix : S, — LY es continuo. Diremos que X es una semimartingala si para cada t > 0 el proceso
estocastico X! = (Xtns)s>0 es una semimartingala total.

Definicién 3.116. (Otra definicién de semimartingala). Sea X = (X¢):>0 un proceso estocastico
con trayectorias cadlag y adaptado. Diremos que X es una semimartingala si existe una martingala
local M = (My;);>0 y un proceso de variacién finita A = (A¢)¢>0 tales que My = Ao =0y

Xi = Xo+ M; + Ay,
para todo t > 0.

Nota 3.117. Las definiciones 3.115 y 3.116 son equivalentes. Este resultado se puede consultar en
la referencia [19], capitulo III. La definicién 3.115 permite desarrollar los resultados del capitulo 1T
de [19], sin embargo, la definicién 3.116 nos serd de utilidad para ver los resultados de convergencia
del capitulo 3 de este trabajo.

Definicién 3.118. Denotaremos por D a la clase de procesos con trayectorias cadlag (continuas
por la derecha con limites por la izquierda) y por L a la clase de procesos con trayectorias caglad
(continuas por la izquierda con limites por la derecha).

Definicién 3.119. Diremos que una sucesién de procesos estocasticos {H"},en converge a H
uniformemente en compactos en probabilidad si para cada t > 0

]P[ sup |H) — Hs| >¢| =0,
0<s<t
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para todo € > 0. Esta convergencia induce una topologia por medio de la métrica

0o
uq)J( yr ::jz:

n=1

E[ml’n{l, sup |Xs — Ys|}H.
0<s<n

N i

Denotaremos por Dycp, Liyep ¥ Suep a los espacios D, L y S equipados con la topologia inducida por
la métrica dyep, respectivamente.

Proposicién 3.120. El espacio S es denso en L. en la topologia inducida por la métrica dycp.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [19], capitulo 2, seccién 4.
Recordemos que dado un tiempo de paro Ty X un proceso progresivo. El proceso X7 se
encuentra definido por

XtT(W) = Xt/\T(w)(w)'

Definicion 3.121. Sea X un proceso estocastico con trayectorias cadlag. Definimos el mapeo
Jx :S — D por

n
Jx(H) = HoXo + E:HZ»(XT“rl —x™,
i=1
donde H € S se encuentra dado por

n

Hi(w) = Ho(w) Loy (t) + Z Hi (W)L (7, (), 151 ()] (1)

=1

con0 =T <---<T, < oo tiempos de paro, H; una variable aleatoria acotada y F7, medible, para
todo 0 <7 <n.

Proposicién 3.122. Sea X una semimartingala. Entonces el mapeo Jx : Sucp — Ducp €s continuo.
La demostracion de este resultado se puede consultar en la referencia [19], capitulo 2, seccién 4.

Definicién 3.123. (Integral estocéstica respecto de semimartingalas). Sea X una semimartingala.
Al mapeo lineal continuo Jx : Lye — Dyep que resulta de extender el mapeo Jx : Syep — Duyep
le llamaremos la integral estocastica. Sea H € L, al proceso estocastico Jx(H) le llamaremos la
integral estocdstica de H con respecto de X.

Usaremos las siguientes notaciones para la integral estocastica:

JX(H):H-X:/HdX.

Para cada t > 0, definimos
t
/ HydX, = Jx(H);.
0
Teorema 3.124. Sea X una semimartingala con trayectorias de variacion finita y H € D. Entonces

el proceso estocdstico H - X es indistinguible del proceso estocdstico obtenido por la integral de
Lebesgue-Stieltjes trayectoria por trayectoria, es decir, el proceso estocdstico definido por

t
/ Hy(w)dXs(w), t>0.
0
La demostracion de este resultado se puede consultar en la referencia [19], capitulo 2, seccién 4.
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Teorema 3.125. Sea X una semimartingala y H € L. Entonces el proceso estocdsticoY = H - X
es una semimartingala y para cualquier G € L se tiene que G- Y = (GH) - X.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [19], capitulo 2, seccién 4.

Definiciéon 3.126. Sea un proceso adaptado X con trayectorias cadlag. Denotaremos por X_ al
proceso estocéstico (X )0, donde

X (w) := li'%le(w), w € €,

parat > 0y Xo. := 0. Tenemos que X_ es un proceso adaptado con trayectorias caglad (continuas
por la izquierda con limites por la derecha).

Proposicion 3.127. Sean
0=1T¢ <--- <T¢

tiempos de paro tales que:
» lim, oo sup, I = 00 y
o limy, o0 supy [T — Tk| = 0 c.s.
Sea X una semimartingala y'Y un proceso en D o en L. Entonces el proceso estocdstico

kn—1
D Y (X — X T,
=1

converge uniformemente en compactos en probabilidad a la integral estocdstica Y- - X.
La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [19], capitulo 2, seccién 4.

Observacion 3.128. Si X es una semimartingala continua (ver definicién 3.75) tenemos en par-
ticular que X es una semimartingala (ver definicién 3.116). Sea H es un proceso adaptado con
trayectorias continuas y ¢ > 0 fijo. Sea 0 = ¢f <t} < --- <{; =1 una sucesion de particiones de
[0,t] tal que sup; |}, ; — t}'| — 0. Para cada n € N los tiempos de paro constantes

Tin = tzn’
para i < p, y

donde 1 < i < n?. Nétese que para estos tiempos de paro se tiene que lim,, o Supy T = 0y
limy, o0 supy, T — Tx| = 0.
Para cada n € N, definimos el proceso estocastico

pn+n271
n T'LT}I—I "
Y" = E YTin (Xt — X i+1)
i=1

Considerando el proceso estocdstico Y™ en ¢ tenemos que

pn+n2_1 n T pn—1
i+1 i+1
Y= > Yo (X, =X, = ) Vi (Xen, — Xin),
i=1 =1
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Luego, tenemos que

pn_]-
P(| > Vi (Xyr,, — Xen) — Ix(H)e| > ) < P( s?p] Y™ — Jx(H)s| > €). (3.34)
i=1 se(0,t

Del teorema 3.127 tenemos que {Y"},cn converge uniformemente en compactos en probabilidad a
la integral estocdstica Jx (H) (ver definicién 3.123) y de la desigualdad (3.34)

pn—1
Lim (] > Vi (X, — Xin) — Jx(H)| > €) =0,
=1
es decir
pn—1
dim Y Y (X, — Xep = Ix(H)e.
=1

en probabilidad. Del teorema 3.94 tenemos que el proceso estocastico Jx (H) coincide con la integral
de H respecto de X definida como integral respecto de semimartingalas continuas (ver definicién
3.92). Es importante mencionar esto pues en los teoremas de convergencia consideraremos integrales
de este tipo.

Definicién 3.129. Sea X una semimartingala. Definimos el proceso estocastico [X, X] por
t
(X, X]; = X} — 2/ X, dXs.
0

A [X, X] le llamaremos la variacién cuadrética de X.

Definicién 3.130. Sean X y Y semimartingalas. Definimos el proceso estocastico [X, Y] por

t t
XY= XY - [ YedX. - [ X, av.
0 0

A [X,Y] le llamaremos el bracket entre X y Y.
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4. Convergencia de Medidas de probabilidad

Sea (E,d) un espacio métrico y B(F) su sigma algebra de Borel. Denotaremos por &(F) al
espacio de medidas de probabilidad definidas sobre (E,B(E)).

Definicién 4.1. Diremos que una sucesion {P, }peny C Z(E) converge débilmente a P € Z(E) si

/deP’n—>/deP’,

para toda f : E — R continua y acotada. Denotaremos esta convergencia por P, = P.
El siguiente teorema nos proporciona diferentes equivalencias de convergencia débil.

Teorema 4.2. (de Portmanteau). Son equivalentes:

(i) P, = P.

(ii) [ fdP, — [ fdP, para toda f : E — R uniformemente continua y acotada.

(i4i) limsup,, P, (F) < P(F) para todo conjunto cerrado F.

(iv) liminf, P, (G) > P(G) para todo conjunto abierto G.

(v) Pn(A) — P(A) para todo A tal que P(OA) = 0.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [6], en el capitulo 1, pagina
16.

Tenemos que P,, = P si y sélo si {P,, },en converge a P en la topologia débil inducida por las
funciones

]P’»—)/fd]P,

con f: E — R continua y acotada.
Si (E,r) es un espacio completo y separable tenemos que esta topologia es inducida por la
métrica

o(P,Q) =inf{e > 0|P(F) < Q(F°) +¢, V F cerrado}

donde
Fe:={x e F| inf r(x,y) < e},
yeF

y el espacio métrico (Z(FE), o) es completo y separable. Luego, convergencia débil es equivalente a
la convergencia respecto de ésta métrica. La demostracion de estos resultados se pueden consultar
en la referencia [6], en el capitulo 1, pagina 72.

Proposicién 4.3. Sea (E,d) y (E',d’) espacios métricos y h : E — E' continua. Si {P,}nen
converge débilmente a P en P(E), entonces {P,oh™'},en converge débilmente a Poh™t en 2(E').

Poh~(A) :=P(h™1(A)).

Demostracion. Sea h: E — E' continuay f: £’ — R continua y acotada. Notemos que

/fdPohlszoth.
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Puesto que la funcién f o h es continua y acotada y P,, = P, tenemos que

/fohd]P’n—>/fohdIP’

y de la observacién anterior se sigue que

/fd]P’nohlﬁ/dePohl.
Por lo tanto, P, o h™! = Po h~ L.
O

Definicién 4.4. Diremos que una familia de medidas de probabilidad A C Z(F) es tensa si para
cada € > 0 existe un compacto K C E tal que P(E \ K) < ¢, para todo P € A.

Teorema 4.5. (de Prokhorov). Sea E un espacio métrico completo y separable. Entonces la familia
A C P(E) es tensa siy solo si A es relativamente compacto en P (E).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [6], capitulo 1, seccién 5.
Sea X una variable aleatoria con valores en un espacio métrico F, definida sobre un espacio de
probabilidad (2, F,P). Denotaremos por £(X) a la ley de X bajo P, es decir,

LIX)(A) =P(X1(4), AeB(E).

Consideraremos sucesiones {Xp,},en de variables aleatorias con valores en E tal que para cada
n € N, X, se encuentra definida sobre (£2,,, F,,,P,), es decir, las variables aleatorias de la sucesién
no necesariamente estan definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

Sea X una variable aleatoria real sobre (€2, F,P) tal que X € L(Q). Denotaremos a la esperanza
de X respecto de la medida de probabilidad P por

Ep[X] = /XdIP’.

Definicién 4.6. Diremos que {X,},en converge en ley o en distribucién a X si {£(X,)}nen
converge débilmente a £(X) y lo denotaremos por X,, = X.
Noétese que esto es equivalente a la siguiente condicién:

Ep, [f(Xn)] = Ep[f(X)],
para toda f: F — R continua y acotada.

Definicién 4.7. Diremos que una sucesion de variables aleatorias { X, }nen es tensa si {£(X},) }rnen
es tensa.

Luego, tenemos versiones de los teoremas anteriores en términos de variables aleatorias:

Proposicién 4.8. Sean (E,d) y (E',d') espacios métricos, h : E — E' continua y { Xy }nen una
sucesion de variables aleatorias con valores en E. Si X,, = X, entonces h(X,,) = h(X).

Teorema 4.9. Sea E un espacio métrico completo y separable y { X, }nen una sucesion de variables
aleatorias con wvalores en E. Entonces la sucesion {X,}nen es tensa si y solo si {L(Xy,)}nen es
relativamente compacto en 2 (E).
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4.1. Resultados de convergencia en distribucion sobre el espacio de Skorokhod

Sea (E,r) un espacio métrico separable. Diremos que una funcién « : [0,00) — E es cadlag si
es continua por la derecha y si el limite por la izquierda

at-) = 181%1 a(s)

existe para todo t > 0. Por convencién usaremos la notacion:
a(0-) = a(0).

Denotaremos por Dg[0,00) el espacio de funciones cddlag (continuas por la derecha con limite por
la izquierda) con valores en E.

Para estudiar la convergencia en distribucién de variables aleatorias sobre Dg[0,00) debemos
considerar una métrica d sobre este conjunto tal que (Dg[0, 00), d) sea un espacio métrico completo
y separable. Consideraremos el caso E = R™ equipado con la norma euclidiana (la cual denotaremos
por || - ||), sin embargo, estos resultados se pueden generalizar a un espacio métrico (E,r) completo
y separable intercambiando los papeles de r y || - ||

Dado o € Dgm[0,00) y I C R un intervalo, definimos

w(a, I) = sup [ja(t) — a(s)],
s,tel

y para a € Dgm|[0,00) y 6 > 0, se define

wie(a,0) = inf { mndx w(o, [ti1,4)) [0 =to < -+ <ty = N, ff(t; — t1) > 0.
1<e<r i<r

Denotaremos por A al conjunto de funciones continuas A : [0,00) — [0,00) que son estrictamente
crecientes, A(0) =0y

lim A(t) = oo.

t—00
Teorema 4.10. Eziste una topologia sobre Drm [0, 00) generada por una métrica d tal que (Dgm [0, 00), d)
es un espacio métrico completo y separable, a esta topologia le llamaremos la topologia de Skorokhod.
Ademdas, se tienen

(i) La sucesion {a, }nen C Dgrm|[0,00) converge a o en dicha topologia, es decir, d(cu,,a) — 0 si
y sdlo si existe {\n}nen C A tal que
a) lim sup|A,(s) —s|=0y
0

n—oo s>

b) lim sup [|an(An(s)) — a(s)|| =0, para todo T > 0.

n—oo SST
(ii) A C Dgal0,00) es relativamente compacto en dicha topologia si y sdlo si, se cumplen

a) sup sup ||a(s)|| < oo, para todo N € N y
acA s<N

b) lim sup w'y(,0) = 0, para todo N € N.
040 oA

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], el capitulo 6, pagina
330.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos lo siguiente:
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Proposiciéon 4.11.

(i) Si{an}nen C Drm[0,00) es una sucesion de funciones que converge uniformemente en com-
pactos a «, entonces oy, — a en la topologia de Skorokhod.

(i) {an}nen C C([0,00),R™) converge a a en la topologia de Skorokhod si y sélo si converge a o
uniformemente en compactos. Es decir, la topologia de (C([0,00),R™),d) como subespacio de
(Dgrm[0,00),d) es igual la topologia de convergencia uniforme en compactos.

Demostracion. El inciso (i) se sigue directamente del teorema anterior si consideramos A, (t) = t,
para todo n € N. Ahora demostraremos (ii), el reciproco se sigue directamente de (i) por lo que
basta demostrar la implicacién directa. Sea {ay,}neny C C([0,00),R™) y o« € Drm|[0,00) tal que
ay, — « en la topologia de Skorokhod. Luego, existe {\, }nen C A tal que

lim sup [An(s) —s| =0
n—oo s>0

ltm sup [lan(A(s)) — als)] =0, (4.1)

para todo T' > 0. Notemos que

sup [An(s) — 5| = sup [A;2(s) — s
s>0 s>0

y en consecuencia
lim sup |\, ! (s) — s| = 0.

n—oo 820

Primero, de (4.1) tenemos que « es continua, pues para cada n € N, a,, o A, es continua. Por otra
parte, tenemos que

lan(8) = ()] < llawm 0 A 0 AT () — a0 AH(B)] + [la 0 A1 (E) — )] (4.2)

Sea T > 0 y € > 0. Puesto que « es uniformemente continua en el intervalo [0,7], tenemos que
existe § > 0 tal que si |t — s| < ¢ se tiene que ||a(t) — a(s)|| < . Sea N1 € N tal que para todo
n = Nl)

sup |lan 0 An(s) — a(s)|| < e. (4.3)
s<T+46

Sea Ny € N tal que para todo n > No,

sup [\, '(s) — s| < 0. (4.4)
s>0

Sea N = méx{Ny, No} y n > N, de (4.4) tenemos que para s € [0,T], A,(s) € [0,T + d] y por tanto

sup ||a, 0 Ay © )\;1(3) — o )\;l(s)H < sup oy o Au(s) — a(s)]] < e.
s<T s<T+0

Por otra parte, de la continuidad uniforme de v y de (4.4) tenemos que

sup ||a o )\;Ll(s) —a(s)|| < sup [ano A, —a(s)]| <e.

s<T s<T+06

Luego, de (4.2) y las desigualdades anteriores tenemos que para todo n > N,

sup ||an (t) — a(t)| < 2e.
s<T

Por lo tanto, a;, converge a o uniformemente en compactos.
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A partir de ahora consideraremos que Dgm [0, 00) estd equipado con la métrica d y a (Dgrm [0, 00), d)
le llamaremos el espacio de Skorokhod. Veremos una manera de caracterizar a los borelianos de este
espacio. Para cada ¢ > 0, definimos 7; : Dpm [0, 00) — R por

m(a) = af(t). (4.5)

Proposicién 4.12. Sea B(Dgrm|[0,00)) la sigma dlgebra de Borel de Drm|[0,00) equipado con la
topologia de Skorokhod y D un subconjunto denso de [0,00). Entonces

%(D]RM[0,00)) = O'(7Tt 1t e D)

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [6], capitulo 3, pagina 173.
Sea X = (X¢)i>0 un proceso estocdstico con trayectorias cadlag que toman valores en R™,
definido sobre un espacio de probabilidad (€2, F,P). De la proposicién anterior tenemos que el
mapeo
wr— X (w),

es F-B(Drm|0,00)) medible: dado D C [0,00) denso, t1,--- .ty € D,y Aj,---, A € BR™),

tenemos que

k k
XNV (AD) = () X, (A) € F,
i=1 i=1
pues para cada ¢ € {1,---,k}, X¢, es una variable aleatoria. Puesto que los conjuntos de la forma

ﬂle L 1(A;) generan a B(Dgm [0, 00)), podemos concluir el resultado. Luego, podemos considerar
a un proceso con trayectorias en Dgm[0,00) como una variable aleatoria con valores en Dgm [0, 00)
y por tanto, tenemos que L(X) € Z(Drm|[0,00)).

A las sucesiones de procesos estocésticos con trayectorias en Dgm[0,00) las denotaremos con
superindice: {X"},en, v para cada n € N, utilizaremos la notacién X" = (X}");>0. En todos los
teoremas que veremos, asumiremos que las sucesiones de procesos estocédsticos tienen trayectorias
en Dpm |0, 00).

Definicién 4.13. Dado un proceso estocastico X = (X¢)i>0 y t1,- -,k € [0, 00) denotaremos por
L(Xt,, -, Xy,) alaley de la variable aleatoria (Xy,, -+, Xy, ) y diremos que los elementos de la
familia de medidas

{L(Xe, -, Xp,) | b1, b €]0,00), k € N}

son las distribuciones finito dimensionales de X.

Definicién 4.14. Sean X, { X"}, cn procesos estocdsticos con valores en R™ y D C [0, 00). Diremos
que las distribuciones finito dimensionales de X” convergen a X a lo largo de D si para cualesquiera
t1, -+ ,tx € D, k € N tenemos

(X, X0 = (X, X (46)
y denotaremos esta convergencia por
L
xn 5By

Nétese que la convergencia en (4.6) se refiere a convergencia en distribucién de variables aleatorias
con valores en RF™,

Definicion 4.15. Sea X un proceso estocastico con valores en R™. Definimos el proceso de saltos
AX = (AX})i>0 de la siguiente manera: para cada t > 0, definimos

AXt = Xt - Xt,.
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Dado X = (X})¢>0 un proceso estocdstico con trayectorias cadlag, definimos el conjunto
J(X):={t > 0|P[AX; # 0] > 0}.
Lema 4.16. J(X) es a lo mds numerable.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo 6, seccién 3.
Noétese que de este resultado se obtiene que [0,00) \ J(X) es denso en [0, c0).
Proposicién 4.17. Dados X, {X"}nen procesos estocdsticos con trayectorias cadlag que toman

valores en R™ tales que X™ = X. Entonces X" “«n) X, donde D =[0,00) \ J(X).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo 6, pagina
349. Veremos que las distribuciones finito dimensionales de un proceso caracterizan su ley como
elemento &2 (Dgm[0,00)). Primero veremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.18. Sean P y Q medidas de probabilidad definidas sobre (2, F) y suponga que P y
Q coinciden en una clase C C F que es cerrada bajo intersecciones. Si o(C) = F, entonces P = Q.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [12], capitulo 6.

Proposicion 4.19. Sean X, Y procesos estocdsticos con trayectorias cadlag, definidos sobre (Q, F,P)
y (2, F,P) respectivamente y D un subconjunto denso de [0,00). St L(X¢,, -+, X¢,) = L(Yey, -+, Yy,)
para cualesquiera ti,--- ,tx, € D, k € N, entonces L(X) = L(Y).

Demostracion. Sean ty,--- ,tp € D,y Aj,---, A € B(R™). Entonces
k ~ k
(X () (40)) = B(y () m (40)), (4.7)
=1 i=1
ya que

k

X_l(mﬂ-gl(Ai)) = (X, >th)_1(A1 X oo X Ap).
i=1

Del teorema 4.12 tenemos que la familia
k
C= { ﬂﬂ-gl(Al)}tla atk GD, Ala"' 7Ak? € %(Rm)’ kEN}
i=1

genera a B(Dpal0,00)) y por otra parte, tenemos que esta familia es cerrada bajo intersecciones.
Puesto que laley de X y laley de Y coinciden en C, de la proposicién 4.18 se sigue que £L(X) = L(Y').
O

Ahora mencionaremos algunos resultados que nos permitirdan verificar la tensién y convergencia
de sucesiones de procesos estocdstico con trayectorias cadlag.

Teorema 4.20. La sucesion {X"},en es tensa si y sélo si

a) Para todo N € N y e >0 existen ng € N y K > 0 tales que para todo n > ng

P, [sup|X/'| > K] <e,
t<N
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b) Para todo N € N, e >0 yn >0 existen ng € N y 0 > 0 tales que para todo n > ny
P, [wiy(X™,0) > n] <e.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo 6.

Definicién 4.21. Una sucesién de procesos { X"} en es C-tensa si es tensa y si todo punto limite
de {L£(X™)}nen es igual a la ley de un proceso continuo. Es decir, si {£(X"*)}ren es una subsu-
cesién que converge débilmente a P € Z?(Dgm[0,00)), entonces P estd concentrada en el conjunto
C([0, 00), R™).

Proposicién 4.22. Sea {X"},en una sucesion C-tensa de procesos estocdsticos con valores en R™
y {Y"}nen una sucesion tensa (C-tensa) de procesos estocdsticos con valores en R¥. Entonces se
cumplen:

a) Sim =k entonces {Y" + X"} en es tensa (respectivamente, C-tensa).

b) {(X™,Y")}nen es tensa (respectivamente, C-tensa,).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo 6.
Los resultados anteriores nos permiten establecer el siguiente criterio para verificar que una
sucesion { X"}, en converge en distribucion.

Proposicién 4.23. Sean X, {X"},en procesos estocdsticos con valores en R™ tales que

a) La sucesion {X"}nen es tensa y

1) xn “0) x
Entonces X™ = X.

Demostracion. Sea { X" }ren una subsucesiéon de {X"},cn. Puesto que la sucesién es tensa, por
el teorema de Prokhorov (teorema 4.5) tenemos que {L£(X,)}nen es relativamente compacto en
P (Drm|[0,00)) y por tanto existe una subsucesién {L£(X"™)};en y P € P(Dgrm[0,00)) tales que
L(X"i) = P. Por otra parte, tenemos que esta subsucesién cumple

(10.00))

x5 X, (4.8)

Consideremos el espacio de probabilidad (Dgm[0,00), B(Dgm[0,00)),P). Sobre éste espacio defini-
mos el proceso estocdstico X = (X;);>¢ por medio de la igualdad

Xt (= T,
donde 7y es la funcién dada por (4.5). Tenemos que
Xi(a) = a(t)

para cada o € Dpm[0,00)). Luego, X es la identidad sobre Dgm|[0,00) y por tanto, £(X) = P. De
la proposicién 4.17 se sigue que

xm A8 g (4.9)

para D = [0,00) \ J(X). Luego, de (4.8) y (4.9) tenemos que para cualesquiera ty,--- ,t, € D,
‘C(ti e ath) = E(tha e ath)'

De la proposicién 4.19 tenemos que £(X) = P, lo cual demuestra que £(X"™i) = L(X). Puesto
que para cada subsucesién de { X"}, cn encontramos una subsucesion de ésta que converge a L(X),
obtenemos que X" = X.

[
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Definicién 4.24. Diremos que una sucesiéon de variables aleatorias {X,,},cn con valores en R™
converge a ¢ € R™ en probabilidad si

P,[|| Xy —¢|]| > €] — 0,

y lo denotaremos por X, e

A continuacién veremos algunos resultados de convergencia que serdan de utilidad. Primero ve-
remos algunos resultados que nos permitirdn estudiar la convergencia de las distribuciones finito
dimensionales.

Proposicién 4.25. Sea { X, }nen es una sucesion de variables aleatorias en R™ y ¢ € R™. Entonces

P . . .
X, = c siysolo si X, = c.

Demostracion. Para demostrar este resultado utilizaremos el teorema de Portmanteau (teorema
4.2). Sea f : R™ — R uniformemente continua y acotada y € > 0. Sea § > 0 tal que si ||z — y|| <
se cumple que |f(x) — f(y)| < . Entonces tenemos

[Ep, [f(Xn)] = f(©)] < Ep, [|f(Xn) = F()T{x—cl<o}] + Er, [|f (Xn) = ()1} x,—c|>5]
< e+ 2| flloo Pull| Xn — ¢l > 0],
Luego, tenemos que

limsup [Ep, [f(Xn)] — f(c)] < e

n—oo

y puesto que esto se cumple para cualquier € > 0, tenemos que Ep_[f(X,)] — f(c). Por lo tanto,
X, =c
Para demostrar el reciproco, consideremos

f(z) = min{[|z — ¢/, 1}.
Puesto que f es continua y acotada, tenemos que

Ep, [min{|| X, — c||,1}] — 0.

Noétese que para demostrar que X, P, ¢ basta considerar ¢ € (0,1). Luego, para ¢ € (0,1) tenemos
que

1
Pp [l Xn —cl > €] < “Ep, [min{|| X, —cl], 1}]

y por tanto, tenemos que Pn[HXn —c|| > 5] — 0.
O

Proposicién 4.26. Sean {X,}nen ¥ {Ynlnen sucesiones de variables aleatorias en R™ y RF res-
pectivamente, tales que para cada n € N, X, y Y, se encuentran definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad, X,, = X y Y, = ¢, con c € RF. Entonces (Yy, X,,) = (¢, X).

Demostracion. Para probar este resultado utilizaremos el teorema de Portmanteau (teorema 4.2).
Sea f : R™™* — R uniformemente continua y acotada y € > 0. Sea que existe § > 0 tal que para
|z —y|| < 0 se cumple que |f(x) — f(y)| < . Notemos que la funcién

x> f(e,x)
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es continua y acotada y por tanto, tenemos que

B, [f(c, Xn)] — Ep[f(c, X)].
Por otra parte, tenemos

|Ep,[f (Yo, X0)] — Ep[f (¢, X)]| < Ep, [|f(Ya, Xn) — fle, Xn)l] + | Br, [f(c, Xn)] — En[f(c, X)]]
< Ep, Uf(Ym Xy) = f(e, Xn)’]l{HYn—c\Ké}] + ‘E]P’n [f(c, Xn)] — Ep[f(c, X)H
+Ep, [|f (Yo, Xn) — (&, Xo) | Lq)vs—c>6})
<e+|Ep, [f(c, Xn)] = E[f(c, X)I| + 2] flloo Pull|Yn — ¢l > 0]

De la proposicién 4.25 tenemos

limsup |Ep, [f (Yn, Xn)] — Ep[f(c, X)]| < e

n—0o0

y puesto que esto se cumple para cualquier € > 0, tenemos que Ep [f(Y,, X»)] — Ep[f(c, X)]. Por
lo tanto, (Y,,, X,) = (¢, X).
O

Corolario 4.27. Sean { X, }nen y {Yn}nen sucesiones de variables aleatorias en R™ tales que para
cada n € N, X, y Y, se encuentran definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, X, = X y
Y, = ¢, con c € R™. Entonces Y, + X,, = c+ X.

Demostracion. De la proposicién 4.26 tenemos que (Y,,, X,,) = (¢, X). Por otra parte, tenemos que
la funcién h : R™ x R™ — R™ definida por

h(z,y) == +y,

es continua. Luego, considerando ésta funcién en la proposicién 4.8 se obtiene que Y,, + X,, = c+ X.
O

Lema 4.28. Si {Z"},cn es una sucesion de procesos estocdsticos tal que para todo N € N,

sup |22 50
t<N

entonces Z"™ = 0.

Demostracién. Sea n € N. Dados t1,--- ,t; € [0,00) tenemos que

2
125, ZE)II? < k(sup 1221])°,
s<N
donde N > 0 es tal que t1,-- -t € [0, N]. Entonces tenemos que
Pu(ll(Z5, s Zp)l > €] < Pn[sgg 1Z3(| > /VE],
s<

lo cual implica que
I P [[|(Z7, -+, Z)]| > €] = 0.

n—oo

L(]0,
y en consecuencia, de la proposicién 4.25 tenemos que (Z7,,--- , Z{’ ) = 0. Luego, Z" ([—O>o)) 0.
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Ahora veremos que la sucesién {Z, },en es tensa. Primero, dado K > 0y € > 0 tenemos que
no € N tal que para n > ng
P [sup |27 > K] <.
t<N

es decir, {Z,}nen verifica la condicién a) del teorema 4.20. Por otra parte, notemos que para
cualquier intervalo I C [0, N] se tiene que

w(Z", 1) < 2sup || 2|
t<N

yen consecuencia,
why(2°,0) < 2sup |1 27, (4.10)
t<N

para cualquier > 0. Luego, dados n > 0 y € > 0, sea ng € N tal que para n > ng

Pu[sup |1 27] > n/2] <e.
t<N

Entonces, de (4.10) tenemos que

Py [wi(Z2",0) > n] < P“[fﬁ}j 1Z1) > n/2] <e,

lo cual demuestra que {Z"},en verifica la condicién b) del teorema 4.20 y por tanto, {Z,}nen €s
tensa. Finalmente, de la proposicién 4.23 se sigue que Z" = 0.
O

Proposicién 4.29. Si la sucesion de procesos estocdsticos {X™ }nen converge en distribucion a un
proceso con trayectorias continuas X y {Zy}nen es tal que Z, = 0, entonces (Z", X™) = (0, X).

Demostracion. Puesto que X" = X y X tiene trayectorias continuas, tenemos en particular que
{X"} en es una sucesién C'—tensa y de igual manera, tenemos que la sucesién {Z, },en es tensa.
Luego, de la proposicién 4.22, inciso b) tenemos que {(Z", X")},en es tensa. Notemos que para
keNyty, -, tp €[0,00) se tiene que

(Zp,--,Z8) = (0,--- ,0)

(X5,

t10°

"7XZZ):>(Xt17"'7th)7
Luego, de la proposicién 4.26 se tiene que
(Zgy 7ZZIL€7XZ/I£7'” an;) = (07 aOatha"' 7th)7

pues la sucesién de variables aleatorias {(Z};, -, Z}} ) }nen converge en distribucién a un vector
constante. Por lo tanto, de la proposicién 4.23 se sigue (2", X") = (0, X).
O

Proposicién 4.30. Si la sucesion de procesos estocdsticos {X™ }nen converge en distribucion a un
proceso con trayectorias continuas X y {Zn}nen es tal que Z, = 0 y ambos toman valores en R™,
entonces 2" + X" = X.
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Demostracion. Puesto que X™ = X y X tiene trayectorias continuas, tenemos en particular que
{X"},en es una sucesién C'—tensa y de igual manera, tenemos que la sucesién {7, },en es tensa.
Luego, de la proposicién 4.22, inciso a) tenemos que {Z" + X"},cn es tensa. Notemos que para
keNyty, -t €[0,00) se tiene que

(Zp .-, Z0) = (0,--- ,0)

(X

t1 "

o aXZZ) = (Xtm'" ath)»

Luego, del corolario 4.27 se sigue que
(Ztri +Xtri7 7ZlfT;LC +ch) = (tha”' 7th)'

Por lo tanto, de la proposicién 4.23 se sigue que 2" + X" = X.
O

4.2. Resultados de convergencia al Movimiento Browniano y convergencia de
Integrales estocasticas

Ahora veremos resultados que nos permitiréan estudiar la convergencia al movimiento browniano
y convergencia de integrales estocasticas respecto de semimartingalas. Si { X" },en es una sucesion de
procesos estocasticos, ademés de considerar que X" estd definido sobre (£2,,, F,,, Py,), consideraremos
que X" es adaptado a una filtracién (F;*)¢>o completa y continua por la derecha (ver definiciones
3.104 y 3.34, respectivamente).

Trabajaremos con integrales estocasticas multidimensionales. En las siguientes definiciones con-
sideraremos fijos un espacio de probabilidad (2, F,P) y una filtracién (F;):>0 completa y continua
por la derecha.

Definicién 4.31. Diremos que un proceso estocastico X = (X',---, X¥) con valores en R* es
una semimartingala si X' = (X{);>0 es una semimartingala para cada i € {1,--- ,k}. De manera
andloga diremos que X es una martingala local (un proceso de variacién finita) si cada una de sus
entradas es martingala local (respectivamente, un proceso de variacién finita).

Definicién 4.32. Sea Y = (Y});>0 un proceso con trayectorias en Dy . (®)[0,00) y X una semi-

martingala con valores en R¥. Definimos la semimartingala JYdX = ( fot Y- dX S) con valores

en R™ por =0
X . k
(/de)z - </OtY;_dXS>Z :—Z/Ot()@_)deg.
j=1

Donde la integral de cada sumando se encuentra dada por la definicién 3.123.

Recordemos que el bracket entre dos semimartingalas X y Y se define por
t t
(X, Y] = XY —/ X dYs —/ Y, dX,.
0 0

4.2.1. Resultado de convergencia al Movimiento Browniano

Consideraremos fijos un espacio de probabilidad (€2, F,PP) y una filtracién (F;):>0 completa y
continua por la derecha.
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Definicién 4.33. Diremos que un proceso estocdstico X = (X1 ... X%) es una martingala gaus-
siana si Xg = 0, X’ es una martingala para cada i € {1,--- ,d} con respecto de (F)e=0 y X es un
proceso gaussiano (ver definicién 3.28).
Para cada t > 0 definimos 4
Ci;(t) == E[X{X]],

C(t) == (Cij(t))ij-

Proposicién 4.34. Sea X una martingala gaussiana con valores en R%. Para cualesquiera 0 < s <
t, O(t) — C(s) es una matriz positiva definida y para cada u € R? se tiene que

Elexp(i{u, X; — X))] = exp(i(u, (C(t) — C(s))u)).

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo II, seccién
4d.

Teorema 4.35. Sea X = (X',--- | X%) una martingala gaussiana con
Cij(t) = E[X{X]],

para cadai,j < d, y {X"}nen una sucesion de procesos estocdsticos tales que para cadan € N, X" =
(X1 ... X™%) una martigala local. Ademds, supongamos que existe K > 0 tal que |AX]| < K,
para todo t > 0 y para todo n € N. Si D es un subconjunto denso de [0,00) son equivalentes:

(i) X, = X,
(i) Para cualesquiera i,j € {1,--- ,m},

(X X, L ¢,

para todo t € D.

La demostracién de este resultado se puede consultar en la referencia [13], capitulo VIII, seccién
3b.

Observacion 4.36. Sea W = (W});>¢ un Movimiento Browniano (unidimensional) tal que para
cualesquiera 0 < s < t se tiene que o(W; — W) es independiente de F;. Tenemos que W es una
martingala respecto de (Fi);>0 y ademds, tenemos que W es un proceso Gaussiano con Wy = 0
(proposicién 3.30), luego, W es una martingala gaussiana (respecto de (Fi)i>0). Ademds, de la
proposicién 3.29 se tiene que

E[W2] = t.

Entonces, en el caso particular del Movimiento Browniano tenemos que C(t) = t.
De la observacién 4.36 y el teorema 4.35 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.37. Sea W un movimiento browniano, {X"},en una sucesion de martingalas locales
con valores en R y suponga que existe K > 0 tal que |AX['| < K, para todo para todo t > 0 y para
todo n € N. §i D es un subconjunto denso, son equivalentes

(i) X, = W,

(ii) [ X", X" i t, para todo t € D.
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4.2.2. Teoremas de convergencia de integrales estocasticas

Ahora veremos algunos resultados sobre convergencia de integrales estocdsticas. Los demostra-
cién de los siguientes resultados se pueden consultar en la referencia [16].
Dado § € [0,00) definimos hs : [0,00) — [0, 00) por

ho(a) = (1— 5/a)"

y si 0 = oo consideremos hs(x) = 0, para todo = € [0, 00).
Definimos la funcién Js : Dga[0,00) — Dgal0, 00) por

Js(@)(t) =Y hs(la(s) — a(s—))(a(s) — a(s-)).

s<t

Sea (A¢)i>0 es un proceso de variacién finita, denotaremos por T3(A) a la variacién total de A
sobre el intervalo [0, ], es decir

k
Ty(A) = sup{> |4y, — A, |[1to =0 <ty < -+ <ty =t}.
i=1

Teorema 4.38. Sea {(X",Y")}nen una sucesion de procesos con trayectorias en Dy, - (r)xrm [0, 00)
tal que para cadan € N, (X", Y™) es adaptado a una filtracion (F{')i>o0 y Yy es una semimartingala
respecto de (F}')e>0. Sea 6 € [0, 00]. Considere

Yin = Y™ — J5(Y"™).

Y™ es una semimartingala y sea Yo" = MO™ + A%" una descomposicién de Y™ como suma de
una martingala local y un proceso adaptado de variacion finita (ver definicion 3.116). Suponga que
esta descomposicion cumple la siguiente condicion:

(C1) Para cada o > 0 existe una sucesion {T;f}neN tal que Tg es tiempo de paro respecto de (Fi')t>o0,
Po[rg < a] < 1/a y para cada t > 0,

sup Ep, [Tt/\nclx(Aé’")] < 00,
neN
y para cada i < m, A '
sup Ep, [[(M*"), (M*")]inre] < 00
neN
donde (M%™)! es la i-ésima entrada M™. Si (X,,Y,) = (X,Y), entonces Y es una semimartin-

gala respecto de una filtracion en la cual X y Y son adaptados y ademds (X, Yy, [ X, dY,) =
(XY, [ X dY).

Observacién 4.39. Si § = co tenemos que Js = 0y Yo" = Y. Sea Y = M" + A" una des-

composicién de Y™ como suma de una martingala local y un proceso de variacién finita, si esta
descomposiciéon cumple la condicion:

sup Ep, [T1(A™)] < oo,
neN

y para cada i < m,

sup Ep,, [[M"", M""];] < oo,
neN
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donde M*%"™ es la i-ésima entrada M™.

entonces tenemos que {Y"},cy cumple la condicién (C1l) para § = oo y para cualquier a > 0,

)

pues podemos considerar los tiempos de paro constantes 7, = oo, para todo n € N.

Sea T1[0,00) el conjunto de funciones crecientes y suprayectivas A tales que A(0) =0
y AM(t+h)—=A(t) < h, para todo t, h > 0. Consideremos F), F, : Dgk[0,00) = Dy, . ®)[0,00),n € N,
funciones medibles con la siguiente propiedad:

Suponga que existen funciones G, G, : Dgk[0,00) X T1[0,00) — Dy, (®)[0,00) tales que

Fo(a) oA =Grlao N (4.11)

F(a)o A= G(ao A\, (4.12)

para cualquier (o, \) € Drm[0,00) x 110, 00).
Consideraremos las siguientes condiciones sobre estas funciones:

(C2.1) Para todo K C Dgm|[0,00) x T1[0,00) compacto y t > 0 se cumple

sup sup ||Gn(z, A, s) — G(z, A, s)|| — 0.
(z,N)eK s<t

(C2.2) Si {(an, A\n)}nen C Drm|[0,00) x T1[0,00) es tal que

sup [|an(s) —a(s)|| =0
s<t

sup [|An(s) = A(s)[| = 0,
s<t
para cada t > 0. Entonces

sup ||G(an, An, s) — Az, A, s)|| — 0.

s<t

Definicion 4.40. Sea B un proceso estocdstico con trayectorias cadlag, Y una semimartingala y
F: Dge[0,00) = Dy, ... (®)[0,00) dada como en (4.12). Diremos que la ecuacién

t
Xt:St+/ F(X,,s—)dYs. (4.13)
0

tiene una solucién débil si existen X, S procesos adaptados con trayectorias cadlag y Y una semi-
martingala (definidos sobre un espacio de probabilidad filtrado (Q, F, (F});>0, P)) tales que (S,Y)
y (5’ , }7) son iguales en ley y X,S,Y cumplen (4.13). Diremos que (4.13) cumple unicidad débil si
dadas X y X dos soluciones débiles, se tiene que X y X son iguales en ley.

Teorema 4.41. Sean {X"},en, {U"}nen sucesiones de procesos estocdsticos con trayectorias en
Dpi[0,00) y {Y"}en una sucesion de semimartingalas y para cada n € N; X" Y™ y S™ se en-
cuentran definidos sobre el mismo espacio de probabilidad y son adaptados respecto de la misma
filtracion. Suponga que para cada n € N, estos procesos satisfacen:

t
XpP = 57+ / Fu (X7, s-) dY,,
0
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y ademas, {Y"}nen satiface la condicion (C1) y las funciones F y {F, }nen estdn representadas en
terminos de G y {Gp}nen, las cuales satisfacen las condiciones (C2.1) y (C2.2).
Si (S™Y™) = (S,Y) ysi X = (Xt)i>0 es solucion de la ecuacion diferencial estocdstica:

t
Xt = Ut +/ F(XS,S—) dY:g,
0

y ésta cumple unicidad en ley, entonces (S™, Y™, X"™) = (S,Y, X).

Observacion 4.42. El caso de interés en este trabajo serd el siguiente: consideremos
F :RF — My (R) continua y sea F' : Dgi[0,00) = Dy, (®)[0,00) la funcién definida por

F(a,t) := F(a(t)).
Si consideramos G(a, ) := F(a) para cada (a, \) € Dgi[0,00) x T} [0,00), de manera inmediata G
y F cumplen (4.12). Por otra parte, si consideramos G,, = G y F,, = F', para todo n € N, de manera

inmediata se cumple la condicién (C2.1) y bajo las condiciones anteriores, podemos verificar (C2.2)
mediante la siguiente condicién:

(C2’) Si {an}nen C Dgal0,00) es tal que

sup |lan(s) — a(s)|| — 0.
s<t

para cada ¢t > 0. Entonces

sup 1F(an(s)) = F(a(s))|| = 0.
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5. Descripciéon de las trayectorias cuanticas discretas

En esta seccion se describira el modelo de las trayectorias en tiempo discreto. El sistema cuantico
que nos interesa medir esta representado por un espacio de Hilbert Hg acoplado a una cadena de
sistemas idénticos e independientes. Cada copia de estos sistemas se encuentra representada por un
espacio de Hilbert, H. A lo largo de este texto consideraremos que Hg y H son espacios de dimensién
finita.

A cada espacio se le asociard un operador positivo de clase traza, con traza igual a 1. A un
operador con éstas caracteristicas se le conoce como estado u operador de densidad y al conjunto
de operadores de densidad definidos sobre H lo denotaremos por S(H).

Cada copia de H interactiia con Hg una tras otra en intervalos de tiempo de longitud h. La
informacién de la evolucién del sistema Hg se obtiene al realizar una medicién sobre el sistema H
en cada interaccién. En la primera interaccién, el sistema estd descrito por el producto tensorial
Ho ® H y la interaccién esta descrita por un Hamiltoniano Hi,:, que es un operador autoadjunto
sobre Hg ® H. Su forma general es

Hipt = Hy® Iy + IHo ® H + AHt,

donde Hy y H son operadores autoadjuntos sobre H y Hg, respectivamente, H;,; es un operador
autoadjunto sobre H @ Hgy A > 0. A Hy y H se les conoce como Hamiltonianos libres, al operador
H;p:, como el Hamiltoniano de interaccion y a A, como la constante de acoplamiento.

El operador
U= eithot

describe la interaccion de la siguiente manera: Si p es un estado en el producto tensorial H ® Ho,
en la representacién de Schrodinger, la evolucién estd dada por

p—=UpU”.

Después de la primera interaccion, se repite la interaccién pero esta vez acoplando una nueva copia
de H al sistema Hg. Se considera que esta nueva copia se encuentra aislada durante la primera
interaccion y que la primera copia se encuentra aislada durante el resto del experimento. Este
procedimiento se repite de manera sucesiva.

Describiremos a las interacciones sucesivas por medio del espacio de Hilbert

F:HD®®H.

n=1

Para definir el producto tensorial ).~ ; #, consideraremos una base ortonormal de H fija 3 =
g, -+ ,Zq—1+. Consideraremos que el producto tensorial se encuentra basado en xg or tanto,
q q b yp

B:{%’1®5Ui2®"‘®=’L‘ik®$0®$0®"‘®$0®”' |i1,i2,~--,ikE{O,--~,q—1},k€N}

forma una base ortonormal de @, | H.
Por otra parte, puesto que Ho ® H es un espacio de dimension finita, el operador unitario U se

encuentra dado por
k

U=> 4B, (5.1)
i=1

donde A; y B; son operadores sobre Hg y H, respectivamente.
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Para describir las interacciones sucesivas en el espacio I', para cada n € N consideraremos el
operador U,, € B(T") definido por la igualdad

ZA ®®IH®B ® Q) In (5.2)

j>n+1

U, es el operador que actia como U sobre Hy y la n-ésima copia de H y sobre las demads copias de
H, actia como la identidad.

Proposicién 5.1. El operador U, es unitario, para todo n € N.

Demostracion. Sea n € N fijo y By = {u1,...us} una base ortonormal de Hy. Tenemos que el
conjunto

B={u®uv|uepfy ve B} (5.3)

forma una base ortonormal de I'. Ahora, sean e, ¢’ € B dados por

€ =vRr; 1, - Qxj, QLEOLE® - QLY ® -

Supongamos sin pérdida de generalidad que k = k¥’ y n < k. Entonces, de la ecuacién (5.2) obtenemos
lo siguiente:

NE
NE

<Un€, Un€,>1" = <Cn,rea Cn,le/>r

\3
Il
—
—
Il
MR

[
NE
NE

<Aru; AlU>H0 <BTxin7 lejn)H H <xia7 ij>7'l

r=1 =1 a,b#n
m m
= I 6 2> (Ao Bwow,) e Bless,))
a,b;ﬁn r=1 =1
= I 0w Uu® i), U* (0 @ 25,))r00m
a,b#n
= H 6ia,jb <u & xina (0% xjn>HO®H
a,b#n
k
= 5u,v H 5ia,jba
a,b=1

donde Cy; = A1 ® ®;l:_11 I®B®Qjs, I, 1 €{1,--- k}. De la igualdad anterior se sigue que

1 e=¢€
Une, Ut ) = (e, /) = o 5.4
(Une Ui = (e, {0 " 5.9

De la continuidad de U, y del hecho de que B forma una base ortonormal de I', obtenemos que

<U;UTL$7 y)F = <$7 y)F:

para cualesquiera z,y € I'. Entonces U U,, = I y de manera andloga, podemos concluir que U,U; =

1. Por lo tanto, U,, es un operador unitario.
O
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De manera similar a lo descrito anteriormente, si p es un estado en I', el efecto después de la
n-ésima interaccién sobre el sistema acoplado I' se encuentra dado por

p = UppUy,

Noétese que a diferencia de la descripcion anterior, estamos considerando la interaccién de Hg v H,
inmersa en el sistema acoplado I'. Luego, el resultado de las primeras n interacciones se encuentra
descrito por el operador V;, € B(I") definido por la férmula recursiva:

{Vn—i—l = Un—i-lVrm (55)

Vo =1.
y el resultado de las primeras n mediciones se encuentra dado por
0= VaupVn.

Ahora veremos el principio de mediciones indirectas. Sea X un operador autoadjunto sobre H, a
este operador le llamaremos observable. Consideremos su descomposicién espectral,

P
X=>Y" AP,
i=1
donde Aq,---, A, son los valores propios de X y F; es la proyeccién asociada al valor propio A;, para
cadai € {1,---,p}. Los valores que podemos medir a través del sistema cudntico son el espectro del

observable X (en este caso, los valores propios de X) y el resultado de la medicién es aleatorio; Si
el estado de referencia antes de la medicién es p la probabilidad de observar el valor \; se encuentra
dada por

P[Observar X;] = Tr(pP;),

para cada j € {1,--- ,p}. Si se ha observado el valor \;, el nuevo estado de referencia se encuentra
dado por
_ PipP
P Tr(pP)

Las mediciones cuanticas repetidas son una combinacién de estos principios: antes de cada medi-
cién, el estado inicial se verd afectado por la interaccion entre Hg y la copia de H, y posteriormente
la medicién da lugar a una modificacién aleatoria del sistema. Esto da lugar a una sucesién de ope-
radores de densidad aleatorios, a esta sucesién le llamaremos trayectoria cuantica discreta. Veremos
que esta trayectoria es un proceso estocastico definido sobre un espacio de probabilidad especifico.

Consideraremos un estado inicial p sobre Hg y sobre cada copia de H consideraremos el estado
inicial |zg)(zo|. Luego, el estado inicial sobre I' se encuentra dado por

po = p @ (|zo){(zo| ® |zo){wo| ® - -+ & [w0) (20| ® - - ).
Noétese que
|z0) (wo| ® |x0)(To| @ - -+ @ [Z0) (0| = | Bnen o) (Dnenol,

donde ®penTo =29 R 29X -+ @ xp X -+ . Entonces tenemos que este operador es una proyeccion
autoadjunta y por tanto, un operador positivo. De esto tltimo obtenemos que pg es positivo, pues
es el producto tensorial de operadores positivos.
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Por otra parte, tenemos que

Tr(po) = Tr(po)Tr (] Onen o) (@nentol)
=T (| @nen 20)(@nentol).

Calculando la traza de este operador respecto de la base B, se obtiene que

Tr (| ®nen T0)(@nento|) = (Dnento, Onento)r = 1.

De esto ultimo y de (5.6) se sigue que pg es un operador de densidad.

El espacio muestral que describird estas interacciones serd QY, donde Q = {1,---,p}. Q co-
rresponde al conjunto de fndices de los eigenvalores del observable X y QY representa los posibles
resultados de las mediciones en cada una de las interacciones. Equiparemos a este espacio con la
o-algebra generada por los cilindros de QY es decir, por los conjuntos de la forma:

Niy o iy = {w = (w1, w2, ) € QN |wy = i1, wz =iz, ,wp = in},
con (i1, ,in) € Q" Denotaremos a dicha o-dlgebra por 3.
Definicién 5.2. Dado T € B(H) y n € N, definimos el operador lineal T € B(T) por
n—1
T =Ty, o QIne T K) I (5.7)
i=1 i>n+1

es decir, T es el operador que acttia como T en la n-ésima copia de H y como la identidad en Hy
v las demds copias de H.

Para cada n € N, definimos el operador
Hn 1= n/A)OVr:

De la proposicion 2.7 se sigue que p,, es un operador de densidad, pues V,, es un operador unitario.
Para cualquier (i1, ,i,) € Q", definimos el operador
/](il,"' ’Z'n);: (I®Pz‘1®"'®Pin®l®"')ﬂn(I®Pi1®"'®Pin®1®"'>
_ pm) ) 1) (n)
_pi: P pn Py, pZ:

i1

(5.8)

Notemos que cualquier operador de la forma V PV* (con P un operador positivo) es un operador

positivo. Notemos que (i1, ,i,) es de esta forma si consideramos V = pl(nn) .. .Pi(ll) y P = up,

pues para todo k € Ny j € Q, Pj(k) es un operador autoadjunto.

Por otra parte, tenemos que el operador U, conmuta con el operador Pi(m) para cualesquiera
i € Q' y m < n. De esto se deduce que

. . +1 iy . +1
flin, ++ vine1) = PL Uiy, i) Uiy PO, (5.9)
Este operador corresponde a la observacién sucesiva de los eigenvalores A;,,---,\;, durante las

primeras n mediciones. El siguiente teorema nos proporcionara la existencia de una medida de
probabilidad definida sobre (QN, Y)) que permite describir las trayectorias cuénticas discretas.
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Teorema 5.3. Eriste una tnica medida de probabilidad P definida sobre (N, %), tal que para cada
(i1, ,in) € Q" se tiene que

P(Aiy e in) = Tr(ain, -+ ,in)). (5.10)
Demostracion. Considere la medida discreta sobre 2, dada por
{(i1,+ in)} > Tr(ain, -+ ,in)), (5.11)

para cada n € N. Veremos que esta familia de medidas (que dependen de n) satisfacen las condiciones
del teorema de Kolmogorov.
Puesto que el operador dado por (5.8) es un operador positivo, de esto se sigue que

T’I“(,[L(Zj, T 7271)) >0,
para cualesquiera (i1, -+ ,i,) € Q" y n € N. Ahora, de la igualdad (5.9) y del hecho de que

2
( P,(")> = Pi(") para cualesquiera i €  y n € N| se sigue que

)

Tr(i(in, - yinyine1)) = Tr(PP U0 aiin, - in)UZ 4y PO

In+1 In+1
- . " 2
:Tr<Un+1u(u,~~ i) Uy (P ) (5.12)
= Tr(Unsrfilin, - in) U PV,

De esta tltima igualdad y de la proposicién 2.7 obtenemos que

ZTr(ﬂ(h,... Vinying1)) = TT(Un+1ﬂ(i1,-~~ Jin) ;H(Z ]32(::;1)))

In41 fas
= Tr(Uns1(it, - ,in)Upy1)
= T’r‘(ﬂ(il, ce ,in))-

De la igualdad (5.13) obtenemos dos resultados. En primer lugar, de manera recursiva obtenemos
que

(5.13)

S Tr(alin,--- i) = > Tr(flin, - in-1))

i1, in 11,0 yin—1

=" 1r (U1 po UF PY)
= Tr(Uy po UY)

= Tr (o)

= ]_’

por tanto, las medidas discretas definidas por (5.11) son medidas de probabilidad. Por otra parte,
la igualdad (5.13) demuestra que esta familia de medidas cumple la condicién de consistencia del
teorema de Kolmogorov, lo cual prueba la existencia y unicidad de la medida de probabilidad
buscada.

O
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La probabilidad dada por (5.10) corresponde a la probabilidad de observar los eigenvalores
Airs o, A, de manera sucesiva, durante las primeras n mediciones.

Definicién 5.4. Para cada n € N, definimos la funcién g, : QY — B(T) por

nw) == { Tr(i(w, - wn)) h (5.14)

Para n = 0 se define po(w) := po, para todo w € QN

Lema 5.5. Siw = (wy,wo, ) € QN yn € NU{0} son tales que Tr(fi(wr, -+ ,wni1)) # 0, se tiene
que

n+1 ~ % n+1
- . Pbgnj:l )Un-i-lpn(w)UnJrlP‘Snj:l)
Pr1(w) = ~ N (n+1)y -~
TT(Un+1Pn(W)Un+1Pwn+1 )

Demostracion. Sea w = (wy,ws,---) € Q. De la igualdad (5.9) y de (5.14) se deduce que

f(wr, - wpg1) = Pu()ZjL_ll)Un+lﬂ(wl’ .. ’wn)U;+1P(n+1) (5.15)
=Tr(fi(wi, - wn))chZirll)UnHﬁn(W)U;HPUSZLD'
De la linealidad del operador traza y de la igualdad anterior se sigue que
. Pu(J:Ll)Un+1,5n(w)U;+1Pu(J:Ll)
Pr+1 (w) = (n+1) N N (1) (5'16)
TT(Pwn+1 Un+1pn(w)Un+1Pwn+1 )
Por otra parte, se tiene que
Tr(PS T Uni1pn(@) U PSED) = Tr (Unsa pr(@)Us  PSITY). (5.17)
Finalmente, el resultado se obtiene se obtiene al sustituir la igualdad (5.17) en (5.16).
O

Por otra parte, para cada n € N se tiene que
{we Q| paw) = 0} = (J{Aws o wn | Tr(f(wr, -+ wn)) = PlAuy o w,] = 0}

Puesto que esta unién es finita, tenemos que P({w € QY| 5,(w) = 0}) = 0. Luego, tenemos que el
conjunto
Z = | J{w € QY| pn(w) = 0} (5.18)
neN
tiene probabilidad cero, o dicho de otra manera, p, # 0 para todo n € N, casi seguramente.
Ahora, para cada n € NU {0} definimos la siguiente variable aleatoria:

pn(w) = TT@leH(ﬁn(w))a we Q.

Notese que el proceso estocéstico (pp,)n>0 toma valores en B(Hp). Este proceso estocéstico es de gran
interés, pues representa la evolucion del estado p sobre el sistema Hy después de cada interaccion.

La siguiente proposicién nos permite describir este proceso estocédstico de manera recursiva y en
términos del operador traza parcial sobre H.
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Proposicién 5.6. Para casi todo w = (wy,wa,---) € QN se tiene que

T I®P U ® U*(I® P,
e = T8 Py U (pne) © [ro) 2o U@ Pue)) 0 (50
Tr(U (pn(w) @ |zo)(zo|) U*(I @ Pu,,y))
Demostracion. Sea (wi,--+ ,wpy1) € QL Definimos el operador O(wy,--- ,wni1) € B(Ho @ H™) a
partir de la siguiente formula recursiva:

Owr, s wni1) = (Lyyopm @ Py ) Uni1 (O(wi, -+ wn) @ lzo)(@ol) Unit (Lo @ Pass )
(5.20)
donde

k n
Un—l—l = Z A ® ® Iy ® B;, (5.21)
=1 k=1

y los operadores A;, B; cumplen la relacién (5.1). Ahora, de la ecuacién (5.9) podemos deducir lo
siguiente:

la(wlu'” ,Wn) = O(Wl,"' 7wn) & ® |5L'()><.CUO|,
k>n+1

es decir, O(ws, - -+ ,wy,) corresponde a la parte de fi(wy,- - ,wy) que actia sobre Hy y las primeras
n copias de H.
Para cada T € B(Hy), tenemos

Tr (- w) (T @ I #) ) = Tr(O@r, -+ @) (T @ Lye) @ Q) la0) (ol )
k>n+1

=Tr(O(wy,- - ,wn)(T®IH<n>))TT( X |$0><x°‘)
k>n+1

= TT(O(wla T 7wn)(T ® IH(n)))'
Esto implica que
TT'®ZO:1 'H([L(Wh .. ,wn)) = TT’H(") (O(wh . ’wn))7

por lo cual, a partir de ahora trabajaremos con la traza parcial (respecto de H(")) del operador
O(wy, -+ ,wn).
Por otra parte, de la igualdad (5.21) se sigue que
O(Wl, e 7wn+1) =
P . . (5.22)
Z Z ((Al @ I’H("))O(wlu T 7wn)(Aj ® IH(n))) X (Pwn+1Bl‘x0><x0’Bijn+1>-
=1 j=1

Para obtener una expresion para el operador T'ry(n) (O(wl, - ,wn)), calcularemos la traza parcial
de cada uno de los términos de esta suma. Sea T' € B(Hg) y sean [, j € {1,--- , k}, del teorema 2.20
tenemos que

Tr((Al @ Ly ) O(w1, -+ wn) (AT @ IHW))TT (PwnHBl\xO)(mo]B;‘-‘PwnH) -
Tr (Twm ((A, @ Ly ) 0w, -+ ) (AT @ Ly )))Tr (Pwn+1Bl|x0> <x0]B;-‘Pwn+1) —
Tr (Al Tryym (O(wr, -+ ,wn))AjT) Tr (Pwn+1Bl|:c0><:c0]B;wanH> -
Tr (A Trogen (O, -+ ) A5T) @ (P Bilo) (0] B} Py 1) ) =

T (1 Puyar) (408 BY) (Trygon (Ofwr, -+ ywn)) @ foo) (@ol) (45 @ B}) (I ® Puya) (T D) ).
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De ésta igualdad y del teorema 2.19 se obtiene la igualdad:
TTH(M-U (((Al ® IH(”))O(WL ce ’wn)(A; & IH(n))) & (Pwn+1Bl|fL'O>(130|B;Pwn+1)) =

(5.23)
Trrg(1 & Paya) (A1 B) (Tryn (Olwr. -+ ) © a0} (wol) (A @ ;) (1@ Puyi) ).

Luego, de las ecuaciones (5.1), (5.22) y (5.23) obtenemos
Treyee 3¢ (iwi, - wnt1)) = Trye (O(wr, -, wnt1))
= Trp (18 Py 1)U (Trygon (01, -+, wa)) @ a0} )U* (I Puy1))
= Try ((I ® 1)U (Trgee a(filwi, - wn)) @ [20) (zol)U* (I ® Pwn+1)).

(5.24)
Ahora consideremos w = (w1, -+ ,wn,---) € QN tal que Tr(ﬂ(wl, e ,wn)) > 0. Multiplicando la

igualdad (5.24) por el término T'r (fi(w, - - ,cun))_1 y sustituyendo la relacién (5.9) se sigue que
Tregee  1(P" Unst pu(w) Usy P = TT?-L((I ® P)U(Trgee, #(An(w)) ® |zo)(zo|JU* (I ® Pj))

= Tru((1© P)U (pu(w) @ [vo) (w0l )U* (T & Fy) ),
(5.25)
para cualquier j € Q.
Sea w = (w1, ,Wn, ) € A\ Z (donde Z se encuentra definido por (5.18)) y n > 0. De la
igualdad (5.25) (considerando j = wp+1) y del lema 5.5 se sigue que

pri1(w) = Trgye 3¢(pnt1(w))
Try ((1 ® Py 1)U (pn(w) @ |20} (20| U* (I @ Pwnﬂ)) (5.26)
Tr (@)U 1 PO Vi) |

Puesto que T (pp41(w)) = Tr(pn+1(w)) = 1, de (5.26) se obtiene que
Tr(pn (W)Ut PO, ) = Tr((I ® Popt1)U (pn(w) @ |2o) (zo ) U (I ® Pwnﬂ))

o (5.27)
_ TT(U(pn(w) ® |2o) (wo| ) U* (I ® Pwnﬂ)).

El resultado se obtiene al sustituir la ecuacién (5.27) en (5.26).

5.1. Modelo de un sistema de dos niveles

Ahora veremos el caso especifico Hg = H = C2. Para cada i € {0,1} definimos el operador lineal
L;: B(Ho) — B(Ho) por

Li(p) = Tru, (I @ P)U (p @ |zo){wo|) U"(I @ Fi)),  p € B(Ho).
Consideraremos la siguiente hipétesis sobre estos operadores: para cada i € {0, 1},
Tr(Li(p)) >0 (5.28)

para todo p € S(C?). De ésta hipétesis y la proposicién 5.6 tenemos que (py,)n>0 se puede expresar
de la siguiente manera

Loy (Pn)

_ ﬁl(Pn)
P = Tr(Lo(pn))

1—1 — 1
(U= L) + oz, () e

n>0. (5.29)
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Dado n > 0, definimos puy1 == Tr(Lo(pn)) ¥ Gurr = Tr(L1(pn)). Notese que puy1 ¥ guyr son
variables aleatorias estrictamente positivas y ademas p,4+1+gn+1 = 1. Para cadan > 1 consideremos

Ay i={weWM|w, =1}

Notese que el conjunto A,, corresponde al evento de observar el eigenvalor A; en la n-ésima interac-
cién.
Por ultimo, definimos la siguiente variable aleatoria:

1 _
Xn — An qn

vV 4nPn '

Nétese que 14, = \/GnPnXn + Gn. Considerando esta expresiéon podemos reescribir (5.29) de la
siguiente manera:

L L
Pn+l1 = Z;)(—liT) (1 - 1An+1) + ql(fil) ILAn-&-l
n n
Lo L
- p(pT)(l-—(\/Qn+1pn+1)(n+14—qn+q))‘* ;(pﬁ)(\/qn+1pn+1)(n+1%—qn+1)
n+ nt
Lo L1
= B0 (X ) + ) (i X+ )
n-+ nt

= pnt1 = Lo(pn) + L1(pn) + Xni1 (\ / pn+1ﬁ1(ﬂn) —/ ot Eo(pn)> :
dn+1 Pn+1
Luego,
Pt = Lo(pn) + L1(pn) + Xns1 (, [P () — | ) 2 £o<pn>) . n>0. (5.30)
dn+1 Pn+1

Esta ultima expresién sera de gran utilidad para estudiar la convergencia de las trayectorias discretas
a la ecuacién de Belavkin.
Veremos algunas propiedades del proceso (X,),>1. Dado n > 1, definimos m, : QY — Q por

Tn(w) = wp.

Tn es la m-ésima proyeccién sobre QN y representa el indice del eigenvalor observado en la n-
ésima medicién. Sea (Fp)p>o la filtracién definida de la siguiente manera: para n = 0, definimos
Fo={0,Q"} y para n > 1 definimos

Fni=0{mr: k <n}).
Haremos un par de observaciones sobre ésta filtracién.

Observacién 5.7. Notemos que para cada n > 1. F,, es generada por la clase
m
Co = {7, ({3i}) + ki <myji € {0,1} y m <n}, (5.31)
i=1

y ademds C es un 7-sistema (ver definicién 3.10).

Observacién 5.8.
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a) Para cada n > 1, tenemos que p, toma una cantidad a lo més finita de valores y la imagen
inversa de cualquier boreliano de B(C?) bajo p, es una unién finita de cilindros de la forma
A4, ... 4, 0 bien igual al vacio. Ademas notemos que

n
Ay ﬂ {zj
7j=1
Luego, tenemos que p, es F,-medible.

b) De manera similar, tenemos que p, = Tr(Lo(pn)) vy gn = Tr(L1(pr)) son variables aleatorias
Frn-medibles.

Lema 5.9. Para cada n > 0 tenemos la siguiente igualdad:

E[la,,, | Fnl =Tr(L1(pn)).

Demostracion. Para demostrar el lema veremos que la variable aleatoria T'r(L1(p,)) cumple las
condicién de la proposicién 3.11. Sea n = 0, de la observacién 3.9 inciso (a), tenemos que

E[l4, | Fo] = P{w € {0,1}Y 1wy = 1})
— 7r(PMUpoUT PY)
=Tr(I® PU (p® |zo)(zo|) U @ P)
=Tr(L1(po)),

donde po = p @ |z0)(x0| ® -+ @ |20)(TO| ® - - -
Sean >1y C €C, (ver la igualdad (5.31)). Tenemos que

C =\ m {d}) (5.32)
=1

conm <mn, k; <n, j; €{0,1} para cadai € {1,--- ,m}. Si C # ) tenemos que C' se puede expresar
como una unién finita y disjunta de cilindros de la forma A;, ... ;,:

C= |J Miin: (5.33)
(ilu"'u?:n)
ki=j;

Luego, para calcular las integrales f]lAn+1]10 dP y fTr(El pn)) 1¢ dP para todo C' € C,, basta
considerar la integral sobre los cilindros Ay, ... ;,. Dado Ay .. ;, tenemos que A,11 N A ..., =
Agy .. o1, de esto se sigue que

/ T, da, o dP=P(Ay . 1)
=Tr(a(is, - ,ip,1)).
Luego, para C' dado como en (5.33) tenemos que
/11An+1110dP: > Tr(aliy, - i, 1)). (5.34)
(il,"‘,?:n)

ki=j;
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De igual manera calcularemos la integral

/Tr(ﬁl(pn))]lc dP
considerando C' = Ay, ... ;,. Sin pérdida de generalidad consideremos A;, ... ;, tal que
P(Ai1,~-~,in) = TT(ﬁ(il, s ,’Ln)) > 0.

Sea w € A .. tenemos que

" ~ o Ia(ilv"' 7iﬂ)
" Dot

y tomando traza en la igualdad (5.25) de la demostracién de la proposicién 5.6 tenemos que

TT(El (pn(w))) = TT(P{L+1Un+1/3n(w)U;+1P1n+l)
_ Tr(PP Ui, -+ in) U PP
N Tr(liv,-- in)) '

De la igualdad anterior y de la igualdad (5.9) tenemos que

/ Tr(La(pn)) 1, ., AP = Tr(PI Unafiin, - in) Uk P
=Tr(a(iy, - i, 1)).
De esto obtenemos que T (L1(pn)) € L*(2) ya que
/TT(El(pn)) dP= > Tr(ili, - in,1)) < oc.
(i1, yin)
Por otra parte, si C' cumple (5.32) tenemos que

/Tr(ﬁl(pn))]lch: Z Tr(f(in, -+ yin,1)).

(11 P ﬂn)
ki=j;

Notemos que de (5.34) y (5.35) tenemos que
/TT(El(pn))]lc dP = / 14, 1cdP,

para todo C' € C,. Por lo tanto, de la proposicién 3.11 tenemos que

E[La, . | Fal = Tr(L1(pn)),

para todo n > 1.

Proposicion 5.10. Para cada n > 0, se cumplen las siguientes igualdades:
a) E[Xp4+1 | Fn] =0.
b) E[X7 | Fa] = L.
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Demostracion. Para n = 0, tenemos que po(w) = p, para todo w € {0,1}Y, de esta igualdad y del
lema 5.9 tenemos que

1

VTr(Li(p)Tr(Lo(p))
= 0.

E[X1 | Fo) = (E[14, | Fo] = Tr(L1(p)))

Para n > 1, notemos que g,+1 =1 (/Jl(pn)) Y Png1 =17 (Eo(pn)) son F,-medibles y por lo tanto
\/ﬁ es F,-medible. De la proposicién 3.13 y del lema 5.9 tenemos que

(]]'A +1 Qn—i-l)
ElXnn | Fa] = B[ — e ‘fn
el [ VPrA1dn+1 ]
1
= g (M — ) | 7l
1
- \/l’fm<E[]lA*”rl |]:”] - Qn+1>

=0.

Lo cual demuestra el inciso a).
Ahora veamos b). Sea n = 0, de la igualdad

1 —Tr(Li(p)) = Tr(Lo(p))

y del lema 5.9 tenemos que

B | 7] = ez (ELa — Trcae)? | 7))
1
= e Tz B [ 5ol = 2Tr(Ca o) ElLa, | Fo) + Tr(£1(0)°)
_ 1 Ty 2
= ST ey (o) = TrLi(o)?)
_ Tr(£a(p)) (1 = Tr(£1(p)))
Tr(L1(p))Tr(Lo(p))
=1.
Sea n > 1. Notemos que pn+11qn+1 es Fp-medible y de la proposicién 3.13 se sigue que
E[X241 | Ful = pn;%HIE[(JlAW — 1) | Fal. (5.36)

Por otra parte, recordemos que
DPnt1 + qn1 = TT(LO(PTL)) + Tr(ﬁl(Pn)) =1 (5.37)

Desarrollando la expresién de la esperanza condicional de (]l Any1 — qn+1)2 dada F,, utilizando la
proposiciéon 3.13 en el término ¢,1114,,,, y sustituyendo la igualdad del lema 5.9 y la igualdad
(5.37) obtenemos lo siguiente:

E[(]lAn+1 - Qn+1)2 | Fal = E[ﬂAn+1 | Fn] — 2E[q7’L+1]1An+1 | Fu] + qiﬂ
= E[ﬂAn+1 | Fn] — QQn+1E[ﬂAn+1 | Fnl + %21-1-1
= Gni1— Gy (5.38)
= (Jn-i-l(l - Qn—i-l)
= Qn+1Pn+1-
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De las igualdades (5.36) y (5.38) se sigue que

1

Pn+1Gn+1
=1.

E[X2,, | Fn] = E[(La,sr — Gnt1)” | F]

Lo cual demuestra el inciso b).
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6. Existencia y unicidad de la ecuacion de Belavkin

En esta seccion estudiaremos una ecuacién diferencial estocastica que representa la evolucién
del sistema cuando se realizan mediciones de manera continua sobre este, para el caso de un sistema
de dos niveles, es decir, H = C?.

La evolucién del sistema cuando inicamente hay interaccién entre este y un sistema externo, se
describe por medio de un semigrupo de operadores definidos sobre B(H), (1})i>0, que cumple las
siguientes caracteristicas:

1) Ty = Iy,
2) Tr(Ty(B)) = Tr(B),

3) Para cada t > 0, T; es un operador completamente positivo, es decir, el operador T; ® I, B(Cn)
es positivo, para todon € Ny

4) la funcién ¢t — T;(B) es continua con la topologia débil-*, para todo B € B(H).

En este caso, se dice que (7})¢>0 es un semigrupo ciantico dindmico. En el caso de dimensién finita
se tiene que Ty = el', y en [10] se demostré que (T3);>0 es un semigrupo ctiantico dindmico si y sélo
si el generador infinitesimal L es de la siguiente forma:

k
L(M) = —i[Ho, M] + Y _ (C;MC} —1/2{C{C;, M}),
i=1
donde k € N, Hy es autoadjunto y C € B(#H). A L se le conoce como el operador de Lindblad.
Las operaciones [-, -] y {-, -} denotan al conmutador y anticonmutador respectivamente, es decir,
[A,Bl]= AB—- BAy {A,B} = AB + BA.

Dado un operador de densidad p, si consideramos la familia de operadores de densidad
pr =Ti(p), =0,
tenemos que t — p; es solucion de la ecuacion diferencial

dp
_— = L
o (pt),

po = p-

A esta ecuacién se le conoce como la ecuaciéon maestra de Lindblad.

El objetivo de esta seccién es demostrar la existencia y unicidad de una versién estocastica de
esta ecuacién para un sistema de dos niveles, esta ecuacién diferencial estocéstica corresponde al
experimento de deteccién homodina (la descripcién de este experimiento se puede consultar en la
referencia [14]). Identificaremos el espacio B(C?) con M3(C), donde M5(C) denota a las matrices de
2 x 2 con entradas en los complejos. Estudiaremos la siguiente ecuacién diferencial estocéastica con
valores en Ms(C):

dpt = L(,Ot) dt + (Cpt + ptC* — TT(Cpt + PtC*)Pt) th, (61)

con condicién inicial pg = p, donde p € S(C?). Expresado en forma integral, buscamos la solucién
de la ecuacién

t t
pr=p +/ L(ps) ds +/ (Cps + psC* = Tr(Cps + psC*)ps) dWs. (6.2)
0 0
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Considerando que la igualdad se cumple entrada por entrada y para la parte real e imaginaria de
cada entrada, es decir,

t t
(Pt)ig = pij + /0 Re(L(ps)i,;) ds + /0 Re((Cps + psC* = Tr(Cps + pSC*)IoS)iJ) dW

¢ t
i [ In(Lpg)ds 41 [ Im((Cput pC" = Tr(Cp.+ p.Cpu), ) dIV.
0 0
El operador de Lindblad L : M(C) — M»(C) que consideraremos es el siguiente:
1
L(M) := —i[Hy, M] — 5{0*(], M} +CMC” (6.3)

donde C' € My(C) y Hyp es autoadjunto. A la ecuacién diferencial estocéstica (6.1) se le conoce como
la ecuacién de Belavkin. Consideraremos que (W;);>0 es un movimiento browniano unidimensional
definido sobre un espacio de probabilidad (€2, F,PP) y adaptado respecto de una filtracién (F;)¢>o0
admisible, completa y continua por la derecha. Ademds de probar existencia fuerte (ver definicién
3.106) y unicidad trayectorial (ver definicién 3.107) de esta ecuacién diferencial estocdstica, veremos
que p; € S(C?), para todo t > 0. Este resultado es consistente con lo que hemos visto hasta el
momento; si buscamos aproximar un proceso en tiempo continuo por procesos estocasticos con
valores en S(C?), se esperarfa que este también tuviese valores en S(C?). Notemos que la funcién
R : My(C) — My(C) definida por

R(M) := CM + MC* — Tr(CM + C*M)M,

no es Lipschitz, por lo que no podremos aplicar directamente los teoremas de existencia y unicidad
de ecuaciones diferenciales estocasticas, sin embargo, podremos aplicar estos teoremas a una “ex-
tensién” de esta ecuacién a todo Mz (C). Parte de las demostraciones de esta seccién estdn basadas
en la referencia [3].

Definimos las funciones C, O : My(C) — My(C) y A : My(C) — C por medio de las igualdades

C(M) := CM + MC*,
Tr(C(M))
M) = T MAO
0 M =0,
O(M) := C(M) — A(M)M,

)

donde || - ||; denota a la norma de traza. Veremos algunas propiedades de estas funciones. Primero,
si M # 0 entonces

Tr(O(M)) = Tr(C(M)) (1 - ﬂ?\%?) :

Si M es un operador positivo tenemos T'r(M) = |[M||; y por tanto,
Tr(O(M)) = 0. (6.4)
Por otra parte, si Tr(M) = 1, se tiene que
O(M) = C(M) — Tr(C(M))M. (6.5)
La ecuacién diferencial estocéastica que estudiaremos primero es la siguiente:

dX, = L(X,) dt + O(X;) dW,

con condicién inicial Xo = My € Ma(C).
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6.1. Estimaciones sobre los coeficientes L y 9)

Para ver las siguientes propiedades sera 1til considerar distintas normas sobre M, (C). Conside-
raremos la norma de operador,

|M|[= sup |[Maz]
zeCn, |lz)|=1

y la norma de Hilbert Schmidt, la cual es inducida por el producto interno T'r(M*N). Esta tltima
es la norma que usaremos para probar los teoremas de existencia y unicidad. Nétese que para el
caso de operadores en dimension finita, estas normas son equivalentes y mas adin, tenemos que

M| < |[M]l2 < nf[M]], (6.6)

la demostracion de estas desigualdades se puede consultar en [4], capitulo IV, seccién IV.2.
Por otra parte, tenemos que ||M||; < ||M]||2, para cualquier M € M, (C).

Lema 6.1. Para L, 5, 9) Y A se cumplen las siguientes propiedades:
(a) |A(M)| < 2||C||2, para todo M € Ms(C),
(b) [IL(M)]| < (2l Holl + [C*Cl + [ICIIIC* N M]l, para cualguier M € Ma(C).
(¢) |C(M)||2 < 4/|C|2[|M |2, para cualquier M € My (C).

(d) |O(M) — O(N)||z < 10||C||2||M — N||2, para cualesquiera M, N € My(C).

En particular, (d) demuestra que O son Lipschitz y, (b) y (¢) demuestran que L y C son Lipschitz
pues son lineales.

Demostracion. Primero demostraremos (a). Sea M # 0, de las observaciones anteriores y de la
desigualdad de Cauchy Schwarz tenemos que

A < |M|Tr ((CF + C)M) |
[M]]2
1M1

< (ICllz2 + 1C7]2) (6.7)

< 2[|C2-

Noétese que si M = 0 la desigualdad se cumple de manera trivial, pues en este caso fT(M ) = 0. Esto
demuestra el inciso (a). Demostraremos que L cumple la condicién de Lipschitz con la norma de
operador y en consecuencia, también con la norma de Hilbert Schmidt. Tenemos que

IL(M)|| < || = ilHo, M] = S{CC", M} + CMC7|
1 1
< || —iHoM + iHoM — ;OC*M — S MCC* + CMC*|
< (2l Holl + lC=C| + [[CllC () 1]l

Esto demuestra el inciso (b) y el hecho de que L es Lipschitz, pues es un operador lineal. Para C
tenemos que de la desigualdad (6.6) y de las propiedades de la norma de operador, se sigue que

IC(M)]|2 < 2||C(M))]
<2([C* | +1ICN)I1M]
<2([C* [+ ICI) 1Mz
< 4)|Cla]|[ M|z
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Esto demuestra el inciso (c). Puesto que C es lineal, de esto tdltimo se sigue que esta es Lispchitz.
Para demostrar la condicién sobre O primero consideremos N, M # 0. De la desigualdad (c) y
las propiedades de norma se obtiene que

~

IO(M) = O(N)|l2 < [|C(M = N)ll2 + | AM)M = AN)N|5

~ _ (6.8)
< A[|Cl2lIN = Ml2 + [[AM)M — A(N)N |2
Por otra parte, notemos que
A A Tr(C(M = N)), = Tr(C(N)) IVl
AMYM — A(N)N = M 1-— M—(M-—-N
WO = A I T P g ) M M=)
Tr(C(M ~ N)) | M1 — N o
r — - 1— 1
= M + A(N) <M—(M—N)>.
1M1 M1
De la desigualdad de Cauchy Schwarz, tenemos que
Tr(C(M — N))| . [1M]]2
Ml <||C+C M—N
<2 Cll2[|M — N2
Ademsds, de (a) se sigue que
Ml —||N
A | (MY ar v - )| < 2ictaliants - 1610] + 20Calar - N2
M ]| 2 (6.11)

< 2[Cll2lIM = Nl + 2[[Cll2||M — N|x
< A[|C[2][|M = N2,

Luego, de las desigualdades (6.10) y (6.11), y la igualdad (6.9) se sigue que
IA(M)M — A(N)N |2 < 6][Clla]|M = N2.
De esta desigualdad y de (6.8) obtenemos la desigualdad buscada:
IO(M) = O(N) |2 < 10[|C][|M — N 2.
Ahora, notemos que si M # 0y N = 0, del apartado (a) obtenemos que

|O(M) — O(N)||2 = |O(M)]2
< 6[|C 2| M-

En ambos casos se cumple la desiguadad buscada y podemos concluir la desigualdad (d) y que 9]
es Lipschitz.
O

6.2. Demostracion de existencia y unicidad

Nota 6.2. Sea (X;);>0 un proceso estocastico definido sobre un espacio de probabilidad (2, F,P).
Diremos que X; cumple un propiedad P, para todo ¢t > 0 casi seguramente (o c.s.), si para w fuera
de un conjunto de medida cero se tiene que X;(w) cumple la propiedad P, para todo ¢t > 0.

81



Primero estudiaremos existencia y unicidad de la ecuacién diferencial estocéstica:
dX, = L(X,) dt + O(X;) dW, (6.12)

con condicién inicial Xg = My € M3(C). Consideraremos la norma de Hilbert-Schmidt || - ||2 sobre
M?(C) para aplicar los teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales estocésticas.

Proposicién 6.3. Existe (Xi)i>0, una solucion fuerte a la ecuacion diferencial estocdstica (6.12),
esta solucion cumple unicidad trayectorial y ademds Xy € L*(SY), para cada t > 0. Si la condicion
inictal My es autoadjunto, X; es autoadjunto, para todo t > 0 c.s.

Demostracién. De los incisos (c) y (d) de la proposicién 6.1 obtenemos que O y L son Lipschitz y
por otra parte, que N
IL(M)[3 + [O(M)]I3 < K2(1+ [|M]3),

donde K = max{10||C||2, 2||Hol||+||CC*||+|IC|I||C*|| }- Es decir, los coeficientes cumplen la condicién
de crecimiento lineal (ver definicién 3.109). Luego, del teorema de existencia y unicidad (teorema
3.110) obtenemos que existe una solucién fuerte de la ecuacién diferencial estocéstica (6.12) y esta
cumple unicidad trayectorial. Ademas, para cada T > 0 existe una constance C tal que

E[ sup || X,3] < Cr(1+ [ Mol)3),
0<s<T

en particular, tenemos que E[||X||3] < oo para todo t > 0. Luego, X; € L*(Q).
Para demostrar la segunda parte del teorema, notemos que C(M)* = C(M*) y que |[M]; =
||M*]]1, luego, si M # 0 tenemos que

~

O(M)* = C(M)* — Trﬁj(\’;('f)) M
=M TR M
— O(M").

De igual manera se tiene que L(M)* = L(M™).

Si My es autoadjunto, de las observaciones anteriores podemos concluir que el proceso (X; )0
satisface la ecuacién diferencial estocdstica (6.12) con condicién inicial X§ = M = M. Lo cual
demuestra que (Xj)i>0 ¥y (Xt)i>0 son indistinguibles, es decir, X; = X;, para todo t > 0, casi
seguramente. Por lo tanto, X; es autoadjunto, para todo ¢ > 0 casi seguramente.

O

Otra propiedad importante de esta ecuacién es que su solucién toma valores en los operadores
positivos siempre que la condicién inicial sea un operador positivo. Para demostrar dicho resultado,
veremos algunas proposiciones auxiliares.

Proposicién 6.4. Sea My € M>(C) autoadjunto y (X¢)i>0 la solucion de la ecuacion (6.12) con
condicidn inicial My. Definimos los procesos estocdsticos Y = (Yi)i>0 y Z = (Z¢)t>0 por

t t
Y; :=exp (_/ A(Xs) dWs — ;/ A2(Xs) ds) :
0

0

Y Ly = Y}/_lXt. FEntonces:
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a) Y es una martingala con esperanza igual a 1.

b) Z satisface la ecuacion diferencial estocdstica
dZ; = [L(Zt) + AX)C(Z)| dt + C(Zy) aw.

con condicion inicial Zy = M.

Demostracion. Sean My € My(C) autoadjunto y (X;)i>0 la solucién de la ecuacién (6.12) con
condicién inicial My. De la proposicién anterior sabemos que X; = Xj, para todo ¢ > 0 casi
seguramente. En este caso tenemos que (A(X})):>0 es un proceso estocastico con valores en R, pues

Tr(C(Xy))
%l
Tr(C(Xy)")
[ Xl
_ Tr(@(X,)

[ Xl
= A\(Xt),

A(Xy) =

siempre que Xy # 0, de otra forma, esta igualdad se cumple de manera trivial. Por otra parte, de
la proposicién 6.1 inciso (a) tenemos que

t
/ A%(X,)ds < 4||C|3t, Vi > 0. (6.13)
0

Luego, el proceso (A(Xy))i>0 € LE (W) (ver la observacién 3.105) y por lo tanto, del teorema 3.88
se sigue que el proceso estocastico (My);>o definido por

t
M, ;:—/ A(X,) dW,
0

es una martingala local y ademads, de la igualdad (3.21) de la observacién 3.95 y de la igualdad
(W, W) =t (igualdad 3.32) se sigue que

<MMt_/A2 ) d{W, W),

- e

De esto dltimo y del teorema 3.100 sigue que

Yt_exp( /A W—/Oth?(Xs)ds).

es la exponencial de Dooléans-Dade £(M) (ver definicién 3.101). Luego, del teorema 3.100 y de la
observacién 3.95 inciso a) tenemos que:

(6.14)

t
Yt:1+/ Y, dM,,
0

t
:1—/ Y, A(X,) dW,
0
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Por otra parte, de la desigualdad (6.13) se tiene que

Elenn( | tﬁ?(xsms)] < exp(4][CI3) < oo,

para todo t > 0, y por tanto, de la proposicion 3.112 se tiene que Y es una martingala real. Luego,
tenemos que E[Y;] = E[Y)] = 1.

Ahora demostraremos b). Utilizando la férmula de integracién por partes (proposicién 3.99) y
la observacién 3.95 inciso a), tenemos que

t t
ZtZYO_lMo—i-/ YsldXSJr/ X dY, Py X)),
0 0
t t N t
= Mo+ [ VLX) s+ [ YO awl+ [ Xyt (v, (6.16)
0 0 0
t t t
— o+ [ L(z)ds+ [ VIO W+ [ XYt dly ).
0 0 0

En la ecuacién anterior, (Y1, X); denota a la matriz con entradas

(Y1, X))ij o= (YL, XMy,

entradas de (X;)¢>0. Notemos que Y; > 0 para todo ¢ > 0y la funcién f(z) = 2 es de clase C? en
(0,00). Aplicando la férmula de It6 (ver proposicién 3.96 y observacién 3.97) a Y y f obtenemos
que:

es decir, sus entradas constan de las covariaciones entre el proceso (Yt_l)t>0 y cada una de las

t t
Yy, =1 —/ YS_QdYS—i-/ YAV, Y ), (6.17)
0 0

Puesto que Y satisface la igualdad
t —~
Yi=1- / Y A(X)dW,,
0
de la igualdad (3.20) tenemos que
¢
(Y,Y), = / Y2A%(X,)ds,
0
De esto tltimo, la igualdad (6.17) y de la observacién 3.95 inciso a) se sigue que
¢ N t R
v, =1 +/ YslA(XS)dWs—i—/ Y, A%(X,) ds. (6.18)
0 0

De (6.18), la igualdad
t t
Xt =My +/ L(Ms)ds+/ O(M;) dWs,
0 0

la igualdad (3.21) y de la observacién 3.95 inciso c) se sigue que

(X, Y71, = /t Y A(X)O(X,) dt. (6.19)
0
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Sustituyendo las igualdades (6.18) y (6.19) en la ecuacién (6.16) y utilizando el inciso a) de la
observacién 3.95 obtenemos la igualdad:

t t t
Zt:M0+/ L(Zs)ds—i—/ v, ! [O(Xs)+A(XS)XS] dWs+/ Y, A(X,) O(Xs)+A(Xs)XS] ds.
0 0 0

~

Nétese que O(M) + A(M)M = C(M) para todo M € My(C). Entonces
t t R t R R
Zy = Mo + / L(Z,)ds +/ Y LO(X,) dW, +/ Y AX,)C(X,) ds.
0 0 0

Luego, como (Y;)¢>0 es un proceso estocastico con valores en Ry C esun operador lineal, obtenemos
que Z satisface la igualdad

Zt—Mo—i—/ dt—i—/C dW+/A s)ds

—M0+/O[L(Z)+A(X dt+/C’

O]

Ahora veremos una ecuacién diferencial estocdstica lineal que cumple la propiedad buscada. Esta
estard relacionada con la ecuacién (6.12) por medio del teorema de Girsanov. Antes de estudiar la
ecuacién lineal, veremos el siguiente lema.

Lema 6.5. Sean (Xi)t>o0, (Xt)tzo dos procesos estocdasticos con valores en My (C) tales que
t t
Xt:XO—I—/ Agds+ | MgdWs,
0 0
~ ~ t t
Xt:XO—I—/ Bgds+ | NgdWs,
0 0

donde (A¢)e>0, (Bt)t>0, (Mt)t>0 y (Nt)t>0 son procesos estocdsticos adaptados con trayectorias con-
tinuas con valores en Mi(C) y (Wi)e>0 es un movimiento browniano unidimensional. Entonces,

t t
XtXt:X0X0+/ XSBS+ASXS+NSMsds+/ XN+ M Xs dWs.
0 0

Demostracion. Demostraremos este lema verificando la igualdad entrada por entrada. Sean i,j €
{1,--+,n}, de la férmula de integracién por partes (proposicién 3.99), del inciso a) de la observacién
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3.95 y de la igualdad (3.22) se sigue que

n
(XeX1)ij = ZXZ’kaJ
k=1

I
NE

Xé’ng’]-i-/O X;deXf,J_,_/O Xf’]dX;’k+<X1’k,Xk’]>5

i

1

I
NE

(XS”“X(])“ + /O (XiRBRI - ALK XRI) ds 4 /0 (XEENTT 4 Mok XY aw (6.20)

b
Il
—

+ <Xi7ka)zk7j>s>
= (XOXO)i,j +/0 <(XsBs)i,j + (AsXs)i,j) ds + /0 <(X5N5)i,j + (MsXs)i,j> dW
n
+ ) (xR XK,
k=1

Por otra parte, de la igualdad (3.21), del inciso ¢) de la observacién 3.95 y la igualdad (W, W); =
(igualdad (3.32) se sigue

D (XER, XM, / MR NEIT q(w, W,
k=1

=Z / Mk NI d (6.21)
k=170

t
:/ (Mst)i,de-
0

Luego, sustituyendo (6.21) en la igualdad 0) tenemos que

(6.2
(XeX1)ij = (XoXo0)ij + Jy (XsBs)ij + (AsXs)iy + (Mg Ny)ijds + [1(XsNo)ij + (Mo X)ij AW,

lo cual muestra el resultado.
O

Proposicién 6.6. Sea P € My(C) un operador positivo. Entonces la ecuacion diferencial estocdstica

dZ; = L(Zy) dt + C(Z;) dW,

con condicion inicial Zg = P tiene una unica solucion fuerte y esta cumple unicidad trayectorial.
Mas atun, Z; es un operador positivo, para todo t > 0 c.s.

Demostracion. De la proposicién 6.1 incisos (b) y (c¢), tenemos que L y C son Lipschitz y ademés
satisfacen la condicién de crecimiento lineal, pues

L)l + [C(M)]l2 < K>(1+ || M]]3),

donde K = méx{2||C|l2,4||Hol|| + 2||C*C|| + 2||C|| + 2||C*||}. Luego, del teorema 3.110 tenemos que
existe una solucién fuerte de la ecuacién diferencial estocastica

dZ, = L(Zy) dt + C(Z;) dW,
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con Xy = P y ademds esta satisface unicidad trayectorial. Ahora veamos que para cada t > 0, Z; es
positivo. Demostraremos que existe un proceso (V;):>o con valores en My(C), tal que (VePV*)i>0
es indistinguible de (Z;):>0. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

AV, = KV, dt + CV, dW,, (6.22)

con condicién inicial Vy = I y donde
. 1 X
K :=—iHy— 500 .

Notemos que las funciones M — KM y M — CM son lineales y Lispchitz, por lo tanto,
del teorema 3.110 existe una unica solucién de la ecuacién diferencial estocéstica (6.22) y esta es
tnica de manera trayectorial. Si (V)0 es la solucién de la ecuacién (6.22), tenemos que el proceso
estocastico (V;)¢>0 satisface la ecuacién

AV =V K* dt + VO™ dW, (6.23)
con condicién inicial Vo = I. De las igualdades (6.22) y (6.23) y del lema 6.5 (considerando X; = V;
y X = PV}*) se sigue que (V;PV;*);>0 cumple la siguiente igualdad:
¢ t
V,PV} =P + / (ViPVSK* + KV,PV} + CV,PV;C*) ds + / (VsPVSC* + CV,PV}) dW.
0 0
Por otra parte, notemos que
L(M)=KM+ MK*+ CMC",

para todo M € Ms(C). De estas observaciones se sigue que
t t
PV =P [ LPV)ds+ [ CLpvy)aw,
0 0

es decir, (V;PV;*)¢>( satisface la misma ecuacién diferencial estocdstica que (Z;)i>0 y por tanto,
estos procesos son indistinguibles, es decir, Z; = V;PV;* para todo ¢ > 0 casi seguramente. Para

concluir que Z; es positivo basta notar que V; PV;* es positivo.
O

Proposicién 6.7. Sea My € My(C) positivo y (Xt)i>0 la solucion de la ecuacion diferencial es-
tocdstica (6.12) con condicion inicial My. Entonces Xy es positivo, para todo t > 0 casi seqguramente.
Mas ain, Tr(Xy) = Tr(My), para todo t > 0 c.s.

Demostracién. Puesto que My es positivo, de la proposicién 6.4 se sigue que (Y;)¢>0 es una martin-
gala con esperanza igual a 1. Sean T' > 0 y Q la medida de probabilidad definida por

dQ T 1T,

=Yr.

(6.24)

Puesto que

t
/ A%(X,)ds < 4]|C|J3t < oo,
0
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para todo t > 0, del teorema de Girsanov (teorema 3.111), se sigue que el proceso (Wt)te[O,T] definido
por

t
Wt = Wt + / A(XS) ds
0
es un movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad (2, Fr, Q). De la proposicién 6.4

inciso b) y la propiedad de asociatividad de la integral respecto de semimartingalas (ver observacién
3.95 inciso a)) tenemos que el proceso Z; = Yt_lXt satisface la igualdad:

Z :M0+/Ot [L(Zs)JrfT(Xs)(j(Zs)} ds+/0t(j(Zs)dW5.

t t
= My +/ L(Zs)ds —|—/ C(Zs)dWs.
0 0
Es decir, (Zt).e)0,1) satisface la ecuacién diferencial estocdstica

Zy = L(Z) dt + C(Zy)dW, (6.25)

con condicién inicial Zy = My. Luego, como My es positivo, de la proposicién 6.6 (aplicada sobre el
espacio de probabilidad (2, Fr,Q)) se sigue que Z; es positivo para todo t € [0, 7], casi seguramente
(bajo la medida Q). Puesto que Y7 > 0, tenemos que las medidas P y Q son equivalentes, entonces
tenemos que esta propiedad se cumple casi seguramente bajo la medida P. Dado que T > 0 es
arbitrario, podemos concluir que X; es positivo, para todo t > 0 (casi seguramente bajo P). Por

~

ultimo, notemos que de la ecuacién (6.4) tenemos que Tr(O(X;)) = 0, para todo t > 0 c.s. y ademas,
notemos que para el operador de Lindblad

L(M) = —i[Ho, M] — %{C’C*, M} + CMC,

se tiene que

para todo M € M,(C). Por lo tanto,

Tr(Xy) =Tr(My) + /Ot Tr(L(Xs))ds + /Ot Tr(O(Xy)) dW,
= TT(M())
O

Ahora veremos el teorema principal de esta seccién. Este teorema es consecuencia inmediata de
las observaciones hechas al inicio de esta seccion y de la proposiciéon anterior.

Teorema 6.8. Sea p € S(C?). Eriste una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica
(6.1) con condicién inicial p tal que py € L*(Q) y esta es unica de manera trayectorial. Mds aiin,
pt es un operador de densidad, para todo t > 0 c.s.

Demostracion. Sea (pt)t>0 la solucién a la ecuacién diferencial estocéstica (6.12) con condicién
inicial p. De la proposicién 6.12 tenemos que p; € L%(Q2) y de la proposicién 6.7 se sigue que p; es
positivo, para todo t > 0 c.s. y Tr(p;) = Tr(p) = 1, para todo t > 0 c.s. Por lo tanto p; € S(C?)
para todo t > 0 casi seguramente. Ademads, de las igualdad (6.5) se sigue que:

t t
pt=p+/ L(ps)ds+/ O(ps) AW
0 0
t t
o+ [ Lo ds+ [ (ot p.C = Tr(Cot p.CPIp.) WL,
0 0
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es decir, (p¢)i>0 es una solucién fuerte de la ecuacién diferencial estocéstica (6.1) con condicién
inicial pg = p. Unicamente hemos demostrado que existe una solucién fuerte con valores en S(C?),
sin embargo, no hemos demostrado que la solucién de (6.1) es unica. La unicidad trayectorial de
esta ecuacion diferencial estocdstica la demostraremos por medio de la proposicion 3.108, por lo que
veremos que los coeficientes de la ecuacion (6.1) son localmente Lipschitz.

Sabemos que el operador L dado por (6.3) es localmente Lipschitz por ser un operador lineal,
por lo que basta probar que la funcién R: M5(C) — M»(C), dada por

~ ~

R(M) =C(M) —Tr(C(M))M

es localmente Lipschitz. Sean K > 0y N, M € Ms(C) tales que ||M]|2,||N||2 < K. Primero consi-
deremos la siguiente igualdad:

R(M) — R(N) = C(M — N) — Tr(C(M))(M — N) — Tr(C(N — M))N. (6.26)
Por otra parte, tenemos que

[T (C(M))| = |Tr(CM) + Tr(MC™)]

(6.27)
< 2[|Cl2]| M2
De la igualdad (6.26) y la desigualdad (6.27) obtenemos que
IR(M) = R(N) 2 < (4]Clz + 21IC 2| M 12 + 2] Cll2| N|2) [ M — N2 (6.28)
< (4]Cllz + 4 Cll2K) | M — N|2.

Luego, R es localmente Lipschitz. Por lo tanto, de la proposicién 3.108 se sigue que la solucién de

la ecuacion 6.1 con condicion inicial pg = p cumple unicidad trayectorial.
O
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7. Aproximacién de la ecuacion de Belavkin a partir de trayecto-
rias cuanticas discretas

El objetivo de esta seccién es estudiar la convergencia de las trayectorias cudnticas discretas a
la ecuacion de Belavkin. La convergencia que estudiaremos es la convergencia en distribucién sobre
el espacio de Skorokhod. Para estudiar esta convergencia, debemos definir procesos estocésticos con
trayectorias cadlag con valores en este espacio que representen a las trayectorias cuanticas discretas.
Sea p € S(C?), {x, 71} una base ortonormal de C?, X € B(C?) un observable con descomposicién
espectral X = M\gPy + M P1 y {Un}nen C B(C? ® C?) una sucesién de operadores unitarios. Para
cada n € N, denotaremos por

(PR ke,
al proceso estocastico con py = p construido en la seccién 5 a partir del observable X y el operador
unitario U™.
Para cada n € N, definimos el proceso estocastico p™ = (p})i>0 por
pA? = p’rfntj .

Noétese que este proceso es un proceso con trayectorias cadlag y sus trayectorias son constantes
por pedazos. Veremos que bajo hipdtesis adecuadas, la sucesiéon de procesos estocasticos {p" }nen
converge en distribucién a la solucién de la ecuacién de Belavkin (p¢)s>0. Las hipétesis son las
siguientes:

(A) El observable X no es diagonal en la base {xg,x1}, es decir, las proyecciones espectrales de X
no son las proyecciones sobre los elementos de la base.

(B) Para cada n € N, la evolucién unitaria U, se encuentra dada por
i n
U, =exp _EHtot ,
donde H}, € B(C? @ C?) es el operador autoadjunto definido por

Hly = Hy® I+ vn((—i0) ® af +iC* ® ap) , (7.1)

Hj es autoadjunto, C' € M3(C) y para i # j, el operador a§ se encuentra definido por medio
de la igualdad

at(xg) = 6ipw;
y su extension lineal a todo C2, o dicho de otra manera, a(l] y a(l] se encuentran representados
en la base {zg,z1} de la siguiente forma:

00 0 1
0 _ 1 _
i=(10) 9= 0)

La hipdtesis (B) se interpreta de la siguiente manera: en cada cadena de Markov (p})ren las inter-
acciones se dan en intervalos de tiempo de longitud 1/n y la constante de acoplamiento es igual a

NG
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7.1. Construccion de la sucesion

Antes de estudiar la convergencia veremos una expresion de los operadores Ly y £1 de la seccién
en 5.1. Para determinar estas expresiones consideraremos la siguiente base ordenada de C? @ C?:

B = {z0 ® 0, 11 ® 20, X0 ® 1,71 @ T1}. (7.2)
Sea A € B(C? ® C?) y consideremos su representacion respecto de la base 3
Aoo  Aoa
A — ) ) ,
<A1,0 A
donde A;; € M»(C), i,j € {0,1}. Notemos que si 7' € B(C?), el operador T' ® I tiene la siguiente

representacion en la base 3:
'l = o
- \0 T/

Tr (A(T X I)) =Tr (A(]’()T) +Tr (Al,lT)
= T?"((A0,0 + Al’l)T).

Entonces

Del teorema 2.19 se sigue que
Try, (A) = Agp + A,

es decir, la representacién en la base {xo,z1} de la traza parcial de A es igual a la suma de los
bloques de la diagonal.

Sea X un observable con descomposicion espectral X = A\gFPy+ A1 P;. Puesto que X es un operador
sobre un espacio de dimensién 2, las proyecciones espectrales cumplen la siguiente relacién:

ag @ a -a
P=(" 0 0,1 . P = a1 0,1 ’
ap,1 a1 ~aop,1 ao
donde ag,a1 > 0, a; + a9 = 1y a1 € C cumple la relacién |a; 9| = /a1ap. Més ain, como el

observable X no es diagonal en la base {x¢, z1}, tenemos que ag y a1 son estrictamente positivos y
ap,1 7 0. Luego, tenemos la siguiente representacién en bloques del operador I ® Fj :

. aof ClO,lI
I® Py = <a0’11 al[) . (7.3)

Dado A € B(C? ® C?), tenemos que los bloques de la diagonal del operador (I ® Py)A(I ® Fy), se
encuentran dados por

2
Al,la

2 _ P
Ap,o + a1ap,1 40,1 + arap1A10 + a7 A1,

(I ®Py)AI & Po))070 = ad Ao + aoo1 Ao + apaoi Ao + |ao 1
((I@ P())A(I ® PO))l,l = ‘CLOJ

donde ((I® Py)A(I® Ry)),, Y ((I®P)A(I® Py)), , denotan a los bloques 0,0 y 1,1 del operador
(I ® Py)A(I ® Py), respectivamente. Entonces,

Tra, (I ® Po)A(I ® Py)) = (af + |ao1|*) Ao, + (ao@o + a1d@o,1) Ao + (agaos + arao1) Ao
+ (Jao,1|* + af)Ar1.
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De la condicién PO2 = Py tenemos que la igualdad anterior se simplifica de la siguiente manera:

Try, (I ® Py)A(I ® Py)) = agAoo + @o,1 40,1 + a0 A1 + a1 Ay (7.4)
De manera andloga tenemos que

Try, (I @ P)A(I ® P1)) = a1App — 0,1 401 — a0 1410 + apAi 1. (7.5)
Puesto que ag + a1 = 1, tenemos que que

Lo(A) 4+ L1(A) = Agp + A 1. (7.6)
Sea U un operador unitario con representacién matricial en la base [ :
U U
o= (ot 011

donde U; ; € M»(C), i,j € {0,1}. Dado p € S(C?), tenemos que en la base 3, el operador p® |zo) (o]

se encuentra representado por
_(r 0

«_ (Uoo U1\ (p 0\ (Uso Uiy
U(p o) (o) U —(Um U1,1> (0 O) (U&l o

_(UO,OPU(T,O Uo,oPUfo>
UopUsy UopUiy)”

y por tanto,
(7.7)

Nétese que esta expresion Unicamente depende de p y de los bloques Upg y Uy . Por otra parte,
para cada n € N, la representacién en bloques de H{}, respecto de la base 3 se encuentra dada por:

W ( Hy JmicC*
Htot - (-Z\/’EC HO ) : (78)

Desarrollando los términos hasta orden 2 del operador unitario
U" =exp| — iH g
n tot |»
tenemos que

i 1 ) 1
0" == L g o ().

de ésto ultimo y de la igualdad (7.8) podemos deducir las siguientes expresiones para los bloques
Ugo y Uty del operador unitario U™:

1 1 1
no=T——(iHy+-C* -
U070 n (Z 0+ 20 C> +O <n> 5

. 1 1
Ul,O = —%C"‘ o <n> 5
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donde {o (1) }neN C M3(C) es tal que

lim no (1) =0, (7.9)
n

n—o0

respecto de la norma de operador.
Las expresiones anteriores nos permiten calcular los bloques del operador U™ (p® |zo) (zo|)(U™)*.
Dado p € S(C?), tenemos que

N 1,. " .
Ugor(Ugo)™ = p — E(Z[H()vp] +1/2{C*C,p}) + 0

(p)-

()

1
n

1
=p+—-J(p)+0
n

3=

donde
J(p) = —i[Ho, p] — 1/2{C*C, p}

61(p) = |::L(iH0+ %C*C) +o<i)] p [:L(—ZHOJF %C*C’) +o<i)] :

() I ol
G-

Puesto que ||p|| < ||p|l1 = 1, tenemos que

60 < | (1ol + 1/21C°C1l) +

1
n

1 ,
< |5l +1/21C7C1) +

De la desigualdad anterior se sigue que

lim noi1(p) =0,

1
n—o0 n
para todo p € S(C?) y més atn, la convergencia es uniforme sobre S(C?).
Por simplicidad, denotaremos por 61 a cualquier funcién 61 : S(C?) — M(C) que cumpla la
condicién:
lim no1(p) =0, (7.10)
n—o0 n

uniformemente sobre S(C?).

Observacién 7.1.

a) Sin pérdida de generalidad, consideraremos que el limite en (7.10) se cumple respecto de
la norma de operador, la norma de Hilbert-Schmidt y la norma de traza, pues estas son
equivalentes en dimensién finita.

b) Dado p € (—o0, 1], tenemos que
lim n? 61 (p) =0,

n—0o0 n

uniformemente sobre S(C?).
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(p)] <

c) Puesto que ’TT‘ (é }(’) (p)”l, para cualquier p € (—oo, 1] se tiene que

1 1
z p ~ _
T}l_}rlgon Tr(oi(p)) =0, (7.11)

uniformemente sobre S(C?).

De manera analoga, para cada n € N, podemos deducir expresiones para los demas bloques del
operador U™ (p ® |zo){xo|)(U™)*. Denotaremos por

(U™ (p @ |wo) (o )(U™)")i 5

al bloque 14, j del operador U™ (p ® |zo)(zo|)(U™)*, para cualesquiera ¢,j € {0,1}. De (7.7) tenemos
que los bloques de este operador se encuentran dados por:

(U™ (0@ leo) (wol) (U)o = Ugop(Ugo)* = p+ T (p) +61.(), (712)
(U0 o) (za) (V") s = Uap(Uf)” = =—=pC" + 0, (). (713)
(U™ (0 & Jao) (20D (U™) Do = Uiap(UGo)" = =—=Co-+ 0, (). (7.14)
(U0 @ o) o (U™ D11 = Ulgn(UTo)" = - CoC* +61(p). (7.15)

1
Nétese que como funciones de p, los términos (7.13), (7.14) y (7.15) convergen a cero uniformemente
sobre S(C?).
Dados i € {0,1} y n € N, definimos £? : S(C?) — B(C?) por
L3 (p) = Try, (I © PYU" (p @ |wo){wo|) (U™ (I @ B)), pe S(C?).

Veremos que la traza de estos operadores converge uniformemente sobre S(C?). Este resultado es
importante, pues nos permitira estudiar la convergencia de la sucesiéon de procesos estocasticos

{ﬁn}nzo-
Lema 7.2. Para cada i € {0,1}, se tiene que

lim Tr (L} (p)) = ai,

n=r00
para todo p € S(C?). Mds aiin, la convergencia es uniforme sobre S(C?).
Demostracion. Sean i € {0,1} y p € S(C?). De las igualdades (7.4) y (7.5) se sigue que
T (L7 (p) — ail = |Tr (LY (p) — Tr(aip)|
< 210 (T(p))] + as|Tr (6
+ a1 Tr (Ugip(Ug)") |-

(p))| + 2lao || Tr (Ughp(Ug)™)]

1
n

Entonces

n a; A n n \* n n o\ *
|Tr (L} (p)) — ai| < K+ aillox (p)llr + 2lao 1 l[Ugop(Ugt)* It + a1—il|Ugy p(Ugy)* I1, (7.16)

1
donde K > 0 es tal que
[T M)y < KI| M1,
para todo M € M;(C).
El resultado se sigue de la desigualdad (7.16), pues los tres ultimos términos del lado derecho

de esta desigualdad convergen uniformemente a cero conforme n — co.
O
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Dado que ag > 0 y a; > 0, del lema 7.2 se sigue que existe N €N tal que para todo n > ]/\\7,
Tr(L}(p)) > 0, (7.17)

para todo p € S(C?) y para cualquier i € {0,1}. Esta condicién nos permite realizar la construccién
de la seccién 5.1 a partir de N, es decir, para cada n > N tenemos la igualdad (5.30):

Dy qr
Prr1 = Lo (o) + L1 (pg) + X (\/ ML (o) — \/ il ﬁg(ﬂ?)) , k>0, (7.18)
Agy1 Pr11

donde

X]? _ ]]‘Ak+1 - ql::L—‘rl
+1 T T
V1941
Para cada k > 0, representaremos a p} respecto de la base {x¢,z1}. Luego, sustituyendo los bloques

del operador U™(p}} ® |zo)(zo|)(U™)* (igualdades (7.12) a (7.15)) en las igualdades (7.4), (7.5) y
(7.6) tenemos que

Ly (p) = aoUgop(U,
L} (p) = arUgop(U,

n n 1 -~
Lo(p) + LY (p) =p+ EL(”) +0

0)" +a01Ugop(UTo)" + a0 U op(Ugo)™ + a1Ut'op(UTp)",  (7.19)
0)" = @010 op(UT')" — a0 1UTop(Ugo)" + aoUT'op(UTy)",  (7.20)

(n), (7.21)

ur
0,0
Ur
0,0

3|~

donde L : M5(C) — M>(C) es el operador de Lindblad
1
L(M) = —i[Hy, M| — 5{0*0, M} +CMC*. (7.22)
Sustituyendo las igualdades (7.19), (7.20) y (7.21) en la igualdad (7.18) tenemos que
Xn

k * — *
o1 (pf) + ——r [<a1pz+1—aoqzﬂ)vgtopzwato) @01 Uonl (UT)
\/pk+1qk+1

Q‘H

1
Pri1 = Pk + ;LO}Z)

UL (UZ0)° + (a0ss — alpzﬂ)Uﬁomeﬁo)*]
(7.23)

Sustituyendo las igualdades (7.13), (7.14) y (7.15), en las igualdades (7.19) y (7.20) se sigue que

arTr(Lg(p)) — aoTr (L7 (p)) = Tr(@o1Ugop(Ug1)* + a0 1UTop(Usy)*) + (af — ag)Tr(Ufop(Ut'o)*)
1 N (12 2 .
= —ﬁTT(al,OCP"‘ELOPC ) (a1 O)TT<C,OC )
+ Tr(61(p).

(7.24)
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De la igualdad (7.24) y de la observacién 7.1 inciso ¢) podemos deducir la siguiente expresion:

2 2
ai — Q,
Tr (al,on + 6170p0*)p + (InO)

(p)-

o Tr(L3(p)) — aoTr<£8<p>)] Ugop(Uo)” = — Tr(CpC)p

& 5=

S|=

(7.25)

Sustituyendo las igualdades (7.14), (7.15) y (7.25) en la ecuacién (7.23) se obtiene que

1 X 1 _ _
P =k + —L(0}) + 01 (o}) + —mri— [ (a0aCft + o1 pRC* = Tr(ar ool +a1,001C") )
" VPr+19%+1 vn

2
a % n n n .n n )k
+ 7< o )TT(CP wC ) (Pk) + (%%H - alkarl)UO,Opk(Ul,O)

L
n

Por otra parte, del lema 7.2 y de la continuidad de la funcién (x,y) — —= sobre (0,00) x (0, c0),

NE
se sigue que
1 1
lim = (7.26)

n—00 \/T £n ))TT(,C?(p)) \/aoala

para todo p € S(C?) y ademds, la convergencia es uniforme sobre S(C?). Con este resultado,
podemos deducir otra expresion para pp ;:

n
XkJrl

__krl Co® +a ne Co +a e n)
Jaoan (“0’1 Pr + 0,17k r(a1,0Cpy; + @100k C*) Pl

1, .
Pk+1 = P+ EL(pk) +0

+X£+1Z (pn)
\/ﬁ n\VMk/»

(7.27)
donde
1
Zn(p) = - 0,1Cp +ap,1pC* = Tr(ag 1 Cp +50,1PC*)P)
\/TT‘ L” TT‘ L”( ) 041
a T —a T 2 —_— 2
< o (£ 0(”)) G0 )(10 c* +\/ﬁal(p)p> + @=%) 1y (0p0)
\/Tr(ﬁg Tr En(p \F " \/nTT(Eg(p))TT(E'f(p))
(7.28)

Del lema 7.2 se sigue que {Z, }n> 5 converge uniformemente a cero sobre S (C?), pues en el primer
y tercer término de la suma, la parte correspondiente al escalar converge uniformemente a cero
y la parte correspondiente al operador estd acotada uniformemente sobre S(C?) y en el segundo
término, la parte correspondiente al escalar converge uniformemente a una constante finita y la
parte correspondiente al operador converge uniformemente a cero (por la observacién 7.1 inciso b)).

De la condicién |ag1| = /apa; y de la igualdad (7.27) obtenemos que

Xr, . | | |
() + L (e Cpf + ¢ ppC* = T (e Cpf + i)}

vn

1 .
Prs1 = Pr + 5L(p2) +0

1
n

Xn
+ bl Z’”«(p’lrﬁl)a

vn
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donde 6 € R es tal que a1 9 = ei0|a1,o\.

Sea Cy = e~ ?C. Nétese que CyCy = CC*, por lo cual tenemos que la expresién del operador L
como funcién de C (ver la ecuacién (6.3)) es la misma para los operadores Cyp y C. Luego, podemos
realizar la siguiente modificacién al Hamiltoniano H{},:

tot ™ —iy/n Cy Hy ’

para obtener la férmula recursiva

n_nan Xl?—‘rl noono* (O novk\ n
Pt = PR+ —Lpk) + (%HW pi + pC* = Tr(Cp + ppC™) ply

01
n

Xkt
De esta igualdad obtenemos que

Prs1 — P = Pry1— Po

k
= (o1 — P})

i=0

_ A i+l * *

=2 L+ ox el + 3 (Cor 4 pre = Tr(Cpp + piC) k)
=0 i=0 =0
+, \/% Zn(p7}),

=0
y por tanto,
k k_ xn
Pipi=p+ Z EDNACIED ey (Cp? +ppC* = Tr(Cpjf + p?C*)pZ)

(7.29)

+ Z g (o)
= vn

Esta 1ltima expresion nos permitird expresar al proceso (p})¢>0 en términos de integrales estocasti-
cas.
7.2. Resultados de convergencia

En esta seccién estudiaremos la convergencia de la sucesion {p" },en a la solucién de la ecuacién
de Belavkin. Recordemos que para cada n € N, el proceso estocdtico (p}):>0 se encuentra definido
sobre el espacio de probabilidad (Q, ¥, P,), donde P, es la medida de probabilidad construida en
la seccién 5 a partir del operador unitario U, y el observable fijo X (ver teorema 5.11). Para cada
n € N, la filtracién (F;*)¢>0 que consideraremos para p" es la siguiente

Fi = 0’(7Tk k< LntJ),

donde 7y, denota a la k-ésima proyeccién sobre QN es decir, m(w) = wg.
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Para cada n € N, denotaremos por E,[X] a la esperanza de X respecto del espacio de probabi-
lidad (QV,%,P,,) y de manera ansloga, denotaremos por E,[X|F] a la esperanza de X dada F C ¥
respecto de dicho espacio de probabilidad.

Estudiaremos la convergencia a partir de N €N tal que se cumple la condicién (7.17). Nétese
que esto no afecta la convergencia de la sucesién completa y ademas nos permite representar al
proceso pp, (con n > N) en términos de integrales estocdsticas. De la ecuacién (7.29) obtenemos la
igualdad:

|nt]— 1 |nt]—1 [nt]—1 Xn
0 = Pl =P+ Z IR ACIESSY N (C +pfC* = Tr(Cp} + piC*)p )
] =0
"

5 g,

1=0

para todo t > 0, considerando que las sumas del lado derecho son cero si |[nt] = 0. En términos de
integrales estocdasticas podemos reexpresar la ecuacién anterior de la siguiente manera:

|nt|—1

t
=pt 3 o0 + [ yawe+ [ oo avy

t
4 [ (ca + e —Tr(ea + ety ) awr.
0

(7.30)

donde
[nt]

Z :

Tenemos que los procesos estocéasticos W™ = (W/*);>0 y V™ = (V;*)1>0 son procesos cadlag, adapta-
dos a la filtracién (F;")¢>0 y son proceso de variacion finita pues son constantes por pedazos. Luego,
la igualdad (7.30) se obtiene por medio de la integral de Lebesgue-Stieltjes (ver teorema 3.124).

Los teoremas que usaremos en esta seccidon se encuentran enunciados para procesos sobre R™,
sin embargo, podemos resolver esto de dos maneras: primero, podemos identificar al proceso p"
como un proceso con valores en R® y aplicar los teoremas directamente (ya que estos teoremas sélo
dependen de la norma euclidiana) o bien, podemos notar que estos resultados se pueden extender a
procesos estocdsticos definidos sobre Ms(C).

Primero estudiaremos la convergencia de los procesos V" y W™ por separado. Nétese que V" es
constante como variable aleatoria sobre Dg[0,00) y ademds, para cada t > 0 se tiene que

nt nt 1
<

luego,

es decir, la funcién t — V;* converge uniformemente en compactos a la identidad y por tanto,
también converge respecto de la topologia de Skorokhod sobre Dg|0,00) (ver teorema 4.10). En
particular tenemos que V" = Id, donde Id denota a la funcién identidad sobre [0, 00).

Ahora veremos un lema que nos ayudara a estudiar la convergencia de {WW"},cn. Recordemos
que N € N denota al niimero natural que cumple la condicién (7.17).
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Lema 7.3. Para cadan > N se cumple lo siguiente:
(a) W™ es una martingala respecto de (F')t>0 Yy

[t
(8) W W)= S (XD

i=1
Demostracion. Sean 0 < s < t, Notemos que
[nt]

th Z 7

J [ns]+1

Primero consideremos el caso |ns| < |nt|, de la proposicién 3.14 y de la proposicién 5.10 inciso a)
se sigue que

Lnt
B, W = W F] = T Z n[ X5 [ F]
i=|ns]+1

[nt]

LRI
=|ns

=0,
pues FI' C o(m i < j— 1), para cada j € {|ns| +1,---,|nt]}. Para el caso |ns] = [nt| tenemos

que la igualdad E,[W{* — W | FI'] = 0 se cumple inmediatamente. Entonces tenemos que
E Wi [ ST = EnWS | P = W

Por lo tanto, W™ es una martingala.
Ahora, para calcular el bracket de W™ primero notemos que

¢ [ nt] j—1
1
/ W AW = Z (=>xm)x;
n-
0 == (7.31)
1
=— ) XPX7
n
i<j<[nt]
Por otra parte, tenemos que
1 2
WP == (XPP+= > XPX]. (7.32)
i=1 i<j<|nt]
Recordemos que
t
W W = (V=2 [ aw,
(ver definicién 3.129). Por lo tanto, de las igualdades (7.31) y (7.32) tenemos que
W™, W, = / wrdwr
[nt)
1 n\2
=5 (Xi")
=1
[
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Proposicién 7.4. La sucesion {W"} _ g converge en distribucion a W, donde W = (Wy)i>0 es un
movimiento browniano.

Demostracion. Del lema 7.2 y de la continuidad de la funcién (z,y) — & sobre (0,00) x (0, 00)

obtenemos que existe una constante K > 0y N; € N tales que para todo n > Nj se tiene que

\/TT(,Cg(p)) . \/Tr(/lz(p)) <K (7.33)

para todo p € S(C?). R
Sea N € N para la cual se cumple la condicién (7.17). Para todo n > N, tenemos que

‘C?pz 1

1— 1y, (7.34)
ﬁf P? 1 Tr(L3(p}y)
para todo i € N. Sea n > max{Ny, N}, de las igualdades (7.33) y (7.34) tenemos que
AW = (W) = W]
= [ X[y (7.35)

< K,

es decir, para cualquier n > méx{ Ny, N }, el proceso AW™ se encuentra acotado por la constante
K. »
Ahora veremos que [W", W"]; — t. Del lema 7.3 inciso (a), tenemos que

2 L] 2
s (v Y] - L (o)’

i=1
[nt]

nzzE (2 =17+ 5 3 B - (e - ).
A (7.36)

Por otra parte, de la proposicién 5.10 inciso b) y de la proposicién 3.13 tenemos que para i < j
tenemos que

E, [((X{L)2 ) (XM =1) |o(m:l<j—1 } (XM)2=1)E [((X;?)Q ~1)|o(m:l<j—- 1)}
0,

(7.37)

y por tanto
En | ((X2)2 = 1)((x7)2 = 1)| =0.
Sustituyendo esta igualdad en (7.36) tenemos que

[nt]

= (o w = BE) ] = G S (e -2y
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De esta igualdad y la desigualdad (7.35) se obtiene que para n > mam{ﬁ, Ny}
t]\2 K%+ 1)
En[([WnaWn]t - m) ] < #
n n

Luego, de la desigualdad de Minkowski tenemos

(=a (0o w =) ) < (o (v BE) ) [

2
SK +1+’Lntj
n

4y

De esta desigualdad podemos concluir que

lim En[([W”,W"]t —t)Q] =0,

n—oo

y por lo tanto, de la desigualdad

P, [|[W", W, —t| > ] < E%EHK[W”,W”]t _ t)2],

tenemos que

lim P, [|[W", W"), —t| > e] =0,

n—o0

para cada € > 0, es decir,

W, wn, s ¢, (7.38)
De (7.35) y de (7.38) tenemos que {W"} _ & cumple las condiciones del corolario 4.37. Por lo tanto,
wnr = W. a
O
Observacién 7.5. Para cada n > N , de la proposicién 5.10 tenemos que
Enl(X]) lo(m i <j—1)] =1,
para todo j > 1. En particular, tenemos que
En[(XM)?] = By |Eu[(X?)? | o(m i < §
(X (X2 ol < ) 79)
=1.
De esto ultimo se sigue que
E,[[W" W”]]—l%ﬂﬂ [(X")Q]—Mq (7.40)
n ) t| — n pa mn i — n = . .
Luego,
sup E, [ [W", W"];] < oc. (7.41)
nZ]’\\f

La condicién anterior es de suma importancia, pues ésta nos permitird verificar que se cumplen las
condiciones de los teoremas de convergencia de integrales estocasticas.
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Lema 7.6. Definimos el proceso estocastico Z,(p™) por
Zn(p")e == Zn(p7);
donde Z,, se encuentra dado por (7.28). Entonces
Zn(p") = 0.

Demostracion. Recordemos que Z,, se encuentra dado por

1 1
(P) <\/Tr (ﬁg(p))Tr (Uf(p)) \/(10(11) (CLLO pP T aiop T’(CLLO p T aiop )p)
aoTr( Ly —a1Tr(LY 2 9
* < rlesio) err (El(p))> (10/)(1* + \/ﬁal(p)p> + (a1 — ap) Tr(CpC¥)
Vr(aw)r () SV ’ \/ ntr(£5(0) Tr (21 ()

Y {Zn},~ 5 converge uniformemente a cero sobre S(C?). Sea n > N, dado T € [0, 00), tenemos que

sup || Zn(pf)ll2 < sup ([ Zn(p)|l2-
0<t<T pES(C2)

Luego, para cada n se tiene que

R 1
Po| sup [1Za(p)lz > 2| <= sup |Za(p)]l2
0<t<T € pes(C?)

entonces P
sup || Zn(pr)ll2 — 0,
0<t<T
pues la sucesién de funciones {Z,},, converge uniformemente a cero sobre S(C?). Luego, del lema
4.28 se sigue que

Zn(p") = 0.
O]
Para cada n definimos el proceso estocdstico I™ = (I}');>¢ por medio de
t
I = /0 Zn(ph) dW?. (7.42)

Proposicién 7.7. I, = 0.

Demostracion. Del lema 7.6 sabemos que Z,(p") = 0. Por otra parte, de la proposicién 4.29 obtene-
mos que (Z,(p"), W") = (0, W), pues {W"} _ & converge en distribucién al movimiento browniano
y este es un proceso estocdstico con trayectorias continuas. De (7.41) tenemos que {W"} _ & cumple
la condicién (C1’) de la observacién 4.39 y por tanto, del teorema 4.38 se sigue que B

(Zn(p"), W', 1) = (0, W, 0).

En particular, tenemos que I"™ = 0.

Ahora veremos el resultado principal de esta seccidn.
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Teorema 7.8. Sean p € S(C?), {xg,z1} una base ortonormal de C?> y X = MNPy + M P1 un
observable cuya descomposicion espectral no es diagonal en la base {xq, x1}, es decir, las proyecciones
espectrales cumplen la siguiente relacion:

ay a a -a
Py= (% 1) p_ (™ 01)
ap,1 Al —-ao,1 ao
donde ap,a; >0, a1+ap =1 y |ap,1| = Japar. Para cadan € N, consideremos el proceso estocdstico
(PE)k>0 con estado inicial pyy = p, construido a partir del observable X y del operador unitario

]
(i)
donde A A
He :=Hy®I++/n (—z’e”’C ®al +ie YC* @ a(l)) , (7.43)
y 0 es tal que a1 = €?|aio|. Sea (pt)i>0 la solucion de la ecuacion de Belavkin (ecuacion (6.1))

con condicion inicial pg = p, es decir,

t t
pt=p+ / L(ps) ds + / (Cps + psC* = Tr(Cps + psC*)ps> dWs,
0 0
donde 1
L(M) = ~i[Hy, M] ~ S{CC*, M} + CMC®, M € My(©).

Entonces la sucesion de procesos estocasticos {p™}nen dada por

PY = Pl
converge en distribucion a (pt)i>o.

Demostracion. Sea N € N tal que cumple la condicién (7.17). Entonces para todo n > N se tiene
que

t t
=p+e+ / L(p2) v + / (Cpz+prcr —Tr(Cpt +pC)pe ) AWy, (T44)
0 0

donde €" = (€} );>0 se encuentra dado por

[nt]—1

@im S ou()+ 1T,

1=0

(ver la ecuacién (7.30)). Luego, consideraremos la convergencia de la sucesién a partir de N para
poder aplicar los resultados de integrales estocésticas.

Para aplicar directamente los teoremas de integrales estocasticas, identificaremos a los procesos
estocasticos (X¢)¢>0 con espacio de estados My (C) como procesos estocasticos con espacio de estados
R® : para cada t > 0, sea (Xt)ij la entrada ij de X3, identificaremos a X; con el vector con entradas
Re((X1)ij) vy Im((Xy)ij), donde 4,5 € {0,1}. El orden en el que identificaremos cada una de las
entradas del vector que resulta de este procedimiento es indistinto.
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Primero analicemos la convergencia de la sucesién de procesos {e Notemos que

"

Lnt
sup H o1(p))|, < InT) swp ||ox ()|
t€[0,T] " 2 peS(C?) " 2 (7.45)
<T sup ’nol(p)H
pES(C2) n 2
Luego, para cada ¢ > 0 se tiene que
LntJ 1
T R
n[ sup H 01 (p? ‘ >8} < — sup ‘nol(p)‘ , (7.46)
tefo,11" 5o 2 € pes(c?) n 2
y por tanto
[nt]—1
sup |37 x| L0
tefo, 7" T " 2

Del lema 4.28 se sigue que €’ — I"™ = 0 y ademas, de la proposicién 7.42 tenemos que I™ = 0.
Luego, de la proposicién 4.30 se sigue que € = 0.

Por otra parte, tenemos que V" = Id y W" = W (proposicién 7.4), donde Id denota a la
funcién identidad sobre [0,00) y W es un Movimiento Browniano. De la proposicién 4.22 inciso b)
tenemos que la sucesién (V™ W™) es tensa, pues cada una de las entradas converge en distribucién
a procesos estocdsticos con trayectorias continuas. Ahora veamos que (V" W™) = (Id,W). De la
proposicién 4.26 obtenemos que para k € Ny ty,---  t; € [0,00) se tiene que

(Wt?7 T ’WtZ) = (tha T ?Wtk)
y ademas tenemos que

lim (V; Lo Vtk)— hm(Lntle... , Lnth):(tl?... ).

n—00 n—00 n n

Noétese que este limite es un limite de vectores que son constantes como variables aleatorias y en
particular, este limite también se cumple en distribucién a una constante, es decir,

(V;frllv 7%:) = (tla"' 7t/€)'
De esto tdltimo y de la proposicién 4.26 tenemos que
(‘/,‘,?7 o 7‘/;7]:7Wtrll7' o 7Wt711) = (tla” : 7tk‘7Wt17'” 7Wtk)7
es decir,
n otin ([0 00))
(v, wn) (Id, W), (7.47)
(ver definicién 4.17). Luego, de (7.47) y de la proposicién 4.23 obtenemos que
(VW™ = (Id,W). (7.48)

De (7.48) y de la proposicién 4.29 tenemos que (¢”, V", W") = (0,Id,W). Ademds, notemos que
la funcién
(@,y,2) = (z+py, 2)

104



es continua sobre Dgs,r2[0,00) (o bien, sobre Dy, (c)xr2[0,00)) y por tanto, de la proposicién 4.8
se sigue que
(p+ e, VW™ = (p, Id,W). (7.49)

Por ltimo, reescribiremos la ecuacién (7.44) para poder aplicar el teorema de convergencia de
integrales estocasticas. Tenemos que

0 0 t( 0 0 ) <V”>
)= )+ N e e VA ). (750
<pt) (p+€t> /0 L(py) Cpy+ ps-C* = Tr(Cpi + piC*) py- Wy (7.50)

Tenemos que la semimartingala vectorial (V™ W"™) cumple la condicién (C1’) de la observacién
4.39, pues
nt
rv = 4,
n
luego, de esto ultimo y de la observacién 7.5 se sigue que

sup E, [[W", W™, + T,(V")] < 2t. (7.51)

nzﬁ

Recordemos que las funciones L, R : My(C) — M(C) se encuentran dadas por
1
L(M) = =i[Ho, M] = S{CC*, M} + CMC", M € My(C),

y ~
R(M) = CM + MC* — Tr(CM + MC*)M, M € My(C).

Identificaremos a L y R como funciones de R8 en R®. Con esta identificacion, definimos la funcién
F ]Rs — M16><2(R) por
0 0

PO = (L man) MEE

donde los ceros en los bloques de F representan al vector 0 en R® como vector columna. Veremos
que F' cumple la condicién (C2’) de la observacién 4.42. Sea { My, }nen C Dgs|0,00) tal que

sup || M, (s) — M(s)||2 — 0.
s<T

Tenemos que
[ F'(Mn(s)) = F(M(s))ll2 = [|L(Mn(s)) — M(s))[l2 + [|R(Mn(s)) — R(M(s))]]2.
De la linealidad y continuidad de L, obtenemos directamente que

sup [L(Mp(s)) = L(M(s))ll2 = 0.

De manera andloga a la desigualdad (6.28) de la demostracién del teorema 6.8, obtenemos que

sup IR(Ma(s)) — R(M(3)]|2 < (4]Cll2 + 4/|C|2K) sup || (5) = M)z

donde
K := mix { sup || M (s)l|2, sup sup HMn<8)H2}
s<T neN s<T
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Y por tanto,

sup [|R(Mn(5)) = R(M(5))ll = 0. (7.52)

Luego, F' cumple la condicién (C2’).
Puesto que la solucién de la ecuacion diferencial estocastica

t t
pr=p+ / L(ps)ds + / (Cps + psC* = Tr(Cps + psC*)ps)dWS (7.53)
0 0
cumple unicidad trayectorial (teorema 6.8), cumple unicidad en ley. Por otra parte, tenemos que
(0,p+€",0, V", W") = (0,p,0,1d, W),

pues sélo anadimos la coordenada cero. Por lo tanto, de esto dltimo, de las condiciones (7.51) y
(7.52), y del teorema 4.41 se sigue que

(0,p+ €, V", W™,0,5") = (0, p, Id, W, 0, ).

En particular, tenemos que p"™ = p.
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