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5. Descripción de las trayectorias cuánticas discretas 65
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1. Introducción

En este trabajo se estudiará la convergencia de procesos estocásticos en tiempo discreto en
la mecánica cuántica a la solución de una ecuación diferencial estocástica llamada ecuación de
Belavkin. Este procedimiento permite justificar la modelación matemática de la evolución de un
sistema cuántico en tiempo continuo mediante esta ecuación diferencial estocástica. Los resultados
de este trabajo fueron desarrollados antes en el art́ıculo [18], sin embargo, la demostración de los
resultados de este trabajo se abordan de manera rigurosa y mediante algunas técnicas distintas.Un
aspecto importante a destacar es que estos resultados no son autocontenidos y no encontramos forma
de aplicar los resultados que se citan en [18] para justificar los resultados que no se demuestran.
El objetivo de este trabajo es desarrollar de manera clara y detallada la descripción del modelo en
tiempo discreto, la existencia y unicidad de la ecuación de Belavkin, y los resultados de convergencia.
Además, se espera que este trabajo sirva como base para desarrollar resultados de convergencia
mediante éstas técnicas para el modelo discreto desarrollado en la referencia [2].

El desarrollo de este trabajo requiere de teoŕıa de espacios de Hilbert y además, de resultados
del área de probabilidad y procesos estocásticos. En su mayoŕıa, estos resultados se enunciarán sin
demostración, para cada uno de estos resultados se darán las referencias correspondientes.

Primero veremos el modelo discreto. El sistema cuántico que nos interesa medir está representado
por un espacio de Hilbert H0 acoplado a una cadena de sistemas idénticos e independientes. Cada
copia de estos sistemas se encuentra representada por un espacio de Hilbert, H. El espacio H espacio
representa un tren de fotones o electrones disparados hacia el sistema H0. Consideraremos que estos
espacios son de dimensión finita. A cada espacio se le asociará un operador positivo de clase traza,
con traza igual a 1, a un operador con éstas caracteŕısticas se le conoce como estado u operador de
densidad y a los operadores de densidad sobre H los denotaremos por S(H).

Cada copia de H interactúa con H0 una tras otra en intervalos de tiempo de longitud h. La
información de la evolución del sistema H0 se obtiene al realizar una medición sobre el sistema H
en cada interacción. En la primera interacción, el sistema está descrito por el producto tensorial
H0 ⊗ H y la evolución está descrita por un Hamiltoniano Htot, que es un operador autoadjunto
sobre H0 ⊗H. Su forma general es

Htot = H0 ⊗ IH + IH0 ⊗H + λHint,

donde H0 y H son operadores autoadjuntos sobre H0 y H, respectivamente, Hint es un operador
autoadjunto sobre H⊗H0 y λ > 0. A H0 y H se les conoce como Hamiltonianos libres, al operador
Hint, como el Hamiltoniano de interacción y a λ, como la constante de acoplamiento.

El operador
U = eihHtot

describe la interacción de la siguiente manera: Si ρ es un estado en el producto tensorial H ⊗H0,
en la representación de Schrödinger, la evolución está dada por

ρ 7→ U ρU∗.

Después de la primera interacción, se repite la interacción pero esta vez acoplando una nueva copia
de H al sistema H0. Se considera que esta nueva copia se encuentra aislada durante la primera
interacción y que la primera copia se encuentra aislada durante el resto del experimento. Este
procedimiento se repite de manera sucesiva.
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Las mediciones sobre el sistema se realizan de la siguiente manera: Sea X un operador autoadjun-
to sobre H, a este operador le llamaremos observable. Consideremos su descomposición espectral,

X =

p∑
i=1

λiPi,

donde λ1, · · · , λp son los valores propios de X y Pi es la proyección asociada al valor propio λi, para
cada i ∈ {1, · · · , p}. Los valores que podemos medir a través del sistema cuántico son los valores
propios del observable X y el resultado de la medición es aleatorio. Si el estado de referencia antes
de la medición es ρ la probabilidad de observar el valor λi se encuentra dada por

P[Observar λi] = Tr
(
ρPi
)
,

para cada j ∈ {1, · · · , p}. Si se ha observado el valor λi, el nuevo estado de referencia se encuentra
dado por

ρ =
Pi ρPi
Tr(ρPi)

.

Las interacciones del sistema H0 y cada copia de H se encuentran representadas por el espacio
de Hilbert

Γ = H0 ⊗
∞⊗
n=1

H.

Las mediciones cuánticas repetidas son una combinación de estos principios: antes de cada medición,
el estado inicial se verá afectado por la interacción entre H0 y la copia de H, y posteriormente
la medición da lugar a una modificación aleatoria del sistema. Esto da lugar a una sucesión de
operadores de densidad aleatorios, a esta sucesión le llamaremos trayectoria cuántica discreta.

Consideraremos un estado inicial ρ sobre H0 y sobre cada copia de H consideraremos el estado
inicial |x0〉〈x0|. Luego, el estado inicial sobre Γ se encuentra dado por

ρ̂0 := ρ⊗ (|x0〉〈x0| ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ).

El espacio muestral que describirá estas interacciones será ΩN, donde Ω = {1, · · · , p}. Ω co-
rresponde al conjunto de ı́ndices de los eigenvalores del observable X y ΩN representa los posibles
resultados de las mediciones en cada una de las interacciones. La sigma álgebra asociada a este
espacio es la σ-álgebra generada por los cilindros de ΩN:

Λi1,··· ,in = {ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ ΩN |ω1 = i1, ω2 = i2, · · · , ωn = in},

con (i1, · · · , in) ∈ Ωn. Denotaremos a dicha σ-álgebra por Σ.
Para cada n ≥ 1, definimos el operador Vn de la siguiente manera: considemos V0 = I y para

n ≥ 0 definimos de manera recursiva Vn+1 = VnUn+1, donde Un+1 es el operador unitario que actúa
como U en H0 en la n + 1-ésima copia de H. Para cualquier (i1, · · · , in) ∈ Ωn, consideraremos el
operador

µ̃(i1, · · · , in) : = (I ⊗ Pi1 ⊗ · · · ⊗ Pin ⊗ I ⊗ · · · )µn(I ⊗ Pi1 ⊗ · · · ⊗ Pin ⊗ I ⊗ · · · ),

donde µn = Vnρ̂0Vn. Este operador es positivo y Tr(µ̃(i1, · · · , in)) representa la probabilidad de
observar los eigenvalores corespondientes a los ı́ndices i1, · · · , in en las primeras n mediciones.

Por medio del teorema de Kolmogorov veremos que existe una única medida de probabilidad P
sobre (ΩN,Σ) tal que

P(Λi1,··· ,in) = Tr(µ̃(i1, · · · , in)).
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Para cada n ∈ N, se define ρ̃n : ΩN 7→ B(Γ) por

ρ̃n(ω) :=


µ̃(ω1, · · · , ωn)

Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

) si Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
6= 0,

0 si Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
= 0.

Para n = 0 se define ρ̃0(ω) := ρ̂0, para todo ω ∈ ΩN. Este operador representa el estado del sistema
después de la n-ésima medición y ρ̃n es un operador de densidad sobre Γ fuera de un conjunto de
medida cero.

El proceso estocástico (ρn)n≥0 que estudiaremos es el siguiente:

ρn(ω) = Tr⊗∞
i=1H(ρ̃n(ω)),

Donde Tr⊗∞
i=1H(·) denota el operador traza parcial respecto del espacio

⊗∞
i=1H. La variable alea-

toria ρn representa el estado del sistema H0 después de la n-ésima medición y ρ̃n es un operador de
densidad sobre H0 fuera de un conjunto de medida cero.

Para el caso particular H0 = H = C2 tendremos que este cumple la fórmula recursiva:

ρn+1 = L0(ρn) + L1(ρn) +Xn+1

(√
pn+1

qn+1
L1(ρn)−

√
qn+1

pn+1
L0(ρn)

)
, n ≥ 0.

donde Li : B(H0)→ B(H0) se encuentra dado por

Li(ρ) = TrH0

(
(I ⊗ Pi)U (ρ⊗ |x0〉〈x0|)U∗(I ⊗ Pi)

)
, ρ ∈ B(H0),

para cada i ∈ {0, 1}, y para cada n ≥ 1, la variable aleatoria Xn se encuentra dada por

Xn :=
1An − Tr(L1(ρn))√
Tr(L0(ρn))Tr(L1(ρn))

.

donde An := {ω ∈ ΩN |ωn = 1}. El conjunto An representa el evento de observar el eigenvalor
con ı́ndice 1 en la n-ésima medición. A diferencia de la referencia [18], consideraremos la siguiente
filtración (Fn)n≥0 para el proceso (ρn)n≥0:

F0 = {∅,ΩN}

y para n ≥ 1
Fn = σ(πk : k ≤ n),

donde πn(ω) = ωn, para cada ω ∈ ΩN. Para las variables aleatorias (Xn)n≥1 tendremos la siguientes
igualdades:

E[Xn+1 | Fn] = 0,

E[X2
n+1 | Fn] = 1.

La filtración (Fn)n≥0 nos permitirá calcular de manera clara y expĺıcita las expresiones anteriores.
Dichas expresiones serán importantes para estudiar el resultado de convergencia. Es importante
destacar que en la referencia [18] se considera otra filtración y no se realizan los cálculos de manera
expĺıcita.

Posteriormente analizaremos el modelo en tiempo continuo. La ecuación de Belavkin es una
ecuación diferencial estocástica con valores en M2(C) y esta se encuentra dada por:

dρt = L(ρt) dt+ (Cρt + ρtC
∗ − Tr(Cρt + ρtC

∗)ρt) dWt,
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con condición inicial ρ0 = ρ, ρ ∈ S(C2). Donde (Wt)t≥0 es un Movimiento Browniano unidimensional
y

L(M) = −i[H0,M ] + CMC∗ − 1/2{C∗C,M},

con H0 es autoadjunto y C ∈M2(C). A L se le conoce como el operador de Lindblad.
Las operaciones [·, ·] y {·, ·} denotan al conmutador y anticonmutador respectivamente, es decir,

[A,B] = AB −BA y {A,B} = AB +BA.
La solución (ρt)t≥0 cumple una propiedad importante: para cada t ≥ 0 se tiene que ρt es un

operador de densidad. A diferencia de la referencia [18], estudiaremos la existencia y unicidad
de la ecuación de Belavkin, y dicha propiedad mediante técnicas de cálculo estocástico respecto
de semimartingalas continuas. Parte del desarrollo de estos resultados se encuentran basados en
la referencia [3] con dos diferencias importantes: En dicha referencia únicamente se demuestra la
existencia de una solución de la ecuación de Belavkin, sin embargo, no se considera la unicidad de
esta ecuación. Además, la demostración de que ρt es un operador de densidad se basa en la fórmula
de integración por partes.

Por último, veremos el resultado de convergencia. Consideraremos fijos ρ ∈ S(C2), un obser-
vable X con descomposición espectral X = λ0P0 + λ1P1 y una base ortonormal {x0, x1} de C2.
Supondremos que la descomposición espectral de X no es diagonal en la base {x0, x1}, es decir, las
proyecciones espectrales cumplen la siguiente relación:

P0 =

(
a0 a0,1

a0,1 a1

)
, P0 =

(
a1 9a0,1

9a0,1 a0

)
,

con a0, a1 > 0, a1 + a0 = 1 y |a0,1| =
√
a0a1. Esta hipótesis es importante para obtener el resultado

de convergencia. Para cada n ∈ N, consideraremos el operador unitario sobre C2 ⊗ C2 dado por

Un = exp(− i
n
Hn
tot)

donde Hn
tot se encuentra representado en bloques en la base {x0 ⊗ x0, x1 ⊗ x0, x0 ⊗ x1, x1 ⊗ x1} por

Hn
tot =

(
H0 ie−iθ

√
nC∗

−ieiθ
√
nC H0

)
, (1.1)

donde θ ∈ R es tal que a0,1 = eiθ
√
a0a1.

Para cada n ∈ N, denotaremos por
(ρnk)k∈N,

al proceso estocástico con ρn0 = ρ constrúıdo en el modelo discreto a partir del observable X y el
operador unitario Un. Para cada n ∈ N, definimos el proceso estocástico ρ̂n = (ρ̂nt )t≥0 por

ρ̂nt := ρnbntc.

Veremos que ρ̂n converge en distribución sobre el espacio de Skorokhod a la solución de la ecuación
de Belavkin ρ̂ = (ρt)t≥0 con condición inicial ρ0 = ρ, denotaremos esta convergencia por ρ̂n ⇒ ρ̂.

Tendremos que existe N̂ ∈ N (que dependerá de las proyecciones espectrales de X) tal que para
n ≥ N̂ , ρ̂n cumple la siguiente igualdad:

ρ̂nt = ρ+ εnt +

∫ t

0
L(ρ̂ns9) dV

n
s +

∫ t

0

(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗ − Tr
(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗)ρ̂ns9) dWn
s ,
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donde

Wn
t :=

1√
n

bntc∑
i=1

Xn
i ,

y

V n
t :=

bntc
n

.

Esta expresión se obtiene por medio de expresiones asintóticas sobre los operadores unitarios
{Un}n∈N, de la fórmula recursiva desarrollada en el modelo discreto y por medio de la integral de
Lebesgue-Stieltjes. Analizaremos por separado la convergencia de los procesos estocásticos {εn}

n≥N̂ ,
{Wn}

n≥N̂ y {V n}
n≥N̂ y posteriormente concluiremos el resultado por medio de los teoremas de con-

vergencia de integrales estocásticas de la referencia [16]. Cabe destacar que en el reescalamiento para
el Hamiltoniano total Hn

tot considerado en la referencia [18] no es correcto por lo que en esta tesis
corregimos esta situación.
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2. Resultados de análisis funcional

2.1. Operadores de clase traza y de Hilbert Schmidt

Definición 2.1. Sea T un operador positivo sobre un espacio de Hilbert H. Dada una base orto-
normal {en}n∈N definimos el valor

Tr(T ) =
∞∑
n=1

〈en, T en〉.

Esta cantidad es positiva (posiblemente infinita) y diremos que es la traza T.

Proposición 2.2. La cantidad Tr(T ) es independiente de la base.

La demostración de este resultado se puede consultar en las referencias [1], sección 2.1 o en la
referencia [7], caṕıtulo 2, sección 2.3.

Definición 2.3. Diremos que un operador acotado T es un operador de clase traza si Tr(|T |) <∞.
Al conjunto de operadores de clase traza lo denotaremos por L1(H).

Dado T ∈ L1(H) definimos
‖T‖1 := Tr(|T |).

Teorema 2.4. L1(H) es un espacio vectorial, ‖ · ‖1 es una norma sobre este espacio y además
(L1(H), ‖ · ‖1) es un espacio de Banach. Para todo T ∈ L1(H) tenemos que

‖T‖ ≤ ‖T‖1.

Proposición 2.5. Sea T ∈ L1(H) y {en}n∈N una base ortonormal de H. El valor

Tr(T ) =

∞∑
n=1

〈en, T en〉

converge absolutamente y es independiente de la elección de la base. Además

|Tr(T )| ≤ ‖T‖1.

Para un operador T ∈ L1(H) llamaremos a Tr(T ) la traza de T.

Proposición 2.6. Sea T ∈ L1(H), entonces

(a) para todo S ∈ B(H) se tiene que ST, TS ∈ L1(H) y además

máx{‖TS‖1, ‖ST‖1} ≤ ‖S‖‖T‖1,
T r(ST ) = Tr(TS).

(b) T ∗ ∈ L1(H) y además

‖T ∗‖1 = ‖T‖1,
T r(T ∗) = Tr(T ).

La demostración de este resultado se puede consultar en las referencias [1], sección 2.1.
De las proposiciones anteriores podemos deducir el siguiente resultado.
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Proposición 2.7. Dado T ∈ L1(H) y U ∈ B(H) un operador unitario, se tiene que UTU∗ ∈ L1(H)
y además

Tr(UTU∗) = Tr(T ).

Definición 2.8. Sea T ∈ B(H). Decimos que T es un operador de Hilbert-Schmidt si

Tr(T ∗T ) <∞.

Denotaremos por L2(H) al conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt sobre H y definimos ‖ · ‖2
por

‖T‖2 := Tr(T ∗T ).

Teorema 2.9. (a) Un operador T ∈ B(H) es de Hilbert Schmidt si y sólo si existe una base
ortonormal {en}n∈N tal que

∞∑
n=1

‖Ten‖H <∞.

La serie es independiente de la base y

Tr(T ∗T ) =
∞∑
n=1

‖Ten‖H.

(b) La función (S, T ) 7→ 〈S, T 〉 definida por

〈S, T 〉 = Tr(S∗T )

es un producto escalar sobre L2(H) y (L2(H), 〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert.

(c) Si T ∈ L2(H) y S ∈ B(H) se tiene que ST, TS ∈ L2(H) y además

máx{‖TS‖2, ‖ST‖2} ≤ ‖S‖‖T‖2.

(d) Para todo T ∈ L2(H) tenemos que ‖T‖ ≤ ‖T‖2 y si T ∈ L1(H) tenemos que

‖T‖ ≤ ‖T‖2 ≤ ‖T‖1.

Nótese que en el caso de dimensión finita, si M = (Mi,j) ∈Md(C), tenemos que

‖M‖22 =
d∑
i=1

d∑
j=1

|Mi,j |2.

2.2. Producto tensorial de espacios de Hilbert

Los resultados de esta sección se pueden consultar en la referencia [7], caṕıtulo 2, sección 2.4 y
[1], sección 2.2.

Definición 2.10. Sean H1,H2 dos espacios de Hilbert. Sean φ ∈ H1 y ψ ∈ H2. Definimos la forma
bilineal conjugada φ⊗ ψ : H1 ×H2 → C por

φ⊗ ψ(φ′, ψ′) = 〈φ′, φ〉H1〈ψ′, ψ〉H2 .
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Sea E el conjunto de combinaciones lineales finitas de dichas formas bilineales conjugadas. Sobre E
definiremos un producto interno. Primero, dados φ⊗ ψ, φ′ ⊗ ψ′ definimos

〈φ⊗ ψ, φ′ ⊗ ψ′〉 := 〈φ, φ′〉H1〈ψ,ψ′〉H2

y para cualesquiera
∑k

i=1 aiφi ⊗ ψi,
∑m

i=1 biφ
′
i ⊗ ψ′i ∈ E consideraremos la extensión lineal de la

relación anterior, es decir,

〈
k∑
i=1

ai φi ⊗ ψi,
m∑
i=1

bi φ
′
i ⊗ ψ′i 〉 =

k∑
i=1

m∑
i=1

aibj〈φi, φ′j〉H1〈ψi, ψ′j〉H2 .

Proposición 2.11. 〈·, ·〉 está bien definido y es un producto interno sobre E.

Definición 2.12. El producto tensorial entre H1 y H2, denotado por H1 ⊗H2, es la completación
del espacio pre-Hilbert (E, 〈·, ·〉).

Nótese que si H1 y H2 son de dimensión finita, podemos considerar directamente al espacio
(E, 〈·, ·〉) como el producto tensorial entre estos espacios. La siguiente proposición nos permitirá
determinar una base ortonormal para el espacio H1 ⊗H2.

Proposición 2.13. Sean M,N conjuntos numerables y {ei}i∈M y {fi}i∈N bases ortonormales de
H1 y H2, respectivamente. Entonces {ei ⊗ fj}i∈M,j∈N es una base ortonormal de H1 ⊗H2.

Ahora veremos el producto tensorial de operadores. Dados A ∈ B(H1) y B ∈ B(H2) definimos
A⊗B : E → E por medio de la igualdad

A⊗B(φ⊗ ψ) := Aφ⊗Bψ.

y su extensión lineal sobre todo E, es decir,

A⊗B(
m∑
i=1

φi ⊗ ψi) =
m∑
i=1

ciAφi ⊗Bψi.

A⊗B está bien definido, es un operador lineal acotado y ‖A⊗B‖ = ‖A‖‖B‖.

Definición 2.14. Definimos el producto tensorial entre A y B, A⊗B : H1⊗H2 → H1⊗H2, como
la cerradura del operador A⊗B : E → E bajo el producto interno 〈·, ·〉H1⊗H2 .

El producto tensorial preserva algunas clases de operadores acotados.

Proposición 2.15. Sean H1 y H2 espacios de Hilbert separables y A ∈ B(H1), B ∈ B(H2).

1. Si A y B son compactos, entonces A⊗B es un operador compacto sobre H1 ⊗H2.

2. Si A y B son operadores de clase traza, entonces A ⊗ B es de clase traza. En particular
tenemos que

‖A⊗B‖1 = ‖A‖1‖B‖1
y

Tr(A⊗B) = Tr(A)Tr(B).
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2.3. Producto tensorial infinito de un espacio de Hilbert

Dado un espacio de Hilbert H y ψ ∈ H con ‖ψ‖ = 1 definiremos el producto tensorial infinito⊗∞
i=1H basado en ψ. Es importante mencionar que el producto tensorial

⊗∞
i=1H depende del

vector ψ pero no será inclúıdo en la notación de éste. Definiremos este producto tensorial de manera
inductiva identificando el producto tensorial

⊗n
i=1H como un subespacio de

⊗n+1
i=1 H para cada

n ∈ N. La demostración de los resultados de esta sección se pueden consultar en la referencia [7],
caṕıtulo 2, sección 2.4.2.

Para cada n ∈ N definimos

H(n) :=
n⊗
i=1

H

y dados m ≤ n definimos el operador lψm,n : H(m) → H(n) por medio de

lψm,n(x) := x⊗
(
⊗n−mi=1 ψ

)
.

Nótese que para cualesquiera k ≤ m ≤ n se tiene que lψk,ml
ψ
m,n = lψk,n. Además tenemos que lψm,n

es un operador lineal y una isometŕıa, es decir, ‖lψm,n(x)‖H(n) = ‖x‖H(n) . Por lo tanto lψm,n es un
operador lineal continuo.

Denotaremos el ĺımite inductivo de los espacios H(n) como

H(∞) :=
⋃
n∈N
H(n)

/
∼,

donde la razón de equivalencia ∼ se define de la siguiente manera: x ∼ y si y sólo si lψm,n(x) = y
para algún par m ≤ n.

Luego, le daremos a H(∞) la estructura de un espacio vectorial con producto interno mediante
las siguientes operaciones: para [xm], [yn] ∈ H(∞) y α ∈ C con m ≤ n y xm ∈ H(m), yn ∈ H(n)

definimos

α[xm] := [αxm],

[xm] + [yn] := [lψm,n(x) + yn],

〈[xm], [yn]〉H(∞) := 〈lψm,n(x), yn〉H(n) ,

〈[yn], [xm]〉H(∞) := 〈[yn], lψm,n(x)〉H(n) .

Estas operaciones están bien definidas y en particular, 〈·, ·〉H(∞) está bien definida pues ‖ψ‖ = 1.

Definición 2.16. Definimos el espacio de Hilbert
⊗∞

n=1H como la completación de H∞ a través
del producto interno 〈·, ·〉H(∞) y diremos que el producto tensorial está basado en ψ.

Nótese que
⊗∞

n=1H sólo consta de clases de equivalencia, sin embargo, tenemos H(n) inmerso
para todo n ∈ N de manera isométrica. Dado ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψn ∈ H(n), denotaremos a la clase de éste
vector por ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψn ⊗ ψ · · · ⊗ ψ ⊗ · · · y para T ∈ B(H(m)), definiremos el operador lineal

T ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ · · ·

de la siguiente manera: para [xn] ∈ H(∞) con xn ∈ H(n), si n ≤ m tenemos

T ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ · · · ([xn]) =
[
T (lψn,m(x))

]
.
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Si n > m, entonces

T ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ · · · ([xn]) =
[(
T ⊗

n−m⊗
i=1

I
)
(xn)].

Este operador está bien definido sobre H(∞) y es continuo de norma ‖T‖. Finalmente, extendemos
T ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ · · · en todo

⊗∞
n=1H por continuidad.

Para ψ definimos la proyección |ψ〉〈ψ| : H → H por

|ψ〉〈ψ|φ := 〈ψ, φ〉ψ.

De manera análoga podemos definir el operador

T ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · ·

sobre el producto tensorial
⊗∞

n=1H basado en ψ de la siguiente manera: para [xn] ∈ H(∞) con
xn ∈ H(n), si n ≤ m tenemos

T ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ([xn]) =
[
T (lψn,m(x))

]
.

Si n > m, entonces

T ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ([xn]) =
[(
T ⊗

n−m⊗
i=1

|ψ〉〈ψ|
)
(xn)].

Este operador está bien definido sobre H(∞) y es continuo de norma ‖T‖. Finalmente, extendemos
T ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · ⊗ |ψ〉〈ψ| ⊗ · · · en todo

⊗∞
n=1H por continuidad.

Teorema 2.17. Sea H un espacio de Hilbert separable y {en}n∈N una base ortonormal tal que
en = ψ para algún n ∈ N. Entonces el conjunto{

en1 ⊗ · · · ⊗ enk ⊗ ψ ⊗ · · · ⊗ ψ ⊗ · · · |n1, · · · , nk ∈ N, k ∈ N
}

forma una base ortonormal de
⊗∞

n=1H.

2.4. Traza parcial respecto de un espacio

Los resultados de esta sección se pueden consultar en las referencias [1] y [7].

Definición 2.18. SeanH y K espacios de Hilbert separables. Para cada g ∈ K definimos el operador
|g〉K : H → H⊗K por

|g〉K f := f ⊗ g.

Tenemos que |g〉K es un operador lineal continuo con norma ‖g‖K. Su adjunto es el operador

K〈g| : H⊗K → H definido por

K〈g|u⊗ v := 〈g, v〉u,

y su extensión por continuidad sobre H⊗K. La norma de este operador también es igual a ‖g‖K.

El siguiente teorema define y caracteriza a la traza parcial.
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Teorema 2.19. Sean H y K espacios de Hilbert separables y T un operador de clase traza sobre
H⊗K. Para toda base ortonormal (en)n∈N de K, la serie

TrK(T ) =

∞∑
n=1

K〈en|T |en〉K

converge en (L1(H), ‖·‖1) y el operador TrK(T ) no depende de la base {en}n∈N. El operador TrK(T )
es el único operador de clase traza sobre H tal que

Tr
(
TrK(T )B

)
= Tr

(
T (B ⊗ I)

)
,

para todo B ∈ B(H).

La siguiente serie de propiedades de la traza parcial serán de utilidad en la siguientes secciones.
Éstas se pueden deducir del teorema 2.19 y de las propiedades de la traza.

Teorema 2.20. Sean H y K espacios de Hilbert separables y T un operador de clase traza definido
sobre H⊗K. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) Si T = A⊗B, donde A y B son de clase traza, tenemos

TrK(T ) = Tr(B)A.

b) Tr
(
TrK(T )

)
= Tr(T ).

c) Si A,B ∈ B(H), entonces

TrK
(
(A⊗ I)T (B ⊗ I)

)
= ATrK(T )B.

También tenemos las siguientes propiedades:

Teorema 2.21. Sea T ∈ L1(H⊗K). Se cumplen las siguientes propiedades

a) Si T es positivo, TrK(T ) es positivo.

b) TrK(T )∗ = TrK(T ∗).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [7], caṕıtulo 2, sección 2.5.
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3. Resultados de probabilidad

En esta sección veremos resultados de probabilidad y procesos estocásticos que serán útiles a lo
largo de este trabajo. Para ver esto, será útil mencionar conceptos propios de esta área. Un espacio
de probabilidad es un espacio de medida (Ω,F ,P) tal que P(Ω) = 1 y a Ω le llamaremos espacio
muestral. Diremos que una propiedad se cumple casi seguramente si esta propiedad se cumple fuera
de un conjunto en F de medida cero y lo abreviaremos como “c.s.”.

Definición 3.1. (Variable aleatoria). Sean E un conjunto y E una σ-álgebra de subconjuntos de E,
si X : (Ω,F)→ (E, E) es una función medible diremos que X es una variable aleatoria con valores
en E. Si (E, d) es un espacio métrico, consideraremos que la variable aleatoria es medible respecto
respecto de la σ-álgebra de Borel de dicho espacio métrico y a esta la denotaremos por B(E).

Definición 3.2. (Ley o distribución de una variable aleatoria). Sea X : (Ω,F) → (E, E) una
variable aleatoria. Denotaremos por PX a la medida inducida por X, es decir, la medida definida
por

PX(E) := P(X−1(E)), E ∈ E .

Diremos que PX es la ley o distribución de X. También denotaremos a la ley de X por L(X).

Dado E ∈ E , tamb́ıen utilizaremos la notación:

P(X−1(E)) := P(X ∈ E).

Definición 3.3. (σ-álgebra generada por una familia de variables aleatorias). Dada una familia de
variables aleatorias {Xi}i∈I denotaremos por σ(Xi : i ∈ I) a la sigma álgebra más pequeña que
hace medible a esta familia de funciones y le llamaremos la sigma álgebra generada por {Xi}i∈I . Si
únicamente tenemos una variable aleatoria X, denotaremos a esta sigma álgebra por σ(X).

Definición 3.4. (Independencia de σ-álgebras). Sea {Fi}i∈I una familia de σ-álgebras tal que
Fi ⊂ F , para todo i ∈ I. Diremos que {Fi}i∈I son independientes si para cualesquiera k > 1,
i1, · · · , ik ∈ I y Fil ∈ Fil se cumple:

P(
k⋂
j=1

Fij ) =
k∏
j=1

P(Fij ).

Definición 3.5. (Independencia de variables aleatorias). Diremos que una familia de variables
aleatorias {Xi}i∈I son independientes si las σ-álgebras {σ(Xi)}i∈I son independientes.

Definición 3.6. (Esperanza de una variable aleatoria). Sea X : Ω → R una variable aleatoria. Si
X ∈ L1(Ω) o X es no negativa, definimos la esperanza de X por

E[X] :=

∫
X dP.

Definición 3.7. Dado un conjunto A ∈ F , definimos la indicadora de A, 1A : Ω→ {0, 1}, por

1A(ω) =

{
1 si ω ∈ A,
0 si ω /∈ A. (3.1)
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3.1. Esperanza condicional y propiedades

El primer resultado que veremos es el de esperanza condicional y sus propiedades.

Definición 3.8. (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada una σ-álgebra). Conside-
remos (Ω,F ,P), un espacio de probabilidad fijo y sean G ⊂ F una sigma álgebra y X ∈ L1(Ω).
La esperanza condicional de X dado G, denotada por E[X | G], se define como la variable aleatoria
G-medible tal que ∫

X1A dP =

∫
E[X | G]1AdP, (3.2)

para todo A ∈ G.

La existencia de esta variable aleatoria se obtiene al aplicar el teorema de Radón Nykodym a la
medida con signo Q : G → R, definida por

Q(A) :=

∫
X1A dP, A ∈ G.

Notemos que del teorema de Radón-Nykodym también se sigue que esta variable aleatoria es única
en el siguiente sentido: si Z es una variable aleatoria G-medible que cumple la propiedad (3.2),
Z = E[X | G] casi seguramente.

Observación 3.9. Algunas consecuencias inmediatas de la definición de esperanza condicional son
las siguientes:

(a) Si G = {∅,Ω}, tenemos que E[X | G] = E[X].

(b) Considerando A = Ω en la igualdad (3.2), tenemos que E[E[X | G]] = E[X].

(c) Si X es G-medible, entonces E[X | G] = X c.s.

Definición 3.10. Sea C una clase de subconjuntos de Ω. Diremos que C es un π-sistema si C es
cerrada bajo intersecciones, es decir, si A,B ∈ C, entonces A ∩B ∈ C.

Veremos una caracterización de la esperanza condicional en términos de π-sistemas.

Proposición 3.11. Sea C ⊂ F un π-sistema y G = σ(C). Supongamos que Ω es una unión finita o
numerable de elementos de C. Si Z es una variable aleatoria integrable y G-medible tal que∫

X1C dP =

∫
Z1C dP,

para todo C ∈ C, entonces Z = E[X | G] c.s.

La demostración del resultado anterior se puede consultar en la referencia [5], caṕıtulo 5, sección
34. Algunas propiedades importantes de la esperanza condicional son las siguientes:

Teorema 3.12. Sean X,Y y {Xn}n∈N variables aleatorias en L1(Ω). Entonces se cumplen:

(i) Sea a ∈ R. Si X = a c.s., entonces E[X | G] = a c.s.

(ii) Para cualesquiera a, b ∈ R, se tiene que E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G] c.s.

(iii) Si X ≤ Y c.s., entonces E[X | G] ≤ E[Y | G] c.s.

(iv) |E[X | G]| ≤ E[|X| | G] c.s.
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(v) Si ĺımn→∞Xn = X c.s. y |Xn| ≤ Y, con Y ∈ L1(Ω), entonces ĺımn→∞E[Xn | G] = E[X | G]
c.s.

Proposición 3.13. Si X,Y,XY ∈ L1(Ω) y X es G-medible, entonces

E[XY | G] = XE[Y | G] c.s.

Proposición 3.14. Si X ∈ L1(Ω) y si G1 y G2 son sigma álgebras tales que G1 ⊂ G2 ⊂ F , entonces

E[E[X | G2] | G1] = E[X | G1] c.s.

Proposición 3.15. (Desigualdad de Jensen). Sea ϕ : R→ R es una función convexa y X ∈ L1(Ω).
Si ϕ(X) ∈ L1(Ω), entonces

ϕ
(
E[X | G]

)
≤ E[ϕ(X) | G] c.s.

Proposición 3.16. Sea X ∈ L1(Ω) y suponga que σ(X) es independiente de G. Entonces

E[X | G] = E[X] c.s.

Las demostraciones del teorema 3.12 y las proposiciones 3.13, 3.14 y 3.15, se pueden consultar en
la referencia [5], caṕıtulo 5, sección 34. Para la demostración de la proposición 3.16, ver la referencia
[11], caṕıtulo 10, sección 1.1.

3.2. Procesos estocásticos

Definición 3.17. (Proceso estocástico). Un proceso estocástico es una colección de variables alea-
torias indexadas por un conjunto T , que denotaremos por (Xt)t∈T , definidas sobre un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P) que toman valores en un espacio medible (E, E). A E se le conoce como el
espacio de estados.

En este trabajo consideraremos los siguientes conjuntos de ı́ndices: T = [0,∞), T = [0, t] con
t > 0 y T = N. Si T = [0,∞) utilizaremos la notación, (Xt)t≥0 y si T = N, utilizaremos la
notación (Xn)n≥1. Además, consideraremos como espacio de estados espacios los siguientes espacios
de dimensión finita: Rm, C, Mk×n(R) y Mn(C), cada uno de estos equipados con su respectiva sigma
álgebra de Borel.

Definición 3.18. Sea (Xt)t∈T un proceso estocástico. Diremos que la familia de funciones definidas
por

t 7→ Xt(ω), ω ∈ Ω,

son las trayectorias de (Xt)t∈T .

Nos enfocaremos en algunos conceptos de procesos en tiempo continuo (es decir, el caso T =
[0,∞) y T = [0, t] con t > 0).

Definición 3.19. Sea T un subintervalo de [0,∞) y sean (Xt)t∈T y (Yt)t∈T dos procesos estocásticos
definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Diremos que (Xt)t∈T es una versión de
(Yt)t∈T si para todo t ∈ T se tiene que

Xt = Yt c.s.

Definición 3.20. Sea T un subintervalo [0,∞) y sean (Xt)t∈T y (Yt)t∈T dos procesos estocásticos
definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Diremos que (Xt)t∈T y (Yt)t∈T son
indistinguibles si para casi todo ω ∈ Ω se cumple:

Xt(ω) = Yt(ω), para todo t ∈ T.
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Definición 3.21. Sea (E, d) un espacio métrico, B(E) su sigma álgebra de Borel y T un subintervalo
de [0,∞). Diremos que un proceso estocástico (Xt)t∈T con espacio de estados E tiene trayectorias
continuas (casi seguramente) si las trayectorias

t 7→ Xt(ω), ω ∈ Ω,

son funciones continuas para todo ω ∈ Ω (respectivamente, para casi todo ω ∈ Ω).

Tenemos que si (Xt)t∈T y (Yt)t∈T son indistinguibles entonces (Xt)t∈T es una versión de (Yt)t∈T .
En la siguiente proposición veremos que el rećıproco es cierto en algunos casos.

Proposición 3.22. Sea T un subintervalo de [0,∞) y sean (Xt)t∈T y (Yt)t∈T dos procesos estocásti-
cos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y además suponga que éstos tienen
trayectorias continuas por la izquierda o continuas por la derecha. Si (Xt)t∈T es una versión de
(Yt)t∈T , entonces (Xt)t∈T y (Yt)t∈T son indistinguibles.

3.3. Movimiento Browniano

En esta sección veremos la definición del Movimiento Browniano y una de sus caracterizaciones.
Este proceso será muy importante en las siguientes secciones de este trabajo.

Definición 3.23. Diremos que un proceso estocástico (Wt)t≥0 (definido sobre un espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,P)) con espacio de estados E = Rm es un Movimiento Browniano m-dimensional si
cumple las siguientes propiedades:

a) W0 = 0 casi seguramente.

b) Los incrementos de (Wt)t≥0 son independientes, es decir, las variables aleatorias

Wtn −Wtn−1 , · · · ,Wt1 −Wt0

son independientes, para cualesquiera n ∈ N y 0 ≤ t0 < · · · < tn.

c) Wt −Ws y Wt+h −Ws+h tienen la misma distribución, para cualesquiera 0 ≤ s < t y h > 0.

d) Wt tiene distribución

PWt(dx) =
1

(2π)m/2
exp

(‖x‖2
2t

)
dx.

e) (Wt)t≥0 tiene trayectorias continuas.

Si m = 1 diremos que (Wt)t≥0 es un Movimiento Browniano unidimensional o simplemente, un
Movimiento Browniano.

Observación 3.24. La condición de incrementos independientes (la condición b)) de la definición
3.23 es equivalente a

b’) σ(Wt −Ws) es independiente de σ(Ws : 0 ≤ s ≤ t).

La demostración de la existencia del Movimiento Browniano se puede consultar en la referencia [5],
caṕıtulo 7, sección 37 y en la referencia [21], caṕıtulo 4, sección 4.2.

Veremos la caracterización del movimiento Browniano como un proceso Gaussiano. Antes de ver
esta caracterización veremos algunas definiciones.
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Definición 3.25. Sea X : Ω → Rm una variable aleatoria. Definimos la función caracteŕıstica de
X por

φX(u) := E[ei〈u,X〉], u ∈ Rm,

donde 〈·, ·〉 denota al producto interior de Rm.

Definición 3.26. Diremos que una variable aleatoria X : Ω → R es Gaussiana si la función
caracteristica de X es de la forma

φX(u) = eiuµ−
σ2

2
u2 ,

donde µ ∈ R y σ ≥ 0.
Tenemos que E[X] = µ y E[(X − µ)2] = σ2.

Definición 3.27. Diremos que una variable aleatoria X : Ω → Rm es una vector Gaussiano si la
función caracteristica de X es de la forma

φX(u) = ei〈u,m〉−
1
2
〈u,Cu〉,

donde m ∈ Rm y C una matriz semipositiva definida. A C se le conoce como la matriz de covarianzas
de X. Si denotamos las entradas de X por X = (X1, · · · , Xm), tenemos que

E[Xi] = mi

y
Cij = E[(Xi −mi)(Xj −mj)].

Para consultar resultados sobre vectores Gaussianos ver [12], caṕıtulo 16.

Definición 3.28. Diremos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 con espacio de estados E = Rm es
un proceso Gaussiano para cualesquiera n ≥ 1 y t1, · · · , tn se tiene que el vector (Xt1 , · · · , Xtn) es
un vector Gaussiano.

Los siguientes resultados caracterizan al movimiento Browniano como processo Gaussiano.

Proposición 3.29. Sea (Wt)t≥0 un movimiento Browniano unidimensional. Para cada t > 0 se
tiene que Wt es una variable aleatoria con E[Wt] = 0 y E[W 2

t ] = t, es decir,

φWt(u) = e−
t
2
u2 .

Dados a, b ∈ R, definimos donde

a ∧ b := mı́n{a, b}.

Teorema 3.30. Sea (Wt)t≥0 un movimiento Browniano unidimensional. Entonces (Wt)t≥0 es un
proceso Gaussiano tal que para todo n ≥ 1 y 0 < t1 < · · · < tn, (Bt1 , · · · , Btn) es un vector
Gaussiano con matriz de covarianzas C definida positiva y ésta se encuentra dada por

Cij = ti ∧ tj , i, j ≤ n.

Teorema 3.31. Sea (Xt)t≥0 proceso Gaussiano con valores en R y con trayectorias continuas. Si
para cualesquiera n ≥ 1 y 0 < t1 < · · · < tn, (Xt1 , · · · , Xtn) es un vector Gaussiano con matriz de
covarianzas C dada por

Cij = ti ∧ tj , i, j ≤ n,
entonces (Xt)t≥0 es un movimiento Browniano.

La demostración de la proposición 3.29 y los teoremas 3.30 y 3.31 se pueden consultar en la
referencia [21], caṕıtulo 2.
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3.4. Filtraciones y procesos estocásticos

En las siguientes definciones consideraremos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) fijo.

Definición 3.32. (Filtración). Una filtración es una familia de sigma álgebras (Ft)t≥0 tales que
Ft ⊂ F , para todo t ≥ 0 y Fs ⊂ Ft, para cualesquiera 0 ≤ s < t. Diremos que un espacio medible
(Ω,F , (Ft)t≥0,P) es un espacio de probabilidad filtrado.

Definición 3.33. (Proceso adaptado). Diremos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 es adaptado a
la filtración (Ft)t≥0 si Xt es Ft-medible para cada t ≥ 0.

Tenemos que cualquier proceso estocástico (Xt)t≥0 es adaptado a la filtración (F0
t )t≥0 definida

por
F0
t = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t),

y a (F0
t )t≥0 llamaremos la filtración natural de (Xt)t≥0.

Dada una filtración (Ft)t≥0, para cada t > 0 definimos

Ft9 := σ
(⋃
s<t

Fs
)
,

y para cada t ≥ 0, definimos

Ft+ :=
⋂
s<t

Fs.

Definición 3.34. Diremos que una filtración (Ft)t≥0 es continua por la derecha si Ft = Ft+, para
todo t ≥ 0.

Definición 3.35. Diremos que una variable aleatoria T : Ω→ [0,∞] es un tiempo de paro respecto
de la filtración (Ft)t≥0 si

{T ≤ t} ∈ Ft,

para todo t ≥ 0.

Nótese que un tiempo de paro T puede tomar el valor infinito.

Definición 3.36. Definimos la sigma álgebra F∞ por

F∞ = σ
(⋃
t≥0

Ft
)
.

Ahora, dado un tiempo de paro T respecto de (Ft)t≥0, definimos

FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0}. (3.3)

Tenemos que FT es una sigma álgebra.
Ahora veremos algunas propiedades de tiempos de paro.

Proposición 3.37. Sea (Ft)t≥0 una filtración. T : Ω→ [0,∞] es un tiempo de paro respecto de la
filtración (Ft+)t≥0 si y sólo si

{T < t} ∈ Ft.

Proposición 3.38. Sean S, T tiempos de paro respecto de la filtración (Ft)t≥0. Entonces:

a) Si S ≤ T, entonces FS ⊂ FT .
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b) Si T ≡ t con t > 0, entonces FT = Ft.

c) S ∧ T y S ∨ T son tiempos de paro y FS∧T = FS ∩ FT . Además, {S ≤ T} ∈ FS∧T y
{S = T} ∈ FS∧T .

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección
3.1.

Veremos algunas definiciones más sobre procesos estocáticos y su relación con los tiempos de
paro. Estas clases de procesos serán importantes a lo largo de este trabajo.

Definición 3.39. Diremos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 con valores en (E, E) es medible si
el mapeo

(ω, t) 7→ Xt(ω),

definido sobre Ω× [0,∞) equipado con la sigma álgebra producto F ⊗B([0,∞)) es medible.

Definición 3.40. Diremos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 es progresivo si para cada t ≥ 0 el
mapeo

(ω, s) 7→ Xs(ω),

definido sobre Ω× [0, t] equipado con la sigma álgebra producto Ft ⊗B([0, t]) es medible.

Definición 3.41. (Sigma álgebra progresiva). Diremos que un conjunto Γ ⊂ Ω×[0,∞) es progresivo
si el proceso estocástico definido por

Xt(ω) = 1Γ(ω, t)

es progresivo. A la clase de subconjuntos progresivos la denotaremos por P. Tenemos que P es una
sigma álgebra de subconjuntos de Ω× [0,∞) y le llamaremos la sigma álgebra progresiva.

Tenemos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 es progresivo si y sólo si el mapeo

(ω, t) 7→ Xt(ω),

definido sobre Ω× [0,∞), equipado con la sigma álgebra P, es medible.

Definición 3.42. Sea T un tiempo de paro respecto de (Ft)t≥0 y (Xt)t≥0 un proceso progresivo.
Para cada t ≥ 0 definimos

XT
t (ω) := XT (ω)∧t(ω).

Proposición 3.43. Sea T un tiempo de paro respecto de (Ft)t≥0 y (Xt)t≥0 un proceso progresivo.
Entonces (FT∧t)t≥0 es una filtración y (XT

t )t≥0 es un proceso progresivo respecto de las filtraciones
(Ft)t≥0 y (FT∧t)t≥0.

La demostración de este resultado se puede consultar en [8], caṕıtulo 2, sección 1.
Tendremos que una clase importante de procesos son progresivos. Esto será importante para

trabajar con integrales estocásticas respecto de semimartingalas continuas en este trabajo.

Proposición 3.44. Sea (E, d) un espacio métrico equipado con su sigma álgebra de Borel. Sea
(Xt)t≥0 un proceso estocástico con espacio de estados E y con trayectorias continuas por la derecha
o continuas por la izquierda. Si (Xt)t≥0 es adaptado a una filtración (Ft)t≥0, entonces (Xt)t≥0 es
progresivo.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección
3.1.
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Proposición 3.45. Sea (E, d) un espacio métrico equipado con su sigma álgebra de Borel y (Xt)t≥0

un proceso adaptado respecto de (Ft)t≥0 con espacio de estados E.

a) Sea O un conjunto abierto y suponga que (Xt)t≥0 tiene trayectorias continuas por la derecha.
Entonces

TO(ω) := ı́nf{t > 0 : Xt(ω) ∈ O}

es un tiempo de paro respecto de (Ft+)t≥0.

b) Sea F un conjunto cerrado y suponga que (Xt)t≥0 tiene trayectorias continuas. Entonces

TF (ω) := ı́nf{t > 0 : Xt(ω) ∈ F}

es un tiempo de paro respecto de (Ft)t≥0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección
3.1.

3.5. Martingalas

En esta sección considedaremos un espacio filtrado fijo (Ω,F , (Ft)t≥0,P).

Definición 3.46. Sea (Xt)t≥0 un proceso adaptado tal que Xt ∈ L1(Ω), para todo t ≥ 0. Diremos
que

(Xt)t≥0 es una martingala si para cualesquiera 0 ≤ s < t,

E[Xt | Fs] = Xs c.s.

(Xt)t≥0 es una submartingala si para cualesquiera 0 ≤ s < t,

E[Xt | Fs] ≥ Xs c.s.

(Xt)t≥0 es una supermartingala si para cualesquiera 0 ≤ s < t,

E[Xt | Fs] ≤ Xs c.s.

Un par de ejemplos importantes son los siguientes:

Proposición 3.47. Sea (Wt)t≥0 un movimiento Browniano y sea (F0
t )t≥0 su filtración natural, es

decir,
F0
t = σ(Ws : 0 ≤ s ≤ t).

Los procesos (Wt)t≥0 y (W 2
t − t)t≥0 son martingalas respecto de (F0

t )t≥0.

Demostración. Sean 0 ≤ s < t. Tenemos que Wt −Ws tiene la misma distribución que Wt−s y por
tanto tenemos que

E[Wt −Ws] = E[Wt−s] = 0 (3.4)

y
E[(Wt −Ws)

2] = E[(Wt−s)
2] = t− s. (3.5)
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Puesto que σ(Wt −Ws) es independiente de F0
s (ver la observación 3.24), de la proposición 3.16 y

la igualdad (3.4) tenemos que

E[Wt | F0
s ] = E[Wt −Ws +Ws | F0

s ]

= E[Wt −Ws | F0
s ] +Ws

= E[Wt −Ws] +Ws

= Ws.

(3.6)

Lo cual muestra que (Wt)t≥0 es una martingala. Por otra parte, de la proposición 3.16 y las igual-
dades (3.4) y (3.5) tenemos que

E[W 2
t − t | F0

s ] = E[(Wt −Ws)
2 + 2WsWt −W 2

s | F0
s ]− t

= E[(Wt −Ws)
2 | F0

s ] + 2WsE[Wt | F0
s ]−W 2

s − t
= E[(Wt −Ws)

2] + 2W 2
s −W 2

s − t
= W 2

s − s.

(3.7)

Lo cual muestra que (W 2
t − t)t≥0 es una martingala.

3.5.1. Teoremas de convergencia de martingalas

Proposición 3.48.

a) (Desigualdad de Doob). Sea (Xt)t≥0 una martingala o una submartingala positiva con trayec-
torias continuas por la derecha. Para cada t > 0 y λ > 0 se tiene:

λP
[

sup
0≤s≤t

|Xs| > λ
]
≤ E[|X0|] + 2E[|Xt|].

b) (Desigualdad Lp de Doob). Sea (Xt)t≥0 una martingala con trayectorias continuas por la
derecha. Entonces para cada t > 0 y p > 1 se tiene :

E[ sup
0≤s≤t

|Xs|p] ≤
( p

p− 1

)p
E[|Xt|p].

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección
3.4.

Ahora veremos resultados sobre convergencia de martingalas. Empezaremos con algunas defini-
ciones.

Definición 3.49. Diremos que una familia de variables aleatorias (Xi)i∈I es uniformemente inte-
grable si

ĺım
M→∞

sup
i∈I

E[|Xi|1|Xi|≥M ] = 0

Definición 3.50. Diremos que una martingala (Xt)t≥0 es cerrada si existe una variable aleatoria
Z ∈ L1(Ω) tal que para todo t ≥ 0,

Xt = E[Z | Ft] c.s.

El teorema de convergencia es el siguiente:
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Teorema 3.51. Sea (Xt)t≥0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha. Entonces
son equivalentes:

a) (Xt)t≥0 es cerrada.

b) (Xt)t≥0 es uniformemente integrable.

c) (Xt)t≥0 converge casi seguramente y en L1(Ω) conforme t→∞.

Más aún, si alguna de estas propiedades se cumplen se tiene que

Xt = E[X∞ | Ft],

para todo t ≥ 0, donde X∞ ∈ L1(Ω) es tal que

X∞ = ĺım
t→∞

Xt c.s.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección
3.3.

Lema 3.52. Si (Xi)i∈I es una familia de variables aleatorias acotadas en Lp(Ω), entonces (Xi)i∈I
es uniformemente integrable.

Demostración. Sean M ≥ 0 e i ∈ I. De la desigualdad de Markov tenemos que

P(|Xi| ≥M) ≤ 1

Mp
E[|Xi|p]. (3.8)

Sea q > 1 tal que 1
p + 1

q = 1, de la desigualdad (3.8) y de la desigualdad de Hölder tenemos que

E[|Xi|1{|Xi|≥M}] ≤ E[|Xi|p]1/pP(|Xi| ≥M)1/q

≤ 1

M q/p
E[|Xi|p]1/pE[|Xi|p]1/q

≤ K

M q/p
,

(3.9)

donde K = supi∈I E[|Xi|p]. De la desigualdad (3.9) se sigue que

ĺım
M→∞

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|≥M}] = 0.

De este resultado obtenemos lo siguiente:

Proposición 3.53. Sea (Xt)t≥0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha y acotada
en Lp(Ω), con p > 1. Entonces (Xt)t≥0 converge c.s. y en Lp(Ω) a una variable aleatoria X∞ ∈
Lp(Ω), y

Xt = E[X∞ | Ft],

para todo t ≥ 0.
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Demostración. Del lema 3.52 tenemos que (Xt)t≥0 es uniformemente integrable y del teorema 3.51
tenemos que (Xt)t≥0 converge casi seguramente a una variable aleatoria X∞ ∈ L1(Ω) y

Xt = E[X∞ | Ft],

para todo t ≥ 0. Basta probar que X∞ ∈ Lp(Ω) y (Xt)t≥0 converge X∞ en Lp(Ω). Del lema de
Fatou tenemos que

E[|X∞|p] ≤ ĺım inf
n→∞

E[|Xn|p] ≤ sup
t≥0

E[|Xt|p] <∞,

y por lo tanto X∞ ∈ Lp(Ω). Sea M = supt≥0 E[|Xt|p], de la desigualdad Lp de Doob (proposición
3.48 inciso b)) tenemos que

E[ sup
0≤s≤t

|Xs|p] ≤
( p

p− 1

)p
E[|Xt|p] ≤

( p

p− 1

)p
M,

para todo t ≥ 0. Luego, del teorema de convergencia monótona tenemos que

E
[

ĺım
n→∞

(
sup

0≤s≤n
|Xs|p

)]
= ĺım

n→∞
E
[

sup
0≤s≤n

|Xs|p
]
≤
( p

p− 1

)p
M. (3.10)

Sea
Y = ĺım

n→∞

(
sup

0≤s≤n
|Xs|p

)
,

de la desigualdad (3.10) tenemos que Y ∈ L1(Ω) y además, para todo t > 0, tenemos:

|Xt −X∞|p ≤ 2pY c.s.

Luego, del teorema de convergencia dominada tenemos que

ĺım
t→∞

E[|Xt −X∞|p] = E
[

ĺım
t→∞
|Xt −X∞|p

]
= 0.

Por lo tanto, (Xt)t≥0 converge a X∞ en Lp(Ω).

3.5.2. Teoremas de paro opcional

Sea (Xt)t≥0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha tal que

ĺım
t→∞

Xt = X∞,

donde X∞ es una variable aleatoria F∞-medible. Dado un tiempo de paro T : Ω→ [0,∞], definimos
la variable aleatoria XT por

XT (ω) = XT (ω)1{T<∞}(ω) +X∞1{T=∞}(ω).

Tenemos que XT es FT -medible, donde FT se encuentra dada por (3.3).

Teorema 3.54. Sea (Xt)t≥0 una martingala uniformente integrable con trayectorias continuas por
la derecha. Sean S, T tiempos de paro con S ≤ T . Entonces XS , XT ∈ L1(Ω) y

XS = E[XT | FS ],

en particular, para cualquier tiempo de paro S se tiene que

XS = E[X∞ | FS ]

y
E[XS ] = E[X∞] = E[X0].
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La demostración de este teorema se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección 3.4.

Proposición 3.55. Sea (Xt)t≥0 una martingala con trayectorias continuas por la derecha y sea T
un tiempo de paro. Entonces

a) El proceso estocástico (XT
t )t≥0 = (Xt∧T )t≥0 es una martingala respecto de (Ft)t≥0.

b) Si (Xt)t≥0 es uniformemente integrable, entonces (Xt∧T )t≥0 es uniformemente integrable y

Xt∧T = E[XT | Ft],

para todo t ≥ 0.

La demostración de este teorema se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 3, sección 3.4.

3.6. Semimartingalas continuas

3.6.1. Procesos de variación finita

Definición 3.56. Diremos que una función continua por la derecha A : [0,∞)→ R es de variación
finita si para cada t > 0,

V (t) := sup
{ k∑
i=1

|A(ti)−A(ti−1)| : 0 = t0 < t1 < · · · < tpn−1 < tk = t, n ∈ N
}
<∞.

A la función V le llamaremos la variación total de A y a V (t) le llamaremos la variación de A en
[0, t]. Notemos que V es una función no negativa y creciente. Si ĺımt→∞ V (t) < ∞, diremos que A
es de variación acotada.

Tenemos que si A es de variación finita, A es la diferencia de dos funciones crecientes y continuas
por la derecha: las funciones (V +A)/2 y (V −A)/2 cumplen estas condiciones.

Definición 3.57. Diremos que una medida µ sobre B([0,∞)) es una medida de Radon si µ es finita
en intervalos compactos de [0,∞).

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.58. Existe una correspondencia única entre funciones de variación finita A y medidas
de Radon µ sobre B([0,∞)), dada de la siguiente manera:

A(t) = µ([0, t]).

Demostración. Sean F := (V − A)/2 y G := (V + A)/2. Puesto que F y G son no negativas,
crecientes y continuas por la derecha, existen medidas µF , µG sobre B([0,∞)) tales que

F (t) = µF ([0, t])

y
G(t) = µG([0, t]).

Nótese que esta es la construcción usual de la medida de Lebesgue-Stieltjes (ver la referencia [9],
caṕıtulo 1, sección 1.5). Si definimos la medida con signo

µ := µG − µF ,
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cumple la relación
A(t) = µ([0, t]).

Rećıprocamente, sea µ una medida de Radon. Sean µ+, µ− la descomposición de Hahn de la medida
µ, es decir,

µ = µ+ − µ−,

y µ+, µ− son mutuamente singulares (ver [9], caṕıtulo 3, sección 3.1). Si definimos

A(t) = µ+([0, t])− µ−([0, t]),

tenemos que A es una función continua por la derecha y de variación finita, pues es la diferencia de
dos funciones crecientes.

Sea f : [0,∞)→ R una función medible tal que
∫

(0,t] |f | d|µ| <∞ para todo t ≥ 0, donde |µ| es
la variación total de la medida µ asociada a A del teorema 3.6.1. Definimos∫ t

0
f(s) |dA(s)| :=

∫
(0,t]

f d|µ|.

y ∫ t

0
f(s) dA(s) :=

∫
(0,t]

f dµ,

Ahora consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (Ω,F , (Ft)t≥0,P).

Definición 3.59. Diremos que un proceso estocástico con trayectorias continuas por la derecha
(At)t≥0 es de variación finita si es un proceso adaptado y sus trayectorias son de variación finita.
Diremos que (At)t≥0 es creciente si es adaptado y tiene trayectorias crecientes.

Definición 3.60. Sea (Ht)t≥0 un proceso progresivo tal que para todo ω ∈ Ω∫ t

0
|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞, ∀t ≥ 0.

Sea el proceso estocástico = (
∫ t

0 Hs dAs)t≥0 definido por

(

∫ t

0
Hs dAs)(ω) :=

∫ t

0
Hs(ω) dAs(ω).

Proposición 3.61. Sea (Ht)t≥0 un proceso progresivo tal que para todo ω ∈ Ω∫ t

0
|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞, ∀t ≥ 0.

Entonces el proceso estocástico = (
∫ t

0 Hs dAs)t≥0 es progresivo.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.1.

Un caso importante es el siguiente: si consideramos At(ω) = t para todo t ≥ 0, tenemos que si
(Ht)t≥0 es un proceso progresivo tal que∫ t

0
|Hs(ω)|ds <∞, ∀t ≥ 0,
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entonces el proceso estocástico H · A = ((H · A)t)t≥0 es de variación finita y además, para cada
t ≥ 0 se tiene que

(

∫ t

0
Hs dAs)(ω) :=

∫ t

0
Hs(ω) ds,

para todo ω ∈ Ω.

3.6.2. Martingalas locales continuas

Consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (Ω,F , (Ft)t≥0,P). Dado un proceso pro-
gresivo, denotaremos por XT al proceso estocástico (XT

t )t≥0 (ver definición 3.42). Usando esta
notación tenemos la siguiente propiedad: si T y S son tiempos de paro, tenemos que

(XT )S = (XS)T = XS∧T .

Definición 3.62. Diremos que un proceso estocástico M = (Mt)t≥0 tal que M0 = 0 c.s. y con
trayectorias càdlàg (continuas por la derecha con ĺımites por la izquierda) es una martingala local
si existe una sucesión creciente de tiempos de paro (Tn)n∈N tal que

a) ĺımn→∞ Tn =∞ c.s. y

b) MTn es una martingala uniformemente integrable.

En este caso diremos que la sucesión (Tn)n∈N reduce a M . Si M0 es distinto de cero, diremos que
M es una martingala local si M −M0 es una martingala local, donde

M −M0 := (Mt −M0)t≥0.

Además, si M tiene trayectorias continuas, diremos que M es una martingala local continua.

Algunas observaciones importantes sobre martingalas locales son las siguientes:

Observación 3.63.

a) Una martingala es una martingala local, basta considerar la sucesión de tiempos de paro
constantes Tn = n. Pues

Mt∧n = E[Mn | Ft],

para todo t ≥ 0 y una martingala de esta forma es uniformemente integrable.

b) En la definición de martingala local con M0 = 0, basta considerar que MTn sea una martingala
pues podemos considerar los tiempos de paro (Tn ∧ n)n∈N y de la proposición 3.55 inciso b),
tenemos que MTn∧n es una martingala uniformemente integrable.

c) De la proposición 3.55 inciso a), tenemos lo siguiente: si M es una martingala local y T un
tiempo de paro, entonces MT es una martingala local. Pues si (Tn)n∈N son tiempos de paro
que reducen a M , tenemos que

(MT −MT
0 )Tn = (M −M0)T∧Tn ,

es una martingala para cada n ∈ N.

d) Si (Tn)n∈N reducen M y (Sn)n∈N es tal que ĺımn→∞ Sn =∞, entonces la sucesión

(Tn ∧ Sn)n∈N

reduce a M .
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e) El espacio de martingalas locales continuas M , con M0 = 0, es un espacio vectorial.

El siguiente teorema nos proporciona algunas propiedades importantes de las martingalas locales.

Teorema 3.64.

a) Una martingala local continua tal que M0 ∈ L1(Ω) y Mt ≥ 0, para todo t ≥ 0, es una
submartingala.

b) Si M es una martingala local continua y existe Z ∈ L1(Ω) tal que |Mt| ≤ Z para todo t ≥ 0,
entonces M es una martingala.

c) Si M es una martingala local continua y M0 = 0 (o M0 ∈ L1(Ω)), la sucesión de tiempos de
paro

Tn(ω) = ı́nf{t ≥ 0 : |Mt(ω)| ≥ n}

reduce a M .

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.2.

Teorema 3.65. Sea M es una martingala local continua tal que M0 = 0 y M tiene trayectorias de
variación finita, entonces Mt = 0, para todo t ≥ 0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.2. El resultado anterior nos dice que no podemos definir la integral estocástica respecto de semi-
martingalas continuas en el sentido de la proposición 3.61.

Definición 3.66. Sea (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espacio de probabilidad filtrado. Denotaremos a la clase
de subconjuntos nulos de P por:

N = {M : M ⊂ N, P(N) = 0}.

Diremos que una filtración (Ft)t≥0 es completa si N ⊂ F0.
Nótese que N ⊂ Ft, para todo t ≥ 0.

En los siguientes teoremas consideraremos que la fitración (Ft)t≥0 es completa.

Teorema 3.67. Sea M = (Mt)t≥0 una martingala local continua. Entonces existe un proceso cre-
ciente con trayectorias continuas, denotado por 〈M,M〉 = (〈M,M〉t)t≥0, tal que 〈M,M〉0 = 0 y
(M2

t −〈M,M〉t)t≥0 es una martingala local continua. Si Y = (Yt)t≥0 es otro proceso que cumple las
condiciones anteriores, entonces Y y 〈M,M〉 son indistinguibles.

Además, para t > 0, si 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t es una sucesión de particiones tal que
sup |tni − tni−1| → 0, entonces

ĺım
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2 = 〈M,M〉t

en probabilidad (en medida).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.3.
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Definición 3.68. Sea M una martingala local continua. Al proceso estocástico 〈M,M〉 dado por
el teorema 3.67 le llamaremos la variación cuadrática de M .

Proposición 3.69. Sea T un tiempo de paro y M una martingala local continua. Entonces

〈MT ,MT 〉 = 〈M,M〉T .

Demostración. Sea T un tiempo de paro. De la observación 3.63 inciso c), tenemos que

(M2 − 〈M,M〉)T =
(

(M2
t∧T )− 〈M,M〉t∧T

)
t≥0

es una martingala local. Luego, del teorema 3.67 tenemos que los procesos 〈MT ,MT 〉 y 〈M,M〉T
son indistinguibles.

Sea M una martingala continua y 〈M,M〉 su variación cuadrática, definimos

〈M,M〉∞ = ĺım
t→∞
〈M,M〉t.

El siguiente teorema nos proporciona algunas propiedades útiles que nos permitirán determinar
cuándo una martingala local es una martingala.

Proposición 3.70. Sea M una martingala local continua con M0 = 0. Entonces M = 0 si y sólo
si 〈M,M〉 = 0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.3

Teorema 3.71. Sea M una martingala local continua con M0 ∈ L2(Ω).

(i) Son equivalentes:

a) M es una martingala acotada en L2(Ω).

b) E[〈M,M〉∞] <∞.

Además, si alguna de estas propiedades se cumple, (M2
t − 〈M,M〉t)t≥0 es una martingala

uniformemente integrable y E[M2
∞] = E[M2

0 ] + E[〈M,M〉∞].

(ii) Son equivalentes:

a) M es una martingala tal que Mt ∈ L2(Ω), para todo t ≥ 0.

b) E[〈M,M〉t] <∞, para todo t ≥ 0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.3.

Definición 3.72. Sean M y N martingalas locales continuas. Definimos el proceso estocástico
〈M,N〉 como

〈M,N〉t =
1

2
(〈M +N,M +N〉t − 〈N,N〉t − 〈M,M〉t). (3.11)

A 〈M,N〉 le llamaremos la covariación de N y M . Notemos que 〈M,N〉 tiene trayectorias continuas
es un proceso de variación finita pues es una suma y resta de procesos crecientes.
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Proposición 3.73. Sean M y N martingalas locales continuas. Se cumple lo siguiente:

a) (MtNt − 〈M,N〉t)t≥0 es una martingala local continua, y si Y es otro proceso de variación
finita tal que (MtNt − Yt)t≥0 es una martingala local continua, entonces Y y 〈M,N〉 son
indistinguibles.

b) El mapeo (M,N) 7→ 〈M,N〉 es bilineal y simétrico.

c) Para cada t > 0, si 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t es una sucesión de particiones tal que
sup |tni − tni−1| → 0, entonces

ĺım
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Ntni
−Ntni−1

) = 〈M,N〉t

en probabilidad (en medida).

d) Si N y N son martingalas continuas acotadas en L2(Ω), (MtNt − 〈M,N〉t)t≥0 es una mar-
tingala uniformemente integrable y el siguiente ĺımite existe casi seguramente:

〈M,N〉∞ = ĺım
t→∞
〈M,N〉t.

Además, 〈M,N〉∞ ∈ L1(Ω) y

E[M∞N∞] = E[M0N0] + E[〈M,N〉∞].

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.3.

Proposición 3.74. (Kunita-Watanabe). Sean M y N martingalas locales continuas. Sean H y K
procesos medibles. Entonces∫ ∞

0
|Hs| |Ks| |d〈M,N〉s| ≤

(∫ ∞
0

(Hs)
2d〈M,M〉s

)1/2(∫ ∞
0

(Ks)
2d〈N,N〉s

)1/2
,

casi seguramente.

3.6.3. Semimartingalas continuas

Definición 3.75. Diremos que un proceso adaptado X = (Xt)t≥0 es una semimartingala local
continua si existe una martingala continuaM = (Mt)t≥0 y un proceso de variación finita A = (At)t≥0

con trayectorias continuas con A0 = 0, tales que

Xt = Mt +At,

para todo t ≥ 0. Denotaremos a esta descomposición por X = M +A.

Tenemos que si X es una semimartingala continua la descomposición X = A + M es única en
el siguiente sentido:

Proposición 3.76. Sea X una semimartingala continua. Sean M,M ′ martingalas locales continuas
y A,A′ procesos de variación finita con A0 = A′0 = 0 y con trayectorias continuas, tales que
X = M +A = M ′ +A′. Entonces M y M ′ son indistinguibles y, A y A′ son indistinguibles.
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Demostración. Sean M,M ′ martingalas locales continuas y A,A′ procesos de variación finita con
trayectorias continuas tales que

X = M +A = M ′ +A′.

Tenemos que
Mt −M ′t = At −A′t,

para todo t ≥ 0. Luego, (Mt −M ′t)t≥0 es una martingala local continua y un proceso de variación
finita con M0 −M ′0 = A0 −A′0 = 0. De la proposición 3.65 tenemos que

Mt = M ′t ,

para todo t ≥ 0, y de la proposición 3.22 tenemos que M y M ′ son indistinguibles. De igual manera,
tenemos que A y A′ son indistinguibles.

Definición 3.77. Sean X y Y semimartingalas continuas con descomposición X = M + A y
Y = M ′ +A′. Definimos la covariación entre X y Y por

〈X,Y 〉 = 〈M,M ′〉.

Proposición 3.78. Sean X y Y semimartingalas continuas. Para cada t > 0, si 0 = tn0 < tn1 <
· · · < tnpn = t es una sucesión de particiones tal que sup |tni − tni−1| → 0, entonces

ĺım
n→∞

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)(Ytni − Ytni−1
) = 〈X,Y 〉t

en probabilidad (en medida).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 4, sección
4.3.

3.7. Integración estocástica respecto de semimartingalas continuas

3.7.1. Integración estocástica respecto de martingalas continuas acotadas en L2

Consideraremos un espacio filtrado fijo (Ω,F , (Ft)t≥0,P) y además consideraremos que la filtra-
ción (Ft)t≥0 es completa (ver definición 3.66).

Denotaremos por H2 al conjunto de martingalas continuas acotadas en L2(Ω) con M0 = 0.
Consideraremos que M,M ′ ∈ H2 son iguales si M y M ′ son indistinguibles (ver definición 3.20).
Dada M ∈ H2, de la proposición 3.52 tenemos que existe M∞ ∈ L2(Ω) tal que

Mt = E[M∞ | Ft], (3.12)

para todo t ≥ 0 y ĺımt→∞Mt = M∞ casi seguramente y en L2(Ω). Además, del teorema 3.71
tenemos que E[〈M,M〉∞] <∞ y

E[M2
∞] = E[〈M,M〉∞]. (3.13)

Por otra parte, de la proposición 3.73 inciso d) tenemos que para cualesquiera M,N ∈ H2 la variable
aleatoria

〈M,N〉∞ = ĺım
t→∞
〈M,N〉t
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está bien definida. Además, de las igualdades (3.11) y (3.13) tenemos que

E[M∞N∞] =
1

2
(E[(M∞ +N∞)2 −M2

∞ −N2
∞])

=
1

2

(
E[〈M +N,M +N〉∞]− E[〈M,M〉∞]− E[〈N,N〉∞]

)
= E[

1

2
(〈M +N,M +N〉∞ − 〈M,M〉∞ − 〈N,N〉∞)]

= E[〈M,N〉∞].

Esto nos permite definir la siguiente forma bilineal simétrica sobre H2

(M,N)H2 := E[M∞N∞] = E[〈M,N〉∞].

De la igualdad (3.12) se sigue que (M,M)H2 = E[M2
∞] = 0 si y sólo si M = 0, por lo que (·, ·)H2 es

un producto interno real sobre H2.

Proposición 3.79. H2 equipado con el producto interno (·, ·)H2 es un espacio de Hilbert.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 5, sección
5.1.

Definición 3.80. Sea M ∈ H2. Denotaremos por L2(M) a la clase de procesos progresivos H tales
que

E
[ ∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]
<∞.

La integral
∫∞

0 H2
s d〈M,M〉s se define para cada ω ∈ Ω en el sentido de Lebesgue-Stieltjes (ver

proposición 3.61), pues 〈M,M〉 es un proceso de variación finita.

L2(M) se puede representar como un espacio L2 de la siguiente manera: Sea P la sigma álgebra
progresiva (ver la definición 3.41) y sea µM la siguiente medida sobre (Ω × [0,∞),P) definida por
la igualdad

µM (Γ) =

∫ (∫ ∞
0

1Γ(ω, s) d〈M,M〉s(ω)
)
P( dω).

Entonces
L2(M) = L2(Ω× [0,∞),P, µM ).

Luego, tenemos que L2(M) es un espacio de Hilbert con producto interno

(H,K)L2(M) := E
[ ∫ ∞

0
HsKs d〈M,M〉s

]
.

Definición 3.81. Diremos que un proceso estocástico H es elemental si es de la siguiente forma:

Ht(ω) =
k−1∑
i=0

Hi(ω)1(ti,ti+1](t),

donde k ∈ N, 0 = t0 < t1 < · · · < tk y Hi es una variable aleatoria Fti-medible, para todo
i ∈ {0, · · · , k − 1}. Denotaremos por E a la clase de procesos elementales.

Proposición 3.82. Los procesos elementales E son un subespacio denso en L2(M).
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Teorema 3.83. Sea M ∈ H2. Dado H ∈ E de la forma

Ht(ω) =

k−1∑
i=0

Hi(ω)1(ti,ti+1](t),

definimos el proceso estocástico H ·M = ((H ·M)t)t≥0 por

(H ·M)t(ω) :=
k−1∑
i=0

Hi(ω)(Mti∧t −Mti−1∧t),

Tenemos que H ·M ∈ H2. El mapeo
H 7→ H ·M

se puede extender a una isometŕıa entre L2(M) y H2. Además, para cada H ∈ L2(M), H ·M es la
única martingala en H2 tal que

〈H ·M,N〉t =

∫ t

0
Hs d〈M,N〉s,

para todo N ∈ H2. Si T es un tiempo de paro, tenemos que

(H1[0,T ]) ·M = H ·MT = HT ·M,

donde [0, T ] se encuentra dado por

{(w, s) ∈ Ω× [0,∞) : 0 ≤ s ≤ T (ω)}.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 5, sección
5.1.

Definición 3.84. Dada M ∈ H2 y H ∈ L2(M), diremos que H ·M ∈ H2 es la integral estocástica
de H con respecto de M . También utilizaremos la siguiente notación:∫ t

0
Hs dMs := (H ·M)t.

Observación 3.85. Otra alternativa para definir la integral estocástica es la siguiente: Dado H ∈
L2(M), consideremos el funcional lineal definido sobre H2

N 7→ E
[ ∫ ∞

Hs d〈M,N〉s
]

De la proposición 3.74 (Kunita-Watanabe) tenemos que

E[

∫ ∞
0

Hs d〈M,N〉s] ≤ E[

∫ ∞
0

Hs d〈M,M〉s]1/2E[〈N,N〉]1/2

≤ E
[ ∫ ∞

0
Hs d〈M,M〉s

]1/2
‖N‖H2 .

Tenemos dicho funcional es continuo y por tanto, del teorema de representación de Riesz existe
H ·M ∈ H2 tal que

E[

∫ ∞
0

Hs d〈M,N〉s] = E[〈H ·M,N〉∞]

para todo N ∈ H2. De igual manera, tenemos que la martingala obtenida cumple las propiedades
del teorema 3.83 (ver [20], caṕıtulo 4, sección 2).

La construcción del teorema 3.83 nos permite interpretar a H ·M como una integral.
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Esta integral también cumple la siguiente regla de asociatividad:

Proposición 3.86. Sea M ∈ H2 y H ∈ L2(M). Sea K un proceso progresivo, entonces KH ∈
L2(M) si y sólo si K ∈ L2(H ·M). Si alguna de estas propiedades se cumplen, tenemos que

(KH) ·M = K · (H ·M).

3.7.2. Integración estocástica respecto de martingalas locales

La integral H ·M se puede extender a martingalas locales continuas. La clase de procesos que
podremos integrar es la siguiente:

Definición 3.87. Sea M una martingala local continua, denotaremos por L2
loc(M) a la clase de

procesos progresivos H tales que∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s <∞, ∀t ≥ 0 c.s.

Teorema 3.88. Sea M una martingala local continua. Para cada H ∈ L2
loc(M) existe una única

martingala local continua H ·M tal que

〈H ·M,N〉 =

∫ t

0
Hs d〈M,N〉s,

para toda martingala local continua N . Si T es un tiempo de paro, tenemos que

(H1[0,T ]) ·M = H ·MT = HT ·M,

donde [0, T ] se encuentra dado por

{(w, s) ∈ Ω× [0,∞) : 0 ≤ s ≤ T (ω)}.

Sea K un proceso progresivo, entonces KH ∈ L2
loc(M) si y sólo si K ∈ L2

loc(H ·M). Si alguna de
estas propiedades se cumplen, tenemos que

(KH) ·M = H · (H ·M).

Además, si M ∈ H2 y H ∈ L2(M), la definición de H · M es consistente con la definición del
teorema 3.83.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 5, sección
5.1.

Definición 3.89. Dada M una martingala local y H ∈ L2
loc(M), diremos que la martingala local

H ·M es la integral estocástica de H con respecto de M . También utilizaremos la siguiente notación:∫ t

0
Hs dMs := (H ·M)t.
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3.7.3. Integración estocástica respecto de semimartingalas continuas

Extenderemos la integral a semimartingalas continuas. La clase de procesos que integraremos es
la siguiente:

Definición 3.90. Diremos que un proceso progresivo H es localmente acotado si

sup
0≤s≤t

|Hs(ω)| <∞, ∀t ≥ 0

para casi todo ω ∈ Ω.

Observación 3.91. Notemos que en particular cualquier proceso adaptado con trayectorias con-
tinuas es localmente acotado. Por otra parte, si H es localmente acotado, entonces para cualquier
proceso de variación finita A tenemos que∫ t

|Hs(ω)|| dAs(ω)| <∞, ∀ω ∈ Ω,

por lo que la integral ∫ t

0
Hs dAs

se encuentra bien definida en el sentido de la proposición 3.61. Además, tenemos que H ∈ L2
loc(M)

para toda martingala local continua M , lo cual nos permitirá definir la integral estocástica H ·M
para toda martingala local continua M .

Luego, definiremos la integral estocástica para procesos localmente acotados respecto de semi-
martingalas continuas de la siguiente manera:

Definición 3.92. Sea una semimartingala continua X = M + A con A un proceso de variación
finita con trayectorias continuas con A0 = 0 y M una martingala local continua. Dado H un
proceso localmente acotado, definimos la integral estocásticade H respecto de X, denotada por
H ·X mediante la siguiente igualdad:

(H ·X)t :=

∫ t

0
Hs dAs +

∫ t

0
Hs dMs

donde la integral
∫ t

0 Hs dAs denota a la integral de Lebesgue-Stieltjes de la proposición 3.61 y∫ t
0 Hs dMs denota a la integral estocástica de H respecto de M de la proposición 3.88. También

usaremos la notación ∫ t

0
Hs dXs := (H ·X).

Esta integral estocástica cumple las siguientes propiedades:

Proposición 3.93. Sea H un proceso localmente acotado y X una semimartingala continua. Se
cumplen las siguientes propiedades:

a) El mapeo (H,X) 7→ H ·X es bilineal.

b) Si H K son procesos localmente acotados y X una semimartingala continua, entonces

H · (K ·X) = (HK) ·X.
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c) Si X es una martingala local (un proceso de variación finita), entonces H ·X es una martingala
local (respectivamente, un proceso de variación finita).

d) Si T es un tiempo de paro, entones (H1[0,T ]) ·X = H ·XT = HT ·X.

Teorema 3.94. Sea X una semimartingala continua y H un proceso adaptado con trayectorias
continuas. Entonces para cualquier t ≥ 0 y cualquier sucesión de particiones de [0, t], 0 = tn0 < tn1 <
· · · < tnpn tal que supi |tni+1 − tni | → 0 se tiene que

ĺım
n→∞

pn−1∑
i=0

Htni
(Xtni+1

−Xti) =

∫ t

0
Hs dXs

en probabilidad (en medida).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 5, sección
5.1.

Observación 3.95. (Algunos cálculos útiles sobre integrales estocásticas).

a) La propiedad b) de la proposicion 3.93 se escribe de forma integral de la siguiente manera: Si
H y K son localmente acotados, X es una semimartingala continua y

Zt :=

∫ t

0
Hs dXs,

entonces ∫ t

0
Ks dZs =

∫ t

KsHs dXs

=

∫ t

KsHs dAs +

∫ t

KsHs dMs.

(3.14)

b) Sean M y N martingalas locales continuas y H, K procesos localmente acotados. Del teorema
3.88 y De la simetŕıa del mapeo (M,N) 7→ 〈M,N〉 (proposición 3.73 inciso b)) se sigue que

〈H ·M,K ·N〉t =

∫ t

0
Hs〈M,K ·N〉s.

=

∫ t

0
Hs〈K ·N,M〉s.

(3.15)

Nuevamente del teorema 3.88 se tiene que

〈K ·N,M〉t =

∫ t

0
Hs〈M,K ·N〉s. (3.16)

De las igualdades (3.16) en (3.15) y de la asociatividad de la integral de Lebesgue-Stieltjes
tenemos que

〈H ·X,K · Y 〉t =

∫ t

0
HsKs〈M,N〉s. (3.17)
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c) Sean X = A + M , Y = B + N semimartingalas continuas, donde A y V son procesos de
variación finita y sean H, K procesos localmente acotados. Nótese que

(H ·X)t =

∫ t

0
Hs dXs =

∫ t

0
Hs dAs +

∫ t

0
Hs dMs

y

(K · Y )t =

∫ t

0
Ks dXs =

∫ t

0
Ks dVs +

∫ t

0
Ks dNs.

Nótese que los procesos estocásticos (
∫ t

0 Hs dAs)t≥0 y (
∫ t

0 Ks dVs)t≥0 son procesos de variación
finita. Luego, por definición del bracket entre semimartingalas continuas (definición 3.77) y
de la igualdad (3.17) tenemos que

〈H ·X,K · Y 〉t = 〈H ·M,K ·N〉t.

=

∫ t

0
HsKs〈M,N〉s.

(3.18)

d) Sea M una martingala local continua. Sea

M −M0 = (Mt −M0)t≥0,

nótese que de igual manera M es una martingala local (ver definición 3.62). Del teorema 3.73
inciso c) se sigue que

〈M −M0, N〉 = 〈M,N〉, (3.19)

en particular
〈M −M0,M −M0〉 = 〈M,M〉. (3.20)

De igual manera tenemos que

〈M −M0, N −N0〉 = 〈M,N〉. (3.21)

para toda martingala local continua N . Luego, del teorema 3.88 y de (3.19) se sigue que para
cualquier H ∈ L2

loc(M) se tiene

〈H · (M −M0), N〉 =

∫ t

0
Hs d〈M −M0, N〉s

=

∫ t

0
Hs d〈M,N〉s

= 〈H ·M,N〉,

para toda martingala local continua. Del teorema 3.88 conclúımos que la integral estocástica
de H con respecto de M coincide con la integral estocástica de H respecto de M −M0, es
decir,

H · (M −M0) = H ·M,

o en forma integral ∫ t

0
Hs d(M −M0)s =

∫ t

0
Hs dMs. (3.22)
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3.7.4. Fórmula de Itô y algunas consecuencias

La Fórmula de Itô es un resultado importante en el cálculo estocástico, ya que nos dice que al
aplicar una función de clase C2 a una semimartingala continua ésta es una semimartingala continua
y además tendremos una fórmula explicita de su descomposición como semimartingala continua.
Denotaremos por C2(Rm,R) al espacio de funciones 2 veces continuamente diferenciables.

Proposición 3.96. (Fórmula de Itô). Sean X1, · · · , Xm semimartingalas continuas y F ∈ C2(Rm,R),
entonces para cada t ≥ 0,

F (X1
t , · · · , Xm

t ) = F (X1
0 , · · · , Xm

0 ) +
m∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X1

s , · · · , Xm
s ) dXi

s

+
1

2

m∑
i,j=1

∫ t

0

∂F

∂xj∂xi
(X1

s , · · · , Xm
s ) d〈Xi, Xj〉s.

Nótese que esta igualdad se da casi seguramente para cada t ≥ 0. La demostración de este
resultado se puede consultar en la referencia [17], caṕıtulo 5, sección 5.2.

Observación 3.97. La fórmula de Itô también es válida si para cada t ≥ 0, (Xt, · · · , Xm
t ) ∈ O,

donde O ⊂ Rm es un conjunto abierto y si F ∈ C2(O,R). (véase la referencia [17], caṕıtulo 5,
sección 5.2).

Una notación usual para la fórmula de Itô es la notación diferencial, la igualdad

F (X1
t , · · · , Xm

t ) = F (X1
0 , · · · , Xm

0 ) +
m∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X1

s , · · · , Xm
s ) dXi

s

+
1

2

m∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xj∂xi
(X1

s , · · · , Xm
s ) d〈Xi, Xj〉s.

se denota por

dF (X1
t , · · · , Xm

t ) =
m∑
i=1

∂F

∂xi
(X1

t , · · · , Xm
t ) dXt

+
1

2

m∑
i,j=1

∂2F

∂xj∂xi
(X1

s , · · · , Xm
s ) d〈Xi, Xj〉t.

Observación 3.98. En una dimensión tenemos lo siguiente. Si X es una semimartingala, si m = 1
y F ∈ C2(R,R), la fórmula de Itô se simplifica de la siguiente manera:

F (Xt) = F (X0) +

∫ t

0

dF

dx
(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

d2F

dx2
(Xs) d〈X,X〉s.

o en notación diferencial,

dF (Xt) =
dF

dx
(Xt) dXt +

1

2

d2F

dx2
(Xt) d〈X,X〉t.

Aplicando la Fórmula de Itô a la función f(x, y) = xy, obtenemos la siguiente fórmula:
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Proposición 3.99. (Fórmula de integración por partes). Sean X y Y semimartingalas continuas,
entonces

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0
Xs dYs +

∫ t

0
Ys dXs + 〈X,Y 〉s.

El siguiente teorema es una consecuencia de la fórmula de Itô.

Teorema 3.100. Sea M una martingala local continua con M0 = 0. Definimos el proceso estocástico

E(M)t := exp
(
Mt −

1

2
〈M,M〉t

)
.

Entonces E(M) es martingala local continua que cumple la relación:

E(M)t = 1 +

∫ t

0
E(M)s dMs.

Si Y es otra martingala local continua tal que

Yt = 1 +

∫ t

0
Ys dMs,

entonces Y y E(M) son indistinguibles.

Demostración. Sea f(x, y) = exp(x − 1
2y). Aplicaremos la fórmula de Itô a la función f y a las

semimartingalas continuas X = M y Y = 〈M,M〉. Antes de desarrollar la fórmula notemos lo
siguiente: por definición de la covariación entre semimartingalas (definición 3.77) tenemos que

〈X,Y 〉 = 〈M, 0〉 = 0,

pues la parte correspondiente a la martingala local en la descomposición de Y es igual a cero.
Entonces los términos que involucran a las derivadas cruzadas de f en la fórmula de Itô serán
iguales a cero. De igual manera tenemos que

〈Y, Y 〉 = 0,

por lo que los términos que involucran la segunda derivada con respecto de y también son iguales a
cero. Tomando en cuenta estas observaciones y desarrollando la fórmula de Itô tenemos lo siguiente:

f(Xt, Yt) = 1 +

∫ t

0
f(Xs, Ys) dXs −

1

2

∫ t

0
f(Xs, Ys) dYs +

1

2

∫ t

0
f(Xs, Ys) d〈X,X〉s

= 1 +

∫ t

0
f(Xs, Ys) dMt −

1

2

∫ t

0
f(Xs, Ys) d〈M,M〉s +

1

2

∫ t

0
f(Xs, Ys) d〈M,M〉s

= 1 +

∫ t

0
f(Xs, Ys) dMs.

Puesto que E(M)t = f(Xt, Yt) para todo t ≥ 0, tenemos que

E(M)t = 1 +

∫ t

0
E(M)s dMs. (3.23)

40



Nótese que
E(M)t > 0

para todo t ≥ 0 y f(x) = 1/x es de clase C2 en el abierto (0,∞) por lo que podemos aplicar la
fórmula de Itô a E(M) y a la función f(x) = 1/x (ver observación 3.97). De esto tenemos que

1

E(M)t
= 1−

∫ t

0

1

(E(M)s)2
dE(M)s +

∫ t

0

1

(E(M)s)3
d〈E(M), E(M)〉s. (3.24)

Nótese que de las igualdades (3.20) (de la observación 3.95 inciso d)) y (3.23) se tiene que

〈E(M), E(M)〉t = 〈E(M) ·M, E(M) ·M〉t. (3.25)

Por otra parte, de la igualdad (3.25) y de la observación 3.95 inciso c) tenemos que

〈E(M), E(M)〉t =

∫ t

0
(E(M)s)

2d〈M,M〉s, (3.26)

Ahora veamos la segunda parte del teorema. Nótese que de la igualdad (3.22) de la observación 3.95
y la igualdad (3.23 se sigue que para cualquier proceso H localmente acotado se tiene:∫ t

Hs dE(M) =

∫ t

0
Hsd(E(M) ·M)s.

De esto último, de la observación 3.95 inciso a), y las igualdades (3.23) y (3.26), podemos reexpresar
(3.24) de la siguiente manera:

1

E(M)t
= 1−

∫ t

0

1

(E(M)s)2
dE(M)s +

∫ t

0

1

(E(M)s)3
d〈E(M), E(M)〉s

= 1−
∫ t

0

1

E(M)s
dMs +

∫ t

0

1

E(M)s
d〈M,M〉s.

(3.27)

Sea Y una martingala local continua tal que

Yt = 1 +

∫ t

0
Ys dMs. (3.28)

De la fórmula de integración por partes (proposición 3.99), de la proposición 3.95 inciso a) y las
igualdades (3.27) y (3.28) tenemos que

Yt(E(M)t)
−1 = 1 +

∫ t

0
Ys d(E(M)s)

−1 +

∫ t

0
(E(M)s)

−1 dYs +
〈
Y, (E(M))−1

〉
t

= 1−
∫ t

0
Ys(E(M)s)

−1 dMs +

∫ t

0
Ys(E(M)s)

−1 d〈M,M〉s

+

∫ t

0
Ys(E(M)s)

−1 dMs + 〈Y, (E(M)t)
−1〉t

= 1 +

∫ t

0
Ys(E(M)s)

−1 d〈M,M〉s + 〈Y, (E(M))−1〉t.

(3.29)

Nótese que en las integrales respecto de (E(M))−1 y Y omitimos la constante 1 por la igualdad
(3.22 )de la observación 3.95. Por otra parte, de las igualdades (3.27),(3.28) y la igualdad (3.18) de
la observación 3.95 tenemos que

〈Y, (E(M))−1〉t = 〈(−E(M))−1 ·M,Y ·M〉t

= −
∫ t

0
(E(M)s)

−1Ys d〈M,M〉s.
(3.30)
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Recordemos que en la igualdad 3.30, únicamente estamos considerando las martingalas locales en la
descomposición de Y y (E(M)t)

−1 y omitimos las constantes por la igualdad (3.22) de la observación
3.95. Sustituyendo la igualdad (3.30) en (3.29) obtenemos que

Yt(E(M)t)
−1 = 1

y por lo tanto, Yt = E(M)t, para todo t ≥ 0. Puesto que Y y E(M) tienen trayectorias continuas,
de la proposición 3.22 se sigue que Y y E(M) son indistinguibles.

Definición 3.101. Al proceso estocástico E(M) definido por la igualdad

E(M)t := exp
(
Mt −

1

2
〈M,M〉t

)
le llamaremos la exponencial de Dooléans-Dade.

3.7.5. Algunas observaciones sobre la integral estocástica respecto del movimiento
Browniano

Consideraremos integrales estocásticas respecto del movimiento Browniano y de semimartingalas
derivadas de estas integrales. En los teoremas anteriores consideramos la hipótesis de que la filtración
fuera completa. En el caso del movimiento Browniano, podemos obtener una filtración con estas
caracteŕısticas.

Definición 3.102. Sea (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano m-dimensional. Diremos que una filtra-
ción (Ft)t≥0 es admisible si

1. (Wt)t≥0 es adaptado respecto de la filtración (Ft)t≥0.

2. Para cualesquiera 0 ≤ s < t se tiene que σ(Wt −Ws) es independiente de Fs.

Definición 3.103. Sea (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano m-dimensional definido sobre un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P). Para cada t ≥ 0, definimos

F t := σ(F0
t ∪N ), (3.31)

donde F0
t = σ(Ws : 0 ≤ s ≤ t) y N son los subconjuntos nulos de P. Notemos que para cada t ≥ 0,

F t es la completación de F0
t .

Proposición 3.104. (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano m-dimensional definido sobre un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P). La filtración (F t)t≥0 es una filtración admisible y además es continua por
la derecha.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [21], caṕıtulo 6, sección
6.7.

A partir de ahora, consideraremos un Movimiento Browniano unidimensional W = (Wt)t≥0

adaptado respecto de una filtración completa (Ft)t≥0 y además asumiremos que (Ft)t≥0 es admisible.
De manera similar a la proposición 3.47 tenemos que W es una martingala y por lo tanto, una
martingala local. De esto mismo se sigue que (W 2

t − t)t≥0 es una martingala local y del teorema
3.67 se sigue

〈W,W 〉t = t. (3.32)
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Observación 3.105. De (3.32) se sigue que L2
loc(W ) es la clase de procesos progresivos H tales

que ∫ t

0
(Hs)

2(ω) ds <∞, ∀t ≥ 0

para casi todo ω ∈ Ω.

3.8. Ecuaciones diferenciales estocásticas respecto del movimiento Browniano

Definición 3.106. Sean b : [0,∞)×R→ Rm y σ : [0,∞)×R→Mm×d(R) funciones medibles y sea
W = (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano d-dimensional definido sobre un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P) y supongamos que W es adaptado respecto de una filtración (Ft)t≥0 completa y continua
por la derecha. Diremos que un proceso X = (Xt)t≥0 con valores en Rm es una solución fuerte de
la ecuación diferencial estocástica

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt) dWt (3.33)

con condición inicial X0 = ξ si cumple lo siguiente:

a) X = (Xt)t≥0 tiene trayectorias continuas y es adaptado de (Ft)t≥0,

b) X0 = ξ c.s.

c)
∫ t

0 |bi(s,Xs)|ds+
∫ t

0 σ
2
ij(s,Xs)ds <∞ casi seguramente, para cualesquiera t ≥ 0 y 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ d.

d) Para todo 1 ≤ i ≤ m, se satisface

Xi
t = Xi

0 +

∫ t

0
bi(s,Xs)ds+

d∑
j=1

∫ t

0
σij(s,Xs) dW

j
s ,

de manera vectorial esto se denota por

Xt = X0 +

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs) dWs.

A b y σ les llamaremos los coeficientes de la ecuación (3.33).

Definición 3.107. (Unicidad trayectorial). Sean b : [0,∞)×R→ Rm y σ : [0,∞)×R→Mm×d(R)
funciones medibles y sea W = (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano d-dimensional definido sobre
un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y supongamos que W es adaptado respecto de una filtración
(Ft)t≥0 una filtración admisible, completa y continua por la derecha. Diremos que la ecuación
diferencial estocástica 3.33 con condición inicial ξ cumple unicidad trayectorial si para cualesquiera
X, X̃ soluciones fuertes de 3.33 con condición inicial ξ, se tiene que X y X̃ son indistinguibles (ver
definición 3.20).

La norma que consideraremos para matrices σ ∈Mm×d(R), es la siguiente:

‖σi,j‖2 =
d∑
i=1

m∑
j=1

σ2
i,j .

Para vectores b ∈ Rm consideraremos la norma euclidiana

‖b‖2 =
m∑
i=1

|bi|2.
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Proposición 3.108. Sean b : [0,∞)×R→ Rm y σ : [0,∞)×R→Mm×d(R) localmente Lispchitz,
es decir, para cada n ∈ N existe una constante Kn tal que para cualesquiera t ≥ 0, x, y ∈ Rm con
‖x‖ ≤ n y ‖y‖ ≤ n, se tiene que

‖b(t, x)− b(t, y)‖+ ‖σ(t, x)− b(t, y)‖ ≤ Kn‖x− y‖.

Si existe una solución fuerte a la ecuación diferencial estocástica (3.33) con condición inicial ξ,
entonces la solución de la ecuación diferencial estocástica (3.33) con condición inicial ξ cumple
unicidad trayectorial.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [15], caṕıtulo 5, sección
5.2.

Definición 3.109. Diremos que b : [0,∞) × R → Rm y σ : [0,∞) × R → Mm×d(R) cumplen la
condición global de Lipschitz si para cada T > 0 existe KT > 0 tal que

‖b(t, x)− b(t, y)‖+ ‖σ(t, x)− σ(t, x)‖ ≤ KT ‖x− y‖

para cualesquiera t ∈ [0, T ] y x, y ∈ Rm.
Diremos que b : [0,∞) × R → Rm y σ : [0,∞) × R → Mm×d(R) cumplen la condición de

crecimiento lineal si para cada T > 0 existe MT > 0 tal que

‖b(t, x)‖2 + ‖σ(t, x)‖2 ≤MT (1 + ‖x‖2)

para cualesquiera t ∈ [0, T ] y x ∈ Rm.

Teorema 3.110. (Existencia y unicidad). Sea W = (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano d-dimensional
adaptado a una filtración (F̃t)t≥0 admisible, completa y continua por la derecha. Sea ξ una variable
aleatoria F0 medible con valores en Rm tal que

E[‖ξ‖2] <∞.

Si los coeficientes b y σ cumplen la condición global de Lipschitz y la condición de crecimiento lineal,
existe un proceso estocástico (Xt)t≥0 con trayectorias continuas y adaptado respecto de (F̃t)t≥0 tal
que (Xt)t≥0 es solución de la ecuación diferencial estocástica

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt) dWt

con condición inicial X0 = ξ. Esta ecuación diferencial estocástica cumple unicidad trayectorial y
para cada T ≥ 0 tenemos que existe CT > 0 tal que

E[ sup
0≤s≤T

‖Xs‖2] ≤ CTE[1 + ‖ξ‖2]

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [21], caṕıtulo 18, sección
18.3.

3.9. Teorema de Girsanov

El siguiente teorema será de utilidad para estudiar algunas propiedades de la ecuación de Be-
lavkin. Consideraremos (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano fijo sobre un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P) y adaptado respecto de una filtración (Ft)t≥0 admisible y continua por la derecha.
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Teorema 3.111. (Teorema de Girsanov). Sea T > 0 y (Xt)t≥0 un proceso progresivo tal que∫ t

0
X2
s ds <∞,∀t c.s.

Sea

Zt = exp
(∫ t

0
XsdWs −

1

2

∫ t

0
X2
s ds

)
.

Sea Q la medida definida por
Q = ZT dP.

Si Zt es una martingala, el proceso estocástico (W̃t)t∈[0,T ] definido por

W̃t := Wt −
∫ t

0
Xs ds

es un Movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad (Ω,FT ,Q) .

La siguiente condicion es útil para determinar si el proceso Z del teorema 3.111 es una martin-
gala.

Proposición 3.112. Sea (Xt)t≥0 un proceso progresivo tal que∫ t

0
X2
s ds <∞, ∀t c.s.

Sea

Zt = exp
(∫ t

0
X2
sdWs −

1

2

∫ t

0
X2
s ds

)
.

Si

E
[(1

2

∫ t

0
X2
s ds

)]
<∞,

para todo t ≥ 0, entonces Z = (Zt)t≥0 es una martingala.

La demostración del teorema 3.111 y la proposición 3.112 se pueden consultar en la referencia
[15], caṕıtulo 3, sección 3.5.

3.10. Integración estocática respecto de semimartingalas càdlàg

Veremos la integral estocástica respecto de semimartingalas càdlàg para abordar los teoremas
de convergencia de integrales estocásticas. La clase de procesos que integraremos son los procesos
procesos càglàd (procesos continuos por la izquierda con ĺımites por la derecha), esta clase será
suficiente para desarrollar los resultados que veremos en las siguientes secciones. Los resultados más
generales de integración respecto de semimartingalas càdlàg se pueden consultar en la referencia
[13], caṕıtulo 4 o la referencia [19], caṕıtulo IV. Los resultados que veremos se encuentran en la
referencia [19], caṕıtulo II.

Consideraremos un espacio de probabilidad filtrado fijo (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) y asumiremos que la
filtración (Ft)t≥0 es completa y continua por la derecha.
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Definición 3.113. Diremos que un proceso estocástico H es un proceso simple predecible si

Ht(ω) = H0(ω)1{0}(t) +

n∑
i=1

Hi(ω)1(Ti(ω),Ti+1(ω)](t),

donde 0 = T1 ≤ · · · ≤ Tn < ∞ son tiempos de paro, Hi es una variable aleatoria acotada y FTi
medible, para todo 0 ≤ i ≤ n. A la clase de procesos simples precedibles la denotaremos por S.

Denotaremos por Su al espacio S equipado con la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre
las variables (t, ω) y denotaremos por L0 al espacio de variables aleatorias sobre (Ω,F ,P) equipado
con la topoloǵıa de convergencia en probabilidad, inducida por la métrica

d(X,Y ) =

∫
|X − Y |

1 + |X − Y |
dP, X, Y ∈ L0.

Definición 3.114. Dado un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 definimos el mapeo IX : S→ L0 por

IX(H) = H0X0 +
n∑
i=1

Hi(XTi+1 −XTi),

donde H ∈ S tiene la representación

Ht(ω) = H01{0}(t) +
n∑
i=1

Hi1(Ti(ω),Ti+1(ω)](t).

Definición 3.115. (Semimartingala). Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico con trayectorias
càdlàg y adaptado. Diremos que un proceso estocástico es una semimartingala total si el mapeo
IX : Su → L0 es continuo. Diremos que X es una semimartingala si para cada t ≥ 0 el proceso
estocástico Xt = (Xt∧s)s≥0 es una semimartingala total.

Definición 3.116. (Otra definición de semimartingala). Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico
con trayectorias càdlàg y adaptado. Diremos que X es una semimartingala si existe una martingala
local M = (Mt)t≥0 y un proceso de variación finita A = (At)t≥0 tales que M0 = A0 = 0 y

Xt = X0 +Mt +At,

para todo t ≥ 0.

Nota 3.117. Las definiciones 3.115 y 3.116 son equivalentes. Este resultado se puede consultar en
la referencia [19], caṕıtulo III. La definición 3.115 permite desarrollar los resultados del caṕıtulo II
de [19], sin embargo, la definición 3.116 nos será de utilidad para ver los resultados de convergencia
del caṕıtulo 3 de este trabajo.

Definición 3.118. Denotaremos por D a la clase de procesos con trayectorias càdlàg (continuas
por la derecha con ĺımites por la izquierda) y por L a la clase de procesos con trayectorias càglàd
(continuas por la izquierda con ĺımites por la derecha).

Definición 3.119. Diremos que una sucesión de procesos estocásticos {Hn}n∈N converge a H
uniformemente en compactos en probabilidad si para cada t ≥ 0

P
[

sup
0≤s≤t

|Hn
s −Hs| > ε

]
= 0,
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para todo ε > 0. Esta convergencia induce una topoloǵıa por medio de la métrica

ducp(X,Y ) =

∞∑
n=1

1

2n
E
[

mı́n{1, sup
0≤s≤n

|Xs − Ys|}
]
.

Denotaremos por Ducp, Lucp y Sucp a los espacios D,L y S equipados con la topoloǵıa inducida por
la métrica ducp, respectivamente.

Proposición 3.120. El espacio S es denso en L en la topoloǵıa inducida por la métrica ducp.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [19], caṕıtulo 2, sección 4.
Recordemos que dado un tiempo de paro T y X un proceso progresivo. El proceso XT se

encuentra definido por
XT
t (ω) = Xt∧T (ω)(ω).

Definición 3.121. Sea X un proceso estocástico con trayectorias càdlàg. Definimos el mapeo
JX : S→ D por

JX(H) = H0X0 +

n∑
i=1

Hi(X
Ti+1 −XTi),

donde H ∈ S se encuentra dado por

Ht(ω) = H0(ω)1{0}(t) +

n∑
i=1

Hi(ω)1(Ti(ω),Ti+1(ω)](t),

con 0 = T1 ≤ · · · ≤ Tn <∞ tiempos de paro, Hi una variable aleatoria acotada y FTi medible, para
todo 0 ≤ i ≤ n.

Proposición 3.122. Sea X una semimartingala. Entonces el mapeo JX : Sucp → Ducp es continuo.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [19], caṕıtulo 2, sección 4.

Definición 3.123. (Integral estocástica respecto de semimartingalas). Sea X una semimartingala.
Al mapeo lineal continuo JX : Lucp → Ducp que resulta de extender el mapeo JX : Sucp → Ducp
le llamaremos la integral estocástica. Sea H ∈ L, al proceso estocástico JX(H) le llamaremos la
integral estocástica de H con respecto de X.

Usaremos las siguientes notaciones para la integral estocástica:

JX(H) = H ·X =

∫
H dX.

Para cada t ≥ 0, definimos ∫ t

0
Hs dXs := JX(H)t.

Teorema 3.124. Sea X una semimartingala con trayectorias de variación finita y H ∈ D. Entonces
el proceso estocástico H · X es indistinguible del proceso estocástico obtenido por la integral de
Lebesgue-Stieltjes trayectoria por trayectoria, es decir, el proceso estocástico definido por∫ t

0
Hs(ω) dXs(ω), t ≥ 0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [19], caṕıtulo 2, sección 4.
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Teorema 3.125. Sea X una semimartingala y H ∈ L. Entonces el proceso estocástico Y = H ·X
es una semimartingala y para cualquier G ∈ L se tiene que G · Y = (GH) ·X.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [19], caṕıtulo 2, sección 4.

Definición 3.126. Sea un proceso adaptado X con trayectorias càdlàg. Denotaremos por X9 al
proceso estocástico (Xt9)t≥0, donde

Xt9(ω) := ĺım
s↑t

Xs(ω), ω ∈ Ω,

para t > 0 y X09 := 0. Tenemos que X9 es un proceso adaptado con trayectorias càglàd (continuas
por la izquierda con ĺımites por la derecha).

Proposición 3.127. Sean
0 = Tn0 ≤ · · · ≤ Tnkn

tiempos de paro tales que:

ĺımn→∞ supk T
n
k =∞ y

ĺımn→∞ supk |Tnk+1 − Tk| = 0 c.s.

Sea X una semimartingala y Y un proceso en D o en L. Entonces el proceso estocástico

kn−1∑
i=1

YTni (XTni+1 −XTni+1).

converge uniformemente en compactos en probabilidad a la integral estocástica Y9 ·X.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [19], caṕıtulo 2, sección 4.

Observación 3.128. Si X es una semimartingala continua (ver definición 3.75) tenemos en par-
ticular que X es una semimartingala (ver definición 3.116). Sea H es un proceso adaptado con
trayectorias continuas y t > 0 fijo. Sea 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t una sucesión de particiones de
[0, t] tal que supi |tni+1 − tni | → 0. Para cada n ∈ N los tiempos de paro constantes

Tni := tni ,

para i ≤ pn y
Tnpn+i := t+ i/n,

donde 1 ≤ i ≤ n2. Nótese que para estos tiempos de paro se tiene que ĺımn→∞ supk T
n
k = ∞ y

ĺımn→∞ supk |Tnk+1 − Tk| = 0.
Para cada n ∈ N, definimos el proceso estocástico

Y n =

pn+n2−1∑
i=1

YTni (X
Tni+1

t −XTni+1)

Considerando el proceso estocástico Y n en t tenemos que

Y n
t =

pn+n2−1∑
i=1

YTni (X
Tni+1

t −XTni+1

t ) =

pn−1∑
i=1

Ytni (Xtni+1
−Xtni

).
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Luego, tenemos que

P(|
pn−1∑
i=1

Ytni (Xtni+1
−Xtni

)− JX(H)t| > ε) ≤ P( sup
s∈[0,t]

|Y n
s − JX(H)s| > ε). (3.34)

Del teorema 3.127 tenemos que {Y n}n∈N converge uniformemente en compactos en probabilidad a
la integral estocástica JX(H) (ver definición 3.123) y de la desigualdad (3.34)

ĺım
n→∞

P(|
pn−1∑
i=1

YTni (Xtni+1
−Xtni

)− JX(H)t| > ε) = 0,

es decir

ĺım
n→∞

pn−1∑
i=1

Ytni (Xtni+1
−Xtni

= JX(H)t.

en probabilidad. Del teorema 3.94 tenemos que el proceso estocástico JX(H) coincide con la integral
de H respecto de X definida como integral respecto de semimartingalas continuas (ver definición
3.92). Es importante mencionar esto pues en los teoremas de convergencia consideraremos integrales
de este tipo.

Definición 3.129. Sea X una semimartingala. Definimos el proceso estocástico [X,X] por

[X,X]t = X2
t − 2

∫ t

0
Xs9 dXs.

A [X,X] le llamaremos la variación cuadrática de X.

Definición 3.130. Sean X y Y semimartingalas. Definimos el proceso estocástico [X,Y ] por

[X,Y ]t = XtYt −
∫ t

0
Ys9 dXs −

∫ t

0
Xs9 dYs.

A [X,Y ] le llamaremos el bracket entre X y Y .
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4. Convergencia de Medidas de probabilidad

Sea (E, d) un espacio métrico y B(E) su sigma álgebra de Borel. Denotaremos por P(E) al
espacio de medidas de probabilidad definidas sobre (E,B(E)).

Definición 4.1. Diremos que una sucesión {Pn}n∈N ⊂P(E) converge débilmente a P ∈P(E) si∫
f dPn →

∫
f dP,

para toda f : E → R continua y acotada. Denotaremos esta convergencia por Pn ⇒ P.

El siguiente teorema nos proporciona diferentes equivalencias de convergencia débil.

Teorema 4.2. (de Portmanteau). Son equivalentes:

(i) Pn ⇒ P.

(ii)
∫
f dPn →

∫
f dP, para toda f : E → R uniformemente continua y acotada.

(iii) ĺım supn Pn(F ) ≤ P(F ) para todo conjunto cerrado F .

(iv) ĺım infn Pn(G) ≥ P(G) para todo conjunto abierto G.

(v) Pn(A)→ P(A) para todo A tal que P(∂A) = 0.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [6], en el caṕıtulo 1, página
16.

Tenemos que Pn ⇒ P si y sólo si {Pn}n∈N converge a P en la topoloǵıa débil inducida por las
funciones

P 7→
∫
f dP,

con f : E → R continua y acotada.
Si (E, r) es un espacio completo y separable tenemos que esta topoloǵıa es inducida por la

métrica
%(P,Q) = ı́nf{ε > 0 |P(F ) ≤ Q(F ε) + ε, ∀ F cerrado}

donde
F ε := {x ∈ E | ı́nf

y∈F
r(x, y) < ε},

y el espacio métrico (P(E), %) es completo y separable. Luego, convergencia débil es equivalente a
la convergencia respecto de ésta métrica. La demostración de estos resultados se pueden consultar
en la referencia [6], en el caṕıtulo 1, página 72.

Proposición 4.3. Sea (E, d) y (E′, d′) espacios métricos y h : E → E′ continua. Si {Pn}n∈N
converge débilmente a P en P(E), entonces {Pn ◦h−1}n∈N converge débilmente a P◦h−1 en P(E′).

P ◦ h−1(A) := P(h−1(A)).

Demostración. Sea h : E → E′ continua y f : E′ → R continua y acotada. Notemos que∫
f dP ◦ h−1 =

∫
f ◦ h dP.
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Puesto que la función f ◦ h es continua y acotada y Pn ⇒ P, tenemos que∫
f ◦ h dPn →

∫
f ◦ h dP

y de la observación anterior se sigue que∫
f dPn ◦ h−1 →

∫
f dP ◦ h−1.

Por lo tanto, Pn ◦ h−1 ⇒ P ◦ h−1.

Definición 4.4. Diremos que una familia de medidas de probabilidad A ⊂P(E) es tensa si para
cada ε > 0 existe un compacto K ⊂ E tal que P(E \K) ≤ ε, para todo P ∈ A.

Teorema 4.5. (de Prokhorov). Sea E un espacio métrico completo y separable. Entonces la familia
A ⊂P(E) es tensa si y sólo si A es relativamente compacto en P(E).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [6], caṕıtulo 1, sección 5.
Sea X una variable aleatoria con valores en un espacio métrico E, definida sobre un espacio de

probabilidad (Ω,F ,P). Denotaremos por L(X) a la ley de X bajo P, es decir,

L(X)(A) = P(X−1(A)), A ∈ B(E).

Consideraremos sucesiones {Xn}n∈N de variables aleatorias con valores en E tal que para cada
n ∈ N, Xn se encuentra definida sobre (Ωn,Fn,Pn), es decir, las variables aleatorias de la sucesión
no necesariamente están definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

Sea X una variable aleatoria real sobre (Ω,F ,P) tal que X ∈ L1(Ω). Denotaremos a la esperanza
de X respecto de la medida de probabilidad P por

EP[X] :=

∫
X dP.

Definición 4.6. Diremos que {Xn}n∈N converge en ley o en distribución a X si {L(Xn)}n∈N
converge débilmente a L(X) y lo denotaremos por Xn ⇒ X.

Nótese que esto es equivalente a la siguiente condición:

EPn [f(Xn)]→ EP[f(X)],

para toda f : E → R continua y acotada.

Definición 4.7. Diremos que una sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈N es tensa si {L(Xn)}n∈N
es tensa.

Luego, tenemos versiones de los teoremas anteriores en términos de variables aleatorias:

Proposición 4.8. Sean (E, d) y (E′, d′) espacios métricos, h : E → E′ continua y {Xn}n∈N una
sucesión de variables aleatorias con valores en E. Si Xn ⇒ X, entonces h(Xn)⇒ h(X).

Teorema 4.9. Sea E un espacio métrico completo y separable y {Xn}n∈N una sucesión de variables
aleatorias con valores en E. Entonces la sucesión {Xn}n∈N es tensa si y sólo si {L(Xn)}n∈N es
relativamente compacto en P(E).
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4.1. Resultados de convergencia en distribución sobre el espacio de Skorokhod

Sea (E, r) un espacio métrico separable. Diremos que una función α : [0,∞) → E es cádlág si
es continua por la derecha y si el ĺımite por la izquierda

α(t9) = ĺım
s↑t

α(s)

existe para todo t > 0. Por convención usaremos la notación:

α(09) = α(0).

Denotaremos por DE [0,∞) el espacio de funciones cádlág (continuas por la derecha con ĺımite por
la izquierda) con valores en E.

Para estudiar la convergencia en distribución de variables aleatorias sobre DE [0,∞) debemos
considerar una métrica d sobre este conjunto tal que (DE [0,∞), d) sea un espacio métrico completo
y separable. Consideraremos el caso E = Rm equipado con la norma euclidiana (la cual denotaremos
por ‖ · ‖), sin embargo, estos resultados se pueden generalizar a un espacio métrico (E, r) completo
y separable intercambiando los papeles de r y ‖ · ‖.

Dado α ∈ DRm [0,∞) y I ⊂ R un intervalo, definimos

w(α, I) = sup
s,t∈I
‖α(t)− α(s)‖,

y para α ∈ DRm [0,∞) y θ > 0, se define

w′N (α, θ) = ı́nf
{

máx
1≤i≤r

w(α, [ti−1, ti))
∣∣ 0 = t0 < · · · < tr = N, ı́nf

i<r
(ti − ti−1) ≥ θ

}
.

Denotaremos por Λ al conjunto de funciones continuas λ : [0,∞) → [0,∞) que son estrictamente
crecientes, λ(0) = 0 y

ĺım
t→∞

λ(t) =∞.

Teorema 4.10. Existe una topoloǵıa sobre DRm [0,∞) generada por una métrica d tal que (DRm [0,∞), d)
es un espacio métrico completo y separable, a esta topoloǵıa le llamaremos la topoloǵıa de Skorokhod.
Además, se tienen

(i) La sucesión {αn}n∈N ⊂ DRm [0,∞) converge a α en dicha topoloǵıa, es decir, d(αn, α)→ 0 si
y sólo si existe {λn}n∈N ⊂ Λ tal que

a) ĺım
n→∞

sup
s≥0
|λn(s)− s| = 0 y

b) ĺım
n→∞

sup
s≤T
‖αn(λn(s))− α(s)‖ = 0, para todo T > 0.

(ii) A ⊂ DRd [0,∞) es relativamente compacto en dicha topoloǵıa si y sólo si, se cumplen

a) sup
α∈A

sup
s≤N
‖α(s)‖ <∞, para todo N ∈ N y

b) ĺım
θ↓0

sup
α∈A

w′N (α, θ) = 0, para todo N ∈ N.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], el caṕıtulo 6, página
330.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos lo siguiente:
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Proposición 4.11.

(i) Si {αn}n∈N ⊂ DRm [0,∞) es una sucesión de funciones que converge uniformemente en com-
pactos a α, entonces αn → α en la topoloǵıa de Skorokhod.

(ii) {αn}n∈N ⊂ C([0,∞),Rm) converge a α en la topoloǵıa de Skorokhod si y sólo si converge a α
uniformemente en compactos. Es decir, la topoloǵıa de (C([0,∞),Rm), d) como subespacio de
(DRm [0,∞), d) es igual la topoloǵıa de convergencia uniforme en compactos.

Demostración. El inciso (i) se sigue directamente del teorema anterior si consideramos λn(t) = t,
para todo n ∈ N. Ahora demostraremos (ii), el rećıproco se sigue directamente de (i) por lo que
basta demostrar la implicación directa. Sea {αn}n∈N ⊂ C([0,∞),Rm) y α ∈ DRm [0,∞) tal que
αn → α en la topoloǵıa de Skorokhod. Luego, existe {λn}n∈N ⊂ Λ tal que

ĺım
n→∞

sup
s≥0
|λn(s)− s| = 0

y
ĺım
n→∞

sup
0≤s≤T

‖αn(λn(s))− α(s)‖ = 0, (4.1)

para todo T > 0. Notemos que

sup
s≥0
|λn(s)− s| = sup

s≥0
|λ−1
n (s)− s|

y en consecuencia
ĺım
n→∞

sup
s≥0
|λ−1
n (s)− s| = 0.

Primero, de (4.1) tenemos que α es continua, pues para cada n ∈ N, αn ◦ λn es continua. Por otra
parte, tenemos que

‖αn(t)− α(t)‖ ≤ ‖αn ◦ λn ◦ λ−1
n (t)− α ◦ λ−1

n (t)‖+ ‖α ◦ λ−1
n (t)− α(t)‖. (4.2)

Sea T > 0 y ε > 0. Puesto que α es uniformemente continua en el intervalo [0, T ], tenemos que
existe δ > 0 tal que si |t − s| < δ se tiene que ‖α(t) − α(s)‖ < ε. Sea N1 ∈ N tal que para todo
n ≥ N1,

sup
s≤T+δ

‖αn ◦ λn(s)− α(s)‖ < ε. (4.3)

Sea N2 ∈ N tal que para todo n ≥ N2,

sup
s≥0
|λ−1
n (s)− s| < δ. (4.4)

Sea N = máx{N1, N2} y n ≥ N, de (4.4) tenemos que para s ∈ [0, T ], λn(s) ∈ [0, T + δ] y por tanto

sup
s≤T
‖αn ◦ λn ◦ λ−1

n (s)− α ◦ λ−1
n (s)‖ ≤ sup

s≤T+δ
‖αn ◦ λn(s)− α(s)‖ < ε.

Por otra parte, de la continuidad uniforme de α y de (4.4) tenemos que

sup
s≤T
‖α ◦ λ−1

n (s)− α(s)‖ ≤ sup
s≤T+δ

‖αn ◦ λn − α(s)‖ < ε.

Luego, de (4.2) y las desigualdades anteriores tenemos que para todo n ≥ N,

sup
s≤T
‖αn(t)− α(t)‖ ≤ 2ε.

Por lo tanto, αn converge a α uniformemente en compactos.
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A partir de ahora consideraremos queDRm [0,∞) está equipado con la métrica d y a (DRm [0,∞), d)
le llamaremos el espacio de Skorokhod. Veremos una manera de caracterizar a los borelianos de este
espacio. Para cada t ≥ 0, definimos πt : DRm [0,∞)→ Rm por

πt(α) := α(t). (4.5)

Proposición 4.12. Sea B(DRm [0,∞)) la sigma álgebra de Borel de DRm [0,∞) equipado con la
topoloǵıa de Skorokhod y D un subconjunto denso de [0,∞). Entonces

B(DRm [0,∞)) = σ(πt : t ∈ D).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [6], caṕıtulo 3, página 173.
Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico con trayectorias càdlàg que toman valores en Rm,

definido sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). De la proposición anterior tenemos que el
mapeo

ω 7→ X·(ω),

es F-B(DRm [0,∞)) medible: dado D ⊂ [0,∞) denso, t1, · · · , tk ∈ D, y A1, · · · , Ak ∈ B(Rm),
tenemos que

X−1
( k⋂
i=1

π−1
ti

(Ai)
)

=
k⋂
i=1

X−1
ti

(Ai) ∈ F ,

pues para cada i ∈ {1, · · · , k}, Xti es una variable aleatoria. Puesto que los conjuntos de la forma⋂k
i=1 π

−1
ti

(Ai) generan a B(DRm [0,∞)), podemos concluir el resultado. Luego, podemos considerar
a un proceso con trayectorias en DRm [0,∞) como una variable aleatoria con valores en DRm [0,∞)
y por tanto, tenemos que L(X) ∈P(DRm [0,∞)).

A las sucesiones de procesos estocásticos con trayectorias en DRm [0,∞) las denotaremos con
supeŕındice: {Xn}n∈N, y para cada n ∈ N, utilizaremos la notación Xn = (Xn

t )t≥0. En todos los
teoremas que veremos, asumiremos que las sucesiones de procesos estocásticos tienen trayectorias
en DRm [0,∞).

Definición 4.13. Dado un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 y t1, · · · , tk ∈ [0,∞) denotaremos por
L(Xt1 , · · · , Xtk) a la ley de la variable aleatoria (Xt1 , · · · , Xtk) y diremos que los elementos de la
familia de medidas {

L(Xt1 , · · · , Xtk) | t1, · · · , tk ∈ [0,∞), k ∈ N
}

son las distribuciones finito dimensionales de X.

Definición 4.14. Sean X, {Xn}n∈N procesos estocásticos con valores en Rm y D ⊂ [0,∞). Diremos
que las distribuciones finito dimensionales de Xn convergen a X a lo largo de D si para cualesquiera
t1, · · · , tk ∈ D, k ∈ N tenemos

(Xn
t1 , · · · , X

n
tk

)⇒ (Xt1 , · · · , Xtk) (4.6)

y denotaremos esta convergencia por

Xn L(D)−→ X.

Nótese que la convergencia en (4.6) se refiere a convergencia en distribución de variables aleatorias
con valores en Rkm.

Definición 4.15. Sea X un proceso estocástico con valores en Rm. Definimos el proceso de saltos
∆X = (∆Xt)t≥0 de la siguiente manera: para cada t ≥ 0, definimos

∆Xt := Xt −Xt9.
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Dado X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico con trayectorias càdlàg, definimos el conjunto

J(X) := {t > 0 |P[∆Xt 6= 0] > 0}.

Lema 4.16. J(X) es a lo más numerable.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo 6, sección 3.
Nótese que de este resultado se obtiene que [0,∞) \ J(X) es denso en [0,∞).

Proposición 4.17. Dados X, {Xn}n∈N procesos estocásticos con trayectorias càdlàg que toman

valores en Rm tales que Xn ⇒ X. Entonces Xn L(D)−→ X, donde D = [0,∞) \ J(X).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo 6, página
349. Veremos que las distribuciones finito dimensionales de un proceso caracterizan su ley como
elemento P(DRm [0,∞)). Primero veremos el siguiente resultado.

Proposición 4.18. Sean P y Q medidas de probabilidad definidas sobre (Ω,F) y suponga que P y
Q coinciden en una clase C ⊂ F que es cerrada bajo intersecciones. Si σ(C) = F , entonces P = Q.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [12], caṕıtulo 6.

Proposición 4.19. Sean X,Y procesos estocásticos con trayectorias càdlàg, definidos sobre (Ω,F ,P)
y (Ω̃, F̃ , P̃) respectivamente y D un subconjunto denso de [0,∞). Si L(Xt1 , · · · , Xtk) = L(Yt1 , · · · , Ytk)
para cualesquiera t1, · · · , tk ∈ D, k ∈ N, entonces L(X) = L(Y ).

Demostración. Sean t1, · · · , tk ∈ D, y A1, · · · , Ak ∈ B(Rm). Entonces

P
(
X−1

( k⋂
i=1

π−1
ti

(Ai)
))

= P̃
(
Y −1

( k⋂
i=1

π−1
ti

(Ai)
))
, (4.7)

ya que

X−1
( k⋂
i=1

π−1
ti

(Ai)
)

= (Xt1 , · · · , Xtk)−1(A1 × · · · ×Ak).

Del teorema 4.12 tenemos que la familia

C =
{ k⋂
i=1

π−1
ti

(Ai)
∣∣ t1, · · · , tk ∈ D, A1, · · · , Ak ∈ B(Rm), k ∈ N

}
genera a B(DRd [0,∞)) y por otra parte, tenemos que esta familia es cerrada bajo intersecciones.
Puesto que la ley de X y la ley de Y coinciden en C, de la proposición 4.18 se sigue que L(X) = L(Y ).

Ahora mencionaremos algunos resultados que nos permitirán verificar la tensión y convergencia
de sucesiones de procesos estocástico con trayectorias càdlàg.

Teorema 4.20. La sucesión {Xn}n∈N es tensa si y sólo si

a) Para todo N ∈ N y ε > 0 existen n0 ∈ N y K > 0 tales que para todo n ≥ n0

Pn
[

sup
t≤N
|Xn

t | > K
]
≤ ε,
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b) Para todo N ∈ N, ε > 0 y η > 0 existen n0 ∈ N y θ > 0 tales que para todo n ≥ n0

Pn
[
w′N (Xn, θ) ≥ η

]
≤ ε.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo 6.

Definición 4.21. Una sucesión de procesos {Xn}n∈N es C-tensa si es tensa y si todo punto ĺımite
de {L(Xn)}n∈N es igual a la ley de un proceso continuo. Es decir, si {L(Xnk)}k∈N es una subsu-
cesión que converge débilmente a P ∈ P(DRm [0,∞)), entonces P está concentrada en el conjunto
C([0,∞),Rm).

Proposición 4.22. Sea {Xn}n∈N una sucesión C-tensa de procesos estocásticos con valores en Rm
y {Y n}n∈N una sucesión tensa (C-tensa) de procesos estocásticos con valores en Rk. Entonces se
cumplen:

a) Si m = k entonces {Y n +Xn}n∈N es tensa (respectivamente, C-tensa).

b) {(Xn, Y n)}n∈N es tensa (respectivamente, C-tensa).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo 6.
Los resultados anteriores nos permiten establecer el siguiente criterio para verificar que una

sucesión {Xn}n∈N converge en distribución.

Proposición 4.23. Sean X, {Xn}n∈N procesos estocásticos con valores en Rm tales que

a) La sucesión {Xn}n∈N es tensa y

b) Xn L([0,∞))−→ X.

Entonces Xn ⇒ X.

Demostración. Sea {Xnk}k∈N una subsucesión de {Xn}n∈N. Puesto que la sucesión es tensa, por
el teorema de Prokhorov (teorema 4.5) tenemos que {L(Xn)}n∈N es relativamente compacto en
P(DRm [0,∞)) y por tanto existe una subsucesión {L(X

nkj )}j∈N y P ∈ P(DRm [0,∞)) tales que
L(X

nkj )⇒ P. Por otra parte, tenemos que esta subsucesión cumple

X
nkj

L([0,∞))−→ X. (4.8)

Consideremos el espacio de probabilidad (DRm [0,∞),B(DRm [0,∞)),P). Sobre éste espacio defini-
mos el proceso estocástico X̃ = (X̃t)t≥0 por medio de la igualdad

X̃t := πt,

donde πt es la función dada por (4.5). Tenemos que

X̃t(α) = α(t)

para cada α ∈ DRm [0,∞)). Luego, X̃ es la identidad sobre DRm [0,∞) y por tanto, L(X̃) = P. De
la proposición 4.17 se sigue que

X
nkj

L(D)−→ X̃, (4.9)

para D = [0,∞) \ J(X̃). Luego, de (4.8) y (4.9) tenemos que para cualesquiera t1, · · · , tk ∈ D,

L(Xt1 , · · · , Xtk) = L(X̃t1 , · · · , X̃tk).

De la proposición 4.19 tenemos que L(X) = P, lo cual demuestra que L(X
nkj ) ⇒ L(X). Puesto

que para cada subsucesión de {Xn}n∈N encontramos una subsucesión de ésta que converge a L(X),
obtenemos que Xn ⇒ X.
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Definición 4.24. Diremos que una sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈N con valores en Rm
converge a c ∈ Rm en probabilidad si

Pn[‖Xn − c‖ ≥ ε]→ 0,

y lo denotaremos por Xn
P−→ c.

A continuación veremos algunos resultados de convergencia que serán de utilidad. Primero ve-
remos algunos resultados que nos permitirán estudiar la convergencia de las distribuciones finito
dimensionales.

Proposición 4.25. Sea {Xn}n∈N es una sucesión de variables aleatorias en Rm y c ∈ Rm. Entonces

Xn
P→ c si y sólo si Xn ⇒ c.

Demostración. Para demostrar este resultado utilizaremos el teorema de Portmanteau (teorema
4.2). Sea f : Rm → R uniformemente continua y acotada y ε > 0. Sea δ > 0 tal que si ‖x− y‖ < δ
se cumple que |f(x)− f(y)| < ε. Entonces tenemos

|EPn [f(Xn)]− f(c)| ≤ EPn
[
|f(Xn)− f(c)|1{‖Xn−c‖<δ}

]
+ EPn

[
|f(Xn)− f(c)|1‖Xn−c‖≥δ

]
≤ ε+ 2‖f‖∞ Pn[‖Xn − c‖ ≥ δ],

Luego, tenemos que
ĺım sup
n→∞

|EPn [f(Xn)]− f(c)| ≤ ε

y puesto que esto se cumple para cualquier ε > 0, tenemos que EPn [f(Xn)] → f(c). Por lo tanto,
Xn ⇒ c.

Para demostrar el rećıproco, consideremos

f(x) = mı́n{‖x− c‖, 1}.

Puesto que f es continua y acotada, tenemos que

EPn
[

mı́n{‖Xn − c‖, 1}
]
→ 0.

Nótese que para demostrar que Xn
P−→ c basta considerar ε ∈ (0, 1). Luego, para ε ∈ (0, 1) tenemos

que

Pn
[
‖Xn − c‖ ≥ ε

]
≤ 1

ε
EPn

[
mı́n{‖Xn − c‖, 1}

]
y por tanto, tenemos que Pn

[
‖Xn − c‖ ≥ ε

]
→ 0.

Proposición 4.26. Sean {Xn}n∈N y {Yn}n∈N sucesiones de variables aleatorias en Rm y Rk res-
pectivamente, tales que para cada n ∈ N, Xn y Yn se encuentran definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad, Xn ⇒ X y Yn ⇒ c, con c ∈ Rk. Entonces (Yn, Xn)⇒ (c,X).

Demostración. Para probar este resultado utilizaremos el teorema de Portmanteau (teorema 4.2).
Sea f : Rm+k → R uniformemente continua y acotada y ε > 0. Sea que existe δ > 0 tal que para
‖x− y‖ < δ se cumple que |f(x)− f(y)| < ε. Notemos que la función

x 7→ f(c, x)
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es continua y acotada y por tanto, tenemos que

EPn
[
f(c,Xn)

]
→ EP[f(c,X)].

Por otra parte, tenemos∣∣EPn [f(Yn, Xn)]− EP[f(c,X)]
∣∣ ≤ EPn

[
|f(Yn, Xn)− f(c,Xn)|

]
+
∣∣EPn

[
f(c,Xn)

]
− EP[f(c,X)]

∣∣
≤ EPn

[
|f(Yn, Xn)− f(c,Xn)|1{‖Yn−c‖<δ}

]
+
∣∣EPn

[
f(c,Xn)

]
− EP[f(c,X)]

∣∣
+ EPn

[
|f(Yn, Xn)− f(c,Xn)|1{‖Yn−c‖≥δ}

]
≤ ε+

∣∣EPn
[
f(c,Xn)

]
− EP[f(c,X)]

∣∣+ 2‖f‖∞ Pn[‖Yn − c‖ ≥ δ].

De la proposición 4.25 tenemos

ĺım sup
n→∞

|EPn [f(Yn, Xn)]− EP[f(c,X)]| ≤ ε

y puesto que esto se cumple para cualquier ε > 0, tenemos que EPn [f(Yn, Xn)] → EP[f(c,X)]. Por
lo tanto, (Yn, Xn)⇒ (c,X).

Corolario 4.27. Sean {Xn}n∈N y {Yn}n∈N sucesiones de variables aleatorias en Rm tales que para
cada n ∈ N, Xn y Yn se encuentran definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, Xn ⇒ X y
Yn ⇒ c, con c ∈ Rm. Entonces Yn +Xn ⇒ c+X.

Demostración. De la proposición 4.26 tenemos que (Yn, Xn)⇒ (c,X). Por otra parte, tenemos que
la función h : Rm × Rm → Rm definida por

h(x, y) = x+ y,

es continua. Luego, considerando ésta función en la proposición 4.8 se obtiene que Yn+Xn ⇒ c+X.

Lema 4.28. Si {Zn}n∈N es una sucesión de procesos estocásticos tal que para todo N ∈ N,

sup
t≤N
‖Zns ‖

P−→ 0

entonces Zn ⇒ 0.

Demostración. Sea n ∈ N. Dados t1, · · · , tk ∈ [0,∞) tenemos que

‖(Znt1 , · · · , Z
n
tk

)‖2 ≤ k
(

sup
s≤N
‖Zns ‖

)2
,

donde N > 0 es tal que t1, · · · tk ∈ [0, N ]. Entonces tenemos que

Pn
[
‖(Znt1 , · · · , Z

n
tk

)‖ > ε
]
≤ Pn

[
sup
s≤N
‖Zns ‖ > ε/

√
k
]
,

lo cual implica que
ĺım
n→∞

Pn
[
‖(Znt1 , · · · , Z

n
tk

)‖ > ε
]

= 0.

y en consecuencia, de la proposición 4.25 tenemos que (Znt1 , · · · , Z
n
tk

)⇒ 0. Luego, Zn
L([0,∞))−→ 0.

58



Ahora veremos que la sucesión {Zn}n∈N es tensa. Primero, dado K > 0 y ε > 0 tenemos que
n0 ∈ N tal que para n ≥ n0

Pn
[

sup
t≤N
‖Znt ‖ > K

]
< ε,

es decir, {Zn}n∈N verifica la condición a) del teorema 4.20. Por otra parte, notemos que para
cualquier intervalo I ⊂ [0, N ] se tiene que

w(Zn, I) ≤ 2 sup
t≤N
‖Znt ‖

y en consecuencia,
w′N (Zn, θ) ≤ 2 sup

t≤N
‖Znt ‖, (4.10)

para cualquier θ > 0. Luego, dados η > 0 y ε > 0, sea n0 ∈ N tal que para n ≥ n0

Pn
[

sup
t≤N
‖Znt ‖ > η/2

]
< ε.

Entonces, de (4.10) tenemos que

Pn
[
w′N (Zn, θ) > η

]
≤ Pn

[
sup
t≤N
‖Znt ‖ > η/2

]
< ε,

lo cual demuestra que {Zn}n∈N verifica la condición b) del teorema 4.20 y por tanto, {Zn}n∈N es
tensa. Finalmente, de la proposición 4.23 se sigue que Zn ⇒ 0.

Proposición 4.29. Si la sucesión de procesos estocásticos {Xn}n∈N converge en distribución a un
proceso con trayectorias continuas X y {Zn}n∈N es tal que Zn ⇒ 0, entonces (Zn, Xn)⇒ (0, X).

Demostración. Puesto que Xn ⇒ X y X tiene trayectorias continuas, tenemos en particular que
{Xn}n∈N es una sucesión C−tensa y de igual manera, tenemos que la sucesión {Zn}n∈N es tensa.
Luego, de la proposición 4.22, inciso b) tenemos que {(Zn, Xn)}n∈N es tensa. Notemos que para
k ∈ N y t1, · · · , tk ∈ [0,∞) se tiene que

(Znt1 , · · · , Z
n
tk

)⇒ (0, · · · , 0)

y
(Xn

t1 , · · · , X
n
tk

)⇒ (Xt1 , · · · , Xtk),

Luego, de la proposición 4.26 se tiene que

(Znt1 , · · · , Z
n
tk
, Xn

t1 , · · · , X
n
tk

)⇒ (0, · · · , 0, Xt1 , · · · , Xtk),

pues la sucesión de variables aleatorias {(Znt1 , · · · , Z
n
tk

)}n∈N converge en distribución a un vector
constante. Por lo tanto, de la proposición 4.23 se sigue (Zn, Xn)⇒ (0, X).

Proposición 4.30. Si la sucesión de procesos estocásticos {Xn}n∈N converge en distribución a un
proceso con trayectorias continuas X y {Zn}n∈N es tal que Zn ⇒ 0 y ambos toman valores en Rm,
entonces Zn +Xn ⇒ X.
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Demostración. Puesto que Xn ⇒ X y X tiene trayectorias continuas, tenemos en particular que
{Xn}n∈N es una sucesión C−tensa y de igual manera, tenemos que la sucesión {Zn}n∈N es tensa.
Luego, de la proposición 4.22, inciso a) tenemos que {Zn + Xn}n∈N es tensa. Notemos que para
k ∈ N y t1, · · · , tk ∈ [0,∞) se tiene que

(Znt1 , · · · , Z
n
tk

)⇒ (0, · · · , 0)

y
(Xn

t1 , · · · , X
n
tk

)⇒ (Xt1 , · · · , Xtk),

Luego, del corolario 4.27 se sigue que

(Znt1 +Xn
t1 , · · · , Z

n
tk

+Xn
tk

)⇒ (Xt1 , · · · , Xtk).

Por lo tanto, de la proposición 4.23 se sigue que Zn +Xn ⇒ X.

4.2. Resultados de convergencia al Movimiento Browniano y convergencia de
Integrales estocásticas

Ahora veremos resultados que nos permitirán estudiar la convergencia al movimiento browniano
y convergencia de integrales estocásticas respecto de semimartingalas. Si {Xn}n∈N es una sucesión de
procesos estocásticos, además de considerar que Xn está definido sobre (Ωn,Fn,Pn), consideraremos
que Xn es adaptado a una filtración (Fnt )t≥0 completa y continua por la derecha (ver definiciones
3.104 y 3.34, respectivamente).

Trabajaremos con integrales estocásticas multidimensionales. En las siguientes definiciones con-
sideraremos fijos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y una filtración (Ft)t≥0 completa y continua
por la derecha.

Definición 4.31. Diremos que un proceso estocástico X = (X1, · · · , Xk) con valores en Rk es
una semimartingala si Xi = (Xi

t)t≥0 es una semimartingala para cada i ∈ {1, · · · , k}. De manera
análoga diremos que X es una martingala local (un proceso de variación finita) si cada una de sus
entradas es martingala local (respectivamente, un proceso de variación finita).

Definición 4.32. Sea Y = (Yt)t≥0 un proceso con trayectorias en DMm×k(R)[0,∞) y X una semi-

martingala con valores en Rk. Definimos la semimartingala
∫
Y dX =

( ∫ t
0 Ys9 dXs

)
t≥0

con valores
en Rm por (∫

Y dX
)i
t

=
(∫ t

0
Ys9 dXs

)i
:=

k∑
j=1

∫ t

0
(Ys9)i,j dX

j
s .

Donde la integral de cada sumando se encuentra dada por la definición 3.123.

Recordemos que el bracket entre dos semimartingalas X y Y se define por

[X,Y ]t = XsYs −
∫ t

0
Xs9dYs −

∫ t

0
Ys9dXs.

4.2.1. Resultado de convergencia al Movimiento Browniano

Consideraremos fijos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y una filtración (Ft)t≥0 completa y
continua por la derecha.
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Definición 4.33. Diremos que un proceso estocástico X = (X1, · · · , Xd) es una martingala gaus-
siana si X0 = 0, Xi es una martingala para cada i ∈ {1, · · · , d} con respecto de (Ft)t≥0 y X es un
proceso gaussiano (ver definición 3.28).

Para cada t ≥ 0 definimos
Ci,j(t) := E[Xi

tX
j
t ],

y
C(t) := (Ci,j(t))i,j .

Proposición 4.34. Sea X una martingala gaussiana con valores en Rd. Para cualesquiera 0 ≤ s <
t, C(t)− C(s) es una matriz positiva definida y para cada u ∈ Rd se tiene que

E[exp(i〈u,Xt −Xs〉)] = exp(i〈u, (C(t)− C(s))u〉).

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo II, sección
4d.

Teorema 4.35. Sea X = (X1, · · · , Xd) una martingala gaussiana con

Ci,j(t) = E[Xi
tX

j
t ],

para cada i, j ≤ d, y {Xn}n∈N una sucesión de procesos estocásticos tales que para cada n ∈ N, Xn =
(Xn,1, · · · , Xn,d) una martigala local. Además, supongamos que existe K > 0 tal que ‖∆Xn

t ‖ ≤ K,
para todo t ≥ 0 y para todo n ∈ N. Si D es un subconjunto denso de [0,∞) son equivalentes:

(i) Xn ⇒ X,

(ii) Para cualesquiera i, j ∈ {1, · · · ,m},

[Xn,j , Xn,i]t
P−→ Ci,j(t),

para todo t ∈ D.

La demostración de este resultado se puede consultar en la referencia [13], caṕıtulo VIII, sección
3b.

Observación 4.36. Sea W = (Wt)t≥0 un Movimiento Browniano (unidimensional) tal que para
cualesquiera 0 ≤ s < t se tiene que σ(Wt −Ws) es independiente de Ft. Tenemos que W es una
martingala respecto de (Ft)t≥0 y además, tenemos que W es un proceso Gaussiano con W0 = 0
(proposición 3.30), luego, W es una martingala gaussiana (respecto de (Ft)t≥0). Además, de la
proposición 3.29 se tiene que

E[W 2
t ] = t.

Entonces, en el caso particular del Movimiento Browniano tenemos que C(t) = t.

De la observación 4.36 y el teorema 4.35 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.37. Sea W un movimiento browniano, {Xn}n∈N una sucesión de martingalas locales
con valores en R y suponga que existe K > 0 tal que |∆Xn

t | ≤ K, para todo para todo t ≥ 0 y para
todo n ∈ N. Si D es un subconjunto denso, son equivalentes

(i) Xn ⇒W,

(ii) [Xn, Xn]t
P−→ t, para todo t ∈ D.
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4.2.2. Teoremas de convergencia de integrales estocásticas

Ahora veremos algunos resultados sobre convergencia de integrales estocásticas. Los demostra-
ción de los siguientes resultados se pueden consultar en la referencia [16].

Dado δ ∈ [0,∞) definimos hδ : [0,∞)→ [0,∞) por

hδ(x) = (1− δ/x)+

y si δ =∞ consideremos hδ(x) = 0, para todo x ∈ [0,∞).
Definimos la función Jδ : DRd [0,∞)→ DRd [0,∞) por

Jδ(α)(t) =
∑
s≤t

hδ(|α(s)− α(s−)|)(α(s)− α(s−)).

Sea (At)t≥0 es un proceso de variación finita, denotaremos por Tt(A) a la variación total de A
sobre el intervalo [0, t], es decir

Tt(A) = sup{
k∑
i=1

‖Ati −Ati−1‖ | t0 = 0 < t1 < · · · < tk = t}.

Teorema 4.38. Sea {(Xn, Y n)}n∈N una sucesión de procesos con trayectorias en DMk×m(R)×Rm [0,∞)
tal que para cada n ∈ N, (Xn, Y n) es adaptado a una filtración (Fnt )t≥0 y Yn es una semimartingala
respecto de (Fnt )t≥0. Sea δ ∈ [0,∞]. Considere

Yδ,n = Y n − Jδ(Y n).

Y δ,n es una semimartingala y sea Y δ,n = M δ,n + Aδ,n una descomposición de Y δ,n como suma de
una martingala local y un proceso adaptado de variación finita (ver definición 3.116). Suponga que
esta descomposición cumple la siguiente condición:

(C1) Para cada α > 0 existe una sucesión {τ δn}n∈N tal que τ δn es tiempo de paro respecto de (Fnt )t≥0,
Pn[ταn ≤ α] ≤ 1/α y para cada t ≥ 0,

sup
n∈N

EPn
[
Tt∧ταn (Aδ,n)

]
<∞,

y para cada i ≤ m,
sup
n∈N

EPn
[
[(M δ,n)i, (M δ,n)i]t∧ταn

]
<∞

donde (M δ,n)i es la i-ésima entrada M δ,n. Si (Xn, Yn) ⇒ (X,Y ), entonces Y es una semimartin-
gala respecto de una filtración en la cual X y Y son adaptados y además (Xn, Yn,

∫
Xn dYn) ⇒

(X,Y,
∫
X dY ).

Observación 4.39. Si δ = ∞ tenemos que Jδ ≡ 0 y Y δ,n = Y n. Sea Y n = Mn + An una des-
composición de Y n como suma de una martingala local y un proceso de variación finita, si esta
descomposición cumple la condición:

sup
n∈N

EPn
[
Tt(A

n)
]
<∞,

y para cada i ≤ m,
sup
n∈N

EPn
[
[M i,n,M i,n]t

]
<∞,
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donde M i,n es la i-ésima entrada Mn.

entonces tenemos que {Y n}n∈N cumple la condición (C1) para δ = ∞ y para cualquier α > 0,
pues podemos considerar los tiempos de paro constantes τ δn =∞, para todo n ∈ N.

Sea T1[0,∞) el conjunto de funciones crecientes y suprayectivas λ tales que λ(0) = 0
y λ(t+h)−λ(t) ≤ h, para todo t, h ≥ 0. Consideremos F, Fn : DRk [0,∞)→ DMk×m(R)[0,∞), n ∈ N,
funciones medibles con la siguiente propiedad:

Suponga que existen funciones G,Gn : DRk [0,∞)× T1[0,∞)→ DMk×m(R)[0,∞) tales que

Fn(α) ◦ λ = Gn(α ◦ λ, λ) (4.11)

y
F (α) ◦ λ = G(α ◦ λ, λ), (4.12)

para cualquier (α, λ) ∈ DRm [0,∞)× T1[0,∞).
Consideraremos las siguientes condiciones sobre estas funciones:

(C2.1) Para todo K ⊂ DRm [0,∞)× T1[0,∞) compacto y t > 0 se cumple

sup
(x,λ)∈K

sup
s≤t
‖Gn(x, λ, s)−G(x, λ, s)‖ → 0.

(C2.2) Si {(αn, λn)}n∈N ⊂ DRm [0,∞)× T1[0,∞) es tal que

sup
s≤t
‖αn(s)− α(s)‖ → 0

y
sup
s≤t
‖λn(s)− λ(s)‖ → 0,

para cada t > 0. Entonces

sup
s≤t
‖G(αn, λn, s)− λ(x, λ, s)‖ → 0.

Definición 4.40. Sea B un proceso estocástico con trayectorias càdlàg, Y una semimartingala y
F : DRk [0,∞)→ DMk×m(R)[0,∞) dada como en (4.12). Diremos que la ecuación

Xt = St +

∫ t

0
F (Xs, s−) dYs. (4.13)

tiene una solución débil si existen X̃, S̃ procesos adaptados con trayectorias càdlàg y Ỹ una semi-
martingala (definidos sobre un espacio de probabilidad filtrado (Ω̃, F̃ , (F̃t)t≥0, P̃ )) tales que (S, Y )
y (S̃, Ỹ ) son iguales en ley y X̃, S̃, Ỹ cumplen (4.13). Diremos que (4.13) cumple unicidad débil si
dadas X y X̃ dos soluciones débiles, se tiene que X y X̃ son iguales en ley.

Teorema 4.41. Sean {Xn}n∈N, {Un}n∈N sucesiones de procesos estocásticos con trayectorias en
DRk [0,∞) y {Y n}n∈N una sucesión de semimartingalas y para cada n ∈ N, Xn, Y n y Sn se en-
cuentran definidos sobre el mismo espacio de probabilidad y son adaptados respecto de la misma
filtración. Suponga que para cada n ∈ N, estos procesos satisfacen:

Xn
t = Snt +

∫ t

0
Fn(Xn

s , s−) dYs,
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y además, {Y n}n∈N satiface la condición (C1) y las funciones F y {Fn}n∈N están representadas en
terminos de G y {Gn}n∈N, las cuales satisfacen las condiciones (C2.1) y (C2.2).

Si (Sn, Y n)⇒ (S, Y ) y si X = (Xt)t≥0 es solución de la ecuación diferencial estocástica:

Xt = Ut +

∫ t

0
F (Xs, s−) dYs,

y ésta cumple unicidad en ley, entonces (Sn, Y n, Xn)⇒ (S, Y,X).

Observación 4.42. El caso de interés en este trabajo será el siguiente: consideremos
F : Rk →Mk×m(R) continua y sea F̃ : DRk [0,∞)→ DMk×m(R)[0,∞) la función definida por

F̃ (α, t) := F (α(t)).

Si consideramos G(α, λ) := F̃ (α) para cada (α, λ) ∈ DRk [0,∞)× T1[0,∞), de manera inmediata G
y F cumplen (4.12). Por otra parte, si consideramos Gn = G y Fn = F̃ , para todo n ∈ N, de manera
inmediata se cumple la condición (C2.1) y bajo las condiciones anteriores, podemos verificar (C2.2)
mediante la siguiente condición:

(C2’) Si {αn}n∈N ⊂ DRd [0,∞) es tal que

sup
s≤t
‖αn(s)− α(s)‖ → 0.

para cada t > 0. Entonces
sup
s≤t
‖F (αn(s))− F (α(s))‖ → 0.
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5. Descripción de las trayectorias cuánticas discretas

En esta sección se describirá el modelo de las trayectorias en tiempo discreto. El sistema cuántico
que nos interesa medir está representado por un espacio de Hilbert H0 acoplado a una cadena de
sistemas idénticos e independientes. Cada copia de estos sistemas se encuentra representada por un
espacio de Hilbert, H. A lo largo de este texto consideraremos que H0 y H son espacios de dimensión
finita.

A cada espacio se le asociará un operador positivo de clase traza, con traza igual a 1. A un
operador con éstas caracteŕısticas se le conoce como estado u operador de densidad y al conjunto
de operadores de densidad definidos sobre H lo denotaremos por S(H).

Cada copia de H interactúa con H0 una tras otra en intervalos de tiempo de longitud h. La
información de la evolución del sistema H0 se obtiene al realizar una medición sobre el sistema H
en cada interacción. En la primera interacción, el sistema está descrito por el producto tensorial
H0 ⊗ H y la interacción está descrita por un Hamiltoniano Htot, que es un operador autoadjunto
sobre H0 ⊗H. Su forma general es

Htot = H0 ⊗ IH + IH0 ⊗H + λHint,

donde H0 y H son operadores autoadjuntos sobre H y H0, respectivamente, Hint es un operador
autoadjunto sobre H⊗H0 y λ > 0. A H0 y H se les conoce como Hamiltonianos libres, al operador
Hint, como el Hamiltoniano de interacción y a λ, como la constante de acoplamiento.

El operador
U = eihHtot

describe la interacción de la siguiente manera: Si ρ es un estado en el producto tensorial H ⊗H0,
en la representación de Schrödinger, la evolución está dada por

ρ 7→ U ρU∗.

Después de la primera interacción, se repite la interacción pero esta vez acoplando una nueva copia
de H al sistema H0. Se considera que esta nueva copia se encuentra aislada durante la primera
interacción y que la primera copia se encuentra aislada durante el resto del experimento. Este
procedimiento se repite de manera sucesiva.

Describiremos a las interacciones sucesivas por medio del espacio de Hilbert

Γ = H0 ⊗
∞⊗
n=1

H.

Para definir el producto tensorial
⊗∞

n=1H, consideraremos una base ortonormal de H fija β =
{x0, · · · , xq−1}. Consideraremos que el producto tensorial se encuentra basado en x0 y por tanto,

B =
{
xi1 ⊗ xi2 ⊗ · · · ⊗ xik ⊗ x0 ⊗ x0 ⊗ · · · ⊗ x0 ⊗ · · · | i1, i2, · · · , ik ∈ {0, · · · , q − 1}, k ∈ N

}
forma una base ortonormal de

⊗∞
n=1H.

Por otra parte, puesto que H0 ⊗H es un espacio de dimensión finita, el operador unitario U se
encuentra dado por

U =

k∑
i=1

Ai ⊗Bi, (5.1)

donde Ai y Bi son operadores sobre H0 y H, respectivamente.
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Para describir las interacciones sucesivas en el espacio Γ, para cada n ∈ N consideraremos el
operador Un ∈ B(Γ) definido por la igualdad

Un =

k∑
i=1

Ai ⊗
n−1⊗
j=1

IH ⊗Bi ⊗
⊗
j≥n+1

IH. (5.2)

Un es el operador que actúa como U sobre H0 y la n-ésima copia de H y sobre las demás copias de
H, actúa como la identidad.

Proposición 5.1. El operador Un es unitario, para todo n ∈ N.

Demostración. Sea n ∈ N fijo y β0 = {u1, . . . uq} una base ortonormal de H0. Tenemos que el
conjunto

B̃ = {u⊗ v |u ∈ β0, v ∈ B} (5.3)

forma una base ortonormal de Γ. Ahora, sean e, e′ ∈ B dados por

e = u⊗ xi1 ⊗ xi2 ⊗ · · · ⊗ xik ⊗ x0 ⊗ x0 ⊗ · · · ⊗ x0 ⊗ · · · ,
e′ = v ⊗ xj1 ⊗ xj2 ⊗ · · · ⊗ xjk′ ⊗ x0 ⊗ x0 ⊗ · · · ⊗ x0 ⊗ · · · .

Supongamos sin pérdida de generalidad que k = k′ y n ≤ k. Entonces, de la ecuación (5.2) obtenemos
lo siguiente:

〈Une, Une′〉Γ =
m∑
r=1

m∑
l=1

〈Cn,re, Cn,le′〉Γ

=
m∑
r=1

m∑
l=1

〈Aru,Alv〉H0〈Brxin , Blxjn〉H
∏
a,b 6=n

〈xia , xjb〉H

=
∏
a,b 6=n

δia,jb

m∑
r=1

m∑
l=1

〈
Ar ⊗Br(u⊗ xin), Al ⊗Bl(v ⊗ xjn)

〉
H0⊗H

=
∏
a,b 6=n

δia,jb〈U(u⊗ xin), U∗(v ⊗ xjn)〉H0⊗H

=
∏
a,b 6=n

δia,jb〈u⊗ xin , v ⊗ xjn〉H0⊗H

= δu,v

k∏
a,b=1

δia,jb ,

donde Cn,l = Al ⊗
⊗n−1

j=1 I ⊗Bl ⊗
⊗

j≥n I, l ∈ {1, · · · , k}. De la igualdad anterior se sigue que

〈Une, U∗ne′〉Γ = 〈e, e′〉Γ =

{
1 e = e′,

0 e 6= e′
. (5.4)

De la continuidad de Un y del hecho de que B̃ forma una base ortonormal de Γ, obtenemos que

〈U∗nUnx, y〉Γ = 〈x, y〉Γ,

para cualesquiera x, y ∈ Γ. Entonces U∗nUn = I y de manera análoga, podemos concluir que UnU
∗
n =

I. Por lo tanto, Un es un operador unitario.
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De manera similar a lo descrito anteriormente, si ρ es un estado en Γ, el efecto después de la
n-ésima interacción sobre el sistema acoplado Γ se encuentra dado por

ρ 7→ Un ρUn,

Nótese que a diferencia de la descripción anterior, estamos considerando la interacción de H0 y Hn
inmersa en el sistema acoplado Γ. Luego, el resultado de las primeras n interacciones se encuentra
descrito por el operador Vn ∈ B(Γ) definido por la fórmula recursiva:{

Vn+1 = Un+1Vn,

V0 = I.
(5.5)

y el resultado de las primeras n mediciones se encuentra dado por

ρ 7→ VnρVn.

Ahora veremos el principio de mediciones indirectas. Sea X un operador autoadjunto sobre H, a
este operador le llamaremos observable. Consideremos su descomposición espectral,

X =

p∑
i=1

λiPi,

donde λ1, · · · , λp son los valores propios de X y Pi es la proyección asociada al valor propio λi, para
cada i ∈ {1, · · · , p}. Los valores que podemos medir a través del sistema cuántico son el espectro del
observable X (en este caso, los valores propios de X) y el resultado de la medición es aleatorio; Si
el estado de referencia antes de la medición es ρ la probabilidad de observar el valor λi se encuentra
dada por

P[Observar λi] = Tr
(
ρPi
)
,

para cada j ∈ {1, · · · , p}. Si se ha observado el valor λi, el nuevo estado de referencia se encuentra
dado por

ρ =
Pi ρPi
Tr(ρPi)

.

Las mediciones cuánticas repetidas son una combinación de estos principios: antes de cada medi-
ción, el estado inicial se verá afectado por la interacción entre H0 y la copia de H, y posteriormente
la medición da lugar a una modificación aleatoria del sistema. Esto da lugar a una sucesión de ope-
radores de densidad aleatorios, a esta sucesión le llamaremos trayectoria cuántica discreta. Veremos
que esta trayectoria es un proceso estocástico definido sobre un espacio de probabilidad espećıfico.

Consideraremos un estado inicial ρ sobre H0 y sobre cada copia de H consideraremos el estado
inicial |x0〉〈x0|. Luego, el estado inicial sobre Γ se encuentra dado por

ρ̂0 := ρ⊗ (|x0〉〈x0| ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ).

Nótese que
|x0〉〈x0| ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ⊗ |x0〉〈x0| = | ⊗n∈N x0〉〈⊗n∈Nx0|,

donde ⊗n∈Nx0 = x0 ⊗ x0 ⊗ · · · ⊗ x0 ⊗ · · · . Entonces tenemos que este operador es una proyección
autoadjunta y por tanto, un operador positivo. De esto último obtenemos que ρ̂0 es positivo, pues
es el producto tensorial de operadores positivos.
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Por otra parte, tenemos que

Tr(ρ̂0) = Tr(ρ0)Tr
(
| ⊗n∈N x0〉〈⊗n∈Nx0|

)
= Tr

(
| ⊗n∈N x0〉〈⊗n∈Nx0|

)
.

(5.6)

Calculando la traza de este operador respecto de la base B, se obtiene que

Tr
(
| ⊗n∈N x0〉〈⊗n∈Nx0|

)
= 〈⊗n∈Nx0,⊗n∈Nx0〉Γ = 1.

De esto último y de (5.6) se sigue que ρ̂0 es un operador de densidad.
El espacio muestral que describirá estas interacciones será ΩN, donde Ω = {1, · · · , p}. Ω co-

rresponde al conjunto de ı́ndices de los eigenvalores del observable X y ΩN representa los posibles
resultados de las mediciones en cada una de las interacciones. Equiparemos a este espacio con la
σ-álgebra generada por los cilindros de ΩN, es decir, por los conjuntos de la forma:

Λi1,··· ,in = {ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ ΩN |ω1 = i1, ω2 = i2, · · · , ωn = in},

con (i1, · · · , in) ∈ Ωn. Denotaremos a dicha σ-álgebra por Σ.

Definición 5.2. Dado T ∈ B(H) y n ∈ N, definimos el operador lineal T (n) ∈ B(Γ) por

T (n) = IH0 ⊗
n−1⊗
i=1

IH ⊗ T ⊗
⊗
i≥n+1

IH, (5.7)

es decir, T (n) es el operador que actúa como T en la n-ésima copia de H y como la identidad en H0

y las demás copias de H.

Para cada n ∈ N, definimos el operador

µn := Vnρ̂0V
∗
n .

De la proposición 2.7 se sigue que µn es un operador de densidad, pues Vn es un operador unitario.
Para cualquier (i1, · · · , in) ∈ Ωn, definimos el operador

µ̃(i1, · · · , in) : = (I ⊗ Pi1 ⊗ · · · ⊗ Pin ⊗ I ⊗ · · · )µn(I ⊗ Pi1 ⊗ · · · ⊗ Pin ⊗ I ⊗ · · · )

= P
(n)
in
· · ·P (1)

i1
µnP

(1)
i1
· · ·P (n)

in
.

(5.8)

Notemos que cualquier operador de la forma V PV ∗ (con P un operador positivo) es un operador

positivo. Notemos que µ̃(i1, · · · , in) es de esta forma si consideramos V = P
(n)
in
· · ·P (1)

i1
y P = µn,

pues para todo k ∈ N y j ∈ Ω, P
(k)
j es un operador autoadjunto.

Por otra parte, tenemos que el operador Un conmuta con el operador P
(m)
i para cualesquiera

i ∈ Ω y m < n. De esto se deduce que

µ̃(i1, · · · , in+1) = P
(n+1)
in+1

Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1P
(n+1)
in+1

. (5.9)

Este operador corresponde a la observación sucesiva de los eigenvalores λi1 , · · · , λin durante las
primeras n mediciones. El siguiente teorema nos proporcionará la existencia de una medida de
probabilidad definida sobre (ΩN,Σ) que permite describir las trayectorias cuánticas discretas.
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Teorema 5.3. Existe una única medida de probabilidad P definida sobre (ΩN,Σ), tal que para cada
(i1, · · · , in) ∈ Ωn se tiene que

P
(
Λi1,··· ,in

)
= Tr

(
µ̃(i1, · · · , in)

)
. (5.10)

Demostración. Considere la medida discreta sobre Ωn, dada por

{(i1, · · · , in)} 7→ Tr
(
µ̃(i1, · · · , in)

)
, (5.11)

para cada n ∈ N. Veremos que esta familia de medidas (que dependen de n) satisfacen las condiciones
del teorema de Kolmogorov.

Puesto que el operador dado por (5.8) es un operador positivo, de esto se sigue que

Tr(µ̃(i1, · · · , in)) ≥ 0,

para cualesquiera (i1, · · · , in) ∈ Ωn y n ∈ N. Ahora, de la igualdad (5.9) y del hecho de que(
P

(n)
i

)2
= P

(n)
i para cualesquiera i ∈ Ω y n ∈ N, se sigue que

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in, in+1)

)
= Tr

(
P

(n+1)
in+1

Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1P
(n+1)
in+1

)
= Tr

(
Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1

(
P

(n+1)
in+1

)2)
= Tr

(
Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1P

(n+1)
in+1

)
.

(5.12)

De esta última igualdad y de la proposición 2.7 obtenemos que∑
in+1

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in, in+1)

)
= Tr

(
Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1

(∑
in+1

P
(n+1)
in+1

))
= Tr

(
Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1

)
= Tr

(
µ̃(i1, · · · , in)

)
.

(5.13)

De la igualdad (5.13) obtenemos dos resultados. En primer lugar, de manera recursiva obtenemos
que ∑

i1,··· ,in

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in)

)
=

∑
i1,··· ,in−1

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in−1)

)
...

=
∑
i

Tr
(
U1 ρ̂0 U

∗
1P

(1)
i

)
= Tr

(
U1 ρ̂0 U

∗
1 )

= Tr
(
ρ̂0

)
= 1,

por tanto, las medidas discretas definidas por (5.11) son medidas de probabilidad. Por otra parte,
la igualdad (5.13) demuestra que esta familia de medidas cumple la condición de consistencia del
teorema de Kolmogorov, lo cual prueba la existencia y unicidad de la medida de probabilidad
buscada.
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La probabilidad dada por (5.10) corresponde a la probabilidad de observar los eigenvalores
λi1 , · · · , λin de manera sucesiva, durante las primeras n mediciones.

Definición 5.4. Para cada n ∈ N, definimos la función ρ̃n : ΩN 7→ B(Γ) por

ρ̃n(ω) :=


µ̃(ω1, · · · , ωn)

Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

) si Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
6= 0,

0 si Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
= 0.

(5.14)

Para n = 0 se define ρ̃0(ω) := ρ̂0, para todo ω ∈ ΩN.

Lema 5.5. Si ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ ΩN y n ∈ N∪{0} son tales que Tr(µ̃(ω1, · · · , ωn+1)) 6= 0, se tiene
que

ρ̃n+1(ω) =
P

(n+1)
ωn+1 Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1

Tr
(
Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1 )

.

Demostración. Sea ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ ΩN. De la igualdad (5.9) y de (5.14) se deduce que

µ̃(ω1, · · · , ωn+1) = P (n+1)
ωn+1

Un+1µ̃(ω1, · · · , ωn)U∗n+1P
(n+1)

= Tr
(
µ̃(w1, · · · , wn)

)
P (n+1)
ωn+1

Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P
(n+1)
ωn+1

.
(5.15)

De la linealidad del operador traza y de la igualdad anterior se sigue que

ρ̃n+1(ω) =
P

(n+1)
ωn+1 Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1

Tr
(
P

(n+1)
ωn+1 Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1

) . (5.16)

Por otra parte, se tiene que

Tr
(
P (n+1)
ωn+1

Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P
(n+1)
ωn+1

)
= Tr

(
Un+1ρ̃k(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1

)
. (5.17)

Finalmente, el resultado se obtiene se obtiene al sustituir la igualdad (5.17) en (5.16).

Por otra parte, para cada n ∈ N se tiene que

{ω ∈ ΩN | ρ̃n(ω) = 0} =
⋃{

Λω1,··· ,ωn |Tr(µ̃(ω1, · · · , ωn)) = P[Λω1,··· ,ωn ] = 0
}
.

Puesto que esta unión es finita, tenemos que P({ω ∈ ΩN | ρ̃n(ω) = 0}) = 0. Luego, tenemos que el
conjunto

Z =
⋃
n∈N
{ω ∈ ΩN | ρ̃n(ω) = 0} (5.18)

tiene probabilidad cero, o dicho de otra manera, ρ̃n 6= 0 para todo n ∈ N, casi seguramente.
Ahora, para cada n ∈ N ∪ {0} definimos la siguiente variable aleatoria:

ρn(ω) = Tr⊗∞
n=1H(ρ̃n(ω)), ω ∈ ΩN.

Nótese que el proceso estocástico (ρn)n≥0 toma valores en B(H0). Este proceso estocástico es de gran
interés, pues representa la evolución del estado ρ sobre el sistema H0 después de cada interacción.

La siguiente proposición nos permite describir este proceso estocástico de manera recursiva y en
términos del operador traza parcial sobre H.
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Proposición 5.6. Para casi todo ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ ΩN se tiene que

ρn+1(ω) =
TrH

(
(I ⊗ Pwn+1)U (ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|)U∗(I ⊗ Pwn+1)

)
Tr
(
U (ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|)U∗(I ⊗ Pwn+1)

) , n ≥ 0. (5.19)

Demostración. Sea (ω1, · · · , ωn+1) ∈ Ωn+1. Definimos el operador O(ω1, · · · , ωn+1) ∈ B(H0 ⊗H(n)) a
partir de la siguiente fórmula recursiva:

O(ω1, · · · , ωn+1) =
(
IH0⊗H(n) ⊗ Pωn+1

)
Ũn+1

(
O(ω1, · · · , ωn)⊗ |x0〉〈x0|

)
Ũ∗n+1

(
IH0⊗H(n) ⊗ Pωn+1

)
,

(5.20)
donde

Ũn+1 :=

k∑
i=1

Ai ⊗
n⊗
k=1

IH ⊗Bi, (5.21)

y los operadores Ai, Bi cumplen la relación (5.1). Ahora, de la ecuación (5.9) podemos deducir lo
siguiente:

µ̃(ω1, · · · , ωn) = O(ω1, · · · , ωn)⊗
⊗
k≥n+1

|x0〉〈x0|,

es decir, O(ω1, · · · , ωn) corresponde a la parte de µ̃(ω1, · · · , ωn) que actúa sobre H0 y las primeras
n copias de H.

Para cada T ∈ B(H0), tenemos

Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

(
T ⊗ I⊗∞

n=1H
))

= Tr
(
O(ω1, · · · , ωn)(T ⊗ IH(n))⊗

⊗
k≥n+1

|x0〉〈x0|
)

= Tr
(
O(ω1, · · · , ωn)(T ⊗ IH(n))

)
Tr
( ⊗
k≥n+1

|x0〉〈x0|
)

= Tr
(
O(ω1, · · · , ωn)(T ⊗ IH(n))

)
.

Esto implica que
Tr⊗∞

n=1H
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
= TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
,

por lo cual, a partir de ahora trabajaremos con la traza parcial (respecto de H(n)) del operador
O(ω1, · · · , ωn).

Por otra parte, de la igualdad (5.21) se sigue que

O(ω1, · · · , ωn+1) =

k∑
l=1

k∑
j=1

((
Al ⊗ IH(n)

)
O(ω1, · · · , ωn)

(
A∗j ⊗ IH(n)

))
⊗
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

)
.

(5.22)

Para obtener una expresión para el operador TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
, calcularemos la traza parcial

de cada uno de los términos de esta suma. Sea T ∈ B(H0) y sean l, j ∈ {1, · · · , k}, del teorema 2.20
tenemos que

Tr
((
Al ⊗ IH(n)

)
O(ω1, · · · , ωn)

(
A∗jT ⊗ IH(n)

))
Tr
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

)
=

Tr
(
TrH(n)

((
Al ⊗ IH(n)

)
O(ω1, · · · , ωn)

(
A∗jT ⊗ IH(n)

)))
Tr
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

)
=

Tr
(
Al TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
A∗jT

)
Tr
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

)
=

Tr
((
Al TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
A∗jT

)
⊗
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

))
=

Tr
((
I ⊗ Pωn+1

)(
Al ⊗Bl

)(
TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
⊗ |x0〉〈x0|

)(
A∗j ⊗B∗j

)(
I ⊗ Pωn+1

)(
T ⊗ IH

))
.
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De ésta igualdad y del teorema 2.19 se obtiene la igualdad:

TrH(n+1)

((
(Al ⊗ IH(n))O(ω1, · · · , ωn)(A∗j ⊗ IH(n))

)
⊗
(
Pωn+1Bl|x0〉〈x0|B∗jPωn+1

))
=

TrH

((
I ⊗ Pωn+1

)(
Al ⊗Bl

)(
TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
⊗ |x0〉〈x0|

)(
A∗j ⊗B∗j

)(
I ⊗ Pωn+1

))
.

(5.23)

Luego, de las ecuaciones (5.1), (5.22) y (5.23) obtenemos

Tr⊗∞
n=1H

(
µ̃(ω1, · · · , ωn+1)

)
= TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn+1)

)
= TrH

((
I ⊗ Pωn+1

)
U
(
TrH(n)

(
O(ω1, · · · , ωn)

)
⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pωn+1

))
= TrH

((
I ⊗ Pωn+1

)
U
(
Tr⊗∞

n=1H
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pωn+1

))
.

(5.24)
Ahora consideremos ω = (ω1, · · · , ωn, · · · ) ∈ ΩN tal que Tr

(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)
> 0. Multiplicando la

igualdad (5.24) por el término Tr
(
µ̃(ω1, · · · , ωn)

)−1
y sustituyendo la relación (5.9) se sigue que

Tr⊗∞
n=1H

(
P

(n+1)
j Un+1 ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
j

)
= TrH

((
I ⊗ Pj

)
U
(
Tr⊗∞

n=1H
(
ρ̃n(ω)

)
⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pj

))
= TrH

((
I ⊗ Pj

)
U
(
ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pj

))
,

(5.25)
para cualquier j ∈ Ω.

Sea ω = (ω1, · · · , ωn, · · · ) ∈ ΩN \ Z (donde Z se encuentra definido por (5.18)) y n ≥ 0. De la
igualdad (5.25) (considerando j = ωn+1) y del lema 5.5 se sigue que

ρn+1(ω) = Tr⊗∞
n=1H

(
ρ̃n+1(ω)

)
=
TrH

((
I ⊗ Pωn+1

)
U
(
ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pωn+1

))
Tr
(
ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1 Un+1

) .
(5.26)

Puesto que Tr
(
ρ̃n+1(ω)) = Tr(ρn+1(ω)) = 1, de (5.26) se obtiene que

Tr
(
ρ̃n(ω)U∗n+1P

(n+1)
ωn+1

Un+1

)
= Tr

((
I ⊗ Pωn+1

)
U
(
ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pωn+1

))
= Tr

(
U
(
ρn(ω)⊗ |x0〉〈x0|

)
U∗
(
I ⊗ Pωn+1

))
.

(5.27)

El resultado se obtiene al sustituir la ecuación (5.27) en (5.26).

5.1. Modelo de un sistema de dos niveles

Ahora veremos el caso espećıfico H0 = H = C2. Para cada i ∈ {0, 1} definimos el operador lineal
Li : B(H0)→ B(H0) por

Li(ρ) = TrH0

(
(I ⊗ Pi)U (ρ⊗ |x0〉〈x0|)U∗(I ⊗ Pi)

)
, ρ ∈ B(H0).

Consideraremos la siguiente hipótesis sobre estos operadores: para cada i ∈ {0, 1},

T r
(
Li(ρ)

)
> 0 (5.28)

para todo ρ ∈ S(C2). De ésta hipótesis y la proposición 5.6 tenemos que (ρn)n≥0 se puede expresar
de la siguiente manera

ρn+1 =
L0(ρn)

Tr(L0(ρn))

(
1− 1An+1

)
+

L1(ρn)

Tr(L1(ρn))
1An+1 , n ≥ 0. (5.29)
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Dado n ≥ 0, definimos pn+1 := Tr(L0(ρn)) y qn+1 := Tr(L1(ρn)). Nótese que pn+1 y qn+1 son
variables aleatorias estrictamente positivas y además pn+1+qn+1 = 1. Para cada n ≥ 1 consideremos

An := {ω ∈ ΩN |ωn = 1}.

Nótese que el conjunto An corresponde al evento de observar el eigenvalor λ1 en la n-ésima interac-
ción.

Por último, definimos la siguiente variable aleatoria:

Xn :=
1An − qn√

qnpn
.

Nótese que 1An =
√
qnpnXn + qn. Considerando esta expresión podemos reescribir (5.29) de la

siguiente manera:

ρn+1 =
L0(ρn)

pn+1

(
1− 1An+1

)
+
L1(ρn)

qn+1
1An+1

=
L0(ρn)

pn+1

(
1− (

√
qn+1pn+1Xn+1 + qn+1)

)
+
L1(ρn)

qn+1

(√
qn+1pn+1Xn+1 + qn+1

)
=
L0(ρn)

pn+1

(
−√qn+1pn+1Xn+1 + pn+1)

)
+
L1(ρn)

qn+1

(√
qn+1pn+1Xn + qn+1

)
= ρn+1 = L0(ρn) + L1(ρn) +Xn+1

(√
pn+1

qn+1
L1(ρn)−

√
qn+1

pn+1
L0(ρn)

)
.

Luego,

ρn+1 = L0(ρn) + L1(ρn) +Xn+1

(√
pn+1

qn+1
L1(ρn)−

√
qn+1

pn+1
L0(ρn)

)
, n ≥ 0. (5.30)

Esta última expresión será de gran utilidad para estudiar la convergencia de las trayectorias discretas
a la ecuación de Belavkin.

Veremos algunas propiedades del proceso (Xn)n≥1. Dado n ≥ 1, definimos πn : ΩN → Ω por

πn(ω) = ωn.

πn es la n-ésima proyección sobre ΩN y representa el ı́ndice del eigenvalor observado en la n-
ésima medición. Sea (Fn)n≥0 la filtración definida de la siguiente manera: para n = 0, definimos
F0 = {∅,ΩN} y para n ≥ 1 definimos

Fn := σ({πk : k ≤ n}).

Haremos un par de observaciones sobre ésta filtración.

Observación 5.7. Notemos que para cada n ≥ 1. Fn es generada por la clase

Cn = {
m⋂
i=1

π−1
ki

({ji}) : ki ≤ n, ji ∈ {0, 1} y m ≤ n}, (5.31)

y además C es un π-sistema (ver definición 3.10).

Observación 5.8.
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a) Para cada n ≥ 1, tenemos que ρn toma una cantidad a lo más finita de valores y la imagen
inversa de cualquier boreliano de B(C2) bajo ρn es una unión finita de cilindros de la forma
Λi1,··· ,in o bien igual al vaćıo. Además notemos que

Λi1,··· ,in =

n⋂
j=1

π−1
j ({ij}) ∈ Fn.

Luego, tenemos que ρn es Fn-medible.

b) De manera similar, tenemos que pn = Tr(L0(ρn)) y qn = Tr(L1(ρn)) son variables aleatorias
Fn-medibles.

Lema 5.9. Para cada n ≥ 0 tenemos la siguiente igualdad:

E[1An+1 | Fn] = Tr
(
L1(ρn)

)
.

Demostración. Para demostrar el lema veremos que la variable aleatoria Tr(L1(ρn)) cumple las
condición de la proposición 3.11. Sea n = 0, de la observación 3.9 inciso (a), tenemos que

E[1A1 | F0] = P({ω ∈ {0, 1}N : ω1 = 1})

= Tr
(
P

(1)
1 U1ρ̂0U

∗
1P

(1)
1

)
= Tr

(
I ⊗ P1U (ρ⊗ |x0〉〈x0|)U∗I ⊗ P1

)
= Tr

(
L1(ρ0)

)
,

donde ρ̂0 = ρ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · ⊗ |x0〉〈x0| ⊗ · · · .
Sea n ≥ 1 y C ∈ Cn (ver la igualdad (5.31)). Tenemos que

C =
m⋂
i=1

π−1
ki

({ji}), (5.32)

con m ≤ n, ki ≤ n, ji ∈ {0, 1} para cada i ∈ {1, · · · ,m}. Si C 6= ∅ tenemos que C se puede expresar
como una unión finita y disjunta de cilindros de la forma Λi1,··· ,in :

C =
⋃

(i1,··· ,in)
ki=ji

Λi1,··· ,in . (5.33)

Luego, para calcular las integrales
∫
1An+11C dP y

∫
Tr
(
L1(ρn)

)
1C dP para todo C ∈ Cn basta

considerar la integral sobre los cilindros Λi1,··· ,in . Dado Λi1,··· ,in tenemos que An+1 ∩ Λi1,··· ,in =
Λi1,··· ,in,1, de esto se sigue que∫

1An+11Λi1,··· ,in
dP = P(Λi1,··· ,in,1)

= Tr(µ̃(i1, · · · , in, 1)).

Luego, para C dado como en (5.33) tenemos que∫
1An+11C dP =

∑
(i1,··· ,in)
ki=ji

Tr(µ̃(i1, · · · , in, 1)). (5.34)

74



De igual manera calcularemos la integral∫
Tr(L1(ρn))1C dP

considerando C = Λi1,··· ,in . Sin pérdida de generalidad consideremos Λi1,··· ,in tal que

P(Λi1,··· ,in) = Tr(µ̃(i1, · · · , in)) > 0.

Sea ω ∈ Λi1,··· ,in , tenemos que

ρ̃n(ω) =
µ̃(i1, · · · , in)

Tr(µ̃(i1, · · · , in))

y tomando traza en la igualdad (5.25) de la demostración de la proposición 5.6 tenemos que

Tr
(
L1(ρn(ω))

)
= Tr

(
Pn+1

1 Un+1ρ̃n(ω)U∗n+1P
n+1
1

)
=
Tr
(
Pn+1

1 Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1P
n+1
1

)
Tr
(
µ̃(i1, · · · , in)

) .

De la igualdad anterior y de la igualdad (5.9) tenemos que∫
Tr
(
L1(ρn)

)
1Λi1,··· ,in

dP = Tr
(
Pn+1

1 Un+1µ̃(i1, · · · , in)U∗n+1P
n+1
1

)
= Tr

(
µ̃(i1, · · · , in, 1)

)
.

De esto obtenemos que Tr
(
L1(ρn)

)
∈ L1(Ω) ya que∫

Tr
(
L1(ρn)

)
dP =

∑
(i1,··· ,in)

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in, 1)

)
<∞.

Por otra parte, si C cumple (5.32) tenemos que∫
Tr
(
L1(ρn)

)
1C dP =

∑
(i1,··· ,in)
ki=ji

Tr
(
µ̃(i1, · · · , in, 1)

)
.

(5.35)

Notemos que de (5.34) y (5.35) tenemos que∫
Tr
(
L1(ρn)

)
1C dP =

∫
1An+11C dP,

para todo C ∈ Cn. Por lo tanto, de la proposición 3.11 tenemos que

E[1An+1 | Fn] = Tr
(
L1(ρn)),

para todo n ≥ 1.

Proposición 5.10. Para cada n ≥ 0, se cumplen las siguientes igualdades:

a) E[Xn+1 | Fn] = 0.

b) E[X2
n+1 | Fn] = 1.
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Demostración. Para n = 0, tenemos que ρ0(ω) = ρ, para todo ω ∈ {0, 1}N, de esta igualdad y del
lema 5.9 tenemos que

E[X1 | F0] =
1√

Tr(L1(ρ))Tr(L0(ρ))

(
E[1A1 | F0]− Tr(L1(ρ))

)
= 0.

Para n ≥ 1, notemos que qn+1 = Tr
(
L1(ρn)

)
y pn+1 = Tr

(
L0(ρn)

)
son Fn-medibles y por lo tanto

1√
pn+1qn+1

es Fn-medible. De la proposición 3.13 y del lema 5.9 tenemos que

E[Xn+1 | Fn] = E
[(1An+1 − qn+1)
√
pn+1qn+1

∣∣∣Fn]
=

1
√
pn+1qn+1

E
[
(1An+1 − qn+1) | Fn

]
=

1
√
pn+1qn+1

(
E
[
1An+1 | Fn

]
− qn+1

)
= 0.

Lo cual demuestra el inciso a).
Ahora veamos b). Sea n = 0, de la igualdad

1− Tr(L1(ρ)) = Tr(L0(ρ))

y del lema 5.9 tenemos que

E[X2
1 | F0] =

1

Tr(L1(ρ))Tr(L0(ρ))

(
E
[(
1A1 − Tr(L1(ρ))2

∣∣F0

])
=

1

Tr(L1(ρ))Tr(L0(ρ))

(
E[1A1 | F0]− 2Tr(L1(ρ))E[1A1 | F0] + Tr(L1(ρ))2

)
=

1

Tr(L1(ρ))Tr(L0(ρ))

(
Tr(L1(ρ))− Tr(L1(ρ))2

)
=
Tr(L1(ρ))

(
1− Tr(L1(ρ))

)
Tr(L1(ρ))Tr(L0(ρ))

= 1.

Sea n ≥ 1. Notemos que 1
pn+1qn+1

es Fn-medible y de la proposición 3.13 se sigue que

E[X2
n+1 | Fn] =

1

pn+1qn+1
E
[(
1An+1 − qn+1

)2 | Fn]. (5.36)

Por otra parte, recordemos que

pn+1 + qn+1 = Tr
(
L0(ρn)

)
+ Tr

(
L1(ρn)

)
= 1. (5.37)

Desarrollando la expresión de la esperanza condicional de
(
1An+1 − qn+1

)2
dada Fn, utilizando la

proposición 3.13 en el término qn+11An+1 , y sustituyendo la igualdad del lema 5.9 y la igualdad
(5.37) obtenemos lo siguiente:

E[(1An+1 − qn+1)2 | Fn] = E[1An+1 | Fn]− 2E[qn+11An+1 | Fn] + q2
n+1

= E[1An+1 | Fn]− 2qn+1E[1An+1 | Fn] + q2
n+1

= qn+1 − q2
n+1

= qn+1(1− qn+1)

= qn+1pn+1.

(5.38)
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De las igualdades (5.36) y (5.38) se sigue que

E[X2
n+1 | Fn] =

1

pn+1qn+1
E
[(
1An+1 − qn+1

)2 | Fn]
= 1.

Lo cual demuestra el inciso b).

77



6. Existencia y unicidad de la ecuación de Belavkin

En esta sección estudiaremos una ecuación diferencial estocástica que representa la evolución
del sistema cuando se realizan mediciones de manera continua sobre este, para el caso de un sistema
de dos niveles, es decir, H = C2.

La evolución del sistema cuando únicamente hay interacción entre este y un sistema externo, se
describe por medio de un semigrupo de operadores definidos sobre B(H), (Tt)t≥0, que cumple las
siguientes caracteŕısticas:

1) T0 = IH,

2) Tr(Tt(B)) = Tr(B),

3) Para cada t > 0, Tt es un operador completamente positivo, es decir, el operador Tt ⊗ IB(Cn)

es positivo, para todo n ∈ N y

4) la función t 7→ Tt(B) es continua con la topoloǵıa débil-*, para todo B ∈ B(H).

En este caso, se dice que (Tt)t≥0 es un semigrupo cúantico dinámico. En el caso de dimensión finita
se tiene que Tt = etL, y en [10] se demostró que (Tt)t≥0 es un semigrupo cúantico dinámico si y sólo
si el generador infinitesimal L es de la siguiente forma:

L(M) = −i[H0,M ] +
k∑
i=1

(CiMC∗i − 1/2{C∗i Ci,M}) ,

donde k ∈ N, H0 es autoadjunto y C ∈ B(H). A L se le conoce como el operador de Lindblad.
Las operaciones [·, ·] y {·, ·} denotan al conmutador y anticonmutador respectivamente, es decir,

[A,B] = AB −BA y {A,B} = AB +BA.
Dado un operador de densidad ρ, si consideramos la familia de operadores de densidad

ρt = Tt(ρ), t ≥ 0,

tenemos que t 7→ ρt es solución de la ecuación diferencial
dρt
dt

= L(ρt),

ρ0 = ρ.

A esta ecuación se le conoce como la ecuación maestra de Lindblad.
El objetivo de esta sección es demostrar la existencia y unicidad de una versión estocástica de

esta ecuación para un sistema de dos niveles, esta ecuación diferencial estocástica corresponde al
experimento de detección homodina (la descripción de este experimiento se puede consultar en la
referencia [14]). Identificaremos el espacio B(C2) con M2(C), donde M2(C) denota a las matrices de
2× 2 con entradas en los complejos. Estudiaremos la siguiente ecuación diferencial estocástica con
valores en M2(C):

dρt = L(ρt) dt+ (Cρt + ρtC
∗ − Tr(Cρt + ρtC

∗)ρt) dWt, (6.1)

con condición inicial ρ0 = ρ, donde ρ ∈ S(C2). Expresado en forma integral, buscamos la solución
de la ecuación

ρt = ρ+

∫ t

0
L(ρs) ds+

∫ t

0
(Cρs + ρsC

∗ − Tr(Cρs + ρsC
∗)ρs) dWs. (6.2)
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Considerando que la igualdad se cumple entrada por entrada y para la parte real e imaginaria de
cada entrada, es decir,

(ρt)i,j = ρi,j +

∫ t

0
Re(L(ρs)i,j) ds+

∫ t

0
Re((Cρs + ρsC

∗ − Tr(Cρs + ρsC
∗)ρs)i,j) dWs

+ i

∫ t

0
Im(L(ρs)i,j) ds+ i

∫ t

0
Im((Cρs + ρsC

∗ − Tr(Cρs + ρsC
∗)ρs)i,j) dWs.

El operador de Lindblad L : M2(C)→M2(C) que consideraremos es el siguiente:

L(M) := −i[H0,M ]− 1

2
{C∗C,M}+ CMC∗ (6.3)

donde C ∈M2(C) y H0 es autoadjunto. A la ecuación diferencial estocástica (6.1) se le conoce como
la ecuación de Belavkin. Consideraremos que (Wt)t≥0 es un movimiento browniano unidimensional
definido sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y adaptado respecto de una filtración (Ft)t≥0

admisible, completa y continua por la derecha. Además de probar existencia fuerte (ver definición
3.106) y unicidad trayectorial (ver definición 3.107) de esta ecuación diferencial estocástica, veremos
que ρt ∈ S(C2), para todo t ≥ 0. Este resultado es consistente con lo que hemos visto hasta el
momento; si buscamos aproximar un proceso en tiempo continuo por procesos estocásticos con
valores en S(C2), se esperaŕıa que este también tuviese valores en S(C2). Notemos que la función
R̂ : M2(C)→M2(C) definida por

R̂(M) := CM +MC∗ − Tr(CM + C∗M)M,

no es Lipschitz, por lo que no podremos aplicar directamente los teoremas de existencia y unicidad
de ecuaciones diferenciales estocásticas, sin embargo, podremos aplicar estos teoremas a una “ex-
tensión” de esta ecuación a todo M2(C). Parte de las demostraciones de esta sección están basadas
en la referencia [3].

Definimos las funciones Ĉ, Ô : M2(C)→M2(C) y Â : M2(C)→ C por medio de las igualdades

Ĉ(M) := CM +MC∗,

Â(M) :=

{
Tr(Ĉ(M))
‖M‖1 M 6= 0,

0 M = 0,

Ô(M) := Ĉ(M)− Â(M)M,

donde ‖ · ‖1 denota a la norma de traza. Veremos algunas propiedades de estas funciones. Primero,
si M 6= 0 entonces

Tr(Ô(M)) = Tr(Ĉ(M))

(
1− Tr(M)

‖M‖1

)
.

Si M es un operador positivo tenemos Tr(M) = ‖M‖1 y por tanto,

Tr(Ô(M)) = 0. (6.4)

Por otra parte, si Tr(M) = 1, se tiene que

Ô(M) = Ĉ(M)− Tr(Ĉ(M))M. (6.5)

La ecuación diferencial estocástica que estudiaremos primero es la siguiente:

dXt = L(Xt) dt+ Ô(Xt) dWt

con condición inicial X0 = M0 ∈M2(C).
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6.1. Estimaciones sobre los coeficientes L y Ô

Para ver las siguientes propiedades será útil considerar distintas normas sobre Mn(C). Conside-
raremos la norma de operador,

‖M‖ = sup
x∈Cn, ‖x‖=1

‖Mx‖

y la norma de Hilbert Schmidt, la cual es inducida por el producto interno Tr(M∗N). Esta última
es la norma que usaremos para probar los teoremas de existencia y unicidad. Nótese que para el
caso de operadores en dimensión finita, estas normas son equivalentes y más aún, tenemos que

‖M‖ ≤ ‖M‖2 ≤ n‖M‖, (6.6)

la demostración de estas desigualdades se puede consultar en [4], caṕıtulo IV, sección IV.2.
Por otra parte, tenemos que ‖M‖1 ≤ ‖M‖2, para cualquier M ∈Mn(C).

Lema 6.1. Para L, Ĉ, Ô y Â se cumplen las siguientes propiedades:

(a) |Â(M)| ≤ 2‖Ĉ‖2, para todo M ∈M2(C),

(b) ‖L(M)‖ ≤
(
2‖H0‖+ ‖C∗C‖+ ‖C‖‖C∗‖

)
‖M‖, para cualquier M ∈M2(C).

(c) ‖Ĉ(M)‖2 ≤ 4‖C‖2‖M‖2, para cualquier M ∈M2(C).

(d) ‖Ô(M)− Ô(N)‖2 ≤ 10‖C‖2‖M −N‖2, para cualesquiera M,N ∈M2(C).

En particular, (d) demuestra que Ô son Lipschitz y, (b) y (c) demuestran que L y Ĉ son Lipschitz
pues son lineales.

Demostración. Primero demostraremos (a). Sea M 6= 0, de las observaciones anteriores y de la
desigualdad de Cauchy Schwarz tenemos que

|Â(M)| ≤ ‖M‖−1
1 |Tr ((C∗ + C)M) |

≤ (‖C‖2 + ‖C∗‖2)
‖M‖2
‖M‖1

≤ 2‖C‖2.

(6.7)

Nótese que si M = 0 la desigualdad se cumple de manera trivial, pues en este caso Â(M) = 0. Esto
demuestra el inciso (a). Demostraremos que L cumple la condición de Lipschitz con la norma de
operador y en consecuencia, también con la norma de Hilbert Schmidt. Tenemos que

‖L(M)‖ ≤ ‖ − i[H0,M ]− 1

2
{CC∗,M}+ CMC∗‖

≤ ‖ − iH0M + iH0M −
1

2
CC∗M − 1

2
MCC∗ + CMC∗‖

≤
(
2‖H0‖+ ‖C∗C‖+ ‖C‖‖C∗‖

)
‖M‖.

Esto demuestra el inciso (b) y el hecho de que L es Lipschitz, pues es un operador lineal. Para Ĉ
tenemos que de la desigualdad (6.6) y de las propiedades de la norma de operador, se sigue que

‖Ĉ(M)‖2 ≤ 2‖Ĉ(M)‖
≤ 2
(
‖C∗‖+ ‖C‖

)
‖M‖

≤ 2
(
‖C∗‖+ ‖C‖

)
‖M‖2

≤ 4‖C‖2‖M‖2.

80



Esto demuestra el inciso (c). Puesto que Ĉ es lineal, de esto último se sigue que esta es Lispchitz.
Para demostrar la condición sobre Ô primero consideremos N,M 6= 0. De la desigualdad (c) y

las propiedades de norma se obtiene que

‖Ô(M)− Ô(N)‖2 ≤ ‖Ĉ(M −N)‖2 + ‖Â(M)M − Â(N)N‖2
≤ 4‖C‖2‖N −M‖2 + ‖Â(M)M − Â(N)N‖2.

(6.8)

Por otra parte, notemos que

Â(M)M − Â(N)N =
Tr(Ĉ(M −N))

‖M‖1
M +

Tr(Ĉ(N))

‖N‖1

((
1− ‖N‖1
‖M‖1

)
M − (M −N)

)
=
Tr(Ĉ(M −N))

‖M‖1
M + Â(N)

(
‖M‖1 − ‖N‖1
‖M‖1

M − (M −N)

)
.

(6.9)

De la desigualdad de Cauchy Schwarz, tenemos que

|Tr(Ĉ(M −N))|
‖M‖1

‖M‖2 ≤ ‖C + C∗‖2‖M −N‖2
‖M‖2
‖M‖1

≤ 2‖C‖2‖M −N‖2.
(6.10)

Además, de (a) se sigue que

∣∣Â(N)
∣∣ ∥∥∥∥(‖M‖1 − ‖N‖1‖M‖1

)
M − (M −N)

∥∥∥∥
2

≤ 2‖C‖2
∣∣‖M‖1 − ‖N‖1∣∣+ 2‖C‖2‖M −N‖2

≤ 2‖C‖2|‖M −N‖1 + 2‖C‖2|‖M −N‖1
≤ 4‖C‖2|‖M −N‖2.

(6.11)

Luego, de las desigualdades (6.10) y (6.11), y la igualdad (6.9) se sigue que

‖Â(M)M − Â(N)N‖2 ≤ 6‖C‖2|‖M −N‖2.

De esta desigualdad y de (6.8) obtenemos la desigualdad buscada:

‖Ô(M)− Ô(N)‖2 ≤ 10‖C‖2|‖M −N‖2.

Ahora, notemos que si M 6= 0 y N = 0, del apartado (a) obtenemos que

‖Ô(M)− Ô(N)‖2 = ‖Ô(M)‖2
≤ 6‖C‖2‖M‖2.

En ambos casos se cumple la desiguadad buscada y podemos concluir la desigualdad (d) y que Ô
es Lipschitz.

6.2. Demostración de existencia y unicidad

Nota 6.2. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico definido sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P).
Diremos que Xt cumple un propiedad P , para todo t ≥ 0 casi seguramente (o c.s.), si para ω fuera
de un conjunto de medida cero se tiene que Xt(ω) cumple la propiedad P , para todo t ≥ 0.
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Primero estudiaremos existencia y unicidad de la ecuación diferencial estocástica:

dXt = L(Xt) dt+ Ô(Xt) dWt (6.12)

con condición inicial X0 = M0 ∈M2(C). Consideraremos la norma de Hilbert-Schmidt ‖ · ‖2 sobre
M2(C) para aplicar los teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales estocásticas.

Proposición 6.3. Existe (Xt)t≥0, una solución fuerte a la ecuación diferencial estocástica (6.12),
esta solución cumple unicidad trayectorial y además Xt ∈ L2(Ω), para cada t ≥ 0. Si la condición
inicial M0 es autoadjunto, Xt es autoadjunto, para todo t ≥ 0 c.s.

Demostración. De los incisos (c) y (d) de la proposición 6.1 obtenemos que Ô y L son Lipschitz y
por otra parte, que

‖L(M)‖22 + ‖Ô(M)‖22 ≤ K2(1 + ‖M‖22),

donde K = máx{10‖C‖2, 2‖H0‖+‖CC∗‖+‖C‖‖C∗‖}. Es decir, los coeficientes cumplen la condición
de crecimiento lineal (ver definición 3.109). Luego, del teorema de existencia y unicidad (teorema
3.110) obtenemos que existe una solución fuerte de la ecuación diferencial estocástica (6.12) y esta
cumple unicidad trayectorial. Además, para cada T > 0 existe una constance CT tal que

E[ sup
0≤s≤T

‖Xs‖22] ≤ CT (1 + ‖M0‖22),

en particular, tenemos que E[‖Xt‖22] <∞ para todo t ≥ 0. Luego, Xt ∈ L2(Ω).

Para demostrar la segunda parte del teorema, notemos que Ĉ(M)∗ = Ĉ(M∗) y que ‖M‖1 =
‖M∗‖1, luego, si M 6= 0 tenemos que

O(M)∗ = Ĉ(M)∗ − Tr(Ĉ(M))

‖M‖1
M∗

= Ĉ(M∗)− Tr(Ĉ(M∗))

‖M∗‖1
M∗

= O(M∗).

De igual manera se tiene que L(M)∗ = L(M∗).
Si M0 es autoadjunto, de las observaciones anteriores podemos concluir que el proceso (X∗t )t≥0

satisface la ecuación diferencial estocástica (6.12) con condición inicial X∗0 = M∗0 = M0. Lo cual
demuestra que (X∗t )t≥0 y (Xt)t≥0 son indistinguibles, es decir, X∗t = Xt, para todo t ≥ 0, casi
seguramente. Por lo tanto, Xt es autoadjunto, para todo t ≥ 0 casi seguramente.

Otra propiedad importante de esta ecuación es que su solución toma valores en los operadores
positivos siempre que la condición inicial sea un operador positivo. Para demostrar dicho resultado,
veremos algunas proposiciones auxiliares.

Proposición 6.4. Sea M0 ∈ M2(C) autoadjunto y (Xt)t≥0 la solución de la ecuación (6.12) con
condición inicial M0. Definimos los procesos estocásticos Y = (Yt)t≥0 y Z = (Zt)t≥0 por

Yt := exp

(
−
∫ t

0
Â(Xs) dWs −

1

2

∫ t

0
Â2(Xs) ds

)
.

y Zt := Y −1
t Xt. Entonces:

82



a) Y es una martingala con esperanza igual a 1.

b) Z satisface la ecuación diferencial estocástica

dZt =
[
L(Zt) + Â(Xt)Ĉ(Zt)

]
dt+ Ĉ(Zt) dWt.

con condición inicial Z0 = M0.

Demostración. Sean M0 ∈ M2(C) autoadjunto y (Xt)t≥0 la solución de la ecuación (6.12) con
condición inicial M0. De la proposición anterior sabemos que Xt = X∗t , para todo t ≥ 0 casi
seguramente. En este caso tenemos que (Â(Xt))t≥0 es un proceso estocástico con valores en R, pues

Â(Xt) =
Tr(Ĉ(Xt))

‖Xt‖1

=
Tr(Ĉ(Xt)

∗)

‖Xt‖1

=
Tr(Ĉ(Xt))

‖Xt‖1
= Â(Xt),

siempre que Xt 6= 0, de otra forma, esta igualdad se cumple de manera trivial. Por otra parte, de
la proposición 6.1 inciso (a) tenemos que∫ t

0
Â2(Xs) ds ≤ 4‖C‖22t, ∀t ≥ 0. (6.13)

Luego, el proceso (A(Xt))t≥0 ∈ L2
loc(W ) (ver la observación 3.105) y por lo tanto, del teorema 3.88

se sigue que el proceso estocástico (Mt)t≥0 definido por

Mt := −
∫ t

0
A(Xs) dWs,

es una martingala local y además, de la igualdad (3.21) de la observación 3.95 y de la igualdad
〈W,W 〉t = t (igualdad 3.32) se sigue que

〈M,M〉t =

∫ t

0
A2(Xs) d〈W,W 〉s

=

∫ t

0
A2(Xs) ds.

(6.14)

De esto último y del teorema 3.100 sigue que

Yt = exp

(
−
∫ t

0
Â(Xs) dWs −

1

2

∫ t

0
Â2(Xs) ds

)
.

es la exponencial de Dooléans-Dade E(M) (ver definición 3.101). Luego, del teorema 3.100 y de la
observación 3.95 inciso a) tenemos que:

Yt = 1 +

∫ t

0
Ys dMs,

= 1−
∫ t

0
YsA(Xs) dWs.

(6.15)
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Por otra parte, de la desigualdad (6.13) se tiene que

E
[
exp
(∫ t

0
Â2(Xs)ds

)]
≤ exp(4‖C‖22t) <∞,

para todo t ≥ 0, y por tanto, de la proposición 3.112 se tiene que Y es una martingala real. Luego,
tenemos que E[Yt] = E[Y0] = 1.

Ahora demostraremos b). Utilizando la fórmula de integración por partes (proposición 3.99) y
la observación 3.95 inciso a), tenemos que

Zt = Y −1
0 M0 +

∫ t

0
Y −1
s dXs +

∫ t

0
XsdY

−1
s + 〈Y −1, X〉t

= M0 +

∫ t

0
Y −1
s L(Xs) ds+

∫ t

0
Y −1
s Ô(Xs) dWs +

∫ t

0
XsdY

−1
s + 〈Y −1, X〉t

= M0 +

∫ t

0
L(Zs) ds+

∫ t

0
Y −1
s Ô(Xs) dWs +

∫ t

0
XsdY

−1
s + d〈Y −1, X〉t.

(6.16)

En la ecuación anterior, 〈Y −1, X〉t denota a la matriz con entradas

(〈Y −1, X〉t)i,j := 〈Y −1, Xi,j〉t,

es decir, sus entradas constan de las covariaciones entre el proceso (Y −1
t )t≥0 y cada una de las

entradas de (Xt)t≥0. Notemos que Yt > 0 para todo t ≥ 0 y la función f(x) = 1
x es de clase C2 en

(0,∞). Aplicando la fórmula de Itô (ver proposición 3.96 y observación 3.97) a Y y f obtenemos
que:

Y −1
t = 1−

∫ t

0
Y −2
s dYs +

∫ t

0
Y −3
s d〈Y, Y 〉s, (6.17)

Puesto que Y satisface la igualdad

Yt = 1−
∫ t

0
YsÂ(Xs)dWs,

de la igualdad (3.20) tenemos que

〈Y, Y 〉t =

∫ t

0
Y 2
s Â

2(Xs)ds,

De esto último, la igualdad (6.17) y de la observación 3.95 inciso a) se sigue que

Y −1
t = 1 +

∫ t

0
Y −1
s Â(Xs)dWs +

∫ t

0
Y −1
s Â2(Xs) ds. (6.18)

De (6.18), la igualdad

Xt = M0 +

∫ t

0
L(Ms) ds+

∫ t

0
Ô(Ms) dWs,

la igualdad (3.21) y de la observación 3.95 inciso c) se sigue que

〈X,Y −1〉t =

∫ t

0
Y −1
s Â(Xs)Ô(Xs) dt. (6.19)
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Sustituyendo las igualdades (6.18) y (6.19) en la ecuación (6.16) y utilizando el inciso a) de la
observación 3.95 obtenemos la igualdad:

Zt = M0 +

∫ t

0
L(Zs) ds+

∫ t

0
Y −1
s

[
Ô(Xs) + Â(Xs)Xs

]
dWs +

∫ t

0
Y −1
s Â(Xs)

[
Ô(Xs) + Â(Xs)Xs

]
ds.

Nótese que Ô(M) + Â(M)M = Ĉ(M) para todo M ∈M2(C). Entonces

Zt = M0 +

∫ t

0
L(Zs) ds+

∫ t

0
Y −1
s Ĉ(Xs) dWs +

∫ t

0
Y −1
s Â(Xs)Ĉ(Xs) ds.

Luego, como (Yt)t≥0 es un proceso estocástico con valores en R y Ĉ es un operador lineal, obtenemos
que Z satisface la igualdad

Zt = M0 +

∫ t

0
L(Zs) dt+

∫ t

0
Ĉ(Zs) dWs +

∫ t

0
Â(Xs)Ĉ(Zs) ds

= M0 +

∫ t

0

[
L(Zs) + Â(Xs)Ĉ(Zs)

]
dt+

∫ t

0
Ĉ(Zs) dWs.

Ahora veremos una ecuación diferencial estocástica lineal que cumple la propiedad buscada. Esta
estará relacionada con la ecuación (6.12) por medio del teorema de Girsanov. Antes de estudiar la
ecuación lineal, veremos el siguiente lema.

Lema 6.5. Sean (Xt)t≥0, (X̃t)t≥0 dos procesos estocásticos con valores en Mn(C) tales que

Xt = X0 +

∫ t

0
As ds+

∫ t

0
Ms dWs,

X̃t = X̃0 +

∫ t

0
Bs ds+

∫ t

0
Ns dWs,

donde (At)t≥0, (Bt)t≥0, (Mt)t≥0 y (Nt)t≥0 son procesos estocásticos adaptados con trayectorias con-
tinuas con valores en Mk(C) y (Wt)t≥0 es un movimiento browniano unidimensional. Entonces,

XtX̃t = X0X̃0 +

∫ t

0
XsBs +AsX̃s +NsMs ds+

∫ t

0
XsNs +MsX̃s dWs.

Demostración. Demostraremos este lema verificando la igualdad entrada por entrada. Sean i, j ∈
{1, · · · , n}, de la fórmula de integración por partes (proposición 3.99), del inciso a) de la observación
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3.95 y de la igualdad (3.22) se sigue que

(XtX̃t)i,j =
n∑
k=1

Xi,k
t X̃k,j

t

=

n∑
k=1

Xi,k
0 Xk,j

0 +

∫ t

0
Xi,k
s dX̃k,j

s +

∫ t

0
X̃k,j
s dXi,k

s + 〈Xi,k, X̃k,j〉s

=

n∑
k=1

(
Xi,k

0 X̃k,j
0 +

∫ t

0

(
Xi,k
s Bk,j

s +Ai,ks X̃k,j
s

)
ds+

∫ t

0

(
Xi,k
s Nk,j

s +M i,k
s X̃k,j

s

)
dWs

+ 〈Xi,k, X̃k,j〉s
)

= (X0X̃0)i,j +

∫ t

0

(
(XsBs)i,j + (AsX̃s)i,j

)
ds+

∫ t

0

(
(XsNs)i,j + (MsX̃s)i,j

)
dWs

+
n∑
k=1

〈Xi,k, X̃k,j〉t.

(6.20)

Por otra parte, de la igualdad (3.21), del inciso c) de la observación 3.95 y la igualdad 〈W,W 〉t = t
(igualdad (3.32) se sigue

n∑
k=1

〈Xi,k, X̃k,j〉t =

n∑
k=1

∫ t

0
M i,k
s Nk,j

s d〈W,W 〉s

=

n∑
k=1

∫ t

0
M i,k
s Nk,j

s ds

=

∫ t

0
(MsNs)i,j ds.

(6.21)

Luego, sustituyendo (6.21) en la igualdad (6.20) tenemos que

(XtX̃t)i,j = (X0X̃0)i,j +
∫ t

0 (XsBs)i,j + (AsX̃s)i,j + (MsNs)i,j ds+
∫ t

0 (XsNs)i,j + (MsX̃s)i,j dWs,

lo cual muestra el resultado.

Proposición 6.6. Sea P ∈M2(C) un operador positivo. Entonces la ecuación diferencial estocástica

dZt = L(Zt) dt+ Ĉ(Zt) dWt

con condición inicial Z0 = P tiene una única solución fuerte y esta cumple unicidad trayectorial.
Más aún, Zt es un operador positivo, para todo t ≥ 0 c.s.

Demostración. De la proposición 6.1 incisos (b) y (c), tenemos que L y Ĉ son Lipschitz y además
satisfacen la condición de crecimiento lineal, pues

‖L(M)‖2 + ‖Ĉ(M)‖2 ≤ K2(1 + ‖M‖22),

donde K = máx{2‖C‖2, 4‖H0‖+ 2‖C∗C‖+ 2‖C‖+ 2‖C∗‖}. Luego, del teorema 3.110 tenemos que
existe una solución fuerte de la ecuación diferencial estocástica

dZt = L(Zt) dt+ Ĉ(Zt) dWt
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con X0 = P y además esta satisface unicidad trayectorial. Ahora veamos que para cada t ≥ 0, Zt es
positivo. Demostraremos que existe un proceso (Vt)t≥0 con valores en M2(C), tal que (VtPV

∗
t )t≥0

es indistinguible de (Zt)t≥0. Consideremos la siguiente ecuación diferencial estocástica:

dVt = KVt dt+ CVt dWt, (6.22)

con condición inicial V0 = I y donde

K := −iH0 −
1

2
CC∗.

Notemos que las funciones M 7→ KM y M 7→ CM son lineales y Lispchitz, por lo tanto,
del teorema 3.110 existe una única solución de la ecuación diferencial estocástica (6.22) y esta es
única de manera trayectorial. Si (Vt)t≥0 es la solución de la ecuación (6.22), tenemos que el proceso
estocástico (Vt)t≥0 satisface la ecuación

dV ∗t = V ∗t K
∗ dt+ V ∗t C

∗ dWt, (6.23)

con condición inicial V0 = I. De las igualdades (6.22) y (6.23) y del lema 6.5 (considerando Xt = Vt
y X̃t = PV ∗t ) se sigue que (VtPV

∗
t )t≥0 cumple la siguiente igualdad:

VtPV
∗
t = P +

∫ t

0

(
VsPV

∗
s K

∗ +KVsPV
∗
s + CVsPV

∗
s C
∗) ds+

∫ t

0

(
VsPV

∗
s C
∗ + CVsPV

∗
s

)
dWs.

Por otra parte, notemos que
L(M) = KM +MK∗ + CMC∗,

para todo M ∈M2(C). De estas observaciones se sigue que

VtPV
∗
t = P +

∫ t

0
L(VsPV

∗
s ) ds+

∫ t

0
Ĉ(VsPV

∗
s ) dWs,

es decir, (VtPV
∗
t )t≥0 satisface la misma ecuación diferencial estocástica que (Zt)t≥0 y por tanto,

estos procesos son indistinguibles, es decir, Zt = VtPV
∗
t para todo t ≥ 0 casi seguramente. Para

concluir que Zt es positivo basta notar que VtPV
∗
t es positivo.

Proposición 6.7. Sea M0 ∈ M2(C) positivo y (Xt)t≥0 la solución de la ecuación diferencial es-
tocástica (6.12) con condición inicial M0. Entonces Xt es positivo, para todo t ≥ 0 casi seguramente.
Más aún, Tr(Xt) = Tr(M0), para todo t ≥ 0 c.s.

Demostración. Puesto que M0 es positivo, de la proposición 6.4 se sigue que (Yt)t≥0 es una martin-
gala con esperanza igual a 1. Sean T > 0 y Q la medida de probabilidad definida por

dQ
dP

:= exp

(∫ T

0
Â(Xs) dWs −

1

2

∫ T

0
Â2(Xs) ds

)
= YT .

(6.24)

Puesto que ∫ t

0
Â2(Xs) ds ≤ 4‖C‖22t <∞,
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para todo t ≥ 0, del teorema de Girsanov (teorema 3.111), se sigue que el proceso (W̃t)t∈[0,T ] definido
por

Ŵt := Wt +

∫ t

0
A(Xs) ds

es un movimiento Browniano sobre el espacio de probabilidad (Ω,FT ,Q). De la proposición 6.4
inciso b) y la propiedad de asociatividad de la integral respecto de semimartingalas (ver observación
3.95 inciso a)) tenemos que el proceso Zt = Y −1

t Xt satisface la igualdad:

Zt = M0 +

∫ t

0

[
L(Zs) + Â(Xs)Ĉ(Zs)

]
ds+

∫ t

0
Ĉ(Zs) dWs.

= M0 +

∫ t

0
L(Zs) ds+

∫ t

0
Ĉ(Zs)dŴs.

Es decir, (Zt)t∈[0,T ] satisface la ecuación diferencial estocástica

Zt = L(Zt) dt+ Ĉ(Zt)dŴt (6.25)

con condición inicial Z0 = M0. Luego, como M0 es positivo, de la proposición 6.6 (aplicada sobre el
espacio de probabilidad (Ω,FT ,Q)) se sigue que Zt es positivo para todo t ∈ [0, T ], casi seguramente
(bajo la medida Q). Puesto que YT > 0, tenemos que las medidas P y Q son equivalentes, entonces
tenemos que esta propiedad se cumple casi seguramente bajo la medida P. Dado que T > 0 es
arbitrario, podemos concluir que Xt es positivo, para todo t ≥ 0 (casi seguramente bajo P). Por
último, notemos que de la ecuación (6.4) tenemos que Tr(Ô(Xt)) = 0, para todo t ≥ 0 c.s. y además,
notemos que para el operador de Lindblad

L(M) = −i[H0,M ]− 1

2
{CC∗,M}+ CMC∗,

se tiene que
Tr(L(M)) = 0,

para todo M ∈M2(C). Por lo tanto,

Tr(Xt) = Tr(M0) +

∫ t

0
Tr(L(Xs)) ds+

∫ t

0
Tr(Ô(Xt)) dWs

= Tr(M0).

Ahora veremos el teorema principal de esta sección. Este teorema es consecuencia inmediata de
las observaciones hechas al inicio de esta sección y de la proposición anterior.

Teorema 6.8. Sea ρ ∈ S(C2). Existe una solución fuerte de la ecuación diferencial estocástica
(6.1) con condición inicial ρ tal que ρt ∈ L2(Ω) y esta es única de manera trayectorial. Más aún,
ρt es un operador de densidad, para todo t ≥ 0 c.s.

Demostración. Sea (ρt)t≥0 la solución a la ecuación diferencial estocástica (6.12) con condición
inicial ρ. De la proposición 6.12 tenemos que ρt ∈ L2(Ω) y de la proposición 6.7 se sigue que ρt es
positivo, para todo t ≥ 0 c.s. y Tr(ρt) = Tr(ρ) = 1, para todo t ≥ 0 c.s. Por lo tanto ρt ∈ S(C2)
para todo t ≥ 0 casi seguramente. Además, de las igualdad (6.5) se sigue que:

ρt = ρ+

∫ t

0
L(ρs) ds+

∫ t

0
Ô(ρs) dWs

= ρ+

∫ t

0
L(ρs) ds+

∫ t

0
(Cρs + ρsC

∗ − Tr(Cρs + ρsC
∗)ρs) dWs,
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es decir, (ρt)t≥0 es una solución fuerte de la ecuación diferencial estocástica (6.1) con condición
inicial ρ0 = ρ. Únicamente hemos demostrado que existe una solución fuerte con valores en S(C2),
sin embargo, no hemos demostrado que la solución de (6.1) es única. La unicidad trayectorial de
esta ecuación diferencial estocástica la demostraremos por medio de la proposición 3.108, por lo que
veremos que los coeficientes de la ecuación (6.1) son localmente Lipschitz.

Sabemos que el operador L dado por (6.3) es localmente Lipschitz por ser un operador lineal,
por lo que basta probar que la función R̂ : M2(C)→M2(C), dada por

R̂(M) = Ĉ(M)− Tr(Ĉ(M))M

es localmente Lipschitz. Sean K > 0 y N,M ∈ M2(C) tales que ‖M‖2, ‖N‖2 ≤ K. Primero consi-
deremos la siguiente igualdad:

R̂(M)− R̂(N) = Ĉ(M −N)− Tr
(
Ĉ(M)

)
(M −N)− Tr

(
Ĉ(N −M)

)
N. (6.26)

Por otra parte, tenemos que

|Tr
(
Ĉ(M)

)
| = |Tr(CM) + Tr(MC∗)|
≤ 2‖C‖2‖M‖2.

(6.27)

De la igualdad (6.26) y la desigualdad (6.27) obtenemos que

‖R̂(M)− R̂(N)‖2 ≤
(
4‖C‖2 + 2‖C‖2‖M‖2 + 2‖C‖2‖N‖2

)
‖M −N‖2

≤
(
4‖C‖2 + 4‖C‖2K

)
‖M −N‖2.

(6.28)

Luego, R̂ es localmente Lipschitz. Por lo tanto, de la proposición 3.108 se sigue que la solución de
la ecuación 6.1 con condición inicial ρ0 = ρ cumple unicidad trayectorial.
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7. Aproximación de la ecuación de Belavkin a partir de trayecto-
rias cuánticas discretas

El objetivo de esta sección es estudiar la convergencia de las trayectorias cuánticas discretas a
la ecuación de Belavkin. La convergencia que estudiaremos es la convergencia en distribución sobre
el espacio de Skorokhod. Para estudiar esta convergencia, debemos definir procesos estocásticos con
trayectorias càdlàg con valores en este espacio que representen a las trayectorias cuánticas discretas.
Sea ρ ∈ S(C2), {x0, x1} una base ortonormal de C2, X ∈ B(C2) un observable con descomposición
espectral X = λ0P0 + λ1P1 y {Un}n∈N ⊂ B(C2 ⊗ C2) una sucesión de operadores unitarios. Para
cada n ∈ N, denotaremos por

(ρnk)k∈N,

al proceso estocástico con ρn0 = ρ constrúıdo en la sección 5 a partir del observable X y el operador
unitario Un.

Para cada n ∈ N, definimos el proceso estocástico ρ̂n = (ρ̂nt )t≥0 por

ρ̂nt := ρnbntc.

Nótese que este proceso es un proceso con trayectorias càdlàg y sus trayectorias son constantes
por pedazos. Veremos que bajo hipótesis adecuadas, la sucesión de procesos estocásticos {ρ̂n}n∈N
converge en distribución a la solución de la ecuación de Belavkin (ρt)t≥0. Las hipótesis son las
siguientes:

(A) El observable X no es diagonal en la base {x0, x1}, es decir, las proyecciones espectrales de X
no son las proyecciones sobre los elementos de la base.

(B) Para cada n ∈ N, la evolución unitaria Un se encuentra dada por

Un = exp

(
− i
n
Hn
tot

)
,

donde Hn
tot ∈ B(C2 ⊗ C2) es el operador autoadjunto definido por

Hn
tot := H0 ⊗ I +

√
n
(
(−iC)⊗ a0

1 + iC∗ ⊗ a1
0

)
, (7.1)

H0 es autoadjunto, C ∈ M2(C) y para i 6= j, el operador aij se encuentra definido por medio
de la igualdad

aij(xk) = δi,kxj

y su extensión lineal a todo C2, o dicho de otra manera, a0
1 y a1

0 se encuentran representados
en la base {x0, x1} de la siguiente forma:

a0
1 =

(
0 0
1 0

)
, a1

0 =

(
0 1
0 0

)
.

La hipótesis (B) se interpreta de la siguiente manera: en cada cadena de Markov (ρnk)k∈N las inter-
acciones se dan en intervalos de tiempo de longitud 1/n y la constante de acoplamiento es igual a√
n.
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7.1. Construcción de la sucesión

Antes de estudiar la convergencia veremos una expresión de los operadores L0 y L1 de la sección
en 5.1. Para determinar estas expresiones consideraremos la siguiente base ordenada de C2 ⊗ C2:

β = {x0 ⊗ x0, x1 ⊗ x0, x0 ⊗ x1, x1 ⊗ x1}. (7.2)

Sea A ∈ B(C2 ⊗ C2) y consideremos su representación respecto de la base β

A =

(
A0,0 A0,1

A1,0 A1,1

)
,

donde Aij ∈ M2(C), i, j ∈ {0, 1}. Notemos que si T ∈ B(C2), el operador T ⊗ I tiene la siguiente
representación en la base β:

T ⊗ I =

(
T 0
0 T

)
.

Entonces

Tr
(
A(T ⊗ I)

)
= Tr

(
A0,0T ) + Tr

(
A1,1T

)
= Tr

(
(A0,0 +A1,1)T

)
.

Del teorema 2.19 se sigue que
TrH0

(
A
)

= A0,0 +A1,1,

es decir, la representación en la base {x0, x1} de la traza parcial de A es igual a la suma de los
bloques de la diagonal.

Sea X un observable con descomposición espectral X = λ0P0+λ1P1. Puesto que X es un operador
sobre un espacio de dimensión 2, las proyecciones espectrales cumplen la siguiente relación:

P0 =

(
a0 a0,1

a0,1 a1

)
, P1 =

(
a1 9a0,1

9a0,1 a0

)
,

donde a0, a1 ≥ 0, a1 + a0 = 1 y a1,0 ∈ C cumple la relación |a1,0| =
√
a1a0. Más aún, como el

observable X no es diagonal en la base {x0, x1}, tenemos que a0 y a1 son estrictamente positivos y
a0,1 6= 0. Luego, tenemos la siguiente representación en bloques del operador I ⊗ P0 :

I ⊗ P0 =

(
a0I a0,1I
a0,1I a1I

)
. (7.3)

Dado A ∈ B(C2 ⊗ C2), tenemos que los bloques de la diagonal del operador (I ⊗ P0)A(I ⊗ P0), se
encuentran dados por(

(I ⊗ P0)A(I ⊗ P0)
)

0,0
= a2

0A0,0 + a0a0,1A0,1 + a0a0,1A1,0 + |a0,1|2A1,1,(
(I ⊗ P0)A(I ⊗ P0)

)
1,1

= |a0,1|2A0,0 + a1a0,1A0,1 + a1a0,1A1,0 + a2
1A1,1,

donde
(
(I ⊗P0)A(I ⊗P0)

)
0,0

y
(
(I ⊗P0)A(I ⊗P0)

)
1,1

denotan a los bloques 0, 0 y 1, 1 del operador

(I ⊗ P0)A(I ⊗ P0), respectivamente. Entonces,

TrH0((I ⊗ P0)A(I ⊗ P0)) = (a2
0 + |a0,1|2)A0,0 + (a0a0,1 + a1a0,1)A0,1 + (a0a0,1 + a1a0,1)A1,0

+ (|a0,1|2 + a2
1)A1,1.
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De la condición P 2
0 = P0 tenemos que la igualdad anterior se simplifica de la siguiente manera:

TrH0((I ⊗ P0)A(I ⊗ P0)) = a0A0,0 + a0,1A0,1 + a0,1A1,0 + a1A1,1. (7.4)

De manera análoga tenemos que

TrH0((I ⊗ P1)A(I ⊗ P1)) = a1A0,0 − a0,1A0,1 − a0,1A1,0 + a0A1,1. (7.5)

Puesto que a0 + a1 = 1, tenemos que que

L0(A) + L1(A) = A0,0 +A1,1. (7.6)

Sea U un operador unitario con representación matricial en la base β :

U =

(
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

)
.

donde Ui,j ∈M2(C), i, j ∈ {0, 1}. Dado ρ ∈ S(C2), tenemos que en la base β, el operador ρ⊗|x0〉〈x0|
se encuentra representado por

ρ⊗ |x0〉〈x0| =
(
ρ 0
0 0

)
y por tanto,

U(ρ⊗ |x0〉〈x0|)U∗ =

(
U0,0 U0,1

U1,0 U1,1

)(
ρ 0
0 0

)(
U∗0,0 U∗1,0
U∗0,1 U∗1,1

)
=

(
U0,0 ρU

∗
0,0 U0,0 ρU

∗
1,0

U1,0 ρU
∗
0,0 U1,0 ρU

∗
1,0

)
.

(7.7)

Nótese que esta expresión únicamente depende de ρ y de los bloques U0,0 y U1,0. Por otra parte,
para cada n ∈ N, la representación en bloques de Hn

tot respecto de la base β se encuentra dada por:

Hn
tot =

(
H0

√
n iC∗

−i
√
nC H0

)
. (7.8)

Desarrollando los términos hasta orden 2 del operador unitario

Un = exp

(
− i

n
Hn
tot

)
,

tenemos que

Un = I − i

n
Hn
tot −

1

2n2
(Hn

tot)
2 + o

(
1

n2

)
,

de ésto último y de la igualdad (7.8) podemos deducir las siguientes expresiones para los bloques
Un0,0 y Un1,0 del operador unitario Un:

Un0,0 = I − 1

n

(
iH0 +

1

2
C∗C

)
+ o

(
1

n

)
,

Un1,0 = − 1√
n
C + o

(
1

n

)
,
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donde
{
o
(

1
n

) }
n∈N ⊂M2(C) es tal que

ĺım
n→∞

n o

(
1

n

)
= 0, (7.9)

respecto de la norma de operador.
Las expresiones anteriores nos permiten calcular los bloques del operador Un(ρ⊗|x0〉〈x0|)(Un)∗.

Dado ρ ∈ S(C2), tenemos que

Un00ρ(Un00)∗ = ρ− 1

n

(
i[H0, ρ] + 1/2{C∗C, ρ}

)
+ ô 1

n
(ρ),

= ρ+
1

n
J (ρ) + ô 1

n
(ρ).

donde
J (ρ) = −i[H0, ρ]− 1/2{C∗C, ρ}

y

ô 1
n

(ρ) =

[
1

n

(
iH0 +

1

2
C∗C

)
+ o

(
1

n

)]
ρ

[
1

n

(
− iH0 +

1

2
C∗C

)
+ o

(
1

n

)]
.

Puesto que ‖ρ‖ ≤ ‖ρ‖1 = 1, tenemos que

‖ ô 1
n

(ρ)‖ ≤
[

1

n

(
‖H0‖+ 1/2‖C∗C‖

)
+

∥∥∥∥o( 1

n

)∥∥∥∥]2

‖ρ‖

≤
[

1

n

(
‖H0‖+ 1/2‖C∗C‖

)
+

∥∥∥∥o( 1

n

)∥∥∥∥]2

.

De la desigualdad anterior se sigue que

ĺım
n→∞

nô 1
n

(ρ) = 0,

para todo ρ ∈ S(C2) y más aún, la convergencia es uniforme sobre S(C2).
Por simplicidad, denotaremos por ô 1

n
a cualquier función ô 1

n
: S(C2) → M2(C) que cumpla la

condición:
ĺım
n→∞

n ô 1
n

(ρ) = 0, (7.10)

uniformemente sobre S(C2).

Observación 7.1.

a) Sin pérdida de generalidad, consideraremos que el ĺımite en (7.10) se cumple respecto de
la norma de operador, la norma de Hilbert-Schmidt y la norma de traza, pues estas son
equivalentes en dimensión finita.

b) Dado p ∈ (−∞, 1], tenemos que
ĺım
n→∞

np ô 1
n

(ρ) = 0,

uniformemente sobre S(C2).
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c) Puesto que
∣∣Tr(ô 1

n
(ρ)
)∣∣ ≤ ∥∥ô 1

n
(ρ)
∥∥

1
, para cualquier p ∈ (−∞, 1] se tiene que

ĺım
n→∞

np Tr
(
ô 1
n

(ρ)
)

= 0, (7.11)

uniformemente sobre S(C2).

De manera análoga, para cada n ∈ N, podemos deducir expresiones para los demás bloques del
operador Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗. Denotaremos por

(Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗)i,j

al bloque i, j del operador Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗, para cualesquiera i, j ∈ {0, 1}. De (7.7) tenemos
que los bloques de este operador se encuentran dados por:

(Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗)0,0 = Un0,0ρ(Un0,0)∗ = ρ+
1

n
J (ρ) + ô 1

n
(ρ), (7.12)

(Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗)0,1 = Un0,0ρ(Un1,0)∗ = − 1√
n
ρC∗ + ô 1

n
(ρ), (7.13)

(Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗)1,0 = Un1,0ρ(Un0,0)∗ = − 1√
n
Cρ+ ô 1

n
(ρ), (7.14)

(Un(ρ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗)1,1 = Un1,0ρ(Un1,0)∗ =
1

n
CρC∗ + ô 1

n
(ρ). (7.15)

Nótese que como funciones de ρ, los términos (7.13), (7.14) y (7.15) convergen a cero uniformemente
sobre S(C2).

Dados i ∈ {0, 1} y n ∈ N, definimos Lni : S(C2)→ B(C2) por

Lni (ρ) := TrH0

(
(I ⊗ Pi)Un (ρ⊗ |x0〉〈x0|) (Un)∗(I ⊗ Pi)

)
, ρ ∈ S(C2).

Veremos que la traza de estos operadores converge uniformemente sobre S(C2). Este resultado es
importante, pues nos permitirá estudiar la convergencia de la sucesión de procesos estocásticos
{ρ̂n}n≥0.

Lema 7.2. Para cada i ∈ {0, 1}, se tiene que

ĺım
n→∞

Tr
(
Lni (ρ)

)
= ai,

para todo ρ ∈ S(C2). Más aún, la convergencia es uniforme sobre S(C2).

Demostración. Sean i ∈ {0, 1} y ρ ∈ S(C2). De las igualdades (7.4) y (7.5) se sigue que

|Tr
(
Lni (ρ)

)
− ai| =

∣∣Tr(Lni (ρ)
)
− Tr(aiρ)

∣∣
≤ ai
n

∣∣Tr(J (ρ)
)∣∣+ ai

∣∣Tr(ô 1
n

(ρ)
)∣∣+ 2|a0,1|

∣∣Tr(Un00ρ(Un01)∗
)∣∣

+ a1−i
∣∣Tr(Un01ρ(Un01)∗

)∣∣.
Entonces

|Tr
(
Lni (ρ)

)
− ai| ≤

ai
n
K + ai‖ô 1

n
(ρ)‖1 + 2|a0,1|‖Un00ρ(Un01)∗‖1 + a1−i‖Un01ρ(Un01)∗‖1, (7.16)

donde K > 0 es tal que
‖J (M)‖1 ≤ K‖M‖1,

para todo M ∈M2(C).
El resultado se sigue de la desigualdad (7.16), pues los tres últimos términos del lado derecho

de esta desigualdad convergen uniformemente a cero conforme n→∞.
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Dado que a0 > 0 y a1 > 0, del lema 7.2 se sigue que existe N̂ ∈ N tal que para todo n ≥ N̂ ,

T r
(
Lni (ρ)

)
> 0, (7.17)

para todo ρ ∈ S(C2) y para cualquier i ∈ {0, 1}. Esta condición nos permite realizar la construcción
de la sección 5.1 a partir de N̂ , es decir, para cada n ≥ N̂ tenemos la igualdad (5.30):

ρnk+1 = Ln0 (ρnk) + Ln1 (ρnk) +Xn
k+1

(√
pnk+1

qnk+1

Ln1 (ρnk)−

√
qnk+1

pnk+1

Ln0 (ρnk)

)
, k ≥ 0, (7.18)

donde

pnk+1 = Tr
(
Ln0 (ρnk)

)
,

qnk+1 = Tr
(
Ln1 (ρnk)

)
,

y

Xn
k+1 =

1Ak+1
− qnk+1√

pnk+1q
n
k+1

.

Para cada k ≥ 0, representaremos a ρnk respecto de la base {x0, x1}. Luego, sustituyendo los bloques
del operador Un(ρnk ⊗ |x0〉〈x0|)(Un)∗ (igualdades (7.12) a (7.15)) en las igualdades (7.4), (7.5) y
(7.6) tenemos que

Ln0 (ρ) = a0U
n
0,0ρ(Un0,0)∗ + a0,1U

n
0,0ρ(Un1,0)∗ + a0,1U

n
1,0ρ(Un0,0)∗ + a1U

n
1,0ρ(Un1,0)∗, (7.19)

Ln1 (ρ) = a1U
n
0,0ρ(Un0,0)∗ − a0,1U

n
0,0ρ(Un1,0)∗ − a0,1U

n
1,0ρ(Un0,0)∗ + a0U

n
1,0ρ(Un1,0)∗, (7.20)

Ln0 (ρ) + Ln1 (ρ) = ρ+
1

n
L(ρ) + ô 1

n
(ρ), (7.21)

donde L : M2(C)→M2(C) es el operador de Lindblad

L(M) = −i[H0,M ]− 1

2
{C∗C,M}+ CMC∗. (7.22)

Sustituyendo las igualdades (7.19), (7.20) y (7.21) en la igualdad (7.18) tenemos que

ρnk+1 = ρnk +
1

n
L(ρnk) + ô 1

n
(ρnk) +

Xn
k+1√

pnk+1q
n
k+1

[(
a1p

n
k+1 − a0q

n
k+1

)
Un0,0ρ

n
k(Un0,0)∗ − a0,1U

n
0,0ρ

n
k(Un1,0)∗

− a0,1U
n
1,0ρ

n
k(Un0,0)∗ +

(
a0q

n
k+1 − a1p

n
k+1

)
Un1,0ρ

n
k(Un1,0)∗

]
(7.23)

Sustituyendo las igualdades (7.13), (7.14) y (7.15), en las igualdades (7.19) y (7.20) se sigue que

a1Tr
(
Ln0 (ρ)

)
− a0Tr

(
Ln1 (ρ)

)
= Tr

(
a0,1U

n
0,0ρ(Un0,1)∗ + a0,1U

n
1,0ρ(Un0,0)∗

)
+ (a2

1 − a2
0)Tr(Un1,0ρ(Un1,0)∗

)
= − 1√

n
Tr
(
a1,0Cρ+ a1,0ρC

∗)+
(a2

1 − a2
0)

n
Tr(CρC∗

)
+ Tr(ô 1

n
(ρ)).

(7.24)
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De la igualdad (7.24) y de la observación 7.1 inciso c) podemos deducir la siguiente expresión:[
a1Tr

(
Ln0 (ρ)

)
− a0Tr

(
Ln0 (ρ)

)]
Un0,0ρ(Un0,0)∗ =− 1√

n
Tr
(
a1,0Cρ+ a1,0ρC

∗)ρ+
(a2

1 − a2
0)

n
Tr(CρC∗

)
ρ

+ ô 1
n

(ρ).

(7.25)

Sustituyendo las igualdades (7.14), (7.15) y (7.25) en la ecuación (7.23) se obtiene que

ρnk+1 = ρnk +
1

n
L(ρnk) + ô 1

n
(ρnk) +

Xn
k+1√

pnk+1q
n
k+1

[
1√
n

(
a0,1Cρ

n
k + a0,1ρ

n
kC
∗ − Tr

(
a1,0Cρ

n
k + a1,0ρ

n
kC
∗)ρnk)

+
(a2

1 − a2
0)

n
Tr(CρnkC

∗)ρnk + ô 1
n

(ρnk) +
(
a0q

n
k+1 − a1p

n
k+1

)
Un0,0ρ

n
k(Un1,0)∗

]
.

Por otra parte, del lema 7.2 y de la continuidad de la función (x, y) 7→ 1√
xy sobre (0,∞)× (0,∞),

se sigue que

ĺım
n→∞

1√
Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) =
1

√
a0a1

, (7.26)

para todo ρ ∈ S(C2) y además, la convergencia es uniforme sobre S(C2). Con este resultado,
podemos deducir otra expresión para ρnk+1:

ρnk+1 = ρnk +
1

n
L(ρnk) + ô 1

n
(ρnk) +

Xn
k+1√
a0a1n

(
a0,1Cρ

n
k + a0,1ρ

n
kC
∗ − Tr

(
a1,0Cρ

n
k + a1,0ρ

n
kC
∗)ρnk)

+
Xn
k+1√
n
Zn(ρnk),

(7.27)

donde

Zn(ρ) =

(
1√

Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) − 1
√
a0a1

)(
a0,1Cρ+ a0,1ρC

∗ − Tr
(
a0,1Cρ+ a0,1ρC

∗)ρ)
+

(
a0Tr

(
Ln0 (ρ)

)
−a1Tr

(
Ln1 (ρ)

)
√
Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) )(
1√
n
CρC∗ +

√
nô 1

n
(ρ)ρ

)
+

(a2
1 − a2

0)√
nTr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

)Tr(CρC∗)
(7.28)

Del lema 7.2 se sigue que {Zn}n≥N̂ converge uniformemente a cero sobre S(C2), pues en el primer
y tercer término de la suma, la parte correspondiente al escalar converge uniformemente a cero
y la parte correspondiente al operador está acotada uniformemente sobre S(C2) y en el segundo
término, la parte correspondiente al escalar converge uniformemente a una constante finita y la
parte correspondiente al operador converge uniformemente a cero (por la observación 7.1 inciso b)).

De la condición |a0,1| =
√
a0a1 y de la igualdad (7.27) obtenemos que

ρnk+1 = ρnk +
1

n
L(ρnk) + ô 1

n
(ρnk) +

Xn
k+1√
n

(
eiθCρnk + e−iθρnkC

∗ − Tr
(
eiθCρnk + e−iθρnkC

∗)ρnk)
+
Xn
k+1√
n
Zn(ρnk),
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donde θ ∈ R es tal que a1,0 = eiθ|a1,0|.
Sea Cθ = e−iθC. Nótese que CθC

∗
θ = CC∗, por lo cual tenemos que la expresión del operador L

como función de C (ver la ecuación (6.3)) es la misma para los operadores Cθ y C. Luego, podemos
realizar la siguiente modificación al Hamiltoniano Hn

tot:

Hn
tot =

(
H0 i

√
nC∗θ

−i
√
nCθ H0

)
,

para obtener la fórmula recursiva

ρnk+1 = ρnk +
1

n
L(ρnk) + ô 1

n
(ρnk) +

Xn
k+1√
n

(
Cρnk + ρnkC

∗ − Tr
(
Cρnk + ρnkC

∗)ρnk)
+
Xn
k+1√
n
Zn(ρnk).

De esta igualdad obtenemos que

ρnk+1 − ρ = ρnk+1 − ρn0

=
k∑
i=0

(ρni+1 − ρni )

=
k∑
i=0

1

n
L(ρni ) +

k∑
i=0

ô 1
n

(ρni ) +
k∑
i=0

Xn
i+1√
n

(
Cρni + ρni C

∗ − Tr
(
Cρni + ρni C

∗)ρnk)
+

i∑
i=0

Xn
i+1√
n
Zn(ρni ),

y por tanto,

ρnk+1 = ρ+

k∑
i=0

1

n
L(ρni ) +

k∑
i=0

ô 1
n

(ρni ) +

k∑
i=0

Xn
i+1√
n

(
Cρni + ρni C

∗ − Tr
(
Cρni + ρni C

∗)ρnk)
+

k∑
i=0

Xn
i+1√
n
Zn(ρni ).

(7.29)

Esta última expresión nos permitirá expresar al proceso (ρ̂nt )t≥0 en términos de integrales estocásti-
cas.

7.2. Resultados de convergencia

En esta sección estudiaremos la convergencia de la sucesión {ρ̂n}n∈N a la solución de la ecuación
de Belavkin. Recordemos que para cada n ∈ N, el proceso estocático (ρ̂nt )t≥0 se encuentra definido
sobre el espacio de probabilidad (ΩN,Σ,Pn), donde Pn es la medida de probabilidad construida en
la sección 5 a partir del operador unitario Un y el observable fijo X (ver teorema 5.11). Para cada
n ∈ N, la filtración (Fnt )t≥0 que consideraremos para ρ̂n es la siguiente

Fnt := σ
(
πk : k ≤ bntc

)
,

donde πk denota a la k-ésima proyección sobre ΩN, es decir, πk(ω) = ωk.
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Para cada n ∈ N, denotaremos por En[X] a la esperanza de X respecto del espacio de probabi-
lidad (ΩN,Σ,Pn) y de manera análoga, denotaremos por En[X|F ] a la esperanza de X dada F ⊂ Σ
respecto de dicho espacio de probabilidad.

Estudiaremos la convergencia a partir de N̂ ∈ N tal que se cumple la condición (7.17). Nótese
que esto no afecta la convergencia de la sucesión completa y además nos permite representar al
proceso ρ̂n (con n ≥ N) en términos de integrales estocásticas. De la ecuación (7.29) obtenemos la
igualdad:

ρ̂nt = ρnbntc = ρ+

bntc−1∑
i=0

1

n
L(ρni ) +

bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni ) +

bntc−1∑
i=0

Xn
i+1√
n

(
Cρni + ρni C

∗ − Tr
(
Cρni + ρni C

∗)ρni )

+

bntc−1∑
i=0

Xn
i+1√
n
Zn(ρni ),

para todo t ≥ 0, considerando que las sumas del lado derecho son cero si bntc = 0. En términos de
integrales estocásticas podemos reexpresar la ecuación anterior de la siguiente manera:

ρ̂nt = ρ+

bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni ) +

∫ t

0
Zn(ρ̂ns9) dW

n
s +

∫ t

0
L(ρ̂ns9) dV

n
s

+

∫ t

0

(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗ − Tr
(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗)ρ̂ns9) dWn
s ,

(7.30)

donde

Wn
t :=

1√
n

bntc∑
i=1

Xn
i ,

y

V n
t :=

bntc
n

.

Tenemos que los procesos estocásticos Wn = (Wn
t )t≥0 y V n = (V n

t )t≥0 son procesos càdlàg, adapta-
dos a la filtración (Fnt )t≥0 y son proceso de variación finita pues son constantes por pedazos. Luego,
la igualdad (7.30) se obtiene por medio de la integral de Lebesgue-Stieltjes (ver teorema 3.124).

Los teoremas que usaremos en esta sección se encuentran enunciados para procesos sobre Rm,
sin embargo, podemos resolver esto de dos maneras: primero, podemos identificar al proceso ρn

como un proceso con valores en R8 y aplicar los teoremas directamente (ya que estos teoremas sólo
dependen de la norma euclidiana) o bien, podemos notar que estos resultados se pueden extender a
procesos estocásticos definidos sobre M2(C).

Primero estudiaremos la convergencia de los procesos V n y Wn por separado. Nótese que V n es
constante como variable aleatoria sobre DR[0,∞) y además, para cada t ≥ 0 se tiene que

|V n
t − t| =

∣∣bntc
n
− nt

n

∣∣ ≤ 1

n
,

luego,
ĺım
n→∞

sup
t≤T
|V n
t − t| = 0,

es decir, la función t 7→ V n
t converge uniformemente en compactos a la identidad y por tanto,

también converge respecto de la topoloǵıa de Skorokhod sobre DR[0,∞) (ver teorema 4.10). En
particular tenemos que V n ⇒ Id, donde Id denota a la función identidad sobre [0,∞).

Ahora veremos un lema que nos ayudará a estudiar la convergencia de {Wn}n∈N. Recordemos
que N̂ ∈ N denota al número natural que cumple la condición (7.17).
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Lema 7.3. Para cada n ≥ N̂ se cumple lo siguiente:

(a) Wn es una martingala respecto de (Fnt )t≥0 y

(b) [Wn,Wn]t =
1

n

bntc∑
i=1

(Xn
i )2.

Demostración. Sean 0 ≤ s < t, Notemos que

Wn
t −Wn

s =
1√
n

bntc∑
j=bnsc+1

Xn
i ,

Primero consideremos el caso bnsc < bntc, de la proposición 3.14 y de la proposición 5.10 inciso a)
se sigue que

En[Wn
t −Wn

s | Fns ] =
1√
n

bntc∑
i=bnsc+1

En[Xn
j | Fns ]

=
1√
n

bntc∑
j=bnsc+1

En
[
En[Xn

j |σ
(
πi : i ≤ j − 1

)
]
∣∣Fns ]

= 0,

pues Fns ⊂ σ
(
πi : i ≤ j − 1

)
, para cada j ∈ {bnsc+ 1, · · · , bntc}. Para el caso bnsc = bntc tenemos

que la igualdad En[Wn
t −Wn

s | Fns ] = 0 se cumple inmediatamente. Entonces tenemos que

En[Wn
t | Fns ] = En[Wn

s | Fns ] = Wn
s .

Por lo tanto, Wn es una martingala.
Ahora, para calcular el bracket de Wn primero notemos que∫ t

0
Wn
s9 dW

n
s =

1√
n

bntc∑
j=2

( 1√
n

j−1∑
i=1

Xn
i

)
Xn
j

=
1

n

∑
i<j≤bntc

Xn
i X

n
j .

(7.31)

Por otra parte, tenemos que

(Wn
t )2 =

1

n

bntc∑
i=1

(Xn
i )2 +

2

n

∑
i<j≤bntc

Xn
i X

n
j . (7.32)

Recordemos que

[Wn,Wn]t = (Wn
t )2 − 2

∫ t

0
Wn
s9 dW

n
s ,

(ver definición 3.129). Por lo tanto, de las igualdades (7.31) y (7.32) tenemos que

[Wn,Wn]t = (Wn
t )2 − 2

∫ t

0
Wn
s9 dW

n
s

=
1

n

bntc∑
i=1

(Xn
i )2.
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Proposición 7.4. La sucesión {Wn}
n≥N̂ converge en distribución a W, donde W = (Wt)t≥0 es un

movimiento browniano.

Demostración. Del lema 7.2 y de la continuidad de la función (x, y) 7→
√

x
y sobre (0,∞) × (0,∞)

obtenemos que existe una constante K > 0 y N1 ∈ N tales que para todo n ≥ N1 se tiene que√
Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) +

√
Tr
(
Ln1 (ρ)

)
Tr
(
Ln0 (ρ)

) ≤ K, (7.33)

para todo ρ ∈ S(C2).
Sea N̂ ∈ N para la cual se cumple la condición (7.17). Para todo n ≥ N̂ , tenemos que

Xn
i =

√
Tr
(
Ln0 (ρni−1)

)
Tr
(
Ln1 (ρni−1)

)(1− 1Ai)−

√
Tr
(
Ln1 (ρni−1)

)
Tr
(
Ln0 (ρni−1)

)1Ai . (7.34)

para todo i ∈ N. Sea n ≥ máx{N1, N̂}, de las igualdades (7.33) y (7.34) tenemos que

|∆Wn
t | = |Wn

t −Wn
t− |

= |Xn
bntc|

≤ K,
(7.35)

es decir, para cualquier n ≥ máx{N1, N̂}, el proceso ∆Wn se encuentra acotado por la constante
K.

Ahora veremos que [Wn,Wn]t
P−→ t. Del lema 7.3 inciso (a), tenemos que

En
[(

[Wn,Wn]t −
bntc
n

)2]
=

1

n2
En
[( bntc∑

i=1

(Xn
i )2 − 1

)2]

=
1

n2

bntc∑
i=1

En
[(

(Xn
i )2 − 1

)2]
+

1

n2

∑
i<j≤bntc

En
[(

(Xn
i )2 − 1

)(
(Xn

j )2 − 1
)]
.

(7.36)

Por otra parte, de la proposición 5.10 inciso b) y de la proposición 3.13 tenemos que para i < j
tenemos que

En
[(

(Xn
i )2 − 1

)(
(Xn

j )2 − 1
) ∣∣σ(πl : l ≤ j − 1)

]
=
(
(Xn

i )2 − 1
)
En
[(

(Xn
j )2 − 1

) ∣∣σ(πl : l ≤ j − 1)
]

= 0,

(7.37)

y por tanto

En
[(

(Xn
i )2 − 1

)(
(Xn

j )2 − 1
)]

= 0.

Sustituyendo esta igualdad en (7.36) tenemos que

En
[(

[Wn,Wn]t −
bntc
n

)2]
=

1

n2

bntc∑
i=1

En
[(

(Xn
i )2 − 1

)2]
.
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De esta igualdad y la desigualdad (7.35) se obtiene que para n ≥ max{N̂ ,N1}

En
[(

[Wn,W
n]t −

bntc
n

)2]
≤ (K2 + 1)2

n2
.

Luego, de la desigualdad de Minkowski tenemos(
En
[(

[Wn,Wn]t − t
)2])1/2

≤
(
En
[(

[Wn,Wn]t −
bntc
n

)2])1/2
+
∣∣∣bntc
n
− t
∣∣∣

≤ K2 + 1

n
+
∣∣∣bntc
n
− t
∣∣∣.

De esta desigualdad podemos concluir que

ĺım
n→∞

En
[(

[Wn,Wn]t − t
)2]

= 0,

y por lo tanto, de la desigualdad

Pn
[
|[Wn,Wn]t − t| > ε

]
≤ 1

ε2
En
[(

[Wn,Wn]t − t
)2]

,

tenemos que
ĺım
n→∞

Pn
[
|[Wn,Wn]t − t| > ε

]
= 0,

para cada ε > 0, es decir,

[Wn,Wn]t
P−→ t. (7.38)

De (7.35) y de (7.38) tenemos que {Wn}
n≥N̂ cumple las condiciones del corolario 4.37. Por lo tanto,

Wn ⇒W.

Observación 7.5. Para cada n ≥ N̂ , de la proposición 5.10 tenemos que

En[(Xn
j )2 |σ(πi : i ≤ j − 1)] = 1,

para todo j ≥ 1. En particular, tenemos que

En[(Xn
j )2] = En

[
En[(Xn

j )2 |σ(πi : i ≤ j)]
]

= 1.
(7.39)

De esto último se sigue que

En
[

[Wn,Wn]t
]

=
1

n

bntc∑
i=1

En
[
(Xn

i )2
]

=
bntc
n
≤ t. (7.40)

Luego,
sup
n≥N̂

En
[

[Wn,Wn]t
]
<∞. (7.41)

La condición anterior es de suma importancia, pues ésta nos permitirá verificar que se cumplen las
condiciones de los teoremas de convergencia de integrales estocásticas.
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Lema 7.6. Definimos el proceso estocástico Zn(ρ̂n) por

Zn(ρ̂n)t := Zn(ρ̂nt ),

donde Zn se encuentra dado por (7.28). Entonces

Zn(ρ̂n)⇒ 0.

Demostración. Recordemos que Zn se encuentra dado por

Zn(ρ) =

(
1√

Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) − 1
√
a0a1

)(
a1,0Cρ+ a1,0ρC

∗ − Tr
(
a1,0Cρ+ a1,0ρC

∗)ρ)
+

(
a0Tr

(
Ln0 (ρ)

)
−a1Tr

(
Ln1 (ρ)

)
√
Tr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

) )(
1√
n
CρC∗ +

√
nô 1

n
(ρ)ρ

)
+

(a2
1 − a2

0)√
nTr
(
Ln0 (ρ)

)
Tr
(
Ln1 (ρ)

)Tr(CρC∗)
y {Zn}n≥N̂ converge uniformemente a cero sobre S(C2). Sea n ≥ N̂ , dado T ∈ [0,∞), tenemos que

sup
0≤t≤T

‖Zn(ρ̂nt )‖2 ≤ sup
ρ∈S(C2)

‖Zn(ρ)‖2.

Luego, para cada n se tiene que

Pn
[

sup
0≤t≤T

‖Zn(ρ̂nt )‖2 > ε
]
≤ 1

ε
sup

ρ∈S(C2)

‖Zn(ρ)‖2,

entonces
sup

0≤t≤T
‖Zn(ρ̂nt )‖2

P−→ 0,

pues la sucesión de funciones {Zn}n converge uniformemente a cero sobre S(C2). Luego, del lema
4.28 se sigue que

Zn(ρ̂n)⇒ 0.

Para cada n definimos el proceso estocástico In = (Int )t≥0 por medio de

Int :=

∫ t

0
Zn(ρ̂ns9) dW

n
s . (7.42)

Proposición 7.7. In ⇒ 0.

Demostración. Del lema 7.6 sabemos que Zn(ρ̂n)⇒ 0. Por otra parte, de la proposición 4.29 obtene-
mos que (Zn(ρ̂n),Wn)⇒ (0,W ), pues {Wn}

n≥N̂ converge en distribución al movimiento browniano
y este es un proceso estocástico con trayectorias continuas. De (7.41) tenemos que {Wn}

n≥N̂ cumple
la condición (C1’) de la observación 4.39 y por tanto, del teorema 4.38 se sigue que

(Zn(ρ̂n),Wn, In)⇒ (0,W, 0).

En particular, tenemos que In ⇒ 0.

Ahora veremos el resultado principal de esta sección.
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Teorema 7.8. Sean ρ ∈ S(C2), {x0, x1} una base ortonormal de C2 y X = λ0P0 + λ1P1 un
observable cuya descomposición espectral no es diagonal en la base {x0, x1}, es decir, las proyecciones
espectrales cumplen la siguiente relación:

P0 =

(
a0 a0,1

a0,1 a1

)
, P0 =

(
a1 9a0,1

9a0,1 a0

)
,

donde a0, a1 > 0, a1 +a0 = 1 y |a0,1| =
√
a0a1. Para cada n ∈ N, consideremos el proceso estocástico

(ρnk)k≥0 con estado inicial ρn0 = ρ, constrúıdo a partir del observable X y del operador unitario

Un = exp
(
− i

n
Hn
tot

)
,

donde
Hn
tot := H0 ⊗ I +

√
n
(
−ieiθC ⊗ a0

1 + ie−iθC∗ ⊗ a1
0

)
, (7.43)

y θ es tal que a1,0 = eiθ|a1,0|. Sea (ρt)t≥0 la solución de la ecuación de Belavkin (ecuación (6.1))
con condición inicial ρ0 = ρ, es decir,

ρt = ρ+

∫ t

0
L(ρs) ds+

∫ t

0

(
Cρs + ρsC

∗ − Tr(Cρs + ρsC
∗)ρs

)
dWs,

donde

L(M) := −i[H0,M ]− 1

2
{CC∗,M}+ CMC∗, M ∈M2(C).

Entonces la sucesión de procesos estocásticos {ρn}n∈N dada por

ρnt = ρnbntc,

converge en distribución a (ρt)t≥0.

Demostración. Sea N̂ ∈ N tal que cumple la condición (7.17). Entonces para todo n ≥ N̂ se tiene
que

ρ̂nt = ρ+ εnt +

∫ t

0
L(ρ̂ns9) dV

n
s +

∫ t

0

(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗ − Tr
(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗)ρ̂ns9) dWn
s , (7.44)

donde εn = (εnt )t≥0 se encuentra dado por

εnt :=

bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni ) + Int ,

(ver la ecuación (7.30)). Luego, consideraremos la convergencia de la sucesión a partir de N̂ para
poder aplicar los resultados de integrales estocásticas.

Para aplicar directamente los teoremas de integrales estocásticas, identificaremos a los procesos
estocásticos (Xt)t≥0 con espacio de estados M2(C) como procesos estocásticos con espacio de estados
R8 : para cada t ≥ 0, sea (Xt)ij la entrada ij de Xt, identificaremos a Xt con el vector con entradas
Re((Xt)ij) y Im((Xt)ij), donde i, j ∈ {0, 1}. El orden en el que identificaremos cada una de las
entradas del vector que resulta de este procedimiento es indistinto.
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Primero analicemos la convergencia de la sucesión de procesos {εn}
n≥N̂ . Notemos que

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥ bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni )
∥∥∥

2
≤ bnT c sup

ρ∈S(C2)

∥∥∥ô 1
n

(ρ)
∥∥∥

2

≤ T sup
ρ∈S(C2)

∥∥∥nô 1
n

(ρ)
∥∥∥

2
.

(7.45)

Luego, para cada ε > 0 se tiene que

Pn
[

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥ bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni )
∥∥∥

2
> ε
]
≤ T

ε
sup

ρ∈S(C2)

∥∥∥nô 1
n

(ρ)
∥∥∥

2
, (7.46)

y por tanto

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥ bntc−1∑
i=0

ô 1
n

(ρni )
∥∥∥

2

P−→ 0.

Del lema 4.28 se sigue que εn − In ⇒ 0 y además, de la proposición 7.42 tenemos que In ⇒ 0.
Luego, de la proposición 4.30 se sigue que εn ⇒ 0.

Por otra parte, tenemos que V n ⇒ Id y Wn ⇒ W (proposición 7.4), donde Id denota a la
función identidad sobre [0,∞) y W es un Movimiento Browniano. De la proposición 4.22 inciso b)
tenemos que la sucesión (V n,Wn) es tensa, pues cada una de las entradas converge en distribución
a procesos estocásticos con trayectorias continuas. Ahora veamos que (V n,Wn) ⇒ (Id,W ). De la
proposición 4.26 obtenemos que para k ∈ N y t1, · · · , tk ∈ [0,∞) se tiene que

(Wn
t1 , · · · ,W

n
tk

)⇒ (Wt1 , · · · ,Wtk)

y además tenemos que

ĺım
n→∞

(V n
t1 , · · · , V

n
tk

) = ĺım
n→∞

(
bnt1c
n

, · · · , bntkc
n

) = (t1, · · · , tk).

Nótese que este ĺımite es un ĺımite de vectores que son constantes como variables aleatorias y en
particular, este ĺımite también se cumple en distribución a una constante, es decir,

(V n
t1 , · · · , V

n
tk

)⇒ (t1, · · · , tk).

De esto último y de la proposición 4.26 tenemos que

(V n
t1 , · · · , V

n
tk
,Wn

t1 , · · · ,W
n
tk

)⇒ (t1, · · · , tk,Wt1 , · · · ,Wtk),

es decir,

(V n,Wn)
L([0,∞))−→ (Id,W ), (7.47)

(ver definición 4.17). Luego, de (7.47) y de la proposición 4.23 obtenemos que

(V n,Wn)⇒ (Id,W ). (7.48)

De (7.48) y de la proposición 4.29 tenemos que (εn, V n,Wn) ⇒ (0, Id,W ). Además, notemos que
la función

(x, y, z) 7→ (x+ ρ, y, z)
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es continua sobre DR8×R2 [0,∞) (o bien, sobre DM2(C)×R2 [0,∞)) y por tanto, de la proposición 4.8
se sigue que

(ρ+ εn, V n,Wn)⇒ (ρ, Id,W ). (7.49)

Por último, reescribiremos la ecuación (7.44) para poder aplicar el teorema de convergencia de
integrales estocásticas. Tenemos que

(
0
ρ̂nt

)
=

(
0

ρ̂+ εnt

)
+

∫ t

0

(
0 0

L(ρ̂ns9) Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C
∗ − Tr

(
Cρ̂ns9 + ρ̂ns9C

∗)ρ̂ns9
)
d

(
V n
s

Wn
s

)
. (7.50)

Tenemos que la semimartingala vectorial (V n,Wn) cumple la condición (C1’) de la observación
4.39, pues

Tt(V
n) =

bntc
n

,

luego, de esto último y de la observación 7.5 se sigue que

sup
n≥N̂

En
[
[Wn,Wn]t + Tt(V

n)
]
≤ 2t. (7.51)

Recordemos que las funciones L, R̂ : M2(C)→M2(C) se encuentran dadas por

L(M) = −i[H0,M ]− 1

2
{CC∗,M}+ CMC∗, M ∈M2(C),

y
R̂(M) = CM +MC∗ − Tr(CM +MC∗)M, M ∈M2(C).

Identificaremos a L y R̂ como funciones de R8 en R8. Con esta identificación, definimos la función
F : R8 →M16×2(R) por

F (M) :=

(
0 0

L(M) R̂(M)

)
, M ∈ R8,

donde los ceros en los bloques de F representan al vector 0 en R8 como vector columna. Veremos
que F cumple la condición (C2’) de la observación 4.42. Sea {Mn}n∈N ⊂ DR8 [0,∞) tal que

sup
s≤T
‖Mn(s)−M(s)‖2 → 0.

Tenemos que

‖F (Mn(s))− F (M(s))‖2 = ‖L(Mn(s))−M(s))‖2 + ‖R̂(Mn(s))− R̂(M(s))‖2.

De la linealidad y continuidad de L, obtenemos directamente que

sup
s≤T
‖L(Mn(s))− L(M(s))‖2 → 0.

De manera análoga a la desigualdad (6.28) de la demostración del teorema 6.8, obtenemos que

sup
s≤T
‖R̂(Mn(s))− R̂(M(s))‖2 ≤

(
4‖C‖2 + 4‖C‖2K

)
sup
s≤T
‖Mn(s)−M(s)‖2

donde
K := máx

{
sup
s≤T
‖M(s)‖2, sup

n∈N
sup
s≤T
‖Mn(s)‖2

}
.
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Y por tanto,
sup
s≤T
‖R̂(Mn(s))− R̂(M(s))‖2 → 0. (7.52)

Luego, F cumple la condición (C2’).
Puesto que la solución de la ecuación diferencial estocástica

ρt = ρ+

∫ t

0
L(ρs) ds+

∫ t

0

(
Cρs + ρsC

∗ − Tr
(
Cρs + ρsC

∗)ρs)dWs (7.53)

cumple unicidad trayectorial (teorema 6.8), cumple unicidad en ley. Por otra parte, tenemos que

(0, ρ+ εn, 0, V n,Wn)⇒ (0, ρ, 0, Id,W ),

pues sólo añadimos la coordenada cero. Por lo tanto, de esto último, de las condiciones (7.51) y
(7.52), y del teorema 4.41 se sigue que

(0, ρ+ εn, V n,Wn, 0, ρ̂n)⇒ (0, ρ, Id,W, 0, ρ̂).

En particular, tenemos que ρ̂n ⇒ ρ̂.
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