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Introduccion

Algunas de las variedades mas interesantes en geometria algebraica son los espacios méduli. Un espacio
moduli es una variedad M que, a su vez, parametriza alguna familia de variedades algebraicas. La relaciéon
entre la geometria de M y la geometria de los objetos que parametriza da lugar a una gran riqueza desde
el punto de vista algebraico y geométrico.

Dado un espacio méduli M un tema de interés es el estudio de la geometria birracional de M a través
del programa del modelo minimal. Por ejemplo, en [0] se estudia el espacio de Kontsevich de morfismos
estables HOVO(PT, d); |21] trata sobre el espacio méduli de curvas de género 2; el espacio mdduli de curvas
de género superior se estudia en [22] y [23]; [30] analiza el espacio de cuddricas completas; [29] estudia la
geometria birracional del esquema de Hilbert de puntos en el plano y sus deformaciones; y [7] estudia el
caso, mas general, de espacios méduli de gavillas coherentes sobre el plano P2,

El espacio que estudiaremos en este trabajo de tesis es el esquema de Hilbert de puntos en el plano
proyectivo P2, denotado por P2, Este parametriza subesquemas del plano de dimensién 0 y longitud
n; el elemento general en P2 corresponde a n puntos distintos en P2. A pesar de que los objetos que
parametriza P2 son sencillos, describir la geometria birracional de P2} en su totalidad es un tema de
investigacién actual. Por ejemplo, en [2] se estudia este problema para n < 9 y se muestra su relacién
con la teoria de estabilidad de Bridgeland. Por otro lado, el contenido de la tesis doctoral [25] es calcular
el cono efectivo Eff P2 el cual es un ingrediente fundamental en el estudio del programa del modelo
minimal, para una familia infinita de valores de n. En el trabajo subsecuente [26] se calcula el cono
efectivo Eff P?2[™ para todo valor de n.

Esta tesis estd basada principalmente en los dos articulos [25] y [20]. La organizacién de la tesis
es como sigue: en el capitulo 1 daremos algunos ejemplos de problemas de interpolacién en geometria
algebraica con el fin de motivar la nocién de interpolacion para un haz vectorial. Informalmente, un haz
vectorial E sobre una variedad X satisface interpolacién para n puntos si el niimero de secciones globales
de E que se anulan en n puntos generales de X es el esperado. En el capitulo 2 trataremos generalidades
del esquema de Hilbert P2}, En particular, veremos que el grupo de Picard de P2 es libre abeliano en
dos generadores. Por ultimo, explicaremos como un haz E que satisface interpolacién para n puntos da
lugar a un divisor efectivo cuya clase en términos de estos dos generadores es

rank F
2

Esta relacién serd nuestra principal herramienta para construir clases efectivas en P2, Una vez hecho
esto, debemos probar que estas clases son extremales; es decir, que generan al cono efectivo Eff P2,
Con este fin en mente, estudiaremos en el capitulo 3 el producto de interseccién definido entre curvas y
divisores de P2["). El capitulo 4 retine los resultados generales sobre el cono efectivo Eff P2[". Utilizamos
los resultados del capitulo 3 para calcular Eff P2[? en los casos cubiertos en [25]. Ademds, basandonos
en resultados de [26], explicaremos cémo determinar Eff P2[?l de manera numérica en el caso general. En
el capitulo 5 estudiaremos el concepto de descomposicidn por lugar base estable (SBLD por sus siglas en
inglés) de P2l Determinar el cono efectivo puede considerarse el primer paso en el célculo de la SBLD
asi que el contenido de este capitulo es una continuacién natural de lo presentado en el capitulo 4. Las
herramientas principales para investigar la SBLD de Eff P2l serdn, ademéds de los célculos relizados en
los capitulos 3 y 4, un estudio cuidadoso de las distintas resoluciones minimales que puede tener un ideal
de n puntos en el plano. En este capitulo proponemos una estrategia constructiva para calcular la SBLD
de Eff P?"], Utilizaremos esta estrategia para determinar el cono movible de P2l (es decir, el siguiente

paso en el célculo de la SBLD) para la familia de valores de n = (7"‘51) en el teorema y para calcular

(degE) - H — A.

parcialmente la SBLD de Eff P2[12] de manera explicita.

El teorema 5.1 es el resultado principal de esta tesis y es parte de un trabajo en curso junto con el Dr.
César Adridn Lozano Huerta y el Dr. Tim Ryan. Por otro lado, hasta donde sabemos el calculo explicito
de la SBLD de Eff P2l"] para n > 10 no aparece en la literatura.
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Capitulo 1

Interpolacion

Dedicaremos este capitulo a estudiar algunos ejemplos de problemas de interpolaciéon en geometria alge-
braica. El ejemplo més sencillo que abordaremos es el problema de interpolacién de Lagrange, que busca
encontrar una funcién polinomial de una variable que tome ciertos valores en determinados puntos.

Las primeras dos secciones tratan sobre interpolacién de Lagrange y sobre una posible generalizacién.
En la tercera seccién discutiremos cudndo una coleccion de rectas determina una hipersuperficie en el
espacio proyectivo P”. La cuarta secciéon habla sobre cuando una coleccién de puntos en P" determina
cierto tipo especial de curvas: las curvas normales racionales. En la quinta y dltima seccién definimos la
nocién de interpolacion para haces vectoriales, la cual jugara un papel central durante todo este trabajo
de tesis.

Durante todo el capitulo, K denotard un campo infinito y P = IPg al espacio proyectivo de dimensién
n sobre K.

1.1. Interpolacién de Lagrange

Teorema 1.1 (Interpolacién de Lagrange). Dadas d + 1 parejas (xo,yo),- .-, (xq,yq) € K2 tales que
x; # x; siempre que i # j, existe un dnico polinomio p(z) € K[z| de grado d o menor tal que p(z;) = y;
para cada 1.

Demostracion. Consideremos un polinomio
p(z) = agz® + ... + a1z + ag € K[z]

(nétese que agq podria ser 0). La condicién de que p(x;) = y; para cada i es equivalente a la equacién
lineal

A-(ag,a1,...,,aq)" = (Yo, ..., va) (1.1.1)
donde
1 =z xg
1 = xil
A= ) )
1 x4 xg

es la matriz de Vandermonde. El determinante de A es

det(A) = ] (25 —=),

0<i<j<d

el cual es distinto de cero pues los x; son distintos a pares. Por lo tanto, la ecuacién (1.1.1)) tiene una
dnica solucién. |

Para nuestros fines serd mas natural formular el teorema para funciones algebraicas p : P! — P!
por medio de la inclusiéon natural

K — P!
x> [z 1.

El siguiente resultado es equivalente al teorema |1.1
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Teorema 1.2 (Interpolacién de Lagrange 2). Dados d puntos distintos x1,...,xq € P existe un polino-
mio homogéneo p de grado d, tdnico salvo por un mailtiplo escalar, tal que p(z1) = ... = p(zq) = 0.

1.2. Interpolacién de Lagrange en P"

Proposiciéon 1.3. Dados N := (d:") — 1 puntos generales en P™ existe una unica hipersuperficie de
grado d que los contiene.

Observacion 1.3.1. La proposicién [1.3|no es una generalizacién estricta del teorema [I1.1]| pues éste dice
exactamente qué configuraciones satisfacen la conclusion; en el caso n = 1 basta con que los N puntos

sean distintos. <
Demostracion de la proposicién[I.3. Dado un vector o = (v, a1, . . ., ay,) de enteros no negativos, deno-
tamos

n
|| := Z Q.
=0

Una hipersuperficie de grado d en P™ esta determinada por un polinomio homogéneo de grado d distinto
de 0, que podemos escribir como

P(zg,...,xz,) = Z Co Y - T (1.2.1)
|a|=d

Dos polinomios definen la misma hipersuperficie si y sélo si uno es un multiplo escalar del otro. Esto
nos permite dar una estructura de espacio proyectivo de dimensiéon N al conjunto de hipersuperficies de
grado d en P, al cual denotaremos por V. Si = [xo : ... : z,] denota a un punto en P”, entonces la
hipersuperficie definida por P contiene a x si y sélo si la ecuacion se anula. Por lo tanto, dados r
puntos ) ..., z(") € P", el conjunto

Vi@, a0) = {F e Vi faW,..., a0} C F}

es un subespacio lineal de V' determinado por r ecuaciones lineales. Estas ecuaciones no necesariamente
son independientes, pero si 7 < N, esto prueba que la dimensién de V' (x(l), e ,a:(r)) es al menos N —r.
En particular cualquier coleccién de N puntos esté contenida en una hipersuperficie de grado d.

Ahora demostraremos, por induccién en r < N, que si {z(V),... 2(r)} C P" entonces en efecto

dim V! (Jc(o), e a:(T)) =N-—r. (1.2.2)

El caso particular en que »r = N demostrard que V' (x(o), e ,Jc(N)) consiste de un dnico punto, que es
justo lo que buscamos demostrar.

Si r = 0 la ecuacién claramente se satisface. Supongamos que es cierta para 0 < r < N y
consideremos un subconjunto general {x(o), . ,x(r“)} C P". Tomemos una curva F' € V7 (a:(o), . ,x("))
y notemos que (") ¢ F en general. Por lo tanto

N—(r+1)<dimV} (:c@), . ,x<r+1>)

< dim V! (x(o), . ,z(r)> =N-—r.

1.3. Rectas contenidas en hipersuperficies

En la seccién anterior estudiamos el nimero de puntos que determinan a una hipersuperficie de grado d
en P”. Una generalizacién natural consiste en preguntarnos cuantos k-planos determinan a una hipersu-
perficie para valores de k& mayores a 0. A continuacién discutimos esta pregunta para el caso k = 1; es
decir, el caso de rectas contenidas en una hipersuperficie en P”.

Como en la seccién anterior, denotaremos por V' al conjunto de hipersuperficies de grado d en P,
el cual forma un espacio proyectivo de dimension N := (di:”) — 1. Por el teorema de Bézout, si una
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hipersuperficie de grado d intersecta a una recta en d + 1 puntos distintos o mas entonces la contiene
completamente. Es decir, dada una recta L C P” y d + 1 puntos distintos zg,...,zq € L, los conjuntos

VI(L)={FeV;:LCF}y
Vil(zo,...,zq) ={F €V 1 xg,...,0q € F}
coindicen. De manera similar al teorema podemos ver que la condiciéon z; € F' es equivalente a una

ecuacion lineal en las coordenadas de F'. Por lo tanto, V*(L) es un subespacio lineal de V}* determinado
por d 4+ 1 ecuaciones lineales. De manera andloga, dadas k rectas Lq,..., Ly C P", el conjunto

Vdn(Ll,...,Lk) = {FEVanLlLJ...ULk CF}
es un subespacio lineal de V' determinado por k - (d + 1) condiciones lineales. En particular,
dim V}*(Ly,..., L) > N —k-(d+1)

y la igualdad se alcanzara cuando todas las condiciones lineales sean independientes. El siguiente teorema
asegura que estas condiciones son independientes si elegimos una coleccién general de rectas (ver [20]).

Teorema 1.4 (Hartshorne-Hirschowitz). Supongamos que K es algebraicamente cerrado y n > 3. Si
Ly,...,Li CP" son k rectas generales se cumple que

dim VI'(Ly,...,Ly) =N — k- (d+1)
siN>k-(d+1), yVi*(L1,...,Lg) es vacio en otro caso.

Del teorema anterior vemos que cinco rectas generales en P2 no est4n contenidas en ninguna superficie
cubica. Una pregunta natural es ;qué condiciones geométricas especiales deben tener 5 rectas para estar
contenidas en una cibica? En este caso en particular la respuesta es sencilla y consta de las siguientes
dos familias:

a) cinco rectas dos de las cuales son incidentes,
b) cinco rectas incidentes a otra recta comun.

Maés atin, una hipersuperficie ciibica estd determinada de manera tinica por cualquier colecciéon de cinco
rectas contenidas en ella. El resultado reciproco es falso, como lo ejemplifica el siguiente teorema (ver

[51)-

Teorema 1.5 (Cayley-Salmon). SiK es algebraicamente cerrado y de caracteristica 0, una hipersuperficie
ctibica general en P3 contiene 27 rectas.

De hecho, una hipersuperficie general de grado d en P™ contiene un nimero finito (distinto de cero)
de rectas si y sélo si d = 2n — 3 (ver [34]). El nimero exacto de rectas que contiene una hipersuperficie
general de grado d = 2n — 3 en P™ es bien conocido para valores pequenos de n. Una discusién del tema
se puede encontrar en [12] capitulo 6].

1.4. Curvas normales racionales

Los problemas que hemos considerado hasta ahora tratan sobre cémo ciertos objetos determinan hiper-
superficies en el espacio proyectivo P". El objetivo de esta seccién es probar la proposicién Esta sigue
la misma filosofia, pero considerando curvas en lugar de hipersuperficies.

Definicién 1.6. Diremos que un subconjunto Z C P" estéd en posicion linealmente general si para cada
1 < k < n, ningtin subconjunto Z’ C Z de k + 2 puntos estd contenido en un k-plano.

Observacion 1.6.1. Si Z est4 en posicién linealmente general entonces cualquier subconjunto Z’ C Z
lo esté. Si Z tiene exactamente n + 2 elementos, entonces Z esta en posicién linealmente general si y s6lo
si no estd contenido en un hiperplano. La imagen de un conjunto en posicién linealmente general bajo un
automorfismo de P" esta de nuevo en posicion linealmente general. <

Proposiciéon 1.7. Dados n + 3 puntos en posicion linealmente general en P™ existe una unica curva
normal racional que los contiene.
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Lema 1.8. Dados dos subconjuntos Z = {xg,...,Tn+1},2Z" = {Yo,---,Yn+1} C P™ en posicidn lineal-
mente general existe un dnico cambio de coordenadas 6 € PGL(n + 1,K) tal que 0 - x; = y; para cada
0<t1<n+1.

Demostracion del lema. Vamos a suponer que Z = {eg,...,ent1}, donde e; :==1[0:...:1:...:0] tiene
su tnica entrada distinta de 0 en la i-ésima posicién para 0 < i < n,y e,11 :=[1:1:...: 1]. Denotemos
por Ey,...,E, € K" a los elementos de la base canénica, y por E, 1 := Ey + ...+ E,. Asimismo,
consideremos representantes no homogéneos Yy, ..., Y, 1 € K" de yo, ..., 9,11 respectivamente.

Como Z’ estd en posicién linealmente general, el conjunto {Yp,...,Y,} es una base de K"*! como
espacio vectorial y

Yong1 = Z XY
i=0

con todos los \; distintos de 0. Sea © : K*+! — K"*! la tinica transformacion lineal tal que ©-F; = \;-Y;
para 0 <14 < n. Sigue que

G'EnJrl:i@'Ei
i=0

XY

(=)

1=

= Yn+1-

Por lo tanto, la clase 8 € PGL(n + 1,K) de © cumple lo pedido.
Para mostrar la unicidad de 6 basta notar que un cambio de coordenadas que fija a eg,...,e, tiene
entradas A\; # 0 en la diagonal y es cero en cualquier otra entrada. Si ademas queremos que

ent1 =0 ent1 =[Ao: A1:...1A]
necesitamos entonces que Ag = ... = \,; es decir, § € PGL(n,K) es necesariamente la identidad. |

Corolario 1.9. Supongamos que 0 < k < n. Dados k + 1 puntos en P™ en posicion linealmente general
existe un unico k-plano que los contiene.

Demostracion. Por el lema podemos suponer que los puntos son Zj := {eq,...,exr}, donde e; es
como en el lema. Basta entonces notar que el tinico k-plano que contiene a Zj, es el determinado por las
ecuaciones Tyy1 = ... =T, = 0.

Para ver esto recordemos que un k-plano en P™ estd determinado por n — k formas lineales
agj)xo —l—agj)xl + ...—I—aﬁlj)xn; 1<j<n-—k

linealmente independientes. Evaluando en cada uno de los puntos e; vemos que los coeficientes agj ) con

0 <1 < k son todos 0. [ |

Demostracion de la Proposicion[1.7. Denotaremos por Kz, y], C K[z, y] al espacio vectorial de polino-
mios homogéneos de grado n. La dimensién de K[z, y], es n + 1 pues {2", 2" 1y,...,y"} es una base.

Cualesquiera n+3 puntos en posicién general pueden ser llevados, con un cambio lineal de coordenadas,
a Z ={ep,€1,...,6n,ent1,u} donde e; es como en el Corolario yu=I[up:u...:uy). Como Z estd
en posicion linealmente general, todos los u; son distintos a cero y distintos entre si. Para cada 0 <i <mn
definimos

Hz(‘r»y) = H(x - u]y) € K[$7y]n
J#i

Afirmamos que los polinomios H; son linealmente independientes. Para ver esto, consideremos una relacién
lineal

ag - Ho(z,y)+ ...+ an-Hy, =0 (1.4.1)

donde a; € K son constantes. De la definicién de H; vemos que H;(u;,1) = 0siysélosii = j. Sustituyendo
(z,y) = (ui, 1) en (1.4.1) obtenemos entonces que a; = 0.
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Al ser linealmente independientes, los polinomios H; forman una base de Kz, y],. Por lo tanto, la
imagen del morfismo

@: P P"
[z :y] = [Ho(z,y) : ... Hu(2,y)]

es una curva normal racional. Notemos que para 0 < i < n se tiene que ¢[u; : 1] = e;. Ademds, p[0: 1] =u
y ¢[1: 0] = e,41. Esto prueba la existencia de la curva normal racional.

Para demostrar la unicidad, supongamos que existe otra curva normal racional que pasa por Z. Esta
curva es la imagen del morfismo

¢ Pt P
[z:y] = [H)(z,y) : ... H)(x,y)].

Los H/ forman una base de K[z, y],. Haciendo una reparametrizacién de P* podemos suponer que |t; :
1] =e; para0<i<n+1yque[l:0] =u Como H/(t;,1) es la j-ésima entrada de e;, sigue que

i 1 sii=
Hi(tf’l)_{o i 6 % J.

Por lo tanto, cada H] es de la forma

H(z,y) =X [ [ (@ - t;y).
J#i
Notemos que

Cn+1 = [H(I)(tn+17 1) et H;L(tn+17 1)]

= | Ao H(thrl_tj) : "':)\"H(thrl_tj)

Jj#0 Jj#n
- [tm L _tn] |
Por lo tanto, podemos elegir
Ai i=tpg1 — .
Por 1ltimo, notemos que
[ug : ... up] =9[1:0]
=[N0t A

De esta manera vemos que
ti = tnt1 — U

para 0 < i < n. De aqui obtenemos un automorfismo
6:P - P!
[z:y] = [tnirz —y 2y
que satisface la ecuacién
Yol =e.

Por lo tanto, ¢ y 1 tienen como imagen a la misma curva normal racional. |

1.5. Haces vectoriales

En esta seccion definimos el concepto de interpolacion para haces vectoriales. A partir de este punto
trabajaremos con variedades algebraicas sobre el campo de los niimeros complejos C. Sobre una variedad
algebraica X los conceptos de haz vectorial y gavilla coherente localmente libre son equivalentes y los
usaremos de manera indistinta. Si X es una variedad algebraica y E es un haz vectorial sobre X, deno-
taremos por h'(X, E) a la dimensién sobre C del espacio vectorial H¢(X, E). Denotaremos por Ox a la
gavilla estructural de X. Si Y C X es un subesquema cerrado, denotaremos por Zy C Ox a la gavilla de
ideales de Y.
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Definicién 1.10. Sea E un haz vectorial de rango r sobre una variedad X. Decimos que E satisface
interpolacion para n puntos si

1) WO(X,E)>rn,y
2) para una configuracién general Z C X de n puntos, h°(X,E® Zz) = h%(X, E) — rn.

Observacion 1.10.1. El espacio vectorial H°(X, E ® Iz) se puede interpretar como el espacio de sec-
ciones de E que se anulan en los puntos de Z. Para ver esto, consideremos la sucesién exacta (de gavillas
de Ox-médulos)

0—-Z; —-0x -0z —0.

La sucesion anterior induce una nueva sucesion exacta
0-F®I; —E— E|lz—0.
Esta produce a su vez una sucesion exacta larga de cohomologia cuyos primeros términos son:
0— HYX,E®1I;) - H(X,E) % H(Z E).

El morfismo p asigna a cada seccién s € H(X, E) la restriccién s|z € H(Z, E|z). Por lo tanto, un
elemento de HY(X, E ® Zy) es lo mismo que una seccién de E que se vuelve 0 al restringirla a Z.
Notemos que E|z = O7, pues Z consiste de un nimero finito de puntos. Por lo tanto:

h(Z,E|z) = nr.

Es decir, E satisface interpolaciéon para n puntos si y sélo si el morfismo p es suprayectivo para la
configuracion general de n puntos Z C X.

Un caso particularmente interesante es cuando h%(X,E) = n -rank E. En este caso E satisface
interpolacién para n puntos si y sélo si el morfismo de restriccién p : H(X,E) — H°(Z,E|z) es un
isomorfismo para Z general. En este sentido podemos pensar que el problema de interpolacién de E
respecto a Z es determinar una secciéon de E a partir de los valores que debe tomar en los puntos; F
satisface interpolacion si, cuando Z es general, este problema siempre tiene una unica solucion. <

Ejemplo 1.10.2. Un haz lineal L sobre una variedad X satisface interpolacién para n puntos si y sélo
sin <hY(X,L). <

Corolario 1.11 (de la proposicién . Sid>0yk< (dzn) entonces Opn (d) satisface interpolacidon
para k puntos.

Ejemplo 1.11.3. Si E; y E5 son dos haces vectoriales sobre X de rangos ry y 79, respectivamente,
entonces
FE = El D E2

es un haz de rango r; + ro. Ademds se cumple el isomorfismo

H%(Z,E|z) 2 H(Z,E|z) @ H*(Z, E2|z)
para cualquier configuracién Z C X. Por lo tanto, E satisface interpolaciéon para n puntos si y sélo si F
y FEs tienen la misma propiedad. <

Del ejemplo anterior podemos obtener una infinidad de haces que no satisfacen interpolaciéon. Por
ejemplo, el haz
Op2z & Op2 (1)

no satisface interpolacién para ningin nimero de puntos. El siguiente ejemplo muestra que existen haces
vectoriales que no satisfacen interpolacién y que no se obtienen de esta manera.

Ejemplo 1.11.4. Consideremos un haz E en P? definido como el cokernel de un morfismo general
Op2(—3) = Op2(—2)% @ Op2(2). (1.5.1)

Se tiene que E es un haz de rango 2 y que h°(P2, E) = 6 = 3 -rank E. Ahora veremos que E no satisface
interpolacién para 3 puntos. Consideremos tres puntos generales Z C P? cuya gavilla de ideales Z; C Op2
admite una resolucién

0— Op2(—3)2 = Op2(—2)3 -7, =0
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que corresponde al hecho de que Z estd determinado por tres ecuaciones de grado 2 (esto es consecuencia
del teorema [2.19). Esta sucesién sigue siendo exacta tras tomar el producto tensorial con F, lo cual
produce la siguiente sucesién exacta de cohomologia:

H°(P? E(-3))*> — H°(P?, E(-2))® — H'(P*, E®1y).

A partir de (1.5.1)) vemos que h°(P?, E(=3)) = 0 y h°(P?, E(-2)) = 1. Por lo tanto, h°(P?, E @ Tz) >
3>0.
Ahora veamos que en efecto E no se descompone como suma directa de dos haces lineales. Asumamos

a modo de contradicciéon que
E= O]pz (a) ) OPZ (b)
con a > b. De (1.5.1) vemos que
RO(P?, E(-2)) = 1.

Esto implica que a = 2 y b < a. Se tiene ademas que

HO(B?, Opa (b + 1)) = hO(F2, E(1)) — (B, Opa (a + 1))
=10—-10
=0.

Por lo tanto, b+ 1 < 0. Por dltimo vemos que

17 = h%(P?, E(2))
= hO(P?, Op2(a + 2)) + h°(P?, Opz (b + 2))
<15+1
= 16,

lo cual es la contradiccién que buscdbamos. <

Para terminar este capitulo reinterpretaremos el problema discutido en la seccién 1.3 en el lenguaje
de haces vectoriales. Para esto, consideremos la variedad grassmanniana X := G(k,n) de k-planos en
P™. Esta variedad esta equipada con un haz universal U C O}“ de rango k + 1; su fibra en un punto
[H] € X es el plano en K™*! cuya proyectivizacién es el k-plano H C P™ que representa [H]. El producto
simétrico

E := Sym*(U*)
es un haz de rango d + 1 cuya fibra sobre [H] es el espacio vectorial de d-formas en H. Si P es un
polinomio homogéneo de grado d en P, podemos formar una seccién sp € H°(X, E) asociando a cada
punto [H] € X la restriccién P|g. Esto nos permite identificar al espacio vectorial de formas de grado d
en P" con un subespacio W C H°(X, E). De esta manera, si Z C X es un subesquema consistente de r
puntos simples, una seccién sp € W se anula en Z si y sélo si las r rectas que representan los puntos de
Z estan contenidas en la hipersuperficie determinada por P. Notemos que

hY(X,E) > dim W
= h°(P", Op«(d))
_(n+d
= 4 )
Considerando el caso k = 1 obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.12 (del teorema. Sin >3, el haz E := Sym®(U*) sobre G(1,n) satisface interpolacion

para k puntos siempre que
d
< +”> >k (d+1).
n
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Capitulo 2

El esquema de Hilbert de puntos en
el plano

El tema principal de este capitulo es el esquema de Hilbert de puntos en el plano P2. Este es un caso
particular de una construccién mucho mds general desarrollada en [I8]. Revisaremos las definiciones
bésicas de estos objetos (en el caso de esquemas proyectivos sobre C) en la seccién 1. La seccién 2 tratard
sobre el caso particular de puntos en una superficie S, con especial interés en el caso S = P2. En la seccién
3 relacionaremos los esquemas de Hilbert de puntos con el concepto de interpolacién de haces vectoriales
abordado en el capitulo anterior.

2.1. Definiciones

Sea X C P" un subesquema cerrado. Informalmente, el esquema de Hilbert de X, denotado por
Hilbx, consiste de todos los subesquemas cerrados Y C X y estd dotado de una estructura geométrica
que refleja las propiedades de los objetos que parametriza. Formalmente, Hilbx es la solucién a un
problema de representabilidad o problema maéduli.

Definicién 2.1. Denotemos por Sche a la categoria de esquemas sobre C y por Sets a la categoria de
conjuntos. Definimos el functor de Hilbert de X C P" como el functor

Hilbx : Sch’ — Sets

que asocia a cada esquema B el conjunto de subesquemas cerrados F' C B x X tales que la proyeccién
m: F — B es plana.

Un subesquema F' C B x X como en la definicién se conoce como una familia de subesquemas de X
parametrizada por B. La preimagen (como esquema) Fy, := 7~ *(b) sobre un punto (cerrado) b € B es un
subesquema de {b} x X = X llamado la fibra de F sobre el punto b.

La principal consecuencia de que F' — B sea plana esta codificada en el polinomio de Hilbert. Re-
cordemos que X C P" es un esquema proyectivo, asi que estd equipado con un haz lineal muy amplio

Ox(1) := Op (1)|x.

Definicién 2.2. Dada una gavilla coherente E en X denotaremos por

Asimismo, denotaremos por
o0

X(E):=) (-1)' - I'(X,E)

=0

a la caracteristica de Fuler de E. SiY C X es un subesquema cerrado, la funcién

py (m) := x(Oy(m))

es un polinomio numérico en m (es decir, con coeficientes racionales) llamado el polinomio de Hilbert de
Y CcX.
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Teorema 2.3. [19, teorema 9.9] Sea B un esquema entero y noetheriano. Si F' € Hilbx (B) entonces el
polinomio de Hilbert de Fy no depende de b.

Observacion 2.3.1. Los invariantes niimericos de Y se pueden obtener a partir del polinomio de Hilbert
py . Por ejemplo:

1) La dimensién de Y es
dim Y = deg(py).

1) Sin=dimY y pgf' ) denota la n-ésima derivada de py entonces el grado de Y C P” es
deg(Y') = pi” (0).

1) El género aritmético de Y es
pa(Y) =1+ (1) Ypy (0).

Del teorema anterior vemos que estos invariantes no cambian a lo largo de una familia plana (con base
conexa y reducida). <

Teorema 2.4. [18, Teorema 3.2] El functor Hilbx es representable por un esquema proyectivo Hilbx.
Mds atun, Hilbx es la union disjunta

Hilby = | J Hilbg
pEQ[m]
donde cada Hilb% parametriza subesquemas cerrados de X con polinomio de Hilbert p.

Observacion 2.4.2. El teorema anterior tiene como consecuencia que existen un esquema proyectivo
Hilbyx y una familia &/ C Hilbx x X, llamada la familia universal, tales que para cualquier esquema B y
cualquier familia F' € Hilbx (B) existe un dnico morfismo ¢ : B — Hilbx donde el siguiente cuadrado

F u

-

B — % Hilby

es cartesiano. Es decir, cualquier familia F' € Hilbx(B) se obtiene a partir de Hilbx y de su familia
universal. 4

En general no estamos interesados en todo el esquema Hilbx, sino en la componente Hilb% que resulta
de fijar un polinomio numérico p. A continuacién mostramos algunos ejemplos bésicos.

Ejemplo 2.4.3. Dado un entero positivo d, el conjunto de hipersuperficies Y C P” de grado d admite
una estructura natural de espacio proyectivo como sigue. Una hipersuperficie H esta determianda por un
polinomio

F e C[{L‘(), T1y..- ,LL‘T]d \ {0}

donde [zg : ... : x,] son las coordenadas homogéneas de P" y Clx, ..., z,]q el subespacio vectorial de
Clzo, - - . , ;] de polinomios homogéneos de grado d. Dos polinomios determinan la misma hipersuperficie
si y s6lo si uno es un multiplo escalar del otro. Es decir, existe un isomorfismo natural

Hilbb¢ = P (Clzo, - .., 2r]a)

paton) = () = (") = ()

donde

r r

es el polinomio de Hilbert de H C P". La familia universal ¢/ C Hilb}¢ x P" consiste de parejas (Y, z) de
una hipersuperficie Y y un punto x € Y. <

Observacion 2.4.4. En el capitulo anterior denotamos a Hilb{¢ por V. <
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Ejemplo 2.4.5. Supongamos que Z C X consiste de n puntos distintos. En este caso, cualquier gavilla
localmente libre de Z de rango constante r es isomorfa a O7. Por lo tanto

pz(m) = x(Ox(m)|z)
= h%(Z,0x(m)|z)
=h(Z,0y)

En particular, un subesquema Z C X con polinomio de Hilbert pz = 1 es lo mismo que un punto (cerrado)
x € X. Por lo tanto Hilby, = X (si X es suave) y su familia universal f C X x X es simplemente la
diagonal. <

Ejemplo 2.4.6. Si consideramos el polinomio p(m) := m + 1, un subesquema Y C P con polinomio de
Hilbert py = p es una curva de grado 1 y género 0; es decir, una recta. En este caso

Hilbp ™ = G(1,7)
es la variedad grassmanniana de rectas en P". Su familia universal es el haz tautoldgico U C G(1,r) x
Ccrtt. <
Ejemplo 2.4.7. Consideremos el esquema de Hilbert Hilbf;TH que parametriza curvas C' C P de grado
3 y género 0. Este esquema tiene dos componentes irreducibles: una de dimensién 12, cuyos puntos

parametrizan de manera genérica una ciibica normal racional (ver la Proposicién|1.7)); y otra de dimensién
15, cuyos puntos parametrizan de manera genérica la unién de una ctbica plana y un punto. <

Observacion 2.4.8. En los ejemplos anteriores los esquemas en cuestién resultan ser variedades alge-
braicas relativamente sencillas. Sin embargo, la geometria de los esquemas Hilb%, suele ser muy complicada
en general y estos presentan comportamientos altamente patolégicos. Un trabajo en esta direccion es el
segundo ejemplo en [33], el cual muestra que el esquema de Hilbert de curvas en P? de grado 14 y género
24 tiene una componente que no es reducida en ningin punto. <

2.2. Esquema de Hilbert de puntos

Hemos visto en el ejemplo m que si Z ={x1,...,z,} C X consiste de n puntos distintos entonces
pPz=n

es un polinomio constante.

Definicién 2.5. El esquema
XM= Hilb%

es conocido como el esquema de Hilbert de n puntos en X.

Dedicaremos esta seccién a entender la geometria de X[™. Si Z := {z;,...,2,} € X son n puntos
distintos, podemos asociar a Z el punto (z1,...,2,) € X x ... x X. Este punto estd bien definido por
Z, salvo un reordenamiento de los puntos x1,...,x,. Al deshacernos de esta redundancia obtenemos un

esquema que puede pensarse como una primera aproximacién de X[

Definicién 2.6. Dada una variedad X y un entero positivo n, el grupo simétrico en n letras S, actua
en el producto X" := X X ... x X permutando los factores. El producto simétrico de X se define como
el cociente

XM .= x"/S,.

Al punto en X (™ correspondiente a (z1,...,2n) € X X ... x X lo denotaremos por x1 + ...+ .

El punto genérico de X (™ corresponde a n puntos distintos en X, pero X (™ también admite puntos
donde algunos de los x; son iguales entre si. Podemos pensar en estos tiltimos como colecciones de puntos
en X con ciertas multiplicidades especificadas.

Asimismo, X" admite elementos que parametrizan colecciones de n puntos distintos en X, y elemen-
tos que parametrizan subesquemas Z C X no reducidos.
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Ejemplo 2.6.1. Consideremos los esquemas P2(?) y P22 y el punto p := [0:0:1] € P2. En el producto
simétrico P2 el punto 2p := p + p corresponde a p con multiplicidad 2.
Por otro lado, para cada t € C consideremos el subesquema Z; C P? determinado por el ideal

I = (z + ty,y°) C Clz,y, 2]

El esquema Z; también corresponde a p con multiplicidad 2. Sin embargo, todos los esquemas Z; son
distintos entre si.

Geométricamente, 2p € P2(?) sélo tiene la informacién del punto p con multiplicidad 2, pero el esquema
Z corresponde al punto p junto con la direccién tangente x + ty. <

A pesar de que los esquemas X (™ y X[ no son iguales en general, dado un subesquema Z C X con
polinomio de Hilbert constante n y un punto p € Z podemos definir la multiplicidad de Z en p como

mult,(Z) = dim Og,,.

Se cumple entonces que

Z mult,(Z) = n,

pPEZ

lo que permite dar la siguiente definicion.
Definicién 2.7. El morfismo de Hilbert-Chow es el morfismo

chy : XM x ()

Z Z multy(Z) - p.
peEZ

El morfismo de Hilbert-Chow no es un isomorfismo en general (ver el ejemplo [2.6.1]), pero si lo es en
un caso particular.

Teorema 2.8. Si X es una curva suave entonces el morfismo de Hilbert-Chow chy, : X — X ™) es un
isomorfismo para toda n.

Segun [I, capitulo 1, seccién 3] el producto simétrico X (") es suave siempre que X sea una curva
suave. Para probar este teorema bastard demostrar que el morfismo de Hilbert-Chow es, en el caso de
una curva suave, una biyeccién.

Lema 2.9. Si Z C X es un subesquema cerrado con soporte en un punto x € X y con polinomio de
Hilbert p; = k entonces

IZ = Ox(—k‘ . x)
Demostracion. Sea t una funcién racional en X con un cero simple en z. El anillo Ox , es un anillo

de valuacién discreta y t es un parametro de uniformizacién de Ox . En particular, el ideal Zz , esta
generado por t" para algtiin entero r > 0. Notemos que

r = dim OX@»/IZ@»
=dim Oz,
=k.

Como la ecuacién t = 0 determina localmente al ideal Ox(—x) entonces Tz = Ox(—k - x). ]

Corolario 2.10. El morfismo de Hilbert-Chow ch,, : X™ — X es una biyeccidn.

Demostracion. Por el lema anterior, para cada elemento Z € X[ podemos escribir el ideal de Z como
IZ = OX (—Chn(Z)) . |
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2.3. Puntos en una superficie

A lo largo de esta seccién S denotara una superficie suave y proyectiva. Enunciaremos algunos resultados
sobre el esquema de Hilbert de n puntos S (ver 2.5). Como S = S supondremos que n > 2. La
mayoria de los resultados que enunciaremos se encuentran en [14] y [15].

Teorema 2.11. [1]], teorema 2.4/ S es una variedad suave, irreducible y proyectiva de dimension 2n.

Observacion 2.11.1. En el ejemplo vimos que X" y el producto simétrico X (™ coinciden para el
caso de una curva X. También vimos un argumento en el ejemplo de porqué P22 y P2 no son
isomorfos. Retomaremos este caso a continuacién.

La inclusién abierta C? C P? induce una inclusién abierta de los productos simétricos

C?® c p2@),
Sea V C C? la variedad dada por la ecuacién xz = y2. La funcién

C*® 5 C?xV
(a,b) + (¢,d) — (a+c,b+d) x ((a—1b)* (a—b)(c—d),(c—d)?)

determina un isomorfismo de esquemas. En particular, esto prueba que P2(2) es singular a lo largo de un
subesquema de dimensién 2 localmente isomorfo a C2. En vista del teorema [2.11] las variedades P2(?) y
P22l no pueden ser isomorfas. <

Teorema 2.12. [15, corolario 6.3] Supongamos que S es una superficie tal que
H'(S,05) = 0. (2.3.1)

Se tiene entonces que
Pic(S!") = Pic(S) x Z.

Observacion 2.12.2. En el articulo [I5] se calcula el grupo de Picard Pic(S!™) para cualquier superficie
S. Nosotros no necesitaremos este resultado en toda su generalidad, pero probablemente sea prudente un
comentario al respecto. Para una superficie cualquiera el grupo de Picard de S tiene la forma

Pic(S") 2 Pic(S) x Z x Cy(S)
donde C(S) es cierto subgrupo del grupo
Hom(A(S), Pic(S)).

Aqui, A(S) denota a la variedad de Albanese de S, cuya dimensién es precisamene h'(S, Og). En parti-
cular, la condicién asegura que Cy(S) = 0. <

En el caso S = P2, el resultado anterior demuestra que Pic(IP’z["]) es un grupo libre abeliano de rango
2. Los generadores de este grupo se pueden describir explicitamente:

1) Un generador es la clase del divisor H dado como la familia de subesquemas Z C P? cuyo soporte
intersecta a una recta fija ¢ C P2.

11) El segundo generador es la clase del divisor A/2 donde A consta de aquellos Z C P? no reducidos:
es decir, subesquemas soportados en menos de n puntos.

2.4. Divisor de Brill-Noether

En esta seccién X denotard una variedad suave y proyectiva para la cual X[ sea de nuevo suave,
proyectiva e irreducible de la dimensién esperada n - dim X. Hemos visto que algunos ejemplos de esto
son curvas y superficies suaves. De hecho, puede demostrarse que estos son todos los ejemplos que hay.
Sea E un haz vectorial sobre X que satisface interpolacién para n puntos. Si W € H°(X, E) es un
subespacio lineal de dimensién n - rank E general entonces, para Z € X [n] general, se cumple que

HY X, E®Iz)NW =0
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donde Zz C Ox es la gavilla de ideales de Z. El objetivo de esta seccién es construir un divisor efectivo
Dpw C X ["] que, intuitivamente, parametriza las configuraciones Z para las cuales

HY(X,E®Iz)NW #0.

Sea
w: Z — X"

la familia universal de X[ (ver la observacién [2.4.2). Esta familia universal forma parte del siguiente
diagrama conmutativo

ZLxhlyx™ o x
iu /
T
x|[n]

donde i es un encaje cerrado y 71, w2 son las proyecciones a los factores X" y X respectivamente. Sea
Ez :=(mp04)"E.
Ez es una gavilla localmente libre sobre Z de rango rank Fz = rank E.

Observacion 2.12.1. Hacemos énfasis en el formalismo de que Ez es una gavilla localmente libre en
lugar de un haz vectorial. La razén es que el espacio total Z de la familia universal no es suave (ni siquiera
reducido) en general, incluso cuando X! 1o es. <

Proposicion 2.13. El morfismo inducido
i*omh = (myod)* : H(X,E) = H°(Z,Ez)
es 1nyectivo.

Demostracion. Primero analicemos el morfismo
7 HY(X,E) » H(XI" x X 73 E).
Si s: X — FE es una seccién entonces 73 (s) completa el siguiente diagrama conmutativo:

X["]XX

|

xhly x T o X,

Notemos que el espacio total de 75 E es simplemente X 2["l x E con las operaciones en la segunda entrada.
Por lo tanto, la seccién 73 (s) tiene la forma

m(s) : XA X —» X2 « B
(Z,x) = (Z,5(x)).

Es claro entonces que
7 HO(X,E) - HY (X" x X, 13 E)

es inyectiva, pues s € ker 75 si y sélo si s(z) = 0 para cualquier = € X.

Ademds, si 75(s) se anula a lo largo de Z C X2 x X entonces en particular se anula en los puntos
de la forma (Z,z), donde Z C X consiste de n puntos distintos y « € Z. Esto sélo ocurre si s = 0. Por
lo tanto, la restriccién

" HO(X?M x X, 13F) — HY(Z,Ez)

es inyectiva en 73 HO(X, E). |
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La proposiciéon anterior nos permite considerar de manera natural a W como un subespacio lineal
W c H2,Ez) = H(X" u,Ez).

Afirmamos que u, Ez es un haz vectorial de rango n - rank E sobre X[, Para ver esto, consideremos un
abierto V' C X" y el abierto W := u~(V') C Z. Tenemos entonces un isomorfismo natural

(uEz) v = (ulw)«(Ez|w).

Podemos reemplazar a X[ por un abierto afin Spec(A) =V ¢ X" y a Z por V' := u=(V). Notemos
que V' = Spec(B) es afin por [19] ejercicio 5.17(b)]. Probar que u.Ez es localmente libre se reduce de
esta manera al siguiente lema.

Lema 2.14. Si f : A — B es un morfismo de anillos finito y M es un B-mddulo localmente libre,
entonces M es un A-mddulo localmenet libre.

Observacion 2.14.2. Existen al menos dos formas en las que uno podria definir que M sea un B-mdédulo
localmente libre:

1) para cada primo q C B, el Bg-mddulo M sea libre, o bien
2) existe un subconjunto S C B tal que, para cada f € S, el Bj-médulo My es libre; y tal que
(D(f): f € 5}
es una cubierta abierta de Spec(B).

Ambas nociones aparecen en la literatura y no son equivalentes en general. En nuestro contexto resultan
ser equivalentes, como muestra el siguiente lema. <

Lema 2.15. Si B es un anillo noetheriano y M es un B-mddulo finito entonces 1) y 2) son equivalentes.

Demostracion. Es claro que 2) implica 1) pues si q € D(f) para algtin f € Sy My = B} es libre como
By médulo entonces

M, = My ®p, B,

~ DT
= Bf ®Bf Bq
~ T
= By
es libre. Para probar el reciproco, consideremos un primo qo C B fijo. Sean x1,...,x, € M tales que sus
imédgenes son una base de My, como By,-médulo. Definimos U C Spec(B) como el conjunto de primos ¢
para los cuales las imdgenes de z1,..., 7, son una base de M. Consideremos el morfismo p : B" — M
determinado por los z1,...,z,. Como B es noetheriano, existe una sucesion exacta

B LB EAEM NS0

donde T estd determinado por una matriz (t;;) € B"*°. Notemos que q € U si y s6lo si p se convierte en
un isomorfismo al localizar en q. Como localizar en q es exacto entonces q € U si y sélo si

a) Ng=0,y
b) t;j/1 =0 en By para cada para i, j.
Empecemos analizando la condicién b). Si ¢ = t;; € B entonces t/1 = 0 en By siy s6lo si b-t = 0 para

algiin b € B\ q; es decir, si y sélo si Anng(t) ¢ q, donde Annp(t) es el ideal aniquilador de t. Por lo
tanto, b) es equivalente a

qe n(Spec(B)) \ V(Ann(t;;)) = Spec(B) \ U V(Ann(t;;)).
i,j ,J
Este es un conjunto abierto en Spec(B) pues cada V (Ann(t;)) es cerrado y estos son un niimero finito.
De manera andloga, si y1,. ..,y es un conjunto de generadores de N entonces a) es equivalente a

k
q € Spec(B) \ | V(Ann(y))),

j=1

el cual es un conjunto abierto.
Hemos probado entonces que U C Spec(B) es un conjunto abierto que contiene a ¢o. Por lo tanto,
existe un abierto principal qo € D(f) C U. Basta observar que esto implica
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a’) que Ny =0y

b’) que t;;/1 =0 en By para cada pareja i, j.

Por lo tanto, x1,...,, determinan una base de My como Bjy-mddulo. |
Antes de probar el lema [2.14] recordemos el siguiente teorema.

Teorema 2.16. [71, teorema 7.10] Si M es un B-mddulo finito y q C B es un primo, entonces My es
un Bq-mddulo libre.

eemostracion del Lema[2.1}} M es un A-médulo finito: si z1,...,z, son generadores de M como B-
moédulo y by, ..., by, son generadores de B como A-médulo, entonces {b;-x;} es un conjunto de generadores
de M como A-médulo. Por el teorema M, serd un Ap-médulo libre para cualquier primo p C A. El
resultado sigue del lema [2.15 |

Observacion 2.16.3. Si tomamos a p := 1 como el punto genérico de X en la demostracién del
lema, entonces A, es el campo de funciones racionales de X [y B, es un A,-espacio vectorial de
dimensién deg(u) = n. Esto prueba que el rango de M como A-médulo es

rank 4 (M) = dimy, (M)
=n -rankp(M).
En otras palabras, u,Ez es una gavilla localmente libre de rango n - rank FE. <

Hemos visto que W se puede identificar de manera natural con un subespacio de secciones del haz
vectorial u, Fz. Ademads
dim W =n -rank F =rank u.FEz.

Si s1,...,Snr €s una base de W entonces
S:=81N...N\Spp

es una seccién del haz lineal det(u,Ez). La seccién s estd determinada por W hasta por un multiplo
escalar. Por lo tanto, su divisor asociado Dg w := div(s) depende inicamente de W.

Definicién 2.17. La clase Dy := [Dg,w] € Pic X es el divisor de Brill-Noether asociado a FE.

Observacion 2.17.4. La clase Dg no depende de W, pues cualesquiera dos subespacios W, W' C
H°(X, E) de dimensién n-rank E se pueden conectar a través de una curva racional dentro de la variedad
grassmaniana G(W, H°(X, E)). Esto determina una equivalencia racional entre Dg w y D w-. <

A continuacién probaremos que Dg y en efecto parametriza configuraciones Z € X ("] que fallan en
imponer condiciones lineales independientes en W.

Proposicién 2.18. El esquema Z € X™ estd en el soporte de Dgw siy sélo si HY (X, EQZLz)NW # 0.
Demostracion. Dado Z € X[ tenemos un diagrama conmutativo

T2 01

Zx{Z2) 1 -z

ok

{2} i xnl

X

donde el cuadrado es cartesiano. Por la definicién del divisor Dg w, se tiene que Z € Dy w si y sélo si
existe una seccion s € W tal que

(mg 0i)*(s) € H(Z,Ez) = H (X u,Ez)

es 0 en el punto Z € P2". Observemos que 7 00 j no es otra cosa que la inclusién del subesquema
cerrado Z — X. Por lo tanto,
(2000 ) E = Elz.

Ahora bien, una gavilla coherente sobre el espacio {Z} de un punto es simplemente un C-espacio vectorial;
y en particular, v, (E|z) corresponde al espacio vectorial H(Z, E|z).
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Es claro que i es plano (pues es una inclusién cerrada) y u es separado y de tipo finito (de hecho
es finito). Por lo tanto, v.E|z es isomorfo de manera natural a i*u,Ez (ver [19, proposicién II1.9.3]).
Dado que i es la inclusién de un punto {Z} — X[ i*u,Ez no es mas que la fibra de u,Ez sobre Z.
En particular esto muestra que una seccién s € W es 0 en el punto Z € X[ si y sélo si s|z es 0 en
H°(Z,E|z); es decir, si s € H'(X,ZT; ® E). [ ]

Ejemplo 2.18.5. Sin = (df) entonces Opz (d) satisface interpolacién para n puntos. El divisor Do, (4)
parametriza subesquemas Z C P? contenidos en una curva de grado d. <

Antes de ver el dltimo ejemplo enunciaremos un teorema de Gaeta (ver [111 capitulo 3, ejercicio 12]).

1
n:(r;— >+s

con 0 < s < r (todo entero positivo n admite una unica expresion de esta forma). Entonces el ideal de
una coleccion general Z de n puntos en P2 admite una sucesion exacta corta de la forma

Teorema 2.19. [17, §8] Sea

0 — Op2(—1r —2)* @ Op2(—1r — 1)""2 = Op2(—r)" "t 5T, =0
str > 2s, o bien

0 — Opa(—1r —2)* = Op2(—1r — 1)* 7" @ Op2 (—r) M - T =0
sir < 2s.

Proposicién 2.20. Sea n = 2s(s + 1) con s > 1. Entonces el haz TP?(2s — 2) satisface interpolacién
para n puntos. Ademds, el divisor de Brill-Noether Drp2(25_2y parametriza esquemas Z € P2 para los
cuales el morfismo multiplicacion

mas : HO(P?,T(25)) @ H(P?, Op2(1)) — H°(P?,Z,(25 + 1))
no es suprayectivo.
Demostracion. Recordemos que para cada entero m se tiene que

(m+2)(m+4) sii=0ym>—1,

i 12 2 o -1 512:1ym:—3,
b (7, TP (m)) = (m+2)(m+4) sii=2ym< -5,
0 en otro caso.

Este hecho se puede deducir de la sucesiéon de Euler
0 — Opz — Op2(1)> = TP? = 0

y del isomorfismo
(TP?)" = TP?(-3).
En particular vemos que
RO(P? TP?(2s — 2)) = (25 — 2+ 2)(25 — 2 + 4)
=452+ 4s
=n -rank TP?(2s — 2).

Para ver que TP?(2s — 2) satisface interpolacién para n puntos usamos el teorema [2.19) notando que
2s+1 n
n= s,
2

0 — Opz(—25 —2)° = Op2(—25)*T! = I, — 0.

para obtener una sucesién exacta corta
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Tras realizar el producto tensorial con el haz TPP?(2s — 2) obtenemos una nueva sucesién exacta corta
0 — TP?(—4)* — TP?*(=2)*"' - TP*® I, — 0.
Usando que todos los grupos de cohomologia de TPP?(m) son 0 para m = —2, —4 vemos que
HO(P* TP?*(25 —2) @ Iz) = 0.

Es decir, TP?(2s — s) satisface interpolacién para n = 2s(s + 1) puntos.
Ahora consideremos la sucesién exacta corta

0 — TP?(—=3) = Op2(—1)3 = Op2 = 0

obtenida de dualizar la sucesién de Euler. Si Z € P2[" es arbitrario, al realizar el producto tensorial por
Z7(2s+ 1) obtenemos la sucesién exacta corta

0— Tz @ TP?(25s —2) — I(25) @ H°(P?, Op2(1)) — Tz(2s +1) — 0.

Al considerar la sucesién larga de cohomologia correspondiente vemos que H?(P?,7, @ TP?(2s — 2)) es
el kernel del morfismo multiplicacién ma. |

Observacion 2.20.6. Una descripcién alternativa del divisor Drpz(2s_2) es que es el complemento del
abierto en el que se satisface el teorema El elemento general Z € Drpz(2,—2) admite una sucesion
exacta de la forma

0 — Ops(—25 —2)° © Op2(—25 — 1) — Op2(—25 — 1) @ Op2(—25)*T - I, — 0.



Capitulo 3

Generalidades de clases efectivas en
Pic P2

Segun el teorema todo elemento D € Pic P2 tiene la forma

b
D=aH—2A
@7y

donde a y b son dos enteros. La pregunta central de este capitulo y del siguiente es: ;para qué valores
de a y b la clase D esté representada por una familia dentro de P2("? En otras palabras, ;cuéles son las
clases de divisores efectivos en P2"? Las primeras tres secciones trataran sobre conceptos generales. Se
recomendia como referencia el libro [19] para la primera seccién y [8] para las otras dos.

3.1. Invariantes numéricos de un haz vectorial

En lo que resta de este trabajo de tesis utilizaremos varios invariantes numéricos que pueden ser
asociados a un haz vectorial E sobre una variedad X. Por simplicidad discutiremos tinicamente el caso
X = P" en esta seccién. Una familia de invariantes que han sido mencionados en el capitulo 1 son las
dimensiones

h'(P", E) := dim H (P", E).

A partir de estos numeros podemos definir la caracteristica de Fuler de E

n

X(B) =) (~1)'n'(P", E)

i=0
y, més generalmente, la funcion de Hilbert de E
hg(m) := x(E(m)).

Otros invariantes pueden ser definidos considerando el anillo de Chow A(PP™), el cual es un anillo graduado
cuya parte homogénea de grado A*(P™) consta de ciclos de codimensién k en P". El anillo de Chow puede
ser definido para una variedad general X, pero en el caso de X = P™ éste puede ser descrito facilmente
como

A(P™) = C[g]/ (e TY).

La clase /¢ representa a un hiperplano en A(P™) y el producto en A(P"™) se interpreta de manera geométrica
como la interseccién. Por ejemplo, la clase £* puede ser representada como un subespacio lineal de P de
codimensién k, el cual se obtiene como interseccion de k hiperplanos generales en P™.

Un 0O-ciclo en P es simplemente una suma formal de puntos ), x; de modo que haremos la identifi-
cacién

AP =27

Zaimi — Zai.
i A

19
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Si ¢, € A*(P") es una clase homogénea de grado k entonces aj, = c - £~ % € A°(P") es un ntimero entero
Yy Cp = akfk.

A un haz vectorial E sobre P podemos asociarle varias clases c(E) € A¥(P") llamadas las clases de
Chern de E. La definicién formal de las clases de Chern puede consultarse en [I9, apéndice A]. A la clase
(no homogénea)

¢(E):=co(E)+c1(E)+ ...+ cn(E) € AP™)

la llamaremos la clase total de Chern de E.
Ejemplo 3.0.1. Para E = Opn(d) se tiene que
c¢(Opn(d)) =1+ dl.
<

El ejemplo anterior y la siguiente propiedad nos permiten calcular las clases de Chern de cualquier
haz E a partir de una resoluciéon de E.

Teorema 3.1. 57
0O0—-F—F—-G—0

es una sucesion exacta corta de haces vectoriales entonces
c(F) =c(E) - ¢(Q).
Corolario 3.2. Si

entonces .
¢(E) = Hc(Ez)
i=1

Ejemplo 3.2.2. Recordemos que el haz tangente TP" forma parte de la sucesiéon de Euler
0 — Opn — Opn (1) — TP" — 0.
Del teorema anterior obtenemos que
e(Opn (1)) = e(Opn (1)) = ¢(Opn) - o(TB™).
Por un lado

(Opn (1)) = (14 £)"+1 = ki_o (Z) -~

Por otro lado ¢(Opr) = 1. Por lo tanto

Observacion 3.2.3. Si E es un haz vectorial con presentacién

s r+s
0— @ Opn (—b;) — @ Opn(—a;)) > E—0
=1

i=1

sigue que co(F) = 1. Nosotros estaremos interesados en haces vectoriales sobre P?; estos haces siempre
admiten una resolucién como la anterior. <

Nos sera util tener presentes las siguientes interpretaciones geométricas. Consideremos un haz vectorial
globalmente generado E de rango r > 2 sobre P". Si sy,...,s,. € H°(P", E) son r secciones generales
entonces $1(z),...,s,(x) € E, son r vectores linealmente independientes para el punto genérico = € P™.
Los puntos x € P™ para los cuales esto es falso determinan una subvariedad de codimensiéon 1 que
representa a c¢;(E). Por otro lado, los puntos en los que una seccién general s € H°(P", E) se anula
determinan un ciclo de codimensién n que representa a ¢, (E).

Ahora nos concentraremos en el caso de haces sobre P2,
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Definicién 3.3. Dado un haz vectorial E sobre P? definimos el sequndo caracter de Chern como

C1 (E)2 — 202(E) )

ChQ(E) = B

Definimos el grado de E como el nimero ¢;(E) - ¢, la pendiente de E como

Cl(E) -l

wE) = rank F

y el discriminante de E como
WE)?  chy(E)

A(E) := — .
(E) 2 rank I
Observacion 3.3.4. En general se pueden definir los caracteres de Chern chy(E) con 1 < k < n para
un haz vectorial E sobre P". En el caso de P? se tiene que chi(E) = ¢1(E) y cho(E) = rank E. <

Notemos que conocer el rango y la clase total de Chern de un haz E sobre P? es equivalente a conocer
alguna de las ternas (cho(E),chi(E),cha(E)) o (rank E, u(E),A(E)). La terna (rank E, u(E), A(E))
puede pensarse como el logaritmo de la clase total de Chern ¢(E) en el sentido de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4. Si E y F son dos haces vectoriales entonces

rank E® F = (rank F) + (rank F)
WE @ F) = p(E) + p(F)
AE®F)=A(E)+ A(F).

El teorema de Riemann-Roch relaciona los dos tipos de invariantes que hemos discutido hasta ahora.
Teorema 3.5 (Riemann-Roch). Denotemos por

m2+3m+ 2

P(m) = 5

a la funcién de Hilbert de Op>. Si E es un haz vectorial sobre P? entonces
X(E) = (rank E)(P(u(E)) — A(E)).

Ejemplo 3.5.5. De las definiciones vemos que

2

cha(Opz(m)) = ’%
1(Op2 (m)) = m
A(Op2(m)) = 0.

Por la proposicién [3.4] se tiene que para un haz vectorial E

W(E(m)) = u(E) +m
A(E(m)) = A(E).

El teorema de Riemann-Roch puede usarse entonces para calcular la funcién de Hilbert de E como

X(E(m)) = (rank E)(P(u(E) +m) — A(E)).

3.2. Cono efectivo: definicién y propiedades

Consideremos una variedad suave e irreducible X y un subesquema cerrado Z C X™. El subesquema Z
determina la clase de un divisor en X de la forma

> n;-[Zi] € Pic X
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donde las Z; son las componentes irreducibles de Z de codimensién 1 y n; es la multiplicidad de Z; en
Z. Un divisor obtenido de esta forma cumple que todos los nimeros n; son enteros no negativos, pero
también podemos considerar sumas formales

Z n; - [Zi] (3.2.1)

donde los Z; C X son subesquemas irreducibles y reducidos de codimensién 1 y los n; son ntimeros reales
arbitrarios. Estas sumas formales son elementos del espacio vectorial real

Picg X := R®y Pic X.

Definicién 3.6. Diremos que una clase en Picg X es efectiva si tiene una expresién como en
donde los n; son ntimeros reales no negativos. El cono de divisores efectivos, o simplemente cono efectivo,
de X es el conjunto Eff X C Picg X de clases efectivas. Diremos que una clase efectiva D es extremal si
siempre que

D = Dy + Da,

con Dy y D, efectivas, se tiene que D; = ;D para algin ntmero real \; > 0. Diremos que el rayo
{\- D : X >0} generado por una clase extremal es un rayo extremal.

Observacion 3.6.1. Notemos que Eff X es de hecho un cono convexo con dpice en el origen, pues si
D, = E j - [Zi], Dy = E b; - [Zz]
i i
son dos clases efectivas y «, f son nimeros reales no negativos, entonces

a-Di+B-Dy=> (a-ai+B-b)-[Z]

i
es de nuevo una clase efectiva. <
Ejemplo 3.6.2. Si X = P" es el espacio proyectivo, entonces

Pic P" > Z - [H]

estd generado por la clase de un hiperplano H C P™. En este caso

Picg P" = R
y Eff P™ corresponde al semirayo de nimeros no negativos. <
Ejemplo 3.6.3. Si X = P! x P! entonces

Pic X =72

esta generado por las clases de los divisores
Hy = P! x {pt}, Hy = {pt} x P*

de modo que
Picg X = RR?.

El cono efectivo Eff X corresponde al cuadrante positivo. Es decir, H; y Ho son los rayos extremales de
Eff X. <

Observacion 3.6.4. En los dos ejemplos anteriores el cono efectivo resulta ser un conjunto cerrado.
Esto no siempre es asi, y en general es muy dificil determinar cuando es el caso, incluso cuando X es una
superficie. Un ejemplo de variedades para las cuales el cono efectivo es cerrado son los llamados espacios
sonados de Mori, introducidos por primera vez en [24] definicién 1.10]. M°Kernan en [32, corolario 4.9] da
un criterio para demostrar que una variedad dada es un espacio sonado de Mori utilizando el resultado
principal de [3]. Este tltimo trabajo le valié la medalla Fields, en 2018, al matemdtico Irani Caucher
Birkar. Aplicando este criterio al esquema de Hilbert de puntos P2 ge deduce el teorema que enunciamos
a continuacion.

Nosotros no necesitaremos dar la definicién de espacio sonado de Mori; solamente necesitaremos dos
consecuencias de que un espacio lo sea. La primera es que su cono de divisores efectivos es un conjunto
cerrado. La segunda aparecerd en el corolario [5.5 <
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Teorema 3.7. [25, proposicion 3.4] P2 es un espacio sofiado de Mori. En particular, su cono de
divisores efectivos es un conjunto cerrado.

Como consecuencia de este teorema y del teorema determinar el cono efectivo Eff P2 equivale
a determinar los dos rayos extremales que conforman su frontera.

3.3. Producto de interseccién en P2

Antes de poder dar ejemplos de divisores extremales en P2["l debemos hablar del producto de interseccién
D - C entre una clase D € Picg P2 y una curva C C P2, Necesitaremos dos hechos fundamentales
sobre el producto de interseccién. El primero, que es una versién simplificada de [27], capitulo VI, teorema
2.8], es el siguiente.

Teorema 3.8. Si D es el divisor definido por un subesquema Z C P2 de codimension 1 y C es una
curva irreducible no contenida en Z, entonces

D-C= Y my(20C)

peZnC

donde m,(Z,C) es el indice de interseccion de Z y C en p. Si f es una ecuacion que define a Z alrededor
de p entonces el indice de interseccion de Z y C en p estd definido como

my(Z,C) = dimc Oc,p/(f)-

En particular, si Z y C se intersectan de manera transversal entonces D - C es simplemente el nimero
de puntos en ZNC.

La segunda propiedad que necesitamos es que podemos usar el producto de intersecciéon para deter-
minar a la clase de un divisor. Para ver esto, consideremos las siguientes curvas:

1) Consideremos n — 1 puntos generales Z’ C P2 y una recta general £ C P2. La curva 7 se define como
la familia de todos los esquemas de la forma Z = Z’' U {p} C P? con p € /.

11) Consideremos n — 1 puntos generales Z’' C P? y un punto distinguido p € Z’. La curva 7 se define
como la familia de todos los esquemas Z C P? soportados en Z’ y con multiplicidad en p igual a 2.

Las dos curvas anteriores son racionales: la primera estd parametrizada por la recta £ sobre la cual se
mueve el punto p; en la segunda todo el soporte de Z estd fijo y lo que se mueve es la direccién tangente

de Z en p (ver el Ejemplo [2.6.1)).

Teorema 3.9. [25, teorema 3.2] Con la notacidn anterior

H-y1=1 H-v=0
Ayp=0 A-yp=-2

Segun el teorema todo divisor D € Picg P[] tiene la forma
b
D=aH - -A
2
para algunos niimeros a,b € R. Del teorema anterior concluimos que
a=D-y b=D-v

Por lo tanto, podemos recuperar a la clase de un divisor D a partir de su numero de interseccion con v,
Y ya-

Ejemplo 3.9.1. Hemos visto (corolario que si n = (d;r2) entonces Opz(d) satisface interpolacién
para n puntos. Por lo tanto, D := Do, (4 es un divisor de P2["l que parametriza esquemas de longitud n
contenidos en una curva de grado d. Consideremos n — 1 puntos generales Z’ C P2, de modo que existe
una tnica curva C de grado d que contiene a Z’; consideremos también una recta general ¢ C P?, de
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modo que C' N ¢ consta de d puntos distintos. Esto determina una curva de la forma ~; y el elemento
Z'U{p} € v, pertenece a D siy sélo si p € £NC. Por lo tanto
Do,y -1 = d.

De manera similar, consideremos n — 1 puntos generales Z C P? y pensemos en la curva v, que se obtiene
al variar la direcciéon tangente en el punto p € Z. Denotemos por Z; a los miembros de 5. De nuevo
tenemos que existe una tnica curva C de grado d que contiene a Z. Para que C' contenga al esquema Z;
se requiere que la direccién tangente de Z; en p sea la recta tangente a C' en p. En consecuencia

D - Yo = 1.
Concluimos entonces que
Do,y =dH — A/2.
<
Podemos aplicar estas mismas ideas para calcular la clase de Dg asociada a un haz vectorial E de rango
7 que satisface interpolacién para n puntos. Para hacer esto, consideremos un subespacio W C H°(P?, E)

de dimension

dim W = nr.
Fijemos n — 1 puntos Z’ C P? generales. Como FE satisface interpolacién para n puntos, tendremos que
dim WNH (P2, E®ZIy) =r.

Si s1,...,S8, es una base de este espacio vectorial obtenemos una curva C de grado deg E definida como
el lugar de ceros de la seccion
siA...As. € H(P* A"E).

Para calcular Dg w -7 consideremos una recta general £ y un punto p moviéndose sobre £. Notemos que
Z' U {p} falla en imponer condiciones independientes en W si y sélo si

si(p) A ... Asp(p) =0.

Concluimos que
DE,W cY1 = C-t= degE.

Ahora consideremos un punto p € Z’. Si U es una vecindad de p que trivializa a E entonces podemos
pensar a la seccién s; alrededor de p como una funcién
1) My . T

si=(s;7,...,8 ) U—=C".
De esta forma, s; A ... A s, estd dada localmente por el determinante de la matriz (sz(-J ))i,j- Ahora bien,
cada seccion s; se anula en p, asi que s; A ... A s, se anulard en p con orden r. Si consideramos una
curva 7, de esquemas con soporte en Z’ y con un punto doble en p, entonces un miembro de 75 fallard en
imponer condiciones independientes en W si y sélo si estd contenido en la curva C; esto es equivalente a
que la direccién tangente de Z’ en p sea una de las r tangentes de C en p. Por lo tanto:

Dpw -v2 =1
De estos calculos obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.10. [25, proposicion 4.8] Sea E un haz vectorial sobre P? de rango r y grado d. Si E satisface
interpolacion para n puntos entonces la clase del divisor de Brill-Noether Dg es

DE:d~Hng.

Ahora fijaremos nuestra atencién a una familia especial de curvas en P2,

Definicién 3.11. Sea d un entero positivo y sea C' C P? una curva suave de grado d. Supongamos que
tenemos en C' un pincel de grado n libre de puntos base. Es decir, supongamos que existe un morfismo
7 : C — P! de grado n. Para cada t € P!, 7*(¢) es un divisor de grado n en C, el cual determina un tinico
subesquema de longitud n contenido en C' C P? (ver teorema. Diremos que la imagen del morfismo

P! — p2i
t s T (t)

es una curva de tipo ag en P2,
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Consideremos una curva de tipo ag en P2 dada por un morfismo 7 : C' — P! y un representante
del divisor H determinado por una recta general £ C P2. Notemos que ag4(t) € H si y s6lo si t estd en la
imagen de C' N ¢ bajo el pincel 7 : C — P'. Si £ es general, C' N ¢ consta de d puntos distintos que van
a parar a d puntos distintos bajo w. Asumiendo que ayg y H se intersectan de manera transversal, esto
implica que

H - g = d.

Para calcular A - a4, notemos que ay4(t) se vuelve no reducido justo cuando ¢ es un punto rama del
morfismo 7. Aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz a m obtenemos que

2—-29(C)=2n-B
donde
(d—1)(d—2)
2

es el género de C' 'y B es el nimero de ramificaciéon de 7. Asumiendo que ag y A/2 se intersectan de
manera transversal se tiene que B = (A/2) - 4. De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

9(C) =

Proposicién 3.12. Consideremos una curva de tipo ag en P2, Se tiene que

H-ad:d
A d—1)(d—-2
E-ad:n—l—i—()%.

Las curvas de tipo g nos permitirdn calcular las clases de varios divisores D € Pic P2 asi que es
de nuestro interés saber para qué valores de d existen.

("27) == (27)

entonces el elemento general de P2 pertenece a una curva de tipo oy.

Proposicién 3.13. Si

Demostracion. La condicion g
n < ( ;L ) = hO(P?, Ops(d))

asegura que n puntos generales Z C P? estan contenidos en una curva suave C' de grado d. Considerando
a Z como un divisor en C y aplicando la férmula de Riemann-Roch obtenemos

h(C,0c(2)) = h°(C,0c(Kc — Z)) +n+1—g(C). (3.3.1)
Recordemos que

d—1

(€. Ocliie) = 20(0) 2= (]

) <n=deg(Z). (3.3.2)

Dado que los n puntos Z C C son generales y O (K ) satisface interpolacién para 2¢g(c) — 2 puntos, la

desigualdad (3.3.2) implica que h°(C,Oc (K¢ — Z) = 0. Sustituyendo en (3.3.1) obtenemos
B(C,00(Z) =n+1—g(C) > 2.

Esto prueba que el sistema lineal |Z| en C tiene dimensién al menos 1, por lo que podemos considerar
un pincel general que pase por Z. Lo tnico que debemos verificar es que el sistema lineal |Z| es libre de
puntos base. Claramente un punto = € C'\ Z no puede ser un punto base de |Z|, asi{ que consideremos
un punto z € Z. Aplicando el teorema de Riemann-Roch de nuevo obtenemos que

h(C,00(Z - x)) = h°(C,0c(Kc = Z + x)) +n — g(O).
De manera similar vemos que h°(C,Oc (Ko — Z +z)) = 0 asf que
h(C,0c(Z —z)) =n— g(C) = h°(C,0c(Z)) — 1.

Esto completa la prueba. |
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Ejemplo 3.13.2. Retomemos el caso n = (df).

e ((d+;)_1)<n<<(d+;)+2)_

La proposicién prueba que por Z pasa una curva de tipo ag441. Se cumple entonces que

Consideremos un elemento general Z € P2[". Notemos

H'Oéd+1:d+1
d(d—1
(Aﬁyaqun—1+ljfl.

Por lo tanto

d(d-1)

5 =0.

Do,y(a) - ay1r = d(d+1) —n+1-

3.4. Divisores extremales

En esta seccién utilizaremos los calculos anteriores sobre el producto de intersecciéon para encontrar
clases de divisores extremales en P2, La herramienta principal de esta seccién serd la siguiente.

Corolario 3.14 (del teorema. Consideremos una curva v C P2 y una clase efectiva D € Eff P2,
Supongamos que D -~ < 0. Entonces v estd contenida en el lugar base de D.

Demostracion. Consideremos un representante
i

donde cada Z; C P?[" es un subesquema irreducible y n; > 0. Sigue que [Zi] - v < 0 para al menos un
indice 4. Por el teorema (3.8} si v ¢ Z; entonces

Zi]-y =Y mp(Zi7) >0.
PEZ;iNy
Luego, v C Z;. |
Proposicién 3.15. Para cualquier n > 2 la clase del divisor A genera un rayo extremal de Pic P2l

Demostracion. Es claro que A es efectivo. Para probar que genera un rayo extremal, bastard probar que
la clase
A—cH

no es efectiva para ningin € > 0.
Supongamos, a modo de contradiccién, que este divisor es efectivo. Consideremos una curva del tipo
~1 (ver teorema |3.9). Se tiene entonces que

(A—eH) - v1=A-y —eH -y =—<0.

Por el corolario anterior, y; estd contenida en el lugar base de A — ¢H. Como existen curvas de tipo 71
que pasan por cualquier elemento general Z € P2 sigue que el lugar base de A —eH es todo P2["). Esto
es una contradiccién. |

Observacion 3.15.1. Llamaremos al rayo generado por A el rayo extremal trivial de Eff P2, Al otro
rayo extremal lo llamaremos el rayo extremal no trivial. Este estd generado por una clase de la forma

1
D::,uH—iA

con p > 0. Por lo tanto, el problema de calcular el cono efectivo Eff P2 es equivalente a calcular el
minimo valor de u para el cual D es efectiva. <
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El punto crucial de la prueba anterior es el hecho de que existe un familia de curvas cuyo producto
de interseccién con A es 0 y que pasan por el elemento general de P2[™. Aplicando un argumento similar
obtenemos el siguiente resultado (ver el ejemplo |3.13.2)).

(%29

Do,y =dH —A/2

Proposiciéon 3.16. Si

entonces

genera al rayo extremal no trivial de Bf P2,
La estrategia que utilizaremos para determinar Eff P2[" consiste de los siguientes dos pasos:

1) Demostrar que pH — A/2 es efectivo encontrando un haz vectorial de pendiente p que satisface
interpolaciéon para n puntos.

11) Encontrar una familia de curvas de tipo oy cuya unién sea un subconjunto denso de P2 y tales
que (uH — A/2) - aq = 0.

Para ilustrar estos pasos cerraremos este capitulo determinando el cono efectivo Eff P2[" para otras
familias de enteros positivos n.

Proposicién 3.17. 1) Sin = (d;ﬂ) — 1 entonces dH — A /2 genera un rayo extremal de Eff P2l

2) Sin =2s(s+ 1) entonces 2L H — A/2 genera un rayo extremal de Eff P2

Demostracion. 1) Sabemos que Opz(d) satisface interpolacién para n puntos, asi que dH—A /2 es efectivo.
La proposicién implica que el elemento general Z € P2["] pertenece a una curva de tipo ayg. Por
ultimo, vemos que

(dH - AJ2) ag=d® —n+1— <d21) = 0.

2) Vimos en la proposicién m que TP?(2s — 2) satisface interpolacién para n = 2s(s + 1) puntos.
Notemos que TP?(2s — 2) tiene pendiente
4s —1

w(TP?(2s — 2)) = 5

Esto prueba que 43—2_1H — A/2 es efectivo. La proposicién muestra que el elemento general
Z € P2l pertenece a una curva de tipo ass. Por dltimo, vemos que

<4S21H—A/2> oy =s(ds—1)—n+1— <2521) -
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Capitulo 4

El cono efectivo de P2

Este capitulo estd basado principalmente en [25]. El objetivo es determinar el cono efectivo Eff P2 para
una familia infinita de valores de n. Especificamente, consideremos el conjunto

8
5

v
1’

o] W

)

N | =

<I>::{a><p_1}U{

donde

B

1+
2
denota a la razon durea y las fracciones son cocientes de nimeros de Fibonacci consecutivos. Asimismo,

escribimos
r+1 n
n= s
2

con 0 < s < r (ver teorema [2.19). El teorema determina el cono efectivo de P2l para los valores de
n tales que s/re ®ol—(s+1)/(r+2) e ®.

Ningun resultado presentado en este capitulo es nuevo. Sin embargo, el teorema[d.6]es una adaptacién
de [25] proposicién 2.5] que necesitaremos para probar el teorema en el siguiente capitulo.

La manera de obtener clases efectivas en P2["] es a través de haces vectoriales que satisfacen interpo-
lacién para n puntos, asi que comenzaremos estudiando una familia particular de haces vectoriales.

p o=

4.1. Haces de Steiner en el plano

Consideremos dos enteros positivos s, 7. Un morfismo
M
Op2(—1)° — O;,;H"

estd determinado por una matriz M de tamano (s+r) X r con entradas en el espacio vectorial Clz, y, z]1

de formas lineales. Decimos que éste es un morfismo general si la matriz M € Clz, y, 2] gs+r)><s es general.

Proposicién 4.1. Si
M : Op2(—1)° — O;jr

es general y v > 2 entonces M es inyectivo y, por lo tanto, el cokernel es un haz vectorial de rango r.

Similarmente, el morfismo general
O3 (1) = Op»

es suprayectivo y su kernel es un haz vectorial de rango v siempre que r > 2.

Lema 4.2. Denotemos por
Pd = PC[£7 Y, z]d

al espacio proyectivo de curvas de grado d en P2. Sin > 3 entonces el conjunto

{(f17~-~>fn)Epnglm---ﬂfn:[b}cpu?

es un abierto de Zariski no vacio.

29
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Demostracion. Consideremos el conjunto

F={(f1, - fn,p) €V] XPQ:fl(p):...an(p):O} C P} x P2,
Este conjunto es claramente un cerrado de P} x P2, Notemos que la proyeccién
7: P} x P> = P}
(fla"'afn7p)’_>(fla-~'7fn)

es un morfismo proyectivo, de modo que

es un conjunto cerrado.
Si n > 3 entonces el punto (z¢,y?, 2%,0,...,0) pertenece al complemento de 7(F), lo que prueba que
éste es un abierto no vacio. [ |

Demostracion de la proposicion[f.1]. Las dos partes del enunciado son equivalentes una a la otra asi que
nos concentraremos en el primer caso. Observemos que la matriz M determina un morfismo inyectivo si
y s6lo si sus menores de tamaflo s X s no tienen ceros comunes en P?. Consideremos la funcién racional

s+r
W : Cla,y, 20T - P

que asigna a una matriz M el vector formado por sus menores de tamano s. El lema anterior muestra que
el conjunto de matrices M tales que las entradas de ¥ (M) no tienen ningiin cero en comun es un abierto.
Bastara construir una matriz que cumpla esta propiedad para probar que este abierto es no vacio.

Notemos que podemos asumir que r = 2, pues dada una matriz M de tamano (s+7) X s, los menores
de s x s de cualquier submatriz de tamano (s+2) x s también son menores de M. Una matriz de tamano
(s 4 2) x s que cumple la propiedad que buscamos es

x 0 0 0 0 0
y z 0 0 0 O
z Yy x 0 0 0
0 z vy 0 0 O
M= 1 0o SR
0 0 O y x 0
0 0 O zZ Yy T
0 0 O 0 2z vy
0 0 O 0 0 =z

En efecto, el determinante formado por los primeros (resp. tltimos) s renglones es x° (resp. 2°). Por otro
lado, si omitimos el primero y ultimo renglén de M, obtenemos una matriz que tiene y en la diagonal y
0,2 o z en las demés entradas. Por lo tanto, este determinante tiene la forma y* 4+ F + zG. Claramente
(2%, 2%,y + 2F + 2G) no tienen ceros comunes en P2. |

Definicion 4.3. Un haz obtenido como un cokernel de esta forma se llama un haz de Steiner.

A lo largo de este capitulo nos interesard determinar cudndo un haz de Steiner E satisface interpolacién
para cierto nimero n de puntos. La técnica que usaremos serd demostrar que la restriccién de F a ciertas
curvas racionales satisface interpolaciéon para n puntos y, de este hecho, deducir la misma propiedad para
E. Para esto sera util considerar la siguiente pregunta: si E' es un haz de Steiner dado por

0— Op(—1)* L 03" = E—0

y f : P! — P? es un morfismo general de grado d, jcudl es el tipo de isomorfismo de f*E? A continuacién
describimos una posible estrategia para responder a esta pregunta. Notemos que bastara con conocer la
funcién

¢(m) == h° (B, (f*E)(m)).

En efecto, tenemos que

f*E = @ O]pl (az)
i=1
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para algunos enteros a; y determinar el tipo de isomorfismo de f*FE es lo mismo que determinar estos
enteros. Observemos ademds que

o(m) = Z R (P!, Op1 (m — a;))

i:a; <m
= Z m—a; + 1.
ia; <m
De aqui deducimos la identidad
¢(m) — ¢(m — 1) = #{i : a; < m}. (4.1.1)

Como ¢(m) = 0 si m es suficientemente negativo, esto nos permite calcular de manera recursiva el nimero
de enteros a; iguales a m para cada m.
Por otro lado, notemos que (f*F)Y admite la sucesién exacta corta

0= (fE)Y = 03" I 0p(d)* — 0.

Si denotamos por
Sk = HO(]P)l, Op1(k)) =2 Clu,v]g

al espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado k en las variables u, v, sigue que H(P!, (f*E)Y (m))

es el kernel del morfismo

s+7 frM s
Sm Sm+d'

Si asumimos que este morfismo tiene el maximo rango posible podemos estimar la funcién ¢ como

_fr(m+1)—sd sim>22—1
olm) = { 0 en otro caso. (4.1.2)

En efecto, la condicién m > % —1 es equivalente a la condicién dim S5;7" > 52 .,y el nimero r(m+1)—sd
es la diferencia entre estas dos dimensiones, que serd igual a ¢(m) si f*M* es de rango maximo. Denotemos
por myg = P—Tfl — ﬂ. De lj y de la identidad 1j obtenemos que

#{i:a;=mp} =r(mo+1) — sd
Y que
#{iai <mo+1} = ¢g(mo +1) — ¢(mo)
=r(mo+2) —sd — (r(mo+ 1) — sd)

=7
Como 7 es el rango de f*F, esto implicaria que

[*E 2 Op1 (mg) Mot =34 @ Opy (myg 4 1)%¢7 7m0, (4.1.3)
A continuacién estudiaremos el problema de cudndo el morfismo

* o rt
s+r M s
Sm m-+d

es de rango maximo.

4.2. Multiplicacién de polinomios

En la seccién anterior, la matriz que determina al morfismo f*M? tiene la siguiente descripcién. El
morfismo f : P! — P? est4 determinado por un subespacio V' C Sy de dimensién 3. Si go, g1, g2 son una
base para V entonces podemos escribir a f como

[Pt —P?
['I.L : U] = [QO(U’U) : gl(uvv) : QQ(U,UH.

Recordemos que M es una matriz de tamafio (s + r) x s con entradas generales en C[z,y, z];. La matriz
f*M se obtiene entonces de realizar la sustitucién (x,y,z) = (9o, 91, g2) en las entradas de M y f*M?
es su transpuesta. Por lo tanto, podemos interpretar a f*M! como una matriz general con entradas en
V C Sy. Necesitaremos un par de definiciones preliminares antes de enunciar el siguiente teorema.
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Definicién 4.4. Sea V C S; un subespacio de dimensiéon N + 1 y sea W C S,,, un subespacio no vacio.

Definimos
_ dim(V - W)

W) =
v (W)= =)
donde V - W C S,,,44 es el subespacio generado por los productos F'-G con F € Vy Ge W.

Definicién 4.5. Dado un entero N > 2 consideremos la funcion

(«) :
N(T) = ——m— .
’ N=1+q5
Denotemos por
N+3 9
N—1

¢n = lim piy(0) =
i—00 2

Definimos el conjunto A
Oy :={a>don}U{py(0):i>0} CQ.

Observacion 4.5.1. Para N = 2 se tiene que

es el reciproco de la razon durea y
013 8
0 1 _J2+t2 9
{p2(0)3p2(0)7} - {17 27 57 137}

son cocientes de niimeros de Fibonacci consecutivos. Por lo tanto, &5 = ® es el conjunto definido al inicio
de este capitulo. <

Teorema 4.6. [25, teorema 2.1] Supongamos que mTH € Oy y sea V C Sy un subespacio general de

dimension N + 1. Entonces
d+m+1
> —
W) = =7

para cada subespacio no vacio W C Sy,.

A continuacién enunciaremos una versién de [25, proposicién 2.5]. Originalmente este teorema estd
enunciado de forma que resulte en un isomorfismo. La demostracién que presentamos aqui sigue exacta-
mente los mismos argumentos, pero la reproducimos para adaptarla al contexto ligeramente més general
en que M es un morfismo inyectivo. Como mencionamos al inicio de este capitulo, esta adaptacién sera
necesaria para probar el teorema [5.1]

Teorema 4.7. [25, proposicion 2.5] Consideremos un espacio general V. C Sy y una matriz M de tamano
kt x ks con entradas generales en V. Supongamos que
s(m+1) <t(m+d+1)

Y que mTH € ®n. Entonces el morfismo

ks M, okt
Sm Serd
es inyectivo para k suficientemente grande.

Observacion 4.7.2. La condicién s(m + 1) < t(m + d + 1) es claramente necesaria, pues ks(m + 1) =
dim S%* y kt(m 4 d+1) = dim S¥!, . <

Demostracion. Primero reduciremos el problema al caso en que d y m+ 1 son primos relativos. Para ello,
supongamos que d =6 -d’' y m+ 1 =4(m’ + 1), de modo que
m'+1 m+1

mtl g
i qa <en
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Notemos que S, = Sg@,, donde el i-ésimo factor estd generado por los monomios u/v™ 7 tales que j = i

moéd . Del mismo modo, Sy, g =2 an,+d,. Consideremos la transformacion

T:Sd/—>5d

wo? 7 s ufI0@ =),

Esta transformacién es inyectiva, asi que un subespacio V' C Sy de dimensién N + 1 da lugar a un
subespacio V := 7(V’) C Sy de dimensién N + 1 también, de modo que si M’ es una matriz con entradas
generales en V' entonces M := 7(M’) es una matriz con entradas generales en V. Adems4s, el diagrama

ks M kt
Sm Sm+d

-k

6 DM s
(Sh3)" == (Shirsar)

es conmutativo, donde el morfismo de abajo corresponde a actuar con M’ en cada una de las ¢ entradas.
Si M’ es inyectiva para k suficientemente grande entonces M también lo serd.

Supongamos entonces que m + 1 y d son primos relativos. Consideremos un subespacio V' C Sy que
cumpla la conclusién del teorema Sea Matyixks(V) la variedad que parametriza matrices de tamano
kt X ks con entradas en V', y sea

Y= {(M,G): MG =0} C Matpixns(V) x PS,’ZS.

Denotemos por a y 8 a las proyecciones de ¥ a cada uno de los dos factores. Notemos que la imagen
de « consta precisamente de las matrices M € Matgixrs(V) que no determinan un morfismo inyectivo.
Bastara entonces probar que

dim Y < dim Matgixps(V) = (N + 1)k?st.

Para cada G € PS*$ denotemos por W C S, al subespacio generado por las entradas de G. Si

X, :={G e PS* . dim Wy <}

entonces
m—+1

S=J 87X\ Xon).
=1
Si W C S,, es un subespacio de dimension ¢ entonces el elemento general
Ge P(Wks) ~ ]P;ksffl

cumple que W = We¢. Si Gr(4, S,,) denota a la variedad grassmanniana de ¢-espacios en S,, entonces se
tiene que

dim X, \ X, = dim Gr(¢, S,,) + dim PF*¢~1
={4(m+1—4)+ kst —1.
Ahora acotaremos la dimensién de la fibra f7!(G) para un elemento arbitrario G € X, \ Xy—;. Si

G = (q1,...,9sk) entonces una matriz M cumple que MG = 0 si y sélo si cada fila de M estd en el kernel
del morfismo

k
Vs Sm-i—d

ks
(fi,ooos for) = Zfigi~

i=1

La imagen de este morfismo es V - W, asi que el kernel tiene dimensién (N + 1)ks —dim(V - W¢). Sigue
que
dim B7Y(G) = ((N + 1)ks — dim(V - We)) kt
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pues M consta de kt filas, cada una en el kernel del morfismo anterior. Seleccionemos W € Gr(¢, S,,) de
manera que dim(V - W) es minima. Sigue que
dim 87X, \ Xp—1) < (N + Dks — dim(V - W) kt 4+ £(m + 1 — £) + ksl — 1.
Probar que esta cantidad es estrictamente menor que (N + 1)k?st es equivalente a probar que
m+1—20) < k(dim(V - W)t — sf).
SidimW = ¢ =m+ 1 entonces el lado izquierdo es 0; ademas, el teorema implica que

d |
dim(V - W) > (dimW)LJ —dtm+1
m

y por hipotesis
(d+m+1)t—s(m+1)>0.

Si ¢ < m+ 1 entonces la desigualdad

dim(V - W) d+m+1
i S >t
dim W w (W)= — =

es estricta, pues el lado izquierdo tiene denominador menor que m + 1 y el lado derecho es una fraccién
reducida a su minima expresion. Sigue que

dim(V - W)t — sl >

! 1((d+m+1)t—s(m+1))20

m +

de modo que la desigualdad
lm+1—10) <k (dim(V - W)t — sf)

serd cierta si k es suficientemente grande. |
Del teorema anterior y la discusion de la seccién 4.1 obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 4.8. Sea E un haz de Steiner en el plano dado por
0= Op (=) = O™ L B0
y sea f: P! — P2 un morfismo general de grado d. Sea mg := [S—ﬁ — 1], Y SUPoOngamos que

mo m0+1 m0+2
d’ d ' d

€ ®,.

Si k es suficientemente grande entonces

f*E >~ Op (mo)k(r(mg+1)—sd) ® O;ﬁsdfrmo)(mo + 1).

Observacion 4.8.3. Para obtener el isomorfismo (4.1.3) necesitamos tres condicines: que ¢(mg—1) =0
y que ¢(mg), d(mo + 1) coincidan con la férmula (4.1.2). Estas tres condiciones corresponden, segin el
teorema a las tres condiciones ¢, mojl, mOT“ € &5 en el corolario anterior.

Estas condiciones se cumplen, por ejemplo, si

sd—r V5 —1

> =
rd 02 2
pues en este caso
mo+2 mo+1 mo . 2—1 sd—r
>— > "L =
d d d = d o

<

El siguiente resultado, que es una versién simplificada de [25], teorema 1.5, es un caso especial en el
que sélo necesitamos invocar al teorema [4.7] una vez.
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Corolario 4.9. Sea E un haz de Steiner general dado por una resolucion de la forma
0= Op(—1)k Xy OFH) 5 B 0.

Supongamos que
s
[}J(E) = ; S (I)Q.

Si f : Pt — P? es un morfismo general de grado r y k es suficientemente grande entonces
f*E = Op(s)*,
Similarmente, si F' es un haz de Steiner general dado por una resolucion de la forma

0— F — OFP ) 0p (1)F0r—s+1) 5 0

s+1

T3 € 2 entonces dado un morfismo general f : P! — P? grado r + 2 se tiene que

con 1 —
f¥F & Opi(s —r — 1)k0+2),

Demostracion. Notemos que las dos partes del teorema son equivalentes. En efecto, si F' admite una
resolucién como en la segunda parte del teorema entonces su dual admite una resolucién de la forma

0= Op (—1)* = 0K L v 0
donde
S=r—s+1;,R:=r+2.
Notemos que
S s+1

2 _1_
R r+2

€ O,.
Sigue que
[ F 2 (01 (S)) = Opi (s — r — 1)F0+2),

Para probar la primera parte, consideremos un haz E como en el enunciado y supongamos que f*FE se
descompone como

kr
f*E = @ O]pl (G,Z)
i=1
De la sucesién exacta
0 — H (P!, (fE)(s = 1) » S35 = Sk,
y del teorema [£.7] obtenemos que
HO®Y, (f*E)" (s — 1)) = 0.

En efecto, las hipdtesis del teorema en este caso son s/r € ®5, que se tiene por hipétesis, y s(s + 1) <
(s +7)s, que se cumple trivialmente. Esto muestra que a; > s para cada 1 < ¢ < kr. Notemos ademds
que

kr
Zai =deg(f*E) =deg(f) - deg(E) = krs.

i=1
La tinica manera en la que kr enteros a; > s pueden sumar krs es si todos son iguales a s. Esto completa
la prueba. |
4.3. Determinando el cono efectivo
Durante toda esta seccidon, n > 2 serd un entero fijo. Podemos escribir de manera tnica
r+1
n= S
(2)-

donde 0 < s <.
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Proposicién 4.10. [26, proposicién 4.3] Consideremos un haz de Steiner de la forma
0 — Opz(r — 2)F = Opa(r — DFEH) 5 B 0.

Si k es suficientemente grande, E satisface interpolacion para n puntos siempre que s/r € ®,.
Similarmente, supongamos que F es un haz de Steiner general de la forma

0 — F — Opa(r)*2=5%3)  Opa(r + 1)F0=5FD 0,

Si k es suficientemente grande entonces F' satisface interpolacion para n puntos siempre que 1— ii; € d,.

Demostracion. Consideremos un morfismo general f : P! — P2 de grado r. La imagen C = f(P!) es una

-1 . . -z
curva de grado r con (T2 ) nodos simples. Consideremos ahora la sucesién exacta corta

0 — Op2(—1) = Opz = O¢ — 0.
Al realizar el producto tensorial por E obtenemos la sucesién exacta corta
0— E(—r) > E— E|c — 0.
Notemos que E(—r) admite la resolucién
0 = Op2(—2)F* = Opa2 (=1)FC+) 5 B(—r) — 0.
De esto vemos que
H°(P* E(—r)) = H'(P*,E(—1)) = 0.

Por lo tanto, el morfismo restriccién
H(P? E) — H°(P?, E|¢)

es un isomorfismo. Bastard entonces demostrar que existen n puntos sobre C tales que ninguna seccién
de E|¢ se anula simultdneamente en cada uno de ellos. Notemos que

r+1 r—1
n-( 9 >+s>< 9 )
r—1

Por lo tanto, podemos considerar un divisor D sobre C' consistente de los (";') nodos y n — (") =
2r + s — 1 puntos generales. Una seccién de E|c(—D) es entonces una seccién de F|c que se anula en
cada punto de D, que es lo mismo que una seccién de f*(E|¢) que se anula en cada preimagen de los
puntos de D. Es decir, tenemos un isomorfismo

H(C,E|c(=D)) = H°(P, f*(Elc)(—f*D)).
Segun el corolario tenemos que
f(Elc) = Opi (12 — 1 + 5)*".

Ademsds, cada nodo de C tiene dos preimédgenes bajo f mientras que un punto general tiene sélo una.
Por lo tanto
r—1

deg(f*D)zQ( 5 )+2T+S—1=T2—T+8+1

de donde
F(Ele)(=f*D) 2 Op (—1)*".
Concluimos que H°(C, E|c(—D)) = 0.
La demostracién de la segunda parte es similar: si f : P! — P? es un morfismo de grado r + 2 general
con imagen C entonces
H°(P?, F) — H°(C,F|¢)
T;rl) nodos junto con n — (TH) =5

es un isomorfismo. Si D es un divisor sobre C consistente de los ( 5

puntos generales, entonces

HY(C, Flc(=D)) = H°(P', (f*F)(=f*D)).
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El divisor f*D tiene grado
r+1

deg(f*D)zQ( 5 >+s:r2+r—|—s

mientras que
f*(F‘C) &= O]pz(rz +r+s— 1)k(r+2).

Sigue que HY(C, F|c(—D)) = 0. [ ]
_(r+1 n
n=1, s

2 _
rrorts, A
r 2

Teorema 4.11. Sea

con 0 <s<r.

1) si s/r € @y entonces la clase

genera al rayo extremal no trivial de Bff P2 ;

1) sil— ji; € &, y s > 1 entonces la clase

2 _
re+r+s 1H—é
r+2 2

genera al rayo extremal no trivial de Eff P2,
Demostracion. 1) Segun la proposicién un haz general de la forma
0 — Op(r —2)% = Opa(r — DFEH) 5 B 50
satisface interpolaciéon para n puntos. Notemos que

(r—=Dk(s+7r)— (r—2)ks r2—r+s'

H(B) = k(s+7r)—ks - T

Esto prueba que la clase

DE=7T27T+SBT—é
T 2

es efectiva. Para demostrar que esta clase es extremal notemos que las desigualdades

(T;1)<n=(T;2)—(r—s+l)< <H2_2>

se satisfacen. Por lo tanto la proposicién implica que el elemento general Z € P2 pertenece a
una curva de tipo «a,.. Tenemos que

2 2 _ _
(7"7°+5H A).QTZTHS (r=1r=-2 _,

_ 1—
T 2 ront

r 2
Esto prueba que el rayo generado por la clase Dy es extremal.
11) Por la proposicién el haz general de la forma
0 — F — Op2(r)*Cr=st3) 5 Opa(r + 1)F0=511) 5
satisface interpolacién para n puntos. Notemos que

rk(2r—s+3)—(r+Dk(r—s+1) P +r+s—1
u(F) = =
E2r—s+3)—k(r—s+1) r+2

Esto prueba que la clase
rP4r+s—1 A
Dp=———"H——
F r+2 2
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es efectiva. Ademaés las desigualdades

((r—l-;)—l) P (r—|2—1>+8< <r42-2>

se satisfacen pues s > 1. Por lo tanto, segin la proposicién el elemento general Z € P2
pertenece a una curva de tipo a,.4o. Por tltimo, notemos que

(r2+r+s—1H_A)_ar+2:r2+r+s—l (r—i—l)r:O.

= 2) — 1—
) 2 e E G R U 2

Esto prueba que el rayo generado por Dy es extremal.

4.4. Interpolacion y estabilidad de haces vectoriales

Recordemos que un haz vectorial E sobre P? se dice semiestable si, para cada subhaz 0 # F C E, se
tiene que u(F) < p(E).

Observacion 4.11.1. En general uno puede hablar de estabilidad de una gavilla coherente F sobre X
respecto a un haz lineal amplio H considerando todas las subgavillas coherentes de F. Cuando F es un
haz vectorial y dim X < 2 basta considerar los subhaces de E (ver [16] corolario 21 y proposicién 25]). <

A continuacion presentamos tres resultados que sugieren una fuerte relacién entre la semiestabilidad
de un haz vectorial y el hecho de que éste satisfaga interpolacion. Empecemos estudiando el caso de haces
vectoriales sobre curvas.

Proposicion 4.12. Sea C una curva suave y proyectiva y sean E,F dos haces vectoriales sobre C.
Supongamos que
H(C,E®F)=H (C,E® F) =0.

FEntonces E es semiestable.

Demostracion. Denotemos por rg y 7r a los rangos de E y F', respectivamente. Si g = g(C) es el género
de C' entonces el teorema de Riemann-Roch para haces vectoriales implica que

0=x(E®F)
=deg(EQF)+(1—g) -rank (E® F)
=rank (EQF) - (u(E)+ p(F)+1—g).

Sigue que
WE) + p(F) =g—1.

Supongamos que F no es semiestable, de modo que existe un subhaz 0 # E' C E con u(E') > u(E).
Aplicando el teorema de Riemann-Roch una vez més obtenemos que

h(C,E'® F) > x(E'® F) =rank (B’ @ F) - (u(E') + p(F) +1 —g) > 0.

Ahora bien, E' @ F es un subhaz de E® F, as{ que H'(C,E' ® F) C H*(C,E ® F) = 0. Esto es una
contradiccién. [

Observacion 4.12.2. En [I3] se muestra el reciproco de esta proposicién: si un haz F sobre una curva
C es semiestable entonces existe un haz F tal que H'(C,E® F) = H*(C,E® F) = 0. <

Corolario 4.13. Si E es un haz de rango r sobre una curva C tal que
1. h°(C,E) = rn,
2. h'(C,E)=0y
3. E satisface interpolacion para n puntos

entonces E es semiestable.
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Demostracion. Si D C C es el divisor determinado por n puntos generales en C' entonces
r°(C, E(-D)) = 0.
El teorema de Riemann-Roch implica que
h'(C,E(-D)) = h®(C, E(-D)) + x(E(-D))

= X(E) — rdeg(D)

=0.
Luego, F := O¢(—D) cumple que H(C,E® F) = H(C,E ® F). [ |

A continuacién presentamos un resultado sobre estabilidad de haces de Steiner en el plano.
Teorema 4.14. [25, teorema 4.1] Sea E un haz de Steiner general de la forma
0 — Opa(r — 2)F = Opa(r — 1)) 5 B 0.

Entonces E es semiestable si y sélo si u(E) = s/r € O,.

Observacion 4.14.3. En[£.10] vimos que esto es equivalente, para k suficientemente grande, a satisfacer

interpolacion para n = (Tgl) + s puntos. <

Por ultimo, el siguiente es el teorema principal de [26].

Teorema 4.15. [26, teorema 1.4] Sea n un entero positivo y sea p la minima pendiente de un haz
vectorial estable E en P? tal que
XE)

rank £ —

Si E es general y de rango suficientemente grande entonces h®(P?, E) = rn y E satisface interpolacion
para n puntos. Ademds, la clase

A
H_=
HE =5

genera un rayo extremal del cono efectivo Eff P2,

Observacion 4.15.4. Los casos cubiertos en el teorema [4.11| son precisamente los casos en los que F se
puede realizar como un haz de Steiner.

Intuitivamente, el teorema nos hace pensar que la razén por la cual una clase de la forma
uwH — % € PicgP?(" serfa efectiva es porque existe un haz vectorial estable E de pendiente p y con
n - rank F secciones. Esta idea jugara un papel importante en el capitulo 5. <

Dedicaremos lo que resta de este capitulo a explicar cémo calcular la minima pendiente u del teorema
anterior para cada valor de n.

4.5. Haces excepcionales

El objetivo de esta seccion y de lo que resta del capitulo es hacer un recuento de la clasificacién de
haces estables en P? desarrollada por J.-M. Drézet y J. LePotier. Este material estd basado en [28], [10]
y [9].

Especificamente, dados tres nimeros (r, u, A), queremos determinar bajo qué condiciones el espacio
méduli M (r, u, A) de gavillas estables de rango r, pendiente p y discriminante A es no vacio. La respuesta
a esta pregunta se da en el teorema Si F' € M(r,u, A) entonces el espacio vectorial

Ext'(F, F)

se identifica de manera natural con el espacio tangente de M(r, u, A) en el punto F. Juegan un papel
especialmente importante aquellas gavillas (estables) F' para las cuales Ext! (F, F) = 0; es decir, aquellas
gavillas para las cuales M(r, u, A) consta de un dnico punto.

Observacion 4.15.1. Hasta este punto hemos utilizado el simbolo A para denotar a una clase en
Pic P2["l. Durante estas secciones lo usaremos para denotar al discriminante de una gavilla. Ambas
notaciones aparecen en la literatura. En ninguna ocasién ocurre una expresién matematica que involucre
ambos usos del simbolo A al mismo tiempo, de modo que esto no deberia causar confusién. <
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Proposicién 4.16. Sea F una gavilla coherente estable en P?. Los siquientes son equivalentes:
1) Ext!(F,F) =0;
1) A(F) < %;
i) x(F,F) > 0.
Demostracion. Dado que F' es estable, el teorema de dualidad de Serre implica que
Ext?(F,F) = Ext’(F, F(-3)) = Hom(F, F(-3)) = 0.

Ademas, los tinicos endomorfismos F' — F estan dados como multiplicacién por un escalar A € C. Por lo
tanto, el teorema de Riemann-Roch implica las identidades

1 —ext' (F,F) = x(F,F) = (rank F)*(1 — 2A(F))
de donde se deduce la proposicién. |
Definicién 4.17. Una gavilla estable F se llama excepcional si Ext!(F, F) = 0.
Ejemplo 4.17.2. El haz Opz2(m) es excepcional para toda m. <
Ejemplo 4.17.3. Es bien conocido que el haz tangente TP? es estable. De la sucesién exacta
0 — Op2(—1) = 03 — TP? = 0

podemos calcular

rank TP? = 2
ci(TP?) =1
c2(TP?) = 1.
Sigue que
1 c1(TP?)2 — 2¢o(TP?) 3 1
A(TP?) = —pu(TP?) — =2 < -,
(TP") = Gu(TF") 2 - rank TP2 82
Por lo tanto, TIP? es excepcional. <

Proposicién 4.18. Dado un nimero a € Q existe a lo mds una gavilla excepcional de pendiente . Su
rango es el minimo entero positivo r tal que o - € Z. Su discriminante es

1 1
Ap==(1-=).
2( r2)

Demostracion. Sea F' una gavilla excepcional de pendiente o y sean (r,c1,c2) sus clases de Chern. El
teorema de Riemann-Roch implica que

1=x(F,F)=(r—2c) -r+(r—1)-& =r*1-2A(F)).

Esto implica que ¢; y 7 son primos relativos, asi que o = ¢1 /1 los determina de manera tnica. Despejando
obtenemos la férmula para A(F).
Ahora supongamos que existen dos gavillas excepcionales F' 'y F’ de pendiente «.. Por el teorema de
dualidad de Serre
Ext?(F, F') = Ext(F', F(-3)) =0

de modo que
dim Hom(F, F') = ext’(F, F') > x(F, F') = 1.

Dado que F” es estable, esto implica que F = F'. [ |
Corolario 4.19. Una gavilla excepcional es localmente libre.

Demostracion. Si A € Aut(P?) entonces A*E,, es de nuevo una gavilla excepcional de pendiente . Sigue
que A*E, = E,. Como E, es invariante bajo la accién de Aut(IP?), sigue que E,, es localmente libre. M
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Definicién 4.20. Utilizaremos el término haz excepcional en lugar de gavilla excepcional para enfatizar
que éstas son localmente libres. Denotaremos por E, al tinico haz excepcional de pendiente «, siempre
que éste exista.

Corolario 4.21. Si E, es un el haz excepcional de pendiente o entonces

EV
Eq(1)

I

E_.
Eai1.

R

A continuacién buscamos describir el conjunto de pendientes o para las cuales existe un haz excep-
cional E,. Hacemos la siguiente definicién en analogia a la proposicién

Definicién 4.22. Dado un nimero racional o denotaremos por r, al menor entero positivo tal que
T - @ € Z. Asimismo, definimos
1 1
s 1)
2 rs,

Xo = Ta(Pa) — Ay)

donde
m2+ 3m + 2

P(m) := h°(P?, Op2(m)) = 5

es la funcion de Hilbert de la gavilla estructural Op:z.

La siguiente definicion, que se hace de manera recursiva, es mas técnica, pero nos serda de utilidad
después. Es de notarse que en [9] hay un error de signo en el denominador de .. En [26] se senala este
hecho, pero el mismo error aparece en el Lema 2.1 (2).

Definicién 4.23. Dados dos niimeros racionales a y (3 tales que § — « # 3 definimos

Ag — A,
a+ﬁ+ 8

a.f = 5 Epr—

Diremos que una pareja («, 3) es admisible si cumple las siguientes propiedades:
) 0<f—a<3;
1) Pla—pf)=As+ Ag;

111) Los nimeros o, Xg son enteros.

Observacion 4.23.4. Si n € Z entonces la pareja (n,n + 1) es admisible. <

Lema 4.24. Sea (o, 8) una pareja admisible y sean

ri=rerg(3+a—p)
A:=Pla—ap)—A,
=P(a.f—58)— Ag.

Se cumple entonces que
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Demostracion. En vista de que P(a — 8) = A, + Ag obtenemos las igualdades
a—-pB\ 1 1/ Ay —A5\°
A=P ——(Aa+ A - —=
( 2 ) 5(Bat 5>+2<3+a—5>
1
2

(‘“;5)—%—@“ )

|
~

3+a—

1 _ 2
_L1_(e-p)7 +
2 8 3+a-4 —l— o —
17(a76)2+(A +Aﬁ—1)2 (1-2A4)(1 —2Ap)
) 8 23+ a+ )2
1 (a— B)? N (Pla—B) — 1) — (1 —2A,)(1 — 2Ap)
2 8 23+ a+ )2
1 (1-2A,)(1—2Ap)
2 23+ a+ B)2
(2
2 72
|
Lema 4.25. Con la notacion del lema anterior, sean
cpi=r-ap
X = r(P(a.B) - A).
Estos numeros son enteros.
Demostracion. Notemos que
X-p =18(P(=B) — Ag) = x5 — 3rsp
es un nimero entero, pues x3 y r3/3 lo son. Expandiendo vemos que
C1 =T8Xa —TaX-p
es un entero. Ahora bien, utilizando la igualdad A = P(«.) — Ag obtenemos
X_Pg) -A
= P(a.f) = P(a.f = B) + A
. (4.5.1)
=148 (a.f) = (P(=5) — Ap)
X
=1+ B(a.p) - XL,
T
Usando que A = P(a — a.8) — A, obtenemos de manera similar la igualdad
% =1+ (a+3)(a.p)— ’:—0‘ (4.5.2)
Utilizamos (4.5.1)) y (4.5.2)) para eliminar «.8 y despejando obtenemos que
X=7T— (3 + CV)TaX—ﬁ + ﬂrﬁXa
es un entero. ]

Proposicién 4.26. Si («,8) es una pareja admisible, entonces
a) a < a.f<p;

b) el nimero a.f tiene denominador
Ta.g =Targ(3+a—p);

¢) las parejas (o, .8) y (.8, B) son admisibles.
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Demostracion. Notemos que

_B-a  Ag—A,
a.f—a= 5 +3+o¢—ﬂ
B—a Ag—A,

2 3+a-4

B—apf=

Dado que 8 — a y 3+ a — 8 son ambos positivos, mostrar a) es equivalente a mostrar que

(B-)B+a—-p)
2

1A — Aol < —=1-Pla—b)=1-A, — Ag.

Ambos lados son no negativos pues Ay, Ag < 1/2, de modo que la desigualdad es equivalente a
(Ag = Aa)? = A — Ao’ < (1 - Ay — Ap)*.
A su vez, esta desigualdad es equivalente a
0<(1—-An—2A8)%—(Ap—A4)% = (1-2A,)(1—2Ap)

que es cierta en vista de que A,, Ag < 1/2.
Con la notacién de los lemas anteriores, hemos visto que ¢; = r(«.) es un entero. Tenemos que

1 1

Despejando obtenemos

1=17r?42ry — 2r2P(a.p)
=r24 2ry — cf — 3rcy — 2r?
=02x—r)-r—0Br+c)- c.

De aqui vemos que r y ¢; son primos relativos, lo que prueba b). Para probar c) sélo resta notar que
A=ALpY X=Xap Dorb). |

La proposicion anterior nos permite dar la siguiente definicion.
Definicién 4.27. Denotemos por Z {%] a los enteros diddicos. Un elemento en este anillo tiene la forma

p

29

donde p,q € Z. Si p # 0, esta expresion es Unica si insistimos en que p sea impar. Definimos la funcién
1
Lz =
23] e
como €(n) =n si n € Z, y de manera recursiva como
<2p+1> (p) (p—i—l)
€ =el=).c€ .
2q+1 24 24
Lema 4.28. La funcidn € es estrictamente creciente. Dado p/29 € Z [%] se cumplen las identidades
P\ (P
6(2—q+1> —E<2q)+1
(5)-~(2)
21) 21/

Demostracion. Notemos que la proposicion c¢) implica que la pareja

(@)(%))
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es admisible siempre que p sea impar. Por lo tanto, € es creciente. Lo que resta del lema claramente es
cierto si p/2? = n es un entero. Para completar la prueba, procederemos por induccién, suponiendo que
p/2%y (p+ 1)/2? satisfacen las identidades. Denotemos por

ome(3) 5m(2)

Tenemos entonces que

2 +1 2(p+29) +1
6( 2a+1 +1> :E( 9a+1

_ (pt2 p+21+1
=€ 2 .€ 72(1

=(a+1).(8+1)

:a-l-l—i—ﬁ-l-l Agy1 — Agt
2 3+ (a+1)—(B+1)
=a.f+1.

De manera similar

2p+1\ _ (2(—p-1)+1
N\t )T\ T e

—-p—1 -p—1+1
(%) ()
= (=h).(—a)

_—5—0& Da—Dg
2 +375+o¢

= —(a.5).

Observacion 4.28.5. Estas identidades son idénticas a las propiedades del conjunto £ descritas en el
corolario Esto no es coincidencia, como lo muestra el siguiente teorema. <

Teorema 4.29. [28, teorema 16.3.4] La imagen € de € es el conjunto de pendientes « para las cuales
existe un haz excepcional E, de pendiente o.

Para terminar esta seccién probaremos algunos lemas concernientes al conjunto £ de pendientes
excepcionales que nos serdn de utilidad después.

_ 2p+1
=€ 24

Demostracion. El resultado es claro si ¢ < 0. Procederemos por induccién, suponiendo que el resultado
es vélido para 1, ..., q. Notemos que si

o 2p+1Y\ (£> p+1\ 3
vi=el oo ) = lor) e T = .
entonces alguno de p y p + 1 debe ser impar. Ademds, |a — 8] < 1 dado que ¢ > 0. Por lo tanto,
3+ a — > 2. Por la proposicién Vvemos que

Lema 4.30. Sea

una pendiente excepcional. Entonces ro > 29.

Ty =1ar(3 +a — B) > 2rarg > 20T
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Observacion 4.30.6. Aunque servird para nuestros propositos, en general esta cota suele ser muy mala.
Por ejemplo, para ¢ = 5 la cota predice denominadores 7, > 32, mientras que

22 22095
e\ = | = .===-
25 37666
<

Lema 4.31. Dado pu € Q ezisten o, 8 € £ tales que a < p < 3, y tales que el intervalo (o, §) no contiene
pendientes excepcionales vy € € con ry < 1.

Demostracion. Sea g un entero tal que 2971 > r,. Segiin el lema anterior, el conjunto

tm {e(8)re)

contiene a todas las pendientes excepcionales o tales que ra < r,. Este conjunto es discreto, asi que
podemos definir

a:=mix{y €& v <pu}
B :=min{y € & :v > u}.

Lema 4.32. Si («,3) es una pareja admisible entonces

1 1

= TeEay) R e}

Demostracion. Como («, 5) es admisible, sigue que

a+ 6 Ag — A,
2 +3+a—6
a+fB AL+ Apg 2A,,
2 3+a-f 34+a-p
a+p Pla-p)-1 1
2 3+a—p0 r2(3+a—f)
1
ZGra—f)

a.f =

:a+

La otra igualdad es similar. [ ]

4.6. Clasificacion de haces vectoriales estables

El papel que juegan los haces excepcionales en la clasificacién de gavillas estables se ilustra en el
siguiente teorema.

Teorema 4.33. [28, teorema 16.2.1] Denotemos por

m2+3m + 2

P(m) = 5

a la funcion de Hilbert de la gavilla estructural Opz. Sea r un entero y sean pu y A dos nimeros racionales.
Las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que exista una gavilla estable de rango r,
pendiente p y discriminante A en P2.

1) Los nimeros ru y r(P(p) — A) son enteros;
1) para cada o € € tal que ro <7 y | — af < 3 se tiene que

A+ A, > P(—|p—al).
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Demostracion. Probar que las condiciones del teorema son suficientes es bastante complicado y no lo ha-
remos aqui, pero probar que las condiciones son necesarias es relativamente sencillo. La primera condicién
significa Uunicamente que el grado y la caracteristica de Euler de una gavilla son nimeros enteros.

Para probar la segunda, consideremos una gavilla estable F' con invariantes (r, u, A). Sea o € £ una
pendiente excepcional y supongamos que a < u < a+ 3, siendo el caso o — 3 < p < « similar. Dado que
F' vy F, son estables, se tiene que

Ext*(F,E,) =0 (16.1)
0 6.

Ext*(F,E,) = Ext’(E,, F(-3)) =

Sigue que
0> X(FaEa) ZTTQ(P(Q_N) _A_Aa)

lo cual es equivalente a
A+ A, > Pla—pu)=P(—|a—p|).

El tdnico caso que resta probar es cuando a = p. Si F' = F, entonces la desigualdad r, < r es falsa, asi
que no debemos verificar nada. Si F' % E,, entonces las identidades en (4.6.1) siguen siendo vélidas y la
conclusion es la misma. |

El teorema anterior es muy interesante desde el punto de vista tedrico, pero a priori no es claro cémo
determinar de manera préactica si el espacio M(r, 1, A) es no vacio para valores especificos de r, u, A. En
la préctica bastard verificar la condicién IT) para un unico valor de a.

Definicién 4.34. Denotemos por

6(u) == sup  P(=|a—p|) = Aq.
a€&:|p—al<3

Corolario 4.35. El nimero §(u) es el minimo discriminante de una gavilla estable no excepcional con
pendiente .

Demostracion. Que existen gavillas estables de pendiente p y discriminante 6(u) es una consecuencia
directa del teorema: la condicién II) se satisface inmediatamente y la condicién I) se satisface si elegimos
a 7 como un miltiplo el denominador comiin de 1y P(u) —8(u). Por otro lado, si E es una gavilla estable
no excepcional de pendiente p la demostracién del teorema muestra que A(E) > P(—|a — u|) — A, para
cada a € € tal que | — | < 3: la condicién r, < r = rank E sélo fue necesaria en caso de que E fuese
excepcional. |

Dada « € £ definamos

1
- .
rO(

Ty 1=

N W
e =]

Lema 4.36. Dado u € Q, supongamos que existe 3 € £ tal que | — B| < xg. Entonces

)= s P(—la—pl) - Aa. (4.6.2)

a€:lp—a|<zo

Demostracion. Es facil verificar que, para a € &, la condicién P(—|a — p|) — Ay > L es equivalente a

2
que se cumpla una de las siguientes dos condiciones:

a) o — p] < x4;

b) |a—u|>%+,/%—%:3—xa.

En particular, 8 satisface la condicién a) por hipdtesis. Supongamos que existe a € £, con |p — o] < 3,
tal que

P(fo—pl) = Ao > P18 — ) = A5 > ¢

Si a cumple la condicién a) entonces no hay nada que demostrar, pues en ese caso « es considerada al
calcular §(p) segun la férmula (4.6.2). En otro caso, o cumple la condicién b).
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Supongamos por el momento que p < «. Entonces las condiciones b) y |u — a| < 3 se traducen en las
desigualdades

a—3<pu<a—(3—1z,). (4.6.3)

En este caso, o — 3 es otra pendiente excepcional tal que |(ov — 3) — pu| < x4—3. En efecto, (4.6.3]) puede
reescribirse como
O<pu—(0—3)<zo=2Ta—3-

Ademas se cumple que
P(—[(a=3)—p|) —Aas=P(-3 - (n—a)) —Aa—s
=P(p—a)— A,
— P(—la— ul) - Aa.

Por lo tanto, a pesar de que no se considera a « al calcular §(u) siguiendo la férmula (4.6.2)), s se considera
a a— 3y, al tomar el supremo, da el mismo resultado. |

Observacion 4.36.1. Dados u € Q y a € £, notemos que

3
— > —,
3 xa72

Por lo tanto, si P(—|a—p]) — A, > 1/2 entonces se cumple alguna de las condiciones a) o b); y si ademds
se cumple la desigualdad

ol <
o — 2
HI=35
entonces la condicién b) es imposible y, automdticamente, | — p| < z4. <

La sigiente proposicién implica que, dado p € Q, existe una tnica pendiente excepcional « tal que
lo — p| < zq.

Proposicion 4.37. Los intervalos
I, = (a—z4,a+x,); €€
son ajenos a pares y cubren a todos los numeros racionales.
Demostracion. Para probar que estos intervalos son ajenos a pares, consideremos dos pendientes excep-

cionales « < 3. Escribimos
/

ome(g)ame(3)

donde p o p’ podrian ser pares. Notemos entonces que

pll
Oé<€(2q)<5

siempre que p < p” < p’. Basta entonces demostrar que I, NIz = () cuando p’ = p+ 1. Ahora bien, dado
que a < a.f < 3, bastarfa probar que a.8 ¢ I, U Ig. Notemos que

_ (2
a=¢€ 2g+1

Sigue entonces que
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y similarmente

P(=[f —a.p]) = Ap

Aa.ﬁ S

N

Por lo tanto, o.3 no puede pertenecer a I, ni a Ig.

Para probar que estos intervalos cubren a QQ consideremos un nimero g € Q. Si 4 € € es una pendiente
excepcional entonces 1 € I, y no hay nada que probar. Supongamos que p € € y tomemos dos pendientes
excepcionales o < p < 3 tales que el intervalo (¢, 8) no contiene pendientes excepcionales de rango menor
a r, (ver lema . Por cémo fueron construidas, estas pendientes son de la forma

a—a(ﬁ) B=c¢ ptl

- \2¢/)7" 24

con p no necesariamente impar. Como 4.3 > r,, se cumple por hipétesis, entonces o3 # 'y ro.gru(p —
a.3) es un entero no nulo, de modo que

1 1
= apl > > L
Ta.fTu Ta.,B

Por lo tanto, bastara probar las desigualdades
1
aff— 55— <a+x,
To B

1
af+—5—>B—xp
o s

pues en este caso, it € I, o u € Ig dependiendo de si ¢ < a.f o p > «a.f. Las dos desigualdades son
similares, asi que nos concentraremos en la primera. Notemos que

3> 3 > a.p 1 1 1
- >af-a>af-a— 5=+ — 5
2 rZs  raB+a-p) 1,

Por la observacién [4.36.1} bastard mostrar que

1
P <a— a.f+ 2) >
T2 5

N | =

Desarrollando obtenemos

P<aaﬂ+21> P(aa.5)+P<1>+a_2aﬂl

Ta.ﬁ Ta.g Taﬂ
1 —
= Do+ Dap+ P Lo eb oy
Ta_ﬁ Toz.B
1 1 1 1 —
22<1+2 _>+ +a2 a.f
Ta.,B Ta.p roc.ﬁ
1 1 1
> (14 5 - —
2 Tap TaB

La funcion

alcanza su mdximo en r = 2 y converge de manera estrictamente decreciente a 1/2 cuando r — co. Esto
nos da la conclusién deseada. |

Corolario 4.38. La funcion § restringida al invervalo 1, con o € € tiene la forma
8(1) = P(—la— uf) — Aa.

En particular, 6(p) > 1/2 para todo p € Q.
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Corolario 4.39. No existen gavillas estables en el plano de discriminante A = 1/2.
En vista de la proposiciéon anterior podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 4.40. Dado p € Q, la unica pendiente excepcional o € £ tal que pu € I, se llama la pendiente
excepcional asociada a .

El dltimo ingrediente que necesitamos para poder determinar de manera practica cuando el espacio
M(r, 1, A) es no vacio es, dado p € Q, poder determinar su pendiente excepcional asociada. El lema
nos da una manera de hacer esto, encontrando un g tal que 2¢ > r,; sin embargo, hemos visto que la cota
que proporciona el lema es muy burda, asi que este método puede resultar ineficiente en la préctica.

Una manera eficiente de hacer esto es utilizar biusqueda binaria. El algoritmo consistira de los siguientes
pasos.

1) Definimos o := |p] y 5 := o+ 1. Verificamos si u € I, o pt € I, en cuyo caso el algoritmo termina y
el resultado es o 0 B segun sea el caso.

2) Verificamos si i € I, 5, en cuyo caso el algoritmo termina y el resultado es a.f.

3) Reemplazamos la pareja («, 3) por

(v,a.B) sip<ap
(a.3,B) sip>a.p

y volvemos al paso 2).

Ejemplo 4.40.2. Consideremos p = %. A continuacién llevamos a cabo el algoritmo.

Paso 1): Hacemos

(a,8) = (0,1)
y vemos que
o -l = 2L < 0.381966.. ..
H 500 o
5
18—l = =52 > 0.381966... = ws.

Paso 2): Tenemos que a.f = % v

9
= afl = =55 > 0085786 ... = ..

(0, ) = (0;>

y volvemos al paso 2). Paso 2): Tenemos que a.f = % y

Paso 3): Dado que p < a3 hacemos

— > 0,013393... =z,
n—apl= 500 Ta.p
Paso 3): Dado que p < a.8 hacemos
2
= O —
(@) = (0.)
y volvemos al paso 2). Paso 2): Tenemos que a.f = 1—53 y
| —a.f) = 77>0001973 =z
6500 sl
Paso 3): Dado que p < a.f hacemos
5
= O _—
@)= (0.33)
y volvemos al paso 2). Paso 2): Tenemos que «. = % y
| — a.f] = === > 0,000288... = x4 3.

8500
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@i =(0.57)

y volvemos al paso 2). Paso 2): Tenemos que «. = % y

Paso 3): Dado que p < «.8 hacemos

| — a.B] = < 0,000042... = z4.5.

44500

El algoritmo termina aqui por lo que concluimos que

191
—— € [3a.
89

Por lo tanto

89

191 34 191 22251309
0 (500) =P (— 39 ~ E00 ) — Ay = o = 0.500020415730337 ..

es el minimo discriminante de un haz vectorial estable con pendiente %. <

4.7. Cono efectivo: el caso general

En esta seccién veremos cémo usar estos resultados para calcular el cono efectivo Eff P2 para toda
n. Segun el teorema debemos encontrar la minima pendiente p de un haz estable E' con
X(E)

A — > .
Plu) = A rankEin

Notemos que si A’ > A entonces
P(u) — A" < P(u) — A.

Recordando que §(u) es el minimo discriminante de un haz estable, no excepcional, de pendiente i, vemos
que

Y(w) == P() — 6(p)

es la méxima caracteristica de Euler de un haz estable, no excepcional, de pendiente p.

Proposicién 4.41. [25, proposicion 4.1, teorema 4.2] La funcién v se extiende de manera continua a
una funcion
v RZO — RZO

tal que

1) 7(0) =0,

2) es estrictamente creciente;

3) es lineal a pedazos en el intervalo I, para cada o € &;

4) es no acotada.

En particular, v tiene una inversa. Ademds se cumple que

5) v: Q>0 = Q>0 es una biyeccion.

Observacion 4.41.1. La propiedad 2) es facil de verificar, pues en I,, la funcién ¢ estd dada por
(1) = P(~l — pl) = A

Por lo tanto, en el intervalo I, la funcién « tiene la forma

(1) = P(p) — P(=|a —pl) + Ay = { ?ﬁ?iﬂ i } i ﬁZ - ﬁggg :553
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En vista de la proposicién anterior, dado un entero positivo n, estamos interesados en calcular p =
v~ 1(n); este nimero serd la minima pendiente de un haz no excepcional tal que x/r > n.

Proposicién 4.42. Sean € Qs¢. Si a es la pendiente excepcional asociada a v~ (n) entonces

(=3+V5+8n) € I,.

DN | =

Demostracion. Sea « la pendiente excepcional asociada de y~!(n). Supongamos por el momento que
a # 0. Sigue que I, estd completamente contenido en los reales positivos; como v es creciente en I,
tenemos que

Yo —za) <y(y7(n) = n < y(a+ o).

De la primera desigualdad obtenemos

) 5
—+2n> — 4+ 2y(a — )

4 4
:g+2a(a—xa+3)+2+2Aa—2P(a)
9 1

=a? — 20z, +3a+ — —

4 12
=|la—z —|—§ :
= aty) -

1 3 5 3 3
5(—34—\/5—!—871):—§—|—\/1—|—2n>—§+a—xa—|—§:a—xa.

Similarmente, de la segunda desigualdad obtenemos

de donde

5 5
—+2n < -+ 2y(a+ x4)

4 4
)
= Z+2(a+3)(o¢+ycoé)+2+2A,1—2P(oé)
9 9 1
=a’ 4 2azy + 30+ 6z + - — —
4 rZ

—a+x—|—§2
= oty

1
5(—3—1— V5 +8n) < a+ zq4.

de donde

Ahora bien, si a = 0, como n > 0 entonces v~ !(n) < z. La desigualdad

1

2(—3+\/5+8n) <049

se demuestra con el mismo argumento de antes. Por otro lado

%(73 +/5+8n) > %(73 +/5) = .
|
Por 1ltimo, necesitamos discernir cuando existe un haz excepcional de pendiente o < y~1(n) con
Xa/Ta-
Lema 4.43. Si o > 0 es una pendiente excepcional entonces

(@) < X < y(a+ wa).

e}
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Demostracion. Tenemos que

Xoo ()= P(a) — An —ala +3) —1— Ay + P(a) = - >0,

To r2

Por otro lado

'y(a—l—xa)——:(a+3)(a+xa)—|—l+Aa—P(a)—P(a)—f—Aa:(a—|—3)xa—i.

To r2

Que esta ultima cantidad sea positiva es equivalente a

3 1 9 1

—_——_— > —_— —
2 B4+ ar? 4 r2
que a su vez es equivalente a

1
%+a(3+a)>0.

Proposicién 4.44. Sean > 0 y sea o la pendiente excepcional asociada a y~1(n). Si 0 < B < a es otra
pendiente excepcional entonces xg/rg < n.

Demostracion. Por el lema tenemos que

X
22 < (B + xp).
s

Como f+xp < a —xo <y 1(n) y v es creciente, sigue que (3 + z3) < n. [ |

Todo esto junto nos da un algoritmo para calcular el rayo extremal no trivial de Eff P2, Los pasos
a seguir son:

1) Calculamos la pendiente excepcional asociada a %(—3\/5 + 8n) y la llamamos «a.
2) Calculamos p := v~ !(n) utilizando la expresién descrita en la observacién [4.41.1

3) Si Xa/Ta = ny a < p, el algoritmo termina y la respuesta es . Si no, el algoritmo termina y la
respuesta es p.

Ejemplo 4.44.2. El primer valor no cubierto por el teorema [4.11{ es n = 17. La pendiente excepcional
asociada a (=34 /5 +8-17) es a = 5. Como 17 < 69/4 = v(9/2) entonces p :=y~(17) < 9/2, por lo
que

9 9
17=9(w) =5k+3) +1+Ay =P (2)
de donde despejamos
_ 40
p=g

Como 40/9 < 9/2 concluimos que el rayo extremal no trivial de Eff P217] estd generado por

4
OH A.
9 2

<

Terminamos este capitulo con una implementacién en Macaulay2 de la funcién effectiveCone, la cual
recibe un pardmetro n y calcula la pendiente u de la clase extremal no trivial pH — A/2 € Eff P2
utilizando este procedimiento.

Observacion 4.44.3. Utilizar este método en una computadora personal para los valores 2 < n < 108
toma aproximadamente 32 segundos. La siguiente tabla muestra los valores correspondientes a 2 < n <
100. <
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’ n  Minima pendiente p H n  Minima pendiente p H n  Minima pendiente ‘
2 1 35 7 68 133/13
3 1 36 7 69 134/13
4 3/2 37 36/5 70 135/13
5 2 38 73/10 71 220/21
6 2 39 37/5 72 95/9
7 12/5 40 15/2 73 117/11
8 8/3 41 61/8 74 118/11
9 3 42 31/4 75 119/11
10 3 43 63/8 76 120/11
11 10/3 44 8 7 11
12 7/2 45 8 78 11
13 15/4 46 90/11 79 78/7
14 4 47 91/11 80 157/14
15 4 48 92/11 81 79/7
16 30/7 49 144/17 82 159/14
17 40/9 50 197/23 83 263/23
18 23/5 51 26/3 84 23/2
19 24/5 52 79/9 85 336/29
20 5 53 80/9 86 35/3
21 5 54 9 87 47/4
22 21/4 55 9 88 71/6
23 43/8 56 55/6 89 143/12
24 11/2 57 37/4 90 12
25 17/3 58 28/3 91 12
26 35/6 59 179/19 92 182/15
27 6 60 19/2 93 61/5
28 6 61 48/5 94 184/15
29 56/9 62 97/10 95 37/3
30 19/3 63 49/5 96 62/5
31 84/13 64 99/10 97 312/25
32 125/19 65 10 98 389/31
33 47/7 66 10 99 164/13
34 48/7 67 132/13 100 165/13

93
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P = x -> (x72+3*x+2)/2

eDiscriminant = a -> (1/2)*(1 - 1/(denominator(a/1))"2)

eRadius = a -> 3/2 - sqrt(9/4 - 1/(denominator(a/1))"2)

eProduct = (a, b) -> (atb)/2 + (eDiscriminant(b) - eDiscriminant(a))/(3+a-b)
eTest = (mu, a) -> (eRadius(a))~2 > (mu-a)~2

associatedExceptionalSlope = mu —>

{
aAux = floor mu;
bAux = alAux + 1;
if eTest(mu, aAux) == true then return alux
else if eTest(mu, bAux) == true then return bAux;
cAux = eProduct(aAux, bAux);
while eTest(mu, cAux) == false do
{
if mu < cAux then bAux = cAux else aAux = cAux;
cAux = eProduct(aAux, bAux)
}
return cAux
}

effectiveCone = n ->
{
a = associatedExceptionalSlope ((-3+sqrt(5+8+%n))/2);
Da = eDiscriminant a;
if n == P(a) - Da then return a
else if n <= P(a) + Da - 1 then return (n + P(a) - Da - 3*a -1)/a
else return (n + P(a) - Da - 1)/(a+3)



Capitulo 5

Descomposicion po lugar base
estable

En este capitulo hablaremos de la descomposicion por lugar base estable, o SBLD por sus siglas en
inglés, del cono efectivo Eff P2, La SBLD descompone a Eff P2[" en muros y cdmaras. Uno puede
pensar en el rayo extremal no trivial de Eff P2l como el primer muro de la SBLD, de modo que calcular
la SBLD es en cierto sentido una generalizaciéon del problema discutido en el capitulo 4. Durante la
primera seccién de este capitulo definiremos qué es la SBLD de Eff P2"] y los conceptos necesarios para
entender el siguiente teorema que, junto con los calculos presentados al final, constituye la aportacién de
este trabajo de tesis al entendimiento del esquema de Hilbert P[],

Teorema 5.1. Sea n = (df) Y sea

El cono [Do,,(a), D1] es una camara de la SBLD de Eff P2,

Este teorema es interesante pues es un resultado general sobre una familia infinita de valores de n
cuya demostracién requiere inicamente técnicas elementales. Mas atin, este teorema y su demostracion
sugieren que es posible seguir una estrategia constructiva, como la descrita al final de la siguiente seccidn,
para calcular la SBLD de Eff P2l para cualquier valor de n dado.

5.1. Una estrategia para calcular la descomposicién por lugar
base estable

Definicién 5.2. Sea D un divisor efectivo en una variedad X. Denotamos por BL(D) al lugar base de

D. Definimos el lugar base estable de D como

SBL(D) := ﬁ BL(nD).

n=1

Ejemplo 5.2.1. Un divisor D se llama semiamplio si SBL(D) = (). Todo divisor amplio es semiamplio.

<
Corolario 5.3 (del corolario [3.14)). Si~y C X es una curva tal que D -~y < 0 entonces v C SBL(D).
Demostracion. Para toda n > 1 se tiene que (nD) -y =n(D -7v) < 0. [ ]

Observacion 5.3.2. Notemos que SBL(D) = SBL(nD) para n > 0. Por lo tanto, tiene sentido hablar
del lugar base estable del rayo generado por D. <

Pensemos en dos clases D; = pu; — %A;i = 1,2 en el plano (A, H). Si 0 < p; < pg diremos que D; estd
a la izquierda de Dy y escribiremos D; < Ds. Del mismo modo diremos que Dy < H < A. Si D < D’
denotaremos por [D, D’] al cono generado por D y D’. Asimismo, usaremos la notacién [D, D'), (D, D]
y (D, D') para denotar a [D, D'] sin el rayo generado por D’, por D y sin ambos rayos. Por ejemplo, si
D = puH — A genera al rayo extremal no trivial de Eff P2["] entonces [D, A] = Eff P2,

55
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Definicién 5.4. Si D es una clase efectiva no contenida en ningiin rayo extremal de Eff P2l"! diremos
que D genera un muro de la descomposicién por lugar base estable (SBLD) de P2l si

SBL(D — eA) # SBL(D + €A)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. De igual manera llamaremos muros a los dos rayos extremales.
Si D < D’ generan dos muros de la SBLD, diremos que [D, D’] es una cdmara de la SBLD si (D, D’) no
contiene a ninguin otro muro.

Figura 5.1: D; < Dy < H < A.

Hemos mencionado que P2} es un espacio soniado de Mori. Una consecuencia de este hecho es la siguiente
propiedad.

Corolario 5.5 (del teorema [3.7). Eristen sélo un niimero finito de muros en la SBLD de P2,
A continuacién veremos que [H, A] siempre es una cdmara.

Lema 5.6. Si Dy, Dy son dos divisores efectivos y Do es semiamplio entonces
SBL(D1 + DQ) C SBL(Dl)

Demostracion. Sea Z € SBL(Dy + D) y sea n suficientemente grande para que Z ¢ BL(nDs). Entonces
existe D} ~ nDy que no pasa por Z. Como Z € SBL(D; + D), si D} ~ nD; entonces D} + D) pasa por
Z; es decir, D} pasa por Z. [ ]

Proposicién 5.7. En P2 se tiene que SBL(H) = ) y SBL(uH + A) = A si > 0.

Demostracion. Si Z € P2 podemos tomar una recta £ C P2 que no intersecte al soporte de Z. Esto nos
da un representante de H que no contiene a Z, de modo que Z ¢ SBL(H).

Por el lema anterior, SBL(uH +A) C SBL(A) C A para p > 0. Por otro lado, el elemento general en A
pertenece a una curva de tipo 72 segin la notacién del teorema Notemos que (uH +A) -y = =2 <0,
de modo que A C SBL(pH + A). [ ]
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Corolario 5.8. El cono [H,A] C Eff P2’ es una cimara de la SBLD de P2,

Corolario 5.9. Si 0 < u < i/ entonces SBL(u'H — $A) C SBL(uH — 3A), (siempre que ambas clases
sean efectivas).

Demostracion. Podemos escribir
/ 1 1 /
uH—iA: quiA +(u —wH

con (' — p)H semiamplio. [ |

Si denotamos por Dy = ugH — %A al generador del rayo extremal no trivial de Eff P2 calcular la
SBLD de P2["] consiste en encontrar todos los valores po < p1 < ... < up talesque D; = u; H— %A genera
un muro. Con esta notacion, las cdmaras de la SBLD seran [Do, D1], [D1, D2,],...,[Dn-1,Dn],[Dn, H]
y [H, A]. De ser posible, nos gustaria describir también el lugar base estable de un divisor D € (D;_1, D;).

Figura 5.2: Descomposicién por lugar base estable de Eff P2,

El siguiente resultado es una adaptacién del corolario [5.3

Proposicién 5.10. Supongamos que D € Eff P2 genera un muro de la SBLD, con D < H. Sea

k

SBL(D) = J C;

i=1

la descomposicidn por componentes irreducibles de SBL(D). Supongamos que para cada 1 < i < k existe
una familia de curvas T'; y un divisor D; € (D, H) tales que

1) para cada v; €Ty, D; - =0y H -~ >0;

2) el elemento general Z € C; pertenece a una de las curvas ~y; € T';;
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3) C; ¢ SBL(D;).

Entonces cada D; genera un muro de la SBLD. Si suponemos ademds que D1 < Do < ... < Dy entonces
[D, D] es una cdmara de la SBLD.

Demostracion. Escribamos 1

Fijemos i y consideremos una clase D’ := ' H — 1A tal que D’ < D;; es decir, tal que 1/ < p;. Siy; € T;
entonces

D' v; =D — (wi — p')H - 7; < 0.
Por lo tanto, C; C SBL(D’). Como C; ¢ SBL(D;), esto prueba que D; genera un muro. Si D1 < Dy <
... < Dy, entonces para cada D’ € (D, Dy) tenemos que

k
SBL(D) = | J Ci € SBL(D').
i=1
Por lo tanto, el lugar base estable es constante en [D, D;), de modo que [D, D1] es una cdmara. |

La demostracién anterior sugiere una posible estrategia para calcular la SBLD cuyos pasos se explican
a continuacion.

1) Empezar con un muro de la SBLD generado por una clase D (por ejemplo, el rayo extremal no trivial
de Eff P2,

2) Calcular el lugar base estable de D y la descomposicién en componentes irreducibles

k

SBL(D) = U C;.

i=1
3) Para cada i calcular una familia de curvas I'; cuya unién pase por el punto general de C;.

4) Dada una curva ; € T'; calcular los ndmeros de interseccién H - v; y A - ~; y verificar que H - ~; > 0.
Utilizando estos ntmeros, calcular la clase D; tal que D; - y; = 0.

5) Si D; = u;H — %A, encontrar un haz FE; de pendiente y; tal que, si Z € C; es un elemento general,
entonces
RO(P?*E ® IT7) = h°(P?, E) — n - (rank E).

6) Reordenar a los D;’s para que D1 < Dy < ... < Dy.

Al finalizar estos pasos, [D, Di] serd una cdmara de la SBLD y podemos repetir el proceso haciendo
D = D; para obtener sucesivamente cada una de las cdmaras de la SBLD. Este proceso terminara
cuando SBL(D) =}, en cuyo caso [D, H| es una cdmara.

Observacion 5.10.3. Esta estrategia es la parte central del capitulo 5. Tanto el teorema |5.1] como los
calculos al final de este capitulo estan basados en ella. <

5.2. Curvas en familias conocidas

A continuacién definimos algunas familias dentro del esquema de Hilbert P2[" que tipicamente apa-
recen como componentes de SBL(D) para varias clases D € Eff P27,

Definiciéon 5.11. Dados dos enteros positivos k,d consideremos todos los esquemas reducidos Z =
Z'UZ" e P?" que consisten de k puntos Z’ contenidos en una curva suave de grado d y n — k puntos
Z" fuera de esta curva. Denotaremos por C,(k,d) a la cerradura de esta familia. Si k = n omitiremos el
subindice y escribiremos C(n, d) := Cp(n,d).

Observacion 5.11.1. Si k < (*}?) entonces C,(k,d) = P2l Asimismo, C,(k,d) = 0 si k > n. En
cualquier otro caso Cy,(k,d) es una familia propia de p2Ln], <
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Ejemplo 5.11.2. Sin = (‘“2'1) entonces C(n,d) es el soporte del divisor Do, (a)- <

A continuacién consideremos al espacio proyectivo PV = PC[z, y, z]4 que parametriza curvas planas
de grado d (con N = (d;'?) — 1) y al abierto U C PV correspondiente a las curvas suaves. Definimos la
variedad de incidencia

Y :={(C,p1,...,pn) €U x (P))" : p1,...,pr € C}.

Si consideramos la proyeccién natural ¥ — U entonces la fibra sobre una curva C' € U es isomorfa a
C* x (P2)"=F. Por lo tanto, ¥ es una familia plana sobre U con fibra general irreducible; en particular,
¥ es irreducible. Ademads, la dimensién de X es

d;2>—1+k+2(n—k)

= <d+2>+2nkl.

dim ¥ = dim U 4 dim C* x (P?)"~* = (

2
Ahora bien, k puntos py,...,p, sobre una curva suave C junto con n — k puntos distintos en P? \
{Pk+1,---,Pn} determinan de manera unica un elemento en Cy(k,d). Esto define una funcién racional
dominante

Y — Cn(k,d) c P2,

Lema 5.12. Supongamos que (CHQ'Q) <k<mn. SeaZ =272 UZ" € Cyk,d) donde Z' es un esquema
general de longitud k sobre una curva suave C € U y Z" C P2\ Z' es un esquema general de longitud
n —k en P2, Entonces la fibra de la funcién racional ¥ — C,(k,d) consiste de un sélo punto.

Demostracion. El lema es equivalente a la afirmaciéon de que la tnica curva de grado d que intersecta a
Z en al menos k puntos es C. Para ver esto, consideremos la sucesiéon exacta

0 — Opz = Op2(d) = Oc(d) —» 0
y la sucesién inducida en cohomologia
0 — H°(P?, Op>) — H(P?, Op(d)) — H°(C,0c(d)) — H*(P? Op2) = 0.

Vemos de esto que h°(C,Oc(d)) = (df) — 1. Dado que O¢(d) satisface interpolacién para cualquier
d+2

5 ) — 1, esto prueba que dados &’ puntos generales I' C C, con k' < (d;rQ) -1,

numero de puntos, hasta (
se tiene que

RO (P2, 71 (d)) = (d ;r 2) — K.

Por supuesto, si I' C C' es de longitud k¥’ > (df) entonces

R (P?, Ir(d)) = 1

pues la tnica curva de grado d que contiene a I' es C' misma. Consideremos entonces un subesquema
' =T"UI” C Z de longitud k con I" C Z’ de longitud k' y I’V C Z” de longitud k —k’. Si k¥’ < (d‘gg) -1
entonces h° (P2, Zr/ (d)) = (*1?) — k' < k— k', de modo que h°(P?, Zr(d)) = 0. Por otro lado, si &’ > (*?)
entonces h°(P?,Zr(d)) = 1 asi que h°(P?,Zr(d)) = 0 excepto si I C C; esto ocurre tinicamente si
I'"=0,dedonde k =k y I" = Z'.

En resumen, la tnica curva de grado d que intersecta a Z en al menos k puntos es C. |

Como consecuencia del lema anterior obtenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 5.13. Si (df) < k <n entonces C,(k,d) es una familia irreducible de dimension
d+2
dim C (, d) = ( ; ) Fom—k— 1.

Las familias C(k, d) admiten una generalizacién directa de las proposiciones y que enuncia-
remos a continuacion.
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Definicién 5.14. Consideremos un pincel {Z; : t € P'} de grado k sobre una curva suave de grado d en
P2 y un esquema general Z” C P? de grado n— k. Diremos que la curva definida por Z; := Z/UZ" € P2
es una curva de tipo oy 4.

Ejemplo 5.14.3. Si hacemos £ = d = 1 en la definicién anterior, obtenemos una curva de tipo a; 1 C
P2 que no es otra cosa que mantener n — 1 puntos fijos y mover el n-ésimo sobre una recta. <

Proposicion 5.15. Si (dgl) < k entonces el elemento general en Cp(k,d) pertenece a una curva de tipo
o 4. Ademds, dada una curva general de tipo ay q se cumple que

H - Qk.d = d
A d—1
— =k—-1 .
5 Qk.d + ( 9 )
Demostracion. La demostracién es idéntica a la de las proposiciones y [ |

Corolario 5.16. Supongamos que (dgl) < k. Sila clase D, con

Folt (), A
d 2

es una clase efectiva entonces Cy,(k,d) C SBL(D).

D <

Demostracion. El elemento general de C,, (k, d) esté contenido en una curva de tipo o gy D-agq=0. B

5.3. Resoluciones minimales de puntos y degeneraciones

En esta seccién estudiaremos otra coleccién de familias dentro de P2 que a menudo ocurren como
componentes del lugar base estable de una clase efectiva. Iniciaremos recordando brevemente qué es la
resolucion minimal de una gavilla coherente sobre P2,

Observemos que el grupo

T.(P?, Op) := @ HO(P*, Op2(m))
m>0
es isomorfo al anillo graduado S = Clx,y, z] identificando a H°(P?, Op2(m)) con la parte homogénea S,,.
El producto en S corresponde a la multiplicacién de secciones en T',(P?, Op2). De este modo, dada una
gavilla coherente F sobre P2 obtenemos un S-médulo finitamente generado

I.(P2, F) = @ HO(P?, F(m))
meEZ

donde nuevamente la el producto escalar corresponde a la multiplicacién de secciones. Reciprocamente, un
S-médulo graduado finitamente generado M determina una gavilla coherente M. Esta correspondencia
entre gavillas coherentes y S-médulos finitamente generados no es biyectiva, pero se cumple que

r.(pP2,Fr)=F.
Ver [19, p. 116]) para una discusién detallada.

Ejemplo 5.16.1. La gavilla Opz(m) da lugar al médulo S(m) := [, (P2, Opz2(m)) que es simplemente S
pero con la graduaciéon dada por
S(m)d = Sm+d-

Diremos que un médulo es libre graduado si es una suma directa finita de médulos de la forma S(m). <

Una sucesion exacta de S-mddulos induce una sucesién exacta en las correspondientes gavillas cohe-
rentes, pero no al revés.

Ejemplo 5.16.2. La gavilla Opz(1) estd generada por secciones globales, lo que significa que el morfismo
evaluacién

Op> ® H°(P?, Op2(1)) = Op2(1)
es suprayectivo. Sin embargo, en la categoria de S-mddulos finitamente generados el cokernel del morfismo

correspondiente es
S/(z,y,z) = C.
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Definicion 5.17. Consideremos un morfismo
P s-b;) = P S(—an).
j=1 =

Esto es lo mismo que una matriz m de tamano s x r cuya entrada m;; es un polinomio homogéneo de
grado b; — a;. Diremos que el morfismo m es minimal si m;; = 0 siempre que a; = b;.

Dado un S-médulo graduado finitamente generado M, una resolucidn minimal de M es una sucesiéon
exacta

.o F = F—>M-—=0

donde cada F; es libre graduado y cada morfismo F; 1 — F; es minimal. Una resolucion minimal de una
gavilla coherente F es la sucesién exacta inducida por una resolucién minimal de T, (P?, F).

Observacion 5.17.3. Es facil demostrar que toda resolucion minimal de M se obtiene mediante el
siguiente proceso.

1) El primer paso consiste en elegir un conjunto minimal de generadores homogéneos {z1,...,z,} de
My := M con grados deg(x;) = a; y definir

FO = @ S(—CLZ)
=1

junto con el morfismo F — M determinado por mandar el i-ésimo generador a x;.

2) En el segundo paso elegimos un conjunto minimal de generadores homogéneos para M; := ker (Fy —
M), lo cual determina un mdédulo libre graduado Fy y un morfismo Fy — My C Fy.

3) De manera similar, en el i-ésimo paso elegimos un conjunto minimal de generadores homogéneos
para M; 1 := ker (F;_; — F;_3), lo cual determina un moédulo libre graduado F; y un morfismo
F,— M; 1 C F;_4.

Una consecuencia directa de este hecho es que la resolucién minimal de un S-mdédulo M es tnica salvo
un isomorfismo de complejos de S-médulos (ver [11] teorema 1.6]). <

El teorema describe la resolucién minimal de un elemento general Z € P2, A continuacién
estudiaremos qué sucede con los esquemas Z € P2" que no satisfacen dicho teorema. En general queremos
estudiar gavillas coherentes que tienen una resolucién minimal de la forma

t t+r
0= P Op2 (=) = P Op2(—a;) = E =0
i=1 i=1
para algunas colecciones de ntimeros a = (a1,...,a44) y b= (b1,...,by).
Definicién 5.18. Sean a = (a1,...,0¢4r) y b = (b1,...,b:) dos vectores de enteros. Diremos que la

pareja (a,b) es admisible si
1) ay Zag 2...at+rybl sz 2 th
2) Para cada 1 <i <t, a; < b;.

Diremos que una gavilla E admite una resolucidn minimal de tipo (a,b) si existe una sucesién exacta

t t+r
0— @Oﬂm(—bi) A, @O[pﬂ(—ai) —-FE—=0
i=1 i=1

con M minimal.

Teorema 5.19. Si E es un haz vectorial o E = Ty para algin Z € P2 entonces E admite una resolucion
minimal de tipo (a,b) para una tdnica pareja admisible (a,b).
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Demostracion. El caso en que E es un haz vectorial sigue de [4, proposicién 1.4]. Para el caso en que
FE =17 es una gavilla de ideales, notemos que una resolucién minimal
.F—>F > Fy—1yh
induce una resolucién minimal de O
By > By — Fy — Op2 — Oz — 0.

Como la resolucién minimal de Oz tiene longitud a lo méas 3 (ver [II], teorema 1.1]) sigue que Fy = 0. La
unicidad de la pareja (a,b) sigue de [1I], teorema 1.6]. [ ]

Observacion 5.19.4. Si E admite una resolucién minimal de tipo (a, b) entonces

rank £ =r
t t+r
degE = sz — Zai
i=1 i=1
t+r t
X(E(m)) =Y P(m—a;) =Y P(m—b).
i=1 i=1
<
Corolario 5.20. Si E admite una resolucion minimal de tipo (a,b) entonces
1 t t+r 1
A(E)= — b7 — 2+ su(E)2
0= 5 (3ot 38 ¢ gt
Demostracion. Utilizando el teorema de Riemann-Roch vemos que
r(P(u(E)) — A(E)) = x(E)
t+r t
-3 Plea) - Y P
i=1 i=1
_§a§—3ai+2 _zt:bf—3bi+2
- 2 : 2
=1 i=1
3 t t+r 1 t t4r
=1 =1 =1 =1
3 1 [ t+r
_ 2 2
= §degE+rf 5 <Zlb1 ;%) .
Despejando obtenemos la férmula deseada. |

Corolario 5.21. Si el ideal Z; de un esquema Z € P2 admite una resolucidn minimal de tipo (a,b)
entonces

r=1
t+1 t
RO
i=1 i=1

t+1

t
Zb? — Zaf = 2n.
i=1

i=1

Demostracion. Recordemos que la funcién de Hilbert de Z5 es

X(Zz(m)) = x(Opz(m)) — x(Oz(m)) = (m;— 2) -

Ademas, Tz es de rango 1. Del teorema de Riemann-Roch obtenemos las identidades u(Zz) = 0y
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Proposicién 5.22. Si el ideal T, de un esquema Z € P2 admite una resolucién minimal de tipo (a,b)
entonces

t < apy

ay <n-— (atz“) (5.3.1)

b1 <ay+app +1—t.

Demostracion. Se tiene que
t

t
at+1:Zbi—ai221:t.
i=1

i=1

Por otro lado
t
2n+a%+1 = be —a?
i=1

= (b — i) (bi + a;)
i=1

> Z(bl - ai)(Qai + 1)
= (2a1 + 1)+ (by — a1 — 1)(2a1 + 1) + Y _(b; — a;)(2a; + 1)
=2

t
> (201 + 1) + (—1 +) b - ai> (2ar41 +1)
=1

= (2&1 + 1) + (Clt+1 — 1)(2at+1 + 1)

2
= 2a1 + 2a;, 1 — Qyy1-

Despejando obtenemos que

Por ultimo

b1 = a1 + a1 _Z(bi_ai) <ap+aq+1—1t.
i—2

Observacion 5.22.5. Las cotas en (|5.3.1) son 6ptimas. Por ejemplo, para la resolucién minimal general
de n = ("") puntos
0— OP2(—T — 1)T — OP2(—T)T+1

las tres desigualdades en ([5.3.1]) son, de hecho, igualdades. <

Corolario 5.23. FEziste un nidmero finito de parejas admisibles (a,b) correspondientes a ideales de n
puntos.

Teorema 5.24. [T1, teorema 3.13] Si (a,b) es una pareja admisible que cumple las condiciones del
corolario [5.21] entonces el morfismo minimal general

t t+1
P Oz (—bi) — P 02 (—ai)
i=1 i=1
es inyectivo y el cokernel de M es el ideal de un esquema reducido Z € P2,

De acuerdo al teorema anterior cada pareja admisible da lugar a una familia dentro del esquema de
Hilbert P2,
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Definicién 5.25. Denotaremos por M(a,b) al conjunto de gavillas estables que admiten una resolucién
de tipo (a,b). Este es un subconjunto de M(r, u, A) para algunos valores de r, u, A. Denotaremos por
M(a,b) ala cerradura de M(a, b) dentro de M(r, u, A). Si (r, p, A) = (1,0,n) de modo que M(r, i, A) =
P2["] entonces usaremos la notacién P2 (a, b) :== M(a, b).

Observacion 5.25.6. Si (a,b) es una pareja admisible, denotemos por

t+r t

A= @O}p&(—ai), B .= @ O]pz(—bl)
i=1 =1

Tenemos entonces una funcién racional dominante
Hom™"™ (A, B) — M(a,b)
M — coker M

donde Hom™"™ (A, B) denota al espacio vectorial de morfismos minimales A — B. Por lo tanto, M (a, b)
es uniracional y, en particular, irreducible. <

Teorema 5.26. [/, proposicidn 3.3] Sea (a,b) una pareja admisible correspondiente a una gavilla estable.
Entonces se cumple la formula

dim M(a,b) = dim Hom(A, B) + dim Hom(B, A) — dim End(A) — dim End(B) + 1 — #{(4,7) : a; = b; }

Como una aplicacién de este teorema mostraremos a continuacién que en muchos casos C(n,d) =
P2["](a, b) para alguna pareja admisible (a,b) adecuada.

Proposicion 5.27. Sea n un entero positivo.
1) El elemento general Z € C(n,1) admite una resolucion minimal de la forma
0— Op2(—n —1) = Op2(—n) & Op2(—1) - Iz — 0
de modo que C(n,1) = P?"((n, 1), (n +1)).
2) Sin =2k con k > 2, el elemento general Z € C(n,2) admite una resolucion minimal de la forma
0— Op2(—k —2) = Op2(—k) ® Op2(—2) Iz — 0
de modo que C(2k,2) = P2k ((k,2), (k + 2)).
3) Sin=2k—1 conk >3, el elemento general Z € C(n,2) admite una resolucidn minimal de la forma
0 — Opz(—k —1)% = Op2(—k)? © Op2(—2) = Iz — 0
de modo que C(2k — 1,2) = P2R2F=U((k, k,2), (k 4+ 1,k + 1)).

Demostracion. Las tres partes se demuestran de manera similar as{ que demostraremos 3). Es claro que
la pareja ((k, k,2), (k+ 1,k + 1)) es admisible y produce ideales de

2k +1)% — 22 — 22
2

puntos sobre una cénica. Por lo tanto P22*=1((k, k,2), (k + 1,k + 1)) C C(2k — 1,2), asf que bastard ver
que estas dos familias son de la misma dimensién. Por un lado, el teorema

dim P25 (k. &, 2), (k + 1,k + 1)) = 4((]“ +1) —k+ 2) N 2<(k +1) -2+ 2)

=2k—1=n

_4<(kz+1)2_ék+1)+2> _4<k2_;;+2>
_(2—;+2>_2(k—§+2>+1
=2k + 4.

Por otro lado, la proposicién [5.13| muestra que

242
dim C(n,2):( ; )+2n—n—1:2k5+4.
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A menudo las familias C, (k,d) tienen una descripcién de la forma P2(a,b) para alguna pareja
admisible (a,b), pero éste no siempre es el caso.

Ejemplo 5.27.7. El elemento general Z € C7(6,2) consiste de seis puntos Z’ sobre una cénica suave
C C P? junto con un punto general p € P?\ C. Es claro que H°(P?,Z7(2)) = 0; ademds, el ideal de Z’
tiene resolucién minimal

0 — Op2(—5) = Op2(—3) ® Op2(—2) > Tz — 0

de modo que
RO(P%,Z5(3)) = h°(P?,Z4(3)) — 1 = 3.

Usando la notacién de la proposicién [5.22| esto prueba que para el ideal de Z
3<t < a1 =3.
Es facil deducir a partir de esto que la resoluciéon minimal de Z tiene la forma
0 — Op2(—5) ® Opz (—4) 25 Op2(—3)3 = T — 0.

Seguin el teorema el elemento general en P27l tiene la misma forma, de modo que la contencién
C7(6,2) € P27((3,3,3), (4,5)) es estricta en este caso.

Por otro lado, dos de las tres cibicas en Zy tienen la forma ¢; := C - ¢;,i = 1,2, donde C es la cénica
que contiene a Z’ y /; es una recta que pasa por p. Estas dos ciibicas satisfacen la relacién lineal

ly-qi+ (—41)-q2 = 0.

Por lo tanto, la matriz M puede tomarse de la forma

* 0
M = * 42
* *51

Es facil ver que si un ideal admite una resolucién minimal con una matriz M de esta forma entonces
pertenece a Cr(6,2). <

Observacion 5.27.8. El ejemplo anterior muestra cémo podemos producir distintas familias en P2 a
partir de una pareja admisible (a,b) considerando matrices M con algunas de sus entradas iguales a 0.
A menudo estas familias tienen una descripcién de la forma C,(k,d) y viceversa.

A lo largo de este trabajo llamaremos a estas familias degeneraciones de P2 (a,b); las familias
descritas en las secciones 5.6 y 5.7 tienen todas esta forma. <

5.4. Teorema de Gaeta para haces vectoriales

_— r+1 +s
T2

con 0 < s <r. Una manera en la que uno puede anticipar la resolucién del teorema [2.19| es la siguiente.
Primero calculamos la dimensién del espacio vectorial Hompz (Opz(—m),Zz) para un elemento general
Z e p2nl;

Fijemos un entero positivo

m+2) —-n

mq := dim Hompz (Op2 (—m), I7) = dim H°(P?, I(m)) = { (" sim 2z

0 en otro caso.

De aqui deducimos que el primer grado que aparece en los generadores de la resolucién minimal de Z; es
, 2 . . ’ .

r v que el nimero de generadores de este grado es (Tg ) —n =1r—s+ 1. Es decir, los primeros términos

de la resolucién minimal de Zz son

Opz(—’l‘)riﬁl —Zz — 0.
Podemos usar esta resolucion parcial para estimar

hO(P?, Zz(r + 1)) =~ 3(r — s +1).
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El valor verdadero de esta dimensién es (”2'3) —n, asi que debemos corregir con

(T;3> —n—3(r—s+1)=2s—r

generadores de grado r + 1. Es decir, los primeros términos de la resolucién minimal de Z, serian
O]p2(—7“ — 1)28_7. ©® OP2(_,’,)r—s+1 —1y;—0.

Si 2s — r < 0 debemos interpretar esto como agregar r — 2s relaciones de grado r + 1, de modo que los
primeros términos serian

Opa (=1 —1)"72 = Opa(—r)" T 5 T, = 0.
En cualquier caso podemos usar esta resolucién parcial para estimar
RO(P*,Zy(r+2)) ~6(r—s+1)+3(2s—7)=3r +6.

De nuevo, la diferencia con el valor real es

(’”;4) = (3r46)=—s.

Este ntimero siempre es negativo, asi que lo interpretamos como s relaciones de grado r + 2. Llegamos
entonces a la resolucién

Op2 (=1 —2)* = Op2 (=1 — 1)*7" @ Opa (—1)" T = T, =0
en caso de que 2s —r > 0, y a la resolucion
OPZ(—’I’ — 2)5 D Opz(—?" — 1)T_2S — O]pz(—’l")r_s—HL — IZ —0

si 7 — 2s > 0. En ambos casos vemos que esta resolucién calcula el valor correcto de h®(P?,Zz(r + m))
para m > 3 asi que ya no es necesario hacer mas correcciones. Las resoluciones del siguiente teorema
se ven mucho mds complicadas pero pueden ser deducidas aplicando el mismo razonamiento (ver [28] p.
214-215]).

Teorema 5.28. Sea (1,1, A) el cardcter de una gavilla estable en P2. Si denotamos por
mo :=min{m > —p: P(m+ u) > A}

entonces el elemento general E € M(r, u, A) admite una resolucion de una de las siguientes dos formas

(u+m0)(u+mo+1))
2

0— O]PQ(*’ITLO — 2)T<A_ — O]pz(fm() — l)r(QAf(”erO)(“‘FmOﬁLQ)) P O]PQ(*TTL())T(P('UJJFmO)iA)

- (u+mro)(/4r+m'o+1)>
2

0 — Op2(—mg — 2)’”(A @ Op2(—mg — 1) (HFmo)(utmo+2)=28) _, O, ()7 (Plutmo)=4)

dependiendo de si 2A — (p 4 mo) (1 + mo + 2) es positivo o negativo.

Ejemplo 5.28.1. Hemos visto en el ejemplo [4.44.2 que el rayo extremal no trivial de Eff P27) est4
generado por el divisor de Brill-Noether de un haz E de pendiente = 40/9. Si buscamos que

_ XE) _p(40)
7_rankE_P<9 A

obtendremos que

44
A=—.
81
El minimo rango para el cual ru y r(P(u) — A) son enteros es r = 9. En este caso mg = —4, asi que el

haz F tiene resolucién
0— Op2(2)2 = Op2(4)'' - E — 0.
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Ejemplo 5.28.2. Podemos utilizar este resultado para describir al tinico haz excepcional de pendiente
a € &. Por ejemplo, los haces de pendiente o = 2/5 y a = 3/5 tienen resoluciones
0 — Op2(—2) = 0% — E; =0
0 — Op2(=1)* = Op2 — E3 — 0.
<

Ejemplo 5.28.3. En muchas ocasiones podemos utilizar este procedimiento para construir haces ines-
tables. Por ejemplo, hemos visto que no existen haces estables con discriminante A = 1/2. Si insistimos
en producir un haz con caracter de Chern (r, u, A) = (2,0,1/2) llegaremos a la resolucién

0— Op2(—2) = Op2(=1)2® Op = E = 0.

5.5. Demostracion del Teorema 5.1

En esta seccién demostraremos el teorema [5.1] utilizando la estrategia descrita en la primera seccién.
Consideremos un numero de la forma
d+2
n= .
2

Hemos visto en la proposicién que en este caso el rayo extremal no trivial de Eff P2l est4 generado
por

1
DOP2(d) == dH - §A

asi que podemos empezar el paso 1) con esta clase e intentar calcular el siguiente muro de la SBLD de
]P;2[n]

Por cémo esta definida, un representante efectivo de la clase Do , 4y estd dado por la familia C (n,d).
En este caso esperamos que SBL(Do,(n)) = C(n,d), pero para probar esto necesitaremos trabajar
primero en los pasos 3) y 4). Notemos que en la prueba de la proposicién la condicién

< d+2
n
2
solo es necesaria para garantizar la existencia de una curva de grado d que contiene a Z. En este caso

n = (df), asi que el elemento general Z € P?[™ no pertenece a una curva de tipo ag; sin embargo, el

elemento general Z € C(n,d) si pertenece a una curva de tipo «4. Segin la proposicién obtenemos
que

~ad:d

d—1
-ad:n—1+< 5 >:d2+1.

| >

Definimos p
Dy = (d*+1)H — 32

de modo que D - ag = 0. Notemos que d < (d* + 1)/d, asf que Do,y < D1. Esto muestra que C(n, d)
estd contenido en el lugar base estable de cualquier D € [D@]Pz (d)» D1). En particular

SBL(DOHDZ(d)) = C(n, d)

tiene una unica componente irreducible. Esto concluye los pasos 2), 3) y 4). Para el paso 5) consideremos
un haz E de Steiner dado por

0 — Opa(d — 2)*4+Y) 5 Opa(d — 1)FCHY 5 B 0.
Notemos que
rank E = kd
deg E = k(d* +1)
hO(P?, E) = kdn.
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Bastara entonces probar que h’(P?, E® Zz) = 0 para algin Z € C(n,d), para lo cual reproduciremos los
argumentos de la proposicién Consideremos un morfismo general f : P! — P2 de grado d. Notemos
que en la notacién del corolario s=d+1yr=d. Comos/r>1>¢p ! sigue que

fH(E) = Op (d® + 1)
si k es suficientemente grande. Si C' = f(PP!) entonces las sucesiones exactas cortas
0— E(—d) - F—E|c =0

0 — Op2(=2)FdHY) 5 Op, (—1)F4HD 4 B(—d) — 0

muestran que el morfismo de restriccion H°(P?, E) — HY(C, E|¢) es un isomorfismo. Consideremos un
subesquema reducido Z C C C P? consistente de los (dgl) nodos de C junto con n — (dgl) = 3d puntos
generales de C'. Tenemos entonces los isomorfismos

H°(P*, E ©1z) = H'(C,Elc(~2)) = H(B', (f*E)(~f*Z)).
Como f*Z tiene grado
d—1
degf*Z:Q( ) >+3d:d2+2

sigue que
HO(P' (f*E)(—f*Z)) = H°(P', Op: (—1))" = 0,

lo que completa la demostracion.

5.6. Descomposicién por lugar base estable de Eff P8l

Ahora ejemplificaremos la estrategia descrita en la seccién 5.1 para calcular la SBLD de Eff P2[8]. El
paso 2) es el mds dificil: aunque suele ser relativamente sencillo describir familias contenidas en el lugar
base estable de un divisor D, las técnicas descritas en este trabajo de tesis no nos permiten probar que
éstas determinan todo el lugar base estable de D. Por lo tanto, los argumentos aqui presentados sélo
muestran que cada clase listada en el Cuadro 5.1 es un muro y que el lugar base estabe entre cualquiera
de estos dos divisores contiene a lo que mostramos en la tabla. A priori podria suceder que existan muros
que no estemos listando en el Cuadro 5.1 o que los divisores en alguna de las cAmaras tengan un lugar base
estable mds grande del listado. Sin embargo, en [2] aparecen célculos explicitos de la SBLD de Eff p2[n]
para 2 <n < 9 utilizando métodos distintos y la tabla que obtenemos aqui resulta ser correcta.

Observacion 5.28.1. Aunque elegimos el caso n = 8 como ejemplo para esta tesis, la misma estrategia
resulta en la SBLD correcta para 2 <n < 9. <

Primero listamos las distintas resoluciones minimales de esquemas de 8 puntos en P? junto con las
degeneraciones que admiten.

a) La resolcién general de 8 puntos en P? es
0— O[P2(—5)2 — OP2(—4) S5 O]pz (—3)2.
Esta admite dos degeneraciones:

a-1) La familia C(4, 1) correspondiente a matrices de la forma

1
1
2

N = O

a-2) La familia C(6,2) correspondiente a matrices de la forma

1
1
2

S =
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b) La resolucién minimal
0 — Op2(—5)2 @ Op2(—4) = Op2(—4)? & Op2(—3)?
que corresponde a la familia C(7, 2).

¢) La resolucién
0 — Op2(—6) ® Op2(—4)> = Op2(—5) ® Op2(—3)3

que corresponde a la familia C(5,1).

d) La resolucién
0 — Op2(—6) = Opz(—4) ® Op2(—2)

correspondiente a la familia C(8, 2).

e) La resolucién
0 — Op2(—6) ® Op2(—5) = Op2(—5) & Op2(—4) B Op=2(—2)

que parametriza esquemas de 5 puntos colineales junto con otros 3 puntos colineales. La denotaremos
por 5 3.

f) La resolucién
0— Op2(=T7) ® Op2(—4) = Op2(—6) & Op2(—3) ® Opz2(—2)

que corresponde a la familia C(6,1).

g) La resolucién
0— Op2(—8) @ Op2(—3) = Op2(—7) @ Op2(—2)2

que corresponde a la familia C(7,1).

h) La resolucién
0 — Op2(—9) = Op2(—8) ® Opz(—1)

que corresponde a la familia C(8,1).

Comenzamos el paso 1) de la estrategia calculando el rayo no trivial de Eff P28, Este estd generado por
la clase
8 A

Dy:=-H-=.
3 2

Un haz general de la forma
0— Op2(1)? = Op2(2)° - F; =0

satisface interpolacién y genera a la clase Di. Segin el corolario tenemos que C(4,1) UC(7,2) C
SBL(D;). Idealmente nos gustaria probar que esto es una igualdad. Si F; es un haz general como el
descrito arriba y Z € C(6,2) es general entonces H°(P?, Fy ® Zz) = 0, lo cual nos hace pensar que esta
igualdad es cierta. Suponiendo que éste es el caso, esto termina con el paso 2). Las curvas del paso 3) son
las obvias y ambas dan lugar a la clase

A
DQ::?)H*?

para el paso 4). Un haz general de la forma
0— 02 — 0p(1)? @ 0p(2) = F, = 0

satisface interpolacion y genera a la clase de Do y el paso 5) se verifica numéricamente. No hay nada que
hacer en el paso 6) pues sélo obtuvimos una clase en el paso 4).

Repetimos el procedimiento empezando el paso 1) con D = Ds. El Corolario indica que C(5,1) U
C(8,2) C SBL(Ds) y supondremos que esta contencién es una igualdad para el paso 2). En el paso 3) las
curvas son las obvias; éstas determinan las clases

7 A
D3 :=_-H— —
379 2
D, g2
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Cuadro 5.1: SBLD de Eff P28l

Muro Presentacion Lugar base estable estimado
SH-% 0 — Op2(1)? = Op2(2)°
C(4,1HuC(7,2)
3H—5 00— 02 — Op(1)? & Op2(2)?
C(5,1)UC(8,2)
H-% 0— 0% — Op(1)7
C(5,1)
4H — 50— Op(—1)2 ® 0% — Op2(1)°
C(6,1)
5H—% 00— Op(—1)5 - Of, & Op2(1)*
C(7,1)
6H—5 0= Op(—1)!° = O @ Op2(1)?
C(8,1)
TH -2 0 — Opz(—1)* — O%8
0
H ,
A

para las familias C(8,2) y C(5, 1) respectivamente. Notemos que D3 < D4 y que un haz general de la
forma
0— 03 — Op(1)" = F3 =0

satisface interpolacién y genera a la clase D3. Comprobamos numéricamente que H°(P?, F3 @ Zz) = 0
para un elemento general Z € C(8,2), asi que esperamos que SBL(D3) = C(5,1).

Ahora repetimos el paso 1) con D = Dj. Esta vez obtendremos a la clase Dy en el paso 4) inicamente,
la cual estd determinada por un haz general de la forma

0— OPQ(—1)2 ¥ Oﬂ%z — O]p2(1)6 — Fy, — 0.

Comprobamos numéricamente que H°(P?, Fy ® ;) = 0 para un elemento general Z € % 3, asi que
esperamos la igualdad SBL(D,) = C(6,1). Continuando con este proceso obtenemos dos cdmaras més,
como se muestra en el Cuadro 5.1.

5.7. Descomposicién por lugar base estable de Eff P?!?

Ahora presentamos una tabla de la SBLD de Eff P2['2). Asi como en la seccién anterior, nuestros
métodos no nos permiten concluir con certeza cudl es el lugar base estable de una clase dada; sin embargo,
esta vez no podemos comparar nuestros resultados con los que aparecen en [2]. Por lo tanto, la columna
titulada Lugar base estable® en el Cuadro 5.2 podria estar incompleta. A continuacién discutimos qué
partes de la tabla son correctas con certeza y marcamos con (*) aquellas que podrian no serlo. Para
completar esta tabla serfa necesario probar que un esquema que no pertenece a las familias listadas en
la tercera columna impone condiciones independientes en las secciones del haz correspondiente. Podemos
pensar en este paso faltante como un problema generalizado de interpolacién.

Denotaremos por J C P22 4 la cerradura de la familia de esquemas Z que admiten una resolucién
minimal de la forma

0 — Op2(—6)? @ Op2(—5) — Op2(—5) @ Op2(—4)® = Tz — 0.

De la proposicion sabemos que la clase de J es el rayo extremal no trivial de Eff P22 asi que
empecemos calculando SBL(J).

Proposicién 5.29. Si J < D < 22H — {A entonces J C SBL(D). En particular, SBL(J) = J.
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Cuadro 5.2: SBLD de Eff P22l

Muro Presentacion Lugar base estable*
H-% 0 — Op2(2) = Op2(3)?
J
BH-% 0 — Op2(1)2 — Op2(3)°
C(5,1)UC(11,3) (*)
UH—-% 0 O0p2(1)? = Op2(2)? @ Op2(3)*

C(5,1)UC(9,2) UC(12,3) (¥)
4H - 5 0 — Op2(1)* — Op2(2)8
C(6,1) UC(10,2) (*)
%H — % 0— Oﬁ?’;z — O]pz(l) (&) OP2<2)4
C(6,1) UC(11,2) (*)
5H — 4 0— 0% — Op2(1)5 ® Op2(2)?
C(7,1)uC(12,2)

U -4 0— 09, — Op2 (1)1
C(7,1)
6H—5 0 Op(—1)20 0% — Op2(1)*°
C(8,1)
TH - % 0 — Op2(—1)8 = Op2(1)8
C(9,1)
8H -5  0— Opa(—1)1 - OF, & Opa2(1)"
C(10,1)
9H — £ 0— Op2(—1)* = Of2 & Op=(1)*
C(11,1)
10H -5 0 Op(—1)!8 - OL8 @ Op2(1)?
C(12,1)
11H - & 0 — Op2(—1)?2 — 02
0
H -
A
A -

La idea de la demostracién es encontrar una curva de grado 7 que pase por un elemento general
Z € J y tenga un nodo en un punto x. Este punto no puede ser arbitrario; lo primero que haremos sera
determinarlo.

Lema 5.30. Sea Z € J un elemento general. El ideal generado por la parte homogénea de grado 4 de Iz
determina un esquema I' O Z de dimension 0 y longitud 13.

Demostracion. Denotemos por f, g1,92,93 € Clz,y, 2] al generador de grado 5, y a los generadores de
grado 4, del ideal Zz. De la resoluciéon minimal de Z vemos que estos polinomios tienen tres relaciones
lineales: una en grado 5 (que no involucra a f) y dos en grado 6. Haciendo tal vez un cambio lineal de
base podemos escribir estas relaciones de la forma

xg1 +yge + 293 =0
a1 g1 + azge + azgs = Lf
bigi + bago + bsgs = U'f

donde a1, as, as, by, ba, b3 son polinomios de grado 2 generales y £, £’ son polinomios de grado 1 generales.
Notemos entonces que se cumple la relacién

(K’al — €b1)91 + (élag - %2)92 + (€/a3 — Ebs)gi& =0.

Ademas, esta relacién es independiente de xg; +yg2+ 293 = 0 pues los a; y b; son generales. Si denotamos
por Zr al ideal generado por g1, g2, g3, lo anterior muestra que su resolucion minimal es de la forma

0 — Op2(=T7) ® Op2(—5) — Op2(—4) = I — 0.
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Calculando vemos que I' es un esquema de dimensién 0 y longitud 13, como esperabamos. ]

Demostracion de la proposicion[5.29 Sea Z € J general y definamos I' D Z como en el lema. Escribimos
I' = ZU{x} y consideremos una curva ¢’ C P? de grado 7 que pase por Z y con un nodo en x. Denotemos
por w: C' — C’ al morfismo de normalizacién y por D := 7*Z. Notemos que

h?(C,0c(D)) = h°(C, Ko (=D)) + deg(D) +1 = g(C)
= 1h%(C, Ko(—D)) — 1.

El grupo de cohomologia H°(C,Oc(—D)) es isomorfo de manera natural al espacio de cudrticas en P?
que pasan por Z y por el nodo de C’. Es decir

hO(Cv OC(D)) = ho(ca KC(_D)) -1
= ho(P?, Ir(4)) — 1
=2.

Esto prueba que D = 7*Z se mueve en un pincel sobre C; un célculo similar muestra que este pincel es
libre de puntos base. Por lo tanto, podemos definir una curva I' € P2['2] que pasa por Z utilizando este
pincel. Utilizando la férmula de Riemann-Hurwitz de manera similar a las ocasiones anteriores obtenemos
las identidades

H-~v=
A =25
g TT
Por lo tanto, si J < D < ?H—%A entonces D -y < 0. |

Observacion 5.30.1. Si realizamos el producto tensorial por TP?(2) en la resolucién minimal de T
obtenemos la sucesion exacta corta

0 — TP?*(—5) @ TP?*(—3) — TP*(-2)® — Ir ® TP?(2) — 0.
Usando el hecho de que todos los grupos de cohomologia de TPP?(—2) son 0 obtenemos la igualdad
hO(P?, Ir @ TP?(2)) = h'(P?, TP?*(—5)) + h' (P?, TP?(-3)) = 1.

Esto prueba que la tnica seccién s de TP?(2) que se anula a lo largo de un elemento general Z € J
entonces también se anula en el punto z € T'\ Z. Uno puede demostrar (por ejemplo, con un cdlculo de
clases de Chern) que, de hecho, I puede ser definido como el esquema de ceros de la seccién s. <

La proposicién muestra que la primera camara de la SBLD tiene el lugar base estable correcto.
A continuacion discutimos las dltimas camaras.

De acuerdo a [2, proposicién 4.16] el lugar base estable de un divisor en [kH — 5, (k + 1)H — §)
es C(k+2,1)si k > 6. Ademds, si D € [5H — %,GH — %) la misma proposicién prueba que C(7,1) C

SBL(D) C C(7,1) UC(12,2).
Del corolario vemos que SBL(D) = C(7,1) UC(12,2) si D € [5H — 5,2 H — £). Por tltimo, de
[2, lema 10.2] vemos que si Z € C(12,2) \ C(7,1) entonces

H°(P? I ® TP?(4)) = 0.

Como Drpz(y) = 1—21H7 % sigue que el lugar base estable de divisores en [12—1H7 %, 6H — %) es justamente

: A
C(7,1). Esto prueba que la tabla que hemos presentado es correcta al menos a partir de 5H — 5.
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