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Prdlogo

Bienvenidos a mi tesis doctoral, un proyecto enteramente dedicado a los

ciclos, donde les rehutmos y les dimos caza.

En este texto, como su nombre lo indica, estudiamos ciclos en graficas y digraficas.
Comenzamos con lo que fue, en algin momento, mi proyecto de doctorado, que era
encontrar una método ordenado de colorear los vértices de una digrafica de manera
que no se formaran ciclos dirigidos monocromaticos. Obtuvimos asi algunas cotas
superiores para el nimero dicromatico, una de las cuales mejora el resultado clasico
de John A. Bondy que asegura que el niimero dicromatico de una grafica (o una
digrafica) estd acotado por la circunferencia, que es la longitud de un ciclo lo mas
largo posible. Cuando nuestra intuicion empezo a fallar, este problema dejé de dar
frutos, y volvimos a ideas ya descartadas que otra vez resultaban inttiles. Para lidiar
con la frustracién, Hortensia me propuso retomar la investigacién que comenzamos
en mi tesis de licenciatura, en la cual estudiamos ciclos Hamiltonianos dirigidos
en las sumas generalizadas de digraficas, que son una familia de digraficas de las
generalizaciones de torneos. En esta ocasién, la propuesta era considerar graficas
bicoloreadas en aristas, en lugar de digraficas, definir una suma generalizada de las
mismas y encontrar condiciones suficientes para garantizar la existencia de ciclos
hamiltonianos alternantes en dichas gréaficas. La investigaciéon marcho, con creces,
pues no sélo pudimos dar con los ciclos que buscabamos, sino que pudimos encontrar
condiciones suficientes para asegurar la existencia de ciclos alternantes de todas las
longitudes posibles y, en algunos casos, de manera local, es decir, para cada vértice
de la gréafica pudimos encontrar ciclos alternantes de cada longitud que pasan por
¢l. Dada la abundancia de resultados en las graficas bicoloreadas, decidimos volver a
las sumas generalizadas de digraficas y buscamos, en ellas también, todos los ciclos
que pudimos, dejando un par de problemas abiertos a nuestro paso.

Si el orden de los capitulos no corresponde al orden en que se estudiaron los



problemas, es porque me parece mas facil visualizar los patrones de aristas después
de haber visto los de las flechas, pero no necesariamente es cierta mi impresion.
)
La riqueza de esta tesis se la debemos a los ciclos, sobre todo en las sumas

generalizadas, por ello seguimos sin soltarlos y continuamos estudiandolos.

Organizaciéon del texto

Este trabajo tiene cuatro capitulos. El primero es un capitulo introductorio, don-
de se definen las nociones basicas de la teoria de graficas, se da la notacién que
se usa a lo largo del texto y se enuncian tres teoremas clasicos que se utilizan en
algunas demostraciones. Los otros tres, comprenden la investigacion que se realizé
durante estos anos misma que se divide, esencialmente, en dos partes: la evasion de
ciclos monocromaticos en digraficas y la busqueda de ciclos de cualquier longitud en
digraficas y en graficas bicoloreadas en aristas.

En el capitulo 2 estudiamos el nimero dicroméatico de una digrafica con una
herramienta muy practica que es el algoritmo de busqueda en profundidad, mejor
conocido como algoritmo DFS. El objetivo fue colorear los vértices de una digrafica
fuertemente conexa de manera que no se produjeran ciclos monocromaticos, para ello
nos basamos en un arbol generador proveido por el algoritmo DF'S. Esta aproximacién
fue inspirada por un trabajo de Zsolt Tuza, en 1992, en el cual él utilizé la version
no dirigida del algoritmo DFS para colorear los vértices de una grafica de manera
que dos vértices adyacentes tuvieran distinto color. El uso del algoritmo DFS para
colorear digraficas nos permitiéo dar con algunos resultados interesantes e inclusive
mejorar algunas de las cotas superiores conocidas para el nimero dicromatico. Dicho

material fue publicado en un articulo en 2019:

= N. Cordero-Michel y H. Galeana-Sanchez. «New Bounds for the Dichromatic
Number of a Digraph». Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science
vol. 21 no. 1, ICGT 2018 (2019), pags. 1-14.

En los capitulos 3 y 4 se estudiaron los temas de panciclismo y panciclismo en
vértices en la suma generalizada de digraficas y graficas bicoloreadas. La suma ge-
neralizada de digraficas es una operacion que fue introducida por Hortensia Galeana
en 2012, con la cual ya habiamos trabajado, junto con Ilan Goldfeder, en mi tesis

de licenciatura! donde se estudiaron ciclos hamiltonianos en sumas generalizadas de

IN. Cordero Michel. «Algunos resultados sobre la existencia de ciclos hamiltonianos en la suma



digraficas, cuyo material fue publicado en 2016%. En el capitulo 3 profundizamos di-
cha investigacion, ampliando la mira, de ciclos hamiltonianos a ciclos de todas las

longitudes posibles, cuyo contenido fue recopilado en dos articulos:

= N. Cordero-Michel y H. Galeana-Sanchez. «Pancyclism in the Generalized Sum
of Digraphs». 2021+.

= N. Cordero-Michel y H. Galeana-Sanchez. «Vertex-Pancyclism in the Genera-
lized Sum of Digraphs». Aceptado en Discrete Appl. Math. 2021.

Ademas, dada la relacién que existe entre las digraficas y las graficas bicoloreadas
en aristas, en el capitulo 4 adaptamos la definicién de suma generalizada a dichas
graficas y buscamos, en principio, ciclos hamiltonianos alternantes y, después, ciclos
alternantes de todas las longitudes posibles. El material de panciclismo alternante

fue publicado en dos articulos:

= N. Cordero-Michel y H. Galeana-Sanchez. « Alternating-Pancyclism in 2-Edge-
Colored Graphs». Discuss. Math. (2020). In press, pags. 1-22.

= N. Cordero-Michel y H. Galeana-Sanchez. «Vertex Alternating-Pancyclism in2-
Edge-Colored Generalized Sums of Graphsy. Discrete Appl. Math. 284 (2020),
pags. 281-289.

Cabe mencionar que cada uno de los capitulos de investigacion es independiente
y cuenta con una breve introduccion al tema, por lo cual se pueden leer en cualquier
orden.

Para finalizar, incluimos un apartado en el que se plantean nuevas vias de in-
vestigacion de la suma generalizada, proponiendo variantes de los problemas aqui
estudiados.

Ademas, en el anexo A se explica el algoritmo DF'S para digréaficas, por si el lector

no lo tuviera presente.

generalizada de digréficasy. México, UNAM (2014).

2N. Cordero-Michel, H. Galeana-Sanchez e I.A. Goldfeder. «Some results onthe existence of
Hamiltonian cycles in the generalized sum of digraphs». Discrete Math. 339 (2016), pags. 1763-
1770.






Capitulo 1

Generalidades de graficas y

digraficas

En este capitulo daremos las definiciones y notacién que se usaran a lo largo de
este texto!. Ademds, enunciaremos tres teoremas clasicos que nos serdn de utilidad

en las demostraciones de los capitulos subsiguientes.

1.1. Definiciones

1.1.1. Graficas y multigraficas

Una multigrifica G = (V(G), E(G)) consiste de un conjunto finito y no vacio,
V(G), de objetos llamados vértices y un multiconjunto? finito, E(G), de parejas de
vértices diferentes a las que llamamos aristas; cuando una arista aparezca mas de
una vez en el multiconjunto E(G), diremos que dicha arista es maltiple. E1 orden de
G es el numero de vértices de G y el tamano de G es el nimero de aristas en G,
incluyendo las repeticiones. Si el conjunto de aristas de G es vacio, diremos que G
es vacia. Dos vértices u y v son adyacentes o vecinos si e = uv pertenece a E(G).
Ademas, diremos que e incide tanto en u como en v y que u y v son los extremos de
e. Dos aristas e y f son incidentes si tienen un extremo comun.

A una multigrafica G = (V(G), E(G)) para la cual existe a lo mas una arista

entre cualesquiera dos vértices diferentes se le llama grifica.

Las definiciones se consultaron en [1] y [3].
2Un multiconjunto puede tener un elemento repetido varias veces.
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En el capitulo 4 mencionaremos algunos resultados sobre panciclismo alternante
en multigraficas, sin embargo, en este texto trabajaremos con graficas, por lo que las
siguientes definiciones seran descritas en términos de gréficas.

Sea G = (V(G), E(G)) una grafica y v € V(G). La vecindad de v, denotada
por Ng(v), es el conjunto de todos los vértices en G que son adyacentes a v. El
grado de v en G, denotado por dg(v), es la cardinalidad de la vecindad de v, es
decir, dg(v) = |[Ng(v)| = {u € V(G) | vu € E(G)}|. Denotaremos por A(G) al
grado mdzimo en G, es decir, A(G) = max{dg(v) | v € V(G)}. Cuando sea claro
que hablamos de una grafica en particular, omitiremos el parametro G, es decir,
denotaremos a la vecindad de u por N(v), al grado de v en G por d(v) y al grado
maximo en G por A.

Diremos que H es una subgrifica de G si H y G son graficas tales que V(H) C
V(G)y E(H) C E(G).SiV(H) =V(G), diremos que H es una subgrifica generadora
o factorizacion de G. A una familia de subgréficas F = {H, ..., Hs} de G tales que
V(G)=U_,V(H;) y V(H;) N V(H;) = 0 sii# j, la llamaremos una factorizacion
de G. Dado un subconjunto S de V(G), la subgrifica de G inducida por S, denotada
por G(S), es la grafica cuyo conjunto de vértices es V(G(S)) = S y uv € E(G(S))
siy sélosi {u, v} C Syuve EG).

Un zy-camino en G es una sucesion de vértices W = xgxq 2 - -+ x,, donde z = g
y Yy = z,, tal que z;z;41 € E(G) para cada i, 0 < i < r — 1. La longitud de W,
denotada por I[(W), es r, es decir [(W) = r. Una trayectoria es un camino en el que
no se repiten vértices. Un camino cerrado empieza y termina en el mismo vértice.
Un ciclo o k-ciclo es un camino cerrado de longitud k, mayor que o igual a 3 (2 en
multigraficas), en el que no se repiten vértices salvo el primer y el ultimo vértices.
Dado un camino (trayectoria, ciclo) W = zqxy 25 - -+ x, (donde xg = x, si W es un

ciclo), usaremos la notacion:
eWxj=a;2i41 - v;donde 1 <¢<j <,

para referirnos a dicho camino contenido en W. Notemos que si W es una trayectoria
o un ciclo y z; # z;, el camino x;Wz; es una trayectoria, ya que x, # z; si h <l
para i < h <[ < j. En este caso diremos que z;Wxz; es una subtrayectoria de W.

Ademas, si W/ = yoy; -+ ys donde x,, = 1o, usaremos la notacién:

W U W/:xoxl...xry1y2...ys
I
Yo
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para denotar a la concatenaciéon de W y W’. Dados dos caminos W y W” en G,
diremos que W'y W” son ajenos si V(W) NV (W") = (). Una trayectoria (respectiva-
mente, ciclo) W' es hamiltoniana (resp. hamiltoniano) si V(W) = V(G). Una grafica
es hamiltoniana si contiene un ciclo hamiltoniano. Una grafica G es conexa si y sélo

si para cualesquiera dos vértices u y v en (G, existe algiin uv-camino.

Dada una grafica G, un conjunto de vértices I C V(G) es independiente si no
hay aristas con ambos extremos en I. Diremos que G es k-partita o multipartita si
existe una particiéon de V(G) en k conjuntos independientes Vi, Vo, ..., Vi, a los
que llamaremos partes. En el caso en el que k = 2, diremos que G es bipartita. Una
grafica G es completa si para cualesquiera u y v en V(G) se tiene que uv € E(G) y G
es k-partita completa si es k-partita con particion Vi, Vs, ..., Vi v para cualesquiera
ueV;yveV;, donde i # j, se tiene que uv € E(G).

Una k-coloracion en vértices o, simplemente, una k-coloracion de G es una fun-
cion ¢ del conjunto de vértices, V(G), a un conjunto de k colores, {1, 2, ..., k}.
A los conjuntos V; = {v € V(G) | C(v) = i} los llamaremos las clases de color de
G. Diremos que una k-coloracién es propia si cualesquiera dos vértices adyacentes
tienen distinto color, es decir, si cada clase de color es un conjunto de vértices in-
dependiente. Si G admite una k-coloracién propia diremos que G es k-coloreable. El
nimero cromdtico de G, denotado por x(G) es el minimo nimero natural k para el

cual G es k-coloreable.

Una k-coloracion en aristas de una (multi)grafica G es una funcién ¢ del conjunto
de aristas, E(G), a un conjunto de k colores, {1, 2, ..., k}, y una (multi)grafica G
que tiene una k-coloracién en aristas es una (multi)grdfica coloreada o (multi)grifica
k-coloreada, si queremos hacer hincapié en el nimero de colores. Si k£ = 2, G es 2-
coloreada en aristas o bicoloreada en aristas. Diremos que una k-coloracion de aristas
es propia si en cada vértice incide a lo mas una arista de cada color, es decir, no hay
aristas incidentes del mismo color. En los textos que consultamos, cuando se habla
de multigréaficas k-coloreadas en aristas, la multiplicidad de cada arista es a lo més
k, y cualesquiera dos aristas entre la misma pareja de vértices tienen distinto color.
Asi, en las multigraficas bicoloreadas en aristas, entre cualesquiera dos vértices hay

a lo més una arista de color 1 (rojo) y a lo més una arista de color 2 (azul).

Sean H y G dos graficas del mismo orden. Diremos que H y G son isomorfas,
y lo denotaremos por H = @, si existe una biyeccién ¢: V(H) — V(G) tal que
wv € E(H) siy solo si p(u)p(v) € E(G).



8 Capitulo 1. Generalidades

1.1.2. Digraficas

Una digrdfica D = (V(D), A(D)), consiste de un conjunto finito y no vacio,
V(D), de objetos llamados vértices y un conjunto finito, A(D), de parejas ordenadas
de vértices diferentes a las que llamamos flechas. El orden de D es el nimero de
vértices de D y el tamano de D es el nimero de flechas en D. Diremos que f = (u,
v) incide tanto en u como en v, que u es la cola de fy que v es la cabeza de f, que u
es adyacente hacia v y que v es adyacente desde u, o bien, que v y v son adyacentes.
A un par de flechas (u, v) y (v, u) en A(D) las llamaremos flechas simétricas. La
grdfica subyacente de D es la grafica G' cuyo conjunto de vértices es V(G) = V(D) y
cuyo conjunto de aristas es F(G) = {uv | (u, v) € A(D) o (v, u) € A(D)}, es decir,
es la grafica que se obtiene a partir de D al reemplazar cada flecha (u, v) por una
arista uv, tras eliminar las multiplicidades de aristas que aparezcan en el proceso.

Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica y v € V(D). La invecindad (resp. exvecin-
dad) de v, denotada por Np(v) (resp. Nj,(v)), es el conjunto de todos los vértices en
D que son adyacentes hacia a v (resp. adyacentes desde v). El ingrado (resp. exgrado)
de v en D, denotado por dp,(v) (resp. df(v)), es la cardinalidad de la invecindad de
v (resp. exvecindad de v), es decir, dj,(v) = [Np(v)| = [{u € V(D) | (u, v) € A(D)}|
(resp. df,(v) = [Np(v)| = {u € V(D) | (v, u) € A(D)}|). El grado de v en D, deno-
tado por dp(v), es d(v) = d~(v) + d*(v). Cuando sea claro que nos referimos a una
digrafica en particular, omitiremos el subindice D, es decir, denotaremos al ingrado
de v en D por d~(v), al exgrado de v en D por d*(v), al grado de v en D por d(v) y a
la vecindad de u por N(v). Ademds, denotaremos por §1(D) (resp. 6~ (D)) al minimo
exgrado (resp. minimo ingrado) en D, es decir, 67(D) = min{dj(x) | x € V(D)}
(resp. 0~ (D) = min{d,(z) | x € V(D)}).

Una digrafica H es subdigrifica de D si V(H) C V(D) y A(H) C A(D), lo
denotaremos por H C D. Si V(H) = V(D), diremos que H es una subdigrifica
generadora o factorizacion de D. A una familia de subdigraficas F = {Hq, ..., H}
de D tales que V(D) =U;_, V(H;) y V(H;) NV (H;) = 0 sii # j, la llamaremos una
factorizacion de D. Asi, una factorizacion en ciclos de D es una coleccion F de ciclos
ajenos dos a dos en D tales que cada vértice de D pertenece a un elemento de F.
Una factorizacion en ciclos que consiste de k ciclos es una k-factorizacion en ciclos
y denotamos a F por F = Cy U ---U (Y. La subdigrifica inducida por un conjunto
de vértices S C V(D), denotada por D(S), es la subdigréfica de D cuyo conjunto de
vértices es S'y (u, v) € A(D') siy sblosi {u, v} C Sy (u,v) € A(D); ysi H es una

subdigrafica de D, la subdigréfica inducida por el conjunto de vértices V(H), serd
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denotada simplemente por D(H).

Un zy-camino dirigido en D es una sucesién de vértices W = (g, x1, x9, ...,
x,), donde x = z9 y y = x,, tal que (z;, r;11) € A(D) paracadai, 0 <i<r—1. La
longitud de W, denotada por [(W), es r, es decir [(W) = r. Una trayectoria dirigida
es un camino en el que no se repiten vértices. Un camino dirigido cerrado empieza y
termina en el mismo vértice. Un ciclo dirigido o k-ciclo dirigido es un camino dirigido
cerrado de longitud k mayor que o igual a 2, en el que no se repiten vértices salvo el
primer y el ultimo vértice. Es este texto no trabajaremos con otro tipo de caminos en
digraficas, por lo que omitiremos la palabra dirigido cuando hablemos de caminos,
trayectorias o ciclos. Dado un camino (trayectoria o ciclo) W' = (zg, z1, 2, ..., ;)

(donde xy = z, si W es un ciclo), usaremos la notacion:
(xia W {E]) = (miv Tig1y «- oy ZE]) donde 1 S [ S j S r,

para referirnos a dicho camino contenido en W. Notemos que si W es una trayectoria
o un ciclo y x; # x;, el camino (z;, W, x;) es una trayectoria, ya que x5 # x; si h <1
para i < h <[ < j. En este caso diremos que (z;, W, x;) es una subtrayectoria de

W. Ademés, si W’ = (vo, 1, -- -, ys) donde z,, = 1o, usaremos la notacion:

W U W = (zg, 21, ..., aTr, Yis Yo, -5 Ys)

Yo
para denotar a la concatenacién de W y W’. Dados dos caminos W y W” en D,
diremos que W'y W” son ajenos si V(W)NV(W”) = (. A una digréfica que no con-
tiene ciclos, se le llama aciclica. En una digrafica D que contiene ciclos, llamaremos
el cuello (resp. la circunferencia) de D a la longitud del ciclo més corto (resp. més
largo) en D. Una trayectoria (resp. ciclo) W' es hamiltoniana (resp. hamiltoniano)
si V(W) = V(G). Una digrafica es hamiltoniana si contiene un ciclo hamiltoniano.
Una digrafica D es conexa si su grafica subyacente es conexa y D es fuertemente
conexa o fuerte si 'y solo si para cualesquiera dos vértices u y v en D, existen algin
uv-camino y algin vu-camino. Una subdigrafica H de una digrafica D se dice que
es una componente fuerte de D si es fuertemente conexa y es maxima por conten-
cién con esta propiedad, es decir, si H' es una subdigréfica fuerte de D que contiene
a H, entonces H = H'. Cabe senalar que una componente fuerte es siempre una

subdigrafica inducida, como consecuencia de su definicion.

Dada una digrafica D, un conjunto de vértices I C V(D) es independiente si no
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hay flechas con ambos extremos en . Diremos que D es k-partita o multipartita si
existe una particiéon de V(D) en k conjuntos independientes Vi, Vo, ..., Vi, a los
que llamamos partes. En el caso en el que k = 2, diremos que D es bipartita. Una
digrafica multipartita D es una digrafica k-partita completa o multipartita completa
si para cualesquiera dos vértices, x y y, en partes distintas, se satisface que (z,
y) € A(D) o (y, z) € A(D), o ambos. Se dice que una digrafica k-partita completa
D es un torneo k-partito si D no contiene flechas simétricas. Una k-coloracion en
vértices o, simplemente, una k-coloracion de D es una funcién ¢ del conjunto de
vértices, V (D), a un conjunto de k colores, {1, 2, ..., k}. A los conjuntos V; = {v €
V(D) | C(v) =i} los llamaremos las clases de color de D. Una k-coloracion propia
de D es una k-coloracién propia de su grafica subyacente G, es decir, una coloracién
de V(D) = V(G) tal que cualesquiera dos vértices adyacentes tienen distinto color.
El ndmero cromdatico de D, denotado por x(D), es el minimo ntimero natural & tal
que D admite una k-coloracion propia. Una k-coloracion aciclica de D es una k-
coloracion de D de tal manera que cada clase de color induce una digrafica aciclica.
El ndmero dicromdtico de D, denotado por x4(D), es el minimo nimero natural k

tal que D admite una k-coloracion aciclica.

Una digrafica D es un torneo si para cualesquiera dos vértices diferentes, u y v,
en V(D) se tiene que (u, v) € A(D) o (v, u) € A(D), pero no ambos y G es una
digrafica semicompleta si para cualesquiera vértices diferentes, u y v, en V(D) se
tiene que (u, v) € A(D) o (v, u) € A(D).

Dados tres vértices diferentes, u, v y w, en una digrafica D, diremos que D es

transitiva, si cada vez que {(u, v), (v, w)} C A(D) se tiene que (u, w) € A(D).

Sean H y D dos digréaficas del mismo orden. Diremos que H y D son isomorfas,
y lo denotaremos por H = D, si existe una biyeccién ¢: V(H) — V(D) tal que (u,
v) € A(H) siy solo si (¢(u), p(v)) € A(D).

Diremos que dos gréficas (resp. digraficas), H y H’', son ajenas en vértices o,
simplemente, ajenas si V(H)NV(H') = 0.

Sean k; y ko enteros no negativos, donde ki < ky. Denotaremos por [ky, ko] al
conjunto de enteros {k1, k1 + 1, ..., ko}. Sea k un entero positivo y A un conjunto

de enteros. Denotaremos por kA al conjunto de productos {ka | a € A}.
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1.2. Algunos teoremas clasicos

En esta seccion enunciaremos tres teoremas clasicos sobre torneos que utilizare-
mos en los capitulos 3 y 4.

El teorema 1.1 caracteriza los torneos aciclicos, los teoremas 1.2 y 1.3 nos hablan
sobre la existencia de trayectorias y ciclos hamiltonianos en torneos y el corolario 1.4

es una consecuencia directa del teorema 1.3.
Teorema 1.1. Un torneo es transitivo si, y sélo si, es aciclico.

La prueba del teorema 1.1 se puede consultar en la seccién 7.4 del libro de Char-
trand, Lesniak y Zhang [3].

Teorema 1.2 (Rédei [4]). Todo torneo contiene una trayectoria hamiltoniana.

Teorema 1.3 (Camion [2]). Todo torneo fuertemente conexo contiene un ciclo ha-

miltoniano.

Corolario 1.4. Todo torneo fuertemente conexo contiene un ciclo.
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Capitulo 2

El nimero dicromatico:

Cotas construidas a partir del algoritmo DFS!

El nimero dicromético de una digrafica D, denotado por x4(D), es el minimo
entero positivo k£ tal que D admite una k-coloraciéon aciclica de su conjunto de vér-
tices. Este nimero fue introducido de manera independiente por Neumann-Lara en
1982 [14] y por Mohar et al. en dos articulos, en 2003 [13] y 2004 [2], como una ge-
neralizacion del nimero cromatico de una gréfica, de la siguiente manera: Sea D una
digrafica sin lazos tal que todas sus flechas son simétricas, 7.e. si u y v son dos vértices
adyacentes en D, entonces tanto (u, v) como (v, u) pertenecen a A(D). Considere-
mos la grafica G que se obtiene a partir de D al reemplazar cada pareja de flechas
simétricas por una arista, entonces el nimero dicromatico de D es igual al niimero
cromatico de GG, ya que cada coloracién aciclica en D es igual a una coloraciéon propia
en Gy viceversa.

Cabe mencionar, que si una digrafica es aciclica, entonces su niimero dicroméatico
es 1, pero si contiene al menos un ciclo su niimero dicromatico debe ser al menos 2.
Por lo cual siempre conocemos esta cota inferior y, como el niimero dicromatico es
un minimo, estaremos buscando ntimeros que lo acoten superiormente.

Dado que el nimero dicromatico de una digrafica es una generalizacion del ntime-
ro cromatico de una grafica, muchos autores han intentado generalizar resultados que
se conocen sobre coloraciones propias en graficas a coloraciones aciclicas en digrafi-
cas, por ejemplo [2, 10, 11, 12, 13]. En particular, en [5], Chen y sus colaboradores
probaron que el problema de determinar si el nimero dicromatico de una digrafica

dada D es igual a 2 es N P-completo, aun cuando D es un torneo.

'El algoritmo de bisqueda en profundidad, se conoce como algoritmo DFS por sus siglas en inglés
(Depth First Search). El anexo A estd dedicado a dicho algoritmo.

13
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En [3], Bondy probé que el nimero cromatico de una digrafica D es a lo mas su
circunferencia, la longitud de un ciclo lo mas largo posible. Notemos que cualquier
coloracion propia de una digrafica D le da colores diferentes a vértices adyacentes, y
de esta manera la coloracion resulta también aciclica. Por lo cual el nimero cromatico
de D es una cota superior para el nimero dicromatico de D. Asi, la circunferencia

de D es una cota superior para x 4(D).

En [14] Neumann-Lara demostré que para toda digrafica D se tiene que y4(D) =
max{xa(H) | H es una componente fuerte de D}. Gracias a este hecho, podemos
enfocar nuestra atencién en digraficas fuertemente conexas inicamente. En este mis-
mo articulo, el autor probd que para cualesquiera dos enteros fijos k y r tales que
k > r > 2, si una digrafica D no contiene ciclos de longitud 0 o 1 médulo r, entonces
Xa(D) < k. En esta direccién, los autores de [6] dieron un resultado mds general.
Demostraron, para dos enteros ky r con k > 2y k >r > 1, que: i) si una digrafica
D no contiene ciclos de longitud 1 moédulo k, entonces D se puede colorear con k
colores de tal manera que cada clase de color es un conjunto independiente; ii) si una
digrafica D no contiene ciclos de longitud » moédulo k, entonces D se puede colorear
con k colores de tal manera que cada clase de color induce una subdigrafica aciclica
en D; y iii) si una grafica G no contiene ciclos de longitud » médulo k, entonces G

es k-coloreable si r # 2 y (k + 1)-coloreable en otro caso.

En [15], Tuza utiliz6 un arbol de bisqueda en profundidad de una gréfica para
estudiar sus coloraciones propias, con él demostré que si una grafica G tiene una
orientacion D tal que todo ciclo C' de longitud 1 médulo & contiene al menos I(C')/k
flechas en cada direccién, entonces x(G) < k; y como consecuencia obtuvo que, si
para algin entero positivo k (k > 2), una grafica G no contiene ciclos cuya longitud
menos uno es un miultiplo de k, entonces G es k-coloreable. Més atun, usando el
algoritmo DFS, si GG tiene n vértices y m aristas, entonces una k-coloraciéon propia
puede encontrarse en ¢(n + m) pasos, para alguna constante ¢ que es independiente
del valor de k. Ahora usaremos la version dirigida del algoritmo DFS para estudiar

el nimero dicromatico de una digrafica.

En este capitulo, dada una digrafica D, construiremos tres graficas diferentes
cuyos numeros cromaticos acotan superiormente al nimero dicroméatico de D. De-
mostraremos varias propiedades de un arbol obtenido a partir del algoritmo DF'S, T,
de una digréfica fuerte D, que nos permitiran partir el conjunto V(D) en conjuntos
aciclicos y, asi, probaremos: i) dados dos enteros k > 2, s > 1 y enteros ry, ..., Ts

tales que k > r; > 0y r; # 1 para cada i € [1, s|, que si todos los ciclos de D tienen
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longitud r» médulo k para algin r € {ry, ..., rg}, entonces xa(D) < 2s+ 1; ii) si D
tiene cuello g, la longitud de un ciclo lo mas corto posible, y existen enteros k y p,
donde £ > g — 1> p > 1, tales que D no contiene ciclos de longitud » médulo (%} P
para cadar € {—p+2, ..., 0, ..., p}, entonces y4(D) < (%1; y iii) si D tiene cuello

c—1
g—1

la cota propuesta por Bondy. Estos resultados fueron publicados en [7].

g y circunferencia ¢, entonces x4(D) < [<=] + 1, lo cual mejora, sustancialmente,

A lo largo de nuestras demostraciones usaremos el algoritmo DFS para obte-
ner coloraciones aciclicas y, como dicho algoritmo es de tiempo polinomial, seremos
capaces de colorear las digraficas de una manera eficiente y ordenada.

En este capitulo usaremos los dos teoremas siguientes sobre el niimero cromaético:

Teorema 2.1 (Brooks [4]). Sea G una grdfica conezxa con grado mdzimo A. Si G no
es una grafica completa ni un ciclo de longitud impar, entonces x(G) < A. En otro
caso, X(G) = A+ 1.

Teorema 2.2 (Tuza [15]). Sean G una grifica, k un entero tal que k > 2. Si G no

contiene ciclos de longitud 1 médulo k, entonces x(G) < k.

2.1. Preliminares

Una digrafica conexa T es un exdrbol si su grafica subyacente es un arbol, T tiene
un unico vértice r cuyo ingrado es cero y cualquier otro vértice de T tiene ingrado
uno. Al vértice r se le conoce como la raiz de T'. Si un exarbol T' es una subdigrafica
generadora de una digrafica D, se dice que T es una ezxarborescencia.

Dada una digrafica fuertemente conexa D, le llamaremos drbol DFS a una sub-
digrafica T' tal que V(D) = V(T) obtenida a partir del algoritmo DFS, que es una
exarborescencia enraizada en un vértice r. Al momento en el cual un vértice v € V(7))
es visitado por primera vez por el algoritmo DFS, lo denotaremos por f(v) y serd la
etiqueta DF'S de v. Notemos que cada vértice tiene una unica etiqueta DFS y que
cualesquiera dos vértices distintos tienen etiquetas DFS diferentes. *Cuando exista
una uv-trayectoria en T', diremos que v es un descendiente de u y que u es un ances-
tro de v. Una flecha (u, v) € A(D) es: (i) una flecha del drbol si (u, v) € A(T), (ii)
una flecha hacia atrds si u es un descendiente de v, (iii) una flecha hacia adelante
si u es un ancestro de v y (iv) una flecha cruzada si u no es un descendiente ni un
ancestro de v. Para més detalles sobre la notaciéon se puede consultar el libro [1] en

las paginas 26-29.
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IN SN

(4) (é4)

Figura 2.1: (i) Una digrafica D. (ii) Un drbol DFS de D, donde las etiquetas en cada
vértice son sus etiquetas DF'S, las flechas negras son las flechas del arbol, la azul es
una flecha hacia adelante, la verde esmeralda es una flecha hacia atras y las de color
purpura son las flechas cruzadas.

De aqui en adelante, D denotarda una digrafica fuertemente conexa, T sera un
arbol DFS de D enraizado en un vértice r y V' denotard el conjunto V(D) = V(T).

A continuaciéon veremos una serie de propiedades de una digrafica D, derivadas
de la estructura de un arbol DF'S de D, las cuales nos seran de utilidad en las pruebas
de los teoremas principales.

Empezaremos con cuatro propiedades de un arbol DFS de una digrafica que se
derivan de las definiciones. Después demostraremos el lema 2.7, que sera la clave
para construir conjuntos aciclicos de vértices en una digrafica y, asi, dar particiones
del conjunto de vértices de la misma en conjuntos aciclicos, cuya construccion esta
basada en un arbol DFS de la digrafica. Después, veremos algunas cotas simples para

el nimero dicromatico de una digréfica.

Observaciéon 2.3. Se sigue de las definiciones que en D hay cuatro tipos de flechas:
las flechas del arbol, las flechas hacia adelante, las flechas hacia atras y las flechas
cruzadas. Si (u, v) es: (i) una flecha del drbol, entonces f(u) < f(v); (ii) una flecha
hacia adelante, entonces f(u) < f(v); (iii) una flecha hacia atrds, entonces f(u) >
f(v); o (iv) una flecha cruzada, entonces la proposicion 2.6 asegura que f(u) > f(v).

Observemos que al haber tnicamente cuatro tipos de flechas, si una flecha (u,
v) € A(D) satisface que f(u) < f(v), entonces (u, v) es una flecha del arbol o bien

una flecha hacia adelante; y si, por el contrario, f(u) > f(v), entonces (u, v) es una
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flecha hacia atrds o bien una flecha cruzada.

Observacién 2.4. Si f(u) < f(v) y v es un exvecino de u en D, entonces existe una
uv-trayectoria en T'. Més anin, si f(u) < f(v) y v es un descendiente de u, entonces,
para cada w € V(D) tal que f(u) < f(w) < f(v), se tiene que w es también un
descendiente de u. Esto se debe a la definicion del algoritmo DFS, ya que todos
los vértices explorados por el algoritmo entre el momento en que w es visitado por
primera vez, f(u), y antes de que u sea completamente procesado son descendientes
de u ([9], pagina 431).

Observaciéon 2.5. Si existe una uwv-trayectoria P en T, entonces esta es Unica en
T, u es un ancestro de v en T'y f(u) < f(v); mas atn, todo camino en 7" es una

trayectoria.

La siguiente proposicién afirma que cada flecha cruzada de D va de una rama
explorada después a una rama explorada antes por el algoritmo DFS, se puede en-

contrar una prueba de esta proposicién en la pagina 525 de [9].

Proposicién 2.6 (Gibbons [8]). Sea f = (u, v) € A(D) una flecha cruzada respecto
de T'. Entonces f(u) > f(v).

Lema 2.7. Cada ciclo de D contiene al menos una flecha hacia atrds.

Demostracion. Sea C' = (ug, uy, ..., Ux_1, Ug) un ciclo en D. En lo que sigue los
indices se tomaran médulo k.

Consideremos el conjunto de etiquetas DFS de los vértices en C, este conjunto
consiste de k£ nimeros naturales diferentes, por lo que podemos elegir el mayor de
ellos. Tomemos M € [0, k — 1] tal que f(un) > f(u;) para todo j # M, j € [0,
k—1]. Asi, f(upr—1) < f(unr) v (upr—1, upr) debe ser una flecha del arbol o bien una
flecha hacia adelante por la observacién 2.3.

Notemos que existe un indice s € [0, k — 1] tal que f(us—1) > f(us), ya que
flupr) > f(upr41). Sea t el primer indice con esta propiedad empezando en M y
avanzando en el orden inverso de C. De este modo, f(ui—1) > f(ur) v fluy) <
fueer) <+ < flun—1) < flun).

Observemos que u; es un ancestro de uy; pues (ug, ug1), .., (upr—1, upr) son
flechas de D que satisfacen f(u;) < f(u;y1) paracada i =¢, t+1,..., M — 1,y asi

son flechas del arbol o flechas hacia adelante, por la observacién 2.3.

Afirmacion 2.8. t # M. Es claro que u; y uys son vértices distintos, ya que f(uy_1) <

flun) y fug—1) > f(ug), por las definiciones de M y ¢; y, en consecuencia, t # M.
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Caso 1: t = M + 1. Entonces u; = up;41 es un ancestro de wuy;, y por tanto (uM,

upr41) es una flecha hacia atras, por * en las definiciones.

Caso 2: t # M + 1 (es decir, t — 1 # M). Entonces u;_1, u; y uy son tres vértices
distintos, mismos que satisfacen que f(u;) < f(ui—1) < f(up) y que uy
es un ancestro de uys, por lo que la observacion 2.4 asegura que u; es un

ancestro de u;_1 y de este modo (us—1, u¢) € A(C) es una flecha hacia atrés.

]

Definicién 2.9. A un ciclo C' en D que contiene una flecha hacia atras f = (u,
v) € A(C) tal que C' — f es una vu-trayectoria contenida en 7', lo llamaremos ciclo

elemental.

Una consecuencia directa del lema 2.7 es que si ¢ es una coloracién de una digrafica
fuerte D, tal que los extremos de cada flecha hacia atrds (con respecto a un arbol
DFS) tienen distinto color, entonces ¢ es una coloracion aciclica de D ya que todos
los ciclos de D contienen al menos una flecha hacia atras y no hay flechas hacia atrés
monocromaticas.

En lo que sigue, sacaremos partido de este hecho para obtener cotas superiores

para el nimero dicromatico.

Definicién 2.10. Dada una subdigrafica conexa H de T definimos la grafica Gy
con el conjunto de vértices V(Gg) = V(H) y wv € E(Gp) siempre que exista una
flecha hacia atras entre u 'y v en D. A Gy la llamaremos la grdfica subyacente hacia

atras de H relativa a T'.

Lema 2.11. Sean D wuna digrafica fuerte, T un drbol DFS de D y H una subdi-

grdfica conexa de T y Gy su grdfica subyacente hacia atrds relativa a T'. Entonces
xa(D(H)) < x(Gn).

Demostracion. Sea c: V(Gg) — [1, x(Gg)] una coloracion propia de V(Gy) con
X(Gg) colores. Como c¢ es propia, cada clase de color es un conjunto independiente.
Esta coloracién en V(Gy) = V(H) es una coloracion de D(H) en la que los
extremos de cada flecha hacia atras tienen distinto color.
Por el lema 2.7, todo ciclo en D y en particular en D(H) contiene una flecha
hacia atrés, por lo tanto D(H) no tiene ciclos monocrométicos con esta coloracion.
Ast, xa(D(H)) < Xx(Gn). O
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Si, en particular, nos fijamos en la grafica subyacente hacia atras de un arbol DFS

de D, obtenemos la primera cota:

Corolario 2.12. Sea D una digrafica fuerte, T" un drbol DFS y G su grdfica sub-
yacente hacia atrds relativa a T. Entonces xa(D) < x(Gr).

La siguiente proposicién proporciona una segunda cota para del nimero dicro-

matico de una digrafica, en funcién de algunas de sus subdigraficas.

Proposiciéon 2.13. Sea D una digrifica fuerte y T un drbol DFS de D enraizado
enr. Sean xy, ..., x los exvecinos der enT'. Si Ty, ..., T} son los subarboles de T
tales que z; € V(T;), T = U, T; y V(T3) N V(T}) = {r} para cualesquier pareja de
indices diferentes {i, j} C [1, k|. Entonces xa(D) < méx;en, yix(Gr,)} para todo
i1, k.

Demostracion. Tomemos d = méax;en, y{x(Gr,)}. Como x(Gr,) < d para todo
i € [1, k], podemos encontrar una coloracién propia de G, con d colores, digamos
¢;i: V(Gr) — [1, d], para cada i € [1, k.

Podemos suponer que ¢;(r) = 1 para cada ¢ € [1, k], pues de no ser asi, basta
permutar dos colores para obtener una nueva coloracion que si lo satisfaga.

Definamos una funcién de color ¢: V' — [1, d] en D como sigue: ¢(v) = ¢;(v) para
todo v € V(Gr,). Notemos que V = U, V(Gr) = U, V(Ty), V(T) N V(T;) = {r}
sii# jy ¢i(r)=1 paratodo i € [1, k], por lo cual ¢ estd bien definida en D.

Sean Uy, ..., Uy las clases de color en D. Probaremos por contradiccion que D(Us)
es aciclica para todo 1 < s < d.

Supongamos que existe un ciclo C' en D(Uy) para algiun s € [1, k. Por el lema 2.7,
C contiene una flecha hacia atras (u, v) y, dado que C' es monocromatico, c(u) = ¢(v).
Por la definicién de flecha hacia atras, u es un descendiente de v y asi existe un
indice i € [1, k] tal que {u, v} C V(T;) = V(Gr,) y ww € E(Gr,). Por lo tanto,
ci(u) = c(u) = ¢(v) = ¢;(v), lo cual es imposible ya que ¢; es una coloracién propia

de Gr,. En consecuencia, D(Us) es aciclica para todo s € [1, k] y asi xa(D) <d. O

Notacién 2.14. Dada una digrafica fuerte D y un arbol DFS, T', de D enraizado en
r. Para cada vértice u € V', denotaremos por P, a la tnica ru-trayectoria contenida
en T

Lema 2.15. Sean D una digrdfica fuerte y T un drbol DFS enraizado en r. Si (u,
v) es una flecha hacia atrds, entonces existe una unica vu-trayectoria P en T tal que
P,=P,UPyl(P,)=1(P,)+I(P).
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Demostracion. Sea (u, v) una flecha hacia atras, de este modo u es un descendiente
de v; por * en la definicién del arbol DFS, existe una vu-trayectoria P en T. Por la
observacion 2.5, P es tnica.

Ahora, P, U P es un ru-camino, el cual es una trayectoria (la tnica), por la
observaciéon 2.5, y asi P, = P, U P donde I(P,) = l(P,) + [(P). O

Lema 2.16. Sea D una digrifica fuerte y T un drbol DFS de D enraizado en r.
Sea V; = {u e V | (P,) =i} para cada i € [0, t], donde t es la longitud de una
trayectoria de longitud mdzima en T. Las siguientes afirmaciones se cumplen: (i)

V=U_yVi, (i) ViNV; =0 sii#j con{i, j} C [0, t] y (iii) D(V;) es aciclica.

Demostracion. Las afirmaciones (i) y (ii) se siguen de las definiciones de un arbol
DFS y de los conjuntos V; y de la observaciéon 2.5.

Para probar (iii), supongamos por contradiccién que D(V;) contiene un ciclo
C' = (ug, U1, ..., Ug_1, Up). Por el lema 2.7, C tiene al menos una flecha hacia atras
(u, u™) (donde u € V(C') y u™ es su sucesor en C) y, por el lema 2.15, existe una
utu-trayectoria P en T', tal que P, = P+ U Py I(P,) = l(Py+) + 1(P) > I(Py+).

Entonces ¢ = [(P,) > [(P,+) = 1, lo cual es una contradiccién. O

Definicién 2.17. Al conjunto V; = {u € V | [(P,) = i} lo llamaremos la i-ésima
generacion o el i-ésimo nivel de T, para todo ¢ € [0, t], donde t es la longitud de una

trayectoria de longitud maxima en 7'; y diremos que T tiene longitud t.

Observacién 2.18. Si (u, v) es una flecha hacia atras, entonces u € V; y v € V},
para algin {7, j} C [0, t] tal que i > j. Esto es una consecuencia directa del lema
2.15.

Definicién 2.19. Sea D una digrafica fuerte y 7" un arbol DFS de longitud ¢ > 1
enraizado en r y sean Vp, ..., V; sus t + 1 generaciones. Sea G la grafica con el
conjunto de vértices V(GP) = {Vp, ..., Vi} y tal que V;V; € E(GP) donde i > j siy
sélo si existe una flecha hacia atras (u, v) € A(D) conu € V; y v € V;. A la grafica

GP la llamaremos la columna vertebral hacia atrds de D relativa a T.

El ntimero cromético de G es una cota superior para el ntimero dicromético de

D, como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.20. Sea D una digrifica fuerte, T un drbol DFS de D enraizado en
r y GP la columna vertebral hacia atrds de D relativa a T. Si ¢ {Vy, ..., Vi} — [1,

X(GP)] es una coloracién propia de GP, entonces la asignacion c: 'V — [1, x(GP)],
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definida como c(v) = d(V;) siv € Vi, es una coloracion aciclica de D. Mds ain,
xa(D) < x(GP).

Demostracion. Sea d = x(GP), ¢: V(GP) — [1, d] una coloracién propia de G y
c: 'V — [1, d] definida como en la hipétesis.

Primero, ¢ esta bien definida ya que los conjuntos Vj, ..., V; forman una particién
de V' y asi ¢ asigna un color tnico a cada vértice v € V(D).

Segundo, ¢ es aciclica. Consideremos un ciclo arbitrario de D, digamos C', por el
lema 2.7, C' contiene una flecha hacia atrés (u, v). Sea {i, j} C [0, t] tal que u € V; y
v € V}, donde i > j por la observacién 2.18. De este modo, V; # V;, V;V; € E(GP) y
d(V;) # (V)). Asi, c(u) = ¢ (V;) # ¢ (V}) = ¢(v), y por tanto C' no es monocromatico
en D. Como no hay ciclos monocromaéticos en D, la clase de color ¢~ (i) es aciclica
para cada i € [1, d]. Mas atin, ¢ es una coloracién aciclica de D con d = x(GP)
colores, por lo tanto x4 (D) < x(GP). O

Corolario 2.21. Sea D una digrifica fuerte y T un drbol DF'S de longitud t. Entonces
xa(D) <t +1.

Demostracién. Sea G la columna vertebral hacia atrds de D relativa a T'. Entonces
[V(GP) =t+1y A(GP) <t, donde A(GP) denota el grado maximo en GP. Por lo
tanto, por el teorema 2.1 y la proposicién 2.20, x4(D) < x(GP) <t + 1.

Miés atin, si GP no es una grafica completa ni un ciclo de impar, entonces x 4(D) <
X(GP) <t. O

Si tenemos alguna informacion acerca de las longitudes de los ciclos de una digra-
fica D, podemos encontrar una cota para x 4(D) usando el lema 2.16, como se vera.
En [6], los autores demostraron, dados dos enteros 'y k donde k > 2y k > r > 1, que
si una digrafica D no contiene ciclos de longitud » médulo k, entonces x4(D) < k.

Aqui veremos otras cotas para x4(D) en términos de las longitudes de los ciclos.

Teorema 2.22. [6] Sean r y k dos enteros tales que k > 2 y k > r > 1. Si una

digrafica D no contiene ciclos de longitud r mddulo k, entonces xa(D) < k.

Corolario 2.23. Sea D una digrdfica de cuello g y circunferencia ¢ con g — 1 <
c—g+2, es decir, g < <52, Entonces xa(D) < c¢— g+ 2.

Demostracion. Probemos que D no tiene ciclos de longitud g — 1 moédulo ¢ — g +
2. Supongamos por contradiccién, que C' es un ciclo en D tal que [(C) = g —

1 (méd e — g+ 2) por lo cual [(C') = g— 1+ q(c— g+ 2) para algin entero ¢ > 0. Si
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q = 0, entonces [(C') = g — 1 lo cual es imposible para una digrafica de cuello g. Por
lotanto, ¢ > 1yasil(C)=g—1+q(c—g+2)>g—1+c—g+2=c+1,locual
es una contradiccion.

Ahora, como D no contiene ciclos de longitud ¢ — 1 moédulo ¢ — g + 2, por el
teorema 2.22 se sigue que xa(D) <c— g+ 2. O

Observaciéon 2.24. La cota propuesta en el corolario 2.23 es justa. Para toda digra-
fica D con al menos un ciclo se satisface que x4(D) > 2. Tomemos D tal que todos

sus ciclos tienen longitud 3, entonces x4(D) < 2. De este modo la cota se alcanza.

Lema 2.25. Sea k un entero tal que k > 2. Sea D una digrifica fuerte sin ciclos de
longitud 1 modulo k, T un arbol DFS de D de longitud t enraizado enr y Vg, ..., V;
sus generaciones. Los conjuntos Us = U=y (mear) Vi para cada s € [0, k — 1] forman

una particion de V' en conjuntos aciclicos.

Demostracion. Sea Ug como en la hipétesis para cada s € [0, k — 1].

Primero, U0 U, = U, Vi =V y U;NU; = 0 si i # j donde {i, 5} C [0, k — 1],
por definicion.

Segundo, procediendo por contradiccion, supongamos que U, no es aciclico para
algin s € [0, & — 1], entonces existe un ciclo C' en D tal que V(C) C Us. Por el
lema 2.7, C' contiene una flecha hacia atrés (u, v). Como {u, v} C Uy, tenemos que
I(P,) =i =5 (médk)y que l[(P,) = j = s (m6d k), por las definiciones de los
conjuntos V; y Us. Ademads, por la observacion 2.18, se sigue que ¢ > j y, por el lema
2.15, existe una vu-trayectoria P en T que satisface [(P) =i — j =0 (mdd k) y, de
esta manera, el ciclo elemental P U (u, v) tiene longitud 1 médulo &, lo cual es una

contradiceién. O

Como consecuencia del lema 2.25 tenemos que, si una digréafica fuerte D no con-
tiene ciclos congruentes con 1 modulo k, para algin k& > 2, entonces D tiene una
k-coloracién ciclica, esto es, x4(D) < k. Lo cual es la versiéon dirigida del teorema
de Tuza [15] y un caso particular del teorema de Chen et al. [6].

En el siguiente lema veremos que cualesquiera g — 1 niveles consecutivos en un
arbol DFS inducen una digréafica aciclica, donde g es el cuello de D. Este hecho sera

de utilidad para construir coloraciones aciclicas.

Lema 2.26. Sea D una digrifica fuerte de cuello g, T un drbol DFS de D de longitud
t enraizado en r y Vy, ..., Vi son sus generaciones. Entonces, para cada 0 < h <

t—g+2, g—1 generaciones consecutivas de T', Vi, Vi1, ..., Vihig—2, inducen una
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. . s 7. —2 . . . . ,
digrdfica aciclica en D, a saber D{UJ_y Vi1i). Mds aiin, no existen flechas hacia atrds

—2
con ambos extremos en \UI_g Vi

Demostracion. Sea h € [0, t — g + 2]. Supongamos por contradiccion que existe un
ciclo C' en D( f;g Viti). Por el lema 2.7, C contiene una flecha hacia atras (u, v).
Entonces v € Vi1; y v € Vi para algunos 0 < j < @ < g — 2. Observemos que
existe una vu-trayectoria, P, en T tal que C' = P U (u, v) es un ciclo elemental en
Dy l(P,) =1(P,)+(P), por el lema 2.15. De aqui tenemos por un lado que I(P) =
[(C")—1> g—1y por otro lado que I(P) = I(P,) —(P,) = (h+1i) — (h+j) =i — J;
de donde, 1 — j > g — 1, lo cual es una contradicciéon puesto que 0 < j <1< g—2y
asi0<i—j3<g—2<g—1

De este modo, D{U!Z; Vi) es aciclica y no existen flechas hacia atrds con ambos

)
extremos en JY_y Vi O

Lema 2.27. Sea D una digrdfica fuerte de cuello g, T' un arbol DFS de D de longitud

t enraizado en r y Vg, ..., V; sus generaciones, k = B%H, y U, = U?;g Vi(g—1)+j
para cada h € [0, k — 1], donde Vij_1yg—1)+; =0 si (k —1)(g — 1) + j > t. Entonces
los conjuntos Uy, ..., Ug_1 forman una particion de V en conjuntos aciclicos. Mds

atn, para cada h € [0, k — 1], no existen flechas hacia atrds con ambos extremos en

Uh,.

Demostracion. En primer lugar, como Vg, ..., V; forman una particiéon de V' y t <
t+1= fy%ll(g -1) < H}%ﬂ (9 —1) = k(g — 1), se sigue que todo i € [0, t] satisface
i<t<k(g—1)—1=(k—1)(g—1)+g—2y asi, por el algoritmo de la division
existen enteros tnicos h € [0, k — 1]y j € [0, g — 2] tales que i = h(g—1)+j ¥y
V; C Uy, v, por la unicidad de h tenemos que U, NUy = () si h # h'. En consecuencia,
los conjuntos Uy, ..., Ug_1 forman una particion de V.

En segundo lugar, tenemos, por el lema 2.26, que la digréafica inducida D(U,) es
aciclica para cada h € [0, k — 1] y no hay flechas hacia atras con ambos extremos en
Uy, para todo h € [0, k — 1]. O

El siguiente corolario es consecuencia del lema 2.27.

Corolario 2.28. Sea D wuna digrifica fuerte de cuello g, T un drbol DFS de D
enraizado en r y GP la columna vertebral hacia atrds de D relativa a T. Entonces
los conjuntos {Vh(g_l)ﬂ-}?;g son independientes en GP para cada h € [0, k — 1],
donde Vig_1y(g-1)+; =0 si (k —1)(g — 1)+ j > .
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Demostracion. Del lema 2.27, los conjuntos U, = U?;g Vi(g—1)+; son aciclicos para
cada h € [0, k — 1], donde Vi_1)(g—1)+; = 0 si (k —1)(g — 1)+ j > ¢t; y por el lema
2.27, no hay flechas hacia atras con ambos extremos en U;, = U?;g Vi(g—1)+; ¥ asi, por
la definicién de columna vertebral hacia atrds, no existen aristas en GP con ambos

extremos en {Vi(g—1)+; }g;?) para cada h € [0, k — 1], como se queria. O

La siguiente proposicion de una cota para y4(D), puede no ser muy buena para
una grafica arbitraria, pero es mejor cuando D es fuerte y la razon de la longitud de

una trayectoria de longitud maxima entre el cuello es pequena.

Proposicion 2.29. Sean D una digrdifica fuerte y L, la longitud de una trayectoria
que inicia en u lo mds larga posible, para cada w € V. Sea | = min,ey{l,} y sea g el
cuello de D. Entonces xa(D) < [H—q

g—1

Demostracion. Sea r un vértice en D tal que [, = [ y sea T un arbol DFS de D
enraizado en r, entonces T tiene longitud ¢ < [. Sean Vj, ..., V; las generaciones de
T.

Dividiremos V en k = H;%ﬂ conjuntos, de la misma manera que en el lema
2.27, es decir, Uj, = U?;g Vi(g-1)+; para cada h € [0, k — 1], donde Vjg_1)1+; = 0 si
hg—1)+j>t.

Entonces ¢: V' — [0, k — 1] dada por ¢(v) = h si v € Uy, es una k-coloracién en D

tal que cada clase de color es aciclica, por el lema 2.27. Por lo tanto, xy4(D) < k. O

Corolario 2.30. Sea D una digrifica fuerte de orden n y cuello g. Entonces x a(D) <
=i
Demostracion. La longitud de una trayectoria de longitud méxima en D es a lo mas

n — 1. Entonces x,(D) < L}”TJ por la proposicién 2.29. O

A continuacion, definimos la tltima de las tres graficas que anunciamos al inicio

del capitulo.

Definicién 2.31. Sean D, T y Uy, ..., Ux_1 como en el lema 2.27. Definimos la
grifica de condensacion de D relativa a T como la grafica, H, con el conjunto de
vértices V(H) = {Uy, ..., Uy_1} y U;U; € E(H) sii > j y existe una flecha hacia
atras (u, v) € A(D) tal que u € U; y v € Uj.

Proposicion 2.32. Sea D una digrifica fuerte, T un drbol DFS de D enraizado en
ry H la grifica de condensacion de D relativa a T. Entonces xa(D) < x(H).
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Demostracion. Sean d = x(H) y ¢: V(H) — [1, d] una coloracién propia de H.
Definimos la coloracion ¢: V' — [1, d] en D como sigue ¢ (v) = ¢(Uy) si v € Up,.
Como los conjuntos Uy, . .., Ui_; forman una particién de V', ¢’ esta bien definida
y, por el lema 2.27, cada clase de color es aciclica pues cada flecha hacia atras (u,
v) € A(D) satisface que uw € U;, v € U;, @ > jy U;U; € E(H), por lo cual ¢(u) =
c(U;) # ¢(U;) = ¢ (v), ya que ¢ es propia. Por lo tanto, por el lema 2.7, no hay ciclos

monocromaticos en D. O

2.2. Resultados principales sobre el nimero

dicromatico

Ahora veremos una cota para x 4(D) cuando todos los ciclos en D tienen longitud

r modulo k. Para ello requeriremos el lema 2.25.

Teorema 2.33. Sean k y s dos enteros tales que s > 1, sean ry, ..., ry enteros tales
que k > 1; > 0 para cada i € [1, s| y D una digrifica fuerte tal que todo ciclo en D
tiene longitud r mddulo k para alginr € {ry, ..., rs}. Sir; # 1 para cada i € [1, s],
entonces xa(D) < 2s+ 1.

Demostracion. Sea T un arbol DFS de D enraizado en 7 de longitud ¢t y Vg, ..., Vi
sus generaciones.

Como r; # 1 para cada i € [1, s] y todo ciclo en D tiene longitud » médulo k para
algun r € {ry, ..., rs}, entonces D no contiene ciclos de longitud 1 médulo k. Asi,
por el lema 2.25, los conjuntos Us = Ui=s (mear) Vi para cada s € [0, k — 1] forman
una particion de V' en conjuntos aciclicos.

Consideremos la grafica H con el conjunto de vértices V(H) = {Uy, Uy, Uy, ...,
U1} y UiU; € E(H) siy solo si existen vértices u € U; y v € U; tales que (u, v) o
(v, u) es una flecha hacia atrés en D.

Sea U;U; € E(H), entonces existen vértices u € U; y v € U; tales que [(P,) =

i (méd k), I(P,) = j (m6d k) y existe una flecha hacia atras entre u y v.

Caso 1: (u, v) es una flecha hacia atras en D. De donde, existe una vu-trayectoria
P en T, tal que P U (u, v) es un ciclo elemental en D. Dado que [(C) =
r; (méd k) para algin | € [1, s|, tenemos por un lado que I[(P) = r; —
1 (méd k) y por otro lado que ((P) = I(P,) — l(P,) =i — j (mdéd k); y asi
i—j=r—1(médk) o, equivalentemente, i = j+r; — 1 (mdd k) donde {i,
J, i} C [0, k—1].
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Caso 2: (v,u) es una flecha hacia atras en D. De donde, existe una uv-trayectoria P’
en T, tal que P'U(v, u) es un ciclo elemental en D. Como [(C') = rp (méd k)
para algin I’ € [1, s], tenemos por una parte que [(P') = rp — 1 (méd k)
y por otra parte que [(P') = [(P,) —(P,) = j —i (m6dk); y asi j —i =
ry — 1 (méd k) o, equivalentemente, i = j — (ry — 1) (méd k) donde {4, j,
r} C [0, k—1].

De esta manera, U; es adyacente a U; en H siy s6losii = j+ (r; — 1) (mdédk) o
i=j—(r;—1) (mbéd k) para algin [ € [1, s].

Como no hay flechas hacia atrds con ambos extremos en el mismo Uj, o de otro
modo D tendria un ciclo de longitud 1 médulo &, tenemos que H no tiene lazos y la
vecindad de un vértice U; en H satisface Ny (U;) C U_1{U;-(r,~1), Uj4r,—1}, donde
los subindices se toman moédulo k; y asi dH(Uj) < 2sparacada 0 < 53 < k — 1.
Por lo tanto, el grado méaximo en H satisface A(H) < 2s. Por el teorema 2.1, H es
(2s + 1)-coloreable.

Sea : V(H) — [1, 25 4+ 1] una coloraciéon propia en H, entonces c: V — [1,
25 + 1] definida como c(v) = ¢/(U;) siempre que v € U; es una coloracion aciclica en
D.

La asignacion ¢ asigna un color tnico a cada vértice v € V', ya que los conjuntos
Uy, ..., Ug_; forman una particion de V', por lo que ¢ esta bien definida.

La asignacion ¢ es aciclico: sea C' un ciclo arbitrario en D y (u, v) € A(C) una
flecha hacia atras, entonces existe una pareja de indices distintos {7, j} C [0, k—1] tal
queu € U, v € Uy, asi, U;U; € E(H), de esta manera c(u) = ¢ (U;) # ¢(U;) = c¢(v)
puesto que ¢’ es propia. De aqui se sigue que C' no es monocromatico.

Por lo tanto, x4(D) < 2s + 1. O

Si restringimos s en el ultimo teorema, podemos mejorar el resultado del teorema
2.22.

Corolario 2.34. Sean k y s dos enteros tales que s < Lg

tales que k > r; > 0 para cada i € [1, s| y D una digrifica fuerte tal que cada ciclo

|, sean 1y, ..., rs enteros

en D tiene longitud r mddulo k para algin r € {ry, ..., rs}. Si r; # 1 para cada
i €[1, s], entonces xa(D) < 2s+1<k.

Corolario 2.35. Sean k y r dos enteros tales que k > r > 0 y sea D una digrifica
fuerte tal que todo ciclo en D tiene longitud r mddulo k. Sir # 1, entonces xa(D) <
3.
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Supongamos que k y r satisfacen las hipdtesis del corolario 2.35 y tomemos el
peor escenario posible en la prueba del teorema 2.33, donde Ny (U;) = {U;_(—1),
Ujtr—1} para cada 0 < j < k —1, donde los indices se toman médulo k. Entonces H
es la uniéon de d = med(r — 1, k) ciclos ajenos dos a dos, de longitud b = % y de la
forma C; = U; Ujyr—1 Ujyop—1) - - Ujrp—1)(r—1) U; para cada 0 < j < r — 1.%*

Si b es par entonces, por el teorema 2.1, H debe ser 2-coloreable.

¥k Aclaremos esta afirmacion: consideremos la asignacion biyectiva ¢: V(H) —
Zy dada por U; — j, donde j es el residuo de j médulo k.

Sabemos que todas las flechas hacia atras cuya cabeza estd en U; tienen cola
en Ujy,—1, por el caso 1 en la prueba del teorema 2.33, y todas las flechas hacia
atrds cuya cola estd en U; tienen cabeza en U;_(,_1), por el caso 2 en la prueba del
teorema 2.33. Asi, se tienen saltos de r — 1 indices en la direcciéon contraria a la del
ciclo, desde U; hasta Uj,_;. Si consideramos los mismos saltos en Z;, obtenemos el
automorfismo? v en Z; dado por (n) = m De este modo, U; y U; son
adyacentes en H si y s6lo si 9(j) =1 o ¢(l) = j.

Notemos que, 9 tiene d oOrbitas que son mutuamente ajenas, ciclicas y tienen
cardinalidad b. Ademas, cada oérbita corresponde a precisamente un ciclo en H. La
relacion entre H y el automorfismo 1 en Z; es clara ahora.

Por lo que, determinar un grupo del mismo orden que nuestra grafica (digrafica)
y un automorfismo en ella que represente las adyacencias puede ayudarnos a colorear
los vértices de la grafica (digrafica), via sus 6rbitas, mismas que son siempre ciclicas
y mutuamente ajenas. Sin embargo, si una grafica (digrafica) tiene més aristas (resp.
flechas) que aquellas en los ciclos determinados por las érbitas esta herramienta puede

ser inutil.

Corolario 2.36. Sean k y r dos enteros tales que k > r > 0 y sea D una digrifica
fuerte tal que todos los ciclos en D tienen longitud congruente con r modulo k. Si

r#1y% espar, donde d =med(r — 1, k), entonces xa(D) < 2.

Demostracion. Esta afirmacion se sigue de la demostracion del teorema 2.33 y de

** notando que las érbitas de ¢, vistas como ciclos en H, tienen

la explicacion en
longitud par b = g. Por lo cual son 2-coloreables y asi podemos colorear los vértices
de D con 2 colores de la misma manera que se hizo en la demostracién del teorema

2.33. ]

2Un automorfismo de grupos es una funcién de un grupo (G, *) en si mismo, f: G — G, que es
biyectiva y que satisface f(g1 * g2) = f(g1) * f(g2) para cualesquiera dos elementos, g1 y g2, de G.
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Teorema 2.37. Sea D una digrifica fuerte de cuello g, k y p dos enteros tales que
k>g—1>p>1. 50D no contiene ciclos de longitud r modulo k= [ﬂp para todo

re{-p+2,...,0, ..., p}, entonces xa(D) < [ﬂ

Demostracion. Sea T un arbol DFS de D de longitud t enraizado en 7y Vg, ..., V;
sus generaciones.

Sean k' = [%W y Uy = U?;g Viptj para cada h € [0, k' — 1], donde Vigr_1yp1; =0
si (' —1)p+j > t. En el lema 2.26 se demostré que cada Uy, es aciclico pues consiste
de p < g — 1 generaciones consecutivas y que no hay flechas hacia atras con ambos
extremos en Uy, para cada h € [0, k' — 1].

Estos conjuntos forman una particiéon de V', pues los conjuntos V; forman una
particion de V' y, por el algoritmo de la division, cada i € [0, t] se puede escribir de
manera Unica como ¢ = hp + j para algunos h > 0y 0 < 57 < p — 1, por lo cual
Vic Uy yVinUy =0si h' #h.

Definamos ¢: V. — [0, d — 1], donde d = Lﬂ = %, de la siguiente manera:
clv) =isiv € U,y h=1i(médd). Entonces ¢ es una coloracién aciclica de D.
Primero, los conjuntos Uj, forman una particiéon de V', por lo cual cada vértice v €
V' tiene exactamente un color asignado. Segundo, las clases de color son aciclicas.
Supongamos por contradiccion que existe un ciclo monocromético C' en D. Por el
lema 2.7, existe una flecha hacia atrds (u, v) € A(C) y esta es monocromatica. Sea
{h1, he} C [0, k' —1] e i € [0, d—1] tales que u € Up,, v € Uy, y hy = hy =i (mdd d).

Como no hay flechas hacia atras con ambos extremos en el mismo conjunto U,
se sigue que hy # hg. Por la definicién de los conjuntos U, tenemos que u € Vi, pijy
para algin j; € [0, p — 1], v € V)4 , para algin j, € [0, p — 1], I(P,) = hip + j1,
[(P,) = hap + jo y, como u es un descendiente de v, hip + j; > hop + j2, donde {h,
ho} C [0, K — 1], {j1, jo} C [0, p—1] ¥ hy > hs.

Ahora, sea P la vu-trayectoria en 7. De esta manera [(P) = I(P,) — I(P,) =
(hap+j1)—(hap+tja) = (hi—ha)(g—1)+(j1—j2). Dado que hy = hy (médd) y hy > ho,
se sigue que h; — hy = qd para algiin ¢ > 1y, asi, [(P) = (hy — ho)p+ (1 — j2) =
qdp + ji — jo = gk + ji — j2 = j1 — jo (méd k), donde |51 — jo| < p — 1 pues {ji,
j2} € [0, p—1].

Por lo tanto, el ciclo v = P U (u, v) satisface I(y) = [(P)+1 = j1 —jo+1 (mo6d k),
donde —(p—1)+1 < j1—jo+1 < (p—1)+1, o equivalentemente, —p+2 < j; —jo+1 <
p, lo cual contradice la hipotesis.

Entonces, ¢ es una coloracion aciclica y ya(D) < d. ]
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Como consecuencia del teorema 2.37 obtenemos los dos corolarios siguientes:

Corolario 2.38. Sea D una digrafica fuerte de cuello g, k y p dos enteros tales que
k>g—1>p>1ypl|k. Si D no contiene ciclos de longitud r mddulo k para cada
re{-p+2,...,0, ..., p}, entonces xa(D) < %.

El siguiente es un resultado de Tuza en [15], puesto que el niimero dicromético
de una digrafica en la que todas las flechas son simétricas (y por tanto tiene cuello

g = 2) es igual al nimero cromético de una grafica no dirigida:

Corolario 2.39. Sea D una digrifica fuerte de cuello g = 2, k un entero tal que

k> 1. Si D no contiene ciclos de longitud 1 médulo k, entonces xa(D) < k.
Para finalizar el capitulo, el tercer teorema principal.

Teorema 2.40. Sea D una digrafica con al menos un ciclo, de circunferencia c y
|+1.

c—
g—

cuello g. Entonces xa(D) < [ i

Demostracion. Sea T un arbol DFS de D de longitud t enraizado en un vértice r y

sean Vj, ..., V; sus generaciones. Partiremos el conjunto V en k = [;:H +1 conjuntos

aciclicos de la siguiente manera.

Paso 1: Sean k' = B%ﬂ y Uy = U?;S Vir(g—1)+; Para cada b’ € [0, k' — 1], donde el
conjunto Vig_1yg-1)4; = 0 si (' —1)(g — 1) +j > t. En el lema 2.27 se vio
que los conjuntos Uy, ..., Up_; forman una particion de V' en conjuntos

aciclicos.

Paso 2: Demos color h € [0, k — 1] a los vértices en Uy si i = h (méd k), donde
R € [0, k" — 1]. La coloracién esta bien definida pues los conjuntos Uy, ...,
Uy —1 forman una particion de V' y h’' es congruente con exactamente un
h € [0, k — 1] mddulo k; asi, cada vértice v € V tiene asignado exactamente

un color.

Veremos que cada clase de color es aciclica. Supongamos por contradiccion que existe
un ciclo monocromatico C'. Por el lema 2.7, C' contiene una flecha hacia atras (u,v).
Como C' es monocromatico, hay un indice h € [0, k — 1] y una pareja de indices {1,
i} C [1, k'] tales que u € Uy, v € Uy, € 1y =iy = h (m6d k).

Observemos que u € V;, (g—1)4j, ¥ ¥ € Viy(g—1)44, Para algin {ji, j2} C [0, g — 2],
por la definicién de Uy, y U,. De donde, [(P,) = i1(g—1)+j1 y I(P,) = i2(g—1) + ja.
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Maés ain, como (u, v) es una flecha hacia atras se sigue que i1 (g—1)+71 > i2(g—1)+72,
donde {i1, io} C [0, K" — 1] y {j1, j2} C [0, g — 2]; ¥, asi, i; > is. Si iy = is, entonces
{u, v} C Uy, lo cual es imposible por el lema 2.27. Por lo tanto, i; > i5. Recordemos
que i1 = iy (m6d k), de donde i; — iy = ¢k para algin ¢ > 1.

Ahora, sea P la vu-trayectoria en T'. Se sigue que [(P) = I(P,) — l(P,) = (i1(g —
1) 4+ j1) — (ia(g — 1) + j2) = (i1 —i2)(g — 1) + (j1 — j2). Por un lado, como i; =
iy (m6d k), tenemos que [(P) = j; — jo (mdéd k) donde |j; — jo| < g — 1 ya que

{j1, 72} € [0, g — 2]; por otro lado, como i; — iy = gk con ¢ > 1, tenemos que
W(P) = (iv—12)(g = 1) + (j1 — j2) = qk(g — 1) + (j1 — j2) = k(g — 1) + (J1 — J2).
Consideremos el ciclo v = P U (u, v), entonces g < Il(y) <cyl(y)=1(P)+ 1;y
de esta manera g — 1 <[(P) <c¢—1.
Sin embargo, I(P) > k(g — 1) + (j1 — j2) = (F*ﬂ + 1) (g—1)+ (j1 — j2) >

g—1

(=24 1) (9= D)+ (r—jo) = (=14 g— D)+ (r—jo) > e+ g-2)— (g—1) = e— 1,
lo cual es imposible, por lo cual podemos concluir que las clases de color son aciclicas

y obtenemos el resultado. ]

La cota obtenida en el ultimo teorema se alcanza de manera trivial por los ciclos
dirigidos que no contienen flechas simétricas y por las digraficas completas (aquellas
en las que cualquier pareja de vértices induce un ciclo de longitud 2). Ademaés, dicha

cota proporciona una mejora al resultado clasico de Bondy, siempre que g > 3.
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Capitulo 3
Panciclismo en digraficas

Una digrafica D de orden n > 3 es panciclica si, para cada [ € [3, n], D contiene
un ciclo de longitud [; D es pancilica en vértices o panciclica local si, para cada
ve V(D) ycadal € [3, n], D contiene un ciclo de longitud I que pasa por v.

Sea Dy, Ds, ..., Dy una coleccion de digraficas ajenas por pares. La suma gene-
ralizada (s.g.) de Dy, Dy, ..., Dy, denotada por &F_D; o por Dy & Dy @ -+ @ Dy,
es la coleccion de todas las digraficas D tales que: (i) V(D) = UF, V(Dy), (ii)
D{(V(D;)) = D, para i € [1, k], y (iii) entre cada par de vértices en sumandos dis-
tintos de D, existe exactamente una flecha con una direccion arbitraria y fija. A una
digrafica D en @F_ | D; la llamaremos una suma generalizada (s.g.) de Dy, Dy, ...,
Dy, v diremos que una flecha f de D es exterior si f € (A(D) \ UleA(Di)). Al
conjunto de las flechas exteriores de D lo denotaremos por Fg.

Sea Dy, Ds, ..., Dj una coleccion de digraficas hamiltonianas ajenas por pares,
en este capitulo daremos condiciones suficientes (simples) para determinar si una
digrafica D € ®%_, D; es panciclica o panciclica en vértices.

El problema de determinar si una digrafica es panciclica o panciclica local ha sido
estudiado por varios autores, por ejemplo en [1, 2, 3, 9, 11, 12, 13].

Un k-hipertorneo H de n vértices, donde 2 < k < n, es un par H = (Vy,
Ag), donde Vi es el conjunto de vértices de H y Ay es un conjunto de k-tuplas de
vértices tal que, para todo conjunto S C Vy con |S| = k, Ay contiene exactamente
una permutacion de S. En [11], Moon demostrd que todo torneo fuerte es panciclico
local; en [2], Bang-Jensen y Gutin afirman que este resultado es también valido
para digraficas semicompletas fuertemente conexas; y en [10], Li et al. extendieron
el resultado de Moon para k-hipertorneos de n vértices, donde 3 < k < n — 2.

Algunos resultados sobre panciclismo dan condiciones de suficiencia en funcién

33
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de los grados de los vértices. Por ejemplo, en [12], Randerath et al. demostraron que
toda digrafica D de orden n > 3 en la cual min{é* (D), (D)} > ! es panciclica
local. En [13], Thomassen probé que si D es una digréfica fuerte de orden n en la
cual se satisface la desigualdad d(z) + d(y) > 2n, para cualesquiera dos vértices
no adyacentes = y y, entonces D satisface una de las siguientes afirmaciones: (i) D
contiene un ciclo de longitud [, para cada [ € [2, n], o (ii) D es un torneo y, en
este caso, D contiene un ciclo de longitud [, para cada [ € [3, n|, o bien, (iii) n es
par y D es isomorfa a una digrafica bipartita completa cuya particion consiste de
dos conjuntos con n/2 vértices. Continuando en esta direccion, en [1], Bang-Jensen y
Guo demostraron que toda digrafica D que no contiene flechas simétricas, de orden
n > 9, con grado minimo mayor que o igual a n — 2 y tal que, para cualquier pareja
de vértices no adyacentes x y y, la desigualdad d},(z) + dp(y) > n — 3 se satisface,
es panciclica local.

Una digrafica D es una digrafica k-partita completa o multipartita si existe una
particion de su conjunto de vértices en k conjuntos independientes, a los que llamamos
partes, y para cualesquiera dos vértices diferentes, x y y, en partes distintas, se
satisface que (z, y) € A(D) o (y, ) € A(D), o ambas. Una digrafica multipartita
completa D es ordinaria si, para cada pareja {X, Y} de conjuntos de su particién,
el conjunto de las flechas con ambos extremos en X UY coincide con X x Y = {(z,
y):xeX,yeY} oY x X, obien, (X xY)U (Y x X).

A una digrafica k-partita completa ordinaria D se le dice digrifica zigzag, si
tiene al menos cinco vértices, k > 3, y los conjuntos de su particion, Vi, V5, Vs,
ooy Vi, satisfacen: A(Vy, V1) = A(V;, Vo) = A(V4, Vi) = 0, para cada i € [3, k], y
VAl = Vel = [V + [Val + -+ + Vi,

En [9], Gutin dio una caracterizacion de las digraficas k-partitas completas ordi-

narias que son panciclicas y las que son panciclicas en vértices:

Teorema 3.1 (Gutin [9]). (1) Una digrifica k-partita completa ordinaria (k > 3)

D es panciclica si, y solo si:
(i) D es fuertemente conexa,

(ii) D tiene una factorizacion en ciclos (ajenos dos a dos),

(iii) D no es isomorfa a una digrifica zigzag ni a un torneo 4-partito con al

menos cinco vértices.

(2) Una digrdfica panciclica k-partita completa ordinaria (k > 3) D es panciclica en

vértices si, y solo si, se satisface una de las afirmaciones siguientes:
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(i) k>3 o
(ii) k = 3 y D contiene dos ciclos de longitud 2, Zy y Z, tales que V(Zy) U

V(Zs) contiene vértices en exactamente tres conjuntos de la particion.

Notemos que una suma generalizada de digraficas vacias, en la que todas las
flechas exteriores entre dos sumandos tienen la misma direccién, es una digrafica
multipartita ordinaria. En nuestros resultados trabajamos con una particion del con-
junto de vértices de una digrafica, pero en lugar de pedir que cada parte sea un
conjunto independiente, lo que pedimos es que la digrafica inducida por cada par-
te sea una digrafica hamiltoniana; ademas, permitimos que la flechas entre dos de
las partes tengan cualquier direccién y prohibimos que haya flechas simétricas en-
tre partes distintas. De esta manera, nuestro problema tiene algunas similitudes con
el de Gutin pero son diferentes. Los resultados obtenidos en este capitulo fueron
recopilados en dos articulos [5] y [6].

En [3], Bang-Jensen y Huang dieron una caracterizaciéon de las digraficas cuasi-
transitivas que son panciclicas y las que son panciclicas locales.

En [14], Yeo prob6 que todo torneo k-partito regular con k > 5 es panciclico en
vértices y, en [15], demostré que todo torneo 4-partito regular de orden al menos

13918 es panciclico en vértices.

3.1. Preliminares

En esta seccién daremos la notaciéon que se usa a lo largo del capitulo y demos-
traremos algunos resultados que simplifican las pruebas de los siguientes apartados.

Sean A y B dos conjuntos de vértices o dos subdigraficas de una digrafica D, se
define el conjunto de flechas (A, B), como el conjunto de todas las flechas en D cuya
cola estd en A (o en el conjunto de vértices de A) y cuya cabeza estd en B (o en el
conjunto de vértices de B). Si A = {a} o B = {b}, usamos la notacién (a, B) o (A, b),
respectivamente, en lugar de (A, B). Cuando ocurra, para cada a en Ay cada b en B,
que (a, b) € A(D), se denota por A — B, y si ocurre que A — By (B, A) es vacio,
entonces se denota por A — B. Si A= {a} o B = {b}, usamos la notacién a — B o
A — b, respectivamente, en lugar de A -+ By a+— B o A — b, respectivamente, en

lugar de A — B. Asi, cuando usemos la notacién v — v, significa que (u, v) € A(D).

Observacién 3.2 (C. M., Galeana-Sanchez y Goldfeder [4]). Es claro que una s.g.

de dos digraficas ajenas esta bien definida y es conmutativa. Sean Dy, Dy, D3 tres
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digraficas ajenas por pares. Es facil demostrar que los conjuntos (D; @ Do) & Ds
definido como Upep,ap, D @ D3y D1 @ (D2 ® Ds) definido como Uprep,ap, D1 @ D’
satisfacen lo siguiente ®2_,D; = (D @ Do) & D3 = Dy & (D5 & Ds), por lo cual la
suma generalizada de tres digraficas esta bien definida y es asociativa. Por medio de
un proceso inductivo se puede probar que la s.g. de k digraficas mutuamente ajenas
estd bien definida.

Observacién 3.3 (C.M., Galeana-Sanchez y Goldfeder [4]). Sea Dy, Do, ..., Dy
una coleccién de digraficas ajenas dos a dos, D € ®F_;D; y J C [k]. La subdigrafica
inducida en D por U;e; V(D;), H = D(U;je; V(D;)), pertenece a @jesD;.

Definicién 3.4. Sean D una digrifica y dos ciclos ajenos, C = (xg, 1, ..., Tp_1,
z0) Yy Co = (Yo, Y1, --+» Ym—1, Yo), en D. Un par de flechas (x5, y.), (yr_1, Tsi1)
con s € [0, n—1], r € [0, m — 1] (donde los subindices se toman médulo n y m,
respectivamente), es un par bueno de flechas (figura 3.1).

Cuando exista un par bueno de flechas entre dos ciclos ajenos, C; y Cs, diremos,

simplemente, que existe un par bueno entre ellos.

Ts—1 Tg Ts+1 Ls42
Cl @ ')
CQ Ce Y Y

Yr+1 Yr Yr—1 Yr—2

Figura 3.1: Un par bueno de flechas

Ahora, dada una coleccion de digraficas hamiltonianas mutuamente ajenas, vere-
mos qué propiedades tiene una digrafica fuertemente conexa en su s.g., con lo cual

podremos encontrar ciclos de varias longitudes en tal suma.

Proposicion 3.5 (Galeana-Sanchez y Goldfeder [8]). Sean Cy y Cy dos ciclos ajenos
en una digrdfica D. Si existe un par bueno con respecto a Cy y Csy, entonces existe

un ciclo en D cuyo conjunto de vértices es V(C1) U V(Cy) (figura 3.2).

En lo que resta del capitulo, los indices en un ciclo Cy = (xg, 1, ..., Tpn_1, Zo)

(resp. en Cay = (Yo, Y1, - - Ym—1, Yo)) se toman médulo n (resp. modulo m).
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Ts—1 Tg Tsy1 Ts42
Cl fes —0—>0 >— >0———>
02 e <7.<7}‘< o<—— O0<——
Y1 Yt Yt—1 Yt—2

Figura 3.2: Un ciclo construido con un par bueno

3.2. Panciclismo local

En esta seccion veremos que, si una suma generalizada de dos digraficas hamilto-
nianas, no contiene pares buenos entre tales ciclos, entonces dicha s.g. es panciclica
local. Para lo cual, demostraremos que cuando no hay pares buenos es posible en-
contrar sucesiones de flechas exteriores que nos permiten formar ciclos de diversas
longitudes. Para finalizar la seccién, daremos una generalizacion de este resultado

para una suma de k digraficas hamiltonianas mutuamente ajenas.

Definicién 3.6. Sean D, y D, dos digraficas ajenas con ciclos hamiltonianos, C} =
(ZIZ'(), Tiy, vy Tp-1, xO) y 02 = (yan17"'7ym—17y0)’ respectivamente, y sea D €
Dy @ D, una suma generalizada. Para una flecha exterior xy — 1, (respectivamente,
Yy — ), definimos la clase paralela de =3 — 1y, (resp. y; — x5), denotada por
Py, sy (resp. Py, _.,), como sigue: Py, = {(Tspi, y—i) | 0 < i < 1 — 1} (resp.
Py v, = {(ytsi, vs—;) | 0 < i <1 —1}), donde [ = mem(n, m); y diremos que dos
flechas exteriores a;, as son paralelas si existe una flecha exterior z — w tal que {ay,
(12} - Pz%w-

Observacion 3.7. Sean Dy y D, dos digraficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (zo, x1, «-+y Tn_1, o) ¥ C2 = (Yo, Y1, ---,Ym—1,Y0), respectivamente, y sea
D € Dy & Dy una suma generalizada. Si D no contiene pares buenos entre C; y
(s, entonces para cada flecha exterior x, — y; (resp. y; — x,)%, con z, € V(Cy) y
y € V(Cy), la clase paralela P, _,,, (resp. P, _,,.) existe y estd contenida en A(D).

Demostracion. Si xy — 14, construimos una sucesion de flechas exteriores de la si-

guiente manera: (i) Como (zs, y;) € A(D), los vértices xs1 y y;—1 son adyacentes en

!Recordemos que, por definicién, existe exactamente una flecha entre x, y y;. Asi, no puede
ocurrir simultdneamente que s — ¥ ¥y ¥y — Ts.
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Tg Ts+1 Tsy2 Ts+3

Ch

Cy
Yt Yi—1 Yt—2 Yi—3

Figura 3.3: La clase paralela de (x, y;)

Dy D no contiene pares buenos entre Cy y Cy, se sigue que (241, y1—1) € A(D). (ii)
Supongamos que las flechas (x5, y¢), (Tst1, Ye-1), -+, (Tspi, yr—i) en A(D) ya fue-
ron obtenidas. (iii) Ahora, como D no contiene pares buenos, tenemos que (2 (i11),
Yi—@i+1)) € A(D). (iv) La sucesién se termina la primera vez que (Zsyk, Yi—r) = (s,
Yt), es decir, cuando k = mem(n, m). Asi, P, _,,, C A(D).
Si y; — x5, construimos una sucesion de flechas exteriores de la siguiente manera:
(i) Como (yy, z5) € A(D), los vértices y;+1y Ts—1 son adyacentes en D y D no contiene
pares buenos entre Cy y Cy, se sigue que (y441, s—1) € A(D). (ii) Supongamos que
las flechas (yi, xs), (Yer1, Ts—1), -+, (Yeri, Ts—;) en A(D) ya fueron obtenidas. (iii)
Ahora, como D no contiene pares buenos, tenemos que (Yei(i41), Ts—@+1)) € A(D).
(iv) La sucesién se termina la primera vez que (Y1, Ts—x) = (Y1, Ts), es decir, cuando
k = mcm(n, m). Asi, P,,_,,, C A(D).
[

Observacion 3.8. Sean D, y D, dos digraficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (xo, ®1, -+, Tn-1, o) ¥ C2 = (Yo, Y1,---,Ym—1,Y0), respectivamente, y sea
D una digrafica sin pares buenos entre C; y Cy en Dy & D,. Como consecuencia
de la definicién 3.6 y la observacion 3.7, para toda flecha exterior (u, v) € Eg, se
satisfacen las siguientes afirmaciones: (i) (u, v) € P,_; (ii) |Pusy| = mem(n, m);
(iii) si Py, N Py, # 0, entonces P, ., = Py_.;y (iv) siu € V(D;) y v € V(Ds_,),
entonces P,_,, C (D;, D3_;).

Observemos que, cuando n # m, puede haber dos o més flechas en P, ,, que
incidan en u (o en v). Ademds, para cada vértice w € V(C;) U V(Cy) y cada (u,

v) € Eg, existe al menos una flecha en la clase paralela P,_,, que incide en w.

Los siguientes tres resultados nos ayudaran a demostrar el teorema 3.13, el cual

asegura que, si D es una digrafica fuerte en la s.g. de dos digraficas hamiltonianas aje-
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nas, D1y Dy, y D no contiene pares buenos entre sus ciclos hamiltonianos, entonces

D es panciclica en vértices.

Lema 3.9. Sean Dy y Dy dos digrdficas ajenas con ciclos hamiltonianos, Cq = (xo,
1, ooy Tno1, To) Y Co = (Yo, Y1, -+, Ym—1, Yo), Tespectivamente, y D € Dy & Ds.
Si D es fuerte y no contiene pares buenos entre Cy y Co, entonces existen indices
r €0, m—1] ys € [0, n—1] tales que (xo, Yr, Yr+1, To) ¥ (Yo, Ts, Tst1, Yo) 0N
3-ciclos.

Demostracion. Dado que D es fuerte, tanto (Dy, D) como (D, Dy), son no vacios.
Sean (ug, vo) € (D1, D)y (20, wg) € (D2, D). Como D no contiene pares buenos,
la observacién 3.7 asegura que Py, C A(D) ¥y Puysw, C A(D). Ademés, para cada
w € V(D) y cada clase paralela P, ,,, existe una flecha (u/, v') € P,_,, que incide
en w. En particular, esto se satisface para el vértice z, y las clases paralelas P,,_,,,
Y P.y—w,- Asi, existen flechas (u/, v') € Py, v (2, W') € Py, que inciden en
xg. Por la observacién 3.8 (iv), se tiene que (u', v') € (D1, Dy) y (2, w') € (Do, D)
ya que (ug, vg) € (D1, D2) v (20, wo) € (D2, Dy). Entonces (v, v') = (29, ya) v (2,
w') = (yp, xo) para algunos {a, b} C [0, m — 1].

De esta manera, el conjunto {j € [1, m — 1] | (Ya+j, To) € A(D)} es no vacio
(pues (yp, o) € A(D)). Sea t = min{j € [1, m — 1] | (Yasj, To) € A(D)}, de donde
(Yatt, o) € A(D) ¥ (Yatt-1, o) ¢ A(D), puesto que g ¥ Ya++—1 son adyacentes en
D, se sigue que (zg, Yari—1) € A(D) y, asi, (o, Yatt—1, Yatt, To) €s un 3-ciclo en D.

De manera similar, se puede demostrar la existencia del otro 3-ciclo. O]

Proposiciéon 3.10. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (xo, 1, -y Tn1, 20) ¥ Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), TeSpectivamente, y
D € Dy @® Dy. 51 D es fuerte y no contiene pares buenos entre Cy y Co, entonces,
para cada v € V(G) y cada t € [3, 2my]|, existe un ciclo de longitud t que pasa por

v, donde my; = min{n, m}.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que n > m 'y sea [ = mem(n, m). Primero mos-
traremos la existencia de los ciclos de longitud impar y después la de los ciclos de
longitud par.

Por el lema 3.9, existe un indice j € [0, m — 1] tal que (xo, y;, Yj+1, To) €S un
3-ciclo. Supongamos s.p.g. que j = 0, asi (zg, Yo, Y1, To) €s un 3-ciclo en D.

Por la observacion 3.7, P, _,,, C A(D) y Py, ., C A(D) (figura 3.4).

Afirmacién 3.11. Para cada j > 0, la flecha (y_;, xj41) pertenece a Py, 4.
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Ty Ty T T x
Cl 2 1 0 1 2 o
Cy Y3 Y2 (i Yo Ym—1 Ym—2

Figura 3.4: Clases paralelas de (zo, %0) ¥ (v1, o)

Demostracion de la afirmacion 3.11. Por la definicién 3.6, Py, 2, = { (Y144, —;) | 0 <
i<i1—1}.

Caso 1: j<[l—1.Tomemosi=1—1—74.Como1<1+j </, setiene que 0 <i =

l—1—37<1—1. Porlo cual, (y14:, ;) = (Z/1+(z—1—j)7 x—(l—l—j)) = (y—j7
T14;) es una flecha en Py .

Caso 2: j > [. Por el algoritmo de la divisién de Euclides, existen enteros g y 7/, ¢ > 0
y " € [0, I — 1], tales que j = ¢'l + r'. Entonces (y_;, j11) = (Y—(g/1+)
Tyitr+1) = (Y=, Tp41), pues [ = mem(n, m). Dado que 0 <7/ <1 —1 se

sigue que (y_p, Tp41) € Py sy, pOT €l caso 1.

[ |

Para cada t € [0, n — 1] y cada h € [0, m — 2], consideremos el ciclo of, = (2,
Y-t) U (Yts Coy Yorynir) U (Ytwntr, Toon) U (Te-n, C1, 1)

Para cada h € [0, m — 2], D contiene al ciclo o} que tiene longitud I(a}) =
1+ (h+1)+ 1+ h=2h+ 3. Por lo tanto, para cada t € [0, n — 1] y cada longitud
impar entre 3 y 2(m —2)+3 = 2m — 1, existe un ciclo de dicha longitud que pasa por
¢ vy Yy—¢. Recordemos que n > m y los indices se toman mdédulo n y médulo m, asi,
hemos demostrado que para cada v € V(D) y cada longitud impar en [3, 2m — 1],

existe un ciclo de dicha longitud que pasa por v.

Caso 1: (zo, y2) € A(D). Entonces P,,_,,, C A(D), donde Py, = {(2s, y2—i) | 0 <
i<l—1}.
Para cada t € [0, n — 1] y cada h € [0, m — 2], consideremos el ciclo 8 =
(T, y2—t) U (Y21, Coy yo—t1n) U (Y2—tn, To1ge-n) U (T 1q4n, C1, 241) U
(T4_1,Y_411,7¢) (figura 3.5).
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i

Caso 2:

Ti—q Ty—3 Ty—2 Ti—1 Ty
>._ }1’_%._ -@ >._ >_._ >
e -0 B 18 oo
a
< .\\.ﬁ \\0/-;\./2—\\0< /-2 \‘\.<
Ys—t Ya—¢ Ys—t Yo—t Y1—t Y-t

Figura 3.5: Un ciclo 3% en D

Para cada h € [0, m — 2|, D contiene al ciclo 3} que tiene longitud I(S}) =
l1+h+1+h+2=2h+4. Por lo tanto, para cada t € [0, n — 1] y cada
longitud par entre 4 y 2(m — 2) + 4 = 2m, existe un ciclo de dicha longitud
que pasa por x; y ys—;. Hemos demostrado que para cada v € V(D) y cada
longitud par en [4, 2m] existe un ciclo en D de dicha longitud que pasa por

V.

(y2, xo) € A(D). Entonces P,,_,,, C A(D), donde Py, = {(y2+4i, x—i) | 0 <
i<l—1}

Para cada t € [0, n — 1] y cada h € [0, m — 3], consideremos el ciclo 7}, =
(T, Y—e) U (Y—t, Coy Ytrnr2) U (Y—tsnrz, Teon) U (Ten, C1, ).

Para cada h € [0, m — 3], D contiene al ciclo 7}, que tiene longitud I(v}) =
1+ (h+2)+ 14 h = 2h+4. Por lo tanto, para cada t € [0, n — 1] y cada
longitud par entre 4 y 2(m — 3) +4 = 2m — 2, existe un ciclo de dicha
longitud que pasa por z; y y_;. Hemos demostrado que para cada v € V(D)
y cada longitud par en [4, 2m — 2| existe un ciclo en D de dicha longitud

que pasa por v.

Finalmente, probaremos que para cada v € V(D) existe un ciclo de longitud 2m

que pasa por v.

Para cada t € [0, n — 1], tomemos €' = (y_q—1), Tt Y—t, Tea1, Y—(14+1)> Te2s - - -

Y—(t+m—2)s Tt+m—1, y—(t+m—l))a este camino en D es un ciclo ya que y_(11m-1) = ¥—(1-1),

mds aun, [(g') = 2m.

Por lo tanto, para cada t € [0, n — 1], existe un ciclo de longitud 2m que pasa

por Z; ¥y y_i—1). Entonces, para cada v € V(D), existe un ciclo de longitud 2m que

pasa por v. O]
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Proposiciéon 3.12. Sean D, y Dy dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
CYl = (.T(), Ty, «-.;, Tp-1, xO) () 02 = (?/0; Y, -5 Ym—1, y0)7 reSPECtanmentef )
D € Dy ® Dy. Si D es fuertemente conexa y no contiene pares buenos, entonces,
para cada vértice v € V(G) y cada longitud h en [mq + 2, n+m], existe un ciclo de

longitud h que pasa por v, donde m; = min{n, m}.

Demostracion. Si n = m, entonces la proposicion 3.10 asegura que, para cada v €
V(D) y cada longitud h en [3, 2m| = [3, n 4+ m], existe un ciclo de longitud h que
pasa por v. Por lo tanto, podemos suponer que n # m. Supongamos s.p.g. que n. > m
y sea [ el minimo comun multiplo de n y m, = mcm(n, m).

Por el lema 3.9, existe un indice j € [0, m — 1] tal que (xo, y;, Yj+1, To) €S un
3-ciclo en D. Vamos a asumir s.p.g. que j = 0, es decir, (z¢, Yo, Y1, o) €s un 3-ciclo
en D.

Por la observacién 3.7, Py, C A(D)y Py 5z C A(D), donde Py, = {(z,
y—i) |0<i<l—1}y Pjzy = {(Y14i, v—i) | 0 < i <1 —1} (figura 3.4) y, por la
afirmacién 3.11 en la prueba de la proposicion 3.10, tenemos que, para cada t € [0,
n — 1], la flecha y_, — 2441 pertenece a Py, _,,.

Para cada t € [0, n — 1] y cada j € [1, m — 1], definimos la trayectoria P; de
la siguiente manera: P{ = (y_s, Toy1, Y—(t41), Ter2, -+ -5 Y—(t45)s Tergr1) U (Tegjan, C1,
Tiym). Dicha trayectoria tiene longitud I(P}) = (2j + 1) 4+ (m —j — 1) = m + j.

Como n > m se sigue, por el algoritmo de la divisién, que existen enteros ¢ > 1
y r € [0, m — 1] tales que n = gm + r.

Para cada t € [0, n — 1], consideremos las flechas de la forma x;,;, — Y—(t+im)
en P, _,,,, donde 1 <7 < g. Dado que C, tiene longitud m y los indices se toman
moédulo m, para cada i € [1, q], Y—(14im) = Y—¢, Mas atin, como n = gm + r donde
g > 1yr e |0, m— 1], se sigue que los vértices Tiim, Titom, ---, Tirqm SON ¢
vértices diferentes en C vy, asi, las flechas @4, = Y—t, . .., Ty4qm — Y—¢ son ¢ flechas
diferentes en Py, .

Ahora, para cada t € [0, n — 1], cada i € [1, ¢] y cada j € [1, m — 1], definimos el
t
,J

longitud (3} ;) = (j +m) + (im —m) +1 =4im + j+ 1 y pasa por los vértices y_, y

ciclo como sigue: ff; = Pf U (Zim, C1, Zoyim) U (Zegim, y—1). Dicho ciclo tiene
x441. Notemos que, comon >my 0 <t <n — 1, se tiene que para cada v € V(D)
y cada h € [m+2, (¢+ 1)m] = [m + 2, n — r + m], existe un ciclo de longitud h que
pasa por v.

Finalmente, para cada t € [0, n — 1] y cada j € [1, m — 1], definimos el ciclo

7; de la siguiente manera: 7 = P} U (Ziym, C1, o) U (24, y—¢) cuya longitud es
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I(7j) = (m+j)+(n—m)+1=n+j+1y pasa por los vértices y_; y 41. Como
n>m,0 <t <n—1ylosindices se toman médulo m y n, respectivamente, se tiene
que para cada v € V(D) y cada h € [n+ 2, n 4+ m] existe un ciclo de longitud h que

pasa por v, lo cual concluye la prueba. O

Como consecuencia directa de las proposiciones 3.10 y 3.12 tenemos el siguiente

teorema:

Teorema 3.13. Sean Dy y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos, C7 =
(o, T1, -+, Tn1, o) Y Co = (Yo, Y1, - - -, Ym—1, Yo), respectivamente, y D € D1® D.
Si D es fuertemente conera y no contiene pares buenos, entonces D es panciclica

local.

Como consecuencia de la proposicion 3.5 y el teorema 3.13, obtenemos el siguiente
resultado de [7]:

Corolario 3.14. Sean Dy y D5 dos digraficas hamiltonianas y D € Dy ® Ds. Si D

es fuertemente conexa, entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Sean C7 y Cy dos ciclos hamiltonianos en Dy y Ds, respectivamente.
Si existe un par bueno de flechas entre ellos, entonces D es hamiltoniana, por la
proposicién 3.5. Si, por el contrario, no existen pares buenos de flechas entre C; y C,
entonces D es panciclica local, por el teorema 3.13. En particular, D es hamiltoniana.

O

En la seccién 3.2.1, extenderemos el teorema 3.13 para una digrafica fuerte D
en la s.g. de k digraficas hamiltonianas mutuamente ajenas. Para ello probaremos el
lema 3.15, después definiremos un ciclo antidirigido y veremos que un par bueno es

un 4-ciclo antidirigido con algunas propiedades.

Lema 3.15. Sean D, Dy, Ds tres digrificas mutuamente ajenas con ciclos hamil-
tonianos, Cy, Cy, Cs, respectivamente, y D € &3_, D;. Si existe una sucesion {ij}?zl
tal que D;y — D;,, D;, — D;, y D;; — D;, en D, entonces D es panciclica local.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que Dy — Do, Doy D3y D3+ Dy en D.

Sean C7 = (xg, Z1, -+, Tn_1, T0), Co = (Yo, Y15 -+ Ym-1, Yo) ¥ C3 = (wo, w,
..., W1, wo) unos ciclos hamiltonianos en Dy, Dy y D3, respectivamente.

Dado que Dy — Dy, Dy — D3y D3 — Dy en D, tenemos que, para cada
r € V(Cy), caday € V(Cy) y cada w € V(C3) se satisface que © — y, y = w y

w — .
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Para cada i € [0, n—1], cada j € [0, m—1], cada h € [0, t—1] y cada g € [0,t—1],
consideremos el ciclo a(i, j, h, g) = (xi, y;, w) U (wp, Cs, Whig) U (Whtg, ;). Dicho
ciclo tiene longitud I(«(7, j, h, g)) = 2+g+1 = g+3 y pasa por z;, y; y wy. Entonces,
para cada v € V(D) y cada longitud [ en [3, ¢ + 2], existe un ciclo de longitud [ que
pasa por v.

Para cada i € [0, n — 1], cada j € [0, m — 1] y cada ¢’ € [0, m — 1], consideremos
el ciclo 8(7,4,9") = (@i, y;) U (Y5, Ca, Yjag) U (Yjrg, wo) U (wo, Cz, wi—1) U (wi—1, ;);
B(i,7,9') tiene longitud {(8(,5,¢9')) =1+¢ +1+(t—1)+1 =g +t+2y pasa por
z;, y; y por cada w € V(C3). Entonces, para cada v € V(D) y cada longitud [ en
[t +2, m+t+ 1], existe un ciclo de longitud [ que pasa por v.

Para cada ¢ € [0, n—1] y cada ¢” € [0, n — 1], consideremos el ciclo (i, ¢") = (z;,
Cr, Tigg ) U (Tiggr, Y0) U (Yo, Co, Ym—1)U (Ym—1, wo) U (wo, C3, wi—1) U (w1, x;); dicho
ciclo tiene longitud {(v(4,¢")) = ¢"+ 14+ (m—-1)+1+(t—-1)+1=¢"+m+t+1
y pasa por x;, por cada y € V(Cs) y por cada w € V(C3). Entonces, para cada
v € V(D) y cada longitud ! en [m + ¢+ 1, n + m + t], existe un ciclo de longitud [
que pasa por v.

Por lo tanto, D es panciclica local. O

Definicién 3.16. Sea D una digrafica. Una sucesion de vértices C = vgvy - - - v;_10g
es un t-ciclo antidirigido si v; # v; para cada i # j, t > 4 es par y, para cada i = 0

(méd 2), {(vi, vi1), (vi, vi-1)} C A(D) 0 {(vis1, vi), (vie1, vi)} C A(D).

Podemos suponer que cualquier ciclo antidirigido comienza con una flecha en la
direccion correcta, es decir, vg — v, de otro modo, podemos volver a etiquetar los
subindices del ciclo.

De las definiciones de par bueno y ciclo antidirigido, tenemos la siguiente obser-

vacion:
Observacién 3.17. Sean D; y D, dos digraficas ajenas, oy = (ug, u1, ..., Up_1,
up) y az = (vg, v1, ..., Vg1, vo) dos ciclos en Dy y D, respectivamente, y sea

D e Di®Dy. Siug — v, y v._1 — ugyq1 forman un par bueno de flechas, entonces C =
UsVp U _1Us11Us €S un 4-ciclo antidirigido cuyas flechas pertenecen, alternativamente,
a Eg y A(ar) U A(ae), a saber {(us,v), (Up_1,us+1)} C Eg, (us,usy1) € Alar) v
(vp_1,0,) € A(a).

Definicién 3.18. Sea Dy, Ds, ..., D, una coleccién de digraficas ajenas por pares,

y D € ®%_, D;. A un 4-ciclo antidirigido C = vyv1v9v3v9 en D lo llamamos ciclo bueno
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si al menos una de las condiciones siguientes se satisface: {(vg, v1), (v2,v3)} C Eg 0
{(UQaU1)7 (U07U3)} - E@.

3.2.1. Resultados principales sobre panciclismo local

En este apartado generalizamos el teorema 3.13 para una digréfica fuertemente

conexa D en la suma generalizada de k digraficas hamiltonianas mutuamente ajenas.

Teorema 3.19. Sea Dy, Ds, ..., Dy una coleccion de k > 2 digrdficas ajenas por
pares con ciclos hamiltonianos, Cy, Cs, ..., Cy, respectivamente, y D € ®F_D;. Si

D es fuertemente conexa y no contiene ciclos buenos, entonces D es panciclica local.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k.

Supongamos que k = 2. Como D no contiene ciclos buenos, se tiene que D no
contiene pares buenos con respecto a C y Cy. De otro modo, por la observaciéon 3.17,
D contendria un ciclo bueno. Entonces D satisface las hipotesis del teorema 3.13 vy,
asi, D es panciclica local.

Ahora, supongamos que la afirmacion del teorema se satisface para cada k' € |2,
k — 1]. Vamos a demostrar que la afirmacién se satisface para k.

Sea Dy, Do, ..., D, una coleccién de k digrafica ajenas por pares con ciclos
hamiltonianos, C, Cs, ..., C}, respectivamente, y consideremos una digrafica fuerte

sin ciclos buenos, D, en &F_, D;.

Caso 1: Existen dos indices diferentes {j,j'} C [1, k] tales que (D;,Djy) # 0y
(Djr, D;j) # 0 (por lo tanto, Dy = D(V(D;) UV (Dj)) es fuerte).
Como Dy es una subdigrafica de D, no contiene ciclos buenos. Por lo cual,

D, satisface la base de induccién y, asi, Dy es panciclica local. En particular,

Dy contiene un ciclo hamiltoniano, digamos Cj.

Sea J = [0, k] \ {7, 7'}. Observemos que {D;};c; es una coleccién de k — 1
digraficas hamiltonianas ajenas por pares. Ademés, D € @;c;D; (ya que D

satisface la definicién de una s.g.).

Entonces, por la hipdtesis de induccién, se tiene que D es panciclica local.
Caso 2: Para cada par de indices diferentes {7, j} C [1, k], se tiene que D; — D;, o

bien, D; — D; en D.

Definimos una digrafica H con el conjunto de vértices V/(H) = { Dy, Do, ...,
Dy} y (D;,D;) € A(H) siy sblo si D; — D; en D. Claramente H es un
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torneo fuerte y, asi, para cada t € [3, k], H contiene un ciclo o, de longitud
t (Moon [11]).
Si k = 3, entonces a; es un ciclo hamiltoniano en H. Por lo tanto, D satisface

las hipotesis del lema 3.15 y, asi, D es panciclica local.

Sik > 4, entonces H contiene un ciclo que no es hamiltoniano. Sea ay = (D;,,
Di, ..., D;,_,, D;) un ciclo en H de longitud ¢, para algin t € [3, k — 1].

Recordemos que D; contiene un ciclo hamiltoniano C;, para cada ¢ € [1, k].
Para cada j € [0, t — 1], tomemos una trayectoria hamiltoniana en D, a
saber T;,. Llamemos u; al vértice inicial y v; al vértice final de T;,. Como
Tij = Tij+1

cada j € [0, t — 1], donde los indices se toman médulo t.

para cada j € [0, t — 1], tenemos que (vj,u;+1) € A(D) para

Por lo tanto, v = T;, U (v, u1) U T}, U (v1,ug) U---UT;, | U (141, up) €s un
ciclo con V(v) = UiZy V(D).

Sean Dy = D(UZgV(D;,)) v J = [0, k] \ {io, i1, -- ., ie—1}, entonces D €
@icsD; (va que @ es asociativa y D satisface la definicién de una s.g.).
Observemos que {D;};c; es una colecciéon de |J| = k + 1 — ¢ digraficas
hamiltonianas ajenas por pares, donde 2 < k+1—t <k, y D € ®;c;D; es
fuerte y no contiene ciclos buenos, pues el conjunto de flechas exteriores de
D como s.g. de {D; };es esta contenido en el conjunto de flechas exteriores de
D como s.g. de Dy, Do, ..., Dy. Por lo tanto, por la hipotesis de induccion,

D es panciclica local.

]

En esta seccion se consideraron sumas generalizadas de digraficas hamiltonianas

que no contienen vértices singulares® ni pares buenos (o su generalizacién, ciclos

buenos) y se obtuvieron condiciones faciles de verificar para determinar si una s.g.

es panciclica local. En la siguiente seccion consideraremos el caso en el que si hay

vértices singulares o pares buenos.

3.3.

Panciclismo

En esta seccién daremos una clasificacion de las digréaficas en la suma generalizada

de dos digraficas hamiltonianas, D y Dy, que resultan panciclicas, panciclicas locales

2La definicién de vértice singular estd en la seccién 3.3
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o que contienen ciclos de todas las longitudes posibles en el conjunto [3, |V (D;)| +
U{V(D1)] + [V(Dy)[}, donde |V(D;)] = méx{|V(Dy)], [V(Dy)]}.

A continuacion, dada una digrafica D en la suma de dos digraficas hamiltonianas
ajenas, veremos que cuando D no contiene ciclos de una longitud dada, sus flechas

exteriores cumplen algunos patrones.

Lema 3.20. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (vo, 1, -y Tn—1, x0) ¥ Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), TESPECtivamente, y
D € Dy & Dy. Sea | un entero fijo en [3, n + 1] tal que D no contiene ciclos de
longitud 1. Si (zs, y,) € A(D), entonces {(@stiq—-2), yr) | © > 0} C A(D) (figura 5.6)
y si (Y, xg) € A(D), entonces {(yy, Tgyiq-2)) | ¢ > 0} C A(D) (recordemos que

los subindices siempre se toman modulo n para las x; y moédulo m para las y;).

Demostracion. Primero veremos que si (x5, y») € A(D), entonces (Zs_ji—2), Yr) €
A(D) para cada j > 0. La demostracién se hard por induccién sobre j.

Por hipétesis, (zs, y.) € A(D). Supongamos que (Z,_;q—2), ¥r) € A(D), enton-
ces (Ts—(j41)1-2); Yr) € A(D). De otro modo, (yr, Ts—(j4+1)q-2)) € A(D) pues y, y
Ts—(j4+1)(—2) son adyacentes. Asi, el ciclo (zs_¢j+1)1-2), C1, Ts—ja—-2)) U (Ts—ju—2), Yr,
Ts—(j+1)(1—2)) esta contenido en D y tiene longitud [, lo cual es imposible. Por lo tanto,
{(zs—ja-2, ) | 1 2 0} C A(D).

A continuacién veremos que {(zs—ju-2), ¥r) | 7 = 0} = {(Tstiq-2), ¥r) | © > 0}.

Sea L, = W y consideremos una flecha (x,_;;_2), y») para algin j > 0.
Por el algoritmo de la divisién, existen dos enteros no negativos, p y ¢, tales que
j =pL,+q, donde 0 < g < L,. Seai = L, —q > 0, entonces s — j(l — 2) =
s— (L, +q)(l—=2)=s—q(l—2)=s+ (L, —q)(l—2) =s+i(l —2) (mbd n) vy,
ast, (Ts—ja-2), Ur) = (Tstig—2), Yr) € {(Tstig-2), y») | i > 0}. Por lo tanto, {(2s—ju-2),
yr) |7 20} CH{(@srig—2), yr) | 1 2 0}

Ahora, si consideramos una flecha (zs1:—2), ¥r) para algin ¢ > 0, sabemos que
existen enteros no negativos p’ y ¢, tales que i/ = p'L,, + ¢/, donde 0 < ¢’ < L,,. Sea
J =1L,—¢q >0, entonces s +i'(l —2) = s+ (pL,+¢)1l—-2)=s+¢(-2) =
S (Lo— @) =2) = s — 7~ 2) (mod n) ¥, ast, (rerva-2s %) = (@oyt-a),
Yr) € {T(s—ja—2), ¥») | § = 0}. De donde, {(2s_ja—2), ¥) | 7 = 0} D {(Zeqiq-2),
y-) | i > 0}. De ambas contenciones se sigue la igualdad deseada.

Para finalizar, veremos que si (y,/, zy) € A(D), entonces (y,/, Ty tia-2)) € A(D)
para cada ¢ > 0. La demostracion se hara por induccion sobre i.

Por hipétesis, (y,, xs) € A(D). Supongamos que (Y, Tyiiu-2)) € A(D), en-
tonces (Zoy(it1)1-2), Yr) € A(D). De otro modo, (Y, Tey(ir1)0-2)) € A(D) pues
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C Ts—2 Ts—1 Tg Tsy1 Ts42
1 — 00— >
“ .. —_— “ .. H}
02 yT—(l—Q) yr

Figura 3.6: Si (x5, y,) € A(D), entonces {(z4i1-2), yr) | ¢ > 0} C A(D)

Yr' Y Tsp(i41)(1—2) son adyacentes. Entonces, el ciclo (zy4i0-2), C1, Tyt@r1)0-2)) U
(Tgr4(i+1)(1-2), Yr's To+i(i—2)) €std contenido en D y tiene longitud [, lo cual es impo-
sible. Por lo tanto, {(y,/, Ty 1iq—2)) | i > 0} C A(D). O

Lema 3.21. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (o, 1, -+, Tyn_1, o) Yy Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), TeSPectivamente, y
D € Dy @ Dy. Sea | un entero fijo en [3, n + 1] tal que D no contiene ciclos de
longitud 1. Si (xs, y,) € A(D), entonces {(ssitig—2), Yrik) | k>0, >0} C A(D)
y si (yr, vs) € A(D), entonces {(Ypryi, Toirrig-2)) | K >0,4>0} C A(D).

Demostracion. Supongamos que (zs, y,.) € A(D). Veremos, por induccién sobre k,
que {(Tsikti@-2), Yr+k) | © > 0} C A(D) para cada k > 0.

Si k =0, entonces {(@sikti-2), Yr+n) | 0 2 0} = {(Tsyiq-2), yr) | 1 = 0} C A(D),
por el lema 3.20.

Si (x5, yr) € A(D), tenemos que (Ts—(—3), Yr+1) € A(D). De no ser asi, (y,41,
Ts_q-3)) € A(D), por lo cual (z,__3), C1, xs) U (Ts, Yr, Yrt1, Ts—(—3)) s un ciclo de
longitud [ en D, lo cual es imposible.

Del lema 3.20, se sigue que (Zs—(—3)+i@-2), Yr41) € A(D) para cada ¢ > 0. En
particular, cuando @ = 1, (Ts——3)+1—2)s ¥r+1) = (Tst1, Yr+1). Entonces, por el lema
3.20, tenemos que {(Zsq14i-2), Yrt1) | © > 0} C A(D).

Supongamos que {(Zsykti—2), Yrik) | © > 0} C A(D), entonces (Toik, Yrir) €
A(D). Ademas, (Tsik—(1-3); Yr+ht1) € A(D) pues, de otro modo, se tiene que (Y441,
Topr—-3)) € A(D) y, de esta manera, el ciclo (Zsik—(-3); C1; Togr) U (Totrs Yrik,
Yrtkt1, $S+k,(l,3)) esta contenido en D y tiene longitud [, lo cual es imposible.

Se sigue, del lema 3.20, que (Toik—(-3)+i(1—2), Yrtk+1) € A(D) para cada i > 0.

En particular, cuando i = 1, (Tsik—(-3)+1-2) Yr+ht+1) = (Tsght1, Yriks1). Por el



3.3. Panciclismo 49

lema 3.20, tenemos que {(Zsiri14i1-2), Yrikt1) | © = 0} C A(D). Por lo tanto,
{(@ssrtit—2)s Yrt) | © > 0} C A(D) para cada k > 0.

Ahora supongamos que (y, zy) € A(D). Para demostrar que {(y,ik,
Tyiptia-2) | © > 0} C A(D) para cada k > 0, primero veremos que {(yy—,
Ty _pyig-2)) | © > 0} C A(D) para cada k& > 0. Dicha demostracién se hard por
induccion sobre k.

Si k = 0, entonces {(Yr—k; To—krig—2) | © > 0} = {(y, Toqia—2)) | # = 0} C
A(D), por el lema 3.20.

Como (y,, xs) € A(D), se sigue que (yr—1, Ty1a-3) € A(D). De no ser asi,
(g 4-3), Yr—1) € A(D) y, en consecuencia, el ciclo (zy, C1, Zy1q-3)) U (Ts40-3),
Yr—1, Y, Tg) estd contenido en D y tiene longitud [, una contradiccién. Por el
lema 3.20, (yr—1, Tyta-3)1ia—2)) € A(D) para cada ¢ > 0. En particular, cuando
mem(n, 1=2) 4

) , (Yr—1, Ty r-3)+it—2)) = (Yr—1, Ts—1). Del mismo lema se sigue

que {(Yp—1, To_14iq-2)) | > 0} C A(D).
Supongamos ahora que {(y,—, Ts_kt+iq—2)) | ¢ > 0} C A(D). En particular, para
mem(n, 1-2)

1—2 —1 >0, se tiene que (Y, xs’—k—i—i(l—?)) (Yrr—> Tor—p— ) € A(D)
y, de esta manera, (Y, —p—1, To—p— (1-2)+(— 3)) = (Yr—k-1, Ty_p-1) € A( ). De no

1 =

1=

ser asi, (Ts—p—1, Yr—k—1) € A(D), lo cual implica que (zy_g_q-2), C1, Ty—k—1) U
(g —k—15 Yr'—k—1, Yr'—k, To—k—(1—2)) s un ciclo de longitud [ en D, lo cual es imposible.
ASL, (Yri—k—1, To—p—1) = (Yr—(k41)s To—kt1)) € A(D). Por el lema 3.20, (Yp— (k41
Ty (kt1)+i(—2))) € A(D) para cada i > 0. Por lo tanto, {(yy—k, Ts—krig—-2))) | © >
0} C A(D) para cada k > 0.

Ahora demostraremos que para cada k > 0 existe un entero k&’ > 0 tal que {(y,/ 1,
Ty hyi-2) | 1> 0} = {(yr—w, Towija—2))) | 7 =0}

Sea L = mcm(n, m). Por el algoritmo de la divisién sabemos que existen dos
enteros no negativos p y ¢ tales que k = pL + ¢, donde 0 < ¢ < L. Tomemos k' =

L —q > 0y consideremos los conjuntos de flechas F' = {(yp/4x, Toyrtig—2))) | © > 0}
y F' = {1, Totrja—2y) | J = 0}
Afirmacion 3.22. F = F'.

Demostracion de la afirmacion 3.22. Sea (Yyik, Toirtig—2)) € F para algin i > 0.
Como k = pL + q, se sigue que (Yp ik, Tothrit—2)) = Ur+pita)> To+(pLia)+i(i—2))-
Observemos que '+ (pL+q) =r'+q=r'"—L+q=1"—(L—q) =7 —k (mdéd m), ya
que mdividea L,y s'+ (pL+q)+i(l-2)=s'+q=5—L+q=5—(L—q) =5 —F
(méd n) ya que n divide a L. Entonces, (Y ik, Toiktit—2)) = Ur—k', Ts—pryi—2)) €
F’ porlo cual F' C F’
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Sea (Yp—ps Ts—pr4ja—2)) € F' para algin j > 0. Como k' = L — ¢, se sigue que
(Yt fl?s/fk’Jrj(lfQ)) = (yr'—(qu), xs’f(qu)+j(lf2))- Observemos que 1" — (L — q) =
r'+q =1"+pL+q =1r"+k (m6d m) puesm dividea Ly s'—(L—q)+j(l—2) = §'+q =
s'+pL+q=5+k (mdéd n) pues n divide a L. Asi, (yp—p, Ts—p4ia-2)) = (Yr+k,
Tyipyia—2)) € F, en consecuencia F' C F. [ |

Por lo tanto, {(yy'1k, Ts4r+iq—2)) | © > 0} C A(D) para cada k > 0. O

Lema 3.23. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (xo, 1, -y Tn1, 20) ¥ Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), TeSpectivamente, y
D € Dy @ Dy. Sea l un entero fijo en [3, n+1] tal que D no contiene ciclos de longi-
tud 1, y sea d = med(n, [ —2). Si (zs, y,) € A(D), entonces {(Tstk+rid, Yr+x) | K >0,
i >0} C AD) y si(yr, xg) € A(D), entonces {(Yp+k, Tsskia) | k> 0,7 > 0}.
Mas  atin, {($s+k+z‘(l—2); Yrir) | 0 2 0} = {(Tsqhrics Yrar) | @ > 0} y {(yrrsa,
Ty ihtid) | >0} = { Wtk Toqrtia—2)) | @ > 0} para cada k > 0.

Demostracion. Supongamos que (zs, y,) € A(D).

Por el lema 3.21, se tiene que {(%siryiq—2); Yrtk) | © > 0} C A(D) para cada
k> 0.

Como d = med(n, [ — 2) se sigue que [ — 2 = hd para algin h > 1y, asi, tenemos
que (Tsihti—2)s Yr+k) = (Tsthtind, Yr4k), para cada i > 0 y cada k > 0. Entonces
{(@ssrtit—2)s Yr+r) | © > 0} C {(@ssrtids Yr4x) | © > 0}, para cada k& > 0. Dado un

entero fijo k£ > 0, vamos a demostrar que ambos conjuntos tienen el mismo nimero
mem(n, 1=2) _ n(-2) _ n
1—2 —di—2) — d-

Sea k > 0 un entero fijo. Consideremos los conjuntos {(@s;r+iu—2), Yr4k) | ¢ > 0}
Y (@ sthrids Yrir) | @ > 0},

Como n' = 5, se sigue que {$s+k+i(l72) | i >0} = {xs+k+i(l72) | i€ [0, n —1]},
pues: (i) s+k, s+k+(1—2), ..., s+k+(n'—1)(I—2) son n’ indices distintos médulo
n; (ii) s+k+n'(1-2) = s+k+mem(n, [—2) = s+k (méd n); y (iii) todos los indices
mayores que s+k—+n'(l—2) son, también, equivalentes a alguno en el conjunto {s+k,
s+hk+(1—-2),...,s+k+ (' —1)(1—2)}. Es decir, |[{Zssrriq—2) | ¢ > 0} =n'y, asi,
{(@strtia-2), Yrer) | @ = 0} = n'. Ademads, {(Tsirrias Yrik) | © > 0} = {(Tsthtids
Yrik) | 7€ [0, 0" — 1]} pues: (i) s+ k,s+k+d, ..., s+k+ (n'—1)d son n' indices
distintos médulo n; (ii) s+k+n'd = s+k+n = s+k (mdd n); y (iii) todos los indices
mayores que s + k + n/d también son equivalentes a alguno en el conjunto {s + k,
s+k+d,...,s+k+(n —1)d}. Entonces, [{Tsikria | 2 > 0} =n"y, asi, {(Tsirrid,
Yr+k) | © = 0} = n'. Lo cual implica que {(Zsirrit—2), Yr+k) | 1 2 0} = {(Tsrhria,
Yrik) | 0 >0} v {(@stktid, Yrik) | © >0} C A(D) para cada k > 0.

de elementos, a saber n’ =
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Ahora supongamos que (y,/, ) € A(D). Por el lema 3.21, tenemos que { (Y4,
Ty ikyii-2)) | 1 > 0} C A(D) para cada k > 0.

Recordemos que | — 2 = hd para algin h > 1. Entonces (y,/ iy, $s'+k+i(z_2)) =
(Yrr sk, Tsirving), Para cada ¢ > 0y cada k& > 0. De aqui se sigue que {(y, i,
Ty ihti—2)) | © > 0} C {(Yrths Tsghtia) | @ > 0}, para cada k > 0. Dado un entero
fijo k > 0, veremos que ambos conjuntos tienen n’ elementos.

Sea k > 0 un entero fijo. Consideremos los conjuntos {(y, 4k, Tsrtig-2)) | i > 0}

y {(yrurka xs’+k+id) ’ (P O}

Dado que n' = %, se sigue que {Zyiptig—2) | © > 0} = {Toirtig—2) | 7 € [0,
n' — 1]}, pues: (i) & +k, s +k+(1—2),...,8+k+ (n—1)( —2) son n indices
distintos médulo n; (ii) s +k+n'(l—2) = s+ k+mem(n, | —2) = '+ k (méd n);
y (iii) todos los indices mayores que s’ + k +n’(l — 2) son equivalentes a algin indice
en el conjunto {s' +k, s +k+ (1 —2), ..., s +k+ (n —1)(l —2)}. Es decir,
HZstktig-2) | © > 0} = n' y, de esta manera, [{(Yyir; Toirrig-2)) | @ > 0} =n'.
Mas atn, {(yyik, Tsiktria) | @ > 0} = {(Yrsk, Tyirria) | 0 < @ < n' — 1} pues:
(i) ' +k, & +k+d, ..., s +k+ (n —1)d son n’ indices distintos médulo n; (ii)
sS+k+nd=5+k+n=s5+k (mddn); y (iii) todos los indices mayores que
s + k + n’d son, también, equivalentes a algin indice en {s' + k, s + k+d, ...,
s+ k+ (n' —1)d}. Entonces, {zykyia | © >0} =n"y, ast, {(Yrik, Torihria) | © >
0} = n'. Por lo tanto, {(Yr+k, Tstr+ia-2) | © = 0} = {(Yr+k, Totrria) | > 0}y
{(Yr 18y Ts1kvia) | © > 0} C A(D) para cada k > 0. O

Notemos que, en los lemas 3.20, 3.21 y 3.23, se pueden intercambiar los roles de
C1 y Cy pidiendo que [ sea un entero fijo en [3, m + 1], con lo cual obtenemos lo

siguiente:

Lema 3.24. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (vo, 1, «-y Tn—1, %) Y Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), TESpPECtivamente, y
D € Dy @ Dy. Sea | un entero fijo en [3, m + 1] tal que D no contiene ciclos
de longitud 1, y sea d = mecd(m, | — 2). Si (xs, y.) € A(D), entonces {(xsir,
Yrikeid) | kB > 0,4 > 0} € A(D) y si (y, xg) € A(D), entonces {(Yrirrid,
Toyrp) | k> 0,1 >0} C A(D). Mds ain, {(Tsir; Yrikrig—2)) | © = 0} = {(2oqr,
Yriktia) | 1> 0} y {(yT’+k+i(l72): o) | 12> 0} = {(Yrihtids Torsrria) | @ > 0} para
cada k > 0.

En los primeros lemas de esta seccion vimos que si una digrafica D en la suma

generalizada de dos digraficas hamiltonianas, Dy y D, no contiene ciclos de longitud [
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para un [ € [3,|V(D;)|], entonces dada una flecha exterior de D, podemos encontrar
una sucesion de flechas exteriores en D. Ahora veremos cémo son las sucesiones
de flechas exteriores, si la longitud prohibida [ estd en el conjunto [|[V(D;)| + 2,
VD)l + V(D3]]

Lema 3.25. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (xo, 1, -y Tn_1, 20) ¥ Co = (Yo, Y1, -5 Ym—_1, Yo), Tespectivamente, y
D una digrifica fuertemente conexa en Dy @ Ds. Sea | un entero fijo en [n + 2,
n + m] tal que D no contiene ciclos de longitud . Tomemos h =1 — (n + 1), si
(s, yr) € A(D), entonces {(xsyi, Yrrin) | © > 0} C A(D) y si (y,xy) € A(D),
entonces { (Y vin, Teai) | 1 >0} C A(D).

Demostracién. Como | € [n+ 2, n+ m], se sigue que h=1—(n+1) € [1, m — 1].

Supongamos que (zs, y,) € A(D). Veremos, por induccién sobre i, que (4,
Yrrin) € A(D) para cada i > 0.

Supongamos que (Zsyi, Yriin) € A(D), entonces (Toy(iv1), Yriirnn) € A(D).
De otro modo se tiene que (yH(iH)h, xs+(,-+1)) € A(D) pues dichos vértices son
adyacentes. Entonces (Zsy(i41), C1, Tsti) U (Tstis Yrgin) U Yrpin, Coy Yrp(irn) U
(Yr4(i+1)h> Ts4(i+1)) €s un ciclo en D cuya longitud es (n — 1) + 1+ h+1 =1, lo cual
es imposible. Asi, {(zs44, yran) | 1 > 0} C A(D).

Supongamos ahora que (y,/, zy) € A(D). Probaremos que (Y4, Ts+i) € A(D)
para cada i > 0. Para ellos, veremos primero que (y,_in, s—;) € A(D) para cada
1 > 0. La demostracion se hara por induccion sobre 1.

Supongamos que (Y, Ts—;) € A(D), entonces (Y —(is1)h, To—(i41)) € A(D). De
no ser asi, (Ty—(i41), Yr—(i+1)h) € A(D) Pues Ty_(i41) ¥ Yr—(@i+1)n son adyacentes. De
donde (zy—;, C1, Ty—(i41)) U (Ty—(i+1)s Yrt+0n) Y Ur—@t0)ns Coy Yrr—in) U (Y —in,
Ty_;) es un ciclo en D cuya longitud es (n —1) + 1+ h+ 1 = [, lo cual es imposible.
Ast, {(yrr—in, xs—i) | i = 0} C A(D).

Vamos a demostrar que {(yr—jn, Ts—;) | > 0} = {(Yrrsin, s4:) | © > 0}.

mcm(m, h)

h
para algin j > 0. Por el algoritmo de la divisién, existen dos enteros no negativos p

Sea M = mcm (n, ) Tomemos una flecha de la forma (y, _jn, y—;),

y q, tales que j = pM + q, donde 0 < ¢ < M. Sea i = M — g > 0. Se tiene que:
i) —j=s—-—PM+q) =5 —q=5s+(M-—q) =5 +1i (mdd n) y, asi,
Ls'—j = Ts'+is Y
(i) ' —jh=1"—(pM +qh=1r"—qgh=r"+ (M — q)h =1"+ih (m6éd m) y, asi,

Yr'—ih = Yr'4ih-
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Entonces, (yr—jn, To—j) = (Yo pins Toi) € {(Yrtin, Toryi) | 1> 0}

Ahora, si tomamos una flecha de la forma (Y, 4in, Ts4+#) para algin i/ > 0,
sabemos que existen dos enteros no negativos p’ y ¢, tales que i’ = p’M + ¢, donde
0<q¢ < M.Seaj =M—q >0. Se tiene que:

i) §+i=+(@PM+¢)=s+q¢d =5 —(M-¢q) =5 —7 (médn) vy, asi,

:Cs/+’i’ prng ;Ij‘slij/7 y

(i) " +ih=r"+(PM+¢)h=r"+¢dh=r"—(M—¢)h=1"—jh (méd m) y,

asl, Yp/4ith = Yr'—j'h-

Entonces, (Yr4in, Tsvir) = (Yr—jrns Ts—ir) € {(Yr—jn, s—;) | 7 > 0}.
Por lo tanto, {(yr/fjha xs/*j) ‘ ] > 0} = {(yruriha xsuri) ‘ P> O} C A(D) O

Lema 3.26. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (zo, 1, - -+, Tn-1, o) Yy Ca = (Yo, Y1, - - -5 Ym—1, Yo), Tespectivamente, y D una
digrafica fuertemente conexa en Dy @ Ds. Sea | un entero fijo en [n+ 2, n+m] tal
que D no contiene ciclos de longitud | y d = med(n, m). Si (x4, y.) € A(D),
entonces {(Xsria, yr) | @ > 0} C A(D) y si (y,zy) € A(D), entonces {(y,
Tyiia) | 1> 0} C A(D).
Demostracion. Supongamos que (zg, y,) € A(D). El lema 3.25, implica que A =
{(Tsti, Yrrin) | 1 >0} C A(D) donde h =1 — (n+1).

Consideremos el conjunto {(Zsyim, Yrt@myn) | @ = 0} C A. Como Yt (imyh = Yr,
se tiene que {(siim, Yrr@myn) | @ > 0} = {(Tsyim, yr) | > 0}

Sean n' = n/d, m' = m/d y L = mem(n, m) = " = n'm. Como m = m'd, se
Sigue que {xs—I—im | i Z O} C {$S+id | i Z 0} Y de ahi7 |{J7s+im | v Z 0}| S |{x8+id | i Z
0}. Méas atn, {@gpim | © > 0} = £ =n' y {aga | ¢ = 0}] = n'. Entonces,

{Zsrim | 0 2 0} ={aspia | i = 0}y, ast, {(@oria, yr) [ 0 = 0} C A(D).

Ahora, supongamos que (y,+, zs) € A(D). El lema 3.25 asegura que B = { (Y 1in,
Tyy) | 1 >0} C A(D).

Consideremos el conjunto {(y,4(myn, Ts+im) | @ > 0} C B. Como Y4 (imyn = Yo,
se tiene que {(Yrt(myn, Togim) | © > 0} = {(y, Tsrgim) | © > 0} C A(D). Ademas,
ya vimos que {Zsiim | @ > 0} = {xs15q | © > 0}. Entonces {(y», Ty yia) | @ > 0} C
A(D). O

Notemos que en los lemas 3.25 y 3.26 se pueden intercambiar los roles de C; y
Cy, pidiendo que [ sea un entero fijo en [m + 2, n+m] y h =1 — (m + 1). Entonces

se tiene lo siguiente:
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Lema 3.27. Sean D, y D, dos digrificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (xo, 1, -, Tpn_1, o) ¥ Co = (Yo, Y1, -5 Ym—1, Yo), Tespectivamente, y
D una digrifica fuertemente conexa en Dy & Dy. Sean d = mcd(n, m), | un en-
tero fijo en [m + 2, n + m| tal que D no contiene ciclos de longitud l. Tomemos
h=1—(m+1), si(zs,y,) € A(D), entonces {(xsyin, Yrsi) | © > 0} C A(D) y {(zs,
Yrtid) | @ > 0} C A(D); y si (yp,xs) € A(D), entonces {(Yrrii, Tsyin) | © > 0} C
A(D) y {(yrr4ia, ) | i = 0} C A(D).

En lo que queda de la seccion, dada una digrafica D en la s.g. de dos digraficas
hamiltonianas ajenas, determinaremos intervalos de enteros contenidos en [3, |V (D)|]

para los cuales D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ en el intervalo.

Definicién 3.28. Sea F' = {G, H} una factorizacion de una digréfica D, donde G y
H son dos subdigraficas cualesquiera. Diremos que un vértice v € V(G) es insingular
(exsingular) con respecto a H si H — v (v — H); y diremos que v es singular con

respecto a H, si es insingular o exsingular con respecto a H.

A continuacién veremos que una digrafica fuertemente conexa D en la s.g. de dos
digraficas hamiltonianas, Dy y Dy, es panciclica si, para algin i € {1, 2}, D; contiene

un vértice singular con respecto a D3_;.

Lema 3.29. Sean D, y Dy dos digraficas hamiltonianas ajenas, y D una digrdfica
fuertemente conexa en Dy & Do. Si para algin @ € {1, 2}, D; contiene un vértice

singular con respecto a Ds_; en D, entonces D es panciclica.

Demostracion. Sean Cy; = (xg, 1, ..., Ty_1, To) un ciclo hamiltoniano en D; y
Co = (Yo, Y1, - - - » Ym—1, Yo) un ciclo hamiltoniano en Ds.
Supongamos s.p.g. que D7 contiene un vértice singular con respecto a Dy en D y

que dicho vértice es xg.

Caso 1: zg es exsingular con respecto a D,. Entonces xg — Dy en Dy, asi, zg — y;
para cada j € [0, m — 1] y (Ds, x9) = 0. Como D es fuertemente conexa,
(Dq, Dy) # 0. Es decir, el conjunto {i € [1, n — 1] | (Dg, ;) # 0} es no
vacio, por lo cual podemos encontrar un niimero maximo en ese conjunto,
digamos d = méx{i € [1, n — 1] | (D2, x;) # 0}. Por la manera en la que
elegimos a d, se sigue que: (Dy, 24) # 0y (D, x411) = 0, lo cual implica

que 441 — Doy, asi, x4 es exsingular con respecto a Ds.

Sea y; € V(Dy) tal que (y;, xq4) € A(D). Como (2441, y) € A(D) para cada
y € V(CQ)a se tiene que &p = (Id, Td+1, yt—h) U (yt—ha 027 yt) U (ytaxd) €8
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Caso 2:

un ciclo en D de longitud [(,) = h + 3 para cada h € [0, m — 1]. De esta

manera, D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, m + 2].

Ahora veremos que D contiene un ciclo de longitud [(Cy) + h = m + h para

cada h € [3, n]. Consideremos un nimero h en [3, n|.

Observemos que si (Da, Tap1-n-1)) 7# 0, entonces (yi, Tay1--1)) € A(D)
para algin ¢t € [0, m — 1] y, de esta manera, (41, Yir1) U (Y11, Co, y) U
(Y Tay1-(h-1)) U (Ta41-(h-1), C1, Tap1) es un ciclo de longitud 1 + (m —
1) +1+(h—1)=m+hen D, como se queria. De otro modo, @,_(,_2) €s

exsingular con respecto a Dsy. Supongamos que este es el caso.

Si (D3, Zar1-2(h—1)) # 0, entonces (y¢, Tar1-2(n-1)) € A(D) para algin ¢ € [0,
m—1]y, asi, (Tay1-(h-1), Yer1)U(Wet1, Cos Ye)U (Yt Tay1-2(h—1)) U (Zat1-2(h-1)
Ch, Tap1—(n—1)) es un ciclo de longitud 1 + (m — 1) +1+ (h — 1) = m + h,
como se queria. De no ser asi, r441_2,—1) s exsingular con respecto a Ds.

Argumentando de esta manera, podemos obtener un ciclo de longitud m-+h,
o bien, una sucesion de vértices en D; que son exsingulares con respecto a

D,, a saber {x411-in-1) | © > 0}. Supongamos que estamos en la segunda
mcm(n, h—1)
h—1

son todos distintos; cuando 7 = [, Tg41—i(h—1) = Tay1; ¥ la sucesion se repite a

situacion. Notemos que: los primeros [ = elementos de la sucesion
partir de ese punto. Por lo cual, {za11-in-1) | i > 0} = {Zgr1-in-1) | 7 € [0,

[ — 1]} es un conjunto de [ vértices exsingulares diferentes.

Si med(n, h — 1) = 1, entonces la sucesién tiene n vértices exsingulares
diferentes en D;, donde |V (D;)| = n. En consecuencia, D; +— Dy en D,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, med(n, h — 1) > 1y V(D) \

{Za11-in-1) | 7 € [0, I — 1]} es no vacio.

Notemos que Zgqy1-(-1)(h—1) = Ta+h pues d+1—(1=1)(h—1) =d+1+h—-1=
d+ h (méd n). La trayectoria P = (4, Tg41, --., Tarn) tiene longitud h.

Ademaés, (Dy, x4) # 0y x4y es exsingular con respecto a Ds.

Sea (Y, xa) € (D2, xq). Entonces o = (yp, £4) U P U (T gsn, Yer2) U (Yer2, Co,
y¢) es un ciclo en D de longitud (o) =1+ h+1+m —2 =m+ h, como se

queria.

xo es insingular con respecto a Dy. En este caso Dy — x, es decir y; — xg
para cada j € [0, m — 1] y (xg, D3) = 0. Como D es fuertemente conexa,
(D1, Dy) # 0. De ahi, se sigue que {i € [1, n — 1] | (z;, D2) # 0} es no
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vacio y podemos encontrar un nimero minimo en ese conjunto, digamos
a=min{i € [1, n — 1] | (x;, Ds) # 0}. Por la manera en la que elegimos a
a, tenemos que: (z,_1, Do) = 0y (x4, D2) # 0, por lo cual Dy — x,_1, es

decir, x,_1 es insingular con respecto a Ds.

Sea ys € V(Dy) tal que (z,, ys) € A(D). Dado que (y, ,-1) € A(D) para
cada y € V(Cy), se tiene que v, = (Ta—1, Ta, ¥s) U (Us, Coy Ysin) U (Ystns
Zq—1) es un ciclo en D de longitud I(v,) = h + 3 para cada h € [0, m — 1].

Entonces, D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, m + 2.

Ahora veremos que D contiene un ciclo de longitud [(Cy) +h = m + h para

cada h € [3, n]. Consideremos un ntimero h € [3, n].

Observemos que, si (Tq_14-1), D2) # 0, entonces (To—14(n-1), %) € A(D)
para algin ¢t € [0, m—1] y, asi, (za—1, C1, Ta—14(h-1)) U (Za14(—1)5 Y£) U (Y,
Co, yi—1)U(Yi—1, Tqa—1) es un ciclo de longitud (h—1)+14+(m—1)+1 = m+h.
De otro modo, x4_14(s—1) es insingular con respecto a Dy. Supongamos que

este es el caso.

Si (Za—142(h—1), D2) # 0, entonces (za—142(h-1), ¥¢) € A(D) para algin t € [0,
m—1] y, de esta manera, (q—14(h-1), C1, Ta—1420h-1)) U (Za—142(h-1)> Y)Y (Yt
Ca, Ye-1) U (Yi—1, Ta—1+(h—1)) €s un ciclo de longitud m + h. De no ser asi,

Ta—142(h—1) €8 insingular con respecto a Ds.

Argumentando de esta manera, podemos obtenemos un ciclo de longitud
m + h, o bien, una sucesién de vértices en D; que son insingulares con

respecto a Ds, a saber {Z,_14n-1) | ¢ > 0}. Supongamos que estamos en
mcm(n, h—1)
h—1

de dicha sucesion son todos diferentes; cuando i = I, Tq_14ih—1) = Ta-1; ¥

la segunda situacion. Notemos que: los primeros [ = elementos
la sucesién se repite a partir de este punto. Por lo cual, {®q_11ipn-1) | © >
0} = {%a—14in—1) | © € [0, I — 1]} es un conjunto de [ vértices insingulares
diferentes.

Si med(n, h — 1) = 1, entonces la sucesién tiene n vértices insingulares
diferentes en D;, donde |V (D;)| = 1. En consecuencias, Dy +— D; en D,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, med(n, h — 1) > 1y V(D) \

{Za—14i(h-1) | 7 € [0, I — 1]} es no vacio.

Notemos que la trayectoria P’ = (Zq4—1—(h—1); Ta—1-(h—2), - - - s Ta—1, Tq) tiene

longitud h, z,_1_(n—1) es insingular con respecto a Dy y (24, D2) # 0.
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Sea (x(m yt) € (l’a, DQ) EHtOHCGS, 5 - Pl ) (:L'(m yt) U (?Jt» 027 yt—2) U (%—2,
Tq-1-(h—1)) €s un ciclo en D de longitud h+ 14 (m —2) +1 = m+ h, como

se queria.

De ambos casos se tiene el resultado.
O

En las dos proposiciones siguientes vamos a ver que, si D es una digrafica fuerte-
mente conexa en la s.g. de dos digraficas hamiltonianas, D y Ds, entonces D contiene
al menos un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, max{|V(D,)|, |V (D2)|} + 1].

Proposiciéon 3.30. Sean Dy y Dy dos digrificas hamiltonianas ajenas de orden
n y m, respectivamente, y sea D una digrifica fuertemente conexa en Dy @ D,
entonces D contiene un ciclo de longitud h para cada h € {l € [3, n+ 1] | mcd(n,
[—-2)=1}u{le[3, m+1] | med(m, | —2)=1}.

Demostracion. Sean Cy = (xg, 1, ..., Tpn_1, To) un ciclo hamiltoniano en Dy y
Cy = (Yo, Y1, - - - » Ym—1, Yo) un ciclo hamiltoniano en Ds.

Como D es fuerte, si para algin ¢ € {1, 2}, en D; existe un vértice singular con
respecto a Ds_;, entonces el lema 3.29 asegura que D es panciclica.

Supongamos entonces que D; no tiene vértices singulares con respecto a Dj3_;
para cada i € {1, 2}.

En particular yy no es singular con respecto a C vy, asi, existen flechas (yo,
zs) € A(D) y (xg, yo) € A(D) para algunos s y s en [0, n — 1]. Supongamos
s.p-g. que (yo, 7o) € A(D).

Supongamos por contradiccion que D no contiene ciclos de longitud h para algin
he{le3, n+1]| med(n,l—2)=1}.

Por el lema 3.23, se tiene que (yx, Tx+i) € A(D) para cada ¢ > 0 y cada k > 0,
pues mcd(n, h — 2) = 1. Consideremos el caso k = 0, entonces (yo, x;) € A(D) para
cada ¢ > 0. Por lo cual, yo — Dy, es decir, yp es un vértices singular con respecto a
Dy, contradiciendo nuestra suposicion. Por lo tanto, D contiene un ciclo de longitud
h para cada h € {l € [3, n+ 1] | med(n, [ —2) = 1}, como se queria.

Ahora supongamos por contradiccién que D has no contiene ciclos de longitud A
para algun h € {l € [3, m + 1] | med(m, | — 2) = 1}.

Como (yo, xo) € A(D) y med(m, h — 2) = 1, se sigue del lema 3.24 que (Yy,
xy) € A(D) para cada i > 0y cada k > 0. Consideremos el caso k = 0, entonces (y;,

xg) € A(D) para cada i > 0. De esta manera, Dy — xq y, asi, zo es un vértice singular
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con respecto a Dy, contradiciendo nuestra suposiciéon. Por lo tanto, D contiene un
ciclo de longitud h para cada h € {l € [3, m + 1] | med(m, | — 2) = 1}. O

Proposiciéon 3.31. Sean Dy y Dy dos digrdficas hamiltonianas ajenas de orden
n y m, respectivamente, y sea D una digrdfica fuertemente conexa en Dy @ D,
entonces D contiene un ciclo de longitud h para cada h € {l € [3, n+ 1] | mcd(n,
[—2)>1}u{le[3, m+1]| med(m, | —2) > 1}.

Demostracion. Sean Cy = (xg, 1, ..., Ty_1, To) un ciclo hamiltoniano en D; y
Cy = (Yo, Y1, - -+ » Ym—1, Yo) un ciclo hamiltoniano en Ds.

Como D es fuertemente conexa, si en C; existe un vértice singular con respecto
a Cs_;, para algin i € {1, 2}, entonces el lema 3.29 asegura que D es panciclica.

Supongamos que C; no contiene vértices singulares con respecto a C3_; para cada
ie{1,2}

En particular yo no es singular con respecto a C] vy, asi, existen dos indices dife-
rentes, i e ¢/, en [0, m — 1] tales que x; — yo y yo — zy. Como C} es un ciclo que
contiene tanto a x; como a xy, podemos encontrar dos vértices consecutivos en Cf,
Ts Y Tsy1, tales que T3 — Yo v Yo — Tsi1. Supongamos s.p.g. que {(Tn—1, ¥o), (Yo,
z9)} C A(D).

Supongamos por contradiccion que D no contiene ciclos de longitud [ para algin
[ €[3, n+1] tal que med(n, I —2) =d cond > 1.

Como {(zn-1, ¥0), (Yo, o)} C A(D) tenemos que (r_141ia, Yr) € A(D) y que
(Yk, Trria) € A(D) para cada i > 0y cada k > 0, por el lema 3.23. Consideremos el
caso i = 0, entonces (-1, yx) € A(D) v (yg, xx) € A(D) para cada k > 0.

Notemos que el indice n — (I — 2) puede escribirse como n — (I — 2) = n'/d para
algin n’ > 1, pues d = med(n, | —2) yl—2 € [I,n — 1] (asi, n — (I — 2) > 1).
Entonces, si tomamos k = 2 e i = n/, tenemos que (Yg, Trria) = (Y2, Twrar2) = (Yo,
xn_(l_2)+2) c A(D)

Asi, el camino a = (zo, Y1, T1, Y2, Tn(-2)+2) U (Tn_(—2)+2, C1, To) es un ciclo
de longitud 4 + ((I — 2) — 2) =, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, n + 1] tal que
med(n, [ —2)=d > 1.

La existencia de los ciclos de [, para cada [ € [3, m + 1] tales que mcd(m,
[ —2) =d > 1, se puede demostrar de manera similar considerando el vértice xq, que
no es singular con respecto a Cs, y dos vértices y, y vy~ en Cy tales que g — ¥y, y
Yl — . O



3.3. Panciclismo 59

Como consecuencia de las proposiciones 3.30 y 3.31 tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.32. Sean Dy y Dy dos digraficas hamiltonianas ajenas de orden n y m,
respectivamente, donde n > m. Sea D una digrdfica fuertemente conexa en Dy @® Do,

entonces D contiene un ciclo de longitud h para cada h € [3, n + 1].

Lema 3.33. Sean Dy y Dy dos digrificas hamiltonianas ajenas de orden n y m,
respectivamente, D una digrdfica fuertemente conexa en Dy & Dy y sea d = med(n,
m). Entonces D contiene un ciclo de longitud I, para cadal € {n+id | 1 < i <
m/dyU{m+id |1 <i<n/d}.

Demostracion. Sean Cy; = (xg, 1, ..., Ty_1, To) un ciclo hamiltoniano en D; y
Co = (Yo, Y1, - - - Ym—1, Yo) un ciclo hamiltoniano en Ds.

Podemos suponer que D; no contiene vértices singulares con respecto a D3_; para
cada i € {1, 2}. De otro modo, el lema 3.29 asegura que D es panciclica, y se tiene
el resultado.

También podemos suponer que D contiene al menos un par bueno. De no ser asi,
el teorema 3.13 asegura que D es panciclica local.

Como D tiene un par bueno de flechas, D contiene un ciclo hamiltoniano, por la
proposicion 3.5. La longitud de dicho ciclo es n+m =n+ (m/d)d = (n/d)d + m.

Sea m' = m/d. Supongamos por contradiccion que D no contiene ciclos de longi-
tud [, para algin | € {n+id | 0 <i < m'}.

Ahora, supongamos s.p.g. que (Z,_1, ¥1), (Yo, o) es un par bueno de flechas entre
en D.

Como yy — xg, se tiene que y;4 — xo para cada ¢ > 0, por el lema 3.26. Entonces,
Yi = (Xn—1, y1) U (y1, Cay Yia) U (Yia, To) U (29, C1, T,—1) es un ciclo de longitud
[(v;)) =14(id—1)+14(n—1) = n+id en D para cada i € [0, m’—1], contradiciendo
nuestra suposicion.

De manera similar se puede demostrar que D contiene un ciclo de longitud [ para
cadal e {m+id|0<i<n'}. O

Lema 3.34. Sean D, y Dy dos digraficas hamiltonianas ajenas de orden n y m,
respectivamente, D una digrdfica fuertemente conexa en Dy @ Dy y sea d = med(n,

m). Sid € {1, 2}, entonces D es panciclica.

Demostracion. Sean Cy = (xg, 1, ..., Tn_1, To) un ciclo hamiltoniano en D; y

Cy = (Yo, Y1, - - - » Ym—1, Yo) un ciclo hamiltoniano en Ds.
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Si D no contiene pares buenos, entonces el teorema 3.13 asegura que D es pan-
ciclica local. Por lo cual podemos suponer que D contiene al menos un par bueno.
Supongamos s.p.g. que o — Yo V Ym—1 — x1 forman un par bueno.

Si en D; existe un vértice singular con respecto a Ds_;, para algin i € {1, 2},
entonces D es panciclica, por el lema 3.29. Entonces podemos suponer que en D; no
existen vértices singulares con respecto a D3_;, para cada i € {1, 2}.

Supongamos s.p.g. que n > m. Por el lema 3.32; se tiene que D contiene un ciclo
de longitud [ para cada [ € [3, n + 1].

Supongamos por contradiccién que D no es panciclica. Entonces existe un entero
[ € [n+2, n+ m]| tal que D no contiene ciclos de longitud I.

Como xy — Yo, se sigue que x;q — yo para cada ¢ > 0, por el lema 3.26.

Caso 1: d = 1. Entonces x; — yo para cada ¢ > 0y, asi, yy es un vértice singular con

respecto a Dy, lo cual contradice nuestra suposicion.

Caso 2: d = 2. Entonces x5, — 1o para cada ¢ > 0. Como gy no es singular con
respecto a Dy, existe un vértice x5 € V(Ch) \ {zg; | i > 0} tal que yo — .
Ast, V(Cy) \ {xo; | i > 0} # 0, por lo cual n debe ser par, pues los indices

se toman médulo n. Ademds, s = 2t + 1 para algin ¢t € [0, § — 1].

Por el lema 3.26, se sigue que (Yo, Tat+142:) € A(D) para cada ¢ > 0. En
particular, para i = § —t, se tiene que (yo, x2t+1+2(%,t)) = (yo, x1) € A(D).
Ahora, por el lema 3.27, se sigue que y,; — x; para cada j > 0.

Recordemos que y,,—1 — 1, entonces yp,_142; — 1 para cada j > 0, por

el lema 3.27. Donde (Ypm—1+2j, 1) = (Y—142;, 1), para cada j > 0, pues los

indices se toman médulo m para vértices en Cs.

Por lo tanto, x1 es un vértice singular con respecto a Cs, lo cual contradice

nuestra suposicion.

De ambos casos se sigue que D es panciclica. O

3.3.1. Resultados principales sobre panciclismo

En esta seccion, dadas dos digraficas hamiltonianas ajenas, Dy y D, de orden n
y m, respectivamente, y una digrafica fuertemente conexa en D @ D,, veremos que
es posible decidir si D es panciclica, panciclica en vértices o determinar un conjunto

de enteros I C [3, n 4+ m]| tal que D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € I.
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Definicién 3.35. Sean D; y D, dos digréficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (wo, 1, -+, Tp_1, ©o) ¥ Co = (Yo, Y1, -+ Ym—1, Yo), respectivamente, D
una digrafica en Dy @ Dy y d = med(n, m). Sean X; = {z; | j = ¢ (méd d)} y
Yi={y; | j =i (mdd d)}, para cada i € [0, d — 1]. Un vértice =, (respectivamente,
) es d-singular con respecto a Cy (resp. C1) si, para cada i € [0, d — 1], z, — Y;, 0
bien, Y; — x4 (resp. y, — X;, o bien, X; — v,.).

Teorema 3.36. Sean D; y Dy dos digrdficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (xo, 1, --+, Tn_1, o) ¥ C2 = (Yo, Y1, ---» Ym—1, Yo), respectivamente, D
una digrdfica fuertemente conexa en D1 ® Dy y d = med(n, m). Si para algin i € {1,
2}, en C; existe al menos un vértice que no es d-singular con respecto a Cs_;, entonces

D es panciclica.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que n > m. Como D es fuerte, se sigue del lema
3.32 que D contiene un ciclo de longitud [, para cada [ € [3, n + 1].

Supongamos por contradiccién que existe un entero | € [n + 2, n + m] tal que
D no contiene ciclos de [. Veremos que todos lo vértices en '} son d-singulares con
respecto a Cy y que todos los vértices en Cy son d-singulares con respecto a Cf.

Sean X; ={z; | j=i (méd d)} y Y, ={y; | j =i (mdd d)}, para cada i € [0,
d — 1]. Consideremos un vértice z; € V(C}) y un indice r € [0, d — 1].

Sizg — y,, entonces x5, — Y4 jq para cada j > 0, por el lema 3.26. Consideremos
un indice ¢ € [0, m — 1] tal que ¢ = r (méd d), entonces se tiene que i = qd + r
para algin ¢ > 0y, asi, xs — y;. Como ¢ es un indice congruente con r médulo d
arbitrario, se sigue que x; +— Y.

Si, por el contrario, y, — x5, entonces ¥y, — x5 para cada j > 0, por el lema
3.27. Consideremos un indice ¢ € [0, m — 1] tal que i = r (méd d), entonces tenemos
que ¢ = qd + r para algin ¢ > 0 y, asi, y; — xs. Como ¢ es un indice congruente con
r médulo d arbitrario, se sigue que Y, +— xy.

Como tomamos z,; y r de manera arbitraria, se sigue que x; es un vértice d-singular
con respecto a Cy, para cada i € [0, n — 1].

Se puede demostrar de manera similar que todos los vértices en C5 son d-singulares
con respecto a (.

En consecuencia, cada vértice en C; es d-singular con respecto a C3_; para cada
i € {1, 2}, contradiciendo la hipétesis del teorema. Entonces, D contiene un ciclo de

longitud [ para cada [ € [n + 2, n + m]. Por lo tanto D es panciclica. [
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Definicién 3.37. Sean D; y D, dos digréficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy = (wo, 1, -+, Tp_1, To) ¥ Co = (Yo, Y1, -+ Ym—1, Yo), respectivamente, D
una digrafica fuertemente conexa en Dy @ Dy y d = med(n, m). Un vértice x4 (res-
pectivamente, y,.) es d*-singular con respecto a Cy (resp. C) si existe un indice
i € [0, m—1] (vesp. i € [0, n —1]), tal que x5 — y;4; para cada j € [0, d — 1], o bien,
Yi+j — s para cada j € [0, d — 1] (resp. y, — x;1; para cada j € [0, d — 1], o bien,
Tiyj; — Yy, para cada j € [0, d — 1]).

Teorema 3.38. Sean Dy y Dy dos digrdficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
C1 = (w0, 1, -+, Tn_1, o) ¥ C2 = (Yo, Y1, ---» Ym—1, Yo), respectivamente, D
una digrifica fuertemente conexa en D1 @® Dy y d = med(n, m). Si para algin i € {1,
2}, en C; existe al menos un vértice d*-singular con respecto a Cs_;, entonces D es

panciclica.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que n > m. Como D es fuertemente conexa, te-
nemos que D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, n + 1], por el lema
3.32.

Supongamos por contradiccién que existe un entero [ € [n + 2, n + m]| tal que D
no contiene ciclos de longitud I.

Supongamos s.p.g. que C; contiene un vértice d*-singular con respecto a Cy y que
dicho vértice es xo. Entonces existe un indice j € [0, m — 1] tal que (xo, yit;) € A(D)
para cada i € [0, d—1], o bien, (y;+;, o) € A(D) para cada i € [0, d—1]. Supongamos
s.p.g. que j = 0.

Caso 1: xy — y; para cada i € [0, d — 1]. Como D es fuerte y no contiene ciclos de
longitud I, tenemos que (2o, yi+ja) € A(D) para cada j > 0y cada i € [0,
d — 1], por el lema 3.27. Entonces, x¢ — C3 v, asi, zg es un vértice singular
con respecto a Csy. En consecuencia, D es panciclica, por el lema 3.29. Lo

cual contradice nuestra suposicion.

Caso 2: y; — x para cada i € [0, d — 1]. Como D es fuerte y no contiene ciclos de
longitud [, tenemos que (yi+;4, ©o) € A(D) para cada j > 0y cada i € [0,
d — 1], por el lema 3.27. Entonces, Cy — zq v, asi, 2o es un vértice singular
con respecto a Cy. De esta manera, D es panciclica, por el lema 3.29. Lo

cual contradice nuestra suposicion.

Por lo tanto, D contiene un ciclo de longitud [ para cada l € [n +2, n+m]. O
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El siguiente teorema de clasificacion es consecuencia de los lemas 3.29, 3.32, 3.33
y 3.34; y de los teoremas 3.13, 3.36 y 3.38.

Teorema 3.39. Sean D, y Dy dos digrdificas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy1 = (xo, 1, -, Tn_1, o) ¥ Co = (Yo, Y1, - -, Ym—1, Yo), respectivamente, donde
n > m yd = mcd(n, m). Sea D una digrifica fuertemente conexa en Dy & Ds.

Entonces se satisface al menos una de las siguientes afirmaciones:

(i) D panciclica en vértices;
(ii) D panciclica;

(iii) D contiene un ciclo de longitud | para cadal € [3, n+1]U{n+id | 0 <i <
m/d}U{m+id | 0<i<n/d}.

El teorema 3.39 nos da una clasificacién de las digréficas fuertemente conexas
en la suma de dos digraficas hamiltonianas ajenas. Dicho resultado no lo pudimos
generalizar a una suma de k digraficas mutuamente ajenas, sin embargo, es posible
dar un intervalo de enteros I tal que para cada [ € I y cada digrafica fuertemente
conexa D en la s.g. de dichas digraficas, existe un ciclo de longitud [ en D, como

veremos a continuacion.

Teorema 3.40. Sea D1, D,, ..., D) una coleccion de digrdficas mutuamente ajenas
con ciclos hamiltonianos, Cy, Cy, ..., Cy, respectivamente, donde n; = |V (D;)]
para cada i € [1, k]. Si D es una digrdfica en &F_,D; tal que D{(V(D;) UV (D;)) es
fuertemente conexa para cualquier pareja de indices distintos {i, j} C [1, k], entonces
D es hamiltoniana y contiene un ciclo de longitud | para cada l € [3, (X,eqni) + 1],

para cada S C [1, k| con k — 1 elementos.

Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre k.

Si k = 2, entonces el lema 3.32 asegura que, para cada i € {1, 2}, D contiene un
ciclo de longitud [ para cada [ € [3, n; + 1] y, por el corolario 3.14, D contiene un
ciclo hamiltoniano.

Supongamos que la afirmacion se satisface para k' = k — 1. Es decir, si Dy, D,
..., Dy son k' digraficas mutuamente ajenas con ciclos hamiltonianos, C;, Cs, ...,
Cys, respectivamente, n; = |V(D;)| para cada i € [1, k'] y D’ es una digréfica en
@®F_, D; tal que D(V(D;) UV (D,)) es fuertemente conexa para cada par de indices
distintos {7, j} € [1, ¥']. Entonces D’ es hamiltoniana y contiene un ciclo de longitud
[ para cada [ € [3, (X;cq ni) + 1] y cada S’ C [1, k'] con k' — 1 = k — 2 elementos.
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Sean D una digrafica como en la hipétesis del teorema y S C [1, k] tal que
|S| = k — 1. Consideremos la digrafica D' = D{U;cs V(D;)). Por la observacion 4.2,
D' € ®,esD; y satisface que la digrafica inducida, D'(V (D;)UV (D;)), es fuertemente
conexa para cada par de indices distintos {i, j} € S. Se sigue, de la hipdtesis de
induccién que D’ contiene un ciclo hamiltoniano cuya longitud es ;e g 7.

Sea 1 el unico indice en [1, k] \ S. Entonces D € D' & D,, pues D satisface la
definicién de una s.g. de D' y D,. Mas atn, D" y D, son digraficas hamiltonianas y
como D es una digrafica fuerte, D contiene un ciclo hamiltoniano, por el corolario
3.14. Adem4ds, D contiene un ciclo de longitud [ para cada [ € [3, (3,cq n;) + 1], por
el lema 3.32. [

3.4. Problemas abiertos

En la seccién anterior se demostro que, bajo ciertas condiciones, se puede deter-
minar si una digrafica fuertemente conexa en la suma generalizada de dos digraficas
hamiltonianas es panciclica o panciclica local. Sin embargo, el siguiente problema

queda abierto:

Problema 3.41. Sean D; y D, dos digraficas ajenas con ciclos hamiltonianos,
Cy1 = (2o, T1y - +y Tn_1, To) Y Co = (Yo, Y1, - -+ Ym—1, Yo), respectivamente, donde
n > my d = mcd(n, m). ;Toda digrafica fuertemente conexa D en D; @ Dy es

panciclica?

De acuerdo a los resultados que obtuvimos en este capitulo (los lemas 3.29, 3.32,
3.33 y 3.34; y los teoremas 3.13, 3.36 y 3.38), sabemos que si una digrafica D €

D1 & D, no es panciclica entonces D debe satisfacer las siguientes condiciones:

= d >3,

ningun vértice es singular,

todos los vértices son d-singulares,

= ningln vértice es d*-singular,

hay un par bueno y

= D no contiene ciclos de longitud [ para algin [ € [n+ 2, n +m — 1] \
{n+id|0<i<m/d}uU{m+id|0<i<n/d})

Si podemos dar respuesta al problema 3.41, queda la siguiente pregunta:
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Problema 3.42. ;Bajo qué condiciones una digrafica fuertemente conexa en la s.g.

de k digraficas hamiltonianas es panciclica? y ;es posible caracterizarlas?
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Capitulo 4

Panciclismo alternante en graficas

bicoloreadas en aristas

Un ciclo alternante en una grafica coloreada en aristas es un ciclo en el que cua-
lesquiera dos aristas consecutivas tienen distinto color. Un ciclo alternante que pasa
por todos los vértices de la grafica es un ciclo hamiltoniano alternante. A una grafi-
ca coloreada en aristas que contiene un ciclo hamiltoniano alternante la llamaremos
hamiltoniana alternante.

Sea (1, ..., G una colecciéon de graficas coloreadas en aristas y ajenas por pares.
La suma generalizada coloreada (suma g.c.) de G, ..., Gy, denotada por ¥ ,G; o
por G1 ® Gy @ - - - @ Gy, es la coleccion de todas las graficas GG, coloreadas en aristas,
tales que: (i) V(GQ) = U, V(Gy), (i) G(V(G;)) & G; para cada i € [1, k], donde
G(V(G;)) tiene la misma coloracién que G;, y (iii) entre cada pareja de vértices
en sumandos distintos de GG existe exactamente una arista, con un color arbitrario
pero fijo. A una grafica G en ®%_,G; la llamaremos una suma generalizada coloreada
(suma g.c.) y diremos que una arista e de G es exterior si e € (E(G) \ UK, E(Gl))
Al conjunto de las aristas exteriores de G lo denotaremos por Fg.

Una grafica coloreada en aristas, con al menos tres colores, de orden n > 3 se
dice que es panciclica alternante si, para cada | € [3, n], existe un ciclo alternante
en (G de longitud [; y se dice que G es panciclica alternante en vértices o panciclica
alternante local si, para cada vértice v en G y para cada [ € [3, n], existe un ciclo
alternante en G de longitud [ que pasa por v. Una grafica bicoloreada en aristas
G, de orden 2n, es una grafica panciclica alternante si, para cada [ € [2, n], G
contiene un ciclo alternante de longitud 2[; y GG es una grafica panciclica alternante

en vértices o panciclica alternante local si, para cada vértice v de G y para cada ara

67
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cada [ € [2, n], G contiene un ciclo alternante de longitud 2! que pasa por v. Los
temas de panciclismo alternante y panciclismo alternante local han sido estudiados
extensamente, en especial, la existencia de ciclos alternantes en graficas bicoloreadas
en aristas ha sido de gran interés por sus multiples aplicaciones. En este capitulo
daremos condiciones suficientes, sencillas, para asegurar que una grafica en la suma
g.c. de una coleccion de graficas bicoloreadas en aristas y hamiltonianas alternantes,
sea panciclica alternante local, panciclica alternante o hamiltoniana. Los resultados

que obtuvimos fueron publicados en dos articulos [5] y [6].

Una nociéon mas amplia que la de ciclo alternante es la de camino alternante, que
es un camino en el que cualesquiera dos aristas consecutivas tienen distinto color.
El estudio sobre la existencia de este tipo de caminos en las multigraficas coloreadas
en aristas ha proliferado, ya que estas multigraficas se han utilizado para modelar
problemas en distintas areas y el estudio de las aplicaciones esta a la orden del dia.
Segtin los autores de [1], las publicaciones sobre este tema comenzaron con [15] vy,
de ahi en adelante, han recorrido los campos de estudio de la genética [8, 9, 10, 16],
de los problemas de transporte y conexidad [13, 18], de las ciencias sociales [3] y de
resolucién de conflictos basados en modelos con gréficas [19, 20, 21], como se sefiala
en [4].

En [12], los autores demostraron que dada una grafica coloreada en aristas, de-
terminar si esta contiene un ciclo hamiltoniano alternante, o bien, una trayectoria
hamiltoniana alternante, son ambos problemas N P-completos, ain cuando el nu-
mero de colores es 2; en consecuencia, decidir si una grafica coloreada en aristas es
panciclica alternante o panciclica alternante local, es tan dificil como los problemas
anteriores. Por esta razon, muchos investigadores han estudiado los caminos alter-

nantes, en un intento de resolver estos problemas al menos de manera parcial.

En [7], Das dio una caracterizacién de las multigraficas bipartitas completas bico-
loreadas en aristas que son panciclicas alternantes en vértices y, en [2], Bang-Jensen
y Gutin caracterizaron las multigraficas completas bicoloreadas en aristas que son

panciclicas alternantes en vértices

En otras publicaciones, como [11] y [17], los autores estudiaron la existencia de

ciclos alternantes de longitudes especificas en términos de los grados de los vértices.
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4.1. Preliminares

En la definicién de ciclo alternante, se pide que cualesquiera dos aristas consecu-
tivas tengan distinto color. Cuando se tienen tres colores o mas, pueden existir ciclos
de cualquier longitud que satisfagan dicha propiedad. Sin embargo, cuando las aris-
tas de una grafica estan coloreadas inicamente con dos colores, los ciclos alternantes
unicamente pueden tener longitud par. Por eso, tenemos variantes en las definiciones
de una gréafica panciclica alternante y una grafica panciclica en vértices, cuando la
grafica es bicoloreada:

Una grafica bicoloreada en aristas GG, de orden 2n, es una grafica panciclica al-
ternante si, para cada [ € [2, n], G contiene un ciclo alternante de longitud 2/; y G
es una grafica panciclica alternante en vértices o panciclica alternante local si, para
cada vértice v de G y para cada ara cada | € [2, n], G contiene un ciclo alternante

de longitud 2/ que pasa por v.

Observaciéon 4.1. Es claro que la suma generalizada coloreada de dos graficas aje-
nas en vértices esta bien definida y es conmutativa. Sean GGy, G2, Gj3 tres graficas
bicoloreadas en aristas y ajenas en vértices dos a dos. Se puede demostrar facilmente
que los conjuntos (G1 & G2) @ G5 definido como Ugeg,aq, G® Gs v G1 @ (G2 & Gs)
definido como Ugreg,aa, G1 @ G’ son iguales entre si e iguales a Gy @ Go @ G en la
definicién de suma g.c., por lo cual &3, G; = (G & Gq) ® G3 = G ® (G2 ® G3) esté
bien definida y es asociativa. Por medio de un proceso inductivo es facil ver que la
suma g.c. de k graficas bicoloreadas en aristas ajenas por pares esta bien definida, es

conmutativa y es asociativa.

Observacion 4.2. Sea Gy, Gs, ..., Gy una coleccion de graficas 2-coloreadas en
aristas y ajenas en vértices dos a dos; ®¥_,Gy; v J C [k]. La subgrafica inducida por
el conjunto de vértices U;c; V(G;), H = G(U;je; V(Gy)), pertenece a la c.g.s. de la

coleccion {G;}je.

Demostracion. Dado que {G,};es es una subcoleccién de Gy, Go, . . ., Gy, estas grafi-
cas preservan la propiedad de ser mutuamente ajenas. Ademas, H = G(U,c; V(G;))
satisface: (i) V(H) = Ujes V(Gj); (ii) como H es una subgrifica inducida de G,
se tiene que H(V(G,)) = G(V(G;)) = G; para cada j € J, donde H(V(G,)) tie-
ne la misma coloracién que G;; y (iii) entre cualesquiera dos vértices u € V(G,) y
veV(Gy), donde {j, j'} C Jyj# j', hay exactamente una arista en G y por tanto
en H al ser esta una subgrafica inducida que contiene tanto a v como a v.

Por lo tanto H € @j¢c,;G;. ]
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En el estudio de ciclos alternantes de longitud par, el caso mas general es el de
dos colores: Si tenemos una particion de las aristas en dos clases de color Fy y FEjs,
y subdividimos a Ey en F!', F}, ..., F' ya Fy en F?, FZ, ..., F? obtenemos una
nueva particién de F(G) en r + s conjuntos tales que cualquier camino alternante en
la 2-coloracion en aristas de G es un camino alternante en la (r + s)-coloracion en
aristas de GG. Esto se debe a que cualesquiera dos aristas consecutivas en el camino
original deben estar una en E; y otra en F, por lo que en la nueva coloracién una
estd en F} para algtn i € [1, r] y la otra estd en F7 para algin j € [1, s], y estos

conjuntos son ajenos por herencia de la particiéon original.

Notacién 4.3. De aqui en adelante G denotard una grafica bicoloreada en aristas y
c: E(G) — {rojo, azul} denotara su coloracién de aristas; dado un ciclo alternante C'
en G y dos vértices distintos, v y v, en C, denotaremos por uC®v a la uv-trayectoria
alternante contenida en C' que inicia en una arista azul y por uC"v a la uv-trayectoria
alternante contenida en C' que inicia en una arista roja.

Ademads, abreviaremos bicoloreada en aristas como b.a.

Notacién 4.4. Sea C' = xgxy -+ Ta,_1 T un ciclo alternante. Para cada v € V/(C),
denotaremos por v}, (resp. v2) al vértice en C' tal que vof, € E(C) y vvl, es una arista
roja (resp. vol € E(C) y vol es una arista azul). A v, (resp. v%) le llamaremos el
vecino rojo (resp. el vecino azul) de v en C. Notemos que si v = z; entonces {z;_1,
T} = {v", 0}

Cuando sea claro de qué ciclo hablamos omitiremos el indice C', es decir, escribi-

remos v" (resp. v°) en lugar de v, (resp. v%).

Definicién 4.5. Sean G una grafica y dos ciclos alternantes ajenos, C; y Cs, conteni-

dos en G. Sea vw una arista en G con v € V(C}) y w € V(C2). Si ¢(vw) = rojo (resp.

c(vw) = azul) diremos que vw, v"w" (resp. vw, v"w®) es un par bueno de aristas si

c(v"w") = rojo (resp. c(vPw®) = azul).
Cuando exista un par bueno de aristas entre dos ciclos alternantes C; y Cj,

simplemente diremos que existe un par bueno.

Observacién 4.6. Notemos que si vw, v"w" (resp. vw, v"w®) es un par bueno,

entonces vv"w wv (resp. vv’wbwv) es un 4-ciclo monocromatico.

Observacién 4.7. Sean G una gréafica b.a. y dos ciclos alternantes ajenos, C; =

XXy -+ Top_12oyY Co = Yoy1 -+ Yam—1 Yo, contenidos en G. Un par bueno de aristas
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Ts—2 Ts—1 Ts strl
(& — e o oo
Cy — e ¢ e o
Yt—1 Yt Yt4+1 Y42

Figura 4.1: Un par bueno de aristas

Tsyp, Toyp con s € [0,2n—1], s € {s—1,s+1},t€[0,2m—1],¢' € {t — 1, t + 1},
donde los indices se toman modulo 2n y médulo 2m, respectivamente, es un par
bueno si x5 Ty Yy y¢ s es un 4-ciclo monocromatico (figura 4.1). Esto es consecuencia

de la definiciéon de par bueno y de la notacién 4.4.

De aqui en adelante, los indices de los vértices en C'y = xgx1 - -+ Z9,_1 To se toman
modulo 2n y los indices de los vértices en Co = yoy1 - - - Yam—1 Yo Se toman modulo

2m.

Proposicion 4.8. Sean C y Cs dos ciclos alternantes ajenos en vértices contenidos
en una grdafica b.a., G. Si existe un par bueno de aristas entre Cy y Cs, entonces

existe un ciclo alternante cuyo conjunto de vértices es V(C1) UV (Cy).

Demostracion. Sea G una gréafica como en la hipotesis y sean, C} = zgxy - -+ T9,_1 Tg
vy Co=1YoY1 -+ Yam—1 Yo, dos ciclos alternantes y ajenos en G.

Consideremos un par bueno de aristas entre C y Cy, digamos .y, v Tgy,.
Supongamos sin perder generalidad que x, sy, y, x5 es un ciclo monocromatico
rojo de longitud 4.

Hay cuatro posibilidades para las aristas. Probaremos el caso en el que xy = x4
V Y = Yra1. LOS otros casos se demuestran de manera similar.

Dado que zs 175 ¥V y,y,+1 son rojas y que los ciclos C; y C5 son alternantes,
se tiene que las cuatro aristas Ts_o%s 1, TsTsi1, Yr_1Yr ¥ Yri1Yrio deben ser azules.
Como =4 1Y,41 Y YrTs son rojas, podemos construir el ciclo C' = stfmS_l U Zs 1Yri1
U ¥11C5y, U y,.zs que es un ciclo alternante tal que V(C) = V(C;) U V(Cy), como
se queria (figura 4.2). O
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Ts—2 Ts—1 Ts Lst+1
(& ° ° ° °
Cy L — L —

Yr—1 Yr Yr+1 Yr+2

Figura 4.2: Un ciclo construido a partir de un par bueno

4.2. Panciclismo alternante local

En esta seccién veremos que, si una suma g.c. de dos graficas b.a., que contienen
ciclos hamiltonianos alternantes, no contiene pares buenos entre tales ciclos, enton-
ces dicha suma g.c. es panciclica alternante local. Para ello, veremos que cuando
no hay pares buenos, se pueden encontrar patrones en las aristas exteriores que nos
permiten formar ciclos alternantes de varias longitudes. Para finalizar la seccién, ge-
neralizaremos el resultado para una suma de k graficas b.a. hamiltonianas alternantes
mutuamente ajenas.

Cabe mencionar que las demostraciones de esta secciéon tienen implicito un algo-

ritmo para la construccion de los ciclos alternantes.

Definiciéon 4.9 (Clase paralela). Sean G| y G, dos graficas b.a. ajenas, con ciclos
hamiltonianos alternantes, C1 = xox1 -+ Zop_1 20y Co = Yo Y1 * * * Yom—1 Yo, respec-
tivamente; y G € G1 & (G una suma g.c. sin pares buenos. Para cada arista exterior
ugvg, con ug € V(Ch) y vy € V(Cy), construiremos una sucesiéon de aristas de la

siguiente manera:

Paso i: Si ugvg es roja (azul), sean u; € V(Cy) y vy € V(Cs) tales que, ugu; €
E(Ch) es roja (azul) y vov; € E(Cs) es roja (azul). Dado que G no contiene
pares buenos, tenemos que u;v; es azul (roja). Observemos que ugvg y u1v;

tienen distinto color.

Paso ii: Supongamos que ugvg, u1v1, - . ., u;v; fueron construidas de modo que {uyg,
ur, .., uip C V(Cy), {vo, vi, ...y v} C V(Ca), c(uyvy) # c(ujt1vj41),
c(ujujyr) = c(vjvj41) = c(ujv;) para cada j, con 0 < j < i—1,y la

sucesion ugug - - - u; (resp. vovy - -+ v;) es un camino contenido en Cj (resp.
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C5) que recorre Cy (resp. C) en su misma direcciéon o en la contraria vy,

asi, las aristas consecutivas tienen distinto color.

Paso iii: Ahora construiremos w; 1v;41. Si u;v; es roja (azul), sean u; 41 € V(Cy) y
vit1 € V(Cy) tales que wu; 41 € E(Ch) es roja (azul) y vv;41 € E(Cy) es
roja (azul). Dado que G no contiene pares buenos, tenemos que w;1v;11 €s

azul (roja).

Paso iv: La sucesién termina la primera vez que upvr = ugvgy. Esto es, cuando k =
mem(2n, 2m). Notemos que w;v; y w;11v;41 tienen distinto color (y son

aristas diferentes) y, asi, c(u;v;) = c(u;v;) siy sélo si i = j (mdd 2).

La clase paralela de ugvy, denotada por P, ,,, es el conjunto {w;v; | 0 <i < k—1}.
Dos aristas exteriores e; y es seran paralelas cuando exista una arista exterior zw tal
que {ey, ea} C Py

Observemos que, al ser k un miltiplo de 2n y 2m, todo vértice w € V(C;) es

incidente con al menos una arista en P,,,, para cada i € {1, 2}.

Observacién 4.10. Como consecuencia de la definicién 4.9 se tiene que para cada
w € Eg: (1) |Puw,| = mem(2n, 2m) = 2mem(n, m); (ii) P, tiene mem(n, m)
aristas rojas y mem(n, m) aristas azules; (iii) si Py, N P,, # 0, entonces P,, = P,..

Observemos que, cuando n # m puede haber mas de una arista en P,, incidente

con u 0 con v.

Observaciéon 4.11. Notemos que, en vista de la observacion 4.10, el conjunto de las

clases paralelas, P = {P,, | uv € Eg}, es una particién de Eg.

Notaciéon 4.12. Sea C' un ciclo alternante con una descripcién arbitraria C' =
Ty + -+ Ton_1To. Diremos que dos vértices, = y y, en V(C) son congruentes ma-
dulo 2, si sus subindices en C' son congruentes médulo 2, y lo denotaremos por
r =c y (méd 2) (o por x = y (mdd 2) si es claro de qué ciclo alternante se estd
hablando).

Notacién 4.13. Sea G una grafica bicoloreada en aristas. Para cada v € V(G),
denotaremos por d,.(v) (resp. dy(v)) al nimero de aristas exteriores rojas (resp. azules)

de G que inciden en v.

Lema 4.14. Sean C7 = zgx1 - Top_12Zo Yy Co = Yo Y1 *** Yom—_1Yo dos ciclos al-
ternantes ajenos y sea G una grifica en Cy @& Cy que no contiene pares buenos. Las

siguientes afirmaciones se cumplen:
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(i) Hay exactamente 2mn aristas exteriores de cada color en G.

(ii) Sea P,, una clase paralela, cada vértice w € V(C;) es incidente con

mem(n, m)

mcm(n, m)

aristas en Py, si1 = 1; aristas en P, si 1 = 2, y todas ellas tienen
el mismo color. Mds atun, dados dos vértices, w y z, en V(C;), las aristas en
P, que inciden con w tienen el mismo color que aquellas que inciden con x si

y sélo si w =z (mdd 2).

(7ii) Para cada vértice w € V(C;), si d.(w) =t y dy(w) = |V(Cs-;)| — t, entonces

de(z) = |V(Cs_))| = t = dp(w) y dy(x) =t = d.(w) para cada x € {w", w'}.
Mids ain, si {w, x} C V(C;) entonces

d,(w) st w =z (moéd 2)

(a) = e
V(C5-;)| —d(w) siwZ x (mdd2).

Demostracion. Sea G una grafica como en la hipotesis.

(i)

(i)

(iii)

Esta afirmacién se sigue directamente de la observacion 4.10 ya que G tiene

4mn aristas exteriores.

Recordemos, de la definicién 4.9, que existe alguna arista en P,, que incide en
w, digamos wz. Entonces, P,. N P,, # 0 y, por la observacién 4.10, P,,. = P,,.
Sea P, = {wz = wozo, w121, ..., Wg_12k_1}, donde k = mem(2n, 2m), por la

definicion 4.9 se tienen las siguientes aseveraciones:

(a) c(w;zj) = c(wpzg) sii 7 =0 (mdd 2);
(b) k& =mcm(2n, 2m) = 2mem(n, m) (y asi k, 2n y 2m son nimeros pares);
(¢) wp =w; sii j =0 (médi(C;)).

mcm(n, m)

De aqui se sigue que las aristas de P,, que inciden en w = wg son si

=1, memlnm) i — 2. v todas ellas tienen el mismo color.

Claramente (a) y (b) implican la tltima asercién en (ii).

Notemos que P = {P,, | uv € Eg} es una particion de Eg y, del enunciado
(ii) en este lema, en cada clase paralela P,, el nimero de aristas que inciden
en w, w" y w’ es m%g)m) ya que {w, w", w’} C V(C;), y w" = w® (m6d 2).
Por lo tanto, si d,(w) = t entonces dy(w) = |V(Cs-;)| — t, d,(z) = dp(w) y

dy(z) = d.(w) para cada z € {w", w’}.
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La ultima afirmacién en (iii) se sigue directamente de lo anterior, pues C; es

alternante para cada i € {1, 2}.

]

Definicién 4.15. Sea F = {C, H} una factorizacién de una grafica G tal que C es
un ciclo alternante. Un vértice v € V(C) es singular rojo (singular azul) con respecto
a H si{vu|ueV(H)} esno vacio y todas las aristas en {vu | u € V(H)} son rojas
(azules); v es singular con respecto a H si es singular rojo o singular azul con respecto
a H. En otro caso, diremos que v es no singular con respecto a H

Al color de las aristas exteriores que inciden con un vértice singular v, lo llama-

remos la singularidad de v con respecto a H y lo denotaremos por sy (v).

Ahora demostraremos un lema que nos sera de utilidad en las demostraciones
de las proposiciones 4.17 y 4.21, las cuales proporcionan condiciones suficientes para
que una suma g.c. de dos graficas b.a. hamiltonianas alternantes sea una grafica

panciclica alternante en vértices.

Lema 4.16. Sean G; y Gy dos graficas b.a. con ciclos hamiltonianos alternantes,
Ci=x9x1 - Top_1To Yy Co = YoUY1 -+ Yam—1 Yo, respectivamente, y G € G ® Gs.
Si no existe un par bueno y para cada i € {1, 2}, en C; existe un vértice no singular

con respecto a Cs_;. Entonces ezisten indices r € [0, 2m — 1] y s € [0, 2n — 1] tales

qUE T Yr Yri1 Yr12 To Y Yo Ts Tsi1 Tsio Yo Son 4-ciclos alternantes (figura 4.3).

Demostracion. Por hipétesis, existen vértices u € V(Cy) y v € Cy que son no sin-
gulares con respecto a Cy y C1, respectivamente. Asi, hay una arista exterior roja y
una arista exterior azul que inciden en u y hay una arista exterior roja y una arista
exterior azul que inciden en v. De donde d,.(u) > 1, dy(u) > 1, d,.(v) > 1, dy(v) > 1.
Como no hay pares buenos, por el lema 4.14 (ii), d,(w) > 1, dy(w) > 1 para todo
w e V(Cy)UV(Cy) = V(G). Por lo tanto, G no tiene vértices singulares.

Procediendo por contradiccion, supongamos que no existe un indice r € [0, 2m—1]
tal que el ciclo xg Y, Yri1 Yrio xo €s alternante.

Consideremos una arista exterior azul que incida en xg, a saber zgy,. Alguna de
las aristas ypyp+1 O YnyYn—1 €8 roja, supongamos s.p.g. que YY1 €s roja y fijemos h,
donde h € [0, 2m — 1]. Nuestra hipétesis asegura que zoypi2 es azul, de otro modo
0 Yn Ynt1 Ynao To seria un 4-ciclo alternante. Ahora, considerando xgyp.2, podemos
argumentar de la misma manera y obtenemos que zgy.4 es azul. Si continuamos de

esta manera, podemos concluir que zoyn42; es azul para todo j € [0, m — 1]. Como
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Ton—1 ) T )
Cl e — &——  —— & @— ...
C’2 .. L0 e e e ...
Yr Yrt1 Yr+42 Yr+3

Figura 4.3: Un 4-ciclo alternante xg Y, ¥r+1 Yr12 To

G no tiene vértices singulares, existe una arista exterior roja zoyn12:1+1 que incide en
xg, para algun t € [0, m — 1]. Dado que ypni2t+1Yni2t+2 €s azul, argumentando como
antes obtenemos que Toyp o1 €S roja para todo t € [0, m — 1].

Recordemos que G no tiene pares buenos. Entonces, por el lema 4.14 (ii) todas las
aristas en la clase paralela de zoyn12; que tienen a y;, como extremo deben ser azules
y todas las aristas en la clase paralela de xzoyp4+2j+1 que tienen a y, como extremo
deben ser azules también, pues y, = ypy2; (Méd 2) ¥ yp Z Yni2j+1 (mdd 2), y esto
es cierto para todo j € [0, m — 1]. Por lo que ¥, es un vértice singular azul, lo cual
es una contradiccion.

Para probar la existencia del indice s € [0, 2n — 1] tal que yo Ts Ts11 Ts12 Yo €8 Un

4-ciclo alternante, basta cambiar los roles de C; y C5 en la prueba para r. O

En las siguientes dos proposiciones, dada una grafica G' en la suma g.c. de dos
graficas b.a. hamiltonianas alternantes, Gy y G, construiremos, para cada v € V(G)
y cada longitud par 2l en [4, |V(G1)| + |V(G2)|], un ciclo alternante de longitud 2[

que pase por v.

Proposiciéon 4.17. Sean G y Gy dos grificas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, C7 = xox1 -+ Ton_12To ¥ Co = YoUY1 *** Yom—1 Yo, TeSpectivamente, y
G € G1® Gy, Si G no contiene pares buenos y, para cada i € {1, 2}, en C; existe un
vértice no singular con respecto a Cs_;. Entonces, para cada vértice v € V(G) y cada
longitud par 21 en [4, 4mq] U [2Ms, 2n 4 2m), existe un ciclo alternante de longitud

2l que pasa por v, donde m; = min{n, m} y My = max{n, m}.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que n > m.
Por el lema 4.16, existe un indice r € [0, 2m — 1] tal que Zoy,Yy+1Yr12To €8 Un
4-ciclo alternante.
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Supongamos s.p.g. que zoy, es azul, entonces Y.y, 1 Y ToYpr2 SON T0JAS YV Ypi1Yri2
es azul. Como Cj es un ciclo alternante y,49;Y,12;+1 €s roja para todo j € [0, m — 1]
Y Yr+2j41Yrt2j+2 €s azul para todo j € [0, m — 1].

Podemos suponer que xyz; es roja. Dado que G no tiene pares buenos, las siguien-

tes afirmaciones son consecuencia de la definicion 4.9 y del lema 4.14 (ii) (figura 4.4):

" To,_2jYr_2; €S Una arista exterior azul para todo j € [0, [—1], donde | = mcm(n,

m), (i.e. Tojy,4+2; €s una arista exterior azul para cada j € [0, [ — 1]).

" To,_9j_1Yr—2j—1 €S Una arista exterior roja para todo j € [0, | — 1] (d.e.

Toj11Yr42j+1 €S Una arista exterior roja para todo j € [0, I — 1]).
" Z9;Yrioj+2 €S UnNa arista exterior roja para todo j € [0, [ — 1].

" Z9j+1Yrioj4+3 €S Una arista exterior azul para todo j € [0, I — 1].

Ton—2  Ton-1 Zo T T2
4 .

Cs Yr Yr41 Yr+2 Yr+3 Yr+4

Figura 4.4: Clases paralelas de xoy, ¥ Zo¥rio

Sean t € [0, 2n — 1] y h € [0, 2m — 3]. Consideremos el ciclo of =
Lt Yrit Y41 * " Yrtdh+2 Lidh Lith—1 " Lt
Afirmacion 4.18. El ciclo o} es alternante para todo ¢t € [0, 2n — 1] y todo h € [0,
2m — 3|.

Demostracion de la afirmacion 4.18. Tenemos cuatro combinaciones posibles de las

paridades de t y h.

Caso 1: t es par. Entonces x;y,.; es azul, x;y,1119 €S r0ja, Yri1Yritr1 €S TOja.

Caso 1.1: h es par. ASl, Yr1¢ Yratsr1 - * Yritrnao €S UNa trayectoria alternante
cuya primera arista es roja y cuya tltima arista es azul, ;1 Y, 14 1n10 €S TOja,
Teih Teih_1 -+ Ty €S Una trayectoria alternante cuya primera arista es azul

y cuya ultima arista es roja.
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Caso 1.2: h es impar. Asi, ¥p1¢Yriti1 - Yritrnio €S Una trayectoria al-
ternante que inicia y termina en aristas rojas, Xy pYriiinie €s azul,
Tirh Teeh—1 - -+ Ty €8 uUna trayectoria alternante que inicia y termina en aris-

tas rojas.

Caso 2: t es impar. Entonces xy,; es roja, z;y,1¢12 €s azul, Y,11yy1411 €s azul.

Caso 2.1: h es par. Asi, Y1t Yrits1 - Yrirrnio €S Una trayectoria alternante
cuya primera arista es azul y cuya ultima arista es roja, Xy nYri¢1nio €s azul,
Tiin Teip—1 -+ T¢ €8 Una trayectoria alternante cuya primera arista es roja

y cuya ultima arista es azul.

Caso 2.2: h es impar. Asi, ¥p ¢ Yritt1 - Yritihio €S Una trayectoria al-
ternante que inicia y termina en aristas azules, Z; pYriiihi2 €S TOja,
Tirh Teih_1 -+ Ty €s una trayectoria alternante que inicia y termina en aris-

tas azules.

Por lo tanto, el ciclo o, es alternante para todo ¢ € [0, 2n—1] y todo h € [0, 2m — 3].
|

El ciclo o, tiene longitud I(af) =1+ (h+2) + 1+ h = 2h + 4 para cada h € [0,
2m — 3]. De donde, existen ciclos alternantes de longitud [ para cada entero par [,
4 <[ < 4m que contienen a z; y a y,4¢ para cada t € [0, 2n — 1]. Recordemos que
n > m, entonces hasta ahora hemos probado que para cada vértice de G existen
ciclos alternantes de todas las longitudes pares entre 4 y 4my que lo contienen.

Sea t € [0, 2n — 1]. El ciclo 8" = @ yryi40 Tiro Tiys -+ - x4 €s alternante ya que
lo obtenemos a partir de (' al reemplazar la subtrayectoria alternante x; xs11 x¢19
de C por la trayectoria también alternante x; 1o T;12; notemos que c(x;xpyq) =
A(T4Yriia2) ¥ que c(p412142) = c(Yrirr2T142), donde ¢ es la coloracién de aristas de
G.

Por lo tanto, para todo t € [0, 2n — 1], ' es un ciclo alternante de longitud 2n
que contiene a x; y a y,,412. Asi, para cada vértice de G existe algun ciclo alternante
de longitud 2n que lo contiene.

Finalmente, sean t € 2[0, n—1] y k € [0, m —1]. Consideremos ahora el ciclo v}, =
TeYrrt+2Yr+t-+1 L1411 2Yr+t4+-4Yr+t4+3T143 * * * Lip2hYr+t+2h+2Yr+i+2h+1Tt4+2h+1T 142042 * Tt
Afirmacion 4.19. El ciclo v}, es alternante para todo t € 2[0, n — 1] y todo h € [0,
m — 1].

Demostracion de la afirmacion 4.19.
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Como t es par, se sigue que Tii2jYrit42i4+2 €S T0JA, Yritioj+olritr2jr1 €S azul,
Yrit42j+1T142j+1 €8 TOJa Y Tyyoj11Tey2j42 €8 T0ja para todo j € [0, m — 1] y @124
es azul. De donde, 7} es alternante para todo ¢t € 2[0, n — 1] y todo h € [0, m — 1]
(figura 4.5.)

|
Ch Tt—3 Tt—2  Tt-1 Ty Ti41 Ti42
.. —0 { ] -@ ® @o— @ o——
o ° ° ° ™ °
C, Yrtt  Yrit+1 Yrptd2 Yrit43 Yritid

Figura 4.5: Un ciclo alternante ~} en G

Ahora, el ciclo 7} tiene longitud I(v}) = 2n + 2h + 2 para todo h € [0, m — 1]
y de aqui se sigue que hay ciclos alternantes de longitud [ para cada entero par [,
2n + 2 < | < 2n + 2m, que contienen a Ty, a Tyyr1, & Yryrr1 ¥V & Yripro para todo
t € [0, 2n — 1]. Dado que n > m tenemos que, para cada vértice de G, existen ciclos
alternantes de todas las longitudes pares entre 2Ms + 2 y 2n + 2m que lo contienen.

Esto concluye la prueba. ]

Definicién 4.20. Sean A y B dos conjuntos de enteros y k un entero positivo.
Diremos que A es un conjunto mddulo k si satisface que a; # ay (méd k), para cada
par de elementos diferentes, a; y as, en A. Ademas, diremos que A y B son iguales
modulo k si ambos son conjuntos médulo k y existe una funcién biyectiva o: A — B

tal que a = o(a) (mdd k), para cada a € A.

Proposicién 4.21. Sean Gy y Gy dos grdficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, C, = xoxy -+ Ton_1To Yy Co = Yoy1 -+ Yam—1 Yo, respectivamente, y
G € G1® Gy. Si G no contiene pares buenos y, para cada i € {1, 2}, en C; existe un
vértice no singular con respecto a Cs_;, entonces, para cada vértice v € V(G) y cada
longitud par 2l en [4my, 2Ms), existe un ciclo alternante de longitud 21 que pasa por

v, donde m; = min{n, m} y My = méx{n, m}.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que n > m.
Por el lema 4.16, existe un indice s € [0, 2n — 1] tal que Yo Ts Tsy1 Tsi2 Yo €8 UN
4-ciclo alternante.
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Asumamos s.p.g. que ypxs es azul, entonces TsTsy1 vV YoTsio SON TOJAS Y Tsy1Tsio
es azul. Como C} es un ciclo alternante 9,75 9,41 €s roja para cada i € [0, n — 1]
Y Tsi0i41Tss2i+2 €s azul para cada i € [0, n — 1].

Podemos suponer, ademas, que yoy; es roja. Dado que G no tiene pares buenos, las
siguientes afirmaciones se siguen directamente de la definicién 4.9 (de clase paralela)
y del lema 4.14 (ii):

" Yom—2jTs_2; €S UNa arista exterior azul para cada j € [0, [—1], donde | = mcm(n,

m), (i.e. Y2jTs42; €S Una arista exterior azul para cada j € [0, [ — 1]).

" Yom_2j_1Ts_2j—1 €S Una arista exterior roja para cada j € [0, 1 — 1] (i.e.

Y2j+1%s12j+1 €S una arista exterior roja para cada j € [0, [ — 1]).
" YoiTsioj4o €8 roja para cada j € [0, [ — 1].

" Yoji1Ts42j13 s azul para cada j € [0, [ — 1].

M4s atin, como ys;Ts42; €s una arista exterior azul para cada j € [0, [—1] tenemos,
en particular, que yomjTsiom; €S una arista exterior azul para cada j € [0, % — 1],
donde yomj = yo pues 2mj =0 (moéd 2m).

Consideremos d = med(n, m), como ld = mn entonces [/m = n/d = n'. Asi,

YoTst2mj €S Una arista exterior azul para cada j € [0, n' — 1].

Afirmacion 4.22. Los conjuntos de indices {s + 2mj}?/:_01 y{s+ 2dj}?,:_01 son iguales

modulo 2n.

Demostracion Claim. Sea m’ = m/d. Para empezar, probemos que ambos conjuntos
tienen n' elementos: Tomemos {7, j} C [0,n' — 1]. Si s +2mj = s + 2mi (mdd 2n),
entonces 2n divide a s+ 2mj — (s + 2mi) = 2m(j — i) = 2dm/(j — i), lo cual implica
que n’ divide a m/(j —1), pues n = dn’. Como mem(n’, m’) = 1, se sigue que n’ divide
a j —1y esto es cierto si y solo si 7 —¢ = 0. Usando un argumento similar se puede
ver que s+ 2dj = s+ 2di (m6d 2n) siy sélo si j = i.

Ahora, para cada j € [0,n' — 1] consideremos el niimero m’j. Por el algoritmo de
la divisién, sabemos que existen dos enteros tnicos, ¢ > 0y j' € [0,n' — 1], tales que
m'j =n'q+7 =5 (méd n'). Tomemos la funcién o: {s+ 2mj}?l:’01 — {s+ 2dj}?:01
dada por o(s+2mj) = s+2dj’. Observemos que s+2mj = s+ 2dm'j = s+2d(n'q+
J') =s42nqg+2dj' = s+ 2dj’ (méd 2n), entonces s+ 2mj = o(s+ 2myj) (mdd 2n)
para cada indice en {s+ 2mj }?/:_01. Ahora veremos que o es inyectiva: Sean s+ 2mj
y s+ 2mi dos indices distintos en {s+ 2mj}§‘:01, entonces i # jy s+2mj # s+ 2mu

(méd 2n), por lo anteriror. Por la manera en que definimos o, tenemos que s+2mj =
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o(s+2mj) = s+ 2dj’ (mdd 2n) y que s + 2mi = o(s + 2mi) = s + 2di’ (méd 2n)
para algunos j’' e ¢ en [0,n' — 1]. Entonces, s + 2dj' = s+ 2mj # s+ 2mi = s + 2d7’
(méd 2n) vy, asi, s + 2dj’ y s + 2di’ son dos indices distintos en {s + 2dj};‘/:61. De
esta manera, ¢ es una funcién inyectiva entre un par de conjuntos finitos con el
mismo nimero de elementos, por lo que podemos concluir que ¢ es biyectiva. Lo cual

concluye la prueba de la afirmacién.

[ |
Como {s + Qmj}?,:_ol y {s + 2dj}?/:_01 son iguales médulo 2n, tenemos que
{Toromitim' = {@ss2qi}j—0'- Entonces, {yosrom;}timg' = {vost2qi}j—0 v asi,

YoTst2q; €S UnNa arista exterior azul para cada j € [0, n' — 1].

Entonces, por la definicion 4.9 y el lema 4.14 (ii), tenemos que ya;Ts424j4+2; €S una
arista exterior azul para cada i € [0, ] —1] y cada j € [0, 0’ — 1] ¥ Yoit1Zs42aj+2i+1 €8
una arista exterior roja para cada i € [0, [ — 1] y cada j € [0, n’ — 1].

Sear e [l,n —1], he€[0,d—1]yt € [0, —1]. Consideremos el ciclo {(r, h,t) =

Yot Ts42t Ts4-2t+1 * *° Ls42t+2dr+h Y2t+h Y2u+h—1 = Yot

Afirmacion 4.23. £(r, h;t) es alternante para cada r € [1, n' — 1], cada h € [0, d — 1]
y cadat e [0, —1].

Demostracion de la afirmacion 4.23. Sabemos que la arista yo;zs19; es azul. Como
Tsi0iTst2i+1 €S roja para cada i € [0, n— 1] y Z5y0i+1%s12i12 s azul para cada i € [0,
n — 1], se sigue que la trayectoria alternante o Tsyoi1 *** Tsiopr24r1h €MPieza en
una arista roja y, dependiendo de la paridad de h, termina en una arista azul si h es
par y termina en una arista roja si h es impar.

Més atn, dado que yajTsi2j12 €s roja para cada j € [0, | — 1] ¥ y2j41T5424+3 €3
azul para cada j € [0, [ — 1]; tenemos que Zgy o1 24r1hY2trn €S TOja Si h es par y es
azul si h es impar.

Como yoy; es rojay Cy es alternante, se sigue que ;99,11 €s roja para cada i € |0,
m — 1] ¥ Yoi11Y2i12 es azul para cada i € [0, m — 1]. De esta manera, la trayectoria
alternante yo;1p Yorin_1 - - - Yo, empieza en una arista azul si h es par, empieza en
una arista roja si h es impar y, en cualquier caso, termina en una en una arista roja.

Por lo tanto, para cada r € [1, n'—1], cada h € [0, d—1] y cada t € [0, [—1], el ciclo
&(r, h;t) es alternante y tiene longitud [(£(r, h;t)) = 14+ (2dr+h)+1+h = 2+2dr+2h.

|

Entonces, para cada t € [0, [ — 1], existen ciclos de cada longitud par en [2 + 2d,
2+2d(n’ —1)+2(d —1)] = [2 + 2d, 2n] que pasan por ya; y POT Tsio;.
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Ahora, tomemos r € [1, n' — 1], h € [0, d — 1] y t € [0, [ — 1], y consideremos el
ciclo &' (7, h,t + 1) = Yor1 Toqars1 Tsrat42 ** Togors142dr+h Y2ue14+h Y2irh = Y2usl-

De manera similar, se puede probar, para cada t € [0, [ — 1], que &'(r, h,t + 1) es
alternante, tiene longitud 2 + 2dr 4+ 2h y pasa por Ysi11 Y Tst2t+1-

Por lo tanto, para cada w € V(G) y cada longitud par [ en [2 + 2d, 2n], existe
un ciclo alternante de longitud [ en G que pasa por w. Dado que d = med(n, m) se

sigue que 2 + 2d < 4m y, asi, tenemos el resultado. O

Como consecuencia de las proposiciones 4.17 y 4.21 tenemos el siguiente teorema,

que no requiere demostracion.

Teorema 4.24. Sean Gi y G dos grdficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, Cy = xoxy -+ Ton_1To Yy Co = Yoy1 - Yam—1 Yo, respectivamente, y
G € G1® Gy. Si G no contiene pares buenos y, para cada © € {1, 2}, en C; existe
un vértice no singular con respecto a C3_;, entonces G es panciclica alternante en

vértices.

Consideremos la siguiente construccion: Dada una grafica bipartita completa bi-
coloreada en aristas GG, cuya particion de vértices esta dado por los conjuntos X y Y,
se construye una grafica completa bicoloreada en aristas H a partir de GG, anadiendo
todas las aristas posibles entre los vértices de X de color rojo y todas las aristas
posibles entre los vértices de Y de color azul. Asi, la subgrafica inducida en H por
X es una grafica completa monocromatica roja y la subgrafica inducida en H por
Y es una grafica completa monocromatica azul. De esta manera, H es una grafica
completa bicoloreada en aristas tal que cada ciclo alternante en H es también un
ciclo alternante en G, pues ningtn ciclo alternante en H contiene aristas en H(X),
ni en H(Y); por lo tanto, H es panciclica alternante (en vértices) si, y sélo si, G
es panciclica alternante (en vértices). Esta construccion fue introducida, primero,
por Das en [7] y, después, por Haggkvist y Manoussakis en [14], se le conoce como
construccion DHM [2].

Ahora veremos un ejemplo que muestra por qué no podemos usar una cons-
truccion similar para demostrar nuestros resultados. Consideremos la grafica en la
figura 4.6. Una construcciéon tipo DHM anadiria aristas a la grafica hasta obtener
una grafica completa, el objetivo de dicha construccién es que la grafica completa
tenga el mismo conjunto de ciclos alternantes que la grafica original. Sin embargo,
esto no se puede hacer con la gréfica propuesta (si se intenta anadir la arista zgzy, en

cualquier color, esta produce ciclos alternantes nuevos). Notemos que la grafica de
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Figura 4.6: Grafica G € C; @ C5 que no admite una construccién tipo DHM

la figura 4.6 satisface las hipotesis del teorema 4.24 y, asi, es una grafica panciclica
alternante local.

Este ejemplo muestra que las afirmaciones que aqui se demostraron se satisfacen
para una familia de graficas diferente de las completas y las bipartitas completas

bicoloreadas en aristas.

4.2.1. Resultados principales sobre panciclismo alternante

local

En este apartado vamos a generalizar el teorema 4.24 para una grafica G en la
suma g.c. de k graficas b.a. hamiltoniana alternantes ajenas por pares. Para ello
definiremos un ciclo bueno.

De la definicion de par bueno de aristas y de las observaciones 4.6 y 4.7, se tiene

lo siguiente:

Observacién 4.25. Sean G y GG dos graficas b.a. ajenas, a3 = xgx1 -+ Top_1To
Y Qs = YoUY1 -+ Yom_1 Yo dos ciclos alternantes en G y Gy, respectivamente, y G €
G1 @ Go. Si x3y; vy ypxe forman un par bueno de aristas, entonces C = x &g ypyi s
es un 4-ciclo monocromatico cuyas aristas pertenecen, alternadamente, a Eg vy a
E(a1) U E(ag), es decir, {zyyy, s} C Eg, sty € E(on) y ypyr € E(ag).

Definicién 4.26. Sea G, G, ..., G una coleccion de graficas b.a. ajenas por pares
y G € @leGi. A un 4-ciclo monocromatico C = vy vy v v3v9 en G, lo llamaremos
ciclo bueno si {vov1, vovs} C Eg, 0 {0109, vsvp} C Eg, o ambas. Es decir, si dos

aristas opuestas de C son exteriores.

Teorema 4.27. Sea Gy, Gs, ..., Gy una coleccion de k > 2 grdficas b.a. ajenas con

ciclos hamiltonianos alternantes, Cy, Cy, ..., Cy, respectivamente, y G € ®F_,G;. Si
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no hay ciclos buenos en G y, para cada par de indices diferentes {i, j} C [1, k|, en C;
existe un vértice no singular con respecto a C;. Entonces G es panciclica alternante

en veértices.

Demostracion. Demostraremos el resultado por induccion sobre k.

Si k = 2, como G no contiene ciclos buenos, G tampoco tiene pares buenos con
respecto a C y Cs. De no ser asi, si G contiene un par bueno, la observacién 4.25
asegura que GG contiene un ciclo bueno, lo cual es imposible. Entonces, G satisface
las hipotesis del teorema 4.24 y, por lo tanto, G es panciclica alternante local.

Supongamos que la afirmacién del teorema cumple para k' = k — 1.

Sea G1, G, ..., G} una coleccion de gréaficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, Cy, Cs, .. ., Cy, respectivamente, y sea G € ®F_, G, tal que G no contiene
ciclos buenos.

Consideremos Gy = G(V(Gr_1) U V(Gy)). Por hipétesis, existen vértices v €
V(Ci-1) C V(Gy) y w € V(Ci) C V(Gp) tales que v es no singular respecto a Cy y
w es no singular respecto a Cy_1.

Ademas, como G es una subgréfica de (G, no contiene ciclos buenos. Por lo cual,
G| satisface la base de induccion y, asi, G es panciclica alternante local, en particular
G contiene un ciclo hamiltoniano alternante, Cl.

Observemos que Gg, Gy,..., G_s es una coleccion de k — 1 graficas b.a. hamil-
tonianas alternantes ajenas y, por la observacién 4.2, G € ®F2G;.

Mas atn, G € ®"2G; no contiene ciclos buenos y, para cada par de indices
diferentes {7’, j'} C [0, kK — 2], en C} existe un vértice no singular con respecto a C;.

Entonces, por hipétesis de induccion, G es panciclica alternante local. O]

En esta seccién consideramos sumas g.c. de graficas b.a. hamiltonianas alternantes
que no contienen pares buenos (a su generalizacion, ciclos buenos) y tienen, en cada
sumando, al menos un vértice no singular con respecto a cada uno de los otros; de
esta manera, obtuvimos condiciones que son faciles de revisar para saber si una suma
g.c. es panciclica alternante local. En la siguiente seccién veremos qué ocurre cuando

hay pares buenos o vértices singulares.

4.3. Panciclismo alternante

En esta seccién daremos una clasificacion completa de las gréficas en la suma g.c.

de dos graficas b.a. hamiltonianas alternantes. Daremos condiciones para determinar
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Sean G1 y G2 dos graficas b.a. ajenas que contienen ciclos
hamiltonianos alternantes, C y C5, respectivamente.

| GeGi ad,

@

C; es singular con
respecto a C3_;
para algdn i € [1,2]

C; es no singular
con respecto a C3_;
para cada i € [1,2]

existe una arista
w € E(G;) \ E(C;)
tal que

s(u) = s(v) # c(uw)

no existe una arista
wv € E(G;) \ E(C;)
tal que

s(u) = s(v) # c(uwv)

| existe un par bueno |

| no hay pares buenos |

85

G es panciclica

@ [ G es hamiltoniana ] [

alternante alternante en vértices ]

G no tiene
ciclos alternantes
que contengan
vértices tanto en
G1 como en Gy

G es panciclica
alternante

Figura 4.7: Teorema 4.38

si una grafica es panciclica alternante, panciclica alternante local o, simplemente,
hamiltoniana alternante (figura 4.7).

Ademads, daremos una extension de estos resultados, la cual proporciona condicio-
nes suficientes para que una grafica en la suma g.c. de k graficas b.a. hamiltonianas

alternantes sea hamiltoniana alternante o panciclica alternante.

Definicién 4.28. Sea GG una grafica y sean C'y H dos subgréficas de G mutuamente
ajenas, donde C' es un ciclo alternante. El ciclo C' es singular con respecto a H, si
los vértices de C' son singulares con respecto a H y alternan color: un singular rojo,

un singular azul. En otro caso, diremos que C' es no singular con respecto a H.

Observaciéon 4.29. Sean (7 y G, dos graficas b.a., a; y as dos ciclos alternantes

en G1 y Go, respectivamente, y G € G1 @ G5. Si, para algin i € {1, 2}, a; es singular
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con respecto a GG3_; en GG, entonces a3_; es no singular con respeto a G;.

Lema 4.30. Sean C7 = zox1 - Top_120 Yy Co = Yo Y1 *** Yom—_1Yo dos ciclos al-
ternantes ajenos y G € Cy @& Cs. Entonces C; es singular con respecto a Gs_;, para
algin i € {1, 2}, si y solo si C; tiene al menos un vértice singular con respecto a

Gs_; y G no contiene pares buenos.

Demostracion. Asumiremos s.p.g. que C es singular con respecto a G5. Supongamos
por contradicciéon que existe un par bueno gy, zyy con s € [0,2n—1], s € {s—1,
s+ 1}, re[0,2m—1], 7" € {r =1, r+ 1} y donde C = z5xy Y y, x5 €s un 4-
ciclo monocromatico (s.p.g. rojo). Asi, d.(zs) > 1y d.(xy) > 1, contradiciendo la
singularidad de (', ya que x, y xy son vértices consecutivos en Cf.

El regreso se sigue directamente del lema 4.14 (iii). O

Dadas dos graficas b.a. panciclicas alternantes, G; y G2, una grafica G € G1 & Gy
no necesariamente es hamiltoniana alternante, ya no digamos panciclica alternante.
De hecho se puede construir una familia de ejemplos de sumas g.c. de dos gréaficas
panciclicas alternantes que consiste de graficas que no son hamiltonianas alternantes.

Para probarlo usaremos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.31. Sean G, una grifica con un ciclo hamiltoniano alternante, Cy =
Toxy *++ Top_1Xo, G una grafica ajena a G1 y G € G1 @ Go. Si Cy es singular con
respecto a Gy en G y si para cada arista x;x; € E(Gq) \ E(C) tal que i =1 (mb6d 2)
se satisface que c(x;x;) = Sg,(x;), donde ¢ es la coloracion de aristas de G. Entonces

G no contiene ciclos alternantes que contengan vértices tanto en G1 como en G.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que existe un ciclo alternante v en G
tal que V(7)) NV (Gy) # 0Dy V(y) NV (Gy) # 0.

Observemos que < contiene una subtrayectoria de longitud al menos 1 que esta
contenida en G1: Tomemos u € V(y) NV (G7). Como u es singular con respecto a G
y 7 es alternante al menos un vértice en {ul, ul} pertenece a G.

Sea P la subtrayectoria alternante mas larga de v contenida en G;. Sea P =
upuy - -+ u,. Entonces, el predecesor de ug, vy, y el sucesor de u,., v,., en v pertenecen
a Gy. Observemos que tanto P’ = wvguguy -+ u, como P’ = wuguy -+ u, v, son
subtrayectorias de v y, por lo tanto, son alternantes.

Podemos suponer s.p.g. que ug es singular rojo y asi, la arista vgug es roja y la
arista ugu; es azul. Dado que P es alternante, para cada i € [0, r — 1], wju; 41 es azul

si 7 es par y es roja si ¢ es impar.
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Por hipétesis, si dos indices, 7 y [, satisfacen i =¢, [ (mdéd 2) entonces c(x;x;) =
S, (7;), lo cual indica que si hay una arista entre dos vértices singulares rojos de Cf,
esta es roja y si hay una arista entre dos vértices singulares azules de (', esta es
azul. Como ug es singular rojo y uguy es azul, tenemos que u; es un vértice singular
azul, y como ujuy es roja, se sigue que us es singular rojo. Argumentando de esta
forma obtenemos que, para cada i € [0, r — 1]: u;41 es singular azul y w;u;11 es azul

si ¢ es par; y u;41 es singular rojo y u;u; 41 €s roja si ¢ es impar.

Caso 1: r es par. Entonces r — 1 es impar, asi u, es singular rojo y u,_iu, es ro-
ja. Como u, es singular rojo, u,v, es roja, lo cual contradice que P” es

alternante.

Caso 2: r es impar. Entonces r — 1 es par, asi u, es singular azul y u,_ju, es azul.
9
Como wu, es singular azul, u,v, es azul, lo cual contradice que P” es alter-

nante.

Por lo tanto, G no tiene ciclos alternantes que contengan vértices tanto en GG; como
en Gs. H

Para construir el ejemplo de una suma g.c. de dos graficas b.a. panciclicas al-
ternantes que no resulte panciclica alternante, definiremos una familia de graficas
completas como sigue: Sea AP, donde n > 2, la familia de graficas b.a. completas
G, tal que V(G) = Vo, = {xq, 21, ..., xon_1} v E(G) satisface: (i) E(Cy,) C E(GQ);
(ii) G{{z; | i = 0 (m6d 2)}) es una grafica completa de color rojo y G{{z; | i = 1
(mdd 2)}) es una grafica completa de color azul, es decir, una arista x;z; € E(G) es
rojasii =3 =0 (méd 2) yesazul sii=j =1 (méd 2); (iii) zoxe 41 es azul, para
cada i € [1, n — 1]; (iv) las aristas restantes tienen cualquier color.

El conjunto APs, es no vacio para cada n > 2 y consiste de graficas b.a. pan-
ciclicas alternantes ya que, para cada i € [1, n — 1], la sucesion zgx - - - X941 To €S
un ciclo alternante de longitud 2i + 2. Sea AP = U, >3 AP2, AP es una familia
numerable de graficas b.a. panciclicas alternantes que tiene al menos una gréfica de

orden 2n para cada n > 2 (figura 4.8).

Observacién 4.32. Sean GG; € AP de orden 2n, GG, una grafica b.a. panciclica
alternante y G € G1® Gy. Si Cy, es singular con respecto a Gy en G 'y s¢, () = rojo,
entonces G no contiene ciclos alternantes con vértices tanto en G; como en Gy. En

consecuencia, G no es panciclica alternante.
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Figura 4.8: Ejemplos de gréaficas en AP: Hy € APy y Hy € APy

Demostracion. Notemos que G satisface las hipotesis de la proposicion 4.31: Cy, es
un ciclo hamiltoniano alternante en GG que es singular con respecto a Gs; dado que
xg es singular rojo, para cada i € [0, 2n— 1], z; es singular rojo si ¢ es par y es singular
azul si i es impar; cada arista x;2; € E(G) \ E(Cs,) que satisface i = [ (méd 2) es
roja si ¢ es par y es azul si ¢ es impar, por la manera en que definimos AP, entonces
c(xizy) = sg,(x;). Por lo tanto, G' no tiene ciclos alternantes que contengan vértices

tanto en G; como en Gs. O

Como consecuencia de la proposicion 4.31, tenemos lo siguiente: dados dos ciclos
alternantes ajenos, C) y Cy, y G € C & (5. Si C; es singular con respecto a C3_; en
G, entonces GG no tiene ciclos alternantes con vértices tanto en C7 como en Cy, en
particular G no tiene un ciclo hamiltoniano alternante. En la siguiente proposicion
veremos que, si agregamos un tipo particular de arista entre dos vértices de C},

entonces G resultard panciclica alternante.

Proposicién 4.33. Sean Gy y Gy dos grdficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, Cy = xox1 -+ Ton_1To Y Co = Yoy1 - Yam—1 Yo, respectivamente, y
G € G1 ® Gy. Si C es singular con respecto a Gy y existe una arista xsxy € E(Gy)
tal que s =t (m6éd2) y c(xswy) # Sa,(s), donde ¢ es la coloracion de aristas de
G. Entonces G es panciclica alternante. Mds ain, para cada longitud par 21 en [4,

2n 4 2m] y cada j € [0, 2m — 1], existe un ciclo alternante de longitud 2l que pasa

por Tsxky Y Yj.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que TsX; es roja.
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Como C es singular con respecto a Go y s =t (mdd 2), se sigue que z; y x; tienen
la misma singularidad, esto es sg,(xs) = sg, (7). Dado que rojo = c(xszy) # Sa,(xs),
tenemos que z, y x; son singulares azules.

Asumamos s.p.g. que Yoy es roja, entonces Ys;Yasjt1 €8 10ja y Yajt1Y2j42 €s azul,
para cada j € [0, m—1]. Asi, para cada h € [0, m] y cada j € [0, m—1], la trayectoria
alternante sz = Yoj Y241 * - Y2j+2n+1 tiene longitud impar 2h 4 1 y, asi, empieza y
termina en aristas rojas. Entonces, para cada h € [0, m] y cada j € [0, m—1], el ciclo
o = ph U yajoni1 T 1 o es alternante, tiene longitud I(af)) = 2h+4, v.2, € E(cd)
¥ {y2j, y2j+1} C V(o). De donde, para cada longitud par 21 en [4, 2m + 2] y cada
J € [0, 2m — 1], G contiene un ciclo de longitud 2/ que contiene a zz; y y;.

Supongamos s.p.g. que s < t. Sean P; y P, las dos subtrayectorias alternantes
de C determinadas por xs y x4, a saber P, = x3x5y1 - 2 y Po = 2y w041 -+ T
Como s =t (m6d2), se sigue que Py y P, tienen longitud par e inician en aristas
del mismo color. Asi, podemos suponer s.p.g. que ¢(zszs11) = c(xx441) = azul y, de

esta manera, se tiene que:
" T 9iTsi0i11 €s azul para cada i € [0, 52 — 1],
" Tgi0; 1Tsy9; €S roja para cada i € [1, 52,
" Zy0i%i40i41 €s azul para cada i € [0, n — 52 — 1],

" Tyi0; 1T440; €8 TOja para cada i € [1, n — 5],

2
" %191 es singular rojo para cada i € [1, 5] y
" %4401 es singular rojo para cada i € [1, n — 52].
Ahora, sea p = Y1 Y2 -+ Yam—_1Yo la trayectoria alternante de longitud 2m — 1
P vy Y Y Y g
obtenida a partir de Cy al quitar la arista roja yoy;; y consideremos, para cada i € [1,
t_TS] ycada j € [1, n—t_TS], las trayectorias alternantes o; = 449, 1 Loy *** Tsp1 Ts
Y Tj = &4 Typ1 -+ - Tegoi—1. Cada una de estas trayectorias tiene longitud impar y sus

aristas de inicio y término son azules; las o; inician en vértices singulares rojos y
terminan en vértices singulares azules, y las 7; inician en vértices singulares azules y
terminan en vértices singulares rojos (figura 4.9).

Entonces, para cada i € [1, 5] y cada j € [1, n — 52], el ciclo B(o;,7;) = p
U YoZsi2i—1 U 0; U zexp U 75 U 249j-1y1 es alternante, tiene longitud ((8(0;, 75)) =
2m—1)4+14+(2i—1)+1+(2j—1)+1=2m+ 2i+2j, contiene a zsz; y a cada
y € V(G3), lo cual concluye la prueba. O
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G

Figura 4.9: La grafica G de la demostracién de la proposicién 4.33

Corolario 4.34. Sean Gi y G5 dos grdaficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, C7 = xox1 -+ Ton_12T0 Y Co = YoUY1 *** Yom—1 Yo, Tespectivamente, y
G € G1® Gy. Si Cy es singular con respecto a Gy y, para cada x5 € V(C), existe
una arista rsry € E(Gh) tal que s =t (mdd 2) y c(xszy) # sg,(xs), donde ¢ es la

coloracion de aristas de G. Entonces G es una grafica panciclica alternante local.

Como consecuencia directa de las proposiciones 4.31 y 4.33 se tiene el siguiente

resultado:

Corolario 4.35. Sean Gy y Gy dos grdficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, Cy = xoxy -+ Ton_1To Y Co = Yoy1 - Yom—1 Yo, respectivamente, y
G € G1 ® Gy. Si Cy es singular con respecto a Gy y E(G1) \ E(C1) # 0, entonces G
no tiene ciclos alternantes que contengan vértices tanto en G1 como en G, o bien,

G es panciclica alternante.

Demostracion. Si existe una arista xsz; € E(Gp) \ E(Ch) tal que s = ¢ (mo6d2) y
c(xswy) # say(xs) entonces, por la proposicion 4.33, G es panciclica alternante.
Si no existe tal arista, por la proposicion 4.31, GG no tiene ciclos alternantes que

contengan vértices tanto en GGy como en Gbs. ]

Si GG; y G4 son graficas b.a. hamiltonianas alternantes ajenas y G € G @ Go
tiene un par bueno, entonces sabemos, por la proposicion 4.8, que GG contiene un
ciclo hamiltoniano alternante. Sin embargo, podemos decir mas cuando existen dos
vértices especiales en Gy y |V(G1)| = 2°p, donde s es un entero positivo y p un

nimero primo:
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Proposicién 4.36. Sean G; y Gy dos grificas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, C7 = xox1 «++ Top_1 2o Yy Co = Yo Y1 -+ * Yom—1 Yo, respectivamente, donde
2n = 2°p para un entero positivo s y un numero primo p, y G € Gy ®Gs. Si Cy es no
singular con respecto a Gy y existen dos vértices singulares x, w € V(C) tales que
zw € E(Gy)\ E(CY), sc,(x) = so,(w) y c(zxw) # se,(x), donde ¢ es la coloracion de

aristas de G, entonces:

(i) G contiene ciclos alternantes de todas las longitudes pares en

4, 2n+2m|\ {2m +jp+ 1| j € [2°] y j es impar}, sip es impar.
(ii) G es panciclica alternante, si p = 2.

Demostracion. Primero notemos que GG no tiene pares buenos. De no ser asi, el lema
4.30 y el hecho de que x es singular con respecto a G5 implican que C es singular
con respecto a Gy, lo cual es una contradiccion. Por la proposicion 4.8, tenemos que
G contiene un ciclo cuyo conjunto de vértices es V(Cy) UV (Cy) = V(G).

Ahora, supongamos s.p.g. que x y w son vértices singulares rojos con respecto a
G v que yoy; es azul.

Para cada i € [1, m], la trayectoria P; = yoy; - - y2;_1 es alternante, tiene lon-

gitud impar 2 — 1 y, dado que yoy; es azul, P; inicia y termina en aristas azu-

les. De donde, el ciclo 7, = zyg U P; U yo;_jwz es alternante y tiene longitud
1+ (2 —1)+2=2i+2.
Falta verificar que existen ciclos alternantes de longitud 2m+4, ..., 2n+2m — 2.

Sea L = 2[2, n — 1], esto es, L es el conjunto de todos los enteros pares ente 4 y
2n—2,ysea L, ={jp+1]|j €[l 2°]yjesimpar}. Observemos que, si p = 2 el
conjunto L, es un conjunto de enteros impares, asi L\ L, = L y si p es impar L, es
un conjunto de enteros pares con 2°~! elementos.

Probaremos que, para cada h € L\ L,, G contiene un ciclo alternante de longitud
2m + h.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un nimero h € L\ L, tal
que G no contiene un ciclo alternante de longitud 2m + h.

Supongamos s.p.g. que * = o y que xox; es azul. Dado que h es par y C es
alternante, la trayectoria ()1 = xgxy --- xp_1 es alternante, tiene longitud impar
h — 1y, por lo tanto, inicia y termina en aristas azules. Probaremos que xz_; es
singular azul con respecto a Gs.

Si existe un vértice y € Cy tal que z,_1y es roja, entonces tomando Ry, la yy"-

subtrayectoria de 'y obtenida a partir de C5 al quitar la arista roja yy”, podemos



92 Capitulo 4. Panciclismo alternante en graficas bicoloreadas en aristas

construir el ciclo a; = Q1 U 2,1y U Ry U y"xg, que es alternante y tiene longitud
(o) =(h=1)+14 (2m —1)+ 1 = 2m+ h, lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto, x,_1 es singular azul con respecto a Gs.

Ahora, xj,_17), es roja. Entonces la trayectoria alternante Q2 = w1 x5 - -+ Topn—1)
tiene longitud impar h—1, e inicia y termina en aristas rojas. Probaremos que (1)
es singular rojo con respecto a Gs.

Si existe un vértice y € Cs tal que wy,—1)y es azul, entonces tomando Ry, la yyb-
subtrayectoria de Cy obtenida a partir de Cy al quitar la arista azul yy®, podemos
construir el ciclo ay = Q2 U zop,—1)y U Ry U y°z,_1 que es alternante y tiene longitud
l{ag) = (h—1)+ 14 (2m — 1) + 1 = 2m + h, una contradiccién. De donde, xa(,—1)
es un vértice singular rojo con respecto a G.

Argumentando de la misma manera, obtenemos una sucesién, {xt(h—l)}tz(), de
vértices singulares en (1, tales que zy,—1) es singular rojo si ¢ es par y es singular
azul si t es impar.

Observemos que, si [, = %, entonces To, Tp—1, --., T(l,—1)(h—1) SON
vértices diferentes. Recordemos que h € L\ L, y asi h es par y h # 1 (méd p), por
lo cual h — 1 es impar y p{ h — 1. Asi, mem(2°p, h — 1) = 2°p(h — 1) y I, = 2°p. En
consecuencia, o, Tp_1, - - ., T(1,—1)(h—1) SON I, = 2°p vértices singulares diferentes en
C1, tales que xy(,—1) es singular rojo si t es par y es singular azul si ¢ es impar. Como
h — 1 es impar, xyp,—1) es singular rojo si t(h — 1) es par y singular azul si t(h — 1)
es impar. Esto es, C es singular con respecto a (5, una contradiccién.

Por lo tanto, G contiene ciclos alternantes de longitud 2m+h, para todo h € L\ L,,

lo cual concluye la prueba. [

Ahora veremos una proposicién que simplificara la prueba del teorema 4.41, que

es uno de nuestros teoremas principales.

Proposicion 4.37. Sea G, Gs, ..., Gy una coleccion de grificas b.a. ajenas dos a
dos, que contienen ciclos hamiltonianos alternantes, Cy, Cs, ..., Cy, respectivamen-
te, y G € ®F_,G;. Si existe una sucesion {i; };‘?:1 tal que Cy; tiene un vértice singular

rojo con respecto a C;j, | para cada j € [1, k], donde C;, ., = C,, entonces G contiene

k+1
un ciclo hamiltoniano alternante.

Demostracion. Supongamos s.p.g. que, para cada i € [1, k|, C; contiene un vértices
singular rojo con respecto a Cj;1, donde Cyyq = Cf.
Para cada i € [1, k|, sea v; € V(C;) un vértice singular rojo con respecto a Cj, ;.

Recordemos que v] denota al vértice de C; tal que vv] € E(C) es roja.
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Figura 4.10: El ciclo v en la demostracién de la proposicién 4.37

Consideremos, para cada i € [1, k|, la trayectoria que resulta de quitar la arista
vu del ciclo C;, a saber P, = v]Cv;, que inicia y termina en aristas azules. Las
trayectorias P; son k trayectorias alternantes que forman una factorizacion de G.

Dado que v; € V(C;) es singular rojo con respecto a Cj;1, tenemos, para cada
i € [1, k], que e; = v;v],; es roja, donde v}, ; = v}. Por lo tanto, y = P, Ue; U P, U

ea U+ Uer_1 U Py U e, es un ciclo hamiltoniano alternante en G (figura 4.10). O

Observemos que la afirmacion de la proposicién 4.37 también se cumple si cam-
biamos la hipdtesis sobre los vértices singulares rojos a vértices singlares azules y la

prueba es andloga.

4.3.1. Resultados principales sobre panciclismo alternante

En este apartado veremos qué graficas en la suma g.c. de dos gréaficas b.a. hamilto-
nianas alternantes ajenas son panciclicas alternantes locales, panciclicas alternantes

o, simplemente, hamiltonianas alternantes.
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El resultado principal de esta seccién es el teorema 4.38, mismo que es conse-

cuencia de las proposiciones 4.31 y 4.33; y del teorema 4.24. Ahora enunciaremos y

demostraremos el teorema 4.38, que fue ilustrado en la figura 4.7.

Teorema 4.38. Sean Gi y G dos grdficas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos

alternantes, C7 = xox1 -+ Ton_12To ¥ Co = YoUY1 *** Yom—1 Yo, TeSpectivamente, y

G € Gy & Gy. Entonces algunas de las siguientes afirmaciones se cumple:

(i) C; es singular con respecto a Gz_; para algin i € {1, 2} y

(a) G no contiene ciclos alternantes con vértices tanto en Gy como en Gg; 0
bien,

(b) G es una grifica panciclica alternante;

(ii) C; es no singular con respecto a Cs_; para cada i € {1, 2},

(a) existe un par bueno en G y G es una grifica hamiltoniana alternante; o
bien,
(b) no hay pares buenos en G y G es una grifica panciclica alternante en vér-

tices.

Demostracion. (i) Supongamos que C; es singular con respecto a G3_; para algin

i € {1, 2}. Por el corolario 4.35, G es panciclica alternante, o bien, G no

contiene ciclos alternantes con vértices tanto en G; como en Gs.

Supongamos que C; es no singular con respecto a Gs_; para cada i € {1, 2}.
Si existe un par bueno de aristas en G, se sigue, de la proposicion 4.8, que G
contiene un ciclo cuyo conjunto de vértices es V(Cy) U V(Cy), mismo que es
hamiltoniano en G. Si, por el contrario, G no contiene pares buenos, entonces,
para cada ¢ € {1, 2}, C; contiene un vértice no singular con respecto a G3_;. De
no ser asi, cada vértice v € V(C;) es singular con respecto a G3_;, para algin
i € {1, 2}y, por el lema 4.14 (iii), para cada v € V(C;), las aristas exteriores
que inciden en v tienen un color diferente a las aristas exteriores que inciden
en v" y en v’. Asi, C; debe ser singular con respecto a Cs_;, lo cual es una

contradiccion.

Por lo tanto, G satisface las hipotesis del teorema 4.24 y, de aqui, se sigue que
GG es panciclica alternante local.
O
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Observemos que en el teorema 4.38, tres de las cuatro posibilidades implican que
GG es una grafica hamiltoniana alternante, y dos de ellas aseguran que G es panciclica
alternante. Asi, tenemos el corolario 4.39. En el dltimo teorema de este apartado,

extenderemos los resultados del corolario 4.39 para una suma g.c. de k£ sumandos.

Corolario 4.39. Sean Gi y G9 dos grdificas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, C y Cs, respectivamente, y G € G1 @ G.

(i) St G no contiene pares buenos y existe un ciclo alternante v en G, tal que
V() NV (G;) # O para cada @ € {1, 2}, entonces G es una grifica panciclica

alternante.

(i) G contiene un ciclo alternante v tal que V(v) NV(G;) # 0 para cada i € {1,

2} si, y sdlo si, G es una grafica hamiltoniana alternante.

A continuacion, probaremos un resultado que es una herramienta 1util para la
siguientes demostraciones. Es consecuencia del teorema 4.24, las proposiciones 4.8 y
4.31, y el lema 4.30.

Corolario 4.40. Sean G y Go dos grificas b.a. ajenas con ciclos hamiltonianos
alternantes, Cy y Cy, respectivamente, y G € G & Gs. Si G no contiene un ciclo

hamiltoniano alternante, entonces, para algin i € {1, 2}, C; es singular con respecto

a Cg_i.

Demostracion. La demostracion se hard por contrapositiva. Supongamos, para cada
i € {1, 2}, que C; es no singular con respecto a C3_;.

Si existe un par bueno en GG, entonces la proposicion 4.8 asegura que G contiene un
ciclo cuyo conjunto de vértices es V(Cp)UV (Cy) = V(G), es decir, G es hamiltoniana
alternante.

Asi, podemos suponer que G no contiene pares buenos. Observemos que, para
cada i € {1, 2}, C; no tiene vértices singulares, por el lema 4.30. Entonces, para
cada i € {1, 2}, C; contiene un vértice no singular con respecto a C3_;. Se tiene, del
teorema 4.24, que G es panciclica alternante local, en particular G' contiene un ciclo

hamiltoniano. O

Ahora, probaremos una extensién del corolario 4.39 para una suma g.c. de k

sumandos. Necesitaremos la definicién de ciclo bueno que se dio en el apartado 4.2.1.

Teorema 4.41. Sea G, Go, ..., Gy una coleccion de k grificas b.a. ajenas con

ciclos hamiltonianos alternantes, Cy, Cy, ..., Cy, respectivamente, y G € ®F_ G;.
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(i) Si G no contiene ciclos buenos y existe un ciclo alternante v en G, tal que

V(v)NV(G;) # 0 para cada i € [1, k|, entonces G es panciclica alternante.
(i) G contiene un ciclo alternante ~ tal que V(y) NV (G;) # 0 para cada i € [1, k]

si, y solo si, G es una grdfica hamiltoniana alternante.

Demostracion. (i) La prueba se hard por induccién sobre k. Primero demostraremos
la afirmacién para k = 2, 3.

Supongamos que k = 2. Si C; es singular con respecto a C3_;, para algin i € {1,
2}. Entonces, por el teorema 4.38, tenemos que G no contiene ciclos alternantes con
vértices tanto en Gy como en Gg, o bien, GG es panciclica alternante. Como existe un
ciclo alternante v tal que V(v) N V(G;) # 0 para cada i € {1, 2}, se sigue que G es
panciclica alternante.

Si C; es no singular con respecto a Cs_;, para cada ¢ € {1, 2}. Entonces, por
el teorema 4.38, se sigue que G contiene un par bueno y, asi, G es hamiltoniana
alternante, o bien, G no contiene pares buenos y GG es panciclica alternante local.
Dado que G no contiene ciclos buenos, G no contiene pares buenos con respecto a
C1 y Cs. De no ser asi, G contiene un ciclo bueno por la observacion 4.25, lo cual es
imposible. Por lo tanto, G es panciclica alternante.

Supongamos que k = 3. Si existen dos indices diferentes {7, 7} C [1, 3|, que satis-
facen que la grafica inducida H;; = G(V(G;) UV (G;)) contiene un ciclo alternante
a tal que V(o) NV(G;) # 0y V() NV(G;) # 0. Entonces, por el caso base k = 2,
H;; es una grafica panciclica alternante, puesto que H;; no contiene ciclos buenos
al ser una subgrafica de G y contiene a o. Asi, H;; contiene un ciclo hamiltoniano
alternante. Notemos que G € G, @ H;;, donde h € [1, 3]\ {i, j}, cada sumando es
una grafica hamiltoniana alternante y G no contiene ciclos buenos. Por lo tanto, G
es panciclica alternante, por el caso base k = 2.

Si, por el contrario, para cada par de indices diferentes {7, j} C [1, 3], la grafica
inducida H;; = G(V(G;) U V(G,)) no contiene ciclos alternantes con vértices tanto
en G; como en Gj, en particular, H;; no contiene un ciclo hamiltoniano alternante.
Entonces, por el corolario 4.40, C; es singular con respecto a C;, o bien, C} es singular
con respecto a C;. Hay dos casos (s.p.g.).

Sean C| = wox1 -+ Tap-1%0, C2 = YoU1 *+* Yam-1Y0 Yy C3 = wowy -+ wa 1wy
ciclos hamiltonianos alternantes en G, Gy y (3, respectivamente, y supongamos
S.p-g. que xory, Yoy1 Y wowy son azules; asi, x;Tii1, YilYir1 Y W;w;y1 son azules si

i =0 (moéd 2) y son rojas sii =1 (méd 2).
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Caso 1: C; es singular con respecto a C;,; para cada ¢ € [1, 3], donde Cy = C4.
Supongamos s.p.g. que o, Yo ¥ wo son singulares rojos con respecto a Cs,

Cs y (1, respectivamente.

Entonces x;, y; y w; son singulares rojos con respecto a Cy, C3 y C, respec-

tivamente, si i = 0 (mdd 2) y son singulares azules en otro caso.

Caso 2: C; es singular con respecto a C; si 1 <i < j < 3. Sea vy € V(Cy). Tenemos,
para cada i € {2, 3}, que v; es singular con respecto a C;. Si s¢,(v1) =
Scy (1), entonces vy es singular con respecto a Gy = G(V(G2) UV (G3)) vy,
asi, (' es singular con respecto a Gy, pues C; es singular con respecto a C}
para cada ¢ € {2, 3} y los colores de las singularidades de los vértices en C

alternan.

Como G € G1® Gy y existe un ciclo alternante v en G tal que V(v)NV(G;) #
() para cada i € [1, 3], tenemos, por la contrapositiva de la proposicién
4.31, que existe una arista zy € E(Gy) \ E(C)) tal que x = y (mdd 2) en
C1 y c(zy) # sg,(x). Por lo tanto, G(V(G1) U V(G3)) contiene un ciclo
hamiltoniano alternante, por la proposicién 4.33, lo cual contradice nuestra

suposicion.

Entonces, s¢,(v1) # scy(v1). Supongamos s.p.g. que xy y Yo son vértices
singulares rojos con respecto a Cy y C3, respectivamente. Asi, z( es singular
azul con respecto a C3; z; y y; son vértices singulares rojos con respecto a
Cy y Cj, respectivamente, si ¢ = 0 (mdd 2) y son singulares azules en otro
caso; x; es singular azul con respecto a C3 si ¢ = 0 (mdd 2) y es singular

rojo en otro caso.

En cualquier caso, xa,_2,y2 €s azul para cada p € [1, n] y cada t € [0, m — 1],
YoWs_1 €S TOja, Woy_2sT2, 1 €S roja para cada s € [1, []; las trayectorias alternantes
Woy—1 Wap—2 =+ Waoj—25 Y Top—1 Tan—2 * - Tan_gp iDician y terminan en aristas azules; y
las trayectorias alternantes yo; ¥2¢—1 - - - %o inician en una arista roja y terminan en
una arista azul.

Por lo tanto, para cada s € [1, ], el ciclo S5 = xo,_1 Yo Wa—1 Wo_o +*+ Woy_9s Top_1
es alternante, tiene longitud [(8s) =1+ 1+ (2s — 1)+ 1 =2+ 2s; para cada t € [1,

m — 1], el ciclo 0; = Ty 1 Yot Y2r—1 -+ Yo W1 Woy_o + ++ Wp Ta,—1 €S alternante, tiene
longitud 1(6;) = 14+2t+ 1+ (20l — 1)+ 1 =24 2]+ 2¢t; y, para cada p € [1, n], el ciclo
Mp = Ton—1Tan—2 " T2n-2p Yom—1Y2m—2 ' Yo Wa—1 Wa—2 **+ WoTa,—1 €S alternante

y tiene longitud I(n,) = (2p— 1)+ 1+ (2m — 1)+ 1+ (20 — 1) + 1 = 2l + 2m + 2p.
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De lo anterior, G es panciclica alternante.

Ahora, supongamos que la afirmacién del teorema se cumple para cada & < k—1.
Haremos la prueba para k > 4.

Sea Gy, G, ..., G} una colecciéon de k > 4 gréficas b.a. ajenas con ciclos hamil-
tonianos alternantes, Cy, Cs, ..., Cy, respectivamente, y sea G € ®F_,G; como en la

hipotesis del teorema.

Afirmacion 4.42. Existe un ciclo alternante § en G tal que V() C Uje; V(G;) para
algin J C [1, k] tal que 2 < |J| <k — 1y, para cada j € J, V() NV (G;) # 0.

Demostracion de la afirmacion 4.42. Supongamos por contradiccion que no existe un
ciclo como el descrito. Entonces, cada ciclo alternante [ en G, satisface una de las
siguientes posibilidades: V() C V(G;) para algin i € [1, k], o bien, V(8)NV(G;) # 0
para cada i € [1, k].

De esta manera, para cada par de indices diferentes {i, j} C [1, k], la grafica
H;; = G(V(G;) U V(G;)) no contiene un ciclo hamiltoniano alternante y, por la
contrapositiva del corolario 4.40, se sigue que C; es singular con respecto a Cj, o
bien, C; es singular con respecto a Cj, pero no ambos, por la observacion 4.29.

Definamos una digréfica T' de orden k con el conjunto de vértices V(T') = {G; | i €
(1, k]} v (Gi, Gj) es una flecha de T si, y sélo si, C; es singular con respecto a C; en
H;; (y, por tanto, en G).

De lo anterior, entre cada pareja de sumandos distintos de G, G; y G, el ciclo
hamiltoniano alternante de uno es singular con respecto al otro, pero no ambos. Por
lo tanto, entre cualesquiera dos dos vértices de T' existe exactamente una flecha, es

decir, T" es un torneo.
Afirmacion 4.43. T es un torneo aciclico.

Demostracion de la afirmacion 4.43. Supongamos por contradiccién que T contiene
un ciclo, a saber a = (G, Gy, ..., Gi,, G;,) donde 3 < s < k — 1. Este ciclo en T
proporciona una secuencia de indices {i;}
a Cijyy

para cada j € [1, s|, donde C;

s

i, tales que Cy; es singular con respecto

en )
= (;,. De donde, por la proposicion 4.37, se tiene

en G (asi, C;, contiene un vértice singular rojo con respecto a Cj,
) J J+1

1
que Go = G{Uj—, V(Gj;)) contiene un ciclo hamiltoniano alternante Cy. Entonces
V(Co) NV(Gy;) # 0 para cada j € [1, s], lo cual contradice nuestra suposicién.
Ahora, supongamos por contradiccién que T contiene un ciclo hamiltoniano, a
saber a = (G;,, Giy, ..., Gy, Giy). Como Gy, y G, son adyacentes, se sigue que
(Giyy Giy) € A(T), o bien, (G, Gyy) € A(T). Si (Gy,, Giy) € A(T), entonces (G,
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Giss .., Gy, Giy) es un ciclo en T' de longitud k£ — 1, lo cual es una contradiccion.
Si (Gyy, Giy) € A(T), entonces (G, Gi,, Giy, Gi,) es un ciclo en T de longitud 3, lo
cual es una contradiccion.

|

Como T es aciclico, sabemos que T es transitivo, por el teorema 1.1. Ademas,
por el corolario 1.4, T' contiene una trayectoria hamiltoniana 7 = (G;,, Gy, ..., Gi,)
que satisface que (Gj;, Gij,) es una flecha de T si, y slo si, 1 < j < j' < k.

Si cada vértice v € V(G;,) es singular con respecto a H = G(U_, V(G,,)), es
decir, si todas las aristas exteriores que inciden en v tienen el mismo color, entonces
Ci, es singular con respecto a H, pues Cj, es singular con respecto a C;; para cada
J € [2, k]. Notemos que G € G;, & H; C;, es un ciclo hamiltoniano alternante en
G,,, el cual es singular con respecto a H; y G contiene al ciclo alternante ~, el cual
tiene vértices tanto en G;, como en H. Por la proposicién 4.31, se sigue que existe
una arista zy € E(Gy,) \ F(C;,) tal que x = y (mdd 2) en Cj, v c(zy) # su(z).
Ast, H;;, = G(V(G;,) UV(G,,)) contiene un ciclo hamiltoniano alternante, por la
proposicion 4.33, lo cual contradice nuestra suposicion.

Por lo tanto, existe un vértice v; € V(G;,) tal que d,.(v1) > 1y dy(vy) > 1, i.e.,
existen una arista exterior roja y una arista exterior azul que inciden en v;. Dado
que Cy, es singular con respecto a C;,, para cada j € [2, k], se tiene que v; es singular
con respecto a Cj;, para cada j € [2, k]. Como d,(v1) > 1y dy(v1) > 1, existen
indices distintos {7, j'} C [2, k], tales que v; es singular rojo con respecto a Cj; y v;
es singular azul con respecto a C’Z-j,. Podemos suponer s.p.g. que v; es singular rojo
con respecto a Cy, y sea s el minimo indice en [3, k] tal que v, es singular azul con

respecto a (.. Entonces v; es singular rojo con respecto a C; V) es singular azul

s—1
con respecto a C;, y vy, el vecino rojo de v, en Cj,, es singular rojo con respecto a
Ci., por la definicién de ciclo singular.

Tomemos vs_1 € V(C;,_,) tal que vs_; es singular rojo con respecto a C;, y
vs € V(Cy,).

Consideremos las aristas exteriores rojas v1v._,, vs_1v] y vsv]; y, para cada j € {1,
s—1, s}, la vjvj-trayectoria alternante, P;, que se obtiene a partir de Cj; al quitar la
arista roja v;v;. Por lo tanto, C'= P, Uvv_; U Ps_1 Uwvs_qvl U Py U vy es un ciclo
alternante en H' = G(V (G, ) UV (G;,_, ) UV(G,,)) con V(C) = V(Gy,)UV(G;,_,) U
V(G;,), contradiciendo nuestra hipdtesis (pues k > 4 y C' es un ciclo alternante que
tiene vértices en exactamente tres sumandos).
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Sea [ un ciclo alternante como en la hipdtesis de la afirmacién 4.42. Entonces
Go = G{Ujes V(Gj)) es una gréfica en @jc;G; que contiene a 3y Gy no tiene ciclos
buenos (pues G es una subgrafica de ). Por hip6tesis de induccion, se sigue que Gy
es panciclica alternante, en particular, Gy contiene un ciclo hamiltoniano alternante
Co.

Observemos que {G;}icpo, k\s €s una coleccion de k + 1 — |J| < k — 1 gréficas
hamiltonianas alternantes y G' € ®jco, x)\sG; pues G satisface tres propiedades de la
definicién de una suma g.c. de {G;}icpo, k)\s- Ademas, G contiene al ciclo alternante
v que satisface que V(v) N V(G;) # 0 para cada ¢ € [0, k] \ J y G no tiene ciclos
buenos (pues el conjunto de aristas exteriores de G como suma g.c. de {Gi}ie[o, K\J
estd contenido en el conjunto de aristas exteriores de G como suma g.c. de {G;}5_)).

Asi, por hipétesis de induccién, tenemos que G es panciclica alternante.

(ii) La demostracién de este inciso es similar a la del inciso (i). Sin embargo, en
la base de induccién, obtenemos que G es una grafica hamiltoniana alternante, por
el corolario 4.39 (a diferencia de obtener que G es panciclica alternante, pues aqui
no tenemos la hipotesis sobre los ciclos buenos). Por lo cual, el proceso inductivo nos

asegura que una grafica G € ®F_|G; debe ser hamiltoniana alternante.

El reciproco es inmediato. O]
Sea G, Gg, ..., G) una coleccién de k graficas bicoloreadas en aristas ajenas
con ciclos hamiltonianos alternantes C'y, Cy, ..., Cy, respectivamente. En el teorema

4.41 caracterizamos las gréificas en ®F_|G; que son hamiltonianas alternantes, dimos
condiciones suficientes para que una grafica en ®F_| G sea panciclica alternante y, en
el teorema 4.27 publicado en [6], dimos condiciones suficientes para que una grafica
en ®F G, sea panciclica alternante en vértices. Dichas condiciones puede que no
sean necesarias pues, en los ciclos que construimos, usamos a lo mas una arista en
E(G;)\ E(C;), para cada i € [1, k], y si no tenemos mas informacion sobre las demas
aristas en esos conjuntos, no podemos saber si hay ciclos alternantes que pasan por

ellas.
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Lineas de investigacion

En los capitulos 3 y 4 trabajamos con la operacion de suma generalizada y nos
dedicamos a los temas de panciclismo y panciclismo alternante, respectivamente. En
el capitulo 3 buscamos ciclos dirigidos en digraficas, mientras que en el capitulo 4
buscamos ciclos alternantes en graficas bicoloreadas en aristas. Sin embargo, existen
otros tipos de ciclos en digraficas y ciclos alternantes en graficas con otras coloraciones
de aristas que se pueden estudiar.

Este ano comenzamos a estudiar, junto con Ilan A. Goldfeder, los ciclos antidiri-
gidos en las sumas generalizadas de digraficas. Recordemos que un ciclo antidirigido
es uno en el que cualesquiera dos flechas consecutivas tienen diferente orientacion,
por lo que estos ciclos son siempre de longitud par. En este sentido, el problema de
los ciclos antidirigidos parece asemejarse al caso alternante bicolor, sin embargo los
patrones de flechas no se parecen a los expuestos en el capitulo 4. Es cierto que se
puede definir una nocién parecida a la de un par bueno, que permite construir un
ciclo antidirigido a partir de dos ciclos antidirigidos ajenos, que pasa por cada uno de
los vértices de ambos, solo que en este caso, dada una flecha puede haber mas de un
candidato para formar un par bueno, como se puede apreciar en la figura i. Sin em-
bargo, cuando suponemos que no existen pares asi, no obtenemos mucha informacion
sobre las demas flechas entre los ciclos, cosa que si ocurria en el caso bicoloreado. Por

lo cual el problema requiere abordarse de manera diferente, y eso lo hace interesante.

Figura i: Posibilidades para formar un par bueno entre dos ciclos antidirigidos, dada
una flecha entre ellos con la orientacion “adecuada”
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Considerando ciclos antidirigidos se puede, ademas, intentar mezclarlos de manera
que se produzca un ciclo dirigido o uno antidirigido, o bien, suponer que en una suma
generalizada alguno de los sumandos tiene un ciclo dirigido hamiltoniano y otro
sumando tiene un ciclo antidirigido hamiltoniano e investigar bajo qué condiciones
dicha s.g. contiene ciclos dirigidos o antidirigidos de ciertas longitudes.

Otra linea de investigacién que nos queda por explorar es la de los ciclos al-
ternantes en graficas H-coloreadas. Dada una grafica k-coloreada en vértices H, es
decir, con una asignacién de color ¢: V(H) — [k] donde cada vértice tiene asigna-
do exactamente un color, una grafica G proveida de una coloraciéon de aristas con
los vértices de H, ¢: E(G) — V(H), se dice que es H-coloreada y que ¢’ es una
H-coloracion de G. Un camino W = vgv; - - - v, en G es un H-camino si para cuales-
quiera dos aristas consecutivas v;vj41 y vj410j42 de W, donde 0 < j < s — 2, exis-
ten vértices z,y € V(H) (no necesariamente distintos) tales que c(x) = ¢ (v;vj41),
c(y) = d(vj11vj42) vy zy € E(H). Es decir, podemos avanzar de una arista a otra en
G, si la coloracion de H lo permite.

Observemos que si H no tiene lazos y su coloracion es propia, entonces todos los
H-caminos en GG son caminos alternantes.

Nuestro plan es ver qué sucede con los ciclos alternantes en la suma generalizada
coloreada de graficas H-coloreadas, donde H pertenece a una familia de graficas co-
loreadas en vértices. Este nuevo problema esta intimamente relacionado con nuestro
trabajo, pues si H = K5 y sus dos vértices estan coloreados, uno rojo y uno azul,
entonces la s.g.c. de dos graficas H-coloreadas coincide justamente con la s.g.c. de
dos graficas 2-coloreadas en aristas y sus H-ciclos seran los ciclos alternantes.

En este problema, igual que sucede en el de los ciclos antidirigidos, dada una arista
podria existir mas de una opcién para formar un par bueno y cuando se considera
que no existen tales pares, tampoco se producen patrones de aristas como los que se
encontraron en el capitulo 4. Entonces, aqui también, tenemos que pensar en nuevas

estrategias y, con algo de suerte, nuevos ciclos vendran a nuestro encuentro.



Anexo A

Algoritmo DFS

El algoritmo de busqueda en profundidad DFS (consultado en [1] y [2]) es un
algoritmo que sirve para explorar los vértices de una digrafica D = (V (D), A(D)),
construyendo un bosque generador F', es decir, el algoritmo construye una subdigra-
fica F' de D tal que V(F) = V(D) y cada componente conexa de F' es un arbol.

Dada una digrafica D = (V(D), A(D)), el algoritmo inicia en un vértice arbitrario
de D y, en cada etapa del mismo, se visita un vértice x de D. Si x tiene un exvecino
que no ha sido wvisitado, digamos y, entonces visitamos al vértice y (si hay mas
de un exvecino de z sin visitar, elegimos uno arbitrariamente). A la flecha z — y
la llamamos una flecha del drbol. Si todos los exvecinos de x ya fueron visitados,
etiquetamos a x como vértice explorado y regresamos al vértice predecesor de =,
pred(z), que es el vértice desde el cual se llegd a x. Si z no tiene predecesor, se
busca un vértice en D que no haya sido visitado y se procede a explorar como antes.
Cuando no quedan mas vértices sin visitar, el algoritmo se detiene.

El algoritmo intenta avanzar lo mas posible en la digrafica antes de retroceder,
de ahi el nombre de busqueda en profundidad. Al momento en que un vértice v es
visitado por primera vez, tvisit(v), se le conoce como etiqueta-DFS de v.

Observemos que, cuando la digrafica D es fuertemente conexa, el bosque obte-
nido por el algoritmo 1 tiene una tnica componente conexa, por lo cual F' es una

exarborescencia de D.
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Algoritmo 1: Busqueda en profundidad DFS
Entrada: una digrafica D = (V(D), A(D)) y un vértice inicial » € V(D)
para cada vértice v € V(D) hacer

‘ establece pred(v) = nulo, tvisit(v) = 0, texpl(v) =0 ;
fin
establece tiempo = 0;
inicia el bosque F' como el vértice r;
para cada vértice v € V(D) hacer

si tvisit(v) = 0 entonces

realiza DFS-PROC(v);

inicio

tiempo < tiempo + 1;

tvisit(v) = tiempo;

para cada u € Nj)(v) hacer

si tvisit(u) = 0 entonces

pred(u) = v;
anade el vértice u y la flecha v — u al bosque F;
realiza DFS-PROC (u);

fin

tiempo < tiempo + 1;

texpl(v) = tiempo;

fin

fin
fin

fin

devolver T

Salida: pred(v), tvisit(v) y texpl(v) para cada v € V(D) y un bosque generador
F de D que consiste de exarboles.
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