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Introducción

Para entender el concepto de lógica modal se necesita mencionar brevemente el concepto de

modalidades. Una expresión u operador modal se usa para caracterizar la verdad de un juicio

o una actitud proposicional. El término lógica modal es utilizado para referirse a cada uno de

los miembros de una familia de lógicas que comparten reglas de inferencia y que capturan el

comportamiento de algún grupo de operadores modales. Los primeros operadores modales fueron

introducidos para resolver los problemas de la implicación y para obtener lógicas que pudieran

expresar la necesidad y posibilidad. De manera más precisa una lógica modal es un sistema formal

que intenta capturar el comportamiento deductivo de distintas intepretaciones de las expresio-

nes “es necesario” y “es posible”. Esto abrió camino a diferentes lógicas. La lógica temporal se

presenta con las modalidades “eventualmente”. La lógica alética con modalidades de necesidad y

posibilidad. La lógica deóntica permite modalidades como “se permite” o “es obligatorio”. En la

lógica epistémica se hace uno de modalidades como “se sabe que”, ya sea para un agente o grupos

de agentes. La notación que se ocupará en este trabajo es tomar alguna fórmula ' de la lógica

proposicional y anteponer el śımbolo ⇤, de modo que el significado de ⇤' se traduce como “La

proposición ' es necesaria” o simplemente “' es necesaria”. Dentro de la lógica modal también

se trabajó la noción de posibilidad, cuya notación corresponde a anteponer el śımbolo de ⌃ a la

proposición y el significado es “La proposición ' es posible”, sin embargo en este trabajo sólo

nos enfocaremos en el significado de necesidad. Finalmente, aunque las lógicas modales son por lo

general extensiones de la lógica clásica, en este trabajo se hablará de la lógica modal constructiva

o más precisamente minimal, es decir, sin negación.

Existen diferentes concepciones formales de la lógica como la sintáctica, la semántica y la

estructural. La primera es la que constituye lo que se conoce como teoŕıa de la demostración,

la segunda conforma la teoŕıa de modelos y la tercera es un enfoque que pretende caracterizar

un sistema formal por medios de las reglas estructurales que cumplen. Este último enfoque está

inspirado en los trabajos de consecuencia lógica de Tarski y aquellos sobre deducción natural de

Gentzen.

La deducción natural fue introducida por Gerhard Gentzen con la motivación de capturar

formalmente la estructura lógica que tienen las argumentaciones deductivas que se llevan a cabo

en el razonamiento que se realiza en las demostraciones matemáticas. Ésta es usada para intentar

probar que un razonamiento es correcto, lo cual formalmente se traduce en verificar la validez de

un secuente. Si uno dice “En verano hace calor, y ahora es verano, entonces ahora hace calor”, en

este caso es posible verificar la validez del enunciado. Sin embargo, esto no es siempre tan sencillo,
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consideremos el siguiente enunciado: “Si repruebas una materia, debes recursarla. Y si no estudias

entonces repruebas. Ahora supón que no estás recursando. Entonces o estudias o estás recursando

o ambas”. Este razonamiento no es tan sencillo de verificar, sin embargo es válido y puede ser

probado con deducción natural.

Por otra parte el cálculo lambda ha sido empleado como fundamento conceptual de los lengua-

jes de programación, aportando una sintaxis básica, una semántica para el concepto de función

como proceso de transformación de argumentos en resultados y un medio para definir primitivas

de programación, el cálculo lambda tiene por objeto hacer expĺıcito el concepto de cómputo que

representa el empleo de funciones como medio de transformación de argumentos en resultados.

En particular nos interesan los cálculos lambdas con tipos modales obtenidos a partir de las lógi-

cas modales mediante la bien conocida correspondencia de Curry-Howard, que relaciona sistemas

formales de tipos para algunos modelos de computación con ciertos sistemas formales de demos-

tración. Esta correspondencia se divide en dos, la primera de ellas está al nivel de las fórmulas y

tipos y la segunda al nivel de demostraciones y programas.

El art́ıculo central que constituye el punto de origen de esta tesis es presentado por Clouston en

[2], que desarrolla un cálculo lambda modal que se afirma captura el estilo de Fitch de la deducción

natural. Sin embargo esta afirmación no se demuestra en dicho art́ıculo por lo que nos propusimos

aqúı desarrollar toda la maquinaria necesaria para su demostración formal.

A grandes rasgos el estilo Fitch es un sistema de deducción natural diagramático que emplea

un concepto de prueba subordinada para la implicación, sin embargo para la lógica modal es

necesario extender las reglas diagramáticas de Fitch para poder aplicarlas a fórmulas que involucren

operadores modales y no existe un consenso sobre cómo hacer esto, por lo que hay diversos sistemas

para las lógicas modales, los cuales usan distintos conceptos de prueba subordinada modal. El

cálculo lambda de Clouston presenta un elemento ajeno a lo usual, un candado �que es usado

para representar el hecho de que se ha abierto una prueba modal subordinada. Supongamos que se

tiene una fórmula ⇤A, entonces podemos abrir una prueba estrictamente subordinada en la cual

eliminamos el operador ⇤ para obtener la premisa A, sin embargo el costo de hacer eso es que se

agrega un candado para dejar huella de lo que se ha realizado. El cálculo de Clouston, llamado

aqúı �IS4 fue desarrollado principalmente para estudiar ciertos aspectos semánticos de la lógica

modal en el ámbito de la teoŕıa de las categoŕıas, por lo que la lógica detrás de él no fue estudiada

a detalle, cosa que hacemos en este trabajo. Si bien nuestro propósito incial era estudiar más a

detalle la expresividad y aplicaciones de este cálculo lambda, sobre todo al cómputo distribuido,

en las ĺıneas de [10], [13] y [12], el estudio de la lógica subyacente nos llevó a desarrollar detalles

importantes de forma que la equivalencia de lenguajes modales (cálculos lambda propot́ıpicos) se

trata sólo de manera técnica en nuestro último caṕıtulo.

De cualquier forma la contribución y relevancia de este trabajo recae en la posibilidad de la

equivalencia de algunos formalismos, en lo que respecta a su expresividad, mediante el desarro-

llo de especificaciones y programas no triviales que involucren operadores modales, en este caso,

mostrar la equivalencia de ciertos lenguajes. Por ello este trabajo es relevante no sólo para la inves-
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tigación en lenguajes de programación sino para el desarrollo e inclusión de nuevas metodoloǵıas

de programación en prototipos reales como el lenguaje ML5 para programas distribuidos.

Este trabajo se centra en dar una equivalencia detallada entre el sistema de deducción natural

al estilo Fitch y el sistema del cálculo de secuentes IS4 para la lógica modal constructiva S4,

además de explorar también la equivalencia de los lenguajes de programación asociados bajo la

correspondencia Curry-Howard.

El trabajo se divide en cinco caṕıtulos. Dado que la mayoŕıa de las cosas en este trabajo tienen

que ver con la deducción natural y como ya se dijo, se sabe que hay variantes de este modo de

realizar las pruebas, se dedica el primer caṕıtulo a establecer las reglas para la deducción natural

que se usarán. Mientras que en la deducción natural proposicional existen reglas bien conocidas y

ya establecidas para realizar pruebas, que quizá tengan algunas variantes, pero que en esencia son

las mismas reglas, se tiene que en la deducción natural modal no existe un único sistema de reglas,

pues las variantes que se pueden encontrar difieren considerablemente y afectan al modo en que

uno ha de realizar la prueba, por ello también se presentará el sistema de pruebas subordinado

para la lógica modal con el cual se trabajará y con el cual se realizará la equivalencia. Cabe resaltar

que en este caṕıtulo fue necesario introducir no sólo las reglas gráficamente, sino dar una definición

formal de prueba para no depender de la intuición visual, estas definciones fueron presentadas por

Van Westrhenen en [16] y si bien pueden resultar engorrosas son de considerable utilidad para

escribir la equivalencia sin ambigüedades.

En el segundo caṕıtulo se discuten a detalle las reglas del sistema de secuentes IS4. Es im-

portante resaltar que el candado evita que gran parte de las reglas estructurales sean válidas por

lo que se probará en la segunda sección que se está trabajando con una lógica subestructural, de

igual manera se irán descubriendo las problemáticas que causa el candado. En la tercera sección

se presenta de manera formal el concepto de prueba bidireccional. Existen sistemas de secuentes

en los que hacer un razonamiento “hacia atrás” nos da una prueba hacia adelante, esto no ocurre

en este sistema, sin embargo hay información muy importante que se obtiene a través de este

procedimiento y que facilitará el realizar los ejemplos.

Por razones que se discutirán a lo largo del trabajo en el tercer caṕıtulo será necesario in-

troducir un nuevo sistema de secuentes, el sistema KT 4. Éste sistema propone reglas más finas

que permitirán escribir la equivalencia de forma mucho más clara, por ello todo el tercer caṕıtulo

estará dedicado a la discusión de las reglas, aśı como a enunciar las propiedades con las que cuenta,

también serán realizados todos los ejemplos con los que se trabajó en los caṕıtulos anteriores. Ya

se mencionó que el objetivo central de este trabajo es probar la equivalencia entre el sistema de se-

cuentes IS4 y el sistema de deducción natural modal, por lo que este caṕıtulo concluye mostrando

una primera equivalencia al nivel de la lógica entre el sistema IS4 y el sistema KT 4.

En el cuarto caṕıtulo se hablará de ambos sistemas lógicos pero al nivel de cálculo lambda

como prototipos de lenguajes de programación y se explorará la equivalencia de los sistemas �IS4

y �KT 4 . Como es de esperarse los resultados no serán tan directos como en la lógica debido a

la presencia no sólo de las especificaciones (fórmulas o tipos) sino de los programas (términos

lambda).
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Por último en el quinto caṕıtulo se discuten las conclusiones y se menciona el trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 1

Deducción Natural para Lógica Modal

Cuando se habla de sistemas de deducción natural para la lógica proposicional y de predica-

dos, éstos suelen tener reglas con quizá algunas variantes, sin embargo, en esencia son lo mismo.

Dichos sistemas suelen ser presentados en dos estilos, el estilo Prawitz, que hace uso de árboles

para presentar las pruebas y el estilo Fitch que tiene pruebas lineales donde cada renglón es una

hipótesis, un supuesto o el resultado de alguna de las reglas de inferencia. Uno de los problemas

que se presentaron al querer dar la equivalencia entre el sistema IS4 y el de deducción natural

para la lógica modal es que existen muchos sistemas de deducción natural modal, pero a diferencia

de la lógica proposicional, las variantes śı representan un cambio representativo en el modo que

se debe trabajar, por ello es necesario explicar las reglas que serán usadas en este trabajo. Para

hablar de reglas de deducción natural que se puedan usar en la lógica modal se debe comenzar

primero por hablar de las reglas que se usan en la lógica no modal y después extender esta idea

para introducir las nuevas reglas. Comencemos por mencionar que en este trabajo se hará una

diferencia entre hipótesis y supuesto. Las hipótesis pertenecen a la prueba principal y serán co-

locadas siempre al incio de una prueba, los supuestos son premisas temporales que se necesitan

para probar algo y no pertenecen a la prueba principal. La deducción proposicional al estilo Fitch

se centra en una construcción conocida como “prueba subordinada”. Ésta consiste en escribir una

prueba como parte de otra prueba. Por ejemplo, para probar A ! B se comienza una nueva

prueba asumiendo A y termina cuando concluimos B, al hecho de iniciar una prueba asumiendo

A es a lo que llamaremos comenzar con una prueba subordinada. Cuando se concluye la prueba

subordinada se agrega A ! B a la prueba principal. Esta es la primera regla para la deducción

natural y gráficamente ésto se ve del siguiente modo:

...

A
...

B

A ! B
...

(! I)

1



Se puede observar que el uso de la fórmula A fue necesario para probar A ! B, no como una

hipótesis general de la prueba, aqúı recae la diferencia entre hipótesis y supuestos. A la fórmula

A que inicia una prueba subordinada se le llamará supuesto y cada vez que se use un supuesto

se iniciará una prueba subordinada, mientras que las hipótesis están dadas desde el inicio de la

prueba.

En la representación gráfica, las pruebas subordinadas están posicionadas a la derecha de la

prueba principal, es decir, a la derecha de la prueba de la cual son subordinadas. El supuesto que

se encuentre más arriba dentro del nuevo nivel de la sangŕıa, en este caso A, es el supuesto de la

prueba subordinada. La sangŕıa será usada para indicar que el supuesto A se conserva a lo largo

de toda la prueba subordinada. Para hacer gráficamente visible que se ha iniciado una prueba

subordinada se usará una ĺınea a lo largo de la prueba subordinada. Esto ayudará de manera

importante cuando introduzcamos las reglas para la deducción natural modal.

La siguiente regla es el modus ponens, la cual es enunciada normalmente del siguiente modo:

...

A ! B
...

A

B

(MP)

Hay que mencionar que con todo rigor ésta no es la única forma de usar la regla, gráficamente

pareciera que es necesario que aparezca primero A ! B, en algún momento posterior aparezca A

lo cual no es cierto, el orden puede cambiar y se puede aplicar la regla, por lo tanto ésta debe ser

enunciada como sigue:
...

A
...

A ! B

B

(MP)

Este último fue un detalle que quizá se podŕıa considerar como exagerado, sin embargo ya entrando

en detalles, no es tan exagerado notar que sigue habiendo huecos en ambas presentaciones de la

regla, pues gráficamente se está diciendo que es necesario que las fórmulas con las cuales se va a

aplicar el Modus Ponens se encuentren al mismo nivel, es decir, que si se cumpĺıa A y después fue

abierta una prueba subordinada tal que se pueda concluir a A ! B entonces de entrada pareciera

que no es posible aplicar el Modus Ponens, lo cual tampoco es cierto. Si bien ésta es una de las

diferencias en que los sistemas de deducción natural no terminan de ponerse de acuerdo, no hay

razón para pensar que es necesario aplicar algún tipo de reiteración a fin de que ambas fórmulas
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se encuentren al mismo nivel, por tanto es válido lo siguiente

A
...

A ! B

B

(MP)

y lo siguiente
A ! B
...

A

B

(MP)

Quizá se empiece a sospechar que presentar las reglas de modo gráfico no sea lo más conveniente,

recordemos que se pretende dar una equivalencia y depender de reglas cuya presentación es gráfica

nos va a permitir escribir con toda la formalidad posible la prueba de dicha equivalencia, por ello

después de presentar todas las reglas de un modo gráfico, nos ayudaremos de la intuición visual

para dar definiciones de cada una de ellas. Veamos mientras tanto algunos ejemplos de lo que es

posible realizar con las reglas que hemos presentado.

Ejemplo 1.1 ` (A ! ⇤B ! C) ! ⇤B ! A ! C

1.A ! ⇤B ! C (SUP)

2. ⇤B

3. A

4. ⇤B ! C

5. C

6. A ! C

(SUP)

(SUP)

(MP) 1,3

(MP) 4,2

(! I) 3,5

7. ⇤B ! A ! C (! I) 2,6

8. (A ! ⇤B ! C) ! ⇤B ! A ! C (! I) 1,7

Ejemplo 1.2 ` (P ! (Q ! R)) ! (P ! Q) ! (P ! R)

1. P ! (Q ! R) (SUP)

2. P ! Q

3. P

4. Q

5. Q ! R

6. R

7. P ! R

(SUP)

(SUP)

(MP) 4,3

(MP) 1,3

(MP) 5,4

(! I) 3,6

8. (P ! Q) ! (P ! R) (! I) 2,7

9. P ! (Q ! R) ! (P ! Q) ! (P ! R) (! I) 1,8
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1.1. Deducción Natural para la Lógica Modal

1.1. Deducción Natural para la Lógica Modal

Para extender este concepto a la lógica modal es necesario agregar un nuevo tipo de prueba

subordinada, la cual llamaremos prueba estrictamente subordinada. Éstas se diferencian de

las pruebas subordinadas por dos cosas:

Una prueba estrictamente subordinada puede ser inciada en cualquier punto de la prueba,

no requiere un supuesto.

Una prueba estrictamente subordinada estará indicada por un � al inicio de la prueba.

Ahora se puede comenzar a hablar de las reglas que se usarán para realizar una prueba cuando

hay fórmulas modales involucradas. Las pruebas estrictamente subordinadas pueden ser escritas

como parte de otra prueba de modo que puede haber una cantidad arbitraria de anidamientos de

pruebas subordinadas y estrictamente subordinadas. Comencemos con la primera regla.

K-IMPORTACIÓN. Una fórmula A puede ocurrir en una prueba estrictamente subordi-

nada si ⇤A ocurre en algún momento previo de la prueba subordinada, lo cual gráficamente

se puede ver de la siguiente manera:

...

⇤A
...

�
...

A
...

�
K-IMPORTACIÓN

�

Notación 1.3 Para abreviar el nombre de la fórmula normalmente se le denotará simplemente

por (K-I) .

Observación 1.4 Una de las diferencias que se pueden encontrar en los diferentes sistemas de

deducción natural modal es que en algunos se exige que la fórmula A sea introducida inmediata-

mente después de haber iniciado una prueba estrictamente subordinada, sin embargo en este caso

como bien lo indican los puntos suspensivos, eso no será necesario.

Observación 1.5 Una vez dada esta definición el lector se puede preguntar si es posible realizar

el modus ponens de dos fórmulas cuando una se encuentra fuera de la prueba estrictamente su-

bordinada, la respuesta es que no es posible, pero dejaremos esos detalles para cuando se dé una

definción formal.

De modo un tanto análogo se presenta una regla para indicar el procedimiento opuesto.
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K-EXPORTACIÓN. Si una fórmula A aparece dentro de una prueba estrictamente subordi-

nada entonces ⇤A puede ocurrir inmediatamente después de concluir la prueba subordinada.

...

�
...

A

⇤A
...

�
K-EXPORTACIÓN

�

Notación 1.6 Para abreviar el nombre de la fórmula normalmente se le denotará simplemente

por (K-E) .

Con estas dos nuevas reglas podemos hacer la prueba de uno de los axiomas.

Ejemplo 1.7 (Axioma K) ` ⇤ (A ! B) ! (⇤A ! ⇤B).

1. ⇤ (A ! B) (SUP)

2. ⇤A

�

3. A ! B

4. A

5. B

6. ⇤B

(SUP)

(K-I) 1

(K-I) 2

(MP) 3,4

(K-E) 5

7. ⇤A ! ⇤B (! I) 2,6

8. ⇤ (A ! B) ! (⇤A ! ⇤B) (! I) 1,7

4-IMPORT. Una fórmula modal ⇤A puede aparecer en una prueba estrictamente subordi-

nada si ya ocurŕıa en algún paso anterior.

...

⇤A
...

�
...

⇤A
...

(4-IMPORT)

Notación 1.8 Para abreviar el nombre de la fórmula normalmente se le denotará simplemente

por (4-I) .
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Observación 1.9 Aśı como ocurŕıa en la regla (K-I), no hay ninguna restricción respecto a im-

portar fórmulas incluso si en el camino fue abierta alguna o algunas pruebas subordinadas o es-

trictamente subordinadas.

Esta regla nos permite probar el axioma 4.

Ejemplo 1.10 (Axioma 4) ` ⇤A ! ⇤⇤A.

1. ⇤A (SUP)

�

2. ⇤A

�

3. A

4. ⇤A

(4-I) 1

(K-I) 2

(K-E) 3

5. ⇤⇤A (K-E) 4

6. ⇤A ! ⇤⇤A (! I) 1,5

Por último se presenta la regla T-EXPORTACIÓN.

T-EXPORTACIÓN Una fórmula que se encuentre en una prueba estrictamente subordi-

nada puede ser extráıda como conlusión de ella sin ser modificada.

...

�
...

A

A
...

�
T-EXPORTACIÓN

�

Notación 1.11 Para abreviar el nombre de la fórmula normalmente se le denotará simplemente

por (T-E) .

Como posiblemente el lector lo intuye ahora podemos dar una prueba del axioma T.

Ejemplo 1.12 (Axioma T) ` ⇤A ! A.

1. ⇤A (SUP)

�

2. A (K-I) 1

3. A (T-E) 2

4. ⇤A ! A (! I) 1,3
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1.2. Pruebas Formales

Hasta ahora hemos ilustrado todas las reglas y hecho las observaciones necesarias e incluso

realizado algunos ejemplos, sin embargo todas ellas carecen por ahora de una definición formal.

Como ya se mencionó es necesario formalizar el concepto de prueba y todas las reglas pues esto

ayudará a escribir la equivalencia sin ambigüedades. A continuación se presenta una definición

formal del sistema de deducción natural al estilo Fitch para la lógica modal. El sistema será

presentado en términos de esquema de prueba e intervalos.

Definición 1.13 Se define como PROP al conjunto de fórmulas proposicionales modales bien

fundadas.

Definición 1.14 Un esquema de prueba es una estructura matemática que consiste en:

1. Un intervalo D = [1, n], donde D ⇢ N

2. Una función F : D ! PROP

3. Una colección I de subintervalos de D tal que para cada intervalo [i, j] 2 I se tiene que i  j

y para cada par de intervalos distintos [i, j], [k, l] 2 I se tiene que

a) i  k < l  j ó,

b) k  i < j  l ó,

c) [i, j] \ [k, l] = ?.

La colección I de subintervalos es la unión de dos subcolecciones disjuntas a las que

llamaremos H y M las cuales definiremos de la siguiente manera:

La colección H estará conformada por intevalos asociados a supuestos. Si D /2 H,

entonces D será llamado el intervalo nulo. Si [k, l] 2 H entonces la fórmula F (k) será

llamada el supuesto del intervalo [k, l].

La colección M será aquella conformada por intervalos modales. D no puede ser un ele-

mento de M. Si [k, l] 2 M entonces la fórmula F (k) no es necesariamente un supuesto

de [k, l].

Notación 1.15 A la fórmula F (i), es decir, la fórmula que se encuentre en el i�ésimo renglón

se le denotará como Fi.

Es necesario mencionar que la definición de esquema de prueba no es usual y puede resultar

engorrosa para algo que es visualmente intuititvo, sin embargo es necesaria pues es la única forma

de formalizar el concepto de deducción natural sin depender “demasiado” de la intuición visual,

la cual normalmente resulta ambigua y no permite dejar en claro las reglas.

Antes de ver un ejemplo, es necesario hacer algunas observaciones respecto a la definición. En la

deducción natural al estilo Fitch para lógica no modal ocurre que I = H, es decir, todo subintervalo
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ordinario está introducido por un supuesto. En lógica modal la presencia de un intervalo modal en

el esquema no requiere que se haya hecho un supuesto y por tanto la primera fórmula que aparece

en el intervalo no es necesariamente un supuesto.

Otra diferencia es que un intervalo modal no puede ser el primer intervalo del esquema de

prueba, el esquema sólo se considera como una derivación cuando todos los intervalos modales han

sido cerrados. En un esquema de prueba los intervalos modales pueden ser reconocidos por el �
con que se inician.

Veamos un ejemplo para esclarecer todo lo dicho en la definición. Usaremos un ejemplo que

veremos varias veces a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 1.16 El ejemplo · ` ⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B).

1. ⇤ (A ! B) (SUP)

�

2 . ⇤A

�

3. A

4. A ! B

5. B

6. ⇤B

7. ⇤A ! ⇤B

(SUP)

(K-I) 2

(K-I) 1

(MP) 4,3

(K-E) 5

(! I) 2,6

8. ⇤ (⇤A ! ⇤B) (K-E) 7

9. ⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) (! I) 1,8

En este ejemplo tenemos que D = [1, 9]. Los subintervalos por los que está conformada la

prueba son H1 = [1, 8], H2 = [2, 6], M1 = [2, 7] y M2 = [3, 5] donde H1 y H2 2 H y M1 y M2 2 M.

Es posible apreciar algunas cosas ya mencionadas, por ejemplo, que en F2 se tiene que ⇤A es un

supuesto, de hecho es el supuesto del intervalo H2 mientras que en F3 se tiene que la fórmula A

fue obtenida de aplicar una regla a la fórmula modal ⇤A de modo que los intervalos modales no

necesariamente cumplen que la fórmula que aparece más arriba sea el supuesto del intervalo.

La definición que se dio ayudará en gran medida a nuestro propósito de dar una equivalencia,

sin embargo aún quedan algunos cabos sueltos, intuitivamente cada que se inició una prueba

subordinada o estrictamente subordinada, ésta fue terminada, es decir podemos hablar de que se

tienen intervalos, sin embargo aún no es posible decir de manera formal que dicha prueba śı fue

concluida, por ello es necesario dar un par de definiciones más, nuevamente igual de técinas que la

anterior, sin embargo formalizarán el poder decir que la prueba ha sido terminada. Hablemos del

grado de una fórmula, el grado de una fórmula nos permitirá decir qué tan “anidada” se encuentra

una fórmula, podemos observar que la última fórmula en los ejemplos se encuentra fuera de todos

los intervalos, con esto en mente se presenta la siguiente definición.

Definición 1.17 Diremos que Fi precede a Fj si i < j.
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Si i 2 I para algún intervalo I 2 I [ {D} y no existe un J 2 I tal que i 2 J ⇢ I, entonces

diremos que la fórmula Fi cae en I, lo cual se denotará como Fi 2 I. Un intervalo I cae en un

intervalo J 2 I [ {D} si I ⇢ J y no existe K 2 I tal que I ⇢ K ⇢ J .

Retomando el ejemplo anterior se tiene que F4 2 M2 pues no existe un J 2 I tal que i 2 J ⇢ M2,

además M2 ⇢ H2 pues no existe un K tal que M2 ⇢ K ⇢ H2.

Definición 1.18 El grado de una fórmula Fi, denotado como gr(i), se define como un par orde-

nado de números naturales cuyas entradas cumplen lo siguiente

gr(i) = (card {I 2 M | i 2 I} , card {I 2 H 0 | i 2 I})

donde H 0 = {I 2 H | i 2 I ^ @J 2 M tal que i 2 J ⇢ I}.

Lo que la definición anterior quiere decir es que el grado de una fórmula Fi será un par ordenado

donde la primera entrada indica la cantidad de intervalos modales a la izquierda de Fi y la segunda

entrada representa el número de intervalos “ordinarios” a la derecha de Fi con respecto al intervalo

modal del cual Fi es elemento.

Veamos un ejemplo para ayudar a entender todo lo que se dijo en la definición.

Ejemplo 1.19 · ` ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C))
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1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (SUP)

�

2. ⇤ (⇤A ! ⇤B)

�

3. ⇤A

4. ⇤A ! ⇤B

5. ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)

6. ⇤B

7. ⇤ (⇤B ! ⇤C)

�

8. ⇤B ! ⇤C

9. ⇤B

10. ⇤C

�

11. C

12. C

13. ⇤C

14. ⇤A ! ⇤C

15. ⇤ (⇤A ! ⇤C)

16. ⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)

(SUP)

(SUP)

(K-I) 2

(K-I) 1

(MP) 4 3

(MP) 5 3

(K-I) 7

(4-I) 6

(MP) 8,9

(K-I) 10

(T-E) 11

(K-E) 12

(! I) 3,13

(K-E) 14

(! I) 2,15

17. ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (K-E) 16

18. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (! I) 1,17

Veamos el grado de cada fórmula.

gr(F1) = (0, 1) pues a la izquierda no existe ningún intervalo modal.

gr(F2) = (1, 1) dado que ocurre después de un intervalo modal y es un supuesto.

gr(F3) = (2, 1) dado que ocurre después de dos intervalos modales y es un supuesto

gr(F4) = (2, 1) dado que ocurre después de dos intervalos modales, sin embargo el grado

de anidamiento de los intervalos ordinarios no cambia pues se encuentra al mismo nivel que

F3. De hecho gr(F5) = gr(F6) = gr(F7) = (2, 1) pues aparecen dos intervalos modales a la

izquierda y aparece un sólo intervalo ordinario.

gr(F8) = (3, 0) pues hay tres intervalos modales a la izquierda y no es un supuesto, de hecho

gr(F9) = gr(F10) = (3,0) por las mismas razones.

gr(F11) = (4,0) dado que existen cuatro intervalos modales situados a la izquierda de F11 y

en este intervalo modal no existen supuestos.
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gr(F12) = (3,0) dado que existen tres intervalos modales situados a la izquierda de F12 y en

este intervalo modal no existen supuestos.

gr(F13) = (2,1) dado que existen dos intervalos modales situados a la izquierda de F12 lo

que determina la primera entrada del par ordenado y F3 es un supuesto lo cual determina

la segunda entrada.

gr(F14) = (2,0) dado que existen dos intervalos modales situados a la izquierda de F12 y no

existe ningún supuesto, por lo cual la segunda entrada debe ser cero.

gr(F15) = (1,1) dado que existe un intervalo modal a la izquierda de F15 por lo que la primera

entrada debe ser uno y F2 es un supuesto por lo cual la segunda entrada también es uno.

gr(F16) = (1,0) dado que existe un intervalo modal a la izquierda de F16 y no existen

supuestos.

gr(F17) = (0,1) dado que ya no hay intervalos modales por lo cual la primera entrada es cero

y F1 es un supuesto por cual la segunda entrada debe ser uno.

gr(F18) = (0,0) dado que ya se han cerrado todos los intervalos modales y ordinarios. No

existen intervalos modales a la izquierda y no hay supuestos a la derecha.

Ya se tienen todas las definiciones necesarias para finalmente dar una definición formal de

todas las reglas que fueron ilustradas.

Definición 1.20 Dado un esquema de prueba D con D = [1, n], fórmulas F1,. . .,Fn e intervalos I.

Una fórmula E es el resultado de una aplicación de la regla de deducción R si E es la conclusión

de R, las premisas de R preceden a E en el esquema de prueba y se debe cumplir una de las

siguientes condiciones.

1. R = (! I)

Debe existir un subintervalo ordinario [k, l] 2 H tal que Fk = A y Fl = B de modo que

E = A ! B. Además E y [k, l] deben caer en el mismo subintervalo.

2. R = (Modus Ponens)

En este caso deben existir Fk = A ! B y Fl = A tal que Fk y Fl 2 M con M 2 M, es decir,

en el mismo subintervalo modal, tal que E = B.

3. R =
�
K-IMPORTACIÓN

�

Esto quiere decir que existe Fl = ⇤A tal que cae en un subintervalo I 2 I y la conclusión es

la fórmula Fm = A y cae en un J 2 M.

4. R =
�
K-EXPORTACIÓN

�

Debe ocurrir que la premisa sea de la forma Fl = A 2 M 2 M y Fm = ⇤A cae en un

subintervalo J 2 I tal que no existe un M ⇢ K ⇢ J .
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5. R =
�
4-IMPORTACIÓN

�

Se tiene que la premisa fue una fórmula modal Fl = ⇤A 2 M 2 M y Fm = ⇤A cae en un

subintervalo J 2 I tal que no existe un K tal que M ⇢ K ⇢ J .

6. R =
�
T-EXPORTACIÓN

�

Como premisa se tiene Fl = A 2 M 2 M y Fm = A cae en un J 2 I tal que no existe un K

tal que M ⇢ K ⇢ J .

Definición 1.21 Una prueba sin hipótesis de una fórmula A es un esquema de prueba D = [1, n]

y fórmulas F1,. . .,Fn que cumplen las siguientes condiciones:

Fn = A,

gr(Fn) = (0, 0) y

toda fórmula Fi con (1  i  n) es un supuesto ó el resultado de una aplicación de alguna

regla de deducción aplicada a Fj con j < i.

Notación 1.22 Al hecho de que se esté trabajando con una prueba sin hipótesis se denotará como

· ` A.

Definición 1.23 Una prueba con hipótesis de una fórmula A a partir de las fórmulas P1, . . . , Pm,

m � 1 es un esquema de prueba D = [1, n] con n > m y fórmulas F1,. . .,Fn que satisface las

siguientes condiciones:

Fi = Pi es una hipótesis para 1  i  m tal que gr(Fi) = (0, i) ,

Fn = A y tanto A como Pm caen en el mismo intervalo donde gr(Fn) = (0,m)

toda fórmula Fi, 1  i  n es una hipótesis o el resultado de la aplicación de una regla de

deducción a alguna Fj con j < i.

Notación 1.24 Al hecho de trabajar con una prueba con hipótesis se le denotará como � ` A

donde en � se encuentran todas las hipótesis.

Definición 1.25 Diremos que una fórmula A es derivable si existe una prueba de A.

Veamos las pruebas de algunos ejemplos, mismos que serán usados en las secciones posteriores.

Ejemplo 1.26 El ejemplo · ` ⇤ (A ! B) ! ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C).
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1. ⇤ (A ! B) (SUP)

2. ⇤ (B ! C)

�

3. A

4. A ! B

5. B ! C

6. B

7. C

8. A ! C

9. ⇤ (A ! C)

(SUP)

(SUP)

(K-I) 1

(K-I) 2

(MP) 4 3

(MP) 5 6

(! I) 3 7

(K-E) 8

10. ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) (! I) 2,9

11. ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) (! I) 1,10

Ejemplo 1.27 · ` ⇤ (A ! B) ! ⇤⇤A ! ⇤⇤B

1. ⇤ (A ! B) (SUP)

2. ⇤⇤A

�

3. ⇤A

�

4. A

5. A ! B

6. B

7. ⇤B

8. ⇤⇤B

(SUP)

(K-I) 2

(K-I) 3

(K-I) 1

(MP) 5 4

(K E) 6

(K E) 7

9. ⇤⇤A ! ⇤⇤B (! I) 2,8

10. ⇤ (A ! B) ! (⇤⇤A ! ⇤⇤B) (! I) 1,9

Ejemplo 1.28 · ` ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C)
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1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (SUP)

2. ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B)

�

3. ⇤ (⇤A ! ⇤B)

�

4. ⇤A

5. ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)

6. ⇤ (⇤B ! ⇤C)

7. ⇤A ! ⇤B

8. ⇤B

�

9. ⇤B ! ⇤C

10. ⇤B

11. ⇤C

�

12. C

13. C

14. ⇤C

15. ⇤A ! ⇤C

16. ⇤ (⇤A ! ⇤C)

17. ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C)

(SUP)

(K-I) 2

(SUP)

(K-I) 1

(MP) 5,4

(K-I) 3

(MP) 7,4

(K-I) 6

(4-I) 8

(MP) 9,10

(K-I) 11

(T-E) 12

(K-E) 13

(! I) 4,14

(K-E) 15

(K-E) 16

18. ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 2,17

19. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 1,18

Ejemplo 1.29 · ` ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ))
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1. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) (SUP)

�

2. ⇤E

�

3. ⇤D

4. ⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )

5. ⇤ (⇤E ! ⇤F )

�

6. ⇤E ! ⇤F

7. ⇤E

8. ⇤F

�

9. F

10. F

11.⇤F

12.⇤D ! ⇤F

13. ⇤ (⇤D ! ⇤F )

(SUP)

(SUP)

(K-I) 1

(MP) 4,3

(K-I) 5

(4-I) 2

(MP) 6,7

(K-I) 8

(T-E) 9

(K-E) 10

(! I) 11

(K-E) 12

14. ⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (! I) 2, 13

15. ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (K-E) 14

16. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (! I) 1,15

1.3. Pseudopruebas

Por el modo en que será probada la equivalencia es necesario introducir la siguiente definición,

ésta es necesaria para poder detenernos en cualquier punto de la prueba sin que sea necesario que

todos los intervalos hayan sido cerrados. Esta definición es un aporte nuevo al trabajo y surge

debido a la necesidad de escribir la prueba de la equivalencia.

Definición 1.30 Una pseudoprueba es una sucesión de fórmulas tal que todo Fj es una hipótesis,

supuesto o fue obtenida de aplicar alguna de las reglas de inferencia.

Observación 1.31 Una pseudoprueba respeta el orden en que aparecen los intervalos, sin embar-

go, no es necesario que tanto intervalos ordinarios como modales hayan sido cerrados.

Una pseudoprueba de ⇤A ! ⇤B

1.⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (SUP)

�

2.⇤ (⇤A ! ⇤B)

�

3. ⇤A

4. ⇤A ! ⇤B

(SUP)

(SUP)

(K-I) 2
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Una pseudoprueba de ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)

1.⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (SUP)

�

2.⇤ (⇤A ! ⇤B)

�

3. ⇤A

4. ⇤A ! ⇤B

5. ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)

(SUP)

(SUP)

(K-I) 2

(K-I) 1

Esta definición es quizá demasiado general, pues si bien es cierto que no se puede hablar de

que la fórmula se encuentre en un intervalo modal o un intervalo ordinario seŕıa conveniente poder

identificar que una prueba subordinada o esctrictamente subordinada fue iniciada. En el ejemplo

anterior no es posible decir que F4 cae dentro de un intervalo de algún tipo. Para poder identificar

este tipo de detalles se presentan las siguientes definiciones.

Definición 1.32 Dada una pseudoprueba, diremos que una fórmula Fk cae en el pseudosubinter-

valo ordinario generado por Fj si

Fj es supuesto,

gr(Fj) = (m,n) = gr(Fk) y

gr(Fj�1) = (m,n� 1).

Notación 1.33 Al hecho de que Fk caiga en el pseudointervalo generado por Fj se le denotará

como Fk 2 [Fj,1) .

De modo similar es necesario tener una definición para los intervalos modales, ésta presenta

algunas dificultades pues como ya fue mencionado, la primera fórmula que aparece dentro de un

intervalo modal no es necesariamente un supuesto y de serlo no se relaciona con el hecho de haber

iniciado una prueba estrictamente subordinada, por ello la definición es un poco engorrosa, aún

aśı será necesaria.

Definición 1.34 Dada una pseudoprueba, diremos que una fórmula Fk cae en el subintervalo

modal iniciado por Fm si

existe Fl tal que gr(Fl) = (m� 1, n),

gr(Fk) = (m,n) y

Fm es la primera fórmula de la pseduoprueba tal que gr(Fm) = (m,n).

Notación 1.35 Al hecho de que Fk caiga en el pseudointervalo iniciado por Fm se le denotará

como Fk 2 [Fm,1) .
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1.3. Pseudopruebas

Usando las definiciones y la notación se tiene que en el ejemplo se puede decir que existe una

pseudoprueba tal que F4 = ⇤A ! ⇤B cae en el pseudointervalo modal iniciado por F2, de modo

que F4 2 [F2,1). Por otra parte existe una pseudoprueba tal que F5 = ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) de

modo que F5 cae en el pseudointervalo ordinario generado por F3, por lo que F5 2 [F3,1) .

En este caṕıtulo hemos presentado a detalle el sistema de deducción natural modal que se

usará para probar la equivalencia, además se ha discutido la razón de ser de todas las reglas, el

siguiente paso es presentar el sistema IS4.
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Caṕıtulo 2

El sistema de secuentes IS
4

En el art́ıculo [2], Ranald Clouston presenta el sistema de tipos IS4 y dentro de su trabajo,

menciona que este sistema es equivalente al sistema de deducción natural modal. En este caṕıtulo

se presentará y estudiará la lógica subyacente de él usando deducción natural con secuentes.

Comenzaremos por definir los contextos de este sistema, éstos están definidos por la siguente

gramática

�
�
= · | �, A | �,�

donde A es una fórmula de la lógica modal intuicionista y a � se le llamará candado. El candado

abierto es un śımbolo que será usado para indicar que se ha accedido al contenido de una prueba

subordinada.

Normalmente en los sistemas de secuentes es válido usar conjuntos o multiconjuntos, en este

sistema es necesario que � sea una lista debido al candado. Como ya se mencionó, el candado

servirá para representar que se ha accedido a una caja, esto significa que una vez cerrada la

prueba no es posible acceder al contenido de la prueba, por ello no será posible que el orden en

que aparecen tanto las hipótesis como los candados del contexto sea alterado.

El hecho de que no sea posible realizar intercambios dentro del contexto � permite sospechar

que la ley de intercambio de hipótesis no es válida en este sistema, lo cual puede llevar a preguntarse

si a causa del candado existen otras reglas estructurales que no sean válidas. A lo largo de esta

sección se irá justificando que no sólo la ley del intercambio no es válida, tampoco será posible usar

contracción de hipótesis o debilitamiento para fórmulas, lo cual nos lleva a decir que la lógica que

estamos presentando es una lógica subestructural al no cumplir ninguna de las reglas estructurales

con las que se suele contar.

Presentemos las reglas del sistema.

Regla de Hipótesis, la primer regla que se presenta es la regla general para el uso de

hipótesis.

�,A,�0`IS4A
� /2�0 (HYP)
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Introducción a la implicación, se dirá que A ! B es válido, si de suponer A válido se

tiene que B también es válido, aśı pues, es posible presentar la regla como sigue:

�,A`IS4B

�`IS4A ! B
(! I)

Modus Ponens, la regla del modus ponens, se presenta como aditivo (del cual hablaremos

un poco más a fondo más adelante), es decir con el mismo contexto en ambas premisas,

esto es, si sabemos que A ! B es válido bajo un contexto � y sabemos que bajo ese mismo

contexto � es posible inferir A, entonces podemos inferir a B.

�`IS4A ! B �`IS4A

�`IS4B
(MP+)

Regla SHUT, esta regla es la primera regla que explica cómo lidiar cuando aparece un

candado en el contexto. Retomando la noción de que un candado significa que una prueba

fue abierta, el descargar un candado del contexto tiene el significado de que la prueba ha

sido cerrada y ya no es posible acceder al contenido de la caja asociado a dicha prueba.

�,�`IS4A

�`IS4 ⇤A
(SHUT)

Regla OPENIS4 , finalmente una regla para poder lidiar con un secuente cuando aparece

una fórmula modal. Se presenta de la siguiente manera:

�`IS4⇤A

�,�0`IS4A
(OPENIS4)

Antes de realizar derivaciones con estas reglas, debemos recalcar algunos detalles. La regla de

hipótesis afirma que es posible derivar la hipótesis A si no existen candados a la derecha de A.

Recordemos que el candado representa una caja abierta, aśı que en el futuro no nos será posible

inferir a A si existen candados abiertos a su derecha, esto debido a que el candado denota que

hay una prueba abierta que no depende de todo lo que se encuentre a la izquierda. Esto muestra

que dado un contexto �, en general, no es tan sencillo inferir una hipótesis, por lo que hay que

construir a � con cierto cuidado cuando se realiza una prueba. Mientras que en los sistemas de

secuentes que usan conjuntos o multiconjuntos es posible inferir cualquier hipótesis del contexto,

en este caso, a causa del candado que fue introducido, se tiene que sólo es válida la hipótesis

inmediata.

Respecto a la ley de introducción de la implicación generalizada el lector se puede preguntar,

dado que los contextos son listas, si es posible probar la ley de introducción generalizada, es decir,
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preguntarse si es válido
�,A,�0`IS4B

�,�0`IS4A ! B

Sin embargo, es sencillo notar que esta ley no es válida en este sistema. La regla de introducción

generalizada permitiŕıa descargar cualquier hipótesis de �0 y hay dos razones por las cuales esto

no puede ocurrir. La primera es que como ya se mencionó los contextos serán listas ya que nos

importa preservar el orden en que aparecen las hipótesis y la segunda razón es que no es posible

saltar el candado.

El modus ponens que se presentó se llama aditivo pues para aplicarlo es necesario que los

contextos sean iguales, sin embargo esto no coincide con nuestra intuición de lo que se realiza en

la deducción natural. Lo más intuitivo seŕıa hacer una recolección de hipótesis y candados, esto

hace pensar en un modus ponens multiplicativo, es decir que las premisas puedan depender de un

contexto distinto como lo indica la siguiente regla:

�`IS4A ! B �0`IS4A

�,�0`IS4B
(MP•)

lo cual de hecho suena muy sensato, pues tanto A ! B como A podŕıan depender, en principio,

de un contexto completamente diferente, sin embargo debido al candado fue imposible probar que

se pod́ıa usar un modus ponens multiplicativo. De hecho es posible probar que el modus ponens

multiplicativo es inválido en el sistema y no está de menos decir que esta imposibilidad trajo

consigo muchas dificultades para probar la equivalencia.

La regla (SHUT) permite observar con mayor formalidad que no es válido saltar los candados.

Observemos que si fuese posible saltar los candados en la lista se podŕıa concluir que ·`IS4B ! ⇤B.

Si de � = [B,�] se pudiese tener que B fuese válida se tendŕıa que B,�`IS4 B, aplicando la

regla (SHUT) seguido de la regla de introducción a la implicación se concluiŕıa que el secuente

·`IS4B ! ⇤B es válido, sin embargo tal secuente no es válido en ninguna semántica conocida.

Por último, la regla (OPENIS4) afirma que para retirar el prefijo modal es necesario cargar un

�0 que no tiene ninguna restricción, por lo que puede ser vaćıo ó algo conveniente como se verá en

los ejemplos, sin embargo, es necesario recalcar desde ahora que esta regla es demasiado liberal,

ya que permite agregar absolutamente todo lo que se desee.

En resumen las reglas del cálculo de secuentes para IS4 serán las siguientes:

�,A,�0`IS4A
� /2�0 (HYP)

�,A`IS4B

�`IS4A ! B
(! I)

�`IS4A ! B �`IS4A

�`IS4B
(MP+)

�,�`IS4A

�`IS4⇤A
(SHUT)

�`IS4⇤A

�,�0`IS4A
(OPENIS4)
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2.1. Derivaciones Formales

2.1. Derivaciones Formales

Para poner en práctica las reglas recién presentadas, es necesario definir lo que es una derivación

de modo formal.

Definición 2.1 Una derivación ⇧ de un juicio J =def � ` A es una secuencia finita de juicios

⇧ = hJ1, . . . , Jki tal que Jk = J y para cada 1  i  k se cumple alguna de las siguientes

condiciones:

Ji es una instancia de (HYP)

Ji es la conclusión de una instancia de alguna de las reglas de inferencia cuyas premisas son

Jl1,. . .,Jln con l1,. . .,ln  i.

Diremos que un juicio J es derivable si existe una derivación de J .

Antes de hablar de las reglas estructurales del sistema veamos algunos ejemplos de juicios que

son posibles derivar en IS4.

Ejemplo 2.2 (Axioma T) El juicio · `IS4 ⇤A ! A es derivable.

1. ⇤A `IS4 ⇤A (HYP)

2. ⇤A `IS4 A (OPENIS4) 1

�0 = [·]
3. · `IS4 ⇤A ! A (! I) 2

Ejemplo 2.3 (Axioma 4) El juicio · `IS4 ⇤A ! ⇤⇤A es derivable.

1. ⇤A `IS4 ⇤A (HYP)

2. ⇤A,�0 `IS4 A (OPENIS4) 1

�0 = [�,�]

3. ⇤A,� `IS4 ⇤A (SHUT) 2

4. ⇤A `IS4 ⇤⇤A (SHUT) 3

5. · `IS4 ⇤A ! ⇤⇤A (! I) 4

Ejemplo 2.4 (Axioma K) El juicio · `IS4 ⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B.

1. ⇤ (A ! B)`IS4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),�0`IS4 A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [⇤A,�]

3. ⇤ (A ! B),⇤A`IS4 ⇤A (HYP)

4. ⇤ (A ! B),⇤A,�00`IS4 A (OPENIS4) 3

�00 = [�]

5. ⇤ (A ! B),⇤A,�`IS4 B (MP+) 2,4

6. ⇤ (A ! B),⇤A`IS4 ⇤B (SHUT) 5

7. ⇤ (A ! B)`IS4 ⇤A ! ⇤B (! I) 6

8. ·`IS4⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B (! I) 7
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2.2. Pruebas Bidireccionales

Quizá sea posible entrever que debe haber algún modo de realizar las pruebas no tan a ciegas.

Observemos que la regla (OPENIS4) deja mucha libertad para agregar lo que sea, por tanto se

puede preguntar si hay alguna forma de saber de antemano qué agregar. Nos enfocaremos en

esta cuestión en la siguiente sección. También es posible ver que las derivaciones no usan reglas

estructurales porque como se verá al final de este caṕıtulo no son válidas en general debido a la

presencia del candado.

2.2. Pruebas Bidireccionales

Las pruebas bidireccionales son una herramienta en la cual se realiza un procedimiento que

detallaremos hacia atrás para obtener el contexto � y después con él se construye la prueba hacia

adelante. Ya que se ha hablado de las reglas del sistema y sus restricciones, enfrentemos la cuestión

de cómo se realizarán las pruebas. Se mencionó al final de la primera sección que en los ejemplos

era posible notar que la regla (OPENIS4) es muy liberal en cuanto a lo que debe ser agregado,

el problema que se tiene cuando uno empieza a hacer ejemplos con este sistema es que quizá no

sea claro de antemano qué es conveniente agregar, si bien es posible agregar lo que se desee, es

muy probable que sea inconveniente agregar siempre lo que sea sin tener cuidado. Recordemos que

la regla (MP+) requiere que los contextos tengan el mismo contexto si se desea usarla, entonces

agregar “lo que sea” puede complicar una prueba, veamos dos derivaciones del siguiente ejemplo

para resaltar esta problemática.

Ejemplo 2.5 El juicio · `IS4 ⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) del ejemplo 1.16 es derivable.

1. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤(A ! B) (HYP)

2. ⇤(A ! B),�0`IS4 A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤A,�]

3. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤A (HYP)

4. ⇤(A ! B),�,⇤A,�00`IS4 A (OPENIS4) 3

�00 = [�]

5. ⇤(A ! B),�,⇤A,�`IS4 B (MP+) 2,4

6. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤B (SHUT) 6

7. ⇤(A ! B),�`IS4 ⇤A ! ⇤B (! I) 7

8. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (SHUT) 8

9. ·`IS4⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) (! I) 9

Ejemplo 2.6 Una segunda derivación del juicio · `IS4 ⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B).
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2.2. Pruebas Bidireccionales

1. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤(A ! B) (HYP)

2. ⇤(A ! B),�0`IS4 A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤A,�,�]

3. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤A (HYP)

4. ⇤(A ! B),�,⇤A,�00`IS4 A (OPENIS4) 3

�00 = [�,�]

5. ⇤(A ! B),�,⇤A,�,�`IS4 B (MP+)2,4

6. ⇤(A ! B),�,⇤A,�`IS4 ⇤B (SHUT) 5

7. ⇤(A ! B),�,⇤A,�`IS4 B (OPENIS4) 6

�000 = [·]
8. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤B (SHUT) 7

9. ⇤(A ! B),�`IS4 ⇤A ! ⇤B (! I) 7

10. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (SHUT) 8

11. ·`IS4⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) (! I) 9

En los ejemplos se ve que debido a que la regla (OPEN IS4) da demasiada libertad a lo que puede

ser agregado cuando se usa, es posible dar muchas derivaciones para un secuente, sin embargo,

es posible que el lector se pregunte si hay alguna forma previa de saber el �0 que se tiene que

agregar para realizar la prueba no tan a ciegas y de preferencia en una cantidad no tan grande de

pasos. También es posible observar que la prueba se hizo de tal modo que el modus ponens aditivo

fuese posible de aplicar. Esto nos lleva a presentar las pruebas bidireccionales, en ellas se muestra

un proceso hasta ahora no mencionado y que no se ve cuando se realiza la derivación, y que sin

embargo, es útil para realizar las pruebas.

A pesar de que hay muchas posibles pruebas para realizar una derivación de un juicio, recorde-

mos que un primer objetivo de este trabajo es mostrar la equivalencia con el sistema de deducción

natural modal, por ello nos centraremos en un modo de hacer las pruebas. Es posible observar

en los ejemplos presentados que el contexto � que se usa juega un papel importante y es poco

probable que sea claro cuál es el contexto a escoger si se quisieran realizar las pruebas, por ello es

necesario introducir de manera formal el concepto de ir hacia atrás en una prueba, el cual ha sido

y será usado en todas las pruebas con secuentes.

Con esto en mente se presenta en esta sección el concepto de “Basta”. Esta forma de pensar

está inspirada en la forma en la que uno enfrenta un problema y hace referencia a lo que basta

probar a fin de realizar una prueba, de modo que usaremos esta técnica aplicando las reglas hacia

atrás hasta que no sea posible aplicar ninguna de las reglas. En los teoremas 2.21 y 2.22 será

probado que las reglas (! I) y (SHUT) son invertibles, por lo que pueden ser mencionadas las

siguientes dos reglas:

�`IS4A ! B

�,A`IS4B
(! I ") �`IS4⇤A

�,�`IS4A
(SHUT ")

Estas dos reglas son suficientes para realizar el razonamiento hacia atrás lo que nos permitirá

descubrir el � con el que debemos trabajar y hará menos misteriosa la forma en que se pruebe un
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2.2. Pruebas Bidireccionales

secuente.

El proceso de construir una prueba hacia atrás dado un secuente S consiste en la búsqueda de

una regla de inferencia R cuya conclusión sea S y a continuación repetir el procedimiento ahora

buscando una regla de inferencia R1 cuya conclusión sea S1, donde S1 es la premisa para obtener

a S y continuar de ese modo hasta que ya no sea posible aplicar ninguna de las dos reglas hacia

atrás, es decir, hasta que se tenga en el consecuente a una variable. A esta lectura hacia atrás

de las reglas se le llama táctica1. Una prueba hacia atrás es una secuencia particular de tácticas.

Formalicemos toda esta idea.

Definición 2.7 Una meta G es cualquier secuente de la forma �`IS4 A. GSeq es el conjunto de

secuencias finitas de metas que se define recursivamente de la siguiente manera:

S ::= [·] : S

donde [·] denota la meta vaćıa. Además si S1 y S2 2 GSeq entonces S1;S2 significa la concatenación

de S1 con S2.

Ahora definamos el sistema de transiciones de tácticas correspondiente a la búsqueda hacia

atrás.

Definición 2.8 El sistema de tácticas de transición de GIS4 se define de la siguiente manera:

El conjunto no vaćıo de estados es el conjunto de metas GSeq.

Un estado inicial es de la forma �`IS4 A.

Un estado terminal es una variable, es decir una fórmula no modal.

La relación transición B ✓ GSeq ⇥ GSeq está definida inductivamente por las reglas in-

vertibles donde una transición S1 B S2 puede ser léıda como ”para probar el secuente S1 es

suficiente probar el secuente S2”.

Las tácticas usadas serán:

�`IS4 A ! B B �, A `IS4 B Intro A

�`IS4 ⇤AB �,� `IS4 A Intro Shut

Finalmente la definición formal de prueba hacia atrás.

Definición 2.9 Una prueba hacia atrás de �`IS4 A es una secuencia finita de estados S1,. . .,Sk

tales que

1La palabra táctica es usada principalmente en asistentes de prueba como COQ. La función principal de una
táctica es ordenar al asistente de pruebas que realice una serie de pasos.
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2.2. Pruebas Bidireccionales

S1 es �`IS4 A.

Para todo 1  i < k se tiene que Si B Si+1.

Sk es una variable.

Veamos un ejemplo con el cual ya se ha trabajado y seguirá apareciendo a lo largo de este

trabajo.

Ejemplo 2.10 Consideremos el juicio ·`IS4 ⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B)

Lo primero que se quiere probar es una implicación, por ello usaremos la regla (! I ") con lo

que se obtiene que basta probar que

⇤(A ! B)`IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B).

Ahora podemos aplicar la regla (SHUT ") por lo que podemos concluir que bastaŕıa probar:

⇤(A ! B),�`IS4 ⇤A ! ⇤B.

Ahora queremos probar una implicación, por tanto aplicamos nuevamente la regla (! I ") para

obtener lo siguiente:

⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤B.

Por último aplicamos la regla (SHUT ") hacia atrás, y obtenemos que para probar el secuente basta

probar que

⇤(A ! B),�,⇤A,�`IS4 B.

Llegando a este punto ya no es posible aplicar ninguna de las reglas, por lo tanto el procedi-

miento termina aqúı. De este modo podemos rescatar el contexto � que en este caso es � =

[⇤(A ! B),�,⇤A,�], de este contexto debe ser posible derivar a B para a continuación descar-

gar todo el contexto y obtener el resultado. Realicemos ahora la prueba hacia adelante con este

contexto � en mente.

1. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤(A ! B) (HYP)

2. ⇤(A ! B),�0`IS4 A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤A,�]

3. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤A (HYP)

4. ⇤(A ! B),�,⇤A,�00`IS4 A (OPENIS4) 3

�00 = [�]

5. ⇤(A ! B),�,⇤A,�`IS4 B (MP+) 2,4

6. ⇤(A ! B),�,⇤A`IS4 ⇤B (SHUT) 6

7. ⇤(A ! B),�`IS4 ⇤A ! ⇤B (! I) 7

8. ⇤(A ! B)`IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (SHUT) 8

9. ·`IS4⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) (! I) 9
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Esta prueba es la misma realizada anteriormente, sin embargo, ahora resulta menos misterioso

saber cuáles son los contextos �0 que se agregan usando la regla (OPENIS4) que hasta ahora hab́ıan

sido agregados sin dar explicación. En este ejemplo queda claro que el truco que estamos usando es

completar el contexto asociado a los pasos de los que se infiere una hipótesis usando a continuación

la regla (OPENIS4), que como se ha dicho en repetidas ocasiones, permite que sea agregado todo

lo que se desee, en este caso nuestro deseo es agregar todo lo necesario para tener a �, pues

cuando sea necesario usar el modus ponens, se requiere que los contextos sean iguales, por ello es

sumamente conveniente conocer el contexto que uno requiere.

Sigue siendo necesario hacer notar que incluso usando el razonamiento hacia atrás la prueba

de un juicio no es única pues al momento de usar la regla (OPENIS4) la forma en que se escoge

a �0 es completamente libre. Hasta este momento se esclarece un poco qué es lo más conveniente,

sin embargo el modo de escoger a �0 puede variar sin que esto signifique que sea imposible concluir

lo deseado.

Analicemos otro ejemplo haciendo uso del razonamiento hacia atrás.

Ejemplo 2.11 El juicio del ejemplo 1.26 ·`IS4 ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) es

derivable.

1. ·`IS4 ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C))

2. B ⇤ (A ! B) `IS4 (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) (! I ") 1
3. B ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C) `IS4 ⇤ (A ! C) (! I ") 2
4. B ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),� `IS4 A ! C (SHUT ") 3
5. B ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A `IS4 C (! I ") 4

Por lo tanto se busca � = [⇤ (A ! B) ,⇤ (B ! C) ,�, A]

1. ⇤ (A ! B)`IS4⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),�0`IS4A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [⇤ (B ! C) ,�, A]

3. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C)`IS4⇤ (B ! C) (HYP)

4. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�00`IS4B ! C (OPENIS4) 4

�00 = [�, A]

5. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`IS4A (HYP)

6. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`IS4B (MP+) 2,5

7. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`IS4C (MP+) 4,6

8. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�`IS4A ! C (! I) 7

9. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C)`IS4⇤ (A ! C) (SHUT) 8

10. ⇤ (A ! B)`IS4⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) (! I) 9

11. ·`IS4⇤ (A ! B) ! ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) (! I) 10
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Ejemplo 2.12 El juicio ·`IS4⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) del ejem-

plo 1.29 es derivable. Comencemos realizando el razonamiento hacia atrás a partir del juicio que

queremos probar.

1. ·`IS4⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ))

2. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) `IS4 ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (! I ") 1
3. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),� `IS4 (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (SHUT ") 2
4. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E `IS4 ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (! I ") 3
5. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,� `IS4 ⇤D ! ⇤F (SHUT ") 4
6. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D `IS4 ⇤F (! I ") 5
7. B ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 F (SHUT ") 6

Por lo tanto podemos concluir que queremos � de la siguiente manera:

� = [⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ,�,⇤E,�,⇤D,�]

y realizar la derivación con esto en mente.

1. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) `IS4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) (HYP)

2. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�0 `IS4 ⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ) (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤E,�,⇤D,�,�]

3. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E `IS4 ⇤E (HYP)

4. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�00 `IS4 E (OPENIS4) 3

�00 = [�,⇤D,�]

5. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 ⇤E (SHUT) 4

6. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D `IS4 ⇤D (HYP)

7. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�000 `IS4 D (OPENIS4) 6

�000 = [�,�]

8. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 ⇤D (SHUT) 7

9. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 ⇤ (⇤E ! ⇤F ) (MP+) 2,6

10. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 ⇤E ! ⇤F (OPENIS4) 9

�0000 = [·]
11. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 ⇤F (MP+) 10,5

12. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,� `IS4 F (OPENIS4) 11

�00000 = [·]
13. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D `IS4 ⇤F (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,� `IS4 ⇤D ! ⇤F (! I) 13

15. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E `IS4 ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (SHUT) 14

16. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),� `IS4 ⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (! I) 15

17. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) `IS4 ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (SHUT) 16

18. · `IS4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (! I) 17

En los siguientes ejemplos ya no será mostrado todo el proceso del razonamiento hacia atrás
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que se hizo de modo que podamos centrarnos en presentar la equivalencia que nos interesa. Para

este trabajo se tiene mucho interés en realizar muchos ejemplos dado el interés de usar el lenguaje

en un futuro de manera práctica para verificar especificaciones que involucren tipos modales.

Ejemplo 2.13 El juicio del ejemplo 1.19

· `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C))

es derivable.

Con el razonamiento hacia atrás tenemos que se busca

� = [⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ,�,⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,⇤A,�]

1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (HYP)

2. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) (OPENIS4) 1

�0= [�,⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,⇤A,�]

3. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B) `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (HYP)

4. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�00 `IS4 ⇤A ! ⇤B (OPENIS4) 3

�00 = [�,⇤A,�]

5. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A `IS4 ⇤A (HYP)

6. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0,�000 `IS4 A (OPENIS4) 5

�000 = [�]

7. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤A (SHUT) 6

8. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤ (⇤B ! ⇤C) (MP+) 2,7

9. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤B (MP+) 4,7

10. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤B ! ⇤C (OPENIS4) 8

�0000 = [·]
11. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤C (MP+) 10,9

12. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0,�00000 `IS4 C (OPENIS4) 9

�00000 = [·]
13. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A `IS4 ⇤C (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),� `IS4 ⇤A ! ⇤C (! I)13

15. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B) `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 14

16. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),� `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I)15

17. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (SHUT) 16

18. · `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (! I)17

Aqúı se presentan algunos otros ejemplos de juicios que es posible derivar.

Ejemplo 2.14 El juicio

· `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤B ! ⇤ (⇤A ! ⇤C))
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es derivable.

Con el razonamiento hacia atrás se puede concluir que se requiere � de la siguiente forma.

� = [⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ,�,⇤B,�,⇤A,�]

1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (HYP)

2. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤B,�,⇤A,�]

3. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B,�,⇤A `IS4 ⇤A (HYP)

4. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B,�,⇤A,�00 `IS4 A (OPENIS4) 3

�00 = [�,�]

5. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤A (SHUT) 4

6. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤ (⇤B ! ⇤C) (MP+) 2,5

7. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0,�000 `IS4 ⇤B ! ⇤C (OPENIS4) 6

�000 = [·]
8. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B `IS4 ⇤B (HYP)

9. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B,�0000 `IS4 B (OPENIS4) 8

�0000 = [�,⇤A,�,�]

10 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤B (SHUT) 9

11. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤C (MP+) 7,10

12. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 C (OPENIS4) 11

�00000 = [·]
13. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B,�,⇤A `IS4 ⇤C (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B,� `IS4 ⇤A ! ⇤C (! I) 13

15. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤B `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 14

16. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),� `IS4 ⇤B ! ⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 15

17. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤ (⇤B ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (SHUT) 16

18. `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤B ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (! I) 17

Ejemplo 2.15 El juicio

· `IS4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) ! ⇤ (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R))

es derivable.

Con el razonamiento hacia atrás concluimos que se busca

� = [⇤ (⇤P ! ⇤Q) ,�,⇤ (⇤Q ! ⇤R) ,�,⇤P,�]
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1. ⇤ (⇤P ! ⇤Q) `IS4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) (HYP)

2. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�0 `IS4 ⇤P ! ⇤Q (OPENIS4) 1

�0 = [�,⇤ (⇤Q ! ⇤R) ,�,⇤P,�]

3. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R) `IS4 ⇤ (⇤Q ! ⇤R) (HYP)

4. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�00 `IS4 ⇤Q ! ⇤R (OPENIS4) 3

�00 = [�,⇤P,�]

5. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P `IS4 ⇤P (HYP)

6. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P ,�,� `IS4 P (OPENIS4) 5

�000 = [�,�]

7. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P ,� `IS4 ⇤P (SHUT) 6

8. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�0 `IS4 ⇤Q (MP+) 2,7

9. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�0 `IS4 ⇤R (MP+) 4,8

10. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�0 `IS4 R (OPENIS4) 9

�0000 = [·]
11. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P `IS4 ⇤R (SHUT) 10

12. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),� `IS4 ⇤P ! ⇤R (! I) 11

13. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R) `IS4 ⇤ (⇤P ! ⇤R) (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,`IS4 ⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R) (! I) 13

15. ⇤ (⇤P ! ⇤Q) `IS4 ⇤ (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R)) (SHUT) 14

15. · `IS4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) ! ⇤ (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R)) (! I) 15

Ejemplo 2.16 El juicio visto en el ejemplo 1.27

· `IS4 ⇤ (A ! B) ! ⇤⇤A ! ⇤⇤B

es derivable.

1. ⇤ (A ! B) `IS4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,� `IS4 A ! B (OPENIS4) 1

3. ⇤ (A ! B),⇤⇤A `IS4 ⇤⇤A (HYP)

4. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,� `IS4 ⇤A (OPENIS4) 3

�0 = [�]

5. .⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,� `IS4 A (OPENIS4) 4

�00 = [�]

6. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,� `IS4 B (MP+) 2 5

7. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,� `IS4 ⇤B (SHUT) 6

8. ⇤ (A ! B),⇤⇤A `IS4 ⇤⇤B (SHUT) 7

9. ⇤ (A ! B) `IS4 ⇤⇤A ! ⇤⇤B (! I) 8

10. · `IS4 ⇤ (A ! B) ! ⇤⇤A ! ⇤⇤B (! I) 9

Ejemplo 2.17 El juicio

· `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C)
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es derivable.

Se busca � = [⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ,⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,�,⇤A,�]

1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (HYP)

2. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�0 `IS4 ⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) (OPENIS4) 1

�0 = [⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,�,⇤A,�]

3. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) `IS4 ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) (HYP)

4. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (OPENIS4) 3

�00 = [�,�,⇤A]

5. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤A ! ⇤B (OPENIS4) 4

�000 = [�]

6. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A `IS4 ⇤A (HYP)

7. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�,� `IS4 A (OPENIS4) 6

�0000 = [�,�]

8. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤A (SHUT) 7

9. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤B (MP+) 5,8

10. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤ (⇤B ! ⇤C) (MP+) 2,8

11. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤B ! ⇤C (OPENIS4) 10

�00000 = [·]
12. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 ⇤C (MP+) 11,9

13. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,� `IS4 C (OPENIS4) 12

�000000 = [·]
14. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A `IS4 ⇤C (SHUT) 13

15. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,� `IS4 ⇤A ! ⇤C (! I) 14

16. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),� `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 15

17. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) `IS4 ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 16

18. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) `IS4 ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 17

19. · `IS4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 18

2.3. Reglas Estructurales

Las reglas estructurales son reglas de inferencia que no hacen referencia a ningún conectivo

lógico, pero opera directamente sobre el juicio o los secuentes. Las reglas estructurales más co-

munes son el debilitamiento (weakening), la contracción y el intercambio de premisas. Una lógica

estructural es aquella que cumple todas estas reglas. Cuando una lógica no cumple alguna de

estas reglas se le llama lógica subestructural y más adelante veremos que se está trabajando con

una de ellas. En la primera sección se hizo hincapié en cierto tipo de detalles que eran necesarios

debido a que el sistema introduce un candado, ahora se verá cómo afecta el candado a las reglas

estructurales que normalmente se enuncian en un sistema de secuentes. Todos los resultados que

aqúı se verán, aśı como las pruebas de los mismos son un aporte nuevo.
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Proposición 2.18 (Debilitamiento para variables) La siguiente regla es admisible

�`IS4 B

�,A`IS4 B

Demostración. La prueba es análoga a la que se realizará para la misma propiedad en la propo-

sición 4.7, la cual se encuentra en el último caṕıtulo.

Proposición 2.19 (Intercambio de variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,B`IS4 C

�,B,A`IS4 C

Demostración. Por inducción sobre la estructura de derivación.

(HYP) Si �,A,B`IS4 C es instancia de la regla de hipótesis entonces se presentan varios

casos

• B = C entonces se cumple que si �,A,C`IS4 C entonces �,C,A`IS4 C pues A es una

variable.

• A = C nuevamente se cumple que si �,C,B`IS4 C entonces �,B,C`IS4 C.

• � = �1,C,�2 tal que � /2 �2 de modo que se tiene �1,C,�2,A,B`IS4 C, como A y B

son variables entonces �1,C,�2,B,A`IS4 C.

(! I) Como el juicio �,A,B`IS4 C es instancia de la regla de introducción a la implicación se

tiene que C = C1 ! C2. Se sabe entonces que �,A,B,C1`IS4 C2, por hipótesis de inducción se

tendŕıa que �,B,A,C1`IS4 C2 y al aplicar la regla de (! I) se tiene que �,B,A`IS4 C1 ! C2,

esto es �,B,A`IS4 C.

(MP+) Dado que el juicio �,A,B`IS4 C se obtuvo como instancia de la regla (MP+) existe D

tal que �,A,B`IS4 D ! C y �,A,B`IS4 D, por la hipótesis de inducción aplicada a ambos

secuentes se tiene que �,B,A`IS4 D ! C y �,B,A`IS4 D. Al aplicar la regla (MP+) se

concluye que �,B,A`IS4 C.

(SHUT) Puesto que �,A,B`IS4 C es conclusión de la regla (SHUT) establecemos C = ⇤C1,

se sabe entonces que

�, A,B,�`IS4 C1,

por hipótesis de inducción tendŕıamos �,B,A,�`IS4 C1 y aplicando la regla (SHUT) se

concluye lo que se queŕıa demostrar, es decir, �,B,A`IS4 C.

(OPENIS4) Al ser �,A,B`IS4 C conclusión de la regla (OPENIS4) se tienen algunos casos

para las premisas de la regla.
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• Si se teńıa que �,A,B`IS4 ⇤C entonces por hipótesis de inducción �,B,A`IS4 ⇤C es

posible aplicar la regla (OPENIS4) donde � = [·] para concluir �,B,A`IS4 C.

• �,A`IS4 ⇤C entonces usando el debilitamiento de variables se tiene que �,A,B`IS4 ⇤C

y por hipótesis de inducción �,B,A`IS4 ⇤C y aplicando nuevamente la regla (OPENIS4)

donde �0 = [·] se puede concluir �,B,A`IS4 C.

• �`IS4 C usando nuevamente debilitamiento de variables dos veces se tiene

�, A,B`IS4 ⇤C,

aplicando la hipótesis de inducción se tiene �,B,A`IS4 ⇤C por lo que basta aplicar la

regla (OPENIS4) donde �0 = [·] y es posible concluir �,B,A`IS4 C.

Proposición 2.20 (Contracción de Variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,A`IS4 C

�,A`IS4 C

Demostración. Por inducción sobre la estructura de derivación.

(HYP) Si �,A,A`IS4 C es instancia de la regla de hipótesis entonces se tienen dos casos:

• A = C entonces �,A`IS4 C.

• � = �1,C,�2 donde � /2 �2 y A es una variable entonces �1,C,�2`IS4 C, aplicando el

debilitamiento de variables se tiene �1,C,�2, A`IS4 C.

(! I) Como el juicio �,A,A`IS4 C es instancia de la regla de introducción a la implicación se

tiene que C = C1 ! C2. Se sabe entonces que �,A,A,C1`IS4 C2,por hipótesis de inducción

se tendŕıa que �,A,C1`IS4 C2 y al aplicar la regla de (! I) se tiene que �,A`IS4 C1 ! C2,

esto es �,A`IS4 C.

(MP+) Dado que el juicio �,A,A`IS4 C se obtuvo como instancia de la regla (MP+) existe

D tal que �,A,A`IS4 D ! C y �,A,A`IS4 D, por la hipótesis de inducción aplicada a ambos

secuentes se tiene que �,A`IS4 D ! C y �,A`IS4 D. Al aplicar la regla (MP+) se concluye

que �,A`IS4 C.

(SHUT) Puesto que �,A,A`IS4 C es conclusión de la regla (SHUT) establecemos C = ⇤C1,

se sabe entonces que �,A,A,�`IS4 C1, por hipótesis de inducción tendŕıamos �,A,�`IS4 C1

y aplicando la regla (SHUT) se concluye lo que se queŕıa demostrar, es decir, �,A`IS4 C.

(OPENIS4) Al ser �,A,A`IS4 C conclusión de la regla (OPENIS4) se tiene algunos posibles

casos para la premisa de la regla.
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• Si �,A,A`IS4 ⇤C por hipótesis de inducción tenemos �,A`IS4 ⇤C, basta aplicar la

regla (OPENIS4) considerando �0 = [·].
• Si �,A`IS4 ⇤C basta aplicar la regla (OPENIS4) considerando �0 = [·].
• Si �`IS4 ⇤C se aplica la regla (OPENIS4) considerando �0 = [A].

Ahora bien, las reglas están siendo aplicadas a variables. Hemos enunciado las reglas estructu-

rales como se suele hacer, sin embargo, estamos lidiando con un sistema de secuentes que cuenta

con un candado, aśı que debemos preguntarnos si estas reglas siguen siendo válidas en el caso en

que A ó B no son variables sino un candado. Antes de ver las reglas estructurales involucrando

candados necesitamos algunas aplicaciones de ellas. El sistema cuenta con dos reglas invertibles:

Teorema 2.21 La regla (! I) es invertible.

Si � `IS4 A ! B, entonces �, A `IS4 B.

Demostración. Se sabe que � `IS4 A ! B, entonces, aplicando debilitamiento para variables se

tiene que �,A `IS4 A ! B y �,A `IS4 A, por modus ponens se puede concluir que �,A `IS4 B

Teorema 2.22 La regla (SHUT) es invertible.

Si � `IS4 ⇤A, entonces �,� `IS4 A.

Demostración. Como � `IS4 ⇤A, podemos aplicar la regla (OPEN IS4) con �0 = [�] y obtener

�,� `IS4 A.

Es posible generalizar todas las reglas anteriores y nuevamente se debe recalcar que sólo se

está trabajando con variables.

Proposición 2.23 (Debilitamiento generalizado para variables) La siguiente regla es admisible

�,�0`IS4 B

�,A,�0`IS4 B

Demostración. La prueba es análoga a la que se realizará en la proposición 4.8, la cual se

encuentra en el último caṕıtulo.

Proposición 2.24 (Intercambio generalizado de variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,B,�0`IS4 C

�,B,A,�0`IS4 C

Demostración. Por inducción sobre �0.

El caso base cuando �0 = [·] ya se realizó en la proposición 2.19.
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Supongamos que �0 = �1 : A por lo que tenemos que �,A,B,�1,A`IS4 C, aplicando la

regla (! I) se tiene que �,A,B,�1`IS4 A ! C, por hipótesis de inducción se cumple que

�,B,A,�1`IS4 A ! C, como la regla (! I) es invertible se puede concluir que

�, B,A,�1, A`IS4 C,

es decir �,B,A,�0`IS4 C.

Supongamos ahora que �0 = �1 : �, aplicando la regla (SHUT) se tiene que �,A,B,�1`IS4 ⇤C,

nuevamente por hipótesis de inducción se tiene que �,B,A,�1`IS4 ⇤C, como la regla (SHUT)

es invertible se puede concluir �,B,A,�1,�`IS4 C.

Proposición 2.25 (Contracción de variables generalizada) La siguiente regla es admisible.

�,A,A,�0`IS4 C

�,A,�0`IS4 C

Demostración. Por inducción sobre �0.

El caso base cuando �0 = [·] ya se realizó en la proposición 2.20.

Supongamos que �0 = �1 : B entonces se sabe que �,A,A,�1 : B`IS4 C, aplicando la regla

(! I) se tiene �,A,A,�1`IS4 B ! C, por hipótesis de inducción se tiene �,A,�1`IS4 B ! C,

ya que la regla (! I) es invertible entonces podemos concluir �,A,�1,B`IS4 C que es lo que

se queŕıa concluir.

Supongamos que �0 = �1 : �, en este caso se sabe que �,A,A,�1 : �`IS4 C, se aplica la regla

(SHUT) para quitar el candado y se obtiene �,A,A,�1`IS4 ⇤C, por hipótesis de inducción

tenemos �,A,�1`IS4 ⇤C, nuevamente como la regla (SHUT) es invertible se puede concluir

que �,A,�1,�`IS4 C que es lo que se queŕıa.

Finalmente veamos cuáles son las reglas estructurales admisibles en las cuales se involucra al

famoso candado. Estas reglas son admisibles gracias a la regla (OPENIS4) .

Proposición 2.26 (Debilitamiento para Fórmulas Modales). La siguiente regla es admisible.

�`IS4 ⇤A

�,�`IS4 ⇤A

Demostración. Se tiene que �`IS4 ⇤A, por tanto se puede aplicar la regla (OPENIS4) haciendo

�0 = [�,�] para obtener �,�,�`IS4 A, basta aplicar (SHUT) para conlcuir �,�`IS4 ⇤A que es

lo que se queŕıa probar.
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Observación 2.27 Es importante hacer notar que de hecho cuando el consecuente es una fórmula

modal, es posible agregar la cantidad de candados que se desee. Nos enfocamos en esta situación

pues el debilitamiento de variables es válido sin depender de cómo sea la fórmula, pero ya se aclaró

que en principio no es posible agragar candados al gusto. Una combinación de la regla (OPENIS4)

y (SHUT) nos permite agregar todos los candados que se deseen, de modo que es posible presentar

la regla de modo general.

Proposición 2.28 (Debilitamiento Generalizado para Fórmulas Modales). La siguiente regla es

admisible.
�`IS4 ⇤A

�,�0`IS4 ⇤A

Demostración. Esta prueba se realizará por inducción sobre �0.

El caso base es considerar a �0 = [·] y el resultado se cumple.

Supongamos que se tiene �0 = �1,B, por hipótesis de inducción sabemos que �,�1`IS4⇤A,

como el consecuente tiene un box podemos aplicar la regla (OPENIS4) y agregar [B,�] de

modo que se tiene �,�1, B,�`IS4A y ahora basta aplicar la regla (SHUT) para concluir

�,�1, B`IS4⇤A que es lo que se queŕıa concluir.

Ahora supongamos que �0 = �1,�, entonces nuevamente sabemos que �,�1`IS4⇤A por lo

que se puede aplicar la regla (OPENIS4) agregando [�,�] cuando sea aplicada, por tanto

se tendŕıa �,�1,�,�`IS4A, ahora se aplica la regla (SHUT) para concluir �,�1,�`IS4 ⇤A.

Al inicio de la sección se mencionó que una lógica es subestructural cuando no cumple con

alguna de las leyes estructurales, esta lógica, IS4, sin embargo bien podŕıa llamarse una lógica

subestructural debido a que no cumple ninguna de las leyes, todo esto debido a la presencia del

candado.

Proposición 2.29 El sistema IS4 es una lógica subestructural.

Demostración. Basta dar un contraejemplo de cada una de las reglas y de hecho el mismo

contraejemplo sirve para todas las reglas.

La regla de debilitamiento generalizada no es válida. Es decir la regla

�,A`IS4 B

�,A,�0`IS4 B

no es admisible.

Sabemos que se cumple siempre que B`IS4B, si la regla fuera válida, podŕıamos agregar

cualquier cosa, en particular podŕıamos agregar un candado, de modo que se cumpliŕıa

que B,�`IS4B, se aplica la regla (SHUT) y a continuación la regla de introducción a la

implicación para obtener ·`IS4 B ! ⇤B el cual ya se ha dicho que no es válido.
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El intercambio de contextos generalizado no es válido. Es decir, la regla

�,�0`IS4 A

�0,�`IS4 A

no es admisible.

Supongamos que �,B`IS4B, aplicando la ley del intercambio tendŕıamos que B,�`IS4B, al

igual que en el caso de la regla del debilitamiento aplicando la regla (SHUT) y descargando

la premisa B tendŕıamos ·`IS4 B ! ⇤B que no es válido.

La regla de contracción generalizada no es válida. Es decir, la regla

�,A,�0,A,�00`IS4 B

�,A,�0,�00`IS4 B

no es admisible.

Si la regla fuera válida, se podŕıa tener que B,�,B`IS4 B, aplicando la regla de contracción

de variables se obtiene B,�`IS4 B, como ya se ha mencionado en este trabajo en varias

ocasiones, aplicando la regla (SHUT) y a continuación la regla de (! I) se tiene que ·`IS4

B ! ⇤B el cual se sabe que no es válido.
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Caṕıtulo 3

El sistema de secuentes KT
4

Como ya se dijo y se pudo observar en los ejemplos de la primera sección la regla (OPENIS4) del

sistema IS4 es muy generosa, una vez que se tiene el razonamiento hacia atrás es más fácil realizar

la prueba, pero si queremos lograr una equivalencia con el sistema de deducción natural modal la

regla resulta demasiado misteriosa, aśı pues, como ya fue mencionado al final de la sección anterior

a continuación se presentará el sistema de secuentes KT 4, el cual es un aporte nuevo, luego será

necesario probar que es equivalente al sistema de secuentes IS4. De este modo una vez entendidas

las reglas de este nuevo sistemas podremos presentar la equivalencia entre KT 4 y el sistema de

deducción natural modal. Comencemos con las reglas de este nuevo sistema.

Regla de hipótesis, la cual es idéntica a la regla presentada para IS4

�,A,�0`KT 4A
� /2�0 (HYP)

Regla de introducción a la implicación, también idéntica a la presentada en el caṕıtulo

anterior.
�,A`KT 4B

�`KT 4A ! B
(! I)

Modus ponens, el cual también debemos considerar aditivo.

� `KT 4 A ! B �`KT 4 A

� `KT 4 B
(MP+)

Regla Shut
�,�`KT 4A

�`KT 4 ⇤A
(SHUT)

Regla (OPENKT 4) , esta es la primera regla que es distinta. Ahora si en el secuente se

tiene una fórmula modal entonces es posible quitarlo pero será necesario agregar de modo
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obligatorio un candado y tanto a la derecha como a la izquierda será posible agregar tanto

fórmulas como candados. Por supuesto �0 y �00 también pueden ser vaćıos.

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4A

Regla
�
4-IMPORTACIÓN

�
dice que si se tiene una fórmula modal en el antecedente en-

tonces será posible conservar la fórmula modal en el consecuente y nuevamente es obligatorio

agregar al menos un candado. También es posible agregar si se desea fórmulas y candados

antes y después del candado agregado.

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4 ⇤A

Notación 3.1 Por comodidad se le denotará como (4-I) .

Regla
�
T-EXPORTACIÓN

�
si el último elemento de un contexto es un candado, entonces

es posible eliminarlo y no hace falta agregar nada.

�,�`KT 4A

�`KT 4A

Notación 3.2 Por comodidad se le denotará como (T-E) .

Finalmente el sistema de secuentes KT 4 está conformado por las reglas:

�,A,�0`KT 4 A
� /2�0 (HYP)

�,A `KT 4 B

� `KT 4 A ! B
(! I)

� `KT 4 A ! B �`KT 4 A

� `KT 4 B
(MP+)

�,� `KT 4 A

� `KT 4 ⇤A
(SHUT)

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4A
(OPENKT 4)

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4 ⇤A

�
4-IMPORTACIÓN

� �,�`KT 4A

�`KT 4A

�
T-EXPORTACIÓN

�

Es posible realizar algunos ejemplos para ver a estas nuevas reglas en acción. El razonamiento

hacia atrás que fue usado para realizar las pruebas en IS4 se seguirá usando en este sistema de

secuentes, esto es válido y no hace falta decir mucho más pues las únicas reglas usadas para ello

son (! I) y (SHUT) , las cuales se conservan y son las únicas reglas invertibles. En la mayoŕıa de
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los ejemplos se puede ver que las pruebas se complican un poco más pues algunas reglas obligan

a añadir candados, sin embargo es justo ese detalle lo que hará que la equivalencia con el sistema

de deducción natural modal sea más directa. Comencemos con los axiomas.

Ejemplo 3.3 (Axioma T) ·`KT 4⇤A ! A

1. ⇤A`KT 4 ⇤A (HYP)

2. ⇤A,�`KT 4 A (OPENKT 4) 1

�0 = [·], �00 = [·]
3. ⇤A`KT 4 A (T-E) 2

4. ·`KT 4⇤A ! A (! I) 3

Ejemplo 3.4 (Axioma 4) ·`KT 4 ⇤A ! ⇤⇤A

1. ⇤A`KT 4 ⇤A (HYP)

2. ⇤A,�`KT 4 ⇤A (4-I) 1

�0 = [·], �00 = [·]
3. ⇤A,�,�`KT 4 A (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [·]
4. ⇤A,�`KT 4 ⇤A (SHUT) 3

5. ⇤A`KT 4 ⇤⇤A (SHUT) 4

6. ·`KT 4⇤A ! ⇤⇤A (! I) 5

Ejemplo 3.5 (Axioma K) ·`KT 4 ⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B

1. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),⇤A`KT 4 ⇤A (HYP)

3. ⇤ (A ! B),⇤A,�`KT 4 A (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [·]
4. ⇤ (A ! B),⇤A,�`KT 4 ⇤ (A ! B) (4-I) 1

�0 = [⇤A], �00 = [·]
5. ⇤ (A ! B),⇤A`KT 4 ⇤ (A ! B) (T-E) 4

6. ⇤ (A ! B),⇤A,�`KT 4 A ! B (OPENKT 4) 5

�0 = [·]
7. ⇤ (A ! B),⇤A,�`KT 4 B (MP+) 6,3

8. ⇤ (A ! B),⇤A`KT 4 ⇤B (SHUT) 7

9. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤A ! ⇤B (! I) 8

10. ·`KT 4⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B (! I) 9

Ahora podemos ver el resto de los ejemplos.

Ejemplo 3.6 El juicio · `KT 4 ⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) del ejemplo 1.16 es derivable.
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1. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),�,⇤A`KT 4 ⇤A (HYP)

3. ⇤ (A ! B),�,⇤A,�`KT 4 A (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [·]
4. ⇤ (A ! B),�,⇤A,�`KT 4 A ! B (OPENKT 4) 1

�0 = [�,⇤A], �00 = [·]
5. ⇤ (A ! B),�,⇤A,�`KT 4 B (MP+) 4,3

6. ⇤ (A ! B),�,⇤A`KT 4 ⇤B (SHUT) 5

7. ⇤ (A ! B),�`KT 4 ⇤A ! ⇤B (! I) 6

8. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (⇤A ! ⇤B) (SHUT) 7

9. ·`KT 4⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) (! I) 8

Ejemplo 3.7 El juicio ·`KT4⇤ (A ! B) ! ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) del ejemplo 1.26 es deri-

vable.

1. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C)`KT 4 ⇤ (B ! C) (HYP)

3. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),A`KT 4 A (HYP)

4. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`KT 4 A ! B (OPENKT 4) 1

�0 = [⇤ (B ! C)], �00 = [A]

5. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`KT 4 B ! C (OPENKT 4) 2

6. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`KT 4 B (MP+) 4,3

7. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�,A`KT 4 C (MP+) 5,6

8. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C),�`KT 4 A ! C (! I) 7

9. ⇤ (A ! B),⇤ (B ! C)`KT 4 ⇤ (A ! C) (SHUT) 8

10. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) (! I) 9

11. ·`KT 4⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) (! I) 10

Ejemplo 3.8 El juicio

· `KT 4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ))

del ejemplo 1.29
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1. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))`KT 4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) (HYP)

2. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E`KT 4⇤E (HYP)

3. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D`KT 4⇤D (HYP)

4. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D`KT 4⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ) (OPENKT 4) 1

�0 = [�,⇤E], �00 = [⇤D]

5. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D`KT 4⇤ (⇤E ! ⇤F ) (MP+) 4,3

6. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�`KT 4⇤E ! ⇤F (OPENKT 4) 5

�0 = [·], �00 = [·]
7. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�`KT 4 ⇤E (4-I) 2

�0 = [�,⇤E],�00 = [⇤D,�]

8. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�`KT 4 ⇤F (MP+) 6,7

9. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�,�`KT 4 F (OPENKT 4) 8

�0 = [·], �00 = [·]
10. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D,�`KT 4 F (T-E) 9

11. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�,⇤D`KT 4 ⇤F (SHUT) 10

12. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E,�`KT 4 ⇤D ! ⇤F (! I) 11

13. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�,⇤E`KT 4 ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )),�`KT 4⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ) (! I) 13

15. ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))`KT 4 ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (SHUT) 14

16. ·`KT 4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F )) ! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) (! I) 15

Ejemplo 3.9 El juicio

· `KT 4 ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C))

del ejemplo 1.19 es derivable.

Buscamos � = [⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ,�,⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,⇤A,�]
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1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (HYP)

2. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B)`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤B) (HYP)

3. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4⇤A (HYP)

4. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) (OPENKT 4) 1

�0 = [·], �00 = [⇤ (⇤A ! ⇤B) ,�,⇤A]

5. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4⇤A ! ⇤B (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [⇤A]

6. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4⇤ (⇤B ! ⇤C) (MP+) 4,3

7. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4⇤B (MP+) 5,3

8. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A,�`KT 4⇤B ! ⇤C (OPENKT 4) 6

�0 = [·], �00 = [·]
9. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A,�`KT 4 ⇤B (4-I) 7

�0 = [·], �00 = [·]
10. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A,�`KT 4⇤C (MP+) 8,9

11. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A,�,�`KT 4C (OPENKT 4) 10

�0 = [·], �00 = [·]
12. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A,�`KT 4 C (T-E) 11

13. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�,⇤A`KT 4 ⇤C (SHUT) 12

14. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B),�`KT 4 ⇤A ! ⇤C (! I) 13

15. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�,⇤ (⇤A ! ⇤B)`KT 4 ⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 14

16. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),�`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 15

17. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))`KT 4 ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (SHUT) 16

18. ·`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤ (⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤C)) (! I) 17

Ejemplo 3.10 El juicio

·`KT 4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) ! ⇤ (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R))

del ejemplo 2.15 es derivable.
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1. ⇤ (⇤P ! ⇤Q)`KT 4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) (HYP)

2. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R)`KT 4⇤ (⇤Q ! ⇤R) (HYP)

3. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4 ⇤P (HYP)

4. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4⇤P ! ⇤Q (OPENKT 4) 1

�0 = [�,⇤ (⇤Q ! ⇤R)], �00 = [⇤P ]

5. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4⇤Q ! ⇤R (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [⇤P ]

6. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4 ⇤Q (MP+) 4,3

7. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4 ⇤R (MP+) 5,6

8. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P ,�`KT 4 R (OPENKT 4) 7

�0 = [·], �00 = [·]
9. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�,⇤P`KT 4 ⇤R (SHUT) 8

10. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R),�`KT 4 ⇤P ! ⇤R (! I) 9

11. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�,⇤ (⇤Q ! ⇤R)`KT 4 ⇤ (⇤P ! ⇤R) (SHUT) 10

12. ⇤ (⇤P ! ⇤Q),�`KT 4⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R) (! I) 11

13. ⇤ (⇤P ! ⇤Q)`KT 4 (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R)) (SHUT) 12

14. ·`KT 4 ⇤ (⇤P ! ⇤Q) ! (⇤ (⇤Q ! ⇤R) ! ⇤ (⇤P ! ⇤R)) (! I) 13

Ejemplo 3.11 El juicio

·`KT 4 ⇤ (A ! B) ! ⇤⇤A ! ⇤⇤B

del ejemplo 1.27 es derivable.

1. ⇤ (A ! B)`KT 4 ⇤ (A ! B) (HYP)

2. ⇤ (A ! B),⇤⇤A`KT 4⇤⇤A (HYP)

3. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�`KT 4 ⇤A (OPENKT 4) 2

�0 = [·], �00 = [·]
4. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,�`KT 4 A ! B (OPENKT 4) 1

�0 = [⇤⇤A],�00 = [�]

5. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,�`KT 4 A (OPENKT 4) 3

�0 = [·], �00 = [·]
6. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�,�`KT 4 B (MP+) 4,5

7. ⇤ (A ! B),⇤⇤A,�`KT 4 ⇤B (SHUT) 6

8. ⇤ (A ! B),⇤⇤A`KT 4 ⇤⇤B (SHUT) 7

9. ⇤ (A ! B)`KT 4⇤⇤A ! ⇤⇤B (! I) 8

10. ·`KT 4 ⇤ (A ! B) ! ⇤⇤A ! ⇤⇤B (! I) 9

Ejemplo 3.12 El juicio

·`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C)

del ejemplo 2.17 es derivable.
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3.1. Reglas Estructurales

1. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) (HYP)

2. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B)`KT 4⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) (HYP)

3. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤B) (OPENKT 4) 2

�0 = [·],�00 = [·]
4. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4 ⇤A (HYP)

5. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C) (OPENKT 4) 1

�0 = [�], �00 = [⇤A]

6. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4⇤ (⇤B ! ⇤C) (MP+) 5,4

7. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4⇤A ! ⇤B (OPENKT 4) 3

�0 = [·], �00 = [⇤A]

8. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4⇤B (MP+) 7,4

9. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�`KT 4⇤B ! ⇤C (OPENKT 4) 6

�0 = [·], �00 = [·]
10. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�`KT 4⇤B (4-I) 8

11. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�`KT 4 ⇤C (MP+) 9,10

12. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�,�`KT 4 ⇤C (OPENKT 4) 11

�0 = [·], �00 = [·]
13. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A,�`KT 4 C (T-E) 12

14. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�,⇤A`KT 4 ⇤C (SHUT) 13

15. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�,�`KT 4⇤A ! ⇤C (! I) 14

16. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B),�`KT 4 ⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 15

17. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)),⇤⇤ (⇤A ! ⇤B)`KT 4 ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (SHUT) 16

18. ⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C))`KT 4 ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 17

19. ·`KT 4⇤ (⇤A ! ⇤ (⇤B ! ⇤C)) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤B) ! ⇤⇤ (⇤A ! ⇤C) (! I) 18

3.1. Reglas Estructurales

Veamos que las reglas estructurales que fueron probadas para el sistema IS4 siguen siendo

válidas en este sistema. Ya que las reglas del sistema KT 4 son admisibles en IS4 y de hecho algunas

reglas son las mismas, las pruebas son similares, pero es necesario agregar los casos (OPEN KT 4) ,�
4-IMPORTACIÓN

�
y
�
T-EXPORTACIÓN

�
.

Proposición 3.13 (Debilitamiento para variables) La siguiente regla es admisible

�`KT 4 B

�,A`KT 4 B

Demostración. La prueba es análoga a la que se realizará para la misma propiedad en el último

caṕıtulo.
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3.1. Reglas Estructurales

Proposición 3.14 (Intercambio de variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,B`KT 4 C

�,B,A`KT 4 C

Demostración. Por inducción sobre la estructura de derivación.

(HYP) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(! I) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(MP+) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(SHUT) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(OPEN KT 4) Al ser �,A,B`KT 4 C conclusión de la regla (OPEN KT 4) y A y B son variables se

tiene que necesariamente � = �1,�,�2. Al tener que �1`KT 4 ⇤C entonces se aplica la regla

(OPEN KT 4) con �0 = [·] y �00 = [�2, B,A] por lo que se puede concluir �1,�,�2, B,A`KT 4 C.

�
4-IMPORTACIÓN

�
Si �,A,B`KT 4 C es conclusión de la regla (4-I) entonces podemos

establecer C = ⇤C1, nuevamente como A y B son variables se tiene que � = �1,�,�2, de

modo que si se teńıa que �1`KT 4⇤C1 basta aplicar la regla (4-I) considerando �0 = [·] y
�00 = [�2, B,A] y concluir �1,�,�2, B,A`KT 4 ⇤C1.

�
T-EXPORTACIÓN

�
Si �,A,B`KT 4 C entonces se sabe que �,A,B,�`KT 4 C, aplicando

la hipótesis de inducción se tiene que �,B,A,�`KT 4 C y ahora es posible aplicar la regla

para concluir �,B,A`KT 4 C.

Proposición 3.15 (Contracción de Variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,A`KT 4 C

�,A`KT 4 C

Demostración. Por inducción sobre la estructura de derivación.

(HYP) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(! I) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(MP+) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

(SHUT) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema IS4.
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3.1. Reglas Estructurales

(OPEN KT 4) Al ser �,A`KT 4 C conclusión de la regla (OPEN KT 4) y A es una variable se

tiene que necesariamente � = �1,�,�2. Si se teńıa que �1`KT 4 ⇤C entonces se aplica la

regla (OPEN KT 4) con �0 = [·] y �00 = [�2, A] por lo que se puede concluir �1,�,�2, A`KT 4 C.

�
4-IMPORTACIÓN

�
Si �,A`KT 4 C es conclusión de la regla (4-I) entonces podemos esta-

blecer C = ⇤C1, nuevamente como A es variable se tiene que � = �1,�,�2, de modo que

si se teńıa que �1`KT 4⇤C1 basta aplicar la regla (4-I) considerando �0 = [·] y �00 = [�2, A] y

concluir �1,�,�2, A`KT 4 ⇤C1.

�
T-EXPORTACIÓN

�
Si �,A`KT 4 C entonces se sabe que �,A,A,�`KT 4 C, aplicando la

hipótesis de inducción se tiene que �,A,�`KT 4 C y ahora es posible aplicar la regla para

concluir �,A`KT 4 C.

Las reglas invertibles se conservan.

Teorema 3.16 La regla (! I)es invertible.

Si �`KT 4A ! B, entonces �, A`KT 4B.

Demostración. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

Teorema 3.17 La regla (SHUT) es invertible.

Si �`KT 4⇤A, entonces �,�`KT 4A.

Demostración. Como �`KT 4⇤A, podemos aplicar la regla (OPEN KT 4) con �0 = [·] y �0 = [·]
para obtener �,�`KT 4A.

Veamos que es posible generalizar las reglas bajo ciertas condiciones.

Proposición 3.18 (Debilitamiento generalizado para variables) La siguiente regla es admisible

�,�0`KT 4 B

�,A,�0`KT 4 B

Demostración. La prueba es análoga a la que se realizará para la misma propiedad en el último

caṕıtulo.

Proposición 3.19 (Intercambio generalizado de variables) La siguiente regla es admisible.

�,A,B,�0`KT 4 C

�,B,A,�0`KT 4 C

Demostración. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema IS4.
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3.1. Reglas Estructurales

Proposición 3.20 (Contracción de variables generalizada) La siguiente regla es admisible.

�,A,A,�0`KT 4 C

�,A,�0`KT 4 C

Demostración. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema IS4.

Respecto a las versiones de las reglas donde se involucra al candado que es posible probar no

hay ningún cambio. Las demostraciones deben ser redactadas nuevamente, pero ya que todas las

reglas se pueden inferir de la regla (OPEN IS4) no debeŕıa ser sorpresa que sean admisibles en este

sistema.

Proposición 3.21 (Debilitamiento para Fórmulas Modales). La siguiente regla es admisible.

�`KT 4 ⇤A

�,�`KT 4 ⇤A

Demostración. Se tiene que �`KT 4 ⇤A, por tanto se puede aplicar la regla (4-I) haciendo �0 = [·]
para obtener �,�`KT 4 ⇤A.

Proposición 3.22 (Debilitamiento Generalizado para Fórmulas Modales) La siguiente regla es

admisible.
�`KT 4 ⇤A

�,�0`KT 4 ⇤A

Demostración. Esta prueba se realizará por inducción sobre �0.

El caso base es considerar a �0 = · y el resultado se cumple.

Supongamos que se tiene �0 = �1,B, por hipótesis de inducción sabemos que �,�1`KT 4⇤A,

podemos aplicar (4-I) considerando �0 = [B] y �00 = [·] de modo que se tiene

�,�1, B,�`KT 4⇤A,

como el consecuente es una fórmula modal podemos aplicar la regla (T-E) para concluir

�,�1, B`KT 4⇤A.

Ahora supongamos que �0 = �1,�, entonces nuevamente sabemos que �,�1`KT 4⇤A y bas-

ta con aplicar la regla (4-I) considerando �0 = [·] y �00 = [·] por lo que podŕıa concluir

�,�1,�`KT 4⇤A.

Aunque este sistema se acomoda mucho más a lo que necesitamos ya que las reglas son más

finas, sigue contando con el candado, por lo tanto esta nueva lógica también es subestructural.

Proposición 3.23 El sistema KT 4 es una lógica subestructural.
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3.2. Equivalencia de IS4 y KT 4

Demostración. Todos los contraejemplos son los mismos que ya se realizaron para el sistema

IS4.

La regla de debilitamiento generalizada no es válida. Es decir la regla

�,A`KT 4 B

�,A,�0`KT 4 B

no es admisible.

El intercambio de contextos no es válido. Es decir, la regla

�,�0`KT 4 A

�0,�`KT 4 A

no es admisible.

La regla de contracción no es válida. Es decir, la regla

�,A,�0,A,�00`KT 4 B

�,A,�0,�00`KT 4 B

no es admisible.

El mismo ejemplo con el que se justificó la propiedad en IS4 sirve como contraejemplo.

3.2. Equivalencia de IS4 y KT 4

El objetivo de introducir el sistema KT 4 es tener un sistema con reglas más finas que ayuden

a probar la equivalencia deseada, para que esto tenga sentido hay que comenzar por probar que

IS4 y KT 4 son sistemas equivalentes, es decir que las reglas presentadas para KT 4 son admisibles

en IS4 y que las reglas de IS4 se pueden inferir de las reglas de KT 4.

3.2.1. Reglas Admisibles

Comencemos por probar que las reglas del sistema KT 4 son admisibles, como se verá todas

son posibles gracias a la regla (OPENIS4) .

Proposición 3.24 La regla (OPENKT 4) se puede inferir en el sistema IS4.

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4A
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3.3. El sistema KT 4 y el sistema DN son equivalentes.

Demostración. Es una aplicación directa de la regla (OPENIS4) considerando a �0,�,�00 como

el contexto que se agrega al momento de aplicar la regla.

A continuación una regla que permite concluir lo mismo pero donde es necesario agregar al

menos un candado.

Proposición 3.25 La regla
�
4-IMPORTACIÓN

�
se puede inferir en el sistema IS4.

�`KT 4 ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4 ⇤A

Demostración. Como �`KT 4 ⇤A, aplicamos la regla (OPENIS4) agregando el contexto �
0,�,�00,�,

de modo que se tendŕıa que �,�0,�,�00,�`KT 4A, después se concluye lo deseado aplicando la regla

(SHUT).

Por último, una regla que permite eliminar el último candado que aparece en el contexto sin

afectar la conclusión.

Proposición 3.26 La regla
�
T-EXPORTACIÓN

�
se puede inferir en el sistema IS4.

�,�`KT 4A

�`KT 4A

Demostración. Supongamos que �,�`KT 4A, aplicando la regla (SHUT) tendŕıamos que �`KT 4 ⇤A

y por último aplicamos la regla (OPENIS4) considerando �0 = [·].

Teorema 3.27 Los sistemas IS4 y KT 4 son equivalentes.

Demostración. Basta demostrar que la regla (OPENKT 4) es equivalente a las reglas (OPENKT 4),

(4-I) y (T-E), pues el resto de las reglas se conservan sin modificación. Con las proposiciones 3.24,

3.25 y 3.26 ya se probó que la regla (OPENIS4) implica a las reglas de KT 4. Lo único que hace

falta es demostrar que de las reglas es posible concluir a la regla (OPENIS4) a partir de las reglas

propuestas.

Supongamos que �`KT 4⇤A, por la regla (OPENKT 4) se tiene que �,�
0,�,�00`KT 4A con �00 = [·],

ahora aplicamos la regla (T-E) y podemos concluir que �,�0`KT 4A que es lo que se queŕıa concluir.

Por lo tanto ambos sistemas son equivalentes.

Se ha presentado un sistema cuyas reglas rescatan con mayor exactitud la idea de una prueba

subordinada y se ha probado que es equivalente al sistema IS4 que es el sistema con el que se

comenzó, ahora probaremos la equivalencia prometida del sistema de secuentes KT 4 y el sistema

de deducción natural modal que se presentó en el caṕıtulo I.

3.3. El sistema KT 4 y el sistema DN son equivalentes.

Cerremos este caṕıtulo probando la tan mencionada equivalencia. En este caṕıtulo probaremos

lo siguiente:

� `DN A si y sólo si � `KT 4 A,
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donde la notación � `DN A se usa para denotar que se tiene una prueba en la deducción natural

para A. Para realizar esta equivalencia debemos observar que el sistema KT 4 se maneja un cálculo

de secuentes, mientras que en el sistema de pruebas subordinadas no existe ésta herramienta, por

lo que se quieren probar dos cosas, por ello la prueba se subdivide en dos partes, primero dada

una derivación es posible recrear una prueba en el cálculo de secuentes y dada una pseudoprueba

en el sistema de pruebas subordinado es posible tener una prueba en KT 4.

3.3.1. DN =) KT 4

Se comenzará por suponer que se cuenta con una derivación en el sistema de pruebas subor-

dinado y a partir de ah́ı concluir un secuente. Esta prueba se realiza por casos y cada caso se

realiza por inducción fuerte. En cada paso de la prueba se recolectarán las hipótesis, supuestos e

intervalos modales que hayan sido usados en la prueba, todos éstos formarán el contexto � de la

prueba con secuentes. En caso de existir un intervalo modal en la derivación, éste se verá como un

candado en el contexto que se irá formando. Esto se formaliza en el siguiente enunciado:

Proposición 3.28 Si � `DN A entonces � `KT 4 A.

Regla (! I)

Supongamos que tenemos una derivación donde el paso k+1 fue obtenido mediante la regla

de introducción de la implicación, acorde a la definición vista en 1.20 si la conclusión es

de la forma A ! B entonces existe un intervalo [l, k] tal que Fl = A, Fk = B y entonces

Fk+1 = A ! B. Supongamos que [l, k] está contenido en m intervalos modales con y n

intervalos ordinarios, esto significa que gr(Fl) = (m,n) = (Fk) y gr (Fk+1) = (m,n� 1) lo

cual queda capturado en el siguiente esquema:

...

l. A
...

k. B

k+1.A ! B

Ya que el contexto está conformado por todas las hipótesis, supuestos y banderines que se

hayan encontrado hasta el l�ésimo paso se tiene que �,A`KT 4A, pues al ser [k, l] un intervalo

ordinario se tiene que Fk es el supuesto de este intervalo. Por otra parte el k�ésimo paso

se refleja de la siguiente manera en el sistema KT 4, �,A`KT 4B. Gracias a la definición 1.20

podemos asegurar que no existe un �0 6= · tal que �,A,�0 ` B pues en �0 solamente podŕıa

haber hipótesis, supuestos o banderines.

Es posible colocar a priori todas las hipótesis al inicio de la prueba, éstas no inician una

prueba subordinada.
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Si existiera otro supuesto A0 entonces existiŕıa [k0, l0] que cae en [k, l] cuya conclusión es B0

de modo que A0 ! B0 cae en [k, l], y gr(A0 ! B0) = (m,n), es decir, esa prueba subordinada

estaŕıa concluida.

Si existiera un candado, éste indicaŕıa que se abrió una prueba estrictamente subordinada.

En este caso se tendŕıa un intervalo modal [k0, l0] que tiene por primer fórmula A0 y gr(A0) =

(m + 1,n), como sabemos que A ! B tiene grado (m.n � 1) debe ocurrir que la prueba

estrictamente subordinada fue concluida y la conclusión es una fórmula C cuyo grado es

(m,n).

Por lo tanto se tiene que �,A`KT 4B, aplicando la regla (! I) se puede concluir que �`KT 4A !
B.

...

j. �,A ` B
...

k. � ` A ! B

Regla (MP)

Ya que es posible aplicar la regla de diversas maneras, se tienen varios casos.

• Supongamos que Fk+1 fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens y que las

premisas se encontraban en el mismo intervalo ordinario, esto significa que existen Fl =

A ! B y Fm = A donde por definición Fl y Fm se encuentran en el mismo intervalo

modal
...

l. A ! B
...

m. A
...

k+1. B

Como se encuentran en el mismo intervalo ordinario y modal se tiene que el contexto

del que podemos inferir A ! B y A es el mismo en el sistema de secuentes, es decir,

�`KT 4A ! B y �`KT 4A, por lo que es posible aplicar el modus ponens en el sistema

de secuentes y concluir �`KT 4B.

• Supongamos que Fk+1 fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens y que las

premisas se encontraban en el mismo intervalo ordinario, esto significa que existen Fl =

A y Fm = A ! B donde por definición Fl y Fm se encuentran en el mismo intervalo

X. Estrada 52



3.3. El sistema KT 4 y el sistema DN son equivalentes.

modal
...

l. A
...

m. A ! B
...

k+1. B

Como se encuentran en el mismo intervalo ordinario y modal se tiene que el contexto

del que podemos inferir A ! B y A es el mismo en el sistema de secuentes, es decir,

�`KT 4A y �`KT 4A ! B, por lo que es posible aplicar el modus ponens en el sistema

de secuentes y concluir � ` B.

• Ahora supongamos que Fk+1 fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens

aplicada a las fórmulas Fl = A ! B y Fm = A, por definición deben estar en el mismo

intervalo modal, pero no necesariamente debe ocurrir que se encuentren en el mismo

intervalo ordinario, por tanto asumamos que Fl y Fm se encuentran en distinto intervalo

ordinario.

Supongamos que Fl y Fm 2 M 2 M, Fl 2 [l0,m0] con [l0,m0] un intervalo ordinario

�

m. .A ! B

l’. Fl0

l.A

m’.Fm0

...

k+1.B

En el sistema de pruebas subordinadas es posible realizar el modus ponens de las

fórmulas Fl y Fm para concluir Fk+1, pero veamos cuáles seŕıan los contextos en el

sistema KT 4.

Por una parte, por hipótesis de inducción tenemos que �`KT 4A ! B. Como Fl se

encuentra en un intervalo ordinario entonces F00 es una hipótesis, por tanto en el sistema

de secuentes se tendŕıa que �,Fl`KT 4A, como el Modus Ponens en KT 4 requiere que

los contextos sean iguales no seŕıa posible usar inmediatamente la regla, sin embargo,

recordemos que ya se probó la regla de debilitamiento para variables en KT 4, basta

usar dicha regla al secuente �`KT 4A ! B para concluir �,Fl`KT 4A ! B de modo que

ya seŕıa posible aplicar el Modus Ponens y concluir �,Fl`KT 4B.
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• El caso en que Fl y Fm 2 M 2 M, Fm 2 [l0,m0] con [l0,m0] un intervalo ordinario es

análogo.

Regla (SHUT)

Supongamos que tenemos una derivación tal que la conclusión se obtuvo por medio de la

regla (K-E), es decir Fk+1 = ⇤A y Fk = A. Esto queda representado por el siguiente esquema.

...

�
...

k. A

k+1. ⇤A

Por hipótesis de inducción se tiene que �,�`KT 4A. Observemos que por las mismas ra-

zones que fueron explicadas en (! I) podemos afirmar que no existe un �0 6= ? tal que

�,�,�0`KT 4A. Por lo tanto podemos aplicar la regla (SHUT) del sistema de secuentes y

concluir �`KT 4⇤A.
j. �,� ` A

...

l. � ` ⇤A
...

Regla (OPEN KT 4)

Supongamos que en Fk+1 se obtuvo por medio de la regla (K-I), entonces Fk+1 = A donde

Fk+1 2 [m,n] tal que [m,n] 2 M y existe Fl /2 [m,n] con Fl = ⇤A. Esto se refleja en el

siguiente esquema
l. ⇤A
...

�
...

k+1. A

Ahora en � se recolectan las hipótesis, supuestos y candados necesarios para concluir a

⇤A, por tanto �`KT 4⇤A, aplicando la regla (K-I) en el sistema de secuentes se tiene que
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�,�0,�,�00`KT 4A que es lo que se queŕıa demostrar.

...

j. � ` ⇤A
...

m. �,�0,�,�00 ` A
...

Regla (4-IMPORTACIÓN)

Ahora supongamos que Fk+1 fue obtenido por la regla (4-I), es decir, Fk+1 = ⇤A donde

Fk+1 2 [m,n] con [m,n] 2 M y por lo tanto existe Fl = ⇤A tal que Fl /2 [m,n], de modo

que tenemos gráficamente lo siguiente

l. ⇤A
...

�
...

k+1. ⇤A

Para realizar la recolección de hipótesis, supuestos y banderines se tiene por hipótesis de in-

ducción se cumple que �`KT 4⇤A, aplicando la regla (4-I) podemos concluir �,�0,�,�00`KT 4⇤A.

Regla (T-EXPORTACIÓN)

Finalmente supongamos que Fk+1 = A fue obtenido por medio de la regla (T-E), entonces

se tiene que existe Fk = A tal que Fk 2 [m,n] con [m,n] 2 M y podemos afirmar que si

gr(Fk) = (m0,n0) entonces gr(Fk+1) = (m0 � 1,n0) por tanto en el sistema de secuentes se

tiene que �,�`KT 4A y aplicando la regla (T-E) de KT 4 podemos concluir �`KT 4A

...

�
...

k. A

k+1. A
...

Con esto probamos la primera parte de la equivalencia, es bueno hacer énfasis que a pesar

de tener de ayuda la intuición gráfica, fue de gran ayuda formalizar el concepto de esquema de

prueba, el concepto de intervalos modales e intervalos ordinarios.
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3.3.2. KT 4 =) DN
Esta prueba se realizará por inducción fuerte, sin embargo, para esta parte de la equivalencia

será necesario usar la definición de pseudoprueba. Intuitivamente esto ocurre pues se cuenta con

una derivación en el sistema de secuentes, al realizar la inducción se tiene que hay una serie de

pasos que permiten concluir hasta el paso k, sin embargo esto no significa que se tenga una prueba

del paso k, ya que puede haber intervalos tanto ordinarios como modales abiertos, lo cual no

entra dentro de la definición de derivación. En el sistema KT 4 se tiene que existen secuentes y un

contexto � el cual cuenta con un elemento candado del cual ya se ha hablado, en DN se cuentan

con derivaciones y no existe el candado, por tanto se hablará primero de cómo se irá transformando

el contexto �. Se parte del hecho de que el contexto � está conformado por hipótesis, supuestos

y candados, de las hipótesis y supuestos ya se ha hablado en la presentación de las reglas, sin

embargo el candado es un elemento desconocido, sin embargo es usado para agregar o retirar el

prefijo box a una fórmula modal, aśı que cada vez que se descargue un candado en KT 4 se abrirá

un intervalo modal en DN . Esto lo formalizamos de la siguiente manera:

Proposición 3.29 Si � `KT 4 A entonces � `DN A.

Regla (! I)

Supongamos que se cumple que en KT 4 se obtuvo por medio de la regla (! I) lo siguiente

...

k. �,A`KT 4B
...

k’.. �`KT 4A ! B
...

Recordemos que el contexto � está conformado por hipótesis, supuestos y candados de modo

que si hay n supuestos y m candados en � entonces existen n pseudointervalos ordinarios

y m pseudointervalos modales en DN . Al ser A un supuesto se tendŕıa que existe una

pseudoprueba y un paso l tal que Fl = A con gr(A) = (m,n+ 1) pues A está generando un

pseudointervalo ordinario. Por hipótesis de inducción se tiene que �,A`KT 4B por lo que en la

pseudoprueba se tiene que a partir del supuesto A se concluyo B, por lo tanto existe Fm = B

con gr(B) = (m,n + 1), es decir en este caso podemos afirmar que tenemos un intervalo

ordinario [l,m] que cumple que gr (Fl) = (m,n+ 1) = gr (Fm) por lo que se puede aplicar la

regla de introducción a la implicación y concluir Fm+1 = A ! B con gr(A ! B) = (m,n),

es decir tenemos una pseudoprueba de A ! B.

Regla (MP)

Supongamos ahora que se tiene como resultado de aplicar la regla de Modus Ponens, se tiene
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lo siguiente
...

l. �`KT 4 A ! B
...

m. �`KT 4A
...

n. �`KT 4 B

donde � tiene una cierta cantidad de hipótesis y candados, digamos que hay m0 candados

y n0 hipótesis, esto significa que tanto gr(A ! B) = (m0, n0) = gr(A). No se sabe si el

último elemento de � es un candado o una fórmula. En caso de ser un candado entonces

se inició una pseudoprueba estrictamente subordinada y por lo tanto A ! B como A se

encuentran en el mismo pseudointervalo modal y si es una fórmula entonces A ! B y A se

encuentran en el mismo pseudointervalo ordinario, en ambos casos se cumple que no existe

un pseudointervalo modal tal que A ! B cae en él y A fuera de él ó que A ! B cae fuera

de él y A cae dentro de él, por lo que es posible realizar el modus ponens en el sistema de

pruebas subordinado, de este modo existe una pseudoprueba que permite concluir A ! B.

Regla (K-EXPORTACIÓN)

Supongamos que el caso k + 1 es instancia de la regla (K-E), entonces se tiene lo siguiente

...

k. �,� ` A
...

k’ � ` ⇤A

nuevamente � tiene una cierta cantidad de hipótesis, supuestos y candados digamos (m,n),

como cada candado se refleja como haber iniciado una pseudoprueba modal, por hipótesis

de inducción existe una pseudoprueba tal que Fm = A cae en un pseudointervalo modal

iniciado por alguna Fi con i < m, de modo que gr(A) = (m + 1, n) = gr(Fi), como A 2
[Fi,1) es posible aplicar la fórmula (K-EXPORTACIÓN)con lo que se tendŕıa que existe una

pseudoprueba tal queFm+1 = ⇤A y gr(⇤A) = (m,n).

Regla
�
K-IMPORTACIÓN

�

Supongamos ahora que la conclusión es instancia de la regla (K-I), tenemos:

...

l. �`KT 4 ⇤A
...

l’. �,�0,�,�00`KT 4A
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por hipótesis de inducción se sabe que existe una pseudoprueba de ⇤A que depende de una

cierta cantidad de hipótesis y supuestos fija, digamos n hipótesis y m candados, entonces

gr(⇤A) = (m,n). Tanto si lo último que aparece en � es un candado o una fórmula se tiene

que existe una pseudoprueba de ⇤A, es posible aplicar la regla, recordemos que la regla no

impide que se abran otros pseudointervalos modales u ordinarios. Por ello se tiene que existe

una pseudoprueba de A tal que gr(A) = (m+ i, n+ j) con 1  i < 1 y 0  j < 1.

Regla (4-IMPORTACIÓN)

Supongamos ahora que la conclusión es instancia de la regla (4-I), tenemos que el k-ésimo,

se ve de la siguiente manera:

...

l. �`KT 4 ⇤A
...

l’. �,�0,�,�00`KT 4 ⇤A

por hipótesis de inducción se sabe que existe una pseudoprueba de ⇤A que depende de una

cierta cantidad de hipótesis y supuestos fija, digamos n hipótesis y m candados, entonces

gr(⇤A) = (m,n). Tanto si lo último que aparece en � es un candado o una fórmula se tiene

que existe una pseudoprueba de ⇤A, es posible aplicar la regla, recordemos que la regla no

impide que se abran otros pseudointervalos modales u ordinarios. Por ello se tiene que existe

una pseudoprueba de ⇤A tal que gr(⇤A) = (m+ i, n+ j) con 1  i < 1 y 0  j < 1.

Regla (T-EXPORTACIÓN)

.Supongamos que la conclusión es instancia de la regla (T-E) de modo que

...

l. �,�`KT 4A
...

k+1. �`KT 4A

en este caso por hipótesis de inducción se cumple que existe una pseudoprueba de A donde

se abrió un pseudointevalo modal y A cae en dicho pseudointervalo modal. Si en � hay n

hipótesis y m candados entonces por hipótesis de inducción gr(A) = (m+1, n), por lo tanto

se cumple lo necesario para aplicar la regla (T-E), es decir se tiene que hay una pseudoprueba

tal que Fn+1 = A con gr(A) = (m,n).

Con esta prueba podemos cerrar este caṕıtulo. Es importante resaltar que aunque la prueba śı

usa un poco de la intuición gráfica para no hacer tan técnica la prueba, usando sólo las definiciones

que se dieron en el primer caṕıtulo es posible entenderla sin que quede lugar a ambigüedades, de-

bemos resaltar este hecho porque si bien en un principio se intentó evitar trabajar con definiciones
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tan engorrosas, eventualmente fue mucho mejor desarrollarlas a intentar escribir la equivalencia

sin ellas.
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Caṕıtulo 4

Lenguajes de Programación Modales

La correspondencia Curry-Howard es una correspondencia entre sistemas formales de tipos

para ciertos modelos de computación y ciertos sistemas formales de demostración. Gracias a la

correspondencia de Curry-Howard es posible trabajar con el sistema de tipos tanto del sistema IS4

y KT 4. En este caṕıtulo se verá la equivalencia de los sistemas vistos como lenguajes modales,

por lo tanto se analizarán las propiedades que cada lenguaje cumple para después realizar la

equivalencia. Para este caṕıtulo se tiene en mente la interpretación para programas distribuidos

donde se piensa en una red ya sea de computadoras ó procesadores de modo los objetos con tipo

⇤A son cálculos que se ejecutan de forma segura en toda la red y se pueden transmitir a cualquier

zona de ella.

4.1. El lenguaje modal �IS4

Este lenguaje es esencialmente el cálculo lambda de Clouston pero con una estrategia definida

de evaluación, a saber la llamada por valor. Se mostrarán algunas propiedades que Clouston omite.

Para este lenguaje se definen los programas de IS4 de la siguiente manera:

t ::= x | �x.t | tt | open t | shut t

La semántica operacional se define de la siguiente manera para lo cual se seguirá la estrategia

de evaluación de izquierda a derecha y la llamada por valor

t ! t0

tu ! t0u
(E-APP1)

u ! u0

vu ! vu0 (E-APP2)

t ! t0

open t !open t0
(E-OP)

open (shut t) ! t
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(�x.r) v ! r [x := v]

Donde los valores serán:

v ::= �x.t | shut t

Finalmente las reglas para el sistema de tipos estará conformado por las siguientes reglas:

�,x : A,�0`IS4x : A
� /2�0 (HYP)

�,x : A`IS4t : B

�`IS4�x.t : A ! B
(! I)

�`IS4t : A ! B �`IS4u : A

�`IS4tu : B
(MP+)

�`IS4t : ⇤A

�,�0`IS4open t : A
(OPENIS4)

�,� `IS4 t : A

�`IS4shut t : ⇤A
(SHUT)

La regla de hipótesis dice que es posible derivar una hipótesis siempre y cuando no existan

candados a la derecha de ella. El contexto representa la información disponible correspon-

diente a un punto particular de la red. Debido a que los contextos son listas, las posiciones

de los elementos en el contexto no es modificable. El candado sirve para señalizar un movi-

miento que se realizó a algún punto arbitrario de la red. Una vez que uno se haya movido a

otro punto de la red, ya no es posible usar la información que se encuentra en �, razón por

la cual ya no es posible derivar una hipótesis x : A si aparece un candado a la izquierda de

la hipótesis.

Dado �`IS4t : ⇤A significa que t es un programa móvil bien tipado, ya que su tipo es un box,

entonces es posible recuperar el contexto en cualquier punto de la red. A esta operación se le

denota como open t. El contexto �0 representa la nueva información en un punto arbitrario

de la red.

Para tipar un programa t como un programa móvil en un punto particular de la red es

suficiente tipar t : A en un punto arbitrario de la red, esto se realiza con la operación shut t.

Con esto es posible realizar algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1 Axioma T

1. t : ⇤A `IS4 t : ⇤A (HYP)

2. t : ⇤A,�0 `IS4 open t : A (OPENIS4) 1

�0 = [·]
3. · `IS4 �t.open t : ⇤A ! A (! I) 2

El significado de este ejemplo seŕıa que hay una función que recupera el contenido de un valor

móvil.
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Ejemplo 4.2 Axioma 4

1. t : ⇤A `IS4 t : ⇤A (HYP)

2. t : ⇤A,�0 `IS4 open t : A (OPENIS4) 1

�0 = [�,�]

3. t : ⇤A,� `IS4 shut(open t) : ⇤A (SHUT) 2

4. t : ⇤A `IS4 shut(shut(open t)) : ⇤⇤A (SHUT) 3

5. · `IS4 �t.shut(shut(open t)) : ⇤A ! ⇤⇤A (! I) 4

En este caso se tiene que el Axioma 4 es una función que garantiza que un valor móv́ıl sea

móvil.

Ejemplo 4.3 Axioma K

1. t : ⇤ (A ! B)`IS4 t : ⇤ (A ! B) (HYP)

2. t : ⇤ (A ! B),�0`IS4 open t : A ! B (OPENIS4) 1

�0 = [⇤A,�]

3. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A`IS4 u : ⇤A (HYP)

4. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A,�00`IS4 open u : A (OPENIS4) 3

�00 = [�]

5. t : ⇤ (A ! B),u :⇤A,�`IS4 (open t)(open u) : B (MP+) 2,4

6. t : ⇤ (A ! B),u :⇤A`IS4 shut((open t)(open u)) : ⇤B (SHUT) 5

7. t : ⇤ (A ! B)`IS4 �u.shut((open t)(open u)) : ⇤A ! ⇤B (! I) 6

8. ·`IS4 �t.�u.shut((open t)(open u)) : ⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B (! I) 7

El axioma K es una función que toma una función móvil de valores ordinarios en valores

ordinarios y regresa una función móvil de valores móviles en valores móviles.

A continuación se muestran algunos de los ejemplos trabajados anteriormente. Para no agobiar

demasiado al lector con las pruebas se muestran sólo los resultados y su significado.

Ejemplo 4.4 El juicio

·`IS4⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) .

del ejemplo 1.16.

·`IS4 �t.shut (�u.shut ((open t) (open u))) : ⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B)

Una función que transforma una función móvil entre valores ordinarios en una función móvil de

valores móviles.
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Ejemplo 4.5 El juicio

· `IS4 ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) .

del ejemplo 1.26.

·`IS4 �t.�u.shut (�v. (open u) ((open t) (v))) : ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C))

La función composición de funciones ordinarias móviles.

Ejemplo 4.6 El juicio

· `IS4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F )) .

del ejemplo 1.29.

·`IS4�u.shut (�t.shut (�r.shut (open (open ((open u) (r))) (shut (open t)))))

Una función que toma transforma una función móvil que a su vez transforma una función de

valores móviles en una función móvil en una función móvil que toma un valor móvil en una

función de valores móviles.

Finalmente hablemos sobre la seguridad del lenguaje. Cuando se define una semántica opera-

cional es importante escoger el nivel correcto de abstracción

Lema 4.7 (Debilitamiento de variables) Si �,�0`IS4t : B, entonces �,y : A,�0`IS4t : B.

Demostración. La prueba se realiza por inducción sobre el término t.

El caso base es cuando t es una variable y tendŕıamos que �,�0`IS4x : B donde � /2 �0,

podemos entonces agregar una hipótesis mientras no sea un candado, de modo conveniente

se agrega y : A, aśı que concluimos �,y : A,�0`IS4x : B.

Si t = �x.e tenemos �,�0`IS4�x.e : B donde B = B1 ! B2, por tanto se sabe que �,�0,x :

B1`IS4 e :B2, por hipótesis de inducción, �,y : A,�0,x : B1`IS4e : B2, por último se aplica la

regla (! I) para obtener �,y : A,�0`IS4�x.e : B1 ! B2, por lo tanto �,y : A,�0`IS4�x.e : B.

Si t = e1e2 : B, se tiene �,�0`IS4e1e2 : B, y se sabe que existe B2 tal que �,�0`IS4 e1 : B2! B

y �,�0`IS4 e2 : B2, por el caso anterior y el caso base aplicados al primer y segundo secuente

respectivamente, podemos concluir que �,y : A,�0`IS4 e1 : B2! B y �,y : A,�0`IS4 e2 : B2.

Como los contextos son iguales es posible aplicar la regla del modus ponens con lo que se

tendŕıa �,y : A,�0`IS4 e1e2 : B que es lo que se queŕıa concluir.

Si t = open e, como premisa tenemos que �,�0`IS4open e : B se tienen varios casos:
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• Si �`IS4 e : ⇤B entonces aplicando la regla (OPENIS4) agregando y : A,�0 se tiene

�,y : A,�0`IS4open e : B

• Si �,�0`IS4 e : ⇤B se aplica la hipótesis de inducción para tener �,y : A,�0`IS4 e : ⇤B y

basta aplicar (OPENIS4) agregando el contexto vaćıo para concluir �,y : A,�0`IS4 open

e : B

Si t = shut e se tiene que �,�0`IS4shut e : B por lo que B = ⇤B1 de modo que �,�0,�`IS4e :

B1, por hipótesis de inducción se tiene �,y : A,�0,�`IS4e : B1, finalmente se aplica la regla

(SHUT) y se tiene lo deseado �,y : A,�0`IS4 shut e : B.

Lema 4.8 (Debilitamiento generalizado para fórmulas modales)

Si �`IS4 t : ⇤A entonces �,�0`IS4 t
0: ⇤A.

Demostración. Por inducción sobre �0.

Si �0 = ·, el resultado es inmediado.

Si �0 = �00 : (u : B), por hipótesis de inducción se tiene que �,�00`IS4 t : ⇤A y aplicando el

debilitamiento de variables se puede concluir que �,�00, u : B`IS4 t : ⇤A.

Si �0 = �00 : �, entonces se cumple que �,�00`IS4 t : ⇤A por lo que es posible aplicar la regla

(OPENIS4) donde lo más conveniente es agregar dos candados de modo que

�,�00,�,�`IS4 open t : A,

ahora es posible aplicar la regla (SHUT) para concluir �,�00,�`IS4 shut (open) t : ⇤A.

Lema 4.9 (Sustitución) Si �, x : A,�0`IS4 t : B y �`IS4 u : A entonces �,�0`IS4 t [u/x] : B.

Demostración. Por inducción sobre el término t.

Si t = y entonces �, x : A,�0`IS4y : B por lo que y [u/x] = y si y 6= x, por lo tanto

�,�0`IS4 y : B.

Si t = �y.e entonces �, x : A,�0`IS4 �y.e : B con B = B1 ! B2, aśı se tiene que �, x :

A,�0`IS4 �y.e :B1 ! B2, se sabe que �, x : A,�0, y : B1`IS4 e :B2. Como �`IS4 u : A, por

el lema previo y porque sabemos que �`IS4 u : A se tiene �, y : B1`IS4 u : A, aplicando la

hipótesis de inducción �,�0, y : B1`IS4 e [u/x] : B2 por lo que podemos derivar y conlcuir

�,�0`IS4 �y.e [u/x] : B1 ! B2 y �y.e [u/x] = �y. (e [u/x]) .
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Si t = e1e2 entonces �, x : A,�0`IS4 e1e2 : B, de modo que existeB2 tal que �, x : A,�0`IS4 e1 :

B2! B y �, x : A,�0`IS4 e2 : B2, por hipótesis de inducción se tiene �,�0`IS4 e1 [u/x] :

B2! B y �,�0`IS4 e2 [u/x] : B2 de aqúı se puede derivar que �,�0`IS4 e1 [u/x] e2 [u/x] : B,

como e1 [u/x] e2 [u/x] = (e1e2) [u/x] entonces �,�0`IS4(e1e2) [u/x] : B.

Si t = open e se tiene �, x : A,�0`IS4open e : B entonces por hipótesis de inducción se tiene

que �`IS4 e [u/x] : ⇤B, aplicando la regla se tiene �,�0`IS4 open e [u/x] : B.

Si t = shut e se tiene �, x : A,�0`IS4shut e : B, por tanto B = ⇤B1 y se sabe que �, x :

A,�0,�`IS4 e : B1, por hipótesis de inducción se cumple �,�0,�`IS4 e [u/x] : B1, de aqúı

se deriva que �,�0`IS4 shut e [u/x] : ⇤B1.

Proposición 4.10 (Reemplazo de candado) Si �,�,�00`IS4 t : A entonces �,�0,�00`IS4 t : A.

Demostración. Por inducción sobre �,�,�00`IS4 t : A.

(! I) Se tiene �,�,�00`IS4 �x.e : A donde A = A1 ! A2 entonces se sabe que si �,�,�00, x :

A1`IS4 e : A2 y por hipótesis de inducción se tiene �,�0,�00, x : A1`IS4 e : A2, finalmente

aplicando la regla (! I) se concluye que �,�0,�00`IS4 �x.e : A2.

(MP) Si �,�,�00`IS4 e1e2 : A, por lo tanto debe existir A1 tal que �,�,�00`IS4 e1 : A1 ! A2

y �,�,�00`IS4 e1 : A1 aplicando la hipótesis de inducción ambos secuentes se tiene

�,�0,�00`IS4 e1 : A1 ! A2

y

�,�0,�00`IS4 e1 : A1,

por lo tanto es posible concluir �,�0,�00`IS4 e1 : A.

(OPEN IS4) Entonces �,�,�00`IS4 open t : A con �,�,�00= �,�0 y �0`IS4 t : ⇤A, quere-

mos probar que �,�0,�00`IS4 open t : A.

• Si �0 = ⇧,�,⇧0 entonces �,�,�00,�,⇧,�,⇧0 de modo que � = �,⇧ y �00 = ⇧0 que

es lo que se queŕıa demostrar pues �,⇧,�0,�00`IS4 open t : A entonces �`IS4 t : A.

• Si � = ⇧,�,⇧0 entonces �,�,�00 = ⇧,�,⇧0,�0 entonces � = ⇧ y �00 = ⇧0,�0.

En este caso se quiere probar que �,�0,�00`IS4 open t : A, pero esto significa que

⇧,�0,⇧0,�0`IS4 open t : A con�`IS4 t : ⇤A, es decir ⇧,�,⇧0`IS4 t : ⇤A, por hipótesis

de inducción ⇧,�0,⇧0`IS4 t : ⇤A entonces se puede concluir que ⇧,�0,⇧0,�00`IS4 open

t : A.
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(SHUT) Se tiene que �,�,�00`IS4 shut t : A por lo tanto se sabeA = ⇤A1 y �,�,�00,�`IS4 t :

A1, se aplica la hipótesis de inducción seguida de la regla (SHUT) para concluir que

�,�0,�00`IS4 shut t : A.

Teorema 4.11 (Preservación de tipos). Si �`IS4 t : A y t ! u entonces �`IS4 u : A.

Demostración. Por inducción sobre �`IS4 t : A..

(HYP) El lema se cumple por vacuidad.

(! I) Si t = �x.e, como x es un valor entonces no se reduce, de modo que t ! u no se

cumple, por vacuidad es válido el lema.

(MP·) Entonces se tiene que �`IS4 e1e2 : A entonces existe A1 tal que �`IS4 e1 : A1 ! A

y �`IS4 e2 : A1, hay tres formas tales que e1e2 ! u pudo ser derivado. Realicemos los tres

casos:

Tenemos �`IS4 e1 : A1 ! A, �`IS4 e2 : A1 y e1e2 ! u, necesitamos �`IS4 u : A.

• Si u = e01e2 y e1 ! e01. Como �`IS4 e1 : A1 ! A, por hipótesis de inducción se puede

concluir que �`IS4 e
0
1: A1 ! A. Por lo tanto ahora se tiene que �`IS4 e

0
1 : A1 ! A y

�`IS4 e2 : A1 y podemos derivar �`IS4 e
0
1e2 : A.

• Si u = e1e02 y e2 ! e02. En este caso como �`IS4 e2 : A1, por hipótesis de inducción

�`IS4 e
0
2 : A1, como se teńıa que �`IS4 e1 : A1 ! A entonces �`IS4 e1e

0
2 : A.

• Si e1 = �x.e3, e2 = v : A1 y u = e1 [v/x] . Como �`IS4�x.e3 : A1 ! A entonces

�, x : A1`IS4e3 : A, por el lema previo podemos concluir que �`IS4 e3 [e2/x] : A.

(OPEN KT 4) Se tiene dos casos:

• Si fue usada la regla (E-OP) para derivar t = open e ! u. La regla afirma que e ! e0

entonces open e ! open e0 de modo que por hipótesis de inducción se cumple que

�`IS4open e0 : A por lo tanto se tiene u = open e0.

• Si t = open (shut e) y e ! u, recordemos que open (shut e) ! e entonces se cumple

que �`IS4 open (shut e) : A por lo tanto se tienen varios casos:

� Si �`IS4 shut e : ⇤A, es decir se hab́ıa aplicado la regla (OPENIS4) pero no se

agregó nada. Como �`IS4 shut e : ⇤A entonces �,�`IS4 e : A, usando el reempla-

zo de candados se puede afirmar que �`IS4 e : A y sabemos que e ! u por lo tanto

�`IS4 u : A.
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� Si � = ⇧,⇧0 y se tiene que ⇧`IS4 shut e : ⇤A entonces ⇧,�`IS4 e : A, aplicando

el reemplazo de candados nuevamente se tiene que ⇧,⇧0`IS4 e : A, como u = e se

puede concluir que ⇧,⇧0`IS4 u : A que es lo que se queŕıa demostrar.

(SHUT) Si t = shut e entonces es trivial pues t ya es un valor.

Teorema 4.12 (Progreso) Si ·`IS4 t : A entonces t es un valor ó existe t0 tal que t ! t0.

Demostración. Por inducción sobre ·`IS4 t : A.

(HYP) Entonces el lema se cumple por vacuidad pues el tipado ·`IS4 x : A no es posible.

(! I) Entonces como t = �x.e el lema se cumple pues t ya es un valor.

(MP·) Como se tiene ·`IS4e1e2: A entonces existe A1 tal que ·`IS4 e1 : A1 ! A y ·`IS4 e2 :

A1, hay tres formas tales que e1e2 ! u pudo ser derivado. Realicemos los tres casos:

• Si u = e01e2 y e1 ! e01. Como ·`IS4 e1 : A1 ! A, por hipótesis de inducción se puede

concluir que ·`IS4 e
0
1: A1 ! A.

• Si u = e1e02 y e2 ! e02. En este caso como ·`IS4 e2 : A1, por hipótesis de inducción

·`IS4 e
0
2 : A1, como se teńıa que ·`IS4 e1 : A1 ! A entonces ·`IS4 e1e

0
2 : A.

• Si e1 = �x.e3, e2 = v : A1 y u = e1 [v/x] . Como ·`IS4�x.e3 : A1 ! A entonces

x : A1`IS4e3 : A, por el lema previo podemos concluir que ·`IS4 e3 [e2/x] : A.

(OPEN KT 4) Si t = open e se tienen dos casos:

• Si la regla (E-OP) fue usada para derivar t = open e ! u. La regla afirma que e ! e0

entonces open e ! open e0 de modo que por hipótesis de inducción se cumple que

·`IS4open e0 : A por lo tanto en efecto existe un t0 = open e0.

• Si ocurrió que t = open (shut e) y e ! t0, recordemos que open (shut e) ! e entonces se

cumple que ·`IS4 open (shut e) : A por lo tanto se tiene que ·`IS4 shut e : ⇤A y por lo

tanto �`IS4 e : A, aplicando el reemplazo de candados podemos eliminar ese candado

y agregar algún contexto que querramos, en particular podemos agregar vaćıo, por lo

tanto ·`IS4 e : A y como t ! t0 entonces ·`IS4 t
0: A.

(SHUT) Si t = shut e entonces t ya es un valor.

Los teoremas de preservación y progreso garantizan la seguridad del lenguaje en el sentido de

que un programa bien tipado y sin variables libres no causará errores de ejecucuión.
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4.2. El lenguaje modal �KT 4

Este cálculo lambda es al igual que la lógica asociada al sistema de secuentes KT 4, propuesta

nuestra. Para este lenguaje se definen los programas de KT 4 de la siguiente manera:

t ::= x | �x.t | tt | open t | shut t

La semántica operacional se define de la siguiente manera para lo cual se seguirá la estrategia

de evaluación de izquierda a derecha y la llamada por valor

t ! t0

tu ! t0u
(E-APP1)

u ! u0

vu ! vu0 (E-APP2)

t ! t0

open t !open t0
(E-OP)

t ! t0

release t ! release t0
(E-REL)

open (shut t) ! t

release (enter t) ! t

enter (shut t) ! t

(�x.r) v ! r [x := v]

Los valores se definen de la siguiente manera:

v ::= �x.t | shut t | release v | enter v

donde v ya es un valor.

Finalmente las reglas para el sistema de tipos estará conformado por las siguientes reglas:

�,x : A,�0`KT 4x : A
� /2�0 (HYP)

�,x : A`S4t : B

�`KT 4�x.t : A ! B
(! I)

�`KT 4t : A ! B �`KT 4u : A

�`KT 4tu : B
(MP+)

�`KT 4 t : ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4open t : A
(OPENKT 4)

�,�`KT 4t : A

�`KT 4shut t : ⇤A

�
K-EXPORTACIÓN

�
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�`KT 4 t : ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4enter t : ⇤A

�
4-IMPORTACIÓN

� �,�`KT 4 t :A

�`KT 4release t : A

�
T-EXPORTACIÓN

�

La regla (OPENKT 4) dice que un programa móvil puede ser importado y su contenido puede

ser recuperado en cualquier punto de la red. Se debe aclarar este paso con ell uso del candado.

La regla
�
4-IMPORTACIÓN

�
dice que un programa móvil puede ser importado sin recuperar

el contenido en cualquier punto de la red. Se debe aclarar este paso con ell uso del candado.

La regla
�
K-EXPORTACIÓN

�
menciona que si se tiene t : A en algún punto de la red donde

además el candado sea el último elemento del contexto entonces es posible encapsular a t

como móvil y dar un paso hacia atrás en la red, lo cual está representado por �.

La regla
�
T-EXPORTACIÓN

�
dice que si se encapsula t : A es un punto arbitrario en la red

es posible concluir que t es código móvil seguro, sin embargo aplicar esta regla te regresa al

punto previo en la red.

Aprovechando que los axiomas 4, T y K tienen pruebas cortas, realizaremos su tipado paso a

paso en el sistema KT 4 que es con el que trabajaremos de aqúı en adelante.

Ejemplo 4.13 (Axioma T) El juicio ·`KT 4⇤A ! A.

1. t : ⇤A`KT 4 t : ⇤A (HYP)

2. t : ⇤A,�`KT 4 open t : A (OPENKT 4) 1

�0 = [·],�00 = [·]
3. t : ⇤A`KT 4 release (open t) : A (T-E) 2

4. ·`KT 4 �t.release (open t) : ⇤A ! A (! I) 3

Ejemplo 4.14 (Axioma 4) El juicio ·`KT 4⇤A ! ⇤⇤A.

1. t : ⇤A`KT 4 t : ⇤A (HYP)

2. t : ⇤A,�`KT 4 enter t : ⇤A (OPENKT 4) 1

�0 = [·],�00 = [·]
3. t : ⇤A,�,�`KT 4 open (enter t) : A (OPENKT 4) 2

�0 = [·],�00 = [·]
4. t : ⇤A,�`KT 4 shut (open (enter t)) : ⇤A (K-E) 3

5. t : ⇤A`KT 4 shut (shut (open (enter t))) : ⇤⇤A (K-E) 4

6. ·`KT 4 �t.shut (shut (open (enter t))) : ⇤A ! ⇤⇤A (! I) 5

Ejemplo 4.15 (Axioma K) El juicio ·`S4⇤ (A ! B)! ⇤A ! ⇤B es derivable.
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1.t : ⇤ (A ! B)`KT 4t : ⇤ (A ! B) (HYP)

2. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A`KT 4u : ⇤A (HYP)

3. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A,�`KT 4open u : A (OPENKT 4) 1

�0 = [·],�00 = [·]
4. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A,�`KT 4open t : A ! B (OPENKT 4) 2

�0 = [·],�00 = [·]
5. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A,�`KT 4 (open t) (open u) : B (MP+) 3,4

6. t : ⇤ (A ! B),u : ⇤A`KT 4shut ((open t) (open u)) : ⇤B (SHUT) 5

9. t : ⇤ (A ! B)`KT 4�u.shut ((open t) (open u)) : ⇤A ! ⇤B (! I) 8

10. ·`KT 4 �t.�u.shut ((open t) (open u)) : ⇤ (A ! B) ! ⇤A ! ⇤B (! I) 9

Veamos algunos de los ejemplos mostrados en las primeras secciones realizando el tipado y la

prueba de ellos en el sistema KT 4.

Ejemplo 4.16 Continuando con el juicio del ejemplo ?? dado por

· `KT 4 ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C))

obtenemos el siguiente tipado:

1. t : ⇤ (A ! B)`KT 4t : ⇤ (A ! B) (HYP)

2. t : ⇤ (A ! B), u : ⇤ (B ! C)`KT 4u : ⇤ (B ! C) (HYP)

3. t : ⇤ (A ! B), u : ⇤ (B ! C), �, v : A`KT 4 v : A (HYP)

4. t, u ,�,v `KT 4 open t : A ! B (OPENKT 4) 1

�0 = [u : ⇤ (B ! C)],�00 = [·]
5. t ,u, �,v `KT 4 open u : B ! C (OPENKT 4) 2

�0 = [·],�00 = [A]

6. t ,u, �,v`KT 4 (open t) (v) : B (MP+) 4,3

7. t ,u, �,v`KT 4 (open u) ((open t) (v)) : C (MP+) 5,6

8. t ,u, �`KT 4 �v.(open u) ((open t) (v)) : A ! C (! I) 7

9. t ,u`KT 4 shut ((open u) ((open t) (v))) : ⇤ (A ! C) (K-E) 8

10. t`KT 4 �u.shut ((open u) ((open t) (v))) : ⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C) (! I) 9

11. ·`KT 4 �t.�u.shut ((open u) ((open t) (v))) : ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C)) (! I) 10
Por lo tanto se concluye que:

·`KT 4 �t.�u.shut ((open u) ((open t) (v))) : ⇤ (A ! B) ! (⇤ (B ! C) ! ⇤ (A ! C))

Ejemplo 4.17 El juicio

·`KT 4 ⇤(A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B)

del ejemplo 1.16.
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·`KT 4 �t.shut (�u.shut ((open (release (enter t))) (open u))) : ⇤ (A ! B) ! ⇤ (⇤A ! ⇤B) .

Ejemplo 4.18 El juicio

· `KT 4 ⇤ (⇤D ! ⇤ (⇤E ! ⇤F ))! ⇤ (⇤E ! ⇤ (⇤D ! ⇤F ))

del ejemplo 1.29.

·`KT 4 �t.shut (�u.shut (�v.shut (release (open ((open ((open t) (v))) (enter (u)))))))

Lema 4.19 (Debilitamiento de variables) Si �,�0`KT 4t : B, entonces �,y : A,�0`KT 4t : B.

Demostración. La prueba se realiza por inducción sobre el término t.

El caso base es cuando t es una variable y tendŕıamos que �,�0`KT 4x : B donde � /2 �0,

podemos entonces agregar una hipótesis mientras no sea un candado, de modo conveniente

se agrega y : A, aśı que concluimos �,y : A,�0`KT 4x : B.

Si t = �x.e tenemos �,�0`KT 4�x.e : B donde B = B1 ! B2, por tanto se sabe que �,�0,x :

B1`KT 4 e :B2, por hipótesis de inducción, �,y : A,�0,x : B1`KT 4e : B2, por último se aplica la

regla (! I) para obtener �,y : A,�0`KT 4�x.e : B1 ! B2, por lo tanto �,y : A,�0`KT 4�x.e : B.

Si t = e1e2 : B, se tiene �,�0`KT 4e1e2 : B, y se sabe que existe B2 tal que �,�0`KT 4 e1 :

B2! B y �,�0`KT 4 e2 : B2, por el caso anterior y el caso base aplicados al primer y

segundo secuente respectivamente, podemos concluir que �,y : A,�0`KT 4 e1 : B2! B y

�,y : A,�0`KT 4 e2 : B2. Como los contextos son iguales es posible aplicar la regla del modus

ponens con lo que se tendŕıa �,y : A,�0`KT 4 e1e2 : B que es lo que se queŕıa concluir.

Si t = open e, como se tiene que �,�0,�,�00`KT 4open t : B, por lo tanto se tienen varios

casos:

• Si �`KT 4 e : ⇤B entonces aplicando la regla (OPENKT 4) debemos agregar y : A,�0 y

el contexto �00 = ·, por lo tanto se puede concluir �,y : A,�0,�`KT 4 open t : B, ahora

aplicamos la regla (T-E) para obtener �,y : A,�0`KT 4 release(shut t) : ⇤B.

• Si �,�0`KT 4 e : ⇤B se puede aplicar la hipótesis de inducción para tener

�, y : A,�0`KT 4 e : ⇤B

y basta aplicar (OPENIS4) agregando el contexto vaćıo para concluir �,y : A,�0`KT 4 open

e : B
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Si t = shut e se tiene que �,�0`IS4shut e : B por lo que B = ⇤B1 de modo que �,�0,�`IS4e :

B1, por hipótesis de inducción se tiene �,y : A,�0,�`IS4e : B1, finalmente se aplica la regla

(K-E) y se tiene lo deseado �,y : A,�0`IS4 shut e : B.

El siguiente lema es una propiedad a la vista en el tercer caṕıtulo cuando se hablaba de la

lógica, aqúı es posible notar que el término cambia.

Lema 4.20 (Debilitamiento generalizado para fórmulas modales)

Si �`KT 4 t : ⇤A entonces �,�0`KT 4 t
0: ⇤A.

Demostración. Por inducción sobre �0.

Si �0 = ·, el resultado es inmediado.

Si �0 = �00 : (u : B), por hipótesis de inducción se tiene que �,�00`KT 4 t : ⇤A y aplicando el

debilitamiento de variables se puede concluir que �,�00, u : B`KT 4 t : ⇤A.

Si �0 = �00 : �, entonces se cumple que �,�00`KT 4 t : ⇤A por lo que es posible aplicar

la regla (OPENKT 4) donde lo más conveniente es agregar sólamente un candado de mo-

do que �,�00,�,�`KT 4 open t : A, ahora es posible aplicar la regla (K-E) para concluir

�,�00,�`KT 4 shut (open) t : ⇤A.

Teorema 4.21 (Preservación de tipos) Si �`KT 4 t : A donde � tiene a lo más un candado, y

t ! t0 entonces �`KT 4 t
0 : A. Excepto cuando t = release r : A, t0 = release r0 y r ! r0 donde se

requiere � /2 �.

Demostración. Por inducción sobre �`KT 4 t : A.

(HYP) Sabemos que x no se reduce, por lo tanto el teorema se cumple.

(! I) Si t = �x.e, como x es un valor entonces no se reduce, de modo que t ! t0 no se

cumple, por vacuidad es válido el lema.

(MP) Si t = e1e2 : B entonces
�`KT 4 e1 : A ! B

�`KT 4 e2 : A

�`KT 4 e1e2 : B

Por lo tanto hay tres casos:

• Si t = e01e2 con e1 ! e01 por hipótesis de inducción se tiene que �`KT 4 e
0
1 : A ! B por

lo tanto �`KT 4 e
0
1e2 : B.
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• Si t0 = e1e02 con e1 un valor y e2 ! e02 entonces por hipótesis de inducción se tiene que

�`KT 4 e
0
2 : A por lo tanto �`KT 4 e1e

0
2 : B.

• Si ocurre que e1 y e2 son valores entonces e1 = �x.r y t0 = r [x := e2] entonces queremos

demostrar que �`KT 4 r [x := e2] : B. Como e1 = �x.r entonces �`KT 4 �x.r : A ! B,

como (! I) es invertible entonces �, x : A`KT 4 r : B, usando el lema de sustitución se

tiene que �`KT 4 r [x := e2] : B.

(OPEN KT 4)
�`KT 4 r : ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4 open r : A

donde t = open r y t ! t0. Entonces se tienen dos casos

• Si t0 = open r0 con r ! r0 entonces por hipótesis de inducción �`KT 4 r
0: ⇤A donde

� /2 �, aplicando la regla (OPENKT 4) se tiene que �,�0,�,�00`KT 4 open r0 : A.

• Si t0 = s con r = shut s, queremos mostrar que �,�0,�,�00`KT 4 s : A donde � /2
�,�0,�00. Tenemos que �`KT 4 shut s : ⇤A, ya que la regla (K-E) es invertible se tiene que

�,�`KT 4s : A, aplicando el debilitamiento para variables se tiene �,�0,�,�00`KT 4 s :

A.

(K-EXPORTACIÓN) Se tiene que

�,�`KT 4 r : A

�`KT 4 shut r : A

como shut r ya es un valor entonces no se reduce, por lo tanto se cumple el teorema.

(4-IMPORTACIÓN) Entonces

�`KT 4 r : ⇤A

�,�0,�,�00`KT 4 enter r : ⇤A

donde t = enter r y t ! t0. Entonces se tienen dos casos

• Si t0 = enter r0 con r ! r0 entonces por hipótesis de inducción �`KT 4 r
0: ⇤A donde

� /2 �, aplicando la regla (4-I) se tiene que �,�0,�,�00`KT 4 enter r0 : ⇤A.

• Si t0 = s con r = shut s, queremos mostrar que �,�0,�,�00`KT 4 s : A donde � /2
�,�0,�00. Tenemos que �`KT 4 shut s : ⇤A, ya que la regla (K-E) es invertible se tiene que

�,�`KT 4s : A, aplicando el debilitamiento para variables se tiene �,�0,�,�00`KT 4 s :

A.

(T-EXPORTACIÓN) Sea t = release r entonces

�,�`KT 4 r : A

�`KT 4 release r : A
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nuevamente hay dos casos:

• Si t = release r0 con r ! r0 entonces �,�`KT 4 r : A, por la hipótesis de induc-

ción se cumple que �,�`KT 4 r
0: A por lo tanto aplicando la regla (T-E) se tiene que

�`KT 4 release r0: A.

• Si t = release(enter r) con t0 = r entonces

�,�`KT 4 enter r: ⇤A

�`KT 4 release (enter r) : ⇤A

de modo que �`KT 4 r : ⇤A.

Teorema 4.22 (Progreso) Si �`KT 4 t : A y t no es de la forma t = release r donde r no es un

valor, entonces t es un valor ó existe t0 tal que t = t0.

Demostración. Por inducción sobre �`KT 4 t : A.

(HYP) El lema se cumple por vacuidad pues �0KT 4 x : A.

(! I) Si �`KT 4 �x.r : A entonces se cumple pues �x.r ya es un valor.

(MP) Sea t = e1e2 entonces
�`KT 4 e1 : A ! B

�`KT 4 e2
�`KT 4 e1e2 : B

por lo que tenemos dos hipótesis de inducción. Como �`KT 4 e1 : A ! B la primera hipótesis

de inducción seŕıa e1 es un valor o e1 ! e01 y como�`KT 4 e2 la segunda hipótesis de inducción

seŕıa e2 es un valor o e2 ! e02, por lo tanto veamos los casos:

• Si e1 es un valor y e2 es un valor entonces e1 = �x.r por lo tanto e1e2 = (�x.r) e2 !
r [x := e2] , de modo que sea t0 = r [x := e2] .

• Si e1 es un valor y e2 ! e02 entonces e1e2 ! e1e02 por lo tanto sea t0 = e1e02.

• Finalmente si e1 ! e01 entonces e1e2 ! e01e2.

(OPEN KT 4) Se tiene que
·`KT 4r: ⇤A

�`KT 4 open r : A

donde t = open r por lo tanto como ·`KT 4r: ⇤A entonces r = shut s con �`KT 4s : A.

Notemos que t = open r = open (shut s) ! s, de modo que sea t0 = s.

(K-EXPORTACIÓN) Si �`KT 4 shut r entonces shut r ya es un valor.
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(4-IMPORTACIÓN) Se tiene que

·`KT 4r: ⇤A

�`KT 4 enter r : A

Como ·`KT 4r: ⇤A entonces r = shut s con �`KT 4 s : A. Notemos que t = enter r = enter

(shut s) ! s, por lo tanto sea t0 = s.

Este cálculo lambda no se comporta tan bien pues los teoremas de preservación y progreso tie-

nen restricciones, esto se debe en gran medida al candado. Sin embargo se mostrará a continuación

una equivalencia con el cálculo de Clouston.

4.3. Equivalencia de los lenguajes modales

4.3.1. �IS4 =) �KT 4

Dado un término en IS4 es necesario probar que existe un término en KT 4, algunas reglas

no representan ningún problema pues son iguales e incluso pudiera pensarse que no hay nada que

hacer en esta sección pues las reglas de IS4 son un fragmento de las reglas del sistema KT 4, sin

embargo la regla (OPENIS4) es distinta a (OPENKT 4) ya que en una se agregó lo que sea pudiendo

ser vaćıo dicho contexto agregado y en otra forzosamente se agregó un candado, por tanto es

necesario escribir con cuidado la traducción en este caso.

Lema 4.23 Si �`IS4 t : A entonces 1�`KT 4
bt : A.

Demostración. Por inducción sobre el término t.

Si t = x entonces �`IS4 x : A por lo tanto t = bt.

Si t = �x.e entonces �`IS4 �x.e : A de modo que A = A1 ! A2, por lo tanto se sabe

�, x : A1`IS4 e : A2, por hipótesis de inducción se tendŕıa �, x : A1`KT 4 e : A2 y al descargar

se puede concluir �`KT 4 �x.e : A por lo tanto t = bt.

Si t = e1e2 entonces �`IS4 e1e2: A por lo que existe e2 : A1 y se sabe que �`IS4 e1 : A1 ! A

y �`IS4 e2 : A1, por hipótesis de inducción �`KT 4 e1 : A1 ! A y �`KT4 e2 : A1 y aplicando

la regla se tiene �`KT 4 e1e2: A por lo tanto t = bt..

Si t = open e entonces �F`IS4 open e : A donde �F = �,�0 y se sabe que �`IS4 e

: ⇤A de modo que �`KT 4 e : ⇤A, ahora al aplicar la regla (K-IMPORTACIÓN) de KT 4

se tendŕıa �,�0,�,�00`KT 4 open e : A con �00 = [·], de aqúı es posible aplicar la regla

1Para hacer una distinción entre los términos de IS4 y los términos de KT 4, se denotará a los términos de KT 4

con un gorro de la siguiente manera bt.
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(T-EXPORTACIÓN) para obtener �,�0`KT 4 relsease (open e) : A, recordemos que release

(open t) ! t por tanto �F`KT 4e : A, de modo que si t = open e entonces

bt = release (open e) ! e.

Si t = shut e entonces �`IS4 shut e : A y A = ⇤A1, de modo que se sabe que �,�`IS4

e : A1, por hipótesis de inducción se tiene que �,�`KT 4 e : A1 y aplicando la regla�
K-EXPORTACIÓN

�
se puede concluir que �`KT 4 shut e : A por lo tanto t = bt.

Por lo tanto se tiene que c(·) : IS4 ! KT 4 donde

bx = x
d�x.e = �x.be
brs = brbs

\open t = open bt
\shut t = shut bt

Como todos los casos son homomorfos de hecho se tiene que bt = t.

4.3.2. �KT 4 ) �IS4

Nuevamente en esta prueba se tienen algunos casos sencillos ya que algunas reglas coinciden.

Lema 4.24 Si �`KT 4 t : A entonces 2�`IS4t
# : A.

Demostración. Por inducción sobre el término t.

Si t = x entonces �`KT 4 x : A, por lo tanto t = t#.

Si t = �x.e entonces �`KT 4 �x.e : A de modo que A = A1 ! A2, por lo tanto se sabe

�, x : A1`KT 4 e : A2, por hipótesis de inducción se tendŕıa �, x : A1`IS4 e : A2 y al descargar

se puede concluir �`IS4 �x.e : A por lo tanto t = bt.

Si t = e1e2 entonces �`KT 4 e1e2: A por lo que existe e2 : A1 y se sabe que �`KT 4 e1 : A1 ! A

y �`KT 4 e2 : A1, por hipótesis de inducción �`IS4 e1 : A1 ! A y �`IS4 e2 : A1 y aplicando

la regla se tiene �`IS4 e1e2: A por lo tanto t = bt.

Si t = open e se tiene que �,�0�,�00`KT 4open t : A de modo que se sabe �`KT 4 t : ⇤A, por

hipótesis de inducción se tiene que �`IS4t : ⇤A, aplicando la regla (OPENKT 4) se tiene que

podemos agregar contexto a cambio de retirar el prefijo box, por tanto podemos concluir

�,�0�,�00`IS4 open t : A.

2Para hacer una distinción entre los términos de KT 4 y los términos de IS4, se denotará a los términos de IS4

con un #.

X. Estrada 76



4.3. Equivalencia de los lenguajes modales

Si t = shut e entonces �`KT 4 shut e : A y A = ⇤A1, de modo que se sabe que �,�`KT 4

e : A1, por hipótesis de inducción se tiene que �,�`IS4 e : A1 y aplicando la regla�
K-EXPORTACIÓN

�
se puede concluir que �`IS4 shut e : A por lo tanto t = bt.

Si t = enter e entonces se tiene �,�0�,�00`KT 4enter t : ⇤A por lo que se sabe que �`KT 4

t : ⇤A, por hipótesis de inducción se tiene �`IS4t : ⇤A por lo que podemos aplicar la regla

(OPENKT 4) agregando �0,�,�00,� para obtener �,�0�,�00,�`IS4 open t : A y finalmente

aplicar la regla
�
K-EXPORTACIÓN

�
para concluir �,�0�,�00`IS4 shut(open t) : A por lo

tanto si t = enter e entonces t# = shut(open t).

Si t = release e entonces �`KT 4 release e : A donde se sabe que �,�`KT 4 e : A, por hipótesis

de inducción se tiene que �,�`IS4 e : A, aplicando la regla
�
K-EXPORTACIÓN

�
se obtiene

�`IS4shut e : ⇤A, ahora basta aplicar la regla (OPENKT 4) agregando �0 = [·] para concluir

�`IS4 open(shut e) : ⇤A, de modo que si t = release e entonces t# = open (shut e) .

Por lo tanto se tiene (·)# = KT 4 ! IS4 donde

x# = x

(�x.e)# = �x.e#

(rs)# = r#s#

(open t)# = open t#

(shut t)# = shut t#

(release t)# = t#

(enter t)# = shut
�
open t#

�

Para cerrar este trabajo veamos el siguiente teorema que resume la traducción de términos que

es necesario realizar.

Teorema 4.25 Dado t en IS4 existe bt en KT 4 tal que

Si r !IS4 s entonces br !+
KT 4

bs

y viceversa, dado t en KT 4 existe t# en IS4 tal que

Si r !KT 4 s entonces r# !+
IS4

s#.

Demostración. Esta prueba se divide en dos partes, en ambas es necesario analizar con mayor

cuidado las reglas que son distintas.
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Dado t en IS4, sólo hay una regla que es distinta, la regla (OPENIS4) por tanto nos centra-

remos en ella.

• Si r 6= open e entonces t = bt.

• Si r = open e y es tal que r !IS4 s se sabe que e ! s1 por la regla (E-OP) se tiene que

open e ! open s1 por lo tanto sea br = release (open e), por las reglas de la semántica

operacional sabemos que release (open e) ! e por lo tanto en realidad br = e.

Dado t en KT 4 se tiene tres reglas importantes a verificar los casos open, release y enter.

• Si r 6= open e, r 6= release e ó r 6= enter e etnonces t = t#.

• Si r = open e, como r !KT 4 s se sabe por la regla (E-OP) que open e ! open s1
entonces sea r# = open e y s# = open s1

• Si r = release e tal que r !KT 4 s entonces se sabe que e ! s1 por la regla (E-RE) se

tiene que release e ! release s1 con s1 en KT 4 por lo tanto sea r# = open(shut(e)) y

s# = open(shut(s1)) en IS4.

• Si r = enter e tal que r !KT 4 s entonces se sabe que e ! s1 por la regla (E-EN) se

tiene que enter e ! enter s1 con s1 en KT 4 por lo tanto sea r# = shut(open(e)) y

s# = shut(open(s1)).

Podemos concluir remarcando que la equivalencia es a dos niveles, en el tipado con los lemas

4.24, 4.23 y en el mecanismo de evaluación del teorema 4.25.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

La meta principal de este trabajo es ofrecer una prueba de que el sistema IS4 es equivalente

al sistema de deducción natural modal propuesto por Ranald Clouson, para ello fue necesario

aclarar las reglas para la deducción natural modal. En un principio se evitó trabajar con la gran

cantidad de definiciones que surgen como la de intervalo modal, intervalo ordinario ó el grado

de una fórmula, pues se buscaba que la prueba fuera intuitiva. Sin embargo uno de los mayores

problemas es que era mucho más complicado escribir una prueba de lo que se queŕıa si sólo se

usaba la intuición pues se depend́ıa por completo de la intuición gráfica, la cual no abarca todos

los casos, por ello se introdujeron todos los conceptos ya mencionados y se adaptaron de modo

que funcionaran acorde a lo que se buscaba.

En el segundo caṕıtulo se discutieron las reglas del sistema IS4 y se observó en repetidas

ocasiones que la regla (OPENIS4) es demasiado liberal, lo cual dif́ıcilmente captura la esencia del

sistema de deducción natural modal, sin embargo se dedicó todo el segundo caṕıtulo a probar las

reglas que el sistema permite y las versiones débiles de muchas que no permite en su presentación

usual. También se introdujeron las tácticas de las pruebas bidireccionales, mismas que ayudaron en

el resto del trabajo a probar cada uno de los secuentes. Como ya se mencionó, la regla (OPENIS4)

por śı sola no deja ver cómo se relaciona el sistema IS4 con el sistema de deducción natural, aśı que

fue necesario introducir un nuevo sistema. El tercer caṕıtulo está dedicado a presentar y discutir

porqué el sistema KT 4 es un mejor sistema para el objetivo de este trabajo. Se mostraron reglas

que se adecúan mejor y también fueron aclaradas las reglas lógicas y estructurales con las que

cuenta. Por último se ofrece una prueba de que el sistema KT 4 y el sistema IS4 son equivalentes

y concluye con la tan esperada equivalencia usando todas las definiciones del primer caṕıtulo y el

sistema KT 4. La prueba está dividida en dos partes. En la primera parte se considera un secuente

y se supone que se tiene una prueba con la deducción natural y con ella se rescata una prueba en el

sistema KT 4 y en la segunda parte se supone que tiene una derivación para un secuente y con ello

se rescata la prueba en deducción natural modal. Para lograr esta equivalencia de forma óptima
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se tuvo que echar mano de una noción de prueba y pseudoprueba en el estilo Fitch definida como

una estructura matemática precisa que captura de manera concisa el razonamiento diagramático

usual.

Finalmente en el cuarto caṕıtulo se explora en qué sentido los sistemas de cálculo lambda

correspondientes a IS4 y KT 4, considerados como lenguajes de programación, son equivalentes.

Se aclara el significado de cada una de las reglas ahora desde un punto de vista al nivel del cálculo �

y teniendo en mente el cómputo. También se prueban para ambos sistemas propiedades relevantes

como el progreso y la preservación de tipos.

5.2. Trabajo a futuro

Finalmente, mencionamos algunas cuestiones para trabajo futuro. Uno de los objetivos iniciales

de este proyecto era la formalización en COQ de la equivalencia del sistema IS4 y el sistema

de deducción natural modal. Esta formalización ya no se llevó a cabo debido a que el estudio

detallado de los sistemas lógicos nos tomó más tiempo del previsto debido a la gran cantidad de

detalles ausentes en el trabajo de Clouston que hubo que determinar, sin embargo pensando en

la formalización en COQ es muy útil haber usado la definición técnica de derivación en DN pues

el razonamiento diagramático no puede implementarse directamente. La búsqueda y diseño de

diversos ejemplos nos interesa pues pensamos en el uso práctico de los formalismos propuestos en

la verificación y desarrollo de especificaciones y programas que involucran tipos modales.

Otro tema de interés consiste en estudiar a profundidad el cálculo �KT 4 de modo que las

restricciones en los teoremas de preservación de tipos y progreso puedan ser eliminados. Esto va

a requerir del estudio de distintas reglas de reducción, como la ⌘-reducción o expansión entre

los operadores shut, open, release y enter las cuales son claras al nivel categórico discutido por

Clouston pero no al nivel de semánticas operacionales de lenguajes de programación. Finalmente

nos interesa conectar a los sistemas aqúı propuestos con otros sistemas para la lógica modal S4,

en particular con contextos duales estudiados en [7] y [6].
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active proof-search for constructive search for constructive modal necessity. Electronic Notes

in Theoretical Computer Science, 354:107-127, 2020.

[8] von Plato, J. (2014). Elements of logical reasoning. Cambridge University Press.

[9] Kavvos, G. A. (2016). The many worlds of Modal �� Calculi: I. Curry Howard for necessity,

possibility and time.

[10] Limin Jia, David Walker, (2003). Modal proofs as distribuited programms. 13th European

Symposium on Programming.
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