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Introduccion

Para entender el concepto de logica modal se necesita mencionar brevemente el concepto de
modalidades. Una expresion u operador modal se usa para caracterizar la verdad de un juicio
o una actitud proposicional. El término légica modal es utilizado para referirse a cada uno de
los miembros de una familia de logicas que comparten reglas de inferencia y que capturan el
comportamiento de algiin grupo de operadores modales. Los primeros operadores modales fueron
introducidos para resolver los problemas de la implicacién y para obtener logicas que pudieran
expresar la necesidad y posibilidad. De manera mas precisa una légica modal es un sistema formal
que intenta capturar el comportamiento deductivo de distintas intepretaciones de las expresio-
nes “es necesario” y “es posible”. Esto abrié camino a diferentes logicas. La légica temporal se
presenta con las modalidades “eventualmente”. La logica alética con modalidades de necesidad y
posibilidad. La logica dedntica permite modalidades como “se permite” o “es obligatorio”. En la
logica epistémica se hace uno de modalidades como “se sabe que”, ya sea para un agente o grupos
de agentes. La notacién que se ocupard en este trabajo es tomar alguna féormula ¢ de la légica
proposicional y anteponer el simbolo [, de modo que el significado de Uy se traduce como “La
proposicién ¢ es necesaria” o simplemente “p es necesaria”. Dentro de la légica modal también
se trabajo la nocién de posibilidad, cuya notacion corresponde a anteponer el simbolo de ¢ a la
proposicion y el significado es “La proposicion ¢ es posible”, sin embargo en este trabajo sélo
nos enfocaremos en el significado de necesidad. Finalmente, aunque las logicas modales son por lo
general extensiones de la légica clasica, en este trabajo se hablard de la l6gica modal constructiva
0 mas precisamente minimal, es decir, sin negacion.

Existen diferentes concepciones formales de la légica como la sintdctica, la semantica y la
estructural. La primera es la que constituye lo que se conoce como teoria de la demostracion,
la segunda conforma la teoria de modelos y la tercera es un enfoque que pretende caracterizar
un sistema formal por medios de las reglas estructurales que cumplen. Este ultimo enfoque esta
inspirado en los trabajos de consecuencia logica de Tarski y aquellos sobre deduccién natural de
Gentzen.

La deduccién natural fue introducida por Gerhard Gentzen con la motivacién de capturar
formalmente la estructura logica que tienen las argumentaciones deductivas que se llevan a cabo
en el razonamiento que se realiza en las demostraciones matematicas. Esta es usada para intentar
probar que un razonamiento es correcto, lo cual formalmente se traduce en verificar la validez de
un secuente. Si uno dice “En verano hace calor, y ahora es verano, entonces ahora hace calor”, en
este caso es posible verificar la validez del enunciado. Sin embargo, esto no es siempre tan sencillo,



consideremos el siguiente enunciado: “Si repruebas una materia, debes recursarla. Y si no estudias
entonces repruebas. Ahora supon que no estds recursando. Entonces o estudias o estas recursando
o ambas”. Este razonamiento no es tan sencillo de verificar, sin embargo es valido y puede ser
probado con deduccién natural.

Por otra parte el calculo lambda ha sido empleado como fundamento conceptual de los lengua-
jes de programacién, aportando una sintaxis basica, una semantica para el concepto de funcion
como proceso de transformacién de argumentos en resultados y un medio para definir primitivas
de programacion, el calculo lambda tiene por objeto hacer explicito el concepto de computo que
representa el empleo de funciones como medio de transformaciéon de argumentos en resultados.
En particular nos interesan los calculos lambdas con tipos modales obtenidos a partir de las 16gi-
cas modales mediante la bien conocida correspondencia de Curry-Howard, que relaciona sistemas
formales de tipos para algunos modelos de computacion con ciertos sistemas formales de demos-
tracion. Esta correspondencia se divide en dos, la primera de ellas esta al nivel de las formulas y
tipos y la segunda al nivel de demostraciones y programas.

El articulo central que constituye el punto de origen de esta tesis es presentado por Clouston en
2], que desarrolla un calculo lambda modal que se afirma captura el estilo de Fitch de la deduccién
natural. Sin embargo esta afirmacion no se demuestra en dicho articulo por lo que nos propusimos
aqui desarrollar toda la maquinaria necesaria para su demostracion formal.

A grandes rasgos el estilo Fitch es un sistema de deduccién natural diagramético que emplea
un concepto de prueba subordinada para la implicacién, sin embargo para la légica modal es
necesario extender las reglas diagramaticas de Fitch para poder aplicarlas a férmulas que involucren
operadores modales y no existe un consenso sobre cémo hacer esto, por lo que hay diversos sistemas
para las logicas modales, los cuales usan distintos conceptos de prueba subordinada modal. El
célculo lambda de Clouston presenta un elemento ajeno a lo usual, un candado s'que es usado
para representar el hecho de que se ha abierto una prueba modal subordinada. Supongamos que se
tiene una formula [JA, entonces podemos abrir una prueba estrictamente subordinada en la cual
eliminamos el operador [] para obtener la premisa A, sin embargo el costo de hacer eso es que se
agrega un candado para dejar huella de lo que se ha realizado. El célculo de Clouston, llamado
aqui Azs, fue desarrollado principalmente para estudiar ciertos aspectos seménticos de la légica
modal en el ambito de la teoria de las categorias, por lo que la logica detras de €l no fue estudiada
a detalle, cosa que hacemos en este trabajo. Si bien nuestro propdsito incial era estudiar mas a
detalle la expresividad y aplicaciones de este calculo lambda, sobre todo al cémputo distribuido,
en las lineas de [10], [13] y [12], el estudio de la légica subyacente nos llevé a desarrollar detalles
importantes de forma que la equivalencia de lenguajes modales (célculos lambda propotipicos) se
trata sélo de manera técnica en nuestro ultimo capitulo.

De cualquier forma la contribucién y relevancia de este trabajo recae en la posibilidad de la
equivalencia de algunos formalismos, en lo que respecta a su expresividad, mediante el desarro-
llo de especificaciones y programas no triviales que involucren operadores modales, en este caso,
mostrar la equivalencia de ciertos lenguajes. Por ello este trabajo es relevante no solo para la inves-
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tigaciéon en lenguajes de programacion sino para el desarrollo e inclusién de nuevas metodologias
de programacién en prototipos reales como el lenguaje M L5 para programas distribuidos.

Este trabajo se centra en dar una equivalencia detallada entre el sistema de deduccion natural
al estilo Fitch y el sistema del cdlculo de secuentes ZS, para la légica modal constructiva Sy,
ademas de explorar también la equivalencia de los lenguajes de programacion asociados bajo la
correspondencia Curry-Howard.

El trabajo se divide en cinco capitulos. Dado que la mayoria de las cosas en este trabajo tienen
que ver con la deduccién natural y como ya se dijo, se sabe que hay variantes de este modo de
realizar las pruebas, se dedica el primer capitulo a establecer las reglas para la deduccion natural
que se usaran. Mientras que en la deduccion natural proposicional existen reglas bien conocidas y
ya establecidas para realizar pruebas, que quiza tengan algunas variantes, pero que en esencia son
las mismas reglas, se tiene que en la deduccién natural modal no existe un inico sistema de reglas,
pues las variantes que se pueden encontrar difieren considerablemente y afectan al modo en que
uno ha de realizar la prueba, por ello también se presentara el sistema de pruebas subordinado
para la logica modal con el cual se trabajara y con el cual se realizara la equivalencia. Cabe resaltar
que en este capitulo fue necesario introducir no solo las reglas graficamente, sino dar una definicion
formal de prueba para no depender de la intuicién visual, estas definciones fueron presentadas por
Van Westrhenen en [16] y si bien pueden resultar engorrosas son de considerable utilidad para
escribir la equivalencia sin ambigiiedades.

En el segundo capitulo se discuten a detalle las reglas del sistema de secuentes ZS,. Es im-
portante resaltar que el candado evita que gran parte de las reglas estructurales sean vélidas por
lo que se probara en la segunda seccion que se esta trabajando con una logica subestructural, de
igual manera se iran descubriendo las problematicas que causa el candado. En la tercera seccién
se presenta de manera formal el concepto de prueba bidireccional. Existen sistemas de secuentes
en los que hacer un razonamiento “hacia atras” nos da una prueba hacia adelante, esto no ocurre
en este sistema, sin embargo hay informacion muy importante que se obtiene a través de este
procedimiento y que facilitara el realizar los ejemplos.

Por razones que se discutiran a lo largo del trabajo en el tercer capitulo serd necesario in-
troducir un nuevo sistema de secuentes, el sistema KT 4. Este sistema propone reglas mas finas
que permitiran escribir la equivalencia de forma mucho maés clara, por ello todo el tercer capitulo
estara dedicado a la discusion de las reglas, asi como a enunciar las propiedades con las que cuenta,
también seran realizados todos los ejemplos con los que se trabajé en los capitulos anteriores. Ya
se menciono que el objetivo central de este trabajo es probar la equivalencia entre el sistema de se-
cuentes ZS, y el sistema de deduccién natural modal, por lo que este capitulo concluye mostrando
una primera equivalencia al nivel de la lgica entre el sistema ZS, y el sistema KT .

En el cuarto capitulo se hablard de ambos sistemas logicos pero al nivel de calculo lambda
como prototipos de lenguajes de programacion y se explorard la equivalencia de los sistemas Azg,
y Axr,. Como es de esperarse los resultados no seran tan directos como en la légica debido a

la presencia no sélo de las especificaciones (férmulas o tipos) sino de los programas (términos
lambda).

X. Estrada VII



Por ultimo en el quinto capitulo se discuten las conclusiones y se menciona el trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Deduccién Natural para Léogica Modal

Cuando se habla de sistemas de deduccion natural para la l6gica proposicional y de predica-
dos, éstos suelen tener reglas con quizd algunas variantes, sin embargo, en esencia son lo mismo.
Dichos sistemas suelen ser presentados en dos estilos, el estilo Prawitz, que hace uso de arboles
para presentar las pruebas y el estilo Fitch que tiene pruebas lineales donde cada renglén es una
hipétesis, un supuesto o el resultado de alguna de las reglas de inferencia. Uno de los problemas
que se presentaron al querer dar la equivalencia entre el sistema ZS, y el de deduccién natural
para la légica modal es que existen muchos sistemas de deducciéon natural modal, pero a diferencia
de la logica proposicional, las variantes si representan un cambio representativo en el modo que
se debe trabajar, por ello es necesario explicar las reglas que seran usadas en este trabajo. Para
hablar de reglas de deduccién natural que se puedan usar en la légica modal se debe comenzar
primero por hablar de las reglas que se usan en la légica no modal y después extender esta idea
para introducir las nuevas reglas. Comencemos por mencionar que en este trabajo se hara una
diferencia entre hipdtesis y supuesto. Las hipotesis pertenecen a la prueba principal y seran co-
locadas siempre al incio de una prueba, los supuestos son premisas temporales que se necesitan
para probar algo y no pertenecen a la prueba principal. La deduccién proposicional al estilo Fitch
se centra en una construccion conocida como “prueba subordinada”. Esta consiste en escribir una
prueba como parte de otra prueba. Por ejemplo, para probar A — B se comienza una nueva
prueba asumiendo A y termina cuando concluimos B, al hecho de iniciar una prueba asumiendo
A es a lo que llamaremos comenzar con una prueba subordinada. Cuando se concluye la prueba
subordinada se agrega A — B a la prueba principal. Esta es la primera regla para la deduccion
natural y graficamente ésto se ve del siguiente modo:



Se puede observar que el uso de la férmula A fue necesario para probar A — B, no como una
hipétesis general de la prueba, aqui recae la diferencia entre hipdtesis y supuestos. A la féormula
A que inicia una prueba subordinada se le llamara supuesto y cada vez que se use un supuesto
se iniciara una prueba subordinada, mientras que las hipotesis estan dadas desde el inicio de la
prueba.

En la representacién grafica, las pruebas subordinadas estan posicionadas a la derecha de la
prueba principal, es decir, a la derecha de la prueba de la cual son subordinadas. El supuesto que
se encuentre mas arriba dentro del nuevo nivel de la sangria, en este caso A, es el supuesto de la
prueba subordinada. La sangria sera usada para indicar que el supuesto A se conserva a lo largo
de toda la prueba subordinada. Para hacer graficamente visible que se ha iniciado una prueba
subordinada se usara una linea a lo largo de la prueba subordinada. Esto ayudara de manera
importante cuando introduzcamos las reglas para la deduccion natural modal.

La siguiente regla es el modus ponens, la cual es enunciada normalmente del siguiente modo:

(MP)

Hay que mencionar que con todo rigor ésta no es la unica forma de usar la regla, graficamente
pareciera que es necesario que aparezca primero A — B, en algiin momento posterior aparezca A
lo cual no es cierto, el orden puede cambiar y se puede aplicar la regla, por lo tanto ésta debe ser
enunciada como sigue:

A

: (MP)

A— B

B
Este tultimo fue un detalle que quiza se podria considerar como exagerado, sin embargo ya entrando
en detalles, no es tan exagerado notar que sigue habiendo huecos en ambas presentaciones de la
regla, pues graficamente se esta diciendo que es necesario que las formulas con las cuales se va a
aplicar el Modus Ponens se encuentren al mismo nivel, es decir, que si se cumplia A y después fue
abierta una prueba subordinada tal que se pueda concluir a A — B entonces de entrada pareciera
que no es posible aplicar el Modus Ponens, lo cual tampoco es cierto. Si bien ésta es una de las
diferencias en que los sistemas de deduccién natural no terminan de ponerse de acuerdo, no hay
razén para pensar que es necesario aplicar algin tipo de reiteraciéon a fin de que ambas férmulas
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se encuentren al mismo nivel, por tanto es valido lo siguiente

A

: (MP)

A— B

B

y lo siguiente

A— B
: MP
P
B

Quiza se empiece a sospechar que presentar las reglas de modo grafico no sea lo més conveniente,
recordemos que se pretende dar una equivalencia y depender de reglas cuya presentacion es grafica
nos va a permitir escribir con toda la formalidad posible la prueba de dicha equivalencia, por ello
después de presentar todas las reglas de un modo gréfico, nos ayudaremos de la intuicién visual
para dar definiciones de cada una de ellas. Veamos mientras tanto algunos ejemplos de lo que es
posible realizar con las reglas que hemos presentado.

Ejemplo 1.1 F(A—-0B—-(C)—-0B—-A—C

1LA—-0B—C (SUP)
2. 0B (SUP)
3. A (SUP)
4.0B—C (MP) 1,3
5.C (MP) 4,2
6. A—=C (—1) 3,5
7.0B—-A—-C (—1) 2,6
8. A-0B—-C)—-0OB—-A—-C (=1 1,7
Ejemplo 1.2 - (P - (Q - R)) - (P — Q) — (P — R)
1.P—(Q — R) (SuP)
2.P—>Q (Sup)
3. P (SuP)
4. Q (MP) 4,3
50— R (MP) 1,3
6. R (MP) 5,4
7.P—R (—1) 3,6
8. (P—Q)— (P—R) (—1)27
9.9P-(Q—-R) - (P—-Q) - (P—R) (—=1)18
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1.1. Deduccién Natural para la Légica Modal

1.1. Deducciéon Natural para la Légica Modal

Para extender este concepto a la légica modal es necesario agregar un nuevo tipo de prueba
subordinada, la cual llamaremos prueba estrictamente subordinada. Estas se diferencian de
las pruebas subordinadas por dos cosas:

= Una prueba estrictamente subordinada puede ser inciada en cualquier punto de la prueba,
no requiere un supuesto.

» Una prueba estrictamente subordinada estard indicada por un s al inicio de la prueba.

Ahora se puede comenzar a hablar de las reglas que se usaran para realizar una prueba cuando
hay férmulas modales involucradas. Las pruebas estrictamente subordinadas pueden ser escritas
como parte de otra prueba de modo que puede haber una cantidad arbitraria de anidamientos de
pruebas subordinadas y estrictamente subordinadas. Comencemos con la primera regla.

» K-IMPORTACION. Una férmula A puede ocurrir en una prueba estrictamente subordi-
nada si [JA ocurre en algin momento previo de la prueba subordinada, lo cual graficamente
se puede ver de la siguiente manera:

A

[ (K-IMPORTACION)

Notacion 1.3 Para abreviar el nombre de la formula normalmente se le denotard simplemente
por (K-I).

Observaciéon 1.4 Una de las diferencias que se pueden encontrar en los diferentes sistemas de
deduccion natural modal es que en algunos se exige que la formula A sea introducida inmediata-
mente después de haber iniciado una prueba estrictamente subordinada, sin embargo en este caso
como bien lo indican los puntos suspensivos, eso no serd necesario.

Observaciéon 1.5 Una vez dada esta definicion el lector se puede preguntar si es posible realizar
el modus ponens de dos formulas cuando una se encuentra fuera de la prueba estrictamente su-
bordinada, la respuesta es que no es posible, pero dejaremos esos detalles para cuando se dé una
defincion formal.

De modo un tanto andlogo se presenta una regla para indicar el procedimiento opuesto.

X. Estrada 4



1.1. Deduccién Natural para la Légica Modal

» K-EXPORTACION. Si una férmula A aparece dentro de una prueba estrictamente subordi-
nada entonces [JA puede ocurrir inmediatamente después de concluir la prueba subordinada.

(K-EXPORTACION)

Notacién 1.6 Para abreviar el nombre de la formula normalmente se le denotard simplemente
por (K-E).

Con estas dos nuevas reglas podemos hacer la prueba de uno de los axiomas.

Ejemplo 1.7 (Azioma K)+O(A — B) — (DA — OB).

1. OA—B) (SUP)
2.0A (SUP)
|
3. A— B (K-1) 1
4. A (K-1) 2
5. B (MP) 3,4
6. OB (K-E) 5
7.0A — OB (—1)26
8. J(A— B)— (0A—0OB) (—1) 1,7

s 4-IMPORT. Una férmula modal [JA puede aparecer en una prueba estrictamente subordi-
nada si ya ocurria en algin paso anterior.

A

\i_‘ (4-IMPORT)

A

Notacién 1.8 Para abreviar el nombre de la formula normalmente se le denotard simplemente
por (4-I) .
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1.1. Deduccién Natural para la Légica Modal

Observacion 1.9 Asi como ocurria en la regla (K-I), no hay ninguna restriccion respecto a im-

portar formulas incluso si en el camino fue abierta alguna o algunas pruebas subordinadas o es-
trictamente subordinadas.

Esta regla nos permite probar el axioma 4.

Ejemplo 1.10 (Azioma 4)+ OA — OOA.

1. 0A (SUP)
[ |

2. TA (4-1) 1
il

3. A (K-I) 2

4. 0A (K-E) 3

5. O0A (K-E) 4

6.0A 004 (—=1)15

Por tltimo se presenta la regla T-EXPORTACION.

» T-EXPORTACION Una férmula que se encuentre en una prueba estrictamente subordi-
nada puede ser extraida como conlusion de ella sin ser modificada.

ol

:4 (T-EXPORTACION)

A
Notacién 1.11 Para abreviar el nombre de la formula normalmente se le denotard simplemente
por (T-E) .
Como posiblemente el lector lo intuye ahora podemos dar una prueba del axioma T.

Ejemplo 1.12 (Azioma T)+ OA — A.

1. 0A (SUP)
0l

2. A (K-1) 1

3. A (T-E) 2

4 0A-A (=113
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1.2. Pruebas Formales

Hasta ahora hemos ilustrado todas las reglas y hecho las observaciones necesarias e incluso
realizado algunos ejemplos, sin embargo todas ellas carecen por ahora de una definicién formal.
Como ya se mencioné es necesario formalizar el concepto de prueba y todas las reglas pues esto
ayudara a escribir la equivalencia sin ambigiiedades. A continuacién se presenta una definicion
formal del sistema de deduccion natural al estilo Fitch para la légica modal. El sistema sera
presentado en términos de esquema de prueba e intervalos.

Definicién 1.13 Se define como PROP al conjunto de formulas proposicionales modales bien
fundadas.

Definicién 1.14 Un esquema de prueba es una estructura matemdtica que consiste en:

1. Un intervalo D = [1,n], donde D C N
2. Una funcion F : D — PROP

3. Una coleccion I de subintervalos de D tal que para cada intervalo [i, j] € I se tiene que i < j
y para cada par de intervalos distintos [i, ], [k,l] € I se tiene que

a) i <k<l<jod,

b) k<i<j<Ilg,

c) li,jlNk 1] =2.
La coleccion 1 de subintervalos es la union de dos subcolecciones disjuntas a las que
llamaremos H y M las cuales definiremos de la siguiente manera:
La coleccion H estard conformada por intevalos asociados a supuestos. Si D ¢ H,

entonces D serd llamado el intervalo nulo. Si [k,l] € H entonces la formula F (k) serd
llamada el supuesto del intervalo [k,1].

La coleccion M serd aquella conformada por intervalos modales. D no puede ser un ele-
mento de M. Si [k,l] € M entonces la formula F (k) no es necesariamente un supuesto

de [k,1].

Notacién 1.15 A la formula F(i), es decir, la formula que se encuentre en el i—ésimo renglon
se le denotard como Fj.

Es necesario mencionar que la definicién de esquema de prueba no es usual y puede resultar
engorrosa para algo que es visualmente intuititvo, sin embargo es necesaria pues es la tinica forma
de formalizar el concepto de deduccion natural sin depender “demasiado” de la intuicién visual,
la cual normalmente resulta ambigua y no permite dejar en claro las reglas.

Antes de ver un ejemplo, es necesario hacer algunas observaciones respecto a la definicién. En la
deduccion natural al estilo Fitch para légica no modal ocurre que I = H, es decir, todo subintervalo
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1.2. Pruebas Formales

ordinario estd introducido por un supuesto. En logica modal la presencia de un intervalo modal en
el esquema no requiere que se haya hecho un supuesto y por tanto la primera férmula que aparece
en el intervalo no es necesariamente un supuesto.

Otra diferencia es que un intervalo modal no puede ser el primer intervalo del esquema de
prueba, el esquema sélo se considera como una derivacién cuando todos los intervalos modales han
sido cerrados. En un esquema de prueba los intervalos modales pueden ser reconocidos por el s’
con que se inician.

Veamos un ejemplo para esclarecer todo lo dicho en la definicién. Usaremos un ejemplo que
veremos varias veces a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 1.16 El ejemplo -+ O (A — B) — O (0OA — OB).

1.0(A— B) (SUP)
£l
2. 0A (Sup)
3
3. A (K-1) 2
4. A— B (K-1) 1
5. B (MP) 4,3
6. LB (K-E) 5
7.0JA — 0B (—1) 2,6
8. 0(OA — OB) (K-E) 7
9.0(A— B)—»0O(0OA—0OB) (—1) 18
En este ejemplo tenemos que D = [1,9]. Los subintervalos por los que estd conformada la

prueba son Hy = [1,8], Hy = [2,6], My = [2,7] y My = [3,5] donde H; y Hy € Hy M; y My € M.
Es posible apreciar algunas cosas ya mencionadas, por ejemplo, que en F; se tiene que [JA es un
supuesto, de hecho es el supuesto del intervalo H, mientras que en Fj se tiene que la férmula A
fue obtenida de aplicar una regla a la férmula modal [JA de modo que los intervalos modales no
necesariamente cumplen que la férmula que aparece mas arriba sea el supuesto del intervalo.

La definiciéon que se dio ayudara en gran medida a nuestro propdsito de dar una equivalencia,
sin embargo atin quedan algunos cabos sueltos, intuitivamente cada que se inicié una prueba
subordinada o estrictamente subordinada, ésta fue terminada, es decir podemos hablar de que se
tienen intervalos, sin embargo aiin no es posible decir de manera formal que dicha prueba si fue
concluida, por ello es necesario dar un par de definiciones mas, nuevamente igual de técinas que la
anterior, sin embargo formalizaran el poder decir que la prueba ha sido terminada. Hablemos del
grado de una férmula, el grado de una férmula nos permitiré decir qué tan “anidada” se encuentra
una férmula, podemos observar que la tltima férmula en los ejemplos se encuentra fuera de todos
los intervalos, con esto en mente se presenta la siguiente definicion.

Definicién 1.17 Diremos que F; precede a F; sii < j.
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Si i € I para algin intervalo I € TU{D} y no existe un J € 1 tal que i € J C I, entonces
diremos que la formula F; cae en I, lo cual se denotard como F; € I. Un intervalo I cae en un
intervalo J € TU{D} si I C J y no existe K €1 tal que I C K C J.

Retomando el ejemplo anterior se tiene que Fy € Ms pues no existe un J € I'tal ques € J C My,
ademas My C Hy pues no existe un K tal que M, C K C H,.

Definicién 1.18 El grado de una formula F;, denotado como gr(i), se define como un par orde-
nado de niumeros naturales cuyas entradas cumplen lo siguiente

gr(i) = (card{l € M |i€ I}, ,card{I € H' | i € I})
donde H ={I € H|ie€I NBJ € M tal quei € J C I}.

Lo que la definicién anterior quiere decir es que el grado de una féormula F; sera un par ordenado
donde la primera entrada indica la cantidad de intervalos modales a la izquierda de F; y la segunda
entrada representa el nimero de intervalos “ordinarios” a la derecha de F; con respecto al intervalo
modal del cual F; es elemento.

Veamos un ejemplo para ayudar a entender todo lo que se dijo en la definicién.

Ejemplo 1.19 - - O(0A —-0O((OB - 0C)) - OO (A —-0OB) - O((0OA - 00))
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1. 0(0A - O(0B — 00)) (SUP)
o
2. 0(0A — OB) (SUP)
ol
3.0A4 (SUP)
4. 0A — OB (K1) 2
5. 0A — O(0OB — 00) (K-1) 1
6. OB (MP) 4 3
7.0(0B — OC) (MP) 5 3
a3

8. 0B — 0OC (K1) 7
9. OB (4-1) 6
10. OC (MP) 8,9

|
11. C (K-T) 10
12. C (T-E) 11
13. 0C (K-E) 12
14. 0A — OC (—1) 3,13
15. O(0A — 0OC) (K-E) 14
16. O (0JA — OB) — O(0OA — OC) (—1) 2,15
17.0(0(0A — OB) — O(0A — 0O0)) (K-E) 16
18. O(0A — O(OB — 0C)) — O(0O(0A — OB) — O(0A — 0OC)) (= 1) 1,17

Veamos el grado de cada férmula.

» gr(Fy) = (0,1) pues a la izquierda no existe ningin intervalo modal.
» gr(Fy) = (1,1) dado que ocurre después de un intervalo modal y es un supuesto.
» gr(Fs) = (2,1) dado que ocurre después de dos intervalos modales y es un supuesto

» gr(Fy) = (2,1) dado que ocurre después de dos intervalos modales, sin embargo el grado
de anidamiento de los intervalos ordinarios no cambia pues se encuentra al mismo nivel que
F3. De hecho gr(Fs) = gr(Fs) = gr(F7) = (2,1) pues aparecen dos intervalos modales a la
izquierda y aparece un solo intervalo ordinario.

» gr(Fg) = (3,0) pues hay tres intervalos modales a la izquierda y no es un supuesto, de hecho
gr(Fy) = gr(Fip) = (3,0) por las mismas razones.

» gr(F1;) = (4,0) dado que existen cuatro intervalos modales situados a la izquierda de Fi; y
en este intervalo modal no existen supuestos.
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» gr(F2) = (3,0) dado que existen tres intervalos modales situados a la izquierda de Fio y en
este intervalo modal no existen supuestos.

» gr(Fi3) = (2,1) dado que existen dos intervalos modales situados a la izquierda de Fis lo
que determina la primera entrada del par ordenado y F3 es un supuesto lo cual determina
la segunda entrada.

» gr(Fi4) = (2,0) dado que existen dos intervalos modales situados a la izquierda de Fi5 y no
existe ningin supuesto, por lo cual la segunda entrada debe ser cero.

» gr(Fi5) = (1,1) dado que existe un intervalo modal a la izquierda de Fi5 por lo que la primera
entrada debe ser uno y Fj es un supuesto por lo cual la segunda entrada también es uno.

» gr(Fig) = (1,0) dado que existe un intervalo modal a la izquierda de Fig y no existen
supuestos.

» gr(Fi7) = (0,1) dado que ya no hay intervalos modales por lo cual la primera entrada es cero
y Fi es un supuesto por cual la segunda entrada debe ser uno.

» gr(Fig) = (0,0) dado que ya se han cerrado todos los intervalos modales y ordinarios. No
existen intervalos modales a la izquierda y no hay supuestos a la derecha.

Ya se tienen todas las definiciones necesarias para finalmente dar una definicién formal de
todas las reglas que fueron ilustradas.

Definicién 1.20 Dado un esquema de prueba D con D = [1,n|, formulas Fi,. .., F, e intervalos I.
Una formula E es el resultado de una aplicacion de la regla de deduccion R si E es la conclusion
de R, las premisas de R preceden a E en el esquema de prueba y se debe cumplir una de las
siguientes condiciones.

1. R=(—1)

Debe existir un subintervalo ordinario [k,l] € H tal que F, = A y F;, = B de modo que
E=A— B. Ademds E y [k,l] deben caer en el mismo subintervalo.

2. R = (Modus Ponens)

En este caso deben existir F, = A — B y F; = A tal que F}, y F; € M con M € M, es decir,
en el mismo subintervalo modal, tal que £ = B.

3. R = (K-IMPORTACION)

Esto quiere decir que existe F; = LA tal que cae en un subintervalo I € 1 y la conclusion es
la formula F,, = A y cae en un J € M.

4. R = (K-EXPORTACION)

Debe ocurrir que la premisa sea de la forma F; = A € M € M y F,, = A cae en un
subintervalo J € 1 tal que no existe un M C K C J.
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5. R = (4-IMPORTACION)

Se tiene que la premisa fue una formula modal F; =0A € M € M y F,, = UA cae en un
subintervalo J € 1 tal que no existe un K tal que M C K C J.

6. R = (T-EXPORTACION)

Como premisa se tiene Fj = A€ M € M y F,, = A cae en un J €1 tal que no existe un K
tal que M C K C J.

Definicién 1.21 Una prueba sin hipdtesis de una férmula A es un esquema de prueba D = [1,n]
y formulas Fy,. .., F, que cumplen las siguientes condiciones:

u Fn:A7

= gr(F,) =(0,0) y

» toda formula F; con (1 < i < n) es un supuesto ¢ el resultado de una aplicacion de alguna
regla de deduccion aplicada a F; con j < i.

Notacion 1.22 Al hecho de que se esté trabajando con una prueba sin hipdtesis se denotard como

- A

Definicién 1.23 Una prueba con hipdtesis de una formula A a partir de las formulas Py, ..., Py,
m > 1 es un esquema de prueba D = [1,n] con n > m y formulas Fy,...,F, que satisface las
siguientes condiciones:

» F; = P, es una hipdtesis para 1 < i < m tal que gr(F;) = (0,7),
» [, = A ytanto A como P,, caen en el mismo intervalo donde gr(F,) = (0,m)

» toda formula F;, 1 < i < n es una hipdtesis o el resultado de la aplicacion de una regla de
deduccion a alguna F; con j < i.

Notacion 1.24 Al hecho de trabajar con una prueba con hipdtesis se le denotard como I' = A
donde en I se encuentran todas las hipdtesis.

Definicién 1.25 Diremos que una formula A es derivable si existe una prueba de A.

Veamos las pruebas de algunos ejemplos, mismos que seran usados en las secciones posteriores.

Ejemplo 1.26 EIl ejemplo -+-0(A— B) - 0(B—-C)—0(A— C).
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C
0) (K-E) 8
10. O (B —-C)—-0A—=0) (—1)29
OA—-B)—- (OB-C)—-0A4=0) (= 1) 1,10

Ejemplo 1.27 -+ 0O(A - B) - 00A — 0OOB

1.0(A— B) (SUP)
2. 00A (SuP)
|

3.04 (K-T) 2

a3
4. A (K-1) 3
5.A— B (K-1) 1
6. B (MP) 5 4
7.0B (KE) 6
8. OB (K E) 7
9. OOA — OOB (—1)28
10. O(A — B) —» (OOA — OOB) (—1)1,9

Ejemplo 1.28 - 0(0A4 — O(OB — OC)) — 00 (04 — OB) — 00 (04 — OC)
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1. O(0A —» O(OB — 00)) (SUP)
2. 00 (0OA — OB)

o | (SUP)

3. 0(0A — OB)
o | (K-I) 2

4. 0A
5.04 —0O(0OB — 0OC) (SUP)
6. (OB — OC) (K-1) 1
7.0A —» OB (MP) 5,4
8. OB (K-1) 3
o | (MP) 7,4
9. 0B — 0OC (K-I) 6
10. OB (4-1) 8
11. OC (MP) 9,10
o | (K-1) 11
12. C (T-E) 12
13. C (K-E) 13
14. OC (= 1) 4,14
15. OA — OC (K-E) 15
16. O (0A — O0) (K-E) 16
17. 00 (JA — OC)

18. 00 (0A —- OB) - 00O (0A — OC) (— 1) 2,17

19. 0(0A - 0O(0B —» 0OC)) » 00(0A » 0OB) » 00(0A » 0OC) (= 1) 1,18

Ejemplo 1.29 -+ 0(0OD — O(0OF — OF)) —» O(0OF — O(OD — OF))
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1.0(0OD — O(OE — OF)) (SUP)
&
2. 0F (SUP)
Ed
3.0D (SUP)
4.0D - O((OF — OF) (K-I) 1
5. 0(0F — OF) (MP) 4,3
]

6. OE — OF (K-I) 5
7.0F (4-1) 2
8. OF (MP) 6,7

|
9. F (K-1) 8
10. F (T-E) 9
11.0F (K-E) 10
12.0D — OF (— 1) 11
13. O (0D — OF) (K-E) 12
14.0F - O(@OD — OF) (—1) 2,13
15. O(0OF — O(OD — OF)) (K-E) 14

16. (0D —» O(0OFE — OF)) » O(0FE - O@D — 0OF)) (= 1) 1,15

1.3. Pseudopruebas

Por el modo en que sera probada la equivalencia es necesario introducir la siguiente definicion,
ésta es necesaria para poder detenernos en cualquier punto de la prueba sin que sea necesario que
todos los intervalos hayan sido cerrados. Esta definicién es un aporte nuevo al trabajo y surge
debido a la necesidad de escribir la prueba de la equivalencia.

Definicién 1.30 Una pseudoprueba es una sucesion de formulas tal que todo F; es una hipdtesis,
supuesto o fue obtenida de aplicar alguna de las reglas de inferencia.

Observacion 1.31 Una pseudoprueba respeta el orden en que aparecen los intervalos, sin embar-
go, no es necesario que tanto intervalos ordinarios como modales hayan sido cerrados.

= Una pseudoprueba de JA — OB

1.0(0A — O(OB — 0O0)) (SUP)
of
2.0(0A — OB) (SUP)
ol
3. 0A (SUP)
4.0A - OB (K-1) 2
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» Una pseudoprueba de 0A — O (OB — OC)

1.0(0A — O(OB — 0OC)) (SUP)
)
2.0(0A — OB) (SUP)
o
3. 0A (SuP)
4.04— OB (K-T) 2
5.0A - O(0OB — 0OC) (K-T) 1

Esta definicion es quizd demasiado general, pues si bien es cierto que no se puede hablar de
que la férmula se encuentre en un intervalo modal o un intervalo ordinario seria conveniente poder
identificar que una prueba subordinada o esctrictamente subordinada fue iniciada. En el ejemplo
anterior no es posible decir que F} cae dentro de un intervalo de algtin tipo. Para poder identificar
este tipo de detalles se presentan las siguientes definiciones.

Definicién 1.32 Dada una pseudoprueba, diremos que una formula F, cae en el pseudosubinter-
valo ordinario generado por F} si

n [} es supuesto,
n gr(Fj) = (m,n) = gr(Fi) y
w gr(Fj_q) = (m,n—1).

Notacién 1.33 Al hecho de que Fj, caiga en el pseudointervalo generado por F; se le denotard
como Fy, € [F},00) .

De modo similar es necesario tener una definiciéon para los intervalos modales, ésta presenta
algunas dificultades pues como ya fue mencionado, la primera férmula que aparece dentro de un
intervalo modal no es necesariamente un supuesto y de serlo no se relaciona con el hecho de haber
iniciado una prueba estrictamente subordinada, por ello la definicién es un poco engorrosa, ain

asl sera necesaria.

Definicién 1.34 Dada una pseudoprueba, diremos que una formula Fj cae en el subintervalo
modal iniciado por F,, si

» eziste F) tal que gr(F)) = (m — 1,n),

= gr(Fy) = (m,n) y

w F,, es la primera formula de la pseduoprueba tal que gr(F,,) = (m,n).

Notacion 1.35 Al hecho de que F}, caiga en el pseudointervalo iniciado por F,, se le denotard
como Fy, € [F,,,0) .
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Usando las definiciones y la notacién se tiene que en el ejemplo se puede decir que existe una
pseudoprueba tal que F; = [JA — OB cae en el pseudointervalo modal iniciado por F3, de modo
que Fy € [Fy,00). Por otra parte existe una pseudoprueba tal que F5 = OA — O (OB — OC) de
modo que Fj cae en el pseudointervalo ordinario generado por Fj, por lo que F5 € [F3,00).

En este capitulo hemos presentado a detalle el sistema de deduccién natural modal que se
usard para probar la equivalencia, ademas se ha discutido la razon de ser de todas las reglas, el
siguiente paso es presentar el sistema ZS,.

X. Estrada 1 7



Capitulo 2

El sistema de secuentes 7S5

En el articulo [2], Ranald Clouston presenta el sistema de tipos ZS, y dentro de su trabajo,
menciona que este sistema es equivalente al sistema de deduccion natural modal. En este capitulo
se presentara y estudiara la logica subyacente de él usando deducciéon natural con secuentes.

Comenzaremos por definir los contextos de este sistema, éstos estan definidos por la siguente
gramatica

T2.|T,A|T, e

donde A es una férmula de la légica modal intuicionista y a s se le llamara candado. El candado
abierto es un simbolo que sera usado para indicar que se ha accedido al contenido de una prueba
subordinada.

Normalmente en los sistemas de secuentes es valido usar conjuntos o multiconjuntos, en este
sistema es necesario que I' sea una lista debido al candado. Como ya se menciond, el candado
servird para representar que se ha accedido a una caja, esto significa que una vez cerrada la
prueba no es posible acceder al contenido de la prueba, por ello no sera posible que el orden en
que aparecen tanto las hipdtesis como los candados del contexto sea alterado.

El hecho de que no sea posible realizar intercambios dentro del contexto I' permite sospechar
que la ley de intercambio de hipdtesis no es valida en este sistema, lo cual puede llevar a preguntarse
si a causa del candado existen otras reglas estructurales que no sean validas. A lo largo de esta
seccion se ird justificando que no sélo la ley del intercambio no es valida, tampoco serd posible usar
contraccion de hipotesis o debilitamiento para férmulas, lo cual nos lleva a decir que la légica que
estamos presentando es una légica subestructural al no cumplir ninguna de las reglas estructurales
con las que se suele contar.

Presentemos las reglas del sistema.

= Regla de Hipdtesis, la primer regla que se presenta es la regla general para el uso de
hipétesis.

o ¢V (HYP
A5, A £ )
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= Introduccién a la implicacion, se dira que A — B es valido, si de suponer A valido se
tiene que B también es valido, asi pues, es posible presentar la regla como sigue:

' AFzs,B
F}_Z&;A — B

(= 1)

» Modus Ponens, la regla del modus ponens, se presenta como aditivo (del cual hablaremos
un poco mas a fondo mdas adelante), es decir con el mismo contexto en ambas premisas,
esto es, si sabemos que A — B es valido bajo un contexto I' y sabemos que bajo ese mismo
contexto I es posible inferir A, entonces podemos inferir a B.

FI—ZS4A — B FI_IS4A
I'~zs,B

(MP)

= Regla SHUT, esta regla es la primera regla que explica como lidiar cuando aparece un
candado en el contexto. Retomando la nocién de que un candado significa que una prueba
fue abierta, el descargar un candado del contexto tiene el significado de que la prueba ha
sido cerrada y ya no es posible acceder al contenido de la caja asociado a dicha prueba.

[eft7s5, A
7 el (SHUT)
I'zs, UA
» Regla OPENzgs,, finalmente una regla para poder lidiar con un secuente cuando aparece
una férmula modal. Se presenta de la siguiente manera:

I'z5,0A
TIhe A (OPENgzs, )

Antes de realizar derivaciones con estas reglas, debemos recalcar algunos detalles. La regla de
hipétesis afirma que es posible derivar la hipétesis A si no existen candados a la derecha de A.
Recordemos que el candado representa una caja abierta, asi que en el futuro no nos sera posible
inferir a A si existen candados abiertos a su derecha, esto debido a que el candado denota que
hay una prueba abierta que no depende de todo lo que se encuentre a la izquierda. Esto muestra
que dado un contexto I', en general, no es tan sencillo inferir una hipétesis, por lo que hay que
construir a I' con cierto cuidado cuando se realiza una prueba. Mientras que en los sistemas de
secuentes que usan conjuntos o multiconjuntos es posible inferir cualquier hipotesis del contexto,
en este caso, a causa del candado que fue introducido, se tiene que soélo es valida la hipdtesis
inmediata.

Respecto a la ley de introduccion de la implicacién generalizada el lector se puede preguntar,
dado que los contextos son listas, si es posible probar la ley de introduccién generalizada, es decir,
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preguntarse si es valido
INATFzs, B
P,Pll_IS4A — B

Sin embargo, es sencillo notar que esta ley no es véalida en este sistema. La regla de introduccion
generalizada permitirfa descargar cualquier hipétesis de IV y hay dos razones por las cuales esto
no puede ocurrir. La primera es que como ya se menciond los contextos seran listas ya que nos
importa preservar el orden en que aparecen las hipétesis y la segunda razén es que no es posible
saltar el candado.

El modus ponens que se presentd se llama aditivo pues para aplicarlo es necesario que los
contextos sean iguales, sin embargo esto no coincide con nuestra intuicién de lo que se realiza en
la deduccién natural. Lo mas intuitivo seria hacer una recoleccién de hipotesis y candados, esto
hace pensar en un modus ponens multiplicativo, es decir que las premisas puedan depender de un
contexto distinto como lo indica la siguiente regla:

F|_1'34A — B F/|_1'34A
I, F/|—134B

(MP,)

lo cual de hecho suena muy sensato, pues tanto A — B como A podrian depender, en principio,
de un contexto completamente diferente, sin embargo debido al candado fue imposible probar que
se podia usar un modus ponens multiplicativo. De hecho es posible probar que el modus ponens
multiplicativo es invalido en el sistema y no estd de menos decir que esta imposibilidad trajo
consigo muchas dificultades para probar la equivalencia.

La regla (SHUT) permite observar con mayor formalidad que no es vélido saltar los candados.
Observemos que si fuese posible saltar los candados en la lista se podria concluir que -+zs5, B — UB.
Si de I' = [B, o] se pudiese tener que B fuese valida se tendria que Bwftzs, B, aplicando la
regla (SHUT) seguido de la regla de introduccién a la implicacién se concluiria que el secuente
‘+1s,B — UB es valido, sin embargo tal secuente no es valido en ninguna seméantica conocida.

Por tltimo, la regla (OPENzg,) afirma que para retirar el prefijo modal es necesario cargar un
I que no tiene ninguna restriccion, por lo que puede ser vacio 6 algo conveniente como se verd en
los ejemplos, sin embargo, es necesario recalcar desde ahora que esta regla es demasiado liberal,
ya que permite agregar absolutamente todo lo que se desee.

En resumen las reglas del célculo de secuentes para ZS, seran las siguientes:

I'Ar7s5,B
o 41V (HYP ’ 4 — 1
F,A,F,FISALA ¢ ( ) F"IS4A — B ( )
F|_154A — B F|_1’54A (MP+)
I'~zs,B
M (SHUT) M (OPEN )
THrs,04 [T zs,A 184
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2.1. Derivaciones Formales

Para poner en préctica las reglas recién presentadas, es necesario definir lo que es una derivacién
de modo formal.

Definicién 2.1 Una derivacion I de un juicio J =45 I' = A es una secuencia finita de juicios
II = (Ji,...,Jx) tal que J = J y para cada 1 < i < k se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

» J; es una instancia de (HYP)

s J; es la conclusion de una instancia de alguna de las reglas de inferencia cuyas premisas son
Sy, conly,. .l <.

n

Diremos que un juicio J es derivable si existe una derivacion de J.

Antes de hablar de las reglas estructurales del sistema veamos algunos ejemplos de juicios que
son posibles derivar en ZS8jy.

Ejemplo 2.2 (Azioma T) El juicio - 75, OA — A es derivable.

1. DAtzs, OA (HYP)
2. OAbzs, A (OPENzs,) 1

"= ]
3. bz, A= A (—=1)2

Ejemplo 2.3 (Azioma 4) El juicio - Fzs, OA — OOA es derivable.

1. OAtbzs, OA (HYP)
2. DA bgzs, A (OPENzg,) 1

[" = [uf, ol
3. DAslzs, OA (SHUT) 2
4. LA Fzs, 0OOA (SHUT) 3
9. . |_IS4 OA — OOA (—> I) 4

Ejemplo 2.4 (Azioma K) El juicio - Fzs, O(A — B) - OA — OB.

L. O(A — B)Fzs, O(A— B) (HYP)
2. [ (A — B),Fq—z&l A— B (OPENIS4) 1
[V = [JA, o

3. O(A— B),0AFzs, OA (HYP)
4. O (A — B),DA,F//|_154 A (OPENI$4) 3
F/I — [‘\]

5. O(A— B),0AsYzs, B (MP,) 2,4
6. O(A— B),OArzs, OB (SHUT) 5
7. O0(A — B)Fzs, OA—0OB (—1)6
8. +zs,0(A— B) - 0A—- 0B (=07
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Quiza sea posible entrever que debe haber algin modo de realizar las pruebas no tan a ciegas.
Observemos que la regla (OPENzs,) deja mucha libertad para agregar lo que sea, por tanto se
puede preguntar si hay alguna forma de saber de antemano qué agregar. Nos enfocaremos en
esta cuestion en la siguiente seccién. También es posible ver que las derivaciones no usan reglas
estructurales porque como se verd al final de este capitulo no son vélidas en general debido a la
presencia del candado.

2.2. Pruebas Bidireccionales

Las pruebas bidireccionales son una herramienta en la cual se realiza un procedimiento que
detallaremos hacia atras para obtener el contexto I' y después con él se construye la prueba hacia
adelante. Ya que se ha hablado de las reglas del sistema y sus restricciones, enfrentemos la cuestién
de como se realizaran las pruebas. Se mencioné al final de la primera seccién que en los ejemplos
era posible notar que la regla (OPENzgs,) es muy liberal en cuanto a lo que debe ser agregado,
el problema que se tiene cuando uno empieza a hacer ejemplos con este sistema es que quiza no
sea claro de antemano qué es conveniente agregar, si bien es posible agregar lo que se desee, es
muy probable que sea inconveniente agregar siempre lo que sea sin tener cuidado. Recordemos que
la regla (MP, ) requiere que los contextos tengan el mismo contexto si se desea usarla, entonces
agregar “lo que sea” puede complicar una prueba, veamos dos derivaciones del siguiente ejemplo
para resaltar esta problematica.

Ejemplo 2.5 El juicio - Fzs, O(A — B) — O (A — OB) del ejemplo 1.16 es derivable.

1. O(A — B)Fzs, 0O(A— B) (HYP)
D(A — B),Fll_154 A— B (OPENZS4) 1

"= [uf,0A, o

3. O(A — B),e,0AFzs, OA (HYP)
4. D(A — B), f, DA, IV/}_ZSZ1 A (OPENIS4) 3
F// — [‘\]

5. UO(A— B),dUAst7s, B (MP,) 2,4
6 O(A — B),e 0OAFzs, OB (SHUT) 6
7. O(A — B),e%zs, UA—UB (—=D)7
8 O0(A = B)Fzs, O(0A—0OB) (SHUT) 8
9 +zs,0(A — B) - O(0A — OB) (—=1)9

Ejemplo 2.6 Una sequnda derivaciéon del juicio - Fzs, (A — B) — O (OA — OB).

X. Estrada 22



2.2. Pruebas Bidireccionales

1. O(A — B)Fzs, 0O(A— B) (HYP)
2. D(A — B),FII—IS4 A— B (OPEN1’34> 1
IV = [uf),0A, o, uf]

3. D(A — B), ‘\, DA"IS4 A (HYP)
4. O0(A — B), e OA T"zs, A (OPENzs,) 3
[ = [uf ol

5. O(A — B), e, 0A o275, B (MP,)2,4
6. O(A — B),s0A etzs, OB (SHUT) 5
7. D(A — B), “, DA, “"I&l B (OPENZS4> 6
" = H

8. O(A — B),e,0AFzs, OB (SHUT) 7
9. O(A — B),e%zs, 0OA—0OB (-1 7
10. 0(A — B)rFzs, O(0A— 0OB) (SHUT) 8
11. +15,0(A — B) - O(0A — OB) (—1)9

En los ejemplos se ve que debido a que la regla (OPEN zg,) da demasiada libertad a lo que puede
ser agregado cuando se usa, es posible dar muchas derivaciones para un secuente, sin embargo,
es posible que el lector se pregunte si hay alguna forma previa de saber el I que se tiene que
agregar para realizar la prueba no tan a ciegas y de preferencia en una cantidad no tan grande de
pasos. También es posible observar que la prueba se hizo de tal modo que el modus ponens aditivo
fuese posible de aplicar. Esto nos lleva a presentar las pruebas bidireccionales, en ellas se muestra
un proceso hasta ahora no mencionado y que no se ve cuando se realiza la derivacion, y que sin
embargo, es util para realizar las pruebas.

A pesar de que hay muchas posibles pruebas para realizar una derivacion de un juicio, recorde-
mos que un primer objetivo de este trabajo es mostrar la equivalencia con el sistema de deduccion
natural modal, por ello nos centraremos en un modo de hacer las pruebas. Es posible observar
en los ejemplos presentados que el contexto I' que se usa juega un papel importante y es poco
probable que sea claro cudl es el contexto a escoger si se quisieran realizar las pruebas, por ello es
necesario introducir de manera formal el concepto de ir hacia atrds en una prueba, el cual ha sido
y serd usado en todas las pruebas con secuentes.

Con esto en mente se presenta en esta seccién el concepto de “Basta”. Esta forma de pensar
estd inspirada en la forma en la que uno enfrenta un problema y hace referencia a lo que basta
probar a fin de realizar una prueba, de modo que usaremos esta técnica aplicando las reglas hacia
atras hasta que no sea posible aplicar ninguna de las reglas. En los teoremas 2.21 y 2.22 sera
probado que las reglas (— I) y (SHUT) son invertibles, por lo que pueden ser mencionadas las
siguientes dos reglas:

I+zs,A — B
I, AFzs,B

I+zs,0A
[et7s,A

(= 11) (SHUT 1)

Estas dos reglas son suficientes para realizar el razonamiento hacia atras lo que nos permitira
descubrir el I' con el que debemos trabajar y harda menos misteriosa la forma en que se pruebe un
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secuente.

El proceso de construir una prueba hacia atras dado un secuente S consiste en la busqueda de
una regla de inferencia R cuya conclusién sea S y a continuacién repetir el procedimiento ahora
buscando una regla de inferencia R; cuya conclusion sea S, donde Sy es la premisa para obtener
a S y continuar de ese modo hasta que ya no sea posible aplicar ninguna de las dos reglas hacia
atras, es decir, hasta que se tenga en el consecuente a una variable. A esta lectura hacia atrés
de las reglas se le llama tdctical. Una prueba hacia atrds es una secuencia particular de técticas.
Formalicemos toda esta idea.

Definicién 2.7 Una meta G es cualquier secuente de la forma I'zs, A. GSeq es el conjunto de
secuencias finitas de metas que se define recursivamente de la siguiente manera:

S:=[]:S

donde [-] denota la meta vacia. Ademds si Sy y Sz € GSeq entonces Si; Sy significa la concatenacion

de S; con Ss.

Ahora definamos el sistema de transiciones de tacticas correspondiente a la busqueda hacia
atras.

Definicién 2.8 FEl sistema de tdcticas de transicion de GZS, se define de la siguiente manera:

» Fl conjunto no vacio de estados es el conjunto de metas GSeq.
» Un estado inicial es de la forma I'zs, A.
» Un estado terminal es una variable, es decir una formula no modal.

= La relacion transicion > C GSeq x GSeq estd definida inductivamente por las reglas in-
vertibles donde una transicion S > Sy puede ser leida como “para probar el secuente Sy es
suficiente probar el secuente So”.

Las tacticas usadas seran:

F|_Ig4 A—BpT,A |_IS4 B Intro A
Ihzs, OA>T e bzs, A Intro Shut

Finalmente la definicién formal de prueba hacia atras.

Definicion 2.9 Una prueba hacia atrds de I'kzs, A es una secuencia finita de estados Si,. . .,Sk
tales que

'La palabra téctica es usada principalmente en asistentes de prueba como COQ. La funcién principal de una
tactica es ordenar al asistente de pruebas que realice una serie de pasos.
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u Sl €s Fl_IS4 A.

s Para todo 1 < i < k se tiene que S; > S;11.

= S, es una variable.

Veamos un ejemplo con el cual ya se ha trabajado y seguira apareciendo a lo largo de este

trabajo.

Ejemplo 2.10 Consideremos el juicio -Fzs, O(A — B) — O(0A — OB)

Lo primero que se quiere probar es una implicacion, por ello usaremos la regla (— I7T) con lo

que se obtiene que basta probar que

(A — B)bzs, O(0A — OB).

Ahora podemos aplicar la regla (SHUT 1) por lo que podemos concluir que bastaria probar:

0(A — B), w75, OA — OB.

Ahora queremos probar una implicacion, por tanto aplicamos nuevamente la regla (— I1) para
obtener lo siguiente:

O(A — B), s OAbzs, OB.

Por dltimo aplicamos la regla (SHUT 1) hacia atrds, y obtenemos que para probar el secuente basta

probar que

D(A — B),i‘, DA:“}_Z&; B.

Llegando a este punto ya no es posible aplicar ninguna de las reglas, por lo tanto el procedi-

miento termina aqui. De este modo podemos rescatar el contexrto I que en este caso es I' =
[O(A — B),e’, A, e, de este contexto debe ser posible derivar a B para a continuacion descar-

gar todo el contexto y obtener el resultado. Realicemos ahora la prueba hacia adelante con este

contexto I' en mente.

1.

Lo

© o NS ™

X. Estrada

D(A — B)f‘z&l
(A — B),IF1s,

O(A — B),i‘,DAI—I&1
D(A — B);“;DA;F”}_Z&;

O(A — B) =A=' 75,
(A — B)«,0AFzs,

O(A — B),“I—I&l
D(A — B)}_I&;

+7s5,0(A - B) - O(OA — OB)

O(A — B) (HYP)
A— B (OPENgs,) 1
[V = [u, A, o

OA (HYP)
A (OPENzs,) 3
[ = [l

B (MPy) 2,4
OB (SHUT) 6
0A — OB (=17

O(@A—0OB)  (SHUT) 8

(=19
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Esta prueba es la misma realizada anteriormente, sin embargo, ahora resulta menos misterioso
saber cudles son los contextos I que se agregan usando la regla (OPENzs,) que hasta ahora habian
sido agregados sin dar explicacion. En este ejemplo queda claro que el truco que estamos usando es
completar el contexto asociado a los pasos de los que se infiere una hipotesis usando a continuacion
la regla (OPENzs,), que como se ha dicho en repetidas ocasiones, permite que sea agregado todo
lo que se desee, en este caso nuestro deseo es agregar todo lo necesario para tener a I', pues
cuando sea necesario usar el modus ponens, se requiere que los contextos sean iguales, por ello es
sumamente conveniente conocer el contexto que uno requiere.

Sigue siendo necesario hacer notar que incluso usando el razonamiento hacia atrds la prueba
de un juicio no es unica pues al momento de usar la regla (OPENzg,) la forma en que se escoge
a I es completamente libre. Hasta este momento se esclarece un poco qué es lo mas conveniente,
sin embargo el modo de escoger a I'” puede variar sin que esto signifique que sea imposible concluir
lo deseado.

Analicemos otro ejemplo haciendo uso del razonamiento hacia atras.

Ejemplo 2.11 FEl juicio del ejemplo 1.26 +zs, O(A— B) - (O(B—C) —-0(A—C)) es
derivable.

1. 15, O(A—-B)—» (OB—-C)—-0A—=0))

2. > OA—-B)Fs, (OB—-C)—=-0A—0)) (—IM1

3. > OA—-B)OB—-C)Fzs, OA—C) (—=1I71)2

4. > OA—-B,OB—C)etzs, A—=C (SHUT 1) 3

5. > OA—=B),O0B—=C)dAlzs, C (—=11)4
Por lo tanto se busca I' = [J (A — B),0(B — C) , ", 4]

1. O(A — B)r1s,0(A = B) (HYP)
| (A — B),F/I_ZS4A — B (OPENL§4) 1

I =[0(B - C), e, A]

)

3. O(A— B),0(B — C)zs,0(B — C) (HYP
4, 0(A — B),0d(B — C),I"tz5,B — C (OPENgzg,) 4
= [‘\7 Al
5 O(A — B),0(B — C) s, AFzs, A (HYP)
6. O(A— B),0J(B— C) s Alzs,B (MP,) 2,5
7. 0(A— B),d(B — C) s Ar7s,C  (MP,) 4,6
8 O0(A— B),O(B—C)sdtzs,A—C (=I)7
9. 0(A — B),0(B — C)Fzs,0(A — C) (SHUT) 8
10. O(A— B)Fzs,0(B—C)—-0(A—C) (—1)9
11. rz5,0A—-B)—-0(B—-C)—-0(A—C) (—1) 10
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Ejemplo 2.12 Fl juicio 75,0 (0D — O(OF — OF)) - O(OF — O(OD — OF)) del ejem-
plo 1.29 es derivable. Comencemos realizando el razonamiento hacia atras a partir del juicio que
queremos probar.

1. +15,0(0D — O(OF — OF)) - O(0OF — 0(0OD — OF))

2. > O(0OD— O(QE — OF)) bzs, O(0OF — 0(OD — OF)) (= I1) 1
3. > 0O(0OD— O(0F — 0OF)) sz, (OF - 0(0D — OF))  (SHUT?) 2
4. > 0(0OD—0O(FE — OF)) & 0F Fzs, O(OD — OF) (> I1) 3
5. > O0(OD— O(0OF — OF)) e, 0F & s, OD — OF (SHUT?) 4
6. > O(OD— O(0OF — OF)) .« 0F &,0D Fzs, OF (= I1) 5
7. > O(OD — O(0OF — OF)) &, 0F «&,0D & 75, F (SHUT 1) 6

Por lo tanto podemos concluir que queremos I' de la siguiente manera:
I'=[0({0D—0(0F —0OF)),«0F, 0D, o

y realizar la derivacion con esto en mente.

1. 00D — O(0OFE — OF)) kzs, 0(OD — O(0OFE — OF)) (HYP)
2. 0(0D — O(0E — OF)).I" bz, OD — O(OFE — OF) (OPENzg,) 1
= i, OF,«f, 0D, uf®, uf"|
3.0(0D - 0O(0F — 0OF)) & 0F t-z75, OF (HYP)
4.0(0D — O(0F — OF)) e 0OEI" b1, E (OPENzs,) 3
= [u, 0D, ul|
5.0(0D — O(0F — OF)) e OF & 0D & 75, OF (SHUT) 4
6. 0(0D — O(0OF — OF)) &, 0F &,0D t75, OD (HYP)
7.0(0D — O(0OF — OF)) w OF & 0D 1" 15, D (OPENzs,) 6
" = [‘\’ ‘\]
8. 0 (0D — O(0E — OF)) & 0E & 0D & 15, 0D (SHUT) 7
9. 0(0D — O(0E — OF)) & OE & 0D e b1s, O(OE — OF) (MP_) 2,6
10. O(0OD — O(OF — OF)) u OF & 0D # F75, OF — OF (OPENzs,) 9
" = H
11. 0(0D - 0O(0OF — 0OF)) &, OF 0D e 75, OF (MP,) 10,5
12. O(0OD — O(0OFE — OF)) e OF & 0D i 75, F (OPENzs,) 11
F////l _ [']
13. 0(0OD — O(OFE — OF)) u OF & 0D F1s, OF (SHUT) 12
14. 0(OD — O(OF — OF)) e 0OF & 75, OD — OF (—1) 13
15. O(0OD — O(OF — OF)) &, 0F 75, O(OD — OF) (SHUT) 14
16. O (0D — O(OE — OF)) e 15, OE — O(OD — OF) (—1)15
17. 0(0OD — O(OE — OF)) bzs, O(OE — O(OD — OF)) (SHUT) 16
18. - Fzs, O(OD - O(OF - 0OF)) - O(OF - O0OED — OF)) (—1) 17

En los siguientes ejemplos ya no serd mostrado todo el proceso del razonamiento hacia atras
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que se hizo de modo que podamos centrarnos en presentar la equivalencia que nos interesa. Para
este trabajo se tiene mucho interés en realizar muchos ejemplos dado el interés de usar el lenguaje
en un futuro de manera practica para verificar especificaciones que involucren tipos modales.

Ejemplo 2.13 Fl juicio del ejemplo 1.19
ks, 0(0A—-0(0OB—-0C)) - 00O (0OA—-DOB)—»0(0A—0OC))
es derivable.
Con el razonamiento hacia atras tenemos que se busca

I'=[0(0A - OB — 0C)),s,0(0A — OB) e, OA, o

1.O0(0A—-D0O@B —00)) Fzs, O(0A - O(0B — 0C)) (HYP)
2.00A-00OB—-00)),I"Fzs, DA - O(0OB — 0OC) (OPENzg,) 1
= (w0 (0A — OB) ,e’, JA, ol

3.0(0A —-0O(OB—00)) 0 (0A — OB) Fzs, O(0A — OB) (HYP)
4.0(0A —-0O((OB —00)) &0 (0A — OB),I" bzs, DA — OB (OPENzs,) 3
= [u, A, uf]

5. (A —-0O(0OB—00)) 0 (0A — UB) u0A 75, OA (HYP)
6. [ (DA — [ (DB — DO)),F/,F/” }_2,54 A (OPENIS4) 5
P//I — [‘\]

7.0(0A—-00B —00)),I" Fzs, OA (SHUT) 6
8. 0(0A—-DO(OB—00)),I"Fzs, O(OB — 0OC) (MPy) 2,7
9. 0(0A—-0O(0OB - 0O0C)),I" Fzs, OB (MP,) 4,7
10. O (DA — O (DB — C )),F/ "1'34 0B — OcC (OPENIS4) 8
" = H

11. 0(0A - 0O(0OB — 00)),I" 75, OC (MP,) 10,9
12. O(0A — O(0OB — 00)),I". 1" Fzs, C (OPENzs,) 9
i — H

13.0(0A—-00OB —-00)) 0 (0A — OB)e0A Fzs, OC (SHUT) 12
14.00A—-00OB—-00))«0(0A - 0OB) e Fzs, OA — 0OC (— D13
15.0(0A—-0@B—00))«0(0A - 0OB) kzs, O(0A — 0OC) (SHUT) 14
16.0(0A—-0(0@OB—-0C)) W tzs, O(0OA —0OB) - O(HA - 0O0) (— I)15
17.0(0A—-0(0B —-00)) Fzs, O(O(HA - 0OB) - O(0OA - O0)) (SHUT) 16
18. - +zs, O(0A -0O(0OB —-0C)) - 00O (0A—-0OB) - 0O(0A - 0O0)) (— D17

Aqui se presentan algunos otros ejemplos de juicios que es posible derivar.
Ejemplo 2.14 El juicio

‘Fzs, O(0A—-0O(0OB - 0O0C)) - 0O(0OB - 0O(0A - 0OC))
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es derivable.

Con el razonamiento hacia atras se puede concluir que se requiere I' de la siguiente forma.

= [0(0A4 - OB — 00)) e, 0B, s, A,

1. 0(0A — O(OB — 00)) bz, O(0A —» O(0OB — 0OC)) (HYP)
2. 0(0A — O(0B — 0C)).I" Fzs, OA — O(OB — OC) (OPENgs,) 1
— [, OB, u, 1A, Y
3. 0(0A - O(0B — OC)) w08 e A b7, OA (HYP)
4. 0(0A - O(0OB — 0OC)) &, OB e 0AT" F7s, A (OPENzs,) 3
= [w,
5. 0(0A — O(0OB — 0C)),I" Fzs, OA (SHUT) 4
6. 0(0A — O(OB — 0OC)).,I" Fzs, O(OB — 0C) (MP,) 2,5
7. 0(0A - O(0OB — 0C)),I' I t-z5, OB — OC (OPENzs,) 6
" = H
8. 0(0A — O (OB — OC)).e0B Frs, OB (HYP)
9. (DA — (DB — DO)),‘\,DB,F”” |_IS4 B (OPENIS4) 8
7 — [u A, b,
10 O(0A — O(0OB — 0C)),I" Fzs, OB (SHUT) 9
11. O(0A - O(OB — 00)),I" Fzs, OC (MP.) 7,10
12. 0O (DA — 0 (DB — DC)),F/ }_1,54 C (OPENIS4) 11
" — H
13. 0(0A — O(OB — 0OC)) 0B & 0A 15, OC (SHUT) 12
14.0(0A—-0O(0OB —0OC)) 0B 75, OA — OC (—1) 13
15. 0(0A — O(OB — 0C)) # 0B Fzs, 0(0A — 0OC) (SHUT) 14
16. O(0A — O(OB — 0OC)) a 75, OB — O(0A — 0C) (= 1) 15
17. O(0A — O(OB — 00)) 45, O(0OB — O(0A — 00)) (SHUT) 16
18. Fzs, O(OA - 0O(0OB - 0C)) - 0O(0OB - UO(OA - 0O0)) (= 1) 17

Ejemplo 2.15 El juicio

b5, O(@OP - 0Q) —» 0@ (0Q — OR) — O (OP — OR))

es derivable.

Con el razonamiento hacia atrds concluimos que se busca

X. Estrada
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2.2. Pruebas Bidireccionales

S

© % N

11.
12.

.0(OP — 0Q) bzs, O(OP — OQ)
.0(OP - 0Q).I" bzs, OP — 0Q

(HYP)
(OPENzg,) 1

= W, 0(0Q — OR) e, 0P,

0(@OP — 0Q).«0(0Q — OR) Fzs, 0(0Q — OR)
0(0OP — 0Q).&,0(0Q — OR).I" 15, 0Q — OR

0(@P — 0Q).«,0(0Q — OR) &0OP 75, OP
0(0OP — 0Q).«,0(0Q — OR) w 0P o w75, P

O0(0P — 0Q).«,0(0Q — OR) &P« 75, OP
0(0OP — 0Q).I" Fzs, OQ
O(OP — 0Q).I" bzs, OR

.U (DP — DQ),F/ "1'54 R

OP — 0Q)«,0(0Q — OR) 0P 75, OR

(HYP)
(OPENzs,) 3
= [uf, OP, uf|

(HYP)
(OPENzs,) 5
" —= [‘\, ‘\]

(SHUT) 6
(MP,) 2,7
(MP,) 4,8
(OPENzs,) 9
T — H

13.
14.
15.
15.

0P — 0Q

& 0(0Q — OR) k75, O(OP — OR)

O ( )
0(@OP — 0Q).«,0(0Q — OR) e 75, OP — OR
O ( )
O ( )

aprP — DQ ,“,|—134 O
O@OP — 0Q) Fzs, OO
ks, O(OP - 0Q) - OO

(0Q — 0OR) - O(OP — OR)
(0Q — OR) — O(OP — OR))
(0Q — OR) — O(OP — OR))

Ejemplo 2.16 Fl juicio visto en el ejemplo 1.27

es derivable.

- Fzs, O(A = B) » O0A — OOB

1.0(A— B)lFzs, O(A— B) (HYP)
2.0A— B)00OAW w75, A— B (OPENzg,) 1
3.0(A — B),00A Fzs, OOA (HYP)
4.0(A— B),00A 75, OA (OPENzs,) 3
I = [uf)
5..0(A— B),00A e 75, A (OPENzs,) 4
IVI — [‘\]
6. 0(A— B),00A 75, B (MP,) 25
7.0(A— B),00A 75, OB (SHUT) 6
8. 0(A— B),00Azs, OOB (SHUT) 7
9.0(A — B) s, UOA — 0OOB (—1)8
10. - Fzs, O(A — B) — 00A — 0OOB (=19

Ejemplo 2.17 El juicio

X. Estrada

ks, 0(0A—-0O(0OB—-0OC)) - 00(0A - 0OB) - 00(0A - 0OC)
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2.3. Reglas Estructurales

es derivable.

Se busca I' = [0(0A — O (OB — OC)),00 (04 — OB) e, e, A,

1.0(0A -0(0B - 00)) Fzs, O(0A - O(OB — OC0))
2. 0(0A4 —» O(OB — 0C)),I" bzs, A — O (OB — OC)

(HYP)
(OPENzg,) 1

" = [00(0A — OB) ,u, e, A, o

3.0(0A - 0O(0OB — 0O0)),00(0A — UB) bzs, OO (DA — OB)
4. 0(0A — O(0OB — 0OC)),00 (0A — OB) i e 0A 75, O(0A — OB)

5.0(0A —» O(OB — 0OC)),00(0A — OB) e e A e 75, A — OB

6. 0(0A — O(OB — 0OC)),00(0A — OB) e e A bzs, OA
7. 0(0A — O(0OB — 00)),00(0A4 — OB) e e O A e e 75, A

8. 0(0A4 — O(OB — 0O0)),00(0A — OB) w0 e, 0A e F7s, 0A
9. 0(0A — O(OB — 0OC)),00 (0A — OB) e e 0A e 75, OB

10. O(0A — O(0OB — 0O0)),00 (04 — OB) w0 A e 75, (OB — 0OC)
11. O(0A — O(0OB — 0O0)),00 (04 — OB) e e O A e 75, OB — 0OC

12. 0(0A - O(0B — 0OC)),00 (0A — 0B) e e 0A & 75, OC

13. O(0A - O(0B — 0C)),00 (0A — 0B) s e OA M 75, C

14. O(0A — O(OB — 00)),00(0A — OB) & e, 0A b5, OC

15. 0(0A — O (0B — 0OC)) (0A - OB) e 75, 0A — 0OC

16. 0(0A - 0O(0OB — 0OC)),00(0A — 0OB) w75, O (0A — 0O0)
O ( ( )00 (
al

00
inm
inm

17.0(0A - 0O(UB — 0OC)),00(0A — OB) s, OO (OA — O0O)
18. 0(0A - O(0B - 00)) ks, OO (0OA - OB) - 0O (A — 0OC)

19. - k75, O(OA - 0O (OB —» 0O0)) - 00 (0OA - 0OB) - 00O(0OA — OC)

2.3. Reglas Estructurales

(HYP)
(OPENzg,) 3

— [u, o, 4]

(OPENzs,) 4
F/// — [‘\]
(HYP)
(OPENzg,) 6
" — [‘\’ ‘\]
(SHUT) 7
(MP,) 5,8
(MP,) 2,8

(OPENzs,) 10

" — H
(MP_) 11,9

(OPENzs,) 12

rm — H
(SHUT) 13
(—1) 14
(SHUT) 15
(SHUT) 16
(—1) 17
(—1) 18

Las reglas estructurales son reglas de inferencia que no hacen referencia a ningin conectivo
légico, pero opera directamente sobre el juicio o los secuentes. Las reglas estructurales mas co-
munes son el debilitamiento (weakening), la contraccién y el intercambio de premisas. Una légica

estructural es aquella que cumple todas estas reglas. Cuando una légica no cumple alguna de

estas reglas se le llama légica subestructural y mas adelante veremos que se esta trabajando con

una de ellas. En la primera seccién se hizo hincapié en cierto tipo de detalles que eran necesarios
debido a que el sistema introduce un candado, ahora se vera cémo afecta el candado a las reglas

estructurales que normalmente se enuncian en un sistema de secuentes. Todos los resultados que

aqui se veran, asi como las pruebas de los mismos son un aporte nuevo.
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2.3. Reglas Estructurales

Proposicién 2.18 (Debilitamiento para variables) La siguiente regla es admisible

I'zs, B
I'NAbFzs, B

Demostraciéon. La prueba es analoga a la que se realizard para la misma propiedad en la propo-
sicion 4.7, la cual se encuentra en el ultimo capitulo. m

Proposicién 2.19 (Intercambio de variables) La siguiente regla es admisible.

I'VA,BFzs, C
I',B,AFzs, C

Demostracién. Por induccion sobre la estructura de derivacion.

» (HYP) Si I'A,BFzs, C es instancia de la regla de hipétesis entonces se presentan varios
casos

e B = ( entonces se cumple que si I';A,Ctzs, C entonces I',C,A-zs, C pues A es una
variable.

e A = (C nuevamente se cumple que si I',C,Blzs, C entonces I',B,Ctzs, C.

o I' =T,,C T, tal que o ¢ 'y de modo que se tiene I'y,C,I'5,A,BFzs, C, como Ay B
son variables entonces I'y,C' 'y, B, AFzs, C.

(— I) Como el juicio I';A,BFzs, C es instancia de la regla de introduccién a la implicacion se
tiene que C' = € — (. Se sabe entonces que I', A, B,C'-zs, C,, por hipdtesis de induccién se
tendria que I', B,A,CyFzs, C, y al aplicar la regla de (— I) se tiene que I', B,AFzs, C71 — C,,
esto es I',B,A-zs, C.

= (MP, ) Dado que el juicio I',A,Bt-zs, C se obtuvo como instancia de la regla (MP ) existe D
tal que I''/A,BFzs, D — C' vy I'A,BFzs, D, por la hipdtesis de induccion aplicada a ambos
secuentes se tiene que I',B AFzs, D — C y T',B,Alzs, D. Al aplicar la regla (MP,) se
concluye que I',B,Alzs, C.

» (SHUT) Puesto que I'A,Blzs, C es conclusién de la regla (SHUT) establecemos C' = OCY,
se sabe entonces que

I'A, B,dtzs, C|,

por hipétesis de induccién tendriamos I',B,A w75, C; y aplicando la regla (SHUT) se
concluye lo que se queria demostrar, es decir, I',B,Azs, C.

(OPENzs,) Al ser I'JA,BFzs, C conclusién de la regla (OPENzg,) se tienen algunos casos
para las premisas de la regla.
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e Si se tenia que I'|A,BFzs, LJC entonces por hipétesis de induccion I',B,AbFzs, LC es
posible aplicar la regla (OPENzs,) donde I' = [-] para concluir I', B, AFzs, C.

o [ A-7zs, UJC entonces usando el debilitamiento de variables se tiene que I'| A, BFzs, 0C
y por hipétesis de induccién ', B, Al-zs, OC'y aplicando nuevamente la regla (OPENzg, )
donde IV = [] se puede concluir I', B, AFzs, C.

e ['7s, C usando nuevamente debilitamiento de variables dos veces se tiene
I', A, BFzs, OC,

aplicando la hipotesis de induccion se tiene I',B,AlFzs, LJC por lo que basta aplicar la
regla (OPENzg,) donde IV = [] y es posible concluir I',B, Az, C.

Proposicién 2.20 (Contraccion de Variables) La siguiente regla es admisible.

A Abzs, C
INAbzs, C

Demostracién. Por induccion sobre la estructura de derivacion.

(HYP) SiT' A, AFzs, C es instancia de la regla de hipdtesis entonces se tienen dos casos:

e A= (C entonces I'|AFzs, C.

e ' =T1,C Ty donde of® ¢ T’y y A es una variable entonces I'y,C . I's7s, C, aplicando el
debilitamiento de variables se tiene I'y,C',['s, AFzs, C.

(— I) Como el juicio I' A, Az, C' es instancia de la regla de introduccién a la implicacion se
tiene que C' = C; — (5. Se sabe entonces que I'A,A,CFzs, C,,por hipétesis de induccién
se tendria que I',A,CFzs, C, y al aplicar la regla de (— I) se tiene que I'|AFzs, C1 — C,,
esto es I'|AFzg, C.

» (MP,) Dado que el juicio I'JA, Az, C se obtuvo como instancia de la regla (MP_) existe
D tal que I''A,Arzs, D — C y I'A,A7s, D, por la hipétesis de induccién aplicada a ambos
secuentes se tiene que I';AFzs, D — C' y I',AFzs, D. Al aplicar la regla (MP, ) se concluye
que I''Abzs, C.

» (SHUT) Puesto que I'’A,AFzs, C' es conclusién de la regla (SHUT) establecemos C' = OCY,
se sabe entonces que I, A, A W75, C'|, por hipdtesis de induccién tendriamos I', A 75, C
y aplicando la regla (SHUT) se concluye lo que se queria demostrar, es decir, I', A-zs, C.

(OPENzs,) Al ser I'A,Atzs, C conclusién de la regla (OPENzg,) se tiene algunos posibles
casos para la premisa de la regla.
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o Si I''A Alzs, LIC por hipétesis de induccién tenemos I',AFzs, LIC, basta aplicar la
regla (OPENzs,) considerando I = [-].

e Si ' AFzs, OC basta aplicar la regla (OPENzs,) considerando I = [-].
e SiI'tzs, OC se aplica la regla (OPENzs, ) considerando I = [A].

Ahora bien, las reglas estan siendo aplicadas a variables. Hemos enunciado las reglas estructu-
rales como se suele hacer, sin embargo, estamos lidiando con un sistema de secuentes que cuenta
con un candado, asi que debemos preguntarnos si estas reglas siguen siendo validas en el caso en
que A 6 B no son variables sino un candado. Antes de ver las reglas estructurales involucrando
candados necesitamos algunas aplicaciones de ellas. El sistema cuenta con dos reglas invertibles:

Teorema 2.21 La regla (— I) es invertible.
SiI'Fzs, A— B, entonces I'; Atzs, B.

Demostracién. Se sabe que I' Fzs, A — B, entonces, aplicando debilitamiento para variables se
tiene que I''/A 75, A — By I';A 75, A, por modus ponens se puede concluir que I'’'AFzs, B =

Teorema 2.22 La regla (SHUT) es invertible.
Si T bzs, OA, entonces T, Fzs, A.

Demostracién. Como I' Fzs, OA, podemos aplicar la regla (OPEN zs,) con IV = [af] y obtener
F,“ |—134 A

Es posible generalizar todas las reglas anteriores y nuevamente se debe recalcar que sélo se
esta trabajando con variables.

Proposicién 2.23 (Debilitamiento generalizado para variables) La siguiente regla es admisible

I'\Izs, B
AT 75, B

Demostracion. La prueba es analoga a la que se realizara en la proposicién 4.8, la cual se
encuentra en el ultimo capitulo. m

Proposicién 2.24 (Intercambio generalizado de variables) La siguiente regla es admisible.

[, A,B I 15, C
I''B,Al'Fzs, C
Demostracién. Por induccién sobre I'.
» El caso base cuando IV = [-] ya se realizé en la proposicién 2.19.
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» Supongamos que IV = I'y : A por lo que tenemos que I'J/A,B.I'y,AFzs, C, aplicando la
regla (— 1) se tiene que I'|A,B,I"iFzs, A — C, por hipdtesis de induccién se cumple que
I',B,Al'1lzs, A — C, como la regla (— I) es invertible se puede concluir que

Fa B7 A7 Fla A|_154 Ca

es decir I',B,AT"Fzs, C.

» Supongamos ahora que IV = T'; : o, aplicando la regla (SHUT) se tiene que I',A,B.I'1F7s, OC,
nuevamente por hipétesis de induccién se tiene que I', B, A, I' k75, OC, como la regla (SHUT)
es invertible se puede concluir I',B,A,T"; w75, C.

Proposicién 2.25 (Contraccion de variables generalizada) La siguiente regla es admisible.

INAAT s, C
ATz, C
Demostracién. Por induccion sobre I,
» El caso base cuando IV = [-] ya se realizé en la proposicién 2.20.

» Supongamos que [V = I'y : B entonces se sabe que I'J/A,AT'; : BFzs, C, aplicando la regla
(— 1) se tiene I'A A T'17zs, B — C, por hip6tesis de induccién se tiene I', A,T'1Fzs, B — C,
ya que la regla (— I) es invertible entonces podemos concluir I'; A,T';, BFzs, C' que es lo que
se queria concluir.

» Supongamos que IV =T'; : o, en este caso se sabe que I';A, AT, : dl't-75, C, se aplica la regla
(SHUT) para quitar el candado y se obtiene I',A,A,I'1zs, OC, por hipétesis de induccion
tenemos I",A,I'1F7s, OC, nuevamente como la regla (SHUT) es invertible se puede concluir
que ['VAT';, w75, C que es lo que se querfa.

|
Finalmente veamos cudles son las reglas estructurales admisibles en las cuales se involucra al
famoso candado. Estas reglas son admisibles gracias a la regla (OPENzg, ) .

Proposicién 2.26 (Debilitamiento para Formulas Modales). La siguiente regla es admisible.

Thzs, OA
[ arrs, OA

Demostracidn. Se tiene que 'z, (JA, por tanto se puede aplicar la regla (OPENzg, ) haciendo
[V = [uf’, Y] para obtener 'l W75, A, basta aplicar (SHUT) para conlcuir I',wf7zs, A que es
lo que se queria probar. m
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Observaciéon 2.27 FEs importante hacer notar que de hecho cuando el consecuente es una formula
modal, es posible agregar la cantidad de candados que se desee. Nos enfocamos en esta situacion
pues el debilitamiento de variables es vdlido sin depender de como sea la formula, pero ya se aclaro
que en principio no es posible agragar candados al gusto. Una combinacion de la regla (OPENzs,)
y (SHUT) nos permite agregar todos los candados que se deseen, de modo que es posible presentar
la regla de modo general.

Proposicién 2.28 (Debilitamiento Generalizado para Férmulas Modales). La siguiente regla es

admisible.
75, A

[ [Fzs, OA

Demostracion. Esta prueba se realizard por induccién sobre IV,
» Fl caso base es considerar a IV = [] y el resultado se cumple.

» Supongamos que se tiene [V = I'1, B, por hipdtesis de induccion sabemos que I',I'1Fzs,[0A,
como el consecuente tiene un box podemos aplicar la regla (OPENzgs,) y agregar [B, s de
modo que se tiene I')[';, B, w75, A y ahora basta aplicar la regla (SHUT) para concluir
I'\T'y, BFzs,A que es lo que se queria concluir.

» Ahora supongamos que I" = T'; o', entonces nuevamente sabemos que I',T'1t75,00A por lo
que se puede aplicar la regla (OPENzs,) agregando |[wf,s'] cuando sea aplicada, por tanto
se tendria ['\I';, of®, W75, A, ahora se aplica la regla (SHUT) para concluir I',I";, s*7s, CJA.

Al inicio de la seccion se mencioné que una légica es subestructural cuando no cumple con
alguna de las leyes estructurales, esta logica, ZS,, sin embargo bien podria llamarse una légica
subestructural debido a que no cumple ninguna de las leyes, todo esto debido a la presencia del
candado.

Proposicién 2.29 FEl sistema IS, es una logica subestructural.

Demostracion. Basta dar un contraejemplo de cada una de las reglas y de hecho el mismo
contraejemplo sirve para todas las reglas.

= La regla de debilitamiento generalizada no es vélida. Es decir la regla

I'NAFzs, B
INATIzs, B

no es admisible.

Sabemos que se cumple siempre que Blzs,B, si la regla fuera valida, podriamos agregar
cualquier cosa, en particular podriamos agregar un candado, de modo que se cumpliria
que Buft7s, B, se aplica la regla (SHUT) y a continuacién la regla de introduccién a la
implicacion para obtener -Fzs, B — [1B el cual ya se ha dicho que no es valido.
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= Kl intercambio de contextos generalizado no es vélido. Es decir, la regla

[IFzs, A
["Ttzs, A
no es admisible.

Supongamos que w*, Bt-7s, B, aplicando la ley del intercambio tendriamos que B w75, B, al
igual que en el caso de la regla del debilitamiento aplicando la regla (SHUT) y descargando
la premisa B tendriamos 75, B — LB que no es valido.

= La regla de contraccién generalizada no es vélida. Es decir, la regla

TATI AT s, B
[ATI "z, B

no es admisible.

Si la regla fuera vélida, se podria tener que B#,Bt-zs, B, aplicando la regla de contraccién
de variables se obtiene B w75, B, como ya se ha mencionado en este trabajo en varias
ocasiones, aplicando la regla (SHUT) y a continuacién la regla de (— I) se tiene que -Fzg,
B — B el cual se sabe que no es valido.
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Capitulo 3

El sistema de secuentes K74

Como ya se dijo y se pudo observar en los ejemplos de la primera seccién la regla (OPENzg, ) del

sistema ZS, es muy generosa, una vez que se tiene el razonamiento hacia atras es mas fécil realizar

la prueba, pero si queremos lograr una equivalencia con el sistema de deduccién natural modal la

regla resulta demasiado misteriosa, asi pues, como ya fue mencionado al final de la seccién anterior

a continuacion se presentara el sistema de secuentes KT 4, el cual es un aporte nuevo, luego serd

necesario probar que es equivalente al sistema de secuentes ZS,. De este modo una vez entendidas

las reglas de este nuevo sistemas podremos presentar la equivalencia entre KT, y el sistema de

deduccion natural modal. Comencemos con las reglas de este nuevo sistema.

Regla de hipdtesis, la cual es idéntica a la regla presentada para ZS,

of' ¢ (HYP)

A Fer, A

Regla de introduccién a la implicacién, también idéntica a la presentada en el capitulo
anterior.

T, Abxr, B
F"/CT4A — B

(= 1)

Modus ponens, el cual también debemos considerar aditivo.

r l_ICT4 A— B Fl‘;c7'4 A (MP )
Tkrr, B *
Regla Shut
r “I—;C7’4A
—————— (SHUT
I, OA ( )

Regla (OPENkT,), esta es la primera regla que es distinta. Ahora si en el secuente se
tiene una féormula modal entonces es posible quitarlo pero sera necesario agregar de modo
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obligatorio un candado y tanto a la derecha como a la izquierda sera posible agregar tanto
féormulas como candados. Por supuesto I'' y I'” también pueden ser vacios.

Thr, OA
I ["Fr, A

= Regla (4—IMPORTACI()N) dice que si se tiene una férmula modal en el antecedente en-
tonces sera posible conservar la formula modal en el consecuente y nuevamente es obligatorio
agregar al menos un candado. También es posible agregar si se desea féormulas y candados
antes y después del candado agregado.

Ther, OA
I eI, OA

Notacién 3.1 Por comodidad se le denotard como (4-I).

= Regla (T—EXPORTACI()N) si el dltimo elemento de un contexto es un candado, entonces
es posible eliminarlo y no hace falta agregar nada.

e, A
Ther, A

Notacién 3.2 Por comodidad se le denotard como (T-E) .

Finalmente el sistema de secuentes K74 esta conformado por las reglas:

I Aber, B

ol ¢V (HYP ’ 4 I

AN er, A L ) I'ter, A= B (= 1)
['bxr, A= B Thier, A P
T ber, B
LaFer, A (SHUT) Prers DA opeNger,)
IFer, OA T, T, T 7, A KT
Thr, DA , T, ey, A ,
T .pKFT' 4’hcr = (4-IMPORTACION) ﬁ (T-EXPORTACION)
) ) ) 4 4

Es posible realizar algunos ejemplos para ver a estas nuevas reglas en acciéon. El razonamiento
hacia atras que fue usado para realizar las pruebas en ZS, se seguird usando en este sistema de
secuentes, esto es valido y no hace falta decir mucho mas pues las unicas reglas usadas para ello
son (— I) y (SHUT), las cuales se conservan y son las tnicas reglas invertibles. En la mayoria de
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los ejemplos se puede ver que las pruebas se complican un poco mas pues algunas reglas obligan
a anadir candados, sin embargo es justo ese detalle lo que hara que la equivalencia con el sistema
de deduccién natural modal sea méas directa. Comencemos con los axiomas.

Ejemplo 3.3 (Azioma T) 7, 0A — A

1. OAbgr, OA (HYP)
2. OAwtxr, A  (OPENgr,) 1

IM=[] I"=1[]
3. OAbkr, A (T-E) 2
4. b, 0A— A (—1)3

Ejemplo 3.4 (Azioma 4) 7, DA — OOA

1. OAbr, OA (HYP)
2. OA s, OA (4-1) 1

=[], I" = ]
3. DA, A (OPENkr,) 2

=[], T" =[]
4. OAstr, OA (SHUT) 3
5. OArr, OOA (SHUT) 4
6. -Frr,0A4—0O0OA (—=D)5

Ejemplo 3.5 (Azioma K) ‘tr, O(A— B) - UOA — OB

L. O(A— B)Fxr, O(A— DB) (HYP)
2. 0] (A — B),DAl_;C7’4 A (HYP)
3. U (A — B),|:|14,i”|_;g7’4 A (OPEN;C7‘4) 2
=[] T" =]

4. 0O(A— B),0Astrr, O(A— B) (4-1) 1
I =[0A] 1" =[]

5. O(A — B),0Arcr, O(A— B) (T-E) 4
6. U] (A — B),DA,fhcn A— B (OPENKT4) 5)
=[]

7. 0 (A — B),DA,“"K7'4 B (MP+) 6,3
8. O(A — B),0AFcr, OB (SHUT) 7
9. O(A— B)Fxr, ODA—DOB (—1)8
10. ++x7,0A— B)—-0A—-0OB (—1D9

Ahora podemos ver el resto de los ejemplos.

Ejemplo 3.6 El juicio - Fir, O(A — B) — O(OA — OB) del ejemplo 1.16 es derivable.
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Ejemplo 3.7 El juicio ‘+x7,0(A— B) - 0O(B — C) — O(A — C) del ejemplo 1.26 es deri-

vable.

1. O(A— B)bxr, O(A— B) (HYP)
2. O(A — B) e OAFcr, OA (HYP)
3. O (A — B),i‘,DA,d"l—,CT4 A (OPEN;C7—4> 2
=[], I" =]

4. O (A — B)y‘\7DA7“l_ICT4 A— B (OPEN]C7’4) 1
"= [uf,0A4], T” =[]

5. O(A— B)a0OAstrr, B (MP,) 4,3
6. O(A — B) e OAFcr, OB (SHUT) 5
7. O(A— B)wrcr, 0OA—0OB (—=1)6
8. O(A— B)Fxr, 0O(0OA—0OB) (SHUT) 7
9. ‘txr,0(A— B)—-0O(0OA—OB) (—1)8

[l (A — B) |_IC7’4

0 (A — B),D (B — C) I_ICT4
O(A— B),0(B — C),AFkr,

O (A — B),D (B — O))‘\aAI_ICT4

Ll

(A — B),D (B — C),“,Al_]g7'4
(A — B),D (B — C),m,AI_;C7’4
(A— B),0O(B — C) s Arkr,
[ (A — B),D (B — C),‘\I_;C7’4
] (A — B),D (B — O) I_ICT4

] (A — B) |_ICT4

U
U
U

© o N>

10.
11.

Ejemplo 3.8 FEl juicio

i, 0(A—= B) = (OB —=C)—=0(A—=C0))

O(A— B) (HYP)
OB —C) (HYP)
A (HYP)
A— B (OPENkr,) 1
I"=[0O(B—C), T"=][A]

B—C (OPENK7‘4) 2
B (MP_) 4,3
C (MP4) 5,6
A—C (—1)7
O(A—C) (SHUT) 8
OB—-C)—-0A4A—=C0) (=19
(—=1) 10

Frr, O(OD - O(0OF —» OF)) —» O(0OF — 0O(0OD — OF))

del ejemplo 1.29

X. Estrada

41



1. 0(0OD — O(0OF — OF)) b, O(0OD — O(OF — OF)) (HYP)
2. (0D —» O(OE — OF)) s OErcr,OF (HYP)
3. 0(0D — O(0F — OF)) & OF & 0Dk, 0D (HYP)
4.0(0D — O(0OF — OF)) &, 0F & 0Dk e, 0D — O (DE — OF) (OPENgr,) 1
— [w,0E], I = [OD]

5.0(0D — O(0OF — OF)) & 0F & 0Dk, 0 (OF — DF) (MP,) 4,3
6. 00D —0O((0OF — 0OF))«0F «&0D et7,OF — OF (OPENk7,) 5
=[], I" =]

7.0(0D — O(0OF — OF)) &0 &,0D a7, OF (4-1) 2
' = [, 05" = [OD, u]

8.0(OD — O(0OF — OF)) & 0F & 0D s, OF MP.) 6,7
90.0(0D — O(0OF — OF)) e 0F & 0D o s, F (OPENxr,) 8
=[], I =[]

10. 0(OD — O(0F — OF)) e OF & 0D s, F (T-E) 9
11. (0D — O(0OE — OF)) & 0F &, 0Dk, OF (SHUT) 10
12. (0D — O(0OFE — OF)) e 0F w7, OD — OF (= 1) 11
13. 0(OD — O(OF — OF)) e 0B+, O(0OD — OF) (SHUT) 12
14.0(0D - 0O(0F — OF)) dtr,0F — 0O(@OD — OF) (—1) 13
15. (0D — O(OFE — OF)) ber, O(0OF — 03D — OF)) (SHUT) 14
16. -+, 0(OD — O(OE — OF)) —» O(0OF — O(OD — OF)) (= 1) 15

Ejemplo 3.9 FEl juicio

ki, 0(0A—-0(0OB —-0C0) - 00O (0OA—-0OB) - 0(0A - 0C))

del ejemplo 1.19 es derivable.

Buscamos I' = [0 (0OA - O(OB — 0OC)) e, 0 (0A — OB) s, DA, o
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10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

0(0A — O(0OB — 00)) Fer,d (04 — O(OB — OC)) (HYP)
0(0A — O(0OB — 0OC)) &0 (0A — OB) b, 0(OA — OB) (HYP)
O0(0OA—-0O(OB—00)) &0 (0A — UOB) e OAFcr,0A (HYP)
O0(0OA—-0O(@OB—00)) &0 (0A — UOB) e OAFcr,0A - O (0B - 0C)  (OPENgkr,) 1
I'=[], I" = [0(0A — OB) e, 0A4]

0(0A —» O(0OB — 0C)) &0 (04 — OB) & OAFcr,0A — OB (OPENkr,) 2
I =[], I =[0O4]

O(0OA—-0O(OB —00)) &0 (0A — UB) e OAFcr,0(0B — 0OC) (MP,) 4,3
O0OA —-0O((OB —00))«,0(0A — OB) & 0AFc-,0B (MP,) 5,3
.0(0A - O(0B — 0OC)) & 0(0A — OB) e 0A s, 0B — 0OC (OPEN,r,) 6
=[], " =]

.0(0A - O(0B — 0OC)) &,0(0A — OB) e JA s+, OB (4-1) 7
I =[], " =[]

O00A—-0O(0OB —00))«,0(0A — OB) «,0A e, 0C (MP,) 8,9
0 (DA — 0 (DB — DC)),‘\, (DA — DB),T,DA,“,“I—;CHC’ (OPEN;CT4) 10
D' =[], " =[]

0(0A — O(0OB — 0C)) &0 (0A — OB) s OA s-r, C (T-E) 11
0(0OA—-0O(@OB—00)) 0 (0A — 0OB) e OAF 7, OC (SHUT) 12
0(0A —» O(0OB — 0C)) w0 (0A — OB) s, JA — OC (—1) 13
0(0A — O(0OB — OC)) w0 (A — OB) Fer, O (0A — OC) (SHUT) 14
0(0A — O(0OB — OC)) s+, 0 (0A — OB) — O (0A — OC) (—1)15
O(HA -00OB - 00))er, OO (A —-DOB) - 0O((0OA - DO0)) (SHUT) 16
+Fer,00A-0O0(0EB —-00) - 00O (A - 0OB) - 0O(HA - O0)) (= 1) 17

Ejemplo 3.10 EI juicio

del

e, O0OP - 0Q) - 0 (EQ —OR) - 0O(OP — OR))

ejemplo 2.15 es derivable.
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1. O(OP — 0Q) by, O (OP — 0Q) (HYP)
2. 0(OP — 0Q).«0(0Q — OR) Frr, 0 (0Q — OR) (HYP)
3. 0(0OP - 0Q)«0(0Q — OR) e 0Py, OP (HYP)
4.0@OP - 0Q)«0(0Q — OR) u DPI—,CnDP —0Q (OPENgr,) 1
— W, 0(0Q — OR)], I = [OP]
5.0(0P — 0Q).«,0(0Q — DR),&‘,DPI—,Can — OR (OPENr,) 2
I =[], I = [OP]
6. 0(OP — 0Q)«0(0Q — OR) & 0PHcr, 0Q (MP,) 4,3
7.0(0P — 0Q).«,0(0Q — OR) & OPcr, OR (MP,) 5,6
8. 0(OP — 0Q).«0(0Q — OR) & OP s+r, R (OPENkr,) 7
=[], I"=[]
0. 0(@OP — 0Q).«,0(0Q — OR) e, 0Py, OR (SHUT) 8
10. O(OP — 0Q) &0 (0Q — OR) w7, OP — OR (—»1)9
11. O(OP — 0Q) &0 (0Q — OR) Fr, (0P — OR) (SHUT) 10
12. O(OP — 0Q) st 7,0 (0Q — OR) — O(OP — OR) (=11
13. O(OP — 0Q) bier, (O(0Q — OR) — O (OP — OR)) (SHUT) 12
14. -+, O(OP - 0Q) — (0(0Q — OR) — O(OP — OR)) (= 1) 13

Ejemplo 3.11 FEl juicio

7, O(A = B) » O0A — OOB

del ejemplo 1.27 es derivable.

1. 0(A — B)ber, O(A — B) (HYP)
2. 0(A — B),00AFcr,00A (HYP)
3. U (A — B),DDA,“"]CT‘l OA (OPEN]CT4) 2

=[], " =[]
4. (A — B),|j|jz4,“,“l_;g7’4 A— B (OPEN;C7’4) 1

I = [O0ALL” = [u)]
) 3

5.0 (A — B),DDA,‘\,“FKT4 A (OPEN;C7‘4
=[], T" =[]
6. 0(A — B),J0A s a7, B (MP,) 4,5
7.0(A — B),J0A s, OB (SHUT) 6
8. 0(A — B),00Arr, OOB (SHUT) 7
9. 0(A — B)Fyxr,00A - 0O0OB (—1)8
10. -7, O(A — B) - 0O0OA — OOB (—=1)9

Ejemplo 3.12 FEl juicio

t+er,0(0A - 0O(OB - OC)) — 00(0A — OB) — 00 (0A — OC)

del ejemplo 2.17 es derivable.
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3.1. Reglas Estructurales

1. O(0A — O(OB — 0OC)) brr,0 (04 — O (OB — OC)) (HYP)
2. 0(0A - O(OB — 0OC)),00(0A — OB) brr, 00 (0A — OB) (HYP)
3.0(0A —» O(OB — 0OC)),00(0A — OB) stc7,0(0A — OB) (OPENkr,) 2

=[] =

4. 0(0A4 - O(OB — 0OC)),00(0A — OB) s e OAF 7, A (HYP
5.0(0A4 — O(OB — 0OC)),00 (DA — OB) e e 04,04 — O(@B — 0C)  (OPENgr,) 1
[V = [w], IV = [OA4]

6. 0(0A —-0O((0OB— UC)),00(0A - UB) u" e, 0AF7,0 (0B — OC) (MP,) 5,4

7.0(0A - 0O(0OB —0OC)),00(0A — UB) u e AR 7,0A — OB (OPENkr,) 3

I"=[], " = [04]

8. 0(0A — O(0OB — 0OC)),00 (JA — OB) e A, 0B (MP,) 7.4

9. 0(0A — O(0OB — 0OC)),00(0A — OB) e e, A s+, 0B — OC (OPENkr,) 6

I’ = []7 =1l

10. 0(0DA - O(0OB - 0OC)),00(0A — OB) u" e, A &7, 0B (4-1) 8

11. (DA — O(0OB — 0OC)),00 (JA — OB) u e A s+, OC (MP.) 9,10

12. 0(0A — O(OB — 0OC)),00 (JA — OB) & e 0A u a7, OC (OPENkr,) 11
I = []7 T =

13.0(0A—-0O(MUB —0OC)),00((0A - 0OB) ul e, OA e, C (T-E) 12

4. 0(0A—-0O(OB —0OC)),00(0A — OB) e A7, OC (SHUT) 13
15. 0(0A — O(0OB — 0OC)),00 (OA — OB) w s, 0A — 0OC (— 1)
16. 0(0A — O (OB — OC)),00 (DA — OB) st o7, O (0A — 0OC) (SHUT)
17. O (A — O(0OB — 0OC)),00 (OA — OB) iy, OO (0DA — O0) (SHUT)
18. 0(0A - 0O(OB - 0OC)) Fir, 0O (0A - OB) - 00(0A — O0) (=1
19. ‘Fr7,0(0A - O(OB - 0O0C)) - 00 (A - OB) - 00O (0A — OC) (—1)

3.1. Reglas Estructurales

Veamos que las reglas estructurales que fueron probadas para el sistema ZS, siguen siendo
validas en este sistema. Ya que las reglas del sistema T 4 son admisibles en ZS, y de hecho algunas
reglas son las mismas, las pruebas son similares, pero es necesario agregar los casos (OPEN 71, ),
(4-IMPORTACION) y (T-EXPORTACION) .

Proposicién 3.13 (Debilitamiento para variables) La siquiente regla es admisible

Ther, B
T Arxr, B

Demostraciéon. La prueba es andloga a la que se realizara para la misma propiedad en el dltimo
capitulo. m
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3.1. Reglas Estructurales

Proposicién 3.14 (Intercambio de variables) La siguiente regla es admisible.

T A BFer, C
T.B,AFgr, C

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de derivacion.

» (HYP) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZS,.

(— I) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZSj.

(MP. ) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZSj.

(SHUT) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZS,.

(OPEN 7,) Alser I'| A, BF 1, C conclusion de la regla (OPEN x7,) y Ay B son variables se
tiene que necesariamente I' = 'y, of", T'5. Al tener que I'1Fx7, OC entonces se aplica la regla
(OPEN fr,) con IV =[]y I = [y, B, A] por lo que se puede concluir I'y, ", 'y, B, A7, C.

. (4—IMPORTACI()N) Si I'VA,BFir, C es conclusién de la regla (4-I) entonces podemos
establecer C' = JC,, nuevamente como A y B son variables se tiene que I' = I';, s, 'y, de

modo que si se tenfa que I'17,00C; basta aplicar la regla (4-I) considerando I = [] y
I = [I'9, B, A] y concluir 'y, T'y, B, Ak, OC,.

] (T—EXPORTACI()N) Si I'A,BFr, C entonces se sabe que I'|A, B, W7, C, aplicando
la hipétesis de induccién se tiene que I',B, A, W7, C' y ahora es posible aplicar la regla
para concluir I' B, A7, C.

Proposicién 3.15 (Contraccion de Variables) La siguiente regla es admisible.

T A Abcr, C
T AFgr, C

Demostracién. Por induccion sobre la estructura de derivacion.

» (HYP) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZS,.
» (— I) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZS,.
» (MP, ) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZS,.

» (SHUT) La prueba de este caso es idéntica a la realizada en el sistema ZSj.
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3.1. Reglas Estructurales

» (OPEN kr,) Al ser I'' A7, C conclusion de la regla (OPEN g7,) v A es una variable se
tiene que necesariamente I' = 'y, T'5. Si se tenfa que I'1Fxr, OC entonces se aplica la
regla (OPEN fr,) con IV =[] y I = [['y, A] por lo que se puede concluir Ty, u, Ty, A7, C.

» (4-IMPORTACION) Si I', Arx7, C' es conclusién de la regla (4-I) entonces podemos esta-
blecer C' = [JC}, nuevamente como A es variable se tiene que I' = I';, s, "5, de modo que
si se tenfa que I'1F 7, 0C) basta aplicar la regla (4-I) considerando IV =[] y I' = [I'y, A] v
concluir I'y,w’, T'y, Abxr, OC,.

] (T-EXPORTACI()N) Si I, Abr, C entonces se sabe que I'|A, A, W7, C, aplicando la
hipétesis de induccién se tiene que I', A, w7, C y ahora es posible aplicar la regla para
concluir I' A7, C.

Las reglas invertibles se conservan.
Teorema 3.16 La regla (— I)es invertible.
Si 'k, A — B, entonces I'; Arxer, B.
Demostracion. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema ZS;. m
Teorema 3.17 La regla (SHUT) es invertible.
Si T, 0A, entonces T, w7, A.

Demostracién. Como I'tr,0A, podemos aplicar la regla (OPEN x7,) con IV = [[] y [V = []
para obtener I w7, A. =
Veamos que es posible generalizar las reglas bajo ciertas condiciones.

Proposicién 3.18 (Debilitamiento generalizado para variables) La siguiente regla es admisible

I'[Mer, B
[ A r, B

Demostracion. La prueba es andloga a la que se realizara para la misma propiedad en el tltimo
capitulo. m

Proposicién 3.19 (Intercambio generalizado de variables) La siguiente regla es admisible.

I A,BI'ver, C
[.B, A, C

Demostracion. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema ZS,. m
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3.1. Reglas Estructurales

Proposicién 3.20 (Contraccion de variables generalizada) La siguiente regla es admisible.

I AAT er, C
[ A e, C

Demostracion. La prueba es idéntica a la realizada en el sistema ZS;. m

Respecto a las versiones de las reglas donde se involucra al candado que es posible probar no
hay ningiin cambio. Las demostraciones deben ser redactadas nuevamente, pero ya que todas las
reglas se pueden inferir de la regla (OPEN zg,) no deberfa ser sorpresa que sean admisibles en este
sistema.

Proposicién 3.21 (Debilitamiento para Formulas Modales). La siguiente regla es admisible.

Thjer, DA
Ty, OA

Demostracidn. Se tiene que I'tc7, [JA, por tanto se puede aplicar la regla (4-1) haciendo I = []
para obtener I' w7, JA. m

Proposicién 3.22 (Debilitamiento Generalizado para Férmulas Modales) La siguiente regla es

admisible.
e, OA

T er, OA

Demostracién. Esta prueba se realizara por induccién sobre I".

= El caso base es considerar a [" = - y el resultado se cumple.

» Supongamos que se tiene [V = I';, B, por hipdtesis de induccién sabemos que I',\I'1Fer, A,
podemos aplicar (4-I) considerando [" = [B] y IV = [-] de modo que se tiene

Fa Fla B7‘\|_’CT4|:|A7

como el consecuente es una férmula modal podemos aplicar la regla (T-E) para concluir
[\I'y, B, OA.

= Ahora supongamos que IV = I'; s, entonces nuevamente sabemos que I',I'1Fx7,JA y bas-
ta con aplicar la regla (4-1) considerando I" = [] y T = [-] por lo que podria concluir

I.0, e, OA.

Aunque este sistema se acomoda mucho méas a lo que necesitamos ya que las reglas son mas
finas, sigue contando con el candado, por lo tanto esta nueva logica también es subestructural.

Proposicién 3.23 El sistema KT 4 es una logica subestructural.
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3.2. Equivalencia de ZS, y KT 4

Demostracion. Todos los contraejemplos son los mismos que ya se realizaron para el sistema
IS8,.

= La regla de debilitamiento generalizada no es vélida. Es decir la regla

I, Arcr, B
T ATl cr, B

no es admisible.

= El intercambio de contextos no es valido. Es decir, la regla

IMer, A
I’ e, A

no es admisible.

= La regla de contraccién no es valida. Es decir, la regla

ILAI A" 7, B
A I r, B

no es admisible.

El mismo ejemplo con el que se justificd la propiedad en ZS, sirve como contraejemplo.

3.2. Equivalencia de ZS, y KT,

El objetivo de introducir el sistema K74 es tener un sistema con reglas mas finas que ayuden
a probar la equivalencia deseada, para que esto tenga sentido hay que comenzar por probar que
IS4y KT 4 son sistemas equivalentes, es decir que las reglas presentadas para K7 4 son admisibles
en ZS, y que las reglas de ZS, se pueden inferir de las reglas de KT 4.

3.2.1. Reglas Admisibles

Comencemos por probar que las reglas del sistema K74 son admisibles, como se vera todas
son posibles gracias a la regla (OPENzg, ) .

Proposicién 3.24 La regla (OPENit,) se puede inferir en el sistema ZS,.

Thir, OA
[ e ey, A

X. Estrada 49



3.3. El sistema KT, y el sistema DN son equivalentes.

Demostracién. Es una aplicacién directa de la regla (OPENzg,) considerando a I” &I como
el contexto que se agrega al momento de aplicar la regla. m

A continuacién una regla que permite concluir lo mismo pero donde es necesario agregar al
menos un candado.

Proposicién 3.25 La regla (4-IMPORTACION) se puede inferir en el sistema ZS,.

Thr, OA
T e er, OA

Demostracién. Como I'tx7, [JA, aplicamos la regla (OPENzs, ) agregando el contexto I T uf,
de modo que se tendria que ', o, T w17, A, después se concluye lo deseado aplicando la regla
(SHUT). m

Por ultimo, una regla que permite eliminar el ultimo candado que aparece en el contexto sin
afectar la conclusion.

Proposicién 3.26 La regla (T—EXPORTACION) se puede inferir en el sistema ISy.

I elftyr, A
F}_]C7’4A

Demostracién. Supongamos que I' w7, A, aplicando la regla (SHUT) tendriamos que ', A
y por ultimo aplicamos la regla (OPENzg,) considerando IV = [-]. =

Teorema 3.27 Los sistemas IS, y KT 4 son equivalentes.

Demostracién. Basta demostrar que la regla (OPENk7,) es equivalente a las reglas (OPENk7, ),
(4-1) y (T-E), pues el resto de las reglas se conservan sin modificaciéon. Con las proposiciones 3.24,
3.25 y 3.26 ya se probd que la regla (OPENzg,) implica a las reglas de K7 4. Lo tnico que hace
falta es demostrar que de las reglas es posible concluir a la regla (OPENzg, ) a partir de las reglas
propuestas.

Supongamos que I'tx7, A, por la regla (OPEN,) se tiene que I',I" w7, A con T = [-],
ahora aplicamos la regla (T-E) y podemos concluir que I''I["F 7, A que es lo que se queria concluir.
Por lo tanto ambos sistemas son equivalentes. m

Se ha presentado un sistema cuyas reglas rescatan con mayor exactitud la idea de una prueba
subordinada y se ha probado que es equivalente al sistema ZS, que es el sistema con el que se
comenzd, ahora probaremos la equivalencia prometida del sistema de secuentes T 4 y el sistema
de deduccién natural modal que se presenté en el capitulo I.

3.3. El sistema K7, y el sistema DN son equivalentes.

Cerremos este capitulo probando la tan mencionada equivalencia. En este capitulo probaremos
lo siguiente:
I'Fpy Asiysolosi D ber, A,
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3.3. El sistema KT, y el sistema DN son equivalentes.

donde la notaciéon I' Fpp A se usa para denotar que se tiene una prueba en la deduccién natural
para A. Para realizar esta equivalencia debemos observar que el sistema K74 se maneja un célculo
de secuentes, mientras que en el sistema de pruebas subordinadas no existe ésta herramienta, por
lo que se quieren probar dos cosas, por ello la prueba se subdivide en dos partes, primero dada
una derivacion es posible recrear una prueba en el calculo de secuentes y dada una pseudoprueba
en el sistema de pruebas subordinado es posible tener una prueba en KT 4.

3.3.1. DN = KT,

Se comenzara por suponer que se cuenta con una derivacién en el sistema de pruebas subor-
dinado y a partir de ahi concluir un secuente. Esta prueba se realiza por casos y cada caso se
realiza por induccién fuerte. En cada paso de la prueba se recolectaran las hipdtesis, supuestos e
intervalos modales que hayan sido usados en la prueba, todos éstos formarédn el contexto I' de la
prueba con secuentes. En caso de existir un intervalo modal en la derivacion, éste se vera como un
candado en el contexto que se ird formando. Esto se formaliza en el siguiente enunciado:

Proposicion 3.28 Si ' py A entonces I B, A.

» Regla (— 1)

Supongamos que tenemos una derivacién donde el paso k + 1 fue obtenido mediante la regla
de introduccion de la implicacion, acorde a la definicién vista en 1.20 si la conclusién es
de la forma A — B entonces existe un intervalo [I, k] tal que F; = A, F, = B y entonces
Fyi.1 = A — B. Supongamos que [[, k] estd contenido en m intervalos modales con y n
intervalos ordinarios, esto significa que gr(F;) = (m,n) = (Fy) y gr (Fyy1) = (m,n—1) lo
cual queda capturado en el siguiente esquema:

1. A

k. B
k+1.A— B

Ya que el contexto esta conformado por todas las hipdtesis, supuestos y banderines que se
hayan encontrado hasta el [—ésimo paso se tiene que I', A7, A, pues al ser [k, (] un intervalo
ordinario se tiene que F} es el supuesto de este intervalo. Por otra parte el k—ésimo paso
se refleja de la siguiente manera en el sistema K74, I', A7, B. Gracias a la definicion 1.20
podemos asegurar que no existe un IV # - tal que I';A,I" = B pues en [” solamente podria
haber hipdtesis, supuestos o banderines.

Es posible colocar a priori todas las hipdtesis al inicio de la prueba, éstas no inician una
prueba subordinada.
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Si existiera otro supuesto A’ entonces existiria [k’,{'] que cae en [k, [] cuya conclusién es B’
de modo que A’ — B’ cae en [k, ],y gr(A" — B’) = (m,n), es decir, esa prueba subordinada
estaria concluida.

Si existiera un candado, éste indicaria que se abrié una prueba estrictamente subordinada.
En este caso se tendria un intervalo modal [£’,I'] que tiene por primer férmula A’y gr(A’) =
(m + 1,n), como sabemos que A — B tiene grado (m.n — 1) debe ocurrir que la prueba
estrictamente subordinada fue concluida y la conclusion es una férmula C' cuyo grado es
(m,n).

Por lo tanto se tiene que I', Ak, B, aplicando la regla (— I) se puede concluir que I'ter, A —
B.

i. TLAFrB

k. THFA—B

» Regla (MP)

Ya que es posible aplicar la regla de diversas maneras, se tienen varios casos.

e Supongamos que Fy,; fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens y que las
premisas se encontraban en el mismo intervalo ordinario, esto significa que existen F; =
A — By F,, = A donde por definiciéon F; y F}, se encuentran en el mismo intervalo
modal

. A—- B
m. A

k+1. B

Como se encuentran en el mismo intervalo ordinario y modal se tiene que el contexto
del que podemos inferir A — B y A es el mismo en el sistema de secuentes, es decir,
7, A — By 'k, A, por lo que es posible aplicar el modus ponens en el sistema
de secuentes y concluir ', B.

e Supongamos que Fy,; fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens y que las
premisas se encontraban en el mismo intervalo ordinario, esto significa que existen F; =
Ay F,, = A — B donde por definiciéon F; y F}, se encuentran en el mismo intervalo
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X. Estrada

modal
. A
m. A— B

k+1. B

Como se encuentran en el mismo intervalo ordinario y modal se tiene que el contexto
del que podemos inferir A — B y A es el mismo en el sistema de secuentes, es decir,
'k, Ay e, A — B, por lo que es posible aplicar el modus ponens en el sistema
de secuentes y concluir I' - B.

Ahora supongamos que Fj,; fue obtenido por medio de la regla del Modus Ponens
aplicada a las formulas F; = A — By F,, = A, por definicién deben estar en el mismo
intervalo modal, pero no necesariamente debe ocurrir que se encuentren en el mismo
intervalo ordinario, por tanto asumamos que F; y F,, se encuentran en distinto intervalo
ordinario.

Supongamos que F; y F,, € M € M, F; € [I',m/] con [I',;m'] un intervalo ordinario

o]

m. . A— B

. Fy
1LA

m’.Fm/

k+1.B

En el sistema de pruebas subordinadas es posible realizar el modus ponens de las
formulas F; y F,, para concluir Fj,q, pero veamos cudles serian los contextos en el
sistema KT 4.

Por una parte, por hipétesis de induccion tenemos que I'Her, A — B. Como Fj se
encuentra en un intervalo ordinario entonces F» es una hipotesis, por tanto en el sistema
de secuentes se tendria que I',Fjlic7, A, como el Modus Ponens en K74 requiere que
los contextos sean iguales no seria posible usar inmediatamente la regla, sin embargo,
recordemos que ya se probo la regla de debilitamiento para variables en K74, basta
usar dicha regla al secuente I'x7, A — B para concluir I',Fjlx7,A — B de modo que
ya seria posible aplicar el Modus Ponens y concluir I', Fjl=xc7, B.

23
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e El caso en que Fj y F,,, € M € M, F,, € [I',m’] con [I',m'] un intervalo ordinario es
analogo.
» Regla (SHUT)

Supongamos que tenemos una derivacién tal que la conclusién se obtuvo por medio de la
regla (K-E), es decir Fj,,; = Ay F, = A. Esto queda representado por el siguiente esquema.

El

k. A
k+1. OA

Por hipétesis de induccién se tiene que I' w7, A. Observemos que por las mismas ra-
zones que fueron explicadas en (— I) podemos afirmar que no existe un IV # @ tal que
[ w "Fir, A. Por lo tanto podemos aplicar la regla (SHUT) del sistema de secuentes y
concluir ', LJA.

j, T A

. THFOA

» Regla (OPEN f7,)

Supongamos que en Fjy; se obtuvo por medio de la regla (K-I), entonces Fjy; = A donde
Firi1 € [m,n] tal que [m,n] € M y existe F; ¢ [m,n] con F; = A. Esto se refleja en el
siguiente esquema

1. A

£l

k+1. A

Ahora en I' se recolectan las hipdtesis, supuestos y candados necesarios para concluir a
OA, por tanto I'kir,00A, aplicando la regla (K-I) en el sistema de secuentes se tiene que
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[T " e, A que es lo que se queria demostrar.

i. TrHOA

m. T eI"F A

» Regla (4-IMPORTACION)

Ahora supongamos que Fj.; fue obtenido por la regla (4-1), es decir, Fp1; = OA donde
Fiy1 € [m,n] con [m,n] € M y por lo tanto existe F; = [JA tal que F; ¢ [m,n|, de modo
que tenemos graficamente lo siguiente

1. OA
a

k+1. 0A

Para realizar la recoleccion de hipdtesis, supuestos y banderines se tiene por hipétesis de in-
duccion se cumple que ', [JA, aplicando la regla (4-1) podemos concluir I', T a7, D A.

= Regla (T-EXPORTACION)

Finalmente supongamos que Fy.; = A fue obtenido por medio de la regla (T-E), entonces
se tiene que existe F, = A tal que Fj, € [m,n] con [m,n] € M y podemos afirmar que si
gr(Fy) = (m/,n’) entonces gr(Fii1) = (m' — 1,n') por tanto en el sistema de secuentes se
tiene que I' w7, A y aplicando la regla (T-E) de KT 4 podemos concluir '+, A

£l

k. A
k+1. A

Con esto probamos la primera parte de la equivalencia, es bueno hacer énfasis que a pesar
de tener de ayuda la intuicion grafica, fue de gran ayuda formalizar el concepto de esquema de
prueba, el concepto de intervalos modales e intervalos ordinarios.
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3.3.2. K74 = DN

Esta prueba se realizara por induccién fuerte, sin embargo, para esta parte de la equivalencia
serd necesario usar la definicién de pseudoprueba. Intuitivamente esto ocurre pues se cuenta con
una derivacion en el sistema de secuentes, al realizar la induccién se tiene que hay una serie de
pasos que permiten concluir hasta el paso k, sin embargo esto no significa que se tenga una prueba
del paso k, ya que puede haber intervalos tanto ordinarios como modales abiertos, lo cual no
entra dentro de la definicion de derivacién. En el sistema T4 se tiene que existen secuentes y un
contexto I' el cual cuenta con un elemento candado del cual ya se ha hablado, en DN se cuentan
con derivaciones y no existe el candado, por tanto se hablara primero de cémo se ira transformando
el contexto I'. Se parte del hecho de que el contexto I' esta conformado por hipdtesis, supuestos
y candados, de las hipdtesis y supuestos ya se ha hablado en la presentacion de las reglas, sin
embargo el candado es un elemento desconocido, sin embargo es usado para agregar o retirar el
prefijo box a una féormula modal, asi que cada vez que se descargue un candado en K74 se abrira
un intervalo modal en DN Esto lo formalizamos de la siguiente manera:

Proposicién 3.29 Si ' Fxr, A entonces I' Fppr A.

» Regla (— 1)

Supongamos que se cumple que en K74 se obtuvo por medio de la regla (— I) lo siguiente

k. [, AFxr, B

k’.. FI_]C7-4A — B

Recordemos que el contexto I' esta conformado por hipotesis, supuestos y candados de modo
que si hay n supuestos y m candados en I' entonces existen n pseudointervalos ordinarios
y m pseudointervalos modales en DAN. Al ser A un supuesto se tendria que existe una
pseudoprueba y un paso [ tal que F; = A con gr(A) = (m,n+ 1) pues A estd generando un
pseudointervalo ordinario. Por hipétesis de induccion se tiene que I', A-x7, B por lo que en la
pseudoprueba se tiene que a partir del supuesto A se concluyo B, por lo tanto existe F,,, = B
con gr(B) = (m,n + 1), es decir en este caso podemos afirmar que tenemos un intervalo
ordinario [I, m| que cumple que gr (F;) = (m,n + 1) = gr (F,,) por lo que se puede aplicar la
regla de introduccién a la implicacién y concluir F,,11 = A — B con gr(A — B) = (m,n),
es decir tenemos una pseudoprueba de A — B.

» Regla (MP)

Supongamos ahora que se tiene como resultado de aplicar la regla de Modus Ponens, se tiene
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lo siguiente
1. F}_;C7—4 A— B
m. Fl_/c7‘4A

11. Fl_;C7—4 B

donde T' tiene una cierta cantidad de hipétesis y candados, digamos que hay m’ candados
y n’ hipdtesis, esto significa que tanto gr(A — B) = (m/,n’) = gr(A). No se sabe si el
ultimo elemento de I' es un candado o una féormula. En caso de ser un candado entonces
se inici6 una pseudoprueba estrictamente subordinada y por lo tanto A — B como A se
encuentran en el mismo pseudointervalo modal y si es una formula entonces A — By A se
encuentran en el mismo pseudointervalo ordinario, en ambos casos se cumple que no existe
un pseudointervalo modal tal que A — B cae en él y A fuera de él 6 que A — B cae fuera
de él y A cae dentro de él, por lo que es posible realizar el modus ponens en el sistema de
pruebas subordinado, de este modo existe una pseudoprueba que permite concluir A — B.

» Regla (K-EXPORTACION)

Supongamos que el caso k + 1 es instancia de la regla (K-E), entonces se tiene lo siguiente

k. T, F A

k'I'+=0A

nuevamente I tiene una cierta cantidad de hipétesis, supuestos y candados digamos (m,n),
como cada candado se refleja como haber iniciado una pseudoprueba modal, por hipdtesis
de induccion existe una pseudoprueba tal que F,,, = A cae en un pseudointervalo modal
iniciado por alguna F; con i < m, de modo que gr(A) = (m + 1,n) = gr(F;), como A €
[F}, 00) es posible aplicar la férmula (K-EXPORTACION)con lo que se tendria que existe una
pseudoprueba tal queF,, ;1 = OA y gr(CA) = (m,n).

= Regla (K-IMPORTACION)

Supongamos ahora que la conclusién es instancia de la regla (K-I), tenemos:

L Ty, OA

I DT, e, [ per, A
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por hipdtesis de induccién se sabe que existe una pseudoprueba de [JA que depende de una
cierta cantidad de hipotesis y supuestos fija, digamos n hipdtesis y m candados, entonces
gr(dA) = (m,n). Tanto si lo ultimo que aparece en I' es un candado o una férmula se tiene
que existe una pseudoprueba de [JA, es posible aplicar la regla, recordemos que la regla no
impide que se abran otros pseudointervalos modales u ordinarios. Por ello se tiene que existe
una pseudoprueba de A tal que gr(A) = (m+i,n+j)conl1<i<ooy0<j < oo.

= Regla (4-IMPORTACION)

Supongamos ahora que la conclusién es instancia de la regla (4-1), tenemos que el k-ésimo,
se ve de la siguiente manera:

L. Ther, OA

U T, T, e, T e, DA

por hipdtesis de induccién se sabe que existe una pseudoprueba de [JA que depende de una
cierta cantidad de hipotesis y supuestos fija, digamos n hipdtesis y m candados, entonces
gr(dA) = (m,n). Tanto si lo dltimo que aparece en I' es un candado o una férmula se tiene
que existe una pseudoprueba de [JA, es posible aplicar la regla, recordemos que la regla no
impide que se abran otros pseudointervalos modales u ordinarios. Por ello se tiene que existe
una pseudoprueba de [JA tal que gr(0A) = (m+i,n+j)con 1 <i<ooy0<j<o0.

= Regla (T-EXPORTACION)

.Supongamos que la conclusién es instancia de la regla (T-E) de modo que

LT, e r, A

k+1. Thr, A

en este caso por hipdtesis de induccién se cumple que existe una pseudoprueba de A donde
se abrig un pseudointevalo modal y A cae en dicho pseudointervalo modal. Si en I hay n
hipétesis y m candados entonces por hipétesis de induccién gr(A) = (m+ 1,n), por lo tanto
se cumple lo necesario para aplicar la regla (T-E), es decir se tiene que hay una pseudoprueba
tal que Fj,11 = A con gr(A) = (m,n).

Con esta prueba podemos cerrar este capitulo. Es importante resaltar que aunque la prueba si
usa un poco de la intuicién gréfica para no hacer tan técnica la prueba, usando sélo las definiciones
que se dieron en el primer capitulo es posible entenderla sin que quede lugar a ambigiiedades, de-
bemos resaltar este hecho porque si bien en un principio se intenté evitar trabajar con definiciones
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tan engorrosas, eventualmente fue mucho mejor desarrollarlas a intentar escribir la equivalencia
sin ellas.
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Capitulo 4

Lenguajes de Programacion Modales

La correspondencia Curry-Howard es una correspondencia entre sistemas formales de tipos
para ciertos modelos de computacién y ciertos sistemas formales de demostracion. Gracias a la
correspondencia de Curry-Howard es posible trabajar con el sistema de tipos tanto del sistema ZS,
y KT4. En este capitulo se verd la equivalencia de los sistemas vistos como lenguajes modales,
por lo tanto se analizaran las propiedades que cada lenguaje cumple para después realizar la
equivalencia. Para este capitulo se tiene en mente la interpretaciéon para programas distribuidos
donde se piensa en una red ya sea de computadoras 6 procesadores de modo los objetos con tipo
[JA son célculos que se ejecutan de forma segura en toda la red y se pueden transmitir a cualquier
zona de ella.

4.1. El lenguaje modal Azgs,

Este lenguaje es esencialmente el célculo lambda de Clouston pero con una estrategia definida
de evaluacion, a saber la llamada por valor. Se mostraran algunas propiedades que Clouston omite.
Para este lenguaje se definen los programas de ZS, de la siguiente manera:

t=uwx| Ax.t|tt|opent|shutt

La seméantica operacional se define de la siguiente manera para lo cual se seguira la estrategia
de evaluacion de izquierda a derecha y la llamada por valor

t—t —
(E—APPl) M

LA (E-APP2)
tu — t'u U — VU

/

t—t

/ (E_OP)
open t —open t

open (shut t) —t
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Ae.r)v — rz =]

Donde los valores seran:

v = Ax.t | shut t

Finalmente las reglas para el sistema de tipos estara conformado por las siguientes reglas:

'z : Arzs,t . B
o 41" (HYP : . — 1
Fa:Al'Fzg,x A 2 ) I'Fzs,\xt: A— B (=1
F|_154t :A— B F|_134u A
MP
I'Fzs,tu: B (MP)
Izs,t: OA (OPENys,) Il brs, t: A (SHUT)

[ T'Fzs,0pent: A I'Fzs,shut t: A

= La regla de hipotesis dice que es posible derivar una hipdtesis siempre y cuando no existan
candados a la derecha de ella. El contexto representa la informaciéon disponible correspon-
diente a un punto particular de la red. Debido a que los contextos son listas, las posiciones
de los elementos en el contexto no es modificable. El candado sirve para senalizar un movi-
miento que se realizé a algin punto arbitrario de la red. Una vez que uno se haya movido a
otro punto de la red, ya no es posible usar la informacién que se encuentra en I'; razén por
la cual ya no es posible derivar una hipotesis x : A si aparece un candado a la izquierda de
la hipétesis.

Dado I't-zs,t : [JA significa que ¢ es un programa moévil bien tipado, ya que su tipo es un box,
entonces es posible recuperar el contexto en cualquier punto de la red. A esta operacion se le
denota como open t. El contexto I'" representa la nueva informacién en un punto arbitrario
de la red.

Para tipar un programa t como un programa mévil en un punto particular de la red es
suficiente tipar ¢ : A en un punto arbitrario de la red, esto se realiza con la operacién shut t.

Con esto es posible realizar algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1 Azioma T

1. t:0A l_IS4 t:0A (HYP)
2. t:0A"Fzs, opent: A (OPENzg,) 1

I =[]
3. -Fzs, Mtopent:OA— A (—=1)2

El significado de este ejemplo seria que hay una funcién que recupera el contenido de un valor

movil.
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Ejemplo 4.2 Azioma 4

1. t:0A }_2,54 t:0A (HYP)
2. t:OATI"Fzs, opent:A (OPENzg,) 1

[V = [uf, o
3. t:UAmbzs, shut(opent): OA (SHUT) 2
4. t:0OAblzs, shut(shut(open t)): OOA (SHUT) 3
5. -Fzs, At.shut(shut(open t)): DA — OOA (—1)4

En este caso se tiene que el Axioma 4 es una funciéon que garantiza que un valor moévil sea
movil.

Ejemplo 4.3 Azioma K

L. t:0(A— B)rzs, t:0(A— B) (HYP)
2. t:0(A— B),I"zs, opent:A— B (OPENzgs,) 1
[V = [JA, o

3. t:0(A— B)u:0OAFzs, u:0A (HYP)
4. t:0(A— B)u:0ATFzs, openu: A (OPENzs,) 3
1'\// — [‘\:I

5. t:0(A— B)u:OAst‘zs, (open t)(open u): B (MP,) 2,4
6. t:0(A— B)u:OAkzs, shut((open t)(open u)) : OB (SHUT) 5
7. t:0(A— B)rzs, Au.shut((open t)(open u)): OA — OB (—1)6
8. F1s, M u.shut((open t)(open u)) : O(A - B) - 0OA — OB (—1)7

El axioma K es una funcion que toma una funcién movil de valores ordinarios en valores
ordinarios y regresa una funcién movil de valores moéviles en valores méviles.

A continuacion se muestran algunos de los ejemplos trabajados anteriormente. Para no agobiar
demasiado al lector con las pruebas se muestran sélo los resultados y su significado.

Ejemplo 4.4 FEl juicio
+75,0(A— B) - O(OA — OB).

del ejemplo 1.16.
‘F1s, At.shut (Au.shut ((open t) (open w))) : O(A — B) — O(0A — OB)

Una funcion que transforma una funcion movil entre valores ordinarios en una funcion movil de
valores moviles.
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Ejemplo 4.5 FEl juicio
b5, O A= B) - (OB—-C)-0A—=C)).
del ejemplo 1.26.
‘F1s, M Au.shut (M. (open u) ((open t) (v))): O(A— B) = (O(B—=C) —-0(A— C))

La funcion composicion de funciones ordinarias moviles.

Ejemplo 4.6 FEl juicio

k75, 0(@OD - 0O((OF —-0OF))—»0OOE - 0O0(0OD — 0OF)).
del ejemplo 1.29.
‘Frs, u.shut (At.shut (Ar.shut (open (open ((open u) (r))) (shut (open t)))))

Una funcion que toma transforma una funcion movil que a su vez transforma una funcion de
valores moviles en una funcion movil en una funcion movil que toma un valor movil en una
funcion de valores moviles.

Finalmente hablemos sobre la seguridad del lenguaje. Cuando se define una semantica opera-
cional es importante escoger el nivel correcto de abstraccion

Lema 4.7 (Debilitamiento de variables) Si ', I"Fzs,t : B, entonces I,y : A, I"Fzs,t : B.
Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre el término t.

» El caso base es cuando ¢ es una variable y tendriamos que I',\I"Fzg,z : B donde wf® ¢ T”,
podemos entonces agregar una hipotesis mientras no sea un candado, de modo conveniente
se agrega y : A, asi que concluimos 'y : A, I"Fzs,2 1 B.

» Sit = Az.e tenemos [',["Fzs, \x.e : B donde B = By — By, por tanto se sabe que I',)I" z :
Bibzs, e :Bs, por hipétesis de induccion, 'y : A" x : Bilzs,e : Bo, por tltimo se aplica la
regla (— I) para obtener I,y : AI"Fzs,Az.e : By — Bs, por lo tanto ',y : A I"Fzs,Az.e : B.

» Sit=ejey: B, setiene ' ["Fzs,e1e5 : B,y se sabe que existe By tal que I',["Fzs, €, : Bo— B
y I''I"Fzs, e, : Bo, por el caso anterior y el caso base aplicados al primer y segundo secuente
respectivamente, podemos concluir que I'yy : AI"zs, e, : Bo— By 'y : AI"'Fzs, €, : Bs.
Como los contextos son iguales es posible aplicar la regla del modus ponens con lo que se
tendria Iy : A,I"Fzs, €162 1 B que es lo que se queria concluir.

» Sit = open e, como premisa tenemos que I',["F75,0pen e : B se tienen varios casos:
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e Si I'rzs, e : OB entonces aplicando la regla (OPENzs,) agregando y : A,I” se tiene
Ly A T"zs,0pen e : B

o Sil\I"Fzs, e : OB se aplica la hip6tesis de induccién para tener Iy : A, I"Fzs, e : OBy
basta aplicar (OPENzg, ) agregando el contexto vacio para concluir I';y : A, 75, open
e: B

» Sit = shut e se tiene que I',I"Fzs,shut e : B por lo que B = (OB de modo que I',I” w7s,¢ :
By, por hip6tesis de induccidn se tiene I'yy : A,T” wt7s,e : By, finalmente se aplica la regla
(SHUT) y se tiene lo deseado T'yy : ATl"Fzs, shut e : B.

[ ]
Lema 4.8 (Debilitamiento generalizado para férmulas modales)

Si Thzs, t : OA entonces T', Tz, t': OA.
Demostracién. Por induccién sobre I'.

s Si [V = -, el resultado es inmediado.

» SilV=T1": (u: B), por hipdtesis de induccién se tiene que I', 1"z, t : A y aplicando el
debilitamiento de variables se puede concluir que I'; I u : Blzg, t : TA.

» SilV=T1": e entonces se cumple que I', I""Fzs, ¢ : JA por lo que es posible aplicar la regla
(OPENzs,) donde lo mds conveniente es agregar dos candados de modo que

[T ek w75, opent: A,
ahora es posible aplicar la regla (SHUT) para concluir I', T a*zs, shut (open) t : OA.
[
Lema 4.9 (Sustitucion) Si U,z : A, I"Fzs, t: B y T'rzs, u: A entonces I', Iz, tu/x] : B.
Demostracién. Por induccién sobre el término ¢.

» Sit =y entonces I',z : A T"rzs,y : B por lo que y[u/z] = y si y # x, por lo tanto
T 25,y : B.

» Sit = Ay.e entonces I';z : A, I"Fzs, A\y.e: B con B = By — By, asi se tiene que I',z :
A, T"Fzs, A\y.e :By — By, se sabe que I'x : A, T,y : Bibzs, € :By. Como I'tzs, u: A, por
el lema previo y porque sabemos que I'zs, v : A se tiene I',y : Bilzs, u : A, aplicando la
hipétesis de induccién I', 1",y : Bibzs, e[u/z] : By por lo que podemos derivar y conlcuir
[T zs, Ay.elu/x] : By — By y A\y.efu/z] = A\y. (e u/x]).
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» Sit = ejegentonces ',z 1 A, I"zs, ey : B, de modo que existe By tal que I', z : A, I'"f75, e :
By— By ',z : A /I"Fzs, e, : By, por hipdtesis de induccién se tiene I', Iz, €, [u/z] :
By— By I',T"Fzs, €, [u/z] : By de aqui se puede derivar que I', "z, e, [u/z] ez [u/x] : B,
como e; [u/x] es[u/z] = (e1€2) [u/x] entonces I', IV7zs, (e1e2) [u/z] : B.

» Sit=open e se tiene I,z : A, I"Fzs,0pen e : B entonces por hipdtesis de induccién se tiene
que I'Fzs, eu/z] : OB, aplicando la regla se tiene I', IV7s, open e [u/z] : B.

» Sit = shut e se tiene I,z : A, I"Fzs,shut e : B, por tanto B = (B, y se sabe que [',x :
AT otzs, e : By, por hipétesis de induccién se cumple I', T dt-zs, e [u/z] : By, de aqui
se deriva que I',I"Fzs, shut e[u/z] : OB;.

n
Proposicién 4.10 (Reemplazo de candado) Si T, e 1"z, t : A entonces T, T, T"zs, t = A.
Demostracién. Por induccién sobre I', o, T"F75, t : A.

» (—1I)Setiene I', o, 75, Az.c : Adonde A = A; — A, entonces se sabe que si ', u, T 2 :
Aibzs, e 1 A, y por hipétesis de induccion se tiene I',\IV, I,z @ Ajbzs, e+ A,, finalmente
aplicando la regla (— I) se concluye que I', IV, 75, Az.e: A,.

» (MP)Sil',s, I"Fzs, eres : A, por lo tanto debe existir A; tal que I', ), I"'Fzg, €1 : A — Ay
y ', ["F7s, €1 : A; aplicando la hip6tesis de induccién ambos secuentes se tiene

F, F/, F,/|_1'34 eq . A1 — AQ

F, P/, P//}_Igél (AT Al?
por lo tanto es posible concluir I', IV, ["Fzg, €1 @ A.

» (OPEN z5,) Entonces I', s Ttz open t : A con I',a, ""= A/ A" y A'bzs, ¢ : A, quere-
mos probar que I', I, T"Fzg, open t : A.

o Si A’ = II, el II' entonces I', e, I, A, I, s, II' de modo que I' = A, Il y I = II' que
es lo que se queria demostrar pues A, II, I I"f7s, open t : A entonces AFzg, t: A.

e Si A = II,ef, II' entonces I', e, " = II,a II', A’ entonces I' = II y I = II', A/
En este caso se quiere probar que I',1",I"Fzs, open t: A, pero esto significa que
ILTY, I, A'tzs, opent : Acon Alzs, t: A, es decir I1, o, 1Tz, t : A, por hipdtesis
de induccion I, IV, I'+7zg, t : TJA entonces se puede concluir que IT, IV, II', A"Fzg, open
t:A.
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» (SHUT) Se tiene que I', o, I"F7s, shut t : A porlotantosesabe A = UA; y I, a® T” w75, t :
Ay, se aplica la hipdtesis de induccion seguida de la regla (SHUT) para concluir que

[T, Tk zs, shut t: A.

]
Teorema 4.11 (Preservacion de tipos). SiT'tzs, t: A yt — u entonces I'rzs, u : A.
Demostracién. Por induccién sobre I'+zg, ¢ : A..

» (HYP) El lema se cumple por vacuidad.

» (—1I) Sit = Ar.e, como x es un valor entonces no se reduce, de modo que t — u no se
cumple, por vacuidad es vélido el lema.

» (MP.) Entonces se tiene que I'tzs, ejes : A entonces existe Ay tal que 'z, €, : Ay — A
y I'tzs, e, : Ay, hay tres formas tales que e;eo — w pudo ser derivado. Realicemos los tres

Casos:

Tenemos I'tzs, e, : Ay = A, T'tzs, €, 1 Ay vy e1e3 — u, necesitamos I'zs, u : A.

o Siu=c¢lesy e — e€). Como I'zs, e, : Ay — A, por hipétesis de induccion se puede
concluir que I'tzgs, €): A; — A. Por lo tanto ahora se tiene que I'tzs, €} : A, — Ay
I'tzs, e, 0 Ay y podemos derivar T'tzg, €)es : A.

o Siu=ee,ye — e En este caso como I'+zs, e, : Ay, por hipdtesis de induccion
I'rzs, 6'2 : Ay, como se tenfa que I'tzs, e; : A1 — A entonces I'kzg, e} : A.

e Siep = Areg, e =v: Ay yu = e [v/z]. Como I'tzs,Az.e3 : Ay — A entonces
I'x : Aibzs,es © A, por el lema previo podemos concluir que I'tzs, e;[e2/x] + A.

» (OPEN 7,) Se tiene dos casos:

e Si fue usada la regla (E-OP) para derivar ¢t = open e — u. La regla afirma que e — ¢’
entonces open e — open € de modo que por hipdtesis de induccién se cumple que
I'zs,0pen € A por lo tanto se tiene u = open €.

e Sit = open (shut €) y e — u, recordemos que open (shut e) — e entonces se cumple
que I'Fzs, open (shut e) : A por lo tanto se tienen varios casos:

o Si I'kzs, shut e : OA, es decir se habia aplicado la regla (OPENzs,) pero no se
agregé nada. Como I'rzs, shut e : JA entonces I', W75, € : A, usando el reempla-
zo de candados se puede afirmar que I'zg, e : A y sabemos que e — u por lo tanto
Pl_IS4 w: A
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o Si ' =1II,II' y se tiene que IlFzs, shut e : JA entonces 11, W75, e : A, aplicando
el reemplazo de candados nuevamente se tiene que II, II'+zs, € : A, como u = e se
puede concluir que I, II'F7zg, u : A que es lo que se queria demostrar.

» (SHUT) Si t = shut e entonces es trivial pues ¢ ya es un valor.
n
Teorema 4.12 (Progreso) Si -Fzs, t : A entonces t es un valor ¢ existe t' tal que t — t'.
Demostracién. Por induccién sobre -Fzg, t: A.

» (HYP) Entonces el lema se cumple por vacuidad pues el tipado -Fzs, = : A no es posible.
» (— I) Entonces como t = Az.e el lema se cumple pues ¢ ya es un valor.

» (MP.) Como se tiene -Fzgs,e1es: A entonces existe A; tal que -Fzs, €, : A1 = Ay Fzs, €y
Ay, hay tres formas tales que ejes — u pudo ser derivado. Realicemos los tres casos:

o Siu=eleyye —e). Como -tzs, e, : A1 — A, por hipétesis de induccién se puede
concluir que -Fzs, 6'1: A — A

o Siu=ee),ye; — e, En este caso como -zg, e, : Ay, por hipdtesis de induccion
‘Fzs, €, : A1, como se tenfa que -Fzs, e, : Ay — A entonces Fzs, €,¢5 : A.

e Sieg = Axeg, e0 = v Ay u = e [v/z]. Como Frs,Ar.e3 : A7 — A entonces
x: Aibzs,es 0 A, por el lema previo podemos concluir que -Fzs, €5 [ea/x] : A.

» (OPEN k7,) Sit = open e se tienen dos casos:

e Si la regla (E-OP) fue usada para derivar ¢t = open e — u. La regla afirma que e — ¢’
entonces open e — open € de modo que por hipdtesis de induccién se cumple que
‘Fzs,0pen €' : A por lo tanto en efecto existe un t' = open €.

e Siocurrié que t = open (shut e) y e — t', recordemos que open (shut e) — e entonces se
cumple que -Fzgs, open (shut e) : A por lo tanto se tiene que -Fzs, shut e : A y por lo
tanto W'zs, € : A, aplicando el reemplazo de candados podemos eliminar ese candado
y agregar algin contexto que querramos, en particular podemos agregar vacio, por lo
tanto -Fzs, e : Ay como t — t' entonces -Fzs, t': A.

» (SHUT) Si t = shut e entonces t ya es un valor.

Los teoremas de preservacion y progreso garantizan la seguridad del lenguaje en el sentido de
que un programa bien tipado y sin variables libres no causara errores de ejecucuion.
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4.2. El lenguaje modal M\¢7,

Este calculo lambda es al igual que la logica asociada al sistema de secuentes KT 4, propuesta
nuestra. Para este lenguaje se definen los programas de T4 de la siguiente manera:

tu=uwx| et |tt|opent|shutt

La seméantica operacional se define de la siguiente manera para lo cual se seguira la estrategia
de evaluacion de izquierda a derecha y la llamada por valor

t—t —
(E-APPI) M

S (E-APP2)
tu = t'u VU — VU

/

t—t t—t
(E-OP)

(E-REL)

open t —open t’ release t — release t'

open (shut t) —t

release (enter t) — t

enter (shut t) — t

Ax.r)v = r(z =]
Los valores se definen de la siguiente manera:
v = A\x.t | shut t | release v | enter v

donde v ya es un valor.
Finalmente las reglas para el sistema de tipos estara conformado por las siguientes reglas:

I'z: A-g,t: B
of ¢17 (HYP - - I
Fax: Al'Fer,x A 2 ) I, At A— B (=1)
't A— B Iheru: A (MP.)
Ther,tu: B *
I, t:OA Feter,t: A )
AT (OPENkr,) = AT (K-EXPORTACION)

[T e T r,opent: A Iy shut ¢ : A
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FI—;CT4 t:OA

LI, ‘\, F”I—;C7-4enter t:OA

F, ‘\|—1C7’4 t:A

(4-IMPORTACION)

Iy, release t @ A

(T-EXPORTACION)

La regla (OPENr,) dice que un programa movil puede ser importado y su contenido puede
ser recuperado en cualquier punto de la red. Se debe aclarar este paso con ell uso del candado.

La regla (4—IMPORTACION) dice que un programa movil puede ser importado sin recuperar
el contenido en cualquier punto de la red. Se debe aclarar este paso con ell uso del candado.

La regla (K—EXPORTACI()N) menciona que si se tiene ¢t : A en algin punto de la red donde
ademas el candado sea el 1ltimo elemento del contexto entonces es posible encapsular a ¢

como moévil y dar un paso hacia atras en la red, lo cual esté representado por I'.

La regla (T—EXPORTACION) dice que si se encapsula t : A es un punto arbitrario en la red

es posible concluir que t es cédigo movil seguro, sin embargo aplicar esta regla te regresa al

punto previo en la red.

Aprovechando que los axiomas 4, T'y K tienen pruebas cortas, realizaremos su tipado paso a
paso en el sistema T4 que es con el que trabajaremos de aqui en adelante.

Ejemplo 4.13 (Azioma T) El juicio r7,0A — A.

1. t: DA";C7'4 t:OA (HYP)

2. t:UOAstrr, opent:A (OPENkr,) 1

=[] =1

3. t : OAbFxr, release (opent): A (T-E) 2

4. kg, Morelease (open t) : OA — A (—1)3

Ejemplo 4.14 (Axioma 4) Fl juicio -7, 0A — OOA.

1. t: DAI—]C7'4 t:OA (HYP)
2. t:O0Astrr, entert:0A (OPENkr,) 1
=" =[]
3. t:UA s w7, open(entert): A (OPENkT,) 2
=[] =[]
4. t:OAstxr, shut(open (enter t)) : OA (K-E) 3
5. t:OAFkr, shut (shut (open (enter t))) : OOA (K-E) 4
6. ki, At.shut (shut (open (enter t))) : OA — OOA (—=1)5

Ejemplo 4.15 (Azioma K) El juicio -+g,00(A — B) — OA — OB es derivable.
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1.t:0(A— B)bgr,t : O(A— B) (HYP)
2.t:0(A— B)u: OArr,u:0A (HYP)
3.t:0(A— B)u: DA strr,0open u: A (OPENgr,) 1

=[] =[]
4.t:0(A— B)u: OAstxr,opent: A— B (OPENkT,) 2

=[] =[]
5.t:0(A— B)u:OA, dxr, (open t) (open u) : B (MP,) 3,4
6. ¢t:0(A— B),u: OArr,shut ((open t) (open w)) : OB (SHUT) 5
9.¢t:0(A — B)trr, u.shut ((open t) (open u)) : DA — OB (—1)8
10. b7, At Au.shut ((open t) (open uw)) : O(A — B) - UOA — OB (—1)9

Veamos algunos de los ejemplos mostrados en las primeras secciones realizando el tipado y la
prueba de ellos en el sistema KT 4.

Ejemplo 4.16 Continuando con el juicio del ejemplo 7?7 dado por
e, OA—-B) - OB—-0C)—-0A—0)

obtenemos el siquiente tipado:

1.t:0(A— B)Fgr,t:0O(A— B) (HYP)
2.t:0A—B),u:0B—C)rrr,u:0(B—C) (HYP)
3.t:0A—=B),u:0B—-C), s v:Agr,v: A (HYP)
4. t,u v bFir, opent: A— B (OPENkT,) 1
IM=[u:0B—C),I'"=[]

5.t ,u, v by, open u: B — C (OPENgkr,) 2
= [ = A

6.t ,u, ' vxr, (open t) (v) : B (MP,) 4,3
7.t u, @ vcr, (open u) ((open t) (v)) : C (MP,) 5,6
8.t ,u, iy, Av.(open u) ((open t) (v)): A—C (=07
9. t ,ukrer, shut ((open u) ((open t) (v))) : O(A — C) (K-E) 8

10. ther, Au.shut ((open u) ((open t) (v))) :O(B — C) - O(A — C) (—1)

11. ‘b, At Au.shut ((open u) ((open t) (v))) :O(A— B) - (O(B—-C)—=0(A—(C)) (—=1) 10
Por lo tanto se concluye que:

Ne)

‘Frer, At Au.shut ((open u) ((open t) (v))) :O(A— B) - (O(B—=C) —-0(A— C))

Ejemplo 4.17 El juicio
+rr, O(A — B) - O(0A — OB)

del ejemplo 1.16.
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‘Fier, At.shut (Au.shut ((open (release (enter t))) (open w))) : (A — B) - O (OA — OB).
Ejemplo 4.18 El juicio
k7, O(0OD - 0O(F - 0OF)) - 0OFE —-0ED - OF))

del ejemplo 1.29.

‘Fier, At.shut (Au.shut (Av.shut (release (open ((open ((open t) (v))) (enter (u)))))))
Lema 4.19 (Debilitamiento de variables) Si I \I"tFir,t : B, entonces Iy : A7, t . B.
Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre el término t.

» El caso base es cuando ¢ es una variable y tendriamos que I',["Fx7,x : B donde o ¢ T”,
podemos entonces agregar una hipdtesis mientras no sea un candado, de modo conveniente
se agrega y : A, asi que concluimos 'y : AI"Fr,z: B.

» Sit = A\z.e tenemos I')I"Fir,Az.e : B donde B = B; — By, por tanto se sabe que I'.[" x :
Bibxr, € :Bs, por hipétesis de induccién, I'yy : AI" x : Bibgr,e : Be, por tltimo se aplica la
regla (— I) para obtener I'y : A, I"Fir,Az.e : B — By, porlo tanto Iy : A I"Fir, Ax.e: B.

» Sit = eey: B, se tiene I'I"Fir,e1e5 : B, y se sabe que existe By tal que I'\I"Fir, €, :
By— B y I'I"Fir, e, © Bs, por el caso anterior y el caso base aplicados al primer y
segundo secuente respectivamente, podemos concluir que Iy : Al"Fxr, e, : Bo— By
'y : A" r, ey : Ba. Como los contextos son iguales es posible aplicar la regla del modus
ponens con lo que se tendria Iy : A,I"F7, e1es 1 B que es lo que se queria concluir.

= Sit = open e, como se tiene que I', T, o I, open ¢ : B, por lo tanto se tienen varios
casos:

e Si I'kx7, e : OB entonces aplicando la regla (OPENk7,) debemos agregar y : A, IV y
el contexto I' = -, por lo tanto se puede concluir ',y : A,T”, w1, open t : B, ahora
aplicamos la regla (T-E) para obtener I',y : A, T"Ficr, release(shut t) : OB.

e Si ['\I"Fi7, e : OB se puede aplicar la hipdtesis de induccién para tener
Lyy: AT gr, e: OB

y basta aplicar (OPENzgs, ) agregando el contexto vacio para concluir I',y : A, I"Ficr, open
e: B

X. Estrada 71



4.2. El lenguaje modal A7,

» Sit = shut e se tiene que I',I"Fzs,shut e : B por lo que B = OBy de modo que I',T” w75, ¢ :
By, por hipétesis de induccidn se tiene T'yy : AT w'zs,e : By, finalmente se aplica la regla
(K-E) y se tiene lo deseado I'y : A,I"Fzs, shut e : B.

El siguiente lema es una propiedad a la vista en el tercer capitulo cuando se hablaba de la
légica, aqui es posible notar que el término cambia.

Lema 4.20 (Debilitamiento generalizado para formulas modales)
Si Tryer, t: OA entonces T, Tk, t': TA.

Demostracién. Por induccién sobre TV.

s Si [V = el resultado es inmediado.

» SiV=T1":(u: B), por hipétesis de induccion se tiene que I', "7, ¢ : JA y aplicando el
debilitamiento de variables se puede concluir que I', T, u : By, t : DA.

= Si IV = I : o, entonces se cumple que I',T"Fx7, ¢t : OA por lo que es posible aplicar
la regla (OPENk7,) donde lo més conveniente es agregar sélamente un candado de mo-
do que I',T” of, w1, open t : A, ahora es posible aplicar la regla (K-E) para concluir
[, T e, shut (open) t : OA.

Teorema 4.21 (Preservacion de tipos) Si U'tir, t: A donde I' tiene a lo mds un candado, y
t — t' entonces T, t' @ A. Ezcepto cuando t = release r : A, t' = release ' yr — r' donde se
requiere wh* & T.

Demostracién. Por induccién sobre ', ¢ : A.
» (HYP) Sabemos que x no se reduce, por lo tanto el teorema se cumple.

» (= 1) Sit = Ar.e, como x es un valor entonces no se reduce, de modo que ¢ — ¢’ no se
cumple, por vacuidad es vélido el lema.

» (MP) Sit =ejes: B entonces
I'Fer,eq: A= B
FI—]C7’4 €y - A
I'txr, eje2 1 B

Por lo tanto hay tres casos:

e Sit=¢€\ey con e; — €} por hipétesis de induccién se tiene que ', €] : A — B por
lo tanto I'Fxr, € e : B.
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e Sit' =ejel, con e; un valor y es — ¢, entonces por hipétesis de induccion se tiene que
I'txr, €y 0 A por lo tanto T'icr, e,eh @ B.

e Siocurre que e; y ey son valores entonces e; = Az.r y t' = r [x := e3] entonces queremos
demostrar que 'k, 7 [z := €3] : B. Como e; = Az.r entonces 'y, Az.r : A — B,
como (— I) es invertible entonces I', x : Abxr, 7 : B, usando el lema de sustitucion se
tiene que 'y, 7 [x == €3] : B.

=« (OPEN rr,)
Pl_ICT4 r:OA
LT, e, T e, open r: A

donde t = open r y t — t'. Entonces se tienen dos casos

e Sit' = open 1’ con r — 1’ entonces por hipétesis de inducciéon kg7, r': A donde
o’ ¢ I, aplicando la regla (OPENr,) se tiene que ', T” o, I, open 1’ : A.

e Si t = s con r = shut s, queremos mostrar que I',T” o, T"Fi7, s : A donde of® ¢
[, TV, T, Tenemos que I't7, shut s : A, ya que laregla (K-E) es invertible se tiene que

I, et c7,s : A, aplicando el debilitamiento para variables se tiene I', T, o, "7, s :
A.

» (K-EXPORTACION) Se tiene que

F,“l‘;cfrél r:A
Ikier, shut r: A

como shut r ya es un valor entonces no se reduce, por lo tanto se cumple el teorema.

= (4-IMPORTACION) Entonces

FI—;C7’4 r:OA
LT, e, Ty, enter r: OA

donde t = enter r y t — t. Entonces se tienen dos casos

e Si t' = enter v’ con r — 1’ entonces por hipétesis de induccién Tkxr, r': A donde
of’ ¢ T, aplicando la regla (4-1) se tiene que I', TV, o, IVl-cr, enter v’ : DA.

e Sit' = s conr = shut s, queremos mostrar que I', T o I""Fx7, s : A donde o ¢
[, I, T”. Tenemos que '+, shut s : A, ya que laregla (K-E) es invertible se tiene que

I, w7, s : A, aplicando el debilitamiento para variables se tiene I', T, o, "7, s :
A.

» (T-EXPORTACION) Sea t = release 1 entonces

F;“I_ICT4 r:A
i, release r: A
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nuevamente hay dos casos:

e Si t = release 1’ con r — 1’ entonces I',w7, r: A, por la hipétesis de induc-
cién se cumple que ', W7, s A por lo tanto aplicando la regla (T-E) se tiene que
7, release 1': A.

e Sit =release(enter r) con t' = r entonces

I, w7, enter r: A
k7, release (enter r) : A

de modo que 'y, 7 : OA.
n

Teorema 4.22 (Progreso) Si w7, t: A yt no es de la forma t = release r donde r no es un
valor, entonces t es un valor ¢ existe t' tal que t = t'.

Demostracién. Por induccién sobre w7, t : A.

» (HYP) El lema se cumple por vacuidad pues %7, = : A.
» (—1I) Si 7, A\z.r: A entonces se cumple pues Az.r ya es un valor.

» (MP) Sea t = ejes entonces
“I—K7’4 € A— B
‘\I—IC7‘4 €9
‘\l_ICTAL €,€62 B

por lo que tenemos dos hipétesis de induccién. Como w7, e, : A — B la primera hipGtesis
de induccién serfa e; es un valor o e; — €} y como w7, €, la segunda hipétesis de induccién
serfa e; es un valor o es — €5, por lo tanto veamos los casos:

e Sie; es un valor y es es un valor entonces e; = Ax.r por lo tanto ejes = (Ax.r) ey —
r|x = ey, de modo que sea t’ = r [z :=ey].

e Sie; es un valor y e; — €, entonces ejes — ej€; por lo tanto sea t' = ejél,.

e Finalmente si e; — €/ entonces ejes — € es.

» (OPEN x7,) Se tiene que
"_]C7’47"Z DA
w7, open r: A

donde t = open r por lo tanto como -7, JA entonces r = shut s con wtir,s : A.
Notemos que t = open r = open (shut s) — s, de modo que sea t' = s.

» (K-EXPORTACION) Si 7, shut r entonces shut r ya es un valor.
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= (4-IMPORTACION) Se tiene que

'I_]C7’47“: 0A
o, enter r: A

Como -Ficr,r: OA entonces r = shut s con w1, s : A. Notemos que t = enter r = enter
(shut s) — s, por lo tanto sea t' = s.

Este cédlculo lambda no se comporta tan bien pues los teoremas de preservacion y progreso tie-
nen restricciones, esto se debe en gran medida al candado. Sin embargo se mostrara a continuacion
una equivalencia con el calculo de Clouston.

4.3. Equivalencia de los lenguajes modales

4.3.1. MIzs, = McT,

Dado un término en ZS, es necesario probar que existe un término en K74, algunas reglas
no representan ningin problema pues son iguales e incluso pudiera pensarse que no hay nada que
hacer en esta seccion pues las reglas de ZS, son un fragmento de las reglas del sistema K74, sin
embargo la regla (OPENzg, ) es distinta a (OPENkr,) ya que en una se agregé lo que sea pudiendo
ser vacio dicho contexto agregado y en otra forzosamente se agregd un candado, por tanto es
necesario escribir con cuidado la traduccion en este caso.

Lema 4.23 SiTtzs, t: A entonces 'Trir,t: A.
Demostracién. Por induccion sobre el término .

s Sit=x entonces I'Fzs, = : A por lo tanto t = 1.

» Sit = Ax.e entonces I['lzg, Axr.e : A de modo que A = A; — A, por lo tanto se sabe
Iz : Aybzs, e @ Ay, por hipdtesis de induccion se tendria I', z : Ajbxr, e : A, y al descargar
se puede concluir I'F7, Ax.e : A por lo tanto t = .

» Sit=ejep entonces I'tzs, e,e2: A por lo que existe ey : A y se sabe que I'z5, €, : A — A
y I'rs, €, © Ay, por hipdtesis de induccion I'x7, e, : Ay = Ay I'tgr, e, : Ay y aplicando
la regla se tiene I'x7, €,e2: A por lo tanto t = t.

» Si t = open e entonces ['*Fzg, open e : A donde IT'* = I',I" y se sabe que I'zs, €
:JA de modo que I'xr, e : A, ahora al aplicar la regla (K-IMPORTACION) de K74
se tendria T, T o, "7, open e : A con T = [], de aqui es posible aplicar la regla

IPara hacer una distincién entre los términos de ZS, y los términos de K7 4, se denotard a los términos de K74
con un gorro de la siguiente manera t.
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(T-EXPORTACION) para obtener I', Ik 7, relsease (open €) : A, recordemos que release
open t) — t por tanto ['*Fx7,e : A, de modo que si t = open e entonces
4

t = release (open e) — e.

» Sit = shut e entonces I'tzs, shut e : Ay A = [0A;, de modo que se sabe que I', s'7s,
e : Ay, por hipétesis de induccién se tiene que I',wtx7, e : A; y aplicando la regla
(K—EXPORTACI()N) se puede concluir que ', shut e : A por lo tanto t = .

[ ]
Por lo tanto se tiene que (/3 : I8, — KT 4 donde
IT=ux
Me.e =\
rs =75
opﬁemf = open t
s/h{LEﬁ = shut

Como todos los casos son homomorfos de hecho se tiene que ¢ = t.

4.3.2. )\ICT4 = /\154

Nuevamente en esta prueba se tienen algunos casos sencillos ya que algunas reglas coinciden.
Lema 4.24 Si Ukyr, t @ A entonces *Tzs,t7 1 A.
Demostracion. Por induccién sobre el término t.

» Sit =1 entonces [Fyr, x: A, por lo tanto ¢t = 7.

» Sit = Az.e entonces ', Az.e: A de modo que A = A; — Ay, por lo tanto se sabe
Iz : A, e @ Ay, por hipdtesis de induccion se tendria I', z : Ajlzs, € : A, y al descargar
se puede concluir I'zg, Az.e : A por lo tanto t = t.

» Sit = ejey entonces ', e,ea: A por lo que existe ey : A; y se sabe que 'V, e, : Ay — A
y I'Fier, e, 0 Ay, por hipétesis de induccion I'tzs, e, : A1 — Ay I'rg, e, + Ay y aplicando
la regla se tiene I'zs, e,e2: A por lo tanto t = 1

= Si ¢ = open e se tiene que I', I"ef’, -7, 0pen t : A de modo que se sabe 'y, t : A, por
hipétesis de induccion se tiene que I'tzg,t : A, aplicando la regla (OPENr,) se tiene que
podemos agregar contexto a cambio de retirar el prefijo box, por tanto podemos concluir
[, T"zs, open t : A.

2Para hacer una distincién entre los términos de K74 y los términos de ZS4, se denotard a los términos de ZS,
con un #.
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» Si ¢t = shut e entonces I'txr, shut e : Ay A =UA;, de modo que se sabe que I', w7,
e : Aj, por hipdtesis de induccién se tiene que I',mtzs, e : A; y aplicando la regla
(K—EXPORTACI()N) se puede concluir que I'kzs, shut e : A por lo tanto t = t.

» Si ¢t = enter e entonces se tiene I', s, I"Fr enter ¢ : (JA por lo que se sabe que Tk,
t : OA, por hipétesis de induccién se tiene I'tzgs,t : LA por lo que podemos aplicar la regla
(OPENkT,) agregando I wf®, T” ok para obtener ', ["ul, T” w75, open ¢ : A y finalmente
aplicar la regla (K—EXPORTACION) para concluir I, I"s, I"-z5, shut(open t) : A por lo
tanto si t = enter e entonces t# = shut(open t).

» Sit = release e entonces I'tx7, release e : A donde se sabe que I', w7, e : A, por hipdtesis
de induccién se tiene que ', w75, e : A, aplicando la regla (K—EXPORTACI()N) se obtiene
I'Fzs,shut e : A, ahora basta aplicar la regla (OPENr,) agregando IV = [-] para concluir
I'zs, open(shut e) : A, de modo que si t = release e entonces t# = open (shut e).

(]
Por lo tanto se tiene ()# = KT, — ZS, donde

o =
()\x.e)# = \z.e”
(’I“S)# = r#st
(open t)* = open t*
(shut t)* = shut t*
(release t)* = t#
(enter t)* = shut (open %)

Para cerrar este trabajo veamos el siguiente teorema que resume la traduccion de términos que
es necesario realizar.

Teorema 4.25 Dado t en IS, existe t en KT, tal que
Si T —zs, s entonces T —yr, §

y viceversa, dado t en KT, existe t* en IS, tal que

# #

- +
Sir =T, s entonces " —71g s

Demostracion. Esta prueba se divide en dos partes, en ambas es necesario analizar con mayor
cuidado las reglas que son distintas.
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» Dado t en ZS,, sélo hay una regla que es distinta, la regla (OPENzg,) por tanto nos centra-
remos en ella.

e Sir # open e entonces t = t.

e Sir =open ey estal que r —zs, s se sabe que e — sy por la regla (E-OP) se tiene que
open e — open s por lo tanto sea T = release (open €), por las reglas de la seméntica
operacional sabemos que release (open €) — e por lo tanto en realidad 7 = e.

= Dado t en K74 se tiene tres reglas importantes a verificar los casos open, release y enter.

e Sir £ open e, r # release e 6 v # enter e etnonces t = t¥.

e Sir = open e, como r —r, S se sabe por la regla (E-OP) que open e — open s;
entonces sea r¥ = open e y s* = open s;

e Sir = release e tal que r — 7, s entonces se sabe que e — s1 por la regla (E-RE) se
tiene que release e — release sy con sy en KT 4 por lo tanto sea r# = open(shut(e)) y
s#* = open(shut(s;)) en ZS,.

e Sir = enter e tal que r — i1, s entonces se sabe que e — s; por la regla (E-EN) se
tiene que enter e — enter s; con s; en K74 por lo tanto sea r# = shut(open(e)) y
s? = shut(open(sy)).

Podemos concluir remarcando que la equivalencia es a dos niveles, en el tipado con los lemas
4.24, 4.23 y en el mecanismo de evaluacién del teorema 4.25.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

La meta principal de este trabajo es ofrecer una prueba de que el sistema ZS, es equivalente
al sistema de deduccién natural modal propuesto por Ranald Clouson, para ello fue necesario
aclarar las reglas para la deducciéon natural modal. En un principio se evité trabajar con la gran
cantidad de definiciones que surgen como la de intervalo modal, intervalo ordinario 6 el grado
de una férmula, pues se buscaba que la prueba fuera intuitiva. Sin embargo uno de los mayores
problemas es que era mucho mas complicado escribir una prueba de lo que se queria si sélo se
usaba la intuicion pues se dependia por completo de la intuicién gréfica, la cual no abarca todos
los casos, por ello se introdujeron todos los conceptos ya mencionados y se adaptaron de modo
que funcionaran acorde a lo que se buscaba.

En el segundo capitulo se discutieron las reglas del sistema ZS, y se observé en repetidas
ocasiones que la regla (OPENzg,) es demasiado liberal, lo cual dificilmente captura la esencia del
sistema de deduccion natural modal, sin embargo se dedico todo el segundo capitulo a probar las
reglas que el sistema permite y las versiones débiles de muchas que no permite en su presentacion
usual. También se introdujeron las tacticas de las pruebas bidireccionales, mismas que ayudaron en
el resto del trabajo a probar cada uno de los secuentes. Como ya se menciond, la regla (OPENzg, )
por si sola no deja ver como se relaciona el sistema ZS, con el sistema de deduccién natural, asi que
fue necesario introducir un nuevo sistema. El tercer capitulo esta dedicado a presentar y discutir
porqué el sistema T4 es un mejor sistema para el objetivo de este trabajo. Se mostraron reglas
que se adecuan mejor y también fueron aclaradas las reglas logicas y estructurales con las que
cuenta. Por ultimo se ofrece una prueba de que el sistema K74 y el sistema ZS, son equivalentes
y concluye con la tan esperada equivalencia usando todas las definiciones del primer capitulo y el
sistema KT 4. La prueba estd dividida en dos partes. En la primera parte se considera un secuente
y se supone que se tiene una prueba con la deduccion natural y con ella se rescata una prueba en el
sistema K74 y en la segunda parte se supone que tiene una derivacion para un secuente y con ello
se rescata la prueba en deducciéon natural modal. Para lograr esta equivalencia de forma éptima
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se tuvo que echar mano de una nocién de prueba y pseudoprueba en el estilo Fitch definida como
una estructura matematica precisa que captura de manera concisa el razonamiento diagramético
usual.

Finalmente en el cuarto capitulo se explora en qué sentido los sistemas de célculo lambda
correspondientes a ZS, y KT 4, considerados como lenguajes de programacion, son equivalentes.
Se aclara el significado de cada una de las reglas ahora desde un punto de vista al nivel del calculo A
y teniendo en mente el computo. También se prueban para ambos sistemas propiedades relevantes
como el progreso y la preservacion de tipos.

5.2. Trabajo a futuro

Finalmente, mencionamos algunas cuestiones para trabajo futuro. Uno de los objetivos iniciales
de este proyecto era la formalizacion en COQ de la equivalencia del sistema ZS, y el sistema
de deduccién natural modal. Esta formalizacién ya no se llevé a cabo debido a que el estudio
detallado de los sistemas logicos nos tomé mas tiempo del previsto debido a la gran cantidad de
detalles ausentes en el trabajo de Clouston que hubo que determinar, sin embargo pensando en
la formalizacién en COQ es muy 1til haber usado la definicién técnica de derivacién en DN pues
el razonamiento diagramatico no puede implementarse directamente. La bisqueda y diseno de
diversos ejemplos nos interesa pues pensamos en el uso practico de los formalismos propuestos en
la verificacion y desarrollo de especificaciones y programas que involucran tipos modales.

Otro tema de interés consiste en estudiar a profundidad el calculo A7, de modo que las
restricciones en los teoremas de preservacion de tipos y progreso puedan ser eliminados. Esto va
a requerir del estudio de distintas reglas de reduccién, como la n-reduccién o expansién entre
los operadores shut, open, release y enter las cuales son claras al nivel categérico discutido por
Clouston pero no al nivel de seméanticas operacionales de lenguajes de programacion. Finalmente
nos interesa conectar a los sistemas aqui propuestos con otros sistemas para la légica modal Sy,
en particular con contextos duales estudiados en [7] y [6].
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