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CAPITULO 1

Introduccion

El propésito de esta tesis es estudiar propiedades espectrales de operadores
Hamiltonianos que describen la energia de atomos acoplados al campo electro-
magnético (en segunda cuantizacion). Especificamente, se estudia la existencia
de resonancias en el modelo de Pauli-Fierz con interacciones singulares, también
conocido como el Modelo estindar de la electrodindmica cudntica no relativista.
Dicho modelo describe la interaccién entre la luz y la materia, en particular sirve
para modelar procesos como la absorciéon y la emision de fotones por dtomos,
moléculas y materia, en general. Los resultados obtenidos en esta investigacion
son consecuencia de la colaboracion con Miguel Ballesteros (IIMAS, UNAM),
Volker Bach (Universidad Técnica de Braunschweig, Alemania) y Alessandro
Pizzo (Universidad de Roma Tor Vergata, Italia). Recientemente, el articulo
en el que se reportan los resultados de la investigacion fue aceptado para su
publicacién en la revista Journal of Functional Analysis, bajo el titulo A New
Method of Construction of Resonances that Applies to Critical Models (ver [7]).

La teoria de la electrodindmica cuéantica es la teoria de la fisica que describe
la dindmica de electrones y fotones. Uno de los modelos matematicos més
exitosos que ha atraido atencion en las ultimas décadas es la electrodinamica
cuédntica no relativista (NR-QED) que describe atomos no relativistas que in-
teractiian con un campo de bosones. En modelos de NR-QED con bosones sin
masa (fotones) e interacciones singulares, estudiar los estados fundamentales y
las resonancias es un problema complicado. El destino de los eigenvalores del
Hamiltoniano del 4tomo después de acoplarse con el campo electromagnético
no es facil de analizar: las caracteristicas del campo electromagnético y de la
interaccion implican que el eigenvalor del estado fundamental (en caso de que
exista) se encuentra ahora inmerso en el espectro continuo y los eigenvalores
de los estados excitados desaparecen del eje real, convirtiéndose en resonancias.
Provisionalmente definimos a una resonancia como un eigenvalor de una contin-
uacion analitica del operador Hamiltoniano que se encuentra en la cercania de
un eigenvalor correspondiente a un estado excitado. Para la definicién precisa
de resonancia ver la Seccién 3.1.3. Las técnicas empleadas para estudiar eigen-
valores aislados, como la teorfa de perturbaciones [26, 30], no son aplicables en
este caso al menos no directamente y se requieren estrategias mas sofisticadas.

En anos recientes, los avances en algunas ramas de las matemaéticas han permi-
tido el desarrollo de la teoria NR-QED. Nuevos métodos se han implementado
para estudiar la teorfa espectral, la evoluciéon temporal y la teoria de dispersion
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en modelos de la electrodinamica cuéntica a bajas energias. En el contexto de la
teorfa espectral, han prosperado técnicas que sirven para estudiar modelos singu-
lares, entre ellas, se encuentran la renormalizacion espectral [3, 9, 10] y el método
de escalas multiples [27], el cual es mucho mas sencillo. Ambas se han empleado
para analizar varios modelos en la presencia de divergencias del tipo infrarroja o
ultravioleta, ver por ejemplo [5, 18, 21, 22, 32] y [3, 4, 6, 13, 19]), y para estudiar
la conexién entre las resonancias y la teoria de dispersion [14, 15, 16, 17]. En
particular, [6] ofrece una prueba de la existencia de resonancias para el modelo
de Pauli-Fierz con una regularizacion infrarroja. Nosotros estudiamos la exis-
tencia de resonancias para el modelo de Pauli-Fierz con interacciones singulares,
el cual es mas complicado, pero de mayor relevancia desde el punto de vista fisico
y matematico. En [32] se utilizo el método de renormalizacion espectral para
probar resultados similares.

Desde el punto de vista matemético, los sistemas de la mecanica cuantica son
descritos por operadores y vectores en un espacio de Hilbert separable H. Cada
vector de norma unitaria ¢ (t) en H representa un estado fisico del sistema en
un tiempo ¢ € R. A cada observable se le asocia un operador auto-adjunto
actuando en un subconjunto denso contenido en H. El operador auto-adjunto
H = H* que genera la dinamica es conocido como el Hamiltoniano del sistema y
es el operador correspondiente al observable clasico de la energia. La dinamica
del sistema, partiendo de un estado inicial ¢)(0) € H a otro estado en un tiempo
arbitrario ¢t > 0, esta determinada por la ecuaciéon de Schrédinger,

b(t) = —iHu(), (L1)

para todo t > 0. Esta ecuacién es resuelta por 9 (t) = e~ *Ht3)(0), mostrando
que la informacion de la Ecuaciéon (1.1) estd contenida en la descomposicion
espectral de H. Si ¢(0) es un vector propio de H correspondiente a un valor
propio E, la dindmica deja sin cambios a (0), salvo la multiplicacion por un
factor de fase, es decir, 1(t) = e~*E4)(0).

Como la ecuacion de Schrédinger solo multiplica por un factor de fase a los
vectores propios de H, ésta no explica ciertos fenémenos fisicos. Uno de ellos
es la radiacion atoémica, fendmeno que se da, por ejemplo, cuando un atomo se
encuentra en un estado excitado y que después de un lapso de tiempo decae al
estado fundamental emitiendo un fotén. Este proceso no esta descrito por la
ecuacion de Schrodinger, pero se puede analizar con ayuda de las resonancias
de H. Para tratar adecuadamente el problema es necesario recurrir al enfoque
de la teoria de campos cuanticos, en la que se puede modelar la interaccién
entre la materia y el campo electromagnético mediante la absorcién y emisioén
de fotones. Nosotros abordamos el problema de la existencia de resonancias en
el modelo de Pauli-Fierz, usando el formalismo matematico de los espacios de
Fock, los operadores en segunda cuantizacién y los operadores de creaciéon y
aniquilacion.



El contenido de esta tesis esta organizado de la siguiente manera:

En el segundo capitulo se presentan algunos de los conceptos y herramientas
matematicas empleadas a lo largo del trabajo. En la Seccién 2.1 se muestran
los elementos de la teoria de operadores en espacios de Hilbert y se utilizan
para enunciar adecuadamente algunos resultados importantes sobre la pertur-
bacion de operadores y la teoria espectral. A continuaciéon, en la Seccion 2.2
se introducen algunos conceptos de la teorfa de perturbaciones (en el marco
de este trabajo), la cual describe el comportamiento de los eigenvalores de un
Hamiltoniano libre cuando éste es perturbado. En la seccién 2.3 se expone
una construcciéon breve del producto tensorial y suma directa de espacios de
Hilbert que nos sirven para definir a los espacios de Fock y a los operadores en
segunda cuantizacion en la Seccion 2.4. El contenido de este capitulo se basa
principalmente en [2, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 33].

En el tercer capitulo presentamos de manera resumida el contenido de [7]. Uti-
lizando las herramientas del capitulo anterior, en la Seccién 3.1 se define de-
talladamente el modelo de Pauli-Fierz, se describe su espectro y la necesidad
de aplicar ciertas transformaciones al operador Hamiltoniano con el objetivo de
facilitar su anéalisis. En la primera parte de la Seccion 3.2 se presenta el método
de escalas multiples que es la técnica que permite construir la resonancia y el
respectivo estado resonante del modelo mediante un esquema inductivo. En-
seguida, se presentan algunos resultados previos, entre los que se encuentra (el
resultado que conduce a) la base de induccion del método de escalas multiples.
Posteriormente, se compara el problema aqui estudiado con la versiéon regular, lo
que posibilita identificar las herramientas que permiten obtener las estimaciones
clave para realizar el paso inductivo del método de escalas miltiples y concluir
la existencia de las resonancias para el caso de la interaccion critica.

En el cuarto capitulo se presenta el articulo [7] en el que se reportan los re-
sultados de la investigacion. Finalmente, se incluye una lista de simbolo que
proporciona los principales simbolos empleados en la tesis y el lugar donde se
encuentra su definicién. Consideramos que dicha lista puede ser de utilidad para
el lector.
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CAPITULO 2

Herramientas Matematicas de la Teoria de
Campos Cuanticos

En este capitulo presentamos parte de la notacién y resultados empleados en
los capitulos 3 y 4. En la Seccion 2.1 introducimos las herramientas bésicas
de la teoria de operadores en espacios de Hilbert. Enseguida, en la Seccion 2.2
presentamos algunos conceptos de la teoria de perturbaciones que describe el
comportamiento de los eigenvalores de un Hamiltoniano libre cuando éste es
perturbado. En la Seccion 2.3 se expone una construccion breve del producto
tensorial y suma directa de espacios de Hilbert que nos sirven para definir a los
espacios de Fock y a los operadores en segunda cuantizacion en la Secciéon 2.4. El
contenido de este capitulo se basa principalmente en [2, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 33].

2.1 Conceptos Basicos de la Teoria de Operadores
en Espacios de Hilbert

Decimos que un espacio vectorial V' con la norma
Il V>R (2.1)

es un espacio de Banach si es completo con respecto a || -||y. Si, ademas, b tiene
un producto interior (lineal en la segunda entrada)

)y hxh—=C, (2.2)

y es completo respecto a la norma inducida | - |7 := (-,-); decimos que b es
un espacio de Hilbert. Generalmente, omitimos el subindice referente al espacio
en la norma y el producto interior a menos que exista alguna ambigiiedad. Un
operador acotado A es una transformacion lineal definida entre dos espacios de
Hilbert, b1 y b2, que satisface la desigualdad

1A%y, < Cll¢ o, (2.3)

para todo 9 € b y alguna constante C' > 0. La condicion en (2.3) es equivalente
a que el operador A sea una transformacion lineal continua. El valor mas chico
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de C es llamada la norma de A, y se denotada por || A/, p,) 0 simplemente
por ||A]|. Observamos que

[AllB(: 02y = sup [[Ae[[,- (2.4)
lllp, =1
El conjunto de operadores acotados B(h1,h2), con la norma || - ||y, p,), €5 un

espacio de Banach. En caso de que h; = b, escribimos B(h1) en vez de B(h1, b1).
Para dos elementos A y B de B(h) se define el producto AB : ) — b mediante
la composicion

[AB] ¢ = A[BY], (2.5)

para todo ¢ € h. La norma del producto de dos operadores satisface la desigual-
dad

IAB]| < [[A[ll| B (2.6)

También existen transformaciones lineales que no son acotadas en el sentido de
(2.4). Decimos que una transformacion lineal, A, es un operador si

A:D(A) > b (2.7)

donde su dominio D(A) es un subespacio lineal de §. Es importante mencionar
que no se ha supuesto que A sea un operador continuo. Si A es continuo, puede
ser extendido a todo b y A es la restriccion a D(A) de algin elemento en B(h).
En este contexto, dados dos operadores A y B, decimos que B es una extension
de A si se satisface que D(A) C D(B) y By = A, para todo ¢ € D(A).

Nos referimos al operador A, actuando en h, como densamente definido si su
dominio D(A) es denso en . Para un operador A densamente definido es posible
construir el operador adjunto A*. Primero definimos el conjunto D(A*) formado
por los vectores ¢ € h para los cuales existe n € b tal que

(o, AY) = (n,9) ,

con ¢ un elemento arbitrario de D(A). Para cada ¢ € D(A*), definimos A*¢p =
1. Se verifica que A* es un operador bien definido en b, es decir, D(A*) es un
subespacio de h y A* es una transformacién lineal.

Decimos que un operador A es cerrado en h si para cualquier sucesion x, €
D(A), con n € N, las condiciones z,, — = y Az, — y cuando n — oo implican
que z € D(A) y Ax = y. Ademas, decimos que un operador A es cerrable
si tiene una extension cerrada. Todo operador cerrable A tiene una extension
cerrada que resulta ser la mas chica de todas, conocida como la cerradura de A,
la cual denotamos por A.
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El dominio de los operadores juega un papel muy importante cuando se trata
de caracterizar a los operadores no-acotados y a sus propiedades. Las opera-
ciones algebraicas entre operadores no-acotados no son la excepcion. Para dos
operadores, A y B, el dominio de la suma A+ B: D(A+ B) Ch— b es

D(A+ B) = D(A)ND(B). (2.8)
Mientras que el producto AB : D(AB) C h — b tiene como dominio a

D(AB) = {z € D(B) | Bz € D(A)}. (2.9)

Para A y B operadores densamente definidos en h, decimos que B estd acotado
relativamente con respecto de A (en el sentido de Kato) si D(A) C D(B) y
existen a, b > 0 que satisfacen

[1Bell < allAell + bl (2.10)

para todo ¢ € D(A). El infimo de los valores que toma la constante a se le
llama cota relativa de B con respecto de A.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Kato-Rellich) Sean A y B operadores densa-
mente definidos en b, con A cerrado y B cerrable. Si B estd acotado relativa-
mente con respecto de A (en el sentido de Kato), con cota relativa a € [0,1),
entonces A+ B es cerrado en D(A).

Al resultado anterior se le conoce como el teorema de Kato-Rellich cuando A
es auto-adjunto y B simétrico, en este caso A + B es autoadjunto en D(A).
Si, ademas, se supone que A esta acotado por debajo, se demuestra que A + B
también lo estd. Su demostracion se puede encontrar, por ejemplo, en [26], [29],

[33]-

Para A, un operador densamente definido en b, definimos el conjunto resolvente
p(A) como el conjunto de los ntmeros A\ € C tales que A — A es una biyeccion de
D(A) a b con inversa acotada. El conjunto p(A) es abierto en C. Para z € p(A),
definimos el operador resolvente como R4 (z) := (A—2)"!. Es de nuestro interés
estudiar el complemento del resolvente, conocido como el espectro de A,

o(A):={A e C| A— X no es invertible }. (2.11)

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de operadores en espacios
de Hilbert es el teorema espectral, para presentarlo adecuadamente es necesario
introducir un par de conceptos. Decimos que un operador acotado P es una
proyeccion si P2 = P. Ademas, si P* = P, entonces a P se le llama proyeccion
ortogonal.
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Para una o—algebra de Borel B de un espacio medible M definimos una res-
olucion de la identidad como una funcion E : B — B(h) con las siguientes
propiedades:

E®) =0, E(M) = 1.

E(w) es una proyeccion ortogonal, para todo w € B.

)
)
(¢) FlwNw') = E(w)E(w') , para w y w’ elementos arbitrarios de B.
) SiwnNuw =0, entonces F(wUw') = E(w) + E(w') .

)

Para ¢, 1 € b, la funcion E, 4, definida en B, como E,, 4 (w) := (@, E(w)y)
es una medida (compleja) regular.

Los siguientes teoremas son resultados clasicos de la teoria de operadores en es-
pacios de Hilbert, las respectivas pruebas y generalizaciones se puede encontrar,
por ejemplo, en [2], [29], [31].

Teorema 2.1.2 (Teorema Espectral) Para todo operador normal A definido
en b existe una tinica resolucion de la identidad, E*, tal que

(o, A = /(A) MEZ 4 (M), (2.12)

donde X\ representa la funcion identidad sobre o(A) y v € D(A) y ¢ € b.
Mds aiin, para todo conjunto de Borel w C o(A) y para todo B € B(h) que
conmuta con A (si A no es acotado, se entiende como AB C BA), se cumple
que E4(w)B = BE4(w).

La resolucion de la identidad asociada al operador A es conocida como la de-
scomposicion espectral de A, si la circunstancia no da lugar a ambigiiedad se
identifica E = EA.

Teorema 2.1.3 (Calculo Funcional de Borel) Sea A un operador auto-

adjunto definido en b y sea E su descomposicion espectral. Entonces, existe
un dnico mapeo de L*°(E), el conjunto de las funciones complejas medibles y
acotadas sobre el espectro de A, al conjunto de los operadores acotados sobre b,

¢pa: L7(E) — B(b), (2.13)

definido por la formula

(P, 0a(N)Y) = : FAE ;4 (N). (2.14)

o(A

Dados f,g € L (E) y u € C, ¢4 satisface las siguientes propiedades:
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(a) da es un x-homomorfismo de dlgebras, es decir,

da(fg) = oa(f)dalg), ba(nf) = ppa(f),

¢a(l) =1y, Palf) =oalf)"
(b) da es una isometria

oAy = Iflle < sup [f(2)]. (2.15)

z€o(A)
En particular, si f € C(o(A),C), se cumple la igualdad:
[6a(NllBw) = sup |f(z)l.

z€0(A)
(¢) El espectro de ¢pa(f) es el rango esencial de f,
o(¢a(f)) = Raness(f). (2.16)

(d) Si (fn)nen C L°(E) converge puntualmente a f, se tiene que ¢a(fn)
converge fuertemente a ¢a(f).

(e) Si Ay = i, entonces pa(f)Y = f(u)y.
(f) Si f >0, se cumple que pa(f) > 0.
(9) Si f € C(o(A),C) ywo= f~(0), entonces
Ker(¢a(f)) = Ran (E(wo)) - (2.17)

(h) Un operador B € B(h) conmuta con toda proyeccion E(w) si y sdlo si
conmuta con todo operador ¢pA(f).

Es comun escribir f(A) en vez de ¢4(f). En general, a una funciéon medible es
posible asignarle un operador cerrado y densamente definido.

Corolario 2.1.4 Sea E una resolucion de la identidad. A cada funcion medible,
f: M — C, corresponde un operador densamente definido en b y cerrado ¢(f).

El operador ¢(f) estd caracterizado por

(2 B(F)0) = /M FOVAE, (M), (2.18)
conpehyy e D((f)) =Dy, donde
py={venl [ s} <. (219)

Dadas f y g funciones medibles, se satisfacen las propiedades enunciadas a
continuacion.
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(a) Se satisface el teorema de multiplicacion en el siguiente sentido:

o(f)olg) C o(fg), D(o(f)p(g)) = Dy N Dyg.
Entonces la igualdad ¢(f)o(g) = ¢(fg) se da si y sélo si Dyy C Dy.

(b) Se cumple que

S()o(f)" = ¢(f*) = o(£) o (f)-

(¢) La norma de ¢(f)v¢ estd dada por

16(7)e]? = / FPdEy . (2.20)

2.2 Perturbaciéon de Eigenvalores

La teoria de perturbaciones de eigenvalores (en el contexto de este trabajo) de-
scribe el destino de los eigenvalores de un operador A cuando es perturbado
mediante un operador V. En otras palabras, si consideramos un eigenvalor ais-
lado Ey de A y definimos al operador A + €V, con |e| un ntunero pequeiio, la
teoria de perturbaciones estudia la existencia de eigenvalores de A + €V cer-
canos a Fjy y su comportamiento como funcién de e. En general, la teoria de
perturbaciones se puede construir para n eigenvalores no necesariamente simples
(ver [26, 30]), nosotros nos restringimos al caso de un eigenvalor simple y ais-
lado. Para introducir la teoria de perturbaciones es necesario recordar algunos
conceptos del anélisis complejo:

Para una curva cerrada I" en C y zp € C\ I, el indice de I" respecto a zp se
define como

Indr(zp) := ﬁ/ dz (2.21)
r

20— %

Nosotros consideramos solo el caso donde I' es una curva simple y parametrizada
en sentido anti-horario. De esta manera Indr(zp) = 1, si 2o esta en el interior
del conjunto acotado delimitado por I' y Indr(z¢) = 0, si zq esté en el exterior de
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este conjunto. Para una funcién analitica f : 0 — C, definida en un subconjunto
abierto 2 de C, se satisface la formula integral de Cauchy

f(z)

TR0 — %

f(z0)Indr(z0) = 5= dz, (2.22)

donde ' C Q y 29 € Q\T. Observamos que si zp no esta en el interior de T', el
integrando en la Ecuacion 2.22 resulta ser analitico y su integral cero (resultado
conocido como Teorema de Cauchy).

Nos interesa extender estos conceptos, cambiando adecuadamente en las ex-
presiones anteriores el niimero complejo zy por un operador A, para asignar a
funciones analiticas cierto tipo de operadores que actian sobre un espacio de
Hilbert b.

Sea A un operador cerrado tal que su espectro o(A) se descompone en dos partes
no vacias o1 y 0z, con al menos una de ellas , digamos o7, acotada. Suponemos
también que dist(o1,02) > 0 de manera que podemos encontrar un conjunto
abierto €2 tal que o1 C Q y QN oy = 0. Para una funcién analitica f : Q — C,
definimos

7 [ S
A) =& d 2.2
fay =& [ 42 (223
donde I C Q es una curva que rodea a o1 y I' No(A) = 0.
La expresion en (2.23) define un célculo funcional que comparte algunas car-
acteristicas con el calculo funcional de Borel (ver 2.1.3). Recordamos que

Ra(z) = (A — 2)71. Nos interesa el caso donde f = 1 en (2, pues el oper-
ador

PA,al = ﬁ/ RA(Z)dZ (2.24)
r

es una proyeccién, i.e., P%
satisface

= P4 ,,, que conmuta con A en D(A) y que

s01

0(AP4 4,) = 01, 0(A(l = Pay,)) =0(A)\ o1.

En particular, si 01 = {20} es un eigenvalor simple de A4, i.e., si el rango de Py .,
tiene dimensién 1, cualquier ¢ € Ran(Py4 ,,) cumple la relacion Ay = zp1p. Por
otro lado, no es dificil ver que para un operador cerrado A, con {z € C||z— 2| =
r} C p(A), el operador

P4 = ﬁ/ Ra(z)dz, (2.25)
|z—zo|=r
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es una proyeccion (conocida como proyecciéon de Riez). Se puede probar que si
la dimensién del rango de P4, es 1, el operador A tiene un eigenvalor simple
en el interior de {z € C||z — 29| = 7}.

Sea R un subconjunto abierto y conexo de C y sea T'(e) un operador cerrado
tal que su conjunto resolvente es no vacio para € € R. Decimos que T'(¢) es una
familia analitica de tipo (A) siy sblo si

e El dominio del operador T'(¢) es un conjunto D C h que no depende de e.

e Para cada ¢ € D, la funcion T'(e)i) que toma valores en h es analitica
respecto a e.

El siguiente resultado, conocido como el Teorema de Kato-Rellich (al igual que
el Teorema 2.1.1), describe el comportamiento de los eigenvalores simples y
aislados de una familia analitica de tipo (A).

Teorema 2.2.1 (Kato-Rellich) Sea T'(€) una familia analitica de tipo (A) y
sea Fy un eigenvalor simple y aislado de T(eg). Entonces, para € cercana a €,
existe un unico punto E(€) en el espectro de T(€) que estd en una vecindad de
Ey y es un eigenvalor simple y aislado de T(€) asociado al eigenvector 1)(e).
Tanto E(€) como 1(€) son funciones analiticas de € para € cercana a €g.

Un resultado que es de gran utilidad cuando se estudia la teoria de perturba-
ciones es la existencia de las series de Neumann.

Proposicion 2.2.2 (Serie de Neumann) Sean A, B € B(h), con A invert-
ible y B es tal que | BA™Y|| < 1. Entonces A+ B es invertible y su inverso estd
explicitamente dado por

(A+B)"t=A"" i (-BA™YH)". (2.26)
n=0

En nuestro caso, bajo ciertas condiciones, las series de Neumann nos permiten
describir al operador R41p(z) en términos de R4(z) y BR4(2).
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2.3 Producto Tensorial y Suma Directa de
Espacios de Hilbert

En esta seccién se construye el producto tensorial de espacios de Hilbert y se
presentan algunas de sus caracteristicas. Sobre el producto tensorial de espacios
de Hilbert se define un producto tensorial de operadores. Al final de esté secciéon
se construye la suma directa de espacios de Hilbert y se caracteriza su espectro.

Sean b1 y bho espacios de Hilbert. Para @7 € by y 2 € bo, denotamos por
p1 ® @2 a la forma bilineal

(p1 ® p2)(¥1,¥2) = (Y1, 1) (Y2, p2), (2.27)

donde (%1,%2) € b1 X h2. Denotamos por &y, p, al conjunto

ghl’fh = 2901]‘ ®<)02j | ®1; € hl’(pzj € h?aj € {17,m} yme N
i=1
(2.28)

Para o ® ¥ y 1 ® p en este conjunto definimos el producto interior

(@Y, n® W, b, = (LMY, 1)

y lo extendemos por linealidad a &g, ,. Definimos el producto tensorial de by y
h2 como la completacion de &y, ., bajo (-, )y, p, ¥ 1o denotamos por h; @ h2. De
manera similar, para una familia (finita) de espacios de Hilbert {f,}.-,, se define
el producto tensorial ®?=1 b;. En particular, si h; = b, para todo i € {1,...,n},
obtenemos el producto tensorial de n copias de h, denotado por

h = )b,
i=1

Para A y B operadores densamente definidos en by y ho, respectivamente, es
posible definir un operador en h; ® hs. Para ¢ € D(A) y ¢ € D(B) definimos
el operador A ® B como

(A®B)(p®Y) = Ap® By

y lo extendemos por linealidad a

D(A) ® D(B) = {Z @i @i | pi € D(A),¢; € D(B) y n € N} .

i=1
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El producto tensorial de A y B es la cerradura del operador A ® B definido en
D(A) ® D(B). Denotamos a la cerradura también por A ® B.

Otra manera de construir un conjunto con estructura de espacio de Hilbert, es
mediante la suma directa. Para h; y hs definimos la suma directa b1 @ ha como
el espacio de Hilbert formado por las parejas (¢, ) con ¥ € b1 y ¢ € hy. El
producto interior de b & ho se define como

(1, 01), (2, p2)) = (V1,P2)p, + (P1,92)h,, (2.29)

para 1);, ¢; elementos arbitrarios de b;, con i € {1,2}.

Para dos operadores A; : D(A;) — b;, con i € {1,2}, podemos definir la suma
directa Ay @ Ay : D(A; @ As) — b1 ® ha como

(A1 @ A2) (1 + 2) = Arihr + Ashs, (2.30)

con Y1 € D(Ay) y 2 € D(A3). Para nosotros es importante construir sumas
directas contables tanto de espacios de Hilbert como de operadores. Para una
familia de espacios de Hilbert {f,},~ , definimos la suma directa

@m:@:mmmwﬂmEZW@“%
n=0

n=0

con el producto interior

(W, 000 =D (thn, n)p,- (2.31)
n=0

Para una familia de operadores {4}, donde cada A,, tiene un dominio denso

en b,, se puede construir una suma directa

A= éAn,
n=0

con dominio D(A) = {¢Y € h | ¢, € D(A,), AY €bh}. El operador A actua
como

Ap =" At

n=0

2.4 Espacios de Fock y Segunda Cuantizaciéon

En esta secciéon presentamos a los espacios de Fock y a los operadores en segunda
cuantizacion. Estos conceptos son la base para definir al Hamiltoniano que de-
scribe la energia libre de los fotones y los operadores de creacion y aniquilacion.



2.4 Espacios de Fock y Segunda Cuantizacion 15

Para un espacio de Hilbert b, definimos el espacio de Fock como la suma directa
de 5, con n € Ny, es decir,

F(h) == Pov™,
n=0

con h(® := C. Un elemento arbitrario 1 del espacio de Fock se puede representar
como 1 = {¢(™M}22 | donde (™ € h(" yn € Ny. F(h) es un espacio de Hilbert
con el producto interior

oo

<7v/}a90>]?(b) = Zw(”),w(”))hm. (2.32)

n=0

Para describir (inicamente) a los fotones es necesario restringirnos a un subespa-
cio adecuado mediante una proyecciéon. Para b un espacio de Hilbert separable
y n € N definimos al operador de simetrizacion S, : h — h™ como

1
CTEP,

donde P,, el grupo de permutaciones de n elementos, y Sy es la identidad en
C. El operador de simetrizacién es una proyeccion ortogonal, es decir, S2 = S,
y S = S,. Al rango de S, sobre h(™ se le conoce como el producto tensorial
simétrico de n copias de b. Se define al espacio de Fock simétrico sobre h como

F(h) = éth("). (2.33)
n=0

Como ejemplo, si h = L?(M) es el espacio de las funciones cuadrado integrables
en M C R3 con respecto a la medida de Lebesgue, entonces un elemento v €
F(b) es una sucesion de funciones

b= (v0,00,0@,.)
tal que su norma es finita,

600 = ol + 3 [ 9P ad - dh, <
i=1 "

donde ¢ € S, ®:_, L>(M). Empleando el isomorfismo @, L>(M) =
L*(M™), S,b™ se puede ver como el subespacio de L?(M™) formado por las
funciones que permanecen igual bajo cualquier permutacion de sus variables.
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Definimos al conjunto de particulas finitas Fy(h), como el subconjunto del es-
pacio de Fock simétrico formado por los vectores ¥ € F(h) con (") = 0 para
todas excepto un namero finito de entradas, es decir,

Fo(h) := {w = (v} € F(b) | Ir € N tal que »*) = 0,Vk > r} . (2.34)

Fy(h) es un conjunto denso en F(h) que nos permite definir adecuadamente
algunos operadores en el espacio de Fock y algunas de las propiedades de este
espacio como es la ley exponencial de los espacios de Fock (ver (2.40)). Un
elemento importante de Fy(h) es el vacio cuantico: Q := (1,0,0,...).

Para by y by espacios de Hilbert separables y A un operador cerrado de h; a
b2 se define el operador T'(A) : F(h1) — F(h2) de la siguiente manera: Primero
denotamos por A®" := A® A®---® A al producto tensorial de n copias de A
definido en @;_, D(A), con n € N. Para n = 0 definimos A®Y := 1. Se define
el operador I'(A) como la suma directa

I(4) = Aa®" (2.35)
n=0
en
Dy= {w € Fy(h) | 9™ e ®D(A) para cada n > 1} . (2.36)
k=1

El operador T'(A) es acotado si ||A|| < 1. Ademaés, si A es un operador uni-
tario también lo es I'(A). Para ¢ € S, @._, b1y ¢ € S, ®Y_, b2 definimos el
operador

U : Fy(h1) ® Fo(bz) — Fo(hy @ h2), (2.37)

a partir de I'(A) y de los operadores de inclusion j; : h; — h1@Bha (coni € {1,2}),
de la siguiente manera

UV o) = 2 @, [P(a)w @ Do)l (2.38)
=0

y se extiende por linealidad a elementos 1 ® ¢ € Fy(h1) @ Fo(h2). Se define
U ® Q) =9, (2.39)

donde 21, Q2 y 2 son los estados del vacio cuéntico en F(h1), F(h2) y F(b1 &
h2), respectivamente. El operador U se extiende a un operador unitario (que
denotamos por el mismo simbolo):

U:F(b1) ® F(hz) = F(b1 & b2). (2.40)
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A la relacion que define el operador U entre estos espacios se le conoce como ley
exponencial de los espacios de Fock. Retomando el ejemplo de los espacios de
Lebesgue, si h; = L2(M;) y by = L?(Ms) con My, My C R3 disjuntos M;NMy =
() — y utilizando que el espacio L?(M; U My) es isomorfo a L?(M;) & L?(M,)
mediante el mapeo f — (fxa, fxam,) — se tiene que

F(L*(My U My)) 2= F(L*(My)) @ F(L*(My)). (2.41)

Para un operador A con dominio denso D(A) en b, definimos
AN = ARI® - @I+IA® @I+ +IRI® - @ A,

sobre @;_, D(A), conn € N, y A := 0. Definimos la segunda cuantizacion
de A en Dy (ver (2.36)) como la cerradura del operador

dT(A) = é A, (2.42)
n=0

y lo denotamos con el mismo simbolo. De manera equivalente, definimos dI"(A)

por su accién en cada entrada de un vector ¥ € D4 como (dl"(A)w)(") =

A ()

Al igual que I'(A4), el operador dI'(A) hereda algunas de las caracteristicas de
A, entre ellas, que su dominio D(dI'(A)) es denso en F(h). Si A es un operador
autoadjunto, dI'(A) también lo es, etc. Mas atn, dI'(A) y el operador unitario
U definido en la Ecuacion (2.40) cumplen la siguiente propiedad: dados dos
operadores A y B con dominio denso en h; y ho, respectivamente, se cumple
que

U (dD(A) + dU'(B)) = dT (A& B)U, (2.43)

donde omitimos el producto tensorial con factores triviales identificando dI'(A) =

Si consideramos, en nuestro ejemplo donde h = L?(M) con M C R3, al operador
de multiplicaciéon M, : D(M,) C L?*(M) — L?*(M) por la funcién medible
w : M — C, tenemos que M, es densamente definido y podemos definir su
segunda cuantizaciéon como

(dI‘(w)q/))(”)(kh T 7kn) = (Zw(kz))w(n)(kla T 7kn)v (244)
i=1

donde la evaluacion de las componentes de ¢ € D(dI'(w)) se entiende que esta
definida para casi todo punto, pues (™ € L?(M™), con n € N. Més atn la
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ley exponencial de los espacios de Fock (2.41) y la igualdad (2.43) nos permiten
escribir

U (dT(wxar, ) + dU(wxar, ) U™ = dT(wxas,un, )- (2.45)



CAPITULO 3

Resonancias en el Modelo de Pauli-Fierz
con divergencia infrarroja critica

En este capitulo presentamos de manera resumida el contenido de [7]. Para
mayor claridad de las ideas presentadas durante este capitulo, se presenta de-
talladamente el modelo que estudiamos.

3.1 Definicién del Modelo y Descripcién del
Problema

Antes de presentar el modelo es necesario introducir los siguientes parametros:
a € [0,1]y 0,8 € Dij10 (con Dy := {z € C[|z] < 1/10} el disco abierto en
el plano complejo de radio 1/10 y centrado en 0), los cuales no son necesarios
para definir el modelo de Pauli-Fierz, pero son fundamentales para describir las
transformaciones que nos permiten estudiar las resonancias. Por tal motivo, y
para evitar definir los elementos del modelo una segunda vez, mostramos desde
un inicio la dependencia de los espacios y operadores en «, 0 y 3. El parametro
« es la constante de acoplamiento y nos sirve para definir una transformacion
de Pauli-Fierz, 6 nos da el acceso a las resonancias por medio de una dilataciéon
compleja y 8 nos permite realizar una transformacion que explota el decaimiento
exponencial de las eigenfunciones para controlar la variable del 4tomo x. En
la Seccion 3.2 puntualizamos el uso de estos pardametros, mientras tanto los
agrupamos de la siguiente forma:

a = (6,,8). (3.1)

3.1.1 Definicion del Hamiltoniano de Pauli-Fierz

El Hamiltoniano del atomo. El Hamiltoniano del atomo H,(«) es un op-
erador cerrado (no necesariamente auto-adjunto) con dominio denso contenido
en el espacio de Hilbert del atomo

Haw = L*(R?), (3.2)
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y esta definido por la formula
Hay(a) = —e 2?A+V(a). (3.3)

El operador V(a) es la suma de (multiplos de) Vo (6) : R* — C, Vpp(6) : R? —
C y del operador diferencial V (6, 8),

V(a) = Viet(0) + a®Vop(0) + V (6, B). (3.4)

El potencial eléctrico Vpoi(6) es un operador de multiplicacion en la variable de
posicion del electron @ € R3, y V0t (6)(x) tiende a cero cuando |z| tiende a

infinito, de manera uniforme en 6 € D;;19. Como H,(f) no es auto-adjunto,

a menos que 6 sea real, suponemos que D19 > 0 — Vpot(G)( - A+ 1)_1 €

B[L?*(R?)] es una funcién analitica (con valores a un espacio de Banach) y que

-1 .
Vot (9)( —A+ r) tiende a cero en la norma de operador, cuando r — oo, de
manera uniforme en 6 € Dy /19. Més atn,

Voot (0) = Voot (0), Voot (0) = u(RO) Vi (1S0) u(R6)*,

donde, para r € R, el operador u(r) : L?(R3) — L2?(R3) es una dilatacién
unitaria

Vo € L*(R?) : [u(r)](x) = ¥/2¢(e"x). (3.5)

El potencial efectivo Vpr(0) es generado por la transformacion de Pauli-Fierz y
se define como

x) = ¢ exp(—2e 2 |k|? x € -.7:2 3
VerO)) = 3 s [ (26 il (6. ) of” 'k,

(3.6)

para cualquier § € D, /19, donde n € C§° (Rf{ ; [0, 1]) es una funcién decreciente
tal que

1, sir<l1
= ’ - 3.7
() {0, sir>2, (8.7)
y € := (e1,692,63) : R3 x Zy — C3 es una funcion medible que satisface las
relaciones
e(k,\)" -€(k,v) = dru, k-elk,\) =0, (3.8)
e(—k, N = ek, ), e(rk,\) = e(k,\), r>0, (3.9)

donde € * := (57, £2, 5) y 0z, es el simbolo de Kronecker.
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El operador diferencial ‘7(0, B) se define como
V(0,8)(x) = e (A - e @ A eB<w>) , (3.10)
donde

() == 1+ |z]?. (3.11)

Suponemos que el eigenvalor correspondiente al primer estado excitado e; =
€1(0,0,0) de H,s = H,t(0,0,0) esta aislado y es simple. Definimos

Sar = dist(e1,0(Hag(0,0,0)) \ {e1}) > 0. (3.12)

El Hamiltoniano de los Fotones. El espacio de Hilbert de los estados de
un fotén con momento k restringido en valor absoluto a valores entre s y ¢ (con
0 <s <t <o) se denota por

h*t = L3(K%'), con (3.13)
Kot = {(k,\) € R® x Zy | s < || < t}. (3.14)

Denotamos por k a los pares k = (k,\) € R3 x Zs y definimos
k| = |(k,N)] = K], (3.15)

La integral de una funciéon f € L}(R3 x Z,) se define como

/f(k:) dk = > /R fk, ) k. (3.16)

AEZ3

El espacio de Fock (simétrico) de los fotones con momento entre s y ¢ es la suma
directa

oo N
Foli=Co@Fy, con Fy':=Sy@bo, (3.17)
i=1

n=1

donde Sy es la proyeccion en el espacio de las funciones totalmente simétricas
y ]-"]i;t es el espacio de Hilbert de N fotones, para N € N. El subespacio de
dimension uno So[®Y_,h*t] := C- Q%! es generado por el vacio (normalizado)
que denotamos por 2%¢. Un elemento 1) € F*! es una sucesién ) = {w(")}ffzo,
con cada una de sus entradas ¥ € fls\;t. Es 1til notar que el isomorfismo
't =2 hs's @ pst, con ¢ < s < ¢, da lugar al isomorfismo

Vs <s<t:  FIt = Fleg Fst (3.18)
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de los espacios de Fock correspondientes. Dados dos operadores A% en F*t y
’ / . .. . !
B%% en F®° tienen una extension natural al espacio F° ' dada por

’ ’ ’ ’
As ,t = 13 ,8 ® As,t y Bs ,t = Bs S ® 1s,t , (319)
respectivamente, notaciéon que usaremos de ahora en adelante sin mencionarlo.

El operador H** describe la energia libre de los fotones, mapea el estado ¢ =
(Pn)ozo € F* en H>'(0)¢, con (H*'(0)¢), =0y

(Hsyt(e)gb)n(kh"' akn) = 679(|kl| +e A+ |kn|) ¢j(k17”' 7kn)v (3'20)

para n > 1y cualquier valor de 6 € Dy qq.

El Hamiltoniano del Sistema con Interaccion. Definimos el espacio de
Hilbert de los estados (puros) del sistema formado por el 4tomo y los fotones
con momento restringido a valores s < |k| < ¢ como

H = Ha @ FP = L2(R3 F5Y), (3.21)

donde el espacio L?(R3; F*!) es llamado la representacion de Schrodinger de
Ht. Los valores s = 0 y t = oo corresponden a K%® = R3 x Z; y h0>®° =
L?(R3 x Zsy), de tal manera que F>° es el espacio de Fock definido a partir
del espacio de Hilbert de un fotén L?(R? x Zs) sin restricciones en el momento.
En este espacio, el Hamiltoniano libre (dilatado) que representa la energia del
sistema sin interaccién es el operador

H'N @) == Ha(Q) + H'0) = Ha(Q) @ 1pee + 1y, @ HYY(0). (3.22)
No es dificil ver que H{" () es un operador cerrado en el dominio de
Hy'(0) = (= A+ Vpor(0)) ® Lrere + H*H(0), (3.23)
donde 0 := (0,0,0).

En la representacion de Schrodinger, el Hamiltoniano (dilatado) del sistema
acoplado es un operador de Schréodinger con un potencial vectorial magnético
en segunda cuantizaciéon. Para introducir adecuadamente este potencial es
necesario definir la funciéon de acoplamiento y los operadores de creaciéon y
aniquilacion. La funcion de acoplamiento (dilatada) G**(6) : R? x K%t — C3
esta dada por

a3/2 e—0—no exp(_efzewz)

s,t ,7
G (0)[-'13,k] = 4(71')3/2 ‘k|1/2—u

e k@ (k) (3.24)
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donde v ~ 1/137 es la constante de estructura fina. Nosotros consideramos a o €
[0, 1] como un parametro pequefio. Cuando s > 0, el parametro s corresponde
a un corte infrarrojo. El término exp(—e~2?|k|?), juega el papel de un corte
ultravioleta. Mientras que p es un parametro de regularizacion infrarroja; en [0]
se estudia el caso p € (0, 1), nosotros analizamos el caso critico (y fisicamente
relevante) p = 0 y seguimos considerandolo en la notacién para facilitar la
comparacion con [6].

Para definir apropiadamente los operadores de creaciéon y aniquilaciéon en el

espacio H*! es necesario introducirlos primero en el espacio F**: Dado un
t . .

estado de N fotones ¢ € Fy' y f € h' definimos el operador de creacion a*(f)

como

a(f)y == VN+1Svufop, (3.25)

con a*(f)y elemento del espacio .7-";;11, el espacio de los estados de NV + 1
fotones. Por linealidad extendemos a a*(f) y tomamos su cerradura para definir
el operador de creacion a*(f) en (un dominio adecuado contenido en) F*¢. El
operador de aniquilacion a(f) se define como el adjunto de a*(f). Los operadores
de creacién y aniquilacion satisfacen las relaciones de conmutacion canoénicas:

[a*(f),a”(9)] = [a(f),a(g)] =0y [a(f),a™(9)] = (f,9), (3.26)

donde [-,-] v (-,-) denotan el conmutador y el producto escalar, respectiva-
mente. Usando el isomorfismo en (3.21) podemos extender las definiciones de
los operadores de creacién y aniquilaciéon al espacio del sistema acoplado. Sea
f R x K% — C tal que f.(-) := f(z,-) pertenece a h*!, para todo & € R>.
Definimos al operador de creacién en H*! como

(@™ (Y] (z) = a*(fa)(), (3.27)

donde 9 es un elemento de un dominio adecuado contenido en L?(R?; F*?). De
manera similar, se extiende el operador de aniquilacién a(f) al espacio H**!. El
potencial vectorial magnético en segunda cuantizacion es el operador

AP 0) = a*(G>'(0)) +a(G*H(0)) . (3.28)
La dinamica del sistema acoplado esta generada por el Hamiltoniano

H = H>®(0,0,0) = (—iV 4+ A%(0))” = Voot (0) + H>®(0).  (3.29)

3.1.2 El Espectro del Hamiltoniano

Como mencionamos anteriormente, suponemos que el potencial V0t (0) es una
funcién analitica de 6 y que Vj,01(0) es un operador relativamente compacto con
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respecto a —A, el operador de la energia libre del 4tomo. Esto implica que el
espectro esencial oess(Hat) = Rg de Hgyt = —A + Vpot(0) es la parte positiva
del eje real y que el espectro discreto o gise(Hat) = {e: 1M, C Ry se encuentra en
el eje negativo,con M e No M =ocoyeg < e < ... << ep <0. Suponemos que
M > 1, pues de lo contrario no habria eigenvalor alguno que se convierta en una
resonancia. Dado que las perturbaciones no sélo desplazan a los eigenvalores sino
que también exhiben sus degeneraciones, suponemos también que e; es simple.
El espectro del Hamiltoniano libre Hy = Hy'™(0) es el intervalo [eg, o), ver
(3.23). Los puntos {eg, e1, ..., epr } siguen siendo eigenvalores de Hy, pero ahora
estan inmersos en el continuo debido a que el espectro o(H%>®) = R del
operador H%> es el eje positivo. Se espera que, para cada i € {1,2,..., M}, el
eigenvalor e; sea inestable bajo la perturbacién dada por el acoplamiento entre
el 4&tomo y el campo electromagnético, i.e, el Hamiltoniano del sistema acoplado
HY no tiene eigenvalores (reales) cerca de e;.

Recientemente, se han establecido resultados rigurosos en esta direccion algunos
de los cuales mencionamos brevemente: Un primer resultado importante es que
el Hamiltoniano H es auto-adjunto y acotado por debajo (ver [21, 23]). La
energia del estado fundamental

E,. = info(H) (3.30)

es un eigenvalor simple [20]. El hecho de que E,, sea simple es una consecuencia
de reemplazar al electrén por una particula sin espin en el modelo. El intervalo
[Egs,00) es el espectro esencial de H. Méas aun, utilizando diversas técnicas se
ha demostrado que los eigenvalores e; son inestables para i > 1 (ver por ejemplo
[12]). En [6] se demostro, utilizando el método de escalas miltiples e imponiendo
una regularizacion infrarroja, que e; se desplaza hacia el plano inferior complejo
C~. En la ausencia de una regularizacion infrarroja, la perturbacion del eigen-
valor e; de Hy -como consecuencia de la interaccion entre el 4tomo y el campo
electromagnético- es un problema dificil de estudiar desde el punto de vista
matematico. Esto se debe, por un lado, al hecho de que e; no esta aislado del
resto del espectro de Hy y, por otro lado, a que la funciéon de acoplamiento
que modela la interaccion entre el atomo y el campo electromagnético tiene una
singularidad infrarroja |k|~/2 en k = 0.

Nosotros estudiamos la existencia de la resonancia, asociada al primer eigenvalor
excitado del 4tomo e1, en el modelo de Pauli-Fierz en el caso de la singulari-
dad infrarroja |k|~'/2 en k = 0. Por conveniencia (de notacion) se estudia la
resonancia correspondiente a ey, pero los argumentos utilizados son igualmente
validos para e;, con i =1,2,.., M.



3.1 Definicién del Modelo y Descripcién del Problema 25

3.1.3 El Hamiltoniano de Pauli-Fierz Transformado

Las caracteristicas del problema no permiten que el operador H pueda ser
tratado directamente, pero es posible estudiar el Hamiltoniano H%°(0, c,0),
que es unitariamente equivalente a H. Para describir adecuadamente el nuevo
Hamiltoniano necesitamos implementar una transformacion de Pauli-Fierz seguida
de una dilatacion compleja, y de una transformacion que explota el decaimiento
exponencial de las eigenfunciones para controlar la variable del atomo .

Transfomacién de Pauli-Fierz La Transformacion de Pauli-Fierz se realiza
mediante el operador exp[iApe” (0, a, 0)], donde

k(@) = a*(n(lellkl) ¢ GiLo(@) @) + a(n(2lIkl) < Gio(@) =),
(3.31)

Gl o(Q)]x, k] = G¥' ()]0, k] v (B, ,0) := (B,,0). También definimos

Afi(a) = A% (a) — e VA (), (3.32)

bpk(a) = a” (e~ k| (|2[k]) G3Lo() @) (3.33)
+ a(ie ki n(2lIk]) Gy (@) - ).
Aplicando esta transformacion obtenemos el Hamiltoniano

HY>®(0,0,0) := exp [- i)\OP’EO(O,a,O)] H exp [MOP’;C(O,@,O)] ) (3.34)

El generador de la transformacién se escoge de tal manera que anula la parte
més singular de AO’OO(O). Es importante notar que el potencial magnético trans-
formado se puede escribir como

Aji(e) = a (Gil) + o(Gii@). (3.35)

con
Grr(a)[z, k] = G¥' (), k] — Vi (n(|2||k]) GiLo(a) - ). (3.36)
Dilatacion Compleja Siguiendo a [1, 25], definimos a una resonancia como

un eigenvalor del operador H%>°(f,«,0) que es una dilataciéon compleja de
H%®(0,0,0). Para 6 € R, se define la dilatacion (x,k) — (e’x,e %) que
cambia la escala en la variable de posiciéon del a&tomo y en la variable de mo-
mento de los fotones. La dilataciéon se realiza mediante un operador unitario
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U(0) € B[H">°] que cumple U(—0) = U(0)*. Bajo la acciéon de U () el operador
H%>(0, a,0) se transforma en

H">® () = U(0) H**>(0,,0)U(—6), (3.37)

donde o, := (#,0,0). Se observa que 6 — H%*°(q,) define una familia de
operadores analiticos de tipo A (en el sentido de Kato) en una vecindad del cero
en el plano complejo, i.e., la funcién

0 — H">®(0,a,0)[H">®(0,a,0) +i] " (3.38)

que toma valores en B[H?>°] es analitica en un dominio Dy C C. Nosotros
tomamos al conjunto Dy como el disco de radio % centrado en el origen, Dy /19 C
C. Es importante destacar que H%*°(q,) no es auto-adjunto en general a menos
que 6 € R. Después de establecer que 6 — H%>(q,) es una funcién analitica
en D19, escogemos 6 := iv fijo, con v un nimero positivo que estd en D /qq.

Decaimiento exponencial La transformaciéon de Pauli-Fierz produce una
regularizacién en k = 0 para la interaccién, pero el comportamiento para grandes
valores de  empeora. Para controlar este comportamiento empleamos el de-
caimiento exponencial de los eigenestados del atomo @,¢; € Hat. Especifica-
mente, usamos que ||e®(® g, ;||3., < 0o es acotado cuando 3 > 0 es menor que
la tasa de decaimiento exponencial. Conjugamos al Hamiltoniano H%> (6, o, 0)
con e?(®) . En este caso, escogemos 3 = it con 7 € R para obtener el operador
unitariamente equivalente

H"® (0, a,it) := e @ HY® (0, a,0)e™@ (3.39)

De manera semejante a la dilatacion por 6, observamos que (3.39) define una
familia analitica con respecto a 7 en una vecindad del cero (que tomamos D, /10
por conveniencia). Extendemos a H%*° (6, o, i7) a valores puramente imaginar-
ios de 7, i.e., a valores reales de 8 = it € R.

Al aplicar las transformaciones obtenemos el operador

H>®(0,0,B) = e~ B(@) U(o) e~ (0,0,0) H, eiAp (0,0,0) U(-9) oBla)
(3.40)

Es importante notar que el lado derecho de la igualdad en (3.40) es una com-
posicién de operadores no-acotados que sélo tiene sentido para valores reales de
f y puramente imaginarios de (3, pero el lado izquierdo de la igualdad se puede
extender a valores complejos de 6 y 8 en una vecindad (pequeiia) de 0 usando
la expresion (3.41), que se define a continuacion.
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Corte Infrarrojo Restringimos al Hamiltoniano en (3.40) al espacio H*!, con
0 < s <t < ooy desarrollando las transformaciones obtenemos

H¥(a) = (e7?iv, - Agg(g))2 +b5n(a) + V(a) +e PHS! (3.41)
+ie " B(Va(m) - Ajp(e) + Api(e) - Vz))
= Hy' (@) + W (),

donde H{'(a) es el Hamiltoniano libre definido en (3.22) y

Wot(a) = ie‘eAf»’%(a)-Vmﬂ'e—evz-Afﬁé(aH[A?E(a)]2+bf>’§(6(v) |
3.42

+ie”"B(Va(x) - Api(@) + App() - Vo (@)
es la interaccion.

Se puede observar de (3.32) y (3.41) que la transformacion de Pauli-Fierz regu-
lariza significativamente el comportamiento infrarrojo. Por ejemplo, el término
by (a) contiene el término |k|G**(a) en lugar de G*(a) que esta presente en el
potencial magnético As’t(Q). Asi, la nueva interaccién tiene un factor de regu-
larizacion |k|, i.e., la funcion de acoplamiento va como |k|'/? cuando |k| — 0, ver
(3.24). Sin embargo, hay un precio a pagar por esta regularizacion: la presencia
del factor  en la interaccion. Aunque, en conjunto el término n(|xz||k|)|k|x
esta acotado, no podemos usar el factor de regularizacion |k| sin perder el con-
trol del factor no-acotado x. Para solucionar este problema implementamos la
conjugacion con el operador e #(®) . Esta transformacion y la restriccion de los
operadores a un espacio de eigenvectores exponencialmente acotados, la cual
realizamos mediante el mapeo de Feshbach-Schur, nos permite cambiar x por
(x)~lx (a grandes rasgos). En consecuencia el modelo se comporta como si
tuviéramos una funcion de acoplamiento que va como |k|'/? en lugar de |k|~1/2
en (3.24).

3.2 Resultado Principal y Estrategia de la Prueba

Nuestro principal propésito es la construcciéon de las resonancias E%°°(qy) del
operador H%'(ay) en el caso s = 0y t = oo, con v, > 0 cercanos a cero.
El parametro 8 es s6lo una herramienta matematica que se usa durante esta
construccién. Obtenemos las propiedades buscadas de H**(q,) a partir de las
propiedades de (HS’O"(QO))S> en el limite s — 0, mediante el método de escalas
multiples.

0
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Teorema 3.2.1 Sean 0 = iv, k > 6 y £ > 9. Siv >0y a®?/|sin(v)|* son
suficientemente pequenos, H%>(ay) tiene una resonancia E (en una vecindad
de e1) y una proyeccion asociada P, cuyo rango consiste de los eigenvectores
asociados a E.

3.2.1 Meétodo de escalas miiltiples

Tomamos una sucesién decreciente de nimeros {0, }nenufoy, donde cada o, :=
b"0p (con 0 < b < 1y og > 0) representa un corte infrarrojo y o, — 0, cuando

n
n — oo. Denotamos por H:= H?"*(qay) al Hamiltoniano con la restriccion
|k| > 0. Gracias a la presencia del corte infrarrojo podemos utilizar la teoria de

perturbaciones para construir un eigenvalor (aislado) Ej de £I en una vecindad
de e;. Se puede demostrar la existencia de FEy para valores pequenios de «.
Los valores admisibles de la constante de acoplamiento estdn sujetos al valor
del corte infrarrojo, la magnitud de « tiende a cero cuando n — oo. Por esta

n
razén no es posible construir los eigenvalores de H de la misma manera en que
se construye Ey. La forma en que superamos este obstéculo es utilizando el
siguiente esquema inductivo:

Recordamos que 6 = iv,con v > 0 y definimos el rectangulo R, := [ — i, %] —
i[0, 2 sin(v)] € C. Para s > 0, definimos el subconjunto
E%(iv) :==e1 +sR, — eii”R(‘;‘ = {61 +s¢C—e Wr | CER,, r> 0} , (3.43)

del plano complejo. Construimos de manera inductiva una sucesion (E,,)5%°__
de nimeros complejos, una sucesion de (€,,)5°_, subconjuntos del plan complejo
y una sucesion de proyecciones (Pp,)°__; que satisfacen las propiedades II(m)
abajo descritas. Por conveniencia fijamos E_;1 := Ey, P_1 := Py, y 0_1 := 0yp.
El esquema utilizado requiere que en el paso inductivo se construyan simultanea-
mente el eigenvalor F,, la proyeccién P, al espacio propio asociado a F, y el
subconjunto del plano complejo &,,. Para m € Ny, las hipotesis de induccién
II(m) estan determinadas por las siguientes cuatro propiedades:

m
I1;(m) Para m > 0, E,, es un eigenvalor simple de H y

B — Epa] < o®? ()" oy (3.44)

m
IIs(m) E,, es el Gnico punto en el espectro de H contenido en

Em = E%°(%iv) \ {z ‘ Sz < QSE, — isin(z/) O’m} , (3.45)

ie., o[H| N Ep = {En).
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II3(m): Definimos la proyeccion al espacio propio asociado a E,, como

. m
P, =5 R(2)dz, (3.46)
Ym
m

donde R(z) := (E’ —2)7 y Y 1 [0,27] = &, C C es la parametrizacion
Y (1) = By + 1sin(v)o e’ (3.47)

del circulo de radio %sin(v)o,, centrado en E,,. Esta proyeccion satisface

a3/2 m—1
1P = Py @ P || < 222 (1) (3.45)

donde Pgom.om—1 es la proyeccion al subespacio generado por el vector
Q

(de] vacio Cuémtico) Qomom-1 ¢ Fom:om-1 ysando que Ho™ = HOm-1 @

Fom:om-1 (en el caso m = 0 se omite el producto tensorial).

II,(m) Para z € &,, se satisface la siguiente estimacion

mo < ¢(y)mtt

_— 3.49
P R (3.49)

donde P, := lyom — Py, y €(v) > 1.

Las estimaciones (3.44) y (3.48) nos permiten ocupar series geométricas para
obtener

|Em| < |Eol+ 227, (3.50)

1P|

A

1P| +C /%67t (3.51)

3.2.2 Resultados Preliminares

A continuaciéon mostramos algunos resultados basicos del modelo que estamos
estudiando. La mayoria de las demostraciones son estandar y se pueden en-
contrar, por ejemplo, en [11]. En la primera proposicion, resumimos algunos
resultados sobre H,(«). Su demostracion puede encontrarse, por ejemplo, en

[30]-

Proposicion 3.2.2 Para valores suficientemente chicos de |0, « y |8], el eigen-
valor del estado fundamental eq(a) y el eigenvalor del primer estado excitado
e1(a) son los dnicos puntos del espectro de H,i(a) con parte real menor que
€1+ 1550at < 0 fver (3.12)]. Si denotamos por

Pat,O(Q) Y Pat,l(g) (352)
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a las proyecciones de Riesz [ver (2.25)] sobre el espacio propio asociado a
eo(a) = eg(a) y e1(a) = ei(a), respectivamente, se satisfacen las siguientes
estimaciones

leo(a) — e, ler(a) —er] < 155 0at (3.53)

[ Pat,0(@) = Pat,0(Q)|l, [|Pat,1(@)=Par,1 (0)]| < (3.54)

100

Mas aun, el rango de Pa1(6,a,0) = Py 1(0aq) estd contenido en el dominio de
eﬂ<m>, y existe una constante C tal que

H 1+|£L’| ) Pat,1(aq H + Heﬂ( >Pat l(ao)H < C, (3.55)

de manera uniforme en 6, — 0.

A continuacién mencionamos algunas propiedades del Hamiltoniano de Pauli-
Fierz (transformado). Primero, enunciamos un resultado estiandar cuya de-
mostracion se puede encontrar, por ejemplo, en el Lema 1 de [21].

Lema 3.2.3 Sean g1 = g1(x; k), 92 = ga(x; k) € L=®(R3;5%!) funciones aco-
tadas de manera uniforme y supongamos que SUPgcps || |k|*1/2gi pot < OO Jver
(3.13)-(3.16)/, donde i = 1,2. Para cualquier p > 0, ¢ € dom[(H**)¥/?], y
Y € dom[H**], se satisface

[a#(9:) Bl e < Ngill 1CH>" + ) 29| (3.56)
|a#(g2) a® (g)0 || 1o < Nlg2llo lgnlly [[(E*" + p)0 | ere » (3.57)
donde
lgill, == Sélulg)s {p—1/2 llgi(z hét} + sup {||w 2gi(x) hs,t} (3.58)
yw(k) = |k|.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Lema 3.2.3.

Proposicion 3.2.4 Sean 0 < s’ < s <t < oo ya y|f| suficientemente chicos.
Entonces existe una constante C tal que para p > 0 y ¢ en el dominio de
H (&), con & := (0, a, B), se tiene la siguiente estimacion

W @) s0<<1+p-1/2>a3/2+<1+p-1/2>2a3)
(10" @) + 98y + 18]y ) - (3:59)

para |0],10] > 0 suficientemente chicos.



3.2 Resultado Principal y Estrategia de la Prueba 31

Para s’ = s, (3.59) y el Teorema de Kato-Rellich (ver Teorema 2.1.1) implican
que H*'(a) es un operador cerrado en el dominio de Hj'*(a) [ver (3.22)].

En la siguiente proposicion se analiza el Hamiltoniano con corte infrarrojo
H°(a), con § = iv y v > 0. Recordamos que el parametro oy en el Hamilto-
niano es un corte infrarrojo. La prueba detallada se encuentra (esencialmente)
en la Proposicion 2.10 de [6].

Proposicion 3.2.5 Para valores suficientemente chicos de v > 0, || y el co-

0

ciente a®/?/sin*(v), existe un tnico punto Ey en el espectro de H° (o) = H
0

contenido en E°°(iv). El punto Ey es un eigenvalor simple de H y cumple

|Ey —e1(a)| < < sin(v)oyg. (3.60)

3.2.3 Comparacion con el Modelo Regular

En [0] se estudia la existencia de las resonancias para el modelo de Pauli-Fierz
con una regularizacién infrarroja, es decir, considerando al parametro p, pre-
sente la funcion de acoplamiento (3.24), en el conjunto (0,1). Dicha regular-
izacion se impone de manera artificial para simplificar el analisis de la existen-
cia de resonancias, el caso critico (@ = 0) es el que estd dado por principios
fisicos y por lo tanto es de especial importancia. En la presencia de la regular-
izacion infrarroja, las resonancias del modelo de Pauli-Fierz se pueden analizar
con el método de escalas miltiples sin la necesidad de la transformaciéon de
Pauli-Fierz, el mapeo de Feshbach-Schur y el decaimiento exponencial de las
eigenfunciones. Para llevar a cabo el paso inductivo del método de escalas
multiples la primera tarea es dar una estimaciéon de la norma de la diferencia de
los operadores resolventes R™(z) y R"*1(z) que permite concluir la propiedad
II3(n 4+ 1). En lo sucesivo el superindice "(old)" hace referencia a que el re-
spectivo objeto matematico se define en [6] y es distinto al ocupado aqui. En

[6] se considera al operador W,", (Old)

Hr(fld) ::H (old) 4 =0 ffon+1,9n — de hecho estos operadores se definen de tal
n+1 ~ ~
manera que H ©9) = A Old)—l—W (Old . Definimos R"(z)©4) .= (H,(fld)—z)’l,

gracias a la regularizaciéon 1nfrarr0Ja se demuestra que HW” A(old) R"(z)(‘)ld) || se
puede acotar por potencias de of, i.e.,

como una perturbacién del Hamiltoniano

(old) H Ca’?

n old n
H R b sin?(v)

QZ(Z/)""'1 ot

n?

(3.61)
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donde z € E, \{E,} v |z — En| > m(uf# (ver Proposicion 3.8 de [0]).
La estimacion en (3.61) hace posible escribir a R"+1(2)©4) como una serie de
Neumann (convergente):

~ e ~ j
Rn-i—l(z)(old) _ Rn(z>(01d)z (_ ngr(fld) Rn(z)(old)) ’ (3.62)
7=0
y asi encontrar una estimacion adecuada de

oo
n o on o Dn o n,(old) n o j
IR™1 () @D — R (2) @D = ||R ()1 3™ (= Wi R (2)©D)7
j=1
(3.63)

que permite obtener la propiedad equivalente a IIs(n + 1) en el caso regular [6].

En el caso critico (1 = 0) no podemos asegurar que ||[W/ R"(z) || decae a cero
n . n+1
cuando n — oo, donde ahora definimos H,, :=H +e Hon+1:%n y W | = H

n

—fNIn. Lo mejor que podemos garantizar es una cota de la forma

Ca3/2

< ba’e) (v)mtt, (3.64)

Wi B (2)]|

Recordamos que €(v) > 1 y por tanto, el término €(v)"*! diverge exponen-
cialmente a co cuando n — oco. Entonces, no podemos estimar directamente

|R"* — R"(2)|| con una serie de Neumann (bien definida) como en [(]. Para
encontrar una solucién al problema es conveniente analizar el origen del tér-
n,(old)

mino o} en la estimacion (3.61). Ya que W, | se escribe en términos de

operadores de creacién y aniquilaciéon, a grandes rasgos, el Lema 3.2.3 permite
B Id) 1> 2 : n yOn -

acotar HWg_F(f )R”(z)(()ld)H en términos de |G|, (con j = 1,2,3) y can-

tidades similares. Para una seleccion adecuada de p se puede estimar

1G], < Ca® ol (3.65)

En nuestro caso, a pesar de la regularizacion |k| en la funcion de acoplamiento
obtenida con la transformaciéon de Pauli-Fierz, la aparicion del factor x (debido
a la misma transformacion) no nos permite obtener el decaimiento necesario de
|G|, en términos de o,, sin perder el control para valores grandes de .
Para obtener las estimaciones adecuadas necesitamos usar el decaimiento expo-
nencial de las eigenfunciones del &tomo en la variable de posicion . Empleamos
el mapeo de Feshbach-Schur para estudiar parte del problema en un espacio de
Hilbert equivalente donde las eigenfunciones tienen decaimiento exponencial en
x. Basicamente, el mapeo de Feshbach-Schur nos permite cambiar & por (z) 'z

' . a sOn
en la funcion de acoplamiento Gy "".
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3.2.4 El mapeo de Feshbach-Schur

En esta secciéon presentamos en términos generales el mapeo de Feshbach-Schur
que es un ingrediente clave para la realizaciéon del esquema inductivo, especifi-
camente, para probar la propiedad II3(n + 1). Recordamos que a = (6, «, ).
Para cualquier 0 < s’ < s < t < 00, extendemos la proyeccion Py 1(a) [ver
(3.52)] al espacio H*! y et respectivamente, como

P = Pla) = Par1(@) @1rr = Pap1(@) @1z, (3.66)
P:= Pla) :=1—-P(a). (3.67)
También definimos el operador
H = H(a) = H*'Q) @ 1pu. + 1yon @ H'*(0) (3.68)
Yy
Hp := Hp, = PHP. (3.69)

Definimos el mapeo de Feshbach-Schur correspondiente a la proyeccion (3.66)
como

Fp(H —2) == P(H —2)P - PHP(Hp — z) "PHP, (3.70)
y notamos que

PHP = PWS'P, y PHP = PW'P. (3.71)

Si el pardmetro « es suficientemente chico, entonces ]—'p(H — z) es un operador
cerrado. La importancia del operador Fp recae en la relaciéon que guarda su
espectro con el de H. Se cumple que z € o[H] & 0 € o[Fp(H — 2)] y los
eigenvectores de H asociados al eigenvalor z se pueden escribir explicitamente

en términos de los elementos del nicleo de Fp(H — 2) y viceversa. Mas aun,
para z ¢ o|H], Fp(z) := Fp(H — z) es invertible en PHt siy solosi H — 2 es
invertible en H*"f. En este caso
(Fp(H—-2))"" = P(H—2)"'P (3.72)
y
(H—2)"" = Qp(2) Fp(2) ' QE(2) + P(Hp—2) P, (3.73)
donde
Qp(z) == P —P(Hp—2)  PW*(a)P (3.74)

Qh(z) =P —PW* ) P(Hp—2)" ' P. (3.75)
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3.2.5 Resonancias del Hamiltoniano sin corte infrarrojo

La ventaja de ocupar el mapeo de Feshbach-Schur es que en la serie de Neu-
n

mann de Fp(H —z)~! los términos de la interaccién se pueden escribir como

()2 Wi R"(z) y W}, P R"(z) y por tanto la funcion de acoplamiento tiene

el comportamiento deseado (contiene el factor (z) ') que nos permite obtener

cotas de la forma

-2 n DN n DN 0&3/2 n4+1
[[(x) w1 RG] Wik PRM(2)|| < mg(y)@@) On,  (3.76)

para z € &, \ {E,} tal que |z — E,| > Sin(l'l)% y alguna constante C' < oo. La
formula de inversion (3.73) nos permite reconstruir a los operadores R"™1(z) y

R"™(2) en términos de fp(ﬁ —2)~ !y asi estimar

3/2 2\n+1
Ca’” (Ew)7) oL/ (3.77)

n+1 _ pn
HR (2) - R (Z)H sin4(1/) bop11

que garantiza la validez de la propiedad II3(n + 1). Ocupando IIz(n + 1) se
pueden concluir las propiedades II;(n + 1), IIa(n + 1) y I4(n + 1). Con lo que
se cierra el paso inductivo.

Como las proyecciones P,, estan definidas en diferentes espacios, usamos el iso-
morfismo H? & Ho» @ F%n para extenderlas como P := P, ® Pqgo.o,. Las
propiedades II; (n) y I3(n) implican la existencia de los siguientes limites

Ew = lim E, y P, := lim P (3.78)

n
n—oQ n—oo

En estos términos podemos reescribir el resultado principal de la siguiente forma.

Teorema 3.2.6 Supongamos que v > 0 y o’/ /sin**(v) son suficientemente
chicos, entonces En es un eigenvalor de H%>®(0,a,0). En este caso el rango
de Py, tiene dimension uno y consiste de los eigenvectores asociados a E.



CAPITULO 4

A New Method of Construction of
Resonances that applies to Critical Models

En este capitulo se presenta el articulo [7].
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relativistic quantum electrodynamics [7] which is intractable
by standard methods.
© 2020 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction and main result

In this paper we prove the existence of resonance eigenvalues of nonrelativistic atoms
which are minimally coupled to the quantized photon field. We impose an ultraviolet
cutoff to obtain a mathematically well-defined model but no infrared regularization. Even
though the non-relativistic description of matter in this model is somewhat inconsistent
with the relativistic description of the photons, it otherwise abides by physical principles
and is, therefore, termed Standard model of non-relativistic quantum electrodynamics [7].
Indeed, it is an accurate description of the interaction of matter and light for processes
like the absorption and emission of photons by atoms, molecules, and matter, in general.

The price to pay for this accuracy (i.e., no infrared regularization) is the sin-
gular nature of the model: The quantized magnetic vector potential A[x], enter-
ing the Hamiltonian in the velocity operator by minimal coupling %Vx — %VI —
Alz], is a marginal perturbation of the non-interacting Hamiltonian, i.e., invariant
(neither decreasing nor increasing) under unitary rescaling of the system’s length
units. Because of this singular behavior, the proof of the physically important
fact that excited atomic eigenvalues become unstable under coupling to the radi-
ation field and turn into resonances with a finite life-time is mathematically par-
ticularly difficult to establish, and this has been achieved only fairly recently in
[19].

The use of a suitable Pauli-Fierz transformation (see Sect. 1.1) to desingularize the
interaction coupling for small photon momenta is a common key ingredient of these
proofs. The regularizing effect of the Pauli-Fierz transformation on the dependence of
the interaction coupling on small photon momenta, however, comes at the price of a
growth in the electron position variable. This growth, in turn, is then controlled by the
exponential decay of the eigenfunction under consideration, and then Pizzo’s method [17]
can be applied to inductively construct the resonance eigenvalue and the corresponding
eigenprojection P of the Hamiltonian.

While it is easy to sketch this strategy in a few lines, its implementation is technically
rather involved because the inductive construction yields a sequence (P,,)22 ; of approxi-
mate resonance projections that, shell by shell, include ever smaller —and eventually all—
photon momenta. The existence of the resonance then amounts to showing the conver-
gence of this sequence in operator norm, and this, in turn is traced back to estimating
the norm of the difference of the corresponding resolvent operators (see Theorem 6.5) at
the nth inductive step. It is here that the singular nature of the interaction enters: The
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methods previously established, e.g., in [8,13], do not yield this convergence, and finer
estimates have to be used.

In the present paper we carry out these refined estimates based on the isospectral
Feshbach-Schur map [8]. Our main technical result is formulated in Theorem 6.5. The
reconstruction formula (5.14) for the resolvent of an operator in terms of the resolvent
of its image under the Feshbach-Schur map allows us to use a fized projection and to
compare two resolvents without actually decimating the degrees of freedom. This is
in contrast to the renormalization group based on Feshbach-Schur map, developed in
[8,5], that uses a decreasing sequence of projections of ever smaller range to successively
decimate the degrees of freedom. The fact that, with these estimates, we succeed in
showing the convergence of the projection proves the power of this method.

The present paper shares with [19] the use of a suitably chosen Pauli-Fierz transforma-
tion as a common ingredient. The difference of [19] compared to [4] (where noncritical
models have been considered), and the present paper, however, lies in the inductive
scheme to prove the convergence of the eigenprojections: The renormalization group
based on the Feshbach-Schur map is used in [19], while [4], and the present paper, is
based on the successive momentum shell inclusion known as Pizzo’s method. Yet, the
Feshbach-Schur map is of key importance in [19] and in this work, too, and it is the very
purpose of the present paper to exhibit this. Somewhat similarly, the existence of ground
states of the singular spin-boson model has been proved in [12] using the renormaliza-
tion group based on the Feshbach-Schur map and the absence of self-interactions of the
atomic levels. The latter has been identified to be a consequence of a (parity) symmetry
of the spin-boson model in [2,3] with a desingularizing effect similar to the Pauli-Fierz
transformation in the context of the present paper, and in [2,3] an alternative proof for
the existence of ground states of the singular spin-boson model based on Pizzo’s method
is given.

The present paper is organized as follows: In the remainder of this section we sketch
the derivation of the model from theoretical physics and state our main result. In Sect. 2,
we give precise mathematical definitions of the operators studied in this paper and the
Hilbert spaces they act on. We describe the strategy of proof and set up the inductive
scheme -the heart of our proof- with a precise formulation of the induction hypothesis.
This is followed in Sect. 3 by a recollection of the basic estimates needed for the induction
step. As many of these estimates are derived in earlier works of us, especially in [4],
we omit most of the details of their derivation. Sect. 4 is a short comparison of the
present work to earlier results. In Sect. 5 the criticality of the model is discussed and
the Feshbach-Schur map is introduced, which is the key tool used in Sect. 6 for carrying
out the induction step as formulated in Theorem 2.2. We conclude with the proof of our
main result, Theorem 2.3, and construct the resonance eigenvalue and corresponding

eigenvector in the final section, Sect. 7.
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1.1. Interaction of matter and light

We briefly sketch the framework of quantum physics for the description of nonrela-
tivistic matter —which we here assume to consist of a single (spinless) electron bound to
a nucleus— and the (relativistic) quantized photon field. Putting these two constituents
together, we obtain the atom-photon system.

The (vector) state of the atom and the photon field at time ¢ € R is represented by a
wave function ¥, € H%> in the Hilbert space H%>® := H,; @ F%> of the atom-photon
system, with H,, = L?(R3) and F*° [see (2.14)] being the atom Hilbert space and the
photon Fock space, respectively. Given a normalized initial state Uy € H%>, the state
of the system at time ¢t > 0 is given by the solution ¥, = e~®HW of the Schrodinger
equation i\i’t = H, ;.

Here, the generator H, of the atom-photon dynamics is the Hamiltonian

Hy = (29, — A%%(0))° + Vit (0) + HO> (1.1)

where Vp01(0) = Vot (0)[2] is an attractive potential which gives rise to atomic bound
states of the system, H%* is the energy operator of the photon field, and A">(0) =
AO(O) is the quantized magnetic vector potential that couples the electron to the photons;
in fact, the definition of A%>°(0) in (2.21)-(2.22) contains the parameter «, the so-called
fine structure constant. (The notation used here is introduced in Sect. 2.1.)

Pauli-Fierz transformation. It is customary to cutoff the vector potential AO’OO(O) in
the ultraviolet region in order to make H, semibounded and self-adjoint on the domain
of Hy (see [14]). For the quantitative study of fine spectral properties, we unitarily
transform the Hamiltonian by a Pauli-Fierz transformation as

H%®(0,0,0) = exp [ —iApe (0, 0)] Hy exp [iAge(0,,0)] (1.2)

where the generator )\OP’EO(O, o,0) = a*(F,) + a(F,) is defined in (2.23) with F, suitably
chosen as to cancel the most singular part of A%*°(0). As H%*(0,«,0) is unitarily
equivalent to H,, they share all spectral properties.

Complex dilations. Resonances are defined to be singularities of the complex function
2+ Ry 2] == (p|[H**(0, a, 0) — 2] 9} of the single complex variable z when analyt-
ically continued from the complex upper half-plane across the real axis into the second
Riemann sheet in the complex lower half-plane (see [1,10,15,16,18]), for wave functions
p,1 in a suitable dense family of vectors. To reveal these singularities we change the
projection of the Riemann surface of R, , onto the complex plane by means of a com-
plex dilation. Real dilations are unitary changes (x, k) — (e’z,e%k) of atomic length
and photon momentum scales implemented by a unitary operator U(f) € B[H">],
U(-0)=U(0)"t =U(0)*, for real § € R,
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H%>® () == U(#) H>*>(0,,0)U(—0), a, = (0,a,0). (1.3)

Then one observes that 6 — H%>(q,) defines an analytic family of Type A in a com-
plex neighborhood of zero which we assume to be the disc of radius %
origin, Dy,19 € C. Note that H%%(q) is in general not self-adjoint unless § € R. After

establishing 6 — H%>(a,) as an analytic operator-valued map on the open disc D19

centered at the

in the complex plane we choose 6 := iv purely positive imaginary and of small, but fixed
magnitude, v € (0, 15)-

Boosts. As mentioned in the introduction, the conjugation of H, by the Pauli-Fierz
transformation yields a growth of the interaction coupling in the electron position
variable & which we control by the exponential decay of the atomic eigenfunctions
Pat,; € Has. Specifically, we use that [e?®) ¢ ;[|lz,, < oo remains bounded, pro-
vided S > 0 is smaller than the exponential decay rate, and conjugate the Hamiltonian
H%*® () by @) where (x) := +/1+ [x[2. More precisely, we take 8 = i7, with
7 € R, and conjugate H%>°(0, o, 0) by the unitary e'™{®) obtaining the unitarily equiv-
alent operator

HO®(0,a,it) = e 7@ HO®(q,) @) (1.4)

Then we observe that (1.4) defines an analytic family in 7 in a neighborhood of zero
(assumed to be Dj/19, for convenience) which we then continue to purely imaginary
values for 7, i.e., to real values of § = ir € R.

Undoing the complex deformations. Note that the operator H%*(q,), with v,a > 0
positive and small, and the construction of its resonance eigenvalues E?’w(go) e C~
and the corresponding projections are the objects of principal interest in this work. The
boost parameter (3 is only a mathematical tool that we use in order to achieve our goal.

2. Definitions and basic bounds
Notation.

1. Rg corresponds to the positive real axis including 0, likewise Ng := N U {0}.

2. For any operator A defined in a Hilbert space, we use the superscript ‘*’ to denote the
adjoint operator A*, whereas the complex conjugate of a number z in the complex
plane is denoted by Z.

3. Vectors in R3 or C3 are written in boldface letters. For k = (k,7) € R3 x Zy
and integrable functions f : R x Zs — C it is convenient to write |k| := |k| and
[ f(kydk =% _, [gs f(k,T)d*k. We refrain, however, from using boldface letters
in subscripts and write, e.g., V. instead of V.

4. D(z,r):={C € C: | —z| <r} C C denotes the open disc in the complex plane of
radius 7 > 0 and centered at z € C. We particularly denote D, := D(0,r).
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5. We omit trivial tensor products, this means that for vector spaces V; and V5 and
operators 77 and T» (defined in V; and Vs, respectively) we identify 71 = T1 ® 1y,
Th =1y, @Ts.

6. Given a normed vector space V, || - ||y denotes its norm. If V has an inner product,
we denote it by (-|-)y. In general we omit the subscript V if no confusion is possible.

7. We denote by C any finite constant that, however, might change from line to line.
These constants are universal and do not depend on «, 3, 6 and the parameter n
of the induction scheme. In some occasions we add to our constants subscripts with
equation numbers. Some special constants are written in boldface gothic letters, such
as b and €.

8. The expression “If a is small enough then Q(a) holds true” means that a > 0 and
that there is a positive constant C' > 0 such that Q(a) holds true, provided a < C.

2.1. Definition of the model

The atom Hamiltonian. The (Pauli-Fierz-transformed and dilated) atom Hamiltonian
H,t(a) depends on the parameters a € [0,1] and 0, 3 € Dy /19, which we comprise in the
triple

a = (0,0,0). (2.1)

The atom Hamiltonian H,(«) is a closed (not necessarily self-adjoint) operator with
dense domain contained in the atom Hilbert space

Hay = L*(R?),
and it is defined by the formula
Ha (o) == —e A+ V(a).

Here, the operator V(a) is the sum of (multiples of) two potentials Vjoi () : R® — C
and Vpp(0) : R® — C and a differential operator V (6, 3),

V(a) = Vier(0) + a*Vop(0) + V (0, B). (2.2)

The electric potential Vj,0 () is a multiplication operator in the electron position variable
x € R3, and V,(0)(x) tends to zero, as |x| tends to infinity, uniformly in 6 € D; q0.
While H,(0) is not selfadjoint, unless 6 is real, we assume that D19 > 6 — Vpot(H)( —

A+ 1)_1 € B[L?*(R?)] is an analytic (Banach space-valued) map and that Vie(6)( —

-1 . . .
A+ r) tends to zero in operator norm, as r — oo, uniformly in 6 € D; ;9. Moreover,

Voot (0)* = Vipor(0), Voot (0) = u(RO) Voot (136) u(RO) ™,
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where, for r € R, the linear operator u(r) : L?(R?) — L?(R?) is the unitary dilation
V¢ e L*(R?): [u(r)g)(x) = e 2¢p(e"x). (2.3)

The effective potential Vpp(#) is generated by the Pauli-Fierz transformation and is
defined by

Ver(0)(x) = Z 86(327r)3 /exp(—2e‘29|k2) }77(|:er|)e(k,)\) : w‘g ek, (2.4)
A=1 Bs

for any 6 € D19, where n € C§° (RBL; [0, 1}) is a fixed decreasing function such that

1, ifr <1,
) = {0, if > 2, 25)
and € := (g1,€2,€3) : R3 x Zy — C3? is a fixed measurable function that satisfies
e(k,\)"-€e(k,u) = rp, k-elk,\) =0, (2.6)
e(—k, N = €e(k,N), e(rk,\) = e(k,\), r>0, (2.7)

where € * := (a, €2, 5) and ), is the Kronecker symbol.
The differential operator V (6, 8) is defined by

V(9,8)(x) = e (A —eP@ AL@) (2.8)
where

(@) = 1+ |z].

Assumption 2.1. We assume that the first excited eigenvalue e; = e1((0,0,0)) of Hyy =
H,+((0,0,0)) is isolated and simple, and we set

o

Sar = dist(er,o0(Hat((0,0,0))) \ {e1}) > (2.9)

The photon Hamiltonian. The Hilbert space of a single photon with momentum k
restricted in absolute value between s and ¢ (with 0 < s < ¢ < 00) is denoted by

hot = L*(K*Y), with (2.10)
Kot o= {(k,A) eR® x Zy | s < k| < t}. (2.11)

Recall that we denote k (not typeset in boldface) for pairs k = (k,\) € R® x Zy and
define
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k[ = [(k,A)] = |kl (2.12)

and that the integral of a function f € L'(R? x Z5) is defined by

/f(k)dk: =) /f(k,A) Pk . (2.13)

AE€Z2ps3

The Fock space of photons with momenta between s and t is the direct sum

[eS) N
Fol o= @SN[(X)W}, (2.14)
N=0

n=1

where Sy is the projection onto the subspace of totally symmetric functions, for N € N,
and Sp[®%_,h%] := C - Q% is the one-dimensional subspace generated by the (normal-
ized) vacuum vector denoted by Q%°.

Note that the isomorphism f)s,*t = f)s,’s @bt for s’ < s < t, of the one-photon spaces
gives rise to the isomorphism

Vo' <s<t: FUl = Flegr (2.15)

of the corresponding Fock spaces. Operators A% on F*t and B*+* on F** have a
natural extension to F*t by

A =15° @ A%t and B*':= B @15, (2.16)

respectively, which we henceforth use without further mentioning. This differentiation of
scales makes the introduction of the second scale variable ¢ convenient, but if ¢ = co we
frequently omit the variable ¢t and write F° := F*%°°,

The dilated photon Hamiltonian is the multiplication operator that maps ¢ =
(6n)220 € F5* to H*!(0)¢, with (H**(0)¢), := 0 and

(H0)) (k- k) = e O (Jkal 4+ kal) @5k, ), (2.17)
for n > 1 and any 6 € Dy 10.

The atom-photon Hamiltonian. For later convenience, we define the Hilbert space of
the (pure) states of the atom-photon system where the photon momenta are restricted
to values s < |k| < t by

H = Ha @ F5U = L2(R3, F5Y, (2.18)

where the latter space L?(R3; F5!) is called the Schridinger representation of H*t. The
values s = 0 and t = oo correspond to K% = R3 x Zy and h*>° = L2(R3 x Z3), so FO>
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is the Fock space used in Section 1 over the full one-photon Hilbert space L?(R? x Z)
without restriction on the momenta. On this Hilbert space, the free (non-interacting,
but dilated) atom-photon Hamiltonian is the operator

Hy' (@) = Ha(a) + H'(0) = Ha(a) @ 1pow + 1y, @ H¥H().  (2.19)
By standard arguments, Hj*(a) is a closed operator on the domain of
HY'0) = (= A+ Vioy(0)) ® 1rew + 1, @ HH(0), (2.20)

where 0 := (0,0,0).

In the Schrodinger representation, the (interacting and dilated) atom-photon Hamil-
tonian is a Schrodinger operator with a second-quantized magnetic vector potential. For
p > 0, we define the dilated coupling function G**(0) : R3 x Kt — C3 by

2 1[s < |k| < t] e 9710 exp(—e~2Y|k|?)

s,t .
G (0)[17’}6] T 4(71')3/2 |]€|1/2_”

e~k ® (k) (2.21)

where 1 > 0 is an infrared regularization parameter.

In this paper we address the critical case u = 0, in contrast to our previous paper [4],
where we assumed that p > 0. Note that fundamental physical principles yield u = 0,
demonstrating the importance of the critical case, while p > 0 is in most approaches
merely assumed for mathematical convenience. To simplify a comparison of the present
paper to our earlier results in [4], we continue to display u — even though it equals zero.
The constant o ~ 1/137 is the fine structure constant. Here, we consider it a small
parameter. The exponential function exp(—e~2%|k|?) is an ultraviolet cutoff. For s > 0,
the parameter s is an infrared cutoff.

The second-quantized magnetic vector potential is the operator

A%(0) = a*(G%H(0)) + a(G>'(B)) . (2.22)

where a and a* are creation and annihilation operators, respectively, constituting the
standard Fock representation of the canonical commutation relations. A%(#) = A% ()
is an analytic continuation of the physical second-quantized magnetic potential AO(O).

i)‘g’F((Ofayo)

The Pauli-Fierz transformation is the operator e ), where

Nk(a) = a*(n(|@llk) e Gitola) - @) + an(llk]) €’ GiLo(@) - x), (2.23)
Gi’io(g) [x, k] := G*'()[0,k] and (B, a,0) := (B, a,f). We further define

Afi(@) = A% (@) — e "V AP (a), (2.24)

bpi(a) = a* (ie™ k| n(|2Ik]) G3Lo() - @) (2.25)



10 V. Bach et al. / Journal of Functional Analysis 280 (2021) 108818

+ a(ie” "kl n(lel|k]) G3Lo(@) - @)

As described in Sect. 1.1, the Hamiltonian operators studied in this paper can be formally
expressed as in (2.26) below: the operators

HY®(0,0,8) = e #®@ [7(9) e Mer((0:00) [ oirer((0:0:0) [7(_g) Bl®) (2.26)

derive from the physical Hamiltonian H, of the atom-photon system by (1.), a Pauli-
Fierz transformation followed by (2.) a complex dilation, and finally (3.) a boost, see
(1.4). Note that, while the right side of (2.26) is a composition of unbounded operators
that only makes sense for real § and purely imaginary (3, its left side can be extended to
complex values of # and ( in a small neighborhood of 0 using (2.27) below.

We ultimately aim at the construction of resonances of H**!(q) for s = 0 and ¢t = oo.
The boost parameter [ is only a mathematical tool for this construction. We restrict the
Hamiltonians (2.26) to H*?!, for 0 < s < t < oo, and obtain the desired properties of

H">*(a) from those of (H*>(a))__, in the limit s — 0. Here,

H%'(a) = (e %1V, — A}y (g))2 +b3h(a) + V() + e P H> (2.27)
+ie 8(Va(z) - App(a) + App(@) - V{z))

= H'(a) + W (),

where Hy' (@) = Har(a) @ 1rex + 19, ® H®(0) is the non-interacting Hamiltonian
defined in (2.19) and

Wst(a) = ie_eAf;;(g) "V +ie 'V, - A;’;(g) + [A;’é(g)]z + b;’{;(g) (2.28)
+ie08(Vala) - ABb(@) + ARh(@) - V()

is the interaction.

It can be seen from Eqs. (2.24) and (2.27) that the Pauli-Fierz transformation sig-
nificantly regularizes the infrared behavior. For example, b3k (a) contains the term
|k|G**(a) instead of G*'(a) which is present in the magnetic potential A**(¢). Then,
the new interaction behaves as if we had an infrared regularization parameter u equal to
1, see (2.21). However, there is a price to pay, which is the unbounded factor x. Although,
altogether the term |k|n(|x||k|)x is bounded, we cannot use the regularizing factor |k|
without loosing control on the unbounded factor . This problem requires an additional
argument and this is how the parameter § enters the scene. For this reason we define

H(0,0,B) = e P@ 70, ,0) P4 (2.29)

This, together with the fact that the eigenvectors we study are exponentially bounded,
permits us to change « by (x) 'z (roughly speaking), once we restrict the domain of the
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operators at stake using an appropriate Feshbach-Schur map. Then the model behaves
as if we had =1 in (2.21). With this respect, we use in this paper estimates that are
obtained in [4] with slight modifications. Since we want to present a new method, we do
not repeat our calculations from [4] (this would distract the attention of the reader and
make this paper much longer, and it would as well obscure the key new ingredients).

2.2. Main result and strategy of the proof

Our goal is the study of complex eigenvalues (resonances) of the complex deformed
Pauli-Fierz Hamiltonian H(a), with ay = (6, o, 0). The presence of soft photons implies
that — even after complex deformation and with o = 0 — the eigenvalues of H%(a,) are
not isolated and touch the essential spectrum. This makes the problem difficult and,
therefore, suggests an iterative approach. In [6], [7], and [8] a renormalization analysis
based on an iterative application of the Feshbach-Schur map has been developed and
used to construct resonances for the regularized model with p > 0. In our previous
paper [4] we analyzed the regularized case p > 0, while in the present manuscript we
treat the substantially more complicated critical case p = 0 for the minimally coupled
model. As in [4], we include photons corresponding to ever smaller energy shells.

We define a sequence (0, )nenN, of infrared-cutoff parameters o,, representing the min-
imally allowed photon energy at step n by

on = b"0g, 0<b<1l, and o¢>0. (2.30)

The choice of ¢, is an important part in the proofs of this paper. It essentially involves
all estimates in this manuscript. These are encoded in the next parameters

Qa bv Qo, H? Ev (231)

which are independent of 6, «, 3, and v. To specify the selection of the parameters we
set = iv, with v > 0. The constant C' > 1 is the most important constant in this paper,
as it bounds all other constants that appear in our estimates. As v tends to zero, most
of our estimates diverge. This is unavoidable, because resonances are not eigenvalues for
v = 0. The parameter x describes the order of this singularity (at v = 0). Then, the key
bound that appears in our calculations is the function

c
W) = TR (2.32)

The restrictions for the constant C are obtained from our calculations throughout this
manuscript. In short, C is any constant satisfying

C > Ciasy + Ce.ary + Ce.a0) + Co.a6) (2.33)
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where the subscripts of the constants above refer to the labels of the equations in which
they are introduced. It follows from the text below (3.15) that

C > 10°. (2.34)
We assume that x satisfies (we explain below where this restriction comes from)
Kk > 6. (2.35)
The parameters b and o are related to b and g, as follows:
oo(v) = 0o = gy|sin()|“"V% and b(r) = b = b|sin(v)|“V", (2.36)
where we assume that

Ot
gy < o= and b <

1
Zaz Z -1 92
Y _ X g() — 1007 X = 4Q I ( 37)

where t is the momenta threshold [see (2.15)], and I € R, k € R are two new parameters.
In this paper we assume £ to be larger than nine,

¢ >09. (2.38)

It enters the exponential decay of o, that balances the exponential growth of €(v)™.
More specifically, it is chosen in such a way that
-1 -1 1

oo €(v) <1 and b€&(v) < 2 (2.39)
hold true. The restriction £ > 9 is chosen to obtain (2.50) from (2.47). The restriction £ >
6 is chosen in order to fulfill the hypotheses of Proposition 3.5 below (see the explanation
below that proposition), which is essentially Proposition 2.10 in [4]. Therefore, there is
no new restriction here in comparison to our previous work. We remark that there is a
change of notation in the present paper with respect to [4]. While in the present paper
all constants and expressions chosen small enough are universal, i.e., do not depend on
other parameters of this paper, several constants in [4] implicitly depend, e.g., on v, o9
and B (which is here denoted by b, and in the present text [ is the boost parameter).
This makes hard, in our previous paper, to understand how small o must be (in terms of
v). This problem is solved in this manuscript and the parameters x and ¢ are introduced
for this reason. The parameters and the constants in this paper (and in our previous
paper [4]) are not optimal. Optimizing constants and parameters is not our concern.
Rather, for a better readability of this text, we refrain from providing optimal estimates.

We simplify our notation using

H := H="(qy) and R(z) = (ﬁ—z)_l, (2.40)
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\ * I 5| sin(v)|s

-~

1
48

Fig. 1. Description of the set £°(iv). The symbol v represents the angle between the horizontal and the
diagonal lines close to it.

where

oy = (iv,,0). (2.41)

n
The Hamiltonian H takes only photons with energies larger than o,, into account. For

each n, we shall determine the (resonant) eigenvalue E,, of H (related to e;) and take
the limit n — oo, including all photon energies, eventually. The limiting energy F, :=
lim,, o0 Fy, is the eigenvalue of H°(q,) sought for. To implement this strategy, we make
use of an inductive procedure as described in the following section.

2.2.1. Inductive scheme

We inductively (and simultaneously) construct a sequence (F,,,)5°__; of complex num-
bers, a sequence (E,,)00_ of subsets of the complex plane, and a sequence (P,,)o°__; of
operators that satisfy the properties listed below. To this end we assume that 6 = iv,
with v > 0. We define the closed rectangle R, := [ — %, %] — i[O, % sin(y)} C C and, for
s > 0, subsets

E5(iv) ==e1+sR, —e "RY = {e1 +s¢ — e "r | CER,, r>0}, (242

of the complex plane, see Fig. 1. Moreover, we set E_1 := Fy, P_1 := Fy, and 0_1 := 0y.
For m € Ny we formulate the induction hypothesis II(m) consisting of the four parts
IT; (m), Ha(m), I3(m), and II4(m), below:

m
II;(m) We set E_; = Ey. For m > 0, E,, is a simple eigenvalue of H and

|Epy — Ep1| < o3/2¢(v)m L o2

m—1 "

(2.43)

m
II;(m) E,, is the only point in the spectrum of H contained in

Em = () \ {z | Sz < SEp — tsin(v) o}, (2.44)
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ic., o[H] N Em = {Em}.
II5(m) Let vy, : [0,27] — &, C C be the parametrization

Ym(r) == Ep + % sin(v) o, e (2.45)

of the circle of radius % sin(v)o,, centered at F,,. The projection P,,, defined by the
contour integral

P, = oy R(z) dz, (2.46)
Ym
fulfills the norm bound
3/2
1Py — Pt @ Pormoomr | < O‘T C(v)2m2o/2 (2.47)

where Pqom.om—1 denotes the projection onto the subspace generated by the vacuum
vector Q7mm-1 ¢ Fom:om-1_ yging that Hm = Hm-1 @ Fom:m-1 (in case m = 0
we omit the tensor product).

I14(m) For any z € &,,, we have that

C(V)m+l

IB@ Pl < SR

(2.48)
where P, := 1pom — Pp,.

We note that the norm in Estimates (2.47) and (2.48) is the operator norm. We further
remark that

|Em = Ema| <a®?(2)" o, (2.49)

()é3/2 m—1
||Pm7Pm_l®PQ07anm—1|| S T (%) ) (250)
|En| < |Eol+20%%,  |Pnl < ||Po]| +Ca®267 !, (2.51)

due to (2.30)-(2.39) applied to (2.43) and (2.47), respectively. Estimate (2.51) results
from bounding |E,,| and ||P,,| by geometric series, using (2.49) and (2.50).

The inductive construction defined above is formalized in the following theorem that
is proven in Section 6.2.

Theorem 2.2. Assume that @ = iv and v > 0 is sufficiently small, and that o*/? /| sin(v)|**

is small enough, too. Then, there exist sequences of numbers (E,,)y_, subsets of

the complex plane (E,)50_y, and projection operators (Pn,)5%°_,, such that the triple
(Emy Em, P satisfies Hypothesis II(m), for all m € Nj.
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2.2.2. Main result
We observe that H? = Ho» @ F% and define P> := P, ® Pqo.on. Egs. (2.43) and
(2.47) imply that the limits

Ey = lim E, and Py := lim P* (2.52)

n—0o0 n—oo

exist. The following theorem is the main result of this paper.

Theorem 2.3. Assume that § = iv and v > 0 is sufficiently small, and that o/? /| sin(v)[**
is small enough, too. Then, the complex number E, is an eigenvalue of H°(ay) and the
range of P consists of corresponding eigenvectors.

3. Preliminaries: standard estimates for the infrared-cutoff Hamiltonian

In this section we collect basic results further used in the sequel. Most of the proofs are
standard, and we refer the reader to [9]. The main result of this section is Proposition 3.5
that establishes the induction basis for Theorem 2.2 and provides other ingredients used
in the proof of the aforementioned theorem.

In Section 3.1 we collect the results on the spectral properties of the atom Hamiltonian.
Section 3.2 is concerned with the infrared cutoff Hamiltonian H7°(q). The results of
this section are summarized in Proposition 3.5.

3.1. The atom Hamiltonian

In the next proposition, we summarize the results on Hu¢(a) that are needed further
on. For the proof, we encourage the non-specialist reader to consult [18].

Proposition 3.1. For small enough |0|, «, and |B|, the following holds true: The ground
state energy' eo(a) and the first excited eigenvalue ei(a) are the only points in the
spectrum of Hap(a) with real part less than e + %@m < 0 [see (2.9)], for some 4t > 0.
Let

Pyo(a) and Pai(a) (3.1)

be the Riesz projections onto the eigenspaces corresponding to ep(a) = ep(a) and e1(a) =
e1(a), respectively. It follows that

leo(@) — eol, ler(a) —er] < 1o dat (3.2)
1

1Pat.0(@) = Paco@, [1Pae,1(@)=Par s (Ol = 355 (3.3)

! In fact, the eigenvalues eg(a) and e;(a) do not depend on @ and 3. This is a consequence of Theorem
XII1.36(d) in [18].
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Furthermore, let z € C \ {eo(a), e1(a)} with R(z) < e1 + F0a. Then, denoting

Payj(a) == 1— Payi(a), (3.4)
the following estimate

C

[(Harla) = )7 Pacs@l] < =

(3.5)

holds true, for some constant C' > 1 and j =0, 1.
Moreover, the range of Pa1(60,,0) = Pat1(ay) is contained in the domain of €®),
and there is a constant C' such that

(1 +1]%) Pata(o)|| + (€7 Pasa(ao)|| < C, (3.6)
uniformly in 0, a — 0.
8.2. Basic estimates for the atom-photon system

In this section we establish some basic properties of the atom-photon Hamiltonian
and some useful estimates. First, we recall a basic result whose proof can be found, for
example, in Lemma 1 of [11].

Lemma 3.2. Let g1 = gi(x) = gqi(w;k), 92 = g2(®) = ga(x;k) € LP(R?h>)
be uniformly bounded functions and assume that sup,cgs H |k|_1/zgi’

pot < OO [see

(2.10)-(2.13)], where i = 1,2. For any p > 0, ¢ € dom[(H*>*)'/?], and ¢ € dom[H*1],
we have that

10 (9) @1y < Mgillp ||+ 0) 20 1pere s (3.7)
[0 (g2) a (9)¢ || ,yerc < g2llo llgnlly [[(H™" + p)¢|,ee (3-8)
where
lgill, == sup {p~"? lgi(z)llps+ } + sup {w™2gi(z)]lee } (3.9)
zeR3 zeR3

and w = w(k) := |k|.

The next lemma is a straightforward consequence of Lemma 3.2. Its proof requires a
lengthy calculation similar to the one in the proof of Lemma 2.3 in [4].

Lemma 3.3. Let 0 < s’ < s <t < co. Suppose that o and |[| are small enough There
ezists a constant C' such that for any p > 0, and any ¢ in the domain of Hy " (_), with
&= (9, a, ), the following estimate holds true
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[Wot @l = C((14572) 082 4+ (1457 12) )

(5 @ + 96l + 6l ) (310)
for sufficiently small |6],]0] > 0.

Applying (3.10) with s’ = s, we deduce from standard arguments that the Hamil-
tonian H**(a) is a well-defined closed operator in the domain of Hi"*(a) [see (2.19)].

Furthermore, Eq. (3.10), the fact that ey < 0, and a Neumann series expansion readily
imply the following corollary.

Corollary 3.4. For every 0 < s’ < s <t and p < 2eq — 1, the following inequalities hold
true,

1
Ho @) @ 1y + Lyen @ H5(0) — p

IN

|1t - ) 1 <5 e

Hs7t(g) X 1].'5/,5 + ]_Hs,t & ];VISI’S(Q) —p
for sufficiently small o/ sin(v) =%, |B|, |0| (with § =iv, v >0).

3.2.1. The infrared-cutoff Hamiltonian

In this section we analyze the infrared cutoff Hamiltonian H?°(«), with # = iv and
v > 0 positive. We assume the restrictions on the parameters o used in previous sections.
We recall that the parameter oy in the Hamiltonian denotes an infrared cutoff. The
infrared cutoff Hamiltonian that we study is almost the same as the one presented in
Section 2.2.1 in [4]. We do not repeat all the arguments presented in [4] and state, without
proofs, the main properties that we need in the present paper (the proofs following from

Section 2.2.1 in [4]). The next proposition is (essentially) proven in Proposition 2.10 in
[4].

Proposition 3.5. For sufficiently small v > 0 and |3|, and small enough o?/? | sin®*(v),

0
there is precisely one point Ey in the spectrum of H°°(a) = H contained in the set
E7(iv). This point Ey is a simple eigenvalue and obeys

|Eo —e1(a)] < = sin(v)op. (3.13)
Furthermore, the Riesz projection Py corresponding to Eq satisfies the norm bound

|IPo — Pa)|] < = sin(v), (3.14)

\V]
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where P(a) = Pag,1(a) ® Paeo [see (3.1)]. Moreover, there is a constant C(3 15y such that
for any z € £7°(iv):

(3.15)

Since Proposition 3.5 is essentially Proposition 2.10 in [4], it is important to explain
why our hypotheses in this manuscript imply the assumptions of Proposition 2.10 in [4].
We recall [see the text below (2.39)] that we modified our notation here with respect to
[4]. In [4], the dependence of o on v is not explicitly stated (although it does depend
on v). The restriction for a in Proposition 2.10 in [4] is stated in (2.43) therein. More
precisely, it is assumed in [4] that a®/2 < C'sin® ()0, for some constant C. In the present
manuscript this assumption is implied by our hypothesis /2 /sin®®(v) is small enough,
because in the present instance og = o sin~V*(v) with & > 6.

4. Notation for the inductive scheme and previous results
4.1. Notation

Recall from (2.10)-(2.16) that, for any o, < oy, the disjoint union

Kom = Ko7mn Y on (4.1)
gives rise to the isomorphisms

hom 2§ @ h7mon, (4.2)

Fom = Fon @ Fomon (4.3)
and, consequently,

HOm =2 HI @ Fomoom (4.4)

We simplify our notation using

n

n n n —1
Ho = Holay) = HS"(a,) and Ro(z) = (Ho—z> . (4.5)
n+1

n
To compare the Hamiltonians H and H at successive energy scales we introduce the
Hamiltonian

~ n v
H" = H® 1]:077,4_110'77, + eielydn ® Hon+1on 5 (46)

R(z) = (PI" - z)_l. (4.7)
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Recalling the definition (2.24) of the magnetic vector potential A“;;Ii, we introduce the
velocity operator v = v7"(q,) acting on H" by

v (ag) = —ie 'V — AZ% () (4.8)
and observe that
H = (v7)2 +0%n(ay) + e PHo + V(ay), (4.9)

using (2.27). Recall that we identify v7"(qy) with v () ® 1Fom.cn, which is acting
on H%m for any m > n + 1. Then we have,

v () = v () — App 7" (a) - (4.10)

For m > n we further define the operator

- n o 2 p 2 o o
Wi = Wilag) = (v7"(ag))” — (v7"(20))” + bpi (@) — bpi(ap)
= — A7 (ag) 07" (ag) — v () - Alag) "

2
+ (Alag)™™ )" + 055" () » (4.11)
and note that, with this notation,

n41 ~
H = H* +W,,. (4.12)

4.2. Previous results

In our previous work [4], we studied a regularized case (u > 0) for the Pauli-Fierz
model. Although many results from [4] also apply to the present model, the key mech-
anism of the convergence in [4] does not hold in the critical case y = 0. Some results,
however, that we need in this paper are obtained in [4]. In this section we state these
results and refer to [4] for the proofs. It is important to notice that in this paper we study
the Pauli-Fierz operator obtained after a Pauli-Fierz transformation. This implies that
the interaction terms here and in [4] are not the same, but their analysis regarding the
purpose of this section is the same. We specify below the details about how to implement
our results in [4]. In [4], we explicitly present how small o must be in order to achieve
the results of this section. Here, we just state that « is sufficiently small. This restriction
depends on 6, but not on n and the other parameters. In fact, the radius of the disc of
admissible « tends to zero as a power of sin(v).

In this section we fix n € Ny and assume that Hypothesis II(m) formulated in Sec-
tion 2.2.1 holds true for all m < n. We define

Em = E(i)\ {2 € C | R(2) < S(En) — 3 sin(v) o1 } (4.13)
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where £9°(iv) is defined in (2.42). Notice that €(v) > 10°. Hence, from (2.30)-(2.39), it
follows that ¢, .1 < 107%c,,, which in turn, implies that

& C &n. (4.14)

Moreover, the functional calculus implies that

n

o(H") = o(H)+ (e [opt1,00) U{0}) .

n
By (induction) hypothesis, F,, is the only spectral point of H in &,. Then E,, is the only
spectral point of H™ in &,,.

Remark 4.1. Eq. (4.6) implies that E, is an isolated, simple eigenvalue of H™ since it is
an isolated, simple eigenvalue of H™. We denote by

Pn = Pn ®PQ"'n+1v°'n (4.15)

the projection onto the corresponding eigenspace and observe that

~ i ~
P, = — " , 4.1
5 R"(z)dz (4.16)
/~YTL

where 7, : [0,27] — C is the contour

sin(v)
2

Opy1 €. (4.17)

Lemma 4.2. For any z € gn, there is a constant C' such that

~ = Ce(y)ntl
17 Bl < ( siigu) >an+l+1|z—En|’ (4.18)

where ]3_” = 1yoni1 — P
Proof. The proof is similar to the proof of Lemma 3.3 in [4]. O

The next proposition follows from the proof of Proposition 3.8 in [4]. In Section 5 we
explain how to apply our results from [4] to prove Proposition 4.3 below.

Proposition 4.3. Assume that 0 = iv, with v > 0 being sufficiently small. Assume fur-
thermore that o>/?/sin(v)* is small enough. Suppose that z € &, \ {En} and that
|z — E,| > 75“1(”1)00”“ . Then
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2 . C a’/? .
()2 Wi, R (2)||, | n+1PR (2)]| < WQ(V) oy, (4.19)
on DN CaB/Z n+1
HW R (Z)H — b SiHZ(V) C(V) ’ (4'20)

for some constant C < co. Here, P is essentially the projection Py 1(ay) introduced in
(3.1) (its precise definition is given in (5.7) below).

Since Proposition 4.3 is essentially Proposition 3.8 in [4], it is important to explain
why our hypotheses in the present manuscript imply the assumptions of Proposition 3.8
in [4]. We argue as in the text below Proposition 3.5, but here we have other constrains.
In [4], the dependence of 5 (which corresponds to b here, in the present manuscript
B is the boost parameter instead) on v is not explicitly stated. The restriction for « in
Proposition 3.8 in [4] is stated in Assumption 3.1 in [4]. More precisely, it is assumed that
o?/2 /(Bsin(v)?) is small enough. In the present manuscript this assumption is implied
by our hypothesis that a3/2/sin®(v) is small enough, because (here) b = bsin“=1*(v)
with Kk > 6 and [ > 9 [see (2.35) and (2.38)].

We close this section with a Lemma that follows from Lemma 4.2 above and is used
in the estimates for the Feshbach-Schur map in Section 6.1.

Lemma 4.4. Suppose that z € £, \ {E,} and that |z — E,| > + & sin(v)onq1. Then, there
is a constant C' such that

C a2 ()"

b sin(v) oy,

W PR (2)|| < (4.21)

Proof. We first take p = 2ep — 1 and use (3.10) (with p = 1) and Corollary 3.4 to get
~ n+l ~
HW PR"(p)H < Ca?? {H H o R ()| + HR"(p)H} < a2, (4.22)

for suitable constants C' < C’. Furthermore,

(B = p) B"(2)|| < 1412 = p|- |Bu(2) (P + P)| (4.23)

<1+ (o = Bal B0 — ) (HP—'WHR )7l).

Now, |Ey,|, || Pa|| < C are bounded uniformly in n, according to (2.51) which follows from
the induction hypothesis. Moreover, using Lemma 4.2, and that 0,1 = bo,, we further
obtain

) . o C e(v n+1
(" = p) B ()| < 14 (C+ |2 = Eal) <|Z—En ) boiil)z)—En')'

(4.24)
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The asserted bound (4. 21) is now immediate from (4.22) combined with (4.24) and the
assumption |z — E,| > i sin(v)op41. O

5. Analysis of the criticality and comparison to [4]

In the regularized case (u > 0), one of the key estimates for our proof in [4] is
the control of the interaction W', ; with respect to the resolvent operator E"( ) (i-e.,
HVVnJrl R"(z H see Proposition 4.3 in the present paper and Proposition 3.8 in [4]). In
[4], the infrared regularization implies that |[|[W R"(z (2)|| can be bounded by a power of
o! and this is the reason that the whole method works. In the present situation the best
we can do is to bound H ey R"™( )H by an exponentially increasing (with respect to n)
term. This does not even allow us to close the induction scheme, see Theorem 2.2. As we
indicate below, however, the quantity ”<:B "l R™(z H as well as ||W,4 PR"( )H)
does decay as a power of o,. The key strategy of this paper is to find a method which
allows to trade W), for (x)"2W2, , and WT?HPR (z). This is achieved using the
exponential decay of the eigenfunctions, applying a suitable Feshbach-Schur map. Then,
our key estimates are derived after a Feshbach-Schur transformation. Using inversion
formulas for the Feshbach-Schur map we close the induction scheme in Theorem 2.2.
The proof of Theorem 2.2, which is the main novelty of the present paper, is the content
of Section 6. In this section we argue that || n+1 R" || decays as a power of o,,,
even if ;4 = 0. The argument that applies to H 1 PR" (z H is similar and details are
omitted. It uses that (x)?P is bounded and, therefore, the factor ()2 next to W, is
obtained. That is,

" PRYz) = (Wi(=)~2) ((x)*P) R™(2).

) , which is similar to, but not identical with,

In [4] we studied the interaction term W, (Old
the interaction W}?', ; analyzed in the present paper. (The additional superscript “(old)”
is meant to indicate that we refer to [4].) The interaction operator W, Jr(i)ld) is estimated
using the terms that are collected in the sets W(Old) and WQ(OId); see Definition 2.11 in
[4]. N

The key idea for the study of H _QW” R"(z H is to realize that the analysis of
the terms of the form (z)2W, for W € Wy UW; (see Definition 5.1 below), is similar
(essentially equivalent) to the analysis of the elements of Wz(OId) U Wl(OId), with = 1,
see (2.21). This is achieved by showing that the elements of W, U W), feature factors of
the form |k|x (or similar). The operator x is controlled by (x)~2 (this is why we need
this term) and |k| is an infrared regularization which is the reason that we take p =1

above. We explain this in detail in Paragraphs 5.0.0.1 and 5.0.0.2 below.

Definition 5.1. For n € Ng, we define the following families of operators:

= In+1,0n 2} { C,’”-%—lvan * Aon 7Un}
Wo {(APF ) U (A] )Aq B J,q€{1,2,3}
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On41,0n\* On+1,0n On
o { Ay a7 0 }me{m’g} (5.1)
On41,0n\* On On+1,0n
Y {[(Aj )] A }i,j,q€{1,2,3} ’
_ In+1,0n On+1,0n On
wi = oo b u{age ]}mem’g}. (5.2)

5.0.0.1. Analysis of Wo  The terms in W, and Wé‘)ld) look the same, but in the latter
we have the magnetic potential A®' defined in (2.22) instead of A%L. We recall that [see
(2.24)]

Api(ag) = A™'(ag) — e" Vo Apr(ay), (5.3)
where a, = (6, a,0),
Moklao) = a(n(l2[k]) e’ G3Lo(a) - @) +a(n(lal[k]) ¢’ Gilo(@) - ), (5.4)
and
AH(0) = a*(G*(0)) + a(G™ (D). (5.5)

The subtraction of the gradient e‘evm)\i’;’% (with respect to the position coordinates, x)
of e A3k () in (5.3) regularizes the infrared behavior effectively. This plays the role
of an extra factor that behaves as |k||x|n(|k||<|) multiplying G*', i.e., it gives the same
effect as if we had p = 1 but also an extra unbounded factor || in the coupling function
G*"'. We describe this in the following. We analyze only the term that results when the
gradient is applied to the factor & in Ajh () (which is the most difficult one: the other
term, the gradient of n(|k||z|), gives rise directly to the factor |k| that we are looking
for). Then we obtain the next term as

AH(0) — a” (n(J2| k) ¢ GiLo(ag)) — a(n(la||k]) e’ Gy (ap))

= a* (n(||[k]) ¢’ [G”{go) ~ GLo(a))) (5.6)
+a(n(lzl[k]) ¢’ (G (@) — G2Lo(a)]) )
+a* ([ = n(|a|k])] e’ G () + a([l = n(|z||k])] ¢’ G (ay)) -

The term 7(|z||k])e? (G5 (o) — G2Ly(ayp)] already exhibits the behavior that we are
looking for, because the factor e **¥® in G*' gives rise to the factor e~***® — 1 in
n(jz]|k))e? (G (ay) — G2 y(ay)], and we obtain the desired behavior observing that
le~iok® 1| < al|x||k|.

Uncovering the right behavior of G**(ay)(1 —n(|x||k|))e? is straightforward. Namely,
it follows from the observation that on the support of 1—7(|z||k|) we have that |z| |k| > 1.
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Therefore, we have that |1 — 17(|:13||k|)‘ < |a:||k||1 - 17(|:c||k|)‘, and we obtain the factor
|z||k| that we sought for. This construction is essentially due to Sigal [19].

5.0.0.2. Analysis of W, One difference between the terms in W; and Wl(OId) is that in

the latter we have the magnetic potential A*' defined in (2.22) instead of Aff. This

issue has already been addressed in Paragraph 5.0.0.1. The other difference is the term

bPi 7. This term already contains the regularizing factor |k|n(|z||k|)& by definition,

see (2.25).
5.1. The Feshbach-Schur map

Here, we present the Feshbach-Schur map that is a key ingredient in our proofs. For
any 0 < s’ <s <t < oo, we extend the definition of the projection Py 1(c) [introduced
in (3.1)] to H*! and H*'+t, respectively, by

P = Pla) = Pau1(@) @1pet = Poyi1() @L1pw,, (5.7)

P:= Pa) :=1-"P(a), (5.8)
recalling that o = (0, o, 8). We define

H = H(a) == H*"Q) © 1. + 1w @ H*5(0) (5.9)
and
We (formally) define the Feshbach-Schur map corresponding to the projection (5.7) as

Fp(H —2) == P(H—2)P —PHP(Hp — 2) "PHP. (5.11)
Note that

PHP = PW'P, and PHP = PWS'P. (5.12)

If « is sufficiently small then ]—"p(H — z) defines a closed operator. The importance of Fp
lies in its dsospectrality, that is, z € o[H] < 0 € o[Fp(H —2)] and, for z ¢ o[H], there are
explicit formulae for both the resolvent of H — z in terms of the resolvent of Fp(H — z)
and, conversely, for the resolvent of Fp(H — z) in terms of the resolvent of H — z.
Similarly, there are explicit formulae for both the eigenvectors of H corresponding to the

eigenvalue z in terms of the kernel of Fp(H — z) and vice versa. The precise formulation
of these statements is given in Lemma 5.2 below.
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Lemma 5.2. Suppose that 6 = iv, with v > 0, and || and o*/?/sin(v) are sufficiently
small. Then, for any z € £%/2(0), the following statements hold true:

(i) Fp(z) := Fp(H —z) is invertible on PH** if and only if H — z is invertible on H**
and in this case

(Fp(H—2))"" = P(H—2)"'P (5.13)
and
(H—2)" = Qp(2) Fp(2) ' QE(2) + P(Hp — 2) ' P, (5.14)
where
Qr(2) =P =P(lp—2) PW"(a)P (5.15)
Q%(z) =P —PW ' (a)P(Hp—2) P. (5.16)

(ii) If Hy = 21, for some eigenvector ¢ € ETARL \ {0} and eigenvalue z € EV/2% (),
then Py € PH*t\ {0} solves Fp(2)Py =0 and

Il
1Pl = P, - PR (5:17)

(iii) If Fp(z)p = 0, for some eigenvector ¢ = P € PH L\ {0}, then ¢ = Qp(2)¢
is an eigenvector of (H) with corresponding eigenvalue z, i.e., Hw =z and Y €
Ht\ {0}

(iv)

dimker(H — z) = dimker Fp. (5.18)
Proof. See the proof of Theorem II.1 in [8]. O
The decomposition of the resolvent provided in (5.14) is the crucial ingredient that

allows us to implement the inductive scheme prepared in Sect. 2.2.1, namely to provide
the estimate

n41 1 " 1 Ca3/2 (Q:(V)Q)n-i-l L
H — — (H" - < /2 5.19
H( Z) ( z) H — sin4(u) anJrl n ( )
in Theorem 6.5, as if the interaction were irrelevant. Indeed, from the formula
~ 1 n+1 _ ~ _
Poyi—Fu = o= [ [(H ~2) L (Hr-2) M dz, (5.20)
s

In
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combined with estimate (5.19), in Theorem 6.6 we derive the bound

C Q:(V)Q(n—H) O;;/2 01/2

Pop1— P, < ,
|| +1 || — bSin4(V) n

(5.21)

that ensures the convergence of the inductive scheme.

Lemma 5.3. Suppose that 6 = iv (v > 0), and 0] and o’/?/sin(v) are sufficiently small.
Then 55’“/2(9) is contained in the resolvent set of Hf (as an operator on the range of
P), and, for every z € £%/2(9),

tp =77l < (557) 5o (5:22)

() ) e 17— cola)
for some constant C.

Proof. Let ¢ € £%t/2(9) \ {e;(a)}. The spectral theorem and (3.5) imply that there are
constants C such that

el = wim—=)
H 6, 0,8) — ¢ s>0 LI¢ —eo(a) —e 5]
C 1
< . 5.23
< (1) mre-a@ >:23)
and, similarly, for p = 2¢¢ — 1
, 1 _ _ _
|54 @) =) s P| <04 e 7|
Hy "(a) = ¢ Hy " (0,0,8) = ¢
c I¢ = pl
sin (V) dat + ¢ — eo(a)|
< . .24
~ sin(v) (5:24)
Furthermore, Lemma 3.3 implies that
1
woti@) | < cat, (5.25)
Hy () —p

and these estimates (5.23)-(5.25) allow us to construct (Hp — ¢)~'P by a norm-
convergent Neumann series,

o0

(Fr— )P = ;(m> [_Ws,t(g) (m)]n (5.26)

0

e |
o |
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using that HS/’t(g) and P commute, according to (2.19). To establish its convergence

we estimate the norm of the nth order term in brackets by (1/2)™. We achieve this by
. 3/2 .

taking a so small that ;"DT is bounded by a sufficiently small constant. O

Lemma 5.4. Suppose that 6 = iv, with v > 0, and |0] and o*/?/sin(v) are sufficiently
small. Then there is a constant C' such that, for every z € 55“/2(0) and ¢ € C,

1P (o — =)V PEP| + | PEP (f1y— 2 P|| < fij(?’:; o
(75" @)+ O Pt = 2P| < o= (1 e+ 0D (5.29)

and, if 8' < opi1 < op < t, then
|P(Hzs — 2) " PWELP| + [|[PWr P(Hp — 2) ' P|| < Co‘—mag/Q (5.29)

sin(v)

Proof. The proof of (5.27) is similar to the one of (5.22). We expand the Neumann series
of (Hp — 2)~" and multiply by the corresponding operators in (5.27). Although (5.29)
is proved similarly to (5.22) and (5.27), it is more interesting because of the appearance
of a factor (773/ % on the right side of the estimate. Here we only prove that (for some
constant C)

Ca’? 5

|[PW Py —2)7'P| < ol (5.30)

sin(v)
in order to present the method. To prove (5.30), we first observe that

[PWot P = 2)7 P < P2l - (@) Wiy (7527 )7
[T 1) (H — 2) 7P| (5.31)

and then estimate the factors on the right side separately, starting with ||P(x)?| < C,
due to the decay of the atomic eigenfunction ¢as, 1, see (3.6). It follows from Lemma 2.12
n [4] that

(@)= 2Wiyy (Howsron 4 1)1 < Ca®l207/2. (5.32)

A few words are required to explain how we deduce this formula from [4]. In [4], we
consider an interaction term with an infrared regularization, as the coupling function is
bounded by C|k|~2# as k — 0. As we explain in Section 5, the analysis of ()2 el
is equivalent to the analysis of the infrared regular model of [4] with g = 1. Then (5.32)
follows from Lemma 2.12 in [4] taking u = 1 in (2.59) of [4] and recalling that anr(f 14)

(in [4]) is estimated in terms of the elements w that appear in (2.60) of [4].
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Now we expand the operator in the third norm factor on the right side of (5.31) in a
Neumann series,

(HUm:Un + 1) (Hf . Z)—lﬁ (533)
. P P !
= (H™ +1) ——— [—Ws’t 0,0, —7 } :
( )Ho’(g)—zr;) ( )<Ho’(g)—z)

For sufficiently small o®/2/sin(v), it follows from (5.23)-(5.25) that

(5.34)

o g

1
Hy'0,0,8) = || = 27

The spectral theorem and (3.5) (and geometric relations in the complex plane) imply
that

] 1) P,
H(Hm,an +1) ——| < sup (r+1) m{(g) ‘
HO ’ (Q) -z r,s>0 H, (g) —z4 67“’(7’ + S)
< C sup { (r+ 1). }
> r,s>0 |€0(g) —z+ e*’bu(r + S)l
=3 p ’ (5.35)
sin(v)

Egs. (5.31)-(5.35) imply (5.30). O

Proposition 5.5 (Ezponential decay of the eigenfunctions). Suppose that 6 = iv, with
v >0, and |0] and o®/?/sin(v) are sufficiently small and B = 0. If z € £%/2(0) is an
eigenvalue of H and 1 # 0 a corresponding eigenfunction, then there is a constant C
such that, for small enough ' > 0,

le” @y < Clvl. (5.36)
The constant C neither depends on «, B', or 6, nor on s', s, ort.

Proof. We apply Lemma 5.2 with projection P = P(q,) and interaction W*!(q), so
that

—1 =

QP(ay)(2) = Plag) = Play) (Hp(,) —2)  Plag) W' (ao) Play),  (5.37)

recalling that oy = (0, @, 0). Consequently, the nonzero vectors in the kernel of H—z are
of the form ¢ = Qp(4,)(2)¢, where ¢ = P(ay)¢ € Plag)H**\ {0} and Fp(ay) ()9 =0,
see (5.7)-(5.11). Below in this proof, we write o’ := (6,, —F’), with 8/ > 0 [note
the sign of the third component - only for notation convenience we assume in some
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places in this paper that the boost parameter is positive] and observe that, due to
65,@3)@73(%)(2) = Qp(g/)(z)e[’/(“’), we have that

o0l = ") @pia () Plaa)ol] = [ Qpiar(2)e” ) Pla) o]
< Q@)@ [|” @ Plag)[ 8] < Cléll, (5.38)

where we used (3.3), (3.6) and (5.27). By (5.37) and (3.3) we have that

Il = (1= llell, (5.39)

for small enough a3/2/sin(v). (5.36) is a direct consequence of (5.38) and (5.39). O
6. Proof of Theorem 2.2

This section is devoted to the proof of our main result, Theorem 2.2, which we break
up into three main steps.

n+1
o First, we derive a series of estimates on the Feshbach operator Fp( H — z) —which
n+1
results for applying the Feshbach-Schur map to H — z— and its resolvent in the first

part of Section 6.1.
e In the second part of Section 6.1 we apply these estimates to derive, in turn, estimates

on the resolvent of the Hamiltonian nﬁl — z itself. The main estimate is the one
formulated in Theorem 6.5. We consider this to be the most innovative part of the
present paper.

e The third step is the inductive proof of Theorem 2.2 in Section 6.2, for which the
estimates derived in Section 6.1 are the key input.

6.1. Key estimates

Assumption 6.1. In this section we assume that a//| sin(v)|**, |0|, and | 3| are small enough
such that the results of Sections 3, 4, and 5.1 are valid. In the hypotheses of the statements
of our results in this section we only report the new restrictions that appear for the first
time. Moreover, we assume that n € Ny is fixed and Hypotheses I1(0), II(1),...,II(n)
of Section 2.2.1 hold true.

Estimates for the Feshbach-Schur map

Theorem 6.2. Suppose that z € £, \{E,} and that |z — E,| > - o5 sin(v)ony1. Then, there
is a constant C' such that

+1 g 1
=) = Fp(" =) s

(6.1)

Hffn ‘< Cad2e() "+ o/

b sin®(v)
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— 2", R* = (H" —2)', Rp =
P, and I;'% = ﬁf[”ﬁ, so that

n+1
Proof. In the proof we abbreviate R := ( H
n+1 n]—_ii-_

n+1 n+1
n+1 ~ ~ _n+1
(Hp—2)"1, Rz = (H%— 27, Hy:=P

Fp(H" —z) = P(H" — 2)P — PW"PRLP WP, (6.2)
n+1 n+1 —ntl
Fp(H —z) =P(H —2)P—PW P Rz PWP. (6.3)

Moreover, (fp(ﬁ" - z))ilP — PR"(2)P, according to Lemma 5.2. Therefore,

(.Fp(”ﬁl —2)— Fp(H" — z)) ﬁ — X - Xo— Xs— X4,  (6.4)
where
X, = PW", ,PR"P, (6.5)
Xy = PWI P R p PWoHPRP, (6.6)
Xy = —PWP R 5 PWI, P RAPWo+ PRIP, (6.7)
Xy =PW™P REPW! PR"P. (6.8)

Proposition 4.3 and (3.6) imply that

cao’?ew) o,

X4l <
1 < bsinQ(u)

(6.9)

The second term and the fourth term are each estimated by means of Lemma 4.4, (5.29),
(3.6), Proposition 4.3, (4.19), and (5.27)

[ Xl + (| Xall

__n+1 ~ o~ ~
< [PWg P R | W PRP| + [P P Ry | Wi PP

3/2 n+1 3/2 3/2
S(Ca C(v) >.<Ca On > (6.10)

bo, sin(v) sin(v)
o3/2 a32g ()t g
~(Son) ()

n+1 n+1
To bound the third term we use that e=#® H (a,)e?® = H (a) and hence

— n+l —
||675<m> W (ag) Play) R Play) Play) e H (6.11)
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n+l _ C a3/?
= |[W (@) P(e) R p P@)] < —

sin(v)’
see (5.27). Eq. (6.11), Lemma 4.4, and (5.29) then yield (see also (3.6))

Xl < [P - =@ W B R P etie|

e @ W, P REP|| - ||[wor PR P|| (6.12)

< (G (Canety (Cotalty

Adding up (6.9), (6.10), and (6.12), we arrive at the asserted estimate (6.1) O

Corollary 6.3. Suppose that z € £, \ {E,} and that |z — E,| > & 25 sin(v)ony1. Assume

+1

that Smm(z ) is small enough. Then, .7:73( - z) is invertible and there is a constant C

such that

n—l—l ., CQ:(V)R—H
I72(H —2) H sin(v) (ont1 + |z = Bul) -

(6.13)

n+1 ~ ~
Proof. Denoting Fj, 41 := .7:73( H — z) and F,, := Fp(H™ — z), we obtain the resolvent
of F,11 from a Neuman series expansion,

i1 ZF [F—Fnﬂ)fﬂk- (6.14)

Thanks to Theorem 6.2 this series is norm-convergent, and summing up powers of the
right side of (6.1) in a geometric series we have the estimate

Ca®?e(v) o)/ ~
bl < 17 (- S T < E eas)

provided a3/2€(u)"+1071/2/[b sin®(v)] is sufficiently small. Hence,

il ) _ CQ:(Z/)TL-l—l
(T < 2|PHE" -2 P » (6:16
H P( Z) H = H ( H sin(v )(0n+1+|Z—En|) ( )
additionally using Lemma 5.2 and (4.18). Notice that (2.30)-(2.39) imply that 4 smf(l/)

is small whenever issmall. O

_a®?
sinf* (v)

Estimates for the resolvent
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Theorem 6.4. Suppose that z € &, \{E } and that |z — E,| > & sin(v)oy41. Assume

that
that

W is small enough. Then, H — z is invertible and there is a constant C such

I =27 < S () 617

sin®(v) Ont1 + |2 — En|

n+1
Proof. We use formula (5.14) to express ( H — z)~!. To estimate the terms appearing

n (5.14) we make use of (5.22), (5.27)-(5.28) and Corollary 6.3. We obtain:

n+1

I8 =1 < cfewr (e ) (s

! <Sin(V) (at +1|z — eolay)]) >] ' (6.18)

The desired result is obtained by realizing that |z — E,| <

sm(u) |z —eo(ay)|, because the

distance between eg(ay) and &, is of order sin(v). O

Theorem 6.5. Suppose that z € &, \ {E,} and that |z — E,| > & sin(v)opq1. Assume

that is small enough. Then there is a constant C such that

/2
\Sm(l/)l“

(8 - =)

Ca3/2 (Q:(y)2)”+1 1/2'

S -l
_(H Z) H = sin4(1/) bopt1

(6.19)

Proof. We express the inverse of the operators in (6.19) using the Feshbach-Schur map.
According to (5.14), we have that

n+tl —1 1 2 _ _
(H —2)" = Qpuni1Fps1 @it + PRp i P, (6.20)

(_ﬁ]n — Z)_l = @Pﬂ’t j-:'];,ln @ﬁ’n + ﬁéf,nf, (621)
where we use the notation

n+1

QP,'rL-l-l = QP( H — Z) ’ Qﬁerl = Q’ﬁ( H — Z) ) (622)
n+1 ~ ~
Fpumy1 = Fp(H —2), Fpn = Fp(H" —2), (6.23)
nil ~1 > Frn ~1
Rﬁ,n—i—l = (Hﬁ - Z) y Rf,n = (Hf - Z) . (624)

It follows that
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n+1 -1 ~ —1
(H —2) —(H'—2)  =Yi+Ya+Y3+Y,, (6.25)
where
Y1 = [Q’P,n+1 - é?’m] ]:7;,1n+1 Qﬁ7n+1 ) (626)
— 0 -1 —1 #

Y2 = Qpum [Fpui1 — Fpnl @i (6.27)
Ys = @P,n ]?7;,1n [Qﬁ,n+1 o éﬁ,n] ) (6.28)
Yy =PRp, P-PRp,P. (6.29)

To estimate Y7, ..., Yy, we recall from Corollary 6.3 and (5.27), respectively, that

-1 -1 CQ(VYH_I
1Fp il 1ol < Gy oon

n =

(6.30)

a3/2

1Qpmsill. [Gpall @il 1021 sc(1+ ) <c. (631

sin(v)
Next, we observe that

Qpni1 —Qpn =PW ' PRs \P—PW™PRp, P (6.32)
=PWr PRp, ,P+PW™ PRy, \PW! PRs,P,
which implies that
QP n1=Qpall < [PWiLP Ry, Pl
[P e WP R P e W P R

3/2 3/2\ 2 3/2
< C,a 02/2 + Cja— 02/2 < Ca 02/2 , (6.33)
sin(v) sin(v) sin?(v)

where we use (5.29) (and its proof), (3.6), and (6.11). Using (6.33) and a similar estimate
for HQ?nH - Q;?nH, as well as (6.30) and (6.31), we derive the estimate

C ad/? C ()1
il + gl < (S o) (S5, (6.3)

sin?(v) " sin(v) b oy,

Next, thanks to Lemma 5.3 and the proof of (5.27), we have that
Vil = B nia PWitis PRy || < || Bp || [PWiia P Ry

C’a3/2

< m , (6.35)
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and it remains to estimate

HY?H = HQPH ‘;E7;,1n+1 [}—7’»"+1 - fpn] -;E7;1n Qﬁ,n-‘rl“ (6'36)

<C < Ce(y)ntt ) <Ca3/2 €)1 071/2>

sin(v) opa1 b sin®(v)

Ca3/2 Q:(V)Q(nJrl) 0-717,/2
b sin®(v) i1

?

using Theorem 6.2, Corollary 6.3, and (6.31). The right side of (6.36) is in fact the
dominant term and bounds ||Y1||, || Y3||, and ||Yy|| up to a multiplicative constant. O

6.2. Inductive proof of Theorem 2.2

In this section we inductively prove Theorem 2.2. First, we establish the induction
basis, which is a consequence of Proposition 3.5, then we complete the induction step.

Induction basis

Since P_1 = Py and E_; = Ey, Properties I1;(0) and II3(0) hold true trivially. We
only need to verify Properties I (0) and I14(0), and these are proven in Proposition 3.5.
Concerning Property P4, notice that

C(3.15)
sin?(v)

< &(v),
see (2.30)-(2.39). We conclude that Hypothesis II(0) is fulfilled.
Induction step

In this section we prove the induction step by proving that Hypotheses II(0),
II(1),...II(n) of Section 2.2.1 imply II(n+1). In detail, we first prove Property II3(n+1),
then Properties IT; (n + 1) and IIx(n + 1), and finally Property Il4(n + 1).
Proof of Eq. (2.47) [Property II3(n + 1)]:

Theorem 6.6. Assume that MI?‘;—,:(QV) is small enough. Then there is a constant Cs 37y such
that

Ce . ¢ 2(n+1) ,3/2
(6.37) €(v) > 2 (6.37)

Poi1— B, <
|| +1 || — bsin4(1/) n
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Proof. We take 4, as in (4.17). Using Theorem 6.5 and the notation (6.24), we estimate

~ 1 n+1 1 ~ 1
1Pa = Ball = |1z [ [(H =2)7" = (" =) "] a2 (6.38)
In
o Ce)Pnth a®? 51/
- b sin*(v) "

taking into account that the contour has length 27o,+1. O

Remark 6.7. As C537) < €(v), Theorem 6.6 establishes the induction step for (2.47),
which is presented in Corollary 6.8 below. This further implies the existence of E,, ;1 and
its simplicity, because (6.37), Egs. (2.30)-(2.39) and our restrictions for « imply that

||Pn+1_§n|| < 17

and, by hypothesis, ]5n is a rank-1 projection. Therefore, P,y is rank one. This, together
with Theorem 6.4, implies that E, 11 is the only eigenvalue in &,.

Corollary 6.8 (Property II3(n + 1)). The following estimate holds true

Q:(V)Z(n-l-Z) a3/? 0711/2

1Pas1 = Pall < ;

(6.39)
Proof of Eq. (2.43) and Property II5(n + 1) [Properties I1;(n + 1) and Ty(n + 1)]:

Proposition 6.9 (Proof of Property I1;(n + 1)). Assume that % is small enough.
Then there exists a constant C(s.40) such that

C ;. 3/2 ¢ n+1
|Ens1 — By < —020 ;n(m(y) o < aPPew) ol (6.40)

Proof. The second inequality is a consequence of the fact that

C6.40)
sin(v) ’

ev) >

see (2.30)-(2.39). Concerning the first inequality, we consider a normalized eigenvector
o of Hat(0) corresponding to e;. We identify ¢y = 1y ® Q°» € H» and make the
ay-dependence of P, explicit in our notation: P, = P,(q,). Notice that in many places
in this text we assume that v > 0. This is done for notational convenience. Of course,
the same proofs work for v < 0 if sin(v) is replaced by its absolute value everywhere. We
set @, = (0,,0). For each n € N, we define 1,,(a) := P,(ag)%o. Egs. (2.30)-(2.39),
(3.14), (3.3), (6.39), and II3(n + 1) imply that
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[¥nao)ll < 3 and (¥n(@) | Prri(ag) ¥nlag)) = 5, (6.41)

DN | —

where 9, (a) = ¥n () ® Q77+ We compute
n+1
o (@) H Pui(a) vnan)
" {0n(@0)] P (ag) dn(ag))

CIHD) + (W (00)"] ¥n (@) | Paga () ¥n(a))
<wn(@0>‘ Ppii(ap) wn(go»

(e P@Wr (@) Yn(@p)] € Puia(ag) ¥n(ap))
<¢n(@0)| Pri1(ap) ¢n(go)> .

(6.42)

=E, +

We pick z such that |z — E,(@,)| = 75|sin(v)|on+1 and use Proposition 4.3 [see also
(6.41)] to estimate

He—5<w) Wi (@) ¥n (@) |
1

=B T (& =
e Wn+1(Qo) ﬁ[”(g_o) _ Z¢n(go)

<C < | Sin('/l)ol 0n+1> (Q(bv)s’j;(jj/ ’ an), (6.43)

= |z = En(@)|-

Now, the first inequality in Eq. (6.40) is derived from (6.41)-(6.43), using Proposition 5.5
and op41 = bo,. O

Proposition 6.9 and Remark 6.7 imply the following corollary.

Corollary 6.10 (Proof of Property la(n+1)). If % is sufficiently small then E, 11 C
&, and Property Iy(n + 1) is valid.

Proof of Eq. (2.48) [Property II4(n + 1)]:

Lemma 6.11. Assume that is small enough. Then there is a constant C such that,

_a’?
sin?# (v)

for every z € gn,

C c(y)nJrl

R> 2)P, < .
1Rp s Pusill < o=

(6.44)

n+1 ~
Proof. By Remark 6.7, there is only one eigenvalue of H in &,. Using the notation

(6.24), we observe that 2z — Rp ,,(2) P41 is analytic in &,. The maximum modulus
principle hence implies that
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Rs P, = R= P, , 6.45
B Wran@Prall = x| [Bpan@ Pl (645)
where 7,41 := 15 sin(v)o, 1. It therefore suffices to establish (6.44) under the assump-

tion that |z — E,,| > 7p41. This assumption and (6.17) then imply (6.44), indeed. O

Proposition 6.12 (Proof of Property lly(n + 1)). Assume that % is small enough.
There is a constant C 46y such that, for z € gn (and, hence, for z € E,p1 — see

Corollary 6.10),

n _ s n+1
I'R (2) Pos | Co.0) tw)

IN

sin®(v) opt1 + |2 — Engal

¢(v)nt2

< ) 6.46
T ony1 + 12— Bl (6.46)
Proof. The second inequality follows from the fact that
Ci6.46
019 < ew). (6.47)
sin®(v)
Proposition 6.9 implies that (see also (2.30)-(2.39))
1
|En+1 - En| < E On+1 -
Thus,
1 10 1
< — . (6.48)
0'n+1—|-|Z—E"| 9 O'n+1+|Z—En+1|

Eq. (6.46) follows from Lemma 6.11 and (6.48). O
7. Proof of Theorem 2.3

Theorem 7.1. Assume that 0 = iv, v > 0 small enough, and % is sufficiently small.
The complex number Ey, = lim,, o E, is an eigenvalue of HO(QO). The range of Py, =

lim, o PS° is one-dimensional and consists of eigenvectors corresponding to Fo.

n

Proof. Let ¢y be a normalized eigenvector of the atom Hamiltonian H,;(0) corresponding
to the simple eigenvalue e; and 1y = ¢g @ Q. We define the sequence of vectors
Yy, = Ppipg. Due to Eq. (2.47), the sequence (¢,,)5%, converges to a non-zero limit.
We define 1o := Psotpg # 0. We set

n

HY = H+e ™H" R(z) == (HL—2)"", (7.1)

W2 = H%(ag) — HE, (7.2)
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Slri(()l') Ony1 and write

and z := F,, + 1
H(ap)n = (HL + W)y = Entop+ (Bn — 2) WE RL(2) . (7.3)

Following the rationale of Proposition 4.3 we can prove inductively that ||W§o]§20(z)||
~ n+1_3/2
is well-defined and show that ||[WZ RY (2)|| < Gel) a¥E (We omit the proof because

b sin?(v) 9
it is similar to the proof of (4.19)-(4.20).) It then follows that |[(E, — 2)WZ RZ (2)||
converges exponentially fast to zero, see (2.30)-(2.39). From the previous observations
and Eq. (7.3) we deduce that

lim H(ag)¥n = Foo Voo (7.4)

n—0o0

As H(qy) is a closed operator, we conclude that 1, belongs to its domain and is
an eigenvector corresponding to the eigenvalue F... As P, is the limit of rank-one
projections, it is rank-one, as well, and therefore, 1o, generates its range. 0O
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Lista de Simbolos

En esta seccién proporcionamos una lista de los principales simbolos empleados
y el lugar donde se encuentra su definicién.

Simbolo Lugar donde se define
- (2.1)
() (2.2)
B(h) debajo de (2.4)
D() debajo de (2.7)
o() arriba de (2.11)
R(y(2) arriba de (2.11)
o() (2.11)
® Seccion 2.3
F(b) (2.33)
INQ) (2.35)
Q debajo de (2.34)
dr(-) (2.42)
D1 /10 arriba de (3.1)
0 arriba de (3.1), ver también (3.38)
e arriba de(3.1), ver también (3.24)
Jé] arriba de (3.1), ver también (3.39)
o (3.1)
Hat ( )
Hat (Q) ( )
n(-) (3.7)
(z) (3.11)
€, €1 arriba de (3.12)
Oat (3.12)
hot, Kot (3.13) y (3.14)
Fot, (3.17)
B (6) (3.20)
ol (3.21)
H3' (o) (3.22)
G*'(0) (3.24)
7 debajo de (3.24)
a*(f) (3.25)
a(f) debajo de (3.25)
A>H(9) (3.28)
App(a) (3.32)
Grr(@) (3.36)
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Simbolo

Lugar donde se define

Qg
12

Hs,t (Q), Ws,t(g)

H

@
TOQ%SS"USMS@G‘:Q

—~
g
vb
ER
E
50
-+
=
=
E
N—

(3.37
3.38
3.42

3.43
3.43
3.43
3.44
3.45
3.46

)

(3.38)
(3.41) y (3.42)
(3.43)

(3.43)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

debajo de (3.46)
(3.49)

(3.52)

(3.52)

(3.61)

(3.61)

(3.66)

(3.68)

(3.70)

arriba de
arriba de
arriba de

debajo de (3.49
3.52
3.52
3.61
3.61
3.66
3.68
3.70

arriba de

arriba de
arriba de
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