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Introduccion

Un problema clasico en la teoria de variedades algebraicas y espacios analiticos
reales y complejos, es la existencia de una resoluciéon de singularidades por medio de
una sucesion finita de morfismos de explosiéon, para tal clase de espacios. Lo que uno
busca es un modelo sencillo que rescate las propiedades de interés del objeto inicial.
En el caso de variedades algebraicas, dada una variedad singular, usualmente se
busca un modelo birracionalmente equivalente a ella, pero siendo este tltimo no
singular, a través de una sucesion finita de morfismos de explosiéon. Los primeros
resultados sobre el tema fueron obtenidos por O. Zariski durante la primera mitad
del siglo veinte, para superficies algebraicas en [23] y, en la década de 1960, H.
Hironaka presenta una solucion general en [12], [13] para variedades algebraicas
de cualquier dimensién en caracteristica cero. El problema anédlogo para espacios
analiticos complejos fue obtenido por J.M. Aroca, H. Hironaka y J.L.. Vicente pocos
anos después (ver [2]).

La resolucion de singularidades mediante sucesiones finitas de morfismos de
explosion ha probado ser una herramienta ttil para solucionar problemas en otros
ambitos matematicos. Por ejemplo, en la teoria de foliaciones holomorfas es funda-
mental la aplicacion de ésta para comprender la dindmica local alrededor de con-
juntos singulares. En [2I], A. Seidenberg demuestra la resolucion de singularidades
para foliaciones singulares holomorfas en un espacio ambiente bidimensional. En
este caso, se obtienen modelos sencillos (conocidos usualmente como singularidades
simples) de puntos singulares, que permite entender a profundidad la geometria de
las hojas de una foliacién singular alrededor de cualquiera de sus puntos singulares.
El resultado analogo para foliaciones holomorfas de codimensiéon uno en el caso
tridimensional fue obtenido, para el caso no dicritico, por D. Cerveau y F. Cano
en [7], mientras que el caso general tridimensional fue resuelto por F. Cano en [8].
Por otra parte, en variable real, D. Panazzolo demostr6 en [19] la resolucion de
singularidades para campos vectoriales reales definidos en espacios ambientes tridi-
mensionales, usando morfismos de explosion con pesos. En el epilogo del libro [2], se
presenta un recuento, actualizado al dia de hoy, con los principales resultados sobre
resolucién de singularidades para foliaciones holomorfas y para campos vectoriales
analiticos reales y complejos.

Ahora bien, el problema de la monomializacién, tanto en su version local como
global, de transformaciones pertenecientes a diversas clases de morfismos, es una
version de la resoluciéon de singularidades. Lo que se busca ahora es monomializar
transformaciones a través de sucesiones finitas de morfismos de explosiéon. La mono-
mializacién global para funciones algebraicas y analiticas se deriva de los resultados
paralelos sobre la resolucion de singularidades para variedades antes mencionados.

VII



VIII INTRODUCCION

En [5] E. Bierstone y P. Milman presentan una prueba simplificada de monomiali-
zaciéon local para funciones reales y complejas, basada en las ideas elaboradas por
H. Hironaka expuestas en el texto [14].

En el presente trabajo abordamos el problema de monomializacién para funcio-
nes analiticas generalizadas. Tales funciones estdn definidas como funciones conti-
nuas de variable real que admiten un desarrollo en serie de potencias generalizadas
(con valores reales no negativos como exponentes) alrededor de cualquier punto en
su dominio de definicién. En [I1] L. van den Dries y P. Speissegger desarrollan
la teoria de espacios semianaliticos generalizados, ofreciendo asi un primer paso
hacia el entendimiento cualitativo para tal clase de funciones. Tiempo después, R.
Martin—Villaverde, J.—P. Rolin y F. Sanz—Sanchez demuestran en [I8] un resultado
de monomializacién local para funciones analiticas generalizadas, que esté basado
en el resultado analogo para espacios analiticos reales (c¢f., Theorem 4.4. en [5]).
Para ello, los autores introducen la categoria de variedades analiticas generalizadas
que les brinda un marco conveniente para establecer su resultado de monomiali-
zacion local. En los trabajos [22), 20] T. Servi y, la misma autora en compaiia
de J.—P. Rolin, respectivamente, ofrecen un algoritmo que brinda nuevamente la
monomializacion local para funciones analiticas generalizadas.

Nuestra labor se centra en demostrar la existencia de una monomializacion
combinatoria tridimensional. Es decir, dada una funcién analitica generalizada
f: U — R definida en una vecindad del origen 0 € U C R3,, mediante morfis-
mos de explosién, globalmente definidos, logramos monomializar a la funcién f
respecto a las componentes de frontera. Concretamente, demostramos el siguiente
teorema.

TEOREMA PRINCIPAL. Sea My el germen de una variedad analitica generalizada
tridimensional alrededor de un punto esquina, y sea f € Gur,0 el germen de una
funcion analitica generalizada en el origen. Existe una sucesion finita de morfismos
de explosion combinatorios, w: M — My, tal que el transformado total de f, fom,
es combinatoriamente monomial sobre M ; es decir, la funcion f ow es localmente
de tipo monomial en cada punto de la variedad M, con respecto a sus componentes
de frontera.

A continuacién describimos brevemente la manera en que hemos organizado el
presente texto.

Estructura del texto

Capitulo Comenzamos recordando las definiciones y conceptos bésicos de
nuestros objetos de estudio. A saber, presentamos a los anillos de series de potencias
generalizadas con coeficientes reales, tanto formales como convergentes, asi como
la clase de funciones que determinan estas tultimas, llamadas funciones analiticas
generalizadas. Luego, basados en el trabajo desarrollado en [18], introducimos las
clases de variedades topologicas en las que estamos interesados; esto es, las clases de
variedades estdndar y de variedades analiticas generalizadas. Concretamente, tales
espacios son variedades topologicas con frontera y esquinas, dotados de una estruc-
tura analitica real, o bien analitica generalizada, respectivamente. Una subclase de
las variedades analiticas generalizadas esta constituida por aquéllas conocidas como
variedades estandarizables. Una variedad estandarizable es isomorfa al enriquecido
de una variedad estandar, donde por enriquecido entendemos, grosso modo, dotar
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de una estructura analitica generalizada a una variedad estandar. La necesidad de
hablar de tal clase de variedades analiticas generalizadas recae en el hecho de que
esto nos permitira llevar a cabo construcciones conocidas en el caso estandar, dentro
de la categoria de variedades analiticas generalizadas. Una construcciéon relevante
para nuestro proposito es la de morfismo de explosion para variedades generalizadas

(ver definicion [L.8)).

Capitulo[2l Aqui, introducimos una herramienta de especial importancia para
el trabajo que desarrollamos en los capitulos subsecuentes. A saber, dadas dos cartas
locales (U, X) y (V,Y), donde U es una vecindad abierta del origen en el ortante
RY,, y V lo es en el ortante R, cualquier morfismo monomial definido entre
ellas, f: U — V, admite una representacion lineal dada por una matriz M; €
Mat, xm (R) que codifica la definicién del morfismo f. Mas atn, demostramos que
tal representacion lineal es funtorial (ver teoremal2.1)). Este formalismo nos permite
estudiar morfismos y la interaccion entre ellos, a través de transformaciones lineales.

Una aplicacién de ello es la siguiente: dada cualquier sucesion finita de morfis-
mos de explosiéon combinatorios,

My <~ My & .8 My,

definida sobre un germen de variedad analitica generalizada en torno a un punto
esquina, My = (RZ,,0), notamos que ésta da lugar a un carcaj finito definido por
los morfismos 7;: M; — M;_; que conforman a la sucesion, asf como las estructuras
analiticas que definen a cada una de las variedades M, digamos Uy, , para cada
j€{1,2,...,N}. Pero, tanto las determinaciones locales de los morfismos 7;, como
los cambios de coordenadas definidos por las cartas locales de cada atlas Uy, , estdn
dados por transformaciones monomiales y, por tanto, podemos estudiarlos a través
de la representacion lineal mencionada antes.

Capitulo En este apartado, describimos explicitamente la estructura ana-
litica (o bien, analitica generalizada) en torno a curvas compactas sobre la frontera
de las variedades obtenidas tras haber realizado alguna sucesién finita de morfismos
de explosion combinatorios sobre un germen de variedad estandar (o bien, analitica
generalizada) alrededor de un punto esquina. En primer lugar, exhibimos cémo son
éstas en el caso estandar (ver teorema [3.1)), para luego hacer lo propio en el caso
analitico generalizado (ver teorema n resultado principal expuesto en este
capitulo es el siguiente.

TEOREMA (Caracterizacion de curvas compactas adaptadas a la frontera). Sea
m: M — My una sucesion finita de morfismos de explosion combinatorios sobre
My = (GR,,0), y sea |Z| C O|M| una curva compacta adaptada a la frontera
de la variedad M. Entonces existe una estandarizacion local en torno a la curva
|Z|, ¢: U — @(U), donde |Z| C U, y ésta es unica, mdédulo la estructura analitica
admisible sobre la curva compacta o(|Z]).

Con este resultado a la mano, obtenemos que cualquier curva compacta como
|Z] da lugar a un centro admisible Z := (|Z|,U, ¢) y, més atn, sabemos cuéles
son los morfismos de explosion centrados en Z que podemos efectuar, pues éstos
dependen de la estructura analitica real que admite la curva imagen ¢(|Z]).
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Capitulo Cerramos nuestro trabajo abordando finalmente el problema de
monomializaciéon combinatoria para gérmenes de funciones analiticas generalizadas
en dos y tres variables reales. La primera parte la dedicamos al caso bidimensional,
donde demostramos el siguiente resultado.

TEOREMA (Monomializacion combinatoria bidimensional). Sea My el germen
de una variedad analitica generalizada bidimensional alrededor de un punto esquina,
y sea f € Gur,,0 el germen de una funcion analitica generalizada en el origen. Existe
una sucesion finita de morfismos de explosion combinatorios, w: M — My, tal que
el transformado total de f, f o w, es localmente de tipo monomial en cada uno de
los puntos esquina de la variedad M.

La prueba que presentamos de tal resultado esta basada en el anélisis geomé-
trico de los poligonos de Newton asociados al transformado total del germen inicial
f. Estos los leemos mediante la representacion lineal de las determinaciones locales
de cualquier morfismo de explosion, alrededor de cada punto esquina de la variedad
M, y obtenemos asi una manera de elegir, paso a paso, los morfismos de explosion
adecuados para concluir lo establecido en el teorema anterior.

En la segunda parte, nos enfocamos en demostrar el teorema principal de este
trabajo; es decir, la version tridimensional de la monomializaciéon combinatoria. Si
bien la estrategia a seguir esta basada en la descripcion de los poliedros de New-
ton en juego y su descripcion a través de transformaciones lineales, esta vez hay
una componente adicional que debemos considerar. Debido a que los centros de
explosion ahora no sélo serdn puntos aislados, sino también curvas adaptadas a la
frontera del espacio ambiente en turno, debemos ocuparnos de un nuevo problema;
a saber, las restricciones analiticas inherentes a las curvas compactas adaptadas a
la frontera de las variedades obtenidas al realizar cualquier sucesion finita de mor-
fismos de explosion combinatorios. Gracias a los resultados expuestos en el capitulo
previo, sabemos cudles son tales restricciones explicitamente y, realizando modifica-
ciones sobre los espacios ambiente via morfismos de explosion de puntos, logramos
evitarlas para, finalmente, obtener la monomializacién combinatoria establecida en
el enunciado del teorema principal.

Primeros auxilios. Al final del texto hemos incluido los conceptos béasicos so-
bre espacios localmente anillados y carcajes finitos. Por una parte, hemos empleado
el lenguaje de espacios localmente anillados para hablar de variedades topologi-
cas dotadas de alguna estructura, y por otra, la representaciéon lineal de carcajes
sustenta lo hecho en el capitulo



Capitulo 1

Categoria de variedades analiticas generalizadas

1.1. Series de potencias generalizadas

Iniciamos nuestro trabajo introduciendo a las series de potencias generalizadas
con coeficientes reales, tanto formales como convergentes. A diferencia de las series
de potencias usuales (con exponentes enteros no negativos), las series de potencias
generalizadas permiten exponentes reales no negativos. Un ejemplo sencillo es el
siguiente: sea A € R.; un nimero real positivo y consideremos fy: R,; — R la
funcion dada por

z* sixz >0,
(L.1) M) = {0 siz=0.

o o o
‘a T ‘u H ‘\7

0<A<l1 A=1 A>1

FIGURA 1.1. Grafica de f(z) = 2*, A € R,,.

Notemos que fy es la suma de una serie de potencias generalizada bien definida a
lo largo de la semirecta R . En efecto, f\ es una funcién analitica real en R ;
es decir, f) admite un desarrollo en series de potencias con exponentes enteros no
negativos, convergente alrededor de cada punto zg € Ry, ya que:

@+ x0) = (@ + 20)> = exp(An (z + z0)) = Z cjat
€L,

para constantes c¢; € R. Empero, fy sélo es, en general, una funcién de clase C* en
el origen, con k € Z,.

Antes de mostrar mas ejemplos de funciones analiticas generalizadas (ver secc.
7 recordaremos las definiciones y resultados basicos sobre éstas, que fueron
introducidos por primera vez por Lou van den Dries y Patrick Speissegger en [11]
(ver seccs. 4, 5y 6).

DEFINICION 1.1 (Notacion multiindice). Sea m € Z., un namero entero no

negativo arbitrario y consideremos las variables X = (z1,x9,...,2,,). Usaremos
la notacion multiindice: X = " x5% - xpm, con a = (a1, az,...,am) € RY,
y X0 := 1. El producto entre monomios es por definicion X*X? = Xot68 i

a, 8 € RY).
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DEFINICION 1.2. Una serie de potencias generalizada formal en las variables
X = (z1,29,...,&m), mE L, con coeficientes reales es una funcion f: RY; — R,
denotada por

FX) = D" fuX®, fori=fla),

a€RY,
tal que su soporte,
Supp(f) == {a € RZ, © fo # 0},
esta contenido en el producto cartesiano de subconjuntos bien ordenados de R .

Denotaremos por R[[X*]] al conjunto de todas las series de potencias generali-
zadas formales. Definiendo las operaciones de suma y producto usuales para series
de potencias, se verifica que R[[X*]] es un R-élgebra, que es, ademés, un anillo
local y que su ideal maximal m C R[[X]] es el conjunto de elementos sin término
constante; es decir, m = {f € R[[X]] : fo = 0}.

Consideremos el orden de division definido entre elementos de R™: dadas «, 8 €
R™, escribimos a < /3 si a; < f;, para cada j € {1,2,...,m}. Esta relacion de
orden parcial lee la division entre monomios, pues o < 3 si, y s6lo si X divide
a X#, denotado por X |X”. Para cada s € R[[X*]], consideramos el subconjunto
finito de su soporte, Suppmin(s) C Supp(s), cuyos elementos son los minimales
con respecto al orden de divisiéon en R™, a dicho conjunto lo llamamos el soporte
minimo de s, y denotamos por £(s) := | Suppmin($)| a su tamario.

Asi, toda serie de potencias generalizada formal, s € R[[X*]], puede ser escrita
como una suma finita de monomios:

(1.2) s= Z U X, Uy € R[[X¥]]\ m, para cada o € SUpPmin($) .

aESUPPmin (8)

La expresion dada en es conocida como la representacion monomial de s.
Ademas, decimos que s es de tipo monomial si, y solo si x(s) = 1; es decir, su
soporte minimo es un singulete. Enfatizamos que el anillo de series de poten-
cias formales usuales, R[[X]], es un subanillo de R[[X*]], ya que, por definicién,
Supp(s) C ZZ, si s € R[[X]]. Otro subanillo de R[[X*]] en el que estamos interesa-
dos es el anillo de series de potencias formales miztas. Para definirlo, consideremos
(X,Y) = (z1,22, .-, Tm, Y1, Y2, - - -, Yn) una (m + n)-tupla de variables. Diremos
que s € R[[(X,Y)*]] es una serie de potencias formal mizta si Supp(s) C RT, X ZZ;
a las variables X las llamamos variables generalizadas, y a las variables Y, ana-
liticas. El anillo de series de potencias formales mixtas en las variables (X,Y) es
denotado por R[[X*,Y]].

1.1.1. Poliedro de Newton. Sea s € R[[X*, Y]] una serie de potencias
formal mixta. Vista s como un elemento del anillo R[[Y]][[X *]], podemos asociarle su
poliedro de Newton: éste es la frontera de la envolvente convexa de Suppmin (s)+RZ,,
denotado por A(s). El conjunto de vértices de A(s), vert A(s), es un subconjunto
(posiblemente propio) de Suppmin($), y por tanto, es finito. Denotamos por v(s) :=
| vert A(s)| al tamano del conjunto de vértices de A(s).

OBSERVACION 1.1. Dada s € R[[Y]][[X*]] una serie de potencias generaliza-
da formal, subrayamos que s es de tipo monomial (con respecto a las variables
generalizadas X) si, y solo si v(s) =1 = k(s).
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EJEmMPLO 1.1. Sea s € R[[Y]][[X*]] una serie de potencias generalizada arbi-
traria con coeficientes en R[[Y]], tal que depende de una sola variable generalizada
(m = 1). Consecuentemente, el soporte de s es un conjunto bien ordenado y, por
tanto,

Suppmin(s) = {aw}, donde @y = minSupp(s).
Asi, la representacién monomial de s, con respecto a la variable X, es
s=X"u(X), paraalguna unidad u € R[[X*]]\m,

y su poliedro de Newton, A(s), consta de un solo vértice.

EJEMPLO 1.2. Sea s € R[[X*]], con X = (z1,22), la serie de potencias
8
5= chXo‘f , donde ¢; € R\ {0},
j=1
y ap = (¢v 8)7 Qo = (37%)7 a3 = (477)a g = (27774)7 Q5 = (8»3)7 Qg = (7(—27\/?) y
a7 = (de+ 3,17), donde ¢ := 1+T\/g y e es la constante de Euler.

En (a) dela ﬁgura esta representada la posicion en el plano de los elementos
del soporte de la serie de potencias s.

o | \

B 0
s s
7 7
. f
s o i s
4 (074 4

.
3 a 3
2 2
1 1
IBEEREEREAREEEEE] T 133 55F T B LnLGn

(a) (b)
(€5}
Q2

0123358 7 8 5 1011121314

(c)
FIGURA 1.2. Poliedro de Newton.

Ahora, las tnicas relaciones de orden en Supp(s) son as < a3y ag < 7. En conse-
cuencia, Suppmin(s) = {a1, ag, oy, as, as} (ver (b) en la ﬁgura. Finalmente, el
poligono de Newton de s tiene por conjunto de vértices a vert A(s) = {aq, a2, ag},
como apreciamos en (¢) de la misma figura.

1.1.2. Series de potencias generalizadas convergentes. La nocién de
convergencia para series de potencias usuales se extiende de forma natural para
series de potencias generalizadas. En efecto, si denotamos por |- |: R™ — R, a la
norma euclidiana en R"™, y (r1,72,...,7,) € RZ; es un poliradio, entonces R[[X*]]
es un anillo normado a través de la funcién norma,

[l s RIX™]) — Ry U {oo}
s sl = lsal 7,
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donde s = ) 54 X* € R[[X*]]. Denotamos por R{X*} al subanillo de R[[X*]]
tal que sus elementos tienen norma finita; es decir, s € R{X*}, si, y solo si [|s]|,. <
co. La suma de cada serie de potencias en R {X*}  define una funcidn analitica
generalizada, que es continua en su dominio de definicion, [0, 71] X [0, 73] X - - - X [0, 7],
y analitica real en el interior de éste. Finalmente, denotamos por

R{X'}= (J R{X),

r€R,

al subanillo obtenido al considerar la uniéon de todos los subanillos R{X*},, con
r € Ry, y llamamos series de potencias generalizadas convergentes a sus elementos.

En el caso de series de potencias mixtas podemos definir el subanillo de se-
ries de potencias mixtas convergentes; esto es, si R[[X™*, Y]] es el anillo de series
de potencias mixtas en las variables X = (z1,22,...,Zm), ¥ = (Y1,¥2,- -, YUn)s
entonces R{X*, Y} := R[[X* Y] NR{(X,Y)*} v R{X*,Y}(T’S) = R[[X*, Y]] N
R{(X, Y)*}(T’S) para el poliradio (r,8) = (71,72,...,Tm,51,82,-.,8,) € R
Una vez més, la suma de cualquier elemento del anillo R {X*,Y} define una fun-
cién continua en su dominio de definicion, I, s := [0,71] X [0,72] X - -+ X [0,7p,] X
(—s1,81) X (—82,82) X -+ X (—Sp, Sn), y €s analitica real en el interior de I, ; (ver
seccs. by 6 de [11]).

1.1.3. Ejemplos de series de potencias generalizadas. Las series de
potencias generalizadas surgen en diversos contextos:

a) En ecuaciones diferenciales, uno de los ejemplos mas sencillos son las solu-
ciones al sistema de Euler 2’ = t~'Az. Dichas soluciones estan dadas por
x =t = exp(AInt), donde A € R es un nimero real.

También las series de potencias generalizadas aparecen en el llamado
mapeo de Dulac. Esta transformaciéon aparece de manera natural, entre
otros, en el proceso de reduccion de singularidades de una foliacién al co-
nectar distintas componentes del divisor excepcional.

FIGURA 1.3. Mapeo de Dulac.

b) En geometria algebraica un ejemplo emblemaético de las series de potencias
generalizadas lo constituyen las llamadas series de Puiseuz. Estas son una
subclase de las series de potencias generalizadas que resultan ser parametri-
zaciones de curvas analiticas planas irreducibles. Las series de Puiseux de-
penden del campo base en el que uno trabaje; por ejemplo, llevando a cabo
los computos pertinentes, obtenemos que la serie de potencias Ziio 222"
parametriza a la curva {(x,y) € Zo : y* + 2%y + x? = 0}, sobre el campo
finito Zs.
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¢) En ecuaciones funcionales: se puede verificar que la serie de potencias

F(z) = Z]o.io %mki es una solucion convergente de la ecuaciéon fun-
cional f(z) = z + sz f(y/z). Como se muestra en este caso, a pesar de la
condicion de buen orden impuesta en la definicion de series de potencias
generalizadas, esta clase contiene series muy distintas a las que encontra-
mos en el caso estandar, debido a que el soporte de una serie de potencias
generalizada admite, a priori, puntos de acumulaciéon. Més drasticamente,
al considerar la serie de potencias G(z) := 1= - F(z), obtenemos una serie
de potencias tal que su soporte contiene una cantidad infinita de puntos
limite.

d) Una serie de Dirichlet ordinaria: tomando en cuenta la funcion g(t) =
Zj21 a;jj~ ", el cambio de coordenadas dado por ¢ = —logz, da lugar a la
serie de potencias .-, a;jz'°8J € R[[z*]]. Su soporte, {logj : j > 1}, es
una sucesion creciente de nameros reales.

1.2. Variedades analiticas generalizadas

Para introducir a la categoria de wvariedades analiticas generalizadas, defini-
das por primera vez en [18], por Rafael Martin—Villaverde, Jean-Philippe Rolin
y Fernando Sanz—Sanchez, comenzamos esta seccion recordando a la categoria de
variedades analiticas reales con frontera y esquinas, pues como podemos apreciar,
éstas son los dominios naturales de las funciones analiticas generalizadas. Usaremos
el lenguaje de espacios localmente anillados para referirnos a variedades topologicas
dotadas de alguna estructura. Hemos incluido en los primeros auxilios (ver secc. ,
las definiciones bésicas sobre espacios localmente anillados, asi como la traduccion
de la definicion usual de variedad topologica (con alguna estructura) al lenguaje de
éstos.

DEFINICION 1.3. Una wvariedad (analitica real) estdndar de dimension m, con
m € Zs, es un espacio localmente anillado, A = (|A[,O4), en anillos de funciones
continuas, que es localmente isomorfo (como espacio anillado) al espacio localmente
anillado RY, = (|RY,|, O;n), donde Oy, es el haz de funciones analiticas reales en
el ortante RY,. Es decir, una variedad estdndar es una variedad topologica con

frontera y esquinas, dotada de una estructura analitica real.

DEFINICION 1.4. Una variedad (analitica real) generalizada de dimension m,
con m € Zs, es un espacio localmente anillado, M = (|M|,Gar), en anillos de
funciones continuas, que es localmente isomorfo al espacio localmente anillado
GRZ, = (|GRY,[,Gm), donde |GRY,| = RZy, y Gy es el haz de funciones ana-
liticas generalizadas en el ortante RT,.

Ahora, dada una variedad estandar A = (|A|,O4) y una estructura analitica
definida en ella, Uy = {(Us, Pa)}qcn, consideramos el subhaz G 4 del haz de fun-
ciones continuas en |A| cuyas secciones sobre cualquier subconjunto abierto de |A|,
U C |A|, estan dadas por:

(f:U—=>R)€eGa(U) si,ysolosi fl . o ‘p;1|%(UrﬁU(,) € Gry, {UnU,),

para todo @ € A, U NU, # 0. De esta manera, dotamos a |A| con una estructura
analitica generalizada, A¢ := (|]A4|,Ga), que llamaremos enriquecido de A, cf., [18].
Ademas, el morfismo de identidad en |A[, ida: |A| — |A[, induce un morfismo de
espacios localmente anillados, id4: A¢ — A.
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OBSERVACION 1.2. Las secciones del subhaz G4 no dependen de la estructura
analitica real elegida sobre el espacio topologico |A].

OBSERVACION 1.3. Dotar de una estructura analitica generalizada a varieda-
des estandar, a través de la nociéon de enriquecido introducida hace un instante, nos
permitira definir, cuando sea posible (ver proposicion , morfismos entre varie-
dades generalizadas que tienen sentido en el contexto analitico real; como lo son
los morfismos de explosiéon usuales, en los que centraremos nuestra atencién mas
adelante.

DEFINICION 1.5. Decimos que una variedad generalizada M = (|M|,Gar) es una
variedad estandarizable si es isomorfa al enriquecido de alguna variedad estandar. Es
decir, si existe A = (JA|, O4) una variedad estandar y un isomorfismo ¢¢: M — A€,
donde A° denota al enriquecido de A. Notamos que es inducido un morfismo de
espacios localmente anillados ¢: M — A, a través de la composicion ¢ := id 4 op®,
y @: |M| — |A] es un homeomorfismo.

(&

¥
M — A°

(1.3) k\ lidA

A
Al par (A, ) lo llamamos estandarizacion de M, que es unico salvo isomorfismo.

1.2.1. Estratificaciéon natural de variedades estandar y variedades
generalizadas. Antes de continuar, hacemos notar que cualquier variedad topo-
logica m—dimensional, con frontera y esquinas, X = (|X|,Ex), dotada de una es-
tructura analitica real, o bien analitica generalizada, £x € {Ox,Gx}, admite una
estmtiﬁcacio’vﬂ natural, inducida por su frontera. A saber, para cada punto p € |X|
consideremos una carta local centrada en él, digamos (U, Z), donde U, C |X| es
una vecindad abierta de p en |X|, y Z = (X,Y) es un sistema local de coorde-
nadas (analiticas reales, o bien analiticas generalizadas) centrado en el punto p,
tal que X = (21,22,...,21,), Y = (Y1,%2,---,¥m—1,), Y las variables X sefialan
justamente a las componentes de frontera alrededor del punto p. Definimos la can-
tidad de componentes de frontera de X en p, como el niimero entero no negativo

lp € Zs. Con esto en mente, para cada j € {0,1,...,m}, consideremos los con-
juntos | X|; := {p € |X]| : I, = j}, que parten al espacio topologico |X| en la unién
ajena:
m
x| =Xl
j=0
Para cada j € {0,1,...,m} consideremos la familia de componentes conexas del

conjunto | X|;, {|X|;x : k € J;}. Asi, el espacio topologico | X| queda estratificado,

m

xXi=U [ U Xl |

j=0 \keJ;

IRecomendamos al lector consultar el libro [I], donde encontraré la definicién formal de
variedad estratificada, asi como una serie de ejemplos ilustrativos (ver paginas 230-233).
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y a tal particion la llamamos la estratificacion natural de X, inducida por su fron-
tera, 0X, y, para cada j € {0,1,...,m} y cada k € J;, queda definida la variedad
(m—j)—dimensional X 5 := (|.X|;, 5X|\X|j,k)7 que llamamos (m — j)—estrato de la
variedad X . Ademas, la frontera de cada uno de ellos, 0X; ;, = X 1, \ Xj x, es union
de estratos de menor dimension. A los O—estratos de la variedad X los llamaremos
puntos esquina de X y por curva adaptada a la frontera de X nos referiremos a la
clausura topologica de cualquier 1-estrato de X, en concordancia con su naturaleza
geométrica en el espacio topologico soporte | X]|.

EJEMPLO 1.3. Sea R%, = (|R3,|,Ex) el ortante en el espacio euclidiano tri-
dimensional, definido por las triadas de ntimeros reales no negativos, dotado de
una estructura analitica real, o bien analitica generalizada, Ex € {O3,Gs}. La es-
tratificacion natural del ortante R, inducida por su frontera, la ilustramos en la

siguiente figura:

3
RZO 2—estratos 1—estratos O—estrato

FiGURA 1.4. Estratificacién natural de R%m inducida por su frontera.

1.2.2. Descripcion local de morfismos. Para lograr un mejor entendi-
miento, tanto analitico como geométrico, de las variedades generalizadas, debemos
exhibir explicitamente la descripcién de morfismos localmente; es decir, en coorde-
nadas locales. Una peculiaridad de dichos morfismos es que ellos son localmente
de tipo monomial alrededor de puntos en la frontera, esto es consecuencia de la
siguiente proposicion (ver proposicion 3.16 en [18]).

PROPOSICION 1.1. Sean m,n,m/,n’ € Zv,, k = m+n, k' = m' +n'. Sean
U,V wvecindades abiertas en torno al origen en RT; x R™ y Rg{) X R"l, respec-

tivamente. Sea h = (hy,ha,...;hi): U — V una transformacion continua, con
h(O) = 0. Denotemos por (va) = (xlvaa'"axmaylay%""y/n) ) (/Za W) -
(21,225« s Zm/, W1, W2, ..., W) coordenadas en RY, x R™ y RY) x R™, respec-

tivamente. Entonces:

1. La transformacion h induce un morfismo

(hh"): GRZ, xR"| — GRZy xR |

(donde Uy y Vi son vecindades abiertas del origen en RYyxR™ y ]Rg(; xR™,

respectivamente) si, y solo si cada componente h; es una funcion analitica
generalizada en el origen de R, x R"™ y, para cada j € {1,2,...,m'},

hi(X,Y) =X g;(X,Y),

para algin o € RY, y alguna Juncion analitica generalizada g;, tal que
g;j (0) > 0.
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2. Sik =k vy la transformacion h induce un morfismo de variedades genera-
lizadas, (h,h*): GRZ, x R"|U — GRZy x R™| | entonces (h,h*) es un
= - \%4

isomorfismo (mddulo la restriccion de U y V a vecindades mds pequenas)
s, y s6lo sim =m/, n =n', h es un homeomorfismo, la transformacion

Y — (hm+1(0, Y), hm+2(0, Y), P hk,(O, Y)) 5

induce un isomorfismo analitico real local de R™ en el origen y, para cada
je{L,2,...,m},

z5 = ]’Lj(X, Y) = xjgj)gj(X, Y),

con o € Ry, g; es una funcion analitica generalizada en el origen, tal
que g;(0) >0 y o € Sy, es una permutacion de {1,2,...,m}.

Ahora que conocemos cémo son localmente los morfismos entre variedades ge-
neralizadas, podemos decir cuando se levantan morfismos (analiticos reales) entre
variedades estandar, a morfismos entre variedades generalizadas. Concretamente, si
M, N son variedades estandarizables, (A, ) y (B, ) son estandarizaciones de M
y N, respectivamente, y f: A — B es un morfismo entre A y B, deseamos saber
cuéndo existe un morfismo f : M — N tal que el diagrama

M 4f> N
(1.4) (pl ‘ 5
A—— B
f
conmuta.

Esto es de nuestro interés ya que un método al que recurriremos para definir
morfismos entre variedades estandarizables, seré a través del levantamiento de mor-
fismos entre las copias estandar de éstas. La siguiente proposicion da respuesta a
lo planteado en estas lineas (ver proposicion 3.19 en [18]).

PROPOSICION 1.2. Sean M = (|M|,Gn) y N = (IN|,Gn) dos variedades es-
tandarizables, y sean (A, @) y (B,v) estandarizaciones de M y N, respectivamente.
Dado un morfismo (analitico real) f: A — B, existe un morfismo f: M — N, tal
que el diagrama

conmuta si, y solo si el morfismo f es localmente de tipo monomial, con respecto a
las coordenadas generalizadas. En tal caso decimos que el morfismo f se levanta a
M y que el morfismo f es su levantamiento.
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1.2.3. Morfismos de explosién. Una aplicacién de la proposicion [I.2)es la
definicién de morfismo de explosion en la categoria de variedades generalizadas, que
estd basada en la definicién usual de esta clase de morfismos en el caso estandar.
Requerimos ademas especificar qué entenderemos por un centro admisible en este
contexto. Para hacer esto formalmente, a continuacién recordamos qué es un centro
admisible en el caso estandar.

DEFINICION 1.6. Dada A = (]A4|,O4) una variedad estandar, decimos que un
subconjunto cerrado y conexo |W| de A, |[W| C | 4|, es un centro admisible estandar
si tiene cruzamientos normales con la frontera de A; es decir, para cada punto p en
|W|, existe un sistema local de coordenadas, (U, X,), tal que |IW|NU esta contenido
en el conjunto de ceros de algunas de las variables que conforman X, (esto es, las
componentes de frontera del punto p en |A]).

Motivados por la nocién de centro admisible estandar, damos ahora la siguiente
definicion.

DEFINICION 1.7. Sea M = (|M|,Gys) una variedad generalizada, |Z| C |M| un
subconjunto de [M| y U C M una vecindad abierta de |Z| en |M|. Decimos que la
triada Z = (|Z|,U, ¢) es un centro admisible si (A, ) es una estandarizacion de U
tal que ¢(|Z|) C |A] es un centro admisible estandar en A.

Finalizamos esta seccion estableciendo el concepto de morfismo de explosion
en la categoria de variedades generalizadas.

DEFINICION 1.8. Sea M = (|M|,Gps) una variedad generalizada, y sea Z =
(1Z],U, ¢) un centro admisible en M. Un morfismo de explosion de M centrado en
Z es el producto fibrado de los morfismos ¢: U — Ay 7r{,4V: A — A, donde 7r{,4V es
el morfismo de explosion usual de A centrado en |W| := ¢(]|Z]), en la categoria de

variedades estandar:
M
Tz

U~——-

(1.6) @

bz‘*iz

-
Aﬂ'A
w

OBSERVACION 1.4. Se puede verificar que el morfismo 71%4 es propio, suprayec-

tivo y que su restriccion a M\ Ey da lugar a un isomorfismo entre M\ Ez y M\ Z,
donde Eyz := (7}1)~1(Z) es llamado el divisor excepcional (ver secc. 4 en [18]).

EJEMPLO 1.4 (Morfismo de explosion con centro de codimension dos). Sea M =
(GRZ;,0) el germerﬂ en un punto esquina p € 9|M| de una variedad generalizada m

dimensional M, m > 2. Sean X = (21,22, ..., %y, ) un sistema local de coordenadas
centradoen py ¢,5 € {1,2,...,m}, i < j, dos indices distintos entre si que marcan
al (m — 2)-estrato |Z| := {z; = x; = 0}. Consideremos un namero real positivo

2Dada una variedad X = (] X|,Ex) dotada de una estructura analitica real, o bien analitica
generalizada, £x € {Ox,Gx }, usaremos el estilo tipografico negrita para referirnos a un germen
de ella (en torno a algan subconjunto suyo, U C |X|), X = (X, U), diferenciando asi éste del caso
de variedades, donde usamos el estilo cursiva, X.
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arbitrario A > 0, y definamos la estandarizacion ¢ := ¢q, i ;: M — A, con A =
(RZy,0), dada por

_ (% (%) (03 —
SD(xlvxZa"wxm) - (x117:c2 7"'7xmm) - (y17y23"'7y’m)7
donde o = (a1, g, ..., qn,) € RZ; es un vector tal que o = \. Por consiguiente,

J
queda definido el centro admisible Z = (|Z|,|M|,¢), y el morfismo de explosion
de M centrado en Z, queda determinado por un diagrama conmutativo como el

mostrado en ([1.6)).

Ahora, al efectuar el morfismo de explosion de la variedad estandar A centrado
en el estrato W := ¢(|Z|) = {y; = y; = 0}, digamos 7 := m{},: A — A, sabemos
que el espacio topologico soporte de la variedad A lo obtenemos al identificar dos
copias del ortante RY,

A =R URY, /o,
donde la relaciéon de equivalencia, ~, esta definida por:
(ghg?v"'7gia"'agj7"'7gm) ~ (yllayé7ay;a7y_;a7y;n) Siv y solo si

- 1 R - .
J

Tenemos asi la A\-equivalencia, ~, que da lugar a la estructura analitica generali-
zada que define a la variedad M, donde

" m m
M| =R URS, /o,

y
~ o~ ~ ~ ~ ro ’ / / . . .
(T1,Z2, ., Ty Tjy oo, Tm) ~ (ml,xz,...,xi,...,xj,...,a:m) si, y solo si
1
=, / !/ [~ S~ ! A ..
zj'zi%(l T = 1/)\7 T; =Ty " Tj, T = Tk, k€{172a"'7m}\{17]}'
T

Entonces, la transformacién ¢ se levanta a un morfismo ¢: M — A, y el morfismo
de explosion 7y := 7 : M — M queda determinado, en cada carta, por:

~>\~

- R
Wk(i‘)k = {xk’ S? 7_éja ke {1,2,...,777,}7
T3 %5, sik=]

p . )
x, sik#£i
ma(z), = /’ R o, ke{1,2,....m}.
x; (xj) , sik=1

EJEMPLO 1.5 (Morfismo de explosion de (GRZ ),0) centrado en el origen). Un
caso particular del ejemplo anterior es tomar M = (GR2,0). Sea X = (z1,x2)
un sistema local de coordenadas en el origen, A € R, un ntmero real positivo, y

consideremos la estandarizacion de M, p,: M — ]RQZO, dada por

20, Lo

Soa(xl’x2) = (x(lh’x(;z)’ (041,012) € R>O7 072 =
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Asi, {0}4 := ({0}, |M],pq) es un centro admisible y el morfismo 7y: M — M esta
determinado por el siguiente diagrama conmutativo:

M
(1.7) %l l 5
A

FIGURA 1.5. Morfismo de explosion de GRZ,, centrado en {0},

donde 7: A — A es el morfismo de explosién de A := R2>0 centrado en el origen.

Haciendo los célculos explicitos en cada carta local, tenemos que

1

7
A p).

EJEMPLO 1.6 (Morfismo de explosion de (GR2 ), 0) centrado en un eje coorde-
nado). Otro caso particular del ejemplo es cuando M = (GR3,0) es el germen
de una variedad generalizada tridimensional alrededor de un punto esquina. Sea
X = (x1,%2,x3) un sistema local de coordenadas centradas en el origen, A € R
un namero real positivo, y consideremos la estandarizacion de M, ¢, : M — R?;O,
dada por

mA(T1, 82) = (21,30 T2) ¥y ma(z), ) = (2] (x3)

aq
Spa($17x2ax3) = (33'?1’1'32a$§3)a (O[l,OéQ,CY3) ER?;CM E =\
3
Y denotemos por | X |2 := {x; = 0}N{x3 = 0} al eje coordenado en la direccion de la
variable generalizada z2. Entonces, Xs o 1= (| X|2,| M|, ¢o) €s un centro admisible
y el morfismo 7y : M — M esta determinado, en cada carta local, por:

. oy 1
7T)\(1'1,1‘2,I3) = (.731,332,213% .Tg) y 71')\(.77/1,33,2,{13&) = (xll (.I‘g) /A ,33/2,56'%) :

Geométricamente lo visualizamos como:

EJEMPLO 1.7 (Morfismo de explosion de (GR%O, 0) centrado en el origen). Sean
M = (GR%O, 0) el germen de una variedad generalizada tridimensional alrededor
de un punto esquina, X = (1, z2, x3) un sistema local de coordenadas en el origen,
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I3 T T3

T2
’ %
I ~
|X|2 531/ T2

FiGURA 1.6. Morfismo de explosion de GR%O centrado en X 4.

vy A, 1 € Ry dos nimeros reales positivos arbitrarios. Consideremos la estandari-
zacion de M, po: M — R?;O, dada por

aq aq
(pa(mthawS):(x?langawg3)7 <a15a2aa3>€R3>0a ;2:)‘7 EBZM

Y denotemos por {0}, = ({0}, [M], ) al centro admisible definido por la es-
tandarizacién ¢,. Entonces, el morfismo my ,: M — M estd determinado por el
siguiente diagrama conmutativo:
M M
@al l Pa
A A

donde 7: A — A es el morfismo de explosion de A := R?éo centrado en el origen. La

T,

—

-
™

variedad estandar A esta descrita por una estructura analitica que consta de tres
cartas locales,

Uy ={(V1, Y1), (V2,Y2), (V5,Y3)},
donde,

YooY Vi = Vo, YooYy '(yi1,y12,v13) = (Ya1,Y11Y12, Y12 Y13)
YaoYy ' Vo= Vs, YzoY, '(ya1,Y22,923) = (Y21Ya3,YassY22Y23)
YaoY Vi = Vs, YaoY M (yi1,y12,v13) = (Y5, ¥12Y15,Y11Y13) -

Y, el morfismo 7: A — A, en cada carta local esta dado por

771(1111,y12,yls) = (yu,yuyu,yuyw),
772(y217y22,y23) = (y21y22,y227y23y22),
7r3(y31,y32,y33) = (y31 Y33,Y32 y337y33)~

Por consiguiente, la estructura analitica generalizada que define a la variedad ge-
neralizada M es

uM = {(U17X1)7 (U27X2)’ (USaXS)} ’
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donde,
= ST _u
Xoo Xy =t12: Uy = Us, tna(x11,212,213) = (215,27 1%12, %15 T13) ,
1 _1 _2A n
X30X, =13 Uy = Us, thos(xi1,212,213) = (T11214, 214, T{9213) ,
1 A
-1 __. . _ T Tu M
XzoX; " =tt3: Uy = Us, tis(xi1,212,213) = (214,122, 4,27 1213) .
Y, el morfismo 7y, : M — M, en cada carta local esta dado por

1 _ A u
W,\,M($11,$12,$13) = (T11,771 T12, 271 ¥13),

2

1 K
— x X
7T>\,p($21,$22,$23) = (221 %39, T22,To9 T23)

1 A
. 1 A
T\ u(T31,T32,733) = (231753, 732753, 733) .

Una representacion geométrica de esta situacion la damos en la siguiente figura:

23

z3

X1

FIGURA 1.7. Morfismo de explosion de GRZ, centrado en {0},

En lo que sigue, centraremos nuestra atencion en una clase particular de mor-
fismos de explosion; a saber, los morfismos de explosion combinatorios:

DEFINICION 1.9. Sean M una variedad analitica generalizada y Z = (|Z], U, ¢)
un centro admisible en M. Un morfismo de explosion 73! : M — M es combinatorio
si |Z] es la clausura de un estrato de la estratificacion natural de M, inducida por
su frontera, 0|M|.

En el capitulo[2] analizaremos més ejemplos de morfismos de explosion combina-
torios. Més aiin, describiremos en términos matriciales como son todas las posibles
sucesiones finitas de morfismos de explosién combinatorios, 7: My — M, donde
M = (GR2,0) es el germen de una variedad generalizada tridimensional alrededor
de un punto esquina, y m = 7y o --- 7y o m; denota a la sucesién de morfismos de
explosion combinatorios:

M =My <& My & .8 My,
con N € Z, indicando ademas cuéles son los morfismos realizables, 7;, que de-

finen a la composicién 7, pues recordemos que cada morfismo 7; depende de una
estandarizacion que define a su centro de explosién. Todo esto sera cubierto en los

capitulos 2] y 3}






Capitulo 2

Sucesiones finitas de morfismos de explosion
combinatorios

Introducimos ahora una herramienta fundamental que emplearemos para con-
testar preguntas en las categorias de variedades estandar y generalizadas. A saber,
cada vez que realizamos alguna sucesion finita de morfismos de explosién com-
binatorios, emerge naturalmente una representacion lineal de carcajesﬂ asociada
intrinsecamente a ella. Dicha representaciéon codifica las propiedades que nos son
de interés, brindandonos ademés un marco claro (el lenguaje del algebra lineal)
donde podemos articular los resultados claves para dar una solucién positiva a la
existencia de la monomializacién combinatoria tridimensional; fin tltimo de nuestro
trabajo.

El siguiente ejemplo, a pesar de su sencillez, nos sugiere hacer la traduccion al
algebra lineal mencionada antes; e.g., si deseamos conocer la estructura (analitica
real o analitica generalizada) definida sobre los espacios topologicos que ocurren en
una sucesion finita de morfismos de explosién combinatorios (ver Capitulo, basta
con que describamos la representacion lineal del carcaj que subyace tras ella; siendo
esta ultima, en general, mas diafana que la sucesion de partida.

EJEMPLO 2.1. Recordemosﬂ la definiciéon del morfismo de explosion de (R?,0)
centrado en el origen, 7: M — (R?,0). La variedad M estd determinada por la
estructura analitica real:

U = {(U, (z,u)), (V. (v,9))},
donde U,V C R? son vecindades abiertas del origen, y la transformaciéon de pegado
entre ellas es:
g: U — Vv

(2.1) (z,u) — (u™t, zu)
donde U* := U\ {u=0} y V*:=V \ {v=0}. Y el morfismo 7 esta determinado
localmente, en cada carta, por

7l U — (R%)0) 72V — (R%,0)
(2.2) (z,u) — (z,2u), (v, 9) — (vy,y).

IEn los primeros auxilios (ver secc. damos una breve introducciéon a la teoria bésica de
representaciones lineales de carcajes.
2¢f., capitulo 3 en [10] y capitulo 1 en [15]

15
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Lo anterior queda codificado en el siguiente diagrama conmutativo:
by
72 Ve—">V*
2
(2.3) (R2,0) g
b U «——U*
by

siendo ty,: U* — U y t,: V* — V las inclusiones canénicas de U* en U y de V*

en V, respectivamente. Denotando por II' := 7! o ¢, y II? := 72 0 1,,, obtenemos el
diagrama conmutativo:
2
(2.4) (R2,0) g
\
II U*

Que geométricamente representamos como:

Y _
y =
1% >
S

FIGURA 2.1. Morfismo de explosion de (R?,0) centrado en el origen.

En resumen, el diagrama codifica la construcciéon del morfismo 7, una vez que
conocemos las expresiones explicitas de cada uno de los morfismos que lo conforman,
y que hemos dado en y (2.2)). Una forma equivalente de describir lo anterior
es usando el lenguaje del dlgebra lineal; a saber, sean

(2.5) L(g) = (_01 D , L) = ((1) 1) y L(II?) = G (1)> ,

las matrices determinadas por cémo actiia cada uno de los morfismos g, II' y II2 en
las variables que definen a los dominios de definicién de cada uno de ellos. Concre-
tamente, las columnas de cada matriz estan dadas en términos de los exponentes
que ocurren en cada monomio, coordenada a coordenada. Observemos que

vo-om = (4 1)-(1 1) = (6 1) - zan.

En consecuencia, queda determinado el diagrama conmutativo:

(2:6) R? L(g)

2
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que nos brinda una segunda forma para describir explicitamente el morfismo 7 (en
las coordenadas locales (z,u) y (v,y)), y la estructura analitica real de M, sin nece-
sidad de emplear explicitamente los sistemas locales de coordenadas involucrados.

Enseguida formalizamos el paso del diagrama (2.4)) al diagrama ([2.6)). Mostra-
remos que la asignacion dada en (2.5)) es funtorial, obteniendo asi la representacion
lineal mencionada al inicio del presente capitulo.

2.1. Representacion lineal de sucesiones finitas de morfismos de
explosiéon combinatorios
Consideremos una sucesion finita de morfismos de explosion combinatorios,
1 T2 TN
(2.7) My +— My <= ... +— My,

donde N € Z es un nimero entero positivo y My := (GRZ,,0) es el germen de
una variedad generalizada (m dimensional) en torno a un punto esquina. Queremos
comprender la estructura analitica generalizada de cada uno de los espacios topo-

logicos, | M|, I € {1,2,..., N}, que aparece en tal sucesion, asi como exhibir las
férmulas explicitas de los morfismos involucrados.
En primera instancia, para cadal € {1,2,..., N}, por la definiciéon del morfismo

71, sabemos que la variedad M, queda completamente determinada (como variedad
generalizada) por la estructura analitica generalizada:

uMl == {(Ul,h Xl’l)a (Ul,27 Xl’Q)a ey (Ul,mlvxl’ml)} )

con my € Z>q, para todo ! € {1,2,...,N}.

Ademas, para cada [ € {1,2,..., N}, el morfismo m;: M; — M;_; esta de-
terminado por las expresiones locales 7rlj : Uy; — M1, cada una de ellas de tipo
monomial, donde j € {1,2,...,m;}. Consecuentemente, al mirar con detalle la
sucesion de morfismos dada en , vemos la estructura de un carcaj finito:

i
Ul,ml e UN,mN
A
N
‘P:nl—l,ml Pmn—1,mpy
1
< s <
A
2.8
(2.8) My ) 33 #2,3
Y”\
2 2
T2 ™~
Ui - Un,2
A
1
$1,2 #1,2
Ui s Un
ﬂ; L

donde los morfismos <p§7j: U,; — U, ; son las transformaciones de transiciéon deter-
minadas por la estructura analitica generalizada Uyy,, para cada | € {1,2,..., N},
y cualesquiera indices i,j € {1,2,...,m;}.
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Para determinar el funtor L: C — C que lleva a una situacion lineal, preci-
saremos cuéles son las categorfas C y C que intervienen en su definicion. Puesto que
estamos hablando de una representacion lineal de carcajes finitos, necesariamente
C esla categoria de espacios vectoriales reales de dimension finita, C = Vectg. En
consecuencia, nos queda por determinar cuél es la categoria C, y como actta L a
nivel de objetos y de morfismos.

2.1.1. La categoria ANg. Motivados por el analisis hecho en el ejemplo [2:1]
consideraremos ahora subconjuntos abiertos de ortantes RY, dotados de una es-
tructura analitica generalizada local, digamos (RZ, X), X = (z1,22,...,%m), y los
morfismos de tipo monomial definidos entre ellos, ampliando asi nuestro estudio a
una situaciéon mas general. Formalicemos esto:

DEFINICION 2.1. Sea AR la categoria cuya coleccion de objetos es

Obj(NR) : U {U c (RZ), X) : Ues abierto en RZ} ,
n€Z.,

y cuyos morfismos son las aplicaciones de tipo monomial entre ellas. A saber, dados
abiertos U C RY, y V C RL, f = (f1, fa, .-, fn) € Morpg (U, V) si, y solo si cada
componente f;: U C RYy — R es de tipo monomial; es decir,

£i(X) =X = a:?l xgz cozmt paraalgin o = (af,ad,...,al) € R™.

2.1.2. Definicién del funtor L. Sea U C (RZ;, X) € Obj(Nr) un objeto
de Mg, X = (z1,22,...,2Zm), m € L, y consideremos la regla de correspondencia

U+— L{U) :=R™.

Esto es, L asocia a cada abierto U C (RY,, X) el anico (salvo isomorfismo) espacio
vectorial real euclidiano de dimensién m.

Sean U,V € Obj(Ngr) dos abiertos tales que U C (RZ,, X))y V C (R%,,Y), y
sea f = (f1, f2,..., fn) € Moras, (U, V) un morfismo entre ellos. Entonces, por su
definicién sabemos que, para cada j € {1,2,...,n},

fi(X

) =
Consideremos la matriz L(f) € Mat,,xn(R), cuyas columnas son los vectores co-
lumna (/)T € R”, j € {1,2,...,n}, L(f) := ((a)T,(a®)T,..., (@™)T). De esta
manera, definimos

= X%, para algin o’ € R™.

TEOREMA 2.1. L: Ng — Vectg es un funtor contravariante y fiel.

DEMOSTRACION. Dado cualquier objeto U C (RZ,, X) € Obj N, tal que X =
(x1,22,...,%m), M € Zs,, es inmediato que L(idy) = idgm.

Ahora, dados cualesquiera tres objetos U, V,W € Obj(Ng), U C (R, X),
V C (RZ,Y)y W C (R%,,Z), donde X = (z1,29,...,21), Y = (Y1,Y2,- -+, Ym)
vy Z = (21,22, ceesZn), respectivamente, con [,m,n € Z~, y dados cualesquiera
morfismos f € Mor, (U, V) y g € Mors, (V, W), determinados por (f1, fa, ..., fm)
y (91,92, ---,9n), donde para cada j € {1,2,...,m},

(X)) = X« ., para alguna o € R!,
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y para cada j € {1,2,...,n},
g;(Y) = y# ., paraalguna (7 € R™.

Debemos demostrar que
L(go f) = L(f) - L(g).-

En efecto, sean i € {1,2,...,1}, j € {1,2,...,n} cualesquiera indices. Entonces, la
entrada ¢ j de la matriz L(f) - L(g) es

Bl
J m
(L) L@, = (el | 2 | =3 ok
k=1

J
m

Es decir, para todo par (,5) € {1,2,...,1} x {1,2,...,n}:
(2.9) (L(9) - L(N)i; = Dol B
k=1

La entrada L(gof); ; la calculamos como sigue: obtenemos primero la j-ésima colum-
na de L(go f), digamos L(go f);, y concluimos asi que L(go f)i; = (L(go f)T, e:),
donde e; € R! es el i-ésimo vector canénico en R!. Asi,

(g0 £)i(X) == g;(f(X)) = g(X", X", ... X)) = Xl +s0% 440
Consecuentemente,
m T
Ligo f); = (Z ﬁia‘“) :
k=1

Por tanto,
L(go fij = (L(ge )] ei) = <Zﬂiak7ei> = Blaf.
k=1 k=1
Es decir, para todo par (i,5) € {1,2,...,1} x {1,2,...,n}:
(2.10) L(go f)ij=)_Blaf.
k=1

De lo obtenido en las ecuaciones y (2.10), concluimos que L: Vg — Vectg es
un funtor contravariante.

Finalmente, dados cualesquiera dos objetos U,V € Obj(Nr), U C (RZ,, X) v
V C (RZ,,Y), y dados cualesquiera morfismos f, g € Mory, (U, V) si L(f) = L(g),
por la definicién del funtor L, se sigue que f = g. Es decir, L es un funtor fiel. [

OBSERVACION 2.1. Cada posible pregunta acerca de un diagrama conmutativo
D en la categoria Ng, da lugar a una pregunta sobre la imagen directa del diagrama
D, digamos L(D), en la categoria Vectg, y viceversa.
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2.2. Ejemplos

Comencemos por describir la representacion lineal de morfismos de explosion
combinatorios estandar en dimension tres (el caso bidimensional estandar, sin fron-
tera, se corresponde al ejemplo. El objeto inicial seré el germen de una variedad
estandar tridimensional en torno a un punto esquina, Ag = (R%,0). Fijemos un
sistema local de coordenadas centradas en el origen, X = (%17.’172,3)3). Hay tres
posibles centros admisibles de explosion que analizamos por separado.

EJEMPLO 2.2 (Morfismo de explosion centrado en un punto esquina). En pri-
mera instancia, consideremos el morfismo de explosion de Ay centrado en el origen
(punto esquina) {0} = ﬂ?zl{wj =0}, m: A = Ap. Sabemosﬂ que la estructura
analitica real que define a A es

Z’IA = {(U17X1)a (U27X2>7 <U3aX3)}7 X] = (.’Ejl,l';,iﬂé), .] S {1a2a3}7

Us

F1GURA 2.2. Morfismo de explosion de (R%O, 0) centrado en el origen.

El morfismo 7 lo podemos leer a través del siguiente diagrama conmutativo:

(2.11) Ap < U, ©1,3

U

donde las aplicaciones g; ;: U; — U, son las transformaciones de transicion entre las
cartas correspondientes. Luego, el conocer explicitamente cada uno de los morfismos
que determinan al diagrama nos permite recobrar la variedad analitica A.
Haremos esto usando la representacion lineal de , valiéndonos solamente de

3Recomendamos al lector consultar [5], donde encontrara la definicion general de morfismo
de explosiéon en el caso analitico real.
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las expresiones locales del morfismo 7, que estdn dadas por:

T (1,3, 33) = (21,01 23, 21 73)

w2 (21,23, 43) = (2] 23, 23, 23 23) ,
I (legvxgvxg) = (l‘% xg,xg l‘g,l‘g)

Asi, a la expresion local 7! le asignamos su imagen bajo el funtor L, 7' — A; :=
L(7') € SGL(3,Z), dada por

11 1
Ay =L(rH) =0 1 0
00 1

Precediendo analogamente, si denotamos por A; := L(n7), para cada j € {1,2,3},
entonces

1 0
0 1
0 0 1 1 1

Sea ¢; j: U; — Uj; la transformacion de transicion entre las cartas U; y Uj, para
cada par {i,j} C {1,2,3}. Del diagrama (2.11)), obtenemos en particular:

U;

11 1 0
(2.12) Ai=(0 1 0],A4,= 0
00 1 1

(2.13) Ao ¢i; » Dparacada par {i,7} € {1,2,3}.

En consecuencia, gracias al funtor L, para el par {1,2} obtenemos el diagrama
conmutativo:

R?)

L(ﬂ'%

(2.14) RS L1.2)

L(w\
R3
Es decir,
A1 = L(ﬂ'l) = L((plvz)L(ﬂQ) =: L((P172)A2 .
Equivalentemente, usando la féormula explicita de las matrices A; y Ao dadas en

(2.12)), concluimos que

1 1 1 1 0 O 0 1 0
L(p1a) =A1 A7 =(0 1 0 -1 1 —-1|=|-11 -1},
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
resumiendo,
0 1 0
Lig12)=|-1 1 -1
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De forma anéaloga, para los pares restantes, {2,3} y {1, 3}, obtenemos que

1 0 0 0 0 1
Lipa3z)=10 0 1] yLigz)=|0 1 0],
-1 -1 1 -1 -1 1

respectivamente. Usaremos la siguiente nomenclatura,
1,2 2,3 . _ 1,3
GrZi=L(p12), GUZi:=Llp2s) v GyZi:=L(p13),

donde los subindices que etiquetan a cada matriz Gz)j () Dos indican c6mo son las
correspondientes transformaciones de transicién ¢; ;. Mas atn, dichos nimeros se
pueden interpretar como la manera en que estdn encajados en la variedad A los
semicirculos que aparecen sobre la frontera del divisor excepcional E := 7~1({0})
(es decir, las curvas compactas adaptadas a la frontera de la variedad A), en analogia
con el hecho conocido para variedades estandar sin frontera. Concretamente, si
consideramos la matriz G}:Q_h entonces el primer subindice, que en este caso es
uno, refleja como esta encajado el semicirculo E3 := {a1 = 2} = 0}u {23 = 23 = 0}
en el plano horizontal {z} = 0} U {2 = 0}, mientras que el nimero menos uno
refleja la estructura proyectiva del encaje del mismo semicirculo E3, esta vez visto
sobre el divisor excepcional 7~1({0}).

E3

FiGURA 2.3. Curva compacta Fs3, cuya estructura analitica esté
. .12
codificada por la matriz G;'Z;.

T 2,3 1,3
Un andlisis similar en los casos restantes, G7~; y G7’” ;, sustentan tales nomenclatu-
: :

ras, y hacemos hincapié en el significado analitico de los subindices que acompanan
a cada matriz.

EJeEmPLO 2.3 (Morfismo de explosion centrado en algtn eje coordenado). Sean
X1 ={ax2=0}Nn{a3 =0}, Xog:={a1 =0} N{a3 =0} y Xz :={z; =0} N {z2 =
0} los tres ejes coordenados alrededor del origen en (R%,,0) = Ag; esto es, las
tres curvas adaptadas a la frontera de la variedad de partida Ay, una vez elegidas
las coordenadas centradas en el origen, X = (z1, 22, 3). La descripcion concreta
de cada uno de los morfismos de explosion de (R3,0), con centro en algin eje
coordenado, la obtendremos de forma similar a como hemos procedido en el ejemplo
anterior. Desarrollamos a detalle la construccién de éste cuando el centro es el eje
X1, ya que los casos restantes son analogos.
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= Morfismo de explosion centrado en X;. Sea wm: A — Ay el morfismo de
explosion de Ag := (R%,0) con centro en X;. Sabemos que la variedad
estandar A estd determinada por la estructura analitica real:

Un = {(Ulv ("E%v I%v Ié)), (U27 (Ii x%a :L'g))} )
y el morfismo 7 en cada carta local se escribe como

11 1 1y o1 1 11
m (5’31»552’973) = (21, 23,73 23) ,
20,2 2 2\ _ (2 2.2 2
™ (xlv Lo, IB) - (‘Tlv To T3, .’,E3) .
Como ya vimos en el ejemplo anterior, tanto la estructura analitica real de
la variedad A, como la descripcion del morfismo 7, la podemos reunir en el
diagrama conmutativo:

Uz

7

(2.15) A P12
N

donde 1 2: Uy — U es la transformacion de transicién entre las cartas
Uy y Us,. Luego, a cada expresion local del morfismo 7 le asignamos la
matriz correspondiente: 77 — Bj := L(n7) € SGL(3,Z), j € {1,2}, donde
el superindice que etiqueta a cada matriz le- nos recuerda que el centro de
explosion es el eje coordenado X7, y tenemos que

U

100 1 00
Bf=(0 1 1], Bi=[0 1 0],
00 1 01 1

Luego, aplicando el funtor L al diagrama (2.15)), obtenemos:

R3

L(ﬂ'%

(2.16) R3 L(y1,2)
<\
R3
es decir,
Bi == L(r") = L(¥1,2) L(?) =: L(¢1,2)B; .

Por tanto, podemos obtener la matriz G}3 := L(t1,2) en términos de las
matrices Bi y Bi:

1 0 0 1 0 O 1 0 O
Gi% = L(’IZJLQ) = B% (321)71 = 0 1 ]_ . 0 1 0 — 0 0 1 ’
0 0 1 0 -1 1 0 1 1
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resumiendo,
1 0 0
(2.17) Gig=10 0 1
0 -1 1
Us
2
_: m@
€T3
XT T2 U]. MO
(R?éo’o):MO V\1/

™

F1GURA 2.4. Morfismo de explosiéon centrado en Xj.

OBSERVACION 2.2. Enfatizamos una vez més que los superindices i j en las
matrices G}{,, nos recuerdan que las respectivas transformaciones de transicién
estan definidas entre las cartas U; y U;, mientras que los subindices indican cémo
estan encajados (analiticamente) los semicirculos sobre la frontera de A, pues se
corresponden con la estructura analitica real en vecindades de éstos. En el caso que
acabamos de analizar, dichos ntimeros son cero y uno, L(t2) = Gi%, que pueden
ser interpretados geométricamente como sigue: el nimero uno refleja el hecho de
haber explotado el origen en el plano coordenado {z3 = 0} U {z3 = 0} (cf., caso
bidimensional, ejemplo , mientras que el nimero cero refleja la estructura de
producto fibrado trivial en la direccion del eje coordenado X;.

= Morfismo de explosion centrado en Xo. Procediendo de forma anéloga al
caso anterior, a cada una de las expresiones locales del morfismo de explo-
sion de Ag centrado en X5, m: A — Ay, le asignamos la correspondiente
matriz: ©/ — B? := L(n/) € SGL(3,Z), j € {1,2}, donde

1 01 1 00
Bi=10 1 0] y B2=[0 10
00 1 1 01

Entonces, si queremos conocer la formula explicita de la transformacion de
transicion, digamos 1, es suficiente determinar la matriz correspondiente:

0 0 1
Lp)=(0 1 0
-1 0 1

= Morfismo de explosion centrado en X3. Como antes, a cada expresion local
del morfismo 7 (explosion de Ag centrada en X3), le asignamos la matriz
correspondiente 7/ — B3 := L(n/) € SGL(3,Z), j € {1,2},

110 100
Bi=[0 1 0| yBS=[1 1 0
00 1 0 0 1
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Por lo tanto, la trasformacion de transicién, digamos 1, esta codificada a
través de la mariz L(v¢). En este caso tenemos que:

0 10
Lp)={-1 1 0
0 0 1

OBSERVACION 2.3. Sea m: My — My una sucesion finita de morfismos de
explosion combinatorios, como la dada en (2.7)); a saber,

Mo <~ My <= ... < My, donde N€Z,,

tal que la variedad de partida es, o bien el germen de una variedad tridimensional
estandar, Ay = (R%,0), o bien el germen de una variedad tridimensional generali-
zada, My = (GR2 ), 0). Hacemos notar que, los ejemplos de morfismos de explosion
expuestos hasta el momento agotan todas las opciones para sucesiones de longitud
uno, N = 1.

Maés atn, vislumbramos que en cada una de las variedades (estandar o gene-
ralizadas, segln sea el caso) M;, con j € {1,2,..., N}, surgen potenciales centros
admisibles de explosién que no vemos en una primera instancia, pero que si de-
bemos tomar en cuenta; a saber, las curvas compactas adaptadas a la frontera de
las variedades M. Precisando, tales curvas compactas aparecen en la preimagen de
cualquier centro admisible seleccionado para llevar a cabo cada uno de los morfismos
i My — M;_q, j € {1,2,...,N}. Adicionalmente, para cada j € {1,2,...,N},
por la definicion del morfismo 7j: M; — M;_4, si |Z| C O|M|; es una de tales
curvas compactas, se verifica que ésta puede ser cubierta por sélo dos cartas del
atlas que define la estructura analitica (real o generalizada, segin sea el caso) de la
variedad Mj; a saber, una carta por cada punto esquina extremo de la curva |Z|.






Capitulo 3

Estudio de centros admisibles unidimensionales
compactos

Hasta ahora hemos descrito todos los posibles morfismos de explosién com-
binatorios (estandar y generalizados) que se presentan en la situacion inicial; es
decir, aquellos morfismos de explosion que podemos definir sobre el germen de una
variedad (estandar Ag = (R, 0), o bien generalizada My = (GR%,0)) tridimen-
sional en torno a un punto esquina, centrados en la clausura de algtin estrato de su
frontera. Empero, como adelantamos en la observacion [2.3] si deseamos continuar
modificando los espacios obtenidos efectuando subsecuentes morfismos de explosion
combinatorios, aparecen potenciales centros admisibles. A saber, si 7: M — M es
una sucesion finita de morfismos de explosién combinatorios y |Z| C 9|M| es una
curva compacta adaptada a la frontera de la variedad M, queremos saber cuales
son los morfismos de explosion que podemos definir tales que la curva |Z| sea el
soporte topologico de un centro admisible, acorde con la definicion [I.7]

7| C 8| M|

_—

FiGura 3.1. Curva compacta adaptada a la frontera de M.

Recordemos que debemos garantizar que existen una variedad estdndar, V, una
vecindad abierta de |Z| en M, U C M, y una estandarizacion ¢: U — V, tal que
©(|Z|) =: [W] C V es un centro admisible estandar en V. Exhibir qué estanda-
rizaciones son realizables en torno a una curva compacta |Z| con las condiciones
anteriores es el objetivo principal de este capitulo (ver teorema. A continuacion,
esbozamos la estrategia para llevar a cabo este proposito.

Por la construccion de la variedad generalizada M, dada la estructura analitica
generalizada que la define, digamos Uy, podemos cubrir la curva |Z| C 9|M| con
dos cartas locales contenidas en Ujs (una por cada punto esquina extremo de |Z]),

Uz = uM||z|:{(U1ZaX)>(UQZvX)}, |Z|CU12UUQZ:: UZa
donde
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es la transformacion de transicion a lo largo de la curva compacta |Z|. En conse-
cuencia, basta con que mostremos que existen una variedad estandar, V"W, y una
estandarizacion de UZ, p: UZ — VW tales que ¢(|Z]) =: |[W| C VW es un centro
admisible estandar. Esto ultimo es posible solo si logramos definir estandarizaciones
locales:

;i UjZ — cpj(UjZ) =: VjW, para cada j € {1,2},

tales que V'V U V)V =: VW admita una estructura analitica real,
Vw = {(Vlwvy)v (VZWv?)} )
donde
gw: VY =V, gw =Yooy !,

es la transformacion de transicion a lo largo de la curva compacta |W|, de forma
tal que:

h
Uf —2 Uf
(3.1) Y1 P2
\4 w
v —— v

sea un diagrama conmutativo. Geométricamente lo podemos visualizar como:

hz

B

P1 2]

~_ =

agw

FIGURA 3.2. Estandarizacion en torno a la curva compacta |Z|,
adaptada a la frontera de M.

Hecho esto, obtendremos que, en efecto, la curva |Z| es el soporte topolégico de
un centro admisible Z := (|Z|,U%, ¢) y, conociendo las formulas explicitas de cada
morfismo que interviene en el diagrama , sabremos qué morfismos de explosion
de M centrados en Z son realizables.

En primera instancia nos ocuparemos del caso estandar: describiremos coémo son
las transformaciones de transicion, gy, a lo largo de curvas compactas adaptadas
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a la frontera de espacios obtenidos a partir de sucesiones finitas de morfismos de
explosiéon combinatorios estandar. Continuaremos por hacer lo propio en el caso
generalizado, para finalmente hallar qué estandarizaciones locales ¢; se extienden a
una estandarizacion global en torno a |Z|, y obtener asi la clase de centros admisibles
con soporte topologico |Z]|.

3.1. Vecindades analiticas reales de centros admisibles estandar
unidimensionales compactos

Sea Ay = (R%,0) el germen de una variedad analitica estdndar tridimensional
en torno a un punto esquina. Consideremos una sucesién finita, de morfismos de
explosion combinatorios sobre A, m: A — Ag, y sea |W| C 0| A| una curva compacta
adaptada a la frontera de la variedad A. Si V4 es la estructura analitica real que
define a la variedad estédndar A, su restriccion a [W|, Vw := Valy,, induce una
estructura analitica real a lo largo de la curva compacta |W|, donde

vw = {7, )} Wl unt = v,
y la transformacion de transicion es
gV = VYV gw =YoY !,
Usando la notacién recién introducida, establecemos el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. La transformacion de transicion gy : V¥ — V¥ es de tipo
monomial y estd dada, salvo un cambio de coordenadas, por

gw (Y1, y2,y3) = (y3 ', y1y5,ydys) ,  para algin par (p,q) € Z* .

Equivalentemente, su imagen bajo el funtor L se expresa por medio de la matriz

0 1 0
Ligw)=|-1 p q| =:Gpy4, paraalgin par (p,q) € 72,
0 0 1

a excepcion de los casos G_1,0, Go,—1, G_1,-1 y Go,0, que no tienen lugar.

DEMOSTRACION. Usaremos inducciéon matemaética sobre la longitud de la su-
cesion finita de morfismos de explosién combinatorios w: A — Ag.

La base de inducciéon ya la hicimos y se corresponde con lo mostrado en los
ejemplos y Efectivamente, sea Y = (y1, y2, y3) un sistema local de coorde-
nadas centradas en el punto esquina de la variedad Ag. Al efectuar un solo morfismo
de explosion combinatorio, m: A — Ay, las incias matrices obtenidas (equivalente-
mente, los Gnicas transformaciones de transicion gy ), son las siguientes:

(a) Si el centro de explosion es el origen de coordenadas en la variedad Ay, en-
tonces en el divisor excepcional 771({0}) hay tres curvas compactas adap-
tadas a la frontera de A, y las respectivas transformaciones de transicion a
lo largo de cada una de ellas estan codificadas por las matrices:

0 1 0 1 0 0 0 0 1
-1 1 -1}, o o0 1], 0 1 0
0 0 1 -1 -1 1 -1 -1 1

(b) Si el centro de explosion es algin eje coordenado,

Xliz{(ﬂg:l'g:()}, Xg::{m1:x3:0}7 o bien XgZ:{.Tl:l'Q:O},
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entonces en el divisor excepcional 771({X,}), j € {1,2,3}, hay una tni-
ca curva compacta adaptada a la frontera de A, y la transformacion de
transicion a lo largo de ella esta codificada, respectivamente, por la matriz:

1 0 0 0 0 1 0 10
0O 0 1|, 0 1 0|, obien -1 1 0
0 -1 1 -1 0 1 0 0 1

Ahora, sea (k,I) € Z? un par de niimeros enteros y consideremos las siguientes
matrices en SGL(Z, 3):

0

10 0
leZ: -1 k 1 y le::
0 1

0 ) 0
1 , Gk:,l = 0 1
k -1 1

)

~ O
o O
O =

-1

AFIRMACION 3.1. Para todo par (k,l) € Z?, se satisface que Gy, ék,g Yy ék,l
son matrices similares; es decir, existen matrices invertibles A, B € GL(R, 3) tales
que

A7t Gk,l A= ék,l Y B! Gk,l B = GA'k.J .

DEMOSTRACION. Las matrices

01 0 1 00
A=10 0 1 y B=|0 0 1],
1 00 010
realizan la conjugacion en cada caso, respectivamente. O

En consecuencia, por lo mostrado en los incisos (a) y (b), salvo por alguno de los
cambios de coordenadas dictados en la afirmacion [3.1] concluimos que las tnicas
matrices que codifican el cambio de coordenadas a lo largo de las curvas compactas
adaptadas a la frontera de la variedad A, son las matrices G; _1, o bien G .

Supongamos que 7: A — Ag es una sucesiéon finita de morfismos de explosion
de longitud N € Z.y, N > 1, y sea |W| una curva compacta adaptada a la frontera
de la variedad A. Por hipétesis de induccion, la transformaciéon de pegado a lo
largo de la curva |W|, digamos gy, es de tipo monomial y existe un par de nameros
enteros, (p,q) € Z?, tal que su imagen bajo el funtor L es la matriz L(gw ) = Gp.q-
De esta manera, en coordenadas locales, la curva compacta |W| esta descrita como
se muestra en la siguiente figura.

Y3 Y3
# Yo ﬂlj\
U1 gw Y2

FIGURA 3.3. Estructura analitica real en torno a una curva com-
pacta |W|, adaptada a la frontera de A.

Ahora, alrededor de la curva compacta |W| tenemos siete posibles centros admisibles
a ser considerados como centros de explosion. Concretamente, podemos explotar:
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(i) Alguno de los puntos esquina extremo de |[W|, {po} = {y1 = y2 = y3 = 0},
o bien {[30} = {331 = gg = gg = 0}
(ii) Alguno de los ejes coordenados locales horizontales adyacentes a [W|, Y1 =
{y2 = y3 = 0}, o bien Y5 = {§1 = 3 = 0}.
(iii) Alguno de los ejes coordenados locales verticales adyacentes a [W|, Y3 =
{y1=92=0}, obien Yz ={g1 =g =0}.
(iv) La curva compacta [W| = ({1 =y3 =0} U{g2 = J5 = 0}) [ gw -

wic oy 7

Y3

{po} {Po}

FiGURA 3.4. Centros admisibles de explosion alrededor de una
curva compacta |[W].

Luego, al realizar el morfismo de explosion de A centrado en alguno de los conjuntos
antes listados, digamos 7y 41 : A= A, ya conocemos cOmo serén las curvas com-
pactas adaptadas a la frontera de A que surgen en la nueva componente del divisor
excepcional (la situacion aqui es andloga a lo ocurrido en la base de induccion). Por
tanto, es suficiente que nos fijemos en como es la transformaciéon de transicion a lo
largo del transformado estricto de [, digamos [W| C |A|, bajo el morfismo 7y 1,
en cada caso, y éste lo podemos leer mediante su traduccion al lenguaje del algebra
lineal como sigue:

(32) A2 * Gp,(] == Gp+1,q+1 G D.q Al_ == G +17q+1
(3~3) B% 'Gp,q = Gp,q+1 ( 1)_1 p,q+1
(3-4) BS’ ) Gp,q = Gp+1,q (Bf) b= +1,q
(3~5) B%'Gp,q'(Bll)_1 :Gp,qu (B%) t= p a,q9
donde, recordemos que:
111 1 00 10 0 1 00
Ai=[0 1 0,4, =(1 1 1|,Bj=(0 1 1|,Bi=(0 1 0},
0 0 1 0 0 1 0 0 1 01 1
1 01 1 00 110 1 00
B=|0 1 0|,B}=|0 1 0|,B}=|0 1 0|,B2=[1 10
0 0 1 1 01 00 1 0 0 1

Concluimos que, sin importar qué centro hayamos elegido, la transformacion de
transicion a lo largo de la curva compacta |W\ en A, digamos g5, es de tipo
monomial, con L(gy,) = Gjp,4, para algtn par (p,q) € ZQ y los casos G_1,9, Go —1,
G_1,.1y Go,o no tienen lugar, como podemos observar. O
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3.2. Vecindades analiticas generalizadas de curvas compactas

Sea My = (GR3,,0) el germen de una variedad generalizada tridimensional en
torno a un punto esquina. Consideremos una sucesién finita de morfismos de explo-
sién combinatorios sobre M, m: M — My, y sea |Z| C O|M| una curva compacta
adaptada a la frontera de M. Si Uy, es la estructura analitica generalizada defi-
nida sobre M, su restriccion a |Z|, Uz := Unr| 4, induce una estructura analitica
generalizada a lo largo de la curva |Z|, donde

U, = {07, X),WF. D)} 12l cuf uvf = U7,
y la transformacion de transicion es
hy:U{ - UZ, hy=XoX ',

Luego, similarmente a como ocurre en el caso estandar (tal como apreciamos en la
demostracion del teorema [3.1)), podemos suponer que, en cartas locales, la curva
compacta |Z| esta descrita como se muestra en la siguiente figura.

Z3 hz T3
/L" 2 @1&
T ~2

FiGura 3.5. Estructura analitica generalizada en torno a una cur-
va compacta |Z|, adaptada a la frontera de M.

Usando la notacion recién introducida, establecemos el siguiente resultado que
es una consecuencia de lo hecho en la seccién previa.

TEOREMA 3.2. La transformacion de transicion hy: UZ — UZ es de tipo
monomial y estd dada por

1
hy(x1, 29, 23) = (x5 >, 2028, 2523),  para algunos X\ € R, (a,b) € R?\ {0}.

FEquivalentemente, su imagen bajo L se expresa por medio de la matriz

0 X O
L(hz) = f% a b|=:Hyap, paraalgunos \€Rsg, (a,b) € R*\ {0},
0O 0 1

donde el nimero A depende la construccion de la variedad global M, y el par (a,b)
depende del atlas Uy .

Notemos que la triada (|Z|,U?,hz) codifica la estructura analitica generali-
zada a lo largo de la curva compacta |Z| adaptada a la frontera de la variedad
M. Al conjunto formado por todas ellas, obtenidas al efectuar alguna sucesion fi-
nita de morfismos de explosién combinatorios sobre el germen My = (GR2 ,0) lo
denotaremos por Ncompact (Mo)- B

DEFINICION 3.1. Dada (|Z],U%,hz) € Ncompact(Mo), definimos su huella ana-
litica como el par (a,b) € R?\ {0}, tal que L(hz) = Hy 4.
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3.3. Caracterizacion de centros admisibles unidimensionales
compactos

Ahora que contamos con la descripcion explicita sobre las estructuras anali-
ticas reales (teorema y analiticas generalizadas (teorema definidas sobre
curvas compactas adaptadas a la frontera de los espacios originados a partir de
sucesiones finitas de morfismos de explosion en ambos contextos, estandar y ge-
neralizado, procedemos en esta seccion a identificar cuéles son los morfismos de
explosion combinatorios que podemos definir subsecuentemente. A saber, dada una
triada (|1Z],U%,hz) € Ncompact(Mo), nos interesa hallar las estandarizaciones lo-
cales que hagan del diagrama una realidad.

Sea (1Z],U%,hz) € Ncompact(Mp) una estructura analitica generalizada a lo
largo de una curva compacta |Z| C 9|M]|, adaptada a la frontera de M, donde M
es la variedad obtenida al realizar una sucesion finita de morfismos de explosién
combinatorios, y supongamos que hemos dotado al espacio topologico |Z| de una
estructura analitica real Vi como describimos en la seccion digamos

vw = {0 ), N} W= 1zl e v o =v Y

Estamos en busca de estandarizaciones locales ¢;: U ]-Z — VjW, para cada j € {1,2},
tales que el diagrama:

h
vZ —2 UZ

(3.6) ¥1 P2

VW 5 w
1 gw 2

conmute. Ahora, por lo hecho en el capitulo 2} sabemos ademés que el diagrama
(3.6) conmuta si, y sélo si el diagrama

R3 L(hz) RB
(3.7) L(¢1) L(p2)
B Lo ©

conmuta. Pero, ya conocemos cémo son todas las posibles transformaciones lineales
L(gw) v L(hz) gracias a los teoremas|3.1]y respectivamente. A saber,

L(gw) = Gp,q, paraalginpar (p,q) € 72 \ {0},

L(hz) = Hxayp, paraalgunos M€ Ry, (a,b) € R*\ {0}.

Adicionalmente, de la descripcion local de los morfismos entre variedades generali-
zadas alrededor de puntos esquina (ver proposicion , sabemos que éstos son de
tipo monomial. Consecuentemente, toda estandarizaciéon local esta dada, en coorde-
nadas locales, por un morfismo de tipo monomial invertible, por lo que, sin pérdida
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de generalidad, podemos suponer que para cada j € {1,2}, existe algtn vector

o = (o], ad, af) € R3, tal que

a] 0 0 ‘
(3.8) L(gj)=10 a3 0 | =:diag(e/).
0 0 of

Por lo tanto, concluimos que el diagrama (3.7)) conmuta si, y sélo si
(3.9) diag(a') - Gp g = Hy ap - diag(a?).

DEFINICION 3.2. Sean (,%), (z,w) € R? cualesquiera dos vectores en R2. De-
cimos que (z,y) tiene el mismo signo que (z,w) si las relaciones

(3.10) {xzoﬂywb92=0; y=0si,ysolosi w=0;

xz > 0si,ysolosi xz#0; yw > 0si, ysolosi yw #0,
se satisfacen.

DEFINICION 3.3. Sean A, B € Mats(R) cualesquiera dos matrices. Decimos que
A es d—equivalente a B,y lo denotamos por A ~4 B, si existe una pareja de vectores
al,a? € R3, tal que diag(a') - A = B - diag(a?).

Observemos ahora que la ecuacion (3.9) es realizable si, y s6lo si Gp g ~q¢ Hx a.b-
Con el par de definiciones técnicas que acabamos de introducir, formulamos el
siguiente resultado:

TEOREMA 3.3. Dados (\,a,b) € R=g x (R?2\ {0}) y (p,q) € Z?\ {0}, tenemos
que las matrices Gp ¢ y Hx op son d—equivalentes si, y solo si (a,b) tiene el mismo

signo que (p,q).
En particular,

3.11)  {Hxap : (N a,b) €Rso x (REN{O})} /. = {[Gijl~, : (,5) €1},
donde I := {(1,0),(0,1), (1,1), (1, —1), (—1,1)}.

DEMOSTRACION. Nada més una parte de la equivalencia debe ser verificada.
Sean (A, a,b) € R-g x (R?\ {0}) una triada en R~q x (R?\ {0}) v (p,q) € Z>\ {0}
un par de nameros enteros tales que (a,b) y (p, ¢) tienen el mismo signo. Debemos
estudiar la casuistica y exhibir una soluciéon para cada posible situaciéon:

(a) p#0yq=0.

(b) p=0yq#0.

(c) p#0yq#0.
Mediante los computos explicitos verificamos que una pareja de matrices diagonales
que realiza la conjugacién, en cada respectivo caso, estd dada por la pareja de

vectores:
(@) o= (x,§§x,y)7 a® = (%w7§7y>7
(3.12) 0 o= (x4 1Y), o= (M, % 1y)
() a'= (o 5o %), o?= (2% %),
para cualesquiera x,y € Rg. U

Para finalizar, hagamos la traducciéon de este teorema al contexto de variedades
generalizadas.
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DEFINICION 3.4. Sean (|Z],U%, hz),(|Z|,UZ, hz) € Ncompact(Mp) cualesquie-
ra dos triadas en Noompact(Mo). Decimos que (Z,U%, hyz) vy (|Z), UZ,hZ) son G-
equivalentes, y lo denotamos por (Z,U%,hy) ~¢ (Z, UZ, h), si existen isomorfis-
mos locales ¢ : U]-Z — UJZ, para cada j € {1,2}, tales que el diagrama:

h
Uf —2 Uf

(3.13) ¥1 P2

U7 —— u?
Z

conmuta.

El siguiente resultado es una consecuencia del teorema[3.3]y, como veremos en el
préximo capitulo, serd un elemento clave en la demostracion de la monomializacion
combinatoria tridimensional (ver teorema [4.5). Lo que garantiza tal teorema es
que si w: M — M es una sucesion finita de morfismos de explosion combinatorios,
entonces cada curva compacta |Z| C 8| M| adaptada a la frontera de la variedad M,
es el soporte topolégico de un centro admisible Z := (|Z|,U%, ¢). Adicionalmente,
por lo hecho hasta el momento, ya sabemos cémo luce, en coordenadas locales, cada
morfismo de explosion de M centrado en Z que es realizable, pues éstos quedan
determinados por la estandarizacion .

TEOREMA 3.4. Sean w: M — My una sucesion finita de morfismos de explosion
combinatorios sobre My = (GR%O, 0), y (1Z],U%,hz) € Ncompact(M,). Entonces,

(a) (|Z|,U%,hz) es estandarizable y le pertenece una tnica clase analitica real,
con respecto a la relacion de G—equivalencia.

(b) (|Z|,~UZ,~hZ) y (|Z],U%,hy) son G-equivalentes si, y sdlo si (|Z|,U%, hz)
y (1Z],U%,h;) tienen la misma huella analitica. En particular, tenemos la
biyeccion:

(3.14) NeompactMo) /. s {[Gy )], : (ir4) €T},
donde I :={(1,0),(0,1),(1,1),(1,-1),(-1,1)}.

OBSERVACION 3.1. Como consecuencia del teorema anterior, tenemos a nuestra
disposicion el catalogo completo de los morfismos de explosién combinatorios rea-
lizables. Especificamente, en caso de que el centro tenga por soporte topolégico a
una curva compacta adaptada a la frontera de la variedad en turno, hay tres clases
distintas de tales morfismos: cada una de ellas descrita por las estandarizaciones
locales definidas por la pareja de vectores a',a? € R3 ), mostrada en (3.12).






Capitulo 4

Monomializacién combinatoria

Iniciamos este capitulo estudiando la monomializaciéon combinatoria en dimen-
sién dos, debido a que con ello rescataremos informacién relevante para dar una
solucién en el caso tridimensional, donde ademéas entraran en juego los resultados
mostrados en el capitulo[3]que caracterizan a los morfismos de explosion realizables.

4.1. Caso bidimensional

La monomializacién combinatoria en dimensién dos se sigue de los resultados
expuestos en la seccion 4 en [11] (ver Lemma 4.10 en [11]). Otra forma de obtenerla
es como un caso particular de los resultados de monomializacion local exhibidos en
[18, 20, 22], basados en el método empleado usualmente para resolver la situacion
analoga en el caso real-analitico usual (ver Theorem 4.4 en [5]). El caso bidimen-
sional es relativamente sencillo de obtener debido a que el soporte de los centros de
explosion siempre estara constituido por puntos aislados, de forma tal que no hay
restriccion alguna sobre la eleccion de ellos (ver definicion , pues toda variedad
analitica generalizada es localmente estandarizable. Ademés, todo morfismo de ex-
plosion luce, en coordenadas locales, de manera similar al ejemplo para algin
ntmero real positivo A € Ry .

Hacemos notar que la monomializacién combinatoria bidimensional es un pro-
blema de gérmenes de funciones analiticas generalizadas alrededor de puntos tipo
esquina, ya que cualquier germen de funcién analitica generalizada siempre es de
tipo monomial, con respecto a las variables generalizadas, alrededor de todo punto
no esquina. Efectivamente, en caso de puntos sobre la frontera que no son esqui-
na solamente ocurre una variable generalizada, mientras en puntos en el interior
ninguna. En consecuencia, la monomializacién combinatoria bidimensional equiva-
le a asegurarla en puntos esquina, efectuando morfismos de explosion centrados en
tal clase de puntos. Mas adelante presentamos una soluciéon que esta basada en el
entendimiento geométrico de como evolucionan los poligonos de Newton asociados
a gérmenes de funciones analiticas generalizadas bajo morfismos de explosion, que
describiremos valiéndonos de la representacion lineal de los morfismos involucrados,
desarrollada en el capitulo

Sean My = (GR%,,0) el germen de una variedad generalizada alrededor de un
punto esquina y f € G0 €l germen de una funciéon analitica generalizada en el
origen. Recordemos que (ver observacion , podemos leer la no—-monomialidad
del germen f a través de su poligono de Newton (ver subseccion 7 Ao(f),
con respecto a un sistema local de coordenadas (z1,x2) alrededor del origen: el
germen f no es de tipo monomial en el origen si, y solo si vy(f) > 2, donde vy (f)
es el namero de vértices del poligono de Newton de f. Por tanto, reformulamos la
monomializaciéon combinatoria bidimensional como sigue.

37
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TEOREMA 4.1 (Monomializacion combinatoria bidimensional). Eziste una su-
cesion finita de morfismos de explosion combinatorios, m: M — My, tal que

(4.1) ve(fom)=1, para cada punto esquina ¢ € O|M].

Para demostrar el teorema anterior, basta que garanticemos que tras haber
realizado una sucesion finita de morfismos de explosién combinatorios adecuada,
m: M — My, la desigualdad estricta:

ve(fom) <wvo(f), paracada punto esquina ¢ € 9|M|,

se satisface. Una vez hecho esto, argumentando inductivamente, la igualdad (4.1))
es inmediata. En consecuencia, la monomializacién combinatoria bidimensional es
un corolario del siguiente teorema.

TEOREMA 4.2. Sea m: M — My un morfismo de explosion arbitrario, centra-
do en el punto esquina 0 € My. Entonces, se cumple que

(4.2) ve(fom) <wo(f), para cada punto esquina q € 7 *({0}),

y la igualdad se satisface a lo mds en uno de ellos.

Mds atin, si vo(f) > 2, existe un morfismo de explosion centrado en {0} tal
que la desigualdad anterior es estricta para ambos puntos esquina sobre el divisor
excepcional m~1({0}).

Antes de pasar a la demostracion de este resultado, estudiaremos como actiian
en el plano euclidiano R? las representaciones lineales asociadas a cualquier mor-
fismo de explosion en dimension dos. Esto clarificard qué morfismos de explosion
debemos aplicar si deseamos que decrezca estrictamente la desigualdad .

4.1.1. Estudio en R? de la representacién lineal de morfismos de
explosién. Sea My = (GRZ,0) el germen de una variedad generalizada bidimen-
sional en torno a un punto esquina. Por lo hecho en el ejemplo sabemos que
cualquier morfismo de explosién de My centrado en el origen depende de un ntme-
ro real positivo A € R, . Formalmente, dadas coordenadas locales en My, (z1,x2),
centradas en el origen, definimos el centro admisible {0}, := ({0}, Mo, ¢ ), donde
Yo My — R2>0 es la estandarizacion de My dada por

Ya(r1,22) = (27, 25?), paraalgin (ai,az2) € R2>07 tal que “r_ .

Definimos la variedad ]\Zfo como
Mo :=RE0 LIRSy /0,

donde
~  ~ / / : 51 : ~ / 0 /o 1 D W~
(Z1,%2) ~y (2], 25) si, ysolosi Zg-a] #0, Ty =g TR =38
=7\
z
2

Y el morfismo 7 : MU — My queda determinado, en cada carta, por

1
L A~ L
ﬂ-}\(xth) = (951@? T2), ¥ 7T,2\(=’E/1ax/2) = (x/l (flz) )\ax/)

Equivalentemente,

=) =(g 1) v Bz = (1 9)

A
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En consecuencia, quedan definidos los isomorfismos lineales Ly, Ry : R? — R2. Vea-
mos como transforman cada uno de ellos a los subespacios afines unidimensionales
de R2. Sea
Loy = {(2,y) € R? : y =ma + b},
la recta afin determinada por la pendiente m € R y ordenada al origen b € R y sea
Looa:={(z,y) €R? : z =a},

la recta vertical afin cuya abscisa es a € R.
Analicemos primero la geometria detras del isomorfismo lineal Ly. Tenemos

ue
Ly(1,m) = <(1) i‘) (7711) = (1 +m/\m> para toda m € R.

Consecuentemente

La(Lwp) =Ly, donde iv:= —

1+ Am’
Asi, observamos que el isomorfismo lineal L) transforma a la familia de rectas con
pendiente fija m € R en la familia de rectas con pendiente fija —5—. En particular,

1+Am
a la familia de rectas {£_1 , : b € R} la transforma en la familia de rectas verticales
{Lx,u : a€R}:

\8

FIGURA 4.1. Imagen de la familia de rectas {£_
el isomorfismo lineal L.

1
N

» - b€ R} bajo

1
N

OBSERVACION 4.1. Al considerar la funcidn pendiente definida por el isomor-
fismo lineal Ly, digamos s5: R\ {-=A7'} — R, dada por
oz
sa(@) = 1+ Xz’

notamos que es una funcién estrictamente creciente. En efecto, de la diferenciabili-
dad de s, y debido a que

d S\ 1

%(x) - (1+A\x)2’

concluimos que §) es estrictamente creciente en su dominio de definicion.

para todo z € R\ {-A"'},

El analisis correspondiente del isomorfismo lineal Ry: R? — R? nos lleva a
concluir que éste transforma a la familia de rectas {/.Z_%’b : b € R} en la familia de

rectas horizontales {Lo; : b € R}. Mas atn, la funcién pendiente que define Ry,
digamos 5 : R — R, es estrictamente creciente, pues

- 1
5 () :z+x, para todo z € R.
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A

FIGURA 4.2. Imagen de la familia de rectas {£_1 , : b € R} bajo

o

el isomorfismo lineal R).

Esta informacion nos basta para demostrar el teorema [£.2]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [L.2l Sea f € Gp, 0 €l germen de una funcion
analitica generalizada en el origen. Consideremos 7, : My — My el morfismo de ex-
plosion de M, centrado en {0}, donde a = (a1, a2) € RZ, y &L = pi. La desigual-
dad es inmediata. En efecto, las funciones pendiente s, y 5, son estrictamente

crecientes, y por tanto,
vg(fomy) <wvo(f), para ambos puntos esquina ¢ € O\ M| .

Mostremos que ésta es estricta si k := vo(f) > 2, una vez elegido un ntimero real
positivo u € Ry, adecuado. Sea {(a1, 1), (a2, B2), . .., (ak, Br)} C RZ, el conjunto
de vértices del poligono de Newton de f, Ao(f), y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que o; < o, B; > B, si i < j, donde ¢, € {1,2,...,k}. Para cada

j€{1,2,...,k— 1}, denotemos por o; a la cara compacta de A,(f) con extremos
(aj,B5) v (@jg1,B541), y sea §; 1= % < 0 la pendiente de la recta afin que
contiene a la cara 0. Observemos que §; < 6; si i < j, 4,57 € {1,2,...,k—1}, 5y
definamos \; := f%, para cada j € {1,2,...,k—1}.

J

Ao(f) I Ao(fomy,)
g1 /—“\
09 6’2
ﬁétl_;/ e Ok_1 Lﬂ(g@ oﬂ;l

FiguraA 4.3. Poligono de Newton de f o 71',1N para p = Ap.

Por lo mostrado antes, concluimos que al elegir el valor = A1, se satisface que
Uo(fowi):k—1<k::vo(f) v Uo(fowi):1<krzvo(f),
como querfamos demostrar. ([

OBSERVACION 4.2. Del analisis hecho sobre las representaciones lineales de los
morfismos de explosion de My centrados en {0},,, podemos decir atin més; a saber:

(a) Sip e (0,A1), entonces vo(fomy,) =1 <wo(f)y vol(foms)=uvo(f).



4.2. CASO TRIDIMENSIONAL 41

(b) Si p € (Ak—1,400), entonces vo(f o7,) = vo(f) y vo(fom) =1 <wo(f).
(c) Sip € [A1, A1), entonces max{vo(f o)), vo(foms)} < volf).

4.2. Caso tridimensional

La monomializacién combinatoria tridimensional no es tan directa como lo es
en el caso bidimensional que acabamos de probar. Esto radica basicamente en el
hecho de que en el proceso de monomializacién ahora requerimos realizar morfismos
de explosiéon centrados no sélo en puntos esquina, sino en centros admisibles uni-
dimensionales, que son las curvas adaptadas a la frontera del espacio ambiente en
cuestion. La necesidad de llevar a cabo morfismos de explosiéon centrados en curvas
conlleva a que nos ocupemos de un problema adicional; a saber, las obstrucciones
para definir tal clase de morfismos, inherentes a la estructura analitica generalizada
definida sobre los espacios ambientes (ver observacion . Enseguida establecemos
los resultados que deben ser probados para obtener la monomializacién combinato-
ria tridimensional.

Sean My = (GR2,,0) el germen de una variedad generalizada tridimensional
alrededor de un punto esquina y f € G, 0 el germen de una funciéon analitica
generalizada en el origen. Similarmente al caso bidimensional, el que el germen f sea
localmente de tipo monomial en el origen, o no, se refleja a través de su poliedro de
Newton asociado, Ag(f), con respecto a un sistema local de coordenadas (1, 2, x3)
alrededor del origen. Concretamente, el germen f no es de tipo monomial en el
origen si, y solo si vg(f) > 2, donde vy (f) es el nimero de vértices del poliedro de
Newton de f. Sabemos ademas que vo(f) > 2 si, y sblo si ko(f) > 2, donde ko (f)
es el tamaiio del soporte minimo de f, ko(f) := | Suppmin(f)| (ver observacion[L.1)).
Resumiendo, tenemos las equivalencias:

El germen f € Gagy,0 no es localmente de tipo monomial en el origen 0 € My
si, y s6lo si vo(f) > 1 si, y solo si rko(f)>1.

En consecuencia, el lugar no monomial combinatorio del germen f es el conjunto
de puntos p € | M| tales que k,(f) > 1:

(4.3) NMeomb(f) 1= {p € [M] : rp(f) > 1}

Asi, concluimos que en la situacion inicial, el conjunto NMeomp(f) 0 bien es va-
cio (si ko(f) = 1), o bien consta del origen 0 € My y la union de algunos ejes
coordenados locales alrededor de él. Ademas, notemos que r(.y(f) resulta ser una
funcién semicontinua superiormente, por tanto podemos considerar el valor maximo

de r()(f),
k(f) = max{r,(f) : p € [Mol},

y definir el conjunto
(4.4) Sk(f) :==A{p € [Mo : rp(f) = K(f)},
como el subconjunto de |My| donde tal maximo se alcanza.

DEFINICION 4.1. Sean M = (|M|,G) una variedad generalizada y f € Gy
una funciéon analitica generalizada en M. Diremos que un centro admisible Z =
(1Z],U, ), con |Z| C |My|, es un centro permisible para la funciéon f si el espacio
topologico soporte |Z| esta contenido en el conjunto S, (f).
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DEFINICION 4.2. Sean M = (|M],Gys) una variedad generalizada y f € Gy
una funcién analitica generalizada en M. Decimos que f es combinatoriamente mo-
nomial sobre M si k(f) = 1. Equivalentemente, f es combinatoriamente monomial
sobre M si, y s6lo si NMcomp (f) = 0.

En estos términos, formulamos la monomializacién combinatoria tridimensional
como sigue.

TEOREMA 4.3 (Monomializacién combinatoria). Sean My = (GR2,,,0) el ger-
men de una variedad generalizada tridimensional alrededor de un punto esquina
y f € G0 el germen de una funcion analitica generalizada en el origen. Existe
una sucesion finita de morfismos de explosion combinatorios con centros permisi-
bles, m: M — My, tal que el transformado total de f, f om, es combinatoriamente
monomial sobre M; es decir, NM comp(f o w) = 0.

Notemos que este resultado es una consecuencia de la siguiente situacion mas
general.

TEOREMA 4.4. Sean My = (GR2,0) el germen de una variedad generalizada
tridimensional alrededor de un punto esquina y f € G0 €l germen de una fun-
cion analitica generalizada en el origen. Entonces, dada cualquier sucesion finita de
morfismos de explosion combinatorios sobre My, m: M — My, existe una sucesion
finita de morfismos de explosion combinatorios sobre M con centros permisibles,
7: M — M, tal que NM ooy (F o %) =0, donde F := fo.

OBSERVACION 4.3. Dado cualquier morfismo de explosiéon combinatorio defi-
nido sobre My, m: M — My, la desigualdad k(f o w) < k(f) siempre ocurre y es
conocida como estabilidad vertical. Asi, usando un argumento inductivo, si logra-
mos que k() decrezca estrictamente después de llevar a cabo una sucesion finita de
morfismos de explosiéon combinatorios adecuada, el teorema [£.4] es inmediato. Por
tanto, es suficiente que demostremos el siguiente resultado.

TEOREMA 4.5. Sean My = (GR2,,0) el germen de una variedad generalizada
tridimensional alrededor de un punto esquina, f € G, 0 el germen de una funcion
analitica generalizada en el origen. Consideremos una sucesion finita de morfismos
de explosion combinatorios sobre My, m: M — My. Si k(F) > 2, existe una sucesion
finita de morfismos de explosion combinatorios sobre M con centros permisibles,
. M — M, tal que
(4.5) K(Fom)<k(F), donde F:=fom.

Probaremos primero una serie de lemas auxiliares, donde estudiamos por se-
parado cada posible centro permisible a ser explotado: ya sea un punto esquina, o

bien una curva adaptada a la frontera del espacio ambiente, compacta o no. Una
vez hecho esto, mostramos un algoritmo que nos permite garantizar la desigualdad

[@3).

4.2.1. Demostracién del teorema 4.5l En cada uno de los resultados
contenidos en este apartado supondremos que se satisfacen las hipotesis del teorema
y emplearemos la notacién recién introducida.

LEMA 4.1. Sip € S,(F) es un punto esquina aislado en el conjunto S, (F),
entonces existe un morfismo de explosion centrado en {p}, m: M — M, tal que

(4.6) ky(Fom) < k(F), para cada punto esquina q € m *({p}).
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DEMOSTRACION. Sea p € S,(F) un punto aislado en S, (F). Entonces, nece-
sariamente existe al menos una cara compacta del poliedro de Newton de F' en
el punto p. Luego, dada U, C M una vecindad abierta de p en M, si definimos
la estandarizacion descrita por el vector normal al plano que contiene tal cara
compacta (ver ejemplo, digamos ¢, : U, — (R%,0), con a € R, la desigual-
dad es garantizada al efectuar el morfismo de explosion de M centrado en
{p}a = Pk Up. 0a). O

El lema anterior nos permite asegurar que si S, (F') contiene algiin punto esquina
aislado de otros elementos de S, (F'), entonces efectuando un morfismo de explosion
adecuado, en la preimagen de tal punto no aparecen mas puntos esquina aislados
dentro de S, (F o m). En consecuencia, nos falta determinar qué ocurre en caso de
que S, (F) contenga curvas adaptadas a la frontera de la variedad M.

Se puede verificar que si en S,(F) hay curvas adaptadas a la frontera de la
variedad M, entonces no concurren tres de ellas en un punto esquina; es decir,
a lo mas dos curvas dentro de S.(F') se intersecan en un punto esquina de M.
El siguiente resultado establece que si éste es el caso, entonces podemos separar
dichas curvas (a sus transformados estrictos), realizando un morfismo de explosion
adecuado, centrado en el punto de su interseccion.

LEMA 4.2. Si |Z1],|Z2| € Sk(F) son dos curvas que se intersecan en un pun-
to, |Z1] N |Za| = {p}, entonces existe un morfismo de explosion centrado en {p},
w: M — M, tal que

(4.7) ke(Fom) < k(F), para todo punto ¢ € 7 {pH) \ {q1, 2},

donde q; € |Z|;nw= ({p}), y |Z|; es el transformado estricto de la curva |Z;|, para
cada j € {1,2}.

DEMOSTRACION. Supongamos que k(F') = m > 1. Por hipoétesis, sabemos que
K(F| z,) = k(F|,z,) = m. Luego, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que dadas coordenadas locales centradas en p, digamos (21, z2, z3)p, tenemos que
|Z]1 = {x2 = x5 = 0} y |Z|2 = {x1 = 23 = 0}. Ahora, si el soporte minimo de F'
en p es el conjunto

Suppmin(Fp) = {(ala 517’71)7 (OQa 527”)/2)7 L) (amaﬁTn7’Y7rL)} )

entonces

Suppmin(th‘l) = {(51;71)7 (627'72), ceey (Bma'ym)} 3
SupPmin (Flz,) = {(1,7), (a2,72), - - (um, ym) } -

Asi, podemos suponer ademés que los elementos del soporte minimo del germen F},
estan etiquetados de forma tal que y3 > 2 > -+ > 7,,,. En consecuencia, notamos
que

(4.8) ap << <, P1<Po<- < Bm.

Dada U, C M una vecindad abierta del punto esquina p en M, consideremos la
estandarizacion ¢, : U, — (R%O,O), donde @ = (a1,a2,a3) € R3 ), X = 3—; y

JTRES %, Entonces, realizando el morfismo de explosion de M centrado en {p}, :
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{pr}, Up,0a)s mau: M — M, para cada k € {1,2,...,m}, se cumple que:

(o + A\Bk + pvk, Be,7k), en la primera carta.
(ks B, Vi) — q (ck, %Oék + Bk + 5k, 7%),  en la segunda carta.
(aks Br, iak + %ﬁk +9%), en la tercera carta.

T3

T\,
T
D T2 1 > A
|

al 1Zl2 N |Zl2
|Z|l Z|1

FIGURA 4.4. Aislando curvas dentro de S, (F').

En consecuencia, usando la primera carta, con coordenadas (z1, 23, z3), (cf., ejem-
plo 7 notamos que las curvas compactas adaptadas a la frontera de la variedad
M, sobre el divisor ﬂ;i({p}), observadas en dicha carta, son EFy = {z1 = 21 = 0}
y B3 = {1 = 2} = 0}, localmente. Y la curva compacta restante adaptada a la
frontera del divisor excepcional, digamos F1, la podemos estudiar por medio de la
segunda carta, con coordenadas (z%,x3,3), obteniendo que Ey = {z? = 23 = 0}.
Consecuentemente,

1 m
Suppmin (£ 0 mxulp,) C {(aj,)\ozj—i—ﬁj +/;7j)} ,

J=1
SupPmin (F 0 Tl g,) C {(aj +ABj + pv )y
SUPPmin(F 0 Txul ) © {(a + ABj + pvj, Bi) i, -
Antes de continuar, hacemos la siguiente observacion:

OBSERVACION 4.4. Dado un par de indices i,j € {1,2,...,m}, i < j, la ecua-
cion
i + ABi + pyi = o + ABj +

que usando las nomenclaturas o;; = a; — o, Bij == Bi — Bj ¥ Yij == Vi — V>
reescribimos como
(4.9) Q5 + /\ﬁij + wyi = 0,

garantiza la desigualdad (4.7). En efecto, la igualdad (4.9)) implica que
kg (Fomy,) <m—1<m=&k(F), paracada [€{1,2,3}.

Por tanto, si demostrasemos que dado cualquier par 4,5 € {1,2,...,m}, podemos
elegir A\, € Ry, tales que (4.9) ocurre, habremos terminado. Hagamoslo: sean

i, €{1,2,...,m}, tales que i < j. De , se sigue que
Oéij<0, ﬂij<0 y 'Yij>0-
Asi, denotando por
875 = i + ABij »
tenemos que
5{} <0, paratodo AeR.,.
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Por lo tanto, para cada numero real positivo A € Ry, la soluciéon a la ecuacién

lineal (4.9) esta dada por
A

. 07
M(Z,],)\) =- >0.
Yij
[l

Por lo hecho hasta el momento, podemos suponer que en el conjunto S, (F);
es decir, el conjunto de puntos donde el valor maximo de x(F') es alcanzado, no
hay puntos esquina aislados y, por tanto, sus elementos son una cantidad finita
de curvas adaptadas a la frontera de M, aisladas unas de otras dentro de S, (F).
Enseguida nos enfocamos en cémo resolver tales curvas, dividiendo nuestro anélisis
en dos partes. Primero resolveremos las curvas no compactas, ya que ellas defi-
nen centros admisibles de explosiéon de cualquier tipo; es decir, siempre podemos
definir estandarizaciones locales en torno a ellas, sin restriccién alguna. Después,
resolveremos el caso de curvas compactas, donde emplearemos la descripcion de los
morfismos de explosion realizables sobre éstas, determinados por la huella analitica
de la curva compacta en turno.

LEMA 4.3. Si|Z| € S,(F) es una curva no compacta, adaptada a la frontera de
la variedad M, aislada de otras curvas dentro del conjunto Sk(F), entonces existe
una estandarizacion en torno a |Z|, p: UZ — @(U?), de forma que el morfismo de
explosion centrado en Z = (|Z|,U%, ), m: M — M, es tal que

(4.10) ke(Fom) < k(F), paratodo punto g€ *(|Z]).

DEMOSTRACION. Debido a que |Z| es una curva no compacta, podemos elegir
la estandarizacion que garantice la desigualdad (la situacion es anédloga al caso
bidimensional, demostrado en el teorema [4.2]). O

Supongamos ahora que |Z| es una curva compacta, adaptada a la frontera de la
variedad M, aislada dentro del conjunto S, (F'). Recordemos que si queremos definir
un morfismo de explosion centrado en |Z], éste dependera de la estructura analitica
generalizada que induce el espacio ambiente global M sobre |Z|. Concretamente,
en virtud del teorema sabemos que una curva compacta |Z|, adaptada a la
frontera de la variedad M, siempre define un centro admisible Z := (|Z|,U%, ),
determinado por la huella analitica de (|Z|,U%, hz), digamos (a,b) € R?\ {0}, tal
que

0 nn O
L(hz) = Hyop:i= —% a b| , paraalgtn nimero positivo 7 € Ry,
0 0 1

donde hyz es la transformacion de transicion a lo largo de |Z|, definida por la
estructura analitica generalizada sobre M, y el nimero n depende de la construccién
de la variedad global M.

Maés atn, una vez elegidas coordenadas locales adecuadas en torno a |Z|, la
estandarizacion p: UZ — p(U?) que da lugar al centro admisible Z = (|Z|,U?, ¢)
est4 descrita por la pareja de vectores a', a? € Rio, exhibidos en (ver obser-
vaciéon , y nos basta con conocer uno solo de ellos. A saber, dada una pareja de
ntimeros enteros (p,q) € Z*\ {0} que tenga el mismo signo que (a,b) (ver definicién

, por lo obtenido en (3.12)), tenemos que
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a) Sia 0y b =0, entonces a'! = (z, Zz,y), a®> = (2x,%,y], para

(a) y 2Ty o, LY
cualesquiera z,y € Ry .

(b) Sia=0yb+#0, entonces o' = (z,y, {y), o = <ny, =L %y), para cuales-
quiera z,y € Ry.

; 1 a .. 0q 2 _(a, z aq
(c) Sia#0yb#0, entonces o' = (l’, o) bpnac), a? = (pa:, ) bpnx), para

cualquier x € Ry.
Luego, concluimos que la clase de morfismos de explosion de M centrados en Z =
(|1Z],U%, ) esta codificada por el vector a! (o bien, el vector a?) como vimos en el
ejemplo Concretamente, el valor numérico que describe en coordenadas locales
a cada morfismo de explosion de M centrado en Z es
aj

-

(4.11) v:=v(a,b):=
a3

Hacemos notar que el valor v depende de la huella analitica de la curva |Z|, y los
casos (a), (b) y (¢) dan lugar a los valores

(4.12) v= g , para cualesquiera x,y € Ryg,
b
(4.13) v= 5 ,  para cualesquiera x,y € Ryg y ¢ € Z tal que bg >0,

b
(4.14) v= —pn, para cualesquiera p,q € Z \ {0} tales que ap >0, bg >0,
aq

respectivamente.

Por otra parte, si A|z|(F)) denota al poligono de Newton genérico de F a lo largo
de la curva |Z|, sea {01,02,...,0,} el conjunto de caras compactas de Az (F),
y sea {01,02,...,0,} €l conjunto de sus pendientes, etiquetadas de forma tal que
01 < g < -+ < 0y, <0, como ilustramos en la siguiente figura:

A

X Az (F)

02

S

FIGURA 4.5. Poligono de Newton genérico de F' a lo largo de |Z|.

Definamos las cantidades positivas 6; := —%, para cada j € {1,2,...,m}, y deno-
temos por '

(4.15) D(Az|(F)) == [01,0m],

al intervalo cerrado determinado por la colecciéon {601,0s,...,60,,}. El siguiente re-

sultado es una consecuencia de la monomializacién combinatoria bidimensional (ver

observacion .

LEMA 4.4. Sean |Z| € S, (F) una curva compacta, adaptada a la frontera de la
variedad M , aislada de otras curvas dentro del conjunto S, (F'), con huella analitica
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(a,b) € R?\ {0}. Eziste una estandarizacion en torno a |Z|, ¢: U% —>~<p(UZ), de
forma que el morfismo de explosion centrado en Z = (|Z|,U%,p), m: M — M, es
tal que

ke(Fom) < k(F), paratodo punto q€m '(|Z])
si, y solo si

v(a,b) € D(Az)(F)),

donde v(a,b) estd determinado por (4.12)), (4.13)) o (4.14), acorde a la huella ana-
litica de |Z] en M.

DEFINICION 4.3. Sean |Z| € 0| M| una curva compacta adaptada a la frontera
de la variedad M, con huella analitica (a,b) € R? \ {0}, y Az (F) el poligono de
Newton genérico de F' a lo largo de |Z|. Decimos que la curva |Z| es compatible con
Az|(F) si existe v(a,b) € Ry tal que v(a,b) € D(Az(F)).

OBSERVACION 4.5. Sea |Z| C J|M| una curva compacta adaptada a la frontera
de la variedad M, con huella analitica (a,b) € R?\ {0} y consideremos Az (F)
el poligono de Newton genérico de F a lo largo de |Z|. Por lo expuesto antes,
concluimos que si @ = 0 o b = 0, entonces siempre existe v(a,b) (dado como
o ([£13), respectivamente) tal que v(a,b) € D(A z(F)). Es decir,

Si 0¢€{a,b}, entonces |Z| escompatiblecon Az (F).

Esto nos lleva a enfocarnos en sé6lo un caso; a saber, cuando la huella analitica
de la curva |Z|, digamos (a,b) € R?\ {0} es tal que ab # 0. Pero, por (4.14),
concluimos entonces que:

|Z] es compatible con Az (F) si, y solo si (Zn) Qﬂ@(mz‘(F)) #0.

Consecuentemente, si D(A|z|(F)) tiene interior no vacio, por la densidad de los
nimeros racionales en los nimeros reales, aseguramos que (21) QD (A7 (F)) es
un conjunto no vacio.

Ahora, si D(A|z|(F)) tiene interior vacio; es decir, A|z(F) tiene una tni-
ca cara compacta y, por tanto, el conjunto D(A|z|(F)) es un singulete, digamos
D(A|z/(F)) = {0}, para algin nimero real positivo 6 € R, podria ocurrir que
dicho valor 6 sea no favorable para nuestro proposito; es decir, que 6 ¢ (gn)(@. Con
esto en mente, establecemos la siguiente definicion.

DEFINICION 4.4. Diremos que un numero real § € R pertenece a un dominio
no propicio para la terna (a,b,n), ab#0,si 6 € R\ (377)@. Es decir, 6 pertenece a
un dominio no propicio para la terna (a,b,n) si, y solo si 6 y 277 son racionalmente
independientes.

Usando la misma notacién previa, enunciamos el siguiente resultado técnico
que nos permite resolver la obstruccion subrayada en el parrafo anterior.

LEMA 4.5. Sea |Z| € S.(F) una curva compacta, adaptada a la frontera de la
variedad M, aislada de otras curvas dentro del conjunto S, (F), tal que L(hz) =
H, ap, para algunos n € Roy y (a,b) € R?\ {0}, tales que ab # 0. Supongamos
que el poligono de Newton genérico de F' a lo largo de |Z|, Az (F), tiene una
tinica cara compacta satisfaciendo que el tinico elemento del conjunto D (A7 (F')) =
{0} pertenece a un dominio no propicio para la terna (a,b,n). Entonces existe un
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morfismo de explosion centrado en algin punto esquina extremo de |Z|, p € |Z],
m: M — M, tal que

kg(Fom) < r(F), paratodo punto qen ‘({p)\{p} v 6=r(ab),

para algin v(a,b), donde {p} = |Z| N 7n= ({p}), la curva |Z| es el transformado
estricto de la curva |Z|, y L(hz) = H, ; 5.

Asumiendo que el lema ha sido demostrado, procederemos a dar la demos-
tracion del teorema [£.5] que, en particular, nos permite deducir la monomializacién
combinatoria tridimensional (ver observacion [4.3).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [L5l Sabemos que el conjunto S, (F) es una
unién finita de puntos esquina aislados y curvas adaptadas a la frontera de M.
En primer lugar, cada punto esquina, aislado dentro de S (f), puede ser resuel-
to como mostramos en el lema Luego, si hay curvas adaptadas a la frontera
de la variedad M, que pertenecen al conjunto S, (F), podemos aislarlas entre s,
gracias al procedimiento mostrado en el lema [£2] En consecuencia, es suficiente
que garanticemos la monomializacién combinatoria a lo largo de curvas aisladas en
Sk(f). Hay dos casos por analizar: el caso de curvas compactas y su complemento.
El altimo de ellos se resuelve en virtud del lema mientras que el primero es
consecuencia de los lemas [£.4] y lo que nos permite concluir la existencia de
una sucesion finita de morfismos de explosién combinatorios sobre M tal que la
desigualdad x(F o 7r) < k(F) se satisface. O

Para finalizar demostremos el lema 4.5 que dejamos pendiente por un momento.
Este nos permite solucionar la obstruccion derivada de la incompatibilidad entre el
poligono de Newton genérico de una funciéon F' y el centro admisible definido por
alguna curva compacta |Z|, adaptada a la frontera de la variedad M, dentro del
conjunto S, (F), pues, recordemos que en tal situaciéon no podemos definir el anico
morfismo de explosion requerido para que decrezca estrictamente x(F') € Zs,,. Ve-
remos que cuando el valor § € D(A|z(F')) pertenece a un dominio no propicio para
la terna (a, b,n), que da lugar al centro admisible Z = (|Z|, U, ¢), siempre es posible
resolver tal obstruccion definiendo un morfismo de explosion apropiado, permitién-
donos asi continuar con el proceso de monomializacién combinatoria establecido en

el lema [4.4]

DEMOSTRACION DEL LEMA .3l Sea k|7 (F) = m > 1. Entonces, si p € 9|Z|
es un punto esquina extremo de la curva |Z|, podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que dadas coordenadas locales centradas en p, (z1, 2, z3),, tenemos que
|Z| = {x1 = x5 = 0}, alrededor del punto p; escribiendo a F' en tales coordenadas,
el soporte minimo de F' en el punto p es:

Suppmin(Fp) - {(ala 517 71)7 (0[2, 527 72)7 ey (amv Bma’Ym)} .
En consecuencia,
Suppmin(th‘) = {(a1;71)a (0427'72)a ceey (ama'ym)} 5
y podemos suponer ademas que

<< <y Y M1>7> > Ym-
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Dados i,5 € {1,2,...,m}, i # j, usaremos las nomenclaturas
Qij =0 — Bij = Bi = Bj Yij = Vi = Vs
Qs g g
Aij Z:l, Bij I:@, Oz: B‘” .
Vig Vig Qi

Y, puesto que A|z|(F) tiene una tnica cara compacta, se sigue que
A;; =6>0, paracualesquiera 4,5 € {1,2,...,m},i#j.

AFIRMACION 4.1. Las cantidades B;; y Cs; son constantes si, y solo si ambas
son cero.

Mds aiin, existen indices io, jo, 1,751 € {1,2,...,m}, ig < jo, 41 < j1, tales que
Biojo >0y Biljl <0.

DEMOSTRACION. Supongamos que B;; = By € R, para toda pareja de indices
i,j € {1,2,...,m}, i # j. Si By = 0, el resultado es inmediato. En otro caso, si
By # 0, entonces o bien x|x|,(f) = m, o bien x|x,(f) =m, si By > 00 By <0,
respectivamente; donde | X|; = {z2 = 23 = 0} y | X|3 = {1 = z2 = 0}. Pero esto
es imposible debido a que, por hipotesis, la curva |Z| esta aislada de otras curvas
dentro del conjunto S, (F'). Un razonamiento analogo muestra que si C;; = Cp, para
toda pareja de indices 4,5 € {1,2,...,m}, i # j, entonces Cy = 0.

Ahora bien, si todas las parejas de indices 4,5 € {1,2,...,m}, i < j, son tales
que B;; < 0, entonces fj; < 0, ya que v;; > 0 sl 4 < j. Asi, obtendriamos que
B1 > B2 > -+ > B, de manera que x| x|, (f) = m, que es imposible, pues la curva
compacta |Z| esta aislada dentro de S, (F'). Por lo tanto, necesariamente existen
indices g, jo € {1,2,...,m}, ip < jo, tales que B;, j, > 0. Similarmente, deducimos
que existen indices i1, 51 € {1,2,...,m}, i1 < j1, tales que B;, ;, <0. O

Dada U, C M una vecindad abierta de p en M, y la estandarizacion ¢, : U, —
(R%O, 0), donde o = (a1, v, av3) € RE 5, X = g—;, o= g—;, consideremos el morfismo

de explosion de M centrado en {p}a := ({p}, Up, Pa), Tru: M — M.

X
(| |3 T

(lzl

2]
p
Ul

FIGURA 4.6. Preparacion de la curva compacta | Z|.

Por los resultados presentados en el capitulo |3 sabemos que la transformacion
de transicion a lo largo de la curva compacta |Z| (el transformado estricto de |Z|
bajo my ) adaptada a la frontera de la variedad M, esta codificado por la matriz
Hn,a,é € Matg(R>:

0 nn O
= A ~ b
(4.16) Hm@B: _% a b, donde EL:a ;rﬁ y b= ;\r'u_
0 0 1

Ahora, por lo visto en la observacion [1.4] para asegurar que ocurre la desigualdad

kq(F omy ) < k(F), paratodo punto ¢ € ﬂ;L({p}) \ {p},
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es suficiente exhibir una pareja de indices 7,5 € {1,2,...,m}, i # j, tal que se
satisfaga la ecuaciéon , para valores A\, u € Ry, adecuados. Recordemos que
debemos asegurar ademéas que 6 = v(a, 5), para algin v(a,b). Hay tres casos por
analizar:
Caso I (a < 0): Elijamos en A= —71> 0. Entonces, @ = 0y, en consecuencia
0 = v(a, b) para algin v(a,b) definido como en (4.12).
Por otra parte, de lo probado en la afirmacion [£.1] se sigue que existen
0,0 € {1,2,...,m}, ig < jo, tales que B;, j, = “Pinio > (). Hacemos notar

i0J0
que

Qo + ABig + 1Yie = 0o + NBjy + 114, i, y solosi =604 AB;, j, ,
donde § = =0 = A, .. Por tanto,
070

n n
(A’N) = (_579 - aBiojo) € R2>07

realiza la igualdad (4.9). )
Caso IT (b < 0): Elijamos p = —Ab. Entonces b = 0, y observamos que pu > 0 si, y

solo si A > 0, ya que b < 0. Mas ain, 6 = v(a, 13) para algtn v(a, 5) definido

como en (4.13).

Por otra parte, de lo probado en la afirmacion [£.1] se sigue que existen
i1,51 € {1,2,...,m}, i1 < ji, tales que B;, ;, < 0. Luego,
Qg + )‘ﬁll + Wy, = oy, + )\ﬂjl + 5, si, y s6lo si n= 0+ )\le Jio
pero, debido a que p = —\b, tenemos que
0
=04+ \B, . i, dblosi N= —— .
iz + AB;, 5, si, y solo si =B,

Por lo tanto A > 0, ya que —b — B;, ;, > 0, y consecuentemente
0 0
\ ) = , by eR%,,
( lu) (*b . Bil i b+ Bil i ) >0

realiza la igualdad (4.9).
Caso I1I (a,b > 0): Si (A, u) € R2 ), entonces @, b > 0, por su definicién (ver ecuacion

(4.16)). Ademaés, en este caso, 8 = v(a, ZN)) si, y s6lo sif = g(gn), para algin
nimero racional 23 € Q, tal que p,q € Z~(. Notemos que

b bA 6 bA
g="L =1 si, y so6lo si 9:p< +u>77 si, y solo si 47 _ +M.
q\a q \a\+n7 pn ar+n

Denotemos por A := %%. Simplificando la ecuacién anterior, obtenemos
que
p(b o
0==1|=n si, ysolosi A(aA—b)+nA=pu.
qg\a

Denotemos por C :=aA —by B:=nA = %9. Concluimos que

0 e (?n)@ si, ysolosi  (\,pu) € LNRZ,, £ :={(z,y) € R? : y=Cx + B}.
a
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(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Necesitamos garantizar una cosa mas; a saber, que

kq(F omy,) < K(F), para todo punto ¢ € 7y ,({p}) \ {B},
Y una forma de lograrlo es, como antes, hallando una pareja de indices
i,j€4{1,2,...,m}, i < j, tal que
i + ABi + v = o + ABj + ;-
Equivalentemente,
p=DBiA+0.
Por tanto, la desigualdad (4.17)) ocurre si
\p)el, L:={(zx,y) €R*:y=Bjz+0}.

De esta manera, se infiere que si el conjunto £ N £ NRZ, es no vacio,
garantizariamos el resultado deseado. Pero,

LNAL#D si,ysolosi det(BCi _1>790.
ij

Sin embargo, para cada pareja de indices i, j, esta ultima condicién numé-
rica es abierta en Q. Entonces, el par (\, 1) estd dado por
B—-60 BB;,;—C6
o = (= 2= 20
1y 1]
Por tanto, el par (A, u) serd una solucion a nuestro problema si A, u > 0.
Sustituyendo los valores de B = %0 y C =aA —ben (4.18)), tenemos que,

(152)6
A= d
Bij + b—aA ’
y recordando que A = %%, obtenemos que
(552)0
B +p_al
B +b o
_ q—p
p(Bij +b) — Q(%G)
Denotemos por 8 :=B;; +by a = %a, asf,
pP—q
=—0.
qo—pp

Mas atn, puesto que p = 0 + B;; A, reemplazando el valor de A dado en

(4.19)), se sigue que

p—q
—0+B,;, L=y
a Tqa—pp
_ ala—By) —pb,
qa —pp

Denotemos por & := a — B;; y observemos entonces que

B qd—pbe
qa—pp
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Por tanto, de las expresiones obtenidas en (4.19)) y (4.20)), concluimos que:
—q

(4.21) A>0 si,ysblosi —— >0,
qa —pp
v — pb
(4.22) >0 si,ysolo si Q= .y,
qa —pp
Ahora, de la afirmacién se sigue que existe un par de indices i,j €
{1,2,...,m}, i < j, tal que @ # . Para concluir la demostracion debemos

mostrar que existe un par de ndmeros enteros positivos p,q € Zso que

realiza lo dicho en (4.21)) y (4.22)). Hay dos posibles casos:
(8 < @) Observemos que < a si, y s6lo si 0 < b < &. Ademas, (4.21) y (4.22))

se siguen de:

(4.23) Me>0 si T<1, b<la, p<la.
p p p
(v < B) Similarmente al caso previo, notamos que (4.21) y (4.22)) son conse-
cuencia de
(4.24) aMp>0 o si <1, a<?s, a<?Py.
q q q

Finalmente, gracias a la densidad de los ntimeros racionales en los ntime-
ros reales, sabemos que siempre existen nimeros racionales positivos que
satisfacen (4.23), o , segln sea el caso.

Esto completa la demostracion del lema O



Primeros auxilios

A. Espacios localmente anillados

En el capitulo[I] introducimos las variedades analiticas con frontera y esquinas,
asi como las variedades generalizadas, apoyandonos en el lenguaje de espacios local-
mente anillados. En la presente secciéon damos un breve recuento de la terminologia
y definiciones esenciales que hemos usado. Recomendamos al lector consultar los
textos [16] y [4], donde encontrara los conceptos bésicos sobre teoria de categorias
y algebra conmutativa, respectivamente, que son necesarios para seguir el material
expuesto a continuacio

Dado (X, 7x) un espacio topologico, podemos considerar la categoria pequena
que define la topologia 7x, que denotamos igualmente por 7x, y cuya coleccion de
objetos es Tx y los tnicos morfismos son las inclusiones de elementos en 7x.

DEFINICION A.1. Sea (X, Tx) un espacio topologico. Un prehaz de grupos con-
mutativosﬂ& sobre X es un funtor contravariante de la categoria 7x en la categoria
Ab de grupos abelianos, §: 7x — Ab. Es decir, para cada abierto U € 7x, asigna-
mos un grupo abeliano:

U —s §(U) € Ab,

tal que si U,V € 7x son tales que V C U, entonces existe un morfismo de grupos
abelianos:

Py 3U) —3(V),
llamado morfismo de restriccion, satisfaciendo las condiciones:
pg =idgw), paracada U €rTx,
y
ng = p% o pg, para cualesquiera U,V,W € 1x, talesque W CV CU.

A los elementos de F(U) les llamamos secciones sobre U, para cada abierto U € 7x,
y a los elementos de §(X) los llamamos secciones globales.

Ahora, si § es un prehaz sobre un espacio topologico (X,7x), y U € 7x es
un abierto en X, entonces definimos la restriccidn de § a U como el prehaz §| U
definido como sigue:

Vi— §ly, (V) :=§(V), paratodo V€ x|, ,

donde 7x|,; denota la topologia relativa de U.

I Basamos nuestra exposicion en el texto [17].
2Similarmente se define un prehaz con valores en cualquier categoria.
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DEFINICION A.2. Sea § un prehaz de grupos abelianos sobre un espacio to-
pologico (X, 7x). Decimos que § es un haz (o bien, prehaz completo) si para cada
abierto U € Tx, dada cualquier cubierta abierta de U en X, {U; : j€ J} C7x ¥y
cualquier familia de morfismos {s; : j € J}, tal que s; € F(U;), para toda j € J,
se satisface lo siguiente: para toda pareja de indices j,I € J, si

3j|g(Uijl) = Sl|g(Uij1) :
entonces existe un tnico morfismo s € F(U) tal que
S|S(Uj) =s;, paratodo j€J.

Equivalentemente, § es un haz si, y sélo si para todo abierto U € 7x, dada cualquier
cubierta abierta de U en X, {U; : j € J} C 7x, el diagrama compuesto por los
productos de los morfismos de restriccion:

5O)— [[3w) =[] sw,nm),
jeT jledg
es exacto.

Sean § un prehaz sobre (X, 7x) y € X un punto de X. Definimos el tallo de
§ en x, que denotamos por §,, como el limite directo

S :=lmFU), talque zeU.
—

Y a cada elemento s, € §, le llamamos el germen de (la seccion) s en x.

DEFINICION A.3. Dados dos prehaces §, & sobre el mismo espacio topoldgico
(X, 7x), un morfismo de prehaces, p: § — &, es simplemente una transformacion
natural entre ellos. Es decir, el morfismo ¢: § — & es una coleccion de morfismos:

{SOU: g(U) - ®(U)}U€TX )
tal que para cualesquiera dos abiertos U,V € 7x, con V C U, el diagrama

50) 25 s ()

(A1) U ~U

es conmutativo, donde p y p son los morfismos de restrccion de § y &, respectiva-
mente.

En caso de que § y & sean haces (prehaces completos) y ¢: § — & un morfismo
entre ellos, entonces ¢ induce morfismos al nivel de tallos, ¢, : § — .. En efecto,
si¥: § — & es un morfismo de prehaces tal que ¢, = 1,, para todo punto = € X,
necesariamente ¢ = 1. Diremos que un morfismo de haces ¢: § — & es inyectivo
(suprayectivo) si para cada punto x € X, el morfismo ¢, es inyectivo (suprayectivo).

Introducimos ahora la nocién de espacio localmente anillado.

DEFINICION A.4. Un espacio anillado es una pareja X = (| X|, Ox), donde | X|
es un espacio topolégico, llamado el espacio soporte de X,y Ox es un haz de anillos
conmutativos sobre X, llamado el haz estructural de X.

Decimos ademas que X = |X|,Ox) es un espacio localmente anillado si para
todo punto z € X, (Ox 4, m;) es un anillo local.
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DEFINICION A.5. Sean X = (|X|,0x), Y = (|Y|, Oy) dos espacios localmente
anillados. Un morfismo de espacios localmente anillados es una pareja o = (||, ™),
donde |¢|: |[X| — |Y]| es una aplicaciéon continua, y ¢*: Oy — ¢.Ox es el
morfismo de haces inducido por |¢|; es decir, 9. Ox es el ha2E| sobre |Y| definido
como sigue:

Ur— ¢,.0x(U) :=Ox(|g|""(U)), para cada abierto U € 7y .
Y, para cada punto xz € X, el morfismo de anillos:
@nt (Oylpl@) My je|(2) — (Ox2sMx2),
local; es decir, (%) H(mx ) = My’ || (2)-

Concluimos nuestro resumen dando la definicién de una variedad diferenciable
(suave), en términos del lenguaje recién introducido. Como notara el lector, uno
puede definir similarmente cualquier variedad topolégica con alguna estructura, ya
sea CF, C*°, analitica real, etcétera.

DEFINICION A.6. Sea (|M], 7ja7)) un espacio topologico, Hausdorff y segundo
numerable, y sea Oj; un haz de anillos conmutativos sobre |M| tal que la pareja
M(|M],Op) es un espacio localmente anillado. Decimos que M es una variedad
diferenciable real de dimension m € Z si es localmente isomorfo al espacio lo-
calmente anillado (R™,Cg.), donde Cg. denota al haz de funciones suaves sobre
R™. Es decir, para cualquier abierto U € 7x existe un isomorfismo de espacios

localmente anillados, (U, Ox|;;) — (R™,Cg%).

B. Representacion lineal de carcajes

La exposicion que presentamos a continuacion esta basada en los textos [3], @],
e incluimos tan s6lo las definiciones y conceptos que dan soporte a lo expuesto en
el capitulo 2]

DEFINICION B.1. Un carcaj es una tétrada C = (Co, Cy,p, 0) que consiste de dos
conjuntos finitos; Cy, cuyos elementos son llamados vértices, y Cy1, cuyos elementos
son llamados flechas, junto con dos aplicaciones; p: C; — Cy, 5: C1 — Cy que
asignan a cada flecha a € Cy su procedencia, p(a) € Co, y su objetivo, o(a) € Co,
respectivamente. Ademés, incluimos la propiedad de que la gréﬁc subyacente C
de C sea conexa.

A una flecha @ € C; con procedencia p(a) = a y objetivo o(a) = b, la denota-
remos por a: a —» b, o bien, por a — b.

Hacemos notar que un carcaj es un sinénimo de digrdfica conexa. Sin embargo,
como se menciona en [3], una de las razones por la que se prefiere el término de
carcaj en vez del de digréafica es por que el segundo es empleado en muy diversos
contextos y sentidos; algunas de las veces se acota el estudio de digraficas a aquéllas
sin fechas (aristas) multiples, o bien, sin lazos.

3A tal haz se le conoce como haz imagen directa de |p|.
4Recomendamos al lector consultar el texto [6], donde se presenta una vasta introduccién a
la teoria de graficas y digraficas.
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EjempLo B.1. Algunos ejemplos de carcajes, que representamos graficamente,
son:

(0% ﬁ ¢ 6 b 5
e T e
p T \C €

DEFINICION B.2. Sea C = (Cp,C1,p,0) un carcaj y consideremos cualesquiera
dos vértices a,b € Cy. Una trayectoria de longitud | € Z, con procedencia a y
objetivo b es una sucesion de vértices y flechas:

(alar,ag,...,qqb) ,

que escribiremos brevemente por ajas---oaq, donde aj: aj—1 — a; € Cq, para
cada j € {1,2,...,l},a=ap y b = a;. Es decir,

a=p(o),
o(ej) =p(eyjp1) = aj_1 € Cy, paracada je€{1,2,...,1—1},
O(Ozl) =b.

Que visualizamos como sigue

B.1 Qay Qi (0]
(B-1) a = ap ai az a;=»b.

Al conjunto de todas las trayectorias de longitud [ € Z., lo denotamos por C;.
Ademas, a cada vértice a € Cy le asociamos su trayectoria trivial (o estacionaria)
de longitud cero, 7, := (a || a). En consecuencia, las trayectorias de longitud cero y
longitud uno estédn en correspondencia biunivoca con el conjunto de vértices Cy y
el conjunto de flechas Cy, respectivamente.

Diremos que una trayectoria de longitud I € Z,, ayop -+ -y, es un ciclo si
su extremos coinciden; es decir, si p(al) = o(«ay). A los ciclos de longitud uno los
llamaremos lazos; si un carcaj C no contiene ciclos, diremos que C es un carcaj
aciclico.

DEFINICION B.3. Sean C = (Cy,C1,p,0) un carcaj y K un campo arbitrario.
Una K-representacion lineal (o en breve, una representacion) del carcaj C es una
pareja

V= ({Va}aeco, {Patacc:)

que consta de
(A) Una familia de K—espacios vectoriales, V, € Vectg, uno por cada vértice
a € Cp.
(B) Una familia de K—transformaciones lineales, ¢,: V, — V}, una por cada
flecha a: a — b € C;.

Diremos que V = ({Va}aecys {¥atacc,) €s una representacion finito—dimensional
si V,, es un espacio vectorial de dimensién finita, para cada vértice a € Cy.

EJEMPLO B.2. Consideremos una sucesion finita de morfismos de explosion
combinatorios (cf., seccion del capitulo ,

(B.2) My & My & 8 My,
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donde N € Z. es un nimero entero positivo y My := (GRZ,,0) es el germen de
una variedad generalizada (m dimensional) en torno a un punto esquina. Por lo
discutido en la seccion [2:1] del capitulo 2] sabemos que la sucesiéon de morfismos
queda determinada por el carcaj:

7T7112 ﬂ_nbN
2 N
Ul,ml e UN,mN
A
) LP}!Llfl,'m.l V’{XNfl,'mN
e
< e«
A
B.
( 3) Mo 2 ¥2.3 ¥2,3
Y”\
2 2
T2 ™
Ui - Un2
A
st
“Pi,z ¥1,2
Ui — - Un
T2 ™~
Recordemos que, para cada l € {1,2,..., N}, el morfismo m;: M; — M;_; esta de-
terminado por las expresiones locales 77 : Uy j — M;_1,con j € {1,2,...,m;}. Mien-
tras que los morfismos ¢! ;1 Ui = Uy; son las transformaciones de transicion deter-
minadas por la estructura analitica generalizada Uyy,, para cada ! € {1,2,..., N},
y cualesquiera indices i,j € {1,2,...,m;}.

Luego, aplicando el funtor L (ver teorema2.1]) a cada vértice y cada flecha que
aparece en el carcaj , obtenemos que
(A) A cada vértice le asignamos el espacio vectorial euclidiano de dimesiéon m;
a saber, L(My) = L(U;x) = R™, para cada j € {1,2,...,N}, y cada
ke {1,2,,mj}
(B) Y cada flecha en (B.3)), le asignamos la transformacion lineal determinada
por el mismo funtor L.

Por tanto, el funtor L brinda una representacion lineal (finito—dimensional) del
carcaj (B.3]).

OBSERVACION B.1. Formalmente, la representacién obtenida en este caso, in-
cluye un paso mas. A saber, uno deberia considerar la categoria opuesta de Ng, Ng’.
Asi, los puntos (A) y (B) garantizan que el funtor L determina una representacion

lineal del carcaj (B.3)), acorde a la definicion
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