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INTRODUCCIÓN, 

En 1978, M.G. Bianchi [1] clasificó los grupos finitos no 

cíclicos en los cuales cada subgrupo normal propio es cíclico• 

A sugerencia del Prof. Guido Zappa me puse el problema de deter­

minar los grupos finitos no abelianos generados por más de dos 

elementos y en los cuales cada subgrupo normal propio es genera-

do por a lo más dos elementos. Al considerar el caso de los gru 

pos finitos no abelianos con todos sus subgrupos normales propios 

abeliapos, teniendo cada uno de ellos una base formada por a lo 

más dos elementos, me dí cuenta que se podía llegar fácilmente a 

la caracterización de los grupos finitos solubles no abelianos 

en los cuales cada subgrupo normal propio es abeliano. 

sultados se presentan en la Sección I de este trabajo. 

Estos re 

En el ca 

so no soluble logré caracterizar los grupos no simples que tie­

nen todos sus subgrupos normales propios abelianos, con una base 

formada por a lo más dos elementos; estos resultados se presentan 

en la Sección VI. Posteriormente me propuse caracterizar los gr~ 

pos finitos solubles no nilpotentes con todos sus subgrupos norma 

les propios nilpotentes. Los resultados que obtuve en este sen-

tido se relacionan con los de Moreno-Miller 16] y Redei [7] que 

estudian los grupos finitos no abe1ianos con todos sus subgrupos 

propios abelianos y los de SCHMIDT (10], IWASAWA [5] y Redei [8] 

que estudian los grupos finitos no niJpotentes con todos sus sub 

grupos propios nilpotentes. Corno una consecuencia de estos .re-

sultados obtenidos se caracterizan fáci¡mente 16s grupos finitos 
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no simples no abelianos que tienen todos sus subgrupos normales 

propios y todos sus cocientes propios abelianos, así como los 

grupos finitos no simples no nilpotentes que tienen todos sus 

subgrupos normales propios y todos sus cocientes propios nilp~ 

tentes. Estos resultados aparecen respectivamente en las Sec­

ciones II y IV. 

En 1966, K. Doerk (2) es~udi6 los_ grupos finitos no super­

solubles con todos sus subgrupos propios supersolubles, así que 

me propuse caracterizar los grupos finitos no supersolubles con 

todos sus subgrupos normales propios y todos sus cocientes pro­

pios supersolubles, logrando una caracterizaci6n en el caso que 

tales grupos tengan solo un subgrupo normal maximal. Este resul 

·tado está en la Secci6n V. 
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NOTACIÓN 

En el presente trabajo solo se consideran grupos finitos y 

se utiliza la notación usual y en particular la siguiente: 

G 

X a 

[ a ,b] 

<X> 

[ A,B] 

IGI 
H<G 

H <G 
=I= 

H <max G 

H <lG 

N car G 

M 
p 

Hp 

[ G: H] 

H~G 

CG(H) 

NG (H) 

Z (G) 

'1> ( G) 

grupo finito 

x-1 ax con a, x E G 

a - 1 b - 1 ab con a ,b E G 

subgrupo de G generado por el subconjunto X de G 

< e a ,b] 1 a E A, b E B > 

orden de G 

H es un subgrupo de G 

H es un subgrupo propio de G 

H es un subgrupo maximal de G 

H es un subgrupo normal cte G 

H es un subgrupo característico de G 

la p-componente primaria del grupo abeliano 

p-primo 

· subgrupo generado por las hp, h EH, p pr irno 

Indice del subgrupo H en el grupo G 

Hes isomorfo a G 

centraLizador de H en G 

normalizador de H en G 

:~entro de G 

M, 

1bgrupo de Frattini de G, que es la intersección 

de Los subgrupos maximales de G 



G' 

F lG) 

Aut(G) 

GL(2,p) 

SL (2 ,p) 

- Vi -

Subgrupo derivado de G o Subgrupo conmutador de G 

Subgrupo de Fitting de G, que es el subgrupo gener~ 

do por los subgrupos normales nilpotentes de G 

Campo finito con p elementos 

Grupo aliernante de grado 4 

Grupo cociente de las c~a~es laterales del subgrupo 

normal H en el grupo G 

Producto directo de los grupos G1 y G2 

Grupo de automorfismo del grupo G 

Grupo General Lineal de las matrices invertibles 

de 2 X 2 con coeficientes ~n ~ . p 

Grupo Lineal Especial de las matrices de 2 X 2 con 

coeficientes en~ de determinante l. 
p 
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DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES, 

Se recuerda que en este trabajo solo se consideran grupos 

finitos. 

Un grupo Ges abeliano elemental si 

s factores para algún primo p. 

G:-7l x2'l x ••• x7l, 
p p p 

Teorema. Si Ges un p-grupo, p primo, N <JG y G/N es abeliano ele 

mental, entonces </> (G) < N. 

SJ pes un primo, un grupo Ges un p' grupo si su orden no 

es divisible por p. 

T<G centraliza a R<G si t- 1 rt=r para toda tET y para 

toda rER. 

H <J G es un subgrupo normal min.imal de G si H * < 1 > y no 

existe < l> * N ~ H con N<JG. 

Teorema. Si Hes un subgrupo normal minimal de G, entonces Hes 

un grupo abeliano elemental o Hes producto directo de grupos 

simples no abelianos isomorfos. 

H <JG es un subgrupo normal maximal de G si no existe N<J G * . * 
tal que H <N. 

* 
H <G se llama característico si 4i0(H) <H para todo automor 

fismo 4P ele G. 

Un grupo que no tiene subgrupos propios característicos se 

llama característicamente simple. 
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Teorema. Un grupo característicamente simple es producto direc 

to de grupos simples isomorfos. 

Un grupo G tiene una cadena normal si existen A ,A , ... ,A , ... 
1 2 n 

subgrupos normales de G tales que G >A 1 >A 2 > ... >A > ... . n 

Una serie principal de Ges una cadena normal 

G=A·0 >A 1 > ... >A 8 =<1> tal que no existe N normal en G con 

A. < N < A. i =0,1, ••• , (n-1). 
J.- 1 * * l. 

Un grupo Ges soluble si tiene una cadena normal 

G =A 0 >A > ••• >A =< 1> tal que A.0A es abeliano 
. 1 S l. ·+ 

l. l 

i = O ,.1, 2, ••• , ( s-1) • 

Teorema. 

ble. 

Si G es un grupo soluble y H <G, entonces H es sol u-

Teorema. Si Ges soluble y H ~G, entonces G/H es soluble. 

Teorema. Si H ~ G con K y G/K solubles, entonces G es soluble. 

Teorema. Si G1 y G2 son grupos solub-l:-es, entonces G1 X G2 es 

solubles. 

H < G es un subgrupo de Hall de G si ( IHI ,[ G:H]) = l. 

Teorema (P. Hall) Si G es un grupo soluble y I G 1 = mn con 

(m,n) =1, entonces G tiene un subgrupo de orden m y si Res otro 

subgrupo de G de orden m, entonces R y T son conjugados. 

Un grupo Ges supersoluble si tiene una serie normal 

G = A O > A 1 > . . . > A = < 1 > ta 1 que A . /A es c í c 1 i c o i=O, 1, ••• , ( s-1) • 
s l. . + 

l. 1 
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Teorema. Si G es un grupo supersoluble y H <G, entonces H es 

supersoluble. 

Teorema. Si G es un grupo supersoluble y H <JG, entonces G~q es 

supersoluble. 

Teorema. Si G1 y G2 son grupos supersolubles, entonces G1 X G2 

es supersoluble. 

Teorema. Si M es un subgrupo normal y cíclico de G con M y G/M 

supersolubles, entonces Ges supersoluble. 

Teorema. S i H <J G , K <J G con G~q y G/K super so 1 u b 1 e s , entonce s 

G/Hn:K es supersolubl.e. 

Teorema. Si Mes un subgrupo normal minimal ~e G y Ges super-

soluble, entonces IMI =primo. 

Teorema. Si Ges supersoluble y IGI =p 1 p 2 ••• p 5 con 

P 1 ~ P 2 ~, ••• ,~p5 , pi primo i=_l,2, ••• ,s, entonces G tiene una 

cadena normal G = A 5 > A 5 _ 1 > . . . > A i = < 1 > ta 1 que A i + 1.f i 
de orden pi, i = 1, 2, ••• , ( s-1) • 

Si G es supersoluble. y IG 1 = pª 1 pª 2 ••• pªs con 
1 2 s 

Teorema. 

es 

p 1 >p 2 > ... >p, p. primos i=l,2, ... ,s, entonces G tiene un sub 
s J. 

a. 1 grupo normal de orden p • 
l 

Teorema. Si Ges un p~grupo, entonces Ges supersoluble. 
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Un grupo Ges nilpotente si es producto directo de sus sub 

grupos de Sylow. 

Teorema. Los grupos nilpotentes son supersolubles. 

Teorema. Si G es nilpotente y H < G, entonces H es nilpotente. 

Teorema. 

entonces Ges nilpotente. 

Teorema. Si Ges supersoluble, entonces G' es nilpotente. 

Todos estos resultados así como aquellos que no estan enun­

ciados aquí pero se utilizan en el presente ~rabajo, pueden con­

sultarse en [ 9] o en [11) • 



SECCIÓN I 

GRUPOS FINITOS SOLUBLES NO ABELIANOS CON TODOS SUS 

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS ABELIANOS 

En esta secci6n se caracterizan los grupos finitos solu­

bles no abelianos tales que sus subgrupos normales propios son 

abelianos. Se distinguen dos casos segOn tales grupos tengan 

uno o dos subgrupos normales maximales. 

Teorema l. Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes candi 

eiones son equivalentes. 

a) a.1 G no es abeliano. 

a.2 cada subgrupo normal propio de Ges abeliano. 

a.3 G tiene al menos dos subgrupos normales maximaJes, 

b) b.1 Ges. un p-grupo. 

b. 2 G/ Z (G} es abeliano elemental de orden. p 2 

b.3 el subgrupo de Frattini <leG (~(G}},coincide con el ce~ 

tro de.G (Z (G}}. 
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Demostración. a) implica b): 

Sean M y N subgrupos normales rnaxirnales distintos de G, en 

tonces: 

(1) o/MnN es abeliano .• 

En efecto G/M y o/N son simples y solubles por lo tanto 

son cíclicos de orden primo y en consecuencia son abelianos,lo 

que implica que G' CM y G' CN por lo tanto G' CM nN y 9' nN 

es abeliano. 

(2) o/MnN es abeliano de orden p q (p,q primos). 

Se tiene que [ G:M] = p y [ G:N] = q (p ,q primos), además 

[G:MnNJ =[G:M][M:MnNJ y corno M .._ MN G 
MnN ""1ir = N ya que MyN 

son subg~upos normales rnaximales distint~s, por lo tanto 

[ G: M n N] = [ G: M] [ G: N] = p q • 

(3) <l>=l=M()NCZ(G). 

En efecto M ce (M ()N) 
G 

ya que M ::> (M nN) y M es abeliano 

porque es un subgrupo normal de G. Analogarnente N CCG (M nN) y 

por lo tanto G = MN CCG (M nN) , esto es 
-1 

X tx = t para toda 

tEM()N y para toda xEG, entonces M()NCZ(G). <l> =I= MnN 

por a,1 y (2). 

(4) es abeliano elemental de orden 2 p . 

En ( 2) hemos visto que G /MnN es abeliano de orden p q con 

p y q primos, Si q fuera diferente de p, entonces o/M nN 
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sería cíclico y como M nN C Z (G) , G resultaría abeliano lo que 

es una contradicción. Por lo tanto p = q y o/ M nN es de orden 

p 2 ; como los únicos grupos de orden .p 2 ~on 7l x 7l y 7l 2 , entonces 
p p p 

es necesariamente isomorfo a 7l X 2Z ya ·que de otra forma . p p 

por lo visto anteriormente G resultaría abeliano. 

(5) Ges un p-grupo. 

Como IGI =[G:MnN] IMnNI y [G:MnN) =p 2 , basta probar que 

M nN es de orden una potencia de p. Supongamos que q j l M nN 1 

c.on q primo q+p, como <l> + MnN<Z(G) se tiene que 

M nN = (M nN) . x (M nN) ; H = (M nN) . es de índice una potencia 
P' P P' 

de p en G ([ G:H] = [ G:M nN] [ (M nN) :H]), y su orden es primo con 

p, por lo tanto es un p'-subg~upo de Hall de G. Sea K un p-sub­

grupo de Sylow de G. Se tienE-, que G = HK. Como H < Z (G) entonces 

tanto H como K son subgrupos normales propios de G y por lo con 

siguiente abelianos, de donde sigue que G = HK = H X K es abelia­

no, lo que es un absurdo. Por lo tanto MnN es de orden una 

potencia de p y Ges un p-grupo. 

(6) MnN=Z(G). 

En efecto, ya que Ges un p-grupo no abeliano [G:Z(G)] =ps 

s ;;;i,, 2; además como M nN < Z (G) se tiene que p 2 = [ G: (M nN)] = 

[ G:Z (G)] [ Z (G): (M nN)] 

Z(G) =M nN. 

lo que implica que [ G:Z (G)] = p 2 y que 
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( 7) G/z (G) es abelia.no elemental de orden p 2 • 

Sigue de (6) y (4). 

(8) Z(G) Cef>(G). 

Como Ges un p-grupo, cada subgrupo maxima~ de Ges normal. 

Pero de (6) resulta que si M y N son súbgrupos maximales dife­

rentes de G, entonces M ()N = Z (G), por lo tanto cada subgrupo 

maximal de G contiene a Z (G}, esto es Z (G) Cq'> (G). 

e g) ef> e G} e z e G > •. 

Sigue del hecho que o/z (G) es abeliano elemental. 

(10) Z(G) =ef>(G). 

En (8) y (9) se demostró que Z(G) Cef>.(G) y que ef>(G) CZ(G). 

De (5), (7) y (10) sigue que a) implica b). 

b) implica a) 

De b. 2 se sigue que G no es abeliano. Además G tiene al me­

nos dos subrgrupos maximales ya que de otra forma G resultaría 

cíclico. Siendo G un p-grupo, cada subgrupo maximal de Ges 

normal por lo tanto G tiene al menos dos subgrupos normales 

maximales. Entonces para que valga a) es suficiente demostrar 

que cada subgrupo maximal es abeliano. Sea M un subgrupo maxi­

m a 1 de G ; por b . 3 se tiene que Z ( G) = q'> ( G) C M y y a que [ G: M] = p 

por b.2, se tiene IM/Z(G) l=p se donde sigue que Mes abelianc• . 
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Teorema 2. Si Ges un grupo finito soluble, entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes~ 

a) a,1 G no es abeliano. 

a.2 cada subgrup? normal propio de Ges abeliano. 

a.3 G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

b) b.1 Ges producto semidirecto de un p'~grupo abeliano M 

(no trivial que coincide con G'),con un p-grupo cícli­

co H ( p, primo) 

b. 2 HP < Z (G) y N = M HP = M X HP es el único st1bgrupo nor­

mal maximal de G. 

Demostración: a) implica b)1 

Sea N el único subgrupo normal maximal de G, entonces: 

( 1) [ G: N] = p primo. 

(2) o/G• es un p-grup9. 

En efect.o, ya que G/ G, es abeliano, si existe un primo q 

tal que q divide al. orden de G/G, , entonces o/G, tiene un sub­

grupo normal T/G' de índice q, y Tes normal en G con [G:T] =q, 

por lo tanto T es normal maximal en G y por lo tanto T = N y 

p =q. 

(3) G• es un p'-subgrupo de Hall de G (y por lo tanto, siendo 

normal es el único p'-subgrupo de Hall de G). 
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En efecto ya que G' es abeliano, G' tiene un solo p'-sub­

grupo de Hall M, el cual es característico en G' y por lo tanto 

normal en G. Como G/G• y G/M son p-grupos ,. se tiene que G/4"'1 

es un p-grupo y por lo tanto Mes un p 1 -subgrupo de Hall de G. 

G/M es un p-grupo con un único subgrupo maximal ya qu~! de otra 

forma G tendría al menos dos subgrüpos normales maximales contra 

la hipótesis, por lo tanto G½M es cíclico y G' CM; pero M C G' 
.n. 

por lo tanto G' = M y G' es el único p 1 -subgrupo de Hall de G. 

( 4-) G = G' H, donde H es un p-subgrupo de Sylow de G. 

(5) Hes un p-grupo cíclico. 

es En efecto o/G, 
tanto b.1 se verifica. 

( 6) Hp < Z ( G) • 

cíclico y % , = G'H 
G' 

H 
G'nH = H por lo 

En efecto como Hes cíclico Hp centraliza a H, además como 

["G:N] =p, entonces Hp <N y como G'< N (ya que N es el único 

subgrupo normal maximal),entonces Hp centraliza a G' ya que N 

es abe.liana y como G = G 'H, entonces Hp centraliza a G, esto 

es Hp < Z (G) • 

( 7 ) N = G 'Hp = G' X Hp 

En efecto como G' y Hp son normales .;)'.l G, entonces G'HP 

normal en G y G'H 1 G 'H j je;• 1 IHI 1& H es -- = = = = 
G'Hp IG'Hpl 1 G' 1 jHPI IHPI Hp. 
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es cíclico, l_!!_I = p, por lo tanto [ G:G 'Hp] = p y como 
IHP 

entonces N=G'Hp=G' xHP. Hemos demostrado que a) 

implica b). Ahora demostraremos que b) implica a). 

De b .1 se sigue que.G no es abeliano. Sea R normal en G, se 

tiene que 
'O 

R < N = G' X H· ya que N es el único subgrupo normal 

maximal y como N=G' XHP es abeliano, entonces Res abeliano11 

Teorema 3. Sea G un grupo finito tal que: 

b.1 Ges producto semidirecto de un p'-grupo abeliano no 

trivial M con un p-grupo cíclico H (p, primo). 

b.2 Si hes un generador de H, h induce en M un automor­

fismo de orden p que no deja fijo a ningún elemento· 

':l= l de 
Mpi ~Pi 

1/Mpi 

(i=l,2, ... ,s), donde 

p. -componente primaria de M y IMJ = pt 1 
1 1 

M es la 
Pi 

Entonces Ges un grupo soluble no abeliano tal que todo sub 

grupo normal propio de Ges abeliano y G tiene solamente un sub­

grupo normal maximal. 

Antes de demostrar este teorema recordaremos el siguiente 

resultado: 

Teorema de Maschke (cfr [4], pág. 21). Se? G un grupo finito y F un campo tal 

que la característica de F sea cero o que la característica de F no divida al 

orden de G. Sea V ~n F-espacio vectorial y ~:G ~ GL(V) un homomorfismo de G enel 
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grupo lineal de V. Si W C V es un subespacio propio de V tal 

que I{) (g) W CW para toda g E G, entonces existe U CV subespacio 

tal que V=W EB U y l{)(g)UCU para toda gEG. 

Demostraci6n del Teorema 3. 

Ges soluble ya que o/M y M son solubles. 

Como h induce en M un automorfismo de orden p, Hp centra 

liza a M, por lo tanto Hp es normal en G = MH y por lo tanto 

N = MHP = M X Hp es un subgrupo normal abeliano de G. Si demostra 

mas que N es el finico subgrupo normal maximal de G, se tendri 

que cada su~grupo norm~l propio de Ges abeliano. 

Supongamos que G tenga un subgru_po normal maximal S :;i:N. Co 

mo Ges soluble, [G:S] es un primo. Si [ G:S] = p, entonces s· 

contiene a todos los p'-elementos de G y por lo tanto MCS por 

lo tanto IYM :S/M] = _[ G:S] = p pero como o/M ~ H es cíclico, G/M 

solo tiene un subgrupo de índice p, Y como IYM: N/M] = [ G:N] = 

1 HHP 1 = p por lo tanto S/M = N/M y N = S contra la hipótesis, 

por lo tanto [G:S] =p. con p. *P· 
l. l. 

Como S es normal en G y G/s es de orden p., S contiene to 
l. 

dos los subgrupos de Sylow de G con exepción de Mo.; además se 
Mp. s 

~ , 
G M-o ;-

tiene [ M : (M n S)] l. - l. que =pi ya que -= y por 
Pi Pi s s - M n s 

Pi 

lo tanto es cíclico de orden MP i CM n S y a que M.0 • / 

pi Pi "'i/M n S 
pi 

p .. Como H<s, hES (H=<h>) y ya que Ses normal en G, enton 
l. 
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ces ~Pi , ~ e S y 

~Pi ,h] CMPi por lo 

se tiene ~pi :M~¡} = 

siendo Mp. normal en G (Mp. c a,r M <l G), entonces 
1 1 

tanto ~Pi ,h] C (MPi ns). Si MPi es ciclico 

pi y como ~Pi: (MP/1S)J = pi y M~! C (Mpi ns), 

entonces MPi=M ns y.por lo tanto ,~p.,hl CMP~; se sigue que h 
Pi Pi _ 1 J P-1 

induce el automorfismo idéntico en MP·/MP., contra la hipótesis. 
1 p7 

1 

no es cíclico, (MP. ns1/·Mpi 
1 p, 

1 

es un p.-grupo abeliano ele 
1 -

mental y es dejado invariante por el automorfismo inducido por h 

ya que es normal en o/MPi· Por lo tanto h deja invariante un 
Pi 

subgrupo propio del grupo abeliano elemental MP·/MPi· Se tiene 
1 p. 

1 

pues que si ',O :H-+ aut (Mp. /MPi) es el homomorfismo tal que 
1 Pi 

como es abeliano elemental 

?lPi-espacio vectorial). Y ya que GL(Mpi/ Mpi)= 

pi 

y dado que cp (h 8 ) (MP n S / . ) CMP. ns / . , 
i / MP1 1 /·MP1 

pi pi 
entonces por el teorema de Maschke (siendo que p. i IHI ), exis-

1 

de M ns/ 
pi /MPi 

p. 
1 

por lo tanto [ T ,h] C T 

en M /4 tal que p. p. ' 
1 M 1 

Pi 

Pero [ T ,h] e [ M ,h] C 
Pi 

Por lo tanto h induce la identidad en T/MPi contra la hipó­
/ pi 



- 10 -

tesis de que h no deja fijo ningOn elemento# 1 de por 

lo. tanto G tiene solo un subgrupo normal maximal• 

Problema lLa condición del teorema anterior es también una con 

dición necesaria?. 

Si todo subgrupo normal propio de Ges cíclico, entonces dicha condición 

es también necesaria. 

Teorema 4. Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condi 

cienes son eqµivalentes: 

a) a.1 G no es abeliano. 

a.2 Todo subgrupo normal propio de Ges cíclico. 

a.3 G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

b) b.1 Ges producto semidirecto de un p'-grupo cíclico M 

con un p-grupo cíclico H (p, primo). 

b.2 Si hes un generador de H, h induce en M un automor­

fismo de orden p que no deja fijo a ningOn elemento 

# 1 de MP . / P . ( i = 1, 2 , . . . , s ) 
i /M i 

pi 
es la p.-componente primaria de M 

l. 

Demostración. Que b) implica a) es inmediato delteorema anterior, 

Para mostrar que a) implica b), en virtud del teorema 2 solo es ne-

cesario demostrar b.2. Demostración de b.2: 
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Del teorP.rna· 2 se sigue que G = M H con M un p 1 -grupo cícli 

coy H un p-grupo cíclico y que es 

el único subgrupo normal rnaxirnal, además de que [G:N] =p. 

Sea h un generador de H entonces en virtud de que [G:N]=p 

se tiene que Hp CN y ya que N es abeliano y M CN, hp induce la 

identidad en M, por lo tanto h induce en M un autornorfisrno de 

orden p. 

Sea Mp. la p.-cornponente 
l. l. 

primaria de M. Corno Mp. es cara~ 
l. 

terístico en M y Mpi 
Pi 

característico en M y en M, se tiene 
pi 

.que h deja invariante a MPi y a M:~, por lo tanto h induce un 
l. 

autornorfisrno ·en M / • 
· Pi/MPi 

P. 
l. 

Solo falta demostrar que h no deja 

fijo ningún elemento # 1 de 

con b EM y b (f.. 
p, 

l. 

efecto corno MPi hbh.,.. 1 =MPi b, entonces MPi hbh- 1b- 1 =Mpi lo 
pi pi pi pi 

que implica que [h,b] EMPi. De donde sigue que b normaliza el 
pi 

subgrupo 

cual es de indice pi en G ya que 

[ G·K] _ 1 G 1 = . -w 

= = p. ya que M es cíclico puesto que Mes cícli 
l. pi 
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co. Como 

es maximal 

b f K, se tiene que NG (K) ; K y en virtud de que K 

en G (puesto que [G:K] =pi),entonces NG(K} =G, esto 

es K es normal maximal en G, además Mi K porque b ~ K lo 

que implica que K '#- N po;r,que M CN, contra la hipótesis de 

que G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

implica b)• 

Se sigue que a) 

Corolario. Si Ges un grupo soluble no abeliano tal que todo 

subgrupo normal propio de G sea cíclico y G tenga solo un 

. ¡·¡ a.1 a.2 ªs subgrupo normal maximal entonces si G = p ? .•• p 
l 2 S 

con 

p >p ••• >p (p. -primos), el único subgrupo normal maximal N 
1 2 s. l. 

de Ges de orden a.1 a.2 O. pl · p .. . p S -1 . 
2 S 

Demostración. Primero observamos que Ges supersoluble ya que 

G/N es cíclico de orden p y N es cíclico. 

Como un grupo supersoluble tiene subgrupos de todos los 

ordenes posibles (i.e. si mi IGI, y Ges supersoluble G tiene 

un subgrupo de orden m), entonces G tiene un subgrupo R de índi 

ce p en G y como p es el menor de los primos que dividen a IGI, 
s s 

Res normal en G (cfr. [11], XI.2.5, pág. 190) y ya que [G:R] =p 
s 

entonces Res el único subgrupo normal maximal de G, esto es 

a. .. . p S - 1 
s • 

Observación. Si en el corolario anterior solo se pide que todo 

subgrupo normal sea abeliano (no necesariamente ciclico),entonces 
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no es necesariamente cierto que si 1 1- (l¡ ª2 (l G - p P. ••• p s 
1 2 s 

con 

p >p > ••• >p , el único subgrupo normal maximal N de G es de 
1 2 S 

orden pª 1 pª 2 ••• pªs-1. 
1 2 s 

Ejemplo. A tiene todos sus subgrupos normales abelianos .. 
y el único subgrupo normal maximal es de orden 4. 

Sin embargo si solo se pide que todo subgrupo normal propio 

de G sea abeliano, pero se impone la condición de que el grupo 

G sea supersoluble, entonces también es cierto que si 

IGl=.pª 1 
1 

subgrupo 

a2 a p ••• p s con 
2 s 

normal maximal 

p >p > ••• >p (p,-primos), el único 
1 2 S 1 

N de Ges de orden (l ª2 (l plp ••• ps-1. 
l 2 S 



SECCIÓN I.I 

GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO ABELIANOS CON TODOS SUS 

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES PRO 

PIOS ABELIANOS, 

En esta sección caracterizamos los grupos finitos no sim­

ples no abelianos que tienen todos sus subgrupos normales pro­

pios abelianos y todos sus cocientes propios abelianos. Distin 

guiendo dos casos según tales grupos tengan uno o dos subgrupos 

normales·maximales. 

Teorema 5. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes con 

diciones son equivalentes: 

a) a.1 G no es abeliano. 

a.2 Cada subgrupo normal propio de Ges abeliano. 

a.3 Cada cociente propio de Ges abeliano. 

a.4 G tiene al menos dos subgrupos normales maximales. 

b) b.1 Ges un p-grupo (p-primo) 

b. 2 G/z (G) es abeliano elemental de orden p 2 • 

b.3 Z(G) = </>(G) 

b.4 G' es el único subgrupo normal minimal de G. 
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Demostración. a) implica b): Ya que G no es simple, G tiene un 

subgrupo propio K normal en G y como por hipótesis K y G/K son 

abelianos, Ges soluble y por el teorema 1 para que se verifi-

que b) es suficiente demostrar b.4. Sea < 1 > =I= N <l G; entonces =I= 

G/N e s abe 1 i ano y G ' < N , además G ' =I= < 1 > y a que G no e s abe 1 i ano , 

por lo tanto G' es el único subgrupo normal minimal de G. 

b) implica a): Por el teorema 1 basta probar a.3. Sea 

< 1 > =I= N ;j; G, entonces G' < N y G/N es abeliano• 

Observación. Con las hipótesis del teorema anterior, Z(G) resu! 

ta cíclico. En efecto cada subgrupo minimal de Z(G) es normal 

minirnal de G y siendo Z(G) abeliano con solo un subgrupo rninirnal, 

es cíclico. 

Teorema 6. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes con 

diciones son equivalentes: 

a) 

b) 

a.1 G no es abeliano. 

a.2 Cada subgrupo normal propio de G es abeliano. 

a.3 Cada cocie.nte propio de G es abeliano. 

a.4 G tiene un solo subgrupo normal maximal. 

b.1 G' es el .. . un1co subgrupo normal propio de G. 

b.2 G' es un q-grupo abeliano elemental (q-primo). 

b.3 [G:G'] =p (p, primo, p -1- q). 

c) c.1 Ges soluble no abeliano. 

c.2 G tiene solo un subgrupo normal propio •. 
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d) d.1 G no es abeliano. 

d.2 Cada subgrupo propio de Ges abeliano. 

d.3 Cada cociente propio de Ges abeliano. 

d.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

e) e.1 Ges producto semidirecto de un q-grupo abeliano ele 

mental M = G' no tri vial con un p-grupo cíclico H de 

orden p, (p,q primos p F q). 

e.2 Si hes un generador de H, h induce en M un automor­

fismo de orden p que no deja fijo ningún elemento F 1 

de M. 

e.3 G' es el único subgrupo normal minimal de G. 

Para la demostración seguiremos el siguiente diagrama. 

1 2 3 4 6 S 
a)=> b) ~> c) => d) => a) <=> e) 

.1. a) implica b): Por el teorema 2 es suficiente demostrar 

que HP = < 1 >, que G' es un q-grupo abeliano elemental y 

que G' es el único subgrupo normal minimal de G. 

Si Hp =I=< 1 >, ya que Hp < Z (G), entonces Hp<I G y G/HP 

es abeliano, de donde sigue.que G' <HP, lo que es absurdo 

porque G' es un p 1 -grupo y Hp un p-grupo, por lo tanto 

Hp = < 1 >. 

Sea N<J min G; entonces G/N es abeliano, G' <N. y por 

lo tanto G' = N es el único subgrupo normal minimal · :<", G. 
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~a que Ges -soluble y G'~. G, entonces G' es abeliano ele - min 

mental de orden q 9 (q primo, q F p). 

2. b) implica c):Es inmediato. 

3. c) implicad): :Ya que Ges soluble no abeliano con solo un 

subgrupo normal propio, este subgrupo es precisamente G' y 

necesariamente G' es abeliano y [ G:G'] = p (p-primo). 

Es suficiente demostrar que cada subgrupo maxima] es 

abeliano. 

Sea S < G; si S = G', S es abeliano. rnax Supongamos 

que S '/: G';. entonces G=G'S y ya que G' ns~G', G' ns~s, 

entonces G ' n S ~ G I S = G ; por lo tanto G' n S = < 1 > y a que 

G' es el único subgrupo normal propio de G, por lo tanto 

~/G' =SG'/G' ~Ses cíclico, y por consiguiente abeliano. 

4. d) implica a): Es inmediato. 

5. a) implica e): Como hemos demostrado que a) implica b), 

por el teorema 2 es suficiente demoatraro e. 2. Como G = G 'H 

con G' un q-grupo abeliano y H un p-grupo cíclico de orden 

p y [ G:G'] =p se tiene· que si h EH entonces hp EG' y co­

mo G' es abeliano,hp induce el automorf!2~0 identidad en 

G' y h induce en G' un automorfismo de :~den p. Basta pr~ 

bar que el automorfismo inducido por h en G' no deja fijo 

ningún elemento F 1 de M = G 1 • Si 1 F b EM es dejado 
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fijo por h, i.e.h- 1 bh =b esto implica que bEZ(G) ya que 

G=G'H y G' es abeli.ano y H =< h>, por lo tanto< l> 'F R= 

<b><lG lo que implica que G' =<b> y por lo tanto 

h- 1 rh =r para todo r E<b> y ya que H es cíclico, H re­

sulta normal en G y por consiguiente G resulta abeliano, lo 

que es una contradicción. Por lo tanto el automorfismo 

inducido por h en G' no deja fijo ningún elemento 'F 1 de 

M = G'. 

6. e) implica a): Es inmediato por el teorema 3• 



. SECCIÓN I lI 

GRUPOS FINITOS SOLUBLES NO NILPOTENTES CON TODOS SUS 

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS NILPOTENTES 

En esta sección caracterizaremos los grupos finitos solubles 

no nilpotentes con todos sus subgrupos normales propios nilpo~en 

tes. 

Teorema 7. Sea G un grupo finito soluble~ Las siguientes condi­

ciones son equivalentes: 

a) a.1 G no es nilpotente. 

a.2 Cada subgrupo normal propio de Ges nilpotente, 

b) b.1 Ges producto semidirecto de un p'-grupo nilpotente M 

que coincide con G' con un p-grupo cíclico H (p-primo). 

b. 2 F (G) = G' X Hp es el único sub grupo normal maximal de G, 

donde F(G) es el subgrupo de Fitting de G. 

Demostración. a) implica b): Sea F(G) el subgrupo de Fitting ce 

G. Ya que cada subgrupo normal propio de Ges nilpotente y co­

mo F(G) es el subgrupo generado por todos los subgrupos normales 
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nilpotentes es inmediato que F(G) contiene a todos los subgru-

pos normales de G, además F(G) F G ya que F(G) es nilpo-

tente y G no lo es, por lo tanto F(G) es el único sub-

grupo normal maximal de G y como Ges soluble, se tiene que 

[G:F(G)] =p p, primo. Ya que F(G) es soluble (porque es nilpo 

tente), F(G) contiene un p'-subgrupo de Hall M, el cual es carac 

terístico en F(G) y por consiguiente normal en G. es un 

p-grupo al igual que F(G)/M' de donde sigue que G/M es un p-gru 

po y como G/M solo tiene un subgrupo normal maximal, entonces 

G/M es cíclico y G' <M. Sea H un p-subgrupo de Sylow de G, en ton 

ces G = M H y H ::::: G/M c í c 1 i c o . 

Demostraremos ahora que,G' coincide con M. G/G' es abeliano 

con solo un subgrupo maximal (ya que de otra forma G resultaría 

nilpotente), por lo tanto G/G' es un grupo cíclico de orden una 

potencia de un primo y como G/M o/G•J , se tiene que 
/ M/G' 

lo que implica que 1~, es un divisor de 1 ~, 1 , 

por lo tanto G/G, es un p-grupo cíclico y por consiguiente 

M < G' ( ya que M es un p 1 -grupo y G' contiene todos los p' -elemen 

tos de G) y G' =M. Solo falta demostrar que F(G) =G' xHP. 

Como [G:F(G)] =p, se tiene que Hp <F(G) y como G' <F(G), 

entonces 
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ya que H es un P:-grupo cíclico lo que implica que F (G) = G' HP 

y ya que Hp es el p-subgrupo de Sylow de F(G), siendo F(G) nil­

potente, HP es normal en F (G) y por lo tanto F (G) = G' X Hp. 

b) implica a):Es inmediato• 



SECCIÓN IV 

GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO NILPOTENTES CON TODOS SUS 

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES PRO­

PIOS NILPOTENTES, 

lComo son los grupos no nilpotentes tales que todos sus 

subgrupos normales propios y todos sus cocientes propios son 

nilpotentes?. Se demuestra-que esta clase de grupos coincide 

con la clase de los grupos no nilpotentes con todos sus subgr~ 

pos propios y todos sus cocientes propios nilpotentes y con la 

clase de los grupos no abelianos que tienen solo un subgrupo 

normal maximal y que todos sus subgrupos normales propios y to 

dos sus cocientes propios son abelianos. 

Lema 8. (P. Hall) (cfr. (9), pág. 129) Sea G un grupo y N un 

subgrupo normal de G. Si tanto N. como G/N' son nilpotentes, 

entonces Ges nilpotente. 

Teorema 9. Sea G un grupo finito no simple no nilpotente tal 

que cada subgrupo normal prcpio de G y cada cociente propio de 

G son nilpotentes. Entonces: 
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(i) Cada subgrupo normal propio de Ges abeliano. 

(ii) Cada cociente propio de Ges abeliano. 

Demostración de (i). Sea F(G) el subgrupo de Fitting de G, si 

(F(G))' '/= < l> se tiene que F(G) y G/(F{G)), son nilpotentes y 

por el lema 8, Ges nilpotente contra la hipótesis, por lo tan 

to (F (G)) ' = < 1 > y F (G) es abeliano. Por consiguiente cada 

subgrupo normal propio T siendo nilpotente por hipótesis, está 

contenido en F(G) y por consiguiente Tes abeliano. 

Demostración de (ii). Sea G/H un cociente propio de G, consid~ 

remos dos casos. Caso a) G/H no es un p-grupo. Sea S/H un 

p-subgrupo de Sylow de G/8 ; ya que G/H es nilpotente (por hipót~ 

sis), S/H es normal en G/8 y S es normal en G· y como S/H '/= G/H , 

entonces S '/= G y por (i) Ses abeliano y S/H es abeliano,por lo 

tanto G/H es abeliano. 

Caso b) G/H es un p-grupo. G/H sólo tiene un 

subgrupo maximal porque de otra forma G tendría dos subgrupos 

normales maximales nilpotentes y G sería nilpotente contra la 

hipótesis. Por lo t_anto G/8 con solo un subgrupo maximal es cí­

clico y por lo tanto abelianoa 

Teorema 10. Sea G un grupo finito no simple, Las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

a) a.1 G no es ~Jeliano. 

a.2 Cada subgrupo normal propio de Ges abeliano. 
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a.3 Cada cociente propio de G es abeliano. 

a.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

b) b.1 G no es nilpotente, 

b.2 Cada sub grupo_ normal propio de G es nilpotente, 

. 
b,3 Cada cociente propio de G es nilpotente, 

c) c.1 G no es nilpotente, 

c.2 Cada subgrupo propio de G es nilpotente. 

c,3 Cada cociente propio de G es nilpotente. 

Demos·traci ón. a) implica b): Basta que demostremos que G no es 

nilpotente. Si G fuera nilpotente, G tendría solo un subgrupo 

maximal ya que en un grupo nilpotente, los subgrupos maxima­

les son normales y por hipótesis G tiene solo un subgrupo nor­

mal maximal y por lo tanto G resultaría cíclico contra la hipó 

tesis de que G no es abeliano. 

b) implica a): Por el Teorema 9, y por el hecho de que G tiene 

solo un subgrupo normal maximal. 

b) implica c): Ya que b) implica a), entonces es suficiente 

demostrar que cada subgrupo propio de G es nilpotente. 

Por el teorem~ 6, cada subgrupo propio de Ges abeliano y por 

consiguiente nilpotente. 

c) implica b): Es inmediato• 



SECCIÓN V 

-GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO SUPERSOLUBLES CON TODOS 

SUS SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES 

PROPIOS SUPERSOLUBLES, 

Aquí se caracterizan los grupos finitos no simples no super 

solubles tales que todos sus subgrupos normales propios ·y todos 

sus cocientes propios son supersolubles y que tienen solo un sub 

grupo normal maximal. 

Teorema 11. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

a) a.1 G nó es supersoluble. 

b) 

a.2 Todo subgrupo normal propio de Ges supersoluble. 

a.3 Todo cociente propio de Ges supersoluble. 

a.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal. 

G tiene una cadena normal 1 < M < P < N < G tal que 
=/:- =/:-

b.1 Mes el único subgrupo normal minimal de G y Mes abe-

liano elemental de orden 
n 

q , q primo y n > 1. 

b.2 Pes un q-subgrupo de Sylow de G. 
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b.3 N es supersoluble y es producto semidirecto de P con 

un grupo abeliano A tal que todo divisor primo del IAI 

b.4 

es menor que q. 

G 
M 

es supersoluble. 

b.5 N es el único subgrupo normal maximal'de G y G/N tiene 

orden primo p; si IAI ~ 1, entonces pes menor o igual 

que todo divisor primo del IAI y por consiguiente p < q 

Demostración: b) implica a): 

G no es supersoluble ya que Mes un subgrupo normal minimal 

n y·tiene or>den q con n>l. 

Ya que N es el único subgrupo normal maximal de G y N es 

supersoluble, entonces todo subgrupo nor>mal propio de Ges super 

soluble. 

Basta demostrar que si S ~ <l> es un subgrupo normal propio 

de G, entonces G/5 es supersoluble, Ya que Mes el único subgru 

po normal minimal de G, se tiene que M está contenido en S y G/5 

es isomorfo a G/M/ 
/S/M 

super>soluble. 

a) implica b): 

y como G/M es super soluble, entonces G/5 es 

G tiene solo un subgrupo normal minimal M ya que si M y M 
l 2 

fue!'an subgrupos 1rmales minimales distintos de G, entonces 
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G/M 1 y G/M 2 serían supersolubles y por consiguiente G que es 

isomorfo a G/M nM sería supersoluble contra la hipótesis. 
/ 1 2 

Ya que Mes normal minimal y Ges soluble, Mes un grupo 

abeliano elemental de orden n q , q primo y como G no es super-

sol·uble y G/M es supersoluble, entonces n > 1 ya que si n = 1, 

G r~sultaría supersoluble contra la hipótesis. 

Sea N el único subgrupo normal maximal de G. 

soluble se tiene [G:N] =p, p primo. 

Ya que Ges 

con p. primos y p <p < ••• <p , enton 
J. 1 2 r -

ces el p subgrupo de Sylow P de N es normal en N ya que N es 
r 

supersoluble y siendo P característico en N, Pes normal en G 

y se tiene que 1 <M <P <:N <G ya que M es el anico subgrupo 

normal minimal de G y como tiene p = q. r 

Como N' es característico en N y N normal·en G y ya que N' 

es nilpotente porque N es supersoluble, entonces todo subgrupo 

de Sylow de N' es característico en N y normal en G y como Mes 

el único subg~upo normal minimal de G, y !MI =qn entonces N' 

es un q-grupo y por·consiguiente N' =<1> o M<N' <P<N y en 

cualquier caso N/p es un q'-grupo abeliano. 

Si N/p =I=< 1 >, q es mayor que todo divisor primo de lo/P 1 

ya que q no divide a I N/p 1 

di vi sor e s primos del I N J • 

y q = p es mayor o igual que todos los r 

Como G/p es supersoluble (por hipótesis} y 1 i N/p es el 
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único subgrupo normal maximal de G/p y [ G/p : N/p] = [ G:N] =·p se 

tiene que p ,e.; todos los divisores primos del I G/p I y por lo tanto 

p es menor o igual que todos los divisores primos del j N/p I y por 

consiguiente p <q ya que q es mayor que todo divisor primo del 

¡N/p J y p resulta ser el q-subgrupo de Sylow de G porque 

[ G:P] = [ G:N] [ N:P] no es divisible por q• 



SECCIÓN VI 

GRUPOS FINITOS NO SOLUBLES NO SIMPLES CON TODOS SUS 

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS ABELIANOS, 

En esta sección caracterizaremos los grupos finitos no solu­

bles no simples tal que cada subgrupo normal propio es abeliano 

y admite una base con a lo más dos elementos. Para este fin son 

necesarios los siguientes resultados ya conocidos. 

Lema 12. ___ Si pes un primo, entonces el grupo lineal GL(2,p) de 

las matrices invertibles de 2 X 2 con coeficientes en ~ no 
p 

tiene subgrupos simples no abelianos. 

De m o s t r a e i ó n • e o m o l GL ( 2 , p) l = ( p 2 - 1) ( p 2 - p) , s i p = 2 , 

IGL(2,2) 1 =6 y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abelianos, 

entonces podernos suponer que p ~ 3. 
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Sea SL ( 2,p) el subgrupo de GL(2,p) de las matrices cuyo 

determinante es l. SL(2,p) es normal en G y además GL(2,p1/sL( 2 ,p) 

e s abe 1 i ano , y a que GL ( 2 , p 1/ S L ( 2 , p) ::'.. ?l p ..:. { O } • 

Sea H un subgrupo.simple no abeliano de GL(2,p);H nsL(2,p) 

es normal en H y como H es simple, entonces H n SL ( 2 ,p) = < 1 > o 

H<SL(2,p). Supongamos que HnsL(2,p) =<l>, entonces Hes iso-

morfo a H SL(2,p) < GL (2,p) 
SL(2,p) SL (2,p) 

que es abeliano, contra el hecho de 

.que H no es abeliano. Por lo tanto H < SL (2 ,p). Sea Z = Z (SL (2, p)), 

se tiene que ·Z = Z (G) nsL(2 ,p) = matrices escalares con determinan-

te igual a 1. 

H n Z es normal en H y como H es simple, entonces H n Z = < 1 > 

o H C Z, pero como H no es abeliano se tiene H n Z = < 1 > • 

Ya que Hes simple, Hes de orden par (W. Feit-J. Thompson[3]). 

Sea AEH de orden 2. Como H<SL(2,p) se tiene que A 2 =1 y 

det A= 1 y como p > 2, entonces A = r~ -TI contra el hecho de que 

H n Z = < 1 >. Se sigue que GL (2 ,p) no tiene subgrupos simples no 

abelianos • 

Lema 13. Sea R un p-subgrupo normal abeliano del grupo finito 

G y sea < 1 >=A < A < ••• < A 2 < A < A = R 
s s-1. 1 o 

una porción de una 

de una serie principal de G comprendida entre< 1> y R. Si 

CG(Ai ~. ) = G 
/.t:1+1 

i=O,l, ... ,s-1, entonces el grupo de automorfis 



- 31 -

mos inducidos por Gen Res un p-grupo. 

Demostración: Como A.¡A 
l. i+l 

es característicamente simple y 

A. < R con R p-grupo abeliano, entonces 
l. 

A./A es un grupo ab~ 
l. i+1 

liano elemental de orden pni y por consiguiente si a E A. , enton-
1 

ces 

·Como CG(A.1/A ) =G, si a EA., x EG se tiene 
l. . + l. 

l. 1 

-1( ) 1 X -1 
x a Ai+i x = x- a x Ai+l = a Ai+i, esto es a = x ax= a ªi+i 

conª·+ EA. . 
l. 1 1+1 

xP 
Por lo tanto a = a a 2 con a 2 EAi+ 2 , 

xp 2 xPt 
a = a a 3 con a E A. y a = a ªt con a E A y por lo 3 1+3 +1 t+1. i+t+1 

tanto 
X pS 

si rER=A 0 , xEG, r =r a 1 con ªi EA 1 y rx =r, esto es 

el automorfismo inducido por x en Res de orden una potencia de 

P• 

Teorema 14. Sea G un grupo finito no soluble tal que cada sub­

grupo normal propio sea abeliano y admita una base con a lo más 

dos elementos. Entonces G tiene un solo subgrupo normal maximal 

N que coincide con el subgrupo de Frattini -(G) de G. 
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Demostración: Si G tuviera dos subgrupos normales maximales N 
1 

y N 2 se tendría que G =N 1 N 2 con N 1 y N 2 normales y abelianos, 

por lo tanto G seria nilpotente contra la hipótesis, por lo tanto G 

tiene un solo subgrupo normal maximal N,entonces ~(G)CNporque ~(G) es normal 

en G. 
Demostraremos por inducción sobre el orden de G que NC~(G). 

Sea P un subgrupo normal minimal de G contenido en N, enton 

ces G/p verifica las hipótesis del teorema de donde por hipóte­

~ds de inducción ~ (G/p) = N/p , esto es cada subgrupo maximal de 

G que contenga a P contiene también a N. 

Si N 'l- <fi (G) , entonces debe existi:r:: un subgrupo maximal M 

de G tal que N ~ M y por lo visto anteriormente P ~ M y por li 

maximilidad de M, G = MP. 

Como N es abeliano CG (P) :::> N, pero CG (P) es normal en G y 

ya que N es normal maximal de G, entonces CG (P) = N o CG (P) = G . 

Si CG(P) = G, entonces M CCG(:i?), por lo tanto P CCG(M) CNG(M) 

y como M C NG (M) se tiene G = PM CNG (M) , esto es M es normal 

en G y por lo tanto normal maximal en G lo que es un absurdo 

porque Ni M y N es el único subgrupo normal maximal de G. Por 

lo tanto CG (P) = N. 

Como G/N = G/ C (P) 
G 

es isomorfo al grupo de automorfismos in 

ducidos por Gen P y como N es abeliano y tiene una base forma 

da por a lo m~s dos elementos y P CN, entonces P debe ser un 
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grupo abeliano elemental de orden p o p 2 ya que Pes normal mini 

mal y como G/N es isomorfo a un subgrupo del grupo de automorfi~ 

mos de P, se tiene que G/N es isomorfo a un subgrupo de ?l o 
p-1 

de GL(2,p) lo cual no puede ser ya que G/N es simple no abeliano 

(en virtud de que G no es soluble y N es normal.maximal),mientras 

que ?l es abeliano y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abe-
p-1 

lianos (lema 12). Se llega así a un absurdo y por lo tanto N =</>(G) • 

Teorema 15. Sea G un grupo finito no soluble tal que cada subgru 

po normal propio sea abeliano y admita una base formada por a lo 

más dos elementos, entonces G tiene un solo subgrupo normal maxi­

mal N que coincide con el centro Z(G) de G. 

Demostración: Que G tenga un solo subgrupo normal maximal N re-

sulta del teorema 14. Demostraremos que N = Z (G) . Porque Z (G) C N, 

es suficiente demostrar que N C Z (G). 

Sea R un p-subgrupQ de Sylow no trivial de N, Res caracte­

rístico en N porque N es abeliano, por lo tanto Res normal en G. 

Sean A y B dos subgrupos de R normales en G y tales que A~ B < R 

y que no exista ningún subgrupo normal D de G tal que A<: D <B. 

* * 
Entonces CG(B/A) ::>N; pero CG(B/A)· es normal en G y como N es 

normal maximal en G, se tiene que CG (B/A) = N o bien CG {B/A) = G. 

Supongamos que CG {B/A} = N. Como G/N = G/ C .(B/ ) 
/ G A 

es isomorfo 

al grupo de automorfismos inducidos por Gen B/A y ya que B/A es 

abeliano elemental (porque B/A es característicamente simple), 
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además A CB CN y N es abeliano y es generado por a lo rr:á.s dos 

elementos, se tiene que B/A es de orden p o p 2 , por lo tanto G/N 

es isomorfo a un subgrupo de~ o de GL(2,p) y esto no puede 
p-1 . 

ser porque G/.N es simple no abeliano mientras que :2Z es abe -
p-1 

liana y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abelianos (lema 12). 

Se sigue que CG (B/A) = G. 

Sea < 1 >=A <A < ••. <A <A 1 <A = R una porción de serie 
s s-1 2 . o 

principal de G comprendida entre < 1 > y R. Se quiere demostrar 

que CG (R) = G; en caso contrario, sería CG (R) = N, porque N C CG (R.) 

y CG(R) es normal en G. Por lo visto en el parrafo precedente 

CG(Ai/A. )=G (i=O,l, ••• ,s-1) y por el lema 13, el grupo de 
· 1+1 

automorfismos inducidos por Gen Res un p-grupo; pero el grupo 

de automorfismos inducidos por G en R es isomorfo a r CG (R) , e::1-

tonces si CG (R) = N, G/N es un p-grupo lo que es una contradicción 

ya que G/N es simple no abeliano. Se sigue que CG (R) = G, esto es 

R < Z (G). Por lo tanto cada subgrupo de Sylow de N está contenido 

en Z (G) y por consiguiente N C Z (G) • 

Teorema 16. Sea G un grupo finito no soluble, entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes: 

a) Cada subgrupo normal propio ~e Ges abeliano y tiene una 

base formada por a lo más dos elementos. 

b) Ges una extensión central de un grLpo abeliano finito M, 

que tiene una base formada por a lo más dos generadores, 
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con un grupo simple no abeliano y se tiene <p (G) = M. 

Demostración: a) implica b): Sea M el único subgrupo normal 

maximal de G, entonces M es abeliano y tiene una base forma­

da por a lo más dos elementos y G/M es simple no abeliano. De 

los teoremas 14 y 15 se sigue que a) implica b). 

b) implica a): Sea N un subgrupo normal propio de G. Ya que 

Ncf,(G1/cf,(G) es normal en G/q,(G) y como rcf,{G) 

ces Ncf, (G) =G o Ncf,(G) =cf,(G); si Ncf,(G) =G, 

es simple, enton-

entonces N = G lo 

que es una contradicción porque N es un subgrupo normal propio 

de G-, por consiguiente Ncf, (G) = <p (G) , esto es N C cf, (G) = M y N es 

abeliano y tiene un~ base formada por a lo más dos elementos• 
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