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INTRODUCCION,

En 1978, M.G. Bianchi [1] clasificd los grupos finitos no
ciclicos en los cuales cada subgrupo normal propio es ciclico .
A sugerencia del Prof..Guido Zappa me puse el problema de deter-
minar los grupos finitos no abelianos generados por méds de dos
elementos y en los cuales cada subgrupo normal propio es genera-
do por a lo mé&s dos elementos. Al considerar el caso de los gru
pos finitos no abelianos con todos sus subgrupos normales propios
abelianos, teniendo cada uno de ellos una base formada por a 1lo
mds dos elementos, me di cuenta que se podia llegar fécilmente a
la caracterizacidn de‘los grupos finitos solubles no abelianos
en los cuales cada subgrupo normal propio es abeliano. Estos re
sultados se presentan en la Seccidn I de este trabajo. En el.ci
so no soluble logré caracterizar los grupos no simples que tie-
nen todos sus subgrupos normales propios abelianos, con una base
formada por a lo mds dos elementos; estos resultados se presentan
en la Seccidn VI. Posteriormente me propuse caracterizar los gru
pos finitos soiubles no nilpotentes con todos sus subgrupos norma
les propios nilpotentes. Los resultados que obtuve en este sen-
tido se relacionan con los de Moreno-Miller [6] y Redei [7] que
estudian los grupos finitos no abelianos con todos sus subgrupos
propios abelianos y los de SCHMIDT [10], IWASAWA [5] y Redei [8]
que estudian los grupos finitos no nilpotentes con todos sus sub
grupos propios nilpotentes. Como una consecuencia de estos .re-

sultados obtenidos se caracterizan fdcilmente los grupos finitos



no simples no abelianos que tienen todos sus subgrupos normales
propios y todos sus cocientes propios abelianos, asi como 1los
grupos finitos no simples no nilpotentes que tienen todos sus
subgrupos normales propios y todos sus cocientes prcpios nilpo
tentes. Estos resultados'aparecen respectivamentie en las Sec-

ciones II y IV.

En 1966, K. Doerk [2] es:udid los grupos finitos no super-
solubles con todos sus subgrupos propios supersolubles, asi que
me propuse caracterizar los grubos finitos no supersolubles con
todos sus subgrupos normales propios y todos sus cocientes pro-
pios supersolubles, logrando una caracterizacidn en el caso que
tales grupos tengan solo un subgrupo normal maximal. Este resul

-tado estd en la Seccidn V.

Agradezco de manera muy especial a mi querido ma~stro Guido
Zappa por su gran ayuda y paciencia en-la elaboracidn de este
trabajo, asimismo agradezco al Profesor Alessandro Scarselli,
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NOTACION

En el presente trabajo solo se consideran grupos finitos y

se utiliza la notacidn usual y en particular la siguiente:

G grupo finito

a* X~1 ax con a, X€G

[a,b] a~! b™! ab con a,b€G

<X> subgrupo de G generado‘por el subconjunto X de G

[A,B] <[a,bl|]a €A, bEB>

|G| orden de G

H<G H es un subgrupo de G

HiG H es un subgrupo propio de G

H <max G H es un subgrupo maximal de G

H<G H es un subgrupo normal de G

N car G H es un subgrupo caracteristico de G

MP la p-componente primaria del grupo abeliano M,
pP-pramo

HP "subgrupo generado por ias hp, h€H, p primo

[C:H] Indice del subgrupo H en el grupo G

H=G H es isomorfo a G

CG(H) centralizador de H en G

NG(H) normalizador de H en G

z(G) zentro de G

¢(G) ibgrupo de Frattini de G, que es la interseccidn

de los subgrupos maximales de G



GI

F(G)

G, XG,

Aut(é)

GL(2,p)

SL(2,p)

Subgrupo derivado de G o Subgrupo conmutador de G
Subgrupo de Fittihg de G, que es el subgrupo genera
do por los subgrupos normalgs nilpotentes de G
Campo finito con p elementoé

Grupo alfernaﬂte de grado 4

Grupo cociente de las clases lateéales del subgrupo

normal H en el grupo G

Producto directo de los grupos G, y G2

Grupo de automorfismo del grupo G

Grﬁpo General Lineal de las matrices invertibles
de 2 X 2 con coeficientes en ZP

Grupo Bineal.Especial de las matrices de 2 X2 c;n

coeficientes en.ZP’de determinante 1.
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DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES.

Se recuerda que en este trabajo solo se consideran grupos

finitos.

Un grupo G es abeliano elemental si G :ZP XZZPX...X ZZP,

s factores para algfin primo p.

Teorema. Si G es un p-grupo, p primo, N <G y G/N es abeliano ele

mental, entonces ¢(G) <N.

Si p es un primo, un grupo G es un p' grupo si su orden no

es divisible por p.

T<G centraliza a R<G si t 'rt=r para toda t€T y para

toda YE€R,

H< G es un subgrupo normal minimal de G si H#¥<1> y no

existe <1> # N ;<e H con N«G.

Teorema. Si H es un subgrupo normal minimal de G, entonces H es
un grupo abeliano elemental o H es producto directo de grupos

simples no abelianos isomorfos.

H <G es un subgrupo normal maximal de G si no existe NiG

v

tal que H <N.
#

H<G se llama caracteristico si ¢(H) <H para todo automor

fismo ¢ de G.

Un grupo que no tiene subgrupos propios caracteristicos, se

llama caracteristicamente simple.
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Teorema. Un grupo caracteristicamente simple es producto direc

to de grupos simples isomorfos.

Un grupo G tiene una cadena normal si existen A1’A2""’An""

subgrupos normales de G tales que G>A, >A, >... >An>"'

Una serie principal de G es una cadena normal
G=Ay >A, >... >AS=< 1> +tal que no existe N normal en G con

A, S NsA i=0,1,...,(n-1).

Un grupo G es soluble si tiene una cadena normal

G=A,>A_>...>A =<1> tal que A, es abeliano
e 1 s i A:|.+1

i =0'.l'2,ooo'(s-l) -

Teorema. Si G es un grupo soluble y H<G, entonces H es solu-

ble.
Teorema. Si G es soluble y H <G, entonces G/H es soluble,
Teorema., Si H<G con K y G/K solubles, entonces G es soluble.

Teorema. Si G_l y G, son grupos solubles, entonces G, XG, es

solubles.
H <G es un subgrupo de Hall de G si (|H|,[G:H]) =1.
Teorema (P. Hall) Si G es un grupo soluble y |G| =mn con

(m,n) =1, entonces G tiene un subgrupo de orden m y si R es otro

subgrupo de G de orden m, entonces Ry T son conjugados.

Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal

G=A,>A, >... >As=<1> tal que Ai/A.+ es ciclico i=0,1,...,(s-1).
i+,



Teorema. Si G es un grupo supersoluble y H<G, entonces H es

supersoluble.

Teorema. Si G es un grupo supersoluble y H<G, entonces G/, es

supersoluble.

Teorema. Si G, vy G, son grupos supersolubles, entonces G, XG2

es supersoluble.

Teorema. Si M es un subgrupo normal y ciclico de G con M y G/M

supersolubles, entonces G es supersoluble.

Teorema. Si HaG, K<G con G/'-I y G/K supersolubles, entonces

G/Hﬂ}{ es supersoluble.

Teorema. Si M es un subgrupo normal minimal de G y G es super-

soluble, entonces IMI = primo.

Teorema. Si G es supersoluble y IGI =pP,P,..-p, con

p1> p2>,...,>ps, P; primo i=1,2,...,s, entonces G tiene una

cadena normal G=AS >As > ... >A1 =<1> tal que A, es

i+, Ai
de orden P; > i=1,2,...,(s-1).
1 lOtz

Teorema. Si G es supersoluble.y |G| =pa P

a
«eee P S con
1 2 s

P,>P,> ... >ps, P, primos i=1,2,...,s, entonces G tiene un sub

grupo normal de orden p?l.

Teorema. Si G es un pégrupo, entonces G es supersoluble.



Un grupo G es nilpotente si es producto directo de sus sub

grupos de Sylow.
Teorema. Los grupos nilpotentes son supersolubles.
Teorema. Si G es nilpotente y H<G, entonces H es nilpotente.

Teorema. Si G=NN, con NN9 G, NG y N, y N son nilpotentes,

2

entonces G es nilpotente.

Teorema. Si G es supersoluble, entonces G' es nilpotente.

Todos estos resultados asi como aquellos que no estan enun-

ciados aqui pero se utilizan en el presente trabajo, pueden con-

sultarse en [9] o en [1]] .



SECCION 1

GRUPOS FINITOS SOLUBLES NO ABELIANOS CON TODOS SUS
SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS ABELIANOS

En esta seccidn se caracterizan los grupos finitos solu-
bles no abelianos tales que sus subgrupos normales propios son
abelianos. Se distinguen dos casos seglin tales grupos tengan

uno o dos subgrupos normales maximales.

Teorema 1. Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condi

ciones son equivalentes.

a) a.1 G no es abeliano.
a.2 cada subgrupo normal propio de G es abeliano.

a.3 G tiene al menos dos subgrupos normales maximales.

b) b.1 G es un p-grupo.

. 2
b.2 g/Z(G) es abeliano elemental de orden p

b.3 el subgrupo de Frattini deG (#(G)),coincide con el ce:x

tro deG (Z(G)).



Demostracidon. a) implica b):

Sean M y N subgrupos normales maximales distintos de G, en

tonces:

(1) %ON es abeliano.

En efecto G/M y %\1 son simples y solubles por lo tanto
son ciclicos de orden primo y en consecuencia son abelianos,lo
que implica que G'CM y G'CN por lo tanto G'CMNN y %nN

es abeliano.

(2) G/MﬁN es abeliano de orden pq (p,g primos).

Se tiene que [G:M] =p y [G:N] =q (p,g primos), ademds

[G:MNN] =[G:M][[M:MNN] y como ﬁ—%—Nz&ﬁN— I% ya que MyN

son subgrupos normales maximales distintos, por lo tanto

[G:MNN] =[G:M][G:N] =p q.

(3) <1>+# MNN C Z2(G).

En efecto MCCG(M NN) ya que MD(MNN) y M es abeliano
porque es un subgrupo normal de G. Analogamente NCCG(M NN) y
por lo tanto G =MN CCG(M NN), esto es x ! tx=t para toda
tEMNN y para toda X €G, entonces MNNCZ(G). <1> # MNN

por a.1 y (2).

. 2
(%) %ﬁN es abeliano elemental de orden D°.

£

En (2) hemos visto que G/MnN es abeliano de orden p g con

P y g primos. Si q fuera diferente de p, entonces G/M AN



seria ciclico y como MNNCZ(G), G resultaria abeliano lo que

es una contradiccidn. Por lo tanto p=q y G/MﬂN es de orden

pz; como los {inicos grupos de orden .p2 sen Z X Z yzpz, entonces
b

(yM NN €S necesariamente isomorfo a Zp XZZP ya ‘que de otra forma

por lo visto anteriormente G resultaria abeliano.

(5) G es un p-grupo.

como |G| =[G:M NN] [MNN| y [G:M NN] =‘p2, basta probar que
MNN es de orden una potencia de p. Supongamos que g lM ﬂNI
con q p;rimo q#p, como <1> # MNN<Z(G) se tiene que
MNN= (M ﬂN)p.'x (M ﬁN)P sH= (M ﬂN)p.. es de indice una potencia
de p en G ([ G:H] =[G:M NN][ (M NN) :H])gy su orden es primo con
P, por lo tanto es un p'-subgrupo de Hall de G. Sea K un p-sub-
grupo de Sylow de G. Se tiene que G=HK. Como H<Z(G) entonces
tanto H como K son subgrupos normales propios de G y por lo con
siguiente abelianos, de donde sigue que G=HK= HXK es abelia-
no, lo que es un absurdo. Por lo tanto MNN es de orden una

potencia de p y G es un p-grupo,

(6) MNN=Z(G).

En efecto, ya que G es un p-grupo no abeliano [G:Z(G)] =p°
s>2; ademds como MNN<Z(G) se tiene que p2=fG:(MnN)] =
[G:2(G)1[2(G):(MNN)] 1o que implica que [G:2(G)] =p? y que

Z(G) =M NN.



. 2
(7) cyZ(G) es abeliano e]..emental de orden p°.

Sigue de (6) y (4).

(8) Z(G) C¢(aG).

Como G es un p-grupo, cada subgrupo maximal de G es normal.
Pero de (6) resulta que si M y N son subgrupos maximales dife-
rentes de G, entonces MNN=2(G), por lo tanto cada subgrupo

maximal de G contiene a Z(G), esto es Z(G) C¢(G).

(9) ¢(G) Cz(G)..

Sigue del hecho que (:VZ('G) es abeliano elemental.

(10) 2(G) =6 (a) .

En (8) y (9) se demostrd que Z(G) C¢(G) y que ¢(G) CZ(G).

De (5), (7) y (10) sigue que a) implica b).

b) implica a)

De b.2 se sigue que G no es abeliano. Ademds G tiene al me-
nos dos subrgrupos maximales ya que de otra forma G resultaria
ciclico. Siendo G un p-grupo, cada subgrupo maximal de G es
normal por lo tanto G tiene al menos dos subgrupos normales
maximales. Entonces para que valéa a) es suficiente demostrar
que cada subgrupo maximal es abeliano. Sea M un subgrupo maxi-
mal de G; por b.3 se tiene que Z(G) =¢(G) CM y ya que [G:M] =p

por b.2, se tiene IM/Z(G) |=p se donde sigue que M es abeliancsm



Teorema 2. Si G es un grupo finito soluble, entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

a) a.1 G no es abeliano.
a.2 cada subgrupo normal propio de G es abeliano.

a.3 G tiene solo un subgrupo normal maximal.

b) b.1 G es producto semidirecto de un p'-grupo abeliano M
(no trivial que coincide con G'),con un p-grupo cicli-

co H (p, primo)

b.2 HP<Z(G) y N=M HY =M xHY es el fnico stbgrupo nor-

mal maximal de G.

Demostracidn: a) implica b):

Sea N el Gnico subgrupo normal maximal de G, entonces:

(1) [G:N] =p primo.

(2) %/G, es un p-grupo.

En efecto, ya que g/G‘ es abeliano, si existe un primo ¢
tal que q divide al orden de %4;" entonces %43' tiene un sub-
grupo normal 243, de indice q, y T es normal en G con [G:T] =q,

por lo tanto T es normal maximal en G y por lo tanto T=N y

P=q.

(3) G' es un p'-subgrupo de Hall de G (y por lo tanto, siendo

normal es el inico p'-subgrupo de Hall de G).



En efecto ya que G'~es abeliano, G'_tiene un solo p'-sub-
grupo de Hall M, el cual es caracteristico en Gf_y por lo tanto
normal en G. Como %4;, y G)& son p-grupos, - se tiene que QAQ
es un p-grupo y por lo £anto M es un p'-subgrupo de Hall de G.
%44 es un p-grupo con un finico subgrupo maximal ya que de otra
forma G tendria al menos dos subgrupos normales.maximales contra
la hipdtesis, por lo tanto GAV;' es ciclico y G.'_'CM; pero M CG!'

por lo tanto G'=M y G' es el finico p'-subgrupo de Hall de G.
(4) G=G'H, donde H es un p-subgrupo de Sylow de G.

(5) H es un p-grupo ciclico,.

G'H _. H

En efecto CyG, es ciclico y GG' =—C¢r Sg nE " H por lo

tanto b.1 se verifica.

(6) HP < z(G).

En efecto como H es ciclico HP centraliza a H, ademds como
[G:N] =p, entonces HP <N y como G'<N (ya que N es el finico
subgrupo normal maximal), entonces H° centraliza a G' ya que N
es abeliano y como G=G'H, entonces HP centraliza a G, esto

es HP<2z(G).
(7) N=G'HP =¢' xu®
En efecto como G' y HP son normales <u G, entonces G'uP

el _ Je'l [l _lm| _|=
le'u®| |e'| [#P] |EP| |uP

G'H
G'HY

es normal en G y




-%— =p, por lo tanto [G:G'Hp] =p Yy como
H&

G'HP< N, entonces N=G'HP =G' x#HP. Hemos demostrado que a)

y como H es ciclico,

implica b). Ahora demostraremos que b) implica a).

De b.1 se sigue que. G no es abeliano. Sea R normal en G, se
tiene que R<N=G' x H® ya que N es el finico subgrupo normal

maximal y como N=G' x#? es abeliano, entonces R es abelianopm

Teorema 3. Sea G un grupo finito tal que:

b.1 G es producto semidirecto de un p'-grupo abeliano no

trivial M con un p-grupo ciclico H (p, primo).
b.2 Si h es un generador de H, h induce en M un automor-
fismo de orden p que no deja fijo a ningfin elemento:

Pi Pi

P

#1 de M (i=1,2,...,s), donde M es la
P; /M

ta

pi—componen'te primaria de M y |M| =P, p:z...p:S.

Entonces G es un grupo soluble no abeliano tal que todo sub
grupo normal prbpio de G es abeliano y G tiene solamente un sub-

grupo normal maximal.

Antes de demostrar este teorema recordaremos el siguiente

resultado :

Teorema de Maschke (cfr [4], pdg. 21). Sea G un grupe finito y F un campo tal
que la caracteristica de F sea cero o que la caracteristica de F no divida al

orden de G. Sea V un F-espacio vectorial y ¢:G = GL(V) un homomorfismo de G enel



grupo lineal de V. Si WCV es un subespacio propio de V tal
que ¢(g)WCW para toda g €G, entonces existe UCV subespacio

tal que V=W ® U y ¢(g)UCU para toda gE€EG.

Demostracion del Teorema 3.

G es soluble ya que G/M y M son solubles.

Como h induce en M un automorfismo de orden p, gP centra
liza a M,por lo tanto HP es normal en G=MH y por lo tanto
N=MHP =M x HP es un subgrupo normal abeliano de G. Si demostra
mos ciue N es el {inico subgrupo normal maximal de G, se tendr§

que cada subgrupo normal propio de G es abeliano.

Supongamos que G tenga un subgrupo normal maximal S #N. Co
mo G es soluble, [G:S] es un primo. Si [G:S].=p, entonces S’
contiene a todos los p'-elementos de G y por lo tanto MCS por

lo tanto E;/M:S/M] =.[G:S] =p Dpero como G/M: H es ciclico, G/M
solo tiene un subgrupo de indice p. Y como _E/M:N/M:l =[G:N] =

HP
por lo tanto [G:S] =p,; con pi?#p.

=p por lo tanto S/M =N/M y N=S contra la hipdtesis,

Como S es normal en G y (ys es de orden P> S contiene to

dos los subgrupos de Sylow de G con exepcidn de

p,3 ademds se
My, 8 Myl
. G Py ol
: N =p. == =
tiene que [Mpi (Mpi S)l] pP; ya que ¢ S M, NS y por
i

lo tanto Mpi CM_ NS ya que Mp' es ciclico de orden
Py Pji i My Ns

p;. Como H<S, h€s (H=<h>) y ya que S es normal en G, enton



i i
c c n i -
E’Ipi,h:l Mpi por lo tanto E"»pi,h] (Mpi S). si Mp, es ciclico

. .mPi - . ﬂ = MPiC H N
se tiene E’Ipi.Mpi] p; vy como Edpi.(Mpi S):[ P, ¥ pi (l"‘pi S),

ces Edp ,h:{ CS y siendo MP~ normal en G (MP car MaG),entonces
i .

P.
cmPi, .
_bjlpi ,h] Mp'i’ se sigue que h

NS y por lo tanto

entonces Mii =M

i Pj

induce el automorfismo idéntico en MP-/MP' , contra la hipdtesis.
i i
P
i

. A - . n . .
S1 lV'Pj_ no es ciclico, (MPi SyMgl es un p.-grupo abeliano ele
i

mental y es dejado invariante por el automorfismo inducido por h

ya que es normal en C;yMpi. Por lo tanto h deja invariante un
Pji .
subgrupo propio del grupo abeliano elemental MP'/MPi' Se tiene
1 .
Py

pues que si $:H -+ aut (Mp-/MPi) es el homomorfismo tal que
h g .
Pi

¢ (h) (x MPi) = (h~? xh)Mpi, como M, /up; es abeliano elemental
Pi Pi 1 Pi

(M es un Z_-espacio vectorial). Y ya que GL(M )=
Pj /MPi Pj ' P; / mPi
i i

aut (M dado que ¢(hS)(M_. N8 CM_. Ns
Pi jon Pi

entonces por el teorema de Maschke (siendo que pi}' [HI),exis-

. N
te un complemento T/Mpl de MP- S/P- en Mpi p;° tal que
P. 1 MT1 M
¢(h) (T Mpi) CyMpi por lo tanto [T,h] CT pero [T,h] C[Mp. ,h]C
Py P, *

(M, NS) y por lo tanto [T,h] CT N (M, Ns) =M>1.
i i i

Por lo tanto h induce la identidad en yMpi contra -la hipb-

Pj



tesis de que h no deja fijo ninglin elemento # 1 de Mn-// pi’ por
~.1 l
M
lo, tanto G tiene solo un subgrupo normal maximalm 1
Problema ¢La condicidn del teorema anterior es también una con

dicidn necesaria?.

Si tode subgrupo normal pronio de G esciclico, entonces dicha condicidn

es también necesaria.

Teorema 4. Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condi

ciones son equivalentes:

a) a.1 G no es abeliano. .

a.2 Todo subgrupo normal propio de G es ciclico.

a.3 G tiene solo un subgrupo normal maximal.

b) b.1 G es producto semidirecto de un p'-grupo ciclico M
con un p-grupo ciclico H (p, primo).
b.2 8i h es un generador de H, h induce en M un automor-

fismo de orden p que no deja fijo a ninglin elemento

. t
#1 de M (i=1,2,...,s) donde |M| =pt1 pt2...pts
Pi Mpl 1 2 S
Pj
y MP es la pi—componente primaria de M
i
Demostracion. Que b) implica a) es inmediato del teorema anterior,

Para mostrar que a) implica b), en virtud del teorema 2 solo es ne-

cesario demostrar b.2. Demostracidén de b.2:



Del teorema 2 se sigue que G=MH con M un p'-grupo cicli
coy H un p-grupo ciclico y que N=M BHP =M xHP s

el inico subgrupo normal maximal, ademds de que [G:N] =p.

Sea h un generador de H entonces en virtud de que [G:N]l=p
se tiene que HP CN ¥ ya que N es abeliano y MCN, hP induce 1a
identidad en M, por lo tanto h induce en M un automorfismo de

orden p.

la pi—componente primaria de M. Como Mp. es carac

Sea M, i

i
teristico en M y Mbi caracteristico en Mp y en M, se tiene
: i i
.que h deja invariante a Mp. y a le, por lo tanto h induce un
Pi 7. i
automorfismo 'en M .. Solo falta demostrar que h no deja
: Pi /Pi
b

i .
fijo ningln elemento # 1l de M . Supongamos que h deja
Pi Mpi .
Pj
fijo a Mib con bEM y b & Mpi, entonces [h,b] €MPi, en
Pj Py Pj Pj

efecto como Mpi hbh™! =Mpi b, entonces Mpi hbh™ b~ ! =MPi 10
Py i P; Pj

que implica que [h,b] GMii. De donde sigue que b normaliza el
i

p.
subgrupo K=(M_ XM X...X M XM71 x M X...X M )H, el
P,y P2 Pia Pj Pin Ps ’

cual es de indice p, en G ya que

oo [, o] [l
[ G:K] _lel _Imal _ Imfju| _ | Pal| Pol---| Pif---| Ps| |H]
X Ikl lMp HMP ...IMpi IM l |m|

1 2 p. P

it s
Mp. _

= °F = pi ya que Mp es ciclico puesto que M es cicli
M - i



co. Como b &K, se tiene que NG(K) ;K y en virtud de que K
es maximal en G (puesto que [G:K]==pi),entonces NG(K)==G, esto
es K es normal maximal en G, ademés M € K porque b € K lo
que implica que K#N porque MCN, contra la hipdtesis de
que G tiene solo un subgrupo normal maximal. Se sigue que a)

implica b)m

Corolario. Si G es un grupo soluble no abeliano tal que todo

subgrupo normal propio de G sea ciclico y G tenga solo un
. . . : o o
subgrupo normal maximal entonces si lG|= pllpzz...pss con

p13>p2...1>ps (pi-primos), el inico subgrupo normal maximal N

de G es de orden p?l'pzz...p:s-1 .
Demostracidn. Primero observamos que G es supersoluble ya que

G/N es ciclico de orden p y N es ciclico.

Como un grupo supersoluble tiene subgrupos de todos leos
ordenes posibles (i.e. si m||G|, y G es supersoluble G tiene
un subgrupo de orden m), entonces G tiene un subgrupo R de indi
ce p_ en G y como p, es el menor de los primos que dividen a lGl,

R es normal en G (cfr. [11], XI.2.5, pdg. 190) y ya que [G:R]==ps

entonces R es el {inico subgrupo normal maximal de G, esto es

P

R=Ny [N|=p] p

...pas-l
s -

Observacidén. Si en el corolario anterior solo se pide que todo

subgrupo normal sea abeliano (no necesariamente ciclico),entonces



01

. o . o o
no es necesariamente cierto que si lGl= p1 p,zz...p S con
s

P, >p2 > ... >ps, el Gnico subgrupo normal maximal N de G es de
(e8] (¢ %)

orden p1 p2 ...p:S-l.

Ejemplo. A.’ tiene todos sus subgrupos normales abelianos

IA;I =3.22 y el Gnico subgrupo normal maximal es de orden 4.

Sin embargo si solo se pide que todo subgrupo normal propio
de G sea abeliano, pero se impone la condicidén de que el grupo
G sea supersoluble, entonces también es cierto que si

a1 Q2

lGl =p P ...pms con p1 >p2>...>ps (pi-primos), el Gnico
s

subgrupo normal maximal N de G es de orden p?l p.czz...pas-l .
s

1 2



SECCION 1T

GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO ABELIANOS CON TODOS SUS
SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES PRQ
PIOS ABELIANOS.,

En esta secc¢idn caracterizamos los grupos finitos no sim-
Ples no abelianos que tienen todos sus subgrupos normales pro-
pios abelianos y todos sus cocientes propios abelianos. Distig
guiendo dos casos segfin tales grupos tengan uno o dos subgrupos

normales maximales.

Teorema 5. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes con

diciones son equivalentes:

a) a.1 G no es abeliano.
a.2 Cada subgrupo normal propio de G es abeliano.
a.3 Cada cociente propio de G es abeliano.

a.4 G tiene al menos dos subgrupos normales maximales.

b) b.1 G es un p-grupo (p-primo)
b.2 ?/é(G) es abeliano elemental de orden pZ.
b.3 2(G) = ¢(G)

b.4 G' es el finico subgrupo normal minimal de G.



Demostracidén. a) implica b): Ya que G no es simple, G tiene un

subgrupo propio K normal en G y como por hipdtesis K y G/K son
abelianos, G es soluble y por el teorema 1 para que se verifi-
que b) es suficiente demostrar b.4. Sea <1> # N : G; entonces
G/N es abeliano y G' <N, ademds G'+#<1> ya que G no es abeliano,

por lo tanto G' es el finico subgrupo normal minimal de G.

b) implica a): Por el teorema 1 basta probar a.3. Sea

<1># N 7 G, entonces G'<N y G/N es abelianog

Observacidon. Con las hipdtesis del teorema anterior, Z(G) resul

ta ciclico. En efecto cada subgrupo minimal de Z2(G) es normal
minimal de G y siendo Z(G) abeliano con sclo un subgrupo minimal,

- 3
es ciclico.

Teorema 6. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes con

diciones son equivalentes:

a) a.1 G no es abeliano.
a.2 Cada subgrupo normal propid de G es abeliano.
a.3 Cada cociente propio de G es abeliano.

a.4 G tiene un solo subgrupo normal maximal.

b) b.1 G' es el {nico subgrupo normal propio de G.

b.2 G' es un g-grupo abeliano elemental (g-primo).

b.3 [G:G'l =p (p, primo, p # q).

c) c.l1 G es soluble no abeliaro.

c.2 G tiene solo un subgrupo normal propio..



d)

e)

d.1 G no es abeliano.
d.2 Cada subgrupo propio de G es abeliano.
d.3 Cada cocierte propio de G es abeliano.

d.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal.

e.1 G es producto semidirecto de un g-grupo abeliano ele
mental M=G' no trivial con un p-grupo ciclico H de
orden p, (p,q primos p # q).

e.2 Si h es un generador de H, h induce en M un automor-
fismo de orden p que no deja fijo ninglin elemento # 1
de M..

e.3 G' es el finico subgrupo normal minimal de G.

Para la demostracidn seguiremos el siguiente diagrama.

1 2 3 4 6 5
a) => b) => ¢c) => d) => a) <==> e)

a) iniplica b): Por el teorema 2 es suficiente demostrar
que HP =< 1>, que G' es un g-grupo abeliano elemental y

que G' es el finico subgrupo normal minimal de G.

si HP #< 1>, ya que HP <z (G), entonces #P< ¢ y G/Hp
es abeliano, de donde sigue que G' <Hp, lo que es absurdo
porque G' es un p'-grupo y HP un p-grupo, por lo tanto

P =< 1>.

Sea N« nin G; entonces G/N es abeliano, G' <M. y por

lo tanto G' =N es el finico subgrupo normal minimal -:= G.



va que G es -soluble y G'<lm. G, entonces G' es abeliano ele

in

mental de orden q° (g primo, q # p).

b) implica c):Es inmediato.

c) implica d): Ya ‘que G es soluble no abeliano con solo un
subgrupo normal propio, este subgrupo es precisamente G' y

necesariamente G' es abeliano y [G:G'] =p (p-primo).

Es suficiente demostrar que cada subgrupo maximal es

abeliano.

Sea S<_ .x G; s1 S=G', S es abeliano. Supongamos
que S # G'; entonces G=G'S y ya que G'NS<AG', G'Ns<g,
entonces G' NS <G'S=G; por lo tanto G' NS =<1> ya que

G' es el inico subgrupo normal propio de G, por lo tanto

_G/G, =SG'/G, ~ S es ciclico, y pdr consiguiente abeliano.

d) implica a): Es inmediato.

a) implica e): Como hemos demostrado que a) implica b),

por el teorema 2 es suficiente demostrar e.2., Como G=G'H
con G' un q-grupo abeliano y H un p-grupo ciclico de orden
Py [G:G'] =p se tiene que si h€H entonces hPeg' y co-
mo G' es abeliano.‘.hP induce el automorfi:imo identidad en

G' y h induce en G' un automorfismo de :rdien p. Basta pro
bar que el automorfismo inducido por h en G' no deja fijo

ningQin elemento # 1 de M=G'. Si 1# bEM es dejado



fijo por h, i.e-h-" bh =b esto implica que bE€Z(G) ya que
G=G'H 'y G' es abeliano y H=<h>, por lo tanto <1> # R=
<b><G 1lo que implica que G'. =<b> y por lo tanto

h™! rh=r para todo r€<b> y ya que H es ciclico, H re-

sulta normal en G.y por consiguiente G resulta abeliano, lo

que es una contradiccidn. Por lo tanto el automorfismo

inducido por h en G' no deja fijo ningln elemento # 1 de

M=G'v

e) implica a): Es inmediato por el teorema 3m



. SECCION IT1

GRUPOS FINITOS SOLUBLES NO NILPOTENTES CON TODOS SUS

SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS NILPOTENTES

En esta seccidn caracterizaremos los grupos finitos solubles
no nilpotentes con todos sus subgrupos normales propios nilpoten

tes.

Teorema 7. Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
a) a.,1 G no es nilpotente.
a.2 Cada subgrupo normal propio de G es nilpotente,

b) b.1 G es producto semidirecto de un p'-grupo nilpotente M

que coincide con G' con un p-grupo ciclico H (p-primo).

b.2 F(G) =G' xHF es el inico subgrupo normal maximal de G,

donde F(G) es el subgrupo de Fitting de G.

Demostracidn. a) implica b): Sea F(G) el subgrupo de Fitting ce

G. Ya que cada subgrupo normal propio de G es nilpotente y co-

mo F(G) es el subgrupo generado por todos los subgrupos normales



nilpotentes es inmediato que F(G) contiene a todos los subgru-

pos normales de G, ademds F(G) # G ya que F(G) es nilpo-

tente y G no lo es, por lo tanto F(G) es el Gnico sub-
grupo normal maximal de G y como G es soluble, se tiene que
[G:F_(G)] =p Pp, primo. Ya que F(G) es soluble (porque es nilpo
tente), F(G) contiene un p'-subgrupo de Hall M, el cual es carac
teristico en F(G) y por consiguiente normal en G. G/F(G) es un
p-grupo al igual que F(G)/M, de donde sigue que G/M es un p-gru
po y como G/M solo tiene un subgrupo normal maximal, entonces
G/M es ciclico yG' <M, Sea H un p-subgrupo de Sylow de G, enton

ces G=MH y H :G/M ciclico.

Demostraremos ahora que-G' coincide con M. G/G' es abeliano
con solo un sﬁbgrupo maximal (ya que de otra forma G resultaria
nilpotente), por lo tanto G/,, es un grupo ciclico de orden una

potencia de un primo y como G/, = G/G'/ , se tiene que
‘ M M/G'

1% |

|G/ l — lo que. implica que
| |

por lo tanto G/G, es un p-grupo ciclico y por consiguiente

es un divisor de

&
G

G
M

M<G' (ya que M es un p'-grupo y G' contiene todos los p'-elemen

tos de G) y G' =M. Solo falta demostrar que F(G) =G' xHP.

Como [G:F(G)] =p, se tiene que HP <F(G) y como G' <F(G),

H |
HP

entonces G' HP<F(G); [G:G' Hpj=[G'H:G'Hp] = lG'HJ I'—II -

= =P
le* wP| [HP|




- 21 -

ya que H es un p-grupo ciclico lo que implica que F(G) =G' HP
y ya que HP es el p-subgrupo de Sylow de F(G), siendo F(G) nil-
potente, H® es normal en F(G) y por lo tanto F(G) =G' x HF.

b) implica a):Es inmediatoy



SECCION 1V

GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO NILPOTENTES CON TODOS SUS
SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES PRO-
PIOS NILPOTENTES.

é¢Cémo son los grupos no nilpotentes tales que todos sus
subgrupos normales propios y todos sus cocientes propios son
nilpotentes?. Se demuestra que esta clase de grupos coincide
con la clase de los grupos no nilpotentes con todos sus subgru
pos propios y todos sus cocientes propios nilpotentes y con 1la
clase de los grupos no abelianos que tienen solo un subgrupo
normal maximal y que todos sus subgrupos normales propios y to

dos sus cocientes propios son abelianos.

Lema 8. (P. Hall) (cfr. [9], pdg. 129) Sea G un grupo y N un
subgrupo normal de G. Si tanto N.como G4q, son nilpotentes,

entonces G es nilpotente,

Teorema 9. Sea G un grupo finito. no simple no nilpotente tal

que cada subgrupo normal prcpio de G y cada cociente propio de

G son nilpotentes. Entonces:
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(i) Cada subgrupo normal propio de G es abeliano.

(ii) Cada cociente propio de G es abeliano.

Demostracidn de (i). Sea F(G) el subgrupo de Fitting de G, si

(F(G))' # <1> se tie?e que F(G) y %QF(G))' son nilpotentes y
por el lema 8, G es nilpotente contra la hipdtesis, por lo tan
to (F(G))'=<1> y F(G) es abeliano. Por consiguiente cada
subgrupo normal propio T siendo nilpotente por hipdtesis, estd

contenido en F(G) y por consiguiente T es abeliano.

Demostracién de (ii). Sea Géi un cociente propio de G, conside
femos dos casos. Caso a) G4{ no es un p-grupo. Sea 841 un
p-subgrupo de Sylow de G4I; ya que G4i es nilpotente (por hibétg
sis), 841 es normal en G4{ y S es normal en G y como 84{55 G/, »
entonces S # G y por (i) S es abeliarno y'S/}i es abeliano,por lo

tanto Gél es abeliano.

Caso b) Géi es un p-grupo. Géi s6lo tiene un
subgrupo maximal porque de otra forma G tendria dos subgrupos
normales maximales nilpotentes y G.seria nilpotente contra la
hipdtesis. Por lo tanto Géi con solo un subgrupo maximal es ci-

clico y por lo tanto abelianom:

Teorema 10. Sea G un grupo finito no simple. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

a) a.1 G no es .zeliano.

a.2 Cada subgrupo normal propio de G es abeliano.



a.3 Cada cociente propio de G es abeliano,

a.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal.

b) b.1 G no es nilpotente.
b.2 Cada subgrupo normal propio de G es nilpotente.

b.3 Cada cociente propio de G es nilpotente,

c) c.1 G no es nilpotente.
c.2 Cada subgrupo propio de G es nilpotente,

c.3 Cada cociente propio de G es nilpotente.

Demostracidn. a) implica b): Basta que demostremos que G no es

nilpotente. Si G fuera nilpotente, G tendria solo un éubgrupo
maximal ya que en un grupo nilpotente, los subgrupos maxima-
les son normales y por hipdtesis G tiene solo un subgrupo nor-
mal maximal y por lo tanto G resultaria ciclico contra la hipd

tesis de que G no es abeliano.

b) implica a): Por el Teorema 9, y por el hecho de que G tiene

solo un subgrupo normal maximal.

b) implica c): Ya que b) implica a), entonces es suficiente

demostrar que cada subgrupo propio de G es nilpotente.

Por el teorema 6, cada subgrupo propio de G es abeliano y por

consiguiente nilpotente.

c) implica b): Es inmediatom



SECCION V

-GRUPOS FINITOS NO SIMPLES NO SUPERSOLUBLES CON TODOS
SUS SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS Y TODOS SUS COCIENTES
PROPIOS SUPERSOLUBLES.

Aqui se caracterizan los grupos finitos no simples no super
solubles tales que todos sus subgrupos normales propios 'y todos
sus cocientes propios son supersolubles y que tienen solo un sub

grupo normal maximal.

Teorema 11. Sea G un grubo finito no simple. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

a) a.1 G ndé es supersoluble.
a.2 Todo subgrupo normal propio de G es supersoluble.
a.3 Todo cociente propio de G es supersoluble.

a.4 G tiene solo un subgrupo normal maximal.

b) G tiene una cadena normal l<¢ M<P<N§ G tal que

b.1 M es el (nico subgrupo normal minimal de G y M es abe-

liano elemental de orden qn, g primo y n>1.

b.2 P es un g-subgrupo de Sylow de G.



b.3 N es supersoluble y es producto semidirecto de P con
un grupo abeliano A tal que todo divisor primo delIA]

€s menor que (J.

b.4 g es supersoluble,

b.5 N es el Gnico subgrupo normal maximal de G y G4q tiene
orden primo p; si |A| # 1, entonces p es menor o igual

que todo divisor primo deLIAI y por consiguiente p < g

Demostracidn: b) implica a):

G no es supersoluble ya que M es un subgrupo normal minimal

y tiene orden qn con n>1,

Ya que N es el finico subgrupo normal maximal de G y N es
supersoluble, entonces todo subgrupo normal propio de G es super

soluble.

Basta demostrar que si S # <1> es un subgrupo normal propio
de G, entonces Gé; es supersoluble, Ya que M es el finico subgru
po normal minimal de G, se tiene que M estd contenido en S y G@

es isomorfo a G4>/ y como G4h es supersoluble, entonces Gé; es
S/
M

supersoluble.

a) implica b):

G tiene solo un subgrupo normal minimal M ya que si M1 y M2

fueran subgrupos - rmales minimales distintos de G, -entonces



M, y G/M serian supersolubles y por consiguiente G que es
2

isomorfo a G seria supersoluble contra la hipdtesis.,

M NM

1 2
Ya que M es normal minimal y G es soluble, M es un grupo

abeliano elemental de orden qn, q primo y como G no es super-

soluble y G/M es supersoluble, entonces n>1 ya que si n=1,

G resultaria supersoluble contra la hipdtesis.

Sea N el finico subgrupo normal maximal de G. Ya que G es

soluble se tiene [G:N] =p, p primo.

si |N| = pP,pP,.--p, con p, primosy p1<pz<...<pr, enton
ces el P, subgrupo de Sylow P de N es normal en N ya que N es
supersoluble y siendo P caracteristico en N, P es normal en G
y se tiene que 1 <MSXPSXN<G ya que M es el Gnico subgrupo

normal minimal de G y como [M]| = qn se tiene P,.=d.

Como N' es caracteristico en N y N normal'en G y ya que N'
es nilpotente porque N es supersoluble, entonces todo subgrupo
de Sylow de N' es caracteristico en N y normal en G y como M es
el finico subgrupo normal minimal de é, y M| =qn entonces N'
és un g-grupo y por - -consiguiente N'=<1> o M<N'<P<N y en

cualquier caso N/P es un q'-grupo abeliano,

Ve l

Yy 94=p, es mayor o igual que todos los

Si N/P #<1>, g es mayor que todo divisor primo de

N/P

divisores primos del |N|.

ya que g no divide a

Como G/p es supersoluble (por hipdtesis) y 1 # N/P es el



inico subgrupo normal maximal de G/P y [G/P: N/P] =[G:N] =p se
tiene que p < todos los divisores primos del IG/PI y por lo tanto
P es menor o igual que todos los divisores primos del lN/P ‘ y por

consiguiente p<g ya que g es mayor que todo divisor primo del

IN/P' y P resulta ser el g-subgrupo de Sylow de G porque

[G:P] =[G:N][N:P] no es divisible por gm



SECCION VI

GRUPOS FINITOS NO SOLUBLES NO SIMPLES CON TODOS SUS
SUBGRUPOS NORMALES PROPIOS ABELIANOS.

En esta seccidn caracterizaremos los grupos finitos no solu-
bles no simples tal que cada subgrupo normal propio es abeliano
.y admite una base con a lo mds dos elementos. Para este fin son

necesarios los siguientes resultados ya conocidos.
Lema 12. Si p es un primo, entonces el grupo lineal GL(2,p) de
las matrices invertibles de 2 X 2 con coeficientes en Zp no

tiene subgrupos simples no abelianos.

Demostracidn. Como |GL(2,p)| =(p?®-1)(p®-p), si p=2,

|GL(2,2) | =6 y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abelianos,

entonces podemos suponer que p = 3.



Sea SL(2,p) el subgrupo de GL(2,p) de las matrices cuyo

determinante es 1. SL(2,p) es normal en G y ademés GI"(z’pySL(Z,p)

es abeliano, ya que GL(2 ,py “_‘Zp-? {o0}.

SL(2 ,p)
Sea H un subgrupo simple no abeliano de GL(2,p); H NSL(2,p)

es normal en H y como H es simple,entonces HNSL(2,p) =<1> o

H<SL(2,p). Supongamos que HNSL(2,p) =<1>, entonces H es iso-

H SL(2,p) . GL (2,p)

SL.(2.p) ST (2,p) que es abeliano, contra el hecho de

morfo a

.que H no es abeliano. Por lo tanto H<SL(2,p). Sea Z=2Z(SL(2,p)),
se tiene que Z=2(G) NSL(2,p) =matrices escalares con determinan-

te igual a 1.

HNZ es normal en H y como H es simple, entonces HNZ =<1>

o HCTZ, pero como H no es abeliano se tiene HNZ =<1> .

Ya que H es simple, H es de orden par (W. Feit-J. Thompson[3]).

Sea A €H de orden 2. Como H<SL(2,p) se tiene que A?2=1y
det A=1y como p>2, entonces A = l_-g' _ﬂ contra el hecho de que
HNZ=<1>.Se sigue que GL(2,p) no tiene subgrupos simples no

abelianos ®

Lema 13. Sea R un p-subgrupo normal abeliano del grupo finito
G y sea <l>=As <A$_1 <...<A, <A1 <Ao =R una porcidn de una

de una serie principal de G comprendida entre <1> y R. Si

CG(Aiﬁ\ )=G6 i=0,1,...,s-1, entonces el grupo de automorfis
i+ '



.

mos inducidos por G en R es un p-grupo.

Demostracidén: como Ai/A es caracteristicamente simple vy
. i+
Ai<R con R p-grupo abeliano, entonces Ai/A es un grupo abe
i+

. n; . s .
liano elemental de orden p 1 y por consiguiente si aGAi, enton-

p__p - Pc
ces (a Ai+1) a Ai+1 Ai+1’ esto es a Ai+1'

Como CG(Ai/Aj_+1) =G, si a€A,, Xx€G se tiene

X -1
ax A, =a A, esto es a” = ax = .
i+ i+’ X - a a:|.+1

-1 -l
b4 a A, X =
( 1+l) X

b
€ . = €
con ai_'_1 Ai+1 Por lo tanto a a a, con a, Ai+z’
x'pz th
a = con €A, = : co €A, or lo
a as aa A1+3 y a a at+1 n at+1. A:|.+t+1 y P

s
tanto si r€R=37A,, X €G, r¥=r a, con a, GAl y rxp =r, esto es

el automorfismo inducido por X en R es de orden una potencia de

pw

Teorema 1l4. Sea G un grupo finito no soluble tal que cada sub-

grupo normal propio sea abeliano y admita una base con a 1lo més
dos elementos. Entonces G tiene un solo subgrupo normal maximal

N que coincide con el subgrupo de Frattini ¢(G) de G.
4



Demostracidén: Si G tuviera dos subgrupos normales maximales N1

y N2 se tendria que G=N,N, con N, y N, normales y abelianos,
por lo tanto G seria nilpotente contra la hipétesis, por lo tanto G

tiene un solo subgrupo normal maximal N,entonces ¢(G)CN porque ¢(G) es normal

en G.
Demostraremos por induccidn sobre el orden de G que NC¢(G).

Sea P un subgrupo normal minimal de G contenido en N, enton
ces G/P verifica las hipbétesis del teorema de donde por hipdte-
sis de induccidn ¢(G/P) =N/, , esto es cada subgrupo maximal de

G que contenga a P contiene también a N.

Si N € ¢(G) , entonces debe existir un subgrupo maximal M
de G tal que N € M y por lo visto anteriormente P €My por la

maximilidad de M, G =MP.

Como N es abeliano CG(P)DN, pero CG(P) es normal en G y
ya que N es normal maximal de G, entonces CG(P) =N o CG(P) =G
Si CG(_P) =G, entonces MCCG(P) , por lo tanto PCCG(M) CNG(M)
y como M C NG(M) se tiene G =PM CNG(M) , €esto es M es normal
en G y por lo tanto normal maximal en G lo que es un absurdo
porque N#M y N es el finico subgrupo normal maximal de G. Por

lo tanto CG(P) =N.

Como G/. =G/ es isomorfo al grupo de automorfismos in
N CG(P) n
ducidos por G en P y como N es abeliano y tiene una base forma

da por a lo mhs dos elementos y PCN, entonces P debe ser un



grupo abeliano elemental de orden p o p2 ya que P es normal mini
mal y como G/N es isomorfo a un subgrupo del grupo de automorfis
mos de P, se tiene que G/N es isomorfo a un subgrupo de Zp-l o

de GL(2,p) lo cual no Ruede ser ya que G/N es simple no abeliano
(en virtud de que G no es soluble y N es normal maximal),mientras

que ZP_I es abeliano y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abe-

lianos (lema 12). Se llega asi a un absurdo y por lo tanto N=¢(G) =

Teorema 15. Sea G un grupo finito no soluble tal que cada subgru

po normal propio sea abeliano y admita una base formada por a lo
mds dos elementos, entonces G tiene un solo subgrupo normal maxi-

mal N que coincide con el centro Z(G) de G.

Demostracidn: Que G tenga un solo subgrupo normal maximal N re-

sulta del teorema 14. Demostraremos que N=2Z(G). Porque Z(G)CN,

es suficiente demostrar que NCZ(G).

Sea R un p-subgrupo de Sylow no trivial de N, R es caracte-
ristico en N porque N es abeliano, por lo tanto R es normal en G.
Sean A y B dos subgrupos de R normales en G y tales que AéB <R
y q‘ue no exista ningin subgrupo normal D de G tal que AiDiB.
Entonces CG(B/A) ON; pero CG(B/A)' es normal en G y como N es

normal maximal en G, se tiene que CG(B/A)=N o bien CG(B/A) =G.
Supongamos que CG(B/A)=N. Como G/N =/CG(B/A) es isomorfo

al grupo de automorfismos inducidos por G en B/A y ya que B/A es

abeliano elemental (porque B/A es caracteristicamente simple),



adem.és ACBCN y N es abeliano y es generado por a lo mis dcs
elementos, se tiene que B/A' es de orden p o pz, por lo tanto G/N
es isomorfo a un subgrupo de zp-1 o de GL(2,p) y esto no puede
ser porque G/N es simple no abeliano mientras que ZZP__l es abe-
liano y GL(2,p) no tiene subgrupos simples no abelianos (lema 12).

Se sigue que CG(B/A) = G.

Sea < l>=As <As <... <A2 <A, <Ao =R una porcién de serie

principal de G comprendida entre <1> y R. Se quiere demostrar
que CG(R) =G; en caso contrario, seria CG(R) =N, porque NCCG(R)

y CG(R) es normal en G. Por lo visto en el parrafo precedente
CG(Ai/A ) =G (i=0,1,...,8-1) y por el lema 13, el grupo de
: i+,

automorfismos inducidos por G en R es un p-grupo; pero el grupo

de automorfismos inducidos por G en R es isomorfo a Cyc (R) > 7~
G

tonces si CG(R) =N, G/N es un p-grupo lo que es una contradiccidn
ya que G/N es simple no abeliano. Se sigue que CG(R) =G, esto es
R<Z(G). Por lo tanto cada subgrupo de Sylow de N estd contenido

en Z(G) y por consiguiente NCZ(G)m

Teorema 16. Sea G un grupo finito no soluble, entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

a) Cada subgrupo normal prcpio de G es abeliano y tiene una

base formada por a lo méds dos elementos.

b) G es una extensidn central de un gripo abeliano finito M,

que tiene una base formada por a lo m&s dos generadores,



con un grupo simple no abeliano y se tiene ¢(G) =M.

Demostracidén: a) implica b): Sea M el Gnico subgrupo normal

maximal de G, entonces M es abeliano y tiene una base forma-
da por a lo méds dos elementos y G/M es simple no abeliano. De

los teoremas 14 y 15 se sigue que a) implica b).

b) implica a): Sea N un subgrupo normal propio de G. Ya que

N¢(Gy¢(G) es normal en G/¢(G) y como G/y ) es simple, enton-
ces N¢ (G) =G o NP(G) =¢(G); si N¢(G) =G, entonces N=G 1lo
que es una contradiccidn porque N es un subgrupo normal propio

de G, por consiguiente N¢(G) =¢(G), esto es NC¢(G) =M y N es

abeliano y tiene una base formada por a lo mds dos elementos®
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