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PROLOGDO.

En este trabajo estudiamos el siguiente problema, muy
frecuente en la ciencia y en la técnica: dado un conjunto de
purntos, que pueden ser mediciones experimentales y que res-
ponden a una r2lacidon funcional, la cual a su vez es solu-
cion de una cierta ecuacion diferencial en la que aparecen
parametros, determinar los parametros de tal manera que la
solucion, cen ciertas condiciones iniciales, sea la que me-

jor se ajuste a los datos.

Este es un problema que ha merecido la atencidon de la
gente y diferentes soluciones se han dado. Cierto tipo de
enfoques hacen énfasis en resolver la ecuacion diferencial
y optimizar los pardametros sobre la solucidon, lo cual crea
muchas dificultades pues es necesario calcular ia matriz Ja
cobiana de la solucidn con respecto a los parametros como

variables, y ecto es un problema dificil.

E1 método que estudiamos es un método directo por el
cual s6lo es necesario resolver un problema de suma minima
de cuadrados para obtener los pardmetros dptimos. La idea
central es primeramente ajustar los datos por medio de un
spline clibico, dejando los nodos variables para unlmejor -
ajuste, y posteriormente, a través de resolver un piroblema
de suma minima de cuadrados, determinar los parametros sobre

la misma ecuacién diferencial, sin resolverla.



Hemos tratado de abordar de manera amplia el problema de
ajuste de splines con nodos libres. Por ello presentamos en
el capitulo I la teoria de splines y B-splines, lo que propor
cioné las bases para los capitulos II y III en los que estu-
diamos el problema de ajuste de datos con splines clbicos y
ajuste de datos con splines clibicos con nodos libres. Cuan-
do se permite a los nodos ser libres y se determinan las posi
ciones optimas de ellos se logran ajustes que con mucho mejo-
ran los ajustes con nodos fijos. Damos ejemplos de esto y -

mencionamos algunas dificultades que se presentan.

En el capitulo IV estudiamos el método para estimacidn
de parametros en ecuaciones diferenciales ordinarias. Dicho
método es mads general que esto, pues puede ser aplicado a -
otros tipos de ecuaciones funcionales, por ejemplo, ecuacio-

nes integrales.

En el capitulo V hemos recopilado los ejemplos que he-
mos trabajado. Hacemos algunas observaciones sobre ellos y
mostramos resultados. Y en el capitulo VI exponemos algunos

de los programas elaborados por nosotros.

Finalmente quiero agradecer sinceramente al Dr. Pablo
Barrera su orientacion generosa y desinteresada en la elabo-

racion de este trabajo.

ERNESTO OLVERA SOTRES

Agosto de 1986.
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CAPITULO 1

. SPLINES

1.1 Definicidén de splines y dimensidn del espacio.

En una buena parte de este trabajo vamos nosotros a tra
tar con las funciones conocidas con el nombre de splines.
Son funciones cuya gran utilidad se ha venido reconociendo
cada vez mas a partir de los afios 60's, aln cuando ya
Schoenberg habfa 11amado la atencidn sobre ellas por el aiio
de 1946. Nosotros vamos a utilizar splines para auxiliar-
nos en la solucidon de nuestro problema central que es el de

estimacion de pardmetros en ecuaciones diferenciales.

Antes del primer articulo de Schoenberg, algunos mate-
mdticos habian ya mencionado los splines, aunque no con su

nombre actual. Pero es el mismo Schoenberg quien mas ha contribui



do al desarrollo de la teoria de los splines. Las propieda
des, al mismo tiempo simples y poderosas de estas funciones
hacen de ellas una herramienta muy Gtil para ingenieros,
cientificos y actuarios. Los matematicos, en forma natural
se han interesado en estas funciones y a la fecha se tiene
una amplia teoria bien desarrollada. En este capitulo nos
proponemos mencionar algunas definiciones y propiedades im-

portantes de los splines que nos serdan de utilidad posterior

mente.



\

Consideremos el intervalo [a, b] y un conjunto de nime
ros reales M = {Eg, Egsevs E)} con a =g <g <..<g=

b en este intervalo.

Definicidén. E1 espacio vectorial lineal de los spli-

nes de grado k, con nodos &y, Ep,..., & es el

n-1’°
conjunto de las funciones 4(£) que satisfacen las si

guientes dos condiciones

1) en cada uno de los intervalos [g, . ,£.,1, i =1,...,

n, 4(%) es un polinomio de grado < k;

2) la funcidn s(%) \y sus primeras (k - 1) derivadas

son continuas en [a, b].

Por ejemplo, para k = 3, tenemos el espacio de los
splines cibicos, que son funciones de clase C2 en [a,bl y

que en cada subintervalo son polinomics de grado < 3.

La verificacién de que, en general, los splines de gra
do k forman un espacio vectorial lineal es inmediata. Es

te espacio 1o designaremos con S(k, Eg, E1..., sn) o sim-

plemente S(k, m). Vamos a investigar su dimensidn.

A) En cada intervalo '[Ei, g 1, 1= 0,..05n -1,

i+1

la funcion 4(t) es de la forma



k+1 2-1

ZE] ai’z t ’ i =0,..., n-1.

La condicidon para que 4(t) sea continua equivale a

las siguientes (n - 1) -ecuaciones:

k+1 k+1

p> .- £-1 _ a, ? 28'1 , i=0,..., n-2.
L=1 i, 2 "i+ £=q i+l 141

. s s . . . k+1 £-1 es

La j-ésima derivada del polinomio Z a, Et
£=1 ’
k+1—j (- . '
(j+e-1)! £2-1
z 4,542 b

£2=1 (ﬁ-l)!

Por 1o que la continuidad de la j-ésima derivada en cada
uno de los nodos interiores Ej;, Eos..., En_1 significa
K41~ feep- : -5
R EAL0 I R 75  HS (L

L=1  (2-1): i, 3+ "ih 2=1  (e-1)! i+1,3+L Pi+’
L =0,..., n-2

Como j varfa desde 1 hasta (k - 1), tenemos (k - 1)(n-1)

ecuaciones mas. Con las (n - 1) anteriores, hacen un total

de (n - 1)k ecuaciones con n(k + 1) incdgnitas.

Ahora, si escribimos las ecuaciones en un orden adecua
do en la forma Ax = 0, A resulta una matriz escalonada

con (n - 1)k renglones linealmente independientes y n(k+1)



cq]umnas. Por ejemplo, para k =3 1la matriz A tiene la
siguiente forma
— 2 3 2 3 —
1 & €& & -1 -g, -g¢; -g;y 00000 ...0000

2 2 2
\\1 2g, 3, 0 -1 -2, -3¢, 00000 ... 0000

-6g, 00000 ...0000

2 3
EZ "1 ’&2'52"520-.. 0 0 0 0

2 2 3
. E"-n-1 En-1 2 1 -1 _En—‘] -En 1 -En-1
1 2,3 _,0-1 =28 4 -38_ .
2 6g _, 0 0 -2 -6t _,
_

En general, como el nimero de renglones (n - 1)k es
menor que el nimero de columnas n(k + 1), el rango de la

matriz es (n - 1)k. Y asi, la dimensidn de su nicleo es



dim (N(A)) [nik + 1)] = [(n - 1)k]

= n + k.

Lo que significa que la dimension de S(k, m) es igual

a (n + k).

B) En esta segunda demostracidén de que dim S(k, @) =
n+ k, vamos a utilizar una importante expresion mediante
la cual un spline (%) puede expresarse de manera {nica
como una suma de un polinomio de grado k y una combinacidn
de funciones de potencia truncada. Esta expresi6n para

4 € S(k, M) es la siguiente

n-1

k :
s() = Z dy(e -£)5

P T
j J k!

z

0 1

3

donde l1a funcidn potencia truncada se define como

Un poco mis abajo vamos a demostrar esta férmula para 4(t).

Aceptiandola momentaneamente, observemos que cada funcidn
~spline queda caracterizada por los parametros cj, §=0,1,..., k,

y dj, §i=1,2,..., n - 1. Asi, la dimensidén es (n + k)

Q.E.D. !



Lo que acabamos.de demostrar, 1o podemos decir de otra

manera:
dim S(k, n) =(ndm. de nodos) + k + 1.

Por ejemplo, 1a dimensidn del espacio de splines cibicos

con nodos Ej3, Eps.ens E 4 ©s

dim 3(3, Eo, E.l""’ t ) = n + 3.

n

Ahora vamos a demostrar que cualquier spline puede re-
presentarse de 1a manera que hemos dicho. Para ello vamos

a necesitar el siguiente

Lema. Sea A(t) una funcidn spline de grado 'k y &g

uno -de sus nodos. Suponiendo que en el intervalo (Ei_1,§i)
la funcidn s(t) estd dada por el polinomio pk(t) y por

el polinomio g¢,(t) en el intervalo (., £,..), entonces
: k i i+1
k

dornde ¢ es constante.

Demostracidn. Por la definicidn de spline los polino-

mios pk(t) Y .qk(t), tienen el mismo valor en <t = R

igualmente sus derivadas de 6rdenes 1, 2,..., k - 1. En



consecuencia, el polinomio de grado k, qk(t) - pk(t) tie

ne un cero en £t = 3 de multiplicidad k; por 1o tanto
_ k
q, (£) - p, (2) = elt - £,)7,

donde ¢ es una constante.

En seguida vamos a demostrar la fdormula que habiamos
aceptado provisionalmente sin demostracién. Dada la impor-

tancia de tal formula la enunciamos en forma de teorema.

Teorema. Cualquier funcidn splire 4(t) en S(k, @)

tiene.. una expresion de la forma

. © n-=1
iy 1 s - k
e .z ‘ dj(t gj)+

5(2) = 5
0 Re =1

3

s

M~

donde los coeficientes dj son constantes. Esta expresion

es (nica.

Demostracidn. Escribamos en forma ligeramente diferen

te la formula que queremos demostrar:
k 3 - . %

= Z . + Z ) - k.
5 () z eyt dy (£ - £),

En el intervalo [&y, &;] 1la funcion (£t - gj)t es cero



para 4§ =1,..., n - 1. En este intervalo el spline es un

polinomio de grado a 10 mds Fk, este polinomio es precisa-

k .
mente Z cjtj, la primera parte de nuestra formula. Apli
j=0
quemos ahora el lema anterior: sea gq(t) el polinomio de
grado k que restringido a [E;, E,] da s(t). Entonces,

por el lema

k . "
q(t) = Z e 27 + di(t - )",

donde d} es una constante. Aplicando otra vez el lema,
encontramos que en el intervalo [E,, £3] el spline s(%)

estd dado por un polinomio de grado k de la forma

X j ' k ' K
Zet? 4 cdi(t - E1) ]+ da(t - E)
=0

Repitiendo este proceso llegamos a la expresion

3 n-1 "
A0+ d, - E.), <t <
OcJ 2 J(2: Ej)Ts B St <k

5(2) =

N M=

\d.

Pero (t - gj)t =0 para £t = gj, y asi se puede escribir

la expresidn

k N n-1 (] k
s(t) = Z e t? + T d.(£-¢.)° ..... (*)



\

10

vilida en todo el intervalo [&, gn].

A continuacion, al mismo tiempo que demostraremos la
segunda parte del teorema, la unicidad de 1a formula, vamos
1

a encontrar los valores de los coeficientes dj, y sustitu-

yendo en (*) se obtiene la formula del teorema.

En primer lugar, observemos que para £ < &;, la for-
k .
mula (*) se reduce a 4(t) = 2 cjtj. Por lo tanto, este
j=0
polinomio coincide con el Unico polinomio de grado kL me-

diante 21 cual estd definido el spline en el intervalo

[, E1].

Para terminar la demostracidén observemos 1o siguiente:
la k-ésima derivada de s(%) no es necesariamente conti-
nua en [E&g, gn]; puede tener discontinuidades en los nodos.
En el nodo gj el salto de discontinuidad, Tlamémosle dj,

estd dado por:

d = A(k)(gj +0) - A(k) (¢. - 0)

]
P
—~
(@)
+
I Mu
Q.
S
!
=~
L~
)
~
+
™
U
S

]
=
ao

Los coeficientes dj ‘de 1a férmula, repitdmoslo, son los

saltos de discontinuidad de Ta k-ésima derivada del spline
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s(t), 1o que demuestra la unicidad. Con esto el teorema ha

quedado demostrado.

1.2 B-splines
Ahora, en forma natural, nos encentramos en la necesi-
dad de encontrar una base {¢; (2), ¢2(t),...,¢h+k(t)} ade-
cuada del espacio S(k, 1) y poder escribir cualquier spline
4 € S(k, 1) como
n+k

= X
é('t) J=]aj\¢3(t) ’ a

N
&~
N
o

Se ha demostrado que las bases

() = (£ -0k, a<t<b, j-1,2...,0-1)

i

'{¢j(t) a<t<b, j=n,n+1,...,n+k}

son computacionalmente inadecuadas.

Nuestro propdsito ahora es introducir los "B-splines".
Una base de B-splines es particularmente adecuada, pues
al hacer las computaciones se evitan cancelaciones y pérdi-
da de exactitud, y es adecuada también desde un punto de vis

ta teb6rico. .

Schoenberg mostré cdmo mediante una aplicacién del teo
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rema de Peano surgen los B-spliﬁes de una manera muy natu
ral. Por el momento, nosotros podemos pensar que para como
didad en los calculos wuna importante propiedad que deberia-
mos pedir a las funciones basicas que estamos buscando se-
ria 1a de que fuesen funciones de soporte minimoses decir
funciones que no se anulan solamente en un "pequefio interva

To".

Ademds, hagamos las siguientes consideraciones antes de

proponer una definicién formal. Para un spline s(f), es

decir un elemento de S(k, m) tratemos de contar el nimero
de veces que 4(t) se puege anular en un intervalo (gp,gq)
donde p y q son enteros de manera que 0 <p <gq <n. Pa

ra precisar, supongamos que 4(t) es idénticamente cero en

[EQ, gp] y en [gq, en], que ~ es el nidmero de ceros de

£ ’ finito.
s(%) en (gp gq) y que x es finito

Para empezar consideremos el caso k = 1. Es decir,
s(t) estd compuesto de segmentos lineales. Puesto que
A(Ep) % A(gq) son cero, el nimero midximo de ceros que
5(t) puede tener en el intervalo (Ep, Eq) es (q - p-2).
Es decir, el nimero de cambios de signo que esta funcidn

spline s(t) puede tener en este irtervalc es < (q - p -2).
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Ahora, como la derivada de un spline de grado Fk es
un spline de un grado mds bajo con los mismos nodos y como
el spline s(t) tiene 2 ceros en (gp, gq) la primera de

rivada deberd cambiar al menos (« + 1) veces de signo.

Continuando hasta la (k - 1) derivada, ésta debera

\
cambiar da signo al menos (r + k - 1) veces. Pero esta
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derivada es un spline de grado uno. Tenemos entonces la si

guiente desigualdad
nth-1<gq-p-2,
Esto nos da una cota para el nimero de ceros
A<gq-(p+hr+1).
Asi que, si consideramos un spline de esta forma, per-

]

no sea cero, no podrd anularse en ningin punto de este in-

mitiéndole que en algin punto del intervalo Ep,zp_fk , 1
tervalo ya que q = p + kR + 1, 10 que obliga a 1 ser ce-
ro. En realidad, un spline 4(¢) del tipo que estamos con
siderando, que no sea idénticamente cero debe.tener, como
demostraremos, al menos (k + 2) nodos. Esto es 1o que acla
ra el entrecomillado que usamos anteriormente cuando formu-
lTamos el deseo de pedir que las funciones bdsicas no se anu

laran solamente en un "pequeiio intervaln".

Tomando en cuenta las anteriorec afirmaciones e intro-
duciendo ciertos coeficientes o factores de normalizacion

convenientes, hacemos la siguiente definicidon de un B-spline

de grado k;

ptk+1{ p+k+1 1 a

Bp(t) = Xz {: 1T (gf:gfy-j(t -gj)t , - o<t <w
< __ l J

j=p i=p
i#j



15

E1 sub-indice p en Bp(t) sirve para racordar que Bp(t)
no es idénticamente cero Gnicamente en el intervalo

(8,0 B pker)

Efectivamente , si t < gp entonces Bp(t) = 0 porque

k _ .
(t - gj)+ = 0 para toda 4 en [p, p + k + 1], Si t>gp+k+1.

entonces el spline esta dado por el polinomio

p+k+1 [ p+k+1

- 1 k
50 = &y rs——zj] (25,07

i=p
i#j

Si para simplificar hacemos

B, =TT mwm—=¢7> f=Peeespth+l,

b i=p i7°%
i¥j
entonces el polinomio anterior se escribe

ptk+1 X
Bp(t) = pr Bj(t = Ej) ’ t > £p+k+1’

y los coeficientes Bj satisfacen las siguientes ecuacio-

nes

ptk+1
.z . B
J=p 3 J

como puede demostrarse (1).

(1) Una demostracidn de esto la podemos hacer apelando a la fOormula de
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k
Ahora, desarrollaremos los binomios (% - Ej) y rea

grupando términos nos queda
X r e k-r r
B (£) = Z [(-1)" (,)¢ Z_ B, E.]
p - n =
y por las anterioes ecuaciones (*) se obtiene
Bp(t) =0,

para todo £ > gp+k+1.

La definicion de B-splines que hemos dado se debe a
Schoenberg y aqui estamos nosotros tratando de mostrar que
es una buena definicion. En primer lugar ya hicimos ver que

un B-spline se anula idénticamente en los intervalos

interpolacidén de Lagrange, la cual cuando se aplica a los polinomios

xl, £{=0,1,..., n da como resultado

| i
l:z‘:__oxk !.k(x) =x ,

donde Zk(x) son los polinomios bdsicos de Lagrange, Kk(x)‘=

n
TT (x-x:)/(xk-xj). Entonces, substituyendo esta dgfinicién de
J

j =
Sk

Kk(x) en la férmula de interpolacidn de esta nota y considerando los

coefiencients de xn, . obtenemos la identidad
‘ i

=}
=

r(::" O, 1,..-, n.




- o< t<g <t <«, En lo que sigue vamos a

p ¥ Epika
mostrar otras iGtiles propiedades de los B-splines: 1) el

B-spline es positivo en el intervalo (gp, 3 )s 2) un

p+k+1
B-spline que no sea el idénticamente cero, en el interva-
1o donde no se anula no puede tener menos de (k + 2) nodos,

que son los que existen desde Ep hasta Ep+k+1°

), en

Para proceder, observemos que, si £ € (gp, §P+1 n

tonces

1
Ep)e s (B g8

Bp(t) = (t - £g)%

(g

-sp)(z o

p+1 p+2
que es un nimero positivo. Asi pues, en el intervalo
(gp, £p+k+1) el B-spline no es idénticamente cero. Sea
x el nimero de veces que Bp(t) se anula en dicho interva
lo. Ya habiamos visto que & estd acotado y que se cumple
la desigualdad 2 <q - (p+ k +1). Con q =p + k + 1,
queda 2« = 0. Y asi, no hay ningin cero dentro del interva
lo ’ En otra lab , el B-spline
(Ep €P+k+1)‘ s palabras, e spli
Bp(i), como lo hemos definido, es siempre positivo dentro

deil intervalo (gp, E ). Esto es, hemos demostrado que

p+k+1
todos los B-splines son positivos donde no se anulan. &n

resumen, tienen la siquiente forma,
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e §}+k+l

Con ingenuo humor Schoenberg los bautizdé con el nombre
de B-splines, porque "B-splines are bell-shaped". Noso-
tros nos podemos quedar con la B y decik, los B-splines

son una base del espacio §(k; n.

Por G1timo, ya sabemos que un B-spline de grado k no

se anula en el intervalo (zp, E ); contando los extre

ptk+1
mos son (k + 2) nodos. Como ya lo habifamos anunciado,

aqui vamos a demostrar que no pueden ser menos. Supongamos

que son 2 nodos: ;p, t .y E y supongamos que

p+1°"" p+r-12

existe un B-spline apoyado en estos nodos, el cual tiene

que ser de la forma

p+r-1
£ oot - zj-)’j
j=p
donde los coeficientes aj han de satisfacer las condicio-

nes
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T o, Ef- =0, =0, 1,..., k.

Designemos con H a la matriz de dimensiones (k + 1l)xx

E 1 1 oo 1
Ep Ep+1 Ep+2 .o gp+r ]
_ 2 2 2 2
H = gp Ep+1 gp+2 e E"-p+r 1
k k k k
Ep Ep+‘l E‘p+2 e Ep+r—1_J

Si <k +1, H es de rango x, porque tiene un menor de
orden 1 que es distinto de cero, el determinante cuyos ren
glones y columnas son los x primeros renglones y columnas

de H, y que es el conocido determinante de Vandermonde de

orden 1, cuyo valor es

Tr (Ei = Ej)' ¢
i>
Sea a el vector cuyas componentes son ap"""“p+r-l'

Entonces, las condiciones sobre los coeficientes aj pueden

describirse mediante la ecuacifn

Ha=20.
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Pero, esta ecuacidon implica que las columnas de H son 1li-
nealmente dependientes, o, en otras palabras, su rango es
menor que #x. Puesto que ya hemos demostrado que esto no

puede ser si # < k + 1, se sigue que # es al menos (k + 2).

1.3 La base de B-splines.

Ya hemos demostrado algunas de las propiedades impor-
tantes de los B-splines y a pesar de qué mencionamos que
constituyen una base del espacio S(k, m), este Gltimo no
lo hemos demostrado. Ahora 1o haremos. Ya sabemos que el
espacio S(k, ) es de dimensién (n + k). Ya también men-
cionamos la conveniencia de que las funciones basicas sean
B-splines. Pero, dados los punto Eg, &1,..., gn, el con-
junto ’{Bp: p=0,1,..., n -k -1} de que por el momento
podemos disponer consta de s6lo (n - k) elementos. Se re
quiefen, al menos, 2k elementos mds. Una manera conve-
niente de obtenerlos es agregando k nodos arbitrarios
E e S8 g4 < ... <E_, alaizquierda de g, y Fk nodos

arbit}arios 13 < En+2 <... < gn+k a la derecha de gn.

n+1
Disponemos ahora del conjunto '{Bp: p=-Fk, -k +1,...,n-1}
que consta de (n + k) elementos. Todo lo que tenemos que
demostrar para poder afirmar que estas funciones son una ba

se del espacio S(k, M), es que son linealmente independien

tes. Para ello vamos a sequir el método tradicional. Es
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decir, tomemos una combinacion 1ihea1
= 3 B .
5(2) ap p(t)

y suponiendo que este spline es idénticamente cero en [a,b],
vamos a demostrar que se implica que todos los coeficientes

ap son cero necesariamente.

Primero demostraremos que 4(t) "~ también es cero en

[g_k, Eol. Agreguemos un nodo auxiliar g_k_1 < g_k y con-
sideremos el spline
n-1 R < <
s(t) = p=z-k a, B(2), £, ,<t<%
<
el cual es ceroen [&_ ., E_] (por ser & g_k) y en

£y, 7], por la suposicibébn que hicimos sobre 4(t). Vea-
mos la figura

Al Alt)

! i
r ' T | f T

-—k-o Ek _;a ‘?l
i) vodos

Desde ¢ hasta &, s6lo hay (k'+ 1) nodos, esto signi-

-k
fica que no hay suficientes nodos para que pueda ser distin-
to de cero. Y asf, 4(t) =0 en [g_, . b].

Ahora, supongamos que no todos los coeficientes
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'{ap: p=-k, -k+1,..., n-1} son cero. Sea q el en
tero mas chico tal que L es distinto de cero. Si <t es

tal que gq <zt < £q+1, entonces el spline esta dado por
s5(2) = %y Bq(t).

Pero esto no es cero, pues habiamos visto que el B-spline
es positivo en tal intervalo, con 1o que 1legamos a una con
tradiccion. En consecuencia todos los coeficientes a son

cero y el teorema ha quedado demostrado.

Recordemos la definicion

p+k+1  [p+k+1 1 _
3’;(1) = 3 1T -————] (¢ - Ej)’: s

j=p |_3£=13 (Ei-sj)

que es la misma de antes, pero en la notacidon hemos agregado
un super-indice k para enfatizar que el B-spline es de
grado k. Para hacer cdlculos, usar esta definicidn es errd
neo computacionalmente. Algo mds adecuado es usar la siguien
te formula que nos da el valor de urn B-spline de grado &k

a partir de los valores de B-splines de grado Fk-1:



Para k=1 y te€lg,, Ei+1l:

Bl(t) =0, j+4i-1, j+4

J
Bl ,(2) = (g, ., -2) /(g -8, _ )&, - g
Bi(t) = (¢ - g )/0(k,,, -8 )8, - E)I.

Para R>1:

(¢-5) B (¢) + (z t) BE L) ()

p+k+1

k
Bp(t)

g 3

p+k+1 - jo)

y todo valor de <.

Demostracidén. Sea s(£) el segundo miembro de la G(ltima

ecuacidén escrita. La funcién s(2): - « <t <w, es poli-
nomial por pedazos, cada polinomio de grado a To mds kL y
lTos puntos de unidn son los nodos '{’«;j: f=p, p+t1,

p+ k + 1}. Por la definicién de B-spline, esta funcién

3 - . <
es idénticamente cero para £ Ep y para <t > ap+k+1.

By ) k-

\\\ ”{E~‘-_ Tsp+n
/.r m

.fr fp.’] l {P"' k rp& R
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] la defi-

Cuando £ esta en el intervalo [gp, £p+1

nicion de Bg(t) implica la identidad

_ ok
Lo que demuestra que 4(t) = Bp(t) en [gp, gp+1]. Para de
mostrar que también se cumple {s(%t) = B;(t):gj <t<gj+1} pa
ra f=p+1, p+2,..., p+ k serd suficiente demostrar
que el cambio en 4 en los nodos sj: f=p+1l,p+2,...,

p + k coincide con el cambio en B;.

Es decir, que 1la mo-
dificacion en ambas formulas es la misma al pasar al inter
valo [gj, gj +1], f=p +1,..., p + k. Tomemos al entero

LE€[p+1, p+k]. Para &t < gz.

£- 1
Bz(t) -5 [pﬁ}‘? ————](t - sj)k .

j=p i;g (Ei-ij) |

Al pasar al intervalo [EL’ ££+1] la formula se modifica

con el sumando

k+1 1
[pﬁ ”‘] (t - gp)" .

i=p (&,-E
i 1L
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Para investigar el cambio en 4(t) partimos de su defi

nicion y tendremos:

Para £t < Et
k-1 gk=1
t - BT (2) + -
sle) = (£ -g)) B " () + (2, .- 2)B  (2)
Ep+k+1 - Ep
£-1 +k . z 1 +k+1
1 k-1 k-1
(t-6).2 Prr , ](m;) e ‘_ ———1(1:-‘5.)
p’i=p i=p(gi-gj pHk1” i=p+1 (£.-£.) ]
i#y iy
Ep+k+ﬂ - Ep

Por 1o que al pasar al intervalo [z£¢ §£+1] Ta modificacion

es

) +k 1 k-1 ) ‘i)+k+1 ] k=1
(¢-¢.) [ ) (Ei-gl)] (¢-2,) (& ket (eiey) (-2,)

1=
i

T
+k+1 -
P Ep

. . k-1 e s
que es ¢l polinomio (%t - Et) /(Ep+k+1 - gp) multiplicado

por el factor



o) T3 ot o " AT
i=p - i=p+1 (E,- &
i it o -t
~ ptk+1 1
= (e e =) + (B = 1) (B, - &p) T (e, -,
_ i=p 1 L
i#L
ptk+1 -
- - 1
= (/t - gz) (Ep+k+1 = EP)

i=p (Ei - gz)

i#FL

Por 1o que los cambios en s(t) y B;(t) son los mismos al
) o ok \

pasar al intervalo [EL’ ££+J] y asi s(t) = Bp(t) para to-

to valor real de £, con 1o que hemos demostrado la formula

de recurrencia.

1.5 Teorema de Schoenberg-Whitney.

Utilizando la desigualdad que ya anteriormente hemos de

mostrado

/L<q-(p+k.+l),

. que acota el namero de ceros que un.spline puede tener en el
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intervalo (gp, eq) se puede demostrar el siguiente impor-
tante teorema que nos permite decidir cuando existe una so-

lucion dGnica en S(k, m) del problema de aproximacidn a una

funcion f(t), t € [a, b].

Teorema. (Schoenberg-Whitney)

Supongamos dados los nﬁmeros'{gj: f=-k -k +1,...,
n + k} con un orden estrictamente creciente y, para p = - &,
-k +1,...,n-1, consideremos los B-sp]ines'{Bp(t): -0 < g <o},
Sean '{ti:.é =1, 2,..., n + k} las abscisas de interpola-
cion, también en un orden estrictamente creciente. Entonces,

para cualquier funcion £, 1las ecuaciones

n-1
z a Bp(ti) = f(ti), L = 1,2,7.., n+ k
p=-k
tienen una dnica solucion '{aP: p=-hk, -k+1,...,0n -1},

si y sélo si todos los nimeros '{Bj_k_1(tj), §=1,2,...,

n + k} son distintos de cero.

Demostracién. Supongamos que Bj_k_1{tj) es cero. Entonces
\ -

una de las dos siguientes desigualdades vale: tj < gj_k_1 0

£, > £y En el primer caso Bp(t) es cero si p=4 - k - 1
y &< tj. En consecuencia las primeras j§ -ecuaciones del

teorema tienen la forma
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j-k-2

Z, e, Bp(ti) = f(t), £=1,2,..., 4.

como estas 4§ ecuaciones contienen (4 - 1) dincdgnitas, no

existira solucidon para cualesquiera segundos miembros.

Similarmente, en el segundo caso, tj > Ej’ entonces
las Gltimas (n + kR + 1 - §) ecuaciones tienen la forma

n-1

p=§4<ap3p(ti) = f(ti) £L=4, §+1,..., n+k,
y nuevamente el nidmero de incdognitas es insuficiente. Por
lo tanto, las condiciones

.

Bj_k_l(tj) #0, 4=1,2,..., n + R,
son necesarias para que el sistema tenga una solucidn para

cualquier f£,

Por otra parte, las ecuaciones del tecrema no tienen una
Gnica solucion si y so6lo si existen parametros '{ap: p = -k

S+ 1,000 -1} no todos cero tales que la.funcion.

-

> n-1

S0 =By oy B0, <<y

satisface las condiciones
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é(ti) =0, £ =1, 2,..., n + k.

En este caso la funcidon 4s(t) que se acaba de definir nc es
idénticamente cero. Por lo tanto, para demostrar la unici-

dad sera suficiente demostrar que las condiciones

Bj_k_1(tj) #0, 4§ =1, 2}"" n+ k,

n-1
s(t) = 2 B (%), - o < < =
(e) = T a, 8,2) t <,

A(ti) =0, £=1,2,..., n + &k,

implican que el spline s(t) es idénticamente cero.

Supongamos que todas estas condiciones valen, pero que
el spline no es cero. Entonces, en algin intervalo, dentro del

] debera ser finito el nimero de ceros

intervalo [£_ , ¢

k®> “n+k
de s(t£). En consecuencia existen nodos, gp y gq tales

que 4 () es idénticamente cero en [EP_1, Ep] y [Eq, £q+1],
en tanto que en el intervalo abierto 4(t) tiene sdlo un ni

mero finito de ceros, digamos #. Quizds fuese necesario in

<g, , ¢

Y “n+k+1 > Enek” Ahg

-1
ra observemos que los B-splines '{Bj: {f=p, p+t1l,..., q-

troducir dos nodos extra: g_k

k - 1} toman valores distintos de cero dnicamente si la va-
riable ¢t estd en el intervalo (Ep, sq). En consecuencia,

las condiciones



Bj—k-1(tj) #0, §=1,2,..., n + k,
implican que los puntos {tj+k+1: f=p, ptl,..., ¢ -k -1}
estan todos en el intervalo (gp, gq). Pero como habiamos su
puesto que A(ti) =0, £=1,2,..., n+ k, se sigue que
el nimero de ceros en (gp, gq) es al menos (g - p - k), con
tradiciendo 1a desigualdad ya demostrada anteriormente:

n<q-(p+hr+1, Y asi, el teorema es verdadero.

1.6 El1 teorema de Peano.

Debemos mencionar el teorema de Peano, porque este es
una base fundamental en la teoria de aproximacidon. Vamos
primero a recordar algunas definiciones matematicasy aintro

ducir algo de notacion.

Definicidén. Sea la funcion f definida en [a, b]. Si

P = {Xgseoos x } es una particién de [a, b], sea Af, =
fxy) - fx;_,) Definimos la variacidn total de T
n
como el sup 2 |Afi|, sobre todas las particiones de [a,b].
i=1

Y decimos que la funcion f es de variacidon acotada sobre

[a, b] si y solo si su variacion total es finita.

Definicidén. Decimos que una funcional lineal £ aniquila

plinomios hasta de grado k, si cada vez que { es un poli-

nomio de graﬁo menor o igual a k, L(f) = 0.



Definicidén. Una funcional lineal es acotada si existe una

costante ||L]|]|~» tal que se cumple

L) < [[£]]= [lf]]l=s £ € V[a, b]

donde [|£]]= es la norma
[1el]= = sup [£(x)], £ € Vla, bl.
asSx <

E1 simbolo f € V[a, b] significa que f estd en el espa-

cio de las funciones de variacion acotada.

Pronto vamos a utilizar la siguiente funcion 4, de 1la

variable %
s,(2) = (.- 0) , a<t<o,

donde 4 es un nimero real fijo que no necesita estar en
[a, b]. A esta funcidn s,(t) 1le podemos aplicar el opera-

dor £, £(40), que escribiremos
k.
Ll(t -0)0]

para remarcar que £ se aplica a la funcién (&t - 6)5 como

funcion de z.
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'E1 teorema de Peano es el siguiente

Teorema. Sea k cualquier entero no-negativo y sea £

una funcional lineal acotada definida en V[a, b], que ani-
quila polinomios hasta de grado

k y tal que la funciodn
K(6), dada por

k(o) = E% £t[(t - 0)5], a <0 <6b>H

es de variacion acotada. Entonces, si f € C(k+1)[a, bl , la

funcional £(f) tiene el valor

b
L(f) = J k(03£ %) (6)d0
a

Demostracién.

Utilizando el teorema de Taylor con residuo,
podemos escribir, para a < £ < b

t
(¢ -0)<e D g0,

M

AT R

() = 2z Lol (B o L

j=0 i k.
a

y aplicar el operador <£:

b

Jo| e -0k 1% (0)ap;
a

L(r) =Ilz"!£
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Asi pues, tenemos que demostrar que en esta ecuacidn los ope

radores £t y la integral, conmutan. Llamemos n(t) a la

funcion

n(t) = RIE

b
. m
[ (£ - 0)% f‘k+1wehw-19:£liz (£-0,)% £+
m =1

a

donde {Bzz L =1, 2,..., m} son puntos de una particidon de
[a, b]. De 1o que queremos hablar es de aproximar a la in-
tegral por medio de las sumas de Riemann lo cual tiene sen
tido debido a las condiciones de variacion acotada en el enun
ciado del teorema y también al hecho de que la variacidn de
la funcion (£ - 0)?, a <6 <b es uniformemente acotada
para toda x € [a, b]. Asi,para cualquier ¢ > 0, existen

puntos '{Bz: L=1,2,..., m} en [a, b] tales que
n(t) < € ¥ t € [a, b]s

y tales que

b

m

J k(o) ER+1) (gyge - (b=a ) 5 K(oz)f‘k+”(e£) <e
a m 2=1 :

Puesto que £ es lineal

p K "(k+1). _'ﬁ k _}k+1)

1 ' £=1

L
e
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y se siqgue de la exactitud de las sumas de Riemann que, si

la siguiente. ecuacion no es cierta

b b
c [J (¢ - 0) £+ (9)d0) = k!J K(a) £%*1) (9)do
a a

entonces la diferencia entre sus dos miembros es acotada por
el nimero

[L.0n(£)]] + kle < ([|L]]= + k!)e.
Puesto que ¢ puede ser arbitrariamente pequefio, la ecua-
cion anterior es cierta. Y puesto que

b
L(f) = %zftlf (¢ - 0)% £ 5+ (g)q0]
a

se sigue la afirmacion del teorema.

1.7 Una relacidn entre diferencias divididas y B-splines

Una apticacion del teorema de Peano permite establecer
una muy notable relacidon entre diferencias divididas y B-
splines. Las diferencias divididas aparecen en la teoria
de interpolacion polinomial. Si‘{xizi =0, 1,..., n} son

puntos distintos de un intervalo [a, b] ¥y [ es una fun-
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cion definida en [a, b], eriste un Gnico polinomio p de

grado < n que satisface

p(xi) = f(xi), L=0,1,...,n
E1 coeficiente de x™ en tal polinomio es la n-ésima dife-
rencia dividida de f con respecto a los argumentos {xg,
X1seeos xn}. Es usual representar este nimero mediante [ xj,
X1poeee, xn]f. Es muy conocida y fundamental la siguiente

igualdad

e B Fla)

n
TT (x, - x.)
j=o <3
%K

que muestra que la diferencia dividida es lineal respecto a
los valores de la funcion f. También se sabe que la n-ési
ma diferencia dividida de un polinomio de grado (n - 1) es
cero. Esto es, si consideramos la diferencia dividida de or
den n como un operador,. este es lineal y aniquila polino-

mics de grado (n - 1).

Ahora establecemos el siguiente teorema



Teorema. Si f es de clase ¢*")[q, b1, y si {t,:
L =0,1,..., R + 1} es un conjunto de puntos distintos en

[a, b], entonces

b

[£os £15eees £, 1F = %,j B(0) £5*1) (0)d0,
a
donde B es el B-spline
k+ 1 . S
B(0) =Z [(6 - 2)° /TT (£, - £.)1, a <6 <b,
i=0 ¥ 40 3 .
J#L

Demostracidén. Por la igualdad escrita arriba del teorema

k+1 k+1
i=0 3=0
F#i

- L(f)

digamos. Por 1o tanto el operador lineal sobre V[a, b] es

un operador Tineal acotado y la funcion
K(O) = % £ [(t-0)%, a<0<b
B! "t +.° :

es de variacion acotada. Vemos que se cumplen las condi-

ciocnes del teorema de Peano, y aplicdndolo obtenemos’
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b
L(F) = J kK(6)f X+ (g)qe
a

donde K(6) esta dada por
k+1 k+1

(- 0)% /T (¢,- ¢)], a <0 <b.
i=0 j=0 J
A

K(©) = g

Y vemos entonces que la relacidon para la diferencia dividi-
da es verdadera si y sdlo si el B-spline B(0) es

igual a k! K(6). Utilizamos la siguiente identidad
k _ “ark (k+1, k
(’ti = 0)+ = (’ti_ 0) + (-1) (0 = 'ti)‘l'

substituyéndola en la anterior expresidon para K(0) para

i=0,1, ..., k+1, 1o que da

K(0) = %:‘{xt[(z -0)% +B(6)}, a <6 <b.

ET término £t[(t - 0)%] es cero por ser (t - 0)% un poli-
nomio de grado k en . Con esto hemos demostrado el teo-

rema.

Y tenemos entonces 1o siguiente: el teorema de' Peano nos
dice que si tomamos la funcional £ «como la diferencia divi

dida
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£(f) = [tos Li1ses t ]f

S T

entonces esta funcional esta dada por

b

[, £1sevrs £, 1 F = Ja K(8)E X*1) (9)do
donde el kermel de Peano es
_1 I k <0<b
K(6) = k! [to, Li1seees Lk+1](i = 0)+., a = =0,

aqui, como es usual [£gy..., tk+1](t - e)t representa la
diferencia dividida en los puntos'{ti: £ =0,1,..., R + 1}

de la funcion (t - o)ﬁ.

Por su parte, el (G1timo teorema que acabamos de demostrar,

establece 1a igualdad

b
[£0s £10eees 4,08 = | FiBo(0)E 71 (0)d0
a

donde By(6) es el B-spline con base en los nodos {%g,
Li,000, tk+11'

Cbtenemos entonces la siguiente relacion:

i 1 k
51Bo(0) = piltg, £1,..., 2, 1(2 -0)7, a<0<b



s sea

= k
BO(G) = ['to, tl""’tk+1]('t - 0)+ .

Es decir un B-spline es una diferencia dividida.

Finalmente, para expresar la formula en términos de nues

tra variable £, escribiremos
k
Bo(t) = [to, tl,..i, tk+1](x - t)+, aS<St<ob>b

para significar que la diferencia dividida de la funcion de

las dos variables =x, %, (x =~ t)f,. se  toma fi-

jando % y considerando, para el cdlculo de la diferencia

dividida a (x - t)t Gnicamente como funcion de «x.
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CAPITULO 11

AJUSTE DE DATOS\CON SPLINES CUBICOS.

2.1. E1 problema general.

Tanto en la practica de la investigacidn cientifica co-
mo de la técnica, es frecuente encontrar el siguiente proble
ma: Dada una coleccion de puntos tl,tz,...,tm en la recta
real y datos f1,f2, 0., £ asociados a aquellos puntos, en-
contrar una funcion y(£) perteneciente a un cierto conjun-
to, generalmente un espacio vectorial, que "mejor" los repre
sente, que "mejor se ajuste" a ellos, con un cierto criterio.

Es el problema de ajuste de datos.
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1
¥

Si Ta funcidon buscada ¢ pertenece a un espacio vectorial
de dimension n, digamos, y una base de tal espacio es el con
junto de funciones '{wj.:j =1,2,...,n}, entonces y se puede

expresar como

p(2) = 52y @y vy(2)

para ciertos coeficientes {aj t4=1,2,...,n}. Asi pues, el
problema se transforma en encontrar los coeficientes oy de

tal manera que

n
fi ~ j§=:1 aj \pj(ti), £L=1,2,...,m.

0, en otra forma, encontrar las o de tal manera que los -

residuales

n .
€. =f - Z «a ¢j(ti), £=1,2,...,m
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sean tan pequefios como sea posible, con un cierto criterio.
Un criterio muy frecuentemente usado es pedir que la suma de
los cuadrados de todos 1os residuales sea minima. Es el cri
terio de suma minima de cuadrados. que podemos expresar de la -
siguiente manera: Si ¢ es el vector residual ¢ =(e1,a2,...,
em)T, entonces queremos minimizar su norma, o el cuadrado
de ella, Heﬂ§ . Para expresar explicitamente los parame--

tros oy vamos a definir la siguiente matriz A:

v () e, (2y) oo (£)) 1
vi(t2) waltr) . . . wn(iz)

A = pi(23) Vz(ts) e v (£3) .

n

.

v (e ) ot ) o v ()

Si f es el vector £ =(f1,f2,...,fm)T y el vector «a

es o« =(a1,a ,an), entonces el problema de ajuste con el

2,.0.
criterio de suma minima de cuadrados puede expresarse de la
siguiente manera concisa: Encontrar el vector o de tal ma-

2

A veces se hace referencia este problema, sin hacer re

ferencia al ajuste, como el problema de minimos cuadrados,
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o de cuadrados minimos o, como nosotros preferimos, de suma
minima de cuadrados. Una manera de convencernos de que es-
te importante problema tiene solucidon es la siguiente. En
primer lugar observemos que A puede considerarse como la -
matriz que representa una transformacién lineal de R™ so--
bre su rango &(A) CR™. Un esquema geométrico nos ayudari.

(Suponemos que m > n).

Vemos asi que 1o que se requiere es encontrar un vector, di-

gamos B, en ®(A)

de tal manera que el residual £ -g tenga longitud minima,
y, por el teorema de Pitagoras, esto se logra cuando.el re-

sidual es perpendicular al plano @&(A). El1 vector B es -
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entonces la proyeccidn de £ sobre @&(A). Habiendo encontra-
do B podemos encontrar o tal que B =Aa, ya que B ER(A). Ade-
mds, la solucidn es dnica si y s6lo si la dimensidon del espa

cio nulo de A es cero.
Desde un punto de vista mds formal existe el siguiente

teorema:

Teorema. Supongamos que A es una matriz mxn de ran
go k y que
A = HRK

donde

(a) H es una matriz ortogonal mxm.

(b) R es una matriz de la forma

Ry, O
R =
0 0
(c) R,, es una matriz kxk de rango k.

(d) K es una matriz ortogonal nxn.

Definamos el vector

g, } R

97 }m"k

e introduzcamos la nueva variable
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Y, } ok
Y, } n-=t

Definamos y; como la solucidn (lUnica) de

Ri1 Y1 = g1

Entonces, la solucion de Tongitud minima del problema

de minimizar If -Aal3 es

Para una demostracion de este teorema ver Lawson y Han-

son [131].

2.2, Ajuste con Splines Ctbicos.

Volveremos ahora al problema de ajustar m datos {(ti,
%) t4=1,2,...,m} para precisar el espacio de las funcio-
nes de ajuste que nosotros emplearemos:Tal espacio es el de
Tos splines cibicos. Diremos entonces que buscamos un spli
ne cibico s(t) para ajustar los datos con el criterio de

suma minima de cuadrados.

También sabemos que los B-splines cibicos constituyen
una base de tal espacic, asi pues, nuestro problema se con-

vierte en encontrar los coeficientes o para obtener 1la -
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combinacion lineal X ajsi(t) que nos proporcione tal spli

ne s(zt).

Naturalmente que el espacib de splines requiere de los
nodos para su definicion. En el capitulo anterior habiamos
supuesto que los nodos estaban dados y que ellos constituian
un conjunto de (n+l) puntos ordenados en un orden estricta-
mente creciente, {£g,&;,...,8 }. Se demostré que dim S(k,m)=
n+k. En el caso presente, k=3, la dimension del espacio

de splines cibicos es (n+3). Dicho con otras palabras
dim S(3,7) = (nimero de nodos) + 2.

Por otra parte siempre vamos a suponer que el conjunto
de las abscisas dato {ti +4=1,2,...,m} estd contenido en

el intervalo [Eo’ign]'

1 13 t

-+

L]
Y —r—
N
e

|
—
0 €1

En ocasiones nos referiremos a los nodos &,, & como
n

Tos postes y a 10s nodos &;,E55...,58 como los nodos in

n-1

teriores. Observemos que, como consecuencia

dim S(3,n) = (nimero de nodos interiores) + 4.

Recuérdese que también habiamos mostrado la necesidad de

\

k, (o sea 3) nodos auxiliares a la izqﬁierda'de £y Y k, (o sea 3)
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nodos auxiliares a la derecha de ‘en.

X
'tl m
—+—+—4 % } H—

]
1
R A LY g1 & tn-1 n “ntt Pnr2 Gnea

Con miras a simplificar el trabajo de programacidon, vamos
a cambiar la notacidn. Tal cambio lo mostramos en el siguien

te diagrama

3 13 3

&, E, B3 & E5  Eg £ £

n n+1 °"n+2 °n+3 °n+4

Los postes pasan a ser designados con &, y & Es solo

n+1°
un corrimiento en los indices 1o que hemos hecho, y aln cuan-
do usamos la misma letra n, no tiene el mismo significado qhe
antes. La razdon de hacer este simple cambio es 1la notacién es
para designar los B-splines de la base que genera el espacio -
con indices desde 1 hasta n : {B;(%), Bz(t),...,Bn(t)} . Y asi
en esta nueva noiacidn La dimensidn del espacio es n. pero

los conceptos y relaciones no cambian; por ejemplo la relacidn

fundamental,
(nimero de nodos) + 2 = dimensidn del espacio,

sigue siendo vdlida. También, (pero es la misma relacidn)

- , . . ./ .
(nimero de nodos interiores) + 4 = dimension del espacio.



Repetimos: el espacio S(3,£q,§5,...,gn+1) de los splines
cibicos con nodos interiores E5s.--55 Yy postes &,,6 . es
generado por la base de B-splines de grado 3 {B;(%),...,
Bn(t)}. De manera que, en consecuencia, cualquier spline ci
bico s(t) 1o podemos expresar como una combinacidén lineal
de los elementos basicos con coeficientes constantes {aj:

§=1,...,n} asi

s(t) = 3, a, B,(£).

Una vez que hemos adoptado un espacio vectorial y con él
una base que lo genera,podemos reformular nuestro problema de

cuma minima de cuadrados: minimizar
2

I £-Aall

f all

donde A es la matrii mxn

By () Bp(t1) . . . B (%)
Bi(22) Ba(tz) . . . B (£2)

By(t_) Bz(tm) .. . B (2)
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La solucidon «a =(a1,...,an)T de este problema nos deter
n
mina el spline s(t) = j§1 aij(t) que ajusta los datos

Alt)

?
{
|
|
|
\
\

{
‘ ]
/B\’—'.Tl\-. ’Jﬁa—\“ ‘ . \\ BM-[ Bﬁ
b = e e T -
,/} \. — : : - P X
}/f : :":‘::h\-—‘h«.mrﬁ/ ~ } . .—>4.\;¥[,—.__.+_—“

| ?‘ gq ) | i‘ fa«n

Pero la matriz A tiene ura estructura interesante que -
ahora vamos a investigar antes de sequir adelante. Observe-

mos la primera columna:

— p—

By (£1)
B, (%,)

B ()
_ d

esta columna en realidad no es l1lena, puesto que a partir de

un cierto indice para las ¢t/ s, Bl(ti) es cero.



E1 indice

elementos de la primera columna son cero.

lumna tendra el siguiente aspecto.

B,(%;)
B,(2,)

11(1) indicard que a partir de &1 todos Tlos

Esta primera co-

11(1)

<

Andlogamente para las siguientes tres columnas:

50



By(%;) By(£,) By(2,)
Bo(2,) B3(x£2) By(2s)
By (tr1(5)) | Balty1 () | 3 Bu(£17 4y)
0 0 0
— 0 sl § Jo— 0 . — 0 -

E1 subindice T1I(4§) también indica el mayor subindice

de Z; tal que £ no excede a ¢

I11(3) j+4°
Asi pues las primeras cuatro columnas de la matriz A se

ven de la siguiente manera:

_ - - T

T1(1)-
11(2)-
171(3)-
11(4)-

!
t
t
]
1
)

1
t
1
]
L
1
—

1
1
1
]
]
1
]
1
—

Las siguientes columnas, hasta la (n-4), adquiereh el

siguientes aspecto.
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TI(1) +1--]- - —f{-=tec|--1

—-|--|--]|--0

1
1

—
1

-} --|--1]--0

T1(5) +1--4--ccccmceeao S el el

Finalmente, al agregar las d1timas cuatro columnas, la

matriz A queda con la siguiente estructura
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La subrutina que construye esta matriz es AMATR.

Volvemos ahora a nuestro problema

- 2

dornde A es la matriz mxn que se acaba de describir, f =

T T .
(fl,fz,---,f )7, @ =(a1,a2,...,an) . Vamos a aplicar el
teorema que enunc1amos al final de la pr1mera seccion de

este cap1tulo. Hac1endo 1a matr1z K del teorema igual a

53
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la identidad, nos queda

A = HR
cdonde H la haremos igual al producto de las transformaciones
ortogonales que vamos a describir un poco mas abajo; R es de

la forma —

Habiendo logrado esta factorizacion definimos el vector

T .
H £ =g, y de acuerdo con el teorema, resolvemos el sistema

Ri1 Y1 =491 >
donde
—91 I n
9 = ' } m-n

Al resolverlo obtenemos la solucion de longitud minima
2
del problema de minimizar IIf -Aall, , es decir el vector -

T . , .
a =(ay,02,...50 )7, y asi el spline que buscidbamos.
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En ocasiones, este vector «, solucion del problema de
suma minima de cuadrados, se representa de la siguiente mane

ra
« = AT £,

, + . N N
y se dice que A" es la "inversa generalizada" o "pseudoin-

versa" de la matriz A.

Todavia nos falta decir como 1levar a cabo la factoriza
cion de A para obtener la matriz R;,;. Para esto fue que -
investigamos la estructura de la matriz A. Esta estructura
se debe a haber elegido la base de B-splines y es convenien
te porque la matriz no es 1lena y la longitud no-cero de ca-
da columna puede conocerse. Entonces vemos que lo que mas
nos conviene es aplicar rotaéiones de Givens para hacer ce-
ros abajo de la diagonal principal. Pero no necesitamos -
afectar toda la columna (en ese caso seria preferible usar
reflexiones de Householder) puesto que ya hay ceros a par--
tir de un cierto indice. Por ello elegimos las rotaciones

de Givens, pues ellas hacen un cero en cada aplicacidn.

Una rotacidon de Givens

—_— j 4: —
1
1
1
5 8 .. . 1
.1 .
s . .1 .
A -'t A 1
..1
- d
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hace un cero en el elemento a s de la matriz A al aplicar
le tal rotacidon por la izquierda a A. Asi pues para hacer
ceros en la columna § debajo de su elemento ajj, aplicaria-
mos estas rotaciones a los elementos siguientes, pero sélo
hasta el de indice 1II(jf), que, recordamos, es el Gltimo ele
mento distinto de cero en la columna 5. Nos conviene, para
no tener que almacenar por separado la informacidn, hacer -
simultaneamente las transformaciones correspondientes al se
gundo miembro de la ecuacidon. Las subrutinas que relnen las
ideas expuestas se encuentran en nuestra rutina SPLINE/CUBICO.
Posteriormente hablaremos de la evaluacidon de los B-splines
cibicos, es decir, las entradas de la matriz A. Por el mo-
mento mencionamos el algoritmo para realizar las transforma-
ciones de Givens y que se encuentra incluido en la misma ru-

tina como subrutina GIVENS.

Algoritmo (GIVENS). Conocida la matriz A y su estructura y
el vector f de ordenadas dato, este algoritmo aplica las ro-
taciones de Givens, por columnas, a cada uno de los elemen-
tos debajo de la diagonal principal. La matriz triangular
superior R;, de la descomposicion queda almacenada en A. Al
mismo tiempo se hace la transformacién'correspondiente al -

vector f de datos.



1)

Para

1)

FIN

§=1,...

Para
1)
2)

3)

4)

5)

N
L=4+1,...,11(§)

i L < .. asa a 3
Si laggl < lagsl p )

t < ayy/ayy

s <— 1/ 1T +22
e <— £ o+ 4

Pasa a 4)

to<—a /e,

e <— 1/V 1 +22
4 <— XL o ¢

a.., <— ce+a,. tsea,.
JJ J3J 1]

a.. <— 0
ij

— +4 o
fj < c fj LI )

— ° + [ .
fi < A fj ¢ £,

Para 4 # n

_ . +
gy < ey 4 a,,

a <— =4 Q. +c-ai

ik jk K

Para hk=4+1,...,min(f+ 3,n)

57
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2.3 B-splines otra vez.

Antes de terminar este capitulo hemos de mencionar algo
sobre los B-splines que tiene por objetivo hacerlos normali
zados para mayor estabilidad computacional. Sabemqs que es
posible expresar cualquier spline 4(t) como una combina--
cién de B-splines. Sin embargo, desde el punto de vista com
putacional, es conveniente introducir cierto factor de norma
lizacion en los B-splines que hemos estado considerando. Pa

ra ello vamos a definir la siguiente funcion

k - k
No(2) = (e -¢,) B (1),

ptk+1

que no es mas que el B-spline\ Bg multiplicado por el fac--
tor que se indica. Esto significa que los splines N;(I) -
son base del espacio y, como los B-splines, Gnicamente no son

cero en el intervalo (gp, £ ), donde son estrictamente

p+tk+1

positivos. En consecuencia, tienen la misma forma que los '-

B-splines. E1 factor positivo (gp ‘-gp) que hemos intro

+k+1
ducido es con el objeto de que estas funciones tengan la si-

guiente propiedad:

Teorema. Las funciones {Ng(t):p =-k, -k+1,...,n-1} (con

la notacion del capitulo I) satisfacen

n-1
>
p=

'k -
2 A.p(z:)-l, a<t<b,
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Demostracidén: Recordemos la formula de recurrencia que de--

mostramos en el capitulo I:

k-1
p+k+1 - 1) Bp+1 (¢)

ptk+1 - E;p

(2 -sp)B;"(t) (&

3

k
B (1)

Multipliquemos por (£p+k+1 -£p):

"y ok _ k-1 k-1
(€ ppsr ~ 8B (8) = (£ -2 ) BT () + (e, -2)B L (1)
Por la definicidn de Nz(t), nos queda
(t-¢) (& - t) .
k - k-1 p+k+1 k-1
NE(t) = T‘—LY N>TT () + NC (=),
P Lprk~Ep! P (€ tiat ~Epyq ) PHI

p=-k, -R+1,...,n-1.

En seguida, para hacer la demostracidon por induccion,

vamos a sumar sobre el indice p:

n-1 n-1 (t-¢) n-1 (g - 1) k-1
__ka(’t) = § v —( £ 7 Nk-1(’t) + Z:_k (€p+k+1 - ) N +1('t);
p p p=== gp+k -Ep p p= p+k+1 p+1’ P
cambiando indices en el segundo sumando

k-1 n-1 (£ -¢) - n (¢ k_t) k=1, -«

. NK(2) = = P NE () 2, —R— (1).
p=-k' P P=-k (¢ -¢ ) P p= (g -g ) F

p+k ) p+k p

Pero, Nf;1(t) =0 vy Nﬁ“(ti =0, a<zt<b, por 190 que po

demos escribir
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k - k-
oI NE() = 2 B NSTN(g) + B, —RIE .
(E ek ~8p) (Eouk ~&p)
= NET () a<t<b
p=-k+1 p ? ’

Por 1o tanto, si la formula del teorema vale para k =1,
habremos completado la induccion. Pero esto es ciertamente
asi, como podemos facilmente checar al observar la definiciodn

de B;(t). Con lo cual queda demostrado el teorema.

Ahora, vamos a utilizar la primera ecuacidon que escribi
mos en esta Ultima demostracidon, cambiando ligeramente la no

tacion y particularizando para £k =3:

t -t ) -2
N3(2) gy N2(2) + (€300 %)
J (£j,5-85) ° (85,4 " E54q)

2
Nj+1(t)

y volviendo a hacer el cambio en la numeracion-de los nodos,

§ recorrera los valores 4 =1,2,...,n.

Como ya dijimos, estas funciones N; son un factor cons
tante por los basicos B-splines. Por lo tanto, pueden ser
tomados como una base; y eso es lo que haremos. Nada nos im
pide, aunque es desde luego un abuso de notacion, denotar a

estas funciones Ng con la misma letra Bg

(£-¢.) (.., -1)
53(t) = ——A°  B2(z) + —3*+4 B2, (1)
] (g...-¢.) (.., -€.,..) 7
j+3 j j+4 j+1
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Y abusando otra vez del lenguaje, son estas funciones
a las que llamaremos, de aqui en adelante, B-splines. Nues
tros actuales B-splines pueden definirse como 1o hemos he-
cho, o bien, la anterior formula de recurrencia puede tomar-
se como la definicion, partiendo de la siguiente formula para
los B-splines de grado cero que debemos adoptar para ser - -
consecuentes

i <t <
. 1 si gj z gj+1
Bj(t) =

0 <i Xt €& [Ej, 3 ]

j+1
Todo 1o que dijimos sobre el problema de ajuste con -

splines cibicos tiene validez sin modificaciones cuando 1la

base usada es esta nueva base de B-splines y un spline clbi-

co s(t) es expresado como

2.4 Evaluacidon de un spline clibico.

En la practica, para evaluar un spline 4(t) cuando se

conoce su expresion en la forma

lc que se requiere es evaluar los B-splines en £t y hacer
la combinacion lineal ya que los coeficientes a%é son cono-

cidos.
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Dos UGtiles observaciones estdn a la orden. La primera

de ellas es que si & estd en el intervalo [sj, 3 ), diga-

j+1
mos, entonces Unicamente no son cero los B-splines {Bp(t):

p=4§-3, -2, §-1, §} 'y asi

j
s(1) =p=§;-—3 o, Bp(t)

Unicamente.
La segunda observacion permite evaluar cualquier B-spli
ne con un algoritmo sencillo que calcule una diferencia divi

dida y un producto, pues recuérdese, por ejemplo, que
3 _ PR _ )3
Bo(2) =(& , -8 )08 n I -2)5 .

Entonces, dado t en [a,b], podriamos hacer un corri--
miento provisional de indices y proceder con el siguiente

algoritmo (subrutinas MOVI y BASICO)

Algoritmo (MOVI).
1) Para 4 =0,1,...,4
Eisi T fpai

FIN

Algoritmo (BASICO). Se calcula, evaluado en t, el B-spline

ciibico B,(£) con nodos ({¢,, E,0 €40 £y gs}. Esto es el
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producto del factor (gs -gl) multiplicado por la diferencia

- . . - 3 o > -
dividida [gl, E,5 E4» £, > gsl(x t)+ de 1a funcidon (x -1t)

como funcion de x.

1)

2)

3)

4)

5)

Si

(t<g,) 6 (t>g)

BASICO <«— 0

Salida

S (tsgz) pasa a
Si {t<g3) pasa a
Si (t<g,) pasa a
Si (t<gs) pasa a

Para £ = 2,...5

_— - 3
Gi < (gi 1)

Pasa a 7)

Para £ =3,...,5

—_— - 3
Gi < (Ei 1)

Paca a 7)

Para £ =4,5

R - 3
G, < (g; -¢)

Pasa a 7)

4)
5)
6)

E1 valor obtenido se guarda en BASICO.

3
+
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BASICO <«— (&g -¢&,)/6,

FIN

2.5 Ejemplo.

Incluimos aqui un ejemplo para ilustrar las ideas de es
te capitulo. Posteriormente vamos a presentar mis ejemplos

y otros resultados experimentales.

Para construir este ejemplo se tomd la funcion
f(t) = t2 sen t, - nm <t <2w.

Tomamos (arbitrariamente) los siguientes 5 nodos inte-

riores
£ = - 2.2222222
Eg = - 0.6666666
g, = 0.9333333
Eg = 2.2666666

Eq = 5.2000000
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Los postes los elegimos como

£, =- 3.1416
£E10 © 6.2832

Como abscisas muestrales se tomaron 50 puntos equidis-

tantes en el intervalo [-m, 27). Al resolver el problema

min |l £ -Aaug —
se encontrd el siguiente vector «:

11.67500
-1.27740
-6.31312

3.54634
-4.23494
16.24514

-32.88860

-15.20042
82.97364

y la grafica del spline ciubico de ajuste es la siguiente
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CAPITULO III

NODOS LIBRES

3.1 Aproximacidn spline con nodos libres.

En el capitu]d II hemos resuelto el problema lineal de

suma minima de cuadrados
. 2
min ||£ - A all2 »

donde la incdgnita es el vector a, cuyas n componentes

son 1los n coeficientes del spline

n 3
4(t) = Z a.B_ (%)
5= 33

que es el mejor spline cibico, fijados los nodos, que ajusta
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los datos con el criterio de suma minima de cuadrados. Si
2
a la funcién ||f - A a||, que queremos minimizar la denota

mos con F(a), es decir
2 n
F(a) = ||f - A al]s, a € ],
entonces, el mismo problema 1o podemos expresar como

min  F(a).
o€

Pero recordemos que en aguel entonces hicimos énfasis en
determinar o fijar el espacio de funciones en el cual se en-
contraria la funcidn s(t) de ajuste. Tal espacio fue
$(3, m), el espacio de splines ciibicos con nodos {Zi,E5s...3

3 }, con nuestra notacidn modificada actual.

n+1

En 1o que queremos hacer énfasis en este momento es que
se considerd a los nodos dados fijos. Pero si cambiamos ade-
cuadamente la posicidén de Tos nodos, manteniendo fijo el nime
ro de nodos, se dispone de otro espacio de funciones y, proba
blenmente, en este nuevo espacio exisfe una mejor funcion de
ajuste que sea mejor que la que se encontrd en el espacio an-

terior.

\
.
\

La dintuicion hace sentir que un mejor ajuste se logra

si se colocan los nodas en'los lugares donde "estd la acci6n"
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de acuerdo con los datos del problema.

Sin embargo, podemos dar un gran paso adelante si permi
timos que los nodos varien continuamente dentro del interva-

1o [a, b] que contiene a las abscisas dato'{ti:£=1,..., m}.

Para enunciar matemdticamente el nuevo problema, denote
mos con x al vector cuyas componentes son los nodos libres:
m .

X = (Egs Egoeees gn)‘, y con o el vector de coeficientes: a =
) T

(a1s agseens a )7. Otra vez, la funcién que queremos minimi

Zar es

. 2
[1£ - Aal ]2,

pero ahora consideramos a los nodos variables tanto como al
vector a, que de hecho depende de los nodos, es decir del
vector x. Asi pues, el problema completo 1o podemos enun-

ciar como

min F(x, o) = min ||f - A(x) a(x)IIZ

aeﬂn aERn'

€ €
XAN XAN

donde 4y €S el simplejo

sy = fre @ a<gs <. <g <b)
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Hemos introducido la notacién A(x) y o(x) para mcstrar
que tanto la matriz A como el vector a dependen de x,
y la funcidn por minimizar F(x, a) va a ser minimizada tan

to con respecto a x como con respecto a «a.

Este es un nuevo problema de suma minima de cuadrados.
Es no-lineal, pues la matriz A tiene como entrada (£, §)

el valor
(’ti)Q

que es el B-spline Bj(t) evaluado en ti. Una manera de

4
e

j p J (EP-EL

escribir este nimero es

que muestra que el B-spline es una funcion racional de los
nodos; muestra también que es una funcidn continua y dife-
renciable, pues aqui no consideramos el caso de nodos coinci
dentes. Esta diferenciabilidad de los B-splines con res-
pecto a los nodos implica que podemos hablar también de 1la
derivada parcial con respecto a los nodos de la matriz A(x).
Esto G1timo nos interesa porque al intentar resolver el pro-

blema de suma minima de cuadrados no-lineal por alguno de
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los métodos usuales, vamos a necesitar las derivadas parcia-

les de los B-splines.

3.2 Variables que se separan.

Ahora bien, una observacidon que debemos hacer en este

momento es que en la expresidn
2
F(x, o) = ||£ - A(x) a(x)]];

los pardmetros o aparecen linealmente, mientras que los pa
rametros x aparecen en forma no-lineal. Se puede demos-
trar que el problema se puede resolver separadamente, para
la parte lineal y para la parte no-lineal por separado. Es
el tipo de problemas en el que "las variables se separan".
Es este un enfoque que a nosotros en este trabajo no nos ha
sido posible abordar. (E1 lector interesado puede ver Jupp
[10] y Golub y Pereyral 8]. Sin embargo haremos algunas ob-

servaciones.

Para Ta parte no-lineal es que se necesita el gradiente

de la funcion
~ 2
F(x) = ||f - A(x) o] ,

el cual es un vector cuya Jj-ésima componente puede calcular



se recordando la formula para la derivada del productc esca-

lar de dos funciones

g&(u(x), v(x)> = <u(x),£\’(x)> +<j£xu(X), V(X)> .

Si u y v son iguales

& (et wta)y = 2 (utn), futny

Para aplicar esta férmula, escribimos F(x) en la siguiente

forma

Fla) =(E - Alx)a, £ - Alx)a)

por 1o tanto

(grad F), = 2E - 2 <f “A(x)a, (f-A(x)&>
3 3Ej 3Ej
-2 <f-A(x)a, - g—%ja>

Haciendo € = f -A(x)a, queda

~ A
(grad F)j - 24> a—gja>
aAT

=-20T‘—'Ea
0
gj
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Antes de que pasemos a describir el algoritmo que hemos
elaborado para construir el gradiente de F utilizando esta
formula, observemos que ella implica tener una férmula para

la derivada de un spline con respecto a los nodos, ya que

Q
u
[25]
&
u

Bj(x; ti),

donde x ha sido introducida en la notacién para enfatizar
la dependencia de 1los B-splines del conjunto de nodos.

Y asi

Algoritmo (GRADF). dadq el vector x de nodos, la matriz
A= A(x), el vector f de datos y el vector o de los

coeficientes, esta funcidn construye la j-ésima componente
T
oA ~

del vector (grad ?)j = - 247 e € La funcidon F es
j
~ 2
F(x) = ||f-A{x)a]], . Se 1lama a la subrutina PARCIA que
construye la matriz ';% . E1 vector € es el residual
e = f-Aa.
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2) Llamar a PARCIA que proporciona la matriz g%

3

3) GRADF «— — 2 oT }‘-é-je

FIN

Algoritmo. (PARCIA). Dado el vector x y el conjunto de

puntos '{ti: £ =1,... m}, este algoritmo construye 1a ma-
triz ;%;, derivada parcial de 1la matriz A con respecto al
nodo g;. La dimensidn de ambas matrices es m x n. Se 1la

ma a las subrutinas CORR y DERIB. La salida, que es g%

J
queda almacenada en la matriz APAR.

1) lPara k =1,..., n
1) Llamara CORR (k, f, x, np)

1) |Para £ =1,..., m

APAR(4Z,f) «— DERIB (np, «x, ti)

FIN

La subrutina CORR, al igual que MOVI, es un ingenio-
so artificio para hacer un corrimiento de indices y asi, dis
poniendo de una sola subrutina para evaluar la derivada de un
B-spline, wutilizarla para calcular la derivada parcial de un
spline cualquiera Bi con respecto un nodo cualquiera. Ej'

En el caso de CORR, si se desea evaluar en t el B-spline
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B, con nodos &, & su derivada con respec

i+1*°°°? Ei+4’ °

to al nodo sj, se aplica el siguiente

Algoritmo. (CORR) Esta subrutina hace el corrimiento de in-

dices §&; «— Eis B2 +— & ey E5 +— & con el fin

i+1’°° i+4°

de 1lamar a BASICO o a DERIB. E1 indice np es el corri-
miento del indice 4 correspondiente al corrimiento realiza

do del indice (.

1) Para kR =0, 1,..., 4

£1+k —

i+k

2) np «— 4§ - £ +1

3.3 Subrutina DERIB.

3.3.1. Diferencias divididas con argnmentos coincidentes.

Utilizando la subrutina DERIB, que vamos a presentar en
esta seccion, vamos a evaluar las derivadas de un B-spline
con respecto a los nodos. Recordemos en primer lugar que he
mos dicho que para evaluar B-splines 1o mejor que podemos
hacer, desde el punto de vista computacional es utilizar su
expresién como una diferencia dividida. A partir de esta

expresion podemos obtener también elegantes férmulas para las
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derivadas parciales de un B-spline «con respecto a los no-
dos. Estas formulas incluyen diferencias divididas con no-
dos coincidentes; por ello nos es necesario hacer una genera
lizacion de las diferencias divididas que incluya el caso de

abscisas coincidentes.

Antes de hacer una generalizacion de las diferencias di
vididas que incluya el caso de argumentos coincidentes, que-
remos recordar que dos propiedades fundamentales de las di-

ferencias divididas usuales, son:

(1) [xy5 X25...5 x 1f es una funcidn simétrica de sus
argumentos, es decir, depende lGnicamente de los valores x;,

X25+.5 X 5 Pero no del orden en que aparecen.

(ii) Si f € ¢ entonces [X1s Xo5eeuy xn]f es una

funcion continua de sus n argumentos.

Las diferencias divididas pueden generalizarse de la si

guiente manera:

Definicidn. Sean "{X1, Xps..., xn} cualesquiera nimeros

reales.
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[xlg x2,..., X.n] f =

(n-1)
£ (n-1§¥‘) si X7 = X, = ... = X y f € C("");

= { [X.l,...,xr_,l, xr+1,...,xn]f-[xl,...,x

Teorema. Se cumple la propiedad simétrica de las diferencias
divididas. Es decir, si {iq, 42,..., 4} es cualquier arre

glo de {1,2,..., n} entonces

[xil, Xj 000 xin] f=10x1, X050 X, 1 £

Demostracidén. Por induccién sobre n. Para k = 1, no hay

nada que demostrar. Para k = 2; si x; = x,, es obvio
por la definicidon. Si x; #x,, entonces [x;,x,]f, por la de

finicion, tiene cualquiera de los siguientes valores

[xy] f-1x,0 € [x,] £-[x,]f
— »y O,

X1 -Xo Xy =X
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que son iguales, y ademds son los mismos que puede tomar

[x,, x;]1f. Es decir
[x-ls xz]f = [Xz, Xllf.

Supongamos que vale para Fk, entonces, para el paso de
induccidn tenemos dos casos: (i) si los (k + 1) argumentos

son iguales y f € C(k), entonces

[x15000s % 1f = [xil..., xik+1]f

f(k) (x )

para cualquier ordenamiento de los argumentos. (ii) Si hay
dos distintos, x #* X0 digamos ¥y si {X1s42se..5 4 .1} es
un arreglo de {1, 2,..., k + 1}, donde Lp =p e Lq = q,
entonces podemos hacer

[x, 5» X, 5000, X, 1£f =
' Tk+1

(X, senes X, _gs Xy gseees X, ]f-[xil,...,xiq_1,xiq+1,...,x.

Iyt

1£

n
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- ,X. + ’noox.’. ]f-[x. ,...,X. - -X. ,...,X. ]f
p1 1p1 e i lq‘1 1q+1 16

y por la hipdtesis de inducciodn

.[xl,oloo,xp_1,xp+1,o-.,xk+1]f = [xl’...,xq_,' ,Xq+],...,xk+1] f

[XI’ Xz,..., xk+1]f'

Con 1o cual se completa la demostracion.

Observaciones. Cuando los puntos {xi} son todos distintos,

la definicidon anterior coincide con las diferencias dividi-
das usuales y por lo tanto son los coeficientes en el polino
mio de interpolacidn de Newton, cumpliéndose la propiedad de °’
continuidad con respecto a los argumentos, etc. Cuando los
puntos no son todos distintos, las diferencias divididas que
se acaban de definir aparecen y se estudian en ihterpo]acién
osculatoria y en ese contexto se puede demostrar las propie-

dades, por ejemplo, de simetria, continuidad, diferenciabili

dad, etc.



Ahora vamos a obtener la derivada de una diferencia di
vidida de una funcidn f con respecto a uno de sus argumen

tos. !

"0
a-x_i[xl’ xz,coo, xn]f=

C eim [X1s5000s X+ h"“"xn 1£-[%15..., Xiseons xn]f

h~+0 h

- oim [X79000s x, + h,..., x 1f- [X1s5000s Xisenes xnlf

h+ 0 (xi + h) - X,

= LIm [x],..., X;0 %X, * h,..., xn] f,
por la definicion de diferencia dividida. Y finalmente, por

la continuidad con respecto a los argumentos:

K} .
a-x-i[xl’.‘.., xn]f=[x1,ooo’ xi’ Xi,..., Xn]f.

Esta es 1a férmula que buscdbamos. Nos dice que la de
rivada parcial con respecto a la vgriab1e X,» es una dife
rencia dividi&a‘de un‘ordén méyor en 1a que abarece repeti-
da la variable X, o

\



81

3.3.3 Derivada de un B-spline con respecto a los nodos

Por 10 que dijimos cuando hablamos de la subrutina CORR,
inicamente necesitamos las derivadas del B-spline B;(t). Re

cordemos su expresidn
3
B, (¢) = (Es - B1)ler &2 £3 &4 &5 (x-2),.
Derivemos con respecto al primer nodo:

) 2 3 3
5gi = (g5 - 61)'321[51 E2 £3 &y Esl(x - £),-[ 81 &2 &3 &y Esl(x - £),

3 3
= (£s - E1) &1 &1 &2 B3 &y Esl (x - £), - [&1 &5 &3 Ey Es5] (x-2),
!

. P . . e B . ) 3 . . -9 3
(&) 85 38y Ex) (x-2)+ - (&) £y &y 83 8] (x-4)s
s - &

(g5 - 515

3
-[& &5 E3 &y Es](x - t)+

3
-[&) &y &2 &3 Eq](x-t)+ .

Las derivadas con respecto a £,, &3 &, sSon mads sencillas:

98,

F) 3
o, - (65 = £1) 3¢ [ 81 82 &3 &y Es] (x - 2),

3
(g5 - €1)[Ey Ep Ep E3 Ey E5 ) (x-2), -



3
(65 - E1)E) B2 E3 E5 By Es ] (x-2),

®
i &)
w

(]

0B
TE,

b3
(g5 - £1)[ % B2 E3 Ey By B5 1(x 1), .

Y, finalmente

5

] 3 3
(e5 - 1) —5'5—5[51 Ey E3 Ey Esl (X'*t)_,_ +[g, &y T3 EuEs (x-t)+

Q
[l
(3.}

3 3
(es - £1)[ &) Ep E3Epis gsl(x-t)+ + & By E3 By Es5] (x-t)+

‘ . ;
(g5 - £y) L6283 Bu Bs Bs] (x-#)s - [8) &) E3 &y Es] (x-2),
Es = &

3
+[g) &2 E3 &y E5] (X't)...

. 3
[§2 E3 Ey &5 Es] (X-t)+ .

Estas formulas son realizadas en el siguiente algoritmo.

Algoritmo. (DERIB). Evalda en £t 1la derivada parcial del
B-spline cibico con nodos &,, &2, E3, Ey, E5 con respecto

»al nodo gn ..

pl



83

1) si (np >5) DERIB «— 0; Salida
2) si (np < 1) DERIB «— 0; Salida
3) Si (t >k&s5) DERIB « 0; Salida
4) si (t < g ) DERIB « 0; Salida

5) |Para £ = 2,..., 5

6) |Para £ =1,..., 4

7) |Para £ =5, 4,..., tp + 1

G, +— G,
i i-

1

. 2
8) Si ((;np - %) >0) an — 3(z;np - 1)
Si ((e;np - &) <0) an «— 0

9) lPara 4 =6, 5,..., np +1
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10) Para § = 2,..., 5
Para £ = 1,..., 6 «~ §

G, — (6, -6, )/ - Eivg)

Si(np=1y 4 =4) pasa a 11)

4) pasa a 12)

n
(83}
<
(G
]

~Si (np

DERIB «+— (EG - El)' Gl

Salida
11) DERIB « - G
Salida

12) DERIB « G,

3.4 E1 problema completo.

En 1a seccion anterior, cuando hablamos del ajuste de
datos con splines con nodos libres (es decir, variables),
mencionamos que el problema no-lineal de suma minima de cua-

drados

2
min ||£ - A(x) o (x)]|]2 = min F(x, o)
o€ a€ R
xGAN XGAN

tiene la interesante propiedad de que las variables se sepa

ran. Sin embargo, dijimos que no podiamos explorar esa posi
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bilidad en este trahajo. Nuestro enfoque, por ahora, es con

siderar el problema

min_ F(x, o)
a €
XEAN

como el problema de encontrar el minimo de la funcion F(x, a)

de las variables x y a, con la restriccidn x € 4y.

Para encontrar este minimo vamos a aplicar uno de los
métodos usuales de optimizacidon; uno de los que ha demostra
do ventajas es el método Levenberg-Marquardt que serd el que
aplicaremos y del que tendremos ocasidn de hablar un poco
mds adelante. En su uso, como veremos, en alguna etapa se-
rda necesario calcular la matriz Jacobiana de la funcién ob-

jetivo f -A(x)a.

Sea € = f - A(x)a 1la funcidn vectorial cuyas compo-

nentes SON €7, €25.4.5 € Podemos escribir

n .
[—fl -izlaiBi(tl)

n
f2 -329;8; (22)

f -

m

M3 .

aiBi(im)

i=1

— -

asi que la matriz Jacobiana de 1la funcidn € es



o
Q|m
—
Wl
Q|m
N
Y
Ql-?
Q
o
ol o
Q
m
QD
™m
1

oy

N
Q

(i

de, O¢ de, deg, O¢ de
day dap """ Fa_ 3, IE, 9E _,
J =
m m oo m m m ... _m
“.aal d 09 Ban 851 852 Bgn_4 -
— n a.Bi n 3Bi . i
Bl(‘tl)"' Bn(tl)ig'\aim(tl).'.i§1aia-§.4(tll
n 0B. n _3Bi
By(£2)..: B_(%;) z o, 3——(12) Za; o5 (t2)
. i= i=1 n-4
n aBi n aBi
Bl(tm)... Bn(tm)i§1a1527(tm)...i§1 oy FE;-4(tm)

Hemos rosotros elaborado el siguiente algoritmo para

construir la matriz Jacobiana
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Algoritmo. (JAC) Se construye Ta matriz Jacobiana FJAC de
dimensiones m x(2n -4) de la funcion e = f -A(x)a. (n-4)
es el nimero de nodos interiores componentes del vector

X = (Egs Egseees gn)T. E1 vector o = (ajs..., an)T tiene
n componentes. La variable entera n es la dimensidn del

espacio.

1) Para § =1, 2,..., n
1) Si (§ < n) pasa a 3
2) |Para £ =1,..., m

(¢.)

1

( ) ) n 0B
FIAC(L,{) — - .Z.a
, KETK 985 (n-a)

Salida

3) |para £ = 1,..., m

FIAC(Z,§) « - B,(2;)

3.5 El mét~do Levenberg-Marquardt.

Vamos a incluir aqui un breve resumen de las ideas que
conducen al altoritmo de Levenberg-Marquardt, en especial de

la modificacion hecha por Moré ([14]1 al algoritmo general, ya
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que es el algoritmo asi modificado, el que nosotros utiliza-
mos para resolver el problema de suma minima de cuadrados no

Tineal que hemos planteado mds arriba.

Sea F: & — ®&™, una funcién continuamente diferen-
ciable en un subconjunto compacto £ de /™, Se requiere

encontrar w* € Q tal que

[1F(w*)[] = min ||F(w)]].
wEQN

*

Para encontrar tal w podemos considerar el siguiente

proceso: generar una sucesiodn 'Iwk} tal que

Si wy € 2, entonces la aproximacidén lineal a F(w) es
Flw) = F(wg) + F'(wq)(w -wy)

donde F'(wy) es la matriz Jacobiana. De acuerdo a esto,

el problema es aproximado en la forma

min ||F(w)|] = min | |F(wg) + F'(wg)(w -wq)]|
we we

y si hacemos p = w-wy;, queda
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mén [1F' (wo)p + Flwo) 1.

Esto es un probiema lineal de suma minima de cuadrados.
Sin embargo, la solucidn pudiéra quedar fuera de la vecindad
de wy donde es valida la aproximacidn lineal y donde 1la
Jacobiana es positiva definida. La familia de métodos de pa
so restringido, a la cual pertenece el Levenberg-Marquardt,
somete al nuevo valor w; a estar restringido a una vecin-

dad de Wq:
B = {w: ||w-wo|]| < a},
donde o es un valor que puede determinarse por la experien-

cia y la funcidon F(w), de manera que la aproximacidn lineal

sea valida en B. Asi, el problema se ha convertido en

min | |[F'(wo)p + Flwo)|[, con |[p]]| < a,
p
o bien, usando 1a notacién Ay = F'(wg), by = - F(wg):

min ||Agp - bgl], con [|p|] < a
p

Introduzcamos el parametro z tal que

2 _
oIl = o? ~ 22,



Asi pues, tenemos el prohlema

2 2
min ||Agp =bol|| » con [|[p|| = a?-22,
P

equivalente al anterior. Aplicando el método de los multi-
plicadores de Lagrange, tal problema se convierte en el de

resolver para p el siguiente sistema de ecuaciones

(A7 Ag + A I)p = - AT by

2
A1l = a2 -22,

donde A es la constante de Lagrange.

Existen dos casos:

i) Si z#0, A =0
Se tiene entonces

(A3 Ag)p = AG by

que son las ecuaciones normales para el problema de suma mf-
nima de cuadrados sin restricciones. En este caso ||p|]| < a

y la solucién p* de norma minima viene dada por el proceso

al limite

) 1



p* = Lim (AT Ay + AI)TIAD b,
A=>0

ii) Si MN#0, z =20
Se tiene entonces el problema

. 2
min ||Agp- bol], con [|p]] = a2,
p

ya descrito.

‘Una vez que hemos obtenido p*, hacemos
- *
wy = Wy + P,

que esperamos esté mds cerca del minimo buscado. En general,

a partir de w obtenemos

k’

Pero, como hemos dicho, « es un valor que puede depen

der de w asi que puede ser necesaric cambiarlo de una

K?
iteracidon a otra. Esto nos permite, en caso de haber buena
concordancia, aumentar o« para el siguiente paso y gsf avan

' zar mds réapido; si la'concordancia’'es mala se requerird dis-

minuir a.

i
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Estamos ahora en condiciones de eshozar el algoritmo de

Levenberg-Marquardt,

Algoritmo (Levenberg-Marquardt).
Dados wgp, ag
Para kR =0, 1, 2,...

1) Determinar A, >0 tal que

T _ _ 4T
(Af A+ A D)p_ = - A7 b
o I < o
y si |lp || <a -entonces A =20

. =w
ST no wk*_'1 Xk

3) Calcular Apr

FIN

Cilculo de A.

Teniendo en cuenta 1o anterior, podemos escribir

p(A) = (ATA + A1) AT b

2) si [[Flu, + p 1] < 1IF@)I], w,, = w +p,
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y entonces quisieramos obtener el minimo del valor absoluto

de la funciodn
- 2
o(A) = |[(AT 4 + Aa1)"Y AT b|| -a2.

Si usamcs la descomposicid6n singular de A, A = uzvr:

entonces

s

6(X) =

donde 53,..., 4 son Tos valores singulares de A y

T, _ T
A = (erseees e ).

n 5, C,
Sea o) = Z | ~—2)




Es claro que si ¢(0) < a2, entonces A =0 es la so-
lTucidén buscada ya qu: »(A) es decreciente. Si ¢(0) > a2,
entonces, como ¢(A) -+ 0 cuando A — o , se tendrd una

Gnica solucion positiva A*,

PN

L I e R e e et e e Y

-

o
x|

Ademds, como ¢(A) es convexa en el intervalo (0, «)
se pensaria en usar el método de Newton para encontrar la so
lucidn A*, Pero Moré sugiere usar otra estrategia para apro

vechar mejor la estructura del problema. Tal es suboner que
p(r) = [(2)11/2

puede ser aproximada por
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donde a, b son constantes tales que
1t A 2" (A (A
PO =)y et ) = ().
De acuerdo a esto se obtiene

[y(x, )17 .

N
y para encontrar la raiz de ¢(\) - a = 0 aplicamos la si-

guiente iteracion

t[l()\y) a + gl/()\‘k).
Mewr TNt I.

)
Pero es necesario protegerla para realmente obtener conver-
gencia. Con este propdsito se usan en cada iteracidon cotas

inferiores y superiores tk y u.

Con el fin de obtener U0  obhservemos que, como

[1p*]] = |1(ATA + ax1)"! AT b]| = «

entonces

o < [J(AA + A*D)7H ] | [AT |



pero
[TATA + A*D)™H [ = [](ZT 2 + a*1)71]]

*

)|

2 *x 2 * 2
|1 (diag(sy + X, 8, + 4,00, 5 +7

2 - 2 - 2 -
|| diag((s1 +2")71, (s, + A7)0, (s + 27D

2 *
(An + A7)

*-1
;

N
>

por lo tanto
A" <[4 b /a3

y la cota superior adecuada es
g = |[ATb]|/a

N
Para calcular £,, notemos que, como ¢ es convexa, Si
v'(0) # 0 tenemos que el valor obtenido al realizar una ite-
racion con el método de Newton y A, = 0, es menor o igual

*
que AN , entonces

* v(0)
A2 - o)

asi que - gy = - %&%%’:
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en caso que y'(0) =0, £, = 0.

*
Con estas observaciones, A se puede calcular con el

siguiente algoritmo

Algoritmo. Dado Ay,

Para R =0,1, 2,...

1. Evaluar ¢(A), ¥'(A,)

2. u ., =A, sioy(A) <a
Uppq = Uy €N otro caso

3. Lyiq © max {Kk. }k - ¢(lk)/ ¢'(Kk)}

4, Obtener A de 1a formula

K+1
(A ) o - P(A)
Mewr T R T JT(Ak)[ a ]

En la prdactica se acepta kk como una buena aproxima-

o, * ()
cion a A si

A
¢(N.) - a

a

con A cierta tolerancia que comunmente no es muy pequefia ya

que, de cualquier manera, esta aproximacion forma parte de



otra aproximacidn (la linealizacidn) que pudiera ser muy bur

da. Una eleccidon usual es A = 0.1,

Actualizacioéon de a.

Como ya mencionamos, si la concordancia en una iteracion
del algoritmo de Levenberg-Marquardt es buena, en la siguien
te podemos aumentar el valor de a; en caso contrario a de

be permancer igual o disminuir. La medida de esta concordan

cia estd dada por

HEG - 1FG + )]
[F() 2 - [1F(x)+ Ap] ]

p(p) =

Si » es pequefia (p < 1/4), Ta concordancia es mala y se de
be disminuir a«; si p se acerca a 1 (p = 3/4), 1la con-
cordancia es buena, se puede aumentar a3 si 1/4<p <3/4 1a
concordancia se puede considerar aceptable y dejar o sin
cambio. Estos criterios provienen de una larga experiencia
de trabajo con este algoritmo en una gran variedad de pro-

blemas, (141, [61].

Hagamos la siguiente simplificacion obvia en la escritu

ra, con el fin de determinar una manera estable de calcular

p:

T T T T
ENT - (Al



como
(ATA + AI)p = - ATE
entonces
2 2
|[1Ap|]™ + A |lpl]™ = - pTATE
por 1o cual
2 2 2 2 2
LLEL]T = 1€+ Apl]™ = |1£11° - [1£]]° - 2p"ATE - ||Ap]]
T T 2
=-2p° A°f - ||A p]]
2 2 2
= 2||A-pl| +2x ||pl] - |IA p|]
. 2 2
= ||A pl| + 2\ |]p]] ... (1)
Y, por tanto
f+ 2
2 2 1_(J_L._I_]_)
o - LLELL - 11Ee]" . THT
[HAp]]"+ 2x]]p]] (HApll )" 4 o172 Lelly2
Il £1]] | 1£]]
De (1) vemos que
LAp Il < 1€l y AY21pll < II£Il

por 10 cual el cdlculo del denominador es muy estable. En

el numerador, si ||£, || >> ||f]|| -se puede generar un ni-
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mero demasiado grande para nuestro instrumento de cdlculo,

pero en ese caso p <0, y como s6lo nos interesan valores
positivos, ponemos p = 0,
E1 algoritmo es detenido cuando

-t
w,, - w ] < [lu |10

donde £ es el nimero de digitos de Ta aritmética de la md

quina. Presentamos a continuacidon el algoritmo global

Algoritmo de Levenberg-Marqguardt.

Entrada Wos Gg» A, t .
1.. Para Rk =0, 1, 2,...,

b

1. Evaluar Ak, K

2. Calcular SVD de Ak
3. Resolver

2

min 1A p, - b, ||

si ||pk|l <o, entonces A =0 y hacer 1.7
' 7 !
4. Ng =N, ug = []AL b 11/ay
Lo = - ¥(0) /y'(0) si ¢'(0) #0, £; = 0 en otro

caso
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1. Evaluar w(xg),’ ¢’(¢3)

2. Uiy = xJz si ¢(sz) <a,
uj+1 = uj en otro caso
= y ' ' ' '
3. zj“ mdx{zj, xj w(xj)/w (kj)}
Y(A!) - y(\!
4. A=At o 3 [l J)1
W ey o

. \
5. St [p(\) -«

entonces A = Aj y hacer 1.6, de otra mane

ra incrementar 4 y hacer 1.5

Calcular p, = (A: Ak + RkI)'lA: b

si |IF(w, + p )] < [IF(w)]]

: = + =
entonces W 4 W, Py de otro modo W1 w,

Si |[F(w,_+p )] > [[Fw)|[, o =0 de otro mo

do
llF(wk + pkll 2
p = JUF () ]
IIApk” 2 + 2[)\]2/2 l'pkll

J1F(w )] [ [F(w ) 1]
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9. Hacer %1 de acuerdo al valor de p.
. -t
. . - w, < 10 w,
10, S [y, - wl 1w, 1
L
w W, Y FIN
De otra manera incrementar k y repetir 1.

FIN

3.6 La transformacidn o,

Ahora debemos enfrentar la siguiente dificultad: el mé
todo Levenberg-Marquardt es un método de optimizacidn sin

restricciones y el problema que queremos resolver

min F(x, a)
aE
XE4
tiene la restriccion x € LI Hay dos soluciones, 0 usamos

un método de optimizacion con restricciones o eliminamos las

restricciones.

Efectivamente, en una serie de experimentos que reali-
zamos en la B-7800 nos encontramos con el desagradable re-
sultado que en algunos casos al llevarse a cabo el proceso

de optimizacidon de los nodos libres con el paquete de Moré,
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los nodos, como una parte de las variables de la funcién ob
jetivo quedaban desordenados, es decir, en ocasiones se al-

teraba la relacion &, <gg < ... <¢g y aln en ocasio-

n+1’
nes algunos nodos interiores quedaban fuera del intervalo

limitado por los dos postes fijos &, y & Esto es ina-

n+1°
ceptable en nuestro contexto, es una solucidn sin sentido

para nosotros.

E1 siguiente paso dado por Jupp [12] es una elegante
solucidon a esta dificultad. ET1 propone un cambio de varia-
bles, una transformacién, que convierte al problema con res
tricciones en una formulacidn sin restricciones. Tal trans
formacidn es la siguiente: definamos las variables

'h'i+1
0i=£n—ﬁ—’ £L =1, 2,..., N
i

donde N es el nimero de nodos interiores,

Antes 22 continuar, veamos como ejemplo 43[0, 1] =
Ix = (x1, %9, x3): 0 <zx; <x, <x3 <1}, cuya cerradura es

el simpiejo en &3 que se ve en la siquiente figura
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K

En "general, como aqui, las caras y lados de ZN[a, b ]
contienen aquellas subdivisiones de [a, b] que corresponden
a nodos coincidentes. E1 simplejo ZN queda también carac-
terizado por el sistema de (N +1) desigualdades lineales

siguiente

Los parametros (0;, 05,..., oN) son independientes de

un cambio Tineal en la escala de los nodos originales, lo
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cual proporciona un escalamiento automatico en los métodos

jterativos usados para localizar los nodos dptimos.

Para encontrar x a partir de una o arbitraria, ha-

cemos
pi=eoi ’ l(.:l; z,ooo,N
Yy
Z=1+py *+pypat ...t pppree. py.
Entonces
h _b."-a
1 - =77
y
hi+1 =p; hi’ £4=1,2,...,N
por lo siguiente:
b-a _ *n+1 - Xo '= Xye1 " X0
z Z 1 +p, tp Pt PPy Py
_ Xy+e1 X0
- 0, 0, 0, 6, 0, o

Pero h



Por 10 que

- N+1 0
Z h h h h h hN+1
1 + =2 + =3 + + 2 .
iRy ke Ry Byt R
- Xne1 T o0
h h h h
12
1 + R + Ef + Ef + + _N;]
- hy (xN+1 - %)
hy + hy + hy + ... + hN+1
- hi (XN+1 - %)
(x1 -x9) + (x5 -x;) +... + (XN+1 - XﬁT

1}
P~
—

Ademas,

conviene, naturalmente, para evaluar el polinomio Z, utili

zar el esquema de Horner y doble precisién.

Ahora bien, la transformacién o, definida por

Zn(h /hi) es continua y continuamente diferenciable, los

i+41
lados y las caras de Z& donde se da igualdad de nodos se

P ’ . 2 N
mapean en infinito, y la transformacidn es sobre todo &,

como se ve de la transformacién inversa que acabamos de es-
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Para transformar el gradiente o la Jacobiana a las nue

vas variables, podemos usar la regla de la cadena

i j=1 j
Puesto que
1
0 si
90 l/hi si
SRR
X,
: ~(1/h, + 1/h, ) si
1/hi+1‘ si

N ~
_ OF 00
3x, =, 30, %,

f*‘(:"l,'(:’r{:."l

§ =4 -1
§ =4
§=4+1

entonces Vg F (0) es la solucién del sistema de ecuaciones

¢ Vs Flo) =\% Fx),

donde G es simétrica y tridiagonal, como se ve a continua

cidn
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do, 30, 30 90 oF 7 —aF ]
axl X Tx-f_ B_JZ‘?- 3?1 a—)(—.l
96, 00, 0O o0 oF oF
X2 00Xz 0X3 37% 90, Ix,
dog, 00, 00 9oy oF _ | oF
37§'57§ X3 X3 03| | 9x3
00, 00, 0OC o0 oF oF
in Xy %%n EEg' LEF& 5IEJ
_ o i o
- -
-(1/hy, + 1/h,) 1/h, 0 0 . e 0
" 1/hy -(1/hy+1/ hy) 1/h; o . . . 0
0 1/hs -(1/h3+1/hy) 1/hy. . . 0
l/hN
1/h, -(1/h+1/h )

Asi pues, tenemos que resolver un sistema de la forma

Gu = F.
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Para resolver este sistema Jupp sugiere utilizar un al-

goritmo debido a Rose [16]. Para seguir a Rose, hacemos

m 1 -1 ]
1 -1
1 -1
B = .
_ ! -1 ( Nx(N+1) )
[ hy ]
ha
H o )
B Pysq i ( (N+1)x(N+1) )
Se tiene

- G = BH™ 'BT.
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E1 altamente eficiente algoritmo propuesto por Rose pa

ra resolver el sistema

Gu = k
es el siguiente:
Algoritmo. (ROSE)
Hacer
0. =% h
3ogeg 2

Paso 1. Calcular el escalar 4:

)-1~§ 0- k ’ (k = (kIQkZQ""k )T)

Paso 2. Calcular el N-vector wv:

Paso 3. Calcular el N-vector u:
uy; = h1 Vi,

A, = hjiu tu, »' f = 2,00, N,
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Paso 4. Cambiar de signo

Después de que introdujimos esto en el paquete de Moré,
se elimind la dificultad que sefialamos anteriormente y que
consistia en que al optimizar los nodos, algunos de estos

se salian del intervalo o se desordenaban.

Contamos, entonces, con el paquete debido a Moré que
realiza el método Levenberg-Marquardt de optimizacidon, adap
tado a nuestro problema de §p1ines y modificado con la sub-
rutina SIGMA que hace el cambio de variable que hemos re
sefiado. Pero, épara nuestras necesidades futuras, qué pre-
cisidbn necesitamos? y relacionado con esto, nos planteamos
la cuestion de reducir el tiempo de cémputo, medido en tér-
minos del nimero de evaluaciones de la funcién (NFEV) y del

nimero de evaluaciones de la matriz Jacobiana (NJEV).

Se hiciernn grdficas y una serie de experimentos con el
fin de determinar, en un nimero de problemas, la sensibili-
dad del spline con respecto a los nodos. Se 1legb a la con
clusion de que tres cifras son suficientes para determinar
un spline. Por otra parte, con dicha precision ya determi-
nada, §e logrd reducir notablemente el tiempo de cémputo de

la manera que se muestra en el Capftulo V.
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Las subrutinas que implementan la transformacidn o de
Ta que nos hemos estado ocupando y su inversa son las si-

guientes:

Algoritmo (XSIGMA). Construye la nueva variable

(019..45 oN)T a partir de los nodos interiores

o

)T

b3
|

= (ES: 56’-009 €N+4

1) Para 4 =1,..., N +1
Ry Bia T Bias
2) Para 4L = 1,...; N
0y « tn (hy  /hy)

Algoritmo (SIGMAX). Construye el arrego x a partir del

arreglo o,

1) Para £ =1, 2,..., N

p; + exp(o,)

2) I« 1+ py+pypytee. tpypaee. py

3) h1'+~ (b -a)/Z'
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Finalizamos este capfitulo con un ejemplo; un ejemplo
que ha sido utilizado por de Boor [4 ] y Jupp [12] a causa
del interés que tiene por ser un problema dificil para apro
ximacion polinomial debido al pico abrupto y por contener
errores experimentales. Se trata de 49 datos, mostrados en
la figura siguienfe, Y que expresan una propiedad dél titanio

como funcidon de la temperatura.

Un punto de inicio utilizado por Jupp es

xo = (724.984,849.976,910.008,976.184,1042,360)
y encuentra después de 20 iteraciones

(835.967,876.402,898.146,916.315,973.908)

con un residual de 0.01226
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Con el mismo punto inicial, nuestros resultados fueron:
con el método Levenberg-Marquardt sin la transformacidn o,
los nodos quedan desordenados en el punto final (15 iteracio

N
nes):

(820.283,903.174,888.211,903.594,990.3153).

Después que agregamos la transformacion o al Levenberg-
Marquardt nuestro resultado es notablemente mejorado, eliminan
dose totalmente la dificultad de los nodos desordenados. Se ob

tuvo el siguiente punto final (37 iteraciones, residual =0.08):
(835.457,876.506,898.167,916.280,974.017)
ET spline con estos nodos aparece en la figura siguiente.

Nota: Se observa una discrepancia fuerte entre los dos residua

les, pero ésta es sélo aparente. Jupp [12] p.339, utiliza la
siguiente formula para el error:

donde w; =w = % » ¥y w, =1 de otro modo, mientras que no

sotros utilizamos
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n 2
E, e, 172

Asi1 que para hacer una mejor comparacion mu]tiplicaTos por

el factor 1/(/49 - 1), 1o que nos da como residual

0.0115470

que ya se compara favorablemente con el de Jupp.
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CAPITULO IV

ESTIMACION DE PARAMETROS EN ECUACIONES

DIFERENCIALES ORDINARIAS

4.1 El1 Problema MatemZtico.

Un problema frecuente y muy importante en las Matemdti-
cas Aplicadas es el de estimar los parametros en un modelo
que responda a un cierto proceso en estudio. Aqui, nosotros

consideramos modelos dados por ecuaciones diferenciales.

E1 problema matemdtico 1o podemos concebir de la si-

guiente manera:

Supongamos que de algiin proceso se han hecho mediciones
'y se dispone, en consecuencia, de unh conjunto .de datos. Su-

pongamos también que se sabe que dicho proceso estd modelado
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por un cierto tipo de ecuacion diferencial, la cual se cono-
ce hasta ciertos parametros. Es decir, estamos suponiendo
que los datos de que diSponemos-{(ti,yi) 4 =1,...,m} corres
ponden a una relacion funcional y(£) 1la cual es a su vez
solucion de una ecuacion diferencial que se sabe es de cier-
to tipo, excepto por ciertos parametrcs desconocidos que en
ella aparecen:

’

y' =f(t,g,c1,...,cn),

donde c¢,,...,c_ son los pardmetros.
1 n

Nuestro problema es: determinar valores de los parame-
tros en la ecuacidon diferencial de tal manera que, con cier
tas condiciones iniciales, la solucion de dicha ecuacion -

diferencial mejor ajuste a los datos.

Digamos el enunciado del problema en una forma un poco
mds general, en el sentido de que la ecuacion diferencial -
puede ser un sistema: supongamos dado un sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias

y{ = fl('tast)
U' = f ('tsy:Y)
p P .
donde las componentes del vector vy =(c1,...,cn)T son pafé-

\
.

metros cuyos valores numéricos se desconocen. Suponemos -

'
1
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también que la solucidn es conocida en puntos {£,:4=1,...,m};
son los datos. El1 problema es encontrar valores de Cpsevesl
de tal manera que la solucion, con ciertas condiciones inicia

les, mejor se ajuste a los datos.

4.2 Antecedentes.

Una solucion de este problema, descrita por Bard [1],
van Domselaar y Hemker [ 5], y Benson [ 3], ha sido usada y
sus ideas centrales trataremos de resumir: Para ello usare-
mos aqui una notacion que remarca la dependencia del parame-
tro Y. Representemos al sistema diferencial en notacion -
vectorial y escribamoslo con sus condiciones iniciales, que

suponemos dadas

y' (£,v) = £(£,y4,7)

y(tgs7) = yolp) .

Denotemos el vector de observaciones por
—( T
V ‘(yla-"’ym)

donde Yy, €s un valor observado de una componente de y para

el valor de ti. Definamos la funcion Y dada por

~

y (Y) =(g(t137)9'--:g(tm9Y))T ’

donde g(ti,y) es aquella componente de y(ti,y) que corres-

ponde al valor observado y,, 1 <L <k.
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‘La funcidn residual depende del parametro y:

e(v) = V(y) -V .

Y entonces el problema consiste en determinar el vector

y para el cual se minimiza la suma de cuadrados
Ne(y)N2 = ny(y) -vu3

Notemos que para obtener VY(y) hay que integrar el sis-
tema de ecuaciones diferenciales. También observemos que,
en el proceso de minimizacion de la suma de cuadrados, hay

que calcular la matriz Jacobiana de la funcion e(y):

~.
\

ve,(v) a¥ (1)

Jij(Y) = de, Y

Esta matriz Jacobiana se obtiene de una familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales que se obtienen para cada
componente de y. Esto da un conjunto grande de ecuaciones

diferenciales:

y' (’t3Y) = f('tsy3Y)
y'cl(’tﬁY)= fcl('t’y9Y) + fy(f—,'{/,Y) ycl('tg‘;/3Y)

.

= £ \
y;n(t,Y) =f, (£,y,v) +£ (L,y,v)y, (£,4,7).

n

Sistema este que debe resolverse con algin método numé

rico.
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Objeciones.

a) La solucidn de la ecuacidon diferencial puede ser
muy sensible a las condicignes iniciales, 1o que hace difi-

cil la integracidon de dicha ecuacion.

b) Durante el proceso se hace necesario integrar va-
rias veces todas las ecuaciones diferenciales, posiblemente

con un método especial (por ejemplo si el sistema es stiff).

c) No existe simplificacion alguna cuando los parame-
\

tros aparecen linealmente.

4.3 El1 Método de Varah.

J. M.Varah [18] ha propuesto un método directo y sim-
ple que supera todas las dificultades anteriores. Nosotros
nos hemos propuesto hacer una exposicion de tal método y so-

meterlo a prueba con algunos ejemplos.
E1 métode es el siguiente:

(1) Ajustar los datos con un spline cibico. Esto es,
para cada componente {yj :§=1,...,p}, construir un spline

cubico Aj(t), con nodos {&. :k =1,...,q}, escogiendo -

k
tal spline de manera que se minimice la suma de los cuadra-
dos de las desviaciones en los puntos dato. Sin epbargo,
los nodos deben escogerse muy cuidadosamente, buscéndo que
el spline de ajuste también describa la tendencia de los dg

tos.
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(2) Cuando este spline ha sido encontrado, se determi
naran los pardmetros de manera que se minimice la suma de
cuadrados de las desviaciones en la ecuacién diferencial -
evaluada en un conjunto de puntos muestrales {Ei:z =1,...,M}.
Esto es, se determina y tal que

p M
min Z. .Z

e gZ, R Ley(R)) - £(F a8

1

Notese que si los parametros y aparecen linealmente, lo
que resulta es un problema lineal de suma minima de cuadra-
dos, el cual puede resolverse por una factorizacion QR o
usando las ecuaciones normales. Ademds, ndtese que ninguna
integracion de las ecuaciones diferenciales se ha hecho y -

ningunas condiciones iniciales se han usado.

Comentarios.

Después que los datos han sido ajustados por un spline
cibico, es muy importante revisar su grafica. No basta ob-
tener un residual pequefio; debe manifestarse la tendencia de
los datos; debe tenerse presente que no es s6lo un spline
de ajuste, es una curva que aproxima la solucidn de una ecua

cion diferencial.

De Ta misma manera la eleccion de los puntos muestrales
es conveniente hacerla también interactivamente. Es algo ar

bitraria y conviene hacerla de tal manera que el comporta-
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miento de la solucidon quede adecuadamente representado. De
la misma manera que para los nodos,es necesario desarrollar
un "sentimiento" de cuantos puntos son suficientes y ddnde

colocarlos.

Una vez que el parametro y ha sido determinado, hay que
checar su validez integrando el sistema diferencial con tal

valor del parametro.

Una nota final que debemos hacer, hace referencia a una
situacion que es posible encontrar en la practica. En oca-
siones ocurre que teniendo como modelo un sistema de ecuaciones
diferenciales, so0lo se conocen datos para algunas, pero no -

todas, las funciones componentes del sistema. Algunas veces
es posible eliminar est& dificultad convirtiendo al sistema
dado en uno de orden mayor en el que sd6lo aparecen las incog-
nitas de las que se conocen datos. Naturalmente que esto pue
de hacerse nicamente cuando aquellas otras variables pueden
resolverse explicitamente a partir del sistema dado. Esto es
1o que se hace en uno de 165 ejemplos que presentamos en el -
siguiente capitulo. Y como aumenta el orden de la ecuacion -

diferencial, se requiere la segunda derivada del spline 4(%).

4.4 La Subrutina AMGEAR.

Una de las subrutinas que en la practica se ha probado

\

ser mis efectivas para 1a solucidon de sistemas de ecuaciones
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diferenciales, es la creada por Géar [71, tanto para siste-
mas no-stiff, como stiff. Podemos decir, a grosso modo, que
un sistema es stiff si contiene tanto componentes que varian
muy rapido como componentes lentas, ambas con un comportamien
to de decaimiento. En esta subrutina la que nosotros hemos
utilizado para integrar los sistemas que aparecen mas adelan

te.

La subrutina AMGEAR incorpora dos métodos de solucidn
de orden y longitud de paso variable; un método Adams de or-
denes 1 a 7 para ecuaciones no stiff y un método de Gear de
ordenes 1 a 6 para ecuaciones stiff. Ambos métodos utilizan
una formula predictor-corrector, con iteracion del corrector
para la convergencia. Consisten en discretizar el intervalo
(x5 xF] en una malla de (n+l) puntos determinados automati-
camente por la subrutina. Una formula de orden uno es usada
para empezar, pero es incrementado conforme la integracion
avanza. La longitud de paso es controlada por la subrutina
para controlar (si es posible) el error estimado dentro de

una tolerancia especificada.

4.5 Derivadas de un Spline Chbico.

Puesto que las funciones yi(t) que aparecen en el sis-
tema diferencial van a ser aproximadas por un spline s(%),
es obvio que necesitamos un algoritmo para evaluar la prime-

ra derivada del spline 4(£) con respecto a la variable in-
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dependiente t; y por lo que dijimos arriba, también vamos a

necesitar evaluar la segunda derivada d2s(t) ..
dit?
Una formula para la derivada de un B-spline es la si-

guiente
d Ky, k k-1 k k-1
—— B (%) = (————=)B. (1) -( )B. . (%)
dt 73 E54x 85 3 Eeke1 " 8540 3T

que puede probarse por induccion y utilizando la formula de

recursion

- €. ) £, . )
BI(1) =(7——25)BE T (4) + (N —)BY ] (2)
J j+k 53 R E SRR P
del capitulo II.
Para k=3
d 3 2 3
77 B3(2) = ( )BL(2) + ( )82 (%)
dz Sj43 785 3 Siea " Ej4q 3T

Por otra parte, recordemos que habiamos mostrado, al
final del capitulo II, que si E, St<g,. . el spline cubi-

co 4(t) estda dado por

, - 3
s(t) = .2 3a13j(t).

j=i-
Por 10 tanto, tendremos

d - d -3 d -3 d -3
ag 4(2) =ay 5 gg By _5(8) ¥y, gy By ,(2) +oy gy By, (2) +

+ o, £ B3(2)

1
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El -gl 3 i+1 -51-2
a . -0, a, = o,
+3 A2V 172 82 () 4+ 3 2171 g2(y)
Ei42 ~8j-q 171 ivz "8 1
i 2 (2)
- 3 B< z
Ei4a ~ B4 M

o, o, . - a,
= 3 i-2 i-3 Bi-z(t) + 3 g1--1 . i-2 B? (t)

iv1 " Ei-2 i+2 Ei-q 371
o, o,
+ 3 P B (1)
i+3 i

Por otra parte, puede demostrarse directamente que

)
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(t - g,)?
'y g, <t gg.
RGN i i+

(€41

(£ - g)(g,,, -1) . (g,,,-0)(2-¢,.,)
(. -e (e, -¢..0 (&...-¢ e .-e.0 °
i+2 i i+2 i+1 i+3 i+1 i+2 i+1

Bi(t)=1
gi-l-‘l <t <£‘:.1'.4-2

- 2
(€545 -%)
[N L NI

140 SESEy, 5

Los algoritmcs para la primera y segunda derivada.

Algoritmo. (DERIVA). Conociendo los coeficientes {a, 14 =
1,...,n}, 1os nodos {Ei tL=1,...,n+4}, el real £, y el
entero k tal que € <t=<gk+1, con este algoritmo se encuen-

tra la derivada de un spline cibico evaluada en £t.

1) B2 (Eyyq -2)°

(Eppr =8 (Epq - &)

(t-g,_,)(g,, -%) . (g, ~t) (2t -£.)

2) B;_1 <—
(Epq = 8o (Brpq = 8) (Bppy =580 - 8,)
(t-¢.)
2 _ k
3) By <

(€k+1 -Ek)(€k+2 -gk)
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dt Ex+1 " Ex-2 k-2 Ek+2 " Cx-1 k=1
a - O
+3 k -12—1 312(
k+3 k

FIN

Para la segunda derivada de un spline de grado k tene-

mos la siqguiente férmula:

Si e;i< z<gi+1, entonces

2 i
A X, o, BX =
de2 I=i-k 73 73
i LR
k(k-1) .Z. I i -

j=i-k ) .
(ajfk aj)(£j+k_1 aj)

51 7 %5_2 ]B§'2 .
(& kot ~E5o1) (Eyppq - 85)
Para k=3, (nicamente queda
s i
d Lz, a, B3 =
de2 3=1i-3 "3 3
61 *i-1 " %i-2 ) *i-2 " %i-3 181
\Eiva Ei-1)(€i+1 Eiq) (£i+1 20084, Ei-g 1
¢} -a ., -0,
- i i-1 ) i-1 i-2 1
+ 61 I - - ~ 13,
[T A I Y O R L VPR T
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6 [ %i-1"%-2 *3-27%-3

(Eip =By B -8 ) (B -8, ) e -8, ) &y -8

(843-8)(8505-8) (B pp-8; ) )E5, - ) 1178

1

Esta formula la implementamcs en la subrutina DERSEG pa
ra evaluar la segunda derivada de un spline s(t) con respec

to a la variable independiente £.

Las Subrutinas KLOCAT y PUNTOS.

Hemos visto que en la aplicacion de nuestro método para
estimacion de pardmetros, frecuentemente se requiere, dado

un valor real %, determinar el entero k tal que

B S t<E .

k

Este trabajo 1o realiza el siguiente algoritmo.

Algoritmo. (KLOCAT). Dados los nodos EusEsannesf .o ¥ el

punto &, este algoritmo encuentra k tal que e SE<E L.

con k=>4 y k<(ntl).

1) Si (& < g, © t>gn+1) escribir "t estd fuera de inter-
valo" y salir.

2) PaY‘a j=4,--9n

1) Si (t<gj+1) pasa a 3)
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3) KLOCAT = §
4) Si (& = €n+1) KLOCAT = n
FIN
La construccion que realiza la subrutina PUNTOS es
muy Gtil en el paso (2) de nuestro método de estimacidn de

parametros, pues construye un conjunto de puntos nuestrales

{ti t4=1,...,M}, con una libertad suficientemente amplia.

Algoritmo. (PUNTOS). La salida es un arreglo unidimensional

TM( ) que contiene al conjunto de puntos muestrales y un en-

tero NM que es el total de puntos muestrales construidos.

1) Se leen los extremos .del intervalo en el.-que van a es-

tar contenidos los puntos muestrales.

2) Se lee el nidmero de subintervalos en que se quiere divi

dir el intervalo total.
3) Se leen los extremos de tales subintervalos.

4) Se lee para cada uno de lossubintervalos el nimero de pun-

tos equidistantes que se desea tenga dicho subintervalo.

5) Se construyen los puntos muestrales dentro de cada sub-
intervalo y en el arreglo TM( ) quedan almacenados to
dos los puntos muestrales, que incluyen a los extremos

de todos los subintervalos.
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4.6 Ejemplos.

Aqui s6lo vamos a incluir los resultados finales y mejo
ir2s, obtenidos'por nosotros en algunos problemas tipicos y
significativos que se encuentran en la literatura. Una des-

cripcion mas detallada la dejamos para el siguiente capitulo.

EJEMPLO A. El problema de Bellman [2].

y'=¢,(126.2 - y)(91.9-y)2-c,y?

y | 0.0 1.4 6.3 10.4 14.2 17.6 21.4 23.0

Z 10 12 15 20 25 30 40
y { 27.0 30.4 34.4 38.8 41.6 43.5 45.3

Estos datos se obtuvieron de una cierta reaccion quimi-

ca. La ecuacidn diferencial incluye dos pardmetros que apa-

recen linealmente.

Con un nodo y 40 puntos muestrales, obtuvimos

= [ - . .
@ v Y4 o
[} e (] [ =
— <4 — [an] — O o
o - © © © o
3 — p1 . - I S5
T o T T o [ S
.,.m. 7, .;—) (Y] .;g o O
- o~y
Nodo U — v m Parametros IR
x ‘o & - 0 Pt 2 e
20.22 2.660 0.618 0.46 x 10°5;0.30 x1073| 5.77 | -1.43
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Varah obtiene (también con un nodo y 40 puntos muestra-

les)

20.2 | 2.7 | 0.98 | 0.47x1075;0.31 x107%| 3.7 | -1.49

La curva solucién de la ecuacidn diferencial y los da--

tos del problema pueden verse en la siguiente grafica.

] = = =+ = 1=F b S S s st Syreeres & i St Sotes Syeld pwes soige tios

26 26 30 32 3% 36 3% w@o




EJEMPLO B. .E1 problema

E1l sistema con dos
y; =

s =

de Barnes, Ref. [5].

ecuaciones

€Y, - 4,9,

CrY1Yo- C3Y;y
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en el que aparecen 3 pardmetros linealmente, es el bien cono

cido sistema de Lotka-Volterra de la ecologia matemdtica, pe

ro también modela una re

accion quimica.

Los siguientes da-

tos contienen un error de alrededor del 10%, 1o que debe to

marse en cuenta.

£ 0.0 0.5 1.0 1.5
y,| 1.0 1.1 1.3 1.1
y,| 0.3 0.35 0.4 0.5

2.0

2.5 3.0 3.5
0.9 0.7 0.5 0.6
0.5 0.4 0.3 0.25-

4.0 4.5
0.7 0.8
0.25 0.3

5.0
1.0
0.35

Con un nodo y 20 puntos muestrales, obtuvimos resultados

que coinciden con los de

Varah:

Residual Residual Mejores
Nodo | en la integrado |condiciones

ec.dif./Parametros iniciales
3.0f 1.260( 0.8461;2.135;1.913 0.3530 [1.02;0.25
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EJEMPLO C. E1 problema del enzima. Ref. [18].
ey 4991 Ln T -cy )
yy = ¢1(27.8 -yy) + 5% (y, -y,) + expl -0.5[ ] °]
Cy

yy = 55 (y; -y,)

£ 0.1 2.5 3.8 7.0 10.9 15.0 18.2 21.3

Y, 27.8 20.0 23.5 63.6 267.5 427.8 339.7 331.9

£ | 22.9 24.9 26.8 30.1 34.1 37.8 42 .4 44 .4

Y, 243.5 212.0 164.1 112.7 88.1 76.2 62.3 58.7

£ 47.9 53.1 59.0 65.1 . 73.1 81.1 91.2 101.9

y,| 41.9 40.2 31.3 -30.0 30.6  23.5 24.8 26.1

£ 1115.4 138.7 163.2 186.7

y,| 33.3 17.8 16.8 16.8 -

La ecuacion diferencial es un modelo que representa la

concentracion del enzima en la sangre, dentro y fuera del -

corazon, en un

periodo de tiempo.

Existe aqui la dificul-

tad de que s6lo se tienen los datos de las observaciones co

rrespondientes a s6lo una de las variables, Y,

. Esta di-

ficultad se superé, como se indico antes, resolviendo para

y, en la primera ecuacidn, diferenciando y substituyendo
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en la segunda ecuacidn, para obtener una ecuacion de segun

do orden en y, Gnicamente, [ver un capitulo mds adelante].

Este problema es mas dificil que los dos anteriores a
causa de que los parametros aparecen no-linealmente y porque
los datos son dificiles de ser ajustados a causa del brusco

ascenso y descenso que presentan.

Con 4 nodos y 40 puntos muestrales obtuvimos los siguien

tes resultados

.

Residual Residual
Nodos Eg.]gif. Parame tros integrado.
8,11,23,43 6.66 |0.239,-2.634, 0.368, 0.297 109

que pueden compararse satisfactoriamente con los de Varah:

8,11,23,43 15.5 0.257, 2.620,0,364, 0.290 70

La grafica de la siguiente pagina muestra la solucidn

de la ecuacion diferencial con nuestros parametros.

EJEMPLO D. La logistica.

y' = c yle,- y) c¢; s¢y, > 0.
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o 4 7.5 25 31 48.75 52 58.5

8 6 6 7 8 10 13 18
X 172.7 78 95 96 108 112 133 136.75
y|{ 33 38 76 78 164 175 280 300

+| 143 156.5 166.7 181
y | 320 405 385 450

Los datos corresponden el crecimiento de una poblacion
de bacterias. Si escribimos la ecuacion diferencial en la
forma

y' = kyy - kyy?
vemos que los parametros aparecen linealmente.

Aplicando nuestro, método de estimacion de parametros
en ecuaciones diferenciales con 3 nodos y 40 puntos muestra

les, obtuvimos los resultados que aparecen en la siguiente-

tabla.
Residual en la
Nodos Parame¢tros Ec. Difirencial
25,100,140 0.04608, 0.00009570 3.729

Asi, pues, hemos determinado los pardmetros k, y kp .

La ecuacidon queda
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y' =0.04608 y-0.00009570 y?

0 bien
y' =0.0009570 y (481.5 - y).

Integrando esta ecuacidon, con la condicidon inicial

Yy, =1.5, nos da la surva de la siguiente figura

) w a0 30 4o §o e© 10 S 90 |00 o J1o (3o Ko sv v N ke
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y EJEMPLOS

5.1 Observaciones y Conclusiones.

Con los ejemplos siguientes tratamos de mostrar de ma-
nera concreta la efectividad de nuestros métodos, en primer
lTugar del uso de splines cibicos con nodos libres en la apro
ximacion y después, de la estimacion de parametros en ecua-
ciones diferenciales con el método indicado en el capitulo
IV. Pero también consideramos necesario hacer a]gunas‘obseg

vaciones sobre las dificultades que se presentan.

Un invariante que aparece en todos los ejemplos, es la
notable mejoria que se obtiene en el ajuste de datos cuando

se considera a los nodos como variables. Ademds, puesto que

'
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encontrar los nodos 6ptimos significa resolver el problema

min F(x, a) =min I £ - A(x)al 2,

resulta que, si el método Levenberg-Marquardt converge a un
minimo, esto es bastante satisfactorio, prsto que sabemos
que el método Levenberg-Marquardt es un método robusto,

confiable, seguro y econdmico.

Sin embargo, bajo ciertas condiciones se produce el de-
safortunado fendmeno, intrinseco al problema de splines con
nodos libres e independiente de los datos, de que la funcion
F(x,a) varia muy Tentamente con x. Esto conduce a una doble
dificultad. Por un lado una convergencia sumamente lenta del
Levenberg-Marquardt. Y por el otro lado, la existencia de nu
merosos puntos estacionarios, no necesariamente minimos, que
de hecho son scluciones indeseables del problema y a las que

puede conducir una aplicacion del método Levenber -Marquardt.

Una solucidon a esto la proporciona la transformacion o

de la que hablamos en el capitulo III.

Alin mds. E1 método Levenberg-Marquardt estd disefado
para aplicarse a problemas en que las variables independien
tes no tienen restricciones, sin embargo en nuestro caso, el
conjunto de nodos debe satisfacer, como afirmamos 51 inicio

del capitulo III, las condiciones
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Por ello, en ocasiones, cuando aplicamos el método Le-
venberg-Marquardt en estas condiciones al problema de splines
con nodos libres, ta] método proporciona soluciones inacepta-
bles: soluciones en que los nodos han perdido la relacidn de
orden que deben cumplir. Otra vez la transformacidn o, al
lTiberar a las variables de las restricciones, proporciona so
luciones factibles y se obtiene ciertamente un conjunto de no

dos correspondiente a un minimo (local) ‘de la funcién.

Esto es, el método Levenberg-Marquardt dotado de la -
transformacion o, converge a una solucion, eliminando el pro
blema del aletargamiento y la existencia de soluciones inde-
seables. Naturalmente, hay‘que pagar un precio por ello, y
esto equivale a un mayor tiempo de computo: entre un 30% y
50% mayor, porque hay que hacer mas operaciones, entre ellas
un mayor nimero de evaluaciones de la funcidon'y de la matriz

Jacobiana.

Emerge aqui un problema importante. iéComo detener la -
ejecucion del problema? Se estd realizando un proceso itera

tivo en el que se construye una sucesion {x } tal, que es-

k

peramos que x, converja a un minimo x* de una funcidn -

k
NF(x)l. Asi, en forma natural existen dos criterios funda-
mentales de detencidon del programa. Si 1lamamos FTOL y XTOL
a dos constantes positivas, podemos detener el programa si
el error relativo en la suma de los cuadrados es a 1o mas

FTOL o si el error relativo entre dos iteraciones consecuti-
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vas de x es a lo mds XTOL. Resulta necesario hacer una ade-
cuada eleccion de estas tolerancias en el error. Una exi-

gencia demasiado grande puede llevar a un trabajo demasiado
grande e indtil. Por el contrario, pedir poco, puede ser po
co provechoso y conducirnos aaproximaciones demasiado malas.
Nosotros, después de numerosos ensayos logramos determinar

que para nuestros propdésitos de determinar el spline dptimo,

una tolerancia en ambos casos de 10°° es suficiente y dtil.

Por otra parte, determinar el nimero de nodos a usar es
un problema delicado. Un nimero escaso de nodos puede ser
insuficiente, un nimero demasiado abundante de nodos, puede
ser excedido. La prdctica y.el andlisis de cada problema -
particular pueden ayudar a determrinar el nidmero de nodos mas
adecuado. En todo caso es aconsejable proceder intersctiva-
mente, haciendo graficas,variando el nimero de nodos y hacien

do comparaciones con los residuales respectivos.

Especial importancia tiene esto cuando se esta constru-
yendo el spline que ajusta los datos en un problema de estima
cion de parametros en ecuaciones diferenciales. £Es frecuente
en este caso que los datos contengan errores experimentales,
y por ello debemos buscar que el spiine refleje la tendencia
de los datos, ya que este spline ha de imitar la solucidon de
una ecuacion diferencial, precisamente aquella solucion que

)

mejor se ajuste .a los .datos.
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Asi pues, una importante ensefianza adquirida, es la cer
teza de que para obtener una aproximacion spline razonable,
es necesario proceder interactivamente haciendo graficas,
variando el nimero de nodos y buscando representar la ten-
dencia de los datos. Pocos nodos nos pueden dar una mejor
representacion aunque el residual no sea tan pequefio, pues -
una curva spline que se apegue demasiado a los datos puede -
ser inconveniente desde el punto de vista de la tendencia
que los datos manifiestan; esto puede verse claramente en

los ejemplos 4 y 5 que aparecen mas adelante.

Usar precisamente splines cibicos para ajustar los da-
tos en el problema de estimaéién de parametros no deja de -
ser importante, porque la derivada 4'(t) tiene que ser usa-
da para aproximar la derivada de la funcion y(2), y son co
nocidas las dificu]tadés de este problema con otros medios,
en tanto que el uso de splines cibicos ha mostrado sus venta
jas.

Pero la principal ventaja, a nuestro modo de ver, de es
te método de estimacion de parametros es que no se requiere
integrar las ecuaciones hasta determinar los parametros. Es
to significa menor trabajo computacional y menor complejidad
en los programas. Tampoco se requiere usar condiciones ini-
ciales, y cuando hay libertad de hacerlo estas pueden elegir
se al final de manera mds o menos libre, con los parametros

ya determinados.
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Andlogamente, si los pardmetros aparecen linealmente
en la ecuacidn diferencial, es posible utilizar esto para
resolver s6lo un problema de suma minima de cuadrados lineal,
lo cual significa, otra vez, menor trabajo computacional, asi

como mayor precision en los calculos.

Un problema que queda es el de la eleccion de los pun-
tos muestrales {zi} que mencionamos en el capitulo IV. No
hay un método y nuestra experiencia es que no hay necesidad
de usar una gran abundaincia de ellos y frecuentemente el co-
locarlos igualmente distribuidos en el intervalo da buenos -
resultados. Pero mas experimentos y ensayos con nuevos pro-

blemas creemos que son necesarios.

5.2 Ejemplos de Ajuste con Splines con Nodos Libres.

EJEMPLO 1. La funcién £(t) = £* sen £. Es un ejemplo sen

cillo el que hemos construido con esta funcidon. Los puntos
los elegimos tomando 50 abscisas equitativamente distribui-

das en el intervalo [-w, 2w].

En el caso de dos nodos ya se palpa de manera fuerte
el mucho mejor ajuste que se logra optimizando los nodos;
el residual ha sido reducido de 67.53 a 4.45. Con cinco no
dos casi no hay error. Sin optimizar los nodos el ajuste
es ya bueno, porque 105 coeficientes del spllne se toman,

como en todos 1os casos, buscando minimizar las diferencias
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en los datos y se manifiesta también la gran virtud de apro-

ximacion a las curvas que poseen los splines ciibicos.

Con el método Levenberg-Marquardt en ocasiones se obtie

nen nodos desordenados.

cion sigma no se observa esta dificultad.

Después de introducir la transforma

Las figuras 1 y 2 muestran los splines correspondientes

a algunos de los resultados obtenidos.

En la segunda columna expresamos el método utilizado.

xo es el conjunto de nodos iniciales.

Nodos
X, Método|Optimiza-|Residual Grad|NFEV|NJEV
dos.

-0.666 2.066 -8

2333 LM 3.000 4.45 10 26 21
-2.5 -1.027 i
-0.5 LM 1.020 1.26 10710 | 21 14
1.0 3.159
-2 -0.987

0 | 0-907 i

3 3.277 0.43 10710 | 17 10
5 5.508
-2.5 -2.892
-0.4 0.320

0.0 -2.383

2.0 LM | 3308 58 | 36
5.3 4,873

\[ no hubo orden]
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M&todo Nodos Resi-- |\ ad  INFEV |NOEV
Optimizados dual

PWHO M
L) . . . (]
couvsOm

-1.168236
LM -0.485310

0.862764
3.281149
5.505520

0.42 | 107° | 19| 14

LM/ -1.168235
SIGMA -0.485352 i
0.862755 | 0.42 | 1075 | 26 | 19
3.281160
5.505396

- Tabla 1.
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EJEMPLO 2. Eg Problema del Tiatanio.

Este es un interesante y dificil problema que ha sido
usado por de Boor [4 ] y por Jupp [12] por las dificultades
que tiene la aproximacion a los datos, digamos, por polino-
mios. Sin embargo, la técnica de ajuste con nodos libres -

muestra su excelencia.

Jupp encuentra para el caso de 5 nodos que existe una

disposicion Ooptima, la cual es

(835.967, 876.402, 898.146, 916.315, 973.908).

Nosotros hemos obtenido los resultados que aparecen en
la siguiente tabla para 4,5 y 6 nodos, tomando inicialmente
un conjunto mas o menos arbitrario. Los splines correspon-

dientes se muestran en las figuras 3,4 y 5.



Nodos

X Método Residual|Grad [NFEV NJEV
Optimizados
800
900 LM
930 .
980 No hubo
orden
LM/ 898.75
" SIGMA 904.94 _
910.75 0.64 (1077 | 39 22
974.76
750
850 |
930 LM
960 No hubo
1000 orden
LM/ 835.45
SIGMA 876.53 -6
.s 898.13 0.09 10 11 11
916.31
974.00
840 835.461
900 LM 876.302
905 899.097 _
910 914.019 | 0.08 1077| 42 24
920 935.673
1000 970.718
Tabla 2
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EJEMPLO 3. La Logistica. Como se dijo en el capitulo IV,

los datos experimentales corresponden al crecimiento de una

poblacion de bacterias. Al hacer el ajuste mediante splines
con nodos libres, encontramos que dos nodos no son suficien-
tes pero tres si 1o son. Para el método Levenberg-Marquardt

encontramos dos nodos que se colapsan.

x, |Meto-| ~ Nodos Residual |Grad |NFEV | NJEV
do Optimizados
Ly
105 |SIGMA 97.3 40.40 [1075] 36 | 25 |[(Figura 6]
155 169.8
25 78.21906 ]
100 | LM | 78.21960 | 38.46 107! 38 | 18 |[Figura 7]
140 166.68125
LM/ ~0.0900 ]
,s |SIGMA 0.7610 | 49.78 {1072| 24 | 19 |[Figura 8]
85.9322

Tabla 3
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EJEMPLO 4. E1 Problema de Barnes. Los datos de este proble

ma ya han sido presentados en el capitulo IV. Este es un -
ejemplo de como una aproximacign muy buena es inconveniente
para nuestros propésitos de mantener la tendencia de los da
tos y de imitar la solucidn de una ecuacidn diferencial. Lo
que se muestra en este problema es que con s6lo un nodo se

obtiene un spline mucho mejor en ese sentido, que con 3 no-
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dos, porque en este caso el spline de ajuste sigue demasiado
a los datos y aunque es menor el residual se pierde lo que

hemos 1lamado la tendencia de los datos.

Empecemos con tres nodos y los datos de y,. Hacemos no
tar ademdas otro aspecto de la cuestion. La notable reduc--
cion de tiempo de computo que se alcanza en el método Leven-
berg-Marquardt con la transformacidon sigma. Esto se observa
en las columnas NFEV y NJEV que, como ya dijimos, son el ni-
merc de evaluaciones de la funcidon y de la Jacobiana, respec

tivamente.

x, |Meto-| Nodos — iResi- feioq INFEV | NJEV
do - [ Optimizados |dual

0.9 | |y 0.831 |
2.1 1.000 |0.08 |10710| 88 67
2.6 2.917
LM/ 0.597
. )
o [SIGMAL 17001 [o0.08 |10 22 16
2.917

Tabla 4
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Veamos la grdafica del spline con los tres nodos optimi
zados utilizando o, (figura 9). Este es el spline cibico
con tres nodos que mejor ajusta los datos. Pero observemos
su mal comportamiento en el intervalo [0, 0.5]. Pero si re
ducimos a uno el nimero de nodos obtenemos los resultados de

la tabla y el spline de la figura 10.

Nodo
X, Método Optimizado Residual|Grad | NFEV NJEY
_7
1.0 LM 3.048 0.16 |10 28 19
3.0 " " o 10° 22 10

Tabla 5
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Asi pues, con un nodo, tenemos la posicidon Gptima en

3.048. Por otra parte, para y,:

x, | Método| M09 IResidual|Grad [NFEV | NJEV
Optimizado
3| W 1.287 0.08 [1079 | 29 17
Tabla 6

Y 1a sigura 11 muestra que, conciliando para las dos fun-
ciones, podriamos tomar el nodo 3 como adecuado. Ciertamente,
al estimar los parametros en la ecuacion diferencial, da bue-

nos resultados, como se muestra mas adelante.
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EJEMPLO 5 E1 Problema de Bellman. Los datos estdn inclui

dos en el capitulo IV; ‘Tenemos en ~este ejemplo, con sélo
una funcidn, un compdrtamiento‘parecido al del ejemplo ante

rior: un nodo es mejor que 2:

x, |[Método| Nodos | Resi-|Grad. ['NFEV |NJEV
| Optimizados| dual ‘
9.0 | M 00.22 | 2.66 | 100'°]:13 | 11
' - _8
10 by 2.68 | 9896|107 .| 23 | 13
25 |- 12.13

Tabla 7

2 2% ¢ 2
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| Méto-

do

Nodos
Optimizados

Resi-
dual

Grad.

NFEV

NJEV

N =
nNNNOWOY
com"o00

LM

6.94
9.33
10.22
22.70
42.83

62.02

10

24

14

LM/
SIGMA

6.96
9.45
10.21
22.70
42.83

1073

15

Tabla

8
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Los datos estdn inclul

/

Con cinco nodos obtenemos el siguien -
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EJEMPLO 7. E1l Problema de Brunhilda. Los datos de la si-

guiente tabla se refieren a la distribucidon de un sulfato
radiactivo inyectado en la sangre de una mandril llamada

Brunhilda, Jennrich y Bright [10].

E 2 4 6 8 10 15 20 25
151117 113601 97652 90935 84820 76891 73342 70593

1 30 40 50 60 70 80 90 110
y | 67041 64313 61554 59946 57698 56440 53915 50938

E 130 150 160 170 180
y | 48717 45996 44968 43602 42668

Tabla 9

Para ajustar estos datos con un spline utilizamos dos
nodos, 15 y 80. Intentamos optimizar estos nodos con el mé-
todo Levenberg-Marquardt y éste no nos da solucidon aceptable..
Al utilizar el método Levenberg-Marquardt con la transforma-
cién o, obtenemos el primer nodo en 11.71 y el segundo co-

lapsado con el poste derecho (180).



En realidad no sabemos interpretar estos resultados, y
mas aln viendo la siguiente figura que representa los dos -

splines, los cuales, aparentemente son un ajuste muy bueno.

Méto| Nodos Residual
X, do |Optimizados Grad. [NFEV |NJEV
15 11.996
go | ™M | s27.5
(Fuera del
intervalo)
LM/ 11.71 y
ss (SIGMA 8116 |10 32 24
179.57
Tabla 10
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PROBLEMA 8. Los siguientes datos expresan los cambios en

los precios mundiales del azicar en un periodo de 30 afios.

z 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
y 7 3 1 3 0 4 6 10 15 18 15 15 35 44

£ ] 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
y | 19 22 74 50 38 37 29 16 7 3 10 13 10 8

28 29 30

&4

y | 10 6 5

Tabla 11

Jupp [12] estudia este problema para ajuste con splines
con nodos libres y para el caso de 7 nodos determina un 6pti

mo
x*=(7.4, 10.14, 10.40, 13.23, 15.27,15.62,15.97)

que incluye una confluencia doble y una confluencia triple.

La siguiente tabla muestra que cuando nosotros aplica-
mos el métodc Levenberg-Marquardt, sin la transformacidn o
no obtuvimos resultado; en cambio con ella, obtenemos el opti
mo, incluyendo las dos confluencias, 1o que muestra que la
transformacion no excluye soluciones con nodos midltiples -

cuando realmente son minimos (o0 minimos locales).



x, [Método Nodos Residual | Grad.[NFEV | NOEV
Optimizados
7.0
10.0
10.5
13.2 | M
15.2
15.6 No hubo orden
16.0
LM/ 7.454
SIGMA 10.065
10.481 )
" 13.216 15.6 107! | 10 6
15.257
15.630
15.994

Tabla 12
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5.3 Ejemplos de Estimacién de Pardmetros.

EJEMPLO A. E1 Problema de Bellman

y' =, (126.2 - y)(91.9 - y)2 - ¢,y?
Una vez construido el spline, se eligen los puntos mues-
trales {%i :4=1,...,M} y se minimiza para vy =(c,,¢c;)

M

(2, 182 - £(2, s(2,), Y2

donde ‘
£(2,4,v) =¢ (126.2 - 5(2))(91.9 - 8(t))2-c,42(t)

Es un problema lineal, y si hacemos

6, (2) =(126.2 -5(2))(91.9 -4( ¢)?
¢2('t) = _42(;(:)’
y la matriz _¢1(t§) ¢2(t1)_'
o1(22) ¢2(%3)
A =

01(2,)  62(2,)

el problema lo podemos expresar en la forma

min HA'(ti) - Ayl 2.
Y
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La siguiente tabla muestra que con un nodo se obtiene

mejores resultados que con dos nodos.

5 . .
~ |88 2% Residual
S5 - —~— T — .
o a|l3.5 39 integra
o 71285 .8 do. |Mejor
Nodos e ol 8cd 28| Pardmetros cond.inic,
e e ~—=
20.22 2.66| 0.448 (15) | 0.45x1075;0.29x1073| 5.632 | -1.678
20.22 2.66| 0.618 (40) | 0.46x107°;0.30x1073 | 6.106 | -0.980
5.0;15.0 3.01 (20) | 0.40 x10'5;0.17)<10'3 5.76 0.89
5.0;15.0 3.09 (40) | 0.41x107°;0.23x1073 '6.37 0.33

Tabla 13
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EJEMPLO B. EL ejemplLo de Baxrnes

<
1]

cl yl ) c2y1g2

! = -
Y ©77, 7 %Y,

Recordemos que, después de que hemos encontrado los
splines 4,(%) y #,(t) que aproximan los datos correspon
dientes a y, Y Y,, respectivamente, debemos minimizar
la expresion del capitulo IV

P
z

M A A A 2
;
21 1% léj(ti) - £, a2, v

Como los parametros aparecen linealmente, podemos dar-
le una estructura al problema utilizando este hecho, tenien

do en cuenta que p =2, y

A A ~ A A
fl(ti, A(ti)’ Y) ¢y 41(11) - Czél(ti)éz(ti)

A A A N , A
fz(tis A(fi)’ Y) Co él(ti) éz(ti) - C3 éz(ti),

podemos definir



o

r-él(;t\l) 'AI(EI) 42(21)

'61(22) '41(2\2) 42(22)

51(2,)  -51(5,) 5,(£,)

0 41(21) 52(%;) -

0 ‘51('?2) 42(22) -

0 51(%,) s2(%,)

(%)
-6 -
2 M__J

—

8§,(%1)

52(22)

177
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Y si 1lamamos g(y) a la funcidn que queremos minimizar,

tenemos
_ 2 - 2
gly) = ||4; - Av]] o+ ||4; - Ay vl

0 sea

g(v) = LIF1 - 287 Ayy + v"ATAy
P IET - 25, Ay + YAy
Ahora procedemos como sigue
g'(v) = - 2AT5) + 2ATAyy - 2438, + 2AGAy -
Para obtener el minimo, igualamos a cero
(AT Ay + A Ay)y = b
donde el segundo miembro del sistema es
b = A5y + A3FS.

Una simplificacion es posible de 1a siguiente manera:
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Hagamos
_41(£1) ~81(£;) 42(£ifr zl(zh) 82(%) -62(21)1.
§1(8)  -81(E5) 8,(%,) 51(£2) 85(£5)  -8,(%)
| el
.41£2M) -Al(fm) Az(fm)-‘ | AI(EM) AZ(EM) -AZ(EL)
y al hacer la descomposicion QR de estas dos matrites obtenemos

Ay = 0 Ry, Ay = Q, Ry,

~

donde aﬁ, 52 son matrices ortogonales MxM ' y il y Ry

son triangulares superiores M x 2. Haciendo Q; = aﬁ y
0y = 52, obtenemos
AL = Q3 Ry » Ay = 05 Ry
donde
[El]g O[EZJ
01-
LS y Ry =



tienen dimensiones

Asi

(A7

se convierte en

—~
~
—=H3

donde R =.R] R, + R} R,

simétrica. Aplicando el

solucidén para vy.

Resultados.

Mx 3.

pues, el sistema

Ay + A)

T
Ry + R3
Ry = b

~€s una

Az)Y

Rz)Y"

]
o~

|
o

matriz tridiagonal

180

3 x 3,

a]Qoritmo de Cholesky obtenemos 1la

E1 residual
en la ec.dif. .
: E1 resi
Nod (No.tde]pti. Paramet dual ~— | Condiciones
0dos muestrales arametros integrado iniciales
3.0 1.260 (20) 0.8461; 2.135; 1.913 0.3530 1.02;0.25
3.0 1.724 (40) 0.8040; 2.056; 1.857 0.3603 1.05;0.26
1.5, 3.0 1.047 (20) 0.8500; 2.197; 2.036 0.3814 1.02;0.24
1.5, 3.0 1.465 (40) 0.8315; 2.168, 2.007 0.3742 1.04;0.24

‘Tabla 14
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EJEMPLO C E1 problema del enzima

4991

/21

. e ‘ i
= ¢1(27.8 - 1) +2f%(92 - )+ expl -0.5( ﬁﬂ%SQ;]]

<
I

' Cy
Yy = — (41 - ¢2)
2.7

Los datos disponibles, que hemos mostrado ya en el ca-
pitulo IV, corresponden Gnicamente a la variable y;. Esta
dificultad la resolvemos despejando y, de la primera ecua
cion, diferenciando y substituyendo en la segunda ecuacién,
para obtener una ecuacidén de segundo orden en y; (dnicamen

te. He aqui los detalles:

Primero, hacemos

1 4991 1
A=27.8,B= 1, ¢-= . D= -05, F-=
‘ " 2.6 VI 2.7

Y asi, el sistema 1o podemos escribir como

c In t -c,
= c1(A-yy) + Bewl(yp -y1) + 7 exp [D[——E;———lzl--.(l)

<
1

E ey(yy -y2) (2)

<
]

De la primera ecuacién obtenemos
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‘ C
Bey ¢p = y; - ¢3(A - y) + Bey yy - 7z eplDl ™ 121 .
Hagamos
é . 0 Ln t - Co
g(t) = - z exp [DR2(2) 15 k(%) = —
y asi
Bey yp = Y. ~ ¢1(A ~yy) + Bey yy + alt) ...(3)
Derivando:
WL '+ Y ag(t) ..., (4
Bey ¥, 91 ¢1 Y, Bey y t*9 (£) (4)
Por (2):
2
Bey y; = BE cy(yy - y,) = BE ¢k y; - Ecy Bey 4, ..(5)
Por (3), (4) y (5).
n
Y. + (ey + Bey + Ecu)y; + Eey ¢y Yy + Ecy g(2)
+g'(/t) -AE(‘_I Cy =0 »...(6)

y ademas

' - _ gl " h
g'(2) = - L& (1 4 BlL)

La ecuacidon (6) es la ecuacion diferencial que buscdaba-

mos. Es una ecuacidon diferencial de 22 orden en l1a que sdlo

\
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aparece y; como funcidn incognita. Dejando y por vy,
podemos escribir
y" = - (eq + Bey + Ecyly' - Ecyey y - Eey g(£)
- g' (%) + AEcqc,

Es una ecuacion diferencial del tipo

y" = f(ts Y, y', Y)

donde el vector de parametros es y = (c¢;, cp, C3, Cq)T. Pa
ra determinar estos parametros segin la técnica del capitulo
IV, después de elegir un conjunto de puntos muestrales debe

mos minimizar

. n A A ’ 2

ié]lA (ti) - f(ti’ 4, &7, Y)] o (7)
con respecto a . Es un problema no-lineal de suma minima
de cuadrados, Para usar el método Levenberg-Marquardt nece

sitamos la matriz Jacobiana

- rof .= -
Jlj— azi(ti)]’ /L_l,oco, M)j lg'o-" 4-



Vamos a obtener estas parciales. Hagamos

F(v) = Ai(y)y' + Ax(y)y + Ecy G(¥) + G'(y) - AEejcy

donde
Ai1(y) = e; + Bey #+ Ee,
Ay(y) = Ecjey
6ly) = - % exp [0 H2(y)]
H(y) = Int o c2
C3
G'(‘Y) = -g.(_ll_(l-l-i(.ll.)
3.
[]
Entonces
"oF

7e, - y' + Ecyy - AEey = y' + Epy(y - A)

Ahora:

e, - __IZ;__L_

aG' _ G( 1 H{
3c2 = cgz) [5.-3 - H(Y)(l * '?(z'll)]



Y como

3c,~ EC oo ¢

- queda

Por otro lado:

oF _ 96 G’

3as - % Jo, T Oy

Necesitamos

9G oH

dcy de;
3G _ GH?2

dea Cs3

3G (y)
R rraml

137
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y asi

oF " GH2, GH 1 H - G
= SRy Z o= @ + D) o+ 2o
dc, Ec“-c3 c3t [c3 ( c3] XYy
3
‘G H 1.1 H o\ G
=27 + = [= - + L + 2
cng’ch 7 [c3 H(1 c3)]} o3t

Finalmente

aF _ dA1 - 0A2

(B + E)y' + Ecqy + EG(y) - AEcy

(B + E)y' + Ecl(y - A) + EG(y).

Resumiendo: para obtener el minimo de la expresién (7)
utilizamos el método Levenberg-Marquardt con la matriz
Jacobiana construida con las férmulas para las derivadas par
ciales que se acaban de obtener. Los resultados obtenidos

son los siguientes
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Residual

en la ec.

[NS de pts. Residual Condic.
Nodos muestrales ] Parametros integrado iniciales

8, 11, 23, 43 6.6 [40] 0.24, 2.6
109 27.8,-3

0,37, '0.30

6.6 [28] 0.250, 2.63
82 27, -4.1

0.354, 0.324

Tabla 15
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EJEMPLO D. La fLogistica. En el capitulo IV mostramos da

tos que corresponden al crecimiento de una poblacidon de bac

terias. La ecuacion diferencial es

y' = kyy - kyy?,

en la que los parametros aparecen linealmente. Con 3 nodos

y 40 puntos muestrales obtuvimos los resultados que

apare-
cen en la siguiente tabla
Residual Mejor
en la cond.
Nodos ec. dif. parametros inic.

25,100,140 3.729 0.04608, 0.00009570 | 1.5

Tabla 16

En la siguiente figura, en la que aparece la curva in-
tegral de la ecuacion diferencial con los parametros
0.04608, 0.00009570,

muestra el excelente resultado obteni
do.
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CAPITULO VI

PROGRAMAS



Cx
Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

Cx
Cx

10
C¥

30

40
Cx

Cx -
Cx
Cx

50

Cx
Cx
Cx
Cx

Cc¥

1
1

1
1
1
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PROGRAMA SPLINE/CUBICO/PROBS.
CONSTRUYE EL SPLINE QUE AJUSTA M PUNTOS.

DIMENSION A(100,100)¢T(100)yB(100)+/F(100)yXSI(30)

DIMENSION GRAD(20),APAR(100,20)

INTEGER II1(20)

MDIM=100
M = # DE OBSERVACIONES

= & DE PUNTOS DATO (T()sF())» DONDE
T¢() ES UN VECTOR DE DIMENSION M QUE CONTIENE LAS ABSCISAS DATO
F() ES UN VECTOR DE DIMENSION M QUE CONTIENE LAS ORDENADAS DATO.

NIXSI = # DE NODOS INTERIORES LIBRES. ESTE VALOR DEBE SER
PROPORCIONADO POR EL USUARIO.
NXSI = & DE NODOS = NIXSI+2, A LOS ANTERIORES SE AGREGAN

LOS NODOS EXTREMOS,
LOS NODOS INTERIORES,ASI COMO LOS NODOS EXTREMOS» DEBEN SER
PROPORCIONADOS FOR EL USUARIO.
N = DIHENSION DEL ESPACIO DE SPLINES CUBICOS
= NXSI+2 = NIXSI+4,
NTXSI = # TOTAL DE NODOS NECESARIOS PARA GENERAR LOS
B-SPLINES = NXSI+2%3., RESULTAN DE AGREGAR TRES NO-
DOS ARBITRARIOS A LA IZQUIERDA DEL NODO EXTREMO 1Z-
QUIERDO Y TRES NODOS ARBITRARIOS A LA DERECHA DEL
NODO EXTREMO DERECHO,

DIMENSTON XSI0(20)+X(5)»BS(4)

65

70

80
90

00
10

20
30
40

LEE My NIXSI» LOS POSTES Y LOS NODOS INTERIORES!
WRITE(6,10)
FORMAT(/S5X» "M=*)
READ(S,/)M

WRITE(6,20)
FORMAT(/SX»*# DE NODOS INTERIORES=°)
READ(S»/)NIXSI
WRITE(6,30)
FORMAT(/5X» *LOS NODOS INTERIORES+LOS DOS POSTES:®)
DO 40 I=1,NIXSI+2
READ(S,/)XSI0(I)

NXSI=NIXSI+2
N=NXSI+2
NTXSI=NXSI+é6 N

3E AGREGAN LOS NODOS AUXILIARES!

DO 50 I=1,NXSI
XSI(I43)=XST10(I)
XSI(1)=XS10(1)-3,
XSI(2)=XSI10(1)-2,
XSI(3)=XSI0(1)-1,
XST(NXSI+4)=XSIO(NXSI)+1,
XSI(NXSI+5)=XSIO(NXSI)+2.
XST(NXSI+6)=XSIO(NXSI)+3.

SE LLAMA A LA SUBRUTINA PARA OBTENER
LOS DATOS.

CALL BARNES(T»FrM)

WRITE(6+65)
FORMAT(/10Xs°SI SE DESEA QUE SE ESCRIBA LA INFORMACION®/

$10X,"RECIBIDA» HAGASE DATOS=1.EN CASO CONTRARIO» DAT0S=0.")
WRITE(6270)

FORMAT(/10X» *DATOS=")
READ(S+/)DATOS
IF(DATOS.E0.,0.)GO TO 170
WRITE(6,80)M

FORMAT (/10X °H = *114+/)
WRITE(6,90)

FORMAT(/913X»*LAS ABSCISAS®» 17Xs°LAS ORDENADAS®r/)
DO 100 I=1+M

WRITE(69110)TCI)»F(I)

FORMAT(7XsF12.5¢12X9F12,5)

WRITE(69120)

FORMAT(//»6X»*TODOS LOS NODQS®»/)

WRITE(4»130)NTXSI

FORMAT(22X»*4 TOTAL DE NODOS="»I13+/)

DO 140 I=1,NTXSI

WRITE(6¢150)1,XSICI)



150

160
170
Cx
Cx

180
Ccx
Cx
Cx

Cx

200
190

Cx
Cs

Cx
Cx
Cx

202

203
204
Cx

210
302

303
310
Cx

320

311
350

250
Cx

Cx
Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx

10

Cx

Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Ccs
Cx
Cx
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FORMAT(9Xy» "XSI(*»12+°)="3F13.7)

WRITE(6,160)N

FORMAT(//+3X¢ *DIMENSION DEL ESPACIO DE SFLINES="»13/)
CONTINUE

SE GUARDA EL VECTOR DE ORDENADAS F() EN EL VECTOR B():
DO 180 I=1sM
B(I)=F(I)

LLAMA A AMATR QUE CONSTRUYE LA MATRIZ Al
CALL AMATR(MDIMsMsNrAsXSI»T»II)

DO 190 J=1,N
© DO 200 I=1,M
APARCI»J)=A(IsJ)
CONTINUE
CONTINUE
CALL GIVENS(MDIMsMeNsAPARsB»II)

CALL SOLVE(MDIMsNr»APAR»B)
EL VECTOR ALFAX HA QUEDADO ALMACENADO EN LAS
PRIMERAS N COMPONENTES DEL VECTOR B()

WRITE(6,202)

FORMAT(//+8X» "EL VECTOR ALFAX®»//)
DO 203 I=1,N

WRITE(62204)B(I)
FORMAT(9X,E12.5,/)

H=(T(M)-T(1))/200,

I=1

WRITE(6,210)

FORMAT(//+5X»*T*»18X» ‘EL SPLINE®)
TT=T(1)+FLOAT(I-1)%H

DO 303 MM=4,N

IF(XSI(MM) .LE. TT .AND. TT .LT. XSI(MM+1))GO TO 310
CONTINUE

CONTINUE

DO 320 IN=1,4

IB=4~IN

CALL MOVIC(MM-IB»XSIsX)
BS(IN)=BASICO(X»TT)

CONTINUE
AA=B(MM-3)%BS(1)+B(MN~2)%¥BS(2)+B(MM-1)%BS(3)+B(MN)¥BS(4)
WRITEC69311)TTrAA

FORMAT(2X)F11.4,4X,F11.4)

I=I+1

IF(I .LT. 202)G0 TO 302

WRITE(6,250).

FORMAT (2X) .

STOP

END

EX XX XXX XXX XX%%X
SUBROUTINE MOVI(I»XSIsX)

SI SE VA A EVALUAR EN T EL SPLINE BASICO B(I) CON
NODOS XSI(Id».eerXSICI+4)» ESTA SUBRUTINA HACE EL
MOVIMIENTO DE INDICES X(1)$=XSI(I)reesrX(5)I=XSI(I$+4)
CON EL FIN DE LLAMAR A BASICO. .
DIMENSION XSI(1)» X(1)

D3 10 K=1,5

X(K)=XSI(I+K-1)

CONTINUE

RETURN

END

PR EEEEEEEEEEEY

REAL FUNCTION DASICO(X,T)
DIMENSION X(1),G(S3)

'
EVALUA EL B-SPLINE CUBICO CON NODOS X(1)s...sX(5)» DISTINTOS) '
EN EL PUNTO T PERTENECIENTE AL INTERVALO» ES DECIRs
XC1) oLEs T +LE. X(3)s B

ESTA EVALUACION ES EL VALOR DE
(XCS)=XCI)IREXCL) p oo o X(S)I(X~-T)+%83y HACIENDO DIRECTAMENTE

EL ARKEGLO TRIANGULAR DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS.



Cx

10
Cx

Cx
200
210

300
310

400
410

500

Cx

Cx

Cx
600

710
700
Cx

810

820
800

Cx
Cx
Cx

Cx
Cx
Ccx

20
10
Cx

40
30

Cx
Cx
Cx

IFC(T JLE. X(1)) GO TO 810
IF(T .GT. X(S)) GO 7O 820
DO 10 I=1,5

G(I)=0.

IF(T JLE. X(2))GO TO 200
IF(T JLE. X(3))G0 TO 300
IF(T .LE. X(4))GO TO 400
IF(T +LE. X(5))GO TO S00

DO 210 I=2,5 .
G(I)Y=CUBO(X(I)»T)

GO TO 600

DO 310 1=3,5

G(I)=CUBO(X(I)»T)

GO TO 600

DO 410 I=4,5

G(I)=CUBO(X(I)»T)

GO TO 00

B(5)=CUBO(X(5)»T)

CALCULO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS,

CONTINUE

DO 700 J=1:4

DO 710 I=1,5-J
GCI)=(GCII=G(I+1))/(XCI)=X(I+4))

CONTINUE :
CONTINUE

BABICO=(X(5)-X(1))¥G(1)
GO TO 800

BASICO=0.

GO TO 800

BASICO=0.

RETURN

END

XK XX X X KX XK E XX KK XXX XK

SUBROUTINE AMATR(HMDIMsMsN»AsXSIsT»TI)

CONSTRUYE LA MATRIZ AC(Jr»I)=B-SPLINE(I)(T(J))

DIMENSION A(MDIM»1)sXSIC1),T(1)
INTEGER II(1)
DIMENSION X(6)
DO 10 I=1,N
DO 20 J=1:M
CALL MOVIC(IsXSI»X)
A(JyI)=BABICO(X»T(J))
CONTINUE
CONTINUE

DO 30 I=1sN-3
DO 40 J=1,M
IFCTC(D) LT XSICI+A))II(I) =Y
IF(T(J)+GE.XSI(I+4))60 TO 30
CONTINUE

CONTINUE

IT(N-2)=M

II(N-1)=N

IT(N)=NM

RETURN

~ END

XXX XXX XK XXX XXX XX

SUBROUTINE GIVENS(MDIMsMsNsA»BrII)
DIMENSION A(MDIM»1)sB(1)
INTEGER II(1)
DIMENSION VAUXI(20),VAUXJ(20)
DO 1 J=1,N
DO 2 I=J+1,1I(J)
IF(ABS(A(I+J)).GT.0.)G0 TO 3
C=1.
§=0.,
60 T0 S

IF(ABS(A(I»J)) . LE.ABS(A(J»J)))GO TO 4

TE=ACJr» J)/7ACTvd)
6=1./50RT(1+TEAXTE)
C=TE%8

G0 T0 3

196
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TE=A(I» N /A(I0 D)
C=1./SART(1.,+TEXTE)
§=TE¥C

DO 8 K=JsN
VAUXJ(K)=A(JrK)
VAUXI(K)=ACIK)
CONTINUE
ACJy» J)=CEVAUXJI(J) +SEVAUXT (D)
BT=C%B(J)+S¥B(I)
BS=~S¥B(J)+C¥B(I)
B(J)=BT
B(1)=BS
IF(J.EQ.N)GO TOQ 2
DO 6 JJ=J»N
A(JrJJ)=CXVAUXJI(JJI) +SEVAUXI(JID)
IF(J.EQ.N)GO TO 2

DO 7 JJ=JsN

A9 JJ)=~SRVAUXJ(JJ) +CEVAUXT (JS)
CONTJNUE

CONTINUE

RETURN

END

XX XXX XXX E XXX ERXE
SUBROUTINE SOLVE(HDIM/NsAsB)

RESUELVE EL SISTEMA RxXX=By DONDE R ES UNA MATRIZ N3N
CON ELEMENTOS NO CERO SOBRE LA DIAGONAL PRINCIPAL Y LAS
TRES SOBREDIAGONALES INMEDIATAS.

DINENSION A(MDIM,1)» B(1)
DO 10 I=1/sN ~
IFC(A(I»1).EQ.0.,)GO TO 3
CONTINUE
B(N)=B(N)/A(N'N)
B(N-1)=(B(N-1)~-A(N-1/N)XB(N))/A(N-1,N-1)
B(N-2)=(B(N-2)-A(N~2sN-1)8B(N-1)-A(N-2)N)XB(N))/

L A(N-2/N-2)

IF(N-2,EQ.1)G0 TO 2
DO 1 J=1,N-3

I=N-2-J
B(I)=(B(I)~A(IsI+1)%B(I+1)-A(I»I+2)XkB(I+2)-A(I,I$3)%
X B(I+3))/ACI1)

CONTINUE

RETURN

WRITE(606)
FORMAT(//8X» "ELEMENTO CERO EN LA DIAGONAL"y///)
STOP
END

KX XXX T XXX XX LT XRER

REAL FUNCTION CUBO(AXsAT)
REAL AX»AT»D

D=AX-AT

CUBC=D%D¥D

RETURN

END

XXX XXX XXX EEEE KRR

SUBROUTINE TITAN(TFYrM)

ESTOS DATOS REPRESENTAN UNA PROPIEDAD DEL TITANIO

COMO UNA FUNCION DE LA TEMPERATURA. HAN SIDO HUY USADOS

COMO UN BUEN EJEMPLO PARA APROXIMACION SPLINE CON NODOS LIBRES.

INTEGER Ms1 LTANCAD)
YeT(1)+GT
gi?k g;;}aﬁ /06489 .6229.6381 64990652, .639146469.6579,652
106551-6441.663;.663:-6680.676--6760.686v.6791.673
206839.6949.6999.7100.7309,7639.8129,907+1,044+1.3360
1.88192.169+2.075¢1.59871.2119+2169.7469467214627»
0615006079 .6069 6099 6039:6017.6037.6012.611946010
.408/ '
PO 10 I=1,M
T(1)=585.,+10.¥FLOAT(])
FY(I)=GTITANCI)
RETURN

% % o W M

END
'S EEEEEEEEEEEEEEEEEEE R R EEE RN
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SUBROUTINE BARNES(T»FYsM)

Cx

Cx NPROEB=4, M=11, POSTE 1ZQ.=-0.1» FOSTE DER.=5.5
Cx

Cx REF., VARAH.

Cx

INTEGER M»I
REAL FY(1)»T(1)»VFY(11)
DATA VFY/1.091:191:311:190.990:7+0:590:6+0,7,0.8¢1,0/
DO 10 I=1,M
T(I)=0,5%DFLOAT(I-1)
10 FY(I)=VFY(I)

RETURN

END
Cx
Cx X X X X XX XK X %k kX XXX X% XXX X¥Xx X% xx
cx

SUBROUTINE BARNE2(TsFYsM)
Cx
Cx NPROB=S» M=11, POSTE I1ZQ.=-0.1s POSTE DER.=3.5
Cx
Cx REF. VARAH.
Cx )

INTEGER M»I
REAL FY(1)sT(1)»VFY(11)
DATA UFY/0,390.3500.490:5+0,5+0,470.3+0.25,0.25,0.3+0.35/
DO 10 I=1/,M
T(I)=0.5%DFLOAT(I-1)
10 FYCI)=VFY(I)

RETURN
END
Cx
Cx EXX XX XXX XXX EEXXEEEE XX XX
Cx .
SUBROUTINE BELLMAN(T,FYsM)
Cx
Cx NPROB=5» M=15, POSTE 1ZQG.=1» POSTE DER.=40
Cx
Cx REF. VARAH.
Cx
INTEGER M»I
REAL FY(1)»T(1)»VT(13)»VFY(15)
DATA VT /192939495949 798910912,15,20,25030+,40 /
DATA VFY 70:001.496:3910:4914:2917.6+121:4923.0027.0»
X 30049,34,4938:8+41,6243,5145.,3 /
DO 10 I=1,M
T(I)=VT(I)
10 FY(I)=VUFY(I)
RETURN
END
Ccx
Cx» XX 235X XXX EEXXX XXX
o }
SUBROUTINE ENZIMA(TsFYsM)
[0 4
(o 4 NPROB=7,» M=28y POSTE 1ZQ.=0» POSTE DER.=187
Cx
Cx REF. VARAH.
Cx
INTEGER M» I
REAL FY(1)»TC1)sVT(28),VUFY(28)
DATA VT /0:1+2:5+3:8+7.0+10:9915.0018:2,21,3+22,9+24.9»
X 264893001934.1937.8142.4944,4947,9+953.1959.0+65.1»
3 73¢1981.1991.29101.99115.49138.7+163.2,184,7 7
DATA VFY/27.8020,0923:5183.61267.51427.8+339:75331.9+243,5,
L] 212:00164.19112:7988.1976:2+162.3958.7741.9+40.2»
X 31.3130.,0030:6123.5924:892641+33:39117.8116.8916.8 /
DO 10 I=1,M
T(I)=VUTCI)
10 FY(I)=VFY(I)
RETURN
END

Cx
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ce

SUBROUTI IL il i{I,J,X51,X,uP)

ST SC VA 4 EVLLUGE GH T EL SPLINE 9C€2) (J4 NODOS XSIC1),a0e
XSZ(I44), O S) DIRIVALA CON RESPICTO AL HODO XC1(J), ESTA
SUBRUT LA HACL 3L CORRIMIENTO DL 3ILICUS XC1)1mXSICI),uq0
X(5)smxXSICI+4), CO't EL FIN DE LLAINK n 1AS2CC(X,T,G) O A DE=
DERIDCHP,X,T,3)e LONDE NP CS EL CORRIMICATO PEL IMUICE J CO=
RRESPONDZENTE L CORSINIENTY REALIZADG DEL IMDICE I.

DOUBLE PRECISIVI X52(1), X(1)
50 10 K=1,5

XC(K)=XSI(I+K=1)t

CONTINVE

NP3JwZ+]

RETURY

END

ARNEEANN T T WAR AN PN AN N AR ARRTOO R OD

RCAL FUNCTZOH DPLRIDINP,X,T)
DOUDLE PRZCESIyI X(1), G(5), XV(6),T

EYALUA, EN T, LA DIRIVADA PARCILL DLL B-~SPLINE CU3ICO
CON RLSPLCTO Aw NO ) XSICAP). MACILNDC DYRECTANLNTL FL
ARRLGLO TRIANGULAR "€ DIFCKINSIAS DIVILIDASL,

IFCIP 45370 5)6v TO 32(
IFCIP LT 1)50 TO 320
D3 5 1v1,6
AT (I)=X(1)
CONTINUE

IF(T JLCe XT(1))SC TU 326
IF(T .GY. XT(5))50 Tu 32C

pd 10 i=1,5
6(1)=0,

IF(T (LE. XT(2))50 TO 2ub
SF(T oLEs XT(3)) 39 TO 30O
IF(T JLE. XT(4))G0 TO 400G
IF(T oLb. XT(5))GO TO SOC

DO 210 I=2,5
G(I)=CUDO(XT(Z),T)
G0 TO 600

0 31V a3, %

S 1InCUNLCRTCI), T)
G0 TO 600

DO 410 44,5
6¢2)aCUBOCXT(I),T)
60 TU 00
5¢5)=CUDOCATL5),T)

199



6LL
cw

610

Cw

52

635
cw

64(
(3]

7l

e
Cw

730
Cw

32(

Cw
[ JN]

10

200

cudrituL

pv 610 In1 4
G(Z)“(G(!)HE(ZO?))I(YT(x)vtT(:vF))

DO 620 I+l D
11uo+tiP~1
¢SS LTH RN b
:F(XT(WP)*?.GT.D.)J(IP)AZ.*(XT(HP)‘Q)-(XT(hr)-T)
JFCXT NPT Tol o) 30 To 836

6CHPIwU.

convTIavL

20 340 ZalTHl5
Va7l
XT (L) I2~1)

0 706 Ju?,3
Do 710 I=1,5-J
GCIIu(GCI) 3CL 1))/ (XT(I)XT(I4J))
CONTZINUE
LFIP0 L 10ANDJ EQL4)6C T 720
LFCUDPL AL SCAND L Ja LRV 4) GO T 730
COUTINIC

JERIDaLXT(A) «XT(1))=6(1)
49 Y0 307

diRID= (1)

GO TO 300

IEkIN=3(2)

30 TO 303
DEKIB=C,

RITURI
JHD

PR AR B BENE R I BV I I B B B B B B B N N BN ]

EX S X B X N E E R AR X A B R XA R B X B KR KR B ¥ & '
SUBROUTINE BLOOD(TFYsM)

NPBOB=B: M=21, POSTE 12Q.=2» POSTE DER.=180

REF. R.I.JENNRICH AND P.B.,BRIGHT

INTEGER M»1I
REAL FY(1)»T(1)sVT(21),VFY(21)

DATA YT/2+4+6+8910+15920025930940950,60¢70r80+,900110,130,»

¥ ' 150,160,170,180 /

DATA VFY /151117,113601997652,90935,084820,76891+73342+70593»

67041+64313,61554,59940+57698156440/,33915,50938)»
¥ 48717,459960144968,43602,42668 /

DO 10 I=i,M '
T(I)=VT(I) :
FY(I)=VFY(I) \

RETURN
END



Mo 6o

Lo TN o T o T o T, )

1€

- o 00

SUBRODTIYF YOI MAlh, X, 53T61AY

COHSTPUYE LA NUFVA VAPIAPLE VECTOR CIGMAl ) A PPRTTR DE
LOS NOLOS TIERIOPES ¥( ).

POURLE PKFEISTON X€1),55 5% .€1),0(47) ,XS7N(1)
LHTEGER W, HI28% 0

NI¥SY ES EL NUNERA DE NONOS TNTFPIORES.

COMON /2MT7 MIAS®
COIRON JOLVFR*/ XSIN,_XSI,T,FY :

El PRIHF® N0L0 LY3RF FS X(NTYSI+T), FL OCSTF JZQU'FPDO ES xS10(1),
POP COMOLIN!L H.LEUWNS FOINCIEIP FL INDICE oF HCO ) FuN FL LE X( ),
Ei. PCSTE NFPECHD E5 AEINCNTYE®+?),

HENIYET+E)mR(VINST+m)=XSI( (1)

D0 1F i=2, H.aese

HOW, YET o4+ )=X CIINGT ¢4+ 1) =X (NTYST+74])

CONTLNUF

HC2ONIYST+7)aN5ETE CUL NS $7) =X (I NTYET ¢4)

o O 1=1,MIXSI

SIGUACNIXSZ +4+T) SDLAGCHINIXET4747) JHINIY SI+447))
CouTa NUE '

¥0 I =1 MINSIeb
SIGU! (I)aX(D)
CCNTINUF

RETUPH

CE

10

PR R IR IR BE A B BRI I G S U G Y

SUDKGUTLIIE $LGNY G, 80 AMA,X)

A PARTIR BEL YFCTOR YAPIABLF SIGHIL ) SE COANSTPUYF EL VEFTOR Y( )

QUE CONTIZHr il 1.OS "ODRS LIAPFS,

POUALE PFLCISINM SISHACTY, Y1) HIAL) (POALD XSLG(N) 7
INTERER N NIXSI,T,d .

NINST EE EL HUIEBD DE NOPLS ZHTRRLURES,

comMMoNn JINT/ HIrsi

CONMON 7OLVFRAS ¥STIN,XSI,T, FY

Do 10 I=Y,nixs?
PLII=DFXPISIGIACNIXSI®A+T))
CONTINUE

EViLUGLC.ON LEL POLYNCHIC I UTILIZLNLO HORNFRS
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e e IR o B o B e ]

o O 6 e 2 B e B )

&n

La K o T o BT N - )

Lal , eP(NIxCIH

DO <N Jal NIXEr=*
LBk XS I=)

el +P(T )l

CONT InyF

LOS INCPFIrN=08 HCI)=Y(1)=X(F=?), 729, .,.,HaYS1¢Y; SIN
FHRA®GG, POR CO"OLIN L SF FORCLN LGS YNNYCFS AGRFGy NDO NYYST 44,
YA QUE EL PPIMIR "ODN TNTFRIOR FS Y (NI¥ST+S), °

HCNIYSI+5)a(XSIINTYST#™)aXETC (1Y) /2
PO T I=TNINSIeY

HON. XST#4+T)EPI=1)ep(IIYST+T4T)
COUTILUF

LGS NGLGS LIBPES

R 1 CA P TALIS RS T A C N

PO &R I=™,TXST '
XOLYEIA42 )SHONIYE] +447 )4y (NLXE] 470 )

CONT. NUF

20 S0 TN XEIed
AMII=SIGNALT)
CONTINUE

RLTUFN

Ent:
DRI R R N R RO SR U S ST P NP GuPU G PUY

SUERPUSINE ST3)2¢C1,N, FIFc,SIAC, LAFIIC,Y)

ESTe. .uuku Tl TPLTA TL GLGOR. TN [® kNSE PARY RFSOLVER rL Glsrrno
ﬁ-J(“IenA)l’RANSP)=J(V)(’RAMSP\
DONLE

~333H(TNV) *B(TPLNSP)
H=OIAGCHE ) eee Hl ) )
HOY =L (D) =Y (T=1)
REF, s PNSF, “AN TLGUR;THM FOP SGLVTNG B €PFCIAL CLISS OF
TRTULLGINAL SYSTENG "

YOUTLE PRECISINY ¥ (M), FIACCLOFIAL, NY ,SIACCLNFILL, LY ulanY,
* TET LL7) ,VEL0) XSICC1), ¢

INTESTR M N, LNFIiC,H0Y51,7 0,99

CCREAN TOLN TR ) YETD 8T T, FY

COMHON 71977 1IAST

LuE IPCRTIFUTOE HE =) 05 )=X(T =), 51 ,0ae, NVSiet; S0N
EHPQPAC, PCER (50 DD ST FURPTY LAS NN FES ARRESANRO NIYSTod
YA WWE EL PKIMZIR N0L,0 TNTFRIAR £S Y (NIXSI+S)
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1c

er

4N

r

3C

Lo T B T e B )

HEPZYST4+™)aX (Ve #5) =210 (1)

S 1N TES, NTE0

HCNIY CT44oT) eV (UIYEI+44T)=n(NIY ST 40T
CONTINUE

HC2SNIXEL $7)=Y5° 201 FT42) =X (PeIT) S #4)

TETACT)=HENIXSie ™)

DO 20 JI7,NIXSTed
TETiCISTETACI=-) #4CIZX 20 4ed)
CONTZ NUF.

5 7 1210
CETETI (R, ACT, NIXSG+7)
YIRS RN tHe
S=CeTETACIY #FJACCT NIYFT4L4))
CONTINYF
Sa=C/=ETiANIYEI 1)

VIRI=FJILA (I, N) ¢S

DO Ali JI=t, NIYST=1

J=NINSI=d)

VINIXST+4#J) SFIAC LTI, NIXST+4+J) ¢V(NIXSTI#S4y)

CONTINUFE

SIACCT MIXSI+TISHONIXST+S)#VINTXST+<)

bo Y J=2,NIXST

3FCLI  MINST+44J)=HINTXST #L40) #VINIX T +R4J) e
SIACCT, NIYSI+T4))

CONTINUE

PO &7 J=1,HI¥SI
CIACTY NIVST 454 m=SIACC T, NIYST +4ey)
CONTLNUF .

CONTZ NUE

pe 30 '.:1,"

Du O J=NIXEeT, 0
FILCCI,I)=5J2rr(T,J)
CONTINUE

RETURN
END

R R I I A R A A A A I IR

INTCGER FUNCTION KLOCATOXSI, T,A\, <)

DADCS LCS NEDCS XSICL),¥SICT), eue XSICU+1) ¥ CL PUNTO T
[STA FULCION [NCUCNTRA K TAL cUl LL #LLTO T Si LOCALIZA
EN (L INTERVALO “XSI(K), XSI({K+1) ), CLI K MAYOR G ICUAL A
4 Y MENCR GUE (het),

203



(gl

Lo B T o I T e I T e T o T 2 I B I N 2 I = )

204

DOUFLE FRECISIO T

DOILL PIICISION XSI(1).

ILTEGER N, K

IF(T oLT. XSIC4)IWRITE(C,9C)

IFCT 6T, XSICNefIWRITECC,O!)

IFQ JLIME CSIC4)ICo T €F !
IFCT JGT.XSI(L+1))60T0 65

EC 10 J = &,

IFCT LT, XSICJe?))GC TC Of

1€ cchT U

of KICCET = .
IF(T .€Q. ASI(N*1))INLCCATEN
9C  FORLAT(TX,"T (STA FULRZ LIL IITIRVALO®, 27/)
9 RLCTURA
END
* 4 R k& F X X XK KX WX K R T S WK X F P g g g
SULFQUTINC FUl TCSCTH, 1.1
BCUTLE PRICICICN ASCIC),TI(Y)
INTECER MNPS(TI), NS, LD, 1,0, K1
NS ES EL. NUP'EPS  LE SULILTETUALLS EN LL GUE SU OCSEA SJUETIVI-
GIP TOVO LL ILTIRVALO.
AS IS UN ARRLCLG CUE CCITIMIL LCS LATELROS OO Tiodi SULLKTER-
VaLosS.
NPE TS U ARRIGLC TAL GLIT KFSCI) 4S L LLirfo s JLnTes 1aul=
DISTALTCS €M EL IKTECRICL [ LL I-Eui%0 SLEINTEOVALS.
W¥ORS o HUNERC TCTAL LE 7Ll TOC TLESTRAALLE.
TE LS UN APPIGLO QUE CCNTICND & LGS PLNTGS FULSTi.ALES.
SI CrTEPAIL AV LOS PUITCS NMUCSTRé-ES:
IFDCPO S LIE L BMUIDC (0 SULANTERGALLS NS ot 3LL SE SLItpt
DIVIDIP CL INTEFRVALO TOTAL, EC 1iCIR EL iHNTERV,LC [T(1),T(rjl.
VRITECE,17)
10 FORI'ATCIX, "SUME RO DU SUCIRTEFVALLS, NE=")
PEAL(T, /) NS
SC FSIGLAL EN CL ARFTCLC RS LUS EXTROPCS fb TALES SUZINTELP-
VALCS,
CRITEC(C,1D)

17 FORIAT(/5KX,"L2S [XTRLMCS ©C LOS SLGINTIFVALGS:™, /)
D0 FC I=1,lsS+1
KRITECG, S0) I
FEABCS,7)ASCD)

20  corTItUr
" FORFAT(/EX,"AS(™, I, )en)
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SI ASIGNA EIl CL ARRZILO NPSCIY. E.o KUILEZ (T PUNTCS £2)d OIS TAN-
TES CN e INTORICR OF CARA SULINTIRVALG.

totc 1=1,n¢
WFITECC,45)1
READ(™,7INPECD)
CCLT INUE
FCRPAT(/SX,"NUK. DC FTOS FULSTRALLS DENTRC tEL inNTCRVALO™,

134,% )

NH = 1
b6 7C I=1,1$

e = KM » HFESCI) ¢ 1
CCNTINUL

WrITE(CC, S7INN
FCRUATC//17X,"NUPLRC L C PUNTCS MUESTRE.LE=Y,14,/)

SE CCNSTIYEN LCE FLNTOS PUESTRALES LENTIC [i CALA SUCINTEFVALS
Y EN EL ARREGLO TH GQUEDAN ALKACINALOS TOLCS LOS FULTOS MuLSe
TrALES,

TH( ) =AS(1)
K=l
DG "0 I=1,15
PeCASCINIY=ASCTIYI/CFLOAT CLF SCI)01.))
DC <O KI=1,KPSCI)
TY LK+ RIITHOK) ¢ FLOATCH 1) %K
cenTILUL:
KsFeNPS(I) el
TICKI=AE (T47)
CCNTINUE
RETURN
£0o
L I A A A N I R
FUNCTION CVASFLCXSI,I,™,N)
DOUFLZ PRECIZICH XSIC1) ECTCY, A(10),0SC10)
DrUSLE PRECISICH T '
INTICLR ¢
DO ‘C IN=1,4
IC=4=1N
CALL MOVICK-If,XSI,X)
ESCT ) FIASTICOLX,T)
conrInuz

FVASPLECCK =T BSCE oL (h =00 2r SO0 ) ol (K= a0 E(T) el (30 0SC4)

PCT &N
END

A N A X KRR R ®T N ® F WK F N ¥ E e WS FE S
FUNCTION DFFIVACASL, ALFA,1.T)

DOLILL FRICISICHN XS3L3).ALFA(CT)

pCUi LE FFrCISICL T

INTICCP K
ELCUCNTRA LA LEPIVALE Bt UL SiLiv cutsce i VALLADHLY LM
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PULKTO T QUP SF LAZE SUF LSTH Sl il INTCEVALG 7Y 5i80),
XSHFeN) T, 26 K UITP0 Ly K,
BT ¢ TorCALFACK=I)=ALFACK- 7)) JAXSICRe1 ) ST(C-7)3
D & T wCALFRUE=1)=ALFRA(R=2))/ (XTI (he 2 =XET(K=1))
DT ¢ Tus CALFACR) _=ALFRCH=1))y (M1 (Kt I)=XLT (1))
(1 Cril(keD AT RCXSTCHSS)T)
P4 ¢ P17CCXSICK+T1)=ASTCH=1)) *(XS1(E+1)=-XST(1 D))
AAT = (T=XSICF=2))=(XSIC1+%)-T)
APY = (XSICK¢1)=XSI(K=13)»(XSI(rv1)-XSi(K))
ARD £ (XSICKeT)=TI*(T=-XSIN))
ACT = (XSICK#T)=XSICL))a(XSICH+13~XSICN))
A AAT/Ag!
E = AAT/AE
et A®d
BT (T=XSICF))
EC:[T#RY
BIer 3/ CIXSIEKe 1) =XSI(K)) «(XSIkel )=XSI(K3))
DERIVA=CI *Gi+L J#RI+0T*RT

RCTURN

END

R RN E NI I I I I AR I I RN I A
RUAL FJLCTION DERSCG(XSI,ALFE,T,T)

DIDES LIS KODLS XSIC),aae, KSICLIL) ¥ .OS COEFECIENTES
ALFACT) .ol ALFACN). GUE CEFINGA JU SPLILE CUBICO, Y
DILC T TAL.GUE. & oLEe T oLfa K

KSICI) JLE. T oLT. XEICI41)
EET/ SUPRUTINE. CALCULA LA SECUMLA LLKIVALA LEL. SPLINE
EVILUALA [h Tl

PEAL XSIC!), ALFACI),'T
ILTICER 1

AP LFACL=05. «i FLEACIST)

A LFACI=C) =i ALFRLI-3)

AZeg LFACT) = ALFACI-1)

MYt L FACI=%) = ALFACI={)
L1eCXSICIo™) PR SIC=1 02 (XIT(1415:251(1-4))
B2efXSTCI#1) =) STCI=C3) o (XSI(Te %) -RSICI-A))
DI EXSICIeT)=FSICI)In(XLICIe)=XE0C1))

DOe CXSTCLOrdeiSTCI-) )8 (XSICTe2)-2S2(INS

A A /DY

Be AV LT

C-AT /0T

De AL/ DE
ErCSICIe®)=T)/(XSICI+1)-3SI(1))
F“(T-XSI(U)/(XSI‘(IO'.)'XSI("’

DLILEGEC . # CA=1)al 4 #(C~D)sF

RCTLRU
Lt
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