
UNIVEHSIDAU NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

F A e u L T A D D E e I E N e I A s 

SPLINES DE AJUSTE CON NODOS LIBRES Y UN METODO PARA 
ESTIMACION DE PARAMETROS EN MODEtOS DEFINIDOS POR 

' ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

TESIS QUE PARA OBTENER EL GRAD8 
DE MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMÁTICAS) 
PRESENTA: 

MAT, ERNESTO ÜLVERA SOTRES, 

MÉXICO,. D,Fa l ar.:,c: 
.JüU 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



PROLOG O, 

En este trabajo estudiamos el siguiente problema, muy 

frecuente en la ciencia y en la técnica: dado un conjunto de 

puntos, que pueden ser mediciones experi~entales y·que res­

ponden a une r2lación funcional, la cual a su vez es solu-

c i ó n de un a e i e r ta ecua c i ó n d i fe t· en e i al en 1 a que a p a re e en 

parámetros, determinar los parámetros de tal manera que la 

solución, ccn ciertas condiciones iniciales, sea la que me­

jor se ajuste a los datos. 

Este es un problema que ha mereci~o 1, atención de la 

gente y diferentes solucidnes se han dado. Cierto tipo de 

enfoques hacen énfasis en resolver la ecuación diferencial 

y o p t i mi za r l o s p a r á n; et ro s sobre 1 a sol u c i ó n , l o cu a 1 c re a 

muc~as dificultades pJes es necesario calcular la matriz Ja 

cobiana de la solución con respecto a los parámetros como 

variables, y e~to es un problema difícil. 

El método que estudiamos es un método directo por el 

cual sólo es necesario resolver un problema de suma mínima 

de cuadrados para obtener los parámetros óptimos. La idea 

central es primeramente ajustar los datos por medio de un 

spline cúbico, dejando los nodos variables para un mejor -
' 

ajuste, y posteriormente, a través de resolver un problema 

de suma mínima de cuadrados, determinar los parámetros sobre 

la misma ecuacién diferencial, sin resolverla. 



Hemos tratado de abordar de ~anera amplia el problema de 

ajuste de splines con nodos libres. Por ello presentamos en 

el capitulo I la teoría de splines y B-splines, lo que propo~ 

ciona las bases para los capítulos II y III en los que estu­

diamos el problema de ajuste de datos con splines cúbicos y 

ajuste de datos con splines cúbicos con nodos libres. Cuan­

do se permite a los nodos ser libres y se determinan las posi 

cienes óptimas de ellos se logran ajustes que con mucho mejo­

ran los ajustes con nodos fijos. Damos ejemplos de esto y -

mencionamos algunas dificultades que se presentan. 

En el capítulo IV estudiamos el método para estimación 
' 

de parámetros en ecuaciones diferenciales ordinarias. Dicho 

método es más general que esto, pues puede ser aplicado a 

otros tipos de ecuaciones funcionales, por ejemplo, ecuacio­

nes integrales. 

En el capítulo V hemos recopilado los ejemplos que he­

mos trabajado. Hacemos algunas observaciones sobre ellos y 

mostramos resultados. Y en el capítulo yr exponemos algunos 

de los programas elaborados por nosotros. 

Finalmente quiero agradecer sinceramente al Dr. Pablo 

Barrera su orientación generosa y desinteresada en la elabo­

ración de este trabajo. 

ERNESTO OLVERA SOTRES 

Agosto de 1986. 
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CAPITULO I 

.SPLINES 

1 .1 Definición de splines y dimensión del espacio. 

En una buena ·parte de este trabajo vamos .nosotros a tra 

tar con las funciones conocidas con el nombre de splines. 

Son funciones cuya gran utilidad se ha venido reconociendo 

cada vez más a partir de los años 60's, aún cuando ya 

Schoenberg había llamado la atención sobre ellas por el año 

de 1946. Nosotros vamos a utilizar splines para auxiliar­

nos en la solución de nuestro problema central que es el de 

estimación de parámetros en ecuaciones diferenciales. 

Antes del primer artículo de Schoenberg, algunos mate­

máticos habian ya mencionado los splines, aunque no con su 

nombre actual. Pero es el rn-ismo Si:hoenberg quien más ha cont;·ibui 
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do al desarrollo de la teoría de los splines. Las propied~ 

des, al mismo tiempo simples y poderosas de estas funciones 

hacen de ellas una herramienta muy útil para ingenieros, 

científicos y actuarios. Los matemáticos, en forma natural 

se han interesado en estas funciones y a la fecha se tiene 

una amplia teoría bien desarrollada. En este capítulo nos 

proponemos mencionar algunas definiciones y propiedades im­

portantes de los splines que nos serán de utilidad posterio~ 

mente. 



3 

Consideremos el intervalo [a., b] y un conjunto de núme 

ros reales rr =·{t 0 , t 1 , ••• , f;} con a= to< t 1 < ... <t = 
n n 

b en este intervalo. 

Definici6n. El espacio vectorial lineal de los spli­

nes de grado k, con nodos t 1 , t 2 , ••• , t 0 _ 1 , es el 

conjunto de las funciones ~(t) que satisfacen las si 

guientes dos condiciones 

1) en cada uno de los intervalos[~. 1 ,t.J, i = 1, ... , 
1- 1 

n, ~(t) es un polinomio de grado~ k; 

2) la función J(t) y sus primeras (k - 1) derivadas 

son continuas én [a., b]. 

Por ejemplo, para k = 3, tenemos el espacio de los 

splines cúbicos,. que son funciones de clase C 2 en [a., b] y 

que en cada subintervalo son polinomios de grado ~ 3. 

La verificación de que, en general, los splines de gr~ 

do k forman un espacio vectorial lineal es inmediata. Es 

te espacio lo designaremos con S(k, to, t1•••, t) n 
o sirn-

plemente S(k, JI). Vamos a investigar su dimensión. 

A) En cada intervalo '[ti, ~i+ 1J, i = o, ... ,n-1, 

' la función .~(t) es Ele la forma 



k+1 .e-1 
.e.~.1 a.i ,.e. t ' i = O, ..• , n-1 . 

La condición para que ~(t) sea continua equivale a 

las siguientes (n - 1) ecuaciones: 

k+1 
~ i-1 
6J a.. o t 

l=1 1 ,.(., i+1 
i = 0, ... , n-2. 

k+1 o 

La j-ésima derivada del polinomio ·~ a.. ot~- 1 
l=1 1 '.(., 

k+1-j 
~ 

l = 1 

(j+l-]): l-1 a.. . o t 
( l-1 ) ! 1 ' J +.(., • 

es 

Por lo que la continuidad de la j-ésima derivada en cada 

uno de los nodos interiores t 1 , t 2 , ••• , tn_ 1 significa 

k+~-j (j+l~l)! l-1 
a., '+º t. +1 

l= 1 (l-1) ! 1 'J .(... 1 

i..=O, ... ,n-2 

4 

Como j varía desde 1 hasta (k - 1), tenemos (k. - l)(n-1) 

.ecuaciones más. Con las (n - 1) anteriores, hacen un total 

de (rt - l)k ecuaciones con n(k + 1) incógnitas~ 

Ahora, si escribimos las ecuaciones en un orden adecua 

do en la forma Ax= O, A resulta una matriz escalonada 

con (n - l)k renglones linealmente independientes y n(k+l) 
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columnas. Por ejemplo, para k = 3 la matriz A tiene la 

siguiente forma 

2 3 2 3 
1 ~l ~l (1 - 1 -ti -~1 -E1 o o o o o o o o o 

2 2 2 
1 2~1 3~1 o -1 -2t1 -3t1 o o o o o o o o o 

6t1 o o -2 -6t1 o o o o o o o o o 

2 3 2 3 
1 E2 ~2 E2 -1 -~2-~2-~2º· • • o o o o 

2t2 . . 

2 . . 

1 . . 

2 3 2 3 
1 tn-1 tn-1 tn-1 -1 -( 

n-1 -tn-.1 -tn-1 

2 
- 2 E 

2 

2tn-l 3tn-1 o -1 -3t n-1 n-1 

2 6tn-1 o o -2 -6t n-1 

En general, como el número de renglones (n - l)k es 

menor que el número de columnas n(k + 1), el ~ango de la 

matriz es (n - l)k. Y así, la dimensión de su núcleo es 



d.lm { N ( A ) ) = [ n ( k + l ) ] · - [ { n - l ) k J 

=n+k .• 

Lo que significa que la dimensión de S(k, rr) es igual 

a {n + k). 

B} En esta segunda demostración de que d.lm S(k, rr) = 

n + k, vamos a utilizar una importante expresión mediante 

6 

l a cu a l un s p 1 i ne .& ( :t ) p u e de e.x pres ar s e de man era ú ni ca 

como una suma de un polinomio de grado k y una combinación 

de funciones de potencia. truncada. Esta expresión para 

.& E S(k, rr) es la siguiente 

k 
c. . :tj 1 n-1 

- t j ): .&(:t) = ~ + ~ d. ( :t ' j=O J k ! j =1 J 

donde la función potencia truncada se define como 

k 
X ' X > 0 

xk = 
+ 

o' X~ 0 

Un poco más abajo vamos a demostrar esta fórmula para .&(:t). 

Aceptándola momentáneamente, observemos que cada función 

spline queda caracterizada por los parámetros c.., j = 0,1~ ... , k, 
. • . J . 

y d., j = 1, 2, •.. , n - l. Así, la dimensión es (n + k}· 
J 

' 
Q.E.D. 
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Lo que acabdmos de demo~trar, lo podemos decir de otra 

manera: 

dim S(k, rr) =(núm. de nodos)+ k + l. 

Por ejemplo, la dimensión del espacio de splines cúbicos 

con nodos t 1 , ~ 2 , ••• , t 1 es 
n-

dim S(3, "to, t1,•••, tn) = n + 3. 

Ahora vamos a demostrar que cualquier spline puede re­

presentarse de la manera que hemos dicho. Para ello vamos 

a necesitar el siguien~e 

Lema. Sea .6(.t) una función spline de grado ·k. y ti 

uno de sus nodos. Suponiendo que en el intervalo (t. 1 , ~.) 
J.- l. 

la función .6(.t) está dada por el polinomio pk(.t) y por 

el polinomio qk(.t) en el intervalo (~i' ~i+ 1 ), entonces 

donde e es constante. 

D~mostraci6n. Por la definición de splirie los polino-

m i os P k ( .t ) . Y. . q k ( t ) . t i ~ n e n e 1 m i, s m Q va 1 o r ~ n .t = s . , e 
1 l. 

igualmente sus derivadas de órdenes 1, 2, ... , k - l. En 
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consecuencia, el polinomio de grado k, qk(t) - pk(t) tie 

ne un cero en t = t. de multiplicidad k; por lo tanto 
l. 

donde e es una constante. 

En seguida vamos a demostrar la fórmula que habíamos 

aceptado provisionalmente sin demostración. Dada la impor­

tancia de tal fórmula la enunciamos en forma de teorema. 

Teorema. Cualquier función sp1ir.e ~(t) en S(k, n) 

tiene.: una expresión de la forma 

-6(.t) = 
k 
~ .e .tj 

j=O J 
+ 1 n-1 

~ 

k ! j = 1 
d.(t - ~.)k+' 

J . J 

donde los coeficientes dj son constantes. Esta expresión 

es única. 

Demostración. Escribamos en forma ligeramente diferen 

te la fórmula que queremos demostrar: 

.ó(t) = 
k 
~ 

j=O 
+ 

En el intervalo [ to, ti1 la función (t - tj ): es cero 



9 

para j = 1, ... , n 1. En este intervalo el spline es un 

polinomio de grado a lo más k, este polinomio es precisa­
k 

mente ~ e.tj, la primera parte de nuestra fórmula. Apli 
j=O J 

quemas ahora el lema anterior: sea q(t) el polinomio de 

grado k que restringido a [t 1 , t 2] da J(:t). Entonces, 

por el lema 

q (t) = 
k . 
~ e.:tJ 

j=O J 
+ 

donde di es una constante. Aplicando otra vez el lema, 

encontramos que en el intervalo [t 2 , f; 3 ] el spline J(t} 

está dado por un polinomio de grado k de la forma 

Repitiendo este proceso llegamos a la expresión 

h (:t) = 

Pero 

la expresión 

J (.t) = 

n-1 
+ ~ 

j=1 

para 

' k d. (t - f;. ) f; ~ :t ~ ~ 
J J ' n-1 n 

:t ;;;a,,, f: . ' 
J 

y así se puede escribir 

k . 
~ e.:tJ 

j=O J 

n-1 , 
+ ~ d.(:t - (.)k ••••• (*) 

J J + j=1 
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válida en todo el intervalo [ ~0 , ~n]. 

A continuaci6n, al mismo tiempo que demostraremos la 

segunda parte del teorema, la unicidad de la f6rmula, vamos 
1 

a encontrar los valores de los coeficientes d., y sustitu­
J 

yendo en (*) se obtiene la fórmula del teorema. 

I 

En primer lugar, observemos que para t ~ ~1, la far-
k 

mula (*) se reduce a ,6 ( t) = 1; c. .tj. Por 1 o tanto, este 
j=O J 

polinomio coincide con el único polinomio de grado k me-

diante el cual está definido el spline en el intervalo 

Para terminar la demostraci.6n observemos lo siguiente: 

la k-ésima derivada de -6(t) no es necesariamente conti­

nua en [ ~0 , ~n]; puede tener discontinuidades en los nodos. 

En el nodo ~j el salto de discontinuidad, llamémosle dj, 

está dado por: 

d: = .6(k)U:. + O) .. .6{k) (C - O) 
J J J 

j ' ' 
= k ! ( c.k + i d . ) 

i=l J. 

' = k ! d. 
J 

j -1 
k ! ( c.k + 1; 

i=l 

' d.) 
J. 

Los coeficienie~ d. 
J 

. . 
de ia fórmula, repitámoslo, son los 

saltos de .discontinuidad de la k-ésima derivada del spline 
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~(t), lo que demuestra la unicidad. Con esto el teorema ha 

quedado demostrado. 

1.2 B-splines 

Ahora, en forma natural, nos encontramos en la necesi­

d a d de en e o n t r a r u n a b a s e · {<f,1 _. { t ), </> 2 ( t ), . . . , </> ~ + k ( t ) } a de -

cuada del espacio S(k, rr) y poder escribir cualquier spline 

JE S(k., rr) como 

n+k 
~ (t) = ~ a.</>.{t) 

j=l. J, J 
a.~ t ~ b. 

Se ha demostrado que las bas~s 

· { </> • ( t) = tj -n, a. ~ t ~ b, j = n, n + 1 , ... , n + h.} 
J 

son computacionalmente inadecuadas. 

Nuestro prop6sito ahora es introducir los "B-splines". 

Una base de B-splines es particul~rmente adecuada, pues 

al hacer las computaciones se evitan cancelacio~es y pérdi­

da de exactitud, y es adecuada también desde un punto de vis 

ta te6rico. 

Schoenberg mostr6 c6mo mediante una aplicaci6n del teo 
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rema de Peano surgen los B-splines de una manera muy natu 

ral. Por el momento, nosotros podemos pensar que para como 

didad en los cálculos una importante propiedad que debería­

mos pedir a las funciones básicas que estamos buscando se­

ría la de que fuesen funciones de soporte mínimo,es decir 

funciones que no se anulan solamente en un "pequeño interva 

1 o 11 • 

Además, hagamos las siguientes consideraciones antes de 

proponer una definición formdl. Para un spline -0(t), es 

decir un elemento de S(k, rr) tratemos de contar el número 

de veces que 

donde p y q 

-0(t) se puede anular en un intervalo (~ ,~ ) 
p q 

son enteros de manera que O< p < q < n. Pa 

ra precisar, supongamos que -0 (t) es idénticamente cero en 

[~o, ~PJ y en [ ~q, ~n] , que Ir.. es el número de ceros de 

-0(~) en (~p' ~q) y que 1r.. es finito. 

Para empezar consideremos el caso k = l. Es decir, 

-0(t) está compuesto de segmentos lineales. Puesto que 

4 ( ~ ) 
p 

-0(t) 

y son cero, el número máximo de ceros que 

puede tener en el intervalo (~p' tq) es (q - p - 2). 

Es decir, el número de cambios de signo que esta función 

spline -0 (t) puede tener en este intervalo es ~ (q - p - 2). 
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Ahora, como la derivada de un spline de grado k es 

un spline de un grado más bajo con los mismos nodos y como 

el spline .6(t) tiene Jt. ceros en (tP, tq) la primera d~ 

rivada deberá cambiar al menos (Jt. + 1) veces de signo. 

,- ¡ 

I 

-'y 

continuando hasta la (k - 1) derivada, ésta deberá 
\ 

cambiar de signo al menos (Jt. + k - 1) veces. Pero esta 
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derivada es un spline de grado uno. Tenemos entonces la si 

guiente desigualdad 

4 + k - 1 ~ q - p - 2. 

Esto nos da una cota para el número de ceros 

4 ~ q - (p + k + 1). 

Así que, si consideramos un spline de esta forma, per-

m i ti é n do 1 e que en a 1 g ú n punto de 1 in ter val o [tp, tp + k + 11 

no sea cero, no podrá anularse en ningún punto de este in­

tervalo ya que q = p + k + 1, lo que obliga a 4 ser ce­

ro. En realidad, un ~pline ~(.t) del tipo que estamos con 

siderando, que no sea idénticamente cero debe tener, como 

demostraremos, al menos (k + 2) nodos. Esto es lo que acl~ 

ra el entrecomillado que usamos anteriormente cuando formu­

lamos el deseo de pedir que las funciones básicas no se anu 

laran solamente en un "pequeño intervalo". 

Tomando en cuenta las anteriores afirmaciones e intro­

duciendo ciertos coeficientes o factores de norm~lizaci6n 
' convenientes, hacemos la siguiente c1efinición de un B-spline 

de grado k; 

8 (.t) = :E TT (e-e) (.t - ~j)+ , - ,., < t <,., p+k+1 [p+k+1 1 J k 

p j =p i=p l. J 

i:p_j 



El sub-índice p en B (t) 
p 

sirve para recordar que 

no es idénticamente cero únicamente en el intervalo 
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B (t) 
p 

Efectivamente , si 

(t - tj): = O para toda 

t < t p 
entonces B (t) = O porque 

p 

j en [ p , p + k + 1 ] . S i t > Ep+k + 1 

entonces el spline está dado por el polinomio 

_p+k+l ~p+k+l l J 
B {t) - .;, :TT < e - e 

p J p 1.=p l. J 

i:Pj 

Si para simplificar hacemos 

p+k+1 
B. = TT 

J i=p 
i:Pj 

j = p, ••• , p + k + 1, 

entonces el polinomio anterior se escribe 

B (t) = 
p t > tp+k+1' 

y los coeficientes 

nes 

a. satisfacen las siguientes ecuacio­
J 

p+k+1 
. ~ a. E~ = O, 
J=p J J 

como puede demostrdrse (1). 

'1.. = o, 1, ... , k.. {*) 

(1) Una demostración de esto la podemos hacer apelando a la fÓnnula de 
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k Ahora, desarrollaremos los binomios ( .t - ~j) y rea 

grupando términos nos queda 

k k k p+k+1 
B (t) = !: [ (-l)r (Jz.)t -r j;p 1\ ~: ], 

p 
r=O J 

y por las anterioes ecuaciones (*) se obtiene 

para todo t > ~p+k+ 1 • 

B (.t) = O, 
p 

' 

La definición de B-splines que hemos dado se debe a 

Schoenberg y aquf estamos nosotro~ tratando de mostrar que 

es una buena definición. En primer lugar ya hicimos ver que 

un B-spline se anula idénticamente en los intervalos 

interpolación de Lagrange, la cual cuando se aplica a los polinomios 

i · 1 d X,~= O, 1, ••• , n da como resu ta o 

n . . 
:E J.º()- J. 

k=O Xk -c..k X - X ' 

donde lk ( X) son los polinomios básicos de Lagrange, lk ( X) ·= 

n 
IT (X - X_.)/ (Xk - X.) • Entonces, substituyendo esta dffinición de 
j =O J J 

j:f.k 

~(X) en la fónnula de interpolación de esta nota y consJderando los 

coefiencient~ de 
n X , .obt~nemo$ la identidad 

i 
n xk 
~ --·--=6 

k==O 'n in ' 
lT' (Xk - X..) ·i=O J _________________ _ 

i = o, 1 , ••• , n. 
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- = < t ~ t y t k 1 ~ t < =. En lo que sigue vamos a p p+ + 

mostrar otras útiles propiedades de los B-splines: 1) el 

8-spline es positivo en el intervalo (r r )· 2) un "'p' "'p+k+1 ' 

B-spline que no sea el idénticamente cero, en el interva-

lo donde no se anula no puede tener menos de (k + 2) nodos, 

que son los que existen desde tP hasta tp+k+ 1 • 

Para proceder, observemos que, si t E (r r ) en 
"'p' "'p+1 ' 

tonces 

B (t} = 
p 

que es un número positivo. Asf pues, en el intervalo 

( r r ) el B-spline no es idénticamente cero. Sea "'p' "'p+k+1 

~ el número de veces que B (t) 
p 

se anula en dicho interva 

lo. Ya habfamos visto que ~ está acotado y que se cumple 

la desigualdad ~ ~ q - (p + k + 1). Con q = p + k + 1, 

queda ~=O. Y asf, no hay ningún cero dentro del interva 

lo (f; , 
p 

B {t) , 
p 

En otras palabras, el B-spline 

como lo hemos definido, es ~iempre positivo dentro 

de1 intervalo (r r ) Esto es, hemos demostrado que sp' "'p+k+1 • r· 

todos los B-splines son positivos donde no se anulan. ~n 

resumen, tienen la siguiente forma. 
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Con ingenuo humor Schoenberg los bautizó con el nombre 

de B-spl ines, porque 11 8-spl ines are bel l-shap1~d 11 • Noso­

tros nos podemos quedar con la B y decir, los B-splines 
'· 

son una base del espacio S(k.~ rr). 

Por último, ya sabemos que un B-spline de grado k no 

se anula en el intervalo (tP, tp+k+ 1 ); contando los extre 

mos son (k. + 2) nodos. Como ya lo habíamos anunciado, 

aquí vamos a demostrar que no pueden ser menos. Supongamos 

que son Je. nodos: tP, tp+l, ... , tp+r-,, y supongamos que 

existe un B-spline apoyado en estos nodos, el cual tiene 

que ser de la forma 

p+r-1 
~ 

j=p 
a.(.t-(.)k+ 

J J 

donde los coeficientes a. han de satisfacer las condicio­
J 

nes 



p+r-1 
l: 

j=p 
4 = O, 1, .•. , k. 

De s i g n e m os c o n H a l a m a t r i z d e d i me n s i o n e s ( k + 1 )x 1r. 

1 1 1 1 

tp tp+1 tp+2 ~p+r 1 

2 2 2 2 
H = tp f;p+l Ep+2 f;p+r 1 

. . . . • . . 

tk k k k 
f;p+1 t. +2 ~p+r-1 p p ' 
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Si "- ~ k + 1, H es de rango Jr., porque tiene un menor de 

orden "- que es distinto de cero, el determinante cuyos re~ 

glones y columnas son los 4 primeros renglones y columnas 

de H, y que es el conocido determinante de Vandermonde de 

orden 4, cuyo valor es 

rr cti - tj}. 
i>j 

Sea a el vector cuyas componentes son a· , ... , , a + 1 • p p r-

Entonces, las condiciones sobre los coeficientes 

describirse mediante la ecuación 

Ha= O. 

ª· J 
pueden 
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Pero, esta ecuación implica que las columnas de H son li­

nealmente dependientes, o, en otras palabras, su rango es 

menor que ~. Puesto que ya hemos demostrado que esto no 

puede ser si ~ ~ k. + 1, se sigue que.~ es al menos (k + 2). 

1.3 La base de B-splines. 

Ya hemos demostrado algunas de las propiedades impor­

tantes de los B-splines y a pesar de qué mencionamos que 

constituyen una base del espacio S(k, n), esto último no 

lo hemos demostrado. Ahora lo haremos. Ya sabemos que el 

espacio S(k., n) es de dimensión (n + k.). Ya también men­

cionamos la conveniencia de que las funciones básicas sean 

B-splines. Pero, dadqs los punto Eo, (1, ... , f; , 
. n 

el con-

junto {B : p = O, 1, ••. , n - k. - 1} de que por el momento 
p 

podemos disponer consta de sólo (n - k) elementos. Se re 

quieren, al menos, 2k. elementos más. Una manera conve­

niente de obtenerlos es agregando k. nodos arbitrarios 

(_k < (_k +1 

arbitrarios 

< ... < ( 
-1 

a la izquierda de ( 0 y k. nodos 

r < r < ... < ~ a la derecha de r. .,n+1 .,n+2 "'n+k .,n 

Disponemos ahora del conjunto { B : p = - k., - k. + 1 , ... ,n-1} 
p 

que consta de (n + k.) elementos. 1 Todo lo que tenemos que 

demostrar para poder afirmar que estas funciones son una ba 

se del espacio S(k, n), es que son linealmente independie~ 

tes. Para ello vamos a seguir el método tradicional. Es 



decir, tomemos una combinación lineal 

n-1 
.6(t:) = :E 

p=-k 
a B (t:) , 

p p 
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y suponiendo que este spline es idénticamente cero en [a,b], 

vamos a demostrar que se implica que todos los coeficientes 

a son cero necesariamente. 
p 

Primero demostraremos que .6 (t:) · también es cero en 

[ ~-k' t 01. Agreguemos un nodo auxiliar t_k_1 < t_k y con­

sideremos el spline 

n-1 
.6(t:) = :E a B (t:), 

p=-k p p 

el cual es cero en [ t_k-l, t_k] (por ser t: ~ t_k) y en 

[t 0 , t 1 ], por la suposición que hicimos sobre .6(t:). Vea­

mos la figura 

r -k., .Iº 
~~ 

s, 

Desde t_k hasta ~o sólo hay (k·+ 1) nodos, esto signi-

fica que no hay suficientes nodos para que pueda ser distin-
' 

to de cero. Yasí, .6(t:)=O en [~_k,b]. 

Ahora, supongamos que no todos los coeficientes 



{a p = 
p 

tero más 

tal que 

- k, - k + 1 ' ... , n - 1} son cero. Sea 

chico tal que (l es distinto de cero. 
q 

~q <.t<; ' q+l 
entonces el spline está 

-6(.t) = a B (.t.). 
q q 
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q el en 

Si .t es 

dado por 

Pero esto no es cero, pues habíamos visto que el B-spline 

es positivo en tal intervalo, con lo que llegamos a una con 

tradicción. En consecuencia todos los coeficientes a son 

cero y el teorema ha quedado demostrado. 

1. 4 · Una relación de recUrr·encia ·para l"os B-sp1 ines. 

Recordemos la definición 

p+k+l 
l: 

j=p 

¡p+k+l 1 J 
1 ~ (e-e) 
-i:;bj J. J 

p 

que es la misma de antes, pero en la notación hemos agregado 

un super-índice k para enfatizar que el B-spline es de 

grado k. Para hacer cálculos, usar esta definición es erró 

neo computa~ionalmente. Algo más adecuado es usar la siguie~ 

te fórmula que nos da el valor de u~ B-spline ,de grado k 

a partir de los valores de B-splines de grado h-1: 
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Para k = 1 

B~(.t) = o. 
J 

j #=i. - 1, j #=i. 

B!(.t) = (.t - ~- )/[ (t.+l - t. )(~.+ 2 - ~- )] · 
l. l. l. l. l. l. 

Para k > 1: 

(.t - t ) Bk-1 ( . .t). + ( t k. 1 - .t) Bk-11 { . .t) 
= p p p+ + p+ 

y todo valor de .t • 

Demostración. Sea -6(.t) el segundo miembro de la última 

ecuación escrita. La función 6 ( .t) : - oo < .t < oo , es po l i -

nomial por pedazos. cada polinomio de grado a lo más k y 

los puntos de unión son los nodos {t . : j = p, p + 1 , .. , 
J 

p + k + 1 } • Po r l a ·de f i n i e i ó n de B - s p 1 i n e , es ta fu n c i 6 n 

es idénticamente cero para .t ~ t y para :t. > f; k 1 • p p+ + 
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Cuando .t está en el intervalo [ tp, tp+l] la defi-

nición de Bk(.t) implica la identidad 
p 

Lo que demuestra que .&(.t) = B;(.t) en [~P, ~p+l]. Para de 

mostrar que también se cumple.f.&(.t) = Bk(.t):t.~.t~t. 1} pa 
p J J+ -

ra j = p + 1' p + 2 ' •.• , p + k será suficiente demostrar 

que el cambio en .6 en los nodos ~. : j = p + 1 ' p + 2 ' •.• ' J 

p + k coincide con el cambio en Bk. Es decir, que la mo-
p 

dificación en ambas fórmu_l as es la misma al pasar al inter 

valo[l;;., l;;. +l], j=p+ 1 ' ... ' p + k. Tomemos al entero 
J J 

f.E[p+l,p+k]. Para 

l-1 
l; 

j=p 
[ p+l.~p+1 __ 1 __ l( t 

( (1. -l;; J') _. 
i=p_j 

Al pasar al intervalo [ ~f.' l;;f.+l] la fórmula se modifica 

con el sumando 

[
p+k+1 1 J k JT --- (.t - tt_) • 

i=p (l;;,-F.o 
ift 1 .(. 
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Para investigar el cambio en J(t) partimos de su defi 

nición y tendremos: 

(t - t) 8k- 1(t) + (~ - t)Bk- 1 (t) 
.6(-t) = p p p+k+1 p+1 

tp+k+1 - tp 

Por 1 o que al pasar al i n ter val o [ t .f.~ ~ l + 1 ] l a m o di f i ca c i ó n 

es 

tp+k+1 - t 
p 

( ) k-1 ( ) que es el polinomio t - te / tp+k+l - tP 

por el factor 

multiplicado 



p+k+1 
TT 
i=p 
i,=l=l 

Por lo que los cambios en ~(t) 

pasar al intervalo [ ~l' ~l+l] 
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p+k+1 l 

Ctp+k+1 - .t) TT 
i=p+1 (~.- to} 

i-:/:i l. .(. 

1 

1 

(t. 
l. 

y Bk(t) son los mismos al 
.P 

y así ~(t) = Bk(t) para to­
p 

to valor real de t, con lo que hemos demostrado la fórmula 

de recurrencia. 

1. 5 Teorema de Schoenberg-W hi tney. 

Utilizando la desigualdad que ya anteriormente hemos de 

mostrado 

Jr. ~ q - (p +k + 1), 

\ que acota el n.úm_ero de. ceros que un, sp_l ine pu~de tener en el 
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intervalo (tP, t 4) se puede demostrar el siguiente impor­

tante teorema que nos permite decidir cuándo existe una so­

lución única en S(k, rr) del problema de aproximación a una 

función f(.t), .t E [ a., b]. 

Teorema. (Schoenberg-Whitney) 

Supongamos dados los números·{~.: j = - k, - k + 1, ... , 
J 

n + k} con un orden estrictamente creciente y, para p = - k, 

- k + 1, ... ,n-1, consideremos los B-splines·rs (.t): - 00 <:t.< 00 }. 
p 

Sean '{t.:,¿= 1, 2, ••. , n + k.} las abscisas de interpola­
J. 

ción, también en un orden estrictamente creciente. Entonces, 

para cualquier función f, las ecuaciones 

n-1 
~ a B (t.) = f{ti.)' 

p=-k p p . J. 
,í., = 1,2, ... , n + k 

tienen una única solución ·{a : p = - k, - k + 1, ... , n - l}, 
p 

si y sólo si todos los números · {B. k 1 (.t.), j = 1, 2, ... , 
J - - J 

n + k} son distintos de cero. 

De-ostr~ci6n. Supongamos que B. k 1 {.t.) es cero. Entonces 
J- - J 

una de las dos siguientes desigualdades vale: .t.'~ r,. k 1 ó 
J J- -

.t.~c. 

y 

] J 

.t ~ t .. 
j 

En el primer caso B (t} es cero si p ~·¡ - k - l 
p 

En consecuencia las primeras . 
j ecuaciones del 

teorema tienen la forma 
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j-k-2 
I: a B ( t . ) = f ( t . ) , ,L = 1 , 2 , ... , j • 

p=-k p p l. l. 

como estas f ecuaciones contienen (j - 1) incógnitas, no 

existirá solución para cualesquiera segundos miembros. 

Similarmente, en el segundo caso, tj ~ tj, entonces 

las últimas (n + k + 1 - j) ecuaciones tienen la forma 

n-1 
~kª B (t.)= f(t.) 

p=J- p p l. l. 
i = j, f + 1, ... , n + k, 

y nuevamente el número de incógnitas es insuficiente. Por 

lo tanto, las condiciones 

B. k 1 (.t.) ::f=. O, j = 1, 2, ... , n + 1i., 
J- - J 

son necesarias para que el sistema tenga una solución para 

cualquier f. 

Por otra parte, las ecuaciones del teorema no tienen una 

única solución si y sólo si existen parámetros ·ra : p = - k, 
p 

::. k + 1, .... n .-1} no todos cero tales que la.función. 

n-1 
~ (t) = I: a B (t), 

p=-k p p . 
- 00 <t <e.o, 

satisface las condiciones 
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-6(.t.) = o, 
1 

l = 1, 2, ... , n + k. 

En este caso la función -6(.t) que se acaba de definir no es 

idénticamente cero. Por lo tanto, para demostrar la unici­

dad será suficiente demostrar que las condiciones 

B. k 1(.t.) =f:: O, 
J- - J 

j = 1, 2, ... , n + k, 

n-1 
-6(.t) = l; 

p=-k 
a B (.t), 

p p 
-<X><.t<CX), 

-6(.t.) = O, -<. = 1, 2, ... , n + k, 
1 

implican que el spline .6(.t) es idénticamente cero. 

Supongamos que todas estas condiciones valen, pero que 

el spline no es cero. Entonces, en algún intervalo, dentro del 

intervalo[1: 1: J 
"-k' "n+k deberá ser finito el número de ceros 

de .6(.t). En consecuencia existen nodos, t y t 
p q 

tales 

que -6 (.t) es idénticamente cero en [ tp-l, ~PJ y [ ~q' f;q+l], 

en tanto que en el intervalo abierto .6(.t) tiene sólo un nú 

mero finito de ceros, digamos ~. Quizás fuese necesario in 

traducir dos nodos extra: E-k-l < t_k Y f;n+k+l > ~n+k' Aho 

ra observemos que los B-splines ·rs.: j = p, p + 1, ... , q-
J 

k - 1} toman valores distintos de cero únicamente si la va-

riable .t está en el intervalo (tP, tq). En consecuencia, 

las condiciones 
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B. k 1 (t.) * O, j = 1, 2, ... , n + k, 
J - - J 

implican que los puntos {t. k 1 ; j = p, p + 1, ... , q - k -1} 
J+ + 

están todos en el intervalo(~ , , ). Pero como habíamos su 
p q 

puesto que ,.s(t.) = o' ,¿ = 1 ' 2 ' ••• ' n + k, se sigue que 
J. 

el .. de (~p' ~q) al (q k) ' numero ceros en es menos - p - con 

tradiciendo la desigualdad ya demostrada anteriormente: 

Jz. ~ q (p + f¿ J) y " el teorema verdadero. - + as, , es .. 

1.6 El teorema de Peana. 

Debemos mencionar el teorema de Peana, porque este es 

una base fundamental en la teoría de aproximación. Vamos 

primero a recordar algunas definic_iones matemáticas y a intro 

ducir algo de notación. 

Definición, Sea la función f definida en [ a., b]. Si 

OD=·{x 0 , ... ,x} es una partición de [a., b], sea óf. = 
n 1 

f·(xi) - f(xi_ 1 ). Definimos la variación total deT 
n 

como el .&up 2: lóf. l, sobre todas las particiones de [ a.,b]. 
i=1 1 

Y decimos que la función f es de variación acotada sobre 

[a., b] si y sólo si su variación totai es finita. 

Definición. Decimos que una fun.cional lineal .C aniquila 

plinomios hasta de grado k, si c~da vez que fes ~n poli-
' nomio de grado menor o igual a k, .C( f) = O. 
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Definición. Una funcional lineal es acotada si existe una 

costante 1¡.e11 00 tal que se cumple 

donde llfll 00 es la norma 

llf 11 00 = 1.,up lf(x)I, 
a~x~b 

f E V[ a, b] 

f E V[a, b]. 

E l s í m b o l o f E V[ a , b J s i g n i f i c a q u e f es t á en e l es p a -

cio de las funciones de variaci6n acotada. 

Pronto vamos a utilizar la siguiente función 1., 8 de la 

variable t 

donde 0 es un número r.eal fijo que no necesita estar en 

[ a, b]. A esta funci6n 1., 8 (t) le podemos aplicar el opera­

dor .e, .C{1., 8 }, que escribiremos 

para remarcar que .C se aplica a la función 

función de :t •. 

(t - o)k como 
.+ 
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El teorema de Peano es el siguiente 

Teorema. Sea k cualquier entero no-negativo y sea l 

u n a fu n c i o n a l l i n e a l a c o ta da d e f i n i da en V[ a. , b ] , q u e a n i -

quila polinomios hasta de grado k y tal que la función 

K(0), dada por 

K ( 0) 

d · ·.,. t d E t · f E e Ck+ 1 > [ a, b] , la es e var1ac1on aco a a. n onces, s1 

funcional l(f) tiene el valor 

b 

l(fJ • JaK(8)fCk+ 1 l(8)d8 

Demostración. Utilizando el teorema de Taylor con residuo, 

podemos escribir, para a.~ t ~ b 

f(t) = (t - a.)j f(j) (a.) + 
j=O • 1 

j • 

y aplicar el operador l: 
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Así pues, tenemos que demostrar que en esta ecuación los op~ 

radares .Ct y la integral, conmutan. Llamemos 11 (.t) a la 

función 

11(.t) = f ( k + 1 '( 0 ) dO- ( b - a) ; ( .t-O ) k f C k + 1 ) ( 0 ) 
m l=l .e.+ l 

donde {0.e.: .e.= 1, 2, ... , m} son puntos de una partición de 

[a, b]. De lo que queremos hablar es de aproximar a la in-

tegral por medio de las sumas de Riemann lo cual tiene sen 

tido debido a las condiciones de variación acotada en el enun 

ciado del teorema y también al hecho de que la variación de 

la función (t - 0)k, a< 0 < b es uniformemente acotada 
+ . 

para toda x. E [ a, b]. Así ,para cualquier €>O, existen 

puntos {O.e.: l = 1, 2, ... , m} en [a, b] tales que· 

11(.t) < e, V- :t, E [a, b], 

y tales que 

J: K(O)f(k+1l(O)d9 (b-a); K(O )f(k+1)(0) <e. 
m l= 1 l .e. 

Puesto que .C es lineal 
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y se sigue de la exactitud de las sumas de Riemann que, si 

1 a s:iguiente_· ecuación no es cierta 

b 
k. ! J a K ( 0 ) f ( k + 1 > ( 0 ) dO 

entonces la diferencia entre sus dos miembros es acotada por 

el número 

Puesto que e puede ser arbitrariamente pequefio, la ecua­

ción anterior es cierta. Y puesto que 

se sigue la afirmación del teorema. 

1.7 Una relación entre diferencias divididas y B-splines 

Una aplicación del teorema de Peana permite establecer 

una muy notable relación entre diferencias divididas y B-

splines. Las diferencias divididas aparecen en la teoria 

de interpolación polinomial. Si ·{x1 :i = O, 1, ... , n} son 

puntos distintos de un intervalo [a, b] y f es una fun-



35 

ción definida en [a, b], e~iste un único polinomio p de 

grado ~ n que satisface 

p(x.) = f(x.), i., == O, 1, ... , n 
J. J. 

El coeficiente de xn en tal polinomio es la n-ésima dife­

rencia dividida de f con respecto a los argumentos· {x 0 , 

igualdad 

X } • n 

X ] f. 
n 

Es usual representar este número mediante [x 0 , 

Es muy conocida y fundamental la siguiente 

, n 
[x 0 , x 1 , ••• , x 1 f = ~ 

n k=O n 
IT (xk 
j=O 
j=fok 

- X,) 
J 

que muestra que la diferencia dividida es lineal respecto a 

los valores de la función f. También se sabe que la n-ési 

ma diferencia dividida de un polinomio de grado (n - 1) es 

cero. Esto es, si consideramos la diferencia dividida de or 

den n como un operador,. este es lineal y aniquila polino­

mios de grado (n - 1). 

Ahora establecemos el siguiente teorema 
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f (k+1) . Teorema. Si es de clase C [a, b],ys1 {.t.: 
J. 

i = O, 1, ... , k + 1} es un conjunto de puntos distintos en 

[ a, b] , entonces 

b 
[.t .t .t Jf = i:JaB{O)f(k+l){O)dO, 

O• 1 '""'' k+1 r¿ 

donde B es el B-spline 

k+ 1 
B{O) = L [ {O - .ti): 

i=O 

k+1 
ITT {.t. 

j=O J 
- .t.)], a ~ O ~ b. 

J. 

j*.i. 

Demostración. Por la igualdad escrita arriba del teorema 

k+1 k+1 

[ .to ' .t 1 ' ... ' .tk + 1 1 f = L [.f {.t. ) / TT {.t. - .t. ) 1 
. o J. • o J. J J.= ]= 

j*.i. 

= .C{f) 

digamos. Por lo tanto el operador lineal sobre V[a, b] es 

un operador lineal acotado y la función 

es de variación acotada. Vemos que se cumplen las condi­

ciones del teorema de PP.ano, y aplicándolo obtenemos· 
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b 
.C(f} = fa. K(O}f(k+ 1 >(o}d0 

donde K(O} está dada por 

k+1 
K { 0} 

l k+1 
= f• }; [ (.t. 

ºi=O J. 
lT (.t. - .t. ) 1 , a. <.. 0 <. b. 

l. J j=O 
j'P.i. 

Y vemos entonces que la relación para la diferencia dividi­

da es verdadera si y sólo si el B-spline B(o} es 

igual a k! K(O}. Utilizamos la siguiente identidad 

substituyéndola en la anterior expresión para K(O} para 

i = O, 1, ... , k + 1, lo que da 

El término .C [ (.t - 0)k1 es cero por ser (.t - O)k un poli­
t 

nomio de grado k en .t. Con esto hemos demostrado el teo-

rema. 

Y tenemos entonces lo siguiente: el teorema de· Peano nos 

dice que si tomamos la funcional ! como la diferencia divi 

dida 
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.C(f) = [.to, .t¡, ••• ,.tk+1]f 

entonces esta funcional está dada por 

_ Jb ) (k+1)( ) [ :to , :t 1 , , , , , .tk + 1 ] f - a. K ( 0 f 0 dO 

donde el kermel de Peano es 

K ( 0) 
1 k 

= f ! [ :t O ' :t I , • • • ' ,tk + 1 ] ( :t - 8 ) + ' a.<.O <.b , 

a q u í , como es u s u a l [ :t O , .• •• , :tk + 1 ] ( :t - 0 ) : representa l a 

diferencia dividida en los puntos {:t.: i = O, 1, .•• , k + 1} 
1 

de la función (:t - o):. 

Por su parte, el último teorema que acabamos de demostrar, 

establece la igualdad 

= Ja.
b 1 

[:t :t :t ]f r!B 0 (0)f(k+ 1 >(o)d0 o, 1, ••• , k+1 r, 

donde B0 (0) es el B-spline con base en los nodos {:t 0 , 

Obtenemos entonces la siguiente relación: 

i.,l:t 0 , :t 1 , ••• , :t 1 (:t - o)k, a.<. o.¡;;; b r, k+ 1 + 
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.. ,_. sea 

B o ( 8 ) = [ .to, .t 1 , ••• ' .tk + 1 J ( .t - 8 ) : • 

Es decir un B-spline es una diferencia dividida. 

Finalmente, para expresar la fórmula en términos de nues 

tra variable .t, escribiremos 

B o ( .t) = [ .to, .t 1 , • • ; , .tk + 1] ( X - t.):, a. ~ t ~ b 

para significar que la diferencia dividida de la funcíón de 

las dos variables x, .t, (x ~ t.}~,- se toma f i -

jando t. y considerando, para el cálculo de la diferencia 

dividida a (x - t.): únicamente como función de x. 
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CAPITULO 11 

AJUSTE DE DATÓS-CON SPLINES CUBICOS, 

2.1. El problema general. 

Tanto en la práctica de la investigación científica co­

mo de la técnica, es frecuente encontrar el siguiente probl~ 

ma: Dada una colección de puntos t 1 ,t 2 , ••• ,t en la recta 
m 

real y datos f 1 ,f2 , ••• ,f asociados a aquellos puntos, en­
m 

contrar una función ~(t) perteneciente a un cierto conjun­

to, generalmente un espacio vectorial., que "mejor" los repr~ 

sente, que "mejor se ajuste" a ellos, con un cierto criterio. 

Es el problema de ajuste de datos. 
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' 

Si la función buscadu $ pertenece a un espacio vectorial 

de dimensión n, digamos, y una base de tal espacio es el con 

junto de funciones 

expresar como 

{$ .. :j=l,2, ... ,n}, entonces iJJ se puede 
J 

lJ¡ ( t) 
n 

= ,1; ª· iJJ.(t) 
J=1 J J 

para ciertos coeficientes {a. :j=l,2, ... ,n}. Así pues, el 
J 

problema se transforma en encontrar los coeficientes a. de 
J 

tal manera que 

n 
f. R:: ,1;, a. $.(t.), ,¿ =1,2, ... ,m. 

1 J== J J 1 

O, en otra forma, encontrar las 

residuales 

a. ·de tal manera que los -
J 

n 
'e. = f. 

1 1 
.1: 1 a. iJJ.(t.), -l=l,2, ... ,m 
J = J J 1 
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sean tan pequefios como sea posible, con un cierto criterio. 

Un criterio muy frecuentemente usado es pedir que la suma de 

los cuadrados de todos los residuales sea mínima. Es el cri 

terio de Juma m-úu.ma de c.ua.dJz.adoJ.i. que podemos expresar de la -

siguiente manera: Si e: es el vector residual e:= (e:¡,e: 2 , ••• , 

e: )T, entonces queremos minimizar su norma, o el cuadrado 
m 

de ella, 11 e:11 2 
2 

. Para expresar explícitamente los paráme--

tras a . , vamos a definir la siguiente matriz A: 
J 

$¡(.tl) $2{.t¡) . . . ijln{.tl) 

1jJ ¡( t2) $2{.t2) . . . ij1n(.t2) 

A = ij1¡(.t3) $2{.t3) . . . ij1n(.t3) 

y el vector a 

es a={a 1 ,a 2 , ••• ,an)' entonces el problema de ajuste con el 

criterio de suma mínima de cuadrados puede expresarse de la 

siguiente manera concisa: Encontrar el vector a de tal ma­

nera que se minimice 

11 f - Aall ~ • 

A veces se hace referencia este problema, sin hacer re 

ferencia al ajuste, como el problema de mínimos cuadrados, 
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• 

o de cuadrados mfnimos o, como nosotros preferimos, de suma 

mfnima de cuadrados. Una manera de convencernos de que es­

te importante problema tiene solución es la siguiente. En 

primer lugar observemos que A puede considerarse como la -

matriz que representa una transformación lineal de Rn so-­

bre su rango ~(A) CRrn. Un esquema geométrico nos ayudará. 

(Suponemos que .m > n). 

I 

'----------¡ I 
I 

lf-Al< 
I 

Vemos así que lo que se requiere es encontrar un vector, di­

gamos B, en ~(A) 

de tal manera que el residual f - B tenga longitud mfnima, 

y, por el teorema de Pitágoras, esto se logra cuando.el re­

sidual es perpendicular al plano ól(A). El vector 8 es -



44 

entonces la proyección de f sobre ~(A). Habiendo encontra­

do s podemos encontrar a ta 1 que s = Aa, ya que s E1H( A). Ade­

más, la solución es única si y sólo si la dimensión del esp~ 

cio nulo de A es cero. 

Desde un punto de vista más formal existe el siguiente 

teorema: 

Teorema. Supongamos que A es una matriz m x n de ran 

go k y que 

donde 

(a) H es una matriz ortogonal mxm. 

(b) R es una matriz de la forma 

(e) 

(d) 

R = 

o o 

R11 es una matriz kxk de rango 

K es una matriz ortogonal nxn. 

Definamos el vector 

} k 

k. 

} m - k 

e introduzcamos la nueva variable 
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KT a. [::] } k 
= y = 

} n - k 

-Definamos Y1 como la solución (única) de 

R11 IJ1 = 91 

Entonces, la solución de longitud minima del problema 

de minimizar Uf -Aa.U~ es 

Para una demostración de este teorema ver Lawson y Han­

son [13]. 

2.2. Ajuste con Splines Cúbicos. 

Volveremos ahora al problema de ajustar m datos {(t., 
1 

f. ) : ,¿ = 1 , 2 , ... , m} par a pre c i s ar e 1 es p a c i o de 1 as fu n c i o -
J. 

nes de ajuste que nosotros emplearemos:Tal espacio es el de 

los splines cúbicos. Diremos entonces que buscamos un spli 

ne cúbico ~(t) para ajustjr los datos con el criterio de 

suma minima de cuadrados. 

Ta1nbién sabemos que los B-splines cúbicos constituyen 

una base de tal espacio, asi pues, nuestro problema se con­

vierte.en encontrar los coeficientes a.. para obtener la -
J 
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combinación lineal 

ne .6(.t). 

3 ~ a.B.(t} que nos proporcione tal spli 
J J 

Naturalmente que el espacio de splines requiere de los 

nodos para su definición. En el capítulo anterior habíamos 

supuesto que los nodos estaban dados y que ellos constituían 

un conjunto de (n+l) puntos ordenados en un orden estricta­

m e n t e c r e c i e n t e , { E,; 0 , ~ 1 , • • • , ~ n } • S e d e m o s t r ó q u e d.ún S ( k. , n ) = 

n +k.. En el caso presente, k. ;:3, la dimensión del espacio 

de splines cúbicos es (n + 3). Dicho con otras pal abras 

dlm S(3,n) = (número de nodos) + 2. 

Por otra parte siempre vamos a suponer que el conjunto 

de las abscisas dato {t. :,l=l,2, ... ,m} está contenido en 
l. 

el intervalo [ ~0 ,. ~n]. 

,t 
1 • • • 1 

rn 1 

En ocasiones nos referiremos a los nodos ~ ~ ., 0 , "n como 

los postes y a los nodos ~1 ,~ 2 , •.. ,~n-l como los nodos in 

teriores. Observemos que, como consecuencia 

d,lm S(3,n) = (número de nodos interiores)+ 4. 

Recuérdese que. también habíamos mostrado la necesidad de 

k., (o sea 3) ha.dos auxi·l ia~es ~ la izq~ierda d~ r, 0 y k., (o sea 3) 
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nodos auxiliares a la derecha de . E; • 
n 

.t¡ .t 
rn 

1 1 + 
C3 C2 f;_¡ E;º E; 1 f;2 f;n-1 sn sn+1 f;n+2 f;n+3 

Con miras a simplificar el trabajo de programación, vamos 

a cambiar la notación. Tal cambio lo mostramos en el siguie~ 

te diagrama 

1 1 1 1 1 ¡ 
sn 

Los postes pasan a ser designados con E; 4 y sn+ 1 • Es sólo 

un corrimient~ en los índices lo que hemos hecho, y aún cuan­

do usomos la misma letra n, no tiene el mismo significado que 

antes. La razón de hacer este simple cambio es la notación es 

para designar los B-splines de la base que genera el espacio -

con índices desde 1 hasta n : {B 1 (.t), B2 (.t), ... ,B (.t)} • Y así 
n 

en e-0.ta nueva notaci6n la dimen-0ión del eJpacio e-0 n. pero 

los conceptos y relaciones no cambian; por ejemplo la relación 

fundamental, 

(número de nodos) + 2 = dimensión del espacio, 

sigue siendo válida. También, {pero es la misma relación) 

(número de nodos interiores) + 4 = dimensión del espacio. 
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Repetimos: el espacio 

cúbicos con nodos interiores 

S(3,f,; 4 ,f,; 5 , ••• ,f,; 1 ) de los splines 
n+ 

f,; 5 , ••• ,f,; y postes f,; 4 ,f,; 1 es 
n n+ 

generado por la base de B-splines de grado 3 {B 1 (t), ... , 

B (t)}. De manera que, en consecuencia, cualquier spline cú 
n 

bico J(t) lo podemos expresar como una combinación lineal 

de los elementos básicos con coeficientes constantes {a. 
J 

j=l, ... ,n} así. 

B.(.t). 
J 

Una vez que hemos adoptado un espacio vectorial y con él 

una base que lo genera,poJemos reformular nuestro problema de 

suma mínima de CUddrados: minimizar 

2 
11 f - Aall 2 · 

donde A es la matriz m x n 

A = 

B 1 ( .t ) 
m 

B2(.t) ... B (.t) 
m n m 



La solución 

mina el spline 
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a = ( a 1 , ••• , a } T de este pro b l em a nos de ter 
n -n 

~(.t} = .~, a.B.(.t) que ajusta los datos 
J= J J 

p(t) 

Pero la matriz A tiene tlra estructura interesante que -

ahora vamos a investigar antes de seguir adelante. Observe­

mos la primera columna: 

. 
B1 (.t ) 

m 

esta columna en realidad no es llena, puesto que a partir de 

un cierto índice para las .t.' ~ ' 
1 

• 

81 (.t.} es cero . 
1 
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El índice 11(1) indicará que a partir de él todos los 

elementos de la primera columna son cero. Esta primera co­

lumna tendrá el siguiente aspecto. 

. 
' 

o 

* 

* 

* 
o 
o 

o l 

<- 11(1) 

Análogamente para las siguientes tres columnas: 



51 

1 

o l o o 

El subindice 1I(j} también indica el mayor subindice 

de .ti, tal que .tII(j) no excede a ~ . 4. J+ 

Así pues las primeras cuªtro columnas de la matriz A se 

ven de la siguiente manera: 

1I(l}­
II(2)­
II(3)­
II(4)-

Las siguientes columnas, hasta la (n-4), adquiereri el 

sig1;ientes aspecto. 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 

L --Í-- --0 
11(1) +1-- - - -

==r -- --0 

o 
o 
--0 

11(5) +1-- -------------~---

l 

Finalmente, al agregar las últimas cuatro columnas, la 

matriz A queda con la siguiente estructura 
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A = 

--0 

--0 

--0 

--0 

__ . --0 

l 

La subrutina que construye esta matriz es AMATR. 

Volvemos ahora a nuestro problema 

m.Cn II f - Aall ~ 
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donde A es la matriz m x n. que se acaba de describir, f = 

( f 1 ' f 2 ' • • • ' f m) T' Vamos a aplicar el 

t e o rema q u e e n u ne i amo s a 1 f i n a 1 d e . 1 a p r i me r a s e c e i ó ·n d e 
' este capitulo. Haciendo la matriz K del teorema igual a 
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la identidad, nos queda 

A= HR 

donde H la haremos igual al producto de las transformaciones 

ortogonales que vamos a describir un poco más abajo; Res de 

la forma 

y R11 es de rango n, y además tiene la forma 

Habiendo logrado esta factorización definimos el vector 

HT f = g' y de acuerdo con el teorema, resolvemos el sistema 

donde 

R11 y¡=g1' 

} n 

} m-n 

Al resolverlo obtenemos la solución de longitud mínima 
2 

del problema de minimizar llf -Aa11 2 , es decir el vector 

a= (a 1 ,a 2 , ••• ,a )T, y así el spline que buscábamos. 
n 
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. 
En ocasiones, este vector ~, soluci6n del problema de 

suma mínima de cuadrados, se representa de la siguiente mane 

ra 
+ a = A f , 

y se dice que A+ es la "inversa generalizada 11 o "pseudoin­

versa" de la matriz A. 

Todavía nos falta decir c6mo llevar a cabo la factoriza 

ci6n de A para obtener la matriz R11 • Para esto fue que 

investigamos la estructura de la matriz A. Esta estructura 

se debe a haber elegido la base de 8-splines y es convenie~ 

te porque la matriz no es llena y la longitud no-cero de ca-

da columna puede conocerse. Entonces vemos que lo que más 

nos conviene es aplicar rotaciones de Givens para hacer ce­

ros abajo de la diagonal principal. Pero no necesitamos 

afectar toda la columna (en ese caso sería preferible usar 

reflexiones de Householder) puesto que ya hay ceros a par-­

tir de un cierto índice. Por ello elegimos las rotaciones 

de Givens, pues ellas hacen un cero en cada aplicación. 

Una rotación de Givens 

1 
1 

1 
j .6 • • • :t. 

. 1 

-:t. 
1 . 

.6 1 

• 1 
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hace un cero en el elemento a .. de la matriz A al aplica~ 
l. J 

le tal rotación por la izquierda a A. Así pues para hacer 

ceros en la columna j debajo de su elemento a .. , aplicaría-
JJ 

mas estas rotaciones a los elementos siguientes, pero sólo 

hasta el de índice II(j), que, recordamos, es el último el~ 

mento distinto de cero en la columna j. Nos conviene, para 

no tener que almacenar por separado la información, hacer -

simultáneamente las transformaciones correspondientes al se 

gundo miembro de la ecuación. Las subr~tinas que reúnen las 

ideas expuestas se encuentran en nuestra rutina SPLINE/CUBICO. 

Posteriormente hablaremos de la evaluación de los 8-splines 

cúbicos, es decir, las entradas de la matriz A. Por el mo­

mento mencionamos el algoritmo para realizar las transforma­

ciones de Givens y que se encuentra incluido en la misma ru­

tina como subrutina GIVENS. 

Algoritmo (GIVENS). Conocida la matriz A y su estructura y 

el vector f de ordenadas dato, este algoritmo aplica las ro­

taciones de Givens, por columnas, a cada uno de los elemen­

tos debajo de la diagonal principal. La matriz triangular 

superior R11 de la descomposición queda almacenada en A. Al 

mismo tiempo se hace la transformación correspondiente al -

vector f de datos. 



1) Para j=l, ... ,n 

1) 

FIN 

Para -i=j+l, ... ,II(j) 

1) 

2) 

Si la .. ¡< la .. l 
l. J J J 

.t <- a .. /a .. 
J J l. J 

.6 <- 1 /y 1 + .t 2 

c. <- .t • .6 

Pasa a 4} 

pasa a 3) 

3) .t <- ªij'ªjj 

c. <- 1 ¡..¡ 1 + .t 2 

.6 <- .t • c. 

4) ª·. <- c. • a . . +.6•a .. 
JJ JJ l. J 

ª·. <- o 
l. J 

f. <- c. • f. + .6 • f. 
J J l. 

f <- - .6 • f. + c. • f . 
i ·J l. 

5} Para j "f n 

Para k=j+l, ... ,m.ln(j+ 3,n) 

57 
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2.3 B-splines otra vez. 

Antes de terminar este capítulo hemos de mencionar algo 

sobre los B-splines que tiene por objetivo hacerlos normali 

zados para mayor estabilidad computacional. Sabemos que es 

posible expresar cualquier spline J(t) como una combina-­

ción de B-splines. Sin embargo, desde el punto de vista com 

putacional, es conveniente introducir cierto factor de norma 

lización en los B-splines que hemos estado considerando. Pa 

ra ello vamos a definir la siguiente función 

Nk(t) = {t;. r ) Bk{t}, 
p · p+ k + 1 - ., p p 

que no es más que el 8-spline Bk multiplicado por el fac-­
P 

tor que se indica. Esto significa que los splines Nk(t} 
p 

son base del espacio y, como los 8-splines, únicamente no son 

cero en el intervalo { r r } donde son estrictamente "p' "p+k+1 ' 

-positivos. En consecuencia, tienen la misma forma que los·-

8-splines. El factor positivo ( r · - r ) que hemos in t ro 
"p+k+1 "p 

ducido es con el objeto de que estas funciones tengan la si­

guiente propiedad: 

Teorema. Las funciones {Nk(t) :p = -k., - k. + 1, ... ,11 - 1} (con 
p 

la notación del capítulo I) satisfacen 
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Demostración: Recordemos la fórmula de recurrencia que de--

mostramos en el capitulo I: ... 

= {-t-i;P)B;-1(,t) +{i;p+k+1 -,t) s;~~ {,t) 

1;p+k+1 - i;p 

Multipliquemos por {1; -1; ): 
p+k+1 p 

{ ·)Bk{:t) = (:t-c:) 8k-1(:t) ( -:t)Bk-1(:t). 
1;p+k+1 - i;p p "p p + 1;p+k+1 p+1 

Por la definición de Nk(:t), nos queda 
p 

k (,t - 1; ) k 1 + (i;p+k+1 -:t) k~1( ) 
N (:t) = P N - (:t) }Np+l :t, 

p (i;p+k-i;p) ,P {i;p+k+1 - 1;p+1 

p=-k, -k+l, ... ,n-1. 

En seguida, para hacer la demostración por inducción, 

vamos a sumar sobre el indice p: 

n- 1 n- 1 ( ,t - 1; ) n - 1 ( 1; p+ k + 1 - :t) k- 1 
:E N k ( :t) :E P Nk - 1 ( ,t ) :E ----'"--------.- N ( ,t) 

P=-k p =p=-k ( e: e: ) + p=-k ( 1; - 1; ) p+ 1 ; 
"p+k - "p p p+k+1 p+1 

cambiando índices en el segundo sumando 

k·-·1 n-1 {:t - 1; ) k 1 n (i;p+k -,t) k-1( ., 
1~ Nk(:t) = :E P N - (:t). + :E - N ,t.J • 

k p p- k ) p p=-k+ 1 ( ) P 
p=-=- . -- { t:p+k - i;p i;p+k - i;p 

Pero, 

der.10s escribiif 

y Nk- 1 (:t) =O, a <:t <b, por lo que P.Q. 
n 



n-1 
= :r Nk-1(:t.) 
p=-k+ 1 p ' 

n-1 
Nk- 1 ( t) + ~ 

p p=-k+1 
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Por lo tanto, si la fórmula del teorema vale para k = 1, 

habremos completado la inducción. Pero esto es ciertamente 

asi, como podemos fácilmente checar al observar la definición 

de B1 (t). Con lo cual queda demostrado.el teorema. 
p 

Ahora, vamos a utilizar la primera ecuación que escribi 

mas en esta última demostración, cambiando ligeramente la no 

tación y particularizando para k. =3: 

y volviendo a hacer el ·c:;ambio en la numeración· de los nodos, 

J recorrerá los valores j =1,2, ... ,n. 

Como ya dijimos,. estas funciones N~ son un factor cons 
J 

tante por los básicos B-splines. Por lo tanto, pueden ser 

tomados como una base; y eso es lo que haremos. Nada nos im 

pide, aunque es desde luego un abuso de notación, denotar a 

estas funciones N~ con la misma letra B~ : 

B~(t) = 
J 

J J 

(t - e) 

(E;j+3 -E;j) 

( E;j+4 - t) 
B~(t) + -

J 
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Y abusando otra vez del lenguaje, son estas funciones 

a las que llamaremos, de aqui en adelante, B-splines. Nue! 

tros actuales B-splines pueden definirse como lo hemos he­

cho, o bien, la anterior fórmula de recurrencia puede tomar­

se como la definición, partiendo de la siguiente fórmula para 

los B-spli~es de grado cero que debemos adoptar para ser· 

consecuentes 

B~ (~) = { : 

si ~. :ir;;.;t ~~. 
J J+1 

si 

Todo lo que dijimos sobre el problema de ajuste con 
' 

splines cúbicos tiene validez sin modifica~iones cuando la 

base usada es esta nuev~ base de B-splines y un spline cGbi­

co 4(:t) es expresado como 

n 
4(:t) = .~ a. B~ (:t). 

J = 1 J J 

2.4 Evaluación de un spline cúbico. 

En la práctica, para evaluar un spline 4(t) cuando se 

conoce su expresión en la forma 

n 
4(:t) = ~ a. B~ (:t) 

j = 1 J J 

le que se requiere es evaluar los B-splines en :t y hacer 

la combinación lineal ya que los coeficientes 

cidos. 

a'.,.'.. 
J 

son cono-
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Dos atiles observaciones están a la orden. La primera 

de ellas es que si t está en el intervalo 

mos, entonces únicamente no son cero los 

p =1 -3, j-2, j-1, j} y así 

únicamente. 

[t;j, t;j+ 1 ), diga­

B-splines {B (t): 
p 

La segunda observación permite evaluar cualquier B-spli 

ne con un algoritmo sencillo que calcule una diferencia divi 

dida y un producto,pues recuérdese, por ejemplo, que 

B3 (t) =(E; +4 -E; }[E;- , ••• ,E; +4J(x-t)!. 
p p p p p 

Entoncec;, dado t en [ a., b] , podríamos hacer un corri-­

mi ento provisional de índices y proceder con el siguiente 

algoritmo (subrutinas MOVI y BASICO) 

Algoritmo (MCVI). 

1) Para .l =0,1, ... ,4 

/: <- /: 
.,1+i .,p+i ·-----

FIN 

Algoritmo (BASICO). Se calcula, evaluado en t, el. B-spl ine 

cúbico B1 (t) con nodos {1: 1: 1: 1: r } .,1, .,2, .,3, .,4, "s · Esto es el 
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producto del factor (E; 5 - E; 1 ) multiplicado por la diferencia 

dividida [ E; 1 , E; 2 , E; 3 , E; 4 , E; 5 ] (x -:t)J de la función {x -:t)¡ 

como función de x. El valor obtenido se guarda en BASICO. 

1) Si 

{;t ~E;¡) ó (;t >E;5) 

BASICO <- O 

Salida 

2) Si {;t <E; 2 ) pasa a 3) 

3) 

4) 

5) 

Si {;t ~E; 4 ) 

Si (;t~E; 5 ) 

pasa a 4) 

pasa a 5) 
' 

pasa a 6) 

Para ,¿ = 2, ... 5 

G . <- ( E; • - ;t) 3 
l. l. 

Pasa a 7) 

Para ,i=3, ... ,S 

G . <- ( E; • - ;t) 3 
l. l. 

Pac::a a 7) 

Para ,¿ =4,5 

G . <- ( E; • - ;t) 3 
l. l. 

Pasa a 7) 



6 ) G s <- ( r,, s - t) 3 

7) Para j=l, ... ,4 

1) Para .i. = 1, 5 - j 

G . <- ( G . - G . + 1 ) / ( f,, . - C + . ) 
1 1 1 1 1 J 

¡_ 

B AS I C O <- ( r,, 5 - f,, 1 ) / G 1 

FIN 

2.5 Ejemplo. 
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Incluimos aquí un ejemplo para ilustrar las ideas de e~ 

te capitulo. Posteriormente vamos a presentar más ejemplos 

y otros resultados experimentales. 

Para construir este ejemplo se tomó la función 

f(t) = t. 2 sen t, - 1r ~t ~21r. 

Tomamos (arbitrariamente) los siguientes 5 nodos inte­

riores 

f,,5 - - 2.2222222 

f,,6 = - 0.6666666 

F,,7 = 0.9333333 

f,,9 = 2.2666666 

~9 = 5.2000000 



Los postes los elegimos como 

E;4 =- 3.1416 

E; 10 = 6.2832 
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Como abscisas muestrales se tomaron 50 puntos equidis­

tantes en el intervalo [-1r, 21r]. Al resolver el problema 

mín llf-Aall 2 
2 

se encontró el siguiente vector a: 

11.67500 

-1.27740 

-6.31312 

3.54634 

-4.23494 

16.24514 

-32.88860 

-15.20042 

82.97364 

y la gráfica del spline cúbico de ajuste es la siguiente 
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• 

CAPlTULO 111 

NODOS LIBRES 

3.1 Aproximación spline con nodos libres. 

En el capftulo 11 hemos resuelto el problema lineal de 

suma mfnima de cuadrados 

2 
mln I Íf - A al 12 , 

donde la inc6gnita es el vector a, cuyas n componentes 

son los n coeficientes del spline 

~(.t) = 
n 3 
1: a.B.(.t) 

j=1 ,J J 

. 
que es el mej~r·splin~ cúbico; fijadoi los nodos, que ajusta 
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\ 

los datos con el criterio de suma mínima de cuadrados. Si 
2 

a la función I jf - A al 12 que queremos minimizar la denota 

mos con F(a), es decir 

F(a) 
2 

= llf - A all2, CL E tRn, 

entonces, el mismo problema lo podemos expresar como 

mín F ( ~) • 
aEcff 

Pero recordemos que en aquel entonces hicimos énfasis en 

determinar o fijar el espacio de funciones en el cual se en­

contraría la función 6(~) de ajuste. Tal espacio fue 

S(3, n), el espacio de splines cQbicos con nodos {t4,t 5 ,. ··t 
~ } con nuestra notación modificada actual. 
"n+1 ' 

En lo que queremos hacer énfasis en este momento es que 

se consideró a los nodos dados fijos. Pero si cambiamos ade­

cuadamente la posición de los nodos, manteniendo fijo el núme 

ro de nodos, se dispone de otro espacio de funciones y, proba 

blemente, en este nuevo espacio existe una mejor función de 

ajuste que sea mejor que la que se encontró en el espacio an­

terior. 

La intuición hace sentir que un mejor ajuste se logra 
1 

si se colocan los nodos en·los lugares donde 11 está la acci6n 11 , 
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de a c u e r d o c o n l o s d a to s de l pro b l ema . 

Sin embargo, podemos dar un gran paso adelante si permi 

timos que los nodos varíen continuamente dentro del interva-

lo [a, b] que contiene a las abscisas dato.{.t.:i=;=l, ... , m}. 
. l. 

Para enunciar matemáticamente el nuevo problema, denote 

mos con x al vector cuyas componentes son los nodos libres: 

x = (t 5 , t 6 , ••• , ~ )T, y con a el vector de coeficientes: a= 
n 

(a 1 , a 2 , ... , a )T. Otra vez, la función que queremos minimi 
n 

zar es 

pero ahora consideramos a los nodos variables tanto como al 

vector a, que de hecho depende de los nodos, es decir del 

vector x. As1 pues, el problema completo lo podemos enun­

ciar como 

m.{n. F ( x, a) = 

a E 6f 
X E ,6 

N 

2 
m-ln. 11 f - A {X) a {X) 1 1 2 
aE~ 
XE,6 

N 

donde JN es el simplejo 

.6 N = . { X E (Hn - 4 : a < f; 5 < ... < tn < b} 
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Hemo~ introducido la notaci6n A(x) y n(x) para mostrar 

que tanto la matriz A como el vector a dependen de x, 

y la función por minimizar F(x, a) va a ser minimizada tan 

to con respecto a x como con respecto a a. 

Este es un nuevo problema de suma mínima de cuadrados. 

Es no-lineal, pues la matriz A tiene como entrada (.l, j) 

el valor 

que es el B-~pline B.(.t) 
J 

escribir este número es 

3 
B.(.t.) = 

J l. 

j+4 
:E 

l=j 

3 
B. (.t.), 

J l. 

e 'va 1 u a d o e n t . . Una manera de 
l. 

que muestra que el B-spline es una función racional de los 

nodos; muestra también que es una función continua y dife­

renciable, pues aquí no consideramos el caso de nodos coinci 

dentes. Esta diferenciabilidad de los B-splines con res­

pecto a los nodos implica que podemos hablar también de la 

derivada parcial con respecto a los nodos de la matriz A(x). 

Esto último nos interesa porque al intentar resolver el pro­

blema de suma mínima de cuadrados no-lineal por alguno de 
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los métodos usuales, vamos a necesitar las derivadas parcia­

les de los 8-splines. 

3.2 Variables que se separan. 

Ahora bien, una observación que debemos hacer en este 

momento es que en la expresión 

F(x, ci) 
2 

= l lf - A(x) ci(x)l 12 

los parámetros ci aparecen linealmente, mientras que los P! 

rámetros x dparecen en forma no-lineal. Se puede demos­

trar que el problema se puede resolver separadamente, para 

la parte lineal y para la parte no~lineal por separado. Es 

el tipo de problemas en el que "las variables se separan". 

Es este un enfoque que a nosotros en este trabajo no nos ha 

sido posible abordar. (El lector interesado puede ver Jupp 

[ 10] y Golub y Per~yra[ 8]. Sin embargo haremos algunas ob­

servaciones. 

Para la parte no-lineal es que se necesita el gradiente 

de la función 

- 2 
F(x) = / ff - A(x) ci l /2 , 

el cual es un vector cuya j-ésima componente puede calcular 
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se recordando la fórmula para la derivada del producto esca­

lar de dos funciones 

Si u y v son iguales 

1-x <u(x}, u(x)> = 2 < u(x), Í-X u(x) > " 
Para aplicar esta fórmula, escribimos F(x) en la siguiente 

forma 

F(x) =(f - A(x)a, f - A(x)a> 1 

por lo tanto 

{grad F). 
J 

-
= :; .= 2 (f -A(x)a, !t. (f -A(x)~ > 

J J 

= 2 <f -A ( x ) a , - ~. o > 
J 

Haciendo e = f -A(x)a, queda 

( grad F) . 
J 

= -
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Antes de que pasemos a describir el algoritmo que hemos 

"' elaborado para construir el gradiente de F utilizando esta 

fórmula, observemos que ella implica tener una fórmula para 

la derivada de un spline con respecto a los nodos, ya que 

a .. = B.(t.) = B.(x; t.), 
1] J 1 J 1 

donde x ha sido introducida en la notación para enfatizar 

la dependencia de los B-splines del conjunto de nodos. 

Y así 

ªª . ik 
~-

] 

= 
a 
lff. Bk(x; ti) 

J 

Algoritmo (GRADF). Dadq el vector x de nodos, la matriz 
1 

A = A(x), el vector f de datos y el vector a de los 

coeficientes, esta función construye la j-ésima componente 

- 2c? 
a AT "' del vector (grad F). = - ~ e. La función F es 

J 
J 

F( X) 
2 

= l lf -A(x)al 12 . Se llama a la subrutina PARCIA 

construye la matriz ·:{- .• El vector e es el residual 
. J 

e = f - Aa • 

1) e = f - Aa 

que 



2) 

3) 

FIN 
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Llamar a PARCIA que pr6porciona la matriz 

GRADF T a A 
- 2 a ~. e 

J 

Algd~itmo. (PARCIA). Dado el vector x y el conjunto de 

puntos {t.: .l = 1, .•. m}, 
l. 

este algoritmo construye lama-

t r i z ;{- .. , d e r i va d a p a r c i a 1 
J 

nodo t .. 

de la matriz A con respecto al 

La dimensión de ambas matrices es m x n. Se lla 
a A La salida, que es ,r;:-

J 

ma a las subrutinas CORR y DERIB. 
º~· J 

queda almacenada en la matriz APAR. 

1) Para k = 1, ... , n 

1) Llamara CORR (k, j, x, np) 

1 , ... , m 1) 'Para .l = 

~PAR(.l,j) ~ DERIB (np, x, t.) 
l. 

FIN 

La subrutina CORR, al igual que MOVI, es un ingenio~ 

so artificio para hacer un corrimiento de índices y así, di~ 

poniendo de una sola subrutina para evaluar la derivada de un 

B-spline, utilizarla para calcular la derivada parcial de un 

spline cualquiera B. 
l. 

con respecto un nodo cualquiera t .. 
J 

En el caso de CORR, si se desea evaluar en t el B-spline 
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Bi con nodos ~i' f;i+ 1 , ••• , ~i+ 4 , o su derivada con respe~ 

to al nodo f;., se aplica el siguiente 
J 

Algoritmo. (CORR) Esta subrutina hace el corrimiento de ín­

dices f; 1 ~ f;i' f; 2 ~ f;i+ 1 , ••• , f; 5 +-- f;i+ 4 ' con el fin 

de llamar a BASICO o a DERIB. El índice np es el corri­

miento del índice j correspondiente al corrimiento realiza 

do del índice i. 

1) Para k=0,1, ... ,4 

f;1+k 

2) np -+-- j - i + ·1 

3.3 Subrutina DERIB. 

3.3.1. Diferencias divididas con arg11mentos coincidentes. 

Utilizando la subrutina DERIB, que vamos a presentar en 

esta sección, vamos a evaluar las derivadas de un 8-spline 

con respecto a los nodos. Recordemos en primer lugar que h~ 

mos dicho que para evaluar B-splines lo mejor que podemos 

hacer, desde el punto de vista computacion~l es utilizar su 

expresión como una diferencia dividida. A partir de esta 

expresión podemos obtener también elegantes fórmulas para las 
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derivadas parciales de un B-spline con respecto a los no­

dos. Estas fórmulas incluyen diferencias divididas con no­

dos coincidentes; por ello nos es necesario hacer una gener! 

lización de las diferencias divididas que incluya el caso de 

abscisas coincidentes. 

Antes de hacer una generalización de las diferencias di 

vididas que incluya el caso de argumentos coincidentes, que­

remos recordar que dos propiedades fundamentales de las di­

ferencias divididas usuales, son: 

(i) [x 1 , x 2 , ••• , x ]f es una función simétrica de sus 
n 

argumentos, es decir, depenrlP. únicamente de los valores x 1 , 

x2 , ••• , x , pero no del orden en que aparecen. 
n 

(ii) Si f E C(n-]) entonces X ] f 
n 

es una 

función continua de sus n argumentos. 

Las diferencias divididas pueden generalizarse de la si 

guiente manera: 

ne·finición. 

reales. 

Sean {X¡, X2,•••, X } 
n 

cualesquiera números 



f(n-1)~x1} 
(n-1 ! = X 

n 
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= [ XI , • , • , X 1 , X 1 , • , • ,X ] f - [ X 1 , ••• , X 1 , X l , , •• , X ] f r- r+ n s- s+ n 

X X 
s r 

si X =fo X r s 

Teorema. Se cumple la propiedad simétrica de las diferencias 

divididas.· Es decir, si ,¿ } 
n 

es cualquier arre 

glo de {1,2, ... , n} entonces 

[ X. ' 
l 1 

X. , ••• ,X. ]f=[x.1, 
1 2 1 n X 2 ' • • • ' X ] f 

n 

Demostración. Por inducción sobre n. Para k = 1, no hay 

nada que demostrar. Para k = 2; si x1 = x 2 , es obvio 

· p o:r l a d e f i n i c i ó n . S i x 1 =fo x 2 , e n to n c es [ x 1 , x 2 J f·, p o r l a d e 

finición, tiene cualquiera de los siguientes valores 

·[ X 1] f - [ X 2] f 

X l - X2 
, o ' 



que son iguales, y además son los mismos que puede tomar 

[x 2 ,x1 ]f. Es decir 
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Supongamos que vale para k, entonces, para el paso de 

inducción tenemos dos casos: {i) si los (k + 1) argumentos 

son iguales y f E c<k>, entonces 

[ X 1 ' • • • ' Xk + 1 ] f = [X .••• , X. ]f 
11 l.k+1 

para cualquier ordenamiento de los argumentos. {ii) Si hay 

dos distintos, xP * xq, digamos y si ·{x 1 ,i2 , •.. , ik+l} es 

un arreglo de {l, 2, •.. , k + 1}, donde i = p e i = q, 
p q 

entonces podemos hacer 

[x. ,x. , ... ,x. ]f= 
11 12 . l.k+1 

[ X , , • • • , X ... ~ - l , X , + l , • • • , X. ] f -[ X , , ••• , X, l , X, l , ••• , X , ] f 
11 ·P l.p l.k+l 11 l.q- i.q+ 1k+1 

=---------------------------------



[x. , ... ,x. 1 ,x. +1 , ••• x.. ]f-[x. , ... ,x. 1 .x. 1 , ••• ,x. ]f 
1 1 1 - 1 1 k 1 l 1 - 1 + 1 k 1 p p +1 q q + 

=-----------------------------
X - X 
q p 

y por la hipótesis de inducción 

[ x1 , ~ •• ,xp_1 ,xp+1 , ••• ,xk+1] f - [ x 1, ••• ,xq_1 ,xq+l, •.• ,xk+1 ] f 
= 

X - X q p 

= [X¡, X2, •.• , ~+1 ] f. 

Con lo cual se completa la demostración. 
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Observaciones. Cuando los puntos {x.} son todos distintos, 
l. 

la definición anterior coincide con las diferencias dividi­

das usuales y por lo tanto son los coeficientes en el polín~ 

mio de interpolación de Newton, cumpliéndose la pro~iedad de 

continuidad con respecto a los argumentos, etc. Cuando los 

puntos no son todos distintos, las diferencias d~vididas que 

se acaban de definir aparecen y se estudian en interpolación 

osculatoria y en ese contexto se puede demostrar las propie­

dades, por ejemplo, de simetría, continuidad, diferenciabili 

dad, etc. 
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3.3.2 Derivada de una dif~~en~ia ·dividida. 

Ahora vamos a obtener la derivada de una diferencia di 

vidida de una función 

tos. 

f con r~specto a uno de sus argume~ 

a 
a- Cx.1, x.2,•••, x. Jf = 

X.. n 
l. 

.[ X I , . . . , X. . . + h , • . • • :, X ] f - [ X I , . . . , X. • , • • • , X ] f 
1. n 1. n 

= lí.m 

h+O 

= l.lm 

h + o 

Cx.1,•••, X. 
l. 

+ h, ••• , 

h 

x ]f- Cx1, •.• , 
n 

(x. + h) - X. 
l. l. 

= l.lm [ X 1 , ••• , xl.. , X. + h, ••• , X ] f, 
h+O 1 n 

X. ' • •• ' l. 
X. ] f 

n 

por la definición de diferencia dividida. Y finalmente, por 

la continuidad con respecto a los argumentos: 

ª [ x ' ·x 1 f = ax.. 1, ... , n [x.1,•••, xi, x.., ••• , 
. l. 

X ] f. 
n 

l. 

Esta es la fórmula que buscábamos. Nos dice que la d~ 

rivada parcial con respecto a la variable X, ' l. 
es una dife 

rencia dividida· de un orden mayor en la que aparece repeti­

d a l a V a r i a b.l e X. i • ' , 
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3.3.3 Derivada de tirt B~~~liri~ cori respecto a lds nodos 

Por lo que dijimos cuando hablamos de la subrutina CORR, 

únicamente necesitamos las derivadas del B-spline B1 (.t). Re 

cardemos su expresión 

3 
Bi (.t) = (F;s - F;1 )[ F;1 F;2 F;3 F;4 F;5] (x -.t)+. 

Derivemos con respecto al primer nodo: 
aB1 a 3 3 
a F;¡ = (F;5 - F;¡) a F;¡ [ F;1 F;2 E;3 E;4 E;5] (x - .t)+-[ f;1 f;2 ~3 E;4 tsl (x - .t)+ 

3 3 
= (f;s - F;¡ )[ f;¡ (1 t2 F;3 F;4 F;5] (x - .t)+ - [ ~1 f;2 F;3 ~4 ~s J (x - .t)+ 

I 

· 3 3 
= (F;s _ F; 1)·[~1 ~2 ~3-~4 ~sl (x-.t)+ - [~1 ~1 ~2-~3 ,41 (x-.t)+ _ 

3 
= - [ E;¡ f;1 F;2 E;3 ~4] (x - .t)+ • 

ts - ~1 

3 
- [ ~1 F;2 F;3 ~4 E;5] (x - .t)+ 

Las derivadas con respecto ij ~ 2 , E; 3 E; 4 son más sencillas: 

3 
= (~s - F;1Ht1 F;2 F;2 t3 F;4 F;5] (x-.t)+ • 
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Y, finalmente 

3 3 
= (ts - t1)[ t1 t2 E3~ 4, 5 ~s1(x-.t:)+ + [ t1 t2 t3 E4 f.:s 1 (x-.t:)+ 

3 3 
= (ts _ ti} [ t2 t3 E4 Es Es] (x -.t:)+ - [ E1 E2 E3 Eit Es] (_x -.t:)* 

. 3 
= [ ,2 ,3 E4 ts Es] (x -.t:)+ • 

~s - E1 

3 
+ [E1 E2 ~3 ~4 ts] (x-.t:)+ 

Estas fórmulas son realizadas en el siguiente algoritmo. 

Algoritmo. (DERIB). Evalúa en .t: la derivada parcial del 

B-spline cúbico con nodos E1 , Ei, E3 , t 4 , , 5 con respecto 

a 1 nodo t .. np, 
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1) Si (np > 5) DERIB -+-- O; Salida 

2) Si ( np < 1) DERIB +- O; Salida 

3) Si (.t > ~s) DERIB ~ O; Salida 

4) Si (.t < ~i> DERIB +- O; Salida 

5) 

G 
J.. = 2, •.. , 5 

3 
. -+-- (ti - .t)+ 
l. 

6) Para ,¿ = l t ••• ' 4 

G. +- (G. - G. +l )/(t. - ~ i +1) l. l. l. l. 

7) Para ,¿ = 5' 4 ' ••. ' np + 1 

G. +-- G. 1 
l. l.-

8) Si ((~np - .t) > O) G +- 3(t np np - .t) 
2 

Si ((~np - .t) ~ O) G +- o 
np 

9) e· i 

= 6, 5, ... , np + 1 

. +- C1 l. 1.-



10) Para j = 2, ••• , 5 

Para i. = l, . .. , 6 •. j 

G. ~ (G. - Gi+1)/(ti -l. l. 

Si (np = 1 y j = 4) 

Si (np = 5 y j = 4) 

DERIB ~ (~s - ~1). G1 

Salida 

11) DERIB +- - G1 

Salida 

12) DERIB +- G2 

3.4 El problema completo. 

pasa 

pasa 
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;i+j) 

a 11) 

a 12) 

En la sección anterior, cuando hablamos del ajuste de 

datos con s·plines con nodos libres (es decir, variables), 

mencionamos que el problema no-lineal de suma mínima de cua­

drados 

2 
m.in I I f - A ( x ) a ( x ) 1 1 2 

aE tfil 
xE.6 

N 

= m!n F ( x, a) 
aEIRn 

XE.6N 

tiene la interesante propiedad de que las variables se sep~ 

ran. Sin embargo, dijimos que no podíamos explorar esa posi 
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bilidad en este trabajo, Nuestro enfoque, por ahora, es con 

siderar el problema 

m.ln F(x, a) 
Cl E ót1 
XE.6N 

como el problema de encontrar el mínimo de la función F(x, o) 

de las variables x y o, con la restricción x E .6N, 

Para encontrar este mínimo vamos a aplicar uno de los 

métodos usuales de optimización; uno de los que ha demostra 

do ventajas es el método Leyenberg-Marquardt que será el que 

aplicaremos y del que tendre~os ocasión de hablar un poco 

más adelante. En su uso, como veremos, en alguna etapa se­

rá necesario calcular la matriz Jacobiana de la función ob­

jetivo f - A(x)a. 

Sea e:= 

nentes son 

e: ;:: 

f - A(x)o la función vectorial cuyas compo-

e: • 
m 

n 

Podemos escribir 

f1 -i;laiB1 (t1) 

n 
f2 - . :E 1 a. B. (t2) 

i= 1. l. 

n 
f - :E a.B.{tm) 

m i.=l l. i 

así que la matriz Jacobiana de la función e: es 



= -

J = 

a e a e: m m 

n 
B¡{.t2) •• ; B (.t2) l: a. n , 1 1 

1= 

• • • 

. • . 
• • • 

n 

ªª· n 
~(.t2) ••• l: a. 

1 i=1 1 

ªª· n 
81(.t ) ••• B (.tm} l: a.~(.tm} .•.. ~1 a, 

m n i=1 1 I 1- 1 

·ªª· 1 (.t2} 
~-4 

. 

. 
• 

ªª· 1 ( .tm) 
~-4 

Hemos ~osotros elaborado el siguiente algoritmo para 

construir la matriz Jacobiana 

86 
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Algoritmo. (JAC) Se construye 1·a matriz Jacobiana FJAC de 

dimensiones m x(2n -4) de la función e:= f -A(x)a. (n-4) 

es el número de nodos interiores componentes del vector 

x = (~s, ~6,•••, ~ )T. El vector a= (a 1 , ... , a )T tiene 
n n 

n componentes. La variable entera n es la dimensión del 

espacio. 

1) Para j = 1 , 2, ... , n 

1) Si (j ~ n) pasa a 3 

2) Parai.=1, ... ,m 

FJAC(l.,j) 
n aB 

-+- - k;1ªk a k (t) 
~. ( 4) i J - n-

Salida 

3) Para i. = 1, ... , m 

FJAC(i.,j) -+- - B. (t.) 
J l. 

3.5 ·Er m6tn1o Levenbctg-Marquardt. 

Vamos a incluir aquí un breve resumen de las ideas que 

conducen al altoritmo de Levenberg-Marquardt, en especial de 

la modificación hecha por Moré [14] al algoritmo general, ya 
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que es el algoritmo así modificado, el que nosotros utiliza­

mos para resolver el problema de suma mínima de cuadrados no 

lineal que hemos planteado más arriba. 

S e a F : tRn ~ tRm , u n a fu n c i ó n c o n t i n u ame n te · d i fe re n -

ciable en un subconjunto compacto 

encontrar w* En tal que 

n de 

1 1 F (w* ) 1 1 = mtn 1 1 F ( w) 1 1 • 
w Eil 

Se requiere 

Para encontrar tal w* podemos considerar el siguiente 

proceso: generar una sucesión {wk} tal que_ 

1 1 F ( w k + 1 ) 1 1 < 1 1 F (w.k ) 1 1 • 

Si w0 En, entonces la aproximación lineal a F(w) es 

donde F' (w 0 ) es la matriz Jacobiana. De acuerdo a esto, 

el problema es aproximado en la forma 

min 1 1 F ( w) 1 1 
wen 

~ mbt 1 1 F ( w o ) + F ' ( w o )( w - w o ) 1 1 
wen 

y si hacemos p = w -w0 , queda 



m.in. I IF'(wo)P + F(wo)l 1. p 
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Esto es un problema lineal de suma mínima de cuadrados. 

Sin embargo, la solución pudiera quedar fuera de la vecindad 

de w0 donde es válida la aproximación lineal y donde la 

Jacobiana es positiva definida. La familia de métodos de p~ 

so restringido, a la cual pertenece el Levenberg-Marquardt, 

somete al nuevo valor w1 a estar restringido a una vecin­

dad de w0 : 

B = · {w: 1 1 w - w O 11 ~ ~}, 

donde a es un valor que puede determinarse por la experien­

cia y la función F(w), de manera que la aproximación lineal 

sea válida en B. Así, el problema se ha convertido en 

m.ln. IIF'(w 0 )p + F(w 0 )ll, con IIPII ~a, 
p 

o bien, usando la notación A0 = F'(w 0 ), b0 = - F(w 0 ): 

m.ln. IIA 0 p - b 0 11, con IIPII ~ a 
p 

Introduzcamos el parámetro z tal que 
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Asi pues, tenemos el problema 

mú1 1 1 A o P - b o 1 1 2 , c o n 1 1 p 1 1 2 = a 2 - z 2 , 
p 

equivalente al anterior. Aplicando el método de los multi­

plicadores de Lagrange, tal problema se convierte en el de 

resolver para p el siguiente sistema de ecuaciones 

'T T (A 0 A0 + l I)p = - A0 b 0 

2 
-1 Jpl 1 = a 2 -z 2 , 

donde ~ es la constante de Lagrange. 

Existen dos casos: 

i) Si z =I= O,~= O 

Se tiene entonces 

que son las ecuaciones normales para el problema de suma mf­

n i m a de c u a d r ad os s i n re s t r i c c i o .n es . En e s te c a s o ! 1 p 1 1 < a 

y la solución p* de norma mínima yiene dada por el proceso 

al limite 
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p* = .e.1.m (A~ Ao + AI)- 1 A~ bo 
~ -+ o 

Si A=frO, z=O 

Se tiene entonces el problema 

ya descrito. 

m,ln IIAop- boll, con IIPll 2 = a 2 , 
p 

Una vez que hemos obten~do p*, hacemos 
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que esperamos esté más cerca del mínimo buscado. En general, 

a partir de wk, obtenemos 

Pero, como hemos dicho, a es un valor que puede depe~ 

der de así que puede ser nece~ario cambiarlo de una 

iteración a otra. Esto nos permite, en caso de haber buena 

concordancia, aumentar a para.el siguiente paso y asf avan 

zar más r á p i do ; . s i l a· con e o r dan c i a ' es· m a l a se· re que r i r á d i s -

mjnuir a. 
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Estamos ahora en condiciones de esbozar el a~goritmo de 

Levenberg-Marquardt. 

Algo·ri tmo (Leven be rg-Ma rq ua rdt) • 

Dados w0 , a 0 

Para k = O, l, 2, •.• 

1) Determinar Ak;;;;:. O tal que 

y si entonces 

3) Calcular ªk+l· 

FIN 

Cálculo de A. 

A = O 
k 

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir 
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y entonces quisieramos obtener el mfnimo del valor absoluto 

de la función 

Si usamos la descomposición singular de A, A = U :EVT' 

entonces 

n 
= }; 
i= 1 

.6.. .c. . 2 
( 1 1) _ (l2 

.6 2+ 'X 
i 

donde ..s 1 , ••• , .& son los valores singulares de A y 
n 

ATb = ( )T C.1,•••, c. . n 

Sea 
n 

',O ('X ) = }: 
i=1 

~ 

~ 
. - -

.6, c.. 2 
( 1 1) 
.6? + 'X 

1 

- - - --~-----

~------



Es claro que si· ,p(O}. < .a 2 , entonces 

1 u c i ó n bus cada y a q u : ,p ( X } es de e re c i ente . 

entonces, como c,op.) ·-+ O cua·ndo 1'. ~ CXI , 

única solución positiva X*. 

~--------

o 
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i = O es la so­

Si cp(O) > a 2 , 

se tendrá una 

Además, como ~(X} es convexa en el intervalo (O, ex,) 

se pensar1a en usar el método de Newton para encontrar las~ 

lución X*. Pero Moré sugiere usar otra estrategia para apr~ 

vechar mejor la estructura del problema. Tal es suponer que 

~~(}..) -· [~(X}] 1/2 

puede ser aproximada por 
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dond~ a, b son constantes tales que 

De acuerdo a esto se obtiene 

a = - b - -

y para encontrar 1 a rafz de " </>(A) - a = o aplicamos la si-

guiente· iteración 

tj¡(Ak) a + tj¡(Ak) 
Ak+1 = Ak - -- [ . a ] 

t]¡' (A. ) 
K 

Pero es necesario protegerla para realmente obtener conver­

gencia. Con este propósito se usan en cada iteración cotas 

inferiores y superiores lk y uk. 

Con el fin de obtener u 0 observemos que, como 

entonces 
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pero 

2 * 2 * 2 * 1 = 11 (d.la.g (.& 1 + ). , , J 2 + ·x, ... , ~ + ·).. ) - 11 
n 

*-1 
E;;;:;\ ; 

por lo tanto 

y la cota superior adecuada es 

Para calcular l 0 , " notemos que, como ~ es convexa, si 

~·(o)~ O tenemos que el valor obtenido al realizar una ite­

ración con el método de Newton y X0 = O, es menor o igual 

* que ). , entonces 

así que 

Y' (o} 
-, PTü), 
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en caso que ¡J¡'{O) = O, l 0 = O. 

* Con estas observaciones, A se puede calcular con el 

siguiente algoritmo 

Algoritmo, Dado Ao, 

Para k = O, 1, 2, ..• 

1 • Evaluar y¡(Ak)' 1/J'(Ak) 

2. uk+1 = Ak si Vl(Ak) < a 

uk+1 = uk en otro caso 
3. lk+1 = mdx {lk' ~k - l]¡{Ak)/ ¡J¡'(}t,k)} 

4. Obtener Ak+1 de la fórmula 

. 1/i(Ak) a - ljJ(Ak) 
Ak+1 = A - í/í'P, )l a 1 k k 

En la práctica se acepta Ak como una buena aproxima­

* ción a A si 

a 

con ~ cierta tolerancia que comunmente no es muy peque~a ya 

que, de cualquier manera, esta aproximación forma parte de 
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otra aproximación (la linealizaci6n} que pudiera ser muy bur 

da. Una elección usual es ~ = 0.1. 

Actualiz~~ión ·d~ a. 

Como ya mencionamos, si la concordancia en una iteración 

del algoritmo de Levenberg-Marquardt es buena, en la siguie~ 

te podemos aumentar el valor de a; en caso contrario a de 

be permancer igual o disminuir. La medida de esta concordan 

cia está dada por 

p(p) 
2 2 

= l!F(x) 11 - IIF(x + p) 11 
1 1 F ( x·) 1 -1 2 - 1 1 F ( x ) + A p 1 1 2 

Si p es pequefia (P < 1/4), la c-0ncordancia es mala y se de 

be disminuir a; si p se acerca a 1 (P ~ 3/4), · 1a con­

cordancia es buena, se puede aumentar a; si 1/4 <p < 3/4 la 

concordancia se puede considerar aceptable y dejar a sin 

cambio. Estos criterios provienen de una larga experiencia 

de trabajo con este algoritmo en una gran variedad de pro­

blemas, (14], (6 ]. 

Hagamos la siguiente simplificación obvia en la escrit~ 

ra, con el fin de determinar una manera estable de calcular 

p : 
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como 

entonces 

por lo cual 

T T 2 
=-2p A f - 1 IA PI 1 

2 2 2 
= 211 A -P 11 + 2X 11 P 11 - 11 A p 11 

2 .. 2 
=· 1 1 A P 1 1 + 2X 1 1 P 1 1 ... ( 1) 

y, por tanto 

p = 

2 2 
llfll - llf+II 
1 1 A p 1 1 2 + 2X 1 1 P 1 1 2 

= 
2 

(IIApl! ) + 2(>-1/2 
11 f 11 

De (1) vemos que 

1 1 A p 1 1 ~ 1 1 f 1 1 Y X 1 ¡·2 11 P 11 ~ 11 f 11 , 

IIPll) 2 

1 lfl 1 

por lo cual el cálculo del denominador es muy estable. En 

el numerador,· s. i 11 f.+ 1· 1 >>. 11 f ¡·¡ -se pued.e generar un nú-
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mero demasiado grande para nuestro instrumento de cálculo, 

pero en ese caso p < O, y como sólo nos interesan valores 
positivos, ponemos p = o. 

El algoritmo es detenido cuando 

donde z es el número de dígitos de la aritmética de la má 

quina. Presentamos a continuación el algoritmo global 

Algoritmo de Levenherg-Marqua"rdt. 

Entrada w0 , a 0 , fl., z , 

l .. Para k = O, 1, 2, .•• , 

l. Evaluar Ak ,· bk 

2 . Calcular s vv de Ak 

3. Resolver 

mtn I IAk pk 
·> 

- bk' r-
si 11 pk 11 ~ ªk entonces Ak = o y hacer 1.7 

1 

1 1 A! bk 11 / ªk 4. Ao = Ak' ªº = 

lo = - ,JJ(O) / ,JJ' (O) si 1/J' (O) * o, lo = o en otro 

caso 



5. Para j = O, 1, 2, •.. 

l. Evaluar l/l(A~). 1/1'(1/1~) 
J ' J 

2. 

3. 

4. 

= A' 
j 

= u. en otro caso 
J 

lJ.+l = máx{l., A 1 - l/l{A~)/1/l'{A~)} 
J ~ J J 

ªk - l/l(A j) 
[----=--] 

ªk 
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entonces Ak = A. 
J 

y hacer 1.6, de otra mane 

ra incrementar j y hacer 1.5 

entonces wk+l = wk + pk de otro modo wk+l = wk 

8. Si IIF{wk+pk)ll>IIF(wk)II, p=O deotromo 

do 

r 11 F (wk + pk 11 2 
1 - l . 1 

p = ·I I F (cvk} 11 

IIApkll 2 
2[ A~ 12 I IPk 11 

1 2 [ 1 + 
,IIF{wk)li IIF(wk}II 
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9. Hacer ªk+ 1 de acuerdo al valor de p. 

w* = wk+l y FIN 

De ·otra manera incrementar k y repetir l. 

FIN 

3.6 La transformación a. 

Ahora debemos enfrentar la siguiente dificultad: el mé 

todo Levenberg-Marquardt es un método de optimización sin 

restricciones y el problema que queremos resolver 

mln F ( x, a) 
aE tR° 
XE.6 N 

tiene la restricción x E ~N. Hay dos soluciones, o usamos 

un método de optimización con restricciones o eliminamos las 

restricciones. 

Efectivamente, en una serie de ~xperimentos que reali­

zamos en la B-7800 nos encontramos con el desagradable re­

sultado que en algunos casos al llevarse a cabo el proceso 

de optimización de los nodos libres con el paquete de Moré, 
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los nodos, como una parte de las variables de la funci6n o~ 

jetivo quedaban desordenados, es decir, en ocasiones se al-

teraba la relación ;4 < ;5 < ... <; 1 , y aún en ocasio­n+ 

nes algunos nodos interiores quedaban fuera del intervalo 

limitado por los dos postes fijos ~4 y ;n+lº Esto es ina­

ceptable en nuestro contexto, es una solución sin sentido 

para nosotros. 

El siguiente paso dado por Jupp [12) es una elegante 

solución a esta dificultad. ~l propone un cambio de varia­

bles, una transformación, que convierte al problema con re~ 

tricciones en una formulación sin restricciones. Tal trans 

form~ción es la siguiente: definamos las variables 

donde 

y 

h.i+l 
ºi = .e.11 ~ , 

J. 

,i = 1, 2, ... , N 

N es el namero de nodos interiores, 

h. =x. -x. 1 J. 1 1-

Antes ::::? continuar, veamos como ejemplo -6 3[ O, 1] = 

Ix = (x1, x2 , x3 ): O< x1 < x2 < x3 < 1}, cuya cerradura es 

el simp1ejo en R3 que se ve en la siguiente figura 
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--------·--· 

/ 
/ 

,' 

// -·- -

/, 

En.general, como aquí, las caras y lados de :&N[a, b J 

contienen aquellas subdivisiones de [a, b J que corresponden 

a nodos coincidentes. El simplejo ~N queda también carac~ 

terizado por el sistema de (N + 1) desigualdades lineales 

siguiente 

X 
p 

X ;> 0, 
p-1 

p = 1~ 2, ... , N + 1. 

Los parámetros (a 1 , a 2 , ••• , a ) son independientes de 
N 

un Cdmbio lineal en la escala de los nodos originales, lo 
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cual proporciona un escalamiento automático en los métodos 

iterativos usados para localizar los nodos óptimos. 

cernos 

y 

Para encontrar x a partir de una a arbitraria, ha-

U• 
P = e i 

i ' 
,l = 1, 2, ... , N 

Z = 1 + P1 + P1 P2 + ••• + P1 P2••• PN· 

Entonces 

h - b - a. 
l - z 

y . 
hi+1 =pi hi, ,l=l,2, ... ,N 

ppr lo siguiente: 

b - a. -z-

= 

Pero 

XN+ 1 - Xo . 
= ----- = l 

ª1 ª1 
1 + e + e 

(11 
e 

e 

= 

XN+l Xo 
-

ª2 (1 1 ª2 <1 

+ . . . + e e e 

ln(h.+1 /h.) hi+1 {!. J. J. = ·-x--- t 

i 

N 
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Por lo que 

b-a. XN+1 Xo 
= z 1 h + h h+ ~ ~ hN+1 + h1 ~ h2 •.• + h1 ... 

¾ 

= 
XN+1 - Xo 

1 + h+ 
h1 Pi + ~ + ... + h~;, 

h1 {xN+1 - Xo) 
= 

h¡ + h2 + h3 + ... + hN+1 

h"i (XN+1 - Xo) 
= 

{ X¡ - X O) + (x2 -x¡) + ••. + {XN+1 - XN) 

= h¡ 

Además, 

p. h. 
l. 1 

h. 1 
= ~h 

h. i 
1 

conviene, naturalmente, para evaluar el polinomio Z, utili 

zar el esquema de Horner y doble precisión. 

Ahora bien, la transformación a, definida por 

ln(h. 1 /h.) es continua y continuamente diferenci·able, los l.+ l. 
l~dos y las caras de ~N donde se da igualdad de nodos se 

mapean en infinito, y la.transformación es sobre todo ~N, 

como se ve de la transformación inversa que acabamos de es-
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Para transformar el gradiente o la Jacobiana a las nue 

vas variables, podemos usar la regla de la cadena 

Puesto que 

o 

au, 1/h. 
l. 

;PT = 
l. -(1/hi 

l/hi+1 

+ 

N aF au · 
=.};1 00, ~ 

J = J l. 

si 

si 

l/hi+1) si 

si 

j =#=.l-1, .l, .l + l 

j = .l - 1 

j = .l 

j = .l + 1 

entonces v7o- F ( u ) es 1 a s o 1 u c i ó n de 1 s i s tema de ecua c i o ne s 

G VIT F{u) =9x F(x), 

donde G es simétrica y tridiagonal, como se ve a continua 

ción 
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~~~ ~ ar ar 
axl X1 X1 

. . . 
X1 ocf 1 ifi" 1 

~~~ ~ ar ar 
X2 X2 X2 X2 cfif2 oX2 

aa, ~ ~ aaN ar ar 
oXJ X3 X3 dXJ d0 3 

= ox3 
• 

• 

. 
-~~~ ~ ar ar 

da cfi"N X.N XN XN XN N 

o o 

o o 

o o 
G = 

1/hN 

1/hN -(l/hN+l/hN+ 1 ) 

Así pues, tenemos que resolver un sistema de la forma 

G u= k. 
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Para resolver este sistema Jupp sugiere utilizar un al­

goritmo debido a Rose [16]. Para seguir a Rose, hacemos 

1 -1 

l -1 

1 -1 

B = 
• 

• 

l -1 { Nx{N+l) ) 

h1 

H • • 
• 

• 

{ {N+l)x{N+.l) ) 

Se tiene 



110 

El altamente eficiente algoritmo propuesto por Rose P! 

ra resolver el sistema 

Gu = k 

es el siguiente: 

Algoritmo. (RO~E) 

Hacer 
j 

8 · = 1: h 
j l.=1 l. 

Pa~6 1. Calcular el esca1a~ .6: 

.6 - -
N 

( 8 )- 1 l:: 8 k 
N+l j=1 j j' 

Paso 2. Calcular el N-vector u: 

Pas~ ·3. Calcular el N-vector u: 

U¡= h1 V¡, 

' 

j = N - 1, ... , 1 

J=2, .•.• ,N. 
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P~so 4. Cambiar de signo 

u. = - u .. 
J J. 

j=l, ... ,N. 

Después de que introdujimos esto en el paquete de Moré, 

se eliminó la dificultad que señalamos anteriormente y que 

consistía en que al optimizar los nodos, algunos de estos 

se salían del intervalo o se desordenaban. 

Contamos, entonces, con el paquete debido a Moré que 

realiza el método Levenberg-Marquardt de optimización, ada~ 

tado a nuestro problema de splines y modificado con la sub-

.rutina SIGMA que hace el cambio de variable que hemos re 

señado. Pero, lpara nuestras necesidades futuras, qué pre­

cisión necesitamos? y relacionado con esto, nos planteamos 

la cuestión de reducir el tiempo de cómputo, medido en tér­

minos del número de evaluaciones de la función (NFEV) y del 

número de evaluaciones de la matriz Jacobiana (NJEV). 

Se hicieron gráficas y una serie. de experimentos con el 

fin de determinar, en un número de problemas, la sensibili­

dad del spl1ne con respecto a los nodos. Se lleg6 a la co~ 

clusión de que tres cifras son suficientes para determinar 

un spline. Por Otra parte. con dicha precisión ya determi­

nada, se logró reducir notablemente el tiempo de cómputo de 

la manera que se muestra en el Capítulo V. 
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Las subrutinas que implementan la transformación a de 

la que nos hemos estado ocupando y su inversa son las si­

guientes: 

Algoritmo (XSIGMA). Construye la nueva variable 

a= l·a a )T 
1 ' • •• ' N a partir de los nodos interiores 

1) Para i = 1, .. ~, N + 1 

2) Para i = l, ... , N 

Algoritmo (SIGMAX). Construye el arrego x a partir del 

arreglo a. 

1) Para i = l, 2, .•• , N 

p.~ exp(a.) 
l. l. 

. I_ 

2) Z ~ 1 +PI+ PI P2 + ••• + PI P2••• PN 

3 ) h 1 ·~ ( b - a. ) / Z 
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1) Para 1.. = 1, 2, ... , N 

4 J · Para 1.. = 1, 2, •.• , N 

3. 7 Eje·mp·lo. 

Finalizamos este capftulo con un ejemplo; un ejemplo 

que ha sido utilizado por de Boor [4] y Jupp [12] a causa 

del interés que tiene por ser un problema difícil_ para apr~ 

ximación polinomial debido al pico abrupto y por contener 

errores experimentales. Se trata de 49 datos, mostrados en 

la figura siguiente, y que expresan una propiedad del titanio 

como función de la temperatura. 

Un punto de inicio utilizado por Jupp es 

Xo = (724.984,849.976,910.008,976.184,1042.360) 

y encuentra después de 20 iteraciones 

(835.967,876.402,898.146.,916.315,973.908) 

con un residual de 0.01226 
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Con el mismo punto inicial, nuestros resultados fueron: 

con el método Levenberg-Marquardt sin la transformación a, 

los nodos quedan desordenados e·n el punto final (15 iteracio 

"' nes): 

(820.283,903.174,888.211,903.594,990.3153). 

De~pués que agregamos la transformaci6n a al Levenberg­

Marquardt nuestro resultado es notablemente mejorado, eliminá~ 

dose totalmente la dificultad de los nodos desordenados. Se ob 

tuvo el siguiente punto final (37 iteraciones, residual = 0.08): 

(835.457,876.506,898.167,916.280,974.017) 

El spline con estos nodos aparece en la figura siguiente. 

Nota: Se observa una discrepancia fuerte entre los dos residua 

les, pero ésta es sólo aparente. Jupp [121 p.339, utiliza la 
siguiente f6rmula para el error: 

donde W1 = W 
m 

= 

sotros utilizamos 

1 
2 ' 

(-1- ~ w.le:.!2)1/2 
m-1 i=1 i i 

y W, = 1 
J. 

de otro modo, mientras que no 
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Asf que para hacer una mejor cqmparación multiplicaros por 

el factor 1/(149 - 1), lo que nos da como residual 

0.0115470 

que ya se compara favorablemente con el de ·Jupp. 
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CAPITULO IV 

ESTIMACION DE PARAMETROS EN ECUACIONES 

DIFERENCIALES ORDINARIAS 

4.1 El Problema Matemático. 

117 

Un problema frecuente y muy importante en las Matemáti­

cas Aplicadas es el de estimar los parámetros en un modelo 

que responda a un cierto proceso en estudio. Aquí, nosotros 

consideramos modelos dados por ecuaciones diferenciales. 

El problema matemático lo podemos concebir de la .si­

guiente manera: 

Supongamos que de algGn proceso se han hecho mediciones 

'y se disponep en. conse.cuencia,. de un c.onjunto .de datos. Su­

po~gamos también que se sabe que dicho proceso está modelado 
1 
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por un cierto tipo de ecuación diferencial, la cual se cono­

ce hasta ciertos parámetros. Es decir, estamos suponiendo 

que los datos de que disponernos· {(.t. ,y.) : ,i = 1, ... ,m} corres 
i i -

ponden a una relación funcional y(.t) la cual es a su vez 

solución de una ecuación diferencial que se sabe es de cier­

to tipo, excepto por ciertos parámetros desconocidos que en 

ella aparecen: 

donde C.¡,•••,c.n 

y' =f(.t,lj,C.¡, ... ,c. ), 
n 

son los parámetros. 

Nuestro problema es: determinar valores de los paráme­

tros en la ecuación diferencial de tal manera que, con cie~ 

tas condiciones iniciales, la solución de dicha ecuación 

diferencial mejor ajuste a los datos. 

Digamos el enunciado del problema en una forma un poco 

más general, en el sentido de que la ecuación diferencial -

puede ser un sistema: supongamos dado un sistema de ecua­

ciones diferenciales ordinarias 

IJ{ = f¡(.t,y,y) 

IJ' = f (.t,y,y) 
p p 

donde las componentes del vector 

metros cuyos valores num~ricos se desconocen. Suponemos 
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también que la solución es conocida en puntos {.t. :i. = 1, ... ,m}; 
l. 

son l os dato s . El pro b l e r.i a es e-n con t r a r va l o res de c. 1 , ••• , c. 
n 

de tal manera que la solución, con ciertas condiciones inicia 

les, mejor se ajuste a los datos. 

4.2 Antecedentes. 

Una solución de este problema, descrita por Bard [11, 

van Domselaar y Hemker [ 5], y Benson [ 3], ha sido usada y 

sus ideas centrales trataremos de resumir: Para ello usare­

mos aquí una notación que remarca la dependencia del paráme­

tro Y. Representemos al sistema diferencial en notación 

vectorial y escribámoslo con-sus condiciones iniciales, que 

suponemos dadas 

{ 
Y' (.t,y) = f(:t,y,y) 

y(.to,Y) = Yo(p) • 

Denotemos el vector de observaciones por 

y =(y , ... ,y )T 
1 m 

donde y. es un valor observado de una componente de y para 
l. 

el valor de .t .. Definamos la función Y dada por 
l. 

donde y(.t.,y) es aquella coMponente de y(.t. ,Y) que corres-
1 l. 

pande al valor observado y., l~i.o;;k. 
l. 
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La función residual depende del parámetro y: 

e:{y) = Y(y) -Y. 

Y entonces el problema consiste en determinar el vector 

y para el cual se minimiza la suma de cuadrados 

11 e:( y ) 11 ~ = 11 Y ( y ) - YII ~ • 

Notemos que para obtener Y(y) hay que integrar el sis­

tema de ecuaciones diferenciales. También observemos que, 

en el proceso de minimización de la suma de cuadrados, hay 

que calcular la matriz Jacobiana de la función s(y): 

J .. (y)= 
J. J 

as.{y) 
J. . 

a c.. 
J 

oY.{y} 
J. = a c. . 

J 

Esta matriz Jacobiana se obtiene de una familia de sis­

temas de ecuaciones diferenciales que se obtienen para cada 

componente de y. Esto da un conjunto grande de ecuaciones 

diferenciales: 

IJ' ( .t' y) = f ( .t' IJ' y) 

IJ~l(.t,y)= fd¡(.t,y,y) + fy(.t;y,y) ljc¡(.t,y,y) 

y' ( .t • y ) = f ( .t ' IJ ' y ) + f ( t ' IJ ' y ) IJ ( t ' IJ ' y ) • e e y en 
n n 

Sistema este que debe resolverse con algún método numé 

rico. 
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Objeciones. 

a) La solución de la ecuación diferencial puede ser 

muy sensible a las condici¡nes iniciales, lo que hace difi­

cil la integración de dicha ecuación. 

b) Durante el proceso se hace necesario integrar va­

rias veces todas las ecuaciones diferenciales, posiblemente 

con un método especial (por ejemplo si ~1 sistema es stiff). 

c) No existe simplificación alguna cuando los paráme-
~ 

tros aparecen linealmente. 

4.3 El Método de Varah. 

J. M.Varah [18) ha propuesto un método directo y sim­

ple que supera todas las dificultades anteriores. Nosotros 

nos hemos propuesto hacer una exposición de tJl método y so­

meterlo a prueba con algunos ejemplos. 

El método es el siguiente: 

(1) Ajustar los datos con un spline cúbico. Esto es, 

para cada componente {y. :j =1, ... ,p}, construir un spline 
J 

cúbico .6j(.t), con nodos {~k: k. =1, ... ,q}, escogiendo 

tal spline de manera que se minimice la suma de los cuadra­

dos de las desviaciones en los puntos dato. Sin embargo~ 

los nodos deben escogerse muy cuidadosamente, buscando que 

el spline de ajuste también describa la tendencia de los da 

tos. 
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{2) Cuando este spline ha sido encontrado, se determi 

nar5n los par5metros de manera que se minimice la suma de 

cuadrados de las desviaciones en la ecuación diferencial -
.. 

evaluada en un conjunto de puntos muestrales {-t. :.i. = 1, ... ,M}. 
1 

Esto es, se determina y tal que 

p 
m.ln .~ 

y J=1 

M 
-~ [-6 1.{t.) ~f.{.t. ,-6,y)] 2 
1=1 J 1 J 1 

Nótese que si los par§metros y aparecen linealmente, lo 

que resulta es un problema lineal de suma mínima de ~uadra­

dos, el cual puede resolverse por una factorización QR o 

usando las ecuaciones norm~les. Adem§s, nótese que ninguna 

integración de las ecuacione~ diferenciales se ha hecho y -

ningunas condiciones iniciales se han usado. 

Comentarios. 

Después que los datos han sido ajustados por un spline 

cúbico, es muy importante revisar su gr§fica. No basta ob­

tener un residual pequeño; debe manifestarse la tendencia de 

los datos; debe tenerse presente que no es sólo u~ spline 

de ajuste, es una curva que aproxima la solución de una ecua 

ción diferencial. 

De la misma manera la elección de los puntos muestrales 

es conveniente hacerla tambi~n interactivamente. Es algo a~ 

bitraria y conviene hacerla de tal manera que el comporta-
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miento de la solución quede adecuadamente representado. De 

la misma manera que para los nodos,es necesario desarrollar 

un 11 sentimiento" de cuántos puntos son suficientes y dónde 

colocarlos. 

Una vez que el parámetro y ha sido determinado, hay que 

checar su validez integrando el sistema diferencial con tal 

valor del parámetro. 

Una nota final que debemos hacer, hace referencia a una 

situación que es posible encontrar en la práctica. En oca­

siones ocurre que teniendo como modelo un sistema de ecuaciones 

diferenciales, sólo se conocen datos para algunas, pero no -

todas, las funciones componentes del sistema. Algunas 1eces 

es posible eliminar esta dificultad convirtiendo al sistema 

dado en uno de orden mayor en el que sólo aparecen la~ incóg­

nitas de las que se conocen datos. Naturalmente que esto pu~ 

de hacerse únicamente cuando aquellas otras variables pueden 

resolverse explícitamente a partir del sistema dado. Esto es 

lo que se hace en uno de los ejemplos que presentamos en el -

siguiente capitulo. Y como aumenta el orden de la ecuación -

diferencial, se requiere la segunda derivada del spline A{t). 

4.4 La Subrutina AMGEAR. 

Una de las subrutinas que en la práctica se ha probado . 
ser más efect·ivas para 'la solución de sistemas'de ecuaciones 
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diferenciales, es la creada por Gear [ 7], tanto para siste­

mas no-stiff, como stiff. Podemos decir, a grosso modo, que 

un sistema es stiff si contiene tanto componentes que varían 

muy rápido como componentes lentas, ambas con un comportamie~ 

to de decaimiento. En esta subrutina la que nosotros hemos 

utilizado para integrar los sistemas que aparecen más adelan 

te. 

La subrutina AM~EAR incorpora dos métodos de solución 

de orden y longitud de paso variable; un método Adams de ór­

denes 1 a 7 para ecuaciones no stiff y un método de Gear de 

órdenes 1 a 6 para ecuaciones stiff. Ambos métodos utilizan 

una f6rmula predictor-corrector, con iteración del corrector 

para la convergencia. Consisten en discretizar el intervalo 

[ x 0 , xF] en una malla de (n.+1) puntos determinados automáti­

caniente por la subrutina. Una fórmula de orden uno es usada 

para empezar, pero es incrementado conforme la integración 

avanza. La longitud de paso es controlada por la subrutina 

para controlar (si es posible) el error estimado dentro de 

una tolerancia especificada. 

4.5 Derivadas de un Spline Cúbico. 

Puesto que las funciones y.(:t) que aparecen en el sis-
1. 

tema diferencial van a ser aproximadas por un spline ~(t), 

es obvio que necesitamos un algoritmo para evaluar la prime­

ra derivada del spline ~(.t) con respecto a la variable in-



125 

dependiente t; y por lo que dijimos arriba, tambiin vamos a 

necesitar evaluar la segunda derivada d2 .6{t) .. 

dt 2 

Una fórmula para la derivada de un 8-spllne es la si-

guiente 

que puede probarse por inducción y utilizando la fórmula de 

recursión 

del capitulo II. 

Para k =3: 

Por otra parte, recordemos que habíamos mostrado, al 

final del capitulo II, que si ~i ~t~~i+ 1 , el spline cúbi­

co .6(t} está dado por 

.6 ( t) 
i 3 

= . 1:. 3 a . 8 . { t) . 
J=J.- J J 

Por lo tanto, tendremos 

+a. 
J.-2 
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= a [ 3 82 (.t) - 3 s21.·-2(.t) ] 
i- 3 F,;i - F,;i-3 i- 3 F,;i+1 - F,;i-2 

3 2 3 
+ ª·-1( F.: F,; 8 i-1(.t)- F. - F,;. B~(.t)J 

1 i+2 - i-1 i+3 1. 1 

+ [ 3 B~(.t) 
3 

8 f+1(.t)J ª· -
l. F,;i+3 -e l. F.i+4 - F,; i+ 1 l. 

ªi-3 a . 2 - ªi-3 3 8 f-3(.t) +3 l. -
8 f-2(.t) -

F.. - e 3 F,;i+ 1 - F,;. 2 
l. l. - ].-

ªi-1 -ai-2 
+ 3 F. F,; 821·-1(.t) + 

i+2 - i-1 
B~(.t) 

l. 

a. 
- 3 F. l.F. 821.·+1(.t) 

i+4 - i+ 1 

ªi-2 - a. 3 ªi-1 - ªi-2 
3 l.-

B!-2(.t) + 3 8 f-1(.t) = 
F,; i+ 1 - F,;. 2 F,;i+2 - F,; • 1 1- l. -

ª· a. 1 
B~ 3 l. - 1.- ( .t) + 

F,; i+3 - F. : l. 
l. 

Por otra parte, puede demostrarse directamente que 
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(:t - E;) { E;i+2 -:t} { E;i+3 -:t}{:t - E;i+1} 

( E;i+2 - E;) ( E;i+2 - E;i+1) + ( E;i+3 - E;i+1 ){ E;i+2 - E;i+1) .. ' 

B~ { :t}= 
l. 

(E;i+3 -:t} 2 

Los algoritmos para la primera y segunda derivada. 

Algoritmo. (DERIVA}. Conociendo los coeficientes {a. : J.. = 
l. 

1, ... ,n}, los nodos {E;. :J.,=l, ... ,n+4}, el real :t, y el 
l. 

entero k tal que E;k ~:t~E;k+ 1 ' con este algoritmo se encuen-

tra la derivada de un spline cúbico evaluada en :t. 

l} 

2} 

3) 

B~-1 

82 
k 

<-

(:t -E;k-1}(E;k+1 -:t} (E;k+2 -:t)(:t -E;k} 
<- -----------+ 

( E;k+ 1 - E;k-1) ( E;k+ 1 - f;k} ( E;k+2 ·- E;k) ( E;k+ 1 - E;k} 

<-
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4) dJ.i ( .t) 
<- 3 ªk-2 - ªk-3 

8 2 + 3 
ªk-1 - ªk-2 

ª~-1 d.t-
l;k+1 - l;k- 2 k-2 l;k+2 - l;k-1 

ªk - ªk-1 
+3 82 

l;k+ 3 - l;k k 

FIN 

Para la segunda derivada de un spline de grado k tene­

mos la siguiente fórmula: 

d 2 i k 
.1;. ka. B.= 

d.t2 J=J.- J J 

Para k = 3, únicamente queda 

2 i 
d .~. ª· B~ = 

d:t.2 J=J.-3 J J 

ª· -a. 1 ª· 1 -a. 2 
l. l. . i- i- ]B.1 + 6 [ - -

T t; i + 3 - f; i > ( E; i +.2 - E; i ) { E; i + 2 - t; i - 1 ) { E; i + 2 - 1; i1 1 



ª· 1 - ª· 2 = 6 [ ____ 1_-__ 1_-__ _ 

(f;i+2 - f;i_,)(f;i+1 - f;i-1) 

ª· 2-a. 3 1- 1-----------] 
(f;i+1 - f;i-2)(f;i+1 - f;i-1) 

ª· 1 - ª· 2 1- 1- ] ----------

f;i+l - t. 

f;i+1 - ti 

t -f;. 
1 
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Esta fórmula la implementamos en la subrutina DERSEG p~ 

ra evaluar la segunda derivada de un spline ~(t) con respe~ 

to a la variable independiente t. 

Las Subrutinas KLOCAT y PUNTOS. 

Hemos visto que en la aplicación de nuestro método para 

estimación de parámetros, frecuentemente se requiere, dado 

un valor real~, determinar el entero k tal que 

f;k E:; t < f;k+1 º 

Este trabajo lo realiza el siguiente algoritmo. 

Algoritmo. (KLOCAT). Dados los nodos f; 4 ,f; 5 , ••• ,~ , y el 
n+1 

punto t, este algoritmo encuentra k. tal que ~k ~t <f;k+l' 

con k,;;;i,4 y k.<(n+l). 

1) Si (t < ~4 ó t>~n+l) escribir 11 t está fuera de inter­

valo" y salir. 

2) Para j=4, .. ,n 

1) Si (t<f;. 1 ) pasa a 3) 
·---- J+ 
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3) KLOCAT = j 

4) Si (.t = s 1 ) 
n+ KLOCAT = n 

FIN 

La construcción que realiza la subrutina PUNTOS es 

muy útil en el paso (2) de nuestro método de estimación de 

parámetros, pues construye un conjunto de puntos nuestrales 
,... 

{.t. :-l=l,~ .. ,M}, con una libertad suficientemente amplia. 
1 

Algoritmo. (PUNTOS). La salida es un arreglo unidimensional 

TM( ) que contiene al conjunto de puntos muestrales y un en­

tero NM que es el totpl de puntos muestrales construidos. 

1) Se leen los extremos .del intervalo en el- que van a es-. 

tar contenidos los puntos muestrales. 

2) Se lee el número de subintervalos en que se quiere divi 

dir el intervalo total. 

3) Se leen los extremos de tales subintervalos. 

4) Se lee para cada uno de los subintervalos el número de pun­

tos equidistantes que se desea tenga dicho subintervalo. 

5) Se construyen los puntos muestrales dentro de cada sub­

intervalo y en el arreglo TM( ) quedan almacenados to 

dos los puntos muestrales, que incluyen a los extremos 

de todos los subintervalos. 
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4.6 Ejemplos. 

Aqui sólo vamos a incluir los resultados finales y mejQ 

r~s, obtenidos por nosotros en algunos problemas tipicos y 

significativos que se encuentran en la literatura. Una des­

cripción más detallada la dejamos para el siguiente capitulo. 

EJEMPLO A. El problema de Bellman [ 2]. 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 

tJ o.o 1.4 6.3 10.4 14.2 17.6 21. 4 23.0 

t 10 12 15 20 25 30 40 

tJ 27.0 30;4 34.4 38.8 41. 6 43.5 45.3 

Estos datos se obtuvieron de una cierta reacción quími­

ca. La ecuación diferencial incluye dos parámetros que apa­

recen linealmente. 

Con un nodo y 40 puntos muestrales, obtuvimos 

e: e: . . 
QJ QJ 4- -o 

a, •,- o e ,... e ,... o ,-- -o o 
11:S .,.. 11:S 11:S ,u u 
::, ,... ::, . ::, s.. 

-o o. -o u -o O) s.. . .,.. Vl .,.. lJJ .,... a, o u 
Nodo Vl :/1 p á t VI.µ .,...., .,.. 

a, ,-- a, 11:S a r m e r os <lJ e a, e o::: a, o::: ,... 

~- :E: .,.. 
·-

20.22 2.660 0.618 0.46 -s -1. 43 X 10 ;0.30x10 :}_!_ 
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Varah obtiene (también con un nodo y 40 puntos muestra-

les) 

20.2 2.7 0.98 0.47 X 10- 5 ;0.31 X 10- 3 3.7 -1.49 

La curva solución de la ecuación diferencial y los da--

tos del problema pueden verse en la siguiente gráfica. 

:;;e \ 0 ¡¡;: :;, :::: :~, :¡:¡ :e!\ /i: ¡,¡; :g¡ ;,¡; _::_ ,fü ':!: :¡:¿ ;;,_ ~~ :¡~ J:; 
:~i~ ::~¡ ~~i !if ~~~ :!~ ~t~ ~i :::= f~. f¿~ .. : .=·?:~ Ii ~ ·::~ ~:. ~f¡ ig; 
:''' ;::: :¡:: g:: I: ':': :=' I 0 :::- :;:_ ::: :::- :::: ;§: ;;;¡ :::: ,::, "'; ::=: '':' 
:'~ i:' -::: ~é. :i[: :~ ~ ;if. ,je_~ c;f :,:-' ·§, ~ ::;: :¡g ';J. ;:;: \/ 
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EJEMPLO B •. El problema de Barnes, Ref. [5 ]. 

El sistema con dos ecuaciones 

en el que aparecen 3 parámetros linealmente, es el bien cono 

cido sistema de Lotka-Volterra de la ecología matemática, p~ 

ro también modela una reacción química. Los siguientes da­

tos contienen un error de alrededor del 10%, lo que debe to 

marse en cuenta. 

t:. o.o 0.5 

tJ 1 1.0 1.1 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

1.3 1.1 0.9 0.7 0.5 0.6 

4.0 

0.7 

4.5 5.0 

0.8 1.0 

y 2 0.3 0.35 0.4 0.5 0.5 0.4 0.3 0.25· 0.25 0.3 0.35 

Con un nodo y 20 puntos muestrales, obtuvimos resultados 

que coinciden con los de Varah: 

Residual Residual Mejores 
Nodo en la integrado condiciones 

ec.dif. p a r á m e t r o s iniciales 

3.0 1.260 0.8461;2.135;1.913 0.3530 1 l. 02; o. 25J 
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EJm1PLO c. El problema del enzima. Ref. [18]. 

C. 4 4991 .e.n t - c.2 
y{= c.i(27.8-y 1 ) + 2 . 6 (y 2 -y 1 ). + -- e.xp[-0.5[----] 2 ] 

t.,/2; C. 3 

c. 4 y; = 'F:7 (y1 - Y2) 

t O. 1 2.5 3.8 7.0 10.9 15.0 18.2 21. 3 

Y1 27.8 20.0 23.5 63.6 267.5 427.8 339.7 331.9 

t 22.9 24.9 26.8 30. 1. 34.1 37.8 42.4 44.4 

~'i 243.5 212.0 164.1 112.7 88.1 76.2 62.3 58.7 

:t. 47.9 53.1 59.0 65 .1 - 73.1 81.1 91. 2 101. 9 

Y1 41. 9 40.2 31. 3 ·30. O 30.6 23.5 24.8 26.1 

;t 115.4 138.7 163.2 186.7 

Y1 33.3 17.8 16.8 16.8 -

La ecuación diferencial es un modelo que representa la 

concentración del enzima en la sangre, dentro y fuera del -

corazón, en un periodo de tiempo. Existe aqui la difi·cul­

tad de que sólo se tiene~ los datos de las observaciones co 

rrespondientes a sólo una de las variables, y 1 • Esta di­

ficultad se superó, como se indicó antes, resolviendo para 

Yi en la primera ecuación, diferenciando y substituyendo 
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en la segunda ecuación, para obtener una ecuación de segu~ 

do orden en y 1 únicamente, [ver un capítulo más adelante]. 

Este problema es más difícil que los dos anteriores a 

causa de que los parámetros aparecen no-linealmente y porque 

los datos son difíciles de ser ajustados a causa del brusco 

ascenso y descenso que presentan. 

Con 4 nodos y 40 puntos muestrales obtuvimos los siguie~ 

tes resultados 
• 

----
Residual Residual 

Nodos en la p a r á Ec. Dif. m e t r o s integrado 

8,11,23,43 6.66 0.239,-2.634, 0.368, 0.297 109 

que pueden compararse satisfactoriamente con los de Varah: 

8,11,23,43 15.5 0.257, 2.620,0,364, 0.290 70 

La gráfica de la siguiente página muestra la solución 

de la ecuación diferencial con nuestros parámetros. 

EJEMPLO D. La logística. 

C.¡ 'C.2 > o. 
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.t. o 4 7.5 25 31 48.75 52 58.5 

y 8 6 6 7 8 10 13 18 

.t. 72.7 78 95 96 108 112 133 136.75 

y 33 38 76 78 164 175 280 300 

.t. 143 156.5 166.7 181 

y 320 405 385 450 

Los datos corresponden el crecimiento de una población 

de bacterias. Si escribimos la ecuación diferencial en la 

forma 

vemos que los parámetros aparecen )inealmente. 

139 

Aplicando nuestr~ método de estimación de parámetros 

en ecuaciones diferenciales con 3 nodos y 40 puntos muestr~ 

les, obtuvimos los resultados que aparecen en la siguiente: 

tabla. 

Residual en la 

Nodos P a "" r a m e t r o s Ec. Difirencial 

25,100,140 0.04608, 0.00009570 3.729 

Asi, pues, hemos determinado los parámetros k1 y k2 • 

La ecuación queda 



y'= 0.04608 y-0.00009570 y2 

o bien 
lj 1 = 0.0009570 y (481.5 - y). 

Integrando esta ecuación, con la condición inicial 

Yo= 1.5, nos da la surva de la siguiente figura 

O rv 1.c, Jó 110 5'º •" 10 ~ '10 10<> uo uo 1'lO 1'{0 1= 1u, ne, ,t0 

140 
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' 

CAPITULO V 

CONCLUSIONES Y EJEMPLOS 

5.1 Observaciones y Conclusiones. 

Con los ejemplos siguientes tratamos de mostrar de ma­

nera concreta la efectividad de nuestros métodos, en primer 

lugar del uso de splines cúbicos con nodos libres en la apr~ 

ximación y después, de la estimación de parámetros en ecua­

ciones diferenciales con el método indicado en el capítulo 

IV. Pero también consideramos necesario hacer algunas obser 

vaciones sobre las dificultades que se presentan. 

Un invariante que aparece en todos los ejemplos, es la 

notdble mejor~a que s~ obtiene en el ajuste de datos cuando 

se considera a los nodos como variables. Además, puesto que 
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encontrar los nodos óptimos significa resolver el problema 

m-ln F ( x, a ) = m-ln II f - A ( x) all 2 , 

resulta que, si el método Levenberg-Marquardt converge a un 

mínimo, esto es bastante satisfactorio, pJesto que sabemos 

que el método Levenberg-Marquardt es un método robusto, 

confiable, seguro y económico. 

Sin embargo, bajo ciertas condiciones se produce el de­

safortunado fenómeno, intrínseco al problema de splines con 

nodos libres e independiente de los datos, de que la función 

F(x,a) varía muy lentamente con x. Esto conduce a una doble 

dificultad. Por un lado una convergencia sumamente lenta del 

Levenberg-Marquardt. Y por el otro lado, la existencia de nu 

merosos punto~ estaciqnarios, no necesariamente mínimos, que 

de hecho son sclucio~es indeseables del problema y a las que 

puede conducir una aplicación del método Levenber -Marquardt. 

Una solución a esto la proporciona la transformación a 

de la que hablamos en el capítulo III. 

Aún más. El método Levenberg-Marquardt está diseñado 

para aplicarse a problemas en que lds variables independie~ 

tes no tienen restricciones, sin embargo en nuestro caso; el 

conjunto de nodos debe satisfacer, como afirmamos al inicio 

del capítulo III, las condiciones 
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Por ello, en ocasiones, cuando aplicamos el método Le­

venberg-Marquardt en estas condiciones al problema de splines 

con nodos libres, tal método proporciona soluciones inacepta­

bles: soluciones en que los nodos han perdido la relación de 

orden que deben cumplir. Otra vez la transformación a, al 

liberar a las variables de las restricciones, proporciona so 

luciones factibles y se obtiene ciertamente un conjunto de no 

dos correspondiente a un mfnimo (local} ·de la función. 

Esto es, el método Levenberg-Marquardt dotado de la 

transformación a, converge a una solución, eliminando el pr~ 

blema del aletargamiento y la existencia de soluciones inde­

seables. Naturalmente, hay que pagar un precio por ello, y 

esto equivale a un mayor tiempo de cómputo: entre un 30% y 

50% mayor, porque hay que hacer más operaciones, entre ellas 

un mayor número de evaluaciones de la función ·y de la matriz 

Jacobiana. 

Emerge aquf un problema importante. lCómo detener la -

ejecución del problema? Se está realizando un proceso itera 

tivo en el que se construye una sucesión {xk} tal, que es­

peramos que xk converja a un mfnimo x* de una función 

UF(x)U. Asf, en forma natural existen dos criterios funda­

mentales de detención del programa. Si llamamos F~OL y XTOL 

a dos constantes positivas, podemos detener el programa si 

el error relativo en la suma de los cuadrados es a lo más 

FTOL o si el error relativo entre dos iteraciones consecuti-
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vas de x es a lo más XTOL. Resulta necesario hacer una ade­

cuada elección de estas tolerancias en el error. Una exi­

gencia demasiado grande puede llevar a un trabajo demasiado 

grande e inútil. Por el contrario, pedir poco, puede ser P.Q.. 

co provechoso y conducirnos a aproximaciones demasiado malas. 

Nosotros, después de numerosos ensayos logramos determinar 

que para nuestros propósitos de determinar el spline óptimo, 

una tolerancia en ambos casos de 10-s es suficiente y útil. 

Por otra parte, determinar el número de nodos a usar es 

un problema delicado. Un número escaso de nodos puede ser 

insuficiente, un número demasiado abundante de nodos, puede 

ser excedido. La práctica y-el análisis de cada problema -

particular pueden ayudar a deterwinar el número de nodos más 

adecuado. En todo caso es aconsejable proceder interactiva­

mente, haciendo gráficas,variando el número de nodo~ y hacien 

do comparaciones con los residuales respectivos. 

Especial importancia tiene esto cuando se está constru­

yendo el spline que ajusta los datos en un problema de estima 

ción de parámetros en ecuaciones diferenciales. Es frecuente 

en este caso que los datos contengan errores experimentales, 

y por ello debemos buscar que el spl·ine refleje la teridencia 

de los datos, ya que este spline ha de imitar la soluc~ón de 

una ecuación diferencial, precis~mente aquella solución que 

mejor se aju,ste .a los .datos. 
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Así pues, una importante enseñanza adquirida, es la ce~ 

teza de que para obtener una aproximación spline razonable, 

es necesario proceder interactivamente haciendo gráficas, 

variando el número de nodos y buscando representar la ten­

dencia de los datos. Pocos nodos nos pueden dar una mejor 

representación aunque el residual no sea tan pequeño, pues -

una curva spline que se apegue demasiado a los datos puede -

ser inconveniente desde el punto de vista d~ la tendencia 

que los datos manifiestan; esto puede verse claramente en 

los ejemplos 4 y 5 que aparecen más adelante. 

Usar precisamente splines cúbicos para ajustar los da­

tos en el problema de estimación de parámetros no deja de -

ser importante, porque la derivada J 1 (t) tiene que ser usa­

da para aproximar la derivada de la función y(t), y son c~ 

nocidas las dificultades de este problema con otros medios, 

en tanto que el uso de splines cúbicos ha mostrado sus venta 

jas. 

Pero la principal ventaja, a nuestro modo de ver, de e~ 

te método de estimación de parámetros es que no se requiere 

integrar las ecuaciones hasta determinar los parámetros. E~ 

to significa menor trabajo computacional y menor complejidad 

en los programas. Tampoco se requiere usar condiciones ini­

ciales, y cuando hay libertad de hacerlo estas pueden elegi~ 

se al final de manera más o menos libre, con los parámetros 

ya determinados. 
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Análogamente, si los parámetros aparecen linealmente 

en la ecuación diferencial, es posible utilizar esto para 

resolver sólo un problema de suma minima de cuadrados lineal, 

lo cual significa, otra vez, menor trabajo computacional, asi 

como mayor precisión en los cálculos. 

Un problema que queda es el de la elección de los pun-
A 

tos muestrales {t.} que mencionamos en el capítulo IV. No 
l. 

hay un método y nuestra ~xperiencia es que no hay necesidad 

de usar una gran abundaílcia de ellos y frecuentemente el co­

locarlos igualmente distribuidos en el intervalo da buenos -

resultados. Pero más experimentos y ensayos con nuevos pro­

blemas creemos que son nece~arios. 

5.2 Ejemplos de Ajuste con Splines con Nodos Libres. 

EJEMPLO 1. La. óunc.i6n f{;t) = t 2 .6en t. Es un ejemplo sen 

cillo el ·que hemos construido con esta función. Los puntos 

los elegimos tomando 50 abscisas equitativamente distribui­

das en el intervalo [ -ir, 2ir]. 

En el caso de dos nodos ya se palpa de manera fuerte 

el mucho mejor ajuste que se logra ~ptimizando los nodos; 

el residual ha sido reducido de 67.53 a 4.45. Con cinco no 

dos casi no hay error. Sin opt1mizar los nodos el ajuste 

es ya bueno, porque los coeficient~s del spline se tbman, 

como en tod¿s los casos, buscando minimizar las diferencias 
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en los datos y se manifiesta también la. gran virtud de apro­

ximación a las curvas que poseen los splines cúbicos. 

Con el método Levenberg-Marquardt en ocasiones se obtie 

nen nodos desordenados. Después de introducir la transforma 

ción sigma no se observa esta dificultad. 

Las figuras 1 y 2 muestran los splines correspondientes 

a algunos de los resultados obtenidos. 

En la segunda columna expresamos el método utilizado. 

x 0 es el conjunto de nodos iniciales. 

Nodos 
Xo Método Optimiza- Residual Grad NFEV NJEV 

dos. 

-0.666 LM 2.066 4.45 10-a 26 21 2.333 3.000 . 
2 r.: - . :) -1.027 

-0.5 LM 1.020 1.26 10-10 21 14 
1.0 3.159 

-2 -0.987 
o LM 0.907 
3 3.277 0.43 10-10 17 10 
5 5.508 

-2.5 -2.892 
-0.4 0.320 
o.o LM -2.383 58 36 2.0 3.398 [ no hubo orden] 
5.3 4.873 
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Método Nodos Resi-- Grad NFEV NJEV Xo 
Optimizados dual 

-1.5 -1.168236 
-0.4 LM -0.485310 0.42 10- 9 19 14 1.5 0.862764 
3.0 3.281149 
4.0 5.505520 

LM/ -1.168235 
SIGMA -0.485352 

' ' 
0.862755 0.42 10-s 26 19 
3.281160 
5.505396 

Tabla l. 
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EJEMPLO 2. El P4oblema del T~~anio. 

Este es un interesante y difícil problema que ha sido 

usado por de Boor (4 J y por Jupp (12 J por las dificultades 

que t1ene la aproximación a los datos, digamos, por polino­

mios. Sin embargo, la técnica de ajuste con nodos libres -

muestra su excelencia. 

Jupp encuentra para el caso de 5 nodos que existe una 

disposición óptima, la cual es 

(835.967, 876.402, 898.146, 916.315, 973.908). 

Nosotros hemos obtenido los resultados que aparecen en 

la siguiente tabla para 4,5 y 6 nodos, tomando inicialmente 

un conjunto más o menos arbitrario. Los splines correspon­

dientes se muestran en las figuras 3,4 y 5. 
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Método Nodos Residual Grad tffEV NJEV XO 
Optimizados 

800 
900 LM 
930 
980 No hubo 

orden 
LM/ 898.75 

11 SIGMA 904.94 
910. 75 0.64 10-7 39 22 
974.76 

750 
850 
930 LM 
960 No hubo 
1000 orden 

LM/ 835.45 
SIGMA 876.53 ' 

' ' 898.13 0.09 10-6 11 11 
916. 31 
974.00 

840 835.461 
900 LM 876.302 
905 899.097 
910 914.019 0.08 10-7 42 24 
920 935.673 
1000 970.718 

Tabla 2 
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EJEMPLO 3. La LoglJtica. Como se dijo en el capitulo IV, 

los datos experim~ntales corresponden al crecimiento de una 

población de bacterias. Al hacer el ajuste mediante splines 

con nodos libres, encontramos que dos nodos no son suficien­

tes pero tres si lo son. Para el mitodo Levenberg-Marquardt 

encontramos dos nodos que se colapsan. 

Meto- Nodos Residual Grad NFEV NJEV Xo 
do Optimizados 

105 LM~ SIGA 97.3 40.40 10-s 36 25 [Figura 6] 
155 169.8 

25 78.21906 
100 LM 78.21960 38.46 10-1 38 18 [Figura 7] 
140 166.68125 

LM/ -O. 0900 
, , SIGMA 0.7610 49.78 10-2 24 19 [ Figura 8] 

85.9322 

Tabla __ 3 
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EJEMPLO 4. El Problema de Barnes. Los datos de este probl~ 

maya han sido presentados en el capítulo IV. Este es un -

ejemplo de cómo una aproximación muy buena es inconveniente 

para nuestros propósitos de mantener la tendencia de los da 

tos y de imitar la solución de una ecuación diferencial. Lo 

que se muestra en este problema es que con sólo un nodo se 

obtiene un spline mucho mejor en ese sentido, que con 3 no-
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dos, porque en este caso el spline de ajuste sigue demasiado 

a los datos y aunque es menor el residual se pierde lo que 

hemos llamado la tendencia de los datos. 

Empecemos con tres nodos y los datos de y 1 • Hacemos no 

tar además otro aspecto de la cuestión. La notable reduc-­

ción de tiempo de cómputo que se alcanza en el método Leven­

berg-Marquardt con la transformación sigma. Esto se observa 

en las columnas NFEV y NJEV que, como ya dijimos, son el nú­

mer0 de evaluaciones de la función y de la Jacobiana, respef 

tivamente. 

Méto- Nodos Resi- Grad. NFEV NJEV Xo 
do- Optimizados dual 

0.9 LM 0.831 
2. 1 1.000 0.08 10-10 88 67 
2.6 2.917 

LM/ 0.597 _s 
11 

SIGMA 1.001 0.08 10 22 16 
2.917 

Tabla 4 
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Veamos la· gráfica del spline con los tres nodos optimi 

zados utilizando cr, (figura 9). Este es el spline cúbico 

con tres nodos que mejor ajusta· los datos. Pero observemos 

su mal comportamiento en el intervalo [ O, 0.5]. Pero si re 

ducimos a uno el número de nodos obtenemos los resultados de 

la tabla y el spline de la figura 10. 

Nodo 
XO Método Optimizado Residual Grad NFEV NJEV 

1.0 LM 3.048 0.16 10-
7 

28 19 

3.0 11 11 11 10-ª 22 10 

Tabla 5 
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Asi pues, con un nodo, tenemos la posición óptima en 

3.048. Por otra parte, para y2 : 

Método Nodo Residual Grad NFEV NJEV Xo 
Optimizado 

3 LM 1.287 0.08 10-9 29 17 

Tabla 6 

Y la sigura 11 muestra que, conciliando para las dos fun­

ciones, podriamos tomar el nodo 3 como adecuado. Ciertamente, 

al estimar los parámetros en la ecuación ciferencial, da bue­

nos resultados, como se muestra más adelante. 
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EJEMPLO El P.robl,ema d'.e Bellman. Los datos están incluí 

dos en el capítulo IV. Tenemos en· este ejemplo, con sólo 

5 

una función, un co~portamiento parecido al .. del ejemplo ante 

rior: un nodo es mejor que 2: 

... 
X ... ··Metodo· Nodos Resi- Grad. 'NFEV ·NJEV 

o _Ootimizados dual 
9.0 LM 20.22 2.66 10- 1º : 13 11 

' 
10 LM 2.68 0.896 

. -ª 10· . 23 13 

·25 -· 12.13 

Tabla 7 

1 ,. 
' 



EJEMPLO 6. 

dos en el 

El problema del enzima. Los datos están 

capítulo IV. Con cinco nodos obtenemos el 

te .resultado. 

Xo 
Méto- Nodos Resi- Grad. NFEV NJEV do Optimizados dual 

6.0 6.94 
9.0 LM 9.33 _4 

10 .C'· 10.22 62.02 10 24 14 
22.0 22.70 
42.0 42.83 

LM/ 6.96 
11 SIGMA 9.45 

10. 21 11 10-3 15 9 
22.70 
42.83 

-

Tabla 8 
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siguie.!!_ 
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EJEMPLO 7. El Problema de Brunhilda. Los datos de la si­

guiente tabla se refieren a la distribución de un sulfato 

radiactivo inyectado en la sangre de una mandril llamada 

Brunhilda, Jennrich y Bright [10]. 

.t 2 ·4 6 8 10 15 20 25 

tj 151117 113601 97652 90935 84820 76891 73342 70593 

.t 30 40 50 60 70 80 90 110 

tj 67041 64313 61554 59946 57698 56440 53915 50938 

.t 130 150 160 170 180 

tj 48717 45996 44968 43602 42668 

Tabla 9 

Para ajustar estos datos con un spline utilizamos dos 

nodos, 15 y 80. Intentamos optimizar estos nodos con el mé­

todo Levenberg-Marquardt y éste no nos dá solución aceptable .. 

Al utilizar el método Levenberg-Marquardt con la transforma­

ción a, obtenemos el primer nodo en 11.71 y el segundo co­

lapsado con el poste derecho (180). 
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Méto Nodos Residual -
Xo do Optimizados Grad. NFEV NJEV 

15 LM 11.996 
80 827.54 

(Fuera del 
intervalo) 

LM/ 11. 71 
104 

' ' SIGMA 8116 32 24 
179.57 

Tabla 10 

En realidad no sabemos interpretar estos resultados, y 

más aún viendo la siguiente figura que representa los dos -

splines, los cuales, aparentemente son un ajuste muy bueno. 

'-
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PROBLEMA 8. Los siguientes datos expresan los cambios en 

los precios mundiales del azúcar en un período de 30 años. 

t:, o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

lj 7 3 1 3 o 4 6 10 15 18 15 15 35 44 

t:, 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 

IJ 19 22 74 50 38 37 29 16 7 3 10 13 10 8 

.¡. 28 29 30 -l.. 

IJ 10 6 5 

Tabla 11 

Jupp [12] estudia .este problema para ajuste con splines 

con nodos libres y para el caso de 7 nodos determina un ópti 

mo 
x* = (7.4, 10.14, 10.40, 13.23, 15.27,15.62,15.97) 

que incluye una confluencia doble y una confluencia triple. 

La siguiente tabla muestra que cuando nosotros aplica­

mos el mfitodo Levenberg-Marquardt, sin la transformación a 

no obtuvimos resultado; en cambio con ella, obtenemos el ópti 

moi incluyendo las dos confluencias; lo que muestra que la 

transformación no excluye soluciones con nodos múltiples 

cuando realmente son mínimos (o ·mínimos locales). 
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Método Nodos Residual Grad. NFEV NJEV Xa 
Optimizados 

7.0 
10.0 
10.5 LM 13.2 
15.2 
15.6 No hubo orden 
16.0 

LM/ 7.454 
SIGMA 10.065 

10.481 
11 13.216 15.6 10-1 10 6 

15.257 
15.630 
15.994 

-

Tabla 12 
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5.3 Ejemplos de Estimaci6n de Parámetros. 

EJEMPLO A. El Problema de Bellman 

y' =c. 1 (126.2-y)(91.9-y) 2 -c. 2y 2 

Una vez construido el spline, se eligen los puntos mues­

trales {1i :-l=l, ... ,M} y se minimiza para y=(c. 1 ,c. 2 ) 

M A A A 

,};1 [ .6' (t:. - f(t:.' .6(-t:.) ~ y)] 2 
l.= l. l. l. 

donde 

Es un problema lineal, __ Y si hac~mos 

y la matriz 

4>¡(,t:) = (126.2 --.6(-t:))(_91.9 -.6( t_) 2 

4>2(-t:) = -.62(,t), 

-4>1(.t;) 4>2(.t1) 

<1>iC.t2) 4>2(.t2) 

A =· 

(j, 1 ( ,tM) 4> 2 { .tM) 

el problema lo podemos expresar en la forma 

m.ln 11 .6 ' (.t. ) - Ayll 2 • 
l. y 



1 

La siguiente tabla muestra que con un nodo se obtiene 

mejores resultados que con dos nodos. 

e: i~, a., 1 
a., 1 

e: a., 
r- e: a., 4- Resic'ua l 
ltl .,... .,... o. a., 
:::s r- r- -e . r-

integr~ -e o. ltl r- a., ltl 
:::s • ltl -e s.. .,... V) -e u.,... .µ do. Mejor V) .,... a., u • 'J') 

174 

Nodos a., r- V) e: o a., P a r á m e t r o s cond.inic o:: a., a., ltl a., z ::s 
o:: r- s.. -:E 

20.22 2.66 0.448 (15) o:45 x 10- 5 ;0.29 x 10- 3 5.632 -1. 678 

20.22 2.66 0.618 (40) -s -3 0.46xJ.O ;0.30xl0 6.106 -0.980 

5.0;15.0 3.01 (20) 0.40 x 10- 5 ;0.17 x 10- 3 5.76 0.89 

5.0; 15.0 3.09 (40) 0.41 x 10- 5 ;0.23 x 10- 3 6.37 0.33 

Tabla 13 
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EJEMPLO B. El ejemplo de Ba4ne& 

y' = c. lj· 
1 1 1 

y' = 
2 

C.tjfj -e.y 
2 1 2 3 2 

Recordemos que, después de que hemos encontrado los 

splines &1 (t) y &2 (t) que aproximan los datos correspo~ 

dientes a y 1 y y 2 , respectivamente, debemos minimizar 

la expresión del capítulo IV 

Como los parámetros aparecen linealmente, podemos dar­

le una estructura al problema utilizando este hecho, tenien 

do en cuenta que p = 2, y 

A "" 
fi(t.' h(t.)' y) 

l. l. 

podemos definir 
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"' . ""' 
.6'(.t1) .6'(.t1) 

1 2 

A 

.6~(.t2) .6'{.t2) 
2 

T''~.· 
-, • • .6 -

1 • ' 2- • 
• • 

""' . .6_ ~ ( .tM) .6 , "' .. ·2 (.tM)' 

" A " .61(.t1) -.6 i( .t1) .6 2 (.ti) o 

"" - A. 

'.61(.t2) -.6 i( .t2) .6 2 ( .t2) o 
• 

A1 = • 

• 
"" " "' 

.6 1 (.tM) -.6 i(.tM) .6 2 (.tM) o 

"" .... "' o .61C.t1) .62(.t1_) -.6 2 C.t1) 

A A "" o .61 C.t2) .62(.t2) -.62(.t2) 

• 

A2 = • 
• 

• 
.... "" ~ o 4¡(.tM) .62(.tM} -42(.tM) 
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Y si llamamos g(y) a la funci6n que queremos minimizar, 

tenemos 

o sea 

1 2 ,T T T · 
+ 1 1 ~ 2 1 1 - 2:í 2 A 2 Y + Y A 2 A 2 Y 

Ahora procedemos como si~ue 

Para obtener el mínimo, igualamos a cero 

donde el segúndo miembro del sistema es 

AT- 1 AT-, b = 1 .6 1 + 2.6 2 • 

Una simplificación es posible de la siguiente manera: 
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Ha g,1mos 

A .... "" A ,,... ..,. 
.6 1 (ti) -.61 (t1) .62(t1) .6i{ti) .62(ti) -.6 2 (ti) 

.&1Ct2) " A "" 
.... 

" -.61(t2) .62(t2) .6¡(t2) .62(t2) -.6 2 (.t 2) 
. 

• 
..., ..., • 
A1 = .. A2 = , 

• • 

" A "" 
.6 1 (.tM) .6 2 CtM) "' .61 (tM) -.61(tM) .6 2 (t ) .. -.6 2 (.tM) 

~ 

--

y al hacer la descomposición QR de estas dos 'rnat:ri"tes obtenemos 

..., ,... 
d onde Q1 , Q.2 son matrices ortogonales 

-son triangulares superiores M x 2. Haciendo Q.1 = Q.1 y 
,... 

Q.2 = Q.2 , obtenemos 

A1 = Q.1 R1 A2 = Q.2 R2 ··., ..... ' /,·, 

donde 

[ R1] ~ 
-
~ [ R2J 

R.1 y R2 = = 
o o. 
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tienen dimensiones M x 3~ 

Así pues, el sistema 

se convierte en 

Ry = b 

donde es una matriz tridiagonal 3 X 3, 

simétrica. Aplicando el algoritmo de Cholesky obtenemos la 

solución para y. 

Resül tad·os. 

El residual 
en la ec.dif. El resi (No. de pts. dual - Condiciones Nodos muestrales) Parámetros integrado iniciales 

3.0 1.260 (20) 0.8461; 2.135; 1.913 0.3530 1.02;0.25 

3.0 1.724 (40) 0,8040; 2.056; 1.857 0.3603 1.05;0.26 

l.5, 3.0 1.047 (20) 0.8500; 2.197; 2.036 0.3814 1.02;0.24 

1.5, 3.0 1.465 (40) 0.8315; 2.168, 2.007 0.3742 1.04;0.24 
.~---

·Tabla 14· 
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EJEMPLO e El problema del enzima 

Los datos disponibles, que hemos mostrado ya en el ca­

pítulo IV, corresponden únicamente a la variable y 1 • Esta 

dificultad la resolvemos despejando y 2 de la primera ecua 

ción, diferenciando y substituyendo en la segunda ecuación, 

para obtener una ecuación de segundo orden en y 1 únicamen 

te. He aquí los detalles: 

Primero, hacemos 

A= 27.8, B = 
.. 1 
--, 
2.6 

· ·4991 e = - 1 V = - O .5, E -u 

Y así, el sistema lo podemos escribir como 

De la primera ecuación obtenemos 

{2) 



Hagamos 

g(.t) 

y asi 

Derivando: 

Por (2): 

= -

184 

e l exp [Vh 2 (.t)]; h(.t) = 
.tn . .t - .c. 2 

c. 3 

= tJ' -· c.1 ( A - IJ1 ) + B c. 4 tJ 1 + g ( :t) ••• ( 3) 
1 

Bc.4 r¡' =y"+ c.1 tJ' + Bc.4 y•· +g'(:t) •••••• (4) 
. 2 . 1 1 1 

••• ( 5) 

Por (3), (4) y (5). 

+ g'(.t) - AEc. 1 c. 4 = O , ••• ( 6) 

y además 

g'(.t) 

La ecuación (6) es la ecuación diferencial que buscába­

mos. Es una ecuación diferencial de 22 orden en la que sólo 



185 

aparece y1 como funci6n incógnita. 

podemos escribir 

Dejando y por y 1 , 

- g'(t) + AEc.ic. 4 

Es una ecuación diferencial del tipo 

y" = f(t, y, y', y) 

donde el vector de parimetros es y= (c. 1 , c. 2 , c. 3 , c. 4 )T. P~ 

ra determinar estos pará~etros segün la t€cnica del capitulo 

IV, despu€s de elegir un conjunto de puntos muestrales debe 

mos minimizar 

M I'\ /\ 2 
i~1[.&"(ti) - f(ti, .&, .&', y)] . • . ( 7) 

con respecto a y, Es un problema no-lineal de suma minima 

de cuadrados~ Para usar el m~todo Levenberg-Marquardt nece 

sitamos la matriz Jacobiana 

J .. = rhc.f Ct.)1, 
l.J i l. 

,i = l , ... , M; j = l , •.. , 4. 



Vamos a obtener estas parcial~s. Hagamos 

donde 

Entonces 

Ahora: 

G(y) = - C ~xp [V H2 (y)] 
t 

H(y) · ·.l:n t · ·-· ·c.2 
= ---------

G' (y) = _· .Gt(·y) (1 + ·t!bJ.. ) 
C.3 

' 

'3G H(· ·)· 'G(· ) = X X oe2 
aG' _· ·a(· ) 1 ·H(· ) 
-r::- - ~ [ - - H ( y )(1 + !!1.11.)J 
uc.2 eiz c.3 c.3 

186 
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Y como 

.. queda 

Por otro lado: 

Necesitamos 

aG - GH att att H .. 
OC:-3 

= oC3 pero 
ÓC:3 

= y as1 
' c. 3 

, 

aG G H 2 

oe3 = c. 3 

aG' = G H [ 1 - H(l + !i. )] + G 
de3 ej"I C.3 c. 3 c.3t 

3 
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y así 

-aF ··GH 2 'GH ·1 H G 
"5""-:- = Ec. 4 - + -c.-3-,. [- - H(l + - ] + 
aC.3 · c,3 ~ C.3 C.3 c,3t 

3 

··GH· 1·1 H G =-{EHc.4 + -[- - H(l + - )Í} + 
C.3 t C.3 C.3 c.3t 

3 

Finalmente 

aA1, +aA2 +EG(y) -AEc.1. ~y ~y 

= (B + E)y' + Ec.1Y + E G {y) - A E c.1 

= (B + E)y' + Ec.1(Y - A) + E G {y). 

Resumiendo: para obtener el mínimo de la expresión (7) 

utilizamos el método Levenberg-Marquardt con la matriz 

Jacobiana construida con las fórmulas para las derivadas pa~ 

ciales que se acaban de obtener. Los resultados obtenidos 

son los siguientes 
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Residual 
en la ec. 
[ N2 de pts. Residual Condic. 

Nodos muestra 1 es J Parámetros integrado iniciales 

8' 11, 23, 43 6.6 [ 40 ] O. 24, 2.6 
109 27.8,-3 

·0.37, ·O. 30. 

6.6 [ 28 ] 0.250, 2.63 

82 27, -4.1 
O. 3 54 , 0.324 

Tabla 15 
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EJEJ\TPLO D. La i.ogí.-6.ti.c.a. En el capítulo IV mostramos da 

tos que corresponden al crecimiento de una población de bac 

terias. La ecuación diferencial es 

en la que los parámetros aparecen linealmente. Con 3 nodos 

y 40 puntos muestrales obtuvimos los resultados que apare­

cen en la siguiente tabla 

Residual Mejor 
en la cond. 

Nodos ec. di f. parámetros inic. 

25,100,140 3.729 0.04608, 0.00009570 1.5 

Tabla 16 

En la siguiente figura, en la que aparece la curva in­

tegral de la ecuación diferencial con los parámetros 

0,04608, 0.00009570, muestra el excelente resultado obteni 

do. 
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C* 
C* 
C* 

a, 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

C* 
C* 

10 

C* 

20 

30 

40 
C* 

C* -
C* 
C* 

so 

C* 
C* 
C* 
C* 

C* 

65 

70 

80 

90 

100 
110 

120 

130 

140 

Pf<.OGRAMA SPLINE/CUBICO/PROBS. 
CONSTRUYE EL SPLINE QUE AJUSTAN PUNTOS, 

DIMENSION A(100,100),T(100),B<100),F(100),XSI(JO> 
DIMENSION GRAD<20l,APAR(100,20) 

INTEGER II (20) 
MDIM=100 
H = t DE OBSERVACIONES 

= t DE PUNTOS DATO <T<>,F<>>, DONDE 
T() ES UN VECTOR DE DIHENSION N QUE CONTIENE LAS ABSCISAS DATO 
F() ES UN VECTOR DE DIMENSION M QUE CONTIENE LAS ORDENADAS DATO, 

NIXSI = t DE NODOS INTERIORES LIBRES, ESTE VALOR DF.BE SER 
PROPORCIONADO POR EL USUARIO, 

NXSI = t DE NODOS= NIXSit2, A LOS ANTERIORES SE AGREGAN 

LOS NODOS EXTREMOS, 
LOS NODOS INTERIORES,ASI COMO LOS NOuOS EXTRENOS, DEBEN SER 
PROPORCIONADOS POR EL USUARIO, 
N = DIMENSION DEL ESPACIO DE SPLINES CUBICOS 

= NXSI+2 = NIXSit4, 

NTXSI = t TOTAL DE NODOS NECESARIOS PARA GENERAR LOS 
O-SPLINES= NXSI+2*3, RESULTAN DE AGREGAR TRES NO­
DOS ARBITRARIOS A LA IZQUIERDA DEL NODO EXTREMO IZ­
QUIERDO Y TRES NODOS ARBITRARIOS A LA DERECHA DEL 
NODO EXTREMO DERECHO, 

DIHENStON X510(20>,X<S>,BS<4l 

LEE M, NIXSI, LOS POSTES Y LOS NODOS INTERIORES! 

NXSI=NIXSit2 
N=NXSit2 
NTXSI=NXSit6 

WRITE<6,10> 
FORHATC/SX,'N='> 
READ<S,l>H 

WRITE<6,20> 
FORMAT(/SX,'t DE NODOS INTERIORES='> 
READ<S,l>NIXSI 

WRITE< 6, 30) 
FORHAT(/SX,'LOS NODOS INTERIOREStLOS DOS POSTESI'> 

DO 40 I=1,NIXSJt2 
READ< S,l>XSIO( I> 

5E AGREGAN LOS NODOS AUXILIARES! 

DO SO 1=1,NXSI 
XSI(ltJl=XSIO(Il 
XSI<1>=XSI0<1>-i, 
XSI(2)=XSI0<1>-2, 
XSIC3l=XSIO(ll-1, 
XSICNXSit4>~XSI0CNXSJlt1, 
XSICNXSitSl=XSIO<NXSl)t2. 
XSI<NXSJt6l=XSIO(NXSI)tJ, 

SE LLAMA A LA SUBRUTtNA PARA OBTENER 
LOS DATOS, 

CALL BARNES<T,F,N) 

WRITE(6,6S) , 
FORHATC/lOX,'SI SE DESEA QUE SE ESCRIBA LA INFORHACION / 

nox,,RECIBIDA, HAGASE IJATOS=1,EN CASO CON'íRARIO, DATOS=O,' > 
WRITE<6,70> 
FORHAT(/lOX,'DATOS='> 
READ<S, /l DATOS 
IF<DATOS,EQ,O,)GO TO 170 
WRITE ( 6, BO>H 
FORHAT(/10X,'N a ',14,/) 
WRITE<6,90> 
FORHAT<l,13X,'LAS AB5CISAS', 17X,'LAS ORDENADAS',/) 
DO 100 1=1,H 
WRITE<6,110lT(Jl,F(ll 
FORMAT<7X,F12,S,12X,F12,Sl 
WRITE<6,120l 
FOkHAT(//,6X,'TODOS LOS NODOS',/) 
WRITEC6,130iNTXSI 
FORHAT<22X,'t TOTAL DE NOOOS:',I3,/l 
DO 140 1~1,NTXSI 
WRITEC6,l~OlI,XSI(ll 
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150 FORHAT<9X,'XSI(',I2,'l='iF1J,7l 
WRITE<6,160>N 

160 FORHAT(//,JX,'DIHENSION DCL ESPACIO DE SPLINES~',13,/) 
170 CON TI NUE 
C* 
C* SE GUARDA EL VECTOR DE ORDENADAS F<l EN EL VECTOR B<>: 

DO 180 1=1,11 
180 B(ll=F(l) 
e• 
C* LLAHA A AHATR QUE CONSTRUYE LA HATRIZ A: c• 

CALL AHATR<HDIH,H,N,A,XSI,T,11) 

DO 190 J=l,H 
DO 200 1=1,H 

APAR< I, Jl=A< I,J) 
200 CONTINUE 
190 CONTINUE 

CALL GIVEHS(l1Dil1,11,H,APAR,B,II) 

CALL SOLVE<l1DIH,N,APAR,B) 
C* EL VECTOR ALFA* HA QUEDADO ALHACENADO EN LAS 
C* PRIHERAS N COHPONENTES DEL VECTOR 8() • 
C* 

WRITE(6,202) 
202 FORHAT(//,BX,'EL VECTOR ALFA*'•//) 

DO 203 I=l ,H 
203 WRITE<6,204l8(I) 
204 FORHAT(9X,E12,5,/) 

c• 
H=<T<l1l-T(1))/200, 
I=l 
WRITE<6,210) 

210 FORHAT(//,5X,'T',18X,'EL SPLINE') 
302 TT=T<1>+FLOAT<I-1l*H 

DO 303 HH=4,N 
IF(XSI(HH> ,LE, TT ,AND, TT ,LT, XSI<HH+ll>GO TO 310 

303 CONTINUE 
310 CONTINUE 

c• 
DO 320 IN=l,4 
IB=4-IH 
CALL HOVI<HH-IB,XSI,Xl 
BS(IN>=BASICO<X,TT) 

320 CONTINUE 
AA=B<HH-3l*BS<1>+B(HH-2>*BS<2>+B<HH-1>*BS(3)+B<HH>*BS(4) 
WRITE<6,311)TT,AA 

311 FORHAT<2X,F11,4,4X,F11,4) 
350 I=I+l 

IF<I ,LT, 202)00 TO 302 
WRITE<6,2SO) 

250 FORHAT<2X) 
c* 

STOP 
EHil 

C* 
c• * * * * * * * * * * * * * * * * * c• 

SUBROUTINE HOVI<I,XSI,X) 
c• 
C* SI SE VA A EVALUAR EN T EL SPLINE BASICO B<I> CON 
C* NODOS XSI<I>,,,,,XSI<I+4>, ESTA SUBRUTINA HACE EL 
C* HOVIHIENTO DE INDICES X(lll=XSI(Il,,,,,X<5>:=XSI<I+4> 
C* CON EL FIN DE LLAHAR A BASICO, 
C* 

DIHENSIOH XSI(ll, X(l) 
DO 10 K=l,5 
X<K>=XSJ( I+K-1) 

10 CONTINUE 

c• 
RETURH 
END 

e• * * * * * * * * * • * • • •· c• 

C* 

REAL FUNCTIOH DASICO<X,T) 
DIHEHSION X(1),G(5) 

C* EVALUA EL B-SPLINE CUBICO CON NODOS XC1),,,,,X(5), DISTINTOS, 
C* EN EL PUNTO T PEkTENECIENTE AL INTERVALO, ES DECIR, 
C* X<l> ,LE, T ,LE, X<S>, e, ESTA EVALUAClON ES EL VALOR DE 
e• (X(5)-X(1))*[X(1),,,,X(5)j(X-r>+••J, HACIENDO DIRECTAMENTE 
C* EL ARREGLO TRIANGULAR DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS, 
e• 
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IF<T ,LC, X(1)) GO TO 810 
IF<T ,GT, X<S>) 00 TO 820 
DO 10 1=1,5 

10 G<I>=O,. 
C* 

C* 

IF<T ,LE, X<2))GO TO 200 
IF(T ,LE, X(3))GO TO 300 
IF<T ,LE, X<4))00 TO 400 
IF(T ,LE, X<S))GO TO 500 

200 DO 210 I=2,5 
210 G<I>=CUBO<XCI>,T> 

GO TO 600 
300 DO 310 1=3,5 
310 G(I>=CUBO(X<I>,T> 

GO TO 600 
400 DO 410 1=4,5 
410 G<I>=CUBO<X<I>,T> 

GO TO 600 
500 G<S>=CUBO<XC5>,T> 

C* 

' 

C* CALCULO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS, 
C* 

600 CONTlNUE 
DO 700 J=1,4 
DO 710 I=1,5-J 

G(I>=<G<I>-G<It1))/CX(I)-X<ItJ>> 
710 CONTINUE 
700 CONTINUE 

C* 
BA6ICO=CX<S>-X<1>>*G<1> 
GO TO 800 

810 BASICO=O, 
GO TO 800 

820 BASICO=O, 
800 RETURN 

END 
C* 
C* * * * * * * * * ** * * * * * * * * *'* 
C* 

SUBROUTINE AHATRCHDIH,H,N,A,XSI,T,JI> 
C* 
C* CONSTRUYE LA HATRIZ A<J,I>=B-SPLINE<I><T<J>> 
C* 

DIHENSION A(HDIH,1>,XSIC1),T(1) 
INTEGER II < 1 > 
DIHENSION XC6> 
DO 10 I=l,N 

DO 20 J=1,H 
CALL HOVI<I,XSI,X> 
A<J,I>=BA6ICO(X,T(J)) 

20 CONTINUE 
10 CONTINUE 

e• 
DO 30 1=1,N-3 

DO 40 J=1,H 
IF<T<J>,LT,XSI<It4>>IICI)=J 
IFCT<Jl,GE,XSl(It4)lGO TO 30 

40 CONTINUE 
30 CONTlNUE 

c• 

II<N-2>=H 
IICN-1>=H 
II<N>=-H 
RETURN 
END 

e• * * * * * * * * * * * * * * * * * * C* 
SUBROUTINE GIVENS<HDIH,H,N,A,B,IIl 
DIHENSION A<HDIH,ll,8(1) 
INlEGER II < 1) 
DIHENSION VAUXI<20),VAUXJ(20) 
DO 1 J=-1,N 

DO 2 I"Jt1,IICJ) 
IF(ABS<A<I,J>>,GT,0,)00 TO J 
C=l, 
S=O, 
GO TO 5 

e, 
J JF(ABS<A<J,J>>,LE,ABS(A(J,J)))GO TO 4 

TC=A<J,J)/ACJ,J) 
6•1,/SORT<t,tTE*TE) 
C•TE*S 
00 TO 5 
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t;, 

4 TE=A<I,Jl/A(J.,Jl 

c• 

C•1,/SORT(1,tTE*TE> 
S=TE*C 

5 DO 8 K~J,N 
VAUXJ<K)=A(J,K) 
VAUXI<K>=A<I ,K> 

8 CONTINUE 
A<J,Jl=C*VAUXJ(J)tS*VAUXl(J) 
BT=C*B<J>+S*B<I> 
BS=-s•B<J>tC*B<I> 

B<Jl=BT 
B< I>=BS 

IF<J,EO,N)GO TO 2 
DO 6 JJ•J,N 

6 A<J,JJ)=C•VAUXJ(JJ>+S*UAUXI(JJ) 
IF(J,EO,N>GO TO 2 
DO 7 JJ=J,N 

7 A<I,JJ>=-S*UAUXJ(JJ>+C*VAUXI<JJ> 
2 CONTJNUE 
1 CONTINUE 

RETURN 
END c• 

C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * c• 
SUBROUTINE SOLUE<HDIH,N,A,B) 

c• 
'C* RESUELVE EL SISTEHA R*X=B, DONDE R ES UNA HATRIZ N*N 
C* CON ELEHENTOS NO CERO SOBRE LA DIAGONAL PRINCIPAL y LAS 
C* TRES SOBREDIAGONALES INHEDIATAS, 
c• 

1 
2 
5 
6 

C* 

DIHENSION A<HDIH,1>, B(l) 
DO 10 I=l ,N 
IF<A<I,I>,E0,0,)GO TO 5 

10 CONTINUE 
B<N>=B(Nl/A(N,N> 
B<N-1l=<B<N-1>-A<N-1,N>*B<N>)IA<N-1,N-1> 
B<N-2>~<B<N-2l-A<N-2,N-1>*B<N-1>-A<N-2,N>*B<N>>I 

* A<N-2,N-2) 
IF<N-2,EO,l>GO TO 2 
DO 1 J=l,N-3 
I=N-2-J 
B<I>=<B<Il-A<I,Itl>*B<It1>-A<I,It2>*BCit2>-A<I,lt3>* 

* B(It3>>IA<I,I> 
CONTINUE 
f:ETURN 

END 

WRITE<6,6) 
FORHAT(//8X,ºELEHENTO CERO EN LA DIAGONALº,///) 

STOP 

c• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
c• 

e• 

REAL FUNCTION CUBO<AX,AT) 
REAL AX,AT,D 
D=AX-AT 
CU9C=D*D*D 
RETURN 
END 

c• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
SUBROUTINE TITAN<T,FY,H> 

C* ESTOS DATOS REPRESENTAN UNA PROPIEDAD DEL TITANIO 
C* COHO UNA FUNCION DE LA TEHPERATURA, HAN SIDO HUY USADOS 
C* COHO UN BUEN EJEHPLO PARA APROXIHACION SPLINE CON NODOS LIBRES, 
e• 

INTEGER H, I 
REAL FY<1>,T(1>,GTITAN(49) 
DATA GTITAN /,644,,622,,638,,649,,65~,,639,,646,,657,,652 

* ,,655,,644,,663,,663,,668,,676,,676,,686,,679,,678 
* ,,683,,694,,699,,710,,730,,763,,812,,907,l,044,1,336, 
* 1,881,2,169,2,075,1,598,1,211,,?16,,746,,672,,627, 
* ,615,,607,,606,,609,,603,,601,,603,,601,,611,,601, 
* ,608/ 

DO 10 I=l,H 
T(I)a585,t10,*FLOAT<I> 

10 FY<I>=GTITAN<I> 
RETURN 

END e• 
e• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
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SUBROUTINE B~RNES<T,FY,H) 
e• e• NPROB~4, H=11, POSTE IZ0,=-0,1, POSTE DER,~s.s 
e• 
C* REF, VARAH, 
e• 

INTEGER tl,I 
REAL FY(ll,T<l>,VFY<ll) 
DATA VFY/1,0,1.1,1,3,1.1,0.9,0.7,0,5,0.6,0,7,0,8,1,0/ 
DO 10 I=l,tl 

T<I>=O,S*DFLOAT<I-1> 
10 FY<I>=VFY<I> 

RETURN 
END 

e• e• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e• 
SUBROUTINE BARNE2<T,FY,H> 

C* 
C* NPR0B=5, 11=11, POSTE IZ0,=-0,1, POSTE DER,=5,5 
C* 
C* REF • VA.RAH, 
C* 

INTEGER tl,I 
REAL FY<l>,T<1>,VFY<11) 
DATA VFY/0,3,0,35,0,4,0,5,0,S,0,4,0.3,0.25,0,25,0,3,0,35/ 
DO 10 I=l,tl 

T(I)=O,S*DFLOAT<I-1> 
10 FY<I>=VFY<I> 

RETURN 
END 

C* 

e• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
C* 

SUBROUTINE BELLHAN<T,FY,H> 
e* 
C* NPR0B=5, 11•15, POSTE IZ0,•1, POSTE DER,=40 
C* 
C* REF, VARAH, 
C* 

!NTEGER H,I 
REAL FYC1l,T(1l,VTC15>,VFY<l5> 
DATA VT /1,2,3,4,5,6,7,8,l0,12,15,20,25,30,40 / 
DATA VFY /0,0,1,4,6,3,10,4,14,2,17,6,21,4,23,0,27,0, 

* 30,4,34,4,38,8,41,6,43,5,45,3 / 
DO 10 I=l,H 

T< I ):VT< I> 
10 FY<I>•VFY<I> 

C* 
C* 
C* 

e• 

RETURN 
END 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

SUBROUTINE ENZIHA<T,FY,H> 

C* NPR0B•7, H=28, POSTE IZO,=O, POSTE DER,a187 
C* 
C* REF, VARAH, 
e* 

INTEGER H, I 
REAL FYC1),T(1),VT(28),VFY(28) 
DATA VT /0,1,2,5,3,8,7,0,10,9,15,0,18,2,21,3,22,9,24,9, 

* 26,8,30,1,34,1,37.S,42,4,44,4,47,9,SJ,1,59,0,65,1, 
* 73,1,81,1,91,2,101,9,115,4,138,7,163,2,186,7 / 

DATA VFY/27,8,20,0,23,5,63.6,267,S,427,8,339,7,331,9,243,5, 
* 212,0,164,1,112,7,88,1,76,2,62,3,58,7,41,9,40,2, 
* 31,3,30,0,30,6,23,5,24,8,26,1,33,3,17,6,16,8,16,8 / 

DO 10 I.,1,H 
T<I>.,VT<I> 

10 FYCI)mVFYCI) 
RETURN 

END e, 
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C• 
C• Sl S[ VA,. !i'l.,:.U.,1: L;:I T t;L SPL:.ill. !l(:) (H ltOl>út XHU>, ••• 
t• xs:c:+4), O SJ IIJ~l~hbA COij RE~rrcro AL 1000 x:t(J), ESTA 

e• SUBRUi!:I.\ 'f.\tt; .lL Cll1U!I1U[HT0 Pl l'lt,;C[S XC1>a•xsr<:>, ••• 
C• X(5):•XS1Cl+4), CU'I t:L Fl!I tlE LLAll .. 1; " 1.\!.lCC(X,t,G) O A D[• 

e• DfRID(1IP.,X,T, 1n .. l>f•lllll: fiP es EL cc,::r.11uc11TCo l'tL HHlCt J (O• 

e• RRCSPl)!ID!EHTC ~L co~~:~lENTI) RCkLI!hDC DIL l"DlCE 1. ,. 
D~UBLE PREClSIJl ~$tC1>, X(1) 

lh) 10 K•1. 5 
X(K) •XSI (I+K-.1)1 

10 co:ITIIIUE 

NP11J-:+1 
R:!TUlltl 

E!ID 

,. ································· 
Ai:AL FUllCT:i>:i ¡,¡;r,¡ ,'J(HP ,X, T> 

i>OU!lLE Pitt:Cts::,:1 X(1>, G(5), Xi"C6>.T 

C• 
C• c;'IALUI,, E~ T, :..r. P.!!!IV/,DA i'.',P.CII.L IILL B-!:f'LlHf CU:HCO 

C• COII ru:sP.:CT., ~ ... lji) ,,, x:;l( ·1P). 11;,c1:.;t1D(• [l! P.f.t TAhl'ITI. fl 

~• .\KR&:GLü Tf<ll,11~'..ILAr. "'IC DJFCK:'l~lí,S i.1~ Jl >~ fl.,t • 

.:•. 

' C• 

11.i 

e• 

e• 
;?0(¡ 

;?10 

3C,(J 

310 

400 

410 

5~( 

e• 

lf(·I? .~!. S)Go TO 3?( 

:F('IP olio 1)/io TO 'J'?CI 

IF<T .Le. XTC 1)) ~e, 
lF(T .GT • XT(5)) ~ll 

DO 10 ;a:•1,5 

GU)aO., 

IF<T .LE. XT(:?)) üú 

:óf(T .Lt. lCTO)) v, 

lF<T .u:. XT(4)) ;;e, 
IF<T .u:. XT(:;)) Gl• 

D\l 210 1•2. 5 
G(¡)•C~DO(~T(:>vT> 
GO TO óOll 
DI) 31U !"''J., 

~\l)•cuau<XTCI>.r> 
üO TCI óOíl 

DCI 410 t-'4, 'i 
G(;)uCUUO(XT(l),T) 

GO Tú óOO 

1<S>•cunoci1cs>.T> 

Tli 

Tv 

Til 

'!'I) 

TO 
H 

,ne; 

']Z(, 

:!UíJ 

il,ít 

4Uv 
'iOI' 

l)í) 5 Ju1,6 
XTU)=X(!) 

Cf•:r:r IIUt: 
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&Ll co.,n 'IUt: ,. 
Du 610 In1.4 

611.J GU )"( ii<! ) .. H:+í)) / ( '{T( • )•·'('!"(.•1) > 

e• 
DO 6:?ll ¡ .. ·11•+1. '.: 

l!Ró+IIP•I 

ó:?l .;CU )u,;(::• 1 > 
:r < xrnr>--• .;·;.e,.> ;e 11·> .. :;. • P:í e ,11•> ,,1 > • < xrcr,,·>-n 
¡F(X7(HP)"T.·.i"i".; .) .i·• T,1 ó3~ 

GC:ar, .. o. 
63~ CO!IT'Ull;. 

e• 
~.:. ,;40 : ... , ... , • .i 

¡¡=o7+r1P· l 

64[, XT(ll)•,Y.'((I;-0 

Oll ?CIG J .. '!.:; 
Dú 710 I 11 1., ,;.,J 

G(l) u(G(l )••..i<t +1)) /( XT <I )•-XT(l+J)) 

?ll COHT:IIUi; 

lF, 1~ • .;'l.1.A'ti:,.J.Lll.4)GC T·> 720 

~f(ll!".~~.S.AHDaJal'l~4)GO TJ 73~ 

"LC1 cc,:in:rn: 
C• 

11ER:o,.<:<T(ñ) •:~r< 1) ),or,(1) 

'i•l TO 3ú1 

n.. i>Cí.I!J,., :.en 
CiO Tl• SOú 

730 lCktn•J(:!) 

C• 
~O TO 3,1J 

32( Dl:F: lll•Ci. 

t• 
llü..1 ,UTUP.,I 

:HD 

,. • • *. * ••••• * * * ••••• * * ••• 

. ~· 
e• * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e• 

SUBROUTINE BLOOD<T,FY,H) 
C* 
C* NPR0B=8, H~21, POSTE IZ0,•2, POSTE DER,=180 e• 
C* REF, R,I,JENNRICH AND P,B,BRIGHT 
e• 

INTEGER H,I 
REAL FYC1),T(1),VTC21),VFYC21) 

DATA 'JT/2,4,6,8, 10, 15,20,25, 30,40,50,60, :'(.\,80,90, 110,130, 
* ' 150,160,170,180 / 

DATA VFY /151117,113601,97652,90935,84820,76891,73342,70593, 
* 67041,64313,61554,59940,57696,56440,53915,50938, 
* 48717,45996,44968,43602,42668 / 

DO 10 1•1,H 
T< I>=VT< I> 

10 FY<I>=VFY(I) , 
RETURlf 

ElfD 
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11 sueRC11JTJ •1r r~1i•1;.r11,x,:;,r.aA, 

e cóiicfiiuvc U .,..,rvA VAPil"l.E VCCT&lt !'1611,.( ) A P,R,.~R 111: 

C ~ti$ 1Jtli,1'S l'l'"F.iHOPl!S ,r( ). 

e 

e 

11oul\Lr ,r.rr:s-011 nu,s: ..... e1,,,,u,,,xs•,,<1> 
;.rlTCGF.R •1,11;->.s:~; • 

e NIYSJ [S El NUaFRI' hE "º~º~ '~TíPIORF.S. 
e 

COH'IN1 /: 'li/ •l~lS:" 

(011H011 /OLVrp•/ XSI",nI,'!',FY 
e 
C [~ P~IHr• ~n~o L'J~r FS X(~rYsz+•). FL •rSTE fZQil!rP~(I E! )fl0(1>. 
e POP cr~t11,:r.r¡, 11. cr•,n:; r"rn~ar• rL :Nt,HE ;,r H< > r.,N FI. , E wc ,. 

C i:~ PHTE 'll'Pf:t~~:, r..'l >-r,.:ri<•1•)f•+')• 

e 

e 

,. 

H(N¡~!J+~)n¡(~!~SI+~)-X~J(C1) 
i,o 1r :í='.!,rf.>.!:· 

H(II; Y&! +4•I) =)' C'II>. ~ • +4+ 1>-ll' ('1•v S!+"+J) 
1 r cn1;'!'~11ur 

tt<Z•u:,s:+~>=~~·rc~.Ys1+~>-x<~·~:1t~+4> 
t·c, .,~ I=1,t.fi>: ~I 

sr r.r11.c uzxs:; +4+ n .:1>1.n,;c He NJ xt r+o:+• > /H CNI Y !:I +4+T > > 
;:r CNlí .. NUr 

~o :r ?=1,~:xs:•4 
SIG'1, U)aX(I) 

3í ,i-llTJIIUf' 

RETUP.11 

1mr 

e * • * * • * • * • * • * • * • • * * * • • • * • * 

e 
e 
e 
e 

r,UDfti,UT~ 11" t-~ GW,i>'c":t,~; r.111..,x> 

A P#R•IR D[L VFCTOU YAPIABL" SJGHI~ ) ~E Cl'N!TPUYI' El vErroR W( , 

QUC cn1ir:;:ur ,.1u1r •1(\f)IIS ll"PFS. 

l'IOUr'ILF. nr, ¡r.;'l'I l:I ·iHH O .,r(1) ,11( 4r, ,,, 4(,) ,xi:1,HO ,, 

?NTC~ER N.,ll!XSI~T,J 

e 
' 

C 11;>.s: [{ EL IIU tr. "" "~- 11(111\'t. , IIT l'P.; "'- ~~ • 

COMMOII /INT/ •ttr!:1 

COllMOH /OLvrrl./ rsrn,)C!'ll,T.,FY 

e 
DO 10 I•1 1 lfl)'t' 
,.<: )•Df'X ,.CSIGII/,( 11IXSJ+4+U) 

1c: COliTrHliE 

e 
C EVi.LU..C:OH l[l p:,u11t•ur Z UT11.J7/,f11,0 HnFINFII: 

1, 
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Z•1 • +f' ('l?H Ii 

IIO ¡:-, J:11,JII);!:r-• 

Z•t.+r<n•z 
:'!" CONTilluF. 

r 
e LOS rnc,r·,rr•-:lS rHI>=YrI>-x<r-·,, !"'1, ••• ,N.JS1+•; srN 

( F"'Ri,ll(i(,, PM: r:,••r., !'\/1, sr "º"º.(N LC,l: ~:¡l'l•(F~ AG1tFr.1 ,'iDO N~•i.ru, 
r YA QUE [L PP1'1.;il 11 01,1) JNTf'R!OR F!: )' (N?:rs·•~>. 

e 
H(NIYS:+~):1(JSI~CN~YS!+~>-x:1cc1,,,~ 

~o 71 :•~,11:xr:+1 
HCN~ llS I+4+!> :p( f-1 ) •l'C 11? l' Sf +'lt+ r> 

1:r ,nu":"11,ur 
e 
e Lis N,v~~ Lt&rE~ 
e 

(' 

) ( 11¡ ,rr,¡+r) "~(il:Y: •+~) +)( UI.. ( 1l 

ro '" J=",u•x!:r 
)((11; Y! ¡+4+: )alf C 11: ,r-; +4+!) +l' CN; X rJ +'\+¡ ) 

'" c,:.ur: r¡Uf 

;ic, !;:; ::11,11; X!'. •4 

>.(: )=S:G'.1/,( ~) 

~r (ON'!'•flUE 

RL rurN 

Fllt 

e • • * * * • • * * • • ~ • • • • • • • • • • • • 
e 

C F.Si,. l:ULiRUi:"llt •. ·p;,.;-r; r.L ,",l.GtlR~T,m r,e k1'SF PAR• Rf'S(ILVíR rl •1urM1 

C ~•Jf~I~HA)f•RANSP)•JCV)CTRA~~Pl, 
C f>Ollt,F. 

e -¡·~·rr<·~v>•B(TPlHSD) 
C l!•Jl,~(H( >, ••• ,H() l 

C H(~l•ÁCl)-YCT-1l 
e REf.: PCISF, .. ,.,,, ILü ... P.;THM FIIP r.r,1.v••r!l,. ~º"CJAI CLHS Of 

C i~'.l;t~J~iL 5Y5Tr~s.• 

C· 

e 

;.úlli}LI' PP.FC! S!'l'I 1 <PI), f Jt.CC¡_llr J t.r ,10, SJAC (l. ~F JH, ,;1, 11 c,_n,, 

* Tr~,,-,,vcL~),XSJ~C1),t 
:rr;r.:;ri, fl,11,L:,rJ;.t,11;>s1,, ,J,JJ 

,d'I·"·" 1r,1.v:r,·1 rr-,,,,,• ,.,,., 
COl"IICIII /l'.17/ 'IU':' 

( i..uf. :l'CR=·1r·1·:.t IIC:) .. )f;)-i.0-•,,: .. 1,.· .. ,•1:Y!.+1; r.;N 

t El111i.rr.c., rN: e .;•1·.r r,¡ e, H r.,R"íl' v·r ; 1111· rrr: Ar:iu,r,.u,~o HJ ,.~t+4 
C y;.. 'llJ[ !;L f'k:H:r> ,,11 .. ,) • NTFRJ IIR r.s rtmi SI+~l 

e 
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e 
e 

e 

' 

~,. 11"' ~11: .. .,tf'")f~.· 

H<N?rrr+4+r1 .. ~c4¡ycr+4+11-~c":,rr+~+r1 

1 f. CONTINUI! 
H<:?•11: xt ~ •• , .. ,s • -:e ·en;· •"1-x·c ... ,,.u; +4> 

TrTAC 4 )•HCH1X~¡t•1 
DI\ ;,o J .. :,.,11;xsr•1 

TrT;.(J )=":'Ei,\C J-1 ) +•m1:iri:+4+J) 

zr (ONT: 11ur. 

!)0 "!I ?•1,11 
r =rr.r;. e• h f' J,.:- CI., n; xr¡ +PJ 

110 Tn J .. ~,u:Ki.: 

$=f•~F.TACJl•FJ\CC•.,~r,~r+L+J> 
?n con•r11~F 

s-a-F.ii.i< N: r r.: •1> 

VCN>~FJ~rc:~n>+S 
Dn 41• JJ•1,ll!)'SJ•1 

J•III>.SI-JJ 
V(NJXS'+4+J)aFJrir.Cl,N7XS1+4+J)+V(NIXSI+~+J) 

4n CONT;~UF. 

' 

' 
* 

SJ,.c<t., •ir ~Sl+P\aff( NU SI+"=>•v<Nrxsr+"\ 
CIO o;:, J:a~,N:JCS:: 
tJiCCI.,~IlS•+4+J)cH(N'XS~+L+J)•Vt~;)~:+4+J)+ 

~JACC!,NJY!I+~+J) 

ro ór' J:a1.,11n~: 

rJAC''.,NI~S7+l+J\••SJACtI.,N11St+4+J> 
611 cMT:.Nur 
7n C/\HT:.HuE , 

t 

e 

e 

1)(\ 'lí, :,. s1 ,f' 

Dv .. r Ja11:irf.;.+-:,;¡ 

FJArcr.,J>=sJ,rcr,Jl 
'lr COIITIIIUE 

IIEiURN 

EHI) 

,e ·······••••••••••••••••••• 

JljTfG[R f'UIICTJOI r.LoCAT<xu, r,t.,<) 

C DAOfS LCS 11cDcs XS1(4).,1tIC~> ...... x:1cu+1) r CL ru11ro T 

C (STA ru1:c101. íliCUl'.IITRA 1: TAL tUI LL 1'1.1.Tu T s. LOCI.LIZA 

C EII ll l~TCRVALO ~Xs1cc,.xs1c~+1) ,. CLh C HAYoi o ltUAL A 
e 4 r II cu:;: cur 0;+1>. 

e 
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e 

e 

e 

ocurLc nrc1s1J1 r 

0111. 1 LI ··=IC'ISJC\ x:;IC ,,. 

11 TI GCP. ~. 1: 

IF(T .Lr. XZI(4))Wf:IH(C:,?C) 

IF(T .cr. x:;ICll•fDl.l?lT((i,9rl 

IFU' .u•.1 <:$.C4llC:, r~ r: 
IF(T .GT,XSI(l.•1>lGOTO B 
te 1 o J = 4, ti 

IrC' .LT,· XSICJt~l)GC TC :r 
1 C' ccur mur 
~r ICtcCJ.T = J 

lf(T .ca. ~~1CN+1))!-LCC~T•fl 

90 FORIATC:X,"T ISTA FUIR: tll IITlf'.1/;.LO",///) 

?: HTl'P.:¡ 

[t;t 

IC *'****••**••***•••••••••• 
e 

e 
e 
e 
e 

SULI illlTI1iL ru, TCHn;, 1.r·l 

ccuru: r~;:CI~lr.tl ASCrl,Tl'('l 

rnrrt n 11rsc-: :i. s :;, 1.1;. 1, t, '1 

AS 

et EL. uurcP:· ~r iur.Ir.rcn·,.L~:; u. i.L HL ~r ~.~EA SJua:­
~1r TO~O LL I~TI~VALO. 

:s UH ARRCCLC CU[ ce r !¡¡ I L LU', UT I d:c,i oi: T, • .:;. ~Ul ll;TER-

C tALO:. 

C 11r~ r~ ¡;;¡ Ar.í:IGLC. TAL C.Lf H~cr; ,:; :L u.rnrü :1 1Lr.rcs IC.U!-

c 01STAJ.TCS CII EL ll,'1:[Rltr. 1 LL 1-r •• v.c, :;u !~71 n·~L;¡. 

C ¡,M [~ r -· uu:11 RC TC nL ~L iLI TI)~ 1 Ll:;T;. ,;¡ L~. 

C Tt' e:; U1l Arrr1.1;0 c.uc ccurrcr;:: ;, LC!; Pll1TCS !'JtZIU.L(S. 

e 
C SI r r Tt P:111 J..\ LOS PUi T r,~ !IU[!; T r,. ___ i:s. 

e 
C rr11 rPo s, L::l IL l,U'IL'.':C ¡[ ~L'lH,JE[.,·1, • .Ct I,! L:, ;lr. tl a11rL 
C CII/Jú;P, LL IllHH;.Lo TOT;.L, Et :.ClR lL .11nr~,u ~7(1),T(r)J. 

e 
I.R!I C(!,17~ 

1í fORl"AT(~X,"~Urf r.o ¡,I S:JI If,T[í\.'i,L:~. llt•"l 

F EAt ( ~ ,{ l llS 

e 
e ::e i:;IGl,M, tN (L H:rrCLC lt Ll~ orr:rn:; :L íAL,S SU~l\Tlr-

c VALCS. 

e 

t:RITE (C,1~) 

,~ FO~( AT(/;X,"L:S [XTRll1C~ H LOS Sl,UU,TI n,.Lct:",/) 

CO ~O Ic1,IIS+1 

l,;R ITC( 6, '.:O) I 

r CAC(!' ,/l AS(I) 

;'O C-Ot:TII ur 
;( fORl'ATC/eX,"A:.C", I°':,"l"") 
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e sr ASIGNA rn CL ARRi::.Lo NPf(ll, [.¡ lóUIILf.;, tí ruur~, ::IJilOISHN-

c TtS ::u r •. lliTrF.I~R DI c;.o~ 5Lí,I1TI RVALC. 

e 

e 

e 

e 

to L(; I•l',11~ 

WrI l'r(l,4!j)I 

RrAo,~,.,)V! (I) 

40 ccu mur 
(~ FCRl'AT(/'.;X,"t.LHT. )C rros l'CCSTJ..~ •• i:s DlliT~( l ll .unF,vALO·, 

1 I(.•: •) 

litl .,. 1 

DC.~0 1"1,1,S 
l.~"' lill t tlrS(I) + 1 

~C CC1'TU1Ul 

11rnrcc:.~'.'>K11 
~" FCRI ATC//1~X,":1Urrr:c, L C PUIITCS tlUESTr.1-Lt ~". 14, /) 

e S[ c:urnurcN LC[ íl\TOS IU[STl(l._,(S ~rnTt,l ti CH/, ~UCil,l(nAL: 

C Y u; EL AF:r.cGLO r,, GUlDAli AllinCI IJA, o~ t 0[ Vi LúS ru,. TO~ ~lJLS-

c rrALrs. 

e 
TIH1 ) =A~ C 1) 

t:•1 

I • C,UC!tl1-#S0))/(FL0At cr.r S(l)t 1. » 
DC lO KI"1,l,PSCI) 

T'(K+~J)LTM(K)+FLOAT(fI)•H 
U CO. TII.Ut: 

7f 

,:, 1"1'11?!: (I)+f' 

TI'. (K) ~A! (t +~) 

CCN~IIIJ.: 

Rt Tl' RII 
[I.D 

r * * * * * • • & I; t 1; 1 • l 1 • 1 a I i • • ..... 

e 

e 

e 

ru11crI0t1 CVA5fL(KSI,r .·,t-) 

DOt.rL: PRCC E rtll X!IC 1l .... CC), >. (1 n. r~( 10) 

Dc'U:Lr i'li:C!Sitl! T 

IITIClfi < 
· oo ·r rn=t,4 

I[ .. ,-¡~ 
CHL MO\'I(t<-Ir ,xsr,:o 
&~Clll~~A5ICO(X,T) 

1C' co11rI11u: 

e • • • • • • • * • • • * * • • * • • • • • • • • • • 
fUl.íTIOI Dífll.'A(/.~I.Alf¡\,I ,T) 

oocru rR~cr:1c.11 xs::n.ur:.cn 

ocU¡ Lí rrrCISICI T 

U;TI C(P te 

C íl,Cl'(l,T '"· LJ, l f.1'11.'Hi r.t UI, s, L 1, 1 (l.'l; Ce, i 1/AL~ 1,r;i 1 • L;f, 
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e rur;!o r ,wr :r ~1,cc ~ur 1~-r,. :1, ,L. 11.r.:1'J .. LC ~l s.-•>, 
e x:ur+ii:. r:1 .: 11 r;1 , y r.. 

D1 ,· '.".•U,LFA(K-:)-;.LF/,(1-.•'."l>/0:~1(1,•1;•> SI((.;:'")) 

o:• :.•Cf..lFJ1t:-1>-I.LHC1;-~»;<.:01C1:•:::-xsio:-1» 

_D.? __ • -... (¿.1,_rA(J,l __ -A~ fl o_, ll, ,~: ¡ o;•:>-X~I <t.» 

e 

11 r (r;1(U1lrT!100.~IC1+i)•'T) 

ll~ • r1/((XSI(1;+1)->,SI(f-1l>•CXS1 O:t1)-Xl.I(1 ))) 

AA1"' lT-XSI<f-~))t(XSI(t.ti)-T) 

Ar1" (XSJ(l(+1)•XSI<t:-1:>•(Xr1<~·1)•XSH1:)) 

AA: •' ()CS1(t:+: )-r)• (T-XS1CI'.)) 

Ar: s (XSICK+: )-Xl:1 (l,)) •0:SICl"+1).-XSI(I:)) 

A• AA1/AC~ 

6 r M,:/AF: 

1: • t.+3• 

I?:• CT-XSICI')) 

ll:•r:"•B:' 

e>r 3/CCXtICK• 1)-)(SI(K)) •CXSH1:+: )-l(Sl(t:i)) 

DE~IVA.,t1*B1+t:•o:+~'."•r:7 
RCTURII 

Et1D 

e ~ • • • • • • • • • * * • • • * * • • * * • • * • * • • • 
e 

RI Al r JliCTION HlSCC.(li.SI,ALFI • l,JJ 

( 

C DIDCS L:>5 t;ODCS xsI<n ••••• 1s1<1;1() Y·"'' C0UlCllNrES 

C AU/,(1),.1.1.,,LIA(H). C.UI U F~Hh JI SPLIU CUBICO, Y 

e o,u I rn.~ur., .u. J .u.~ 
C XSICI) ,ll. T .LT. )(!J(J+1) 

C [ST/- SIIPRl'Till1. C~LCULA IA sLtrt,Lt. 1,Lkh't.lA L[L, srLINE 

C fV/ l IJAH 11, T • 1 

e 

( 

e 

rr,.1 xsui;. nu c1,. • r 
JI.TltCr. I 

/.hll F/.Cl•3), ,¡ /lít.CI•;') 

A;• ,'.LFA(I•é') •, /,L.F/.(1•3) 

J.';!r, Líi,CI) _ •. HrACl-1) 

A.:.• 11 f#.(1-~). - ~LFA(I-:) 

t1r.CXSHlt '.")~K:;IC l•,1:1 •CX! JCI t1) ,~:;1(1.~)) 

D2~rx:;1(1+1)->tl(J-;:)•(XSJ(lt~)·•~I(l·~>> 

I):• 'XSJC 1 •:>-nI< I) )•CX~l(Jt; >-X~ l (l)) 

º" cx:-.1 (1 t~),r:l:ICI•lt))• (líSHJt~)-Ul(I)J 

Ar A'/ D1 

P.LA: /1,~ 

C•A: /r,'_:'. 

D• 1,1 /DI 

e~ C: s JC I • • > • ;r >I O: &l Cl t O • >::; JC l » 
r~cr-xs1cr,,1cxs1c1+~>-xs1c1>> 

• 
DLl!CC.•{.•(A•I )•rtt.•(t:•D)*f 

RCTI.RII 

ll l 
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