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Resumen

En la literatura dedicada a la verificacion de compiladores en asistentes de demos-
tracion, usualmente se emplean formalizaciones ad-hoc, es decir, aquellas en las que
se utiliza més de un formalismo. Esta situacion clama por una soluciéon en la que se
abstraiga y unifique, en un s6lo marco, todo lo necesario para realizar esta tarea. En
este trabajo, se presenta la seméantica natural como un marco de verificacion de la
correccion total de compiladores en Coq, en el cual se utiliza un tnico formalismo,
semantica natural (coinductiva), para verificar la correccién de un compilador tanto
en computos finitos como en cémputos infinitos (correccion total).
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Capitulo 1

Introduccion

Esta seccion introduce el problema que se trata en esta tesis (Seccion |1.2)) y pre-
senta las contribuciones de la misma (Seccion [1.3)). Previamente (Seccion[L.1), se hace
una exposicion de la forma usual en que se presenta el problema en la literatura y se
discute con base en ésta los propoésitos y aportaciones de la tesis.

1.1. Contexto

En este trabajo se ataca el problema de la verificaciéon de compiladores en asisten-
tes de demostracion. Para introducir este problema, tomemos como punto de partida
uno mas simple, a saber, el problema de la verificaciéon de compiladores en abstracto
(es decir, en “papel y lapiz”, sin tomar en cuenta su formalizacion en un asistente de
demostracion). Tomemos como referencia una presentacion usual de este problema en
la literatura, por ejemplo, como se expone en el libro de Nielson y Nielson [78]. Niel-
son y Nielson establecen la correcciéon de un compilador de un lenguaje de alto nivel
a una maquina abstracta de la siguiente manera: suponiendo que e es una expresion
del lenguaje fuente, si e se evalia a v mediante seméntica natural e = v, entonces
la compilacion de e, [e], también debe evaluarse a v mediante el cierre reflexivo y
transitivo de la seméntica de paso corto de la méaquina [e] = v, (simulacion hacia
adelante, forward simulation); ademéas, debe cumplirse el sentido contrario, es decir,
si el codigo de maquina correspondiente a la compilacion de una expresion e, [e], se
evaliia a un valor v mediante el cierre reflexivo y transitivo de la seméntica de paso
corto de la méaquina [e] = v, entonces e también debe evaluarse a v mediante semanti-
ca natural e = v (simulacion hace atras, backward simulation). Si ambas propiedades
se cumplen entonces se dice que el compilador es correcto.

Partiendo de esta forma de establecer la correccion a la que llamaremos correc-
cion de referencia, a continuacion, iremos haciendo varias observaciones con el fin de
describir las aportaciones de esta tesis.

Primero, hemos de decir que aunque uno de los usos més conocidos de la semanti-
ca natural es como formalismo para la especificacion de la semantica de un lenguaje
de alto nivel, Kahn [55] introduce la seméantica natural como formalismo para ex-
presar la semantica de lenguajes, de méaquinas y de traducciones, es decir, como un
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marco seméntico unificador. Posteriormente, Despeyroux [38] muestra como usando
semantica natural en esta forma se puede establecer y demostrar la correccién de una
traduccion. En nuestro problema, usando seméntica natural como marco se tendria:
si e se evalia a v mediante semantica natural e = v, si e se traduce a ¢ mediante
semantica natural e || ¢, entonces ¢ se evaliia a v mediante seméantica natural ¢ = v;
por otra parte, en sentido contrario, si ¢ se evalia a v mediante semantica natural
¢ = v, si e se compila a ¢ mediante seméntica natural e || ¢, entonces e se evaltia a v
mediante semantica natural e = v. Esto nos lleva a preguntarnos en general ;por qué
usar la seméantica natural como marco? y, en especifico, en comparacion con nuestra
correccion de referencia, a las preguntas: jpor qué especificar la traduccién como e || ¢
y no como [e]]? y jpor qué usar semantica de paso largo para especificar la semantica
de la maquina? En cuanto a nuestra pregunta general, como respuesta inmediata,
podemos dar las siguientes razones:

e El uso de la seméantica natural como marco, al dar uniformidad, facilita y simpli-
fica la tarea de establecer y razonar sobre las diferentes propiedades que pudiera
tener la especificacion de un compilador.

e En general, puede facilitar al usuario la lectura de la especificaciéon de un com-
pilador, en particular, la de un disenador o un escritor de compiladores.

e Debido a su simpleza, intuitividad y claridad puede facilitar que nuevos usuarios
exploren el drea de verificacion de compiladores.

e El que no sea necesario trabajar con otros formalismos pudiera llegar a tra-
ducirse, por una parte, en menos tiempo para escribir la especificacion de un
compilador y, por otra, en menos tiempo para mecanizar una especificacion.
De ser asi, menos tiempo, significa menos tiempo en recursos humanos alta-
mente calificados y, por tanto, se esperaria que esto derivara en menos recursos
economicos.

e La seméntica natural ha demostrado ser ttil en la especificacion, verificacion y
mecanizacion de compiladores |63, 71, 25, 9] ¥ en la obtencion de intérpretes
eficientes [9].

Una reflexion mas profunda revela razones quizas mas esenciales y nuestras inten-
ciones ultimas. La semantica natural puede ser vista como una logica basada en el
sistema de deduccion natural [55]; de aqui que, nuestra intencion es usar la conexion
de la seméntica natural con la logica como puente para interpretar, encontrar usos,
de la logica en computacion, especificamente en la verificaciéon de compiladores. Por
ejemplo, en el campo de la logica existen sistemas de deduccion natural para logicas
modales [94], como la semantica natural estd basada en deduccion natural, es facil
pensar que la seméantica natural se puede extender, con base en los resultados de la 16-
gica, para convertirse en una semantica natural modal. Puesto que uno de los usos de
las logicas modales es la capacidad de expresar concurrencia, una semantica natural
modal serviria para poder expresar concurrencia en la semantica de un lenguaje de
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programacion. Ademés, si se utiliza la semantica natural como marco, no solo serviria
para expresar concurrencia en un lenguaje especifico del compilador (por ejemplo, el
lenguaje fuente o uno intermedio), sino en todos ellos, pero més atun, en principio,
también serviria para expresar concurrencia en la maquina. Asi, una de las principales
razones de utilizar la seméantica natural como marco es que si la semantica natural
se extiende con una caracteristica, esta extension sirve, en principio, para todos los
lenguajes del compilador incluyendo la maquina objetivo. En comparacion, si se utili-
za mas de un formalismo en la especificacion del compilador, se tendria que extender
cada uno de los formalismos empleados con la caracteristica deseada, lo que supone
un esfuerzo mucho mayor. Por otra parte, la seméntica natural no solo sirve como
puente con la légica, sino también como punto de encuentro con otros mecanismos
computacionales basados en deducciéon natural. Por ejemplo, el analisis sintactico co-
mo deduccién (parsing as deduction) [88, 98| esta basado en deduccion natural, por
lo que no es dificil vislumbrar que ambos formalismos: semantica natural y analisis
sintactico como deducciéon se puedan unificar en un tnico formalismo. Siguiendo la
linea de pensamiento derivada de este analisis, como instancia de caracteristica nueva
a soportar en el marco de semantica natural, en este trabajo se extiende la seméantica
natural, como originalmente la introdujo Kahn [55], con la capacidad de expresar, en
cada uno de los lenguajes de un compilador y en la maquina objetivo, evaluaciones
infinitas.

Pasando ahora a nuestras preguntas especificas jpor qué especificar la traduccion
como e || ¢ y no como [e]? previo a dar una respuesta, debemos tener claro que [e]
denota una funcion, mientras que = denota una relacion; Kahn [55] menciona que
las traducciones de un lenguaje a otro estan fuertemente guiadas por la estructura
del lenguaje por la que la seméntica natural es muy adecuada para su especificacion.
En cuanto a jpor qué usar seméntica de paso largo para especificar la seméantica de
la maquina? Kahn [55] sefiala que de esta forma la equivalencia de ciertas secuencias
de codigo se pueden demostrar facilmente y esto es de utilidad en optimizaciones de
codigo; adicionalmente, se sabe que usando semantica natural se pueden obtener in-
térpretes eficientes [9], por lo que, en principio, asi se obtendrian intérpretes eficientes
de la maquina. Por supuesto, en ambas respuestas, adicionalmente, uno de los prin-
cipales motivos es poder usar la seméantica natural como marco por todas las razones
que hemos discutido anteriormente.

Analicemos ahora otras cuestiones retomando nuestra correcciéon de referencia.
Notemos que en la correccion de referencia se debe garantizar tanto que partiendo
del lenguaje fuente se preserve la seméantica en el lenguaje objetivo, simulaciéon hacia
adelante; como el sentido contrario, es decir, que partiendo del lenguaje objetivo
se preserve la seméntica en el lenguaje fuente, simulacion hacia atras. No obstante,
Leroy [62, |69] senala que cumplir ambas usualmente es demasiado fuerte como para
ser utilizada como nocién de preservaciéon semantica en la practica. Por otra parte,
menciona que las simulaciones hacia adelante son significativamente més faciles de
realizar, pero el punto mas interesante es que afirma que cuando el lenguaje objetivo
es determinista la simulacién hacia adelante implica el sentido contrario, es decir,
la simulacién hacia atrés. Por tanto, cuando se hace simulacion hacia el frente y el
lenguaje objetivo es determinista, no es necesario hacer simulaciéon hacia atras. Por
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esta razon, debido a que en este trabajo el lenguaje objetivo de las traducciones que
presentamos es determinista, inicamente presentamos los teoremas correspondientes
a la simulacion hacia adelante.

Por otro lado, observemos que en la correcciéon de referencia se debe considerar
que se cumplan dos propiedades: la primera es la preservacion seméantica y la segunda
es que el compilador siempre termine. Analicemos la segunda, para toda expresion
e la compilacion [e] siempre debe terminar, se puede observar que si [e] es total y
esta bien definida, mediante recursion estructural, sobre cada uno de los constructo-
res del lenguaje fuente, [e] siempre terminara. En nuestro trabajo, esta propiedad se
verifica en Coq (como se muestra en la Secciéon , aunque nosotros expresamos la
compilacién como e |} ¢ debido al uso de semantica natural como marco. Estudiemos
ahora la primera, si una expresion del lenguaje fuente e se evalia a un valor final
v mediante semantica natural e = v, entonces la compilacion de e, [e], también se
evaltia a v mediante el cierre reflexivo y transitivo de la seméantica de paso corto de
la maquina [e] % v. Aqui, debemos notar que, tnicamente se esta garantizando la
preservacion seméntica en el caso en que la expresion del lenguaje fuente e tenga una
evaluacion finita, es decir, en el caso de terminacion. Por ejemplo, si la expresion es
5 + 2 su evaluacion terminara con el valor 7, o sea 5+ 2 = 7, asi la correcciéon de
referencia garantiza que su compilacion también se evaluara a 7, es decir [5+ 2] = 7.
En cambio, si la evaluacion de e no termina, es decir, es infinita, entonces no se ga-
rantiza nada acerca del comportamiento de su compilacién, puede ser que no termine
pero también podria ser que termine con un valor cualquiera. Por ejemplo, si tenemos
(Az.z x)(Ax.z ) su evaluacion serd infinita pero la correccion de referencia no garan-
tiza nada acerca de cudl serd el comportamiento de su compilacion, puedes ser que su
evaluacion sea infinita, es decir, que [(Az.x )(Ax.z x)] % ..., pero también puede ser
que termine con un valor cualquiera, por ejemplo 4, es decir [(A\zx.z z)(Azx.z z)] = 4.
Lo que se quisiera es que si la evaluacion de la expresion del lenguaje fuente es infi-
nita, es decir, en el caso de no terminacién, entonces la evaluacion de su compilacion
también sea infinita, dicho de otro modo, lo que se quisiera es que se preservara la
semantica también en el caso de no terminaciéon. El problema es que la semantica
natural, como la introdujo Kahn [55], inicamente es capaz de expresar evaluaciones
finitas, nosotros extenderemos la semantica natural como marco para que sea capaz
de expresar evaluaciones infinitas tanto en el lenguaje fuente, como en los lenguajes
intermedios y también en la maquina objetivo; con este fin, tomaremos como base
el trabajo de Leroy [63]. Leroy introduce la seméntica natural coinductiva para ex-
presar evaluaciones infinitas en el lenguaje fuente, de este modo, Leroy establece la
preservacion seméntica en el caso de no terminacion de la siguiente manera: si una ex-
presion del lenguaje fuente e tiene una evaluacion infinita mediante seméntica natural
coinductiva e = | entonces su compilacion [e], también tiene una evaluacion infinita
mediante seméantica de paso corto coinductiva de la méaquina [e] = . Partiendo de
este esquema, nosotros avanzaremos el trabajo de Leroy hasta llegar a la semantica
natural coinductiva como marco para la preservaciéon seméntica en el caso de no ter-
minacion. Asi, tenemos que si la evaluacion de una expresion del lenguaje fuente e
tiene una evaluacion infinita mediante seméantica natural coinductiva e 2, ademas si
la expresion e se compila al codigo ¢ mediante seméntica natural e || ¢, entonces el

4



codigo resultante de la compilaciéon tiene una evaluaciéon infinita mediante seméntica
natural coinductiva de la maquina ¢ = . Notese que en comparacion con el trabajo
de Leroy, nosotros utilizamos semantica natural para especificar la compilacion e || ¢,
en lugar de una funciéon [e]; més interesante es el hecho que introducimos el uso de
semantica natural coinductiva para expresar evaluaciones infinitas en una méquina.
A la preservacién semantica tanto en el caso de terminaciéon como en el caso de no
terminacion Leroy [63] la denomina correccion total. De este modo, en este trabajo
presentaremos la seméntica natural (coinductiva) como marco de verificacion de la
correccion total de compiladores.

Una vez hecho un estudio preliminar del problema que se trata en este trabajo, en
la siguiente seccion se introduce el problema més propiamente y la solucién propuesta
en este trabajo.

1.2. Problema

Esta tesis trata el problema de la verificacion de compiladores en asistentes de
demostracion; especificamente, el problema de la verificacion de la correcciéon total
de compiladores de lenguajes funcionales en Coq. Aqui nos referimos a la correccion
total en el sentido de Leroy [66] y Grégoire y Leroy [46], es decir, como la correccion
de los computos que terminan y la correccion de los computos que no terminan.
Tradicionalmente, en la literatura se usan verificaciones ad-hoc, es decir, aquellas en
las que se emplea més de un formalismo. Esta situacion clama por una solucién que
abstraiga y unifique todo lo necesario en un solo marco, el cual simplifique (e incluso,
quizas, posibilite la automatizacion de) esta tarea.

La seméantica natural, tal como la introdujo Kahn [55], naci6 siendo un formalismo
unificador en el que se puede expresar la seméantica del lenguaje fuente, la seméantica
de los lenguajes intermedios, la seméntica de la maquina abstracta y las traducciones.
Despeyroux [38] mostro, ademés, como la seméntica natural permite demostrar la co-
rreccion de las traducciones. Basado en el trabajo de Kahn y Despeyroux, Boutin |20]
formaliz6 un compilador de Mini-ML a la CAM en Coq (aunque no es posible obtener
un compilador verificado a partir de su formalizacion).

Se sabe que la seméntica natural es incapaz de expresar computos que no terminan
(los trabajos de Kahn, Despeyroux y Boutin tratan tnicamente los computos que
terminan). Si bien Leroy [63] y Leroy y Grall |71] introducen la seméntica natural
coinductiva como formalismo para expresar computos que no terminan, no utilizan
la seméantica natural coinductiva como marco en el sentido original de Kahn, sino
que tnicamente la usan para especificar la semantica del lenguaje fuente (un lenguaje
de alto nivel). Concretamente, hacen una formalizacion ad-hoc, en la que, ademas,
utilizan seméantica de paso corto en la que después seria nombrada la maquina SECD
moderna (Modern SECD machine, MSECD) [66], ademés de una funcion para definir
la compilacion.

La idea principal de este trabajo consiste en extender la seméantica natural a fin
de que se convierta en un marco simple, facil e intuitivo para la verificacion de la
correccion total de compiladores en Coq (con la propiedad de que permita obtener
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un compilador verificado que se pueda usar en la vida real).

La estrategia para llevar a cabo esta extension es la siguiente: hasta el momento,
tomando como referencia el trabajo de Boutin, la seméantica natural se puede utilizar
para la formalizacion de la correccién de un compilador en Coq (tinicamente para el
caso de terminacion, y no se puede obtener un compilador verificado). Lo primero
que haremos serda mostrar como, a partir de una especificaciéon en semantica natural,
se puede obtener un intérprete (Seccion [3.1.1)), o bien un compilador (Seccién
correcto (sound) y completo (complete) con respecto a dicha especificacion, segin
corresponda. Luego, para que la semantica natural sea capaz de expresar computos
que no terminan, utilizaremos la seméantica coinductiva de Leroy. No obstante, esta
semantica Unicamente se ha utilizado en el lenguaje fuente; nosotros, ademas, mos-
traremos como utilizar la seméntica natural coinductiva para especificar los computos
que no terminan en una maquina abstracta (Seccion . También mostraremos
que un intérprete que se obtuvo previamente a partir de una semantica natural es
correcto y completo con respecto a la especificacion en semantica natural coinductiva
correspondiente (Seccion , es decir, bajo el criterio de no terminacion (y no tni-
camente para el caso de terminacion). De esta manera, estamos listos para formular y
demostrar la correccion (preservacion semantica) de un compilador, tanto para el caso
de terminacion (Seccion como para el caso de no terminacion (Seccion [£.1.3),
completamente en términos de semantica natural (coinductiva).

Para ilustrar el uso de semantica natural (coinductiva) como marco, mecanizamos
un compilador de Mini-ML a una version de paso largo de la maquina SECD moderna.
Nos interesaba mostrar que, en particular, la seméantica natural coinductiva es capaz
de expresar tanto traducciones entre lenguajes de alto nivel como traducciones de un
lenguaje de alto nivel a c6digo de maquina (un lenguaje de bajo nivel). Es por esta
razon que nuestro compilador se compone de dos etapas (ver Figura : traduccion
de Mini-ML con nombres a Mini-ML con indices de de Bruijn (Secciones y ,
como instancia de la primera, y generacion de cédigo de la maquina SECD moderna
(version de paso largo) a partir de Mini-ML con indices de de Bruijn (Secciones

4.2.2)), como instancia de la segunda. Por simplicidad, escribiremos MiniML para
referirnos a Mini-ML con nombres y MiniML*® para referirnos a Mini-ML en notacion
de de Bruijn.

Por otro lado, en la literatura se utiliza tradicionalmente seméntica de paso corto
en la maquina. Es por ello que, como méquina objetivo alternativa, ofrecemos la
méaquina SECD moderna original de paso corto (Secciones y extendida
para dar soporte a todo el lenguaje Mini-ML, en particular con soporte nativo de
recursion, con el fin principal de compararla con nuestra solucién, en la que se utiliza
una maquina de paso largo, es decir, nuestra version de paso largo de la méaquina
SECD moderna.

1.3. Contribuciones

Nuestras principales contribuciones generales y especificas son:

e La seméantica natural coinductiva como marco para la verificacion de la correc-
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MiniML
!
Traduccién a notaciéon de de Bruijn Codigo de maquina
! !
MiniML9B MSECD de paso largo
! (intérprete)
¢
l Resultado
Codigo de méquina
(a) Compilacion (b) Ejecucion

Figura 1.1: Arquitectura del compilador.

cion total de compiladores en Coq, tal que se puede obtener como producto
final un compilador verificado utilizable de forma independiente, es decir, un
compilador correcto y completo con respecto a una especificacion en semantica
natural (coinductiva) y correcto con respecto a la traduccion especificada

Un método sisteméatico para obtener ya sea un intérprete (Secciones y4.1.1))
o un compilador (Seccion [3.1.3) correcto y completo, segtin corresponda, a partir
de un especificacion en seméantica natural (coinductiva)

El uso de la seméntica natural coinductiva para especificar los computos que no
terminan en una maquina abstracta (Seccion {4.2.2.1))

Un compilador de Mini-ML a una version de paso largo de la maquina SECD
moderna, incluyendo la verificacion de su correccion total en Coq (Seccio-

nes BT} 1) 23y 122

Una version extendida de la maquina SECD moderna original de paso corto que

incluye soporte nativo de recursion (Secciones y 4.2.1))

Una version de paso largo de la méaquina SECD moderna, incluyendo su forma-

lizacion en Coq (Secciones y |4.2.2))

Una especificacion en seméntica natural coinductiva de los computos que no
terminan en Mini-ML (version extendida de la especificacion de Leroy del calculo
lambda puro con constantes, Seccion [4.1.1))

Una especificacién en semantica natural coinductiva de los computos que no
terminan en la maquina SECD moderna de paso largo (Seccion [4.2.2.1))

Un algoritmo para traducir de (una representacion abstracta de) la especifica-
cién en semantica natural (coinductiva) de un compilador correcto total a su
correspondiente formalizacion en Coq (Capitulo [5))
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Comenzaremos dando una exposicion del trabajo relacionado (Capitulo . La
idea general de la presentacion es primero atacar el caso de la terminacion utilizan-
do semantica natural (Capitulo , y luego el caso de la no terminacion utilizando
semantica natural coinductiva (Capitulo [4]). Durante este trabajo, la estrategia que
seguiremos sera presentar en abstracto cada uno de los componentes del compilador
junto con su correspondiente formalizacion en Coq; de esta manera, se busca que al
finalizar nuestro compilador se cuente con la intuiciéon necesaria que esta detras del
algoritmo para pasar de un compilador correcto total en abstracto a Coq (Capitu-
lo [5)). Finalmente (Capitulo @, presentamos nuestras conclusiones y una perspectiva
del posible trabajo futuro.

A lo largo de este trabajo iremos presentando fragmentos de codigo correspon-
dientes al desarrollo en Coq, el codigo completo se puede ver en [116|. Asimismo,
ofreceremos bosquejos de las demostraciones de los lemas y teoremas que iremos pre-
sentando, la demostracion completa, detallada paso por paso, de cada uno de éstos,
se puede consultar en el apéndice [A]



Capitulo 2

Verificacion de compiladores en Coq

En este capitulo daremos un panorama de la verificaciéon de compiladores en Coq.
Desde la fundacion del proyecto CompCert C |65, 62, |64} 19, (18] liderado por Leroy,
ha habido un gran progreso en la literatura dedicada a la verificaciéon de compiladores
utilizando asistentes de demostracion, en particular en Coq. En este trabajo, se trata
especificamente la verificacion de compiladores de lenguajes funcionales; en principio,
la verificacion de compiladores de lenguajes funcionales a maquinas abstractas.

2.1. Técnicas de verificacion

Una técnica usual, expuesta por Hardin et al. [47], para llevar a cabo la verifica-
cion de un compilador de un lenguaje funcional a una maquina abstracta, es utilizar
semantica de paso corto, tanto en el lenguaje fuente como en la méquina abstracta,
junto con una funcién de decompilacion y una medida para establecer la correccion.
La idea de esta técnica es realizar una simulacién de abajo hacia arriba en la que toda
transicion de la maquina corresponde a cero o una reduccion en el lenguaje fuente.
Por tanto, se establece una correspondencia inversa donde los estados de la maquina
se transforman hacia arriba en expresiones del lenguaje fuente mediante la funciéon de
decompilacion. Més precisamente, si partiendo de un estado de maquina s se alcanza
un estado s’ via una transicion de maquina s - s’, y e es la expresion del lenguaje
fuente que corresponde al estado s via decompilacion, existe una expresion e’ que
corresponde a s’ via decompilacion, tal que e = €’ o0 e se reduce a e’ via la semantica
de paso corto del lenguaje fuente e — ¢’. Cuando la méquina realiza una transicion
de un estado a otro y la decompilaciéon de ambos estados corresponde a la misma ex-
presion en el lenguaje fuente, se dice que la maquina realiza una transicion silenciosa
(silent transition). Para garantizar que no existe un nimero infinito de transiciones
silenciosas, se utiliza una medida que se define sobre los estados de la maquina, es
decir, si s - s’ y la decompilacion de s y s’ corresponde a la misma expresion e, la
medida de s es mayor que la de s'.

Grégoire y Leroy [46] y Grégoire [45] utilizan esta técnica para verificar el com-
pilador de un célculo lambda con reduccion fuerte a una méaquina abstracta en Coq;
més precisamente, para verificar la correccion de un compilador del céalculo de cons-
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trucciones inductivas (CIC) a una variante de la maquina ZAM |[70] (adaptada para
soportar reduccion simbolica débil), de donde se obtiene una implementacion verifica-
da basada en un compilador para evaluar términos de Coq. Adicionalmente, Grégoire
y Leroy muestran que esta implementaciéon basada en un compilador es mas eficiente
que el intérprete original de Coq (tal como se esperaba). Méas recientemente, Kunze et
al. [59] emplean una técnica muy similar para verificar la correccién de un compilador
de un calculo lambda con llamada por valor a una maquina abstracta en Coq.

No obstante, Leroy [63, 66] y Leroy y Grall |[71]| subrayan la dificultad de una de-
mostracion de la correccion utilizando esta técnica, y también senalan que la definicion
de una decompilacion es complicada, y no resulta facil razonar sobre ella ni extender-
la (especialmente en las fases de optimizacion de un compilador). En consecuencia,
proponen una solucién basada en seméantica de paso largo; en efecto, mencionan que
la motivacion original de su trabajo es demostrar, utilizando seméantica de paso largo,
la preservacion semantica de compiladores.

La técnica de Leroy [63] y Leroy y Grall [71] consiste en usar seméntica de paso
largo (coinductiva) en el lenguaje fuente, pero seméntica de paso corto en la maquina.
De esta forma, para el caso de terminacion, si una expresion del lenguaje fuente e se
evaliia a v via seméantica de paso largo e = v, entonces reducir el c6digo de maquina c
via el cierre transitivo de la seméantica de paso corto * lleva a la maquina a un estado
con v, en la cima de la pila, donde ¢ corresponde a la compilacion de e y v, es el valor
de maquina correspondiente a v. Para el caso de no terminacion, si e diverge usando
seméantica de paso largo coinductiva, entonces ¢ también diverge en la maquina. Leroy
y Grall mencionan que su técnica provee una forma més simple de demostrar la
preservacion de la semantica, en particular para el caso de no terminacion.

Actualmente, es bien conocido [63} 71, 25 9] que el uso de la seméntica de paso
largo es més facil y mas conveniente para demostrar la correccién de compiladores, asi
como para obtener intérpretes eficientes [9]. Nuestro proposito es llevar a la seméantica
de paso largo a sus tltimas consecuencias explotdndola donde ha demostrado ser de
utilidad. Es por esto que proponemos a la semantica natural (coinductiva) como marco
para la verificacion de compiladores.

La semantica natural (coinductiva) como marco para la verificacion de compilado-
res en Coq tal como se propone en este trabajo es una técnica muy similar en espiritu
a aquella de Leroy y Grall, pero va més lejos, ya que la semantica de paso largo no
se utiliza inicamente en el lenguaje fuente, sino que también se utiliza en la maquina
objetivo (recordemos que Leroy y Grall emplean seméntica de paso corto en la méa-
quina). Mas aun, para el conocimiento del autor, es la primera vez que la semantica
natural coinductiva se propone y utiliza para definir computos que no terminan en
una maquina abstracta. De este modo, se obtiene una técnica completamente basada
en semantica natural (coinductiva) para verificar la correccién de compiladores de
lenguajes funcionales a maquinas abstractas en Coq.

Establecer la correccion es incluso mas facil, intuitivo y simple, ya que la semantica
natural también se usa en la maquina. Si una expresion del lenguaje fuente e se evaliia
a un valor v via la seméantica natural del lenguaje fuente e = v, entonces ¢ se evaliia
al estado de méquina final que tiene a v,, en la cima de la pila via la seméntica
natural de la maquina s + ¢ = v,, - s; donde ¢ es la compilacién de e via semantica
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natural e || ¢, v, es la compilacion de v via semantica natural v |} v,,, y s es una pila
cualquiera. Si e diverge via semantica natural coinductiva e 2 ;| entonces ¢ también
diverge via la semantica natural coinductiva de la méaquina s + ¢ = . Aqui notamos
que la semantica natural (coinductiva) es suficiente para establecer la correccion: no
se requiere de ningun otro formalismo distinto.

Un uso potencial de este marco es tomarlo como base para verificar una imple-
mentaciéon convencional, un compilador que genera cédigo de una maquina abstracta,
(del nicleo) de un lenguaje funcional real como OCaml. La implementacion oficial de
OCaml del INRIA consta de dos compiladores [67]: el primero genera codigo de la méa-
quina ZAM, mientras que el segundo genera codigo C--. Especulamos que este marco
también se puede utilizar como base para verificar el compilador que genera C-- ya
que Dargaye [36] ya usa semantica de paso largo (aunque no como marco unificador
y tnicamente considerando computos que terminan) para verificar un compilador de
Mini-ML a Cminor (una representacion intermedia temprana del compilador Comp-
Cert C). La idea de generar cddigo Cminor (o algin otro lenguaje intermedio de
CompCert C) en lugar de C-- es inmediata, ya que de esta manera se puede conectar
la parte final (back-end) del compilador a CompCert C y obtener como resultado
final codigo ensamblador verificado. Este uso toma una mayor relevancia si conside-
ramos que Coq es un programa OCaml (si bien algunos fragmentos de Coq han sido
verificados en el mismo Coq [101} 100, [11], el codigo OCaml verificado resultante de
la extraccion se ejecutaré eventualmente en una implementacion de OCaml).

2.2. Derivacién de maquinas abstractas

Por su parte, una linea de investigacion se dedica a derivar sisteméaticamente una
méaquina abstracta partiendo de un calculo lambda |5, |17, |14}, 92, |99} |16, |15]. La
idea general de estos trabajos es partir de un calculo lambda y realizar una serie
de transformaciones hasta obtener la maquina abstracta deseada. Aunque en estos
trabajos se emplea una gran variedad de transformaciones, una de las mas explotadas
es reorientacion (refocusing) [35]. Algunos, ademaés, incluyen formalizacion en Coq |14,
92, 99, |16} [15]. Los trabajos mas cercanos al nuestro son aquellos que partiendo de
la semantica natural de un célculo lambda derivan una méaquina abstracta [5, 92];
especificamente, el trabajo mas similar es [92]; en éste, la maquina STG se deriva
a partir de la seméntica natural de un calculo lambda perezoso y la derivacion se
formaliza en Coq. No obstante, se tratan tinicamente los computos que terminan.

En todos estos trabajos, el énfasis recae en la derivacion de la méquina corres-
pondiente. En contraste, en la implementacién de un lenguaje funcional la maquina
abstracta objetivo se disena usualmente a mano y s6lo después, si acaso, se demues-
tra que es correcta con respecto a la seméantica del calculo lambda fuente (véase, por
ejemplo, |70]). Por consiguiente, la semantica natural (coinductiva) como marco, co-
mo se presenta en este trabajo, es mas adecuada para verificar implementaciones de
lenguajes funcionales (que generan codigo para una maquina abstracta), ya que en él
se considera la maquina objetivo como dada (y no por ser derivada). De igual forma,
en caso de haber lenguajes intermedios, éstos se consideran como dados (y no por ser
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derivados).

Mas atin, si por alguna razon (por ejemplo, la justificacion semantica de la maquina
objetivo) se considera relevante derivar sistematicamente la maquina objetivo a partir
del célculo fuente, conjeturamos que la derivaciéon correspondiente también se puede
llevar a cabo en el marco de seméantica natural. Esto se debe a que cada transformacion
que lleva paulatinamente a la méaquina derivada se puede ver como una traduccién
intermedia y ser definida en semantica natural. Asimismo, el lenguaje de entrada
y de salida de cada transformacién se puede ver como un lenguaje intermedio y
su seméntica correspondiente puede definirse en semantica natural. Desde luego, la
maquina abstracta derivada seria una maquina de paso largo.

2.3. Formalizaciones ad-hoc

Los siguientes trabajos estan dedicados a la formalizaciéon de un pequeno lenguaje
funcional en Coq, pero ninguno de ellos utiliza semantica natural como marco unifi-
cador para todos los componentes del compilador; en su lugar, utilizan verificaciones
ad-hoc: Chlipala 26| presenta un compilador de un pequenio lenguaje funcional impuro
a un lenguaje ensamblador idealizado; usa notaciéon de de Bruijn y emplea seméantica
natural para el lenguaje fuente y el objetivo, pero no para especificar la compilacion.
Benton y Hur [13] tratan la compilaciéon de un pequenio lenguaje funcional con tipos
a la maquina SECD, pero utilizan semantica denotacional para el lenguaje fuente y
semantica de paso corto en la maquina, ademas de que emplean una relacion indexada
por paso biortogonal (biorthogonality step-indexed logical relation) para establecer la
correccion. Dargaye 36| entrega un compilador de Mini-ML a Cminor (una represen-
tacion intermedia temprana del compilador CompCert C [65]), pero no esta diseniado
para ser una implementaciéon de Mini-ML de proposito general independiente; en su
lugar, fue concebida para trabajar inicamente con el c6digo generado por el mecanis-
mo de extraccion de Coq. Leroy |63} 71}, 66| ofrece un compilador verificado del céalculo
lambda puro extendido con constantes a la maquina SECD moderna; comienza con
notacion de de Bruijn y utiliza seméantica natural para el lenguaje fuente, pero recurre
a seméntica de paso corto para la maquina y una funcién para definir la compilacion.

2.4. CertiCoq

El proyecto CertiCoq |7, 96, [12, [83] busca proveer una secuencia de extraccion
verificada del lenguaje nucleo de Coq, Gallina, a lenguaje de maquina. Por lo tanto,
en CertiCoq tinicamente tiene sentido abordar computos que terminan. Esta situacion
se menciona explicitamente en [7]: “... we can restrict our reasoning to terminating
programs since Coq is strongly normalizing. This way we avoid backward simulations
(forward simulations proofs are much simpler) and avoid proving preservation of di-
vergence”. De forma similar, Savary Bélanger [96] senala: “In CertiCoq, we are only
concerned with terminating programs: Gallina is strongly normalizing, and our proof
of correctness ensures that programs do not acquire non-terminating behaviors along
the way”.
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En lugar de producir directamente codigo de méaquina, CertiCoq genera codi-
go de Clight (un lenguaje intermedio de CompCert C). Por tanto, CertiCoq utiliza
CompCert C como parte final verificada del compilador (verified compiler back-end)
para producir cédigo de maquina. De esta manera, el compilador CertiCoq realiza
una serie de fases de Gallina a Clight. En CertiCoq, la seméantica de los lenguajes
(fuente, objetivo e intermedios) asi como las demostraciones de correcciéon (para el
caso en que los computos terminan) estdn basadas en seméntica de paso largo. Sin
embargo, la seméantica de paso largo se refina con otras nociones tales como relacio-
nes logicas indexadas por paso (step-indexed logical relations) y semanticas basadas
en contextos (context-based semantics) |84, |96]; esto con el fin de poder contar con
propiedades adicionales, por ejemplo, composicionalidad. Adicionalmente, la posible
adopcion de esta técnica para lenguajes de proposito general apenas se menciona, de
forma breve, en [96]; aunque para este propodsito Savary Bélanger |96] sugiere que se
emplee semantica de paso corto. Por su parte, Paraskevopoulou y Appel [84] y Pa-
raskevopoulou [83], en la demostracion de la correccion de la conversion a cerraduras
(closure conversion), ya extienden esta técnica para tratar bajo ciertas condiciones
los computos que no terminan. La conversion a cerraduras es una fase que se realiza
en CertiCoq.

Nuestro marco de seméntica natural (coinductiva) es mas adecuado para verificar
implementaciones usuales de lenguajes funcionales a maquinas abstractas, ya que en
él se consideran ambos tipos de computos: los que terminan y los que no terminan
(correccion total). Asimismo, en él se pueden expresar los computos que terminan y
los que no terminan en una maquina abstracta. En contraste, por disenio |7] CertiCoq
tnicamente considera, por un lado, evaluaciones que terminan y, por el otro, genera
cddigo de Clight, de modo que no se utiliza una méquina abstracta. Esta situacion
evidencia que nuestro marco de seméntica natural (coinductiva) y CertiCoq persiguen
diferentes objetivos. Mientras que nuestro marco de semantica natural (coinductiva)
es un marco para conducir la verificacién total de la correcciéon de compiladores en
Coq, CertiCoq es un compilador verificado (del calculo niicleo de Coq a Clight), cuyos
objetivos principales explicitos no incluyen ofrecer una infraestructura para la verifi-
cacion de compiladores [7], incluso cuando la infraestructura y técnicas desarrolladas
para verificar el compilador CertiCoq pueden adaptarse con este proposito.

2.5. Semantica

Las siguientes son semanticas relacionadas: seméantica operacional de paso largo
coinductiva (coinductive big-step operational semantics) |63, |71], semantica operacio-
nal coinductiva basada en trazas (trace-based coinductive operational semantics) [76],
semantica de paso muy largo (pretty-big-step semantics) |25] y semantica de paso lar-
go basada en banderas (flag-based big-step semantics) [9).

De estos trabajos, el tinico que presenta la verificacion de la correcciéon de un
compilador es el de Leroy (una verificacién ad-hoc), lo cual significa que en ninguno
de ellos se utiliza semantica natural (coinductiva) como marco para la verificacion
de la correccidon de compiladores. Especificamente, no se utiliza en la definicion de la
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semantica de la maquina (ni en la de su intérprete), se prescinde de ella en la definicion
de las traducciones y no se usa (tanto en el lenguaje fuente como en el lenguaje
objetivo) para establecer, ni para demostrar, la correccion de las traducciones. Lo que
si se hace en cada uno de ellos es presentar una semantica natural con coinduccion
de un lenguaje de alto nivel (que corresponderia, usualmente, al lenguaje fuente en
un compilador) y es este aspecto el que revisaremos a continuacion.

Leroy [63], primero, expresa por separado los computos finitos empleando semanti-
ca natural “evaluacion” (evaluation) y los computos infinitos “divergencia” (divergen-
ce) usando semantica natural coinductiva; esta solucion es clara y limpia. Después,
ofrece una solucion alternativa; en ésta se expresan computos finitos y computos in-
finitos en una tnica seméntica natural coinductiva “coevaluacion” (coevaluation). No
obstante, esta seméantica no se comporta bien, ya que, por una parte, hay computos
infinitos que no es capaz de expresar, y, por otra, existen computos infinitos que se
evalian a un valor cualquiera v. Nakata y Uustalu [76] senalan que este comporta-
miento parece ser accidental e indeseable.

Nakata y Uustalu [76] definen una seméantica natural coinductiva del lenguaje Whi-
le que expresa computos finitos y computos infinitos; el diseno, cuidadoso y ad-hoc de
esta semantica sigue, en su interior, el de la seméantica de paso corto. Adicionalmente,
Nakata y Uustalu definen un intérprete utilizando la ménada de traza (trace monad)
y muestran que es correcto con respecto a dicha semantica. El trabajo de Uustalu
y Nakata |76] es el unico de los trabajos relacionados expuestos aqui en el que se
presenta un intérprete.

Charguéraud [25], introduce la seméantica de paso muy largo, una semantica basada
en coevaluacion de Leroy; desafortunadamente, la seméantica de paso muy largo hereda
el mal comportamiento de coevaluacion. A su vez, Bach Poulsen y Mosses [9] definen
la semantica de paso largo basada en banderas con base en la seméntica de paso
muy largo; infortunadamente, la semantica de paso largo basada en banderas, por
medio de la seméntica de paso muy largo, también hereda el mal comportamiento de
coevaluacion.

En este trabajo hemos presentado la semantica natural (coinductiva) como marco
para la verificacion de la correccion total de compiladores en Coq. Una vez que conta-
mos con una solucién simple, facil, clara e intuitiva para esta tarea, podemos buscar
mejorarla. En particular, en los intérpretes hemos utilizado un parametro natural pa-
ra acotar la recursion. Leroy |68 ha definido recientemente un intérprete del lenguaje
While utilizando la moénada de parcialidad (partiality monad); nosotros pensamos
adoptar la ménada de parcialidad en nuestro compilador de Mini-ML, y en el marco
en general, para evitar el uso de este parametro.

Por otra parte, se busca llegar a una tnica seméntica coinductiva “ =7 capaz
de expresar computos que terminan y computos que no terminan. Charguéraud [25]
menciona que, en principio, esta semantica se podria utilizar directamente para de-
mostrar la correccion total de las traducciones, no obstante, senala que la conclusion
en el teorema de correccion, usualmente es de la forma 3v'.(v ~ v') A (¢ & 0'), ¥ que,
el soporte actual de coinducciéon en Coq, tnicamente permite el uso de predicados
coinductivos en la conclusion, en particular, no permite el uso del cuantificador exis-
tencial “3” ni del conectivo “A” cuando se realiza una demostraciéon por coinduccion.
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Bach Poulsen y Mosses [9] dirigen una critica similar al soporte actual de coinduccion
en Coq. Afortunadamente, nuestra semantica natural (coinductiva) es ideal aqui, ya
que, al utilizar seméantica natural (inductiva) “=" para expresar computos finitos y
semantica natural coinductiva “ = ” para expresar computos infinitos (por separado),
la demostracion del caso de terminacion, donde la conclusion requiere de un 3 y de
un A, se puede hacer por induccién, mientras que, de esta forma, en el caso de no
terminacion, en la conclusion no se requiere ni del 3 ni del A, Gnicamente se utiliza
el predicado coinductivo = | por lo que se puede demostrar por coinduccion (con el
soporte actual de Coq).

Aun asi, se podria buscar una tnica seméantica 2 para tener una definicién més
concisa; en tal caso, el marco podria automatizar la traduccion de ésta a las dos
semanticas por separado (= y = ), ademas de establecer y demostrar la equivalencia
entre la primera y la uniéon de las dos tltimas. Una vez que se cuenta con estas dos
semanticas, se pueden utilizar los resultados actuales del marco.

El problema central es que, hasta donde el autor conoce, a la fecha, no existe en
la literatura, ninguna seméntica natural coinductiva que exprese computos finitos y
computos infinitos, y que, se comporte bien en Coq. El autor, con base en coeva-
luacion de Leroy, ha logrado definir una seméntica natural coinductiva (del céalculo
lambda puro extendido con constantes) que expresa computos que terminan y compu-
tos que no terminan y que se comporta bien en Coq. Adicionalmente, ha demostrado
la equivalencia de dicha seméantica con la unién de las dos seméanticas que expresan
los computos finitos y los computos infinitos por separado (= y = ). Al parecer, este
resultado es correcto [61] y se piensa presentar en trabajos futuros.

Para continuar, se podria atacar el problema de reducir el nimero de reglas nece-
sarias en una definicién en seméantica natural coinductiva. Este es el objetivo principal
de la seméantica de paso muy largo y de la seméntica de paso largo basada en bande-
ras. Incluso, de haber en estas semanticas resultados que representan una mejora en
ese sentido para nuestro marco, pueden ser adoptados en el mismo.
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Capitulo 3

Semantica natural

En este capitulo, atacaremos el caso en que los computos terminan utilizando se-
mantica natural. Primero expondremos la traduccion a indices de de Bruijn y, después,
la generacion de codigo.

3.1. Traduccion a indices de de Bruijn

En esta seccion, ofrecemos la traduccion de MiniML a MiniML?®, 1a cual est4 basada
en la ofrecida por el autor en [117].

3.1.1. MiniML

Para comenzar, presentamos el lenguaje fuente, MiniML, dado por el autor en |117],
que es esencialmente el calculo lambda puro extendido con naturales, booleanos, ope-
radores aritméticos y de comparacion, definiciones locales, condicionales y recursion
nativa por medio de un operador de punto fijo. Su sintaxis abstracta es la siguiente:

e = n Naturales
| b Booleanos
| exe con*e{+ - * =} Expresiones aritméticas y de comparacion
| = Variables
| if etheneelsec Condicionales
| letz=eine Definiciones locales
|  x.e Abstraccion
| wfAze Punto fijo
| ee Aplicacion

Antes de realizar la codificacion de nuestras definiciones en Coq, conviene resaltar
algunas caracteristicas de éste. Coq esta basado en el calculo de construcciones in-
ductivas, el cual es un calculo lambda con un sistema de tipos sofisticado y expresivo.
Al tratarse de un célculo lambda, se puede utilizar como una logica, pero también
como un lenguaje de programacion, es decir, se pueden demostrar proposiciones, pero
también se pueden escribir programas.
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Esta distincion se hace explicita utilizando los tipos Prop y Set, respectivamente.
A grandes rasgos, cuando un término en Coq tiene tipo Prop, se usa como logica,
mientras que si un término tiene tipo Set se usa como lenguaje de programacion. En
realidad, esta distincion sintactica explicita entre Prop y Set se introdujo debido al
mecanismo de extraccion de Coq [85] para distinguir aquellos términos con contenido
computacional de aquellos sin él (Paulin-Mohring [85] llama “Spec” a lo que més
adelante se le denomino “Set”). De esta manera, si un término en Coq tiene tipo Set, el
mecanismo de extraccion puede generar un programa en un lenguaje de programacion
general, como OCaml, correspondiente a este término. Por el contrario, si un término
tiene tipo Prop, no se puede extraer programa alguno.

La sintaxis abstracta de MiniML se puede codificar en Coq como sintaxis abstracta
de primer orden utilizando una definicién Inductive con tipo Set de la siguiente
manera:

Inductive MML_exp: Set :—
Const : nat — MML_exp

Letm: nid — MML_exp — MML_exp — MML_exp

Lam: nid — MML_exp — MML_exp
Mu: nid — nid — MML_exp — MML_exp
App: MML_exp — MML_exp — MML_exp.

De aqui se puede utilizar el mecanismo de extraccion de Coq con el siguiente
comando:

Extraction MML_exp.

lo cual da como resultado:

type mML_exp —
Const of nat

Letm of nid * mML_exp * mML_exp

Lam of nid * mML_exp
Mu of nid * nid * mML_exp
App of mML_exp * mML_exp

De esta forma, podemos notar como una definiciéon Inductive con tipo Set en Coq
corresponde a un ADT en OCaml; en este caso, a la sintaxis abstracta de MiniML.

Para definir la semantica natural de MiniML, primero definimos sus valores por
medio de entornos y cerraduras:
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vou=on Ntumeros r == ] Entorno vacio
| b Booleanos | (z,v)-T
| (Az.e)[T] Cerraduras
|  (pfz.e)[l'] Cerraduras recursivas

Un entorno es una asociacion de variables a valores, representado como una secuen-
cia de pares (x,v), donde z es el nombre de una variable y v su valor correspondiente.

Al respecto, el predicado I' - x — v expresa que, el valor de la variable = en el
entorno [' es v.

lFx+—vo TEY
(z,v) TrHzr—w (y,w) TrHxzr—w

La seméntica natural de MiniML, tal como lo hace el autor en [117], se define por
medio del siguiente predicado:

I'rFre=w

que se lee: dada una expresion e y un entorno I, e se evalta al valor v.

Naturalmente, bajo el supuesto de que I' contiene el valor de las variables libres
de e. La semantica de MiniML es la siguiente:

- - I'-e1 =>ny I'+ey=ny
I'n=n T'rb=0 I'kepxey = ny *xny
| I'e; =g (z,v1) T e =wv
Ncz=vw I'Hlet x=€; iney = w
I'e; = true T'tey=w I'+ey = false I'kesg=w
'+ if e; then ey else e3 = v I'+ if e; then ey else e3 = v
'k Ax.e = (Ax.e)[T] T+ pfAz.e= (ufAz.e)[T]
ILrep = (Ax.e)[l] T'es = vy (z,v2) T1Fe=wv
I'ejea=w
Trep = (pfrze)[T1] Tre=vs (z,02) (f,(ufAx.e)[T1]) T1re=w
I'epea=0

En seméntica natural, una definicién puede verse como una proposicion logica
inductiva, por lo que se puede codificar en Coq como una definicién Inductive con
tipo Prop. Asi, la seméantica de MiniML se puede escribir de la siguiente manera:
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Inductive MML_NS : MML_env — MML_exp — MML_val — Prop :=
| MML_NS_Const: V G:MML_env, V n :nat,
MML_NS G (Const n) (Num n)

| MML_NS_Let: V G:MML_env, Y x:nid,V el e2:MML_exp, V v1 v2:MML_val,
MML_NS G el vl —
MML_NS ((x,v1):: G) e2 v2 —
MML_NS G (Letm x el e2) v2

| MML_NS_Lam: V G:MML_env, YV x:nid, V e:MML_exp,
MML_NS G (Lam x e) (Clos x e G)

‘ MML_NS_Mu: V G:MML_env, V f x:nid, V e:MML_exp,
MML_NS G (Mu f x e) (Closr f x e G)

| MML_NS_App: V G G1:MML_env, V x:nid, V el e2 e:MML_exp, V v v2:MML_val,
MML_NS G el (Clos x e G1) —
MML_NS G e2 v2 —
MML_NS ((x,v2):: G1) e v —
MML_NS G (App el e2) v

\ MML_NS_Appr: V G G1:MML_env, V f x:nid, V el e2 e:MML_exp, V v v2:MML_val,
MML_NS G el (Closr f x e G1) —
MML_NS G e2 v2 —
MML_NS ((x,v2)::( f,(Closr f x e G1)):: G1) e v —
MML_NS G (App el e2) v.

Como una definiciéon en seméntica natural es, en general, una relaciéon, es no
determinista en el caso general. Es por esto que, si en un caso particular una definicion
de este tipo es determinista, debe establecerse formalmente un lema que enuncie esta
propiedad, tal como lo hacemos para la semantica de MiniML de la siguiente forma:

Lemma MML_NS_deterministic:
VG Ve Vvl MMLNSG e vl —
YV v2, MML_NS G e v2 —

vl = v2.

En efecto, este resultado, en el caso de que se trate de un lenguaje funcional
basado en el calculo lambda, como es el caso de MiniML, también puede leerse como
un resultado de confluencia.

Si una relaciéon es determinista, entonces puede escribirse como una funcién; en
consecuencia, se puede codificar como una funciéon en un lenguaje de programacion.
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En Coq podemos escribir una funciéon recursiva empleando Fixpoint; por ejemplo, la
funcion que corresponde a la semantica natural de MiniML se escribe como sigue:

Fixpoint MML_NS_interpreter (depthR:nat) (G:MML_env) (e:MML_exp)
option MML_val :—
match depthR with
| 0 = None
| Sm =
match e with
| Const n = Some (Num n)
|
| Letm x el e2 =
match MML_NS_interpreter m G el with
| Some vi = MML_NS_interpreter m ((x,vl):: G) e2
| _ = Nome
end

Mu f x e = Some (Closr f x e G)
App el e2 =
match MML_NS_interpreter m G el with
| Some (Clos x e G1) =
match MML_NS_interpreter m G e2 with
| Some v2 = MML_NS_interpreter m ((x,v2):: G1) e
| _ = Nomne
end
| Some (Closr f x e G1) =
match MML_NS_interpreter m G e2 with
| Some v2 =
MML_NS_interpreter m ((x,v2)::( £,(Closr £ x e G1)):: G1) e
| _ = None
end
| _ = None

| Lam x e = Some (Clos x e G)
|
|

end
end
end.

Podemos notar que esta funcién es en realidad un intérprete. Para garantizar
que siempre terminard, hemos anadido el pardmetro natural depthR, que indica la
profundidad de la recursion (depthR también es llamado “fuel” por algunos autores,
ver, por ejemplo [51 [50]). Esto se debe a que el célculo de construcciones inductivas
es fuertemente normalizable [115], lo que significa que, desde la perspectiva de un
lenguaje de programacion que todos los calculos deben terminar, por tanto, en Coq
todas las funciones deben ser totales y deben terminar.

Desde el punto de vista de la verificacién, una proposicion logica sirve como una
especificacion formal que un programa tiene que cumplir. En este caso, la proposicion
logica es la definicion Inductive en Prop, mientras que el programa es el intérprete
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en Set. Entonces, para verificar que nuestro intérprete es correcto con respecto a la
semantica natural de MiniML, debemos demostrar el siguiente lema:

Lemma MML_NS_interpreter_soundness:
VGev, MMLNSGe Vv —
3 n, MML_NS_interpreter n G e = Some v.

En sentido contrario, es decir, para verificar que nuestro intérprete es completo
con respecto a la semantica natural de MiniML, debemos demostrar este lema:

Lemma MML_NS_interpreter_completeness:
Van VG Ve, Vuv,

MML_NS_interpreter n G e — Some v —
MML_NS G e v.

Ahora, escribimos el factorial de 5 en MiniML como programa de ejemplo:

Definition example :—
(App (Mu "fac" "x" (If (Eq (Var "x") (Const 0))
(Const 1)
(Times (Var "x")
(App (Var "fac")
(Minus (Var "x") (Comst 1)))))) (Const 5)).

luego, podemos evaluar nuestro programa de ejemplo en nuestro intérprete de MiniML,
dentro de Coq, como sigue:

Compute (MML_NS_interpreter 19 nil example).

y se obtiene el resultado esperado:

= Some (Num 120) : option MML_val

Después, podemos utilizar el mecanismo de extracciéon como sigue:

Extraction MML_NS_interpreter.

y asi obtener un intérprete verificado, correcto y completo con respecto a la semantica
natural de MiniML, escrito en OCaml, listo para ser utilizado en la vida real.
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let rec mML_NS_interpreter depthR ge —
match depthR with
| 0 - None
| Sm —
(match e with
| Const n — Some (Num n)
| Letm (x, el, e2) —
(match mML_NS_interpreter m g el with
| Some vi — mML_NS_interpreter m (Cons ((Pair (x, v1)), g)) e2
| None — None)

| Lam (x, e0) — Some (Clos (x, €0, g))
| Mu (f, x, e0) — Some (Closr (f, x, €0, g))
| App (el, e2) -
(match mML_NS_interpreter m g el with
| Some m0 —
(match mO with
| Clos (x, €0, gl) —
(match mML_NS_interpreter m g €2 with
| Some v2 — mML_NS_interpreter m (Cons ((Pair (x, v2)), gl)) e0
| None — None)
| Closr (f, x, €0, gl) —
(match mML_NS_interpreter m g €2 with
| Some v2 —
mML_NS_interpreter m (Cons (( Pair (x, v2)),
(Cons ((Pair (f, (Closr (f, x, €0, gl)))), gl)))) eO
| None — None)
| _ — None)
| None — Nomne))

El lector puede preguntarse acerca de la “doble” tarea de mantener ambas defi-
niciones: Prop y Set. Por una parte, si trabajamos en la parte ldgica, en Prop, no se
puede obtener un compilador verificado que se pueda utilizar en la vida real; mientras
que, por otra parte, las definiciones dentro del tipo Set nos fuerzan a trabajar con
funciones totales y que terminen.

Recordemos que la seméntica natural es, en general, inherentemente relacional y
no determinista; por tanto, para escribir una definicién en semantica natural como
una funciéon debemos asegurar que es total y determinista. Aunque para algunos casos
particulares esto se cumple, pensamos que si una definicién en semantica natural se
escribe directamente como una funcién la esencia de la semantica natural se desvanece.

Adicionalmente, Coq genera automaticamente principios de inducciéon a partir de
definiciones inductivas, no asi en el caso de funciones. Esos principios de induccion son
de utilidad, ya que se pueden utilizar, por medio de la tactica induction al realizar
una demostracion. En algunos escenarios esto representa una ventaja; especificamente,
desde luego, cuando demostracion se hace por induccion.
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Tomando en cuenta los puntos anteriores, damos definiciones en Prop para retener
la esencia de la semantica natural y para sacar provecho de los principios de induc-
cién generados por Coq. Ademas, damos las definiciones correspondientes en Set,
principalmente para obtener implementaciones verificadas.

3.1.2. MiniML%®

Ahora, presentamos el lenguaje en notacion de de Bruijn, MiniMLdB, que el autor
describe en [117], de forma similar a como lo hicimos con MiniML. La codificacién en
Coq es analoga, por lo que no la describimos.

La sintaxis de MiniML® es:

d == n Naturales
| b Booleanos
| dxd con*e{+,— %=} Expresiones aritméticas y de comparacion
| i Variables sin nombre (indice de de Bruijn)
| if d then d else d Condicionales
| letdind Definiciones locales
| Ad Abstraccion
| pAd Punto fijo
| dd Aplicacion

Los valores y cerraduras en notaciéon de de Bruijn correspondientes se definen
como sigue:

v o= on Nuameros Q == ] Entorno vacio
b Booleanos | v-Q

|
| (\d)[Q] Cerraduras
| (pAd)[2] Cerraduras recursivas

Los entornos sirven como una asociacion (implicita) de variables (representadas
por indices de de Bruijn) a valores. Tal como lo expresa el predicado 2 + i — v, el
valor de una variable representada por el indice ¢ esta en la posicion ¢ en el entorno
(una secuencia de valores).

Qri —w
v-Q-0r—v w-Q+Si —wv

La seméntica natural de MiniML®® siguiendo la exposicion del autor en [117], se
define inductivamente mediante el siguiente predicado:

Qrd=v
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que se puede leer como sigue: en el entorno €2, la expresion d se evaliia al valor v.
Ciertamente, en el supuesto que el entorno €2 contiene el valor de las variables

. .. L. .. dB .

libres de la expresion d. La semantica natural de MiniML®® se define como sigue:

- - Ql—d1=>n1 Q!—d2:>n2

Qrn=n Qrb=1D Qrdy xdy = ny *xng
Qrir—o Qrdy = v1-Q+dy =
Qri=wv Qrlet d; indy = v

Q+d; = true Qrdy = v Q+dy = false Qrds=>v

QO+ if d; then dy else d3 = v QO+ if d; then dy else d3 = v
QrAd= (\d)[Q] Qr pAd= (pAd)[Q]

Qrdi = (Md)[] Q'+ dy = vy ve - Fd=v
Qrdi dy =

Q- d1 = (/J,)\d)[Ql] Q- d2 = V9 v - (,UJAd)[Ql] . Ql Fd=v
Ql—dl dg =

3.1.3. Traduccion

En esta parte, tratamos la traduccion de MiniML a MiniMLE. Una vez mas, la

codificaciéon en Coq es muy similar, por lo que s6lo mencionaremos los puntos en los
que esta difiera.

Primero, debemos definir los contextos empleados en esta traduccién. Un contexto
IT de la traduccion a indices de de Bruijn es una secuencia de nombres de variables,
es decir, IT = [z, -, x, ].

I == [] Contexto vacio

En semantica natural, esta traduccion, dada por el autor en [117], se define me-
diante el siguiente predicado:

M+e | d

el cual expresa que: en el contexto II, la expresién con nombres e de MiniML se traduce
a la expresion en notacion de de Bruijn d de MiniML®®,

En el supuesto de que el contexto II contiene los nombres de las variables libres
de e, la traduccion se define como sigue:
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- - H|—€1Ud1 Hl—eglldg
Irn | n Im=o | b MMeyxex | dyxdo

Mz | ¢ TEY
z-Irz | 0 y-Ir-az | Si

HI—61Ud1 :E-HI—EQUdQ
IT+1let x=e; iney || let dy in ds

Hl—ellldl H|—62Ud2 Hr—63Ud3
I+ if e; then e; else eg | if dy then dy else d3

z-Mre | d z-f-Mre | d
I+ Aze | A\d I-pfrre | pd

Me; | dy Ir-ey | do
HI—€1 €2 U dl dQ

En cuanto a la codificacion en Coq de esta traduccion, es analoga a la de la
seméantica de MiniML, lo cual significa que se hace con una definicién Inductive con
tipo Prop:

Inductive dB_translation_NS: ctx — MML_exp — MML_dB_exp — Prop :=
| dB_translation_NS_Const: V P n,
dB_translation_NS P (Const n) (Const_dB n)

| dB_translation_NS_Let: V P el e2 dl 42 x,
dB_translation_NS P el d1 —
dB_translation_NS (x:: P) e2 d2 —
dB_translation_NS P (Letm x el e2) (Letm_dB dl1 d2)

| dB_translation_NS_Lam: V x e d P,
dB_translation_NS (x:: P) e d —
dB_translation_NS P (Lam x e) (Lam_dB d)

| dB_translation NS_Mu:V x f P e d,
dB_translation_NS (x:: f:: P) e d —
dB_translation_ NS P (Mu f x e) (Mu_dB d)

| dB_translation_NS_App: V P el e2 dl d2,
dB_translation_NS P el dl —
dB_translation_NS P e2 d2 —
dB_translation_NS P (App el e2) (App_dB dl d2).
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y la funcién correspondiente se escribe como sigue:

Fixpoint dB_translation_NS_compiler (P:ctx) (e: MML_exp)
option MML_dB_exp :=
match e with
| Const n = Some (Const_dB n)
|
| Letm x el e2 =
match dB_translation_NS_compiler P el with
| Some d1 =
match dB_translation_NS_compiler (x::P) e2 with
| Some d2 = Some (Letm_dB d1 d2)
| _ = None
end
| _ = None
end

| Lam x e =
match dB_translation_NS_compiler (x::P) e with
| Some d = Some (Lam_dB d)
| _ = Nome
end
| Mu f x e =
match dB_translation_NS_compiler (x:f:: P) e with
| Some d = Some (Mu_dB d)
| _ = None
end
| App el €2 =
match dB_translation_NS_compiler P el with
| Some d1 =
match dB_translation_NS_compiler P e2 with
| Some d2 = Some (App_dB d1 d2)
| _ = None
end
| _ = None
end
end.

Notese que aqui la funcion, en lugar de tratarse de un intérprete, es un compilador,
pues traduce una expresion en lugar de evaluarla. Obsérvese, ademas, que esta vez
no es necesario agregar un parametro natural para acotar la recursion, debido a que
la traduccion es decidible. Esta propiedad se asegura en Coq utilizando recursion
estructural (basada en sintaxis) sobre la expresion e.

El siguiente lema expresa que el compilador es correcto con respecto a la definicion
en semantica natural de la compilacion:
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Lemma dB_translation_NS_compiler_soundness:
VPed,

dB_translation_ NSPe d —
dB_translation_NS_compiler P e — Some d.

En sentido contrario, el siguiente lema expresa que el compilador es completo con
respecto a la definicion en semantica natural de la compilacion:

Lemma dB_translation_NS_compiler_completeness:
Ve VP, Vd,

dB_translation_NS_compiler P e — Some d —
dB_translation_NS P e d.

3.1.4. Correccion

La correccion de la traduccion se puede establecer como preservacion semantica.
Primero, se necesita extender la traduccion a valores y entornos, lo que se hace de la
siguiente manera:

nln blb
ryQ z-T[H(T)+e || d ryQ z-f TIi(T)re | d
(Az.e)[T'T I (A.d)[€] (uf-Az.e)[L]Y (n-A.d)[2]
vl vy ryQ
(141] (z,v) T | vg-Q

Se puede observar que “[];(I")” denota la proyeccion canénica sobre el primer ele-
mento de cada par del entorno I', es decir, si I' = [(z9,v0), ..., (2n,v,)] entonces
[T.(T) = [x0,...,2n].

La idea general para establecer la correcciéon es: si una expresion e se evalia a
un valor v en un entorno I', y si d y 2 corresponden a la traducciéon de e y T,
respectivamente, entonces existe un valor en notaciéon de de Bruijn vg que corresponde
a la traduccion de v y se espera que la expresion d se evalie a vy en el entorno €.
De esta forma, la seméntica se preserva bajo la traduccion. La correccion se enuncia
formalmente, como lo hace el autor en [117], mediante el siguiente teorema:

Teorema 1 (Correccion en el caso de terminacion). Sea I' un entorno, Q un entorno
sin nombres, e una expresion, d una erpresion sin nombres y v un valor. Si

F're=wv, TUQ JL(T)re | d
entonces, existe un valor sin nombres vy tal que v | vy ¥y

Ql—dﬁvd
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre la derivacion de I' - e = v. En ge-
neral, debido a que MiniML®® tiene una sintaxis abstracta y una seméantica analogas
a aquellas de MiniML, la demostracion es muy simple. La idea clave consiste en mos-
trar que en cada uno de los casos (cada una de las construcciones) la semantica de
MiniML® sigue aquella de MiniML.

En los casos base cuando e es un natural, un booleano, una variable, una abstrac-
cién o un punto fijo (una abstraccion recursiva), la demostracion es directamente por
definicion de la seméantica de MiniML?®,

En los casos inductivos cuando e es una expresion aritmética o de comparacion,
una definiciéon local, un condicional o una aplicacién, se debe usar la hipotesis de
induccion sobre cada una de las subexpresiones correspondientes y concluir por defi-
nicion de la semantica natural de MiniML®E. OJ

Este teorema se escribe en Coq de la siguiente forma:

Theorem dB_translation_NS_correctness:
VevG MMLNSGev —>
V 0, dB_translation_NS_env GO —
V d, dB_translation_NS (Pi_1G) e d —
3 vd, dB_translation_NS_val v vd A
MML_dB_NS 0 d vd.

3.2. Generacion de codigo

Esta seccion esta dedicada a la generacion de codigo. Primero trataremos la de la
maquina MSECD original de paso corto y, después, la de nuestra maquina MSECD
de paso largo.

3.2.1. Maquina MSECD

Leroy [63], [66] introduce la maquina SECD moderna, una maquina basada en
la SECD de Landin [60] con dos diferencias principales: la primera es que no utiliza
Dump, sino que emplea marcos en la pila para soportar llamadas a funcién; la segunda
es que utiliza indices de de Bruijn para acceder al entorno.

La SECD moderna original iinicamente ofrece soporte para constantes naturales,
definiciones locales, abstraccion y aplicacion. Es por ello que aqui ofrecemos una
version de la MSECD extendida para soportar booleanos, operadores aritméticos y
de comparacion, condicionales y recursion nativa por medio de cerraduras recursivas.
Esta extension esta basada en la ofrecida por el autor en [117]. Cabe mencionar que
el soporte de condicionales lo hicimos basados en la presentacién de la SECD de
Henderson [48].

Las instrucciones de la MSECD extendida son las siguientes:
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i == |Constn Apila el natural n

|  IConstb b Apila el Booleano b

| IAdd Realiza una adiciéon

| ISub Realiza una substraccion

| IMul Realiza una multiplicacién

| IEq Realiza una comparacion de igualdad

|  lAcci Apila el valor de la variable nimero (indice de de Bruijn) 4

| ISelce Selecciona una rama de un condicional

| lJoin Retoma el control principal (regresa de un condicional)

| ILet Agrega el valor de una variable de una definicién local al entorno
|  IEndLet Elimina el valor de una variable de una definicién local del entorno
| IClos ¢ Apila una cerradura con cédigo ¢

| IClos,ec ¢ Apila una cerradura recursiva con codigo ¢

|  1App Realiza una aplicacion de funcion

| IRet Regresa de una funcién

(19 (3PN

Notese la distincion entre “7” e “4”: lo primero denota una instrucciéon de maquina,
mientras que lo segundo denota un indice de de Bruijn.
El codigo se define como una secuencia de instrucciones:

c u= [] Codigo vacio

Los valores de la maquina y su entorno se definen de la siguiente manera:

Uy == M Naturales A = ] Entorno vacio
| b Booleanos | oA
| [A] Cerraduras
| [A]rec Cerraduras recursivas

Ademas de estos valores, los marcos también deben poder almacenarse en la pila.
Por ello, los valores de pila y la pila de la maquina se definen de la siguiente manera:

Vs H= Uy, Valores de méquina s u= ] Pila vacia
| (¢, A) Marcos de pila | v A

Una configuracion de la maquina MSECD es una tripleta (¢, A, s) donde ¢ es un
c6digo, A un entorno de méquina y s una pila cualquiera.

La semantica de paso corto de la MSECD es una relaciéon de transicion que
va de una configuracion (c;, A;,s;) a la siguiente (cii1, A1, 8i41) denotada como
(CivAia Si) - (Ci+1:Ai+1>5i+1)-

Se muestra a continuacion, en la Tabla [3.I] la seméntica de paso corto de la
MSECD que el autor presenta en [117].

29



Tabla 3.1: Seméantica de paso corto de la MSECD.

Actual Siguiente

Codigo Entorno Pila Codigo Entorno Pila
(IConst n) - ¢ A s ¢ A n-s
(IConstb b) - ¢ A s c A b-s
IAdd - ¢ A Ng M-8 c A| ni+nyg-s
ISub-c A N9 MNy-S c Al ni—-nyg-s
IMul - ¢ A N9 Ny- S c Al ni*ng-s
IEq-c A Ny Ny-S c Al ni=nyg-s
(IAcci)-c | [vos--- 3 Viyeees V] = A s c A v+ 8
ILet-c A v-S c v-A s
I[EndLet - ¢ v-A s c A s
(1Sel ¢; ¢3) ¢ A true- s ¢ A (e,[])-s
(ISel ¢1 ¢2) - ¢ A false-s Co A (e,[D-s
[Join - ¢ A v (e, []) s Ch A v-s
(IClos ¢1) - ¢ A s c A alA]-s
(IClosyec 1) - € A s c A | c1[A)rec s
[App-c A voci[Ag] s c1 (RWANY (e, A) s
[App-c A | voci[Ar]ree s a1 Ve[ A Jree - A1 (e, A) s
IRet - c A v-(e,Ar) s a A v-s

La seméntica de paso corto de la MSECD se codifica en Coq de la forma siguiente:

Inductive MSECD_SS: conf — conf — Prop :=

| MSECD_SS_IConst: V n:nat, V c:code, V D:env, V s:stack,
MSECD_SS (IConst n:: ¢, D, s) (¢, D, Val (MInt n): s)

MSECD_SS_ILet: V c:code, V D:env, V v:val, V s:stack,

MSECD_SS (ILet:: ¢, D, Val vi: s) (¢, vi: D, s)

MSECD_SS_IEndLet: V c:code, V D:env, V v:val, V s:stack,

MSECD_SS (IEndLet:: c, vi: D, s) (c, D, s)

MSECD_SS_IClos: V cc c:code, V D:env, V s:stack,
MSECD_SS (IClos cc:: c, D, s) (¢, D, Val (MClos cc D): s)

MSECD_SS_IClosr: V cc c:code, V D:env, V s:stack,

MSECD_SS (IClosr cc:: c, D, s) (¢, D, Val (MClosr cc D): s)

MSECD_SS_IApp: V c clicode, V D Dl:env, V s:stack, V v:val,

MSECD_SS (IApp:: ¢, D, Val v

(c1, v:: D1, SFrame c D:: s)

Val (MClos cl D1):: s)

30




| MSECD_SS_IAppr:V c cl:code, V D Di:env, V s:stack, V v:val,
MSECD_SS (IApp:: ¢, D, Val v:: Val (MClosr cl1 Di): s)
(c1, vi( MClosr ci D1):: D1, SFrame c D:: s)

| MSECD_SS_IReturn: V ¢ cl:code, V D Dl:env, V v:val, V s:stack,
MSECD_SS (IRet:: ¢, D, Val v:: SFrame c1 D1 :: s) (ci, D1, Val v s).

Sean mq, my y mg configuraciones de la MSECD, el cierre transitivo de la seman-
tica de paso pequeno se define inductivamente como sigue:

mip — My mi = Mo me > mg

myp & mgo mi & ms

En Coq, este cierre transitivo se escribe como se muestra a continuacion:

Inductive TC_MSECD_SS: conf — conf — Prop :=
| TC_MSECD_SS_SS:
¥V ml m2, MSECD_SS ml m2 —
TC_MSECD_SS m1 m2

| TC_MSECD_SS_Transitivity:
V m1 m2, MSECD_SS m1 m2 —
V m3, TC_MSECD_SS m2 m3 —
TC_MSECD_SS m1 m3.

3.2.1.1. Compilacién

Leroy [63] define la compilacion del calculo lambda puro, en notacion de de Bruijn,
extendido con constantes al codigo de la maquina MSECD como una funciéon. Aqui,
extendemos su trabajo a todas las construcciones de MiniML9E:

[n] = IConstn
[b] = IConstbd
[dixd2] = [di]-[d2]-10p
[i] = TAcci
[let di in do] = [di]-ILet-[do]-IEndLet
[if dy then dy else ds] = [di]-I1Sel ([d2] - Join) ([ds] - lJoin)
[Ad] = IClos ([d]-IRet)
[p-Ad] = IClosyec ([d] - IRet)
ldi d2] = [di]-[d2]-1ApP
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3.2.1.2. Correcciéon

La correcciéon de esta compilacion se establece como preservacion seméantica: para
esto, primero es necesario extender la compilacion a valores y entornos de la maquina,
tal como se muestra a continuacion:

[n] =n [o] = b [(A-d)[€2]] = ([d] - IRet)[[€2]]
[[(M)\d) [Q]]] = ([[dﬂ : IRet)[[[Q]HTec [[Ul .- -'Unﬂ = [[Ul]] s [U’ﬂ]]

De esta manera, si una expresion d se evalia a un valor v en un entorno 2, se
espera que su compilacion [d] se evalte a [v] en el entorno [€2]. Sin embargo, para
poder demostrar este resultado es necesario primero fortalecer la hipotesis (veremos,
en la Seccion que esto no es necesario cuando se utiliza semantica natural).
Aqui, fortalecer la hipotesis significa poder concatenar cualquier codigo c al final de la
compilacion [d]], de tal forma que cuando la evaluacion de [d] termine se espera que
[v] esté en la cima de la pila y que el codigo ¢ quede por evaluarse. Esto se expresa
formalmente en el siguiente teorema formulado por Leroy [63]:

Teorema 2. Si Q+ d= v, entonces ([d]-¢,[?],s) & (¢, [, [v] -s) para todo cidigo
c y pila s.

Demostracion. La demostracion se realiza por induccion sobre la derivacion de
Q + d = v. Los casos base donde d es un natural, un booleano, una variable sin
nombres, una abstracciéon o un punto fijo (abstraccion recursiva) son simples, ya que
la compilacion [d]] es una tnica instruccién de maquina cuya evaluacion se realiza
en un unico paso de la maquina —, este paso sigue la evaluacion (la seméntica de
MiniML“®) de d.

Para los casos inductivos donde d es una expresion aritmética o de comparacion, un
condicional, una definicién local o una aplicacion, la demostracion sigue la estructura
de la derivacion de €2 + d = v; la idea clave es utilizar la transitividad de * junto con
la hipotesis de induccién tanto como se requiera, ademés de evaluar las instrucciones
que aparecen en [d] realizando el paso de maquina correspondiente —. [J

Este teorema se escribe en Coq como sigue:

Theorem compile_eval:
VO, Vd, Vv, MML_dB.NSO d v —
VY c, Vs, TC_MSECD_SS ((compile d)++ c, compile_env 0,s)
(c, compile_env 0, (Val (compile_value v):: s)).

3.2.2. Maquina MSECD de paso largo

En esta seccion introducimos nuestra versiéon de paso largo de maquina SECD
moderna, la cual esta fuertemente basada en nuestra version extendida de la MSECD
original de paso corto. No obstante, a diferencia de la segunda y como consecuencia del
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alto nivel de abstraccion de la seméantica natural, no es necesario emplear marcos de
pila en lo absoluto y, por tanto, las instrucciones de retorno también son innecesarias
(IRet que sirve para regresar de una llamada a funcion y 1Join que sirve para regresar
de un condicional). Dada la explicacion anterior, podemos afirmar que el uso de
seméantica natural impacta directamente en el diseno de la maquina, especificamente
en sus componentes.

Las instrucciones de la méquina, al igual que su co6digo, se muestran a continua-
cién:

i == IConstn  Naturales c == ] Codigo vacio
| I1Constb b Booleanos | i-c
| IAdd Adicion
| ISub Substraccion
| IMul Multiplicacion
| IEq Comparacion de igualdad
|  lAcci Acceso al valor de una variable

(indice de de Bruijn)
| ISel cc Condicionales
| ILet Definiciones locales
|  IEndLet
| IClos ¢ Abstraccion
| IClos,ec ¢ Abstracciéon recursiva
| 1App Aplicacién

Up 5= N Naturales A z= ] Entorno vacio
| b Booleanos | v A
| [A] Cerraduras
| [A]ee Cerraduras recursivas

Dado que los marcos desaparecen, no es necesario definir valores de pila. Debido
a esto, la pila pasa a ser directamente una secuencia de valores de maquina.

s == ] Pila vacia

El predicado A + i — v expresa que v es el valor de la variable representada por
el indice de de Bruijn 7 en el entorno de maquina A.

Ari —v
v-ArQr—wv w-A+-Si —v
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Un estado es un par (A, s) donde A es un entorno de maquina y s una pila.
La seméantica natural de la maquina se define mediante los siguientes dos predi-
cados mutuamente dependientes:

A sc= (Ay,sy) Ay, s1-i= (Ag,89)

El primero es para codigo y se puede leer como sigue: si la maquina esta en
el estado (A, s), dado el codigo ¢, evaluar ¢ lleva a la méaquina al estado (Ay,sy).
El segundo, para instrucciones, se puede leer como sigue: si la maquina esta en un
estado (A1, s1), dada la instruccion i, evaluar i lleva a la maquina al estado (Ag, s5).
No obstante, el punto de entrada para la semantica debe ser el predicado para codigo.
Naturalmente, en el supuesto que, en el primero el entorno A contiene el valor de las
variables (representadas por instrucciones |Acc i) en ¢; mientras que, en el segundo el
entorno A; contiene el valor de la variable en 7 (si es que 7 se trata de una instruccion
|Acc 7).

La semantica natural de la maquina es la siguiente:

A,Sl—i=> (Al,sl) Al,Sl =c = (AQ,SQ)
A7S'_[:|:>(Aa8) A,SI—Z.-CS(AQ,SQ)

A, s+ 1Const n = (A,n-s) A, s+ 1Constb b= (A,b-s)

10p € {IAdd, ISub, IMul, IEq}, * € {+,—, *,=} resp.
Ang-ny-sHI0p = (A,ng *ny-s

Arir—uv
A,sH1Acci= (A,v-s)

A scp = (Ar,s1) A, st cy = (Ar,51)

A true- s+ 1Sel ¢1 co = (Aq,s1) A, false- s+ 1Sel ¢1 co = (Aq,s1)
Av-skllet = (v-A,s) v-A,s+ I[EndLet = (A,s)
A,s+1Clos ¢ = (A, c[A]-s) A, s IClosree ¢ = (A c[Alyec - 8)

v-Ap,s+c= (Ag,vy-51) V- c[A]rec - A1, s+ c= (Ag,v1 - 81)
Av-c[A1]-sHI1App = (A,v1-81) A v-c[Ay]rec- s+ 1App = (A, v1-51)

La codificacién de la seméntica natural de la maquina es similar a la de la seméan-
tica natural de MiniML, s6lo que aqui es necesario usar una definicion mutuamente
dependiente en Coq en correspondencia con los predicados mutuamente dependientes
de la seméntica natural de la maquina, tal como se muestra a continuacion:

Inductive BSMSECD_NSI: state — instruction — state — Prop :—
| BSMSECD_NSI_IComst: V s:stack, V D:env, V n:nat,
BSMSECD_NSI (D,s) (IConst n) (D,( MInt n:: s))
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| BSMSECD_NSI_ILet: Vs, VD, Vv,
BSMSECD_NSI (D, v:: s) ILet (v:: D,s)

| BSMSECD_NSI_IEndlLet: Vs, VD, Vv,
BSMSECD_NSI (v:: D,s) IEndLet (D, s)

| BSMSECD_NSI_IClos: Vs, VD, V c,
BSMSECD_NSI (D,s) (IClos c¢) (D, MClos c D:: s)

| BSMSECD_NSI_IClosr: ¥'s, VD, V c,
BSMSECD_NSI (D,s) (IClosr c¢) (D, MClosr c D:: s)

| BSMSECD_NSI_IApp: V s si1, VD1 D2, Vv vi, Vc,
BSMSECD_NSC (v:: D1,s) ¢ (D2, vi: sl) —
V D, BSMSECD_NSI (D, v:: MClos ¢ D1:: s) IApp (D, vi: sl)

| BSMSECD_NSI_IAppr:V s si, VD1 D2, Vv vi, Vc,
BSMSECD_NSC (v::( MClosr c D1):: D1,s) c¢ (D2, vi: sl) —
¥V D, BSMSECD_NSI (D, v:: MClosr ¢ D1:: s) IApp (D, vi: sl)

with BSMSECD_NSC: state — code — state — Prop :—
| BSMSECD_NSC_nil: V st:state,
BSMSECD_NSC st nil st

| BSMSECD_NSC_Seq: V st stl, V i,
BSMSECD_NSI st i stl1 —

YV st2, V cs, BSMSECD_NSC stl cs st2 —
BSMSECD_NSC st (i:: cs) st2.

Un razonamiento analogo se sigue en el respectivo lema de solidez del intérprete
con respecto a la semantica natural de la maquina, en consecuencia se tiene el siguiente
lema:

Lemma BSMSECD_NSI_interpreter_soundness:
V st rst, V i, BSMSECD_NSI st i rst —
J n, BSMSECD_NSI_interpreter n st i = Some rst

with BSMSECD_NSC_interpreter_soundness:
V st rst, V c, BSMSECD_NSC st ¢ rst —
J n, BSMSECD_NSC_interpreter n st ¢ = Some rst.

De la misma manera, en el respectivo lema de completitud del intérprete con respecto
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a la semantica natural de la maquina, por lo que se tiene el siguiente lema:

Lemma BSMSECD_NSI_interpreter_completeness:
Vn, Vstorst, Vi,

BSMSECD_NSI_interpreter n st i — Some rst —
BSMSECD_NSI st i rst

with BSMSECD_NSC_interpreter_completeness:
Vn, Vst rst, Vc,

BSMSECD_NSC_interpreter n st ¢ — Some rst —
BSMSECD_NSC st ¢ rst.

La seméantica natural de la maquina cuenta con la propiedad que se enuncia en el
lema que se presenta a continuacion:

Lema 1. Sean A, Ay, Ay entornos de mdquina; s, s1, So pilas; ¢1, ¢ codigos de
mdquina. Si

A st = (A, 81), Ay, 81 F ca = (A, 89)

entonces

A st ey ey = (Ao, 89)

Demostracion. Por inducciéon sobre la derivacion de A, s+ ¢; = (Aq,s1). En el caso
base el codigo ¢; es el codigo vacio, es decir, ¢; = [], por lo que se concluye simplemente
por hipotesis. En el caso inductivo ¢; es no vacio, es decir, ¢; # [], este caso se
demuestra por hipotesis y por definicién de =. [

La importancia de este lema radica en que es de utilidad para poder demostrar la
correccion de la compilacion (ver Seccion [3.2.2.2)).
3.2.2.1. Compilaciéon

Utilizando semantica natural, la compilacién de MiniML?® a codigo de la maquina
SECD moderna de paso largo se define mediante el siguiente predicado:

d|c

que denota que la expresion d de MiniML?® se compila al codigo de maquina c.

di |l da || co
n || 1IConst n b || 1IConstb b dyxdy | c1-cy-10p

* € {+,—,*,=}, IOp € {IAdd, ISub, IMul, IEq} resp.

d1UCl d2UC2 dlucl dQUCQ d3UC3
i lAcci  let dy in do J c1-ILet-cy-IEndLet  if d; then do else d3l c1-1Sel co c3
dUC dUC dlllcl ngCQ
A.d | IClos ¢ wA.d | IClosyec € dy da |} c1-co-|ApP
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La codificacion de la compilacion, entendida aqui como la generacion de codigo,
se hace en semantica natural de forma analoga a la de la traduccion a indices de de
Bruijn (Seccion [3.1.3)), es decir, con una definiciéon Inductive con tipo Prop.

Inductive Compilation_NS: MML_dB_exp — code — Prop :=
| Compilation_NS_Const:
V n:nat, Compilation_NS (Const_dB n) (IConst n:: nil)

| Compilation_NS_Let:
V dl, V cl, Compilation_NS dl cl —
V d2, V c2, Compilation_NS d2 c2 —
Compilation_NS (Letm_dB d1 d2) (cl ++ ILet:c2 ++ IEndLet:nil)

Compilation_NS_Lam:
p
Vd, Vc, Compilation_NSdc —
Compilation_NS (Lam_dB d) (IClos c:: nil)

| Compilation_NS_Mu:
Vd, Vc, Compilation_ NSdc —
Compilation_NS (Mu_dB d) (IClosr c:: nil)

| Compilation_NS_App:
VvV dl, V c1l, Compilation_NS dl cl —
vV d2, V c2, Compilation_NS d2 c2 —
Compilation_NS (App_dB dl d2) (cl ++ c2 ++ IApp:nil).

y la funcién, mas precisamente el compilador, que le corresponde es el siguiente:

Fixpoint Compilation_NS_compiler (d:MML_dB_exp) : code :—
match d with
| Const_dBn = IConst n:nil

| Letm_dB dl d2 = Compilation_NS_compiler di ++
ILet:: Compilation_NS_compiler d2 ++ IEndLet:: nil

Lam_dB d = IClos (Compilation_NS_compiler d):nil

Mu_dB d = IClosr (Compilation_NS_compiler d):nil

App_dB d1 d2 = Compilation_NS_compiler dl ++
Compilation_NS_compiler d2 ++ IApp:inil

El lema de solidez del compilador con respecto a la definicién en seméantica natural
de la generacion de codigo es el que sigue:

37



Lemma Compilation_NS_compiler_soundness:
V d:MML_dB_exp, V c:code,

Compilation_ NSdc —
Compilation_NS_compiler d — c.

mientras que el lema de completitud del compilador con respecto a la definicién en
semantica natural de la generacion de codigo se muestra a continuacion:

Lemma Compilation_NS_compiler_completeness:
V d:MML_dB_exp, V c:code,
Compilation_NS_compiler d = c —
Compilation_NS d c.

3.2.2.2. Correcciéon

Una vez mas, extendemos la compilacion a valores y entornos para poder formular
la correccion, establecida en este trabajo como la preservacion seméntica.

dlc QlA dlc QlA
nln bib AD)[Q] U [A] (A Q] | [Alree

vl v, QlA
[141] v Q vy, A

En la formulacién de la correccién, se espera que si una expresion d se evalia
a un valor v en un entorno €2, si ¢ es el codigo que resulta de compilar d y A es
lo que resulta de compilar €2, entonces debe existir un valor de maquina v,, que
corresponda a la compilaciéon de v, y cuando ¢ se evaliie comenzando con la maquina
en un estado (A, s), para cualquier pila s, la evaluacion debe llevar a la maquina al
estado (A, v, s). El teorema de correccion se enuncia formalmente como sigue:

Teorema 3 (Correccion en el caso de terminacion). Sea Q un entorno sin nombres,
A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un cédigo de mdquina, v
un valor sin nombres. Si

Qrd=v, dlc, QA
entonces existe un valor de mdquina v, tal que v || v, y para toda pila s,

Astc= (A v, 8)

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la derivacion de €2 + d = v. Los casos
base donde d es un natural, un booleano, una variable sin nombres, una abstraccion,
o un punto fijo (abstraccion recursiva) son simples. En estos casos, exhibimos un v,,
tal que v |} v, debido a que c es el resultado de la compilacion de d, ¢ es una tnica
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instruccion de maquina por lo que A, s+ ¢ = (A, v, -s) se cumple simplemente por
definicion.

En los casos inductivos donde d es una expresion aritmética o de comparacion,
un condicional, una definicién local o una aplicacion, la idea principal es utilizar la
hipotesis de inducciéon junto con el Lema [l De esta manera, la evaluacion de la
maquina sigue la estructura de la derivaciéon 2 + d = v y la demostracion es simple e
intuitiva. [

Este teorema se escribe en Coq como sigue:

Theorem Compilation_NS_correctness:
Vo Vd Vv, MML.dBNSOd v —
V ¢, Compilation_NSdc —
V D, Compilation_NS_env 0D —
3 mv, Compilation_NS_val vmv A
V s, BSMSECD_NSC (D,s) ¢ (D, mv: s).

Podemos notar inmediatamente que, debido a que la semantica natural se utiliza
como formalismo unificador para definir cada uno de los componentes del compilador:
lenguaje fuente, compilacion y la maquina, el lenguaje fuente se traduce al lenguaje
objetivo de manera transparente a través de la compilacion. De esta forma, establecer
la correccion es mas fécil, simple e intuitivo que una soluciéon ad-hoc. Por ejemplo, aqui
no fue necesario definir previamente el cierre transitivo de una relaciéon, y tampoco se
precis6 de fortalecer la hipotesis para poder demostrar el teorema de correccion, en
comparacion, eso si fue necesario al utilizar una funciéon para definir la compilacion y
al emplear semantica de paso pequeno en la méaquina.
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Capitulo 4

Semantica natural coinductiva

En este capitulo, afrontaremos el caso en que los computos no terminan, para
lo cual usaremos seméantica natural coinductiva. Trataremos primero la traduccién a
indices de de Bruijn y posteriormente la generacion de codigo.

4.1. Traduccién a indices de de Bruijn

Esta seccion introduce los computos que no terminan en la traducciéon a indices
de de Bruijn.

4.1.1. MiniML

En general, la coinduccién nos permite razonar sobre estructuras infinitas. De esta
forma, tomando en cuenta el disenio de la semantica natural, podemos emplear una
definicion coinductiva para expresar las evaluaciones infinitas de un lenguaje, en este
caso de MiniML. Siguiendo a Leroy [63], definimos la seméntica natural coinductiva
para divergencia (evaluaciones infinitas) mediante el siguiente predicado:

N'-e=

que se puede leer: en el entorno I, la evaluacion de la expresion e es infinita, diverge
0 no termina.

Asi, las evaluaciones infinitas de MiniML quedan definidas mediante la interpreta-
cion coinductiva de las siguientes reglas:

I'e1 = I'Fe=>m I'ey =
I'epxey = M'Fepxex =
Fl—el°_—°> F|—€1:>’U1 (.%',Ul)'PFeQ%
I'Flet x=¢1 in ey S I'Flet x=¢; iney &
F|—61°=°>
I'+ if ey then e; else e3 &
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oo,

I'+e; = true I'ey = T'+e; = false I'e3 =

I'- if e; then ey else e3 = I'+ if e then e; else e3 =

FI—€1°_—0>

I'ej e ™

e = (Az.e)[T1] Tre = ke = (pfAze)[l1] Tre =
I'e1 e I'ep e ™
Prep = (Azx.e)[l] ke = vy (z,v3) T1Fe=

I'ep e ™

T'+e; = (ufAx.e)[T] T'F ey = w9 (z,v9) - (f, (ufAz.e)[T1]) - T1 e

I'ej e

Adoptamos la convencion de Leroy [63], donde lineas dobles horizontales denotan
interpretacion coinductiva, mientras que una sola linea horizontal denota interpreta-
cion inductiva.

El soporte de coinduccién en Coq esta basado en el trabajo de Giménez [43];
en particular, Coq cuenta con soporte nativo de definiciones coinductivas. De forma
similar al modo en que una definicién en seméantica natural se puede codificar en Coq
como una definiciéon Inductive con tipo Prop, una definicién en semantica natural
coinductiva se puede codificar en Coq como una definiciéon CoInductive con tipo Prop.
De aqui que la semantica de MiniML para divergencia se escriba en Coq como sigue:

CoInductive MML_CNS : MML_env — MML_exp — Prop :=

‘ MML_CNS_LetL:
V G, Vel, MML_CNSG el —
V x, V e2, MML_CNS G (Letm x el e2)

| MML_CNS_LetR:
VG Vel Vvl MML_NSG el vl —
V x, V e2, MML_CNS ((x,vl): G) e2 —
MML_CNS G (Letm x el e2)

| MML_CNS_AppL:
V@ Vel, MML_CNS G el —
V e2, MML_CNS G (App el e2)

| MML_CNS_AppR:
VGGl Vele, Vx, MLLNSG el (Closx e Gl) —
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V e2, MML_CNS G e2 —
MML_CNS G (App el e2)

| MML_CNS_AppRr:
VGGl Vele, V£fx, MMLNSG el (Closr f xe Gl) —
V e2, MML_CNS G e2 —
MML_CNS G (App el e2)

| MML_CNS_AppF:
VGGl, Vele, Vx, MML_NS G el (Clos x e G1) —
V e2, Vv2, MML_NS G e2 v2 —
MML_CNS ((x,v2):: G1) e —
MML_CNS G (App el e2)

| MML_CNS_AppFr:
VGGl Vele Vfx, MIMLNSG el (Closr f x e G1) —
vV e2, Vv2, MML_NS G e2 v2 —
MML_CNS ((x,v2)::( f,(Closr f x e G1)):: G1) e —
MML_CNS G (App el e2).

En el mismo sentido que verificamos (en la Seccion que nuestro intérprete
MML_dB_NS_interpreter es correcto con respecto a la seméantica natural de MiniML,
aqui es preciso verificar que también lo es con respecto a la seméntica natural coin-
ductiva para divergencia de MiniML, es decir, tenemos que demostrar el siguiente
lema:

Lemma MML_NS_interpreter_soundness_non_termination:
VG Ve MMLCNSGe —
V n, MML_NS_interpreter n G e = None.

Este lema enuncia que si la evaluaciéon de d no termina, sea cual sea el valor n del
combustible, al intérprete siempre eventualmente se le agotaré (None significa que el
intérprete se quedo sin combustible).

En sentido contrario, para verificar que nuestro intérprete es completo con respecto
a la semantica natural coinductiva de MiniML debemos demostrar el lema que sigue:

Lemma MML_NS_interpreter_completeness_non_termination:
Vn VG Ve,

MML_NS_interpreter n G e — None —

not (3 v, MMLLNS G e v) Vv

(3m m>nA 3 v, MML_NS_interpreter m G e — Some v).

Este lema enuncia que si el intérprete se quedé sin combustible entonces no existe
una evaluacion finita de d, o bien si existe, pero se necesita més combustible para que
el intérprete sea capaz de calcularla. La demostracion de este lema en Coq requiere
razonamiento clésico.
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4.1.2. MiniML9E

La seméntica natural coinductiva para divergencia de MiniML® se define mediante
el siguiente predicado:

Qr+-d>

que se lee: en el entorno €2 la evaluacion de la expresion d es infinita, diverge o no
termina.

Las evaluaciones infinitas de MiniMLE se definen como la interpretacién coinduc-
tiva de las siguientes reglas:

Ql—dl% Q!—d1:>n1 Ql—dg%
Qf—dl*dg% Ql—dl*dg%
Ql—dl% Ql—d1:>’l)1 Ul'ﬂl—dg%
Q+let di in do = Q+let di in dy =
Ql—d1°:°>

Q+r if dy then dy else d3 =

Q+d; = true Or+dy = Qrdy = false Ards =
Q)+ if d; then dy else d3 = Q+ if d; then ds else d3 =
Ql—dl =
Ql—dl d2:>
Q- d1 = ()\d)[ﬂl] Q- dg = Q- d1 = (ILLAd)[Ql] Q- dg =
Ql—dldg% Ql—dldg%

Ql—d1=>()\d)[Ql] Ql—dgﬁvg UQ'Qll—d%
Q+-dy do =

Qrdy = (pAd)[] Qrdy = vo vy (A [ ]- U +dS
Q+di do =

4.1.3. Correccion

La idea al establecer la correccion, preservacion semantica, es que si en el entorno
I la expresion e diverge, necesariamente en el entorno 2 la expresion d diverge, donde
Q) corresponde a la traduccion del entorno I' y d corresponde a la traducciéon de la
expresion e a notaciéon de de Bruijn. Esto se enuncia formalmente en el siguiente
teorema:

Teorema 4 (Correccion en el caso de no terminacion). Sea I' un entorno, Q un
entorno sin nombres, e una expresion, d una expresion sin nombres. Si

Tres, TlQ L@ re |d
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entonces

Qr+-d>

Demostracion. Procedemos por coinducciéon. Debido a que, por un lado, la semantica
natural para computos finitos de MiniMLYE es analoga a aquella de MiniML y a que,
por el otro, la semantica natural coinductiva para cémputos infinitos de MiniML®®
también es analoga a la de MiniML, la demostraciéon es muy simple e intutiva. La
idea clave consiste en que la semantica de MiniML?® siga a la de MiniML. Asi, para la
evaluacion de las subexpresiones finitas de d se debe utilizar el Teorema [I| mientras
que para las subexpresiones infinitas se emplea la hipétesis de coinduccion. [

Este teorema se escribe en Coq como sigue:

Theorem dB_translation_CNS_correctness:
VG Ve MMLCNSGe —
V 0, dB_translation_NS_env GO —
V d, dB_translation_NS (Pi_1G) e d —
MML_dB_CNS 0 d.

Podemos notar que establecer y demostrar la correcciéon es una tarea muy fécil,
simple e intutiva, debido, entre otras razones, al uso de la seméantica natural coinduc-
tiva tanto en MiniML como en MiniMLY® y a que ambos lenguajes son muy cercanos;
particularmente, son lenguajes de alto nivel con la misma estructura. De este modo,
la semantica se respeta de forma transparente bajo la traducciéon a la notacion de de
Bruijn.

4.2. Generacion de coédigo

Esta parte esta dedicada a la generacion de codigo. Particularmente, en este apar-
tado introducimos las evaluaciones infinitas en nuestra méquina MSECD de paso
largo. Previamente, se describen los computos infinitos en la méquina MSECD origi-
nal de paso corto.

4.2.1. Maquina MSECD

Aqui se tratan los computos que no terminan en la verificacion de la generacion
de codigo de la maquina MSECD original de paso corto.

4.2.1.1. Semantica de paso corto de computos infinitos

Comencemos analizando cémo se pueden expresar los computos que no terminan
en una maquina. Leroy [63]| utiliza seméntica de paso corto para expresar un nu-
mero infinito de transiciones en la MSECD. El define la relacion de transicion « = ”
coinductivamente de la siguiente forma:
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8

mi —> My mo

m1°—°>

Esta relacion se puede escribir en Coq como sigue:

CoInductive transinf: conf — Prop :—
| transinf_intro: V ml m2,

MSECD_SS m1 m2 —

transinf m2 —

transinf mi.

No obstante, utilizando directamente esta definiciéon no es posible demostrar la co-
rreccion de la compilacion para los casos que no terminan. Esto se debe a que el
mecanismo de coinduccién de Coq impone la condicion de guardia (guard condition);
ésta consiste en exigir que se utilice al menos una regla (un constructor) de la defi-
nicién coinductiva, antes de que se utilice la hipotesis de coinducciéon, durante una
demostracion por coinduccion. La solucién que ofrece Leroy [63] es definir una rela-
cion auxiliar con la que se puede llevar a cabo esta demostracion, y que es equivalente
a la definicion original anterior. La relacion auxiliar se define como sigue:

3‘1/8

+ 0,
(%>-sleep) e M2 W7 (2-perform)

m
m

ip

la propiedad mas importante de la relacion 2, para nuestro fines, es que permite

a la maquina permanecer en una misma configuraciéon a lo méas un nimero finito
n de veces (regla =-sleep). Esta regla es crucial para cumplir con la condicion de

guardia al demostrar la correccién. En algiin momento antes de que n llegue a 0, o
necesariamente cuando n llegue a 0, se debe realizar al menos una transicion (regla
=-perform), a cambio de realizar una transicion, el valor de n se restablece a un

natural cualquiera n’, es decir, se da nuevamente la posibilidad de quedarse en una

00,

misma configuracion (esta vez, a lo mas n’ veces). La relacion = y la relacion =

n

son equivalentes, tal como lo enuncia el siguiente lema:
Lema 2. Sea m una configuracion, n un natural cualquiera,

m= sty solosi m >
Demostracion. La implicaciéon correspondiente a la parte del si es por coinduccion.
Por definicién de = necesariamente m — my; y m; =, el resultado se obtiene apli-

cando la hipétesis de coinduccion sobre my = y luego usando la regla =-perform.

00,

La parte del sdlo si también es por coinduccién. Suponiendo que si m = entonces

n

m — my y m; > , aplicamos la hipétesis de coinduccién sobre m; = y luego el

ni

resultado se obtiene por definiciéon de = . [
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4.2.1.2. Correccién

Para demostrar la correccion es necesario definir una medida que indique cuantas
veces puede permanecer la maquina en una misma configuracion con base en las
construcciones del lenguaje. La medida que ofrece Leroy (extendida a todo el lenguaje
MiniML?®) es la siguiente:

Il =6l = ] = [A-dl = [pAd] = 0
ldy*daf = di]+1
[let di in do| = |di]+1
[if di then dy else ds| = |di|+1
ldi dof = |ldi]+1

Esto se debe a que un paso en la evaluacion de una expresion d de MiniML®® puede no
corresponder, uno a uno en el mismo orden, a una transicion al evaluar [d] en la ma-
quina, lo cual vuelve necesario que la maquina permanezca en la misma configuracion,
|d| veces, antes de realizar una transicion.

De esta manera, estamos listos para enunciar la correcciéon para el caso de no

oo,

terminacion, utilizando la relacion auxiliar = y fortaleciendo la hipotesis, mediante

n

el siguiente lema:

Lema 3. i Qrd =, entonces ([d] -¢,[Q].s) % para todo codigo ¢ y pila s.

Demostracion. Por coinduccion. La idea principal de la demostracion es utilizar el
Teorema[2 para evaluar las partes finitas de d, aplicar la hipotesis de coinduccion sobre
las partes infinitas de d, y emplear las reglas =-sleep y =-perform segtin convenga. []

Esto da la posibilidad de formular el teorema de correccién directamente con la
relacion m =, como lo hace Leroy [63], de la siguiente manera:

Teorema 5. Si Q+d= | entonces ([d] - ¢, [Q2],s) = para todo cidigo ¢ y pila s.

Demostracion. El resultado se deduce inmediatamente a partir del Lemma [3| seguido
por una aplicacion del Lemma [2] O

Este teorema se escribe en Coq como sigue:

Theorem compile_evalinf:
V0, ¥d, MML_dB_CNSO d —
V c, Vs, transinf ((compile d) ++ ¢, (compile_env 0), s).

4.2.2. Maquina MSECD de paso largo

Esta parte esta dedicada a la verificacion de los computos que no terminan en la
generacion de codigo de la maquina MSECD de paso largo.
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4.2.2.1. Semantica de paso largo de computos infinitos

En esta seccion, introduciremos la seméantica natural coinductiva para expresar
computos que no terminan (evaluaciones infinitas) en una méaquina. Ilustraremos su
uso con nuestra maquina SECD moderna de paso largo.

De manera semejante a la semantica natural (para evaluaciones finitas, Secci(’)n,
la semantica natural coinductiva para divergencia (evaluaciones infinitas) se define
mediante los siguientes dos predicados mutuamente dependientes:

A sHi13 A s+c>

el primero se lee: en el estado (A, s) la instruccion i diverge, mientras que el segundo
se lee: en el estado (A, s) el codigo ¢ diverge.

Por ende, las evaluaciones infinitas de la maquina se definen como la interpretacion
coinductiva de las siguientes reglas:

3 AsHi13S ) Aysti= (Aq,s1) Ai,s1+cS
AsrHi-cS AsrHi-c®S
Aste S 2 Askcey S
A, true- s+ 1Sel ¢; co & A, false-s+1Sel ¢; ¢ =
v-A1,5FcS V- c[Ar]pec A1, 5 S
A,v-c[Ar] s+ |App = A v-c[Ar]rec- s+ |App 2

La semantica natural coinductiva de la méquina se codifica en Coq de forma similar
a la semantica natural coinductiva de MiniMLE. La diferencia principal radica en
que aqui es necesario utilizar una definiciéon coinductiva mutuamente dependiente en
Coq en correspondencia con los predicados mutuamente dependientes de la seméntica
natural coinductiva de la méquina. Por tanto, se escribe en Coq en la forma siguiente:

CoInductive BSMSECD_CNSI: state — instruction — Prop :—

| BSMSECD_CNSI_IApp:
Vv, VD1, Vs, Vc, BSMSECD_CNSC (v:: D1,s) ¢ —
V D, BSMSECD_CNSI (D, v:: MClos ¢ Di:: s) IApp

| BSMSECD_CNSI_IAppr:
Vv, Vc, VD1, Vs, BSMSECD_CNSC (v::( MClosr ¢ D1):: D1,s) c —
V D, BSMSECD_CNSI (D, v:: MClosr ¢ D1:: s) IApp

with BSMSECD_CNSC: state — code — Prop :—
| BSMSECD_CNSC_IL:
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i —

VD, Vs, Vi, BSMSECD_CNSI (D,s) i
V ¢, BSMSECD_CNSC (D,s) (i:: ¢)

| BSMSECD_CNSC_ICR:
VD D1, Vs sl Vi, BSMSECD_NSI (D,s) i (D1,s1) —
¥ ¢, BSMSECD_CNSC (D1,s1) ¢ —
BSMSECD_CNSC (D, s) (i: c).

Por su parte, el respectivo lema de solidez del intérprete de la maquina con res-
pecto a la semantica natural coinductiva de la maquina consiste en realidad de dos
lemas mutuamente dependientes que corresponden, una vez mas, con los dos predi-
cados mutuamente dependientes de la semantica de la maquina. Estos lemas son los
siguientes:

Lemma BSMSECD_NSI_interpreter_soundness_non_termination:
V st, V i, BSMSECD_CNSI st i —
V n, BSMSECD_NSI_interpreter n st i = None

with BSMSECD_NSC_interpreter_soundness_non_termination:
V st, V ¢, BSMSECD_CNSC st ¢ —
V n, BSMSECD_NSC_interpreter n st ¢ = None.

Lo mismo pasa con el respectivo lema de completitud del intérprete. En consecuencia,
se tienen los siguientes lemas:

Lemma BSMSECD_CNSI_interpreter_completeness:

Vn, Vst, Vi,

BSMSECD_NSI_interpreter n st i — None —

not (3 sti, BSMSECD_NSI st i sti) v

(3 my m >nA 3 sti, BSMSECD_NSI_interpreter m st i = Some sti)

with BSMSECD_CNSC_interpreter_completeness:

Vn, Vst, Vec,

BSMSECD_NSC_interpreter n st ¢ — None —

not (3 stf, BSMSECD_NSC st c stf) v

(3 my m >n A 3 stf, BSMSECD_NSC_interpreter m st ¢ = Some stf).

Dada la definicion de la semantica natural coinductiva de la maquina, ofrecemos
aqui una breve explicacion de sus reglas. Al evaluar un codigo, se debe comenzar
evaluando la primera instruccién i; esta evaluacion puede ser finita (regla o infinita
(regla. En el caso de la regla , si la primera instruccion diverge, el codigo completo
diverge. ;Cémo es que una instruccion puede diverger? Recordemos (Seccion
que, debido al alto nivel de abstraccion de la MSECD de paso largo, en el caso de
terminacion las instrucciones 1Sel y IApp se evalian por completo en un tnico pa-
so largo, el cual incluye la evaluacion de sus sub-codigos; es por ello que para estas
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instrucciones se necesitan reglas para expresar la posibilidad de que sus correspon-
dientes sub-codigos diverjan (reglas . En el caso de la regla , si la evaluacion de
la primera instrucciéon termina, pero el codigo restante diverge, el codigo completo
(incluyendo la primer instruccion) diverge.

Aqui notamos que, en principio, Ginicamente la regla [2| es necesaria para expresar
divergencia en la maquina, ya que, intuitivamente, una instrucciéon realiza solamente
una operacion béasica, y esta regla es la analoga a la relaciéon de transiciéon correspon-
diente a la seméntica de paso corto = . No obstante, como se menciond anteriormente,
nuestra maquina de paso largo tiene dos instrucciones, concretamente 1Sel y |App, que
son de alto nivel (y por lo tanto se evalian de forma distinta a sus contrapartes con
semantica de paso corto). Es por tal motivo que estas instrucciones requieren reglas
especificas, mientras que las demés instrucciones realizan solamente una operacion
bésica; por ejemplo, |Const n pone n en la cima de la pila. Por esto ultimo, las ins-
trucciones restantes no requieren reglas especificas.

Asi pues, quedan definidos por completo los computos que no terminan en la
méaquina. No obstante, al igual que en el caso de la MSECD de paso corto, nos
enfrentamos una vez mas al problema con la condiciéon de guardia de Coq. Esto
significa que, de forma semejante, no podemos demostrar la correcciéon directamente
utilizando esta relacion. Para resolver el problema, presentaremos una variante de
la solucién de Leroy adaptada a la seméantica natural coinductiva. Esto quiere decir
que debemos definir una relacion auxiliar que sea equivalente con la relaciéon original
anterior y que nos permita demostrar la correccion. La relacion auxiliar es la siguiente:

A, sHiB
Ajsri-c B
Aske B A Ajs-cy B
A, true-s+ 1Sel ¢1 ¢o & ) A, false- s+ 1Sel ¢; co B
5 v-Ap,s-c B 6 v-c[Ar]rec A1, 5+ c B
) A,v-c[Aq]-s+ |App B A v-c[A1]rec s+ |App B
Asre B (B> sleep) a#[]l Aste=(As1) Ansitc B (& -perform)
A,S'-Cl'CQ nE-}l A,SI—01~02 %>

la regla (B -sleep) es la version aniloga mejorada de la regla (2-sleep) de Leroy, ya

que, adicionalmente, expresa que si el codigo inicial ¢; diverge, el codigo restante
co divergird sin importar cuél sea. Esta mejora permite demostrar la correccion sin
la necesidad de fortalecer la hipotesis. La regla (E-perform) es analoga a la regla

(=-perform) de Leroy. Podemos notar que la regla [2| desaparece (ya no es necesaria)
debido a que pas6 a ser un caso particular de la regla (E-perform). Por su parte,

las reglas restantes (1] y [3H6]) permanecen sin cambios, es decir, son analogas, pero en

o0,

lugar de la relacion para codigo = usan la relacion £ con un natural n cualquiera.
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Cabe mencionar que la relacion = define los computos que no terminan de la
maquina de la forma esperada y que seria ideal trabajar directamente con esta relacion
en Coq; no obstante, debido a la condiciéon de guardia de Coq esto no es posible. Por
tal razon, hemos definido la relacion B justo para vencer a la condiciéon de guardia de
Coq. Debido a que hemos definido la relacion B (mas precisamente la relacion &

para codigo y la relacion £ para instrucciones) de manera similar a la relacion =
hemos utilizado también una notacién similar; sin embargo, debemos ser cuidadosos

oo,

y notar la distincién entre “ =7 y “ &7,
El siguiente lema enuncia que las dos relaciones mutuamente dependientes origi-
nales son equivalentes con las dos relaciones mutuamente dependientes auxiliares.

Lema 4. Sea A un entorno de mdquina, s una pila, © una instruccion,
A,s+iS sty solosi  A,s+iB
Y, sea ¢ un codigo, n un natural cualquiera,

A sHcs sty solo si  A,s+c B

n

Demostracion. La implicacion correspondiente al sz estd compuesta por: si A, s+ 1 =
entonces A, s i B ysi A s+ c2 entonces A, s+ c B, es decir, de los siguientes

dos casos:

1. Si A,s +i= entonces A,s + i & . Suponiendo [2, debido a que la definicion
de las instrucciones en = y B son analogas, la demostracion procede por un
simple analisis de casos, cada uno de estos casos se demuestra directamente por
definicion de B utilizando [2| para obtener las premisas de codigo A, s + ¢ &

requeridas.

2. Si A,s + ¢= entonces A,s + ¢ & . Por coinduccion. La idea principal es
utilizar la hipotesis de coinducciéon junto con la regla & -perform, y aplicar
para obtener las premisas A, s+ i & donde se requieran.

Por su parte, la implicaciéon correspondiente al sdlo si estd compuesta por: si
A, s+ 1B entonces A,s+i2ysi A, skc & entonces A, s+ c=. Estos es, por

los siguientes dos casos:

3. Si A,s+iB entonces A, s+ i= . Suponiendo [d] la demostracion es analoga a
la de (1] pero en sentido contrario (y utilizando {4 en lugar de .

4. Si A,s+c B entonces A, s+ ¢ = . Suponiendo que, si A,s+i-c & entonces
A)s + i B o existe ny, Ay, 51, tal que A,s -i = (A1,81) vy Ap,s1 ¢ B

la demostracion procede por coinducciéon. La idea clave es utilizar la hipote-
sis de coinduccién junto con la definicion de £ | en particular con la regla

& -perform, empleando la proposiciéon supuesta en el paso que se requiere, y

aplicando |3| para obtener las premisas A, s + 7= donde sea necesario. [
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4.2.2.2. Correcciéon

Para demostrar la correccion, debemos utilizar la relacion auxiliar B junto con

una medida. Siguiendo un razonamiento analogo al de la MSECD de paso corto, la
medida |d| también funciona aqui. De esta manera, se puede formular la correccion
para el caso de no terminacion mediante el siguiente lema:

Lema 5 (Correccion en el caso de no terminacion (auxiliar)). Sea Q un entorno sin
nombres, A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un codigo de
mdquina. Si

Qrd=, dle, QUA
entonces, para toda pila s,
A skc &

Demostracion. Procedemos por coinduccion. La idea principal es imitar la evaluacion
(semantica de MiniML?®) de d en la méquina al evaluar ¢. Para las subexpresiones
finitas de d (si es que las hay) empleamos el Teorema , mientras que para las subex-
presiones infinitas de d aplicamos la hipotesis de coinduccion. Adicionalmente, uti-
lizamos la definicion de B, incluyendo las reglas B-sleep y & -perform, cuando sea

necesario. [

Finalmente, enunciamos el teorema de correcciéon para el caso de no terminaciéon

o0,

de la méquina, utilizando directamente la relaciéon = de la siguiente forma:

Teorema 6 (Correccion en el caso de no terminacion). Sea §2 un entorno sin nombres,
A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un cédigo de mdquina. St

Qrd=s, dle, QUA
entonces, para toda pila s,

AsHc=

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa del Lema 5| seguido del Le-
ma [l O

Este teorema se escribe en Coq como sigue:

Theorem Compilation_CNS_correctness:
V0, Vd, MML_.dB_.CNSO d —
V c, Compilation_ NSdc —
V D, Compilation_NS_env 0D —
V s, BSMSECD_CNSC (D, s) c.
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Capitulo 5

Algoritmo de traducciéon a Coq

Durante este trabajo, a través de nuestro compilador de Mini-ML, hemos mostrado
como a partir de la definicion en seméntica natural (coinductiva) de cada uno de los
componentes de un compilador se puede realizar su correspondiente formalizacion en
Coq. Ahora, nuestra intenciéon es generalizar este método y escribirlo formalmente
como un algoritmo.

5.1. Generalidades

El algoritmo [1] expresa como traducir una definicién en semantica natural coin-
ductiva de un compilador a su correspondiente formalizaciéon en Coq.

Podemos observar que los pasos del algoritmo poseen un nivel alto de abstrac-
cién, lo cual resulta favorable porque otorga libertad al realizar una implementacion
concreta; incluso se puede sacar ventaja de esta libertad si se aprovecha el trabajo
relacionado previo. Por ejemplo, a partir de los resultados en [106], el paso [7|se podria
realizar generando una funcién a partir de la definicién inductiva I, correspondiente
a la semantica natural V.

Ciertamente, el algoritmo sigue la codificacion de cada uno de los componentes del
compilador como la hemos ido mostrando en este trabajo. En general, el algoritmo se
encarga primero de los lenguajes y luego de las traducciones.

5.2. Lenguajes

En la primera parte del algoritmo se tratan los lenguajes. En esta parte, para cada
uno de los lenguajes del compilador, se indica como codificar su sintaxis abstracta, su
semantica natural (computos finitos) y su seméntica natural coinductiva (computos
infinitos). Més precisamente, en el caso de la seméntica natural, se indica como obtener
ademés un intérprete que sea correcto y completo con respecto de la semantica para
computos finitos; en el caso de la semantica natural coinductiva, se indica como hacer
que este intérprete sea ademés correcto y completo con respecto a la seméntica para
computos infinitos.
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5.2.1. Sintaxis abstracta

La sintaxis abstracta de un lenguaje, tal como se mostro en la Seccion [B.1.0] se
codifica como sintaxis abstracta de primer orden mediante una definicion Inductive
con tipo Set donde, para cada una de las construcciones del lenguaje se tiene que
agregar el constructor correspondiente a dicha definicién. De aqui la sintaxis abstracta
queda lista para su extracciéon mediante el comando Extraction.

5.2.2. Semantica natural

En cuanto a la seméntica natural, como se describié en la Seccién y en la
Seccion [3.2.2] donde en esta tltima se mencionan los detalles especificos de la codifi-
cacion de la méaquina, la seméantica de un lenguaje se puede ver como una proposicion
logica inductiva y por tanto codificarse como una definicién Inductive con tipo Prop
en Coq. Ademas, si se garantiza que la seméntica es determinista, se puede obtener
un intérprete que sigue la definiciéon de la seméntica pero que se escriba como una
funcién recursiva Fixpoint agregando un parametro natural fuel, este parametro
indica la profundidad de la recursion y garantiza que el intérprete necesariamente
terminara. Posteriormente, se indica como garantizar que este intérprete sea correcto
y completo con respecto a la semantica, esto es, emitiendo los lemas correspondientes
a estas propiedades.

5.2.3. Semdantica natural coinductiva

En analogia a la seméantica natural que se codifica por medio de una definicion
Inductive con tipo Prop, la seméntica natural coinductiva se codifica mediante una
definicién CoInductive con tipo Prop, tal como se describio en la Seccion [4.1.1]
y en especifico para la maquina en la Seccién 4.2.2.1] Posteriormente, el algoritmo
indica la forma de garantizar, mediante la emision de los lemas correspondientes, que
el intérprete obtenido previamente a partir de la seméntica natural sea correcto y
completo con respecto a la seméantica natural coinductiva (y no inicamente correcto
y completo con respecto a la seméntica natural). De esta manera, el intérprete esta
listo para su extraccion mediante el comando Extraction.

5.3. Traducciones

En la segunda parte del algoritmo se tratan las traducciones. Aqui, para cada
una de las traducciones del compilador, se indica como codificar su especificacion
en seméantica natural, como obtener un compilador a partir de esta especificacion y
garantizar que este compilador sea correcto y completo con respecto a dicha especifi-
cacion. Ademas, se indica como garantizar que la traduccion sea correcta tanto para
el caso de terminaciéon como para el caso de no terminacion.
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5.3.1. Semantica natural

La especificaciéon en semantica natural de una traduccién, como se mostrd en la
Seccion [3.1.3] y en particular en la Seccion en la generacion de codigo de
maquina, se puede codificar como una definicion Inductive con tipo Prop donde,
para cada regla de la traduccion se debe agregar el constructor correspondiente, a
la definicién Inductive. Ademaés, si la traducciéon es determinista entonces se indica
que se debe emitir una funcién Fixpoint que siga la especificacion de la traduccion.
En efecto, dicha funcién es un compilador. Se indica adicionalmente como, mediante
los lemas respectivos, garantizar que este compilador sea correcto y completo con
respecto a la especificacion de la traduccion.

5.3.2. Correccion

La correccion se establece como preservacion seméntica. Por tanto, primero se
indica que se debe garantizar mediante un teorema que la traduccion es correcta, es
decir, que preserva la semantica, en el caso de terminacién; después, se indica que
se debe garantizar mediante un teorema que la traduccion es correcta, es decir, que
preserva la seméntica, también en el caso de no terminacion.

Una vez que se ha asegurado que la traduccion es correcta, tanto en el caso de
terminacion como en el caso de no terminacién, entonces se tiene por una parte
que el compilador obtenido previamente es correcto y completo con respecto a la
especificacion de la traduccion y, por otra, que es correcto total, queriendo decir esto
ultimo que preserva la semantica de ambos tipos de computos: finitos e infinitos. Por
tanto, el compilador esta listo para su extracciéon mediante el comando Extraction.

5.3.2.1. Casos especiales

No obstante, previo a garantizar la correcciéon en el caso de no terminacién, se
debe considerar que puede haber ciertos casos que requieren un tratamiento espe-
cial, como en el caso de los computos infinitos de la maquina que describimos en la
Seccion [£.2.2.71

Si se analiza el algoritmo, como se observa en el paso[§] el caso en el que el lenguaje
objetivo R de una traduccién T es una representacion posfija requiere un tratamiento
especial y merece una explicacion més detallada. Sea V' el lenguaje fuente de T', d una
construccion de V, si ¢ es la traduccion de d en R, entonces si R es una representacion
prefija al razonar sobre la evaluacion de ¢ en Coq, necesariamente se debe utilizar un
constructor s asociado a la construccion (al frente) al iniciar la evaluacion; de esta
manera, se cumple con la condicion de guardia. En cambio, si R es una representacion
posfija, necesariamente se debe utilizar un constructor s asociado a la construccién
(pero atras) al final del la evaluacion; de esta forma, no se cumple con la condicion de
guardia de Coq, ya que ésta exige que se utilice necesariamente al inicio (al frente).
Por ejemplo, sea Plus el e2 una construcciéon de MiniML y Plus_dB d1 d2 su tra-
duccion en MiniMLB, entonces al evaluar Plus_dB d1 d2 se comenzaré utilizando un
constructor de Plus_dB, asociado a la suma, al inicio, y se cumplira con la condicion
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de guardia de Coq. En cambio, sea Plus_dB d1 d2 una construccién de MiniML%®
y cl++ c2++ IAdd su traduccion en codigo de la MSECD de paso largo, entonces al
evaluar c1++ c2++ IAdd no se comenzara utilizando un constructor de IAdd, asociado
a la suma, aunque potencialmente se utilizara al final. En este tltimo caso, se debe
buscar una forma de expresarle y convencer a la condicién de guardia de Coq que el
constructor si se utilizara, solo que al final de la evaluacion de c. Esto es precisamente
lo que hace la solucién expuesta en la Seccién si se utiliza la relacion auxiliar
de dicha solucion, se puede iniciar usando el constructor correspondiente a la regla
sleep, el cual permite que se comience la evaluaciéon de ¢ sin usar un constructor s,
asociado a la construccion, garantizando que dicho constructor s eventualmente se
utilizara, lo que se expresa en el constructor correspondiente a la regla perform; la
funciéon medida |d| indica el namero de constructores que se utilizaran al final de la
evaluacion de c. Esto sin duda es una debilidad de la condiciéon de guardia de Coq, que
en este caso resulta demasiado inflexible. Es por esto que se recurrié a una solucion
indirecta.

En efecto, en nuestro compilador, en la traduccion de MiniML a MiniMLE no fue
necesario el uso de esta solucion indirecta en lo absoluto debido a que MiniML® es
una representacion prefija. En cambio, si fue necesaria en la generacion de codigo de
la maquina MSECD de paso largo a partir de MiniML®® ya que el codigo de méaquina
es una representacion posfija.
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Algoritmo 1: Traducciéon de una definiciéon de un compilador a Coq
(primera parte)

Entrada: Una definicion en seméntica natural (coinductiva) de un compilador correcto total

(donde todas las seméanticas y traducciones son deterministas)

Salida: Una formalizacion del compilador en Coq (a partir de la cual se puede obtener una

implementacion verificada)

Para cada lenguaje L del compilador: lenguaje fuente, lenguajes intermedios y lenguaje de
méquina se debe realizar lo siguiente:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea A la sintaxis abstracta de L, emitir una definicién inductiva I4 con tipo Set

Para cada construccion del lenguaje c € A se debe agregar el constructor s, correspondiente
a la construccion c, a la definicion 14

Emitir un comando de extraccion con la definicion I4 como argumento
Sea N la seméntica natural de L, emitir una definiciéon inductiva Iy con tipo Prop

Para cada regla r € N se debe agregar el constructor s, correspondiente a la regla 7, a la
definicién Iy

Emitir un lema que enuncie el determinismo de N
Emitir una funcion (un intérprete) ¢ que se comporte como la seméantica natural N

Emitir un lema que enuncie que el intérprete i es correcto con respecto a la seméantica
natural NV

Emitir un lema que enuncie que el intérprete ¢ es completo con respecto a la semantica
natural NV

Sea CoN la semantica natural coinductiva de L, emitir una definicién coinductiva Ce,y con
tipo Prop

Para cada regla r € ColN se debe agregar el constructor s, correspondiente a la regla r, a la
definicion Ceon

Emitir un lema que enuncie que el intérprete i es correcto con respecto a la seméantica
natural coinductiva CoN

Emitir un lema que enuncie que el intérprete ¢ es completo con respecto a la semantica
natural coinductiva CoN

Emitir un comando de extracciéon con el intérprete ¢ como argumento
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Algoritmo 1: Traduccion de una definiciéon de un compilador a Coq
(segunda parte)

Para cada traduccion T del compilador (traducciones intermedias y generacion de codigo) se
debe realizar lo siguiente:

1.
2.

® N oo W

10.

11.
12.

13.

Emitir una definicién inductiva I con tipo Prop

Para cada regla de traducciéon r € T' se debe agregar el constructor s, correspondiente a la
regla 7, a la definicion Iy

Emitir un lema que enuncie el determinismo de T’

Emitir una funcién (un compilador) ¢ que se comporte como la traduccion T

Emitir un lema que enuncie que el compilador ¢ es correcto con respecto a la traduccion T'
Emitir un lema que enuncie que el compilador ¢ es completo con respecto a la traduccion T'
Emitir un teorema que enuncie la correcciéon para el caso de terminaciéon de la traduccion T'

Sea R el lenguaje objetivo de la traduccion T', en caso de que R se trate de una
representacion posfija, se debe realizar lo siguiente:

a) Emitir una definicién auxiliar coinductiva Cf, andloga a Cc,n, pero que incluya un
natural n como término adicional

b) Agregar el constructor s, correspondiente a la regla sleep adaptada y mejorada, a la
definicion Cf

¢) Agregar el constructor p, correspondiente a la regla perform adaptada, a la
definicion Cf,y

d) Para cada regla r € CoN verificar que r no haya sido capturada por alguna de las
reglas sleep o perform; en caso de serlo, eliminar el constructor s, correspondiente a la
regla r, de la definicion Cf,

- . . . /
Emitir un lema que enuncie la equivalencia de Ccon con Crypy

Sea V el lenguaje fuente de T, definir una funciéon medida |d|| sobre las construcciones de V'
como sigue: si d es un 4tomo entonces |d|| = 0, en otro caso d se trata de una construccion
compuesta por subconstrucciones di, ...,d, y entonces |d| =1+ ||d1||

Emitir una funcion (altura izquierda) h que se comporte como la medida |d|

Emitir un lema que enuncie la correcciéon para el caso de no terminaciéon de la traduccion T'
. ,
(utilizando Cfyy y h)

Emitir un comando de extracciéon con el compilador ¢ como argumento
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

La semantica natural es un formalismo simple, facil, intuitivo y ampliamente usado
para definir la seméntica de lenguajes de programacion. No obstante, su uso como
marco para demostrar la correccién de compiladores es mucho menos frecuente.

En este trabajo, extendimos la semantica natural (coinductiva) a fin de presentarla
como un marco de verificacion de la correccién total de compiladores en Coq; esta
es una solucioén clara para realizar dicha tarea. De este modo, se puede obtener un
compilador verificado para utilizarlo de manera independiente en la vida real y, si
bien hemos ilustrado el uso de este marco con Mini-ML, un lenguaje funcional, todo
indica que con las extensiones pertinentes podria utilizarse con otro tipo de lenguajes.

Aunque no lo hemos ilustrado aqui, con la semantica natural también se puede
expresar y verificar la seméntica estatica de un lenguaje. Por ejemplo, en [40] se
verifica la semantica estatica de Mini-ML en Coq (aunque no es posible obtener un
analizador semantico verificado). En trabajo futuro, pensamos extender este uso de
la semantica natural para obtener un analizador semantico verificado.

Adicionalmente, a fin de tener un marco de verificaciéon de compiladores completo,
es necesario considerar el anédlisis 1éxico y el sintactico; vislumbramos que con la “se-
méantica” natural también se puede llevar a cabo estas tareas. La inspiraciéon proviene
de observar que, como lo menciona Kahn [55], el sistema de deducciéon natural esta
en el corazéon de la semantica natural; de esta manera, se busca una estrategia de
analisis sintactico basada en deduccién natural.

Por fortuna, existe una técnica de anélisis sintactico con estas caracteristicas desde
hace mucho tiempo. En la comunidad de la programacion logica, el analisis sintéctico
como deduccion (parsing as deduction [88, 98|) es un marco basado en deduccion
natural bien conocido y establecido. Por tanto, dado que ambos, la seméntica natural
y el analisis sintactico como deduccion, estan basados en deducciéon natural, pensamos
que podemos abstraerlos en un tnico formalismo capaz de expresar ambas: sintaxis
y seméntica. Asi, se llegaria a la “seméntica” natural como marco de verificacién
completo de compiladores en Coq.

A continuacién ofrecemos una perspectiva de la seméntica natural hacia el futuro
en diferentes ambitos.
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6.1. Semantica natural para todos los computos

La semantica natural original s6lo es capaz de expresar computos que terminan;
a lo largo del tiempo, ésta ha sido una de sus debilidades principales. Pensamos que
podemos extenderla para expresar todos lo computos posibles. Leroy [63] y Leroy
y Grall [71] introducen la seméntica natural coinductiva para los computos que no
terminan; por su parte, Leroy y Grall |[71] mencionan que el enfoque estandar para
expresar computos que van mal (goes wrong) usando semantica natural es definir un

predicado e 4 como lo hace Tofte en [105|. Ademaés, Leroy y Grall senalan que esta
solucion no es satisfactoria por dos motivos: el primero es que se debe introducir reglas
adicionales, lo que incrementa el tamano de la seméntica; el segundo es el riesgo de
olvidar definir reglas para algunos casos de computos que vayan mal.

Dejando de lado, por el momento, estas objeciones, a primera vista se podria
obtener una seméntica natural que exprese todos los computos posibles: los finitos
mediante el predicado e = v, los infinitos mediante el predicado e = y los que van

. . 4 . .
mal mediante el predicado e =; por lo que, en principio, seria ideal demostrar en Coq

.. o 4
el teorema que exprese que para toda expresion e se cumple que e =>vve = v e =.
Notemos que asi se resolveria la segunda objecion de Leroy y Grall respecto al pre-

. 4 . . . .
dicado e =, puesto que asi no habria forma de olvidar las reglas correspondientes a
algunos casos de computos que van mal. El problema es que, en primera instancia y
como lo sefiala Gimenez [43], no es posible demostrar en Coq este tipo de teoremas.

Gimenez [43| menciona que no hay esperanza de demostrar la proposicion que
expresa que dada una lista z cualquiera se cumple que Fin x v Inf x, donde Fin
denota la propiedad de ser finita e Inf la de ser infinita. En nuestro contexto, esto
equivaldria a la imposibilidad de demostrar que dada una expresion e necesariamente
la evaluacion de e es finita (ya sea porque llega una valor final o porque va mal) o
infinita; es decir, es imposible demostrar el teorema planteado anteriormente acerca
de la totalidad de la semantica natural.

Sin pensar que fuese posible, creemos haber encontrado una técnica, una manera
indirecta, para demostrarlo. Nuestra soluciéon sigue la misma estrategia explotada
en las demostraciones por reflexion en Coq [21]. La inspiracion proviene de observar
que las funciones en Coq (en el tipo Set) necesariamente son totales, de modo que,
si definimos la seméntica natural como funcion (en Set), luego la reflejamos como
una definicion inductiva (en Prop) y finalmente establecemos una equivalencia entre
ambas, podemos demostrar que la definicién inductiva de la seméntica natural es total
apelando a la totalidad de la funcién por medio de la equivalencia entre la definicién
inductiva y la funcion.

En este trabajo, se escribié un intérprete que corresponde a la seméantica natural
(Seccion , el cual posee un pardmetro natural (al que nombramos fuel) para
asegurar su terminacion. Si afinamos este intérprete para que exprese computos que
van mal y luego lo reflejamos en una definicién inductiva, se obtiene una semantica
natural con paso indexado, de la cual se puede demostrar un teorema expresando
que ésta es total. Es decir, se puede demostrar que, para toda expresion e, para todo
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p . . 4 . .
ntmero de pasos (combustible) i, Jv.e =>vve= v e=; lo cual quiere decir que e se

evalua a un valor final en i pasos, e va mal en i pasos, o la evaluacion de e se queda
sin combustible en ¢ pasos.

Este resultado es sin duda importante para nuestros fines: notemos que se po-
dria trabajar directamente con esta seméntica. Luego, si se pudiera demostrar una

. . ¢ ¢
equivalencia de e = v con Jv.e = v, otra de e = con e = y finalmente una tercera

de e = con m, donde “®’ denota algo por determinar; en consecuencia también se

. 4
podria demostrar que e = v v e= v m. Hasta el momento, hemos logrado demostrar
las primeras dos, por lo que s6lo queda la tercera por ser demostrada.
Nuestra primera tarea es determinar qué es m; una primera aproximacion seria

oo 4 oo
establecer m como e =, buscando obtener ¢ = v ve = v ¢=. No obstante, el
predicado e = que expresa todos los computos que se quedan sin combustible no es

equivalente a e = . Ciertamente, los computos infinitos e = se quedan sin combustible
sin importar cuan grande sea el valor de éste; pero, tomando el sentido contrario de
la equivalencia (que es el que mas nos interesa), no todos los computos que se quedan
sin combustible e = son computos infinitos.

Esto nos lleva a preguntarnos: ademas de los infinitos, jqué otros computos son
expresados por los computos que se quedan sin combustible? Inmediatamente identifi-
camos a los computos intermedios, es decir, aquellos en los que se acaba el combustible
sin haber llegado a un valor final o sin que el computo haya ido mal. Bajo esta perspec-
tiva, un computo infinito es un computo intermedio, ya que eventualmente se agotara
el combustible sea cual sea su valor. No obstante, existen otros computos que se que-
dan sin combustible y que no son infinitos: son todos aquellos que de haber contado
con la cantidad suficiente de combustible hubiesen llegado a un valor final o irfan mal;
a éstos los llamaremos computos estrictamente intermedios para diferenciarlos de los
computos infinitos (que también son intermedios) y los denotaremos como e < ¢’

Pensamos que los computos que se quedan sin combustible e = son equivalentes
a los computos infinitos unién los computos estrictamente intermedios. De ser esto

cierto, entonces el m que estabamos buscando es e = v e & ¢’ y finalmente podriamos
demostrar

é OO,
e=>VV e>VvVeSSVvede

y asi llegar a una semantica natural capaz de expresar de todos los computos posibles
con una demostracion de este hecho mecanizada en Coq.

6.2. Concurrencia en semantica natural

La coinduccién es una nocion estrechamente relacionada con los célculos de sis-
temas concurrentes, por lo que parece sensato utilizar seméntica natural coinductiva
para expresar primitivas de concurrencia en un lenguaje de programacion; sin embar-
go, esta posibilidad ha sido poco explorada en la literatura (ver, por ejemplo, [109]).
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En cambio, una linea de investigaciéon mas desarrollada, que ha recibido atencion
reciente, se basa en una logica de separacion de orden superior (higher-order separa-
tion logic) que utiliza pasos indexados [6], los cuales se internalizan en la logica por
medio de un operador modal (en lugar de ser tratados explicitamente como indices)
para ofrecer soporte de concurrencia; luego, esta logica se emplea para razonar sobre
la seméntica de paso corto de un lenguaje de programacion concurrente. Esta linea
de trabajo ha mostrado ser util [54} 52, 57, [53].

Intuitivamente, los pasos indexados proveen un medio que otorga la fineza requeri-
da para razonar sobre las transacciones atémicas presentes en concurrencia. Pensamos
que podemos adoptar esta idea directamente en la semantica natural, es decir, intro-
ducir una seméantica natural con pasos indexados (step-indexed natural semantics) en
la que sea posible expresar la semantica de un lenguaje con concurrencia sin tener que
usar una légica de separacion. Ademas, seria posible internalizar los indices mediante
un operador modal, de lo que resultaria una semantica natural modal (modal natu-
ral semantics) capaz de expresar concurrencia. Esta parece ser una solucion limpia y
elegante al tratamiento de concurrencia en semantica natural.

6.3. Nombres de las variables

En la literatura dedicada a la formalizacion de lenguajes en asistentes de demos-
tracion existen diversas técnicas para representar los nombres de las variables, princi-
palmente con el fin de tener un tratamiento correcto de las variables ligadas (y evitar
asi, particularmente, el problema de captura de variables). Algunas de las técnicas
més consolidadas son la sintaxis abstracta de orden superior (Higher-Order Abstract
Syntax, HOAS) [89, 39|, los indices de de Bruijn [37] y las técnicas nominales [93].

Seria deseable liberar al usuario de tener que tratar explicitamente esta tarea al
hacer una formalizacion. Vislumbramos al menos dos maneras de abordar el problema
en el marco de la seméntica natural.

En el primer enfoque, se busca internalizar el manejo de los nombres de las va-
riables dentro de la semantica natural misma; de esta manera, la manipulacién de
los nombres se realizaria en el marco, con lo cual queda oculto y por consiguiente es
completamente transparente para el usuario, algo sin duda deseable. Este es precisa-
mente el enfoque que se sigue en la sintaxis abstracta de orden superior débil (weak
HOAS) |28], la cual se basa en la teoria de contextos (theory of contexts) [97]. La idea
principal de la sintaxis abstracta de orden superior débil es que unos pocos axiomas
bastan para desarrollar una teoria robusta para el tratamiento de los nombres de
variables en lenguajes de programacion de forma completamente transparente para
el usuario. De aqui que integrar la sintaxis abstracta de orden superior débil en el
marco de la semantica natural parece una soluciéon limpia, clara y elegante, puesto
que la propia sintaxis de orden superior débil tiene como uno de sus origenes, preci-
samente, en esta idea planteada por Burstall y Honsell en [24]. Por tanto, se trata de
una soluciéon natural que se muestra atractiva su desarrollo futuro.

En el segundo enfoque, se busca que un lenguaje dado se traduzca autométi-
camente a una representacion facil de manipular en un asistente de demostracion,
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en nuestro caso Coq; un ejemplo de de dicha representacion seria la notacion de de
Bruijn. Existen marcos que siguen esta estrategia, tales como Autosubst [103] [102],
en el cual el usuario escribe un lenguaje en HOAS y el marco se encarga automatica-
mente de generar el lenguaje en notaciéon de de Bruijn junto con los lemas y teoremas
relevantes para su manipulacion. Tomando esta idea, podriamos hacer que el usuario
escriba el lenguaje facilmente en semantica natural usando la notacién de HOAS y el
marco se encargue de generar automaticamente la traduccion a notacion de de Bruijn
especificada y verificada en seméntica natural. En otras palabras, podemos tomar
los resultados de Autosubst y escribirlos en términos de nuestro marco de seméntica
natural. Esta linea por desarrollar parece sélida, robusta y atractiva.

6.4. SemAantica natural en otros asistentes de demos-
tracion

En este trabajo se mostré como codificar el marco de seméntica natural en Coq.
Independientemente, pensamos que el marco de semantica natural se puede imple-
mentar en otros asistentes de demostracion, los cuales se prestan en mayor o en menor
medida segun el soporte de las caracteristicas con las que cuentan. A continuacion,
discutimos la posible implementacion del marco de seméntica natural en algunos de
estos asistentes de demostracion con base en los mecanismos que ofrecen.

Agda |81}, 80, 22, [110] es un asistente de demostracion basado en teoria de tipos
que se distingue particularmente por su innovador, flexible y experimental soporte de
coinduccion; ésta descansa sobre dos nociones centrales: copatrones (copatterns) [4, 2,
3, 1104] y tipos con tamafio (sized types) [3),|1]. La idea general de los primeros es que
al trabajar con estructuras finitas (tales como listas finitas), éstas se pueden definir
via constructores y manipular via encaje de patrones (pattern matching). De aqui
que se introducen los conceptos duales de observaciones (observations) para definir
estructuras infinitas y de copatrones para poder realizar encaje de copatrones (copat-
tern matching), esto ultimo con el fin de manipular las estructuras infinitas. Por su
parte, los tipos con tamano se introducen particularmente con el fin de verificar que
la definicién de una funcién corecursiva esté bien definida; esto incluye verificar que
las demostraciones de las propiedades sobre estructuras infinitas (definidas coinduc-
tivamente) estén bien definidas. Los tipos con tamafio representan una alternativa
més robusta a la condicion de guardia de Coq (ya se han realizado esfuerzos para su
posible adopcion en Coq [95]).

Por todas estas razones, la implementacion de nuestro marco de seméntica natural
coinductiva en Agda parece ser inmediato, natural e ideal, sobre todo por su avanzado
soporte de coinduccién. De hecho, es posible que esto facilite la codificacién de la
semantica natural coinductiva de la méquina abstracta objetivo (al punto de que
quizas ya no sea necesario definir las reglas sleep y perform que eran necesarias para
convencer a la condicién de guardia de Coq).

A cambio, Agda es un asistente de demostracion menos maduro que Coq, debido
en buena medida a que es mas reciente; esto conlleva que no cuente con ciertas
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caracteristicas; por ejemplo, Agda carece de un lenguaje de técticas, lo que torna el
desarrollo de demostraciones més lento y demandante para el usuario.

Beluga |90, 91| es un lenguaje funcional con tipos dependientes que ofrece soporte
nativo de sintaxis abstracta de orden superior, el cual estéd basado en teoria de tipos
modal contextual (contextual modal type theory) |77| por lo que, en principio, libera
al usuario del tratamiento de variables ligadas. En cuanto a su soporte de coinduc-
cion, comparte los mismos fundamentos que Agda [104] (aunque la implementacion
de estos principios aun esté en fase de experimentacion). Por ello, parece ofrecer tam-
bién un buen soporte nativo para la implementaciéon de nuestro marco de semantica
natural coinductiva, lo cual seria interesante explorar en el futuro. La ventaja que Be-
luga tendria sobre Agda es que brinda soporte nativo de sintaxis abstracta de orden
superior, por lo que, al parecer, nos liberariamos de ofrecer un soporte propio para el
tratamiento de variables ligadas dentro de nuestro marco.

Por su parte, Abella [42, [10] se puede entender como una extension de Prolog,
en otras palabras, como una extension de logica de primer orden a logica de orden
superior (Higher-Order Logic) |74]; ademés, cuenta con soporte nativo de sintaxis
abstracta de orden superior. Al igual que en la programacion logica, al ser una ex-
tension de ésta, si la especificacion de un programa esta definida como una relacion,
ésta puede escribirse directamente y obtener asi un programa. Tal caracteristica es
atractiva para nuestros fines, puesto que en nuestro marco las definiciones en seman-
tica natural son relaciones; de aqui que se obtienen de forma automética intérpretes
o compiladores, segiin sea el caso. Por otro lado, Abella cuenta con una logica aparte
para razonar sobre los programas; es en ésta donde debemos expresar los correspon-
diente lemas y teoremas de nuestro marco. Por tanto, parece ser un demostrador
de teoremas interactivo que soporta de manera limpia nuestro marco de semantica
natural.

La principal ventaja de Abella es que acepta directamente relaciones como pro-
gramas. En cambio, Coq, cuando se usa como lenguaje de programacion, inicamente
acepta funciones (y no relaciones en general); es por eso que para el presente trabajo
tuvimos que demostrar que las definiciones tanto de las semanticas como las de las
traducciones son deterministas (es decir, funciones) para poder obtener los intérpretes
y compiladores correspondientes.

Wang y Nadathur [112] y Wang [111] estudian las verificacion de ciertas transfor-
maciones de un lenguaje funcional haciendo uso de Abella, pero recurren a seméntica
de paso corto y relaciones logicas (logical relations) para establecer la correccion. Si-
guiendo esta linea, pensamos que implementaciones robustas de Prolog como CIAO
Prolog [49], pueden extenderse con una logica para razonar sobre los programas en él y
se convertirian sin muchos esfuerzos en un asistente de demostraciéon similar a Abella
con la consecuente ganancia de las caracteristicas adicionales soportadas por CIAQ,
entre ellas, su soporte de programacion funcional. Un sistema asi nos serviria para
investigar y experimentar cual es la mejor via de codificaciéon de nuestro marco de
semantica natural comparando las diferentes alternativas (tales como la programacion
funcional y la logica) y las relacion entre ellas.

HOL es un asistente de demostracion en la tradicion de LCF [44], pero a diferencia
de éste ultimo esta basado en la teorfa de tipos simple de Church [27] y su seméntica
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se basa en teoria de conjuntos. Al fundarse en una teoria de tipos simple, HOL
no soporta definiciones inductivas ni coinductivas de forma nativa (tiene soporte de
éstas a través de bibliotecas). Quiza por esta razon, lo que se sugiere mas simple e
inmediato es escribir la semantica natural como una funcién y establecer el principio
de induccién adecuado manualmente, con lo que se obtiene una seméntica de paso
largo funcional (functional big-step semantics) expuesta por Owens et al. [82]. Esta
semantica es muy parecida al intérprete con el parametro fuel que presentamos en
la Seccion [3.1.1] s6lo que Owens et al. llaman reloj (clock) a dicho parametro. Ellos
toman esta definicién funcional como especificacion tanto como intérprete; por ello,
existe un nivel de garantia menor respecto a nuestro marco.

En el nuestro, existe una especificaciéon escrita como una definicién inductiva en
Coq; adicionalmente, hay un intérprete (definido como una funcién) que se demuestra
que es correcto y completo respecto a la especificacion. Por lo tanto, si hay un error
en el intérprete (definicion funcional de la semantica) éste se detectara al intentar
demostrar la solidez respecto a la especificacion. Por otro lado, si hay un error en la
especificacion se detectaré al intentar demostrar la completitud del intérprete respecto
de la misma. En cambio, en el trabajo de Owens et al. si hay un error en la definiciéon
funcional de la semantica (intérprete) no hay forma de detectarlo formalmente, al
menos no de la forma que se hace en nuestro marco; tal parece que la tinica opcién
es la inspeccion manual de la definiciéon por parte del usuario.

Por otra parte, en el trabajo de Owens et al. no se plantea el uso de coinduc-
cién ni para definir ni para razonar sobre computos finitos; en su lugar, se propone
usar el reloj con tal efecto. Quedaria pendiente entonces mecanizar nuestro marco
en HOL, particularmente las definiciones (co)inductivas por medio de las bibliotecas
disponibles para comparar de forma mas completa ambos enfoques. Cabe mencionar
que el enfoque de Owens et al. se ha utilizado exitosamente en la verificaciéon de una
implementacion de ML [58, 56|, de modo que la implementacion de nuestro marco en
HOL podria beneficiar directamente el desarrollo de dicha implementacion.

Isabelle |86, 87, (79| es un asistente de demostracion genérico que tiene como funda-
mento una logica de orden superior [8] que sirve como marco para definir otras logicas;
de esta manera, en principio, por cada calculo o logica distinta que se defina sobre el
marco de Isabelle se obtiene el efecto de tener un asistente de demostracion distinto.
Por ejemplo, la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel esta definida en el marco de
Isabelle. Asimismo, existe una implementacién de HOL en Isabelle, conocida como
Isabelle/HOL, que al parecer ha recibido méas atencion y es la més desarrollada.

Desde luego, al trabajar en Isabelle/HOL tenemos un panorama muy similar al
de HOL; dado que simplemente se trata de una implementacién distinta pensamos
que escribir una version funcional de la semantica natural en Isabelle/HOL como la
propuesta por Owens et al. [82] para HOL seria casi inmediato. Por otro lado, para
escribir nuestro marco de semantica natural tendriamos que hacer uso de definicio-
nes inductivas y coinductivas, las cuales, como en el caso de HOL, en Isabelle/HOL
también son provistas a través de bibliotecas. Quizas una de las ventajas mas sig-
nificativas de trabajar con Isabelle/HOL es que cuenta con un soporte correcto de
las técnicas nominales [107, [108], por lo que se podria delegar el tratamiento de las
variables ligadas a dicho soporte.
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6.5. Semantica natural en Maude

Maude [72, 31}, 32, 30, 29, 41| es un lenguaje de especificacion cuyos fundamentos
parten de la teoria de categorias. Su idea principal es contar con una logica general |73]
donde la nocion de deduccion y computo coincidan. La logica de reescritura (rewriting
logic), fundamento de Maude, es el resultado de esta empresa. Asi, se trata de un
lenguaje de programacion logico en el sentido general del término. Intuitivamente, los
computos en la logica de reescritura se realizan mediante reescritura de términos.

Por otra parte, Maude contiene como sublenguaje al lenguaje funcional OBJ; aqui,
la evaluacion funcional de OBJ se realiza mediante simplificacion ecuacional, es decir,
OBJ esta basado en légica ecuacional. Debido a la generalidad de la logica de rees-
critura, la logica ecuacional se puede poner en términos de la primera mediante una
correspondencia. Asimismo, otras logicas, o, en términos de computacion, otros tipos
de lenguajes de programacion, se pueden poner en términos de logica de reescritura
mediante la misma técnica (estableciendo una correspondencia), lo que hace a la 16-
gica de reescritura un formalismo ideal para la unificacion de distintos paradigmas de
programacion.

En particular, Maude también contiene programacion orientada a objetos, que se
unifica en él junto a la programacion relacional y la funcional. No obstante, hay que
mencionar que Maude ofrece una evaluacion funcional especifica para OBJ, no asi
para la orientacion de objetos, para la cual se utiliza la evaluacion de la logica de
reescritura.

Dado este panorama general de Maude, a continuaciéon discutimos cémo se puede
realizar la implementacion de nuestro marco de semantica natural en él. Las definicio-
nes en semantica natural en general se pueden escribir (como relaciones) en términos
de logica de reescritura, mientras que las definiciones en seméntica natural determi-
nistas se pueden escribir (como funciones) en OBJ. A simple vista, podemos notar que
Maude se presta de forma ideal a la implementacion de nuestro marco de seméntica
natural: sus caracteristicas representan diversas ventajas.

En primer lugar, cuando en Coq escribiamos una definicién en seméntica natural
como una proposicion logica (en el tipo Prop), esto es, como una relacion, ésta no
contaba con contenido computacional; en otras palabras, la definicién no se podia
utilizar para evaluar expresiones del lenguaje, o lo que es lo mismo, no se obtenia
un intérprete. Esto nos obligaba a escribir la definicién en semantica natural como
funcion (en el tipo Set) para asi poder obtener un intérprete y asi nos restringia a tra-
bajar tinicamente con definiciones en seméantica natural deterministas. En cambio, en
Maude podemos escribir directamente una definicién en semantica natural en general
(no necesariamente determinista) en logica de reescritura, la cual sirve directamente
como intérprete (es decir, tiene contenido computacional), dicho de otro modo, es una
especificacion ejecutable de la seméantica. En el caso particular de las definiciones en
semantica natural deterministas, éstas se pueden escribir en OBJ, aunque también
se pueden escribir en términos de logica de reescritura. Escribir una definicién en
semantica natural determinista en OBJ parece sensato tinicamente si su ejecucion es
mas eficiente que escribirla en términos de logica de reescritura. Entonces, en prin-
cipio, dada una definicién en seméntica natural, en Maude basta con escribirla en
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logica de reescritura. Esto incluso nos lleva a postular a la logica de reescritura como
contenido computacional de las proposiciones logicas (tipo Prop) en Coq, idea que
resulta altamente atractiva.

Asi como Coq cuenta con un mecanismo de extraccion el cual para los programas
funcionales (en el tipo Set) los extrae a cédigo de OCaml, cabe la posibilidad de
desarrollar un mecanismo de extraccion que para las proposiciones logicas (en el tipo
Prop) genere codigo de Maude (logica de reescritura). Similarmente, Coq es capaz de
evaluar un programa funcional (en el tipo Set) de manera interna, asi también seria
capaz de evaluar internamente proposiciones logicas (en el tipo Prop).

Por otro lado, Maude cuenta con herramientas para realizar verificaciéon de mode-
los, con lo cual nos preguntamos si es posible verificar la correcciéon de un compilador
de manera completamente automética. En Maude, esto consistiria en determinar si es
posible expresar la correccion del compilador dentro de la l6gica de la herramienta que
se utilice y, de serlo, esperar que la herramienta verifique la correccion del compilador
de forma completamente automatizada.

Por otra parte, Meseguer [73] ofrece un inspirador tratamiento categorico de tra-
ducciones entre logicas. Puesto que, como lo menciona Kahn [55], la seméantica natural
puede ser vista como una légica, entonces se puede hacer una formulacion categoérica
del marco de seméntica natural con todas las ventajas que esto conlleva. Solo por
mencionar una, es facil pensar que dado un compilador se obtenga un decompilador
de forma natural bajo este enfoque. Desde luego, obtener un decompilador tiene di-
versas ventajas; entre ellas, que serviria en la depuracion de programas. Al ser este
marco categorico seria muy general; por tanto, no solo serviria para expresar tra-
ducciones entre lenguajes de programacion, sino también para expresar traducciones
entre lenguajes de programacion y quizas, lo que seria mas interesante, para expresar
traducciones entre logicas y lenguajes de programacion. Por supuesto, también servi-
ria para expresar la semantica tanto de logicas como de lenguajes de programacion.
Ciertamente, pensamos que esta marco se podria implementar de manera ideal en
Maude, debido a que Maude esta en plena consonancia con el enfoque categorico.

Sorprendentemente, el tratamiento categorico de traducciones de Meseguer parece
no haber sido utilizado en la definiciéon y verificaciéon de compiladores; por tanto, para
el conocimiento del autor, esta linea de investigacion seria la primera en explotarlo
en el &mbito de compiladores.

Por otro lado, Prolog cuenta con una amplia literatura y tradiciéon como lenguaje
de implementacion de compiladores [34, |113] 114, [23] 33, 75|, 49]. Como su logica es
la de primer orden (con ciertas restricciones), en principio los programas de Prolog se
pueden escribir en logica de reescritura en Maude, porque, como hemos mencionado
previamente, la logica de reescritura es més general. De aqui que la inmensa teoria
y practica para escribir compiladores en Prolog es, a primera vista, directamente
trasladable para escribir compiladores en Maude. Asimismo, pensamos que muchos
de estos resultados pueden ser de beneficio y utilizarse dentro del marco de seméntica
natural y de aqui, posiblemente, generalizarse en virtud del enfoque categoérico de
Meseguer.
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Apéndice A
Demostraciones

Teorema 1 (Correccion en el caso de terminacion). Sea I' un entorno, Q0 un entorno
sin nombres, e una expresion, d una erpresion sin nombres y v un valor. Si

F're=v, TUQ [ (T)re | d
entonces, existe un valor sin nombres vy tal que v | vg y

Ql—dﬁvd

Demostracion. Por induccién sobre I' - e = .
Casos base:

1. e=n.

Hipotesis ' -n=n, T}Q, T[[(I')+n | d. Afirmamos que existe vy =
n, n | n se demuestra por definicion. Usando la hipotesis [T,(I") - n | d,
por definicion de || necesariamente d = n. Nos encontramos ahora en posicion
de demostrar el resultado principal €2 - n = n, éste queda demostrado por
definicion de =-.

2. e =b. Analogo al caso[I]

Hipotesis '+b =0, T{Q, T[[(I')+b | d. Afirmamos que existe vy = b,
bl b se demuestra por definicion. Usando la hipotesis [I;(I') + b || d, por
definicion de || necesariamente d = b. Nos encontramos ahora en posicion de
demostrar el resultado principal Q2 + b = b, éste queda demostrado por definicion
de =-.

3. e=x.

La demostraciéon descansa en la proposicion que enuncia que si ' - x — v,
L9, vlvg, I[L(T)+xzi entonces €+ i—> vy, lacual se demuestra
por induccion sobre I' - 2 — v. (También se puede demostrar por induccion
sobre I'.)
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4. e = Az.e. Analogo al caso [I]

Hipotesis T'+ Az.e = (\x.e)[T'], T Q, TIi(T)+ Az.e | d. Usando la hipote-
sis [T1(T") + Az.e | d, por definiciéon de || necesariamente x-[];(I') + e |l dj,
d = Ady. Afirmamos que existe vy = (A.dy)[Q]; (Az.e)[T] I (A\.dy)[2] se
demuestra por definicion, empleando las hipotesis - [[{(I') + e | di y
'} Q. Nos encontramos ahora en posicion de demostrar el resultado principal
Qr A\dy = (\.dy)[Q], éste se demuestra por definicion de =.

e = puf.dz.e. Anélogo al caso[l]

Hipotesis I' - pf  \x.e = (uf A x.e)[l'], TUQ, T[I;(T)+ pufAz.e| d. Usando
la hipotesis [1;(I") + pf.Az.e | d, por definicion de || necesariamente — x -
f-TIL(T) Fe | &, d= pAd. Afirmamos que existe vy = (p.A.dqy)[Q];
(puf A x.e)[T] (pu.A.dy)[2] se demuestra por definicion, empleando la hipotesis
- f-TlH(T)Fel dy yT | . Nosencontramos ahora en posicion de demostrar el
resultado principal Q + p.A.dy = (pu.\.dy)[2], éste se demuestra por definicion
de =.

Casos inductivos:

1.

€ =61 % €q.
Hipotesis I' - e; = ny, ['F ey = ny, T+ e xey = nyrng, [
[Ti(0) +ep xes | d.

Afirmamos que existe vy = ny *ng, ny*ng || Ny *ny se demuestra por definicion.
Usando la hipétesis [T;(I") + e; * ex || d, por definicién de || necesariamente
[I.(D) +er U di, TIi(D) + eyl doy d=dy*dy. Nos encontramos ahora en
posiciéon de demostrar el resultado principal Q+ di *x dy = nq * na.

a) Q+ dy = ny por hipotesis de induccion.
b) Q+ dy = ny por hipdtesis de induccion.

¢) Q+dy * dy = ny * ny por definicién empleando [La| y [15]

e=1f e; then ey, else e3.

Hipotesis T'+e; = true, TD'rey=wv, T]Q,
[T.(1) - if e; then e, else e3 | d. Usando la  hipotesis
[T1,(I') + if e; then ey else e3 || d, por definicion de || necesaria-

mente Hl(F) = e U dl, I—[l(F) N D)) U dg, Hl(I‘) = e3 U, dg,
d = if d; then d; else d3. Nos encontramos ahora en posicion de de-
mostrar el resultado principal Q + if d; then dy else d3 = vy.

a) Q+ dy = true por hipotesis de induccion.

b) Q+ dy = vy por hipdtesis de induccion (tal que v | vy).
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c) Q+if d; then dy else d3 = vy por definicién empleando y .

3. e=1if e; then e; else e3.

Hipotesis T'+e; = false, T'resz=>wv, T [Q,
[T.(') +  if e; then ey else e3 || d. Usando la  hipotesis
[T1,(I') + if e; then ey else e3 || d, por definicion de || necesaria-

mente Hl(I‘) = e U dl, Hl(F) N D)) U dg, Hl(I‘) = e3 U d3,
d = if d; then d, else d3. Nos encontramos ahora en posicion de de-
mostrar el resultado principal Q2+ if d; then dy else d3 = vy.

a) Q+ dy = false por hipotesis de induccion.
b) Q+ d3 = vy por hipdtesis de induccion (tal que v |} vy).

c) Q+1if d; then dy else dj = v, por definicion empleando [3afy .

4. e=let x=e; in es.

Hipotesis I' +~ e = vy, (z,v0) - T + e = I},
[,(') +~ letx = e ine; | d Usando la hipotesis
[1,(') - let z = e in ey || d, por definicion de || necesariamente

[I.(D) ~ep § &y, x-TIi(D) - ey || do, d = 1et di in ds. Nos encontramos
ahora en posicién de demostrar el resultado principal 2+ let d; in dy = vy.

a) Q+ dy = vy, por hipotesis de induccion (tal que vy || vg, ).

b) (z,v1) T vy, - Q por definicion empleando v; | vy, de da|y la hipotesis
Q.

¢) Vg, -2+ dy = vy por hipodtesis de induccion (tal que v || vg). Al aplicar la
hipotesis de induccion se emplea [45]

d) Q+let dy in dy = vy por definicion empleando Haly

5. e=eq é€s.

Hipotesis I' + e; = (Az.e)[T1], T + ey = vg, (z,v2) -T1 F e = v,
Freirea=v, TUQ, TI(T)F e el d Usando la hipotesis [T, (') +ej es | d
por definicion de || necesariamente [[,(I') + e; | di, TI(T) + ex | do,
d=d ds.

Nos encontramos ahora en posicion de demostrar el resultado principal
Q- dl dg = Vq.

a) Q + di = (Ad)[Q] por hipotesis de induccion (tal que Ty |y,
z-[Ii(T)reld vy (Aze)[I'1]§ (Ad)[]).
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b) Q+ dy = vy, por hipotesis de induccion (tal que vy || vg, ).
¢) Vg, - +d = vy por hipotesis de induccion (tal que v |} vy).

d) Q+dy dy = vg por definicién empleando , y .

6. e=e1 eq.

Hipotesis ke = (ufAze)[T], [+ ey = vy,

(z,v9) - (f,(ufAze)[T1]) - T1 + e = v, I' v e ea = v, I} Q,
[T:(T) + e; ez || d. Usando la hipotesis [1,(T") + ey es || d por definicion de
| necesariamente [[,(I') ey | di, T[Li(D)rFexlldy, d=d; ds.

Nos encontramos ahora en posicion de demostrar el resultado principal

Q+dy dy = vg.

a) Q + di = (pAd)[] por hipotesis de induccion (tal que I'y |y,
- f-Th(M)reld vy (ufrze)[IT1] 1 (pAd)[2]).

b) Q+ dy = vy, (tal que vy | vg,).
) Vg, (Ad)[21]- Q1 +d = vy por hipdtesis de induccion (tal que v |} vy).

d) Qr dy dy = vy por definicién empleando 64| [68] y 6 O

Teorema 2. Si Q+ d= v, entonces ([d]-¢,[?],s) = (¢, [, [v] - s) para todo cidigo
cy pila s.

Demostracion. Por induccién sobre QQ - d = v.
Casos base:

(1) d = n. Por hipotesis Q@ + n = n. Dado que por definicién [n] = IConst n y
[n] = n, debemos demostrar (IConst n - ¢, [Q2],s) = (¢, [Q2],n - s), lo que se tiene
simplemente por definicion de la semantica de paso corto de la maquina, es
decir, de la transicién — correspondiente a la instruccién IConst n.

(11) d =b. Anélogo al caso [} Hip6tesis Q + b= b; [b] = 1Constb by [b] = b.

(111) d =1i. La demostracion se sigue de la proposicion de que si € + ¢ —> v entonces
[2] (%) = [v] la cual se demuestra simplemente por induccion sobre 2.

(1v) d = A.d. Analogo al casof} Hipétesis Q - \.d = (A.d)[Q]; [A.d] = IClos([d] - IRet)
y [T = ([d] - IRet)[[]].

(V) d=p.\.d. Andlogo al caso [l Hipotesis Q F p\.d = (p.\.d)[Q];
[1:A-d] = IClos,ce([d] - IRet) y [(u-A-d)[2] = ([d] - IRet)[[2] ]ree-
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Casos inductivos:

(VI) d=d; *ds.
Por hipotesis Q + dy = ny, Q = dy = ng, Q + di * dy = ny * ny. Debemos
demostrar ([[dy » da] - ¢, [Q2], ) = (¢, [Q], [n1 * na] - s).

a) ([di] - [de] -10p - ¢, [, s) = (¢, [2],n1 * ny - s) por definicion
[dy x do] = [di] - [da] - 1Op y 1 * no]) = my * na.

b) ([di] - [da] - 1Op - ¢, [2], s) = ([dz] - 10p - ¢, [2], n1 - s) por transitividad de

% aplicando la hipotesis de induccion, y por definicion [n;] = n;.

c) ([d2] -10p-¢,[],n1-s) = (I0p-c, [, ng-ny - s) por transitividad de
aplicando la hipotesis de induccion, y por definicion [ng] = no.

d) (10p-¢,[Q,ngy-ny-5) = (¢, [Q,n1 * na - s) por definicion de — de la ins-
truccion [Op.
(vil) d =if d; then d, else dj.
Por hipotesis Q2 + dy = true, €2+ dy = v. Por demostrar

([if di then dy else d3] - ¢, [Q],s) = (¢, [Q2], [v] - s)-

a) ([di]-1Sel ([d2]-1Join) ([ds]-1Join)-c, 2], s) = (¢, [€2], [v]-s) por definicion
[[lf dl then d2 else dg]] = Hdl]] : ISel ([[dg]] : |J0|n) ([[d3]] : |J0|n)

b) ([di] - 1Sel ([dz] - 1Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [©2],s) =
(ISel ([d2] - Join) ([ds] - Join) - ¢, [2], true - s) por transitividad de * |y
aplicando la hipétesis de induccion.

c) (I1Sel ([d2] - Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [Q], true - s) = ([ds] - Join, [Q], (¢,[]) - 5)
por definicion de — de la instruccion ISel.

d) ([de] - Woin, [2], (¢, [])-s) = (1Join, [2], [v] - (¢, []) - s) por transitividad de

% .y aplicando la hipotesis de induccion.

e) (Join, [Q], [v] - (¢, []) - 5) = (¢, [2], [v] - ) por definicion de — de la ins-

truccion lJoin.

(viil) d=1if d; then dy else ds.

Por hipotesis Q2+ dy = false, €+ d3 = v. Por demostrar

([if dy then dy else ds] - ¢, [?],s) = (¢, [92], [v] - s)-

a) ([di]-1Sel ([d2]-Hoin) ([ds]-1Join)-c, [2],s) = (¢, [2], [v]-s) por definicion
[if d; then dy else d3] = [di] - 1Sel ([d2] - 1Join) ([ds] - 1Join).
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b) ([da] -1Sel ([ds] - 1oin) ([ds] - oin) - ¢, [Q], 5) *
(ISel ([da] - Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [?], false - s) por transitividad de =,y

aplicando la hipotesis de induccién.

c) (ISel ([d2]-Join) ([ds] -1 Join)-¢, [], false-s) > ([ds] - 1Join, [Q], (¢,[])-s)
por definicion de — de la instruccion ISel.

d) ([ds] - Join, [2], (¢, []) - s) & (oin, [2], [v] - (¢,[]) - s) por transitividad de
* _y aplicando hipétesis de induccion.

e) (Join, [Q], [v] - (¢, []) - 5) = (¢, [22], [v] - ) por definicion de — de la ins-
truccion Join.
(IX) d=1let d1 in d2.
Por hipotesis Q - dy = vy, v1-Q+dy = v, Q+r let d; in dy = v. Por

demostrar ([let d; in dy |- ¢, [Q],s) = (¢, [Q], [v] - s)-

a) ([di] - ILet-[do] - IEndLet - c, [Q2],5) = (¢, [2], [v] - s)
por definicion [let dy in dy] = [d;] - ILet - [do] - IEndLet.

b) ([di]-ILet-[d2]-IEndLet-c, [Q],s) = (ILet-[ds] - IEndLet- ¢, [Q], [v1] - s) por

transitividad de + | y aplicando la hipétesis de induccion.

c) (ILet- [ds] - IEndLet - ¢, [Q], [v1] - s) = ([d2] - IEndLet - ¢, [v1] - [2],s) por

definicién de — de la instruccién ILet.

d) ([d2]-1EndLet-c, [v1]-[€2], s) = (IEndLet-c, [u1]-[2], [v]-s) por transitividad
de %,y aplicando la hipotesis de induccion.

e) (IEndLet-c, [ui] - [2].[v] - s) = (¢, [2],[v] - s) por definicién de — de la
instruccion IEndLet.

(X) d=d; ds.

Por hipotesis  Q+ dy = (A.d)[Q4], Q+ dy = v, vy - -d=w,
Q+dy dy = v. Por demostrar ([d; ds] - ¢, [Q],s) = (¢, [2], [v] - 5).

a) ([di] - [da] - 1App - ¢, [2], s) = (¢, [2], [v] - s) por definiciéon
[dy ds] = [di] - [d] - 1ApP

b) ([di] - [d2] - 1AppP - ¢, [Q2], s) = ([da] - 1APP-, [Q]), [(A.d)[21]] - s) por transiti-
vidad de %, y aplicando la hipotesis de induccion.
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¢) ([dz] -1App-c, [Q, [(A-d)[u]] - s) & (1App- ¢, [Q], [ve] - [(A-d)[€1]] - 5) por
transitividad de + , y aplicando la hipotesis de induccion.

d) ([do] -1App-c, [, [(A.d)[1]] - s) = (1App-c, [, [v2] - ([d] - IRet) [[:]]- )
por definicion [(A.d)[]] = ([d] - IRet)[[24]].

e) (1App-c, [, [va] - ([d] - IRet)[[S1]] - 5) = ([d] - IRet, [vo] - [4], (¢, [2) - 5)

por definiciéon de — de la instruccion |App.

£) ([d] - IRet, [vo] - [u], (¢, [20) - 5) = (IRet, [wo] - [$4], [o] - (¢, [2]) - 5) por

transitividad de % , y aplicando la hipotesis de induccion.

g) (IRet, [va] - [4], [v] - (¢, [2]) - s) = (e, [, [v] - s) por definiciéon de — de la
instruccion |Ret.

(XI) d=d; ds.
Por hipotesis Q + dy = (uA\.d)[Q1], Q+dy = ve, ve-(uAd)[Q]-Q+d=v,
Q+dy dy = v. Por demostrar ([d; ds] - ¢, [Q],s) = (¢, [Q], [v] - 5).

a) ([di] - [da] - 1App - ¢, [22], s) = (¢, [22], [v] - s) por definicion
[d1 do] = [di] - [d2] - 1ApP

b) ([di] - [da] - 1App-c, [, s) = ([d2] - 1App-, [Q], [(11-A-d)[€]] - 5) por transi-
tividad de %, y aplicando la hipétesis de induccion.

¢) ([d2] -1App-c, [Q], [(n-A-d)[Su]] - 5) = (1App-c, [Q], [v2] - [(1e-A-d)[S2]] - 5)
por transitividad de # , y aplicando la hipotesis de induccion.

d) ([d2]1App-c, [, [(-A- ) [ ]]-s) = (1App-c, [, [va]-([d]-IRet) [[] ]recs)
por definicion [(p.A.d)[]] = ([d] - IRet)[[©1] ]rec-

e) (1App - ¢, [Q, [va] - ([d] - IRe)[[]]rec - 5) =
([d] - IRet, Jva] - ([d] - IRet)[[1]]rec - [21], (¢, [2]) - s) por definicion de —
de la instruccion IApp.

f) ([d]-1Ret, [vo] - ([d] - IRe) [[]]ree - [ ], (¢, [2) - 5) =
(IRet, [va] - ([d] - 1Ret)[[21] ]rec- [21], [v]- (¢, [2])-s) por transitividad de + |

y aplicando la hipotesis de induccion.

9) (IRet, [va] - ([d] - IRet) [ ] ]rec - [$1], [0] - (e, [2]) - 5) = (¢, [, [v] - 5) por

definicién de — de la instrucciéon IRet. (J
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Lema 1. Sean A, Ay, Ay entornos de mdquina; s, si, So pilas; ¢y, ¢ codigos de
mdquina. Si

A,Sl—Clﬁ(Al,Sl), A1781|—CQ$(A2,82)
entonces
A,S =Cl-Cy) = (AQ,SQ)

Demostracion. Por induccion sobre A, s+ ¢; = (A, s1).
Caso base:

(1) er =]
Hipotesis A, s+ [] = (A,s), A,skco = (Ag, ).
Por demostrar A, s+ []-ca = (Ag, s2), debido a que []- ca = ¢o nuestro objetivo
se reduce a A, s+ ca = (As, s2) al que se llega por hipotesis.

Caso inductivo:

(I1) ¢ #[] es decir ¢; =i -c.
Hipotesis A, s +i = (A1,81), A, s1Fc=(Ag,82), Ay, 89+ o = (As,s3).
Por demostrar A, s+i-c-co = (Agz, s3).

a) Aplicando la hipétesis de induccion sobre Aq, 51+ c = (Ag, 82) v
Ay, 8o+ co = (Ag, s3) tenemos Ay, $1 F c-co = (Agz, s3).

b) Usando (A,s) +i= (A1,81) y Ay,81 F c-cg = (As, s3) por definicion de
= se concluye A s+ i-c-co = (As,s3). O

Teorema 3 (Correccion en el caso de terminacion). Sea  un entorno sin nombres,
A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un cédigo de mdquina, v
un valor sin nombres. Si

Qrd=v, dlec, QA
entonces, eziste un valor de mdquina vy, tal que v |} v, y para toda pila s,
Ajstc= (A, s)
Demostracion. Por induccion sobre 2+ d = v.

Casos base:

(1) d=n.

Hipotesis Q - n =n, n ¢, QJA. Afirmamos que existe v, = n, nl{n
se demuestra por definicion. Usando la hipotesis n || ¢, por definicion de |
necesariamente ¢ = |Const n. Nos encontramos ahora en posiciéon de demostrar el
resultado principal A, s+ 1Const n = (A, n-s), éste se demuestra por definicion
de = de la instrucciéon |Const.
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(11) d=0b. Anélogo al caso ]

Hipotesis Q - b =b, bl ¢, QJA. Afirmamos que existe v,, = b, bl b se
demuestra por definicion. Usando la hipotesis b || ¢, por definiciéon de || nece-
sariamente ¢ = |Constb . Nos encontramos ahora en posicion de demostrar el
resultado principal A, s+ [Constb b = (A, b-s), éste se demuestra por definicion
de = de la instruccién [Constb.

(1) d=i.

La demostracién descansa en la proposicion que enuncia que si Q + i —> v,
QlA, vlv, entonces Ar i+ v,, lacualsedemuestra simplemente
por induccion sobre  + i —> v. (También se puede demostrar por induccion
sobre ().)

(1v) d=X.d. Analogo al caso [I]
Hipotesis Q - A.d = (A.d)[Q], Ad|c¢, QUA. Usando la hipotesis \.d | ¢,

por definicién de |} necesariamente d |} ¢;, ¢ = 1Clos ¢;. Afirmamos que exis-
te vy, = c[A]; (Ad)[Q] | e1[A] se demuestra por definicion, empleando las
hipotesis d || ¢; y 2] A. Nos encontramos ahora en posiciéon de demostrar
el resultado principal A s + IClos ¢; = (A, c1[A] - s), éste se demuestra por
definicion de = de la instruccion IClos.

(V) d=p.).d. Anédlogo al caso |

Hipotesis Q + pA.d = (pAd)[Q], pAd | e, QJA. Usando la hipotesis
wA.d || ¢, por definicién de || necesariamente d |} ¢;, ¢ = IClos,.. ¢;. Afirma-
mos que existe vy, = ¢1[Alvee; (A d)[Q] I c1[A]ec se demuestra por definicion,
empleando las hipotesis d || ¢; y Q| A. Nos encontramos ahora en posicién
de demostrar el resultado principal A, s+ [Clos,c. ¢; = (A, ¢1[A]yec - 5), éste se
demuestra por definicion de = de la instruccion 1Clos, ...

Casos inductivos:

(V1) d=dy * ds.

Hipotesis Q - dy = ny, Qr+dy=ny, Qrdy*dy=mny*ny, dyrxdsyl c,
Q| A. Afirmamos que existe v, = ny * no, ny * ng | Ny * Ny se demuestra por
definicion. Usando la hipotesis dy * do || ¢, por definicion de || necesariamente
dy | c1, dy |l ca, ¢ =c1-co-10p. Nos encontramos ahora en posicion de
demostrar el resultado principal A, s+ c1-co-10p = (A, ny *ng - ).

a) A,s+c; = (A,n;-s) por hipotesis de induccion.
b) A,ny-sk+ce = (A,ny-ny-s) por hipotesis de induccion.
¢) A;skci-co = (A,ny-ny-s) por Lemall] sobre[Vl.d|y [V
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(vir)

(vII)

(1)

d) Ayng-ny-s+10p= (A,ny *ny-s) por definicion.

e) A,skcp-cy-10p= (A, ny *ny-s) por Lemasobrey VI d|

d=1if d; then dy else ds.

Hipotesis Q + dy = true, Q+dy = v, if dy thends elsedsz|c, QJA.
Usando la hipotesis if d; then ds else d3 || ¢, por definicion de || necesariamente
dy e, dollco, d3lcs, c=ci-1Sel cp c3. Nos encontramos ahora en posicion
de demostrar el resultado principal A, s+ c¢; - 1Sel ¢y ¢35 = (A, vy, - S).

a) A,s+c; = (A, true-s) por hipotesis de induccion.
b) A s+ cy= (A, v, -s) por hipotesis de induccion (tal que v || vy,).

c) A true- s+ ISel ¢ c3 = (A, vy, - s) por definicion empleando [VIII. b}

d) A,srcp-1Sel ¢y 3= (A, vy, s) por Lemal[l] sobre [VIILd| y [V11L.d

d=1if d; then d, else ds.

Hipotesis Q + dy = false, Q+d3 =wv, if d; thends elseds|c, QJA.
Usando la hipotesis if d; then ds else ds || ¢, por definicion || necesariamente
dy |} e, dollco, dslcs, c¢=ci:1Sel o c3. Nos encontramos ahora en posicion
de demostrar el resultado principal A, s+ ¢y -1Sel ¢y ¢35 = (A, vy, - 5).

a) A,s+cp = (A, false-s) por hipotesis de induccion.
b) A, s+ c3= (A, v, s) por hipotesis de induccion (tal que v || vyy,).

¢) A, false-s+1Sel ¢; c5 = (A, vy, - s) por definicién empleando [VIII. 5]

d) A, s+ cy-1Sel ¢3 5 = (A, vy, - s) por Lema [1] sobre [V11L.d] y [VIILd

d=1let d1 in dg.

Hipotesis Q +dy = vy, v1-Q+dy=v, Q+letd;indy = v, letd;inds | ¢,
Q| A. Usando la hipotesis let dy in ds || ¢, por definicion de || necesariamente
dy |} e, dol|co, c=cp-llet-cy-1EndLet. Nos encontramos ahora en posicion
de demostrar el resultado principal A, s+ c¢; - ILet- ¢y - IEndLet = (A, v, - 5).

a) A,stcp = (A, v, - $) por hipotesis de induccion (tal que vy | vy, ).
b) A Uy, - s+ ILet = (v, - A, s) por definicion.
c) A;stcp-llet = (v, - A, s) por Lema (1| sobre y [Ix.9]
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(x)

d) Uy A, s+ ey = (U, A, Uy, - s) por hipotesis de induccion (tal que v |} v,y,).

e) A,s+c-llet-cy = (U, - A, vy - 8) por Lema [1] sobre [IX.d y [IX.d]

) Vmy - A vy, - s+ IEndLet = (A, v, - s) por definicion.

9) A,skcp-llet-cy-IEndLet = (A, vy, - ) por Lema [1] sobre [IX. €] y [IX.f]

d=dy ds.

Hipotesis Q +d; = (A.d)[Q1], Q+do=wvy, vo- U +d=v, Qrddy= v,
dy dy |} e, QJ A. Usando la hipotesis d; ds || ¢, por definiciéon de || necesaria-
mente dy |} ¢;, do |} ca, ¢=c¢1-co-1App. Nos encontramos ahora en posicion
de demostrar el resultado principal A, s+ c1-co-lApp = (A, m, - S).

a) dyc, QA Astc= (A c[Ar]-s) por hipotesis de induccion (tal
que (A.d)[] ] c[AL]).

b) Ac[Ar] s+ ca = (A, U, - c[A1] - s) por hipdtesis de induccion (tal que

Vo |l Uy )-
¢) Asrcrco= (A vy, c[A]-s) por Lema [l sobre [X.d| y [X.0]

d) Uy A1, 8+ = (U, A1, 0 S) por hipotesis de induccion (tal que v || v,y,).
) A, vy, - c[Ar]-s+1App = (A, v,, - s) por definicién empleando [X.d]

f) Ayscr-co-1App = (A, vy, - s) por Lema [1] sobre [X.d y [X.¢]

d=d1 dg.

Hipotesis Q - dy = (uAd)[Q1], Q+dy= vy, vy (uAd)[] Q1 +d=v,

Qrdydy=v, dydylc, QUA. Usando la hipotesis dy ds || ¢, por definicion
de | necesariamente d; || ¢1, dy || c2, ¢=c1-cy-1App. Nos encontramos ahora
en posicion de demostrar el resultado principal A, s+ c1-co-1App = (A, my, - $).

a) dyec, YA, Ajstcg= (A c[Ar]rec-s) por hipotesis de induccion
(tal que (puA.d)[Q21] I c[A1]rec)-

b) A,c[Ar]rec: s+ 2 = (A U, - ¢[A1]rec - 8) por hipotesis de induccion (tal
que vy |} Uy ).

¢) Aysrcrca = (A vy, c[Ar]ec - s) por Lemall] sobre [XI.d] y [X1.5]
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d) Uy c[A1]rec A1, 8 F €= (Unny [ A1 ]rec- A1, Upy-s) por hipotesis de induccion
(tal que v |} v,,).

e) AUy, - [A1]rec - s+ 1App = (A, v, - s) por definicién empleando .

f) A,s+cr-co1App = (A, vy, - s) por Lema [1] sobre [X1.d y [X1.e] O

Teorema 4 (Correccion en el caso de no terminacion). Sea I' un entorno, Q un
entorno sin nombres, e una expresion, d una expresion sin nombres. Si

F'res, TUQ, TLLi(D)re |d

entonces

Qr+-d>

Demostracion. Por coinduccion.

1. € =e1 *xes.

Hipotesis 'Fe; =, Trexe=, T]Q, [[()+F e xes || d. Usando la
hipotesis [T, (T") + ey xes || d, por definicion de || necesariamente [T, (") + ey || d,
[T.(T) - ex |l da, d =dy » dy. Por demostrar Q - dy * dy = .

a) Q+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' ey = .

b) Q+dy *dy = por definicion empleando

2. € =e1 *x es.

HipotesisT'Fe; = ny, T'rFexS, Trepxens, T')Q, [[H(T)Fepxes | d
Usando la hipotesis [T;(I") + e; * ex || d, por definicién de |} necesariamente
Hl(F) =eéer U dl, Hl(F) = é9 U dg, d= d1 * dg. Por demostrar €2 +~ d1 * d2 =

a) Q+ dy = ny por Teorema|l|sobre I' - e; = n;.
b) Q+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' - eg = .

c) Q+dy *dy = por definicion empleando 24|y

3. e=let r=e; in e,.
Hipotesis T'te; =, T'rlet x=€; in e, T]Q,
[T.(I') -let x=¢; in ey | d.
Usando la hipotesis [T, (I') - let x =e; in ey || d, por definicion de |} necesa-
riamente [T(I') e | dy, z-TT1(T') Fex | do, d=1et di in ds. Por demostrar
Qrlet di in dy = .
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a) Q+dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' ey = .

b) Q+let d; in dy = por definicion empleando .

4. e=1let r=e€; in e,.

Hipotesis '+e; = vy, (x,v1) - Trex=, Trlet x=¢; in o=, T[Q,
[T,(I")+1let x=e; in ey | d.

Usando la hipotesis [T,(I") - let = =e; in ey || d, por definicion de || necesa-
riamente [T,(I') ey | dy, z-T11(T') F ey | do, d=1et dy in ds. Por demostrar
Q+ let dl in dg%.

a) Q+ dy = vy, por Teorema [l|sobre I' - e; = vy (tal que vy | vg,).
b) vg, -+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre (z,v1) -T'F ey = .

¢) Q+1let d; in dy = por definicion empleando [d| y [40]

5. e=1if e; then e, else es.

Hipotesis I'+e; 2, T'+if e; then ey else e3>, 1],

[T,(I') - if e; then e; else e3 | d.

Usando la hipotesis [T;(I') + if e; then ey else ez || d, por definicion de |
necesariamente [T,(T') - e; | dy, T1,(I) - 3 | da, TL(D) - 5 | ds,

d=1if d; then dy else dsz. Por demostrar Q2+ if d; then dy else d3 = .

a) Q+dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' ey = .

b) Qrif d; then dy else d3 = por definicion empleando

6. e=if e; then e; else e3.

Hipotesis '+ e; = true, T'+ey =, T+ if e; then ey else e3 =, [,
[T,(I') - if e; then ey else e3 | d.

Usando la hipotesis JT;(I") + if e; then ey else ez || d, por definicion de |
necesariamente [1,(T") + e | dq, [T1(T) + e | do, TT1(T) +e3 |} ds,

d=1if d; then dy else dsz. Por demostrar Q2+ if d; then d; else d3 = .

a) Q+ dy = true por Teorema [l sobre I' + ey = true.

b) Q+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre ' - eg = .

¢) Qrif d; then dy else d3= por definicién empleando [6d]y [67]
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7.

10.

e=1f e; then ey else e3.

Hipotesis I' + e; = false, T+ e3=, I + if e; then ey else e3>,
L)Q, TJI,(I')+if e; then ey else e3 | d.

Usando la hipotesis [1;(I') + if e; then ey else ez || d, por definicion de |
necesariamente [];(T) + ey | di, [T1(T) +ea || do, TT,(T) +e3 || ds,

d=1f d; then dy else ds. Por demostrar Q0+ if d; then dy else d3 = .

a) Q+dy = false por Teorema |l| sobre I' - e; = false.
b) Q'+ ds = por hipotesis de coinduccion sobre I' - e3 = .

¢) Qrif d; then dy else d3 = por definicién empleando [7d]y [70]

€ =€1 €.

Hipotesis ' - e1 =, Trep e, T[Q, (') + e ex | d Usando la
hipotesis [1(T") + e; ez || d, por definicion de || necesariamente [T, (T") + ey || dy,
[T.(T) - ey |l do, d =dy dy. Por demostrar Q + dy dy = .

a) Q+d; = por hipotesis de coinduccion sobre I' - ey = .

b) Q+d; dy 2 por definicion empleando .

e=ej es.

Hipotesis T'+e; = (Az.e)[T1], TreaS, Tre ez, T[Q

[T:(') + €1 ey | d. Usando la hipotesis [1,(I") + e ey || d, por definicion de
| necesariamente [T,(I") + ey | dq, [T1(T") + es || do, d = dy ds. Por demostrar
Qrdy dy = .

a) Q + dy = (A\d)[] por Teorema (1| sobre I' + e; = (Az.e)[I'1] (tal que
(Az.e)[T1] 4 (Ad)[h]).

b) Q+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' - eg 2 .

¢) Q+dy dy = por definicion empleando [94d] y

€ =€1 €.

Hipotesis I' + e; = (uf A xe)[l1], T r e T re ez, T]Q,
[T:(I") + e1 ey | d. Usando la hipotesis [T,(I') + e es || d, por definicion de
| necesariamente [1,(T") + ey || dy, [11(T") + eg | da, d = d; dy. Por demostrar
Q+d) dy 2> .

a) QF dy = (uA.d)[Q] por Teorema (1| sobre T' + e; = (uf.Ax.e)[T'1] (tal
que (uf M) (111 (uAd)[]).
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b) Q+ dy = por hipotesis de coinduccion sobre I' - eg = .

c) Q+dy dy 2 por definicion empleando y .

11. e= €1 €.

Hipotesis '+ e; = (Az.€)[['1], Tres =y, (z,12)T1re=, TreenS,
L'JQ, TI,(T)+e5 es || d. Usando la hipotesis [1,(I") + €1 €3 || d, por definicion
de || necesariamente [T,(I") ey | dq, [1;(I') - e | do, d = dy dy. Por demostrar
Q+d dy >

a) Q + dy = (A\d)[] por Teorema [1I| sobre T' - e; = (Az.e)[I'1] (tal que
(Az.e)[T1] 4 (Ad) [ ]).

b) Q+ dy = v, por Teorema [l| sobre I' - e5 = vs (tal que vy || vg,).

¢) gy -1 +d = por hipotesis de coinduccion sobre (x,v9) -’y e = .

d) Q+dy dy = por definicion empleando [11a}, 11|y (L1}

12. e=e; e5.

Hipotesis T'+e; = (ufAz.e)[T1], T Fey= vy,

(z,v2)-(f, (ufAz.e)[T1])Tirez, Treez, TIQ [L(T)rFe eld
Usando la hipotesis [T,(I') + e; ez | d, por definicion de || necesariamente
Hl(F) =eéer U dl, I—[l(F) = é9 U dg, d= d1 dg. Por demostrar 2 + dl dQ =

a) Q+dy = (uA.d)[Q] por Teorema [l sobre " - e; = (pf.Ax.e)[T'1] (tal
que (pfAz.e)[T1] U (A d)[h]).

b) Q+ dy = vy, por Teorema [l| sobre I' - e5 = vy (tal que vy |} vg,).

¢) vg, - (Ad)[Q1]- Q1 +d = por hipotesis de coinduccion sobre
(z,v9) - (f, (ufAz.e)[[1]) 1 Fe.

d) Q+d; dy = por definicion empleando (124l [120|y [12¢] O

Lema 2. Sea m una configuracion, n un natural cualquiera,
m=  siysolosi m >

n

Demostracion.
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o0,

(1) Si m= entonces m = . Por coinduccion.

n

oo,

Hipotesis m = . Usando la hipotesis m = por definiciéon de = necesariamente

00,

m — mq, mp = . Nos encontramos ahora en posiciéon de demostrar m = .

n

a) my; = por hipotesis de coinduccion sobre my = .

n

b) m = por la regla =-perform sobre m - my; y my = .

(11) Sim = entonces m = . Por coinduccion.

n

00,

Hipotesis m = . Por demostrar m = .

n

oo,

a) La demostracion usa la proposicién que enuncia que si m = entonces
existe my tal que m - m; y m; = , la cual se demuestra por induccion

ni

sobre el natural n.

oo,

b) m—>my y my S porlil.a[sobre m = .

ny n

¢) my = por hipotesis de coinduccion sobre m; = .

ni

d) m= por definiciéon de = sobre m - m; y my = . O

Lema 3. Si Q+d=, entonces ([d] - ¢, [?],s) = para todo cddigo c y pila s.

d]
Demostracion. Por coinduccién.

(I) d= d1 * dg.
Hipotesis Q2 + dy = . Por demostrar ([dy » da] - ¢, [Q]),s) , =

ld1 *da| ~

a) para todo c,, s,, ([di] -¢,,[2].s,) 2 por hipétesis de coinduccion sobre

Qrd; = .
b) ([di]-[d2]-10p-c,[Q],s) = porfl.ajcon ¢, =[ds]-10p-cy s, =s.
¢) ([di]-[d2]-10p-c, [Q],s) %, por laregla $>-sleep sobre .
d) ([di*ds]-c,[,s), %, por definicion [di  do] = [di] - [do] - 10p y

*da
[dy = do|| = [ldi] + 1.
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(H) d= d1 * d2.
Hipotesis Q- dy = ny, Q1+ dy 2. Por demostrar ([dy * da] - ¢, [Q], s) =

*d

a) ([di]-[da]-10p-¢,[Q].s) = ([d2] - 10p- ¢, [2], [r1] - s) por Teorema [2] sobre
Q+dy = n,.

b) para todo ¢,, s,, ([d2] - ¢,.[92].s,) = 2 por hipétesis de induccién sobre
Qr dQ =

¢) ([d:]-10p- . [, [m] - ) = por

—

Lbjconc, =10p-cy s, =[ni]-s.

d) ([di] - [d2] -10p-c, [Q], ) =, por la regla $>-perform sobre [II.al y [II.c|

e) (ldi xdo] - ¢, [€],5) , =, por definicion [di x do] = [di] - [do] - 1Op.

(1) d=1et dy in ds.
Hipotesis Q + dy = . Por demostrar ([let d; in dy] - ¢, [],s)

|[1et d1 in da| °

a) para todo ¢, s,, ([di] -¢,,[2],s,) = por hipétesis de coinduccién sobre

Ql—dl%

b) ([di]-ILet-[do] IEndLet-c, [2],s) = por[il.alcon ¢, = ILet-[d>]-IEndLet-c

y s, =S.

¢) ([di] -ILet-[do] - IEndLet ¢, [, s) | por la regla =>-sleep sobre [I11.0]

lld1 || +1

) ([[let dl in dQ]] ¢, [[Q]] S) |1et d1 in do|
1t dy in do] = [dh] - ILet- [db] - IEndLet y [1et dy in da = d] + 1

por definicién

(IV) d=1et d1 in dg.
Hipétesis Q- dl =1, U1 = dg =

Por demostrar ([let d; in do] -c¢,[?],s)

l1et d1 in dof

a) ([di]-ILet-[ds] - IEndLet-c, [2],s) = (ILet- [da] - IEndLet- ¢, [Q2], [v1] - s) por

Teorema [ sobre Q + d; = v;.

b) (ILet- [ds] - IEndLet - ¢, [Q], [v1] - s) = ([d2] - IEndLet - ¢, [v1] - [€2],s) por
definiciéon de — de la instruccion ILet.
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c¢) para todo c,, s,, ([d2] - ¢, [v1] - [€2].s,) =

o por hipotesis de coinduccion
2

sobre v1 - Q2+ dy = .

—

d) ([do] -1EndLet-c,[v1] - [Q].s) 2 por|v.cicon ¢, =1EndLet-cy s, =s.

e) (ILet-[ds]-IEndLet-c, [Q], [v1] -s) 3 por la regla $>-perform sobre [Iv.b)y
v.dl

f) ([di]-Let-[do] - IEndLet-c, [€2],s) = por laregla %-perform sobreIv.a
y

g) ([let dy in d3]-¢, [],s) =, 4, Por definicion

|[let di in da

[let dy in dy] = [di] - ILet- [do] - IEndLet y [1let dy in dyf = |dy] +1 .
(V) d=1if d; then dy else dj.
Hipotesis Q + d; = .

Por demostrar ([if d; then dy else d3]-c, [Q],s) =

s .
|[if di then dg else d3|

a) para todo c,, s,, ([di] -¢,,[],s,) 2 por hipétesis de coinduccion sobre
Qr d1 =

b) ([di]-1Sel ([d2] - Hoin) ([ds] - oin) - ¢, [2],s) = por V.a| con
¢, = 1Sel ([dz] - Join) ([ds] - oin)-cy s, =s.

¢) ([di] - 1Sel ([d2] - Join) ([d5] - 1Join) - ¢, [, s) |, T, por la regla >-sleep
sobre (V.0

d) ([if di then dy else ds]-c, [Q].s) .. , w3 .y, POT definicion

[[lf d1 then d2 else dg]] = Hdl]] : |S€| ([[dg]] : |J0|n) ([[dg]] : |J0|n) y
|if dy then dy else ds| =||dq| + 1.

(Vi) d=1if d; then d, else ds.

Hipotesis Q + dy = true, Qrdy S .

Por demostrar ([if d; then dy else d3]-c, [Q],s) =

N .
|[if di then dg else d3|

a) ([di] - 1Sel ([d2] - 1Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [Q2], s) +
(ISel ([da] - 1Join) ([ds] - Join) - ¢, [2], true - s) por Teorema
sobre  + d; = true.
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b) (ISel ([d2] - Join) ([ds] - 1doin) - ¢, [Q2], true-s) = ([ds] - 1Join, [Q], (¢,[]) - )
por definicion de — de la instruccion 1Sel.

¢) para todo ¢, s,, ([d2] -¢,,[€)],s,) 5 por hipotesis de coinduccion sobre

Ql—dg%.

d) ([do] - oin, [Q, (¢, []) - s) 2 por|VL.ccon ¢, =oiny s, =(c,[])-s.

e) (1Sel ([d2] - Hoin) ([ds] - Join) - ¢, [€2], true - s) = por la regla $>-perform

dq

sobre y [VL.d]

f) ([di]-1Sel ([do] -Moin) ([ds] -1Join)-c, [Q],s) %, por laregla $>-perform
sobre [7Ta]y

9) ([if di then dy else ds]-c,[Q].5) .., .3 ..., Por definicion

[[if d1 then d2 else dg]] = Hdl]] - |Sel ([[dQ]] . IJom) ([[dg]] . |J0|n) y
|if dy then dy else ds| =||dq| + 1.

(vil) d=if d; then dy else djs.

Hipotesis Q + dy = false, Q+d3=.
Por demostrar ([if d; then dy else ds]-c, [Q],s) =

|if di then dg else d3|

a) ([di] - 1Sel ([d2] - Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [Q2], s) +
(ISel ([dz] - Join) ([ds] - 1Join) - ¢, [?], false - s) por Teorema
sobre Q + d; = false.

b) (ISel ([da]-Join) ([ds] -1doin)-c, [Q], false-s) — ([ds] -1Join, [Q], (¢, [])-s)

por definicion de — de la instruccion ISel.

c¢) para todo c,, s,, ([ds] -¢c,,[],s,) 2 por hipotesis de coinduccién sobre
Qr d3 =

d) ([ds] - Hoin, [, (¢, []) - s) 5 por|VIL¢ con ¢, =oiny s, = (c,[])-s.

e) (ISel ([da] - Hoin) ([ds] - Hoin)-c, [Q], false-s) = por la regla $>-perform
sobre [VILT]y I3}

f) ([di]1Sel ([d2]-Woin) ([d5]-1Join)-c, [€2],s) = por la regla %>-perform
sobre [VLd y [FLd
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g) ([if di then dy else d3]-c,[],s)

00,

= por definicion

[|if di then do else d3

[if d; then dy else ds] = [di]-1Sel ([d2] - 1Join) ([ds] - 1Join) y

|[if di then dy else ds| = |di| +

(viil) d=dy ds.

Hipotesis Q2 + dy = . Por demostrar ([dy da] - ¢, [€?], )

1.

=N .
ld1 dz|

a) para todo c,, s,, ([di] -¢,,[],s,) 2 por hipétesis de coinduccion sobre

Ql—dluﬁ.

b) ([di] - [d2] - 1ApP - ¢, [Q],5) = por

VIIIL. a

¢) ([di]-[do] -1App-c,[2],s) =, por la regla %-sleep sobre |VIILb|

con ¢, = [da] - 1App-cy s, =s.

d) ([dv d2] - ¢, [0, 5) 5, por definicion [di da] = [di] - [do] - 1APP ¥

ldy da = [da] +1.

(1X) d=dy ds.

Hipotesis Q - d; = (A.d)[Q1], Q+ dy 2 . Por demostrar ([dy do]-c, [Q],s) =

- .
[d1 d2]

a) ([di]-[d=]-1App-c, [Q],s) = ([da2]-1App-c, [Q], [(A.d)[€4]]-s) por Teorema|2]

sobre Q + d; = (A\.d)[Q4].

b) para todo c,, s,, ([d2] - ¢, [€],s,) 2 por hipotesis de coinduccién sobre

QI—dQ%.

&) ([d2] App-c. [2]. [AD[]]-5) 3 por

5, = [ ]] 5.

d) ([di]-[da]-1App-c,[€2],s) =, por laregla $»-perform sobre [X.ay IX.c|

—

X.bjconc, =|App-c vy

e) (ldi do] -¢,[],s) %, por definicion [di do] = [di] - [d2] - IApPP ¥y

ldy daf = |lda + 1.

(X) d=d; ds.

Hipotesis Q - dy = (pAd)[(u], Q'+ dy = . Por demostrar ([di do]-c,[©],s) |, =

x
|d1 dal

a) ([d1]-[da] - App-c, [0, ) * ([da] - 1App -, [2], [(.\.d)[1]] - 5) por Teo-

rema [2| sobre Q + d; = (u.\.d)[1].
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b) para todo c,, s,, ([d2] -¢,,[],s,) /2 por hipétesis de coinduccion sobre

QI-dg%.

c) ([do] -1App-c, [, [(pA-d)[]] - s) 2 por[X.bjcon ¢, =1App-cy
o = [AD] 5.

d) ([di] - [do] -1ApP- ¢, [, s) |, =, por la regla $>-perform sobre [X.al y [X.c|

e) (ldi do] -¢,[],s) %, por definicion [di do] = [di] - [d] - IApp ¥
ldy da = ] +1.

(XI) d= dl d2.

Hipétesis = d1 = ()\d)[QlL O+ d2 = Vg9, Vg~ Ql Fd3 .
Por demostrar ([di do] - ¢, [Q],s) = -

a) ([di]-[d=]-1App-c, [Q],s) = ([da]-1App-c, [Q], [(A.d)[€]]-s) por Teorema|2]
sobre Q + d; = (A\.d)[Q4].

b) ([d2] -1App-c, [Q], [(A-d)[Su]] - s) = (1App-c, [, [va] - [(A-d)[1]] - 5) por
Teorema [ sobre Q + dy = vs.

¢) (1App- ¢, [Q], [va] - ([d] - IRet)[[]] - 5) > ([d] - IRet, [vo] - [], (¢, [20) - )

por definiciéon de — de la instruccion |App.

d) para todo ¢, s,, ([d] - ¢, [v2] - [€],s,) 5 por hipétesis de coinduccion

sobre vy - —d = .

e) ([d]-IRet, [vo] -[:], (¢, [€2])-s) % porxL.dlconc, =IRety s, = (c,[])-s.

f) (1App-c, [Q], [va]-([d]-IRet)[[€u]]-s) = por la regla %-perform sobre XI.c
y

9) ([d2] -1App - ¢, [, [(A\.d)[Sh]] - s) = por la regla %»-perform sobre [XI.b
y XL.f} y por definicion [(A.d)[]] = ([d] - IRet)[[€4]]-

h) ([di] -[da] -1App-c,[2],s) =, por laregla $>-perform sobre |XI.q|y [XI.g|

i) ([di d2] -, [€2],5) =, por definicion [di da] = [di] - [do] - I1APP ¥
ldy da = ] +1.
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(X11) d=d; ds.

Hipotesis Q- dy = (uA.d)[Q1], Qr+dy= vy, vy (uAd)[U]- Q9 HdS.
Por demostrar ([[dy d2] - ¢, [€?], s)

N .
[d1 d2

a) ([di] - [d2] - 1App- ¢, [2], s) = ([da] - 1APP - ¢, [Q], [(1e.A.d)[21]] - s) por Teo-
rema [2 sobre Q +dy = (u.A\.d)[].

b) ([d2] -1App-c, [Q], [(1-A-d)[U]] - s) = (1App-c, [Q, [v2] - [(1-A-) [ ]] - 5)
por Teorema [2] sobre Q + dy = vs.

¢) (IApp- ¢, [, [va] - ([d] - IRet)[[1]]ree - ) >
([d] - IRet, Jus] - ([d] - IRet)[[1]]rec - [21], (¢, [2]) - s) por definicion de —
de la instruccion IApp.

d) paratodoc,, s,, ([d]-c,, [v2] - [(p-A-d)[Q21]]-[€21],s,) = por hipotesis de

Il

coinduccion sobre vy - (. A.d)[21]- Q1 +d .

e) ([d] - IRet, [vo] - ([d] - IRet)[[]]rec - [$1], (c, [2]) - 5) = por [XILd| con
c,=Rety s, = (c, [€2])-s, y por definicion [(p.A.d) [ ]] = ([d]-IRet) [ [©21] ] ec-

f) (1App- ¢, [Q], [va] - ([d] - IRet)[[]]rec - ) 2 por la regla $»-perform so-
bre RKILd y KILd

9) ([d2]-1App-c, [Q], [(n-A-d)[€U]]-5) = por la regla $>-perform sobre [X11.b
y XIL.f] v por definicion [(u.A.d)[$4]] = ([d] - IRet)[[] ] ee-

h) ([di]-[d2]-1App-c, [Q].s) , %, por la regla $>-perform sobre XIL.a|y XII.g|

i) ([di do] -, [, ) =, por definicién [di do] = [di] - [da] - 1ApPP ¥
[dy daof = di] + 1. O

Teorema 5. Si Q+d =, entonces ([d] - ¢, [Q],s) = para todo cddigo ¢ y pila s.

Demostracion. Hipotesis Q +d = . Por demostrar ([d] - ¢, [©2],s) = .

(1) ([d]-c.[9].s)  por Lema (3sobre Q+d = .

(11) ([d] - ¢, [2],s) = por Lema [2 sobre . m
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Lema 4. Sea A un entorno de mdquina, s una pila, © una instruccion,
As-i3 st y solo si A sHiB
Y, sea ¢ un codigo, n un natural cualquiera,
Asc> sty solo si Asc &
Demostracion.

1. Si A;s+1i= entonces A,s+18 ysi A;s+c= entonces A,s+c B .

a) Si A,s+1i23 entonces A, s+ i B . Suponiendo , la demostracion es por
analisis de casos.
(I) 1 = Sel C1 Co.
Hipotesis A, s+c¢; =, A, true-s+ 1Sel ¢; ¢5 = .
Por demostrar A, true-s+ I1Sel ¢; ¢y B .
A Asre B porsobre A srke .

n

B. A true- s+ I1Sel ¢; ¢ B por definicion empleando

(11) i =1Sel ¢; cs.
Hipotesis A,s+c¢; =, A, false-s+1Sel ¢; ¢o = .
Por demostrar A, false- s+ 1Sel ¢; c3 B .

A Astc B porsobre A s S,
B. A, false- s+ ISel ¢; ¢ B por definicion empleando [TallA]

(111) 7 = |App.
Hipotesis v- Ay, s ¢, Ajv-c[Ar]-s+1App = .
Por demostrar A v-c[A1]-s+ [App B .
A v-A,sFe B porsobre v-ALskcS .

n

B. A,v-¢[A1]-s+ IApp & por definicion empleando .
(1v) i =I1App.
Hipotesis v c[Aq]pec A1, 82, Ajv-c[Ar]rec s+ 1App 2.
Por demostrar A, v c[Aq]ec- s+ |App & .
A v c[Ar]pee- A1, 8¢ B por|lblsobre v c[Aq]ec s A, 5.

B. A,v-¢[Aq]rec- s+ |App B por definicion empleando
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b) Si A,s+ ¢S entonces A, s+ ¢ B . Por coinduccion.

(1) c=i-c.
Hipotesis A, s+i2, A,s+1i-¢ 2. Por demostrar A,s+i-¢ & .

A. A s+iB por[lasobre A s+i=.

B. A,s+i-¢ & por definicién empleando [LbIAl

() c=i-c.
Hipotesis A, s+i= (Ay,51), Apsi-03, Asrki-0>.
Por demostrar A,s+1i-¢’ & .

A. Ay,s1+¢ B por hipétesis de coinduccion sobre Ay, 1+ ¢ = .

B. A;sr+i-¢ B por la regla &-perform sobre A s i = (Ay,s1)

y [IbirAl

2. Si A,s+i1B entonces A,s+i1= ysi A,sc B entonces A, s+cS.

n

a) Si A, s+ iB entonces A, s+ i = . Suponiendo , la demostracion es por
analisis de casos.

(1) i =1Sel ¢1 co.
Hipotesis A,s+c¢; & , A, true-s+ ISel ¢; ¢y B .
Por demostrar A, true-s+ 1Sel ¢; ¢y = .
A As-eo > porsobre A srke B .

B. A,true- s+ ISel ¢; c; 2 por definicién empleando

(H) 1 = 1Sel C1 Co.
Hipotesis A, s+ ¢ &

n Y

A, false-s+1Sel ¢ ¢ B .
Por demostrar A, false- s+ 1Sel ¢; ¢3 = .
A As-o s porsobre A srke B .

B. A, false s+ 1Sel ¢; ¢; = por definicién empleando Ral1A]

(111) 7 = |App.
Hipotesis v- Ay, s+¢ &, Ajv-c[A1]-s+ IApp & .
Por demostrar A v-c[A1]-s+ [App .
A v- AL sFe> porsobre v-Askc B .
B. A,v-¢[Aq]-s+IApp = por definicién empleando 2all1A]
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(1v) i =1App.

Hipotesis v - c[Aq]rec - A1, s+ B Av-c[Ar]rec s+ IApp B .
Por demostrar A, v - c[Aq]ec- s+ |App = .
Al v-c[Aq]rec - A1, 8+ ¢S por 2b|sobre v - c[Aq]rec - A1, S & .

B. Av-c[A1]rec: s+ IApp = por definicion empleando

b) Si A s+ ¢ & entonces A, s+ ¢ . Por coinduccion.

n

(1) c=i-c.

(1)

(111)

Hipotesis A, s+i, A,s+i-c¢ B . Por demostrar A, s+17-¢ = .

A. A, s+i= poralsobre A s+ it .
B. A,s+i-¢= por definiciéon empleando 2brAl

c=c1-Co.

Hipotesis A,s+c1 B, A,stci-co B .

Por demostrar A, s+ ¢y ¢y S .

A. La demostracion usa la proposiciéon que enuncia que si
A,s+i-c B entonces A,s+ i o existen ni, Ay, s1, tal que
Ajs-i=(Ay,s1) y Ay,s1+c¢ B, dicha proposicién se demues-

tra por induccién sobre n.

B. ¢ #[] es decir ¢; =i ¢} por definicion de & y A jst+c¢p & .

C.AjsHiB,0A sHi=(A1,81)y A1,s1Fcl-co & por [2bIIA

0,

sobre A,s+i-ci-co B .

e Als-iB.
— A,s+1= por[a]sobre A s+ i .

— A, s+1i-cy-cy 2 por definicion empleando A, s+ 17 = .

° A,SFZ‘:>(A1,81) YAl,Sll—C,l‘CQ % .

— A1,81 + ¢l -ca 2 por hipotesis de coinduccion
sobre Ay, s1-cl-cy B .

— A s+i-ci-c S por definicion empleando A, s +i = (Aq, 1)
y Ay, S1Hc S

C=2C1"Co.
Hipotesis c; # [], A,srFc1 = (A1,81), A, sikc &

A,st+cp-cg B . Por demostrar A, s+ c¢q-cy 2.
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A. ¢; #[] es decir ¢; =i - ¢} por hipotesis.

B. Ajsi= (A, 8) y Ay, s+ = (Ag,s1) por la
hipotesis A, s+ c; = (Aq, 51).

e =,

~ Ay=Ary s=sipor Ay s = (Ays) y e =[]

— A1, 81 F co = por hipétesis de coinducciéon
sobre A1,81 = Co l::} .

— A s+i-cy 2 por definicion empleando A, s+ i = (Ay,51) y
Al, §1FCcy =

~ Aski-ci-ca = porci=][]
. ci=[]
— Ay, s, ¢y B por la regla £ -perform

sobre Ay, s, ¢y = (A1,81) y A1, 51 ¢ B .

— Ay, 84 F €} - o 2 por hipotesis de coinducciéon
sobre Ay, s¢-ci-co B .

o0,

— A s+i-ci-cy S por definicion empleando A, s +i = (A, s¢)
VA S EclceS . O

Lema 5 (Correccion en el caso de no terminacion (auxiliar)). Sea Q un entorno sin
nombres, A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un codigo de
mdquina. Si

Qrd=, dle, QUA

entonces, para toda pila s,

Demostracion. Por coinduccion.

(1) d=dy * dy.

Hipotesis Q - d1 =, Qrdy+dy=, d|c, QUA. Usando la hipotesis
dy * ds || ¢, por definiciéon de || necesariamente dy || ¢1, do || o, ¢=c1-co-10p.
Por demostrar A, s+ ¢y -co-10p ||d1%2|| )

a) Ajstkc & por hipoétesis de coinducciéon sobre 2+ d; = .
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1 +1

b) A, s+ cy-co-lApp Hd% por la regla & -sleep sobre .

¢) A,srci-co-lApp B por definicion |[dy * dyf = [[di] + 1.

[d1 *da

(H) d=d; * ds.
Hipotesis Q+dy = ny, Q+deS, Qrdi*xdy2, dle, Q] A. Usando

la hipotesis di * dy || ¢, por definicién de || necesariamente dy | ¢1, dy | co,
c=cy1-co-10p. Por demostrar A, s+ ¢y -co-10p Wb

a) A,s+cp = (A;ny-s) por Teorema sobre Q +d; = n;.

b) Ang-stco £ por hipotesis de coinduccion sobre 2+ dy = .

c) A;ny-skce-10p uf, por la regla E>-sleep sobre [I1. b}

2l +1

d) A;stcp-co-10p uffr, por la regla B -perform sobre [I1.a| y [I1.¢|

e) A,stci-ca-lApp B - por definicion [di x da = ||di | + 1.

[d1 *d2

(111) d=1et dy in ds.

Hipotesis Q - d1 =, Q+ let d; in d2 =, d | ¢, QUA. Usando la
hipotesis 1let dy in dy || ¢, por definiciéon de || necesariamente dy || ¢;, ds |} o,
c=cp-lLet-cy- IEndLet. Por demostrar Q + ¢; - lLet - ¢5 - IEndLet [

|iet di in do|

a) A,sk H% por hipoétesis de coinduccion sobre 2+ d; = .
1

b) A s+ cy-lLet-cy-IEndLet W7, por la regla B -sleep sobre [II1.al

¢) A,s+crlletcylEndlet & pordefinicion [let di in daf = |di[+1.

|[let dj in

(IV) d=1let dy in d,.

Hipotesis Q- dy = vy, v1-Q+dy =, Qrlet dy in dy =, dlc, QJA.
Usando la hipotesis 1let dy in dy || ¢, por definicion de || necesariamente d; || ¢,
dy |} co, ¢ = ¢1-1Let-co-1EndLet. Por demostrar € - ¢; -ILet-co-IEndLet =

|iet dy in da|
a) A, s+ c; = (A, vy, -s) por Teorema [3sobre Q + di = vy (tal que vy | vy, ).

b) A, vy, - stk ILet = (v, - A, s) por definicion.
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€) Uy - A, SF Co 2 bor hipétesis de coinduccion sobre vy - Q + dy = .

d) Um, - A, s+ cy-|EndLet s, por la regla & -sleep sobre V.|

daf +1

e) AUy, s+ lLet-cy-IEndLet, = por la regla & -perform sobre |Iv.b|y [IV.d|

ld2]l +1

f) A,stcp-llet-cy-IEndLet Wi, por la regla & -perform sobre [IV.a|y [[V.el

9) A,srcrlleteolEndlet & - pordefinicion [let di in daf = [di+1.

|1et di in da|

(V) d=1if d; then dy else dj.
Hipotesis Q- d; =, Q+if dy then dy else d3=, dlc¢, Q] A. Usando
la hipotesis if d; then ds else d3 || ¢, por definicion de || necesariamente d; | ¢y,
dQU.CQ, d3U63, c:cl-ISeI Cy C3.
Por demostrar A, s+ ¢ - 1Sel ¢y ¢3 it dy el etse da]

a) A,sk H% por hipoétesis de coinduccion sobre 2+ d; = .

b) A,stcy-1Sel ¢ 3 of, por la regla £ -sleep sobre |v.al

c) A;stcp-1Sel ¢

& lif dy then%g else ds
por definicion ||if d; then dy else ds| = |di| + 1.
(Vi) d=1if d; then dy else ds.

Hipotesis 2 + di = true, Q + dy=, Q + if d; then dy else d3 =,
dlc, QJA. Usando la hipotesis if d; then dy else d3 || ¢, por definicién de
|l necesariamente dy || ¢1, do || co, d3l 3, c¢=c1-1Sel ¢y c3. Por demostrar
A, s+ cq-1Sel ¢y c3 it thenl%: oo da] °

a) A, s+ c; = (A, true-s) por Teorema [3 sobre O + dy = true.

b) A sk ¢y = por hipotesis de coinducciéon sobre Q +— dy = .

¢) Atrue- s+ 1Sel ¢ ¢c3 = & por definicion empleando V1.5

d) A true- s+ 1Sel ¢5 c3 o por definicién empleando [VI.c|

e) A,stcy-1Sel eg 3 o>, por la regla B -perform sobre |[VI.a|y [VI.d

1l+1
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f> A’ sk €1 ISel C2 C3 |lif dy then%z else dz|

por definicion |if d; then dy else ds| = |di| + 1.

(vil) d=if d; then dy else ds.

Hipotesis Q2 + di = false, Q+ d3=, Q + if d; then dy else d3 =
d|c, Q| A. Usando la hipotesis if d; then ds else d3 || ¢, por definicion de
|l necesariamente dy || ¢;, do | ca, d3l 3, c¢=cy-1Sel ¢y c3. Por demostrar
A, s+ cp-1Sel ¢y c3 . et D, etee al

a) A,s+c; = (A, false-s) por Teorema [3| sobre Q + d; = false.

b) As+c3 £ por hipotesis de coinduccion sobre Q+-ds =,

c) A, false- s+ 1Sel ¢3 c3 = & por definicion empleando

d) A, false- s+ 1Sel ¢3 c3 o por definicién empleando [VII.c

e) A;scy-1Sel o 3 o, por laregla & -perform sobre [VII.a| y [VII.d|

1ll+1

f) A? Sk Cl ' ISel C2 C3 |lif dy then%}g else dg

por definicion ||if d; then dy else ds| = ||di| + 1.

(viil) d=dy ds.
Hipotesis Q - d1=, Qrdy do=, dl| ¢, QA. Usando la hipotesis
dy dsy || ¢, por definiciéon de || necesariamente dy || ¢1, da |} c2, c=cq-co-1App.
Por demostrar A, s+ ¢y -co- |App , B

ld1 dof *

a) A,skc B> por hipoétesis de coinduccién sobre 2+ d; = .

b) A,stcy-co-|App o, por la regla & -sleep sobre [VIII.al

1ll+1

¢) A,skcr-ca-lApp B por definicion [dy dof| = |dy + 1.

(IX) d= d1 d2.

Hipétesis Qr dl = ()\dl)[Ql], Q+ dg = s Qr dl dQ == , d U. C, Q U A.
Usando la hipotesis dy ds || ¢, por definicion de || necesariamente dy || ¢1, ds | co,
c=cy1-cy-|App. Por demostrar A, s+ ¢ -co - |App W

a) A,stcp = (A, v, -s) por Teorema |3 sobre Q + d; = (A.d")[Q4] (tal que
(A d)[ ] o).
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(X1

b) A vy, s+ cy B por hipotesis de coinduccion sobre )+ dy = .

ldz]|

¢) A,vy,-s+co-lApp, B por la regla B-sleep sobre [IX. 0]

ldz] +1

d) A;skcy-co-|App i, por la regla B> -perform sobre [IX.a|y [[X.c

[+1

e) A,stcy-coy-|App >, por definicion ||dy da| = ||d| + 1.

(X) d=d; ds.

Hipétesis Q- dl = (,u)\d’)[Ql], Qr d2 = , Q- dl dQ = , d U C, Q U A.
Usando la hipotesis dy ds || ¢, por definicion de || necesariamente dy | 1, do | co,
c=c1-cy-|App. Por demostrar A, s+ ¢ -co - |App W

a) A, s+ c; = (A, vy,-s) por Teorema [3sobre Q + di = (p.A.d")[Q1] (tal que
(A d) [0 ] o).

b) A vy, s+ cy B por hipotesis de coinduccion sobre €+ dy = .

2]l

A vy, - S co- |App B por la regla B -sleep sobre [X.b
2

I+1

d) Ast+cy-co-lApp o, por la regla & -perform sobre [X.a| y [X.c|

e) A;skcy-cy-|App o, por definicién dy da| = |dy| + 1.

) d=dy do.

Hipotesis Q + dy = (A.d)[Q1], Qrdyo=vs, vo-Qrd =, Qrd dy =,
dlc, Q| A. Usando la hipotesis d; dsy || ¢, por definiciéon de || necesariamente
dy |} c1, dylco, c=ci-co-1App. Por demostrar A, s+ ¢ -co - |App E»

ld1

a) A, did, Asre=(ACd]
dy = (A\.d")[] (tal que (A\.d)[Q1] [

1] - s) por Teorema (3| sobre € +

A
Ar]).

b) A [A1]- s+ ca = (A, U, - /[A1]-s) por Teorema 3| sobre Q + dy = vy
(tal que vy || vp,).

C) Uy Ay, H% por hipoétesis de coinduccion sobre vg - 2y + d’ =

d) A, vm, - /[A1]-s+1App & por definicién empleando [XI.d|
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e) A, vy, - '[Ar]- s+ 1App 7 por definicién empleando XI.d|

f) A C[Ar]-s+cy-|App & 2 por la regla £-perform sobre [XI.0| y [XI.e}|

g) A,s+cp-co-lApp o, por la regla & -perform sobre [XI.a| y [XI.f|

h) A,stci-ca-lApp B por definicion [dy daf = |di] +1.

(X11) d=d; ds.

Hipotesis Q + dy = (uAd)[Q1], Qrde=vy, vo-(uAd)[ U] Q+d S
Qrdydo=, dlc, QJA. Usando la hipotesis d; dy || ¢, por definicion de
|| necesariamente dy || ¢1, do | ca, c=cqp-co- |App.

Por demostrar A, s+ ¢y -co- |App , B

ld1 dof *

a) WA, d |, Asrco = (A Al s) por Teorema [3] sobre
Qrdy = (pAd)[Q] (tal que (pAd)[ Q] [A1]ree)-

b) A, [Ar]rects 3 = (A, Uy ¢/ [Ar]reers) por Teoremalf3|sobre Q + dy = v,
(tal que v || vy,)-

€) Uy C[A1]ec - A1, 8+ ¢! £ por hipotesis de coinduccion sobre
=

Vg - (/,L)\d’)[Ql] . Ql Fd

d) AUy, - [A1]rec- s+ IApp B por definicion empleando .

e) AUy, - [Ar]rec s+ |1App H% por definiciéon empleando [XII.d|

) A [Ar]vec- s+ ca-1App B por la regla & -perform sobre [XILb|y [XII.e

ldz]

g) A,s+cp-co-lApp uf>, por la regla B -perform sobre [XII.a| y [XII.f|

I+1

h) A s+ cy-co-|App P&, por definicion |dy do| = |di] + 1. O

O,
d

Teorema 6 (Correccion en el caso de no terminacion). Sea 2 un entorno sin nombres,
A un entorno de mdquina, d una expresion sin nombres, ¢ un cédigo de mdquina. Si

Qrd=, dle, QA

entonces, para toda pila s,

A s+cs
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Demostracion. Hipotesis Q+d =, dl|c¢, QU A. Por demostrar A, s+ ¢ .
(1) Ajs+ec & por Lema [5| sobre las hipotesis.

(1) A,s+c= por Lema [4] sobre[] O
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