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Resumen

En el presente trabajo estudiaremos las propiedades de separacién que
satisfacen estas estructuras topoldgicas y compararemos dichos axiomas de
separacion en grupos topolégicos con los de grupos paratopologicos.

Tratamos de escribir la tesis de tal manera que pueda ser leida y com-
prendida para lectores con un poco de conocimiento de las matematicas.

En el primer capitulo damos los preliminares de topologia donde pre-
sentamos las nociones topologicas bésicas para comprender este trabajo y
recordamos los axiomas de separaciéon que son el tema central de la tesis.
Ademas definimos una cuasi-uniformidad y proporcionamos propiedades que
satisfacen las cuasi-uniformidades que utilizaremos para la demostracién de
varios resultados en capitulos siguientes.

En el capitulo 2 presentamos los resultados basicos que debemos conocer
acerca de los grupos topoldgicos y paratolégicos. Por ejemplo las condiciones
de Pontryagin para grupos paratopoldgicos y topolégicos. Ademaés mostramos
que cualquier grupo topologico Ty es T3% y damos el ejemplo de un grupo
topologico Tychonoff que no es normal.

En el capitulo 3 mostramos algunos contracjemplos en grupos parato-
poldgicos para obtener lo siguiente:

To = T # Ty # Ts.

Mostramos que todo grupo paratopoldgico regular es completamente re-
gular, por lo que en grupos paratopoldgicos obtenemos que si el grupo pa-
ratopolégico es T3, entonces es T3%. Ademas presentamos resultados sobre
axiomas de separacion en espacios cocientes y en espacios doble cociente.

Por 1ltimo, en el capitulo 4 mostramos que si G es un grupo topoldgi-
co Hausdorff primero numerable, entonces GG es metrizable. Vemos que este
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resultado no se satisface en grupos paratopologicos. Ademas probamos que
en grupos topolégicos (Hausdorff) ser submetrizable equivale a tener pseu-
docaracter numerable.
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Resumen

En el presente trabajo estudiamos la completacién de espacios uniformes,
la completacion de grupos topolégicos y la completacion de grupos parato-
pologicos.

Para que la lectura de la tesis sea mas accesible, el capitulo 1 es de
preliminares: recordaremos algunas nociones de filtros, espacios uniformes,
grupos topoldgicos y paratopolégicos. Ademas de resultados que se usaran
en los capitulos posteriores.

En el capitulo 2 estudiaremos la completacion de espacios uniformes, ba-
sados principalmente en [I8] y [I1]. Daremos una construccién de la completa-
cién de espacios unifomes separados. Ademaés, veremos en dicha construccion
que la completacién de espacios uniformes separados también es separado
y es Unica salvo isomorfismos uniformes. Al final del capitulo enunciaremos
un teorema que nos dice que cada espacio uniforme tiene una completacion
uniforme, la cual no siempre es separada.

En el capitulo 3 estudiaremos la completacion de Raikov de grupos to-
poldgicos y algunas propiedades que satisface dicha completacién [2].

Terminamos la tesis con el capitulo 4, donde estudiaremos la completacién
de Raikov para grupos paratopolégicos definida en 4] y compararemos las
propiedades que satisface la completaciépn de Ratkov de grupos topoldgicos
con la completacién de Raikov de grupos paratopologicos. También daremos
algunas extensiones de resultados dados en el capitulo 3 y mostraremos que
la completacion de Raikov de un grupo paratopologico T3 es T5. El resultado
anterior mejora uno presentado en [4]. Sin embargo, con un ejemplo demos-
tramos que la completacion de Raikov no preserva los axiomas de separacion
T; coni=1,2.
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Introduccion

La Topologia y el Algebra son dos areas de las matematicas que entran en
contacto de manera natural. Muchos de los objetos mas importantes de las
matematicas representan una mezcla entre estructuras algebraicas y estructu-
ras topoldgicas. La combinacion de la estructura algebraica de un grupo con
la estructura de espacio topolégico ha dado lugar al crecimiento de tres areas
bien marcadas de la Matemaética: Algebra Topoldgica, Topologia Algebraica
y Analisis Funcional.

En la Topologia Algebraica se usan las herramientas del dlgebra abstracta
para clasificar y estudiar los espacios topoldgicos. En el Algebra Topoldgica
se estudia la influencia de las estructuras algebraicas con topologias que se
ajustan adecuadamente a ellas. El estudio de los grupos paratopoldgicos y
topologicos son parte del Algebra Topoldgica.

Las teorias de grupos paratopoldgicos y topoldgicos son unos de los ejem-
plos de la interaccion exitosa de estas dos areas de las matematicas. Los
grupos topolégicos fueron estudiados por primera vez por Shereirer en 1926
y por F. Leja en su articulo Sur la notion du groupe abstrait topologique
(1927), donde se establece por primera vez la definicién de grupo topoldgico
en un contexto similar a los grupos de Lie.

Un grupo paratopoldgico es un grupo dotado con una topologia, con la
cual la multiplicacion del grupo es continua. Un grupo topoldgico es un grupo
paratopoldgico tal que la funcién de tomar inversos es continua.

Por otro lado, el concepto de una sucesion convergente es uno de los mas
antiguos en topologia general. De hecho, uno de los primeros intentos de de-
finir un espacio topoldgico utilizé el concepto de sucesion convergente. En
1874, G. Cantor publico su primer articulo sobre teoria de conjuntos. Con
sus ideas sobre conjuntos dio pie a la formulacién de ideas “topoldgicas”; €l
mismo proporcioné las primeras definiciones de conjunto derivado y punto

VII
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limite [7]. Frechet introdujo la idea de un conjunto compacto, aunque ac-
tualmente dicho concepto se denomina compacidad por punto limite o de
acomulacion en [13]. También introdujo en 1906 los espacios métricos en su
tesis doctoral [I4]. F. Riesz trabajé sobre las ideas de Fréchet expuestas en
su tesis doctoral, introdujo el concepto de convergencia débil de una sucesion
de funciones y realizé una aproximacion a la definiciéon axiématica de espacio
topoldgico [2§]. Sin embargo, es imposible definir y describir la topologia de
un producto no numerable de espacios en términos de sucesiones. A pesar de
esto, el concepto de sucesion convergente tiene la ventaja de poderse definir
en cualquier espacio topoldgico; ademds, existen clases de espacios (ej. los
espacios secuenciales) en los que la topologia si puede describirse mediante
sucesiones convergentes.

En mateméticas, una sucesion {x, },en en un espacio métrico (X, d) es
de Cauchy si para cada € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng, entonces
d(xp, xm) < €. Asi, una sucesion es de Cauchy si sus términos se aproximan
entre si cada vez mas, pero la definicién no hace referencia a ningin posible
limite. Por ejemplo, es facil ver que toda sucesién de ntmeros racionales
convergente a un nimero irracional es una sucesion de Cauchy en Q que no
converge en Q. Un espacio métrico X en donde cada sucesiéon de Cauchy es
convergente en X es llamado un espacio completo. Entonces, podemos notar
que Q no es un espacio métrico completo. Sin embargo, R con la métrica usual
es un espacio completo. Hausdorff en 1914 demostré que R es la completacion
de Q, es decir, que cada sucesion de Cauchy en Q converge a un nimero real
[T6]. Este resultado se generaliza demostrando que cada espacio métrico tiene
una completacion.

Una forma de generalizar el concepto de convergencia de sucesiones es por
medio de filtros. Los filtros aparecen por primera vez en 1908 en el trabajo
de F. Riez. En 1937 Cartan usa la teoria de filtros para definir en topo-
logia la teorfa de la convergencia [§], la cual fue desarrollada por Bourbaki
en [6] (1940). Ademas, los filtros de Cauchy en espacios uniformes son una
generalizacién de las sucesiones de Cauchy en espacios métricos.

En 1936, A. Weil [39] introduce la nocién de espacios uniformes com-
pletos. En 1938, Weil publicé Sur les Espaces a Structure Uniforme et Sur
la Topologie Générale donde demostré que cada espacio uniforme tiene una
completacién uniforme. Ademads que todo grupo topolédgico tiene dos estruc-
turas uniformes naturales (la uniformidad izquierda y la uniformidad dere-
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cha) y define la completacién de grupos topoldgicos [40]. Sin embargo, la
completacién de grupos topologicos dada por Weil tuvo un problema, no se
podia afirmar que toda completacion de un grupo topoldgico era un grupo to-
poldgico. Mas atn, no se podia afirmar que tuviera estructura de grupo, pues
no se podia extender la operacién de tomar inversos. Los primeros ejemplos
de este fenémeno fueron dados en 1944 por Dieudonné en [10].

Del hecho de que la completacién de Weil de un grupo topoldgico no sea
necesariamente un grupo topolégico, los matematicos se dieron a la tarea
de averiguar si existia una completacion mejor que la de Weil, es decir, que
si cada grupo topoldgico se puede encajar en un grupo topolégico completo
como un subgrupo denso. En 1946 Raikov en [25] demostré que si existia
tal completacién de grupos topoldgicos. La construccion de Raikov fue una
correcciéon de lo hecho en la completacién de Weil usando la uniformidad
bilateral del grupo topolégico. Ademas, si la completacién de Weil de un
grupo topoldgico es un grupo topologico, ésta coincide con la completacion
de Raitkov.

Una pregunta que quedaba abierta es si existia una completacién de gru-
pos paratopolégicos. Marin y Romaguera [21] en 1996 mostraron que para
cada grupo paratopoldgico G, existe un grupo paratopolégico G el cual es
completo en su cuasi-uniformidad bilateral y contiene a G' como subgrupo
denso. En 1998, Hans-Peter A. Kiinzi, Salvador Romaguera y Ol’ga V. Sipa-
cheva dieron una completacion de grupos paratopolégicos T5. En 2020, Taras
Banakh y Alex Ravsky en [4] extendieron la completacién de Raikov de gru-
pos topoldgicos a grupos paratopolégicos Tjy (sin usar cuasi-uniformidades).
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Capitulo 1

Preliminares

El propdsito de este capitulo es presentar las nociones que debe de cono-
cer el lector para la lectura de esta tesis. Para esto el capitulo esta formado
por cuatro secciones: filtros, espacios uniformes, grupos topolégicos y unifor-
midades en grupos topoldgicos.

1.1. Filtros

Otra manera de tratar la convergencia en espacios topolégicos es por
medio de filtros. El concepto de filtro tiene importancia por muchas aplica-
ciones que tiene en topologia, andlisis y logica. En esta seccién presentamos
la definicién de filtro y sus propiedades elementales, todo lo cual permite
construir la teoria de la convergencia. La teoria de la convergencia por filtros
fue introducida por Cartan en 1937 y desarrollado por Bourbaki en 1940.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una familia F de subcon-
juntos de X se llama filtro en X si:

i) F#£Dy D¢ F.
ii) Si U,V € F, entonces UNV € F.
i) SiU e FyUCW C X, entonces W € F.

Notemos que si F es un filtro en un conjunto X, de las propiedades i)
y iii) tenemos que X € F. Por la observacién anterior, en el resto de la
tesis trabajaremos con conjuntos no vacios. También podemos observar que
la definicion es puramente conjuntista, es decir, no es necesario definir una
topologia en X para definir los filtros. Ahora veamos unos ejemplos de filtros.
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Ejemplos 1.1.2. Sea X un conjunto.
a) Se tiene que F = {X} es un filtro en X, llamado el filtro trivial en X.
b) Sea A C X no vacio. Entonces F = {F ' C X : A C F'} es un filtro en X.

¢) Si X es un conjunto no numerable, entonces podemos considerar a
F ={F C X : X\F es numerable}. F es un filtro en X.

Definicién 1.1.3. Una familia v de subconjuntos de X se llama base de
filtro en X, si:

) y#0y0¢n.
ii) Si U,V € ~, entonces existe C' € v tal que C CUNV.

De la definicién de filtro podemos notar que todo filtro es una base de
filtro. Dada una base de filtro v en X, la familia

F(v) ={F C X : existe B € v tal que B C F'}

es un filtro en X. A este filtro le llamamos el filtro generado por la base

~v. Ademsds, si F es otro filtro en X tal que v C F entonces F(y) C F. Con

esto podemos decir que F(7v) es el filtro més pequeno que contiene a 7.
Ahora daremos un ejemplo de una base de filtro.

Ejemplo 1.1.4. Consideremos el conjunto de los niimeros reales R y
C ={(a,) : a € R}. Entonces C es una base de filtro en R.

Al filtro generado por C se le conoce como filtro de Fréchet.

Definicién 1.1.5. Si F es un filtro en X, decimos que v C F es una base
de filtro para F si para cada F' € F existe B € y tal que B C F.

Sea X un conjunto. Denotemos por P(X) al conjunto potencia de X.
Notemos que si v C P(X) satisface las propiedades de una base de filtro en
X, entonces F() es un filtro en X. Ahora si 7 es una base de filtro para
algtn filtro F, entonces v es una base de filtro en X y ademés F = F (7).
Esto muestra la consistencia de ambas definiciones.

Definicién 1.1.6. Si X C Y y F es un filtro en X, entonces F genera un
filtro en Y de la siguiente manera:

Fy ={F CY : existe B € F tal que B C F'}.

Se conoce al filtro Fy como la extension de F a Y. Por otro lado, si G es
un filtro en Y, la familia {GNX : G € G, GN X # ()} es una base de filtro
en X que se conoce como la traza de G sobre X.
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Nota 1.1.7. Sean X CY y F un filtro en Y. Denotemos por G a la traza
de F sobre X. Entonces F C Gy-.

Si F y F’ son filtros en un conjunto X y F C F’, entonces decimos que
F' es un refinamiento de F.

Ahora vamos a trabajar con filtros en un espacio topolégico.

Sean X un espacio un topoldgico y x € X. Denotamos por (3, a la familia
de vecindades de z € X. Es facil demostrar que (3, es un filtro, el cual se
conoce como el filtro de vecindades.

Definicién 1.1.8. Sea F un filtro en un espacio topolégico X. Decimos que
x € X es un punto limite de F, si F es un refinamiento de 3,. En este caso
decimos que F converge a x. Por otro lado, decimos que = es un punto
de adherencia de F, si x estd en la adherencia de cada elemento de F. Al
conjunto de los puntos de adherencia de F se le llama la adherencia de F.

Recordemos que en un espacio topolégico X a la adherencia de un con-
junto A C X también se le conoce como clausura o cerradura de A. Donde
la cerradura de A, denotado por A, es el cerrado més pequefio que contiene
al conjunto A.

Ahora presentamos la nocién de ultrafiltro.

Definicién 1.1.9. Sea X un conjunto. Un filtro F en X es un wultrafiltro
en X si F es un filtro maximal con el orden de contenciéon de conjuntos.

Veamos ahora un ejemplo de un ultrafiltro y un ejemplo de un filtro que
no es un ultrafiltro.

Ejemplo 1.1.10.

i) Sea X un espacio topoldgico. Si x € X, entonces F, = {F C X : {z} C F'}
es un ultrafiltro en X. En efecto, sea G un filtro en X tal que F, C G. Dado
que {2} € F, y F. C G, se sigue que para cada G € G, GN{x} # (). Luego
x € G para cada G € G, es decir, G C F,. Por tanto, G = F,.

ii) Sean X un conjunto y A un subconjunto de X con méas de un punto.
Entonces F4 = {F C X : A C F'} no es un ultrafiltro en X. En efecto, sea
xz € A. Es claro que F4 C F,. Sin embargo, Fa4 € F, pues {x} € F, pero

{z} & Fa.
Una propiedad basica de los ultrafiltros es la siguiente.

Teorema 1.1.11. [/1] Si F es un filtro en X, entonces existe un ultrafiltro
G tal que F CG.
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1.2. Espacios uniformes

El propédsito de esta seccién es dar los conceptos y resultados necesa-
rios para poder realizar una construccién de la completacion de un espacio
uniforme separado.

Sean X un conjunto y U y V subconjuntos de X x X. Definimos el
producto de U y V' como sigue

UoV ={(x,2) € X x X : existe y € X tal que (z,y) €Uy (y,2) € V}.

Para el caso U = V escribiremos V2 =V o V. Ademés, para V C X x X se
define el inverso de V' de la siguiente manera V' = {(y,z) : (z,y) € V}.

Definicién 1.2.1. Una uniformidad en un conjunto X es una familia U
de subconjuntos de X x X, la cual satisface las siguientes condiciones:

i) Ax ={(z,z) :2 € X} CU, para cada U € U;

ii) para cualesquiera U,V € U, existe W € U tal que W C U NV
iii) para cada U € U, existe V € U tal que V? C U,

iv) para cada V € U, se cumple que V! € U.

v) siUeUUyUCV CX x X, entonces V € U.

A la pareja (X, U) la nombraremos como espacio uniforme. Los elementos
de U se llaman entornos y si V = V! diremos que V es un entorno
stmétrico.

Unos ejemplos de uniformidades son los siguientes.

Ejemplo 1.2.2.

a) La uniformidad discreta sobre un conjunto X es
Dx={VCXxX:Ax CV}
b) La uniformidad trivial sobre un conjunto X es
Tx ={X x X}.

Cuando X = () entonces T'x es la uniformidad vacia.



CAPITULO 1 5

Definicién 1.2.3. Sea U/ una uniformidad en un conjunto X. Para cada
x € X ycada U € U se define la U-bola centrada en x como

B(z,U)={ye X : (z,y) € U}.

Si AC X yU €U, denotamos por B(A,U) al conjunto |J,., B(z,U). Una
familia § C U es llamada una base para la uniformidad U/ si para cada
Vel existe W € ftal que W CV

El siguiente resultado nos dice que todo espacio uniforme tiene una base
de entornos simétricos.

Proposicién 1.2.4. Sean (X,U) un espacio uniforme y
SimU) ={Veu: vV =v-11
Entonces Sim(U) es una base para U.

Demostracién. Para cada U e U, UNU ' € SimU) y UNU- C U. Por
tanto, Sim(U) es una base para U. O

El siguiente lema nos muestra una propiedad que cumplen los inversos de
los subconjuntos de los espacios producto.

Lema 1.2.5. Sean X un conjunto y V,.W C X x X. §i V C W, entonces
v-tcw-L

Demostracién. Sea (y,x) € V!, entonces (z,y) € V C W. Por lo que
(z,y) € W, asi que (y,x) € WL, Concluimos que V! C W1 O

El siguiente lema que presentamos nos dice como podemos generar una
uniformidad en un conjunto X.

Proposicion 1.2.6. Si X es un conjunto y B es una familia de subconjuntos
de X x X, donde [ satisface las primeras cuatro condiciones de la definicion
de uniformidad, entonces U = {U C X x X : IV € B tal que V C U} es
una uniformidad en X.

Demostracion. Para mostrar que U es una uniformidad en X probaremos
que se satisfacen las condiciones de la definicion de uniformidad. Notemos
que 8 C U, por lo que U satisface claramente las primeras tres condiciones
de la definicién de uniformidad. Sélo hace falta mostrar las condiciones iv) y
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v). Primero veamos que se cumple la condicién iv), sea U € Y. Como U € U,
existe V € B tal que V C U. Por el lema tenemos que V! C UL
Como V! € 3, se tiene que U~! € U. Ahora mostremos que se cumple la
condicién v), sea U € U tal que U C W C X x X. Como U € U, existe
Veptal que VC U CW. Por lo cual W € U. Esto muestra la condicién
que hacia falta. Por lo tanto, i es una uniformidad en X. n

La siguiente proposicién nos da un ejemplo que muestra que los espacios
uniformes son generalizaciones de los espacios métricos.

Proposicion 1.2.7. Sea d una métrica en X, entonces d induce una unifor-
midad Uy en X.

Demostracion. Para n € N sea U, = {(z,y) € X x X : d(z,y) < £} y sea
f ={U, : n € N}. Notemos que 5 es numerable y mostremos que 3 es base
para una uniformidad U, en X.

i) Es claro que Ax C U, para cada n € N.

3=

ii) Sean n,m € Ny r = max{m,n}, porlo que n <rym <r. Asi que % <
y ademas % < % Es claro que U, C U, NU,,.

iii) Sea n € N. Por la propiedad arquimediana, existe m € N tal que n < .
Se sigue que % < % Afirmamos que U2 C U,. Sea (z,y) € U?2, entonces
existe z € X tal que (z,2) € Uy, y (2,y) € Uy,. Por lo que d(z,2) < £y
d(z,y) < . Por la desigualdad del tridngulo se obtiene que

2 1
d <d d 22
(z,y) < d(x,2) +d(z,y) < <

Esto muestra que (x,y) € U, y con esto se sigue que U2 C U,.
iv) Sélo falta probar que U, = U, !. Esta igualdad se satisface pues d es una
métrica en X por lo que d(z,y) = d(y, x).
De lo mostrado en los incisos anteriores y aplicando la proposicion [1.2.6
concluimos que f es una base (numerable) de una uniformidad U, en X. O

Cada uniformidad ¢ en un conjunto X induce una topologia 7, en X de
la siguiente manera:

wu={GCX:VreG, IV el tal que B(z,V) C G}.

Entonces cada espacio uniforme (X, ) define un espacio topologico (X, 7).
La topologia 7, generada por la uniformidad U es llamada la topologia
inducida por U.



CAPITULO 1 7

Lema 1.2.8. La familia {B(x,U) C X : U € U} es una base de vecindades
para cada punto x € X.

Demostracion. Denotemos por B a la familia {B(z,U) C X : U € U}.
Probemos que B es una base de vecindades usando la caracterizacion de
base de vecindades (ver teorema 4.5 de [41]).

a) Para cada U € U tenemos que (z,x) € U para cada x € X. Entonces
x € B(z,U).

b) Sea x € X. Dados Uy, Us € U, se tiene que Uy NUs €U y

B(ZL’, U1 N UQ) g B(I, U1> N B(ZE, Ug)

c) Seaz € X.Si U € U existe V € Sim(U) tal que V? C U. Por lo que
B(x,V) € B. Como V € Sim(U), se tiene que para cada y € B(z, V),
B(y,V) C B(x,U). En efecto, si z € B(y,V), entonces (y,z) € V' 'y
(z,y) € V, por lo que (z,2) € V2 C U. Asi z € B(x,U).

De a), b) y ¢) (ver teorema 4.5 de [41]) podemos concluir que B es una base
de vecindades de una topologia ¢ en X. Note que

o={GCX:VxeX IV el tal que B(z,V) C G} =1y.
Por tanto, B es una base de vecindades de (X, 7). O

A la topologia producto inducida por 734 sobre X x X la denominaremos
topologia producto uniforme. Las propiedades 1) y 2) de la siguiente pro-
posicién nos dicen que las colecciones {B(z, V) x B(y, W) : z,y € X; V,W €
Ut y {B(z,V) x B(y,V) : z,y € X;V € U} generan la topologia producto
uniforme y ademaés los elementos de U son vecindades de la diagonal.

Proposicién 1.2.9. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces se cumple lo
siguiente:

1) Para todo U C X x X, el interior de U en la topologia producto uniforme
es

int(U) ={(z,y) €e X x X : IV, W € U tales que B(x,V) x B(y, W) C U}
={(z,y) € X x X : 3V €U tal que B(z,V) x B(y,V) CU}.
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2) SiU € U, entonces int(U) € U. Por lo tanto, todo elemento de U es una
vecindad de la diagonal en la topologia producto uniforme.

3) La familia {V € Sim(U) : V es abierto } es una base para U.

4) Para cada A C X, se tiene que A = ({B(A,U) : U € U}.

5) Para cada A C X x X, se tiene que A= (U o AoU :U €U}, donde la
cerradura es tomada en la topologia producto uniforme.

6) La familia {V € Sim(U) : V es cerrado} es una base para U.

Demostracion.

1) Denotemos por A a {(z,y) € X x X : IV, W € U tales que B(x,V) x
B(y,W) C U} y por B a {(z,y) € X x X : 3V € U tales que B(z,V) x
B(y,V) C U}. Note que B C A. Veamos que int(U) = A. En efecto, si
(z,y) € int(U), existen V,W € U tales que B(z,V) x B(y, W) C U. En
consecuencia, (x,y) € A. Si(z,y) € A, entonces (z,y) € B(z, V)xB(y, W) C
Ucon V,IW elU. Como x € B(xz,V)yye By, W) existen Uy, Uy € 1, tales
que x € Uy € B(z,V) yy € Uy C B(y, W). Entonces

(x,y) e Uy x Uy CU.

Como int(U) es el abierto mas grande contenido en U, se tiene que (z,y) €
int(U). Se sigue que int(U) = A. Ahora probemos que A C B. Sea (x,y) €
A. Entonces existen VW € U tales que B(z,V) x B(y, W) C U. Como
VW €U, se sigue que B(x,VNW) x B(y,VNW) C U. Por lo que
(x,y) € B. Se concluye que

int(U) ={(z,y) € X x X : IV, W € U tales que B(x,V) x B(y, W) C U}
={(z,y) e X x X : 3V €U tal que B(z,V) x B(y,V) CU}.

2) Para cada U € U, existen V € Sim(U) y W € U tales que V2 C Wy
W?2 C U. Para probar que int(U) € U, mostraremos que V' C int(U). En
efecto, sea (z,y) € V. Ahora consideremos a B(x,V') y B(y, V). Probaremos
que B(z,V) x B(y,V) CU. Sea (a,b) € B(z,V) x B(y, V). Entonces, (z,a)
y (y,b) pertenecen a V. Por lo que (a,x) € V. Se sigue que

(a,y) VoV =V2CW.

Ademas,
(y,b) EVoV =V2CW.
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Por tanto,
(a,b) eWoW =W?C U.

Se sigue que para cada (z,y) € V, existe V € U tal que
B(z,V) x B(y,V) C U.

En consecuencia, (z,y) € int(U). Finalmente, concluimos que int(U) € U.

3) Esta afirmacién es clara pues
int(U)N (int(U))"' CU v int(U)N (int(U))"' € Sim(U)

para cada U € U.

4) Primero demostraremos que (\{B(A,U) : U € U} C A. Para mostrar esto,
afirmamos lo siguiente: si x ¢ A, existe V € U tal que x ¢ B(A,V). A con-
tinuacién probaremos la afirmacién. Sea € X tal que ¢ A. Como x ¢ A,
existe V € Sim(U) tal que AN B(z,V) = (. Se sigue que = ¢ B(A,V).
De lo contrario, existe a € A tal que (a,z) € V, por lo que (z,a) € V. En
consecuencia, a € B(x,V) lo que es una contradiccién pues AN B(x, V) = (.
Por tanto, si z ¢ A, existe V € U tal que x ¢ B(A,V).

Ahora mostraremos que A C (V{B(A,U) : U € U}. Para probar esta conten-
cién, afirmamos lo siguiente: si z ¢ ({B(A,U) : U € U}, entonces = ¢ A. A
continuacion probaremos la afirmacion.

Sea x € X tal que z ¢ ({B(A,U) : U € U}. Entonces, existe V € Sim(U)
tal que © ¢ B(A,V), es decir, para cada a € A, (a,x) ¢ V por lo que
(x,a) ¢ V para cada a € A. En consecuencia, A N B(z,V) = (. Como
Ax C V, se tiene que z € B(z,V). Por tanto, + ¢ A. Concluimos que
ACN{B(AU): U cUu}.

5) Para demostrar que (J{UoAoU : U € U} C A, mostraremos que si x ¢ E,
existe V€ U tal que x ¢ Vo AoV. Sea (z,y) € X x X tal que (z,y) ¢ A.
Como (z,y) ¢ A, existe V € Sim(U) tal que AN (B(z,V)) x (B(y,V)) = 0.

Afirmamos que (z,y) ¢ V o Ao V. En efecto, supongamos para llegar a una
contradiccién que (z,y) € V o Ao V. Entonces existen z,w € X tales que
(x,2) e V, (w,y) €V, (y,w) € Vy(z,w) € A Como (x,z) € V, se tiene
que z € B(z,V). Como (y,w) € V, entonces w € B(y,V). En consecuencia
(z,w) € AN(B(z,V)) x (B(y,V)) lo que es una contradiccién. Por tanto, si
v ¢ A existe VeEUtalquexr & VoAoV.

Ahora mostraremos que A C ({U o Ao U : U € U}. Para probar esta
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contencién, afirmamos lo siguiente: si (z,y) ¢ ({Uo Ao U : U € U},
entonces (z,y) ¢ A. En efecto, si (z,y) € X x X tal que (z,y) ¢ ({U o
AoU : U € U}, entonces existe V € Sim(U) tal que (z,y) ¢ Vo Ao V. Se
sigue que AN (B(z,V)) x (B(y,V)) = (. De lo contrario, existe (a1, as) €
AN (B(z,V)) x (B(y,V)). Es decir, (a1,a2) € A, (x,a1) € V' 'y (y,a2) € V
por lo que (ag,y) € V. En consecuencia,

(z,y) €VoAoV,

lo que es una contradicciéon. Concluimos que A C (U o Ao U : U € U}.

6) Sea U € U. Entonces, existe V € Sim(U) tal que V3 C U. Por 5), se
tiene que V' C V?® C U. Ahora probemos que V € Sim(U). Si (z,y) € V,
entonces para cada U € U se tiene que (B(x,U) x B(y,U)) NV # (. Como
V € Sim(U), se sigue que (B(y,U) x B(x,U)) NV # (). Por lo que V €
Sim(U). O

De la proposiciéon anterior obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.2.10. Sean (X,U) un espacio uniforme yx € X. SiV € U es
un abierto en la topologia producto uniforme, entonces B(x,V) es un con-
Jgunto abierto en Ty.

Demostracion. Probaremos que X —B(z, V') es cerrado. Siy € X — B(z, —V),
para cada U € U se tiene que B(y,U) N X — B(z,V) # 0. Afirmamos que
y € X — B(x,V). De lo contrario y € B(z, V) y en consecuencia, (z,y) € V.
Como V es abierto y por 1) de la proposicién anterior, existe W € U tal
que B(x,W) x B(y,W) C V. Asi, para cada z € B(y,W) se tiene que
z € B(z,V). Por lo que B(y, W)NX — B(z,V) = 0, lo que es una contra-
diccién. Por tanto, y € X — B(x,V). Concluimos que X — B(z,V) es un
conjunto cerrado. Finalmente, B(z, V) es un conjunto abierto. O]

El siguiente resultado nos ayudara a demostrar el corolario [1.2.12

Lema 1.2.11. Sean (X,U) un espacio uniforme y x € X. SiV € U es un
cerrado en la topologia producto uniforme, entonces B(x,V) es un conjunto
cerrado en Ty.

Demostracién. Mostraremos que B(z, V) " C B(z,V). Para esto probemos
que si y ¢ B(z,V), entonces y ¢ B(x, V)Tu. En efecto, si y ¢ B(x,V),
entonces (z,y) ¢ V. Como V es cerrado, existe W € U tal que

(B(x,W) x By, W))nV =10.
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De aqui se deduce que B(y, W) N B(x,V) = (), pues de lo contrario, existe
z € B(y, W)NB(z,V). Se sigue que (z,2) € Vy (z,2) € B(x, W)x B(y, W),
lo cual no puede suceder. Como B(y,W) N B(x,V) = 0, concluimos que
y ¢ Bz, V)", O

De la proposicién y del lema anterior podemos concluir que todo
espacio uniforme es un espacio regular.

Corolario 1.2.12. Si (X,U) es un espacio uniforme, entonces (X, 7y) es un
espacio reqular.

Demostracion. Sean x € X y G € (3,, donde 3, es una base local de vecinda-
des de x € X. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que G = B(z,U)
para algin U € U. Por la propiedad 6) de la proposicién anterior, existe
V e Sim(U) cerrado tal que V' C U. Entonces,

x € B(z,V) C B(z,U).

Del lema anterior se infiere que B(x,V’) es un conjunto cerrado. Por tanto,
(X, 1) es un espacio regular. O

Ahora vamos a definir los subespacios uniformes.

Definicién 1.2.13. Si (X,U) es un espacio uniforme y Y C X es un sub-
conjunto cualquiera entonces

UY:{VQ(YXY)IVEU}

es una uniformidad sobre Y| llamada uniformidad inducida por U. Di-
remos que (Y,Uy) es un subespacio uniforme de (X,U). En este caso
notemos que (Y, 7, ) es un subespacio topolégico de (X, 7).

1.3. Grupos topoldégicos

Dado un grupo G y un elemento g € GG, definimos las traslaciones izquier-
das Ag: G — G y derechas p;: G — G por las reglas de correspondencia
A(x) = gy pg(x) = g, para cada x € G. Notemos que las traslaciones son
funciones biyectivas de GG sobre si mismo.

Si Ay B son subconjuntos de G definimos
AB={ab:ac Aybe B},
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escribimos aB en lugar de {a}B y cuando A = B se usaré el simbolo A? para
abreviar AB. Ademaés
Alt={a"t:ac A}

Decimos que A es simétrico si A = A1,

Definicién 1.3.1. Un grupo paratopologico G es un grupo G con una
topologia en el conjunto G que hace continua a la multiplicacién, donde a
G x G se le dota con la topologia producto.

De ahora en adelante, denotaremos por p: G X G — G a la multiplicacién

en G.

Dado un grupo G, la funcion inversion In: G — G esta definida por
la regla de correspondecia In(x) = x~! para cada = € G.

Definicién 1.3.2. Un grupo topologico es un grupo paratopoldgico tal
que la funcién inversién es continua.

Notemos que cada grupo topolégico es un grupo paratopoldgico. Sin em-
bargo los niimeros reales con su suma usual y con la topologia de Sorgenfrey
son un grupo paratopoldgico que no es grupo topoldgico.

A continuacién presentamos un ejemplo de grupo topologico.

Ejemplo 1.3.3. Los niimeros reales R con la suma usual y con su topologia
usual son un grupo topolégico.

De forma equivalente, un grupo topolégico es una terna (G, u,7) que
satisface las siguientes condiciones.

1) (G, u) es un grupo.
2) (G, T) es un espacio topoldgico.
3) Las funciones u e In son continuas.

Ahora veremos como construir grupos paratopoldgicos y topolégicos a
partir de otros. La propiedad de ser grupo topolégico y paratopoldgico se
preserva en productos y subgrupos.

Teorema 1.3.4. [2] Sean {G, : a € A} una familia de grupos parato-
poldgicos (topoldgicos) y e, el elemento neutro de G, para cada o € A. Si
G = [laea Ga, entonces G es también un grupo paratopolégico (topolégico)
con elemento neutro e = (eq4)aca Yy con la multiplicacion dada por j(Ta, Yo) =
(xaya)ozeA-
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Proposicién 1.3.5. [2] Sean G un grupo paratopoldgico (topoldgico) y H un
subgrupo de G. Entonces H es un grupo paratopolégico (topoldgico) con la
topologia que hereda de G.

El siguiente resultado nos proporciona mas informacién de las traslacio-
nes.

Proposicién 1.3.6. [2] Si G es un grupo paratopoldgico y g un elemento de
G, entonces:

i) La traslacion derecha p, es un homeomorfismo del espacio G en si mismo;

ii) La traslacion izquierda A, es un homeomorfismo del espacio G en si mismo.

En grupos topolégicos tenemos un resultado extra por la continuidad de
la funcién inversién.

Proposicién 1.3.7. [2] Si G es un grupo topoldgico, entonces la funcion
inversion es un homeomorfismo.

Describir la topologia en grupos paratopolégicos y topoldgicos es gene-
ralmente una tarea mas facil que hacerlo en un espacio topoldgico arbitrario.
Basta describir una base local para la identidad del grupo.

Proposicién 1.3.8. [J] Sean G un grupo paratopoldgico, g € G y P una
base local de la identidad. Entonces:

i) By ={Ug:U € B.} es una base local de g en G;
ii) B, ={gU : U € B} es una base local de g en G.

Decimos que un espacio topoldgico X es homogéneo si para cada x,y €
X, existe un homeomorfismo f del espacio X sobre si mismo tal que f(z) = y.
En el caso de un grupo paratopoldgico, la traslacién Ag,-1 es un homeomor-
fismo tal que Ayp-1(h) = g, lo cual demuestra el siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Todo grupo paratopologico es un espacio homogéneo.

Dado un grupo paratopoldgico G con identidad e, denotaremos por N (e)
a la familia de vecindades abiertas de e en G. El siguiente teorema es im-
portante debido a que nos da una caracterizacién de la familia N (e). Dicho
resultado nos proporciona un método para definir topologias de grupos pa-
ratopolégicos.
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Teorema 1.3.10. |27/ Sean G un grupo paratopolégico y  una base local de
la identidad e de GG, entonces:

i) para cada U € 3, existe un elemento V € 3 tal que V2 C U;

ii) para cada U € B y cada x € U, existe V € B tal que Vo C U,

iii) para cada U € 8 y cada v € G, existe V € B tal que xVa=t C U;

)
)
)
iv) para cada U,V € 3, existe W € (3 tal que W CUNV.

Reciprocamente, si G es un grupo y [ una familia de subconjuntos de G,
que satisface las condiciones i)-iv), entonces la familia {Ua : a € G,U € 5}
es una base para una topologia en G. Con esta topologia G es un grupo
paratopoldgico y la familia {aU : a € G,U € 8} también es una base para la
misma topologia en G.

Nota: Las propiedades i)-iv) del teorema anterior son conocidas como las
condiciones de Pontryagin para grupos paratopolégicos. En lo su-
cesivo, asi haremos referencia a dichas condiciones.

Proposicion 1.3.11. Si G' es un grupo paratopolégico y 8 una base local de
e en G, entonces G es un grupo topologico si y solo si se cumple

para cada U € 3, existe V € Btal que V' C U.

Demostracion.

=] Como G es un grupo topoldgico, la funcién In es continua, en particular
es continua en e, entonces para cada U € U, existe V € U tal que V! C U.

[« Como G es un grupo paratopolégico, la multiplicacién p es continua.
Para mostrar que G es un grupo topoldgico, debemos mostrar que In es
continua. Sea W abierto en G. Veamos que W~ es abierto. Tomemos = €
WL, Notemos que zW es vecindad abierta de e, asi que existe U € U tal
que U C zW, por lo que existe V € U tal que V-1 C U. Por lo cual,
V—1 C U C 2W. Por consiguiente VC W~lz~!. De aqui Vo C W~!. Como
G es un grupo paratopolégico, Vz es vecindad bdsica de x. Por lo tanto, W1
es abierto en . Concluimos que In es continua. Por lo que G es un grupo
topologico. n
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Del teorema[1.3.10|y la proposicion [1.3.11]se desprende el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.3.12. Sean G un grupo topolégico y B una base local de la iden-
tidad e de GG, entonces:

i) para cada U € B, existe un elemento V € B tal que V? C U;

ii) para cada U € 8 y cada x € U, existe V € 3 tal que Vo C U;
iii) para cada U € B y cada v € G, existe V € B tal que xVaz™' CU;
iv) para cada U,V € 3, existe W € ( tal que W CUNV;

v) para cada U € B, existe V € (3 tal que V' C U.

Reciprocamente, si G es un grupo y 8 una familia de subconjuntos de G, que
satisface las condiciones i)-v), la familia {Ua : a € G,U € B} es una base
para una topologia en G. Con esta topologia G es un grupo topoldgico y la
familia {aU : a € G,U € B} también es una base para la misma topologia en

G.

Nota: Las propiedades i)-v) del teorema anterior son conocidas como las con-
diciones de Pontryagin para grupos topologicos. En lo sucesivo, asi haremos
referencia a dichas condiciones.

Los siguientes resultados son acerca de la metrizaciéon para grupos to-
poldgicos. Las demostraciones de estos resultados se puede encontrar en [2].

Corolario 1.3.13. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. En-
tonces H es un subgrupo de G.

Proposicion 1.3.14. Si H es un subgrupo primero numerabe de un grupo
topologico G, entonces H también es primero numerable.

Teorema 1.3.15 (G. Birkhoff, S. Kakutani). Un grupo topoldgico G es me-
trizable si y solo si es primero numerable.

Proposicién 1.3.16. Sea H un subgrupo metrizable de un grupo topologico
G. Entonces H también es un subgrupo metrizable.
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Demostracion. Denotemos por K a HC. Del corolario K es un subgru-
po de GG. Como H es metrizable, H es primero numerable. De la proposicién
K es primero numerable y del teorema de Birkhoff-Kakutani se sigue
que K es metrizable. O

Sean GG un grupo topoldgico y una métrica p en GG. Decimos que p es
invariante por la derecha si p(x,y) = p(xz,yz) para cada z,y,z € G.
Decimos que p es invariante por la izquierda si p(x,y) = p(zz, zy) para
cada z,y,z € G. El siguiente resultado nos dice que existen una métrica
invariante por la derecha y una métrica invariante por la izquierda en un
grupo topolégico metrizable G donde ambas métricas (la invariante por la
derecha y la invariante por la izquierda) son compatibles con la topologia de

G.

Teorema 1.3.17. [2] Cada grupo topoldgico metrizable G admite una métri-
ca invariante por la derecha d, y una métrica invariante por la izquierda dy.
Ademds, ambas métricas generan la topologia original de G.

Ahora recordamos los siguientes resultados de espacios métricos.

Definicién 1.3.18. Decimos que dos métricas d; y ds de un conjunto X son
equivalentes si existen constantes positivas ¢ y k tales que

Cdl(x7y) S d?(‘ray) S kdl(l‘ay)

La demostraciéon de la siguiente proposicion se ve en un curso basico de
espacios métricos y si el lector esta interesado en ver la demostracion puede
consultar [15].

Proposicion 1.3.19. Si dy, ds son métricas equivalentes definidas sobre un
conjunto X, entonces (X,dy) y (X,ds) tienen las mismas sucesiones de
Cauchy. En consecuencia (X,dy) es completo si y solo si (X,dy) es com-
pleto.

Nota 1.3.20. Del teorema [1.3.17| podemos concluir que d, y d) son equiva-
lentes y de la proposicién anterior se tiene que (G, d,) es completo si y sélo si
(G, dy) es completo. Este hecho lo usaremos para demostrar el ejemplo
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1.4. Uniformidades en grupos topolégicos

Dado un grupo topologico G, la continuidad de la multiplicacion del grupo
nos permite proporcionar al grupo una estructura de espacio uniforme.

Sean G un grupo topoldgico y U € N (e). Definamos los siguientes con-
juntos:

Ly={(z,y) e GxG:ye€zU},
Ry ={(z,y) e G xG:yeUx}.
A continuacién mostraremos que las familias {Ly : U € N(e)} y {Ry :
U € N(e)} son bases para uniformidades en el grupo topoldgico G.
Proposicién 1.4.1. Si (G, 1) es un grupo topoldgico y
B={Ly:U e N(e)}.
Entonces B es base de una uniformidad £ en G y 7 es inducida por L.
Demostracion. Primero veamos que 3 es base de una uniformidad en GG. Para
esto probemos las propiedades i)-iv) de la definicién de uniformidad.
i) Como claramente = € zU, para U € N (e), obtenemos que Ag C Ly € 5.
ii) Para U,V € N (e), tenemos que

Loy ={(z,y) eGxG:yex(UNV)}
={(z,y) e GxG:yezU}N{(zr,y) e GxG:yecaV}
:ﬁUmﬁv.

iii) Probemos que para cada U € N (e), existe V € N (e) tal que Ly Ly C Ly.
Por las condiciones de Pontryagin, se tiene que para cada U € N (e), existe
V e N(e) tal que VV C U. Sea (z,y) € Ly Ly. Entonces existe z € G tal
que (x,2) € Ly y (2,y) € Ly, con esto z € 2V y y € zV. Se sigue que

yezV CaxVV CalU.

Esto muestra que (x,y) € Ly y se concluye la prueba de que Ly Ly C L.

iv) Solo nos hace falta mostrar que si Ly € 3, entonces existe Ly tal que
(Ly)™! C Ly. En efecto, como U € N (e) por las condiciones de Pontryagin
existe V € N(e) tal que V~1 C U. Afirmamos que (Ly)™* C Ly. Sea (z,y) €
(Ly)7Y, por lo que (y,x) € Ly. En consecuencia, z € yV, por lo que x =



18 1.4 UNIFORMIDADES EN GRUPOS TOPOLOGICOS

yv para algin v € V, se sigue que y = zv~! € 2V~! C 2U. Concluimos
que (z,y) € Ly. Por tanto, (Ly)™! C Ly. Finalmente, 8 es base de una
uniformidad £ en G.

Ahora mostremos que la topologia del grupo topoldgico es igual a la
topologia inducida por la uniformidad L, es decir, 7 = 7. Para esto notemos
que para cada U € N (e)

Bz, Ly)={yeG: (v,y) e Ly} ={yeG:yecaU}=zU.

De aqui vemos que 7 y 7 tienen el mismo sistema de vecindades. Por lo
cual, son la misma topologia. O

La siguiente proposicién muestra que la familia {Ry : U € N(e)} es base
para una uniformidad en el grupo topoldgico G; dado que su demostracion
es completamente analoga a la proposicién anterior omitiremos la prueba.

Proposicién 1.4.2. Sean (G, T) un grupo topoldgico y
B={Ry:U e N(e)},
entonces [ es base de una uniformidad R en G y 7 es inducida por R.

A L se le llama la uniformidad izquierda en G y a R se le llama la
uniformidad derecha en G.
Ahora note que para cada U € N (e) se cumple lo siguiente:

LuNRy={(z,y) e GxG:yexUNUzx} #0,

pues Ag C Ly NRy # 0. La siguiente proposicién nos dice que podemos
definir una uniformidad maés en el grupo topolégico G.

Proposicién 1.4.3. Sean (G, 7) un grupo topoldgico y
B={LuNRy:UeN(e)}.
Entonces B es base de una uniformidad B en G y 7 es inducida por B.

Demostracion. Primero veamos que 3 es base de una uniformidad en G. Para
esto probemos las propiedades i)-iv) de la definicién de uniformidad.

i) Es claro que Ag C Ly N Ry para cada U € N (e).
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ii) Para U,V € N(e), tenemos que

Lurv N Rurv ={(z,y) e GxG:yecxz(UNV)N{UNV)z}
={(z,y):yexUNUz}N{(z,y) :y € 2V NVa}
=(LyNRy)N(Ly NRy).

iii) Probemos que para cada U € N (e), existe V € N (e) tal que (LyNRy )% C

LyNRy. Por las condiciones de Pontryagin, existe V € N(e) tal que V2 C U.
Sea (z,y) € (Ly N Ry )?. Entonces existe 2 € G tal que (z,2) € Ly N Ry y
(z,y) € Ly N Ry, es decir, z € 2V NVzx yy € 2V NVz. Se sigue que

yezV CaVV C U,

yeVzCVVe CUx.

Esto muestra que (x,y) € Ly N Ry y esto concluye la prueba de que
(Ly NRy)* C Ly NRy.

iv) Para cada U € N (e), existe V € N(e) tal que V. =Vt y V C U. En
consecuencia (Ly NRy) es simétrico y (Ly NRy)™! C Ly NRy.
Concluimos que [ es base de una uniformidad B en G.
Ahora mostremos que la topologia del grupo topoldgico es igual a la
topologia inducida por la uniformidad B, es decir, 7 = 75. Para esto notemos
que para cada U € N (e)

B(l’,ﬁUﬂRU):{yEGZ(LE,y) EEUQRU}
={yeG:yezUNUx}=2UNUx.

De aqui vemos que 7 y 75 tienen el mismo sistema de vecindades. Por lo
cual son la misma topologia. ]

A la uniformidad B en G generada por § = {Ly NRy : U € N(e)} le
llamaremos la uniformidad bilateral del grupo G.
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Capitulo 2

Completacion de espacios
uniformes

En este capitulo presentamos una completacién de los espacios uniformes
separados y vemos que esta completacién también es separada. Este capitulo
es importante pues veremos en el préximo capitulo como se relaciona con la
completacién de Raikov de grupos topoldgicos.

2.1. Completaciéon de espacios uniformes

Definicién 2.1.1.

i) Dados un espacio uniforme (X,U) y V € U, decimos que A C X es V-
pequeno si Ax ACYV.

ii) Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que F C P(X) es un filtro de
Cauchy si F es un filtro en X y para todo V € U existe A € F tal que A
es V-pequeno.

Ahora presentaremos un ejemplo de un filtro de Cauchy. Para este ejemplo
necesitaremos las siguientes nociones.

En un espacio uniforme (X, ), una sucesion (x,) C X es de Cauchy
si para todo V € U, existe K € N tal que para todo par m,n > K se tiene
que (T, x,) € V. El filtro elemental asociado a una sucesion F )
es el filtro generado por la siguiente familia

vy={F,:neN}, donde F,={x,:m>n}.

21
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Ejemplo 2.1.2. En un espacio uniforme (X, ) el filtro elemental asociado
a una sucesion de Cauchy es un filtro de Cauchy.

Demostracion. Sea V- € U. Como (x,) es una sucesién de Cauchy, existe
Ky € N tal que (z,,x,) € V para cada m,n > Kj. Entonces, existe Fg, €
Flan tal que z,, 2, € Fk, para cada m,n > K,. Por como esta definido
Fr,, podemos concluir que Fy, x Fg, € V. Por lo tanto, F(,,) es un filtro
de Cauchy en X. O

Los siguientes lemas nos ayudan a demostrar la proposicion [2.1.5]
Lema 2.1.3. Todo refinamiento de un filtro de Cauchy es de Cauchy.

Demostracion. Sean F y G filtros en X tales que F es un filtro de Cauchy y
G es un refinamiento de F. Demostraremos que G es de Cauchy. Sea V € U.
Por hipétesis, F es de Cauchy. Entonces existe A € F tal que A x A C V.
Como A € F C G, concluimos que G es un filtro de Cauchy. O

Lema 2.1.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces para cada v € X,
el filtro de vecindades 3, es un filtro de Cauchy.

Demostracion. Sea V' € U. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que V es un abierto en la topologia producto uniforme, de lo contrario
consideramos al entorno int(V). Como (z,x) € V, existe U € U tal que
B(z,U)x B(x,U) C V. Por lo que, B(z,U) es V-pequeno. Por lo tanto, para
cadaV € U, existe U € U tal que B(z,U) € B,y B(z,U)xB(z,U) CV. O

La siguiente proposicion nos da una condicién suficiente para que un filtro
sea de Cauchy.

Proposicién 2.1.5. Todo filtro convergente en (X, 1), donde U es una uni-
formidad en X, es de Cauchy.

Demostracion. La demostracion es inmediata de los lemas anteriores. O

Definicién 2.1.6. Decimos que un espacio uniforme (X,U) es completo si
todo filtro de Cauchy es convergente respecto a la topologia 7.

El siguiente resultado es una condicion suficiente para la convergencia de
un filtro de Cauchy.

Proposicion 2.1.7. Si x es un punto de adherencia de un filtro de Cauchy
F, entonces F converge a x.
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Demostracion. Sea F un filtro de Cauchy en X. Afirmamos que para todo
V e U, existe F' € F cerrado que es V-pequeno. En efecto, sea V € U. Por
la proposicion [1.2.9] existe W € U cerrado tal que W C V. Como F es un
filtro de Cauchy, existe A € F tal que A es W-pequefio. Sea F' = A™. Asf

FxFCWCV.

Entonces, F' es W-pequeno y, por tanto, V-pequeno. Ademas, F' es cerrado
y pertenece a F pues A C F. Lo que demuestra nuestra afirmacién.
Supongamos ahora que F tiene un punto de adherencia x € X. Vamos a
demostrar que F es un refinamiento de (.. Por lo demostrado anteriormente,
para cada V € U, existe F' € F cerrado tal que F' x F C V. Como x es un
punto de adherencia de F, tenemos que z € F = F. Por lo tanto, para cada
y € F se tiene que (z,y) € F x F C V y, en consecuencia, y € B(z, V). Es
decir, F C B(x,V). Esto implica que 3, C F. Por lo tanto, F converge a
x. O

Corolario 2.1.8. Sean (X,U) un espacio uniforme y F, G filtros en X.
Supongamos que F C G, F es un filtro de Cauchy y G converge a x € X.
Entonces F converge a x.

Demostracion. Como G converge a x, se tiene que z es punto de adherencia
de F y por el teorema anterior, concluimos que F converge a x. [

Dados dos espacios topolégicos (X, 7x) y (Y, 7y), recordemos que una
funciéon ¢: X — Y es un encaje topologico si ¢ es inyectiva, continua y
abierta sobre su imagen.

Sean X, Y conjuntos y f: X — Y una funciéon. Usaremos la siguiente
notacion:

1) Para todo U C X x X,
(f x ) ={(f(2), [(y) : (,y) € U}.
2) Paratodo U CY x Y,

(f x /)7H0) = {(z,y) € X x X = (f(2), f(y)) € U}.

Definicién 2.1.9. Sean (X,Ux) y (Y,Uy) espacios uniformes.
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a) Una funcién f: X — Y es uniformemente continua si para todo
V € Uy, existe U € Ux tal que (f x f)(U) C V. En otras palabras, f
es uniformemente continua si para todo V' € Uy, el conjunto (f x f)~1(V)
pertenece a Uy .

b) Si f: X — Y es biyectiva y f, f~! son uniformemente continuas, deci-
mos que f es un isomorfismo uniforme y que (X,Ux) y (Y,Uy) son
uniformemente equivalentes.

c) Decimos que ¢: X — Y es un encaje uniforme si es uniformemente
continua y un encaje topoldgico de (X, 7, ) en (Y, 74, ).

d) Una completacion uniforme de (X,Ux) es un espacio uniforme com-
pleto (X,U) junto con un encaje uniforme o: (X,Ux) — (X,U) tal que o(X)
es denso en (X, 73).

Ejemplo 2.1.10. Si X es un subespacio uniforme de Y, entonces la inclusion
1: X — Y es un encaje uniforme.

Ahora describiremos la construccién de una completacién uniforme Haus-
dorff para espacios uniformes Hausdorff. Para ello necesitaremos los siguientes
resultados y conceptos.

Decimos que una uniformidad U en X es separada si

ﬂu - Ax.

Si U es separada, diremos que el espacio uniforme (X,U) es separado.
El siguiente resultado nos muestra una caracterizacion de los espacios
uniformes separados.

Proposicién 2.1.11. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, (X,U) es
separado si y solo si (X, my) es un espacio Ts.

Demostracion. Supongamos que (X,U) es un espacio uniforme separado.
Sean z y y elementos de X tales que x # y. Se sigue que (x,y) ¢ Ax = (U.
Entonces, existe V' € U tal que (x,y) ¢ V, es decir, y ¢ B(z, V). De manera
similar, existe U € U tal que z ¢ B(y,U). Por tanto, (X,7y) es T;. Del
corolario , concluimos que (X, 74) es un espacio Ts.

Ahora supongamos que (X, 7,) es un espacio T3, en particular es Haus-
dorff. Sabemos que Ax C (U. Mostremos la contencién contraria. Sean = y
y elementos de X distintos. Como el espacio topoldgico es Hausdorff, existe
V e U tal que y ¢ B(x,V), es decir, (z,y) ¢ V. Por tanto, (z,y) ¢ [(U.
Esto demuestra que (U = Ax. O
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En espacios uniformes se demuestra que todo espacio regular es un espacio
completamente regular (ver [I8]) por lo que si (X,U) es un espacio uniforme
separado, entonces (X, /) es un espacio Tychonoff.

Si X es un espacio uniforme, un filtro de Cauchy F en X es minimal si
no contiene estrictamente a ningin otro filtro de Cauchy.

El siguiente resultado nos dice que cada filtro de Cauchy F en un espacio
uniforme contiene un unico filtro de Cauchy minimal.

Teorema 2.1.12. Sean X un espacio uniforme con uniformidad U y F un
filtro de Cauchy en X. Entonces F contiene un unico filtro de Cauchy mini-

mal Fq.

Demostracion. Sea v una base de F. Mostremos que
Y={B(AV):Aecyy Ve SimU)}

es base de un filtro de Cauchy minimal F,. Para esto veamos que 7, satisface
las condiciones de la definicion [1.1.3] Entonces,

i) Primero note que vo # 0y 0 ¢ o pues v y Sim(U) son bases.

ii) SiU,V € Sim(U) y F,G € ~, entonces B(F,U) y B(G,V) son elementos
de 9. Como v y Sim(U) son bases, existen W € Sim(U) tal que W C UNV
y H € ytal quue H C FNG. Por lo que B(H,W) € 70y B(HW) C
B(F,U)N B(G,V).

De i) y ii) concluimos que 7y es base de un filtro Fy. Ademds, como
F C B(F,V) para cada V € Sim(U), obtenemos que B(A,V) € F. Luego
Fo C F.

Ahora probemos que Fy es un filtro de Cauchy. Sea U € U. Podemos
encontar V' € Sim(U) tal que V3 C U. Como F es filtro de Cauchy, existe
A € v tal que A x A C V. Veamos que B(A,V) x B(A,V) C U. Sea
(x,y) € B(A,V)xB(A,V). Entonces, existen ai, as € A tales que (a1,z) € V
y (ag,y) € V. Asi (x,a1) €'V, (a1,a2) € V y (as,y) € V. Se sigue que

(x,y) € V3 CU.

Por tanto, Fy es un filtro de Cauchy contenido en F. A continuacién mostra-
remos la minimalidad de Fj. Supongamos que F; es otro filtro de Cauchy tal
que F; C F.Sean A € vy U € Sim(U). En consecuencia, B(A,U) € ~,. Co-
mo JF; es filtro de Cauchy, existe F' € F;j tal que F' x F C U. Como F € F, se
tiene que FNA # (). Seax € FNA. Siy € F, se tiene que (x,y) € U pues F
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es U-pequenio. Consecuentemente, y € B(z,U) C J,.4 B(2,U) = B(A,U).
Por tanto, F' C B(A,U) y B(A,U) € Fi, es decir, Fy C F;. Finalmente, F
es el unico filtro de Cauchy minimal contenido en F. O

Como consecuencia de la demostracion del teorema anterior se tiene la
siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.13. Todo filtro de Cauchy minimal en un espacio uniforme
tiene una base formada por conjuntos abiertos.

Demostracion. Sea F un filtro de Cauchy minimal en un espacio uniforme
X. Por la proposicién podemos considerar a f = {V € Sim(U) :
V' es abierto} como base de U. Por el corolario , podemos concluir que
{B(A,V): Ae~yV € B} es una base de abiertos para F. O

El siguiente resultado juega un papel importante en la construccion de la
completacién uniforme.

Teorema 2.1.14. Sean X un espacio uniforme y D C X un espacio denso
en X con la topologia uniforme . Si para todo filtro de Cauchy F en D, la
extension Fx converge en X, entonces X es completo.

Demostracion. Sean F un filtro de Cauchy en X y Fy el filtro de Cauchy
minimal contenido en F. Como JF; tiene una base formada por abiertos,
{FND:F € Fy} es una base de filtro de Cauchy G en D. Por hipétesis, Gx
converge a algiin 2 € X, por la nota[l.1.7y el corolario se tiene que Fy
también converge a x, y por tanto, F converge a x. En consecuencia, X es
completo. O

Del siguiente teorema se desprende que si un espacio uniforme X es un
subconjunto denso de otro espacio uniforme completo X, entonces existe una
correspondencia entre los puntos de X y los filtros de Cauchy minimales de

X.

Teorema 2.1.15. Sean Y un espacio uniforme con uniformidadUd y X C Y.
Sixz e XY, entonces el filtro F, en X generado por el conjunto {UNX:
U € BY}, donde BY es el filtro de vecindades de x en'Y, es el inico filtro
de Cauchy minimal en X que converge a x (es decir cada elemento de BY
contiene un elemento de F,).
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Demostracion. Como x € X, se tiene que U N X # ) para cada U € Y.
Ademds, note que {U N X : U € BY} es la traza del filtro de vecindades 3
sobre X, por lo que F, es un filtro en X. Sea V la uniformidad inducida por
U sobre X. Entonces, X es un espacio uniforme. Tenemos que ]:“z converge
a x, pues para cada U € Y, se sigue que U N X eF,yUNXCU.

Ahora veamos que F, es un filtro de Cauchy. En efecto, dado un entorno
V eV, existe U € U tal que V = U N (X x X). Como BY es un filtro de
Cauchy por el lema existe W € BY tal que W x W C U. Entonces
existe F =W NX € F, tal que F x ' C V. Se sigue que F, es un filtro de
Cauchy.

Ahora veamos que F, es minimal. En efecto, sea Fy un filtro en X que
es de Cauchy tal que Fy C F,. Como F, converge a r, tenemos que x € A"
para cada A € Fy. Dado W € 8Y, existe U € U tal que B(z,U) C W. Como
Ue€el,existe VeUtal que V2 C U. SeaV; = VN (X x X) € V. Como
Fo es un filtro de Cauchy en X, existe A € Fy tal que A x A C V;. Como
AN B(xz,V) # 0, existe a € AN B(x,V), por lo que (z,a) € V. Ademés,
para cada y € A se tiene que (a,y) € V. Asi que

(z,y) € V2 C U.

_ Por tanto, A C B(x,U) C W. Se sigue que A C W N X. En consecuencia
F. C Fy. Por tanto, F, es un filtro de Cauchy minimal. La unicidad de F,

se sigue de la minimalidad.
O

Sea (X,U) un espacio uniforme separado. Denotamos por X ala coleccion
de todos los filtros de Cauchy minimales de X. Ahora dotaremos a X de una
uniformidad. Para cada V' € Sim(U) consideremos el siguiente subconjunto
de X x X:

V= {(Fl,Fg) € X x X:3A e FiNF, donde A es V—pequeﬁo} .

Notemos que V es no vacio pues para z € X, consideramos el filtro minimal
fx como en el teorema anterior con X = Y y se tiene que (]}x,fx> ev.
Ahora afirmamos que = {f/: Ve Sim(Z/l)} es base para una uniformidad
en X. En efecto,

i) notemos que (F,F) € 1% para cada F € )Z';
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ii) para cada l~], Ve 3, se tiene que (‘7?1/(]) cvn 17;
iii) sea V € 8, donde V € U. Como V € U, existe U € Sim(U) tal
N2~ N2
que U? C V. Ahora probemos que (U) C V. Sea (F1,F3) € <U> )
Entonces, existe F, € X tal que (Fp,F) € U y (Fa, F3) € U. En
consecuencia, existen A; € Fy N Fy vy Ay € Fo N F3 tales que Ay v As

son U-pequenos. Note que A; N Ay # () pues A; N Ay € Fy. Ahora note
que A, U Ay € F1 N F3 y mostremos que

(Al UAQ) X (Al UAQ) Q V.
Sean (ay,a3) € (A3 U Ag) x (A1 U Ay) v az € Ay N Ay. Entonces

(a1,a3) €eUoU=U?CV.

Se sigue que (A; U As) x (A1 U Ay) C V. Por tanto, (Fy, F3) € V;

~ N\ -1
iv) como V € Sim(U), se tiene que V = (V1) = (V) :

Por la proposicion m, podemos concluir de i)-iv) que 8 = {\7 Ve
Sim(U)} es base para una uniformidad U en X.

Ahora veamos que la uniformidad U es separada. Para demostrar que u
es separada, mostraremos que ({U : U € Sim(U)} = Ag. Es claro que

Az C N{U : U € Sim(U)}. Ahora mostremos la otra contencién. Sean Fy y
F5 filtros de Cauchy minimales en X. De tal modo que

(Fr.F) e {fj Ue Sim(U)} .

Seay={FiUFy: Fy € Fi y F, € F5}. Ahora mostremos que 7 es una
base filtro.

i) Como F; y F> ya son filtros, entonces v # 0 y () ¢ ~.
ii) Si A, B € 7. Existen, I}, A; € F1 y Fy, By € F, tales que A = F; U By

y B = A1UF2. Como .Fl y]:2 SOo1n ﬁltl"OS, FlﬂAl € .Fl ngmBg S ./T"Q.
Por lo que, (F1 NA))U(FanNBy) CANB.



CAPITULO 2 29

De i) y ii) podemos concluir que 7 es una base de filtro y F(7) es el filtro
generado por . Ademés, note que si A € F(), entonces existen F; € F; y
F2 € fQ tales que F1UF2 Q Ay ademas F1 Q F1UF2 Q Ay F2 Q F1UF2 Q A.
Se sigue que A € F; y A € F,. En consecuencia, F(v) C F; N Fy. Por lo
que F(7) es un filtro de Cauchy, pues para cada V € U existe U € Sim(U)
tal que U C V. Como (Fi,F2) € U, se obtiene que existe A € FyNFy y
A=AUA e F(y) tal que A x A C U. Por la minimalidad de F; y Fa,
se tiene que F; = F(vy) = F. Por tanto, ﬂ{U U € Sim(L{)} = Az vy
concluimos que U es una uniformidad separada.

Sea o: (X,U) — (X,U) definida por o(z) = F,. Diremos que o es la
inclusion canodnica de X en X.

Proposicion 2.1.16. La inclusion canonica o es un encaje uniforme. Ademds,
o: X — o(X) es un isomorfismo uniforme y o(X) es denso en la topologia
inducida por la uniformidad U.

Demostracion. Empecemos por ver que o es uniformemente continua. Mas
aun, vamos a probar que si V' € Sim(U), entonces

(0 x o)™ (17) CVC(oxa) ' (%) . (2.1)

La segunda inclusién implica la continuidad uniforme de o, pues V € U
y U es cerrada bajo superconjuntos.
Ahora mostremos las contenciones ([2.1])

Si (z,y) € (0 x o)~ (\7>, existe A € o(z) No(y) tal que A x A C V. Como
x,y € A, se sigue que (z,y) € V. Asi que (o x a)_l (‘7) cV.

Si (z,y) € V, entonces A = B(z,V)U B(y,V) € o(z) No(y). Sea (a, ) €
A x A. Supongamos sin pérdida de generalidad que o« € B(z,V)y 5 € (y,V),
por lo que

(o, B) € V2.

: . —1 ({3
En consecuencia, se cumple la contencién V' C (o x o) <V3>.

Veamos ahora que o es inyectiva. En efecto, o(x) = o(y) siy sélosi z y y
tienen las mismas vecindades en X, es decir, si y sélo si para cada U € U se
cumple que y € B(z,U) y x € B(y,U), lo que equivale que (x,y) € U para
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cada U € U. Como U es separada, se tiene que la uniformidad U es separada,
por tanto x = y. Concluimos que o es inyectiva.

Note que {(z,y) € X x X : o(x) = o(y)} = [U. Por lo que o es inyectiva
si y sblo si (X, 1) es un espacio Hausdorff.

Como o es inyectiva, se tiene que la inclusién (o x a)_l (\7) C V, implica
que 07': ¢(X) = X es uniformemente continua pues (c=! x o=1)"" (V) =
(o x o) (V), luego V N (0(X) x 0(X)) C (6 x o) (V) = (6 x o71) " (V).
Por tanto, o es un isomorfismo uniforme en su imagen.

Ahora veamos que o(X) es densoen X. Si F € X y V € U, por la propo-
sicion [2.1.13] se tiene que F tiene una base formada por conjuntos abiertos,
luego contiene abiertos V-pequenos. Si A € F es la unién de los interiores de

los elementos V-pequetios de F, se cumple que o(X)N B (.7: , 1~/> =o0(A). En

efecto, si o(x) € B (]:, XN/>, esto significa que (o(z), F) € V, por lo que existe
U € F,vecindad de z € X, tal que UxU C V', perox € Intx (U) C A, luego
o(z) € o(A). Reciprocamente, si z € A, existe U € F tal que x € Intx(U)
y U x U C V. Luego, U € o(x), por lo que (o(x),F) € V. De aqui que
o(xz) € o(X)NF. Por tanto, o(X) N B <F, \7) =o(A).

En particular, o(X)NB(F, V) # 0, lo que prueba que o(X) es denso en la
topologfa inducida por la uniformidad 2. Més atn o(F) = {o(A) : A € F}
es base para algun filtro, al que denotaremos por F, en X tal que todas las
bolas B (.7-" , ‘7) son elementos del filtro F. Por lo que el filtro F converge a

]

Ahora demostraremos que (X,U) es un espacio completo, para esto usa-
remos el teorema 2.1.14

Proposicién 2.1.17. Sea (X,U) un espacio uniforme separado. Entonces
(X,U) es un espacio uniforme completo y separado.

Demostracion. Sea F un filtro de Cauchy en o(X). Para cada A C X, sea
o0(A) ={o(x): x € A}. La coleccién

G={AC X :0(A) e F}

es un filtro de Cauchy en X. Sea Fj el filtro de Cauchy minimal contenido
en G. Entonces, 0(Fy) C 0(G) = F (donde la notacién o(Fp) lo definimos en
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el dltimo parrafo de la demostracién del teorema anterior) y, sabemos que el
filtro que tiene por base a o(Fy) converge a Fy, luego F también converge a
Fo en X. Por el teorema [2.1.14] concluimos que X es completo.

]

Notemos que la proposicién [2.1.16) nos permite identificar a X con un
subespacio denso de X. El espacio uniforme (X,U), junto con la inclusién
candnica o, es una completacién uniforme de (X,U).

Ahora probaremos que la completacion de espacios uniformes separados
es Unica salvo isomorfismos uniformes. Para esto necesitaremos los siguientes
resultados.

Lema 2.1.18. Sea A un subconjunto de un espacio uniforme (X,U) yV € U
simétrica tal que A x A C V. Entonces, A x A C V3.

Demostracion. Si x,y € A, entonces AN B (z,V) # 0y AnB(y,V) # 0.
Sean a,b € A tales que (xz,a) € V'y (y,b) € V. Como A x A CV, se tiene
que

(z,y) € V2.

]

Recordemos que dada una funcién f: X — Y y un filtro F en X tenemos
que

FF) ={f(4): Ae F)

es una base de filtro en Y.

Teorema 2.1.19. Sean X e Y espacios uniformes, donde Y es separado
y completo y D un subespacio denso de X. Entonces, toda funcion unifor-
memente continua f: D — Y, se extiende a una funcion uniformemente
continua f: X =Y.

Demostracion. Para cada x € X el conjunto
{B(z,V)ND:V eU}

es base para algtin de filtro de Cauchy en D al que denotaremos por F,.
Como f es uniformemente continua, f (F,) es una base de filtro de Cauchy
F en Y. Como Y es completo, F converge en Y. Como Y es separado, Y
es un espacio Hausdorff. Por lo que su limite es tinico y lo llamamos f(z).
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As{ definimos a la funcién f: X — Y. Si € D, por la continuidad de f,
G converge a f(z). En consecuencia, f(z) = f(z). Por lo que f extiende a
f. Ahora veamos que f es uniformemente continua. Sea W € Uy. Existe
V € Uy tal que VO C W. Sea U € Ux (abierto simétrico en X x X). Como D
es denso, se tiene que UN (D x D) # () y por ser f uniformemente continua,
podemos suponer que si (a,b) € U>N (D x D), entonces (f(a), f(b)) € V.
Veamos que U C (f x f)_l (W). En efecto, sea (x1,z5) € U. Como D es
denso en X, existe d € D N B(x1,U) N B(z2,U) (note que las bolas son
abiertas por ser U abierta). En consecuencia,

f(B(z;,U)ND) x f(B(x;,U)yNn D) CV, parai=1,2. (2.2)

Por otra parte, como_f (B(z;,U) N D) € f(F,) y Fr, converge a (),
tenemos que f(z;) € f(B(z;,U) N D) para i = 1,2. Por el lema [2.1.18, se
tiene que

f(B(x;,U)N D) x f(B(z;,U)N D) C V3 parai=1,2. (2.3)

Por tanto, de las ecuaciones (2.2) y (2.3) se tiene que (f(x1), f(z2)) € W.

Por tanto, f es una extension uniformemente continua de f. O]

El siguiente teorema nos ayuda a mostrar que la completacién uniforme
de un espacio Hausdorff es tinica salvo isomorfismo uniformes.

Teorema 2.1.20. Sean X y Y espacios uniformes separados y completos, A
y B subconjuntos densos de X y 'Y respectivamente y f: A — B un isomor-

fismo uniforme. Entonces, f se extiende a un unico isomorfismo uniforme
f: X =Y.

Demostracién. Sean f: X =Yy f~1: Y — X las extensiones uniformemen-
te continuas de f y f~! que existen por el teorema Entonces f~1o f
fija a los elementos de A. Como A es denso en X y X es Hausdorff, entonces
f~1o f es la identidad en X. Andlogamente, f o f~1 es la identidad en Y.
Luego f es un isomorfismo uniforme. O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del resultado anterior.

Teorema 2.1.21. Sean (X,U) un espacio unifome separado, ()?1,2/]1) y

(552,&2) completaciones uniformes de (X,U). Entonces, ()?1,&1) y ()?2,?/72)
son uniformemente equivalentes.
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Por la proposicién sabemos que todo espacio métrico (X, d) induce
una uniformidad U, en X, en donde la familia 8 = {U,, : n € N} es una base
delUyy U, ={(z,y) € X x X :d(z,y) < L}.

Decimos que un espacio uniforme (X,U) es metrizable si existe una
métrica d en X tal que U es inducida por d.

Para cada espacio métrico (X, d), existen un espacio métrico completo
(Y,d) y una isometria f: X — Y tales que f(X) es denso en Y. Entonces, d
es la completacion de d.

Proposicién 2.1.22. Sean (X,U) un espacio uniforme metrizable y d la
métrica que induce a U. Entonces, (X,U) es un espacio uniforme completo
st y solo si (X, d) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Como U es inducida por d, se tiene que 8 = {U, : n € N}
es una base de U, donde U,, = {(z,y) € X x X : d(z,y) < %} Supongamos
que (X, d) es un espacio métrico completo. Sea F un filtro de Cauchy en X.
Entonces, para cada n € N, existe A,, € F tal que A, x A,, C U,. Sean € > 0
y {2 }nen una sucesién en X con x,, € A, para cadan € N. Por la propiedad
arquimediana, existe ng € N tal que nlo < e. Entonces, para cada n,m > ng
se cumple que

1 1 2

d(Tp, xm) < d(Tn, o) +d(2,2,) < — + — < — <,

no m ng
donde 2" € A, N A,, € F. Por tanto, {z, },en s una sucesién de Cauchy.
Como (X, d) es completo, {z,}nen converge a z € X. Entonces, para cada
n € N, existe M, € N tal que si m > M, entonces d(x,z,,) < % Ahora
veamos que = es un punto de adherencia de F. Sea A € F. Note que para
cada n € N, existe a € AN A,,, donde m > M,; entonces d(z,a) < % Asi
a € B(z,U,). En consecuencia, B(z,U,) N A # 0, es decir, z € A™. Por
lo que = es un punto de adherencia de F. Aplicando la proposicion
concluimos que F converge a x. Finalmente, el espacio uniforme (X,U) es
completo.

Ahora supongamos que el espacio uniforme (X,U) es completo. Conside-
remos una sucesién de Cauchy {z,}n,en en (X, d). Notemos que {x, },en €s
una sucesion de Cauchy en el espacio uniforme (X,U). Como {x, },en es una
sucesion de Cauchy en el espacio uniforme (X, ), nos consideramos al filtro
elemental asociado a la sucesién de Cauchy {x,}nen, Fion) = {Fn 1 1 € N},
donde F, = {z,,, : m > n}. Sabemos que el filtro elemental asociado a la suce-
sién de Cauchy, es un filtro de Cauchy. Como (X,U) es completo, se tiene que
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Fla,) converge a ¢ € X, es decir, 8, C F(s,). Por lo que B(z,U,) N F,, # 0
para cada m,n € N. Ahora probemos que la sucesién de Cauchy {z, }en
converge a = en (X,d). Sea ¢ > 0. Por la propiedad arquimediana, existe
no € N tal que n% < €. Como {2, }nen €s una sucesion de Cauchy en (X,U),
para ng existe M,, € N tal que si m,t > M,,, se tiene que (2, x;) € Up,.
Entonces,

1 1 2
d(z,zy) <d(z,z) +d(xy, Ty) < — 4+ — = — <,
o Ny o
donde x; € B(x,Uy,) N Fyy,, . Por tanto, {, }nen converge a x € X. Conclui-
mos que (X, d) es un espacio métrico completo. ]

Proposicién 2.1.23. Sean (X,d) un espacio métrico y (Y,d) su completa-
cion métrica. Entonces (Y,U;) es la completacion uniforme de (X,Uy).

Demostracion. Como (Y, d) es la completacién métrica de (X, d), existe una
funcién isométrica f: X — Y tal que f(X) es denso en Y. Por la proposicién
2.1.22| se sigue que (Y,U;) es un espacio uniforme completo. Notemos que

ﬁd:{UnZHEN}Y6J:{UnZn€N},

son bases para Uy y U; respectivamente, donde
1
U, = {(xl,x2) € X x X :d(r,x2) < —} y
n
~ ~ 1
Un: (ylay2) 6Y><Y:d(yl,y2) < E .

Para demostrar que (Y,U;) es una completacién uniforme de (X, U;) pro-
baremos que f es un encaje uniforme y que f(X) es denso en (Y, 7). Note

que 7, = 7; donde 7; es la topologia generara por la métrica d, pues

B U) = {y € ¥ s diwa) <} = By (),

1
n

donde B1(yo) es la bola con centro en yo y radio 1. Por lo que f(X) es denso
en (Y, ;). Ahora probemos que f es un encaje uniforme.

i) Es bien sabido que los encajes isométricos son encajes topolégicos.
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ii) Sea U, € Uj; para n € N. Se tiene que
(f x /)7H0n) = {(z1,22) € X x X : (f(1), f(22)) € Un)}
_ {(ml,xg) € X x X : d(f(21), f(22)) < %}

1
= {(331,1'2) e X x X d(.ﬁﬂl,l'g) < g} =U, € Uy.

Se sigue que f es uniformemente continua.

Por tanto, de i) y ii) concluimos que f es un encaje uniforme. Concluimos
que (Y,U;) es una completacién uniforme de (X,Uy). O

Ahora note que si X no es un espacio uniforme Hausdorff, el espacio
que hemos construido X no serfa una completacién uniforme de X, pues o
no seria un encaje uniforme. El siguiente teorema prueba que todo espacio
uniforme, tiene una completacién uniforme y su prueba se puede encontrar

n [18]. Sin embargo, dicha completacién no siempre es separada.

Teorema 2.1.24. Si X es un espacio uniforme, el conjunto X de todos los
filtros de Cauchy en X es un espacio uniforme completo con la uniformidad
determinada por la base {V : V € Ux} donde

V= {(F1,F2) : existe A € FyNF; tal que A x ACV}.

Ademds, o: X — X dada por o(z) = Fyp donde F = {AC X 12 € A} es
un encaje uniforme y o(X) es denso en X.
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Capitulo 3

Completacion de Raikov de
grupos topoloégicos

En este capitulo encajaremos a un grupo topoldgico arbitrario en un grupo
topoldgico mas grande en el que todos los filtros de Cauchy convergen. Los
grupos topologicos donde todos los filtros de Cauchy convergen son llamados
Raikov completos.

3.1. Completaciéon de Raikov

Denotaremos por G a un grupo topoldgico con neutro e. Para cada x € G,
entenderemos por N (z) a la familia de todos los conjuntos abiertos de G que
contienen a .

Antes de dar la definicion de una familia de Cauchy en grupos topoldgicos,
presentamos una motivacion de dicha definicién.

Ejemplo 3.1.1. Sea GG un grupo topoldgico metrizable. Entonces existe un
filtro F de modo que para cualquier V' € N (e), existen Fy, Fy € F tales que
Fy CaV y F, CVbdonde a,b € G.

Demostracion. Sea (z,)neny una sucesién de Cauchy en G respecto a una
métrica d compatible con la topologia de G. Definamos F,, = {x,, : m > n}
y B ={F, : n € N}. Por el ejemplo se tiene que 3 es una base de un
filtro de Cauchy F en (G,Uy).

Del teorema para el grupo metrizable G, existen d, y d) métri-
cas equivalentes invariantes por la derecha y por izquierda, respectivamente.

37
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Ambas generan a la topologia original de G. Ahora note que d, d, y dy son
métricas equivalentes con constantes ¢ = 1 = k de la definicion [1.3.18

Por la nota [1.3.20] se tiene que (G, d), (G,d,) y (G, d,) tienen las mismas
sucesiones de Cauchy.

Para e > 0 y x € G arbitrario definamos

By(z,e) ={y € G : d,(x,y) < €}

By(z,e) ={y € G : dx(z,y) < €}.

Sea V € N(e). Como d, y dy son métricas compatibles con la topologia
de G , existen € > 0y 0 > 0 tales que B,(e,e) CV y By(e,0) € V. Como
{z,} es de Cauchy en (G,d,) y (G,d),), existen N; y N, € N tales que si
n,m > Ny y sir,s > Ny, entonces dy(2,, xn) < €y dr(x,, x5) < 9.

Consideremos a Fy, y Fy, (como se definieron al principio de esta de-
mostracién). Sean m > Ny y s > N, por lo que z,, € Fy, v x5 € Fy,. De
donde obtenemos que d,(z,,, zn,) < €y dx(xs, zn,) < 6. Como d,(zp, TN, ) =
dp(zmayt,€) y dr(ws, TN,) = dr(zy 3,5, €), se sigue que zayl € Vy ayla, €
V. Por tanto, z,, = mmm]_vix]vl eVan yas = xNQ:E;éxS € zn, V. Concluimos
que Fy, CVay, v Fn, € xn,V. Por tanto, considerando a = xy,, b = xy,,
Fy = Fn, y Fy, = Fy,. Se tiene que Fy C aV' y F, C V. ]

Una familia ¢ de subconjuntos de G es una familia de Cauchy si para
cada V' € N (e), existen a,b € Gy A, B € ( tales que A C aV y B C Vb.
Decimos que F es un filtro de Cauchy en G, si F es un filtro en G y una
familia de Cauchy.

Definicién 3.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia F es un
filtro abierto en X si F es una familia no vacia de subconjuntos abiertos
de X tal que cualquier interseccién no vacia de elementos de F pertence a F.
Ademas, si para cada U € Fy W € 7 tal que U C W se tiene que W € F.
Una base de filtro abierto de un espacio topoldgico X es una base de filtro
en X, donde todos los elementos son conjuntos abiertos.

Un filtro abierto de Cauchy F es un filtro abierto y una familia de
Cauchy.
A continuacién daremos una equivalencia de filtro abierto de Cauchy.

Proposicién 3.1.3. Un filtro abierto F es un filtro abierto de Cauchy si y
sélo si para cada V€ N (e), existen a,b € G tales que aV,Vb € F.
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Demostracion. Sea JF un filtro abierto. Supongamos que F es una familia de
Cauchy. Entonces para cada V € N(e), existen a,b € Gy A, B € F tales
que A CaV y BC Vb Como A,B € F y F es un filtro abierto, entonces
aV,Vb € F. Sea V € N(e). Entonces existen a,b € G y aV,Vb € F tales
que aV CaV y Vb C Vb. Por tanto, F es un filtro abierto de Cauchy. [

Definicién 3.1.4. Una familia ( de subconjuntos de GG es contraible si para
cada B € (, existen A € ( y U,V € N(e) tales que UAV C B. Un filtro
canonico F es un filtro abierto de Cauchy y una familia contraible.

Sea ¢ una familia de subconjuntos de G. Denotemos por B(¢) a la familia
de todos los subconjuntos abiertos no vacios de G conteniendo al menos a
un elemento de (. Claramente, si cada elemento de ( es abierto, entonces
¢ € B(Q).

Ahora mostraremos algunos resultados relacionados a los conceptos que
acabamos de introducir.

Lema 3.1.5. Si { es una base de filtro abierto en G, entonces B(() es un
filtro abierto en G que contiene a C.

Demostracion.

i) Notemos que G € B((), por lo que B(¢) # 0 y 0 ¢ B(¢) por definicién de
B(¢).

ii) Si Fi, Fy € B((), entonces existen A, B € ( tales que A C F; y B C Fy.
Como A, B € (, existe C € ( tal que C C AN B C I} N F,. Se sigue que
FiNF, € B(Q).

iii) Si ' € B(() y F*C W con W abierto en G, entonces existe A € ( tal que
A C F CW y consecuentemente W € B(().

De i), ii) y iii) concluimos que B(() es un filtro abierto en G. Como cada

elemento de ¢ es abierto, se cumple que ¢ C B((). O

Lema 3.1.6. Si ( es una familia contraible de conjuntos abiertos, entonces
B(C) es también una familia contraible de conjuntos abiertos.

Demostracion. Sea B € B((). Entonces existe By € ( tal que By C B. Como
By € ¢ y ¢ es una familia contrafble, existen A € ( y U,V € N (e) tales que
UAV C By C B. Como ( es una familia de abiertos, ¢ C B((). De lo anterior
se sigue que A € B((). Por tanto, para cada B € B(() existen A € B(()
y U,V € N(e) tales que UAV C B. Concluimos que B(¢) es una familia
contraible de conjuntos abiertos. O
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Lema 3.1.7. Si ¢ es una familia de Cauchy, entonces B(C) es una familia
de Cauchy.

Demostracién. Sea V€ N(e). Como ¢ es una familia de Cauchy, existen
a,be Gy A, B e (talesque A CaV y BC Vb. Como aV, Vb son conjuntos
abiertos no vacios, tenemos que aV, Vb € B((). Entonces para cada V' € N (e)
existen aV, Vb € B(() tales que aV C aV y Vb C Vb. Por tanto, B(() es
una familia de Cauchy. O]

Proposiciéon 3.1.8. Si ¢ es una base de filtro abierto en G que también
es una familia de Cauchy contraible, entonces B(() es un filtro candénico
conteniendo a C.

Demostracion. Del lema [3.1.5) tenemos que B(() es un filtro abierto en G
conteniendo a (; del lema [3.1.6/obtenemos que B(() es una familia contraible
y aplicando el lema obtenemos que B(() es una familia de Cauchy. Por
tanto, B(() es un filtro canénico conteniendo a (. ]

Para cualesquiera dos familias (; y (5 de subconjuntos de GG definimos la
siguiente familia de conjuntos

(1G] ={AB: Ac (,B € (}.

Lema 3.1.9. Si (1 y ( son bases de filtros abiertos en G, entonces [(1(s]
también es una base de filtro abierto en G.

Demostracion.
i) Como (; y (s son bases de filtros, entonces [(1(] # 0 y ademds 0 ¢ [(1(s).

11) Sean AlBl,Ang € [CICQ] donde Al,AQ S Cl y B, By € Cg. Como Cl y
(> son bases de filtros abiertos en G, existen A3 € (; y By € (» tales que
A3 C A NAyy B3 C ByN By. Por lo que A3B3 C (A1B1) N (A2Bs).

Como los elementos de (; y de (> son abiertos, entonces cada elemento
de [(1(a] es abierto. Por tanto, [(1(s] es una base de filtro abierto en G. [

Lema 3.1.10. Si ¢; y (o son familias contraibles, entonces [(1(2] es una
familia contraible.

Demostracion. Sea AB € [(1¢2] donde A € (; y B € (3. Como (; y (3 son
familias contrafbles, existen A; € (;, By € (o y Uy, Vi,Us, Vo € N(e) tales
que U1 A1V; C Ay UyB1V, C B. Entonces

U1 AB\Vy, C U AWVUB Va, C AB.

Como Ay By € [(1(a], concluimos que [(1(s] es una familia contraible. ]
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Lema 3.1.11. Si (3 y ¢ son familias de Cauchy, entonces [(1(s] también es
una familia de Cauchy.

Demostracidn. Sean U,V € N (e) tales que V? C U. Como (; es una familia
de Cauchy, existen B € (, y b € G tales que B C bV. Notemos que bVb~! €
N (e). Como (; es de Cauchy, existen A € (; y a € G tales que A C abVb™ L.
Entonces tenemos que

AB C abVb bV = abV? C abl.

Como AB € [(1(2], se prueba la primera parte de la demostracién. Similar-
mente podemos encontrar A; € (1, By € (o y ¢ € G tales que A1B; C Uc.
Por tanto, [(;1(s] es una familia de Cauchy. O

Proposicién 3.1.12. Si (1 y (s son filtros candnicos, entonces [(1(2] es una
base de filtro abierto en G que es también una familia de Cauchy contraible.
Ademdas, B([¢1¢2]) es un filtro candnico.

Demostracion. Como (; y (s son filtros candnicos, entonces (; y (o son bases
de filtro abierto en G, contraibles y de Cauchy. Por el lema |3.1.9 obtenemos
que [(1(2] es una base de filtro abierto en G. Aplicando el lema[3.1.10]se sigue

que [(1¢2] es una familia contraible y por el lema [3.1.11] se tiene que [(1(y]
es una familia de Cauchy. De lo anterior, [(;(s] es una base de filtro abierto

en GG que es también una familia de Cauchy contraible y por la proposicion
concluimos que B([(1(3]) es un filtro canénico. O

Corolario 3.1.13. N (x) es un filtro candnico en G.

Demostracién. Claramente N (z) es un filtro abierto y una familia de Cauchy.
Sélo falta probar que N () es una familia contraible. Sea O € N (z). Por el
teorema[L.3.12] (las condiciones de Pontryagin), existen W, U,V € N (e) tales
que zW C O, V3 C W y Uz C 2V. De lo anterior se sigue que

UzVV =UxV? C 2V C W C O.

Note que 2V € N (x). Por tanto, N'(x) es contraible. Concluimos que N (x)
es un filtro canénico. O

Ahora ya tenemos todas las herramientas para definir la completacion de
Raikov de un grupo topoldgico G.
Sea G* la familia de todos los filtros canénicos en G.
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Para cada r € G definimos i: G — G* por i(x) = N(x). Notemos que
esta funcién es inyectiva. En efecto, sean z,y € G tales que i(x) = N (z) =
N(y) =i(y). Sea U € N(e). Entonces Uz € N(y) y Uy € N(z), por lo cual
existen uy,us € U tales que uix = y y ugy = = de donde u; = u2_1 se sigue
que = y.

Ahora definimos o: G* x G* — G* de la siguiente manera

.(.Fl,fQ) =B ([Fl.FQ]) .

Por la proposicion [3.1.12] la operacion e esta bien definida.
Ahora mostraremos que con esta operaciéon G* tiene estructura de grupo.
El inverso de F € G* lo definimos de la siguiente manera:

Fl={U"1:UeF}
Lema 3.1.14. 7' € G*.

Demostracion. Como F es un filtro abierto y una familia de Cauchy, dedu-
cimos que F~! es un filtro abierto en Gy un familia de Cauchy ya que la
inversion de GG es un homeomorfismo.

Por 1ltimo probaremos que F ! es contraible. Sea B~! € F~!. Como F
es contrafble y B € F, entonces existen A € Fy U,V € N(e) tales que
UAV C B. De donde (UAV)~! C B~!. Notemos que

(UAV)™ = (U(AV)) ' = (AV) 0 = ViAo,

Entonces para B~! € F ! existen A~ € F~1 y U1, V-1 € N(e) tales
que V-1ATIU~! C B!, Por tanto, F~! es contraible. De todo lo mostrado
anteriormente concluimos que F~! es un filtro canénico. O

Ahora damos una caracterizacién de ser una familia de Cauchy.

Lema 3.1.15. Una familia F de subconjuntos no vacios de un grupo to-

poldgico G es una familia de Cauchy si y sdlo si para cada U € N (e), existe
P e F tal que PP~' CU y P7'PCU.

Demostracién. Supongamos que PP~ C U y P~'P C U para algin P € F
y U € N(e). Como P es no vacio, existen a,b € P tales que Pb™! C Uy
a'P CU;asi PCUby P C aU. Por tanto, F es una familia de Cauchy.
Ahora supongamos que F es una familia de Cauchy. Sea V' € N (e) tal que
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VV~—! C U. Como F es una familia de Cauchy, existen P € F y a,b € G
tales que P C Vay P C bV. Se sigue que

PP ' CVaa 'V CU.
Anslogamente se puede probar que PP C U. ]
El lema anterior nos implica el siguiente resultado.
Lema 3.1.16. F e F ! = N(e) = F ! o F para cada F € G*.

Demostracion. Sea U € F o F~!. Entonces existen P € Fy R € F~! tales
que PR C U. Como R € F~!, se sigue que R~! € F y por ser F filtro,
tenemos que ) # PN R~! € F. En consecuencia e € PR C U. Por tanto,
U € N(e). Andlogamente, se puede demostrar que F ' ¢ F C A(e). Ahora
mostremos la otra contencién. Sea U € N(e). Como F es una familia de
Cauchy, por el lema anterior existe P € F tal que PP~* C Uy P'P CU.
Por tanto, F ¢ F~t = N(e) = F ! o F para cada F € G*. O

Definicién 3.1.17. Decimos que dos bases de filtros abiertos F; y F» estan
sincronizadas, si para cada Fy € F; y cada F, € JF;, se satisface que
FinFEy # 0.

El siguiente resultado muestra una de las propiedades bésicas de los filtros
canonicos.

Proposicion 3.1.18. Si F; y Fs son filtros que estdn sincronizados, donde
F1 es canonico y Fo es un filtro abierto de Cauchy, entonces F; C Fo.

Demostracion. Sea U € F;. Como JF; es contraible, existen P € F y V €
N (e) tales que PV C U. Podemos encontrar un W € N (e) tal que W=1W C
V. Como F3 es una familia de Cauchy, por la proposicion [3.1.3] existe b € GG
tal que bW € Fy. Se sigue que PNOW # () pues F; y F» estdn sincronizados.
Entonces b € PW =1 lo que implica que

bW C PW-'W C PV C U.
Por tanto, bW C U y concluimos que U € F,. Finalmente F; C Fs. O

El resultado anterior nos proporciona inmediantamente las siguientes pro-
piedades.
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Corolario 3.1.19. Sean F y F; dos filtros canonicos. Entonces se satisfacen
las siguientes condiciones:

i) Si Fi y Fo son sincronizados, entonces coinciden.

ii) Si Fi y Fo son distintos, entonces ezisten U € Fy y V € F; tales que
unv =0.

Lema 3.1.20. F e N(e) = F para cada F € G*.

Demostracién. Notemos que para cada V' € N (e), se tiene que F' C F'V para
cada F' € F. Se sigue que F C B ([FN(e)]). Porlo cual Fy B ([FN(e)]) son
sincronizados y por el corolario [3.1.19] obtenemos la igualdad deseada. [

Lema 3.1.21. Si Fy, Fy, F3 € G*. Entonces,
B([B([F1F2]) Fs]) = B([F1B ([F2F3])]) -

Demostracion. Sea U € B ([B ([F1F2]) Fs)). Existe O € [B ([F1F2]) F3] tal
que O C U. Como O € [B ([F1Fz]) Fs], podemos encontrar V' € B ([F1F3])
y F3 € F3 tales que O = VF;. Como V € B([Fi1F]), existen Fy € Fy y
F, € F; tales F1 Fy C V. De donde obtenemos que (F1F5)F3 C O C U. Como
(F1Fy) F3 = Fi(FyF3), se sigue que (F1F3)Fy € [F1B ([FoF3])] y, por tanto,
U € B([F1B ([F2F3])]). Similarmente se muestra la otra contencién. O

De los lemas anteriores obtenemos que e es una operacion de grupo en el
conjunto G* y el filtro canénico N (e) es el elemento neutro de G*.

Lema 3.1.22. N (z) e N(y) = N(zy).

Demostracion. Sea U € N (z) e N(y) = B ([N (x)N(y)]). Entonces existen
VeN(E)yWeN(y) tales que VIW C U y xy € VIW C U. Consecuente-
mente U € N (zy). Sea U € N (zy). Entonces xy € U y por la continuidad del
producto en G, existen V € N (x) y W € N (y) tales que VIW C U. Por tanto,
U € B(N(x)N(y)]) = N(z) e N(y). Por tanto, N'(x) e N'(y) = N(zy). O

Del lema anterior se sigue que:

i(vy) = N(zy) = N(z) e N(y).

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de grupos. Por consiguiente i(G) es un
subgrupo de G*. El siguiente lema, nos muestra cémo son los inversos en el
subgrupo i(G).
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Lema 3.1.23. (N (z))™' = N(a™!) para cada x € G.

Notemos que i es un isomorfismo del grupo G en el subgrupo i(G) de
G*. Vamos a definir una topologia en G* que satisfaga que G e i(G) sean
homeomorfos y, ademés, que la operacion e en G* sea continua. Denotemos
por T a la topologia de G. Para U € 7, definimos

U'={FeG:UceF}
Lema 3.1.24. Para cualesquiera U,V € T se satisfacen las siguientes pro-
piedades:
i) U*Ni(G) =i(U).
i) U'NnvV*=UnNnV)*
Demostracion.
i) UNi(G) ={F G :UecFInN{N(z): 2 € G} ={N(x) : 2 € U} = i(U).

i) Sea Fe U'NV*". Asi FeU*y FeV* porlocual U € FyV € F,
entonces U NV € F. De lo anterior, se sigue que F € (UNV)*. Sea F €
(UNV)*. Entonces UNV € F. Como UNV CU yUNV CV, se sigue
que U € F yV € F. Consecuentemente, F € U* y F € V*. Por tanto,
F € U*nV*. Concluimos que U*NV* = (UNV)*. O

Proposicién 3.1.25. §={U*: U € 7} es base de una topologia 7" en G*.

Demostracion.

i) Es claro que

Jv=c.

V*ep
ii) Sea U*,V* € (. Del inciso ii) de el lema [3.1.24] obtenemos que
unveo=UnV)-.
De i) y ii) concluimos que § es base de una topologia 7* en G*. O

Como 7* es una topologia en G*, podemos considerarnos la topologia
relativa al subespacio i(G). De el lema [3.1.24] obtenemos que

Tie) = 1iU) : U € 7}
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es la topologia relativa a i(G).

Como los abiertos de i(G) son los conjuntos i(U), donde U € 7. Entonces
1 es biyectiva sobre su imagen, continua y abierta. Por lo tanto, ¢ es un
homeomorfismo de G sobre el subespacio i(G) de G*

Ahora probaremos que con 7*, el grupo G* se convierte en un grupo
topoldgico.

Teorema 3.1.26. G* es un grupo topoldgico con la topologia T*.

Demostracion. Primero mostremos que la funcién inversion In: G* — G*
dada por In(F) = F~! es continua. Como la funcién inversién de G es un
homeomorfismo, para U € 7, U™! € 7. Afirmamos que (U*)~! = (U~1)*.
En efecto, sea F~' € (U*)~L. Por lo cual, F € U*, de esto se sigue que
U € F. Por consiguiente, U~! € F~1. Consecuentemente, F~1 € (U 1)*.
Para probar la otra contencion, sea F 1 € (U~!)*. Entonces U~! € F~!, por
lo que U € F. De lo anterior se deduce que F € U*. Por lo cual F~! € (U*)~L.
Asi queda mostrada la afirmacion. Entonces se satisface que

In(U*) = (U= U
Por tanto, la funcién In es continua. Ahora probemos que e es una funcién
continua. Sean Fi, Fy € G* y W* vecindad de F; @ F5. Como F; @ Fo € W™,
se tiene que W € F; @ Fy = B ([F1F2]). Por tanto, existen U € F; y V € Fy
tales que UV C W. Como U € F;yV € Fy, sesigue que F; € U*y Fo € V*.
Ahora afirmamos que

U'eV*={FieF:FLcU'y F, eV} CW*
En efecto, sea F; @ F» € U* o V*. Entonces UV € [ﬁlfg] Como UV C
W, se deduce que W € B ([.7:"1.7:"2]> = .7:"1 ° .7:"2. Por tanto, .7:"1 ° .7:"2 e W=,
Concluimos que U* ¢ V* C W*. Por lo tanto, e es continua. Como In y e son

continuas, (G*,7*) es un grupo topolégico. ]

Ahora note que por el lema [3.1.24] se tiene que U* Ni(G) = i(U) para
cada U € 7, por lo que i(G) es denso en G*.

Si ¢ es una familia de subconjuntos de G, denotamos por s(¢) a la familia
de todos los subconjuntos de G de la forma UPV, donde U,V € N(e) y
P € ¢. También denotamos por ¢(¢) a B(s(()).

Proposicién 3.1.27. Sea F un filtro de Cauchy en G. Entonces ¢(F) es un
filtro canonico en G contenido en F.
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Demostracién. Primero notemos que para cada F € Fy UV € N(e), se
tiene que F' C UFV. Se sigue que UFV € F. Entonces s(F) C F. Ademas,
notemos que cada elemento de s(F) es un conjunto abierto, por ser trasla-
cién de conjuntos abiertos. Ahora mostremos que s(F) es una base de filtro
abierto.

i) Primero notemos que s(F) # 0 pues F # (0 y como () ¢ F, entonces
0 ¢ s(F).

ii) Sean U1 F1 Vi, Uy FyVy € s(F) donde Uy, Us, Vi, Vo € N(e) y Fy, Fy € F. En-
tonces UNUs, ViNVa € N(e) y FiNFy € Fasi (U NUy) (Fr N E) (ViN,) €
S(F) y (U0 Uy) (Fy 1 Fy) (Vi N V) € (UhFVA) 0 (Us P V).

De i) y ii) concluimos que s(F) es una base de filtro abierto y ademés
s(F) C F. Por el lema[3.1.5] ¢(F) es un filtro de abiertos en G conteniendo
a s(F). Ahora mostremos que s(F) es una familia contraible.

Sea A € s(F). Entonces existen U,V € N(e) y F € F tales que A =
UFV. Por el teorema de Pontryagin, exiten Uy, V; € N (e) tales que UZ C U
y V2 C V. Consideremos B = U, FV; € s(F), de donde obtenemos que

U,BV, = UFVZ CUFV = A.

Por tanto, s(F) es contraible y por el lema concluimos que ¢(F)
es contraible. Por tltimo probemos que ¢(F) es una familia de Cauchy. Para
esto mostraremos que s(F) es una familia de Cauchy.

Sea V € N (e). Podemos encontrar W € N (e) tal que W3 C V. Como
F es un filtro de Cauchy, existen a,b € Gy A, B € F tales que A C alW' y
B C Wb. Asi aW, Wb € F pues F es filtro. Como aWa™t, b= *Wb € N (e),
se sigue que (aWa ™) (aW)W € s(F) y W(Wb)(b~'Wb) € s(F). Ademés,

W(Wb)(b~'Wb) = W3 C Vb

(aWa™)(aW)W = aW? C aV.

Por lo tanto, s(F) es una familia de Cauchy y por el lema , c(F) es
una familia de Cauchy. Por lo tanto, ¢(F) es un filtro abierto de Cauchy y
ademds es contraible, es decir, ¢(F) es un filtro candénico. Ahora mostremos
la contencién ¢(F) C F. Sea W € ¢(F). Entonces existen U,V € N(e) y
F e F tales que UFV C W. Como FF C UFV C W, se sigue que W € F.
Por tanto, ¢(F) C F. O
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Proposicion 3.1.28. Sean G un subgrupo denso de un grupo topolégico H
y F un filtro abierto en H. Si Fo ={W NG : W € F}, entonces se cumplen
las siguientes condiciones:

i) Fa es un filtro abierto en G sincronizado con F.

ii) SiF esuna familia de Cauchy en H, entonces Fg es una familia de Cauchy

en G.
iii) Si Fg converge en G, entonces F converge en H al mismo punto.

iv) Si F es un filtro canénico en H, entonces Fg es un filtro canénico en G.

Demostracion.

i) Notemos que F es la traza de F sobre G (ver la definicién[I.1.6). Entonces,
Fa es una base de filtro en GG. Como F es un filtro abierto en H, cada W € F
es abierto en H, se sigue que W N G es abierto en G para cada W € F.
Por lo cual, Fg es un filtro abierto. Ahora mostremos que Fg y F estan
sincronizadas. Sea U € Fg. Entonces existe V € F tal que U =V NG y sea
W e F. Como V.W € F, se sigue que VW € F y por ser VW abierto
en H y G denso en H, obtenemos que VNW NG # (. Consecuentemente
UNW # (. Por lo tanto, F¢ y F estan sincronizados.

ii) Sea W € N(e) en G. Entonces existe U € N(e) en H tal que W =UNG.
Como F es un familia de Cauchy, por el lema [3.1.15] existe F' € F tal que
FF-1 CUy F7'F CU. Ahora consideremos P = F NG € F¢. Entonces,
PP'C GNU =W y similarmente P~'P C W. Aplicando nuevamente el
lema [3.1.15] concluimos que Fg es un filtro de Cauchy en G.

iii) Recordemos que para cada W abierto en H y cada subespacio G denso

en H se tiene que W' = Wna". Ahora supongamos que Fg — g € G.
Denotemos por Ng(g) a las vecindades abiertas de g en G. Entonces, Ng(g) C
Fg. Mostremos que Ny(g) C F. Sea U € Ny(g). Por la regularidad de H
existe V€ Ng(g) tal que g € V C VI CU AV NG e Na(g) € Fe.
Entonces, existe W € F tal que VNG = W N G. Por lo dicho al principio
del parrafo se sigue que

wecwna =vna =7V cu.

Por tanto, U € F. Concluimos que Ny(g) C F, es decir, F — g.
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iv) Si F es un filtro candnico, entonces F es un filtro abierto de Cauchy y
ademas es una familia contraible. Como F es un filtro abierto de Cauchy,
por i) y ii) Fg es un filtro abierto de Cauchy. Sélo falta mostrar que F¢ es
contraible. Sea ANG € Fg con A € F. Como F es una familia contraible,
existen B € F, Uy V en N(e) que satisfacen que UBV C A. Notemos que
BNG e Fg; ademéas, UNG y V NG son vecindades de la identidad en G.
Se tiene que (UNG)(BNG)(VNG) C ANG. Por tanto, Fg es un filtro
canonico. [

Lema 3.1.29. Si F es un filtro de Cauchy en G y el filtro abierto B(F)
converge en G, entonces F converge en G.

Demostracion. Supongamos que B(F) converge a x en G. Entonces 5, C
B(F). Para cada U € f3,, existe F' € F tal que ' C U. Como F es filtro, se
sigue que U € F para cada U € .. Por tanto, 5, C F. Concluimos que F
converge en G. ]

El siguiente resultado juega un papel importante en la completez del
grupo topoldgico G*.

Proposicién 3.1.30. Sea (G, T) un grupo topolégico. Entonces, cada filtro
de Cauchy F en G* es convergente.

Demostracion. Por el lema anterior es suficiente considerar el caso cuando
F es un filtro abierto de Cauchy. Sabemos que para cada = € G, i(z) € G* y
ademds i(G) es un subgrupo denso en G*. Consideremos Fi) = {W Ni(G) :
W € F}. Por los incisos i) y ii) de la proposicién Fic) es un filtro
abierto de Cauchy en i(G) sincronizado con F. Como ¢ es un isomorfismo
topoldgico de G en i(G), se tiene que Fg =i ' (Fyq) = {i *(W)NG: W €
F} es un filtro abierto de Cauchy en G. Ahora denotemos por ¢ al conjunto
¢(Fg). Por la proposicién [3.1.27] ¢ es un filtro canénico en G contenido en
Fa, por lo que ¢ € G*.

Sea i(U) = U*Ni(G) € N(¢) una vecindad bésica de ¢, donde U € 7. Por
lo que ¢ € U*, se sigue que U € (. Entonces, existen F' € Fgy V,W € Ng(e)
tales que

FCVFW CU.

Consecuentemente, U € Fg, por lo que i(U) € Fj) para cada vecindad bési-
ca de (. Por tanto, Fj) converge a ¢ en G*. Del inciso iii) de la proposicién
3.1.28 concluimos que F también converge a ¢ en G*. O
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Un grupo topolégico G donde cada filtro de Cauchy converge es llamado
Raikov completo. Por lo tanto, podemos resumir los resultados y argumen-
tos de esta seccion de la siguiente manera:

Teorema 3.1.31. Para cada grupo topolégico G, existen un grupo topologico
G* Raikov completo y un isomorfismo topoldégico i de G sobre el subgrupo

denso i(G) de G*.

3.2. Propiedades de la completacion
de Raikov en grupos topolégicos

Ahora vamos a dar el teorema que nos indica que para un grupo topoldgico
G, el grupo topoldgico G* es tinico (salvo isomorfismos topologicos). Para esto
probaremos los siguientes dos resultados.

Lema 3.2.1. Sea g: G — H un homomorfismo continuo de grupos topologi-
cos. Si F es un filtro de Cauchy en G, entonces g(F) es una base para un
filtro de Cauchy en H.

Demostracion. Primero mostremos que g(F) = {g(F) : F' € F} es una base
de fitro en H.

i) Como F es filtro en G, se sigue que g(F) # 0y 0 & g(F).

ii) Sean g(U), g(V) € g(F). Como U,V € F, se sigue que U NV € F. Por
consiguiente g(U NV') € g(F) y ademas g(UNV) C g(U)Ng(V).
De i) y ii) concluimos que ¢g(F) es una base de filtro en H. Sea

Fu={F CH:3V e Ftal que g(V) C F}

el filtro generado por la base g(F) en H.

Ahora probemos que Fgy es una familia de Cauchy en H. Sea U una
vecindad abierta de la identidad en H. Como g es continua, se sigue que
g1 (U) es una vecindad abierta de la identidad en G. Como F es una familia
de Cauchy en G, existen a,b € Gy A, B € F tales que A C ag '(U) y
B C g~ }(U)b. Por ser g homomorfismo, obtenemos lo siguiente

9(A) C glag~"(U)) = g(a)g(g~ " (U)) C g(a)U

9(B) C g(g7"(U)b) = g(g7"(U))g(b) C Ug(b).
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Como g(A),g(B) € g(F) y g(a),g(b) € H, concluimos que F es un familia
de Cauchy en H. De lo anterior, se tiene que Fy es un filtro de Cauchy en
el grupo topoldgico H. ]

En la siguiente proposicién presentamos una de las propiedades més im-
portantes de los grupos topoldgicos Raikov completos. Para demostrar dicha
proposicion necesitamos el siguiente lema cuya demostracion es inmediata.

Lema 3.2.2. Sean F| y F» filtros abiertos sincronizados en un espacio Haus-
dorff X. St Fy converge a x y JFy converge a y, entonces x =y.

Proposicion 3.2.3. Sea G un subgrupo denso de un grupo topolégico H y
g: G — K un homomorfismo continuo de G a un grupo Raikov completo K.
Entonces g admite una extension a un homomorfismo continuo g*: H — K.

Demostracidén. Para cada z € H. Sea Ny(2) la familia de todas las vecinda-
des de z en H. Consideremos F, = {UNG : U € Ny(z)}. Como Ng(z) es un
filtro de Cauchy en H, por la proposicién F. es un filtro de Cauchy
en G. Por el lema [3.2.1] se sigue que g(F.) = {g(P) : P € F.} es base para
un filtro de Cauchy F en K.

Como K es Raikov completo, F converge a y para algin y € K. Definamos
g*: H — K dada de la siguiente manera ¢g*(z) = y para cada z € H. Como
K es Hausdorff, se sigue que la funcién esta bien definida. Ahora probaremos
que g* es una extensiéon de g a H, es decir, g*(z) = g(z) para cada z € G.
En efecto, sea z € GG. Es claro que F, — 2z y por la continuidad de g se tiene
que g(F.) — g(z). Se sigue que g*(z) = g(z) para cada z € G. Por tanto, g*
es una extensién de g a H.

Para mostrar que g* es continua, es suficiente probar que para cada A C

G, se cumple la siguiente contencién g* (A7) C g(A) . Sean z € Ay g*(2) =
y. Sea 04 = {UN A :U € Ny(z)}. Por como esta definida ¢4, se sigue que
d4 es un filtro abierto de Cauchy en G, pues Ny(z) es un filtro abierto de
Cauchy en H.

Por el lema|3.2.1}, g(d4) es base de un filtro de Cauchy F; en K. Por como
hemos definido a g*, se tiene que JF; converge a y € K. Como F; converge
a y, obtenemos que Nk (y) C F;. Como ¢(d4) es base de Fi, se sigue que
para cada U € Nk(y), existe V € 4 tal que g(V) C U. Como V € dg4,
existe W € Ny(z) tal que V.= W N A. Asi que g(W N A) C U. Ademss,

g(W N A)Cg(A). Porlo cual g(WNA) CUnNg(A). Por tanto, y € g(A)
Con lo cual ¢g* es continua.
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Ahora probemos que g* es un homomorfismo. Supongamos que existen
a,b € H tales que g*(ab) # g*(a)g*(b). Sean O y W vecindades abiertas
disjuntas de ¢g*(ab) y g*(a)g*(b) en K, respectivamente. Consideremos U y
V' vecindades abiertas de g*(a) y ¢g*(b) en K, respectivamente, tales que
UV C W. Por la continuidad de g* y de la multiplicacién en H podemos
encontrar vecindades U; y Vi de a y b en H, respectivamente, tales que
g"(Uy) C U, g* (V1) CVyg*"(U;V}) € O. Como G es denso en H, existen
ay, € UyNGyb € ViNG. Como g es homomorfismo y ¢g* coincide con g en
G, se tiene que

g*(arby) = g(ar1by) = g(a1)g(by) = g*(a1)g*(b1) € UV C W.

Por otro lado, g*(a1b1) € ¢*(U1V1) C O. Se sigue que g*(a1b1) € ONW # ().
Por tanto, g* es un homomorfismo. O]

Proposicion 3.2.4. Sea g: G — H un isomorfismo topoldgico de grupos
topoldgicos, donde Gy H son subgrupos densos de grupos Raikov completos
G* y H*, respectivamente. Entonces g admite una extension continua a un
isomorfismo topoldogico g*: G* — H*.

Demostracion. Por la proposicién anterior podemos extender a g: G — H*
a un homomorfismo continuo ¢: G* — H*. Similarmente g~': H — G*
admite una extensién a un homomorfismo continuo ¢: H* — G*. Entonces
la restricciéon a G de 1) o ¢ es la identidad en G y la restriccion a H de
w o1 es la identidad en H. Por lo tanto, ¢ o ¢ es la identidad en G* y p o
es la identidad en H*. Asi concluimos que ¢: G* — H* es un isomorfismo
topologico. O]

El siguiente teorema nos muestra la unicidad de la completacion de Ratkov,
salvo isomorfismos topoldgicos.

Teorema 3.2.5. Sean G un grupo topologico, Hy y Hy grupos topoldgicos
Raikov completos tales que G es un subgrupo denso de Hy y Hy. Entonces
existe un isomorfismo topoldgico ¢: Hy — Hy tal que ¢(g) = g para cada
geqG.

Demostracion. Sea Id: G — G laidentidad en G. Como Id es un isomorfismo
topoldgico, aplicando la proposicién anterior se concuye el resultado. O

Sea G un grupo topoldgico. Desde este momento denotaremos al grupo
topolégico Raikov completo G* por pG y G siempre sera identificado con

i(Q).
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Proposicion 3.2.6. Para cualquier grupo topologico G, ppG = pG. En par-
ticular, G es Raikov completo si y solo si pG = G.

Demostracion. Sabemos que G es un subgrupo denso de la completacion de
Raikov pG de G. Ademas pG es un subgrupo denso ppG. Entonces G es un
subgrupo denso del grupo Raikov completo ppG. Por el teorema |3.2.5] existe
un isomorfismo topolégico ¢: pG — ppG tal que ¢(g) = g para cada g € G.
Por tanto, pG = ppG. [

Corolario 3.2.7. Sean G un subgrupo denso de un grupo topolégico H. En-
tonces existe un isomorfismo topolégico iy de H sobre un subgrupo de la
completacion de Raikov pG de G tal que ig(g) = g, para cada g € G.

Demostracion. Como G es denso en H, se sigue que G es un subgrupo denso
de pH. Como pH y pG son Raikov completos y tienen a G' como subgrupo
denso, existe un isomorfismo topolégico p: pH — pG tal que ¢(g) = g para
cada g € G, por el teorema[3.2.5 Como G es subgrupo de H y H es subgrupo
de pH, podemos tomarnos a iy = ¢|g: H — @(H). De lo anterior, se sigue
el resultado. O

El resultado que se acaba de demostrar nos dice que todos los grupos
topologicos H que contienen un subgrupo denso GG, pueden identificarse con
los subgrupos de pG tales que G C H C pG. Esta identificacion se utilizard
de ahora en adelante.

El siguiente resultado es un caso especial de la proposicién y esta-
blece una propiedad bésica de la completacién de Raikov.

Corolario 3.2.8. Cada homomorfismo continuo de grupos topologicos f: G —
H pueden extenderse a un homomorfismo continuo pf: pG — pH.

El siguiente corolario complementa a la proposicion [3.2.4]

Corolario 3.2.9. Sean f: G — H un homomorfismo continuo de grupos
topoldgicos y D un subgrupo denso de G. Si la restriccion g = f|p: D — f(D)
es un isomorfismo topoldgico, entonces f: G — f(G) es un isomorfismo
topoldgico.

Demostracion. Por el corolario anterior, f admite una extension f*: pG —

pH, donde f* es un homomorfismo continuo. Sean £ = f(D) y K = POl
Entonces E es un subgrupo denso de un grupo Raikov completo K y D
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es un subgrupo denso al grupo Raikov completo pG. Como g = f|p es un
isomorfismo topologico, D es un subgrupo denso en pG y E es denso en K,
g tiene una extensién ¢g*: pG — K por la proposicién [3.2.4] Como ¢* y f*
coinciden un conjunto denso y K es Hausdorff, se sigue que f* = ¢g*. Por
tanto, f* es un isomorfismo topolégico de pG a K. Consecuentemente f es
un isomorfismo topolégico de G a f(G).

O

El corolario anterior no se satisface en todo espacio topoldgico. Si consi-
deramos una funcién continua ¢g: I — T donde I = [0,1] y T es el circulo
definida por g(r) = €™ para cada x € I. La restriccién g al subespacio
denso (0,1) de I es un homeomorfismo de (0, 1) al subespacio T \ {1} de T.
Sin embargo, g no es un homeomorfismo pues g(0) = g(1) = 1.

El siguiente teorema nos muestra cémo obtener la completacion de Raikov
de un subgrupo en un grupo topolégico Raikov completo.

Teorema 3.2.10. Sean (G, T) un un grupo topoldgico Raikov completo y H

un subgrupo de G. Entonces, H' es Raikov completo.

Demostracidn. Sean F un filtro de Cauchy en H y F¢ la extensién de F a
G, es decir,
Fo={F CG:3B € Ftal que B C F}.

Ahora veamos que F¢ es una familia de Cauchy para concluir que es un filtro
de Cauchy en G. Sea V € Ng(e); claramente V N H € N(e). Como F es
una familia de Cauchy, existen a,b € H y A, B € F tales que

ACa(VNH) CaV

BC (VAH )bC Vb

Se sigue que Fg es un filtro de Cauchy en GG. Como G es Raikov completo, se
deduce que F¢ converge a algin g € G. Es decir, la familia 57, de vecindades
de g en G esta contenida en Fg. Ahora mostremos que F converge a g. Sea
U € pZ+, porloque U = VNH,donde V € g% C F. Entonces, existe F' € F
tal que F* C V, por lo que FF C U. Asi U € F y se sigue que ﬁgﬁT C F. Por

tanto, F converge a g. Como H' es cerrado, se sigue que g € H ' . Finalmente,
H' es Ratkov completo. O
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El siguiente resultado nos garantiza que la propiedad de ser Raikov com-
pleto se hereda a subgrupos cerrados.

Corolario 3.2.11. 5i G es un grupo Raikov completo y H un subgrupo ce-
rrado de GG, entonces H es Raikov completo.

A continuacion daremos una caracterizacién de los grupos topoldgicos
Ratkov completos.

Proposicion 3.2.12. Un grupo topolégico es Raikov completo si y solo si es
cerrado en todo grupo topologico que lo contenga como subgrupo.

Demostracion. Sean GG 'y H grupos topoldgicos tales que H < Gy H es
Raikov completo. Mostremos que H es cerrado en G. Sea h € H. Entonces
existe una red {h,}wco en H tal que h, — h. Sea F el filtro generado
por la red {h,}wecq, es decir, una base para F es {F,, : wy € 2}, donde
F,, = {he : w > wp}. Notemos que F es un filtro de Cauchy en H y por ser
H Raikov completo, F — hg € H. Sin embargo, h,, — h, por lo que F — h.
Concluimos que h € H. Por tanto, H es cerrado en G.

Ahora mostremos el reciproco. Sea H un grupo topoldgico que es cerrado
en cada grupo topolégico que lo contiene. Como H es un grupo cerrado y
denso en pH, se sigue que H = pH. [

El siguiente resultado nos dice que la propiedad de ser Raikov completo
se preserva bajo productos arbitrarios.

Teorema 3.2.13. Cada producto topolégico G =[]
completos es Raikov completo.

.1 Gi de grupos Raikov

Demostracion. Sea JF un filtro de Cauchy en G. Por el teorema [1.1.11] existe
un ultrafiltro G sobre G que contiene a F. Como F es un filtro de Cauchy, se
sigue que G también es un filtro de Cauchy. Para cada ¢ € [, sea m;: G — G|
la proyeccién canénica. Por el lema[3.2.1] la familia 7;(G) = {m(F) : F € G}
es base de un filtro de Cauchy F; en GG;. Como G; es Raikov completo, F;
converge a algin b; € GG;. Denotemos por b al punto en G con la propiedad
de que m;(b) = b; para cada i € I. Como F; converge a b; para cada i € I,
concluimos que 7; ' (V) N F # () para cada vecindad V de b; en G; y cada
F € G. Como G es un ultrafiltro, se sigue que 7Ti_1<V) € G para cada i € [.
Afirmamos que G converge a b. En efecto, sea O una vecindad de b en G.
Como O es abierto, existe un bésico U = 7; '(Uy) N7y, (Uz) 7t NNy (Uy)
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tal que U C O, donde i, € I, b;, € Uy y Uy, es abierto en G;, para cada k < n.
Por lo anterior, tenemos que O, = 7T7;1(Uk) € G para cada k € {1,...,n}.
Como @G es un filtro, se sigue que U = O;NO0;N---NO,, € G. Como U C O, se
sigue que O € G. Por tanto, G converge a b. Como F C G y G es Hausdorff,
se tiene que JF converge a b. Por lo tanto, G es Raikov completo. O]

Corolario 3.2.14. Sea G = [[,.; G; el producto de grupos topoldgicos. En-
tonces pG es topologicamente isomorfo al producto ], ; pGi.

Recordemos que un espacio Tychonoff X es llamado Cech-completo
si X es homeomorfo a un conjunto Gy en un espacio compacto. Un grupo
Cech-completo es un grupo topoldgico el cual es un espacio Cech completo.

Un subconjunto A del espacio X es magro en X si A es la unién de una
familia numerable de conjuntos densos en ninguna parte en X. Decimos que
A C X es cast abierto en X si existen conjuntos magros By C en X tales
que (A\ B)UC es un abierto en X.

El siguiente lema tiene una aplicacién importante para demostrar que
todo grupo Cech-completo es Raikov completo.

Lema 3.2.15. Sea A un subconjunto casi abierto mo magro de un grupo
paratopoldgico G. Entonces AA™' y A=Y A son vecindades de la identidad en
G.

Demostracion. Si A no es magro en GG, entonces GG no es magro en si mismo.
Afirmamos que cada subconjunto abierto no vacio de G no es magro. En
efecto, supongamos lo contrario, es decir, que GG contiene a un subconjunto
abierto y magro U no vacio. Como G es homogéneo, podemos suponer que la
identidad de G esta en U. Denotemos por 7 a la familia maximal disjunta de
subconjuntos abiertos de GG de la forma xV', dondee € V C U y x € G. Como
las traslaciones izquierdas en GG son homeomorfismos, todos los elementos de
~ son magros en GG. Ademads, de la maximalidad de 7 se tiene que O = | ] es
denso en G, por lo que F' = G\ O es un conjunto denso en ninguna parte en
G. Sea v = {W, : i € I}. Notemos que 7 es una familia localmente finita de
abiertos. Para cada i € I, existe una familia {B,,, : n € w} de subconjuntos
densos en ninguna parte de G tales que W; = Unew B;,. Como B;,, C W,
{Bin :i € I} es una familia localmente finita; se sigue que C,, = {J,c; Bin
es denso en ninguna parte para cada n € w (ver el ejercicio 1.3.B de [41]).
Claramente, G = F U], o, Cn lo que contradice que GG no es magro en si
mismo. Por tanto, cada subconjunto abierto no vacio de G no es magro.
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Para cada subconjunto casi abierto B de G, denotamos por B* a la union
de todos los subconjuntos abiertos U en G para el cual U \ B es magro en G.
Es claro que si B y C son conjuntos casi abiertos tales que B C C', se tiene
que B* C C*.

Afirmacién: Sean B y C conjuntos casi abiertos de Gy x € G. Entonces,
(xB)*=zB*y (BNC)*=B*NC".

Laigualdad (zB)* = xB* es evidente del hecho que la traslacién izquierda
es un homeomorfismo en G. Para mostrar que (BN C)* = B* N C*, primero
note que (B N C)* C B* N C*. Entonces sélo probaremos que B* N C* C
(BN C)*. Siy e B*NC*, podemos encontrar U y V', subconjuntos abiertos
en G, tales que y € UNV y los conjuntos U \ By V' \ C son magros en G.
Como (UNV)\(BNC) C (U\B)U(V\C), sesigue quey € UNV C (BNC)*.
Por tanto, B* N C* C (BN C)*. Concluimos que (BN C)* = B*N C*.

Sea z € G. Por la afirmacion anterior, se tiene que zA*NA* = (zANA)*.
Si zA* N A* # (), se sigue que zA N A # (). Por tanto,

AAY ' ={reG:rANA £V C{reG:2ANA#D} = AA"

En otras palabras, el conjunto AA™! contiene a la vecindad abierta A*(A*)™*
de la identidad en G (note que A* # () pues A no es magro en G). Utilizando
un argumento similar se puede mostrar que A~'A también es una vecindad
de la identidad en G. O

Teorema 3.2.16. Si un grupo topologico G contiene un subconjunto abierto
no vacio Cech-completo, entonces G es Raikov completo. En particular, cada
grupo Cech-completo es Raikov completo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio Cech-completo de G.
Entonces, U no es un conjunto magro en si mismo (por el teorema 3.9.3
de [II]). Denotemos por pG a la completacién de Raikov de G. Sea X la

compactificacién de Stone-Cech del espacio pG. Denotemos por C a T
Como C' es compacto y U es un subespacio Cech-completo de C, se sigue que
C'\ U es un conjunto F, en C (por el teorema 3.9.1 de [I1]). En particular,

[T \ U es un conjunto F, en pG. Como U es denso en UPG, se conluye que
[T \ U es un conjunto magro en Tc y en pG. Por la misma razén U no es
magro en ninguno de los espacios C, T y pG. Ahora note que T contiene
al subconjunto abierto V = pG \ (WPG) de pG y U C V. Notemos que

U es denso en V' y en consecuencia, V' \ U es magro en V', por lo que V' \ U
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es magro en pG. Por tanto, V = (U \ 0) U(V \ U), es decir, U es un conjunto
casi abierto no magro de pG.

Por el lema el conjunto UU ! C G es una vecindad de la identidad
en pG. Por tanto, G' es un subgrupo abierto y cerrado de pG. Luego, G = pG.
Concluimos que G es Raikov completo. n

Corolario 3.2.17. Cada grupo topolégico localmente compacto G es Raikov
completo.

Corolario 3.2.18. Todo grupo topolégico completamente metrizable es Raikov
completo.

Proposicion 3.2.19. Para cualquier grupo topologico metrizable G, su com-
pletacion de Raikov pG es metrizable.

Demostracion. Como G es un subgrupo denso de pG y G es metrizable, se
. .y, —pG .
sigue de la proposicion |1.3.16| que G = pG es metrizable. [

Recordemos que un grupo topoldgico G es precompacto si para cada
U € N(e) se tiene que AU = G para algin subconjunto finito A de G;
equivalentemente, UB = G para algin subconjunto finito B de G. En el
siguiente resultado se da una caracterizacion de compacidad utilizando la
propiedad de ser Raikov completo.

Proposicién 3.2.20. Todo grupo topologico Raikov completo y precompacto
es compacto.

Demostracion. Sean G un grupo topoldgico Raikov completo y precompacto
y F un ultrafiltro de GG. Para demostrar que GG es compacto probaremos que
F converge en G (ver el teorema 17.4 de [41]). Sea U € N (e) fijo. Como G
es precompacto, podemos encontrar as, . ..,a, € G tales que G = J;_, a;U.
Como F # 0, existe F € F, por lo que F' C |J_, a;U. Consecuentemente,
Ui, aU € F. Como F es ultrafiltro, se tiene que ;U € F para algin
i € {1,...,n}. De manera similar podemos podemos encontrar b € G tal
que Ub € F. Se deduce que F es una familia de Cauchy en G, por lo que es
un filtro de Cauchy en G. Como G es Raikov completo, F converge a algin
punto en GG. Por tanto, G es compacto. n

Corolario 3.2.21. Un grupo topologico G es compacto si y solo si G es
precompacto y Raikov completo.



CAPITULO 3 59

Existe una relacién natural entre los grupos Raikov completos y los espa-
cios uniformes completos. Para establecer esta relacién recordemos los con-
ceptos necesarios de la teoria de espacios uniformes completos.

Sea (X,U) un espacio uniforme. Un filtro F de subconjuntos de X es
llamado de Cauchy en (X,U), si para cada U € U, existe I € F tal que
F x F CU. El espacio (X,U) es completo si cada filtro de Cauchy en (X,U)
converge a algiin punto de X.

Teorema 3.2.22. Cada grupo topologico G es Raikov completo si y sélo si

el espacio uniforme (G, B) es completo, donde B es la uniformidad bilateral
en G.

Demostracion. Supongamos que el grupo G es Raikov completo. Tenemos
que verificar que cada filtro de Cauchy F en (G, B) converge. Sea V una
vecindad simétrica de e en G. Entonces

Oy ={(z,y) e GXxG:yecxzVNVzx} € B.

Como F es filtro de Cauchy en (G, B), existe F' € F tal que F' x F C Oy.
Si x € F, entonces F© C zV N Vx. De lo anterior se sigue que F es una
familia de Cauchy y, por tanto, un filtro de Cauchy en G. Como G es Raikov
completo, F converge a algin punto en G. Por tanto, el espacio uniforme
(G, B) es completo.

Ahora mostremos el reciproco. Supongamos que el espacio uniforme (G, B)
es completo. Para mostrar que el grupo G es Raikov completo, probare-
mos que cada filtro de Cauchy F en G, también es un filtro de Cauchy
en (G,B). Sea F un filtro de Cauchy en G. Si U € B, existen vecinda-
des simétricas V 'y W de e en G tales que V C U y W? C V. Como
F es un filtro de Cauchy en G, se sigue que existen a,b € Gy F € F
tales que F© C aW N Wb. Sean = y y elementos en F' arbitrarios. Como
W es simétrico, tenemos que a 'z € W, z7la € W y a™ly € W. De
donde obtenemos que z7'y = (z7'a)(a"'y) € W? C V. En consecuencia,
y € xV Similarmente, 2b=t € W, yb=! € W y by~! € W. Se sigue que
ry ' = (zb1)(by™t) € W2 C V. Consecuentemente, y € Vz. Deducimos que
(z,y) € V. Esto prueba que F' x F' C U. Es decir, F es un filtro de Cauchy
en (G,B). Como (G, B) es completo, F converge a algtin punto en G. Por
tanto, GG es Raikov completo. [
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Capitulo 4

Completacion de Raikov de un
grupo paratopolégico

En este capitulo describimos una construccién que extiende la completa-
cién de Raikov a grupos paratopoldgicos Ty. Compararemos algunos resulta-
dos de la completacion de grupos topologicos con la completacién de grupos
paratopoldgicos. Para la construccién de la completacion de Raikov de gru-
pos paratopoldgicos necesitaremos nociones del grupo correflexion. Por lo que
este capitulo empieza con la seccién de grupos topoldgicos correflexion.

4.1. Grupo topolégico correflexion

Dado un grupo paratopolégico podemos asignarle de forma natural un
grupo topoldgico de la siguiente manera:

Sea un grupo paratopolégico G con topologia 7. Definimos la topologia
conjugada 7' en G por

Tl ={U":Uer}

Entonces G' = (G,77') también es un grupo paratopoldgico y ademds la
funcién inversién In : (G,7) — (G, 77') es un homeomorfismo. Por lo que G
y G’ son homeomorfos. El supremo 7% = 7V 77! es una topologia de grupo
topolégico en G. Llamamos a G* = (G, 7%) el grupo correflexion a G. Por
como estd definido 7" podemos observar de manera inmediata que 7 es la
topologia mas gruesa que hace a G un grupo topoldgico que contiene a 7.

61
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El siguiente resultado nos dice cémo obtener una base local de e en G* a
partir de una base local de e en G.

Proposicién 4.1.1. Sea G un grupo paratopolégico con topologia T. Si B es
una base local de la identidad e en G, entonces

{UN Ul.Ue B}
es una base local de la identidad en G*.

Demostracion. Sea V € 7* una vecindad de la identidad e en G*. Si V' € T,
existe U € Btalquee c UNU T CV.SiV €771, sesiguiequeec V-1t er.
En consecuencia, existe U € 8 tal que e € UNU~! C V. Concluimos que
{UNU™': U € B} es una base local de la identidad en G*. O

De la proposicion anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 4.1.2. Si (G, 7) es un grupo paratopoldgico, entonces {UNU! :
e € U e 1} forma una base de vecindades de la identidad e € G*.

El siguiente lema relaciona las propiedades de un grupo paratopoldgico
G con las del grupo paratopoldgico G’.

Lema 4.1.3. 5i G es Ty, entonces su grupo correflexion es topologicamente
isomorfo a {(x,27') € G x G' : z € G}.

Demostracién. Denotemos por F a {(z,27') € G x G’ : * € G}. Ahora
consideremos a la funcién identidad Id: G* — G y a la funcién inversion
In: G* — G'. Note que estas funciones son funciones continuas. Asi {I/d, In}
es una familia de funciones continuas que separa puntos, pues si g1 v ¢o
son elementos distintos del grupo G*, entonces Id(g;) # Id(gs). Ademds, la
familia {Id, In} tabién separa puntos de conjuntos cerrados, pues si K es un
cerrado en G* y g € G* son tales que g ¢ K, entonces g = Id(g) ¢ Id(K) .
Por el teorema de la diagonal (ver el teorema 2.3.20 de [I1]), concluimos
que f: G* — F definida por f(z) = (z,27') es un homeomorfismo. Ahora
note que f es un isomorfismo topoldgico, por lo que concluimos que F' es
topologicamente isomorfo a G*. O

El siguiente resultado nos dice que G y G* comparten algunas propiedades
topoldgicas.
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Proposicion 4.1.4. Sea G un grupo paratopologico Ty. Si G es primero
(segundo) numerable, entonces G* también es primero (sequndo) numerable.

Demostracion. Si G es primero (segundo) numerable, entonces G’ también
es primero (segundo) numerable. Por lo que G x G’ es primero (segundo)
numerable. Por tanto, G* es primero (segundo) numerable por el lema

[

Los siguientes resultados nos dicen cémo se comporta la topologia 7* en
subgrupos y en productos.

Proposicién 4.1.5. Sea (G, 7) un grupo paratopolégico y H un subgrupo de
G. Entonces, (7*)|g = (7|n)*.

Demostracion. Sea U € 1. Como se cumple que
(UNH)N(U'NnH)=(UNU")NH,
se sigue la igualdad deseada. [

Proposicién 4.1.6. Sea {G; : i € I} una familia de grupos paratopolégicos.
St G = [],c; Gi, entonces se cumple que G* =[], G7.

Demostracion. Para mostrar que G* = [[..; G; veremos que la topologia 7,
donde 7 es la topologia en GG, coincide con la topologia producto de la familia
de topologias {7/ : i € I'}, donde 7; es la topologia de G;. En efecto, sea U un
abierto basico de la identidad en G*. Entonces U tiene la forma de WNW !,
donde W es un abierto bésico de la identidad en G. Entonces W = [].., W5,
donde W; es un abierto en G; y W; = G, para cada j € I, excepto en un
nimero finito de indices. Asi que

-1
U=wnw'=][w:n (HW) =[[win][w: " =[winw; .

el el el i€l el

De la igualdad anterior podemos concluir que la topologia 7 coincide con
la topologia producto de la familia de topologias {7 : i € I}. Por tanto,
G* =1L Gi- O

El siguiente resultado nos dice que podemos extender homorfismos con-
tinuos de grupos paratopolégicos a homomorfismos continuos de sus grupos
de correflexion.
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Proposicién 4.1.7. Si f: (G,7) — (H,v) es un homomorfismo continuo
de grupos paratopolégicos, entonces induce un homomorfismo continuo de
grupos topoldgicos f*: G* — H*.

Demostracion. Definimos f*: G* — H* por f*(g) = f(g) para cada g en G.
Por como estda definida f*, se sigue que es un homomorfismo. Veamos que f*
es continua. Sea U NU™! € v* con ey € U € v. Entonces,

(Y HUNUT = ) Y
G CRE

Por tanto, f* es un homomorfismo continuo de grupos topolégicos. O]

El siguiente resultado nos dice que si el grupo de correflexién de un grupo
paratopoldgico G es Hausdorff, entonces G es Tj.

Lema 4.1.8. Sea (G,7) un grupo paratopologico. Si (G,7*) es Hausdorff,
entonces (G, 1) es Tj.

Demostracion. Sean z,y € G tales que x # y. Como (G, 7*) es Hausdorff,
existen Uy Venttalessquex e UNU L, ye VNV yeUnNU 'y
r ¢ VNVt Sesigue que (G,7) es Tp. O

Los siguientes conceptos y resultados juegan un papel importante en la
demostracién del teorema 318

Sea GG un grupo paratopologico. G es llamado w-estrecho si para cada
vecindad abierta V' de la identidad e en G, existe un subconjunto numerable
C de G tal que CV = G = V. Si ademas, el grupo de correflexién G* es
w-estrecho, diremos que G es totalmente w-estrecho. Podemos notar que
todo grupo paratopolégico segundo numerable es w-estrecho.

Proposicién 4.1.9. Sea G un grupo topologico. St G es primero numerable
y w-estrecho, entonces G es sequndo numerable.

Demostracion. Sea {U, : n € N} una base numerable de la identidad e en
un grupo topoldgico w-estrecho G. Para cada n € N, existe C,,, subconjunto
numerable de G, tal que C,U, = G. Entonces la familia § = {zU, : n €
N, z € C,,} es numerable y afirmamos que [ es base del grupo G. En efecto,
sea U una vecindad de un punto g en G. Podemos encontrar k, m € N tales
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que gUy C U y U 'U,, C U. Como C,U, = G, existe v € C,, tal que
g € 2U,,. Por lo que = € gU,.*. Entonces,

tUp C (9U") Un = 9(U,,'Uyn) C gUx C U.

De lo anterior podemos concluir que  es una base numerable de G. Por
tanto, GG es segundo numerable. O

El resultado anterior es falso para grupos paratopoldgicos, pues la recta de
Sorgenfrey es primero numerable y w-estrecho pero no es segundo numerable.
Por otro lado, la proposicién serd una extension de la proposicién
a grupos paratopolégicos. Para ello necesitaremos el siguiente resultado.

Sea X un espacio topolégico. La familia {K; : i € I} de subconjuntos de
X es una red del espacio X que cumple que para cada abierto U en X y para
cada x € U existe ¢ € I tal que x € K; C U. Decimos que X tiene peso de
red numerable si tiene una red topoldgica numerable.

Proposicion 4.1.10. Cada grupo paratopologico primero numerable con peso
de red numerable es sequndo numerable.

Demostracion. Sean 3 una base numerable de e en G’y .S una red topoldgica
numerable. Por la continuidad del producto en G, la familia {VP : V €
B, P € S} es una base numerable en G. O]

Proposicion 4.1.11. Sea G un grupo paratopologico. Si G es primero nu-
merable y totalmente w-estrecho, entonces G es sequndo numerable.

Demostracion. Como G es primero numerable, por la proposicion 4.1.4] sa-
bemos que G* es primero numerable. Por hipdtesis tenemos que G* es un
grupo topolégico w-estrecho y de la proposicion se sigue que G* es
segundo numerable, es decir, tiene una base numerable. Esta base es una red
topologica numerable para G, pues la funcién identidad de G* sobre G es
continua. Por tanto, G es primero numerable con peso de red numerable y
por la proposicion [4.1.10], concluimos que G es segundo numerable. O]

4.2. Extension de topologias de subgrupos a
grupos paratopoldogicos

Recordemos que un grupo topoldgico Hausdorff G' es Raikov completo si
y s6lo si es completo en la uniformidad bilateral (ver el teorema|3.2.22)). Esta
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uniformidad es generada por la familia de entornos
{(z,y) e G xG:2€UynyU}, donde U € N (e).

Sabemos que cada grupo topoldogico Hausdorff G es un subgrupo denso de
un grupo topolégico Ratkov completo pG, el cual es tinico salvo isomorfismos
topoldgicos. Este tinico grupo topolégico pG es llamado la completacién de
Raikov de GG. En este capitulo extenderemos la construccion de la completa-
cién de Raikov para todos los grupos paratopoldgicos Ty. Asi que en el resto
de la tesis los grupos paratopoldgicos que trabajaremos seran Tj.

Un grupo paratopolégico (G, 7) es x-completo si su grupo correflexion
(G, 7*) es Hausdorff y Raikov completo.

Como consecuencia del lema [£.1.8] podemos concluir que cada grupo pa-
ratopolégico x-completo es Tj.

Si un espacio topoldgico (X, 7) satisface el axioma de separaciéon T, de-
cimos que 7 es una topologia 7. En particular, si (X, 7) es regular, decimos
que 7 es regular. Dada una topologia 7 en un grupo G, denotamos por 7, a
la familia de los elementos de 7 que contienen a la identidad e de G.

Dado un espacio topoldgico (X, 7), decimos que A es un abierto regular
en (X,7) siint (Z) = A. Se puede probar que los abiertos regulares tienen
la forma int (U), donde U es abierto en X. Stone y Katétov consideraron
la topologia 7. en X generada por todos los abiertos regulares del espacio
(X, 1), es decir, 7y, estd generada por la siguiente familia:

{int (U) : U € 7}.

Esta topologia es llamada la semirregularizacion de la topologia 7. Es
facil ver que la semirregularizacion de un espacio topolégico Hausdorff es
Hausdorff, pero en grupos paratopoldgicos se cumple lo siguiente.

Teorema 4.2.1. Sea (G,T) un grupo paratopolégico Hausdorff. Entonces
(G, Ts) €s un grupo paratopolégico regular.

Demostracion. Para ver que (G, 7g.) es un grupo paratopolégico, mostrare-
mos que la familia 8. = {int (U) : U € 7.} satisface las condiciones de
Pontryagin para grupos paratopoldgicos (ver el teorema .

i) Sea int (U) € fe. Como U € 7.y (G, T) es un grupo paratopoldgico, existe
V € 1. tal que V2 C U. Por la continuidad de la multiplicacién en G, se tiene
que v C U. Se sigue que

int <72> Cint (U) .
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Ahora note que int (7)2 C 72, como int(V)? es un abierto contenido en 72,
se tiene que

(int (V)" C int (V*) Cint (1) .

ii) Sean int (U) € Py x€int (U) Como int (U) es un abierto en G y G es
un grupo paratopoldgico, existe V € N (e) tal que Vi C int (U) Por tanto,

int (V) € int (int(T) ) = int ()

Como las traslaciones son homeomorfismos, se tiene que Vx = Vi, entonces
se puede deducir que

int (V) & = int (V) C int (int(T) ) = int (7).
iii) Se satisface esta propiedad pues las traslaciones derechas e izquierdas son
homeomorfismos de G en G.

iv) Se cumple la propiedad iv), pues la interseccién de dos abiertos regulares
es un abierto regular.

De i)-iv) concluimos que (G, 7y,) es un grupo paratopolégico.

Como (G, 1) es Hausdorff, se sigue que (G, 7.) es Hausdorff. Ahora pro-
bemos que (G,7s) es T3. Como ya es Hausdorff, sélo hace falta ver que
(G, 7s) es regular. Sea U € (.. Por el problema 1.7.8 de [11], los abier-
tos regulares en (G, 7) coinciden con los abiertos regulares de (G, 7). Asi
que intg, (UT") = U, pues U es un abierto regular en (G, 7). Como (G, 7s)
es grupo paratopoldgico, existe W € . tal que W? C U. Se sigue que

WW™ CW W™ CU™. Asf que W™ C int,, (UTST) = U. Por tanto,
(G, 7g) es Ts. [

La construccion de la completacién de Raikov de grupos paratopoldgicos
T} utiliza la siguiente propiedad de la semirregularizacion.

Lema 4.2.2. Sean (G, T) un grupo paratopolégico, H un subgrupo denso de
(G, T) y o una topologia de grupo paratopoldgico reqular en H tal que o C 7|y.
Entonces, 0 C 7g|p. En particular, si 7|y = o, se sique que Tg|g = 0.

Demostracion. Sea U C H una vecindad arbitraria de la identidad e en la
topologia o. Por la regularidad de o, existe una vecindad abierta V' € o, tal
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que Vc V' c U. Como o C T|m, existe una vecindad abierta W € 7, tal
que W N H C V. Como el subgrupo H es denso en (G, 7), tenemos que

W =WnH cV'.

Entonces, WNH CW NHCV NHCV’ CU. Se sigue que 0 C Tor|H-
En particular, si 7|y = o, se sigue que Ty |g = 0. O

Sea H un subgrupo de un grupo paratopolégico (G, 7). Para cualquier
topologia de grupo paratopolégico o en H, consideremos la topologia " en
G que consiste de los subconjuntos U C G tales que para cualquier z € U
existe una vecindad V € o de la identidad tal que 2V C U.

Lema 4.2.3. Sean H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G,T) y o una
topologia de grupo paratopoldgico en H. Para cualquier vecindad U € o de e
y cualquier x € G el conjunto xU' es una vecindad de x en la topologia 7.

Demostracion. Como o es una topologia de grupo paratopologico en H, po-
demos elegir una sucesién (U, ),e, de vecindades de la identidad en (H, o)
tal que UpgUy C U vy U,U,, C U,_, para cada n € N. De la dltima condiciéon
tenemos que

UOU1 s Un C U(] s Un—lUn—l - U() s Un_QUn_Q - U()Uo cU
para cada n € w. Como (G, T) es un grupo paratopoldgico, concluimos que
..U Uy Ty T

Entonces, la unién W :=J . Uy ---U,, es un subconjunto de U y W C
zU.

Afirmamos que zW € &7. En efecto, sea y € xW. Podemos encontrar
m € w tal que y € 2Uq---U,, y observar que

new

?JUerl C l’Uo - 'UmUm—H C zW.
Por tanto, U D W es una vecindad de z en &". O

El siguiente resultado juega un papel importante en esta seccién, pues
nos dice como obtener una base local de la identidad en la topologia o™
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Corolario 4.2.4. Sean H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G,T) y
o una topologia de grupo paratopolégico en H. Si 5 es una base local de la
identidad en H, entonces la familia {U : U € B} es una base local de la
identidad en (G,77).

La siguiente proposicion nos permite saber qué estructura topolégico-
algebraica nos proporciona la topologia 7.

Proposicién 4.2.5. Sea H un subgrupo de un grupo paratopolégico (G,T).
Si o es una topologia tal que (H,o) es un grupo paratopoldgico, entonces
(G,37) es un grupo topoldgico izquierdo, es decir, las traslaciones izquierdas
son continuas.

Demostracion. Sea g € G. Probemos que la traslacion izquierda A, es conti-
nua. Sean a € G y W € g7 vecindad de ga. Por el lema [4.2.3] existe U € o,
vecindad de e, tal que gaU' C W. Concluimos que Ag €s continua para cada
g € G. Por tanto, (G,37) es un grupo topoldgico izquierdo. ]

Del resultado anterior se desprende el siguiente corolario. Este resultado
nos permite estudiar las propiedades topoldgicas de (G,a7) en la identidad.

Corolario 4.2.6. Sea H un subgrupo de un grupo paratopolégico (G, ). Si o
es una topologia tal que (H,o) es un grupo paratopoldgico, entonces (G,a7)
es un espacio homogéneo.

El siguiente resultado nos dice que si (H, o) es primero numerable, en-
tonces (G,77) es primero numerable.

Proposicién 4.2.7. Sea H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G, ).
Si o es una topologia tal que (H, o) es un grupo paratopoldgico primero nu-

merable, entonces (G,a7) es primero numerable.

Demostracion. Como (H, o) es un espacio primero numerable, sea {U,, : n €
N} una base local para e en (H,o). Ahora mostremos que {zU, :n € N}
es una base local para cada x € GG. En efecto, sea W un abierto en " tal
que z € W. Por el lema existe U € o vecindad de e tal que 2U C W.
Como U € ¢ es vecindad de e, existe ng € N tal que U,, C U y nuevamente
por el lema , sabemos que xU_nOT es una vecindad de x en 7 y satisface
que
T E :I:U_noT CaU CW.

Por tanto, {$W : n € N} es una base local numerable para cada x € G.
Concluimos que (G,77) es primero numerable. ]
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Hasta el momento se sabe que (G,@7) es un grupo topoldgico izquierdo.
El siguiente concepto nos garantizara que (G,37) es un grupo paratopoldgico.

Sea ¢ una topologia en un grupo G. Decimos que la topologia o es 7-
balanceada en G si para cualquier U € o, y cualquier x € G existe V € o,
tal que zVa~ ' Cc U .

Una topologia ¢ en H es definida como 7-regular si para cualquier U €
0., existe V € o, tal que HNV' C U.

Nota 4.2.8. Observe que una topologia reqular o en H es T-reqular si se
cumple la contencion o C T|g.

Lema 4.2.9. Sean H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G,T) y o una
topologia de grupo paratopoldogico T-balanceada en H. Entonces:
1) @7 es una topologia de grupo paratopoldgico en G tal que " |y C o;
2) Sio C7lg yH esdenso en (G,7), entonces 3" C T;
3) Sio C Tly, entonces og, C T |H,
4)
)
)

5) Si la topologia o es T- regular entonces 0 =" |g;

Sio D 7|y, entonces T4 C T

6) Sio CTlg y el espacio (H, o) es reqular, entonces o0 = o5 =0 |g.

7) Sio C 7|y, el espacio (H,o) es reqular y H es denso en (G, T), entonces
0=04=0 g = (0")slu.
Demostracion.

1) La definicién de la topologia 7 asegura que " | C 0. Ahora mostraremos
que @’ es una topologia de grupo paratopolégico en G. Sean z, y € G y
Oy €7 VecirTldad de zy. Por el lema [4.2.3] existe una vecindad U € o de
e tal que zyU C O,y. Como o es una topologia de grupo paratopoldgico,
existe una vecindad V € o de e tal que VV C U. Como o es T-balanceada
en H, existe una vecindad W € o, tal que W C V y y~ Wy c V'. Como
(G, 7') es un_grupo p paratopologlco y"'W'y c V'. Por el lema . los
conjuntos W  y yW  son vecindades de los puntos z e y, respectlvamente
en la topologia 7.

Finalmente observe que

aW yW' = zy(y "W )W C ayV' W'
CxyVW' C zyVV' C ayU C Opy.

Por tanto, @7 es una topologia de grupo paratopoldgico en G.
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2) Supongamos que o C 7|y y H es denso en (G, 7). Mostremos que a7 C 7.
Sea W € o7. Por la definicién de la topologia o7, encontramos una vecindad
U € o, tal que U C W. Como ¢ C T|p, existe una vecindad V' € 7, tal que
VN H CU. La densidad de H en (G, 7) implica que

VcV =VnH cU cW.

Por tanto, 7 C 7.

3) Sea U, una vecindad de la identidad en la semiregularizacién (H, oy,) del
grupo (H, o). Por el lema la topologia o, es regular. Consecuentemen-
te, existe una vecindad abierta Vi, € o, de la identidad tal que V4"~ C U,,.
Por definicién de la topologia o, existe un conjunto abierto regular V' € o,
tal que V' C V.. Por el lema el conjunto V' contiene una vecindad
W € 7" de la identidad. Como o C 7|g

WNHCV NHCV., NH=V, " cV.cV.”" cU.,.

4) Supongamos que 7|y C 0. Probaremos que 75, C @". Por el lema la
topologia 7, es regular. Dada cualquier vecindad Uy, € 7. de la identidad,
por la regularidad de la topologia 7., encontramos una vecindad Vi, € 7, de
la identidad tal que V..™" C U, Por definicién de la topologia 7, existe una
vecindad abierta regular V' € 7 tal que V' C V.. Como 7|z C o, el conjunto
V' N H es una vecindad de la identidad en (H, o). Por el lema , VNH
contiene una vecindad W € 7 de la identidad. Entonces,

5T T ST
WcVvV cV, CcV," CU,.

5) El argumento es similar a la demostracién del lema |4.2.3]

6) Sio C 7|y yelespacio (H, o) es regular, entonces por la nota|d.2.8| se sigue
que la topologia o es T-regular y entonces ¢ = & |y por la propiedad 5). La
regularidad de la topologia o afirma que o = o,.. Por tanto, oy, = 0 =77 |y.

7) Supongamos que o C 7|y, el espacio (H,o) es regular y H es denso en
(G, ). Por la propiedad 6), 0 = 05 = 7" |y. Por la afirmacién 2), la densidad
de H en (G, 7) implica la densidad de H en (G,37). Por el lema tenemos
que (07)sr|p = 0. O

Ahora estableceremos condiciones suficientes para que la topologia o sea
T-balanceada.
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Lema 4.2.10. Sean H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G,T) y o
una topologia de grupo paratopoldgico en H tal que o C 7*|y; ademds H es
denso en (G, T*). Entonces la topologia o es T-balanceada.

Demostracion. Vamos a demostrar que para cada U € o, y x € G podemos
encontrar una vecindad V € o, tal que zVz~! ¢ U . Como o es una topologia
de grupo paratopolégico, existe una vecindad W € o, tal que W3 C U. La
inclusién o C 7*|y implica que o* C 7*| 5. Entonces la intersecciéon WNW !
pertenece a la topologia 0* C 7*|y. Como el subgrupo H es denso en (G, 7%),
podemos ver que la cerradura WNW-1 de W N W~ tiene interior no
vacio en (G,7*) y, por tanto, tiene un punto en comun y con el conjunto

_— % — o —1
denso zH. Se sigue que y e WNW-1 cW yyle (WﬂW‘l ) =
AW cW.

Como (H,o) es un grupo paratopoldgico y =y € H, el conjunto V :=
z'yWy 'z es una vecindad de la identidad en (H, o). Ademds,

V= wc_lyWy_lxx_l = yI/Vy_1 CWWW cWWW cU .

]

Ahora estableceremos condiciones suficientes para que la topologia o sea
r-regular. Para esto denotemos por o=t a {U~!: U € o}.

Lema 4.2.11. Sean H un subgrupo de un grupo paratopoldgico (G,T) y o
una topologia de grupo paratopolégico en H. Si o=' C 7|y, entonces o es
T-reqular.

Demostracion. Para mostrar que o es 7-regular, fijemos cualquier vecindad
U € o delaidentidad en H. Como o es una topologia de grupo paratopolégico
en H, existe una vecindad V € o, tal que VV C U. Como o~ ! C 7lg,
concluimos que

VAH=V"cV = (| VWcVVCU.

eeWeo

Por lo que la topologia o es T-regular. O
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4.3. Completaciéon de Raikov
de grupos paratopoloégicos

Sea (G, T) un grupo paratopoldgico Ty. Consideramos su grupo correfle-
xion G* = (G, 7*), el cual es un grupo topolégico Hausdorff. Para los fines
de esta seccién, denotaremos por pG a la completacion de Raikov del grupo
topoldgico G* (esto es usaremos el simbolo pG en lugar de pG*). Observemos
que 7 C 7" = pr*|g donde pr* es la topologia de pG. Por los lemas |4.2.10
y [4.2.11], se tiene que la topologia 7 es pr*-balanceada y pr*-regular. Con-
secuentemente, la topologia 7°7" en pG hace a pG un grupo paratopolégico
(ver condicién 1) del lema . Denotemos a 7#" por 7. El grupo parato-
poldgico (pG, 7) es, por definicién, la completacion de Raikov del grupo
paratopoldgico (G, 7) v lo denotaremos por G.

Utilizaremos el lema para la demostracion de las siguientes propie-
dades de la completacion de Raikov de un grupo paratopoldgico.

Teorema 4.3.1. Sea (G, 1) grupo paratopoldgico Ty. Entonces, su completa-
cion de Raikov (G, 7T) tiene las siguientes propiedades:

1) T = 7V'|G,'

2) 7 Cprt = (7)%

3) la topologia 7 satisface el axioma de separacion Ty en G

)
)

4) si el espacio (G, 1) es reqular, entonces se cumplen las siguientes igualdades
T="7lc=(7), |laypr™ = (7)" = (Ts)". Ademds, la topologia 7 es Hausdorff;
)

5

si (G, 1) es un grupo topoldgico, entonces T = pr.

Demostracion.

1) Por el lema [4.2.11] la topologia 7 es pr*-regular. Por el lema inciso
5), la pr*-regularidad de la topologia 7 implica que 7 = 7|g.

2) La contencién ¥ C p7* se sigue del lema[4.2.9] inciso 2). De esta contencién
se sigue que (7)* C (pr*)* = pr*. Ahora mostraremos que p7* C (7)*. Sea
U € pr* una vecindad de la identidad en pG. Por la regularidad del grupo
topolégico (pG, pr*), existe W € p7* tal que e € we C U, donde la clausura
es tomada en la topologia p7*. Por como estan definidas las topologias se tiene
que 7 = p7*|g. Entonces existe V € 7 tal que VNV~ C W N G. Como
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T = Flg, existe T € 7 tal que TNG = V. Como TNT™! € (7)* C pr*, la
intersecciéon TNT ' NG es densa en TNT L. Consecuentemente,

TAT ' cTAT nG =vav " cw’ cu

Por tanto, U € (7)*.
3) Como p7* = (7)* es Ty, por el lema se sigue que 7 es Ty en G.

4) Si el espacio (G, T) es regular, entonces 7 = 7|q = (7),, |¢ por el inciso 7)
del lema [£.2.9
Del inciso 2) de este teorema sabemos que 7y, C 7 C pr*, de donde
obtenemos que (7,.)* C (7)* C (p7*)* = p7*. Ahora veremos que p7* C (74, )*.
Sea U una vecindad de la identidad en pG. Por la regularidad de p7*, existe
una vecindad de la identidad W € p7* tal que W CU. Como WNG € 7*,
existe V € 7, vecindad de la identidad en G, tal que VNV C W NG C W.
Como T = 74 |q, existe una vecindad de la identidad B € 7, tal que BNG C
V. Entonces, BN B 'NG C VNV~ CW. Como(F,)* C pr*, el conjunto
BN B~! es abierto en el grupo topoldgico pG. En consecuencia,

BAB'CBNnB ™ _BaB1inad’ cWwccu

Como U 2 BN B~ € (#,)*, concluimos que U € (7, )*. Por tanto, se tiene
que pt* = (74 )*. Por el lema y la igualdad p* = (%), podemos
concluir que 7, satisface el axioma de separacién Ty. Como 7, es regular y
Ty, es Hausdorff. Por tanto, 7 es Hausdorff.

5) Si (G, 1) es un grupo topoldgico, entonces 7 = p7* por los incisos 2) y 4)

del lema [£.2.9 O
De los incisos 1)-3) del teorema se desprende el siguiente resultado.

Corolario 4.3.2. Sea G un grupo paratopologico Ty. Entonces, G es un
subgrupo denso del grupo paratopologico G, el cual es x-completo.

Del inciso 4) del teorema y el teorema se sigue el siguiente
corolario.

Corolario 4.3.3. i G es un grupo paratopolégico Ty, entonces su comple-
tacion de Ratkov G es un grupo paratopoldogico Hausdorff.

El siguiente resultado es una consecuencia de la proposicién y del
teorema 311
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Corolario 4.3.4. Si G es un grupo paratopolégico primero numerable, en-
tonces su completacion de Raikov G es primero numerable.

De la proposicién 4.1.4] sabemos que si G es segundo numerable, entonces
H* es segundo numerable.
El siguiente teorema nos dice que la completacion de Raikov de un pro-

ducto de grupos paratopoldgicos es el producto de las completaciones de
Raikov de cada factor (note que esto generaliza del teorema [3.2.13)).

Teorema 4.3.5. Sea {(G;,7;) : i € I} una familia de grupos paratopoldgicos
Ty. 81 G = 1],c; Gi, entonces G = [[,c; Gi.

Demostracion. Como G; es T para cada i € I, se tiene que G} es un grupo
topolégico Hausdorff para cada ¢ € I. Por la proposicién se tiene que
G* = [l,c; G; asi que G* un grupo topolégico Hausdorff; entonces por el
corolario 3.2.14|, se sigue que pG* = [[..; pG;. Ahora mostremos que G con
la topologia 7, donde 7 es la topologia producto de G, es el mismo grupo
paratopoldgico con la topologia producto de la siguiente familia de grupos
paratopoldgicos {(pG;,7;) : i € I}. En efecto, sea U = [[,; U; € 7 un bdsico
canonico del producto. Entonces, para cada = = (x;);c; € U existe V € 7,

vecindad de e en pG, tal que 2V C U. Como V € 1, se tiene que V es
de la forma [[,., Vi, donde V; € 7; si i € A, A es un subconjunto finito de
indices de I y V; = G si j ¢ A. En consecuencia, para cada i ¢ A se tiene
que U; = pG; v ademas xin’”* C U;, pues VT C U. Concluimos que U es
un elemento de la topologia producto de {(pG;,7;) : ¢ € I}.

Sea U abierto bésico candnico en la topologia producto de {(pG;, 7;) = i €
I}. Por lo que U = [[,,;U; donde U; € 7; si i € A, A es un subconjunto
finito de I y U; = pGj si j ¢ A. Para cada x; € U;, existe V; € 7;, vecindad
de la identidad e; de Gj, tal que xin” C Ui, donde V; = G; sii ¢ A. Ahora
consideramos la vecindad de la identidad V' = [[..; Vi € 7 en G. Por como
nos consideramos a V', se tiene que para cada x = (z;);er € U, existe V € 7
tal que e € V y V" C U. Por tanto, U € 7.

Asi la topologia 7, donde 7 es la topologia del producto G, es la misma
que la topologia producto determinada por la familia {7; : ¢ € I'}, donde 7
es la topologia de G;.

]

Del resultado anterior se obtiene el siguiente corolario.
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Corolario 4.3.6. Sea {G; : i € I} una familia de grupos paratopolégicos
x-completos, entonces G = [],.; G; es x-completo.

Los siguientes resultados que presentamos son sobre homomorfismos con-
tinuos y sus extensiones continuas de grupos paratopologicos Tj.

Teorema 4.3.7. Sean (G,7) y (H,v) grupos paratopolégicos y f: G — H
un homomorfismo continuo. Entonces, f admite una extension a un homo-
morfismo continuo f: G — H.

Demostracion. Sea f: G — H un homomorfismo continuo de grupos para-
topologicos. Por la proposicién y su demostracion, existe h: G* — H*
homomorfismo continuo de grupos topoldgicos que extiende a f. Por el coro-
lario h admite una extensién continua g: pG* — pH*.

G G*< pG* G
f h 4 f
H H*c pH* H

Sea f: G — H dada por f = ¢g. Por como esta definida f se tiene que
f es un homomorfismo y ademas es una extensién de f. Veamos que f es
continua. Sea U € ¥ una vecindad de la identidad ey en H. Por el lemam

existe V' € v, vecindad de la identidad en H, tal que v C U. Como f es
continua, existe W € 7 tal que eq € W'y satisface que f(W) C V. Por lo que

f(W)pU* C V", Por la continuidad de g, se tiene que g <WpT*> C g(W)pU*

Como f = g, se sigue que

pv

) Ry v cu

Concluimos que f es continua.

El siguiente resultado es una generalizacion de la proposicion 3.2.4]
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Proposicion 4.3.8. Sea f: G — H wun isomorfismo topoldgico de grupos
paratopologicos. Entonces f admite una extension continua a un isomorfismo
topoldgico de grupos paratopologicos f: G — H.

Demostracion. Como f es un 1somorﬁsmo topoldgico, fy f son homomor-
fismos continuos y por el teorema existen f G Hyf':H—G,
homomorfismos continuos que extlenden afyf! , respectivamente. De las
demostraciones de los teoremas {4 - Ty13 sabemos que f=py 1=
Por tanto, f f I es la identidad en pG* y f Lo f es la identidad en pH*.
Por tanto, f o f~! es la identidad en Gy f~1o f es la identidad en H. Asi
concluimos que f es un isomorfismo topolégico. O

El ejemplo que presentamos ahora muestra que el corolario no se
satisface para grupos paratopolégicos.

Ejemplo 4.3.9. Existe un subgrupo denso G en un grupo paratopoldgico
H, tal que H no es topolégicamente isomorfo a un subgrupo denso de G.

Demostracion. Consideremos a G el grupo paratopoldgico de los racionales
con la suma y la topologia de Sorgenfrey y a H la recta real con la suma y
la topologia de Sorgenfrey. Podemos notar que G y H son *-completos, pues
sus grupos correflexién son discretos. Entonces, G = G y H = H. Como G
es numerable y H no es numerable, H no se puede encajar en GG. Por tanto,
H no es topolégicamente isomorfo a un subgrupo denso de G. [

Debido a que el corolario es consecuencia del teorema|3.2.5] se sigue
que la version de este teorema para grupos paratopoldgicos es falsa.

Ahora presentaremos generalizaciones para grupos paratopoldgicos del
teorema y del corolario |3.2.7] Para esto necesitaremos el siguiente con-
cepto.

Sea GG un subgrupo de un grupo paratopolégico H. Decimos que G es
x-denso en H si G es denso en H*. Notemos que en el ejemplo [£.3.9] G es
denso en H, pero G no es *-denso en H.

Teorema 4.3.10. Sean G un grupo paratopologico, Hy, y Hs grupos para-
topologicos x-completos tales que G es un subgrupo x-denso de Hy y Hs.
Entonces existe un isomorfismo topoldgico p: Hy — Hy tal que ¢(g9) = g
para cada g € G.
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Demostracion. Por definicién de que G sea x-denso en H; y Hs, se tiene que
G* es denso en H; y en H;. Como H} y H; son Raikov completos, es decir,
pH{ = H} y pH; = H;. Por el teorema [3.2.5] existe un isomorfismo topolégi-
co ¥: Hf — Hj tal que ¢(g) = g para cada g € G*. Podemos considerarnos
a @: Hy — H, tal que ¢ = 1. Asi que p(g) = g para cada g € G. Es claro
que ¢ es un isomorfismo. Ahora veamos que 1 es un homeomorfismo. Sea U
una vecindad abierta de la identidad en G. Como v es un homeomorfismo,
se tiene que

. 3

o (T") =u (T") =0 @)™ =% @)

Utilizando el corolario se puede concluir que ¢: H; — Hy es un ho-
meomorfismo. Por tanto, ¢ es un isomorfismo topoldgico. O]

H3

Corolario 4.3.11. Sean G un subgrupo x-denso de un grupo paratopologico
H. Entonces existe un isomorfismo topoldgico iy de H sobre un subgrupo de
G tal que ig(g) = g, para cada g € G.

Demostracion. Como G es x-denso en H, se sigue que G* es un subgrupo
denso de H*, por lo tanto, G* es denso en pH*. Como H, G son grupos
paratopoldgicos x-completos y tienen a G como subgrupo *-denso, existe un
isomorfimo topolégico ¢: H — G tal que ©(g) = g para cada g € G, por el
teorema Como G es subgrupo de H y H es subgrupo de H, podemos

considerarnos a iy = ¢|g: H — p(H) y se sigue el resultado. ]

El resultado que se acaba de demostrar nos dice que todos los grupos
paratopologicos H para los cuales GG es un subgrupo *-denso pueden identifi-
carse con los subgrupos de la completacién de Raikov G de G de la siguiente
manera G C H C G.

El siguiente ejemplo nos muestra que el teorema 3.2.10| es falso en la clase
de grupos paratopologicos.

Ejemplo 4.3.12. Existen un grupo paratopoldgico Ratkov completo Gy H
un subgrupo de G tales que H no es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean G el grupo Z* y a; elemento de G tal que su i-ésima
coordenada es 1 y las demas coordenadas son 0. Para cada n € N, sea V,, el
conjunto de todos los z = (zx)rew € G tales que zp = 0 para cada k < n,y
zr > 0 para cada k > n. Consideremos el subgrupo H de G generado por el
conjunto A = {ag + a, : n € N}. Se puede demostrar usando las condiciones
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de Pontryagin para grupos paratopoldgicos (teorema [1.3.10)) que G es un
grupo paratopoldgico tal que esta familia {V,, : n € N} es una base local de

la identidad en G y H no es un subgrupo de G (puede ver los detalles en el
ejemplo 1.4.17 de [2]). Ademads, G es *-completo pues G* es discreto. ]

El siguiente teorema nos muestra cémo obtener la completacion de Raikov
de un subgrupo en un grupo paratopoldgico x-completo.

Teorema 4.3.13. Sean (G,7) un un grupo paratopoldgico x-completo y H
un subgrupo de G. Entonces, H  es x-completo.

Demostracion. Como G es x-completo, se tiene que G* es Hausdorff y Raitkov
completo. Como H es subgrupo de G H* es subgrupo de G*. Por ser G* un

grupo topoldgico, se sigue que HY o5 un subgrupo de G*. Por el corolario

3.2.11| se tiene que (ﬁg*> = (HG*,T |ﬁc*) es un grupo topolégico Haus-

dorff y Raikov completo. Por tanto, " o5 x-completo. O

Sea H un subgrupo de un grupo paratopoldgico de GG. Decimos que H es
x-cerrado en G si H es cerrado en G*.

Proposicion 4.3.14. Sean G un grupo paratopologico x-completo y H un
subgrupo de G. Si H es x-cerrado en G, entonces H es x-completo.

Demostracion. Como H es *-cerrado en G, por definicion se tiene que H
4.3.13

—a
es cerrado en G*. Consecuentemente, H = H y por el teorema
podemos concluir que H es *-completo. [

El siguiente resultado muestra que la propiedad de ser *x-completo se
hereda a subgrupos cerrados.

Corolario 4.3.15. Si G es un grupo paratopologico x-completo y H es un
subgrupo cerrado de G, entonces H es x-completo.

Demostracion. Como H es cerrado en G, se sigue que H es cerrado en G*.
Por tanto, H es x-cerrado y por la proposicién concluimos que H es
x-completo. [

El siguiente ejemplo nos muestra que la caracterizacion |3.2.12 de grupos
topologicos Raikov completos es falsa en grupos paratopolégicos.
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Ejemplo 4.3.16. Existe un subgrupo propio H de un grupo paratopoldgico
G, tal que G y H son x-completos y, sin embargo, H no es cerrado en G.

Demostracion. Sea H los racionales con la topologia de Sorgenfrey y G el
grupo paratopolégico de Sorgenfrey. Entonces G y H son *x-completos. Sin
embargo, H no es cerrado en G. O]

Si reemplazamos el concepto de cerrado por *-cerrado en la proposicion
3.2.12) podemos obtener una generalizacién de dicho resultado en grupos
paratopologicos.

Teorema 4.3.17. Un grupo paratopologico es x-completo si y solo si es *-
cerrado en todo grupo paratopologico que lo contenga como subgrupo.

Demostracion. Sea H un grupo paratopoldgico *-completo. Supongamos que
GG es un grupo paratopologico que contiene a H como subgrupo. Como H es
x-completo, se tiene que H* es Hausdorff y Raikov completo. Ademas, H* es
un subgrupo de G*, entonces por la proposicién [3.2.12] H* es cerrado en G*.
Consecuentemente, H es x-cerrado en G.

Ahora supongamos que H es *-cerrado en todo grupo paratopolégico que
lo contiene como subgrupo. Asi que H es *-cerrado en H, por lo que H* es
cerrado en pH*. De la densidad de H* en pH*, se sigue que H* es Raikov
completo. Por tanto, H es x-completo. O

Ahora demostraremos que la completacién de Raikov de un grupo para-
topologico segundo numerable es segundo numerable.

Teorema 4.3.18. St G es un grupo paratopolégico seqgundo numerable, en-
tonces G es sequndo numerable.

Demostracion. Como G es segundo numerable, en particular es primero nu-
merable y por el corolario u se tiene que G es primero numerable. Ahora
veamos que G es totalmente w-estrecho. Como G es segundo numerable, por
la proposicién sabemos que G* es segundo numerable, entonces pG*
es segundo numerable, por tanto pG* es w-estrecho. Por el teorema [4.3.1
sabemos que el grupo de correflexién de G es pG*, podemos concluir que G
es totalmente w-estrecho. Por tanto, G es un grupo paratopoldgico primero
numerable y totalmente w-estrecho y por la proposicién tenemos que
G es segundo numerable. O
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Con el siguiente ejemplo mostramos que la proposicién [3.2.20[ no se cum-
ple en grupos paratopoldgicos.

Ejemplo 4.3.19. Existe un grupo paratopolégico precompacto y x-completo
que no es compacto.

Demostracién. Sean S' = {z € C : |z2] = 1} y G = (S',7) donde 7 es la
topologia de Sorgenfrey. Entonces, GG es un grupo paratopoldgico respecto la
multiplicaciéon de nimeros complejos. Por ser la topologia de Sorgenfrey la
dotada en G, se tiene que su grupo de correflexién G* es discreto, por lo que
es *-completo. Ademas, es claro que G es un grupo abeliano precompacto.
Sin embargo, G' no es compacto.

]

Para poder generalizar la proposiciéon |3.2.20] necesitaremos el siguiente
concepto.

Sea GG un grupo paratopoldgico. Decimos que G es totalmente precom-
pacto si G* es precompacto.

Teorema 4.3.20. Todo grupo paratopologico x-completo y totalmente pre-
compacto es compacto.

Demostracion. Sea GG un grupo paratopoldgico x-completo y totalmente pre-
compacto. Entonces, G* es precompacto y Raikov completo. Aplicando la
proposicién |3.2.20} concluimos que G* es compacto. Por lo tanto, G' es com-
pacto.

[
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El siguiente resultado nos da una propiedad para convertir grupos para-
topoldgico en grupos topoldgicos y su demostracién se puede encontrar en
[38].

Proposicion 4.3.21. Si G es un grupo paratopologico compacto, entonces
G es un grupo topoldgico.

El siguiente corolario es un resultado ya conocido (ver teorema 1.8 de [1])
y aqui presentaremos una demostracion alterna.

Corolario 4.3.22. Si (G, 1) es un grupo paratopoldgico totalmente precom-
pacto, entonces G es un grupo topologico.

Demostracion. Como G es totalmente precompacto, G* es precompacto. Asi
que pG* es precompacto. Se sigue que G es x-completo y totalmente pre-
compacto. Del teorema , se tiene que G es un grupo paratopoldgico
compacto. Por tanto, G es un grupo topoldgico por la proposicién
Como G es un subgrupo de G y 7 = 7|, concluimos que G es un grupo
topologico. O

Teorema 4.3.23. Si (G, T) un grupo paratopoldgico reqular, entonces
(G,7) = (G, (7),,) -
Ademds, G es Ts.

Demostracion. Del teorem y del inciso 4) del teorema , se tiene
que (é, (%)ST) es un grupo paratopolégico T3, el grupo de correflexion de
(G, (%)ST) es (pG*,pT*) y que 7 = (7),, |g- Asi que el grupo paratoplégico
(G, (),,) es x-completo. De la igualdad 7 = (7),, |¢ ¥ por ser G* denso en
pG*, se obtiene que GG es x-denso en (G, 7‘) y en (G, (f)sr). En consecuencia,
(é , %) y (@ , (%)Sr) son topologicamente isomorfos por el teorema Por
tanto, (G, 7‘) = (G, (7‘)57,) . Ademés, G es Tj. O

El siguiente lema ser ttil en la construccién del ejemplo

Lema 4.3.24. Sean T el grupo circulo con la topologia usual y t € T de
orden infinito, entonces el conjunto {nt : n € N} es denso en T.
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Dado un espacio producto X = [[ X, con o € Ay U = [],c4Us un
abierto canénico de X. Definimos el soporte de U de la siguiente manera

Sop(U) ={a € A:U, # X,}.

Se sabe por el teorema que la completacién de Raikov de un gru-
po paratopoldgico Ty es Ty y por el teorema la completacién de un
grupo paratopologico T3 es T3. Pero el siguiente ejemplo nos muestra que la
completacién de Raikov no preserva los axiomas de separacién T; con ¢ = 1, 2.

Ejemplo 4.3.25. Existe un grupo paratopolégico primero numerable y Haus-
dorff H tal que H no es Tj.

Demostracion. Sea F' el grupo aditivo de los nimeros reales dotado con la
topologfa 7 = {0, R} U {(a,00) : a € R}. Entonces, F' es un grupo parato-
polégico donde U = {U, : n € N} con U, = (—%,00) es una base local de
la identidad, por lo que F' es un grupo paratopoldgico primero numerable, el
cual es Ty pero no es T7. Asi F* = (R, 7,) donde 7, es la topologia usual en R.
Notemos que F* es un grupo topolégico Raikov completo por ser localmente
compacto (ver el corolario . En consecuencia, F' es x-completo.

Consideremos el grupo circulo T dotado con la topologia usual, usaremos
la notacion aditiva para la multiplicacién en T. Note que T es un grupo
topolégico primero numerable y Raikov completo. Sea K = F x TY. Como
F vy T son grupos paratopoldgicos primero numerable y Tj, se tiene que K es
primero numerable y Ty. Ademés, K* = R x TV, por lo que K es *-completo
por el corolario

Tomemos un conjunto {a, : n € N} linealmente independiente en (R, +)
tal que a,, — 0. Sea t € T un elemento de orden infinito. Para cada o € N
definimos el elemento z, € K de la siguiente manera

oy, si pP=0
xa(ﬁ) = t s1 p=a

Or, en otro caso.

Sea H el subgrupo de K generado por el conjunto {z, : @ € N}. Por lo que H
es un grupo paratopoldgico primero numerable con la topologia que hereda
de K. Ahora mostraremos que H es Hausdorff.

Sea x € H \ {0}, entonces & = ny1x4, + -+ + Nkxs, con k € N, donde
aq,...,a, son elementos distintos de Ny n; € Z \ {0} para cada i < k. De
aqui notamos que x(ay) = nyt # O pues t es de orden infinito.
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Como T es un grupo topolégico Hausdorff, para Or y z(ay) € T existen
Uy V abiertos ajenos en T tales que x(ay) € Uy, Or € V;. Consideramos a
U=F xU; x TE\{M} y V =F x V; x TN@} son abiertos en K por cémo
estan construidos. Por lo que U N H, V N H son abiertos ajenos en H tales
que x e UNH y 0g € VN H. Por lo tanto, H es un grupo paratopoldgico
Hausdorft

Ahora veamos que H = K, para esto mostremos que H* es denso en K*.
Sea U = [], ., Ua un abierto canénico no vacio en K* = R x T". Podemos
suponer que Sop(U) = {0, ay, ag, ..., ax }. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que Uy = (z —e,x+¢) con z € Ry ¢ > 0. Veamos que existe un
elemento de H* en U.

Como t tiene orden infinito, por el lema tenemos que el conjunto
{nt :n € N} es denso en T. Para cada ¢ < k, existe r; € N tal que r;t € U,,.

Como a, — 0, se tiene que el el subgrupo generado por el conjunto
{a, : n € N} es denso en R y el siguiente conjunto {a, : a, € (—¢,€)} es
infinito. Por tanto, para cada a, € {a,:a, € (—¢,¢)}, existe r € Z tal
que ra, € Uy. Entonces, existen n € N\ Sop(U) y r € Z tales que ra,, €
Uo — (Tlaal + -+ Tkaak).

Sea y = mTq, + T2Ta, + - + TkZqa, + 1T, Notemos lo siguiente:

y(0) = r1G0, + 1200, + -+ + TkGq,, + Tay € Up.

Por lo tanto, y(0) € Uy y y(oy) = rit € U,, para cada i < k. Se sigue que
y € UN H, pues y es generado por elementos de H. Por tanto, y € U.
Concluimos que H* es denso en K*. Consecuentemente, H es x-denso en
K. Como H es %-denso en K y en H, por el teorema se sigue que
H = K. Claramente K no es Ty, pues F no es Ti. Finalmente, H es un
grupo paratopolégico primero numerable Hausdorff tal que H no es 7. O
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