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Introducción

Este trabajo de tesis se encuentra en la intersección de varias disciplinas matemáticas,
a saber: Optimización Combinatoria, Probabilidad y Estadística, Teoría de las Gráficas
y Complejidad Computacional. Inicialmente, el nombre propuesto para este trabajo fue:
"Estudio de la eficiencia algorítmica para problemas de optimización combinatoria".
Quizá el objetivo inicial era demasiado ambicioso, porque finalmente el trabajo no trata
en general acerca de los problemas de optimización combinatoria, sino que se centra en
un problema en particular. No obstante, existen indicios que señalan que los hallazgos
realizados en este trabajo se podrían generalizar a una clase amplia de problemas, a
saber, los problemas que pertenecen a la clase NP-completo. De esta manera, el haber
centrado el estudio en un solo problema redujo la dificultad en el presente trabajo, lo cual
permitió realizar algunos hallazgos interesantes que podrían dar una visión más amplia
para los problemas de decisión y optimización combinatoria.

Parte de la motivación de este trabajo surgió de algunas pláticas con el Dr. Gilberto
Calvillo y el Dr. David Romero en torno a preguntas como: ¿porqué las metaheurísticas
parecen ser tan buenas?, o bien, ¿cuál es la complejidad computacional de una metaheu-
rística? Durante un curso de Optimización Combinatoria en la primavera del 2018 en la
UCIM, UNAM, el Dr. David Romero presentó a los alumnos un artículo de Sörensen
titulado: "Metaheuristics - The metaphor exposed" [59]. En este artículo se plantea una
crítica sobria a una tendencia, o un tsunami como lo expresa Sörensen en su artículo, de
inventar metaheurísticas novedosas basadas en alguna metáfora de un proceso realizado
por el hombre o de la naturaleza. En sus propias palabras así lo describe:

"El comportamiento de virtualmente cualquier especie de insecto, el flujo del agua,
músicos tocando juntos. Parece ser que ninguna idea es demasiado descabellada para
servir como inspiración para lanzar aún una nueva metaheurística. En este artículo se
argumenta que esta línea de investigación amenaza con dirigir el área de las metaheu-
rísticas lejos del rigor científico."

Incluso existe una biblioteca virtual dedicada a recopilar todas las metaheurísticas co-
nocidas denominada: "Bestiario". El nombre se debe al hecho de que se pueden encon-
trar diversas metaheurísticas inspiradas en muchos animales de la naturaleza: bacterias,
abejas, camellos, pájaros y un largo etcétera, véase https://github.com/fcampelo/
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IV Introducción

EC-Bestiary. Estas reflexiones contribuyeron a motivar la búsqueda de respuestas ob-
jetivas a las preguntas antes planteadas.

Este trabajo no versa sobre las metaheurísticas, aunque sí existe una sección en el ca-
pítulo 6 que aborda tangencialmente la cuestión. Eventualmente, el objetivo se hizo más
específico y se abordó un problema propuesto por el Dr. David Romero, originalmente
propuesto por el Dr. Jurek Czyzowics al Dr. David Flores. El problema lo llamábamos de
manera informal: "El problema del diamante", pues así lo platicaba con mucha ameni-
dad el Dr. Romero: "Imagina que hay un diamante y un grupo de robots para trasladarlo
que sólo se pueden mover en una línea recta hacia atrás o hacia adelante con energía
limitada, ¿cuál es la estrategia óptima para mover el diamante lo más que se pueda
hacia adelante?". El problema es engañosamente sencillo. En más de una ocasión, el
Dr. Gilberto Calvillo, el Dr. David Romero y un servidor, discutieron estrategias que se
pensaban óptimas, pero eventualmente se encontraron contraejemplos que lo negaban.
Esto se discute en el capítulo 5. En un principio se tomó el enfoque práctico de resolver
el problema del diamante con metaheurísticas para estudiar su comportamiento. Pero,
¿cuál metaheurística? ¿con cuáles parámetros? y en realidad la pregunta importante era:
¿por qué una metaheurística? Por tradición y popularidad se eligió trabajar con Recocido
Simulado y Algoritmo Genético. Pero al encontrar una familia de problemas que tienen
una solución trivial, que las metaheurísticas fallaban en resolver, se decidió por tanto
abandonar el enfoque y estudiar con más detenimiento la estructura del problema para
poderlo resolver de manera más efectiva y eficiente.

El primer capítulo de este trabajo representa entonces una introducción a los concep-
tos e ideas fundamentales de la Complejidad Computacional en su enfoque clásico, por
tratarse de una disciplina dedicada a entender la manera más eficiente de resolver al-
gorítmicamente problemas de decisión u optimización. Es importante señalar que en el
presente trabajo se tratará únicamente con el tiempo de ejecución algorítmica y se dejará
de lado el aspecto de la memoria. El lector versado en este tema puede saltar el capí-
tulo con seguridad, quizá con excepción de las últimas dos secciones que se refieren al
fenómeno físico de transición de fase de k-satisfacibilidad y a los teoremas NFL.

Durante el proceso de entender la estructura del problema del diamante y la manera
más eficiente de resolverlo, se descubrió que el problema se puede trasladar a un pro-
blema de Teoría de las Gráficas. Esta interpretación resultó muy valiosa, debido a las
herramientas con las que se cuenta en esta hermosa disciplina. El problema se tradujo
entonces a uno de gráficas de intervalos, de manera que se estableció una relación muy
estrecha entre la solubilidad del problema original con la existencia de cierta gráfica co-
nexa de intervalos asociada al problema. Tanto el planteamiento formal del problema,
así como su interpretación como un problema de gráficas de intervalos, se discuten en
el capítulo 2. Asimismo, es importante señalar que el problema inicialmente se planteó
como un problema de optimización, pero durante el proceso se hizo notoria la necesidad
de abordar el problema como uno de decisión. Entonces, la pregunta: ¿cuál es la estra-
tegia óptima para mover el diamante lo más que se pueda hacia adelante? se convirtió
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en: ¿existe una estrategia para que los robots lleven el diamante de una posición s a una
posición t? Esto permitió llevar el problema al famoso terreno de los problemas NP-
Completos. Esto en realidad no fue una idea original ya que Chalopin et al. demostraron
que la versión de decisión de este problema es NP-Completo [14, 13]. No obstante esta
situación, en el capítulo 2 también se plantea una versión del problema que se demuestra
ser resuelta mediante un algoritmo polinomial.

Uno de los hallazgos principales en este trabajo tiene que ver con un fenómeno en
la física conocido como transición de fase. Este comportamiento se ha observado y es-
tudiado bastante en el problema de k-satisfacibilidad. La idea consiste en formular un
modelo probabilístico que describa la generación de instancias aleatorias en un espacio
de parámetros que gobiernan el modelo. En k-satisfacibilidad se ha observado que existe
una relación en el espacio de parámetros que describe el comportamiento de transición
de fase. El umbral es una curva que divide al plano en dos zonas: las instancias con alta
probabilidad de ser solubles y las instancias con alta probabilidad de ser insolubles. El
mismo fenómeno se observa en el problema del diamante. En este trabajo no se logró
demostrar un umbral preciso, aunque se presenta evidencia empírica mediante simula-
ciones. Lo que sí se logró es dar una cota superior y una cota inferior a este umbral. Este
asunto se discute en el capítulo 3.

Al tratar de entender la estructura de las instancias solubles e insolubles generadas
a partir del modelo probabilístico del capítulo 3, se desarrolló un algoritmo exacto para
resolver el problema a partir de una técnica conocida como búsqueda con retroceso. Esto
se discute en el capítulo 4. Además, se incorporó una mejora sustancial a este algorit-
mo al aplicar las ideas de la variante polinomial del problema del diamante. Más aún,
este algoritmo permitió vislumbrar una respuesta a una pregunta inherente a cualquier
problema de decisión u optimización combinatoria: ¿qué caracteriza a las instancias di-
fíciles? En el problema del diamante, la idea es caracterizar la dificultad de las instancias
mediante la gráfica de árbol generada por la búsqueda con retroceso. Un árbol con pocas
hojas afirmativas será una instancia difícil en general. Un árbol lleno de hojas afirmativas
será una instancia fácil. Un árbol sin hojas afirmativas será una instancia fácil si existe
un criterio que permita evitar iniciar la búsqueda en el árbol, como se verá en el capítulo
3. Se puede hacer una alegoría interesante con respecto a las estaciones del año en los
países septentrionales. En el verano, los árboles caducifolios están rebozantes de follaje.
Con el paso del tiempo hacia el otoño, los árboles comienzan a perder hojas hasta llegar a
un punto donde tienen algunas pocas hojas. Al llegar el invierno, los árboles han perdido
todas sus hojas con alta probabilidad. Cuando llega la primavera, comienzan a salir algu-
nas hojas hasta que en el verano se completa el ciclo nuevamente. De manera alegórica,
el paso del tiempo representa la variación de los parámetros en el espacio de parámetros
del modelo probabilístico del capítulo 3. Con esta variación, el árbol generado por la
búsqueda con retroceso varía también en cuanto a la cantidad de hojas afirmativas. El
invierno y el verano representan las instancias fáciles, mientras que el otoño y la prima-
vera las instancias difíciles. El fenómeno de transición es precisamente el análogo a las
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transiciones que se observan en el cambio de estaciones. La idea propuesta es sencilla:
cuando el árbol tiene muchas hojas, es sencillo encontrar alguna. Si el árbol tiene pocas
hojas, requiere mucho trabajo encontrar una de ellas.

En el capítulo 6 se muestra un estudio experimental para comparar la eficacia de la
búsqueda con retroceso y de los algoritmos parciales que se proponen en el capítulo
5. Asimismo, se mencionan tangencialmente los resultados preliminares de este estudio
con las metaheurísticas y se ofrece una posible explicación al fenómeno de la populari-
dad de las metaheurísticas. Esta explicación está en conexión a un modelo probabilístico
que se plantea para entender el muestreo aleatorio en problemas de decisión u optimi-
zación combinatoria: el modelo de las urnas, descrito en el apéndice A.7. Esta misma
explicación también se conecta con la caracterización de la dificultad de las instancias.

Los resultados que se presentan en este trabajo arrojan luz sobre la dificultad de los
problemas de decisión u optimización combinatoria, en cuanto a que tradicionalmente
los problemas NP-Completos y NP-duros son los más difíciles de resolver, pero en este
trabajo se plantea un ejemplo donde las instancias difíciles representan en realidad un
porcentaje bajo. Para la gran mayoría de las instancias existe una manera eficiente para
su resolución, y se cree que esto puede extenderse a la clase NP-Completo. Pero, ¿porqué
habrían de extenderse estas ideas a otros problemas? La respuesta a esta cuestión, que en
realidad no se aborda en este trabajo sino que se deja como trabajo futuro, es porque la
definición de NP-Completo es en cierto sentido la definición de una clase de equivalencia
de complejidad computacional. Si se demuestra que existe un algoritmo polinomial para
resolver un problema en esta clase, eso implica que todos los problemas en esa clase
se pueden resolver polinomialmente. Si se demuestra que existe un problema que no es
posible resolver polinomialmente, lo mismo es cierto para el resto de los problemas en
esta clase. En este sentido, se cree que el fenómeno de transición de fase sería observable
en toda la clase NP-Completo, así como las ideas acerca de la dificultad de las instancias
de problemas de decisión u optimización combinatoria presentadas en este trabajo.

Por último, los algoritmos propuestos en este trabajo se implementaron en Python
y el código está disponible para el lector interesado en su revisión y ejecución en una
plataforma denominada Google Colab. En el apéndice A.1 se encuentran los detalles.
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Capítulo 1

Complejidad computacional

1.1. Introducción

En computación, el acrónimo en inglés FLOPS (Floating point Operations Per Se-
cond) se refiere a las operaciones de punto flotante por segundo. Esta es una medida de
desempeño de los equipos de cómputo. En esta primera sección se relaciona el progreso
histórico de la computación (véase apendice A.2) con el concepto de FLOPS. El obje-
tivo es dar una motivación clara acerca de la importancia del estudio de la complejidad
computacional.

Nombre Unidad FLOPS
Kilo-FLOPS KFLOPS 103

Mega-FLOPS MFLOPS 106

Giga-FLOPS GFLOPS 109

Tera-FLOPS TFLOPS 1012

Peta-FLOPS PFLOPS 1015

Exa-FLOPS EFLOPS 1018

Figura 1.1: Tabla de prefijos para unidades de desempeño de una computadora.

Supóngase que se tiene un conjunto de n ciudades, tal que para cualesquiera dos ciu-
dades existe un único camino que no pasa por otra ciudad. Por otro lado, un agente de
ventas desea recorrer todas las ciudades y trazar una ruta que visite cada ciudad una úni-
ca vez. El viajero debe iniciar y terminar en la misma ciudad. La pregunta que emerge es
¿de qué manera debe recorrer el agente las ciudades para que la distancia total recorrida
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4 Capítulo 1 Complejidad computacional

sea mínima? A este problema se le conoce como Agente Viajero y ha sido objeto de
estudio por varias décadas, véase [3, 19]. Un enfoque natural e ingenuo para resolver
este problema sería el siguiente: enumérese todas las posibles rutas que recorren cada
ciudad una sola vez. Súmese las distancias entre ciudad y ciudad. Al finalizar, escójase
la ruta cuya distancia sea la menor. A este procedimiento de resolución se le llama fuerza
bruta o búsqueda exhaustiva. Pero, ¿qué tan bueno es este procedimiento para encontrar
la solución? Para un conjunto de n ciudades se tendrían que examinar 1

2 (n−1)! rutas y
por cada recorrido se tendrían que sumar n distancias para encontrar la ruta óptima. La
cantidad de operaciones se vuelve entonces astronómica para valores moderados de n.
En la Figura 1.2, elaborada por el autor, se muestra el tiempo de cómputo aproximado
que tardarían algunas de las supercomputadoras que aparecen en el apendice A2. Se hace
la simplificación de que cada suma es una operación aritmética de punto flotante.

Supercomputadora n = 10 n = 20 n = 30
ENIAC

1946 - 5 KFLOPS
6

minutos
7.7×104

siglos
8.4×1018

siglos
CDC 6600

1964 - 1 MFLOPS
1.8

segundos
385

siglos
4.2×1016

siglos
CRAY-2

1985 - 1.9 GFLOPS
9.5×10−4

segundos
20.3
años

2.2×1013

siglos
INTEL ASCI RED

1996 - 1.34 TFLOPS
1.3×10−6

segundos
10.5
días

3.1×1010

siglos
SUMMIT

2018 - 200 PFLOPS
9×10−12

segundos
6

segundos
2.1×105

siglos

Figura 1.2: Comparación del tiempo de cómputo de distintas supercomputadoras para re-
solver el problema del Agente Viajero por fuerza bruta. En la columna izquierda
se encuentra el nombre, el año y la velocidad de cada supercomputadora.

La Figura 1.2 muestra claramente que este procedimiento de fuerza bruta resulta im-
práctico para resolver el problema en cuestión. Como se ha visto en este ejemplo, exa-
minar cada posibilidad una por una no es una opción práctica. La pregunta de interés
que surge en torno al Agente Viajero es: ¿existe un procedimiento eficiente para resolver
este problema? En este primer capítulo se hablará de manera introductoria acerca de los
conceptos fundamentales de la complejidad computacional que se relacionan con esta
cuestión. Para un estudio más amplio sobre este tema véase [32, 4, 1, 62].
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1.2. Problemas y algoritmos

Las definiciones y conceptos presentados en este capítulo siguen la línea de [4] y [32].
Un problema Π es una pregunta sobre la existencia de un objeto matemático que

satisfaga las llamadas condiciones del problema. Dicha pregunta posee parámetros cuyos
valores se dejan sin especificar. Un problema se define al proporcionar:

1. Una descripción general de todos sus parámetros.

2. Un conjunto de condiciones que el objeto matemático o respuesta debe satisfacer.

Una instancia de un problema se obtiene al especificar valores particulares para todos
los parámetros del problema.

En la sección anterior se planteó la versión de optimización del problema del Agente
Viajero, donde el objetivo es minimizar la distancia del recorrido. En la siguiente sección
se presenta formalmente la versión de decisión del Agente Viajero.

Problemas de decisión

En el año 1900, David Hilbert presentó ante la comunidad matemática el ideal de basar
todas las matemáticas en sistemas axiomáticos que sean completos (cada afirmación den-
tro del sistema axiomático se puede demostrar falsa o verdadera) y que sean consistentes
(no demostrar afirmaciones que sean contradictorias dentro del sistema axiomático). Sin
embargo, en 1931 Kurt Gödel dió a conocer sus teoremas de incompletitud [35], en los
cuales demostró que para cada sistema axiomático consistente S, lo suficientemente rico
como para realizar cierta aritmética elemental, existen proposiciones que no pueden ser
demostradas falsas y tampoco verdaderas en S. Asimismo, en 1928 Hilbert y Ackermann
propusieron el Entscheidungsproblem (problema de la decisión) [41], donde se pregunta
si existe un algoritmo que considere una proposición y que responda verdadero o falso,
dependiendo si es universalmente válida, es decir, si puede ser deducida de los axiomas
utilizando las reglas de la lógica. En 1936, tanto Alan Turing [63] como Alonzo Church
[15] demostraron que es imposible dar una solución general al reto lanzado por Hilbert y
Ackermann. El décimo problema en la lista de Hilbert proponía encontrar un algoritmo
para determinar si dada una ecuación polinomial diofantina, con coeficientes enteros,
existe una solución entera. Fue hasta 1970 que Matiyasevich demostró que tal algoritmo
no existe [49].

Los problemas de decisión plantean preguntas cuya respuesta es sí (verdadero) o no
(falso). Como se ha discutido en el párrafo anterior, existen problemas de decisión que
son indecidibles. No obstante, en este trabajo se trabajará únicamente con problemas
de decisión que sí tienen respuesta. A continuación, el planeamiento formal del Agente
Viajero como problema de decisión.
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Problema del Agente Viajero (AV)

Parámetros: Un conjunto finito C = {c1,c2, . . . ,cn} de ciudades, una distancia d :
C×C→ Z+ para cada par de ciudades ci, c j en C, y una cota B ∈ Z+.

Pregunta: ¿Existe un recorrido de todas las ciudades en C cuya longitud total sea a
lo más B? Es decir, un ordenamiento

〈
cπ(1),cπ(2), . . . ,cπ(n)

〉
, donde π : {1,2, . . . ,n}→

{1,2, . . . ,n} es una permutación, tal que

d
(
cπ(n),cπ(1)

)
+

n−1

∑
i=1

d
(
cπ(i),cπ(i+1)

)
≤ B.

Algoritmos

Una vez que se ha definido lo que es un problema, se procede a hablar de los métodos
para su resolución. Esto lleva al concepto de algoritmo. La siguiente definición se debe
a Trajtenbrot [62].

Definición 1.1. Un algoritmo es la prescripción exacta sobre el cumplimiento de cierto
sistema de operaciones en un orden determinado para la resolución de todos los proble-
mas de algún tipo dado.

Así pues, los algoritmos son procedimientos que consisten en una serie de pasos bien
definidos para la resolución de problemas específicos.

Definición 1.2. Un algoritmo resuelve un problema Π, si dicho algoritmo puede ser apli-
cado a cada instancia I de Π, de tal modo que siempre se produce una solución para dicha
instancia I.

La función de complejidad de un algoritmo se expresa en función de una única varia-
ble, el tamaño de la instancia a resolver, la cuál representa una medida de la información
necesaria para describir a la instancia. Para definir el tamaño de una instancia se necesita
un buen esquema de codificación.

Definición 1.3. Un esquema de codificación consiste en convertir una instancia I de
un problema Π en una cadena finita de símbolos escogidos de un alfabeto finito Σ. El
tamaño de una instancia I de un problema Π se define como el número de símbolos de
la cadena que resultó de su codificación.

Se denota por Σ∗ el conjunto de todas las cadenas finitas cuyo alfabeto es Σ.

1.3. Función de complejidad

En 1965, Jack Edmonds propuso una definición de lo que es un buen algoritmo como
aquél cuyo tiempo de ejecución depende algebráicamente del tamaño de la instancia
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[26]. Otra contribución pionera en este ámbito se debe a Alan Cobham [16].
Cada algoritmo tiene asociada una función de complejidad computacional, la cual

expresa la cantidad de pasos necesarios para resolver una instancia en función de su
tamaño. La función de complejidad computacional depende del modelo de cómputo y
el esquema de codificación. Lo cierto es que al día de hoy no se ha logrado establecer
un esquema de codificación universal. Por este motivo, se evita entrar en los detalles de
dicha discusión.

Distintos algoritmos poseen una variedad amplia de funciones de complejidad compu-
tacional. Sin embargo, la distinción básica propuesta por Cobham-Edmonds entre algo-
ritmos polinomiales y algoritmos exponenciales, resulta ser la más utilizada entre la co-
munidad científica para describir la dificultad inherente de los algoritmos y problemas.
A continuación se presenta un ejemplo adaptado de [32] donde se ilustra esta situación.

Comparativo: funciones de complejidad.

Se podría pensar que el incremento dramático en la velocidad de las computadoras
actuales podría disminuir la importancia de los algoritmos eficientes, pero la realidad
es distinta. Mientras que las computadoras se vuelven más rápidas y se pueden ma-
nejar problemas cada vez más grandes, la complejidad computacional de un algoritmo
sigue siendo el factor determinante del tamaño de los problemas que se pueden resolver.
Considérese una computadora personal de alto desempeño capaz de operar a 1 TFLOP
(procesador Intel Core i7 de última generación). Supóngase que en esta computadora se
ejecutan distintos algoritmos. Cada algoritmo tiene su respectiva función de compleji-
dad y se ejecutan en instancias de distintos tamaños. Se calcula el tiempo aproximado de
cómputo que tardaría dicha computadora en realizar estos experimentos. La Figura 3.3
resume los resultados.

La primer columna de la tabla representa las funciones de complejidad de los seis
distintos algoritmos teóricos que se ejecutarían en este experimento imaginario. Resulta
evidente que los dos primeros algoritmos con funciones de complejidad polinomiales
se ejecutan velozmente. Por otro lado, aunque el cuarto algoritmo tiene una función
de complejidad polinomial, resulta totalmente impráctico, por lo que polinomial no es
necesariamente sinónimo de eficiente. Incluso, los dos últimos algoritmos con funciones
de complejidad exponenciales son más eficientes que el cuarto algoritmo para valores
de n ≤ 50. Aunque es cierto que también resultan totalmente imprácticos para valores
moderados de n. Esta tabla revela las razones porqué los algoritmos cuya función de
complejidad es polinomial son, en general, más deseables que aquellos cuya función de
complejidad no es polinomial.



8 Capítulo 1 Complejidad computacional

n = 10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 500

n2 1×10−10

segundos
4×10−10

segundos
2.5×10−9

segundos
1×10−8

segundos
2.5×10−7

segundos

n4 1×10−8

segundos
1.6×10−7

segundos
6.2×10−6

segundos
0.0001

segundos
0.0625

segundos

n8 0.0001
segundos

0.0256
segundos

39
segundos

2.77
horas

123.8
años

n16 2.77
horas

20.7
años

4.8×105

siglos
3.1×1010

siglos
4.8×1021

siglos

2n 1×10−9

segundos
1×10−6

segundos
18.7

minutos
4×108

siglos
1×10129

siglos

3n 5.9×10−8

segundos
0.003

segundos
2.2×104

años
1.6×1026

siglos
1×10217

siglos

Figura 1.3: Comparación de distintas funciones de complejidad polinomiales y exponencia-
les.

Análisis asintótico

Se introduce a continuación una notación asintótica, adaptada del análisis matemático,
cuyo uso fue sugerido por Donald Knuth en 1976 para el análisis de algoritmos [47].
Esta notación se ha vuelto el estándar para hacer afirmaciones sobre las funciones de
complejidad de los algoritmos y se utilizará en este trabajo.

Definición 1.4. Si g y f son dos funciones cuyo dominio es N y cuyo codominio es R ,
se define

g(n) ∈ O( f (n)) si existen constantes c > 0 y n0 tal que g(n)≤ c · f (n) para toda
n≥ n0.

g(n) ∈Ω( f (n)) si existen constantes c > 0 y n0 tal que g(n)≥ c · f (n) para toda
n≥ n0.

g(n)∈Θ( f (n)) si existen constantes c1,c2 > 0 y n0 tal que c1 · f (n)≤ g(n)≤ c2 ·
f (n) para toda n≥ n0. Equivalentemente, si g(n) ∈ O( f (n)) y g(n) ∈Ω( f (n)).

g(n)∈ o( f (n)) si para toda constante ε > 0 existe n0 tal que |g(x)| ≤ ε · f (n) para
toda n≥ n0.

1.4. Modelo de computación y máquinas de Turing

Se tienen registros de que el hombre tiene casi seis mil años haciendo cálculos me-
diante la aplicación de reglas mecánicas para manipular números (véase apéndice A.2).
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En este proceso de cálculo, usualmente se requería de cierto lugar para anotar los resul-
tados intermedios. La máquina de Turing es un formalismo matemático que encierra esta
noción. El modelo de cómputo más estándar y básico es la máquina de Turing determi-
nista de una cinta, que se abrevia como MTD. Dicho modelo consiste de un conjunto
de estados, una cabeza de escritura-lectura, y una cinta infinita a la izquierda y a la
derecha, compuesta de cuadros etiquetados como . . . ,−2,−1,0,1,2, . . . .

Definición 1.5. Una MTD se especifica con la siguiente información:

1. Un conjunto finito Γ de símbolos de cinta, que incluye un alfabeto o subconjunto
Σ⊂ Γ de símbolos de entrada, y un símbolo blanco b ∈ Γ−Σ.

2. Un conjunto finito Q de estados, que incluye un estado inicial q0 y dos estados de
paro diferenciados qS y qN .

3. Una función de transición δ : (Q−{qS,qN})×Γ→ Q×Γ×{−1,+1}.

Esta definición admite la posibilidad que una MTD no pare en su cálculo. No obstante,
para los propósitos de esta tesis se consideran únicamente MTDs que siempre paran.

Definición 1.6. Sea Π un problema de decisión. Una MTD M resuelve Π si M se detiene
en algún estado de paro, qS o qN , para cada cadena de entrada en Σ∗ que codifica una
instancia de Π.

El subconjunto de Σ∗ que consiste en las cadenas que codifican instancias afirmativas
de Π se denota por SΠ. El conjunto de cadenas que codifican instancias negativas se
denota por NΠ.

El tiempo utilizado en la ejecución de una MTD M en una cadena de entrada x es el
número de pasos que ocurren en dicha computación hasta que se llega a un estado de
paro.

Definición 1.7. Si M es una MTD que se detiene para todas las cadenas de entrada en
Σ∗, su función de complejidad computacional TM : Z+→ Z+ está dada por

TM (n)=máx{m : ∃x ∈ Σ
∗, con |x|= n, tal que la ejecución de M en x requiere tiempo m}

Definición 1.8. Se dice que M es una MTD de complejidad polinomial cuando TM (n) ∈
O(p(n)), donde n0 = 0 y p(n) es un polinomio.

En el apéndice A.3 se encuentra un ejemplo de una MTD para resolver un problema
de decisión.
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1.5. Análisis del peor de los casos

El análisis del peor de los casos plantea que si para resolver un problema Π con un
algoritmo A, donde dicho algoritmo tiene una función de complejidad g(n) ∈ O( f (n)),
entonces el número de pasos para resolver algunas instancias de Π puede ser tan grande
como Θ( f (n)). Esto es en el peor caso, y en general se requieren menos de Θ( f (n))
pasos, lo cual se observa con bastante frecuencia en la práctica. Así que, tal vez esta
medida del peor de los casos no describa de manera justa el desempeño de un algoritmo
del todo. El caso paradigmático es el del algoritmo simplex [23] que ha demostrado
ser en la práctica muy eficiente para resolver problemas de programación lineal. No
obstante, en 1972 Klee y Minty demostraron la existencia de instancias del problema de
programación lineal que hacen que, en el peor de los casos, el simplex realice un número
de pasos exponencial en el tamaño de la instancia [45].

La clase P

Una clase de complejidad básica e importante es P. Esta clase encierra a los problemas
que se pueden resolver con un algoritmo cuya función de complejidad está acotada por
un polinomio.

Definición 1.9. P = {Π : ∃ una MTD M de complejidad polinomial que resuelve a Π}

Entonces, un problema de decisión Π pertenece a P si existe una MTD cuya com-
plejidad es polinomial. Es una costumbre generalizada omitir la mención del esquema
de codificación. La práctica estándar, que seguiremos en este trabajo, es hablar de los
algoritmos de una manera independiente al esquema de codificación. De este modo, la
clase P es un formalismo de las ideas propuestas por Edmonds y Cobham para clasificar
a los problemas que se pueden resolver eficientemente.

La clase NP

En 1966 Jack Edmonds conjeturó que "no existe un buen algoritmo para el proble-
ma del Agente Viajero" [27]. Al parecer, su conjetura ha resultado válida hasta el día de
hoy. No se ha podido demostrar la existencia de un algoritmo polinomial para resolver
el problema del Agente Viajero, y el consenso general es que lo más probable es que
tal algoritmo no exista. No obstante la dificultad inherente del problema del Agente Via-
jero, dado un conjunto de ciudades C = {c1,c2, . . . ,cn} con sus respectivas distancias y
B ∈ Z+, verificar que un ordenamiento

〈
cπ(1),cπ(2), . . . ,cπ(n)

〉
satisfaga la condición de

que al recorrer las ciudades en dicho orden la distancia total sea menor o igual que B,
es una tarea bastante sencilla. La complejidad computacional para realizar dicha tarea es
O(n). Este conjunto de ciudades es una evidencia o certificado de una respuesta afirma-
tiva. Entonces, la clase de problemas de decisión cuyas respuestas afirmativas poseen un
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certificado que se puede verificar polinomialmente se le denomina NP.

Definición 1.10. Un certificado es una cadena de símbolos que representa una prueba
para verificar que la respuesta a una instancia I de un problema de decisión Π es afirma-
tiva.

Definición 1.11. Un problema de decisión Π está en NP si existe una MTD polinomial
M tal que para cada instancia I ∈ SΠ existe un certificado polinomial, en el tamaño de la
instancia de I, tal que M verifica que I ∈ SΠ utilizando el certificado como prueba.

La clase coNP

Una propiedad importante de la clase NP es que existe una asimetría con respecto a
las instancias cuya respuesta es sí, de aquellas cuya respuesta es no. Esto no sucede en
la clase P. Para un problema de decisión Π ∈ P la pregunta: dada una instancia I ∈Π, ¿la
propiedad X es verdadera para I? se puede responder con una MTD en tiempo polino-
mial. Entonces, el problema complementario: dada una instancia I ∈Π, ¿la propiedad X
es falsa para I?, también se puede responder con una MTD en tiempo polinomial. Esto
se logra al intercambiar los estados qS y qN en la primer MTD. Por otro lado, no existe
evidencia de que algo similar suceda en la clase NP. Los indicios apuntan a que esto no
es así. Esta situación originó una nueva clase de complejidad computacional, coNP, que
se define a continuación.

Definición 1.12. coNP = {Π : el problema complementario de Π está en NP}

Pero, ¿qué relación existe entre NP y coNP? El consenso general es que NP 6= coNP.
Dado un problema Π, el que sus instancias afirmativas tengan certificados polinomiales,
no necesariamente quiere decir que sus instancias negativas tengan certificados polino-
miales. De este modo, se puede decir que un problema Π que se encuentre en NP∩coNP
tiene una buena caracterización, dado que hay una manera eficiente para verificar tanto
sus instancias afirmativas como sus instancias negativas. Este término fue propuesto por
Edmonds en 1964 en su artículo "Maximum partition of a matroid into independent sub-
sets" [25]. Dado que P⊂ NP∩ coNP, entonces es necesario que un problema tenga una
buena caracterización para que exista un algoritmo polinomial que lo resuelva. Por otro
lado, no existe aún evidencia que la buena caracterización sea también suficiente para
asegurar la existencia de dicho algoritmo. Fue Edmonds quien propuso su conjetura de
la roca donde afirma que en efecto la buena caracterización es equivalente a que un pro-
blema esté en P, es decir P = NP∩coNP. Esta conjetura está grabada en una roca afuera
de su casa, de ahí el nombre. Para concluir esta sección, se remite al lector al apéndice
A.5 para ejemplificar dos problemas con buena caracterización, donde uno se sabe que
está en P y del otro no se sabe.
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Reducciones polinomiales

Definición 1.13. Una transformación polinomial de un problema de decisión Π1 a un
problema de decisión Π2 es una función f : Π1 → Π2 que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. La función f es calculable por un algoritmo polinomial.

2. Para toda instancia I de Π1, I ∈ SΠ1 si y sólo si f (I) ∈ SΠ2 .

Si existe una transformación polinomial de Π1 a Π2 , escribimos Π1 ∝ Π2, o bien
decimos que Π1 se reduce polinomialmente a Π2. El significado de esta definición resulta
evidente en el siguiente resultado cuya demostración básicamente consiste en componer
funciones polinomiales.

Lema 1.1. Si Π1 ∝Π2, entonces Π2 ∈ P implica que Π1 ∈ P.

La técnica de transformar un problema en otro, mediante una transformación polino-
mial, es lo que se conoce como una reducción polinomial. Para concluir esta sección, se
remite al lector al apéndice A.4 donde se ejemplifica cómo reducir polinomialmente un
problema en otro.

La clase NP-completo

Una propiedad muy útil y deseable de las reducciones polinomiales es la transitividad,
como lo expresa el siguiente lema.

Lema 1.2. Si Π1 ∝Π2 y Π2 ∝Π3, entonces Π1 ∝Π3.

La demostración se sigue de manera directa al componer las transformaciones polino-
miales f : Π1→Π2 y g : Π2→Π3.

A continuación, la definicion formal de la clase NP-completo.

Definición 1.14. Un problema Π se define como NP-completo si Π ∈ NP , y si para
cualquier otro problema Π′ ∈ NP se tiene que Π′ ∝Π.

El lema 1.1 implica lo siguiente: si algún problema NP-completo puede ser resuelto
en tiempo polinomial, entonces todos los problemas en NP también. Si un problema en
NP es intratable, entonces todos los problemas NP-completos también. A continuación,
un lema que da una estrategia para demostrar que un problema es NP-completo.

Lema 1.3. Si Π1 y Π2 pertenecen a NP, Π1 es NP-completo, y Π1 ∝Π2, entonces Π2 es
NP-completo.

Para demostrar que algún problema Π es NP-completo, la estrategia es la siguiente:

1. Demostrar que Π ∈ NP.
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2. Reducir un problema conocido Π′ que sea NP-completo en el problema Π.

Stephen Cook fue quien exhibió el primer problema NP-completo. En 1971 demostró
que el problema de satisfacibilidad es NP-completo [18]. A partir de ese momento, se ha
utilizado la estrategia descrita para demostrar que miles de problemas son NP-completos.
El primer trabajo notable siguiendo esta estrategia es el de Richard Karp [43].

El concenso general es que P 6=NP. Esto sugiere que no existe una manera eficiente
de resolver a los problemas NP-completos. Asimismo, resulta cierto que hay problemas
que pertenecen a esta clase, como el problema de la mochila, pero se han podido resol-
ver de manera eficiente en casos particulares [71]. Lo anterior nos dice que aunque los
problemas NP-completos representen la clase de problemas más difíciles en NP, no se
debe desestimar la posibilidad de encontrar una manera eficiente para resolver ciertos
casos de interés para un problema en particular.

1.6. Caso promedio

En un esfuerzo por dar una explicación teórica sobre la eficiencia del simplex, Steve
Smale demostró que el número de pivoteos requeridos para resolver un problema de
programación lineal es, en promedio, proporcional al número de variables [58]. Lo que
hizo Smale para analizar el algoritmo simplex es un ejemplo de lo que se conoce como
análisis del caso promedio. Poco tiempo después, Leonid Levin hizo una exposición
general del análisis del caso promedio [48].

1.7. La transición de fase de k-satisfacibilidad

Se concluye este capítulo con la discusión sobre un fenómeno que ha llamado la aten-
ción en el ámbito de la complejidad computacional en las décadas recientes. Este fe-
nómeno es análogo con un fenómeno físico denominado transición de fase, véase [51].
Las transiciones de fase representan cambios súbitos en el estado de un sistema físico,
como el resultado del cambio de alguna condición externa, como la temperatura o la pre-
sión. Por lo general, este cambio se produce de manera discontinua. La medición de las
condiciones externas en las que se produce esta transformación es lo que se denomina
transición de fase. Por ejemplo, cuando un líquido se convierte en gas al ser elevada su
temperatura hasta el punto de ebullición, lo cual da como resultado un cambio abrupto
en el volumen. En este caso, las condiciones de presión y temperatura determinan la
transición de fase.

Como se ha visto, la complejidad computacional se centra en la dificultad para resol-
ver problemas con estructuras combinatorias. El paradigma actual para definir la com-
plejidad de un problema combinatorio es el del peor de los casos, donde la complejidad
de un problema se determina con base en la dificultad para resolver la peor instancia
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posible de dicho problema. Pero también existe el enfoque alternativo del análisis del
caso promedio. En este caso, se estudia la dificultad promedio para resolver instancias
generadas aleatoriamente. Esto lleva a hacer la observación de que, dado un problema
Π, existe una diversidad de instancias I ∈Π que varían en términos de la dificultad para
ser resueltas. El gran misterio es poder determinar las propiedades que caracterizan la
dificultad de las instancias.

El fenómeno de transición de fase, en el ámbito de la complejidad computacional,
es que en ciertos problemas combinatorios se pueden definir parámetros de control pa-
ra generar instancias aleatorias. Al variar estos parámetros de control el problema en
cuestión exhibe una transición de fase con respecto a la solubilidad de las instancias
generadas. El problema en donde este fenómeno se ha estudiado de manera extensa es
k-satisfacibilidad, véase por ejemplo [36, 9, 21].

El problema de k-satisfacibilidad consiste en responder si existe una asignación válida
para n variables booleanas, de tal modo que la conjunción de m cláusulas booleanas sea
verdadera. En cada cláusula booleana hay k literales en forma disjunta, que se toman
de las n variables booleanas y sus negaciones. El caso más sencillo es cuando k = 2. El
problema 2-satisfacibilidad se encuentra en P [5], pero se ha demostrado que para k ≥ 3
k-satisfacibilidad es NP-completo [18].

Ahora bien, si se generan instancias aleatorias de k-satisfacibilidad, donde m cláusulas
se escogen aleatoriamente de manera uniforme entre todas las posibles cláusulas de lon-
gitud k (sus literales provienen del conjunto de n variables booleanas y sus negaciones),
y consideramos el cociente ϕ (k) = m

n , existe una cantidad considerable de evidencia em-
pírica que sugiere que hay una transición de fase para k-satisfacibilidad para cierto valor
ϕc (k) del parámetro ϕ (k), véase por ejemplo [50, 21].

Si bien es cierto que 2-satisfacibilidad se encuentra en P, se ha demostrado que ϕc (2)=
1, véase [36, 54]. El resultado dice que si ϕ (2) < 1, las instancias aleatorias generadas
con este parámetro son satisfacibles con alta probabilidad. Si ϕ (2) > 1 las instancias
aleatorias generadas con este parámetro son insatisfacibles con alta probabilidad. De
manera intuitiva, cuando la cantidad de variables booleanas n es mayor que la cantidad
de cláusulas m, es más factible que exista una asignación verdadera pues hay mayor li-
bertad para asignar valores a las variables. Por el contrario, si la cantidad de variables
booleanas es menor que la cantidad de cláusulas, las instancias tienen más restricciones
que limitan la asignación de valores a las variables.

Por su parte, Bollobás et al. [9], demostraron que para 2-satisfacibilidad existe una
ventana W (n,δ ) = (ϕ− (n,δ ) ,ϕ+ (n,δ )) alrededor del valor crítico ϕc (2), tal que la
probabilidad de satisfacibilidad es mayor que 1−δ para ϕ < ϕ− y es menor que δ para
ϕ > ϕ+. De esta manera, se observa que la transición de fase para 2-satisfacibilidad es
en realidad una banda alrededor del parámetro ϕc (2).

No se ha podido determinar un umbral exacto para k = 3, como en el caso de 2-
satisfacibilidad, mucho menos para valores k > 3, pero sí se han encontrado cotas, tanto
inferiores como superiores, para el conjeturado valor crítico ϕc (3), véase [9].
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En este trabajo, se ha identificado el fenómeno de transición de fase para el problema
Entrega de Datos en una Línea (EDL) que se describe en el capítulo 2. La observación
básica es que al generar instancias aleatorias mediante cierto modelo probabilístico, exis-
ten dos parámetros de control que se relacionan mediante cierta función. Esta función
divide el espacio de parámetros en dos zonas: las instancias cuya respuesta es afirmativa
con alta probabilidad y las instancias cuya respuesta es negativa con alta probabilidad.
Asimismo, se ha encontrado que las instancias difíciles se encuentran cerca de la zona
de transición de fase.





Capítulo 2

Problema de entrega de datos en una línea

2.1. Introducción

La producción de robots móviles económicos y de construcción cada vez más sim-
ple se ha convertido en una realidad. Actualmente, los drones se pueden utilizar para
diferentes tareas antes insospechadas. Por ejemplo, el uso de una red de drones para
entregar paquetes a clientes desde tiendas minoristas o servicios de mensajería, como
el proyecto piloto de Amazon prime Air. El problema de Entrega de Datos (ED) es una
abstracción matemática de tal escenario que se ha estudiado bastante últimamente, véase
[2, 13, 7, 6, 14, 22].

En este trabajo, se trata con uno de los problemas de entrega de datos más simples.
Los robots están obligados a moverse en una línea. En esta versión, Entrega de Datos
en una Línea (EDL), un conjunto de n robots se colocan en las posiciones xi ≥ 0 con
capacidades ρi > 0 con i = 1, . . . ,n. La capacidad indica la longitud máxima de un
recorrido para cada robot. La pregunta es si existe un orden en el que los robots deben
moverse para recoger los datos en un punto s llamado salida, para llevarlos a un punto
predeterminado llamado la terminal t > s, por lo que EDL es un problema de decisión.

2.2. Antecedentes

El problema EDL fue introducido por Chalopin et al [14], y se demostró que es NP-
completo. Para los casos en que todos los valores de entrada son enteros, demostraron
que existe un algoritmo de tiempo pseudo-polinomial.

EDL proviene de un caso más general en gráficas con pesos en sus aristas y múltiples
salidas [13]. Los robots se colocan inicialmente en los vértices de una gráfica y pueden
viajar a lo largo de sus aristas con energía limitada. El objetivo es recopilar datos de un
conjunto de salidas distintas y entregarlos a una sola terminal. Los pesos en las aristas

17
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representan la energía necesaria para cruzar dicha arista. En dicho trabajo, se demuestra
que el problema en cuestión es NP-completo. Un enfoque ligeramente diferente con res-
pecto al último problema se dio en [2]. Esta vez, el objetivo es realizar una transmisión
convergente eficiente, lo que significa que los robots colaboran para que la información
inicial de todos los robots eventualmente se transmita a algún robot y no a un nodo ter-
minal. La pregunta en este caso es cuál es el valor mínimo de la energía de la batería
para que se pueda lograr la transmisión convergente. Se demostró que este problema es
NP-completo y se proporcionó un algoritmo parcial. En esta configuración de gráficas
con aristas con pesos, también se estudió un enfoque en el que los robots pueden transfe-
rir no solo información sino también energía cuando se encuentran, ya sea para entregar
datos de una salida a una terminal o para lograr una transmisión convergente [22]. Una
versión simplificada con una sola salida y una sola terminal, donde la energía se limita
a dos unidades para cada robot, se estudió en [6], donde también se demostró que una
variante de su planteamiento está en P. Una vez más, se demostró que estos problemas
son NP-completos, aunque existen algoritmos polinomiales para casos especiales como
cuando la gráfica es un árbol o una trayectoria [22]. Por lo tanto, existen trabajos previos
en los que ya se han estudiado diferentes variantes del problema. En su mayoría se trata
de problemas NP-completos, con algunos casos especiales que pueden ser resueltos en
tiempo polinomial.

2.3. Formulación

La formulación del problema de decisión EDL es como se describe a continuación.

Entrega de Datos en una Línea (EDL)

Parámetros: I = ({(xi,ρi)}n
i=1 ,s, t), donde cada pareja (xi,ρi) representa un robot

i con posición xi ∈Q y capacidad ρi ∈Q+; s ∈Q representa la posición inicial de
los datos, o la salida, y t ∈Q, s < t, representa la terminal.

Pregunta: ¿Existe alguna subsucesión de robots 〈i1, . . . , ik〉 que en ese orden pue-
dan mover los datos de s a t?

Debido a que la precisión de una computadora es limitada, resulta imposible trabajar con
números reales. Si bien es cierto que los resultados analíticos presentados en este trabajo
son válidos para posiciones y capacidades en R, la parte computacional está restringida
a los números racionales Q. De ahí que en la formulación del problema se restrinja a
trabajar en Q. En este punto, es importante remitir al lector al apéndice A.8 donde se dan
algunos detalles del modelo de cómputo que se considera en este trabajo.

A continuación, se definen los dos únicos tipos de movimiento que se consideran para
los robots en este trabajo. Restringir el movimiento de los robots de esta manera será
suficiente para entender y dar solución al problema.
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Algoritmo 2.1 Algoritmo polinomial de orden O(n) para verificar un certificado de
EDL. En la libreta de Python: EDLA/DataDelivery.moveRobots().

1: verificar_certificado (I, certificado):
2: para (xi,ρi) en certificado:
3: distancia = |d− xi|
4: si distancia < ρi y (xi,ρi) no se ha utilizado antes:
5: Se etiqueta (xi,ρi) como usado;
6: capacidad_restante = ρi−distancia;
7: Se actualiza d = d + capacidad_restante;
8: terminar;

Si d ≥ t: imprimir («Sí es un certificado»);
en otro caso: imprimir («No es un certificado»);

Definición 2.1. Si el robot está antes de la posición d donde están los datos, éste se debe
mover únicamente hacia adelante, primero para recoger los datos y luego para moverlos
todo lo que pueda hacia adelante. Si está después de d, entonces tiene que moverse
primero hacia atrás para llegar a d y luego hacia adelante todo lo que pueda. En ambos
casos, el robot cubre el intervalo [xi− aρi,xi +(1− 2a)ρi] donde a = 0 para el primer
caso y a = (xi−d)/ρi para el segundo. Cuando a = 0 el alcance superior del robot i es
xi +ρi. Cuando a = 1 el alcance inferior del robot i es xi−ρi.

Para justificar esta simplificación, considérese un robot (xi,ρi) en un certificado C
para alguna instancia I de EDL que se ha resuelto sin restricciones para el movimiento
de los robots. Sea pi el punto donde (xi,ρi) recogió los datos y qi la última posición
donde dejó los datos. Sin importar de qué manera se movió el robot, podemos sustituir
sus movimientos por únicamente dos movimientos: moverse desde xi hasta pi y desde pi

hasta qi. Debe ser claro que esto no altera la solubilidad.

Esta definición es crucial para definir gráficas asociadas al problema, como se verá
en la sección 2.7. Con las reglas del movimiento de los robots descritas en la definición
anterior, un certificado para EDL es una descripción del subconjunto de robots que se
mueven y el orden en que lo hacen. En dicho orden, el primer robot se mueve al inicio,
recoge los datos y los mueve hacia adelante. El segundo robot se mueve hasta el punto
donde está el primer robot, toma los datos y se mueve hacia adelante. Un tercer robot se
hace cargo, y así sucesivamente hasta que los datos llegan, de ser posible, a la terminal t.
De acuerdo a lo anterior, se puede verificar un certificado de EDL en tiempo O(n). Esto
es debido a que cada robot en el certificado se procesa una sola vez y para cada robot
se realiza un número constante de operaciones, de esta manera EDL está en NP. Esto se
visualiza en el seudocódigo del Algoritmo 2.1.
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2.4. Representación geométrica de EDL

Resulta muy útil visualizar una instancia del problema en el plano cartesiano al repre-
sentar cada robot i con las coordenadas (xi,ρi). Esta visualización del problema divide
al semiplano superior en dos regiones. Esto se muestra en la Figura 2.1. Dichas regiones
dependen de la posición de los datos d ∈ [s, t].

Activa: A(d) =
{
(x,ρ) ∈ R2 : |x−d| ≤ ρ

}
. Los datos están al alcance de los ro-

bots que se encuentran en esta región.

Inactiva: B(d) =
{
(x,ρ) ∈ R2 : |x−d|> ρ

}
. Los datos están fuera del alcance de

los robots que se encuentran en esta región.

Definición 2.2. El conjunto de robots de una instancia I de EDL en la región activa
A(d) se denota por A(d, I). Asimismo, se denota A− (d) = {(xi,ρi) ∈ A(d) |xi ≤ d} y
A+ (d) = {(xi,ρi) ∈ A(d) |xi > d}. De manera análoga, los robots de una instancia I en
A− (d) y A+ (d) se denotan por A− (d, I) y A+ (d, I) respectivamente. Por último, se
denota A([s, t]) = ∪d∈[s,t]A(d).

Figura 2.1: En este gráfico se aprecian los robots representados como puntos en el semi-
plano superior. La posición de los datos d define dos regiones: activa A(d) e
inactiva B(d).

En la Figura 2.2 se muestra el alcance de cuatro robots distintos, a,b,c,e. Los robots
a y e se encuentran en B(d). El alcance superior de a y el alcance inferior de e, indicado
por la punta de sus flechas, no llegan a los datos. Los robots b y c se encuentran en A(d),
por lo cuál son capaces de recoger los datos y llevarlos al punto indicado por la punta de
sus flechas.
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Figura 2.2: Las puntas de las flechas indican hasta dónde pueden llegar los robots. Los
robots b y c pueden llegar a los datos y moverlos, mientras que los robots a y e
son incapaces de llegar a los datos.

Es importante señalar que los robots en B(s) que se encuentran antes de s quedan
descartados. Análogamente, los robots en B(t) que se encuentran después de t quedan
descartados. En ambos casos, los robots son incapaces de alcanzar los datos para mover-
los dentro de [s, t], véase Figura 2.3. En lo sucesivo se hará la suposición, sin pérdida de
generalidad, que las instancias de EDL no tienen robots que caigan en alguno de estos
dos casos, sino que sólamente hay robots en A([s, t]) = ∪d∈[s,t]A(d).

Figura 2.3: Los robots que se encuentran representados en las regiones sombreadas son
incapaces de colaborar en el traslado de los datos desde s hasta t.

2.5. Consideraciones adicionales

Una consideración, implícita en la sección 2.3, es que aunque es factible pensar en
robots que se mueven simultáneamente, sólo se considera el caso en que los robots se
mueven uno por uno, pues no es el objetivo optimizar el tiempo para la realización de la
tarea. Hay otras observaciones importantes que hacer que se enuncian como tres lemas.
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Lema 2.1. Ningún robot transmite los datos dos veces.

Demostración. Es una consecuencia de la definición 2.1. Cuando un robot mueve los
datos, agota toda su capacidad para llevarlos lo más adelante posible en un solo movi-
miento. �

A continuación se verá la importancia de la definición 2.1 que evita que un robot
pueda transmitir los datos dos veces. Se ilustra con un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sea I = ({i = (2,7) , j = (5,5)} ,0,10) una instancia de EDL. Es claro que
el primer robot que debe mover los datos es i. En este caso, se tiene que ai =

2−0
7 = 2

7 ,
y el intervalo que cubre el robot i es [0,5], de acuerdo con la definición 2.1. Esto quiere
decir que el punto máximo en el que puede dejar los datos el robot i es 5. De acuerdo
con la definición 2.1, el robot j cubre el intervalo [5,10] y de esta manera se lograría el
objetivo de llevar los datos desde s = 0 hasta t = 10. El certificado de nuestra instancia
es 〈i, j〉. Ahora bien, si se ignora por un momento las reglas de movimiento dadas en
la definición 2.1, y se hace la suposición que los robots se mueven del siguiente modo:
primero, el robot i recoge los datos en 0 y los lleva hasta 3. Enseguida, el robot j se
mueve hacia 3, recoge los datos y los mueve hasta 4. Después, el robot i se mueve desde
su posición en 3, recoge los datos en 4 y los deja en 5. Por último, el robot j se mueve
desde su posición en 4, recoge los datos en 5 y los lleva hasta 6, donde agota toda su
capacidad, sin poder lograr el objetivo. Esto se ilustra gráficamente en la Figura 2.4.

Figura 2.4: En el gráfico se observan las dos situaciones descritas en el ejemplo 2.1. Las
líneas punteadas simbolizan los trayectos que los robots recorrieron sin los da-
tos.

Como se aprecia en el ejemplo 2.1, cuando el robot i no lleva los datos a xi+(1−2a)ρi

en un solo movimiento, otros robots se pueden ver en la necesidad de gastar parte de su
capacidad para ir hacia atrás por los datos. Esta capacidad desperdiciada les podría ser
útil más adelante, como se ha visto.
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Lema 2.2. Sea I = ({(xi,ρi)}n
i=1 ,s, t) una instancia de EDL. Sea d ∈ [s, t] . Sea M =

máx{xi +ρi|(xi,ρi) ∈ A− (d, I)}. Entonces, el conjunto de robots A− (d, I) pueden mo-
ver los datos desde d a lo más hasta M.

Demostración. Sea i0 un robot tal que xi0 +ρi0 = M. Aplicando la definición 2.1, dicho
robot puede llevar los datos desde d hasta M. Por último, los robots en A− (d, I) satisfacen
xi +ρi ≤ xi0 +ρi0 = M por lo cual es imposible llevar los datos más allá de M. �

Este último lema sugiere una posible estrategia para resolver EDL. Dada la posición
de los datos d, escójase el robot en A− (d, I) cuyo alcance superior sea mayor y mover.
Se repite el proceso. El problema surge cuando A− (d, I) es vacía. Este algoritmo da la
motivación para una variante de EDL que se puede resolver en tiempo polinomial y tiene
una buena caracterización. Esto se verá en la sección 2.9.

2.6. Teoría de las Gráficas

En esta sección se introducen algunos conceptos básicos de Teoría de las Gráficas que
resultarán útiles para la conversión del problema EDL en un problema de gráficas. Se
sigue la notación estándar de [10].

Definición 2.3. Una gráfica G es un par ordenado (V (G) ,E (G)) que consiste en un
conjunto de vértices V (G) y un conjunto de aristas E (G), disjunto de V (G), junto con
una función de incidencia ψG que asocia con cada arista de G una pareja no ordenada
de vértices (no necesariamente distintos). Si e es una arista y u y v son vértices tal que
ψG (e) = (u,v), entonces se dice que e une a u con v, y los vértices u y v son los extremos
de e.

Definición 2.4. Sea G una gráfica. Una gráfica F se denomina subgráfica de G si V (F)⊂
V (G), E (F)⊂ E (G) y ψF es la restricción de ψG a E (F).

Definición 2.5. Una arista con extremos idénticos se denomina un lazo.

Definición 2.6. Dos o más aristas con el mismo par de extremos se denominan aristas
paralelas.

Definición 2.7. Una gráfica es simple si no tiene lazos ni aristas paralelas.

En este trabajo únicamente utilizaremos gráficas simples, por lo que omitiremos el
adjetivo simples.

Definición 2.8. Dos vértices u y v son adyacentes si ψG (e) = (u,v) para alguna arista e.
Dos aristas e y g son adyacentes si ψG (e)∩ψG (g) = u para algún vértice u.
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Definición 2.9. Una trayectoria es una gráfica simple cuyos vértices pueden acomodarse
en una secuencia lineal, tal que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en la
secuencia, de otro modo no son adyacentes.

Definición 2.10. Un ciclo, de tres o más vértices, es una gráfica simple cuyos vértices
pueden acomodarse en una secuencia cíclica de tal modo que dos vértices son adyacentes
si son consecutivos en la secuencia, de otro modo no son adyacentes. El ciclo de k aristas
se denota como Ck.

Definición 2.11. El tamaño de una trayectoria o ciclo es el número de sus aristas.

Definición 2.12. Una gráfica G es conexa si para cada pareja de vértices u y v de la
gráfica existe una trayectoria como subgráfica de G que inicia en u y termina en v, es
decir, que conecta a u con v.

Definición 2.13. Dos gráficas G y F son isomorfas, se escribe G ∼= F , si existen bi-
yecciones θ : V (G)→ V (F) y φ : E (G)→ E (F) tal que ψG (e) = (u,v) si y sólo si
ψF (φ (e)) = (θ (u) ,θ (v)).

Ahora bien, dado un conjunto V de intervalos cerrados en Q, se puede construir una
gráfica de la siguiente manera: El conjunto de vértices es V y dos vértices son adya-
centes si se intersectan como intervalos. Una gráfica que se construye de esta manera
se denomina gráfica de intervalos. Es importante mencionar que no cualquier gráfica es
isomorfa a una gráfica de intervalos, por ejemplo, Ck para k > 3 no es una gráfica de
intervalos.

2.7. Formulación de EDL como un problema de Teoría de las
Gráficas

Existe una conexión natural entre EDL y las gráficas de intervalos. A continuación
se enuncian dos modelos que surgen al definir una colección de intervalos para una
instancia de EDL de dos maneras distintas:

Definición 2.14. El modelo simétrico de una gráfica de intervalos se genera por inter-
valos i definidos por sus centros xi y sus radios ρi en la forma [xi−ρi,xi +ρi]. La grá-
fica de intervalos asociada con el modelo simétrico será denotada por GS (Q), donde
Q = {(xi,ρi) , i = 1, . . . ,n}.

Definición 2.15. El modelo asimétrico de una gráfica de intervalos se genera por inter-
valos i definidos como [xi−aiρi,xi +(1−2ai)ρi], y será denotado por GA (Q,a), donde
Q = {(xi,ρi) , i = 1, . . . ,n} y a es un vector en [0,1]n∩Q.
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En ambos modelos, Q es el conjunto de robots de una instancia EDL. En la Figura 2.5
se ilustra el modelo asimétrico.

Figura 2.5: En el gráfico se observa un robot y un diamante que representa los datos.

A continuación, se demuestra como EDL es equivalente a un problema de existencia
en gráficas de intervalos. El problema de decisión equivalente de Teoría de las Gráficas
es el siguiente:

Problema Existencial de Conexidad (PEC)

Parámetros: una colección finita Q = {(xi,ρi) , i = 1, . . . ,n} de puntos en R2.

Pregunta: ¿Existe un vector a=(a1, . . . ,an) tal que la gráfica de intervalos GA (Q,a),
definida por el modelo asimétrico, sea conexa?

Dos problemas de decisión son equivalentes si para cada instancia de uno existe una
instancia del otro, tal que ambas tienen respuesta afirmativa o ambas tienen respuesta
negativa.

Teorema 2.3. EDL y PEC son equivalentes.

Demostración. Primero se demuestra que para cada instancia (Q,s, t) de EDL existe una
instancia de PEC cuya solución se adecúa a la de la instancia EDL. En primer lugar, se
añaden dos nuevos puntos (s,0) y (t,0). Se llama a este nuevo conjunto Q′, lo cual define
una instancia de PEC. Una respuesta positiva a esta instancia tiene asociado un vector a∗

de tal modo que GA (Q′,a∗) es una gráfica conexa. De esta manera, existe una trayectoria
T en GA (Q′,a∗) que conecta a los vértices definidos por (s,0) y (t,0). Los vértices
interiores de T corresponden a puntos en Q, es decir, a robots en la instancia EDL. El
orden en que los vértices de T son recorridos, desde s hasta t, definen el orden en el que
los robots deben moverse. La adyacencia de vértices consecutivos en T garantiza que los
robots correspondientes pueden encontrarse en una posición en común para transferir los
datos de uno a otro. Así que la existencia de una respuesta afirmativa para una instancia
de PEC se traduce en una solución para la instancia correspondiente de EDL.
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Queda por demostrar que si la solución de una instancia de PEC es negativa, así lo es
para su instancia correspondiente de EDL. La contrapositiva es que cualquier respuesta
«sí» a una instancia de EDL se traduce como una respuesta afirmativa de PEC. Para
demostrar esto, sea (Q,s, t) una instancia de EDL con una respuesta afirmativa y una
secuencia ri1 , . . . ,rik de robots que llevan los datos de s a t. Esta secuencia de robots
determinan un conjunto de parámetros ai1 , . . . ,aik . Para el resto de los robots, que no
participan en el transporte de los datos, se define ai = 0 si xi < t y ai = 1 si xi ≥ t. Se
afirma que la gráfica GA (Q,a) es conexa. Los parámetros ai1 , . . . ,aik definen un conjunto
de intervalos, una trayectoria T ′ en GA (Q,a), que cubren el segmento [s, t]. Por último,
se demuestra que cualquier otro intervalo intersecta a T ′. Para un robot (xi,ρi) tal que
xi < t el intervalo correspondiente es [xi,xi +ρi], si xi≥ s, entonces xi está en [s, t] así que
intersecta algún intervalo de T ′; si xi < s, entonces xi +ρi ≥ s, y por lo tanto el intervalo
intersecta a T ′ también. El caso xi ≥ t se resuelve de manera análoga.

�

Los siguientes corolarios son una consecuencia directa del teorema anterior.

Corolario 2.4. PEC es NP-completo.

Demostración. El teorema 2.3 demuestra que EDL, que es NP-completo, es reducible a
PEC y la reducción es polinomial.

�

Es importante recalcar la relevancia de la conexidad de una gráfica de intervalos en
relación con la solubilidad de su instancia asociada de EDL. Para cualquier instancia
(Q,s, t) de EDL, si existe un vector a en la caja unitaria tal que GA (Q′,a) es conexa,
entonces la instancia EDL es soluble. Lo opuesto no es cierto, es decir, dado un vector
a si la gráfica GA (Q′,a) es disconexa, eso no implica necesariamente que la instancia
asociada EDL no sea soluble, como se verá en el contraejemplo de la Figura 2.6.

Por otro lado, dada una instancia de EDL (Q,s, t), si para cualquier vector a en la caja
unitaria ninguna de las gráficas asociadas GA (Q′,a) es conexa, entonces se asegura que
la instancia EDL no es soluble. Esto se enuncia en el siguiente corolario.

Corolario 2.5. Dada una instancia EDL (Q,s, t) si su gráfica de intervalos simétrica
asociada GS (Q′) es disconexa, la instancia no es soluble.

Demostración. Para cada vector a en la caja unitaria tenemos que

[xi−aρi,xi +(1−2a)ρi]⊂ [xi− yi,xi + yi] .
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Figura 2.6: En este ejemplo, Q =
{(1

4 ,
3
4

)
,
(1

2 ,
1
2

)}
. En a) tenemos a =

(1
3 ,

1
3

)
, en b) te-

nemos a = (0,0), y en c) tenemos a =
(1

3 ,0
)
. En los primeros dos casos

GA (Q′,a) es disconexa, pero en el tercer caso es conexa, por lo que la ins-
tancia es en realidad soluble.

Ahora, por la definición de Q′, si GS (Q′) es disconexa, eso significa que para cualquier
vector a en la caja unitaria GA (Q′,a) es disconexa también. Esto significa que PEC no
es soluble, así que por el Teorema 2.3 EDL tampoco es soluble. �

2.8. Variante polinomial de EDL: EDLA

En EDL, los robots tienen capacidades restringidas, esto es lo que hace que el pro-
blema sea difícil de resolver. Si los robots tuviesen capacidad ilimitada el problema se
resuelve trivialmente. Pero si se añade otra restricción al problema, se verá cómo el pro-
blema está bien caracterizado y se encuentra en P. En esta variante del problema original,
la restricción es que los robots solamente pueden avanzar hacia adelante, así que este
nuevo problema se denomina "Entrega de datos en una línea con avance hacia adelante"
(EDLA). Formalmente:

Entrega de Datos en una Línea con Avance hacia Adelante (EDLA)

Parámetros: I = ({(xi,ρi)}n
i=1 ,s, t), donde cada pareja (xi,ρi) representa un robot

i con posición xi ∈ Q y capacidad ρi > 0, s ∈ Q representa la posición inicial de
los datos, o la salida, y t ∈Q, s < t, representa la terminal.

Pregunta: ¿Existe una subsucesión de robots 〈i1, . . . , ik〉 que en ese orden, y avan-
zando únicamente hacia adelante, puedan mover los datos de s a t?
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Algoritmo 2.2 Algoritmo polinomial para resolver EDLA. En la libreta de Python: ED-
LA/polinomialEDLA.

1: EDLA (I, robots_disponibles, t):
2: Inicializamos: d = s, certificado = 〈〉;
3: mientras S 6= /0;
4: Calculamos S = A− (d, I)∩ robots_disponibles;
5: Seleccionamos robot (xi,ρi) ∈ S;
6: Insertamos el robot i a certificado y lo etiquetamos como usado;
7: Actualizamos d = xi +ρi;
8: terminar;

Si d ≥ t: imprimir («Sí»), devolver (certificado);
en otro caso: imprimir («No»); devolver (d);

El problema está bien caracterizado, en el sentido de Edmonds, pues EDLA está en NP
y en coNP, más aún, se dará un algoritmo polinomial para resolver este problema.

Recuérdese que los intervalos en el modelo asimétrico son {[xi−aiρi,xi +(1−2ai)ρi]}n
i=1.

En EDLA los robots pueden desplazarse únicamente hacia adelante por lo que ai = 0
para cada robot. En este caso, los intervalos asociados tienen la forma {(xi,xi +ρi)}n

i=1.
Debe ser claro que EDLA está en NP. Un certificado para un problema Π en EDLA se
verifica de la misma manera que uno para EDL. Para verificar que el problema está en
coNP, lo que se tiene que verificar es que GA (Q′,(0, . . . ,0)) es disconexa. Lo cual se
verifica en tiempo polinomial. Así pues, EDLA está bien caracterizado.

A continuación, el algoritmo polinomial para construir el certificado y dar respuesta
al problema.

Ahora bien, ¿cuál robot se debe escoger en A− (d, I)? De acuerdo al lema 2.2 los
robots en A− (d, I) pueden llevar los datos hasta M = máx{xi +ρi|(xi,ρi) ∈ A− (d, I)}.
Esto se puede realizar con un único robot i0 que cumpla M = xi0 + ρi0 . Sin embargo,
en la línea 5 del seudocódigo del Algoritmo 2.2 no es necesario elegir el robot que
maximice xi+ρi. Es verdad que el certificado sería más corto, pero se necesitaría incluir
una subrutina para elegir el robot que maximice xi +ρi. Es suficiente escoger cualquiera
y de esa manera se simplifica el código. Ahora bien, ¿cómo se calcula eficientemente
A− (d, I)? Para ejecutar esta subrutina es preciso realizar primero un preprocesamiento,
es decir, realizar un trabajo previo en la instancia antes de utilizar el Algoritmo 2.2. Es
necesario ordenar a los robots de acuerdo a xi−ρi, lo cual toma tiempo O(n logn). Para
una instancia I = ({(xi,ρi)}n

i=1 ,s, t) de EDLA, sea Io dicha instancia ordenada. En el
Algoritmo 2.3 se describe la subrutina para calcular A− (d, I).

Aunque el Algoritmo 2.2 tiene tiempo de ejecución O(n), debido al ordenamiento de
los robots necesitamos a lo más O(n logn) operaciones para resolver EDLA. A conti-
nuación, el teorema que resume la buena caracterización de EDLA.



2.9 Regiones activas vacías y la conexidad de las gráficas de intervalos GS (Q′) 29

Algoritmo 2.3 Subrutina para calcular A(d, I). En la libreta de Python: ED-
LA/dataTriangle.

1: Entrada: d, Io;
2: Inicializamos: A− (d, I) = {}, A+ (d, I) = {}, copia_robots = robots_en_Io;
3: para robot en copia_robots:
4: si xi +ρi ≤ d: quitar robot de robots_en_Io; // se quita un robot inútil.
5: en otro caso:
6: si xi ≤ d; insertar (xi,ρi) ∈ A− (d, I);
7: en otro caso:
8: si xi−ρi < d; insertar (xi,ρi) ∈ A+ (d, I); // el robot está en la región activa

y adelante de d.
9: en otro caso:

10: terminar; // el robot está adelante de d pero inactivo. El resto de los
robots en la lista también, debido a que están ordenados por xi−ρi

11: devolver A− (d, I), A+ (d, I);

Teorema 2.6. Sea I = ({(xi,ρi)}n
i=1 ,s, t) una instancia de EDLA. O bien existe una sub-

sucesión de robots que pueden llevar los datos de s a t, avanzando únicamente hacia
adelante, o bien existe d0 ∈ [s, t] tal que A− (d, I) = /0, pero no ambos.

Demostración. El Algoritmo 2.2, o bien encuentra la subsucesión de robots que pueden
llevar los datos de s a t, avanzando únicamente hacia adelante, o bien se detiene cuando
encuentra una A− (d, I) vacía. �

La libreta de Python EDLA.ipynb para accesar al código: https://colab.research.
google.com/drive/14Lo2O2rS7c5WFDpE5YJKPTeZsnPTrJtl?usp=sharing

2.9. Regiones activas vacías y la conexidad de las gráficas de
intervalos GS (Q′)

Este capítulo concluye con un teorema que resume la relación que existe entre cone-
xidad de la gráfica de intervalos y regiones activas vacías de instancias de EDL.

Teorema 2.7. Sea I =(Q,s, t) una instancia de EDL. Sea GS (Q′) la gráfica de intervalos
asociada con el modelo simétrico. Entonces, GS (Q′) es disconexa si y sólo si existe
p ∈ (s, t) tal que A(p) = /0.

Demostración. Supóngase primero que GS (Q′) es disconexa. Esto implica que existe
p ∈ (s, t) tal que p∩ [xi−ρi,xi +ρi] = /0 para todo i = 1, . . . ,n. Se hará la prueba por
contradicción. Supóngase que existe un robot j tal que (x j,ρ j) ∈ A(p). Ahora bien, se

https://colab.research.google.com/drive/14Lo2O2rS7c5WFDpE5YJKPTeZsnPTrJtl?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/14Lo2O2rS7c5WFDpE5YJKPTeZsnPTrJtl?usp=sharing
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tienen dos casos: x j < p o p < x j. Considérese el primer caso. Como (x j,ρ j) ∈ A(p) por
hipótesis, entonces

∣∣x j− p
∣∣< ρ j , por lo cual p−x j < ρ j lo que implica que p < x j +ρ j,

esto quiere decir que p ∈ (x j,x j +ρ j) por lo que p∩ (x j−ρ j,x j +ρ j) 6= /0 lo cual es una
contradicción. El caso p < x j se demuestra de manera similar.

Ahora supóngase que existe p ∈ (s, t) tal que A(p) = /0. Tómese cualquier robot
(xi,ρi), suponer que p < x j (el caso p > x j se demuestra de manera análoga). Ahora
bien, por cuanto A(p) = /0 eso quiere decir que

∣∣x j− p
∣∣> ρ j, así que x j− p > ρ j, enton-

ces x j−ρ j > p es decir p∩(x j−ρ j,x j) = /0 lo cual implica que p∩(x j−ρ j,x j +ρ j) = /0
para todo i = 1, . . . ,n, en particular esto significa que la gráfica de intervalos es discone-
xa. �

Este teorema tiene su versión para EDLA que se enuncia como un corolario del mis-
mo, sin demostración.

Corolario 2.8. Sea I = (Q,s, t) una instancia de EDLA. Sea GA (Q′,a = (0,0, . . . ,0)) la
gráfica de intervalos asociada con el modelo asimétrico. Entonces, GA (Q′,a = (0,0, . . . ,0))
es disconexa si y sólo si existe p ∈ (s, t) tal que A− (p, I) = /0.



Capítulo 3

Modelo probabilístico del problema EDL

3.1. Probabilidad

En esta sección se introducen algunos conceptos básicos de la teoría de la probabilidad
necesarios para los resultados de este capítulo.

Definición 3.1. Sea Ω un conjunto y sea 2Ω el conjunto de todos los subconjuntos de Ω.
Un subconjunto F ⊂ 2Ω es una σ -álgebra si satisface las siguientes tres propiedades

1. Ω ∈F .

2. Si E ∈F entonces Ec ∈F también (donde Ec = Ω−E).

3. Si Ei ∈F para i = 1,2,3, . . . entonces también ∪Ei ∈F .

Los elementos de F se denominan conjuntos medibles. La pareja (Ω,F ) se denomina
un espacio medible.

Es de notar que al utilizar las leyes de De Morgan se tiene que (∪Ec
i )

c = ∩Ei. Por lo
cual, de la propiedad 3 de la definición anterior se obtiene también lo siguiente:

4. Si Ei ∈F para i = 1,2,3, . . . entonces también ∩Ei ∈F .

Definición 3.2. Dada una colección A de subconjuntos de Ω, se define σ (A ) como la
σ -álgebra más pequeña que la contiene. Entonces, si F es otra σ -álgebra y A ⊂F , se
tiene que σ (A )⊂F .

Definición 3.3. Sea B0 = {[a,b) : a,b ∈ R}. Entonces σ (B0) = B se denomina la σ -
álgebra de Borel en R.

Definición 3.4. Un espacio de probabilidad es una terna (Ω,F ,P), donde el espacio
muestral Ω es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.

31
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El espacio de eventos F es una σ -álgebra de los subconjuntos de Ω. Por último, P es
una función de probabilidad P : F → [0,1]. Esta terna cumple con los siguientes tres
axiomas de Kolmogorov:

1. 0≤ P(E)≤ 1 para todo E ∈F . A este número P(E) se le denomina la probabi-
lidad del evento E.

2. P(Ω) = 1.

3. Para cualquier conjunto numerable en F de eventos mutuamente excluyentes E1,E2, . . .
(eventos para los cuales Ei∩E j = /0 si i 6= j), se satisface

P(∪∞
i=1Ei) =

∞

∑
i=1

P(Ei) .

Lema 3.1. Sean E y F dos eventos en el espacio de eventos F . Se tiene entonces que

P(Ec) = 1−P(E).

Si E ⊂ F entonces P(E)≤ P(F).

P(E ∪F) = P(E)+P(F)−P(E ∩F).

Definición 3.5. Sean E y F dos eventos en el espacio de eventos F tal que P(F) > 0.
La probabilidad condicional de que el evento E ocurra dado que el evento F ha ocurrido
se define como

P(E|F) =
P(E ∩F)

P(F)
.

Teorema 3.2 (Ley de la Probabilidad Total). Sea E un evento en el espacio de eventos
F y sea {Fi ∈F} una partición finita o numerable de Ω, es decir, Ω = ∪Fi. Se tiene
entonces que

P(E) = ∑
i

P(E|Fi)P(Fi) .

Definición 3.6. Dos eventos E y F se dicen independientes si y sólo si

P(E ∩F) = P(E)P(F) .

Definición 3.7. Sean (Ω1,F1), (Ω2,F2) dos espacios medibles. Una función X : Ω1→
Ω2 se dice que es medible si para todo B ∈F2 se tiene que

X−1 (B) = {ω : X (ω) ∈ B} ∈F1.
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Definición 3.8. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria real
es una función medible X : F → R tal que

P(X ∈ S) = P{ω ∈Ω|X (ω) ∈ S}

con S⊂ R, donde R está equipado con la σ -álgebra de Borel.

Debido a que en este trabajo únicamente se utilizan variables aleatorias reales, en lo
sucesivo se omite la mención del contradominio. Asimismo, en lo sucesivo la notación
X (ω)≤ t se simplificará como X ≤ t, lo cual se refiere a los valores en la imagen de X
menores a un valor real t. Esto es una práctica estándar.

Definición 3.9. Sea X una variable aleatoria. Cuando la imagen de X es un conjunto
numerable, X se denomina una variable aleatoria discreta. Cuando la imagen de X es la
unión de una colección de intervalos propios en R, X se denomina una variable aleatoria
continua.

Definición 3.10. Sea X una variable aleatoria, su función de distribución de probabilidad
se define como

FX (t) = P(X ≤ t) −∞ < t < ∞.

Lema 3.3. Propiedades de FX (t)

0≤ FX (t)≤ 1.

lı́mt→−∞ FX (t) = 0 y lı́mt→∞ FX (t) = 1.

Es una función monótona no decreciente.

Es una función continua por la derecha.

Definición 3.11. Sea X una variable aleatoria discreta, su función de probabilidad en un
punto t se define como

pX (t) = P(X = t) .

Definición 3.12. Sea X una variable aleatoria continua tal que FX (t) es su función de
distribución de probabilidad, y FX (t) es diferenciable. La función de densidad de X se
define como

fX (t) =
d
dt

FX (t) .

Lema 3.4. Propiedades de fX (t)
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fX (t)≥ 0.∫
∞

−∞
f (t)dt = 1.

P(a≤ t ≤ b) =
∫ b

a f (t)dt.

Definición 3.13. Sea X una variable aleatoria discreta. La esperanza o el valor esperado
de X se define como

E (X) = ∑
t∈Ω

t pX (t) .

Definición 3.14. Sea X una variable aleatoria continua. La esperanza o el valor esperado
de X se define como

E (X) =
∫

∞

−∞

t fX (t)dt.

Definición 3.15. Sea X una variable aleatoria. La varianza de X se define como

Var (X) = E
(
X2)− (E (X))2 .

Teorema 3.5 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria tal que E (X)<
∞, entonces para todo k > 0 se tiene que

P(|X−E (X)| ≥ k)≤ Var (X)

k2 .

Definición 3.16. Se dice que X es una variable aleatoria con distribución de probabilidad
uniforme en [a,b] si

FX (t) =


0 si t < a
x−a
b−a si a≤ t ≤ b
1 si b≤ t

.

Su función de densidad es

fX (t) =

{
1

b−a si a≤ t ≤ b
0 en otro caso

.

A continuación se define la función gamma, que aparece en varias funciones de dis-
tribución de probabilidad, la cual extiende el concepto de factorial a los números reales
y complejos.



3.2 Modelo probabilístico para EDL 35

Definición 3.17. Sea z un número complejo. Se define la función gamma de z como

Γ(z) =
∫

∞

0
tz−1e−tdt.

Si n ∈ Z+ entonces Γ(n) = (n−1)!.

Definición 3.18. Se dice que X es una variable aleatoria con distribución de probabilidad
beta con parámetros (r,s) si la función de densidad de X está dada por

fX (t) =
1

β (r,s)
tr−1 (1− t)s−1 ,

donde β (r,s) = Γ(r)Γ(s)
Γ(r+s) .

En lo sucesivo, se omite la mención explícita del espacio de probabilidad. Al hablar
de eventos o de variables aleatorias, se hace la suposición implícita de la existencia de
(Ω,F ,P). Por otro lado, si X es una variable aleatoria, utilizaremos la notación X̂ para
fijar la variable en un valor real. Por último, una convención de notación importante en
este trabajo es que se denota el logaritmo natural (o logaritmo base e) de un número x
como logx.

3.2. Modelo probabilístico para EDL

En esta sección se expone un modelo probabilístico para describir instancias aleatorias
de EDL. La motivación para trabajar con instancias aleatorias es identificar el umbral de
transición de fase en la solubilidad de instancias de EDL obtenidas con este modelo,
análogo a la transición de fase de k-satisfacibilidad.

En el modelo probabilístico propuesto en este trabajo se sigue el principio de parsi-
monía. Las ubicaciones de los robots {xi}n

i=1 se modelan mediante variables aleatorias
independientes y con distribución uniforme en [0,1]. La restricción al intervalo unitario
es sin pérdida de generalidad. Las capacidades de los robots {ρi}n

i=1 se modelan me-
diante variables aleatorias independientes y con distribución uniforme en [0,r]. El valor
de r representa la máxima capacidad permitida. Para algún ε ∈ (0,1) se define s = ε y
t = 1− ε . Dicha elección es arbitraria pero en términos asintóticos resulta intrascenden-
te. En el análisis asintótico de este capítulo se tiene que r = r (n)→ 0 cuando n→∞. Así
pues, el estudio se centra en determinar cuál es la relación de n y r para modelar la pro-
babilidad de obtener instancias solubles e instancias no solubles con alta probabilidad.
Por último, al modelar instancias aleatorias de EDL y al fijar un vector unitario {ai}n

i=1,
ai ∈ [0,1]∩Q, se modelan también gráficas de intervalos aleatorias, como se discute en
la siguiente sección.
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3.3. Gráficas de intervalos aleatorias

Las gráficas aleatorias fueron introducidas por primera vez por Gilbert [34], pero el
trabajo de Erdős y Renyi [28] sentó las bases para el estudio de su evolución. Un estudio
exhaustivo en gráficas aleatorias se puede encontrar en [8]. Más tarde, Cohen estudió la
probabilidad asintótica de que una gráfica aleatoria sea una gráfica de intervalos unitarios
[17]. Scheinerman, por su parte, replicó las ideas de Erdős y Renyi para estudiar la
evolución de las gráficas de intervalos aleatorias [56].

Scheinerman estudió gráficas de intervalos aleatorias con el modelo simétrico. En su
trabajo definió dos tipos de variables aleatorias, los centros {xi}n

i=1 y los radios de los
intervalos {ρi}n

i=1. Los centros con distribución uniforme en [0,1] y los radios con dis-
tribución uniforme en el intervalo [0,r] con r < 1. De este modo, los intervalos son cons-
truidos como [xi−ρi,xi+ρi]. En el modelo asimétrico, si se fijan los parámetros {ai}n

i=1
con ai ∈ [0,1], se obtienen intervalos aleatorios del tipo {[xi−aiρi,xi +(1−2ai)ρi]}n

i=1.
A partir de la siguiente sección, se discuten los resultados en torno al análisis asintó-

tico del modelo probabilístico que se ha descrito. En primer lugar, se dará a conocer el
primer intento para describir el fenómeno de transición de fase para EDL, que dió co-
mo resultado un algoritmo aleatorio. En la sección subsecuente se describe porqué este
primer intento no puede describir correctamente el fenómeno de transición de fase, en
cambio, se da una cota inferior para el conjeturado umbral de transición. En la penúlti-
ma sección se discute un resultado que se refiere a la probabilidad de la intersección de
dos intervalos en una gráfica de intervalos aleatoria. En la última sección se demuestra
que EDLA tiene un umbral de transición de fase, el cual es una cota superior para el
conjeturado umbral de transición de fase para EDL.

3.4. Avance promedio de los robots en instancias aleatorias de
EDL

En esta sección se hablará del primer intento realizado en este trabajo para encon-
trar el umbral de transición de fase de EDL. Dada una instancia aleatoria de EDL
I = ({(xi,ρi)}n

i=1 ,s, t), interesa saber cuál sería el valor esperado del avance de un robot
para mover los datos ubicados en la posición d. El robot se escoge aleatoriamente en
A(d, I). Aquellos robots (xi,ρi) que se encuentren en la zona activa A(d) son los únicos
que tienen la capacidad de mover los datos ubicados en la posición d hasta una nueva po-
sición d′. Se define de esta manera la variable aleatoria δ = d′−d, el avance. Se procede
ahora a determinar el valor esperado de δ .

Es claro que P(δ ∈ (−∞,∞)) = P(δ ∈ [0,r]), por lo que si se desea calcular la distri-
bución de probabilidad de δ se debe notar que
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P(δ < 0) = 0

P(δ < r) = 1.

En este sentido, el caso de interés es P(δ < x) cuando x ∈ (0,r). Sea x ∈ (0,r), se
puede calcular P(δ < x) como la probabilidad de que un robot aparezca en la región
sombreada de la Figura 3.1. Debe ser claro que los robots en dicha región sombreada
pueden realizar un avance δ < x a partir de la posición d. La probabilidad es entonces la
fracción del área sombreada con respecto a la región activa en d:

P(δ < x) =
r2− (r− x)2

r2 = 1− (r− x)2

r2

Figura 3.1: En la zona sombreada aparecen los robots que pueden mover los datos, a partir
de la posición d, un trayecto de tamaño δ no mayor a x.

Se obtiene de esta manera la distribución de probabilidad de δ

Fδ (x) = P(δ < x) =


0 x≤ 0

1− (r−x)2

r2 x ∈ (0,r)
1 x≥ r

Al derivar Fδ (x) se obtiene la función de densidad fδ (x), es decir,

fδ (x) =
2(r− x)

r2 .

Se calcula el valor esperado de δ :
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Algoritmo 3.1 Algoritmo aleatorio para EDL.
1: Inicializar: d=s, subsucesión = 〈〉, robots_disponibles = robots(I);
2: Calcular A(d);
3: mientras A(d)∩ robots_disponibles6= /0;
4: Se escoge aleatoriamente robot i = (xi,ρi) ∈ A(d)∩ robots_disponibles;
5: Se inserta el robot i a subsucesión y se quita de robots_disponibles;
6: Se actualiza d = xi +(1−2a)ρi donde a = 0 si xi ≤ d y a = (xi−d)/ρi si d < xi;
7: terminar;

Si d ≥ t: imprimir («Sí»), devolver (subsucesión);
en otro caso: Reinicializar y repetir el algoritmo hasta resolver afirmativamente, o
hasta agotar el número de intentos.

E (δ ) =
∫ r

0
fδ (x) · xdx =

∫ r

0

2(r− x)
r2 · xdx

=
2
r2

∫ r

0
(r− x)x ·dx =

2
r2

[
rx2

2
− x3

3

]
|r0

=
2
r2

[
r3

2
− r3

3

]
=

r
3

Por último, se propone un algoritmo aleatorio (Algoritmo 3.1) para buscar respuesta a
una instancia de EDL. Este algoritmo entra en una categoría que se denomina algoritmos
Monte Carlo con sesgo afirmativo. Estos algoritmos deben el nombre "Monte Carlo" al
hecho de que tienen algúna etapa aleatoria (en alusión al casino de Monte Carlo). Al decir
"con sesgo afirmativo" se refiere a que cuando clasifican una instancia como afirmativa,
la respuesta es correcta. Pero cuando clasifican una instancia como negativa, existe cierta
probabilidad de que la respuesta sea incorrecta. El algoritmo comienza cuando d = s y
se escoge al azar un robot en A(d) que no se haya utilizado previamente. Se utiliza el
robot y se actualiza d. Se repite este proceso hasta que no haya robots disponibles en
A(d) o hasta que se haya llegado a la terminal t. Al tratarse de una búsqueda aleatoria,
el algoritmo se puede reinicializar y repetir hasta que se encuentre la solución o hasta
que se hayan realizado un número de intentos predefinido por el usuario.

Si se consideran instancias aleatorias de EDL que se resuelven afirmativamente con el
algoritmo propuesto, ¿cuántos robots n0 (r,s, t) se utilizarían en promedio para llevar la
carga de s a t? La idea es cubrir el intervalo [s, t] con avances de tamaño r

3 , por lo cual:

n0 (r,s, t)≈
t− s

1
3 r

=
3(t− s)

r
.
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En otras palabras, en promedio se necesitan tres robots en cada región activa. Ahora
bien, una región activa representa la mitad del área del rectángulo que inscribe a la región
activa, así que se necesitan en realidad seis robots en promedio en estos rectángulos de
base 2r y altura r. A partir de este razonamiento, para valores fijos de r, s y t, se propuso
inicialmente que se necesitarían alrededor de 6(t−s)

r robots para que una instancia aleato-
ria sea soluble. Esta intuición acerca del umbral de transición de fase para EDL resultó
ser errónea, como se verá en la siguiente sección. No obstante, en la experimentación se
observó que el tamaño de los certificados era precisamente n0 (r,s, t) en promedio.

3.5. Cota inferior para el umbral de transición de fase de EDL

Como se discutió al final del primer capítulo, se ha observado que existe un fenómeno
de transición de fase en modelos aleatorios para ciertos problemas combinatorios. En el
problema EDL dicho fenómeno emerge en la relación entre n y r. Para ciertas combi-
naciones de valores de n y r se modelan instancias solubles con alta probabilidad. Para
otras combinaciones de valores de n y r se modelan instancias insolubles con alta proba-
bilidad. La zona crítica en la relación de n y r es donde se transiciona de la solubilidad a
la insolubilidad.

A continuación, se menciona un resultado de Scheinerman [56] que establece que el
umbral no puede ser r = 6(t−s)

n .

Teorema 3.6 (Scheinerman). Si nr→ c, donde c es una constante real positiva, entonces
el número de componentes en casi todas las gráficas de intervalos del modelo simétrico
es ne−c +o(n).

.
Lo que este teorema dice es que el umbral para el modelo simétrico no puede ser de

la forma r = c
n . En ese punto, las gráficas de intervalos simétricas son disconexas casi

con certeza. En el corolario 2.5 quedó establecido que dada una instancia I = {Q,s, t} de
EDL, si GS (Q′) es disconexa, entonces I no es soluble. Ahora bien, Scheinerman [56]
demostró también que existe una transición de fase para la conexidad en las gráficas de
intervalos aleatorias con el modelo simétrico en el intervalo unitario (s = 0, t = 1). Se
enuncia a continuación su teorema.

Teorema 3.7 (Scheinerman). Suponer que con el modelo simétrico c = lı́mn→∞
nr

logn exis-
te. Si c < 1 entonces casi todas las gráficas de intervalos tienen vértices aislados, mien-
tras que si c > 1 casi todas las gráficas de intervalos son conexas.

Debe ser claro que si la instancia es disconexa en el modelo de Scheinerman, lo será
también en EDL. Así pues, se puede utilizar el resultado de Scheinerman para dar una
cota inferior al umbral para EDL, es decir, si r < logn

n las instancias aleatorias tendrán
gráficas de intervalos GS (Q′) disconexas con alta probabilidad, y por lo tanto no serán
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solubles.

3.6. Probabilidad de intersección de dos intervalos aleatorios

Esta sección inicia con algunos lemas previos al resultado principal, presentado en
el teorema 3.12, que consiste en el cálculo de la probabilidad de que dos intervalos
aleatorios se intersecten.

Lema 3.8. Si X y Y son variables aleatorias independientes con distribución uniforme
en [0,1], se tiene que

FX−Y (t) =


t2

2 + t + 1
2 si −1≤ t ≤ 0

−t2

2 + t + 1
2 si 0 < t < 1

0 si t <−1
1 si t > 1

Demostración. En primer lugar

fX (x) =

{
1 si 0 < x < 1
0 en otro caso

, fY (y) =

{
1 si 0 < y < 1
0 en otro caso

.

En segundo lugar

FX−Y (t) = P(X−Y ≤ t)

=
∫∫

x−y≤t
fX (x) fY (y)dxdy

=
∫

∞

−∞

∫ t+y

−∞

fX (x) fY (y)dxdy

=
∫

∞

−∞

∫ t+y

−∞

fX (x)dx fY (y)dy

=
∫

∞

−∞

FX (t + y) fY (y)dy

Ahora bien, fY (y) = 1 si 0 < y < 1 y fY (y) = 0 si y ∈ (−∞,0]∪ [1,∞) entonces la
expresión anterior quedan como FX−Y (t) =

∫ 1
0 FX (t + y)dy. Por otro lado, si se desea

calcular dFX−Y (t)
dt se puede aplicar la regla de la integral de Leibniz para intercambiar el

orden de integración y diferenciación, de modo que

d
dt

FX−Y (t) = fX−Y (t) =
d
dt

∫ 1

0
FX (t + y)dy =

∫ 1

0
fX (t + y)dy.
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Ahora bien, dado que X −Y ∈ [−1,1] entonces −1 < t < 1. Además, fX (t + y) = 1 si
0< t+y< 1. Por lo cual, al intersectar 0< y< 1 con−t < y< 1−t se obtiene−t < y< 1
cuando −1≤ t ≤ 0, y se obtiene 0 < y < 1− t cuando 0 < t < 1. Se tiene entonces que

fX−Y (t) =

{∫ 1
−t fX (t + y)dy =

∫ 1
−t dy si −1≤ t ≤ 0∫ 1−t

0 fX (t + y)dy =
∫ 1−t

0 dy si 0 < t < 1
.

Por lo anterior

fX−Y (t) =


1+ t si −1≤ t ≤ 0
1− t si 0 < t < 1
0 en otro caso

.

La función de densidad fX−Y (t) es simétrica y triangular como lo muestra la Figura
3.2.

Figura 3.2: Función de densidad de X−Y .

Por último, al integrar
∫ t
−1 (τ +1)dτ = t2

2 + t + 1
2 y 1

2 +
∫ t

0 (−τ +1)dτ = −t2

2 + t + 1
2

se obtiene el resultado esperado.
�

Lema 3.9. Sean Ii = [xi−aρi,xi +(1−2a)ρi], I j = [x j−aρ j,x j +(1−2a)ρ j] inter-
valos aleatorios con el modelo asimétrico. Se define α = aρi +(1−2a)ρ j, β = aρ j +
(1−2a)ρi. Entonces

−1≤ α ≤ 1 y −1≤ β ≤ 1

Demostración. Se hace la demostración para α . Nótese primero que si a ∈
[1

2 ,1
]

enton-
ces (1−2a)≤ 0 y si a ∈

[
0, 1

2

]
entonces (1−2a)≥ 0 . Así que se tienen dos casos.

1. Si (1−2a)≤ 0 entonces α = aρi+(1−2a)ρ j ≤ ar+(1−2a)ρ j ≤ ar≤ 1 puesto
que 0≤ a,r ≤ 1. También

−1≤ (1−2a)r ≤ (1−2a)ρ j ≤ aρi +(1−2a)ρ j = α.



42 Capítulo 3 Modelo probabilístico del problema EDL

2. Si (1−2a) ≥ 0 entonces α = aρi +(1−2a)ρ j ≤ ar+(1−2a)r = (1−a)r ≤ 1
puesto que 0≤ a,r ≤ 1. También

−1 < 0≤ aρi +(1−2a)ρ j.

La demostración para β es análoga.
�

Lema 3.10. Sean α = aρi +(1−2a)ρ j, β = aρ j +(1−2a)ρi. Entonces se tiene que:

1. Si a ∈
[
0, 1

2

]
entonces α,β ≥ 0.

2. Si a ∈
[1

2 ,1
]

entonces αβ ≤ 0.

Demostración. Dado que (1−2a)≥ 0 si a ∈
[
0, 1

2

]
, entonces por definición de α y β se

tiene que α,β ≥ 0. Por otro lado, (1−2a)≤ 0 si a ∈
[1

2 ,1
]
, en cuyo caso resulta posible

que α ≤ 0 si aρi ≤ |(1−2a)|ρ j y β ≤ 0 si aρ j ≤ |(1−2a)|ρi. Ahora bien, supóngase
que α,β < 0, entonces α +β < 0, es decir

aρi +(1−2a)ρ j +aρ j +(1−2a)ρi < 0

(1−a)ρ j +(1−a)ρi < 0,

lo cual es una contradicción dado que (1−a) ,ρi,ρ j ≥ 0, es decir, es imposible que α

y β sean ambos negativos. Si α es negativo, necesariamente β es positivo y viceversa.
Esto concluye la demostración.

�

Lema 3.11. Sean

Ii = [xi−aρi,xi +(1−2a)ρi]

I j = [x j−aρ j,x j +(1−2a)ρ j]

intervalos aleatorios con el modelo asimétrico. Entonces, el evento Ii ∩I j 6= /0 es
equivalente a

−aρ j− (1−2a)ρi ≤ xi− x j ≤ aρi +(1−2a)ρ j.

Demostración. Dos intervalos [a,b] y [c,d] se intersectan si y sólo si c ≤ b y a ≤ d,
entonces Ii∩I j 6= /0 si y sólo si las siguientes desigualdades se cumplen.

xi−aρi ≤ x j +(1−2a)ρ j y x j−aρ j ≤ xi +(1−2a)ρi

lo cual es equivalente a
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xi− x j ≤ aρi +(1−2a)ρ j (3.1)

x j− xi ≤ aρ j +(1−2a)ρi. (3.2)

�

Ahora se procede con el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.12. Sean Ii e I j dos intervalos asimétricos, aleatorios e independientes con
r ≤ 1 y a ∈ [0,1]. Entonces

P(Ii∩I j 6= /0)≤ (1−a)r− r2

6
(
4a2−5a+2

)
.

Demostración. Primeramente, si xi y x j son variables aleatorias independientes con dis-
tribución uniforme en [0,1], se tiene por el lema 3.9 que

P(xi− x j ≤ t) =


t2

2 + t + 1
2 si −1≤ t ≤ 0

−t2

2 + t + 1
2 si 0≤ t ≤ 1

0 si t <−1
1 si t > 1

(3.3)

Por otro lado, la función de densidad para ρi y ρ j está dada por

fρi (ρ) = fρ j (ρ) =

{
1
r si 0 < ρ < 1
0 en otro caso

.

Sean α = aρi +(1−2a)ρ j, β = aρ j +(1−2a)ρi y θ = xi− x j, entonces por el lema
3.11 se tiene que

P(Ii∩I j 6= /0) = P(−β ≤ θ ≤ α) .

En el siguiente paso, se calcula la probabilidad anterior al condicionar en el valor de
ρi y ρ j y fijarlos como ρ̂i y ρ̂ j. Se define también α̂ = aρ̂i +(1−2a) ρ̂ j y β̂ = aρ̂ j +
(1−2a) ρ̂i. Entonces

P(−β ≤ θ ≤ α) =
∫ r

0

∫ r

0
P(−β ≤ θ ≤ α|ρi = ρ̂i,ρ j = ρ̂ j)dP(ρi ≤ ρ̂i,ρ j ≤ ρ̂ j)

=
∫ r

0

∫ r

0
P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

) 1
r2 dρ̂idρ̂ j

Ahora bien, por los lemas 3.9 y 3.10, si a ∈
[
0, 1

2

]
se tiene que 0 ≤ α,β ≤ 1 . En tal

caso, la probabilidad P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
se calcula de acuerdo a 3.3. Esta probabilidad

está representada como la región sombreada de la Figura 3.3.
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Figura 3.3: La probabilidad P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
está representada por el área sombreada

para a ∈
[
0, 1

2

]
y 0≤ α̂, β̂ ≤ 1.

Se puede verificar entonces que

P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
=

2β̂ − β̂ 2 +2α̂− α̂2

2
.

Ahora se puede continuar con el cálculo de la probabilidad

P(−β ≤ θ ≤ α) =
∫ r

0

∫ r

0

2β̂ − β̂ 2 +2α̂− α̂2

2
· 1

r2 dρ̂idρ̂ j.

Al sustituir α̂ = aρ̂i + (1−2a) ρ̂ j y β̂ = aρ̂ j + (1−2a) ρ̂i y resolver la integral se
obtiene

P(−β ≤ θ ≤ α) = (1−a)r− r2

6
(
4a2−5a+2

)
.

Si a∈
[1

2 ,1
]
, de acuerdo al lema 3.10 tenemos que α̂ ≤ 0 y β̂ ≥ 0 ó β̂ ≤ 0 y α̂ ≥ 0. En

cada caso se tienen dos posibilidades, lo que da un total de cuatro subcasos, ilustrados
en la Figura 3.4. Para los subcasos b) y d) se tiene que P

(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
= 0.

Para el subcaso a) se tiene que P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
< P

(
−β̂ ≤ θ ≤−α̂

)
. Para el sub-

caso c) se tiene que P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
< P

(
β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
. Lo anterior significa que la

probabilidad P
(
−β̂ ≤ θ ≤ α̂

)
es menor que aquella representada por el área sombrea-

da en la Figura 3.2 para el caso a ∈
[
0, 1

2

]
y 0≤ α̂, β̂ ≤ 1.Por lo tanto

P(−β ≤ θ ≤ α̂)< (1−a)r− r2

6
(
4a2−5a+2

)
.

�
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Figura 3.4: Los subcasos a) y b) provienen del caso α̂ ≤ 0, β̂ ≥ 0. Los subcasos c) y d)

provienen del caso β̂ ≤ 0, α̂ ≥ 0.

La razón para seleccionar r < 1 es porque se tiene interés en el comportamiento de
la conexidad cuando r→ 0. Desde la perspectiva de EDL, si las capacidades de los ro-
bots son muy grandes entonces la instancia del problema podría resolverse trivialmente.
Cualquier robot con una capacidad suficientemente grande podría completar la tarea so-
lo.

La Figura 3.5 representa la superficie de P(−β ≤ θ ≤ α) en función de a y r cuando
a ∈

[
0, 1

2

]
. Como era de esperar, la probabilidad máxima se alcanza en r = 1,a = 0.

3.7. Umbral de transición de fase para EDLA

Como ya se ha visto, el resultado de Scheinerman proporciona una cota inferior para
la transición de fase de EDL. Por otro lado, se ha visto que EDLA es una variante po-
linomial de EDL que consiste en restringir el vector a = (0,0, . . .) de una instancia de
EDL. En este sentido, si una instancia de EDLA es soluble, eso indica que la instancia
equivalente en EDL es soluble. Sin embargo, la afirmación inversa es falsa. Puede haber
una instancia EDL-soluble que no sea EDLA-soluble, como se ilustra en la Figura 2.6 b).
Así, en esta sección se determina una cota superior para el umbral de la transición de fase
de EDL: el umbral de transición de fase para EDLA. Las instancias que se encuentren
por encima de este umbral, tienen alta probabilidad de ser EDLA-solubles y por lo tanto
EDL-solubles. Las instancias que se encuentren por debajo de este umbral tienen alta
probabilidad de ser EDLA-insolubles. Esto no significa que no sean solubles en EDL,
como se ha comentado. Por esta razón el umbral de solubilidad para EDLA es una cota
superior para el umbral de solubilidad para EDL. A continuación se enuncia una serie de
lemas necesarios para llegar al resultado principal sobre el umbral de transición de fase
para EDLA, que se encuentra al final de esta sección.
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Figura 3.5: P(−β ≤ θ ≤ α) en función de a y r cuando a ∈
[
0, 1

2

]
.

Lema 3.13. Sean x̂i ∈ [1/3,2/3], r� 1
3 , ρ̂i ≤ r, ρ j una variable aleatoria que se dis-

tribuye de manera uniforme en [0,r] y x j una variable aleatoria que se distribuye de
manera uniforme en [0,1]. Entonces

P([x j,x j +ρ j]∩ [x̂i, x̂i + ρ̂i] = /0) = 1− r
2
− ρ̂i.

Demostración. La primera observación es que el evento [x j,x j +ρ j]∩ [x̂i, x̂i + ρ̂i] = /0 es
equivalente al evento x j /∈ [x̂i−ρ j, x̂i + ρ̂i] como lo ilustra la Figura 3.6.

Figura 3.6: x j /∈ [x̂i−ρ j, x̂i + ρ̂i].
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Para ρ̂ j fijo es claro que P(x j /∈ [x̂i− ρ̂ j, x̂i + ρ̂i]) = 1− ρ̂i− ρ̂ j. Entonces se tiene que

P(x j /∈ [x̂i−ρ j, x̂i + ρ̂i]) =
∫ r

0
(1− ρ̂i− ρ̂ j)

1
r

dρ̂ j

=
−1
2r

(1− ρ̂i− ρ̂ j)
2 |r0

=
1
2r

[
(1− ρ̂i)

2− (1− ρ̂i− r)2
]

= 1− r
2
− ρ̂i

�

Lema 3.14. Sean x̂i, x̂ j ∈ [1/3,2/3] , r� 1
3 , ρ̂i, ρ̂ j ≤ r, ρk una variable aleatoria que se

distribuye de manera uniforme en [0,r] y xk una variable aleatoria que se distribuye de
manera uniforme en [0,1]. Además [x̂ j, x̂ j + ρ̂ j]∩ [x̂i, x̂i + ρ̂i] = /0. Entonces

P([xk,xk +ρk]∩ [x̂i, x̂i + ρ̂i] = /0 y [xk,xk +ρk]∩ [x̂ j, x̂ j + ρ̂ j] = /0) = 1− r− ρ̂i− ρ̂ j.

Demostración. La primera observación es que el evento [xk,xk +ρk]∩ [x̂i, x̂i + ρ̂i] = /0
es equivalente al evento A = {xk /∈ [x̂i−ρk, x̂i + ρ̂i]}. De manera análoga, [xk,xk +ρk]∩
[x̂ j, x̂ j + ρ̂ j] = /0 es equivalente al evento B =

{
xk /∈ [x̂ j−ρk, x̂ j + ρ̂ j]

}
como lo muestra

la Figura 3.8.

Figura 3.7: A∩B.

Para ρ̂k fijo es claro que P(A∩B) = 1−2ρ̂k− ρ̂i− ρ̂ j. Entonces se tiene que

P(A∩B) =
∫ r

0
(1−2ρ̂k− ρ̂i− ρ̂ j)

1
r

dρ̂k

=
−1
2r

(1−2ρ̂k− ρ̂i− ρ̂ j)
2 |r0

=
1
2r

[
(1− ρ̂i− ρ̂ j)

2− (1−2r− ρ̂i− ρ̂ j)
2
]

= 1− r− ρ̂i− ρ̂ j.
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�

A continuación se da una definición útil en el análisis asintótico de esta sección.

Definición 3.19. Sean f y g dos funciones tal que f ,g : Z+→R ó f ,g : R→R. Se dice
que f es asintóticamente equivalente a g, y se escribe f ∼ g, si

lı́m
x→∞

f (x)
g(x)

= 1 ó lı́m
x→0

f (x)
g(x)

= 1

La siguiente proposición de Scheinerman (proposición 17 [57]), que se enuncia como
lema aquí, demuestra la equivalencia asintótica n−c ∼

(
1− c logn

n

)n
que será útil en la

demostración del teorema 3.17.

Lema 3.15. Sea c > 0 entonces

n−c ∼
(

1− c logn
n

)n

.

Demostración. Se tiene que

F (n) =
(

1− c logn
n

)n

logF (n) = n log
(

1− c logn
n

)
.

Ahora bien, se utiliza el hecho log(1+ y) = y+O
(
y2
)

[57] por lo que se tiene

logF (n) = n
[
−c logn

n
+O

(
c2 log2 n

n2

)]
=−c logn+O

(
c2 log2 n

n

)
= logn−c +o(1) ,

entonces F (n) = n−c · eo(1) ∼ n−c.

�

Lema 3.16. Sea {Xi}n
i=1 un conjunto de variables aleatorias identicamente distribuídas

e independientes tal que Xi ∈ {0,1} para toda i. Sea X = ∑
n
i=1 Xi. Entonces

E
(
X2)= E (X)+n(n−1)E (XiX j) .
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Demostración. Por definición tenemos que

E
(
X2)= E

((
n

∑
i=1

Xi

)(
n

∑
i=1

Xi

))

= E

(
n

∑
i=1

X2
i

)
+E

(
∑
i6= j

XiX j

)

=
n

∑
i=1

E
(
X2

i
)
+∑

i6= j
E (XiX j)

y puesto que X2
i = 1 si y sólo si Xi = 1 implica E (Xi) = E

(
X2

i
)
, entonces

E
(
X2)= E (X)+n(n−1)E (XiX j) .

�

Definición 3.20. Sea I =(Q,ε,1− ε) una instancia de EDL o EDLA con Q= {(xi,ρi)}n
i=1.

Sea i el vértice que representa al i-ésimo intervalo en la gráfica de intervalos con el mo-
delo asimétrico GA (Q,a). Se denota por d (i) el grado del vértice i, es decir, el número
de intersecciones que el i-ésimo intervalo tiene con otros intervalos.

A continuación, se discuten los resultados en torno al umbral de transición de fase
para EDLA.

Teorema 3.17. Supóngase que r = c logn
n . Si 0 < c < 2 entonces casi todas las gráficas

de intervalos asociadas a instancias de EDLA tienen vértices aislados y por lo tanto son
disconexas. Si c > 2 casi todas las gráficas de intervalos son conexas.

Demostración. A. Caso c < 2.

Para la primer parte, se demuestra que si c < 2 existen vértices aislados cuyos xi se
encuentran en el intervalo

[1
3 ,

2
3

]
en casi todas las gráficas de intervalos. Se definen las

siguientes variables aleatorias

Xi =

{
1 si d (i) = 0 y xi ∈

[1
3 ,

2
3

]
0 en otro caso

, X =
m

∑
i=1

Xi

La elección del intervalo
[1

3 ,
2
3

]
es arbitraria y para facilitar el cálculo de la proba-

bilidad. Así, la variable aleatoria X cuenta el número de vértices aislados cuyos xi se
encuentran en

[1
3 ,

2
3

]
cuando r es pequeño. Si xi ∈

[1
3 ,

2
3

]
, se tiene por el lema 3.13 que

la probabilidad de que n−1 intervalos aleatorios independientes no se intersecten con el
intervalo Ii es 1

r

∫ r
0
(
1− r

2 −ρi
)n−1 dρi. Asimismo, P

(
xi ∈

[1
3 ,

2
3

])
= 1

3 . Por lo cual
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E (Xi) = 1 ·P(Xi = 1)+0 ·P(Xi = 0)

= P
(

d (i) = 0 y xi ∈
[

1
3
,
2
3

])
= P

(
d (i) = 0|xi ∈

[
1
3
,
2
3

])
P
(

xi ∈
[

1
3
,
2
3

])
=

[
1
r

∫ r

0

(
1− r

2
−ρi

)n−1
dρi

]
1
3

=

(
1− r

2

)n−
(
1− 3r

2

)n

3rn

Ahora bien, dado que r = c logn
n se tiene que

(
1− r

2

)n
=
(

1−
c
2 logn

n

)n
y por el lema

3.15 se tiene que
(
1− r

2

)n ∼ n−c/2. De manera similar
(
1− 3r

2

)n ∼ n−3c/2. Entonces, se

tiene que E (Xi)→ n−c/2−n−3c/2

3c logn y dado que E (X) = ∑Xi se obtiene

E (X)→ n1−c/2−n1−3c/2

3c logn
.

Si se toma el límite de E (X) cuando n→ ∞ y se aplican las leyes de límites y la regla
de L’Hôpital se tiene que

lı́m
n→∞

E (X) = lı́m
n→∞

n1−c/2−n1−3c/2

3c logn

= lı́m
n→∞

n1−c/2

n1−c/2 − n1−3c/2

n1−c/2

3c logn
n1−c/2

= lı́m
n→∞

1−n−c

3c logn
n1−c/2

= lı́m
n→∞

1−n−c

3c
(1−c/2)n1−c/2

= ∞

puesto que 0 < c < 2.
Por otro lado, dada la independencia de las variables aleatorias Xi, para cualesquiera i

y j con i 6= j se tiene que

E (XiX j) = E (XiX j|Ii∩I j = /0)P(Ii∩I j = /0)+E (XiX j|Ii∩I j 6= /0)P(Ii∩I j 6= /0)

= P(XiX j = 1|Ii∩I j = /0)P(Ii∩I j = /0)+0 ·P(Ii∩I j 6= /0)
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Si xi,x j ∈
[1

3 ,
2
3

]
, se tiene por el lema 3.14 que la probabilidad de que n−2 intervalos

aleatorios independientes no se intersecten con el intervalo Ii ni con el intervalo I j es
1
r2

∫ r
0
∫ r

0 (1− r−ρi−ρ j)
n−2 dρidρ j. Asimismo, P

(
xi,x j ∈

[1
3 ,

2
3

])
= 1

9 . Por lo cual

P(XiX j = 1|Ii∩I j = /0) =
1

9r2

∫ r

0

∫ r

0
(1− r−ρi−ρ j)

n−2 dρidρ j

Entonces

E (XiX j) =
P(Ii∩I j = /0)

9r2

∫ r

0

∫ r

0
(1− r−ρi−ρ j)

n−2 dρidρ j

=
(1−P(Ii∩I j 6= /0)) [(1− r)n +(1−3r)n−2(1−2r)n]

9r2n(n−1)

Por el teorema 3.12 se tiene que P(Ii∩I j 6= /0) ≤ (1−a)r− r2

6

(
4a2−5a+2

)
por

lo que P(Ii∩I j 6= /0)→ 0 si r→ 0. Entonces 1−P(Ii∩I j 6= /0)→ 1 si n→∞. Ahora
bien, dado que r = c logn

n se tiene por el lema 3.15 que (1− r)n ∼ n−c, (1−2r)n ∼ n−2c

y (1−3r)n ∼ n−3c. Por lo cual

E (XiX j)→
n−c +n−3c−2n−2c

9 c2 log2 n
n2 n(n−1)

=
n2−c +n2−3c−2n2−2c

9c2n(n−1) log2 n

De manera que al aplicar el lema 3.16 se obtiene

E
(
X2)→ E (X)+n(n−1)

n2−c +n2−3c−2n2−2c

9c2n(n−1) log2 n

= E (X)+
n2−c +n2−3c−2n2−2c

9c2 log2 n
.

Ahora, si se calcula E
(
X2
)
−E (X)2

E
(
X2)−E (X)2→ E (X)+

n2−c +n2−3c−2n2−2c

9c2 log2 n
−

(
n1−c/2−n1−3c/2

3c logn

)2

= E (X)

Al utilizar la desigualdad de Chebyshev se tiene que
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P(|X−E (X)| ≥ E (X))≤ Var (X)

E (X)2 =
E (X)

E (X)2 =
1

E (X)

1−P(|X−E (X)|< E (X))≤ 1
E (X)

1− 1
E (X)

≤ P(|X−E (X)|< E (X))

Así que, puesto que E (X)→ ∞ se tiene que P(|X−E (X)|< E (X))→ 1. Es impor-
tante señalar que X es una variable aleatoria discreta, de manera que el evento |X−E (X)|<
E (X) implica necesariamente que X ≥ 1, es decir , P(X ≥ 1)→ 1.

B. Caso c > 2.

A continuación, la demostración de la segunda parte. Se definen las siguientes varia-
bles aleatorias:

Ai =

{
1 si A− (xi +ρi, I) = /0 y (xi,ρi) /∈ B
0 en otro caso

, A =
n

∑
i=1

Ai

Figura 3.8: La probabilidad de que ningún robot se encuentre en A− (xi +ρi) es

P(A− (xi +ρi, I) = /0) =
(
1− r

2

)n−1
.

De modo que A cuenta el número de regiones activas izquierdas vacías. Ahora, dado
un robot (xi,ρi) /∈ B, se observa que la probabilidad de que otro robot esté en A− (xi +ρi)

es r2/2
r = r

2 , como se ilustra en la Figura 3.8. La probabilidad de que no esté en A− (xi +ρi)

es 1− r
2 . La probabilidad de que un robot esté en B es de r2

r = r. Entonces, la probabili-
dad de que ninguno de los n−1 robots restantes estén en A− (xi +ρi) es

(
1− r

2

)n−1. A
partir de esto se obtiene
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E (Ai) = 1 ·P(Ai = 1)+0 ·P(Ai = 0)

= P
(
A− (xi +ρi, I) = /0 y (xi,ρi) /∈ B

)
= P

(
A− (xi +ρi, I) = /0|(xi,ρi) /∈ B

)
P((xi,ρi) /∈ B)

=
(

1− r
2

)n−1
(1− r)

Pero r = c logn
n implica que E (Ai)=

(1−r)(1− c logn
2n )

n

(1− c logn
2n )

, entonces por el lema 3.15 E (Ai)→

n−c/2. Por lo cual

E (A) =
n

∑
i=1

E (Ai)→ n1−c/2

Ahora bien, por hipótesis c > 2, entonces E (A)→ 0.
Por otro lado, por el lema 3.16, E

(
A2
)
= E (A)+n(n−1)E (AiA j). La probabilidad

de que los robots (xi,ρi) y (x j,ρ j) no estén en B es (1− r)2. En ese caso, la probabilidad
de que los otros n− 2 robots no estén en A− (xi +ρi) ni en A− (x j +ρ j) es (1− r)n−2,
como lo ilustra la Figura 3.9, por lo cual se tiene que

E (AiA j) = 1 ·P(Ai = 1 y A j = 1)+0 ·P(AiA j = 0) = (1− r)2 (1− r)n−2 = (1− r)n ,

entonces dado que r = c logn
n y por el lema 3.15 se tiene que E (AiA j)→ n−c, por lo cual

E
(
A2)→ n1−c/2 +n(n−1)n−c = n1−c/2 +n2−c−n1−c

Figura 3.9: P(Ai = 1 y A j = 1).

Por otro lado E (A)2→ n2−c, así pues Var (A) = E
(
A2
)
−E (A)2→ n1−c/2−n1−c, por

lo que Var (A)→ 0 ya que c > 2. Si se utiliza la desigualdad de Chebyshev se obtiene
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P(|A−E (A)| ≥ 1)≤Var (A)

P(|A−E (A)|< 1)≥ 1−Var (A) .

Dado que A es una variable aleatoria discreta y que E (A)→ 0, el evento |A−E (A)|<
1 significa que P(A < 1)→ 1. Con esto concluye la demostración sobre el umbral de
conexidad para EDLA.

�

El teorema 3.17 establece el umbral de conexidad para EDLA. El teorema 3.20 al
final de esta sección implica que este umbral es también para la solubilidad de EDLA.
Primero se verán dos lemas auxiliares.

Lema 3.18. Sean {xi}n
i=1 variables aleatorias independientes con distribución uniforme

en el intervalo [0,1], L = mı́n{xi}n
i=1 y R = máx{xi}n

i=1. Entonces

FL (x) = P(L≤ x) = 1− (1− x)n y FR (x) = P(R≤ x) = xn.

Demostración. Para FR (x) la demostración es sencilla. Se debe calcular la probabilidad
de que las n variables aleatorias xi estén en (0,x). Así que por independencia de las
variables aleatorias se tiene que

FR (x) = P(R≤ x) =
n

∏
i=1

P(xi ≤ x)

= xn.

Para FL (x) se debe calcular la probabilidad de que al menos un xi se encuentre en
(0,x). Para calcular esta probabilidad se utiliza el complemento, es decir, la probabilidad
de que las n variables aleatorias xi estén en (x,1)

FL (x) = P(L≤ x) = 1−P(L > x)

= 1−
n

∏
i=1

P(xi > x)

= 1− (P(xi > x))n

= 1− (1−P(xi ≤ x))n

= 1− (1− x)n .

�
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Lema 3.19. Sean {xi}n
i=1 variables aleatorias independientes con distribución uniforme

en el intervalo [0,1], L = mı́n{xi}n
i=1 y R = máx{xi}n

i=1. Entonces S = R−L tiene una
distribución beta con parámetros (n−2,1).

Demostración. Por el lema 3.18 y la definición 3.12 se tiene que fL (x) = d
dx FL (x) =

n(1− x)n−1. A continuación se calcula P(S≤ d) para obtener fS (d). Sea d ∈ R. Si se
condiciona en L = x, se deben considerar dos casos mutuamente excluyentes, como lo
ilustra la Figura 3.10. El primero es d < 1− x. La probabilidad condicional de que los
restantes n−1 puntos estén en el intervalo [x,x+d] dado que L = x es(

d
1− x

)n−1

.

El segundo caso es d ≥ 1− x. En este caso, todos los n puntos están en el intervalo
[x,1] y por lo tanto P(S≤ d|L≥ 1−d) = 1. Entonces, por la ley de la probabilidad total

P(S≤ d) = P(S≤ d|L < 1−d)P(L < 1−d)+P(S≤ d|L≥ 1−d)P(L≥ 1−d)

=
∫ 1−d

0

(
d

1− x

)n−1

fL (x)dx+1 ·P(L≥ 1−d)

=
∫ 1−d

0

(
d

1− x

)n−1

n(1− x)n−1 dx+(1− (1−d))n

= n(1−d)dn−1 +dn.

Al derivar la expresión anterior se obtiene fS (x) = n(n−1)xn−2 (1− x). Ahora bien,
de acuerdo a la definición 3.17 se tiene que β (n−1,2) = 1

n(n−1) , por lo cual fS (x) =
1

β (n−1,2)x
n−2 (1− x) es una función de densidad beta con parámetros (n−2,1). �

Figura 3.10: Los dos casos de la demostración del lema 3.19.
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Teorema 3.20. Sean {xi}n
i=1 variables aleatorias independientes con distribución uni-

forme en el intervalo [0,1], L=mı́n{xi}n
i=1, R=máx{xi}n

i=1, L′=L y R′=máx{xi +ρi}.
Entonces

P
(
R′−L′ > 1− ε

)
→ 1

cuando n→ ∞.

Demostración. Claramente R ≤ R′ así que R−L ≤ R′−L′, por lo cual P(R−L≥ d) ≤
P(R′−L′ ≥ d). Por último, sea ε > 0, entonces

P(R−L≥ 1− ε) = 1−P(R−L < 1− ε)

= 1−
[
nε (1− ε)n−1 +(1− ε)n

]
.

Se ha utilizado el hecho de que R− L tiene una distribución beta con parámetros
(n−2,1), de acuerdo con el lema 3.19. Ahora, al utilizar la regla de L’Hôpital y las
reglas de productos infinitos, si se toma el límite cuando n→ ∞ se tiene que

lı́m
n→∞

nε (1− ε)n−1 +(1− ε)n = lı́m
n→∞

nε (1− ε)n−1 + lı́m
n→∞

(1− ε)n

= 0+0

y por lo tanto lı́mn→∞ P(R−L≥ 1− ε) = 1 lo cual implica que

lı́m
n→∞

P
(
R′−L′ ≥ 1− ε

)
= 1.

�

La conjunción del teorema 3.12 y el teorema 3.20 significa que el umbral de transi-
ción de fase para EDLA no solo se refiere a la conexidad sino a la solubilidad también.
Cuando se está por encima del umbral, la longitud de la componente conexa será even-
tualmente mayor a 1− ε . Así pues, esta unión de intervalos cubrirá a la salida s = ε y a
la terminal t = 1− ε . Entonces será posible trasladar los datos desde ε hasta 1− ε . Por
otro lado, cuando se está por debajo del umbral, la disconexidad de las gráficas de inter-
valos asociadas a instancias de EDLA equivale a que tales instancias no son solubles, de
acuerdo al teorema 2.6 y al corolario 2.8.
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3.8. Simulaciones

En esta sección se presentan dos grupos de simulaciones de los modelos probabilísti-
cos presentados en este capítulo. Las instancias que se generaron son en realidad pseu-
doaleatorias, debido a que resulta imposible generar números verdaderamente aleatorios
en una computadora. El primer grupo de simulaciones que se presentan se diseñó para
exhibir el resultado del teorema 3.12. El experimento se diseñó de la siguiente manera:

1. Se fijan los valores s = 0, t = 1, rmı́n, nmı́n, rmáx y nmáx.

2. Se hace una partición uniforme P del intervalo [rmı́n,rmáx] en nmáx−nmı́n elemen-
tos.

3. Para cada pareja [r,n], con r ∈ P y n = nmı́n,nmı́n + 1, . . . ,nmáx, se generan m ins-
tancias pseudoaleatorias con el modelo simétrico y se verifica su conexidad. La
probabilidad empírica de conexidad se estima como el cociente de instancias co-
nexas entre el número de instancias de prueba m. Se guarda este valor en una
matriz de tamaño rmáx− rmı́n×nmáx−nmı́n.

4. Se grafican en el plano los valores de la probabilidad empírica guardados en la
matriz. Se asigna el color negro al 0 y el color blanco al 1.



58 Capítulo 3 Modelo probabilístico del problema EDL

0 10 20 30 40 50
Robots

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
al

or
 d

e 
r

Scheinerman   Ensayos: 5   s = 0  t = 1

0

1

Pr
ob

ab
ili

da
d

0 20 40 60 80 100
Robots

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
al

or
 d

e 
r

Scheinerman   Ensayos: 5   s = 0  t = 1

0

1

Pr
ob

ab
ili

da
d

360 380 400 420 440
Robots

0.010

0.012

0.014

0.016

0.018

0.020

V
al

or
 d

e 
r

Scheinerman   Ensayos: 5   s = 0  t = 1

0

1
Pr

ob
ab

ili
da

d

900 920 940 960 980 1000
Robots

0.0000

0.0025

0.0050

0.0075

0.0100

0.0125

0.0150

0.0175

0.0200

V
al

or
 d

e 
r

Scheinerman   Ensayos: 5   s = 0  t = 1

0

1

Pr
ob

ab
ili

da
d

Figura 3.11: La curva roja (guión-punto) corresponde al umbral de Scheinerman r = logn
n .

La curva en verde (continua) corresponde a r = 6(t−s)
n . Se aprecia cómo la

segunda es incapaz de modelar el umbral de transición de fase con respec-
to a conexidad en las gráficas de intervalos aleatorias del modelo simétrico.
Cuánto menos podrá modelar el umbral de transición de fase para el modelo
asimétrico.

La libreta de Python Scheinerman.ipynb para accesar al código y realizar las simula-
ciones: https://colab.research.google.com/drive/10oNKfeXd6yWUkTbuOl3hLMdOTgZDqBKb?
usp=sharing

Por último, la Figura 3.12 ilustra mediante simulaciones el Teorema 3.17, de manera
análoga a la Figura 3.6 para ilustrar el Teorema 3.12 de la sección 3.6.

https://colab.research.google.com/drive/10oNKfeXd6yWUkTbuOl3hLMdOTgZDqBKb?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/10oNKfeXd6yWUkTbuOl3hLMdOTgZDqBKb?usp=sharing
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Figura 3.12: La curva en rojo (guión-punto) corresponde al umbral de Scheinerman r =
logn

n . La curva en verde (continua) corresponde a r = 6(t−s)
n . La curva en azul

(guión) corresponde al umbral de EDLA r = 2logn
n . Se generaron instancias

aleatorias para EDLA en el espacio de parámetros (n,r) y se resolvieron con
el Algoritmo 2.2. En este caso, la probabilidad empírica se refiere a la proba-
bilidad de que una instancia aleatoria sea EDLA-soluble.

La libreta de Python EDLA_DensityPlot.ipynb para accesar al código y realizar las
simulaciones: https://colab.research.google.com/drive/17c6QgocmOW0AJb_
g3IYm-B-pW0bW4VIi?usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/17c6QgocmOW0AJb_g3IYm-B-pW0bW4VIi?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/17c6QgocmOW0AJb_g3IYm-B-pW0bW4VIi?usp=sharing




Capítulo 4

Búsqueda con retroceso para resolver EDL

4.1. Método exacto

La búsqueda con retroceso (conocido como "backtracking" en inglés) es un algoritmo
de uso general para encontrar todas las soluciones, o una parte de ellas, de algunos pro-
blemas combinatorios. Las soluciones candidatas se construyen de manera incremental.
Tan pronto como se determina que alguna no se puede completar para ser una solución
válida, se abandona. En esto consiste el retroceso. Este método fue propuesto por R. J.
Walker en la década de 1950. Básicamente consiste en construir una gráfica de árbol. Los
nodos adyacentes a la raíz representan las opciones del primer elemento para construir el
certificado, el cual será una secuencia de elementos. En el siguiente nivel se encuentran
los nodos de los nodos del nivel anterior, es decir, las opciones para elegir el siguiente
elemento en la sucesión dependiendo de la elección inmediata anterior. De esta manera
se va construyendo la solución de manera incremental. Cuando se llega a un nodo donde
se verifica que no se puede continuar construyendo una solución válida, se regresa un
nivel anterior y se explora un nodo distinto. Para profundizar en el tema véase [46].

Para resolver las instancias del problema EDL de manera exacta se propone un al-
goritmo de búsqueda con retroceso (BR). Este algoritmo explora el árbol de todas las
posibles subsuceciones de robots. Se inicia en el valor d = s y se consideran los robots
en A(d, I) que no están marcados. Se selecciona cada uno por turnos, de manera arbi-
traria, y se marca como utilizado. Se actualiza d, se verifica si d ≥ t (en cuyo caso la
búsqueda termina) y se prosigue del mismo modo. Cuando se llega a una d para la cual
A(d, I) no cuenta con robots disponibles, si d < t entonces se regresa un nivel en el árbol
de búsqueda. En el Algoritmo 4.1 se describe el seudocódigo.

A continuación, un ejemplo de cómo funciona este algoritmo. Sea

I = {a : (1,3) ,b : (1,2) ,c : (4,2) ,d : (5,2) ,e : (8,3) , f : (9,4) ,g : (8,2) ,s = 0, t = 11}
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Algoritmo 4.1 Algoritmo BR para resolver EDL. En la libreta de Python:
BR/recursiveDDLP.

1: BR(I, solución, t, robots_disponibles):
2: d =posición actual de los datos en I;
3: si d ≥ t: devolver solución;
4: en otro caso:
5: calcular A(d, I);
6: para robot en A(d)∩ robots_disponibles:
7: copia_robots_disponibles = copia (robots_disponibles);
8: mover datos con robot, se actualiza posición en I;
9: insertar robot a solución;

10: eliminar robot de copia_robots_disponibles;
11: solución = BR(I, solución, t, copia_robots_disponibles);
12: si d ≥ t: devolver solución;
13: en otro caso: deshacer movimiento de robot y remover robot de solución;
14: devolver solución;

una instancia de EDL. En la Figura 4.1 se muestra cómo se construye el árbol de BR.
Este ejemplo se encuentra en la libreta de Python correspondiente.

Figura 4.1: En este ejemplo, las subsucesiones de robots se construyen al explorar el árbol
desde la raíz hasta alguna de las hojas. Las hojas circulares (rojas) represen-
tan subsucesiones que no llegan a la terminal t = 11. Las hojas hexagona-
les (azules) representan subsucesiones que sí llegan a la meta, en este caso,
{b,a,d,c,e,g, f} y {b,a,d,c, f ,g,e}.
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Algoritmo 4.2 Algoritmo de barrido para detectar componentes conexas en una gráfica
de intervalos. En la libreta de Python: Scheinerman/IntervalGraph.graphInit( ).

1: ConexidadEDL(G(intervalos, aristas)):
2: Inicializar: eventos = [], contador = 0, intersecciones = [];
3: para (ui,vi) en intervalos: //u es el inicio, v es el final
4: añadir ui, vi a eventos;
5: ordenar lexicográficamente eventos; // primero alfabéticamente, después por posi-

ción.
6: para evento en eventos:
7: si evento es inicio:
8: para i en intersecciones: // si intersecciones es vacío no entra al bucle
9: insertar (i, índice(evento)) en aristas;

10: insertar (índice(evento), i) en aristas;
11: insertar índice(evento) en intersecciones;
12: marcar componente(índice(evento)) = contador;
13: si evento es final:
14: quitar índice(evento) de intersecciones;
15: si intersecciones es vacío:
16: contador = contador + 1;
17: terminar;

La libreta de Python BR.ipynb para accesar al código: https://colab.research.
google.com/drive/14Tb7igglI5stijr2V1hvIaCz5rkC3OwS?usp=sharing

4.2. BR mejorado

En esta sección se examina una versión mejorada del algoritmo de búsqueda con re-
troceso (BRM). Se utiliza el teorema 2.6 para este fin. La idea es que dada una ins-
tancia I de EDL, se construye su gráfica de intervalos asociada con el modelo asimé-
trico GA (Q′,a). En principio, no se conoce el vector a que garantiza la conexidad de
GA (Q′,a), pero debe de ser claro que para ai = 0 el intervalo [xi−aiρi,xi +(1−2ai)ρi]
se maximiza. En la sección 3.6 se demostró cómo la probabilidad de que dos intervalos
aleatorios se intersecten se maximiza cuando a = 0. Así que el primer candidato es el
vector a = (0,0, . . . ,0). La conexidad de GA (Q′,a) se verifica al utilizar el Algoritmo
4.2, véase ejemplo de la Figura 4.2.

https://colab.research.google.com/drive/14Tb7igglI5stijr2V1hvIaCz5rkC3OwS?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/14Tb7igglI5stijr2V1hvIaCz5rkC3OwS?usp=sharing
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Figura 4.2: En este ejemplo, el algoritmo de barrido procesa los eventos en el orden:
u1,u2,v1,v2,u3,u4,u5,v3,v5,v4, y al terminar, se encuentran dos componen-
tes conexas.

En caso de no ser conexa, se observa la componente conexa que contiene a (s,0). To-
dos los intervalos en esta componente conexa tienen asociado el valor ai = 0. La atención
se fija en el extremo derecho v j del último intervalo de esta componente conexa. Esta es
la última posición hasta donde los datos serían llevados por los robots que se encuentran
en esta componente conexa. Ahora bien, debe resultar claro que A(v j, I)

− = /0, por lo
que en este punto entra el algoritmo BR descrito en la sección anterior. Se elige un robot
k de manera aleatoria en A(v j, I)

+ y se mueven los datos hasta una nueva posición dk.
En esta nueva posición, se examina si existe una componente conexa de intervalos en
GA (Q′,a) (excepto por el robot k) y se procede como se ha descrito anteriormente. La
justificación para elegir y fijar los valores ai = 0 para los intervalos en las componentes
conexas se sigue del lema 2.2, es decir, se logra un alcance máximo al utilizar los robots
de esta manera. Este procedimiento está descrito en el Algoritmo 4.3.

Esta variante del algoritmo BR resulta más eficiente porque todos los robots en una
componente conexa se "contraen a un solo nodo" en la gráfica de intervalos, al fijar sus
valores ai = 0. Cuando el algoritmo BRM explora el espacio de las posibles subsucesio-
nes de robots, está explorando también el espacio de los vectores a. Si se fija en principio
ciertos valores ai, la búsqueda en el árbol generado por BRM se reduce.

La libreta de Python BRM.ipynb para accesar al código:
https://colab.research.google.com/drive/1TN-7G6IMInmZwYVVApIGNC6MUNXn0gvo?

usp=sharing

4.3. Simulaciones

En esta sección se ilustra experimentalmente lo descrito en las secciones 4.1 y 4.2. Se
diseñó un experimento de la siguiente manera:

1. Se fijan los valores s = 0, t = 1, rmı́n, nmı́n, rmáx y nmáx.

2. Se hace una partición uniforme P del intervalo [rmı́n,rmáx] en nmáx−nmı́n elemen-
tos.

https://colab.research.google.com/drive/1TN-7G6IMInmZwYVVApIGNC6MUNXn0gvo?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1TN-7G6IMInmZwYVVApIGNC6MUNXn0gvo?usp=sharing
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Algoritmo 4.3 Algoritmo BRM. En la libreta de Python: BRM/recursiveDDLP.
1: Componente_conexa_a=0 (I):
2: ConexidadEDL (GA (Q′,a = (0,0, . . . ,0));
3: devolver robots en componente_conexa (s);
4:

5: BRM(I, solución, t, robots_disponibles):
6: d =posición actual de los datos;
7: si d ≥ t: devolver solución;
8: en otro caso:
9: I = {robots_disponibles,d, t};

10: construir GA (Q′,a = (0,0, . . . ,0));
11: robots_fijos = Componente_conexa_a=0 (I);
12: dmax = EDLA ({robots_fijos,d, t}); // Algoritmo 2.2
13: robots_disponibles = robots_disponibles - robots_fijos;
14: I = {robots_disponibles,dmax, t};
15: para robot en A(d, I)+∩ robots_disponibles:
16: copia_robots_disponibles = copia (robots_disponibles);
17: mover datos con robot, se actualiza posición en I;
18: insertar robot a solución;
19: eliminar robot de copia_robots_disponibles;
20: solución = BRM(I, solución, t, copia_robots_disponibles);
21: si d ≥ t: devolver solución;
22: en otro caso: deshacer movimiento de robot y remover robot de solución;
23: si d ≥ t: devolver solución;
24: en otro caso: deshacer cambios en las líneas 9-14;
25: devolver solución;

3. Para cada pareja [r,n], con r ∈ P y n = nmı́n,nmı́n + 1, . . . ,nmáx, se generan m ins-
tancias aleatorias y se utiliza el algoritmo BRM para resolverlas. La probabilidad
empírica de solubilidad se estima como el cociente de instancias resueltas afirma-
tivamente entre el número de instancias de prueba m. Se guarda este valor en una
matriz de tamaño rmáx− rmı́n×nmáx−nmı́n.

4. Se grafican en el plano los valores de la probabilidad empírica guardados en la
matriz. Se asigna el color negro al 0 y el color blanco al 1.

En la Figura 4.3 se ilustran dos simulaciones para distintos valores de rmı́n, nmı́n, rmáx y
nmáx y m. En estos experimentos se aprecia la transición de fase. La zona negra representa
la porción del espacio de parámetros (r,n) con una gran probabilidad de que se generen
instancias aleatorias no solubles. Por otro lado, la zona blanca representa la porción del
espacio de parámetros (r,n) con una gran probabilidad de que se generen instancias
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aleatorias solubles.
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Figura 4.3: La curva en rojo (guión-punto) corresponde al umbral de Scheinerman r = logn
n .

La curva en verde corresponde a r = 6(t−s)
n . La curva en azul (guión) corres-

ponde al umbral de EDLA r = 2logn
n . La naturaleza del algoritmo BR, que puede

dar un tamaño de búsqueda exponencial, limitó estos experimentos para valo-
res muy moderados de n.

La libreta de Python EDL_DensityPlot.ipynb para accesar al código y realizar las si-
mulaciones:https://colab.research.google.com/drive/12IsW5GONcCRSNTt3E2dJAThD5cLTrVe_
?usp=sharing

4.4. Indicador de dificultad para instancias de EDL

Durante las simulaciones con el algoritmo BR se observó un fenómeno interesante.
En el umbral de transición de fase del espacio de parámetros de EDL la cantidad de no-
dos explorados podía crecer significativamente. Por encima y por debajo del umbral de
transición de fase se observó que el número de nodos explorados se mantenía relativa-
mente constante para cada pareja de valores (n,r). En la literatura relativa a la búsqueda
con retroceso se sugiere contabilizar el número de nodos explorados como un indicador
de la complejidad asociada para resolver un problema dado mediante esta técnica [70].
Por supuesto que este indicador ignora ciertos detalles computacionales acerca de las
operaciones necesarias para construir la estructura del árbol, así como el paradigma del

https://colab.research.google.com/drive/12IsW5GONcCRSNTt3E2dJAThD5cLTrVe_?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/12IsW5GONcCRSNTt3E2dJAThD5cLTrVe_?usp=sharing
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peor de los casos. No obstante, en este trabajo se adoptó esta idea para hacer una distin-
ción entre instancias fáciles y difíciles. Una instancia fácil es aquella que requiere que se
exploren pocos nodos para resolverla. Una instancia difícil es aquella que requiere que
se explore una gran cantidad de nodos para resolverla.

Para explicar el fenómeno observado se propone lo siguiente. Cuando se genera una
instancia aleatoria EDL por encima del umbral de EDLA, casi cualquier elección que se
haga en los nodos del árbol dará como resultado un certificado afirmativo. Dicho de otra
manera, el árbol generado por el algoritmo BR tiene una gran cantidad de hojas afir-
mativas (azules). Un muestreo aleatorio para elegir una trayectoria desde la raíz hasta
alguna de las hojas del árbol dará como resultado una respuesta afirmativa con alta pro-
babilidad. Por debajo del umbral de Scheinerman, el árbol de BR tendrá practicamente
en su totalidad hojas negativas (rojas). Es alrededor de la zona de transición de fase de
EDL, que necesariamente estaría entre los dos umbrales anteriores, donde se conjetura
que comienzan a aparecer las primeras hojas afirmativas. Encontrarlas requiere explo-
rar una gran porción del árbol de BR y la probabilidad de muestrear aleatoriamente una
trayectoria que termine en una hoja afirmativa es baja. En la sección 6.4 se amplía más
sobre este punto al utilizar un modelo probabilístico (véase apéndice A.7) para explicar
el muestreo aleatorio en el árbol generado por el algoritmo BR.

Para ilustrar lo anterior, se realizaron también simulaciones que se ilustran en la Fi-
gura 4.4. Esta vez el interés radica en el número de nodos explorados. Para obtener una
imagen aproximada de dónde se encuentran las instancias difíciles, se realizó el siguiente
experimento

1. Se fijan los valores s = 0, t = 1, rmı́n, nmı́n, rmáx y nmáx.

2. Se hace una partición uniforme P del intervalo [rmı́n,rmáx] en nmáx−nmı́n elemen-
tos.

3. Para cada pareja [r,n], con r ∈P y n= nmı́n,nmı́n+1, . . . ,nmáx, se generan m instan-
cias aleatorias y se utiliza el algoritmo BRM para resolverlas. Cuando el número
de nodos explorados rebasa cierto valor µc, se interrumpe BRM y dicha instancia
se clasifica como difícil (1). Cuando BRM resuelve la instancia y el número de
nodos se mantuvo por debajo de µc dicha instancia se clasifica como fácil (0). La
probabilidad empírica de dificultad se estima como el cociente de instancias cla-
sificadas como difíciles entre el número de instancias de prueba m. Se guarda este
valor en una matriz de tamaño rmáx− rmı́n×nmáx−nmı́n.

4. Se grafican en el plano los valores de la probabilidad empírica guardados en la
matriz. Se asigna el color blanco al 0 y el color negro al 1. Todos los valores
intermedios se les asigna el color correspondiente del gradiente que va de blanco
a negro. En la Figura 4.4 se presentan algunas simulaciones.
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Pero, ¿cómo se determinó el valor µc? En primer lugar, se conjeturó que la variable
aleatoria X que representa el número de nodos explorados por BR se podría modelar con
una distribución exponencial. La elección no es del todo arbitraria. En primer lugar, se
realizaron una serie de experimentos para muestrear la media de X y se observó que la
media y la desviación estándar eran parecidas para distintas configuraciones de valores.
En la distribución exponencial con parámetro λ , la media 1

λ
y la desviación estándar

coinciden. En segundo lugar, la función exponencial se utiliza para modelar los tiempos
de espera en una fila (p.ej. banco o supermercado). Estos tiempos suelen ser cercanos
a la media con alta probabilidad, pero también es posible valores muy altos con baja
probabilidad. Aunque estos argumentos son razonables, no representan ninguna clase de
prueba. Queda pendiente investigar la distribución de la variable aleatoria que representa
el número de nodos explorados.

En la sección 3.5 se determinó que el número esperado de robots en una instancia
aleatoria resuelta afirmativamente es µ = 3(t−s)

r . Ahora bien, resulta ser que en muchos
casos el número de nodos coincide con el número de robots en el certificado (cuando
una instancia aleatoria se resuelve al muestrear una única trayectoria en el árbol de BR).
De modo que, por las observaciones experimentales y esta última observación, empí-
ricamente se obtuvo que µ ≈ 1

λ
. Entonces, ¿cuál es el valor x que acumula el 0.99 de

probabilidad de que una observación de X sea menor que dicho valor? A continuación
el cálculo correspondiente.

P(X ≤ x) = 1− e−λx

0.99 = 1− e−λx

1
100

=
1

eλx

100 = eλx

log100 = λx
1
λ

log100 = x

µ log100 = x

Entonces, al aplicar BRM, si el número de nodos rebasa el valor µc = µ log100, se
interrumpe la búsqueda y se cataloga esa instancia como “difícil”. Presumiblemente con
un número muy alto de nodos. Esto se hace en el espacio de parámetros (n,r). Entre
más negro se colorea una coordenada, significa que la mayoría de los muestreos en esa
coordenada generaron instancias “presumiblemente difíciles”.

La libreta de Python Nodes_EDL.ipynb para accesar al código y realizar las simula-
ciones: https://colab.research.google.com/drive/12tnJO0D1G8R_zrNYV0Kg1dqX1Ta080IY?
usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/12tnJO0D1G8R_zrNYV0Kg1dqX1Ta080IY?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/12tnJO0D1G8R_zrNYV0Kg1dqX1Ta080IY?usp=sharing
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Figura 4.4: La curva en rojo (guión-punto) corresponde al umbral de Scheinerman r = logn
n .

La curva en azul (guión) corresponde al umbral de EDLA r = 2logn
n . Los pi-

xeles oscuros representan instancias que presumiblemente requieren que el
algoritmo BRM explore una gran cantidad de nodos para resolver dichas ins-
tancias. En estas simulaciones s = 0, t = 1, rmı́n = 0, nmı́n = 0,100, rmáx = 1,
nmáx = 50,100,200 y m = 10.





Capítulo 5

Algoritmos parciales

En este capítulo se presentan algunos algoritmos parciales para resolver EDL cuyo
tiempo de ejecución es O(n log2 n). La justificación del tiempo es que los robots primero
deben ser ordenados de acuerdo a xi−ρi. Después de eso, cada robot es procesado a lo
más un número constante de veces. La denominación algoritmo parcial se refiere a que
dichos algoritmos siempre terminan, pero no siempre con la respuesta correcta. Cuando
una instancia es calificada como negativa, existe la posibilidad de que se trate en realidad
de un falso negativo, es decir, que en realidad sí sea soluble aunque el algoritmo no la
haya resuelto.

La ventaja de estos algoritmos es que su tiempo de ejecución es O(n log2 n) y cuando
resuelven instancias aleatorias por encima del umbral de EDLA y por debajo del umbral
de Scheinerman, lo hacen de manera correcta casi siempre. Esto da un paralelo a los
algoritmos lineales propuestos en [54] para resolver instancias aleatorias de SAT con
alta probabilidad, cuando estas instancias están «lejos» del umbral.

5.1. Algoritmo glotón

Como se ha visto en el capítulo 2, la mejor manera de utilizar un robot es cuando se
encuentra detrás de los datos. De este modo, debe llegar a ellos, recogerlos y proseguir
hacia adelante. Así, se tiene que ai = 0. No se utiliza energía para regresar por los datos, y
por lo tanto, se logra un máximo alcance. Esta idea se encuentra en el lema 2.2 así como
en el algoritmo polinomial para resolver EDLA. Esta idea se utiliza en los algoritmos
parciales que se presentan en esta sección. Cada vez que haya un robot en A(d, I)− éste
se utiliza. Cuando A(d, I)− = /0 entonces se debe escoger algún robot en A(d, I)+. El
criterio para elegir un robot será mediante cinco enfoques glotones que a continuación
se describen. En cada caso se menciona también un contraejemplo para ejemplificar la
posibilidad de fallo de estos algoritmos.

71
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Robot más cercano

Este algoritmo consiste en seleccionar el robot en A(d, I)+ más cercano a d. La in-
tuición es utilizar un robot que gaste la menor cantidad de energía para regresar por los
datos. El contraejemplo está en la Figura 5.1.

Figura 5.1: En esta instancia I = {a : (1,9) ,b : (2,7) ,s = 0, t = 10}. Resulta evidente
que al utilizar primero el robot más cercano no se llega a la meta t = 10.

Menor alcance xi +ρi

Este algoritmo consiste en seleccionar el robot en A(d, I)+ cuyo alcance xi +ρi sea el
menor. La intuición es utilizar primero el robot que no llega tan lejos, y utilizar después
los que llegan más lejos. El contraejemplo está en la Figura 5.2.

Menor capacidad restante xi +ρi−d

Este algoritmo consiste en seleccionar el robot en A(d, I)+ cuya capacidad después
de llegar a los datos xi+ρi−d sea la menor. La intuición es utilizar primero el robot que
le quedaría poca energía después de llegar a los datos y utilizar después los que tendrían
mayor energía restante. El contraejemplo es el mismo que el descrito en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: En esta instancia I = {a : (2,4) ,b : (2,3) ,s = 0, t = 5}. Resulta evidente que
al utilizar primero el robot con menor alcance, no se llega a la meta t = 5.

Mayor capacidad restante xi +ρi−d

Este algoritmo consiste en seleccionar el robot en A(d)+ cuya capacidad después de
llegar a los datos xi+ρi−d sea la mayor. Quizá parezca contra intuitivo, pero en realidad
esta idea surge de la Figura 5.2, donde escoger el robot con mayor capacidad restante
resultó mejor. El contraejemplo está en la Figura 5.3.

Menor ai

Como se ha visto en el capítulo anterior, cuando ai = 0 se maximiza la probabilidad de
que dos intervalos asimétricos aleatorios se intersecten. A partir de este resultado surge
este algoritmo, que consiste en seleccionar el robot en A(d, I)+ cuya ai para regresar
por los datos sea la menor. Recuérdese que ai = (xi−d)/ρi. El contraejemplo está en la
Figura 5.4.
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Figura 5.3: En esta instancia I = {a : (1,6) ,b : (2,4) ,s = 0, t = 7}. Resulta evidente que
al utilizar primero el robot con mayor capacidad restante, no se llega a la meta
t = 7.

Figura 5.4: En esta instancia I = {a : (2,8) ,b : (2,4) ,s = 0, t = 10}. Para el robot a te-

nemos que aa =
1
4 mientras que para el robot b se tiene que ab =

1
2 . Resulta

evidente que al utilizar primero el robot con menor ai, no se llega a la meta
t = 10.
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5.2. Algoritmos glotones inversos

En este capítulo se examina un enfoque para resolver EDL al procesar los robots al
revés. Dada una instancia I = {(xi,ρi) ,s, t}n

i=1 se examina el conjunto de robots A(t, I).
En lugar de construir el certificado partiendo de s hasta llegar a t, se comienza de manera
inversa. La idea es determinar el punto más a la izquierda de t que puede moverse un
robot (xi,ρi) ∈ A(t, I) para recoger los datos en ese punto y traerlos hasta t. Este punto,
que llamaremos t1, está determinado por la intersección de las rectas

xi−ρi = x−ρ

ρ =−x+ t

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene que t1 = 1
2 (t + xi−ρi).

Figura 5.5: En este gráfico se aprecia el valor t1 hasta donde el robot (xi,ρi) puede regresar
por los datos para llevarlos a t.

Ahora bien, ¿qué robot se debe escoger en A(t)? En este capítulo se examinan cinco
criterios distintos con sus respectivos contraejemplos. Asimismo, se examina evidencia
empírica y ciertos elementos teóricos que indican que elegir el robot que maximice xi−
ρi es el mejor criterio. En la nueva terminal t1 se elige un robot en A(t1, I) para determinar
una nueva terminal t2 como se ha descrito. En el momento en que alguna tk ≤ s se detiene
el algoritmo y se ha encontrado un certificado al revés. Si en algún momento A(tk, I) = /0
pero tk > s, se detiene la búsqueda y no se ha podido encontrar una solución.

A continuación una definición necesaria y algunos lemas que ayudarán a escoger el
mejor criterio.
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Definición 5.1. Sea I = {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL. Se denota por

αi (d) =

{
1
2 (d + xi−ρi) si (xi,ρi) ∈ A(d)
d en otro caso

.

Ahora bien, si B = {im, im−1, . . . i1} es una subsucesión de robots, se denota por

αB (d) = αim,im−1,...i1 (d) = αim
(
αim−1 (. . .αi1 (d))

)
.

De acuerdo a lo discutido en el capítulo 2, ningún robot se utiliza dos veces sino
únicamente una vez. Así que en este capítulo se mantiene la suposición de que en una
subsucesión de robots B = {im, im−1, . . . i1} no hay robots repetidos.

De la definición anterior, α j,i (d) representa la posición después de haber utilizado en
sentido inverso el robot i y el robot j. Es importante tener presente que se construye el
certificado al revés.

Lema 5.1. Sea {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL, d ∈ [s, t] y (xi,ρi) un robot en

A(d, I). Entonces
xi−ρi ≤ αi (d)≤ d.

Demostración. Dado que (xi,ρi) ∈ A(d), eso significa que xi−ρi ≤ d ≤ xi +ρi, se tiene
entonces que d+xi−ρi≤ 2d, es decir, 1

2 (d + xi−ρi)≤ d, lo cual demuestra que αi (d)≤
d. Por otra parte, xi− ρi ≤ d implica que 2(xi−ρi) ≤ d + xi− ρi, es decir, xi− ρi ≤
1
2 (d + xi−ρi) = αi (d). �

Lema 5.2. Sea I = {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL y a,b ∈ [s, t] tal que a ≤ b.

Entonces
αi (a)≤ αi (b)

para todo (xi,ρi) ∈ I.

Demostración. En el primer caso, supóngase que (xi,ρi) ∈ A(a)∩A(b), entonces a≤ b
⇐⇒ 1

2 (a+ xi−ρi)≤ 1
2 (b+ xi−ρi) ⇐⇒ αi (a)≤ αi (b).

En el siguiente caso, supóngase que (xi,ρi) /∈ A(a)∪A(b). Se tiene por la definición
5.1 que αi (a) = a≤ b = αi (b).

Supóngase ahora que (xi,ρi) ∈ A(a) pero (xi,ρi) /∈ A(b). Por el lema 5.1 y la defini-
ción 5.1 se tiene que αi (a)≤ a≤ b = αi (b).

En el último caso, (xi,ρi) /∈ A(a) pero (xi,ρi) ∈ A(b). Esto es equivalente a decir
que a < xi−ρi ≤ b ≤ xi +ρi, pero por la definición 5.1 y por el lema 5.1 se tiene que
αi (a) = a < xi−ρi ≤ αi (b).

�
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Lema 5.3. Sea I = {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL y a,b ∈ [s, t] tal que a ≤ b.

Sea B = {im, im−1, . . . , i1} una subsucesión de robots, entonces

αB (a)≤ αB (b) .

Demostración. Se procede por inducción sobre m. Por el lema 5.2 αi1 (a) ≤ αi1 (b). Su-
póngase que es cierto αim−1,...,i1 (a) ≤ αim−1,...,i1 (b). Se aplica nuevamente el lema 5.2 y
se obtiene que αim

(
αim−1,...,i1 (a)

)
≤ αim

(
αim−1,...,i1 (b)

)
, es decir,

αim,im−1,...,i1 (a)≤ αim,im−1,...,i1 (b) .

�

Se llega así al lema importante.

Lema 5.4. Sea I = {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL, d ∈ [s, t] y sean i, j dos robots

tal que i ∈ A(d) y x j−ρ j ≤ xi−ρi. Entonces se tiene que

α j,i (d)≤ αi, j (d) .

Demostración. En primer lugar, si (x j,ρ j) ∈ A(d) se implica que (x j,ρ j) ∈ A(αi (d))
puesto que x j−ρ j ≤ xi−ρi. Ahora bien, se tienen cuatro casos resumidos en la siguiente
tabla

A(d) A(αi (d)) A(α j (d))
caso 1 i, j i, j i, j
caso 2 i, j i, j j
caso 3 i i, j i
caso 4 i i i

En el primer caso, (xi,ρi) ∈ A(α j (d)) y (x j,ρ j) ∈ A(d) por lo cual

αi, j (d) =
1
2

(
1
2
(d + x j−ρ j)+ xi−ρi

)
=

1
4
(x j−ρ j)+

1
2
(xi−ρi)+

d
4
.

Análogamente para α j,i (d), por lo cual

αi, j (d)−α j,i (d) =
1
4
[(x j−ρ j)− (xi−ρi)]+

1
2
[(xi−ρi)− (x j−ρ j)]

=
1
4
(xi−ρi)−

1
4
(x j−ρ j)

Entonces 0≤ 1
4 (xi−ρi)− 1

4 (x j−ρ j) ⇐⇒ 0≤ (xi−ρi)− (x j−ρ j) ⇐⇒ x j−ρ j ≤
xi−ρi, lo cual es cierto por hipótesis. Por lo tanto 0≤αi, j (d)−α j,i (d) y en consecuencia
α j,i (d)≤ αi, j (d).
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Para el segundo caso, (xi,ρi) /∈ A(α j (d)) y (x j,ρ j) ∈ A(d). Se tiene entonces que
αi, j (d) = αi (α j (d)) = α j (d) por la definición 5.1. Ahora bien, si se aplica el lema 5.1
se obtiene que αi (d) ≤ d. Después se aplica el lema 5.2 y se obtiene α j,i (d) ≤ α j (d).
Pero α j (d) = αi, j (d) y en consecuencia α j,i (d)≤ αi, j (d).

Para el tercer caso, (x j,ρ j) /∈A(d) pero (x j,ρ j)∈A(αi (d)). Entonces α j,i (d)=α j (αi (d))≤
αi (d) por el lema 5.1. Por otro lado αi, j (d) = αi (α j (d)) = αi (d) por la definición 5.1
y en consecuencia α j,i (d)≤ αi, j (d).

Para el cuarto caso, (x j,ρ j) /∈ A(d)∪A(αi (d)), entonces

α j,i (d) = α j (αi (d)) = αi (d)≤ αi (d) = αi (α j (d)) = αi, j (d) ,

al utilizar la definición 5.1.
�

El siguiente lema conecta la solubilidad de una instancia EDL con la definición 5.1.

Lema 5.5 (Lema de equivalencia). Sea I = {(xi,ρi) ,s, t}n
i=1 una instancia de EDL. I es

soluble si y sólo si existe una subsucesión B = {i1, . . . , im−1, im} tal que αB (t)≤ s.

Figura 5.6: En este gráfico se observa una instancia I =
{
(xi,ρi) ,(x j,ρ j) ,s, t

}
. La ins-

tancia se puede resolver con un sólo robot, i ó j. En ambos casos los robots
se encuentran en el área sombreada delimitada por las rectas ρ = −x+ t y
ρ = x− (2s− t). Las flechas a la derecha indican hasta dónde pueden llevar
los datos desde s. Las flechas a la izquierda indican desde dónde pueden reco-
ger los datos para llevarlos hasta t.

Demostración. A. I es soluble⇒ existe una subsucesión B = {i1, . . . , im−1, im} tal que
αB (t)≤ s.

Se procede por inducción. Sea B = {i1} un certificado para I. Existen dos casos.
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1. En el primero, xi1 ≤ s. Puesto que i puede llevar los datos al menos hasta t, en-
tonces t ≤ xi1 +ρi1 . Es claro también que xi1 −ρi1 ≤ t, por lo tanto i1 ∈ A(t) y de
acuerdo a la definición 5.1 αi1 (t) =

1
2 (t + xi1−ρi1). Ahora, es claro que ρi1 ≥ t−s

lo cual implica que xi1−ρi1 ≤ s−(t− s) de donde se sigue que 1
2 (t + xi1−ρi1)≤ s,

es decir αi1 (t)≤ s.

2. Ahora supóngase que s < xi1 . Puesto que i1 tiene capacidad ρi1 para regresar desde
xi1 a s y de ahí llegar hasta t se tiene que ρi1 − (xi1− s) ≥ t− s de donde se sigue
que 1

2 (t + xi1−ρi1)≤ s, es decir αi1 (t)≤ s.

3. Supóngase ahora que la hipótesis es cierta para m−1 robots. Sea B= {i1, . . . , im−1, im}
un certificado para I. Sea t ′ ∈ [s, t] la posición donde el robot im−1 deja los datos pa-
ra que los recoja im. Por hipótesis de inducción se tiene que αi1,...,im−1 (t

′)≤ s. Por
último, se aplican los argumentos 1. y 2. al robot im para obtener que αim (t)≤ t ′.
De este modo, si se aplica el lema 5.2 a la desigualdad anterior, se obtiene

αi1,...,im−1 (αim (t))≤ αi1,...,im−1

(
t ′
)
≤ s

αB (t)≤ s.

B. Existe una subsucesión B = {i1, . . . , im−1, im} tal que αB (t)≤ s⇒ I es soluble.

1. Se procede también por inducción. Sea B = {i1} una subsucesión de robots tal que
αi1 (t)≤ s. Entonces 1

2 (t + xi1−ρi1)≤ s de donde se sigue que

xi1−ρi1 ≤ s− (t− s) .

Se tienen dos casos. En el primer caso xi1 ≤ s. Se sigue de la desigualdad anterior
que ρi1 ≥ t − s. En el segundo caso xi1 > s. Se sigue que ρi1 − (xi1− s) ≥ t − s.
En ambos casos i1 puede llevar los datos desde s a t, por lo que B = {i1} es un
certificado para I.

2. Suponer ahora que la hipótesis es cierta para m−1 robots. Sea B= {i1, . . . , im−1, im}
una subsucesión tal que αB (t) ≤ s. Por hipótesis de inducción se tiene que B′ =
{i1, . . . , im−1} es un certificado para la instancia I′ = {(xi,ρi) ,s,αim (t)}

n
i=1. Por

la definición 5.1 el robot im puede llevar los datos desde αim (t) hasta t. De es-
te modo, B = {i1, . . . , im−1, im} es un certificado para la instancia original I =
{(xi,ρi) ,s, t}n

i=1.

�

Menor xi

El primer criterio es escoger el robot con la posición xi más cercana al inicio s. De esta
manera se minimiza su ai, lo cual es deseable para efectos de tener un mayor intervalo
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asimétrico asociado. Así, presumiblemente existiría mayor probabilidad de que la gráfica
de intervalos con el modelo asimétrico sea conexa. En la Figura 5.7 se encuentra el
contraejemplo.

Figura 5.7: En esta instancia I = {a : (2,6) ,b : (8,6) ,s = 0, t = 6}. Es claro que a,b ∈
A(d, I). Si se elige, en sentido inverso, primero el robot a y luego el robot b la
subsucesión de robots es {b,a}. De este modo es imposible resolver la instan-
cia. En cambio, al elegir en sentido inverso primero el robot b y luego el a se
logra resolver la instancia y el certificado es {a,b}.

Mayor xi

El segundo criterio es escoger el robot con la posición xi más cercana a la terminal t.
La intuición de esta elección es utilizar al último los robots más cercanos a t (recuérdese
que el certificado se va construyendo en sentido inverso). En la Figura 5.8 se encuentra
el contraejemplo.

Menor xi+ρi−d
2

El tercer criterio es escoger el robot con el valor xi+ρi−d
2 más pequeño, que se refiere

a la distancia que el robot puede regresar por los datos para después llevarlos a d. La
intuición de esta elección es realizar avances pequeños y utilizar la mayor cantidad de
robots. El contraejemplo es el mismo que el de la Figura 5.7.
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Figura 5.8: En esta instancia I = {a : (3,3) ,b : (4,7) ,s = 0, t = 5}. Es claro que a,b ∈
A(d, I). Si se elige en sentido inverso primero el robot b, por estar más cerca
de t = 5, el robot a no puede regresar por los datos más allá de d = 0.5. En
cambio, al elegir en sentido inverso primero el robot a y luego el b se logra
resolver la instancia y el certificado es {b,a}.

Mayor xi+ρi−d
2

El cuarto criterio es escoger el robot con el valor xi+ρi−d
2 más grande, que se refiere

a la distancia que el robot puede regresar por los datos para después llevarlos a d. La
motivación es porque algunas veces es mejor elegir de esta manera, como se vió en el
contraejemplo de la Figura 5.7. En la Figura 5.9 se encuentra el contraejemplo.
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Figura 5.9: En esta instancia I = {a : (3,6) ,b : (4,3) ,s = 0, t = 5}. Cuando d = t los ro-
bots a,b ∈ A(d). Si elegimos en sentido inverso primero el robot a, por tener el
valor xi+ρi−d

2 más grande, el robot b no puede regresear por los datos más allá
de d = 1. En cambio, al elegir en sentido inverso primero el robot b y luego el a
se logra resolver la instancia y el certificado es {a,b}.

Menor xi−ρi (HLR)

El quinto criterio es escoger el robot con el máximo alcance inferior xi−ρi (HLR por
sus siglas en inglés "highest lower reach"), que se refiere al punto más atrás que el robot
puede alcanzar. Este criterio ha demostrado ser el más efectivo de todos y no sin una
justa razón. Como se ha visto en los cuatro criterios anteriores, bastaron dos robots para
construir contraejemplos. Esto es imposible con este último criterio, pues el lema 5.4
garantiza que al resolver instancias de tamaño n = 2 el algoritmo HLR es óptimo. No
obstante esta ventaja sobre los demás criterios, sigue siendo un criterio miope pues no es
la estrategia óptima para más de dos robots, como se aprecia en el contraejemplo de la
Figura 5.10.
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Figura 5.10: En esta instancia I = {i1 : (8,7) , i2 : (9,9) , i3 : (4,1) ,s = 2.5, t = 10}. Si se
utiliza el algoritmo HLR, se obtiene la subsucesión {2,1} tal que αi2i1 (10) =
2.75 como lo muestra el gráfico superior. Por otro lado, αi1i3i2 (10) = 2.5 como
lo muestra el gráfico inferior, lo cual indica que {i1, i3, i2} es un certificado para
I. La razón por la que HLR falla en esta instancia es porque ignora al robot i3
debido a su pequeña capacidad.





Capítulo 6

Estudio experimental de eficiencia

6.1. Algoritmos parciales y BRM

En esta sección se presenta el comparativo entre los algoritmos parciales y la búsque-
da aleatoria simple con respecto al algoritmo BRM. Las simulaciones se realizaron de
una manera similar a las presentadas en el capítulo 4. En el espacio de parámetros (n,r)
se realizó una discretización, a manera de una rejilla, y se generó una instancia aleatoria
para cada pareja de valores (n,r). Se aplicaron nueve algoritmos parciales descritos en
el capítulo anterior y se añadió la búsqueda aleatoria simple descrita en el capítulo 3.
En cada simulación, se resolvió también cada instancia con el Algoritmo 4.3 (BRM).
Dado que el Algoritmo 4.3 es exacto, se pueden contabilizar los falsos negativos que se
obtuvieron con los algoritmos parciales. Un falso negativo es cuando una instancia se
declara insoluble por un algoritmo parcial cuando en realidad es soluble. En los gráficos
6.1-6.4 se ilustra la zona en el espacio de parámetros donde aparecen los falsos negativos
con mayor frecuencia. La figura 6.3 resume los resultados de la simulación. Para cada
instancia, representada por una pareja (n,r), se contabilizó el número de falsos negati-
vos dados por los algoritmos parciales y la búsqueda aleatoria simple. El color negro
representa una probabilidad empírica alta de obtener un falso negativo. El color blanco
representa una probabilidad empírica baja de obtener un falso negativo.

85
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Figura 6.1: a) Simulación de 625 instancias aleatorias, cada una con parámetros (n,r) ∈
[1, . . . ,25]×

[ 1
25 , . . . ,1

]
. Se determinó con BRM que 347 instancias son so-

lubles. b) Simulación de 2500 instancias aleatorias, cada una con parámetros
(n,r) ∈ [1, . . . ,50]×

[ 1
50 , . . . ,1

]
. Se determinó con BRM que 1769 instancias

son solubles.

Figura 6.2: c) Simulación de 5625 instancias aleatorias, cada una con parámetros (n,r) ∈
[1, . . . ,75]×

[ 1
75 , . . . ,1

]
. Se determinó con BRM que 4345 instancias son solu-

bles. d) Simulación de 10,000 instancias aleatorias, cada una con parámetros
(n,r)∈ [1, . . . ,100]×

[ 1
100 , . . . ,1

]
. Se determinó con BRM que 8130 instancias

son solubles.
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Los resultados ilustrados en las figuras 6.1 y 6.2 se resumen en la tabla 6.3. En es-
ta tabla, cada renglón resume los resultados por algoritmo. Cada columna se refiere a
cada una de las cuatro simulaciones. Las celdas contienen el número de instancias re-
sueltas afirmativamente en términos absolutos y relativos al BRM. Al final de la tabla se
colocaron los promedios y las desviaciones estándar de las observaciones.

n≤ 25 n≤ 50 n≤ 75 n≤ 100
mı́nxi +ρi 346 99.7% 1760 99.4% 4334 99.7% 8107 99.7%

RS 307 88.4% 1642 92.8% 4137 95.2% 7780 95.6%
mı́nxi 319 91.9% 1684 95.2% 4216 97.0% 7893 97.0%

máx xi+ρi−d
2 332 95.6% 1729 97.7% 4288 98.6% 8044 98.9%

LC 317 91.3% 1714 96.8% 4262 98.0% 7992 98.3%
mı́n |xi +d| 345 99.4% 1764 99.7% 4331 99.6% 8101 99.6%

HC 339 97.6% 1753 99.1% 4310 99.1% 8071 99.2%
HLR 347 100% 1769 100% 4345 100% 8130 100%

máxxi 344 99.1% 1759 99.4% 4327 99.5% 8090 99.5%
mı́n xi+ρi−d

2 326 93.9% 1699 96.0% 4250 97.8% 7967 98.0%
Promedio 332.2 95.7% 1727.3 97.6% 4280 98.5% 8017.4 98.6%
Des. Est. 14.3 4.1% 42.1 2.4% 65.6 1.5% 111.5 1.4%

Figura 6.3: En esta tabla se resumen los resultados de cuatro simulaciones. En cada celda
se registra el número de instancias resueltas afirmativamente. Cada renglón
corresponde a un algoritmo diferente. En cada columna, el valor n se refiere al
número máximo de robots que se consideró en cada simulación.

Como se puede observar en la tabla 6.3, prácticamente todos los algoritmos tuvieron
una aproximación al método exacto (Algoritmo 4.3) por encima del 95%. Esto sugiere
que la gran mayoría de las instancias en el espacio de parámetros se pueden resolver con
facilidad.

De acuerdo al capítulo 3, por encima del umbral de EDLA r = 2logn
n las instancias

aleatorias tienen una probabilidad muy alta de ser resueltas afirmativamente en tiempo
polinomial. Por otro lado, las instancias aleatorias por debajo del umbral de Scheiner-
man r = logn

n tienen una alta probabilidad de ser disconexas con el modelo simétrico, lo
cual se verifica en tiempo polinomial, de tal modo que son insolubles con alta probabi-
lidad. Las instancias difíciles se encuentran con alta probabilidad entre los dos umbrales
mencionados.
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Figura 6.4: En esta gráfica de barras se muestran los resultados porcentuales de la tabla
6.3.

En el siguiente grupo de simulaciones se restringió a evaluar únicamente instancias
aleatorias cuyos parámetros (n,r) se encuentran entre los dos umbrales ya mencionados.
Gráficamente, las celdas que se encuentren entre la curva azul (umbral EDLA) y la curva
roja (umbral Scheinerman) representan estas instancicas aleatorias.
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Figura 6.5: a) Simulación de 151 instancias aleatorias con (n,r) ∈ [1, . . . ,25]×
[ 1

25 , . . . ,1
]

y logn
n ≤ r ≤ 2logn

n . Se determinó con BRM que 46 instancias son solubles. b)
Simulación de 425 instancias aleatorias con (n,r) ∈ [1, . . . ,50]×

[ 1
50 , . . . ,1

]
y

logn
n ≤ r ≤ 2logn

n . Se determinó con BRM que 166 instancias son solubles.

Figura 6.6: c) Simulación de 766 instancias aleatorias con (n,r) ∈ [1, . . . ,75]×
[ 1

75 , . . . ,1
]

y logn
n ≤ r ≤ 2logn

n . Se determinó con BRM que 311 instancias son solubles. d)
Simulación de 1152 instancias aleatorias con (n,r)∈ [1, . . . ,100]×

[ 1
100 , . . . ,1

]
y logn

n ≤ r ≤ 2logn
n . Se determinó con BRM que 495 instancias son solubles.
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A continuación se resumen los resultados en la tabla 6.7 y en el gráfico 6.8.

n≤ 25 n≤ 50 n≤ 75 n = 100
mı́nxi +ρi 45 97.8% 163 98.1% 298 95.8% 484 97.7%

RS 23 50.0% 73 43.9% 171 54.9% 282 56.9%
mı́nxi 32 69.5% 122 73.4% 224 72.0% 359 72.5%

máx xi+ρi−d
2 38 82.6% 142 85.5% 280 90.0% 442 89.2%

LC 35 76.0% 130 78.3% 243 78.1% 415 83.8%
mı́n |xi +d| 46 100% 164 98.8% 303 97.4% 484 97.7%

HC 42 91.3% 156 93.9% 292 93.8% 471 95.1%
HLR 46 100% 166 100% 311 100% 495 100%

máxxi 44 95.6% 159 95.7% 295 94.8% 474 95.7%
mı́n xi+ρi−d

2 36 78.2% 132 79.5% 243 78.1% 400 80.8%
Promedio 38.7 84.1% 140.7 84.8% 266 85.5% 430.6 87%
Des. Est. 7.4 16.2% 28.6 17.2% 44.7 14.4% 68.2 13.8%

Figura 6.7: En esta tabla se resumen los resultados de cuatro simulaciones. En cada celda
se registra el número de instancias resueltas afirmativamente. Cada renglón
corresponde a un algoritmo diferente. En cada columna, el valor n se refiere al
número máximo de robots que se consideró en cada simulación.

Resulta evidente en las simulaciones que el algoritmo HLR es el ganador indiscutible.
Además, debe ser notorio que se resolvieron decenas de miles de instancias aleatorias
con el algoritmo HLR sin encontrar un solo falso negativo. Esta observación sugirió
inicialmente la posibilidad de que HLR fuera un algoritmo exacto, lo cual dio como
resultado los lemas 5.1-5.5. Al tratar de demostrar un lema que hacía falta surgió el con-
traejemplo mostrado en la Figura 5.11. Debido a esto, se considera que HLR resolverá
prácticamente cualquier instancia con una probabilidad muy baja de dar un falso nega-
tivo en el modelo probabilístico que se ha presentado. En este sentido, se concluye esta
sección con el último grupo de simulaciones, donde se pretende ilustrar el umbral de
EDL con mayor definición al utilizar HLR para aproximar el algoritmo exacto BR. Esta
tarea resultaba impráctica para valores de n≥ 100 porque el tiempo de BR para resolver
algunas instancias crece exponencialmente.
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Figura 6.8: En esta gráfica de barras se muestran los resultados de la tabla 6.5.

La libreta de Python Difficult_EDL.ipynb para accesar al código y realizar las simu-
laciones:https://colab.research.google.com/drive/10A1vursHf-1DGyT0R41zAT_
EckKG0KgC?usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/10A1vursHf-1DGyT0R41zAT_EckKG0KgC?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/10A1vursHf-1DGyT0R41zAT_EckKG0KgC?usp=sharing


92 Capítulo 6 Estudio experimental de eficiencia

0 10 20 30 40 50
Robots

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
al

or
 d

e 
r

HLR   Ensayos: 5   s = 0.05  t = 0.95

0

1

Pr
ob

ab
ili

da
d

0 20 40 60 80 100
Robots

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
al

or
 d

e 
r

HLR   Ensayos: 5   s = 0.05  t = 0.95

0

1

Pr
ob

ab
ili

da
d

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Robots

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
al

or
 d

e 
r

HLR   Ensayos: 5   s = 0.05  t = 0.95

0

1
Pr

ob
ab

ili
da

d

Figura 6.9: En este grupo de simulaciones se utilizó el algoritmo HLR para vislumbrar de
manera aproximada el umbral de EDL con una mejor resolución que en la Figura
4.3.

La libreta de Python HLR_DensityPlot.ipynb para accesar al código y realizar las si-
mulaciones:https://colab.research.google.com/drive/1TBDraDFLsR7fT9auYK5dasNzu-vKA5ua?
usp=sharing

La conjetura final es que existe 1 ≤ αc ≤ 2 tal que el umbral de transición para EDL
está dado por r = αc logn

n . Dicho de otro modo, la función que describe el umbral de EDL

se conjetura como Θ

(
logn

n

)
.

https://colab.research.google.com/drive/1TBDraDFLsR7fT9auYK5dasNzu-vKA5ua?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1TBDraDFLsR7fT9auYK5dasNzu-vKA5ua?usp=sharing
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6.2. Optimización en EDL

Inicialmente, el problema EDL se abordó como uno de optimización. La pregunta
que se plantea en este caso es: dado un conjunto de robots {(xi,ρi)}n

i=1 y una salida
s ¿cuál es el punto más lejano a donde se pueden trasladar los datos? Para resolver
esta pregunta de manera aproximada se puede utilizar el siguiente enfoque. Primero, se
define la cota superior cs = máx{xi +ρi}n

i=1. Debe ser claro que los datos no pueden
ser llevados más allá de este punto. Lo que en este trabajo se ha manejado como el
certificado, es decir, una subsucesión de robots en el orden en que deben moverse, será el
homólogo a una solución para la versión de optimización. El movimiento de los robots
es como el que se definió en el capítulo 2. En segundo lugar, se generan instancias
aleatorias como se definió en el capítulo 3. La pregunta ya no es en este caso ¿se pueden
llevar los datos de s a t?, sin embargo, para resolver aproximadamente la versión de
optimización se resuelven de manera sucesiva a lo más n problemas de decisión. Esto se
logra al particionar el intervalo [0,cs] en n pedazos de la misma longitud, p j =

j∗cs
n para

j = 0,1, . . . ,n. Así pues, se resuelven los problemas de decisión para el siguiente grupo
de instancias

I j = ({(xi,ρi)}n
i=0 ,s = 0, t = p j)

Se comienza con pn y se continua con pn−1 hasta llegar, si es necesario a p0. El primer
índice j donde la respuesta es afirmativa define un intervalo [p j, p j+1]⊂ [0,cs] donde se
encuentra el alcance óptimo opt. Si el índice es n entonces opt = pn. En el siguiente
grupo de simulaciones, realizadas de manera similar a aquéllas del capítulo 3 y 4, se
grafica el valor j

n , donde j es el primer índice tal que I j es una instancia afirmativa. Los
gráficos de las simulaciones se encuentran en la Figura 6.10.

Debido a su eficacia empírica y a su eficiencia, se escogió el algoritmo HLR para
estas simulaciones. El tiempo de ejecución es O

(
n2 logn

)
para cada instancia. Aunque

la probabilidad de que HLR dé un falso negativo es positiva, en la práctica es muy baja.
Si al utilizar el algoritmo descrito en esta sección se sustituye HLR por el algoritmo
BR entonces se tiene la garantía de que opt− p j <

cs
n ≤

1+r
n . Evidentemente si se desea

resolver de manera exacta la versión de optimización se puede recurrir a una versión
modificada de BR. El objetivo ahora es explorar todo el árbol y guardar el registro del
alcance en cada una de sus ramas. El valor de opt será el valor más alto de todas las
hojas del árbol generado por BR.
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Figura 6.10: En cada uno de los gráficos, los pixeles de color blanco representan instancias
que se resolvieron óptimamente al alcanzar su valor cs. Los pixeles de color
negro representan instancias donde opt ∈ [0, p1]. Para cualquier pixel en es-
cala de gris opt ∈ [p j, p j+1], para algún j. Solo en el primer caso se tiene la
garantía de haber resuelto las instancias de manera óptima.

La libreta de Python HLR_OPT.ipynb para accesar al código y realizar las simulacio-
nes:https://colab.research.google.com/drive/1DEACVyqQ5TNWpfd07-lT96zp3NVQVrQR?
usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/1DEACVyqQ5TNWpfd07-lT96zp3NVQVrQR?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1DEACVyqQ5TNWpfd07-lT96zp3NVQVrQR?usp=sharing
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6.3. Metaheurísticas

Al inicio de este trabajo se contempló incluir dos metaheurísticas muy socorridas en el
área de optimización discreta, a saber, el Recocido Simulado (RS) y el Algoritmo Gené-
tico (AG). La razón primordial se debe al hecho que las metaheurísticas son muy popu-
lares en la comunidad de optimización para atacar problemas que son NP-completos. De
manera que se consideró oportuno tratar de entender la complejidad computacional de
las metaheurísticas así como su aparente eficacia que las ha vuelto tan populares. En esta
sección se pretende cuestionar ambos aspectos. En el apéndice A.6 se da una descripción
somera de la implementación de RS y AG para resolver EDL.

La primera objeción es que las metaheurísticas no pueden garantizar resolver un pro-
blema de decisión u optimización de manera exacta en un tiempo finito. Algunas me-
taheurísticas, como RS o AG, poseen resultados analíticos que garantizan su convergen-
cia al óptimo cuando el tiempo de cómputo tiende al infinito, véase [55, 33]. Pero existen
metaheurísticas que no tienen ningún tipo de garantía de llegar a la solución óptima. Para
una discusión detallada sobre la convergencia de las metaheurísticas véase [38]. En con-
traste, un algoritmo de fuerza bruta tiene la garantía de encontrar el óptimo en un tiempo
de cómputo finito, si bien es cierto que puede ser exponencial. De este modo, si utili-
zamos el paradigma del peor de los casos, las metaheurísticas tienen una complejidad
computacional que tiende al infinito.

En segundo lugar, una metaheurística engloba una búsqueda aleatoria. En [38] se plan-
tea un algoritmo genérico que describe a todas las metaheurísticas. Dicho algoritmo
tiene un paso fundamental donde la selección de soluciones es aleatoria. De hecho, la
razón fundamental por la que algunas metaheurísticas tienen una garantía de convergen-
cia asintótica al óptimo es porque son una búsqueda aleatoria sofisticada, por decirlo de
algún modo. La búsqueda aleatoria simple tiene un resultado asintótico de encontrar la
solución óptima [60]. Esta cualidad la heredan las metaheurísticas que poseen garantías
de convergencia. Cabe señalar que Wolpert y Macready [69], demostraron en su teorema
«No Free Lunch» que no existen algoritmos superiores a todos los demás en todos los
problemas. De este modo, en un sentido amplio, una metaheurística no es mejor que una
búsqueda aleatoria simple en promedio.

En tercer lugar, es bien sabido que una dificultad inherente a las metaheurísticas es lo
que se conoce como afinación de los parámetros. A priori no existe manera de determinar
los valores de los parámetros que gobiernan una metaheurística. En la práctica, esta
afinación se lleva a cabo por ensayo y error, lo cual presenta ciertos inconvenientes.

Por último, las implementaciones de RS y AG que se realizaron en este trabajo no
toman en cuenta la estructura del problema. A diferencia de BR, BRM y los algoritmos
parciales que toman en cuenta la región activa para la selección de robots, RS y AG
no lo hacen así, sino que muestrean el espacio de las n! permutaciones de robots. En
los primeros ensayos que se realizaron con RS y AG se encontró que los tiempos de
ejecución crecían demasiado con el tamaño de la instancia. Asimismo, se encontró una
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familia de instancias que se resuelven trivialmente I =
({( i−1

n , 1
n

)}n
i=1 ,s = 0, t = 1

)
que

ambas metaheurísticas fallaban en resolver. El que los certificados fuesen permutaciones
de {1, . . . ,n} obedece a que todos tengan el mismo tamaño. Esto resulta muy natural para
trabajar con RS y AG al momento de definir vecinos en RS y al momento de realizar el
cruce de cromosomas en AG. En la Figura 6.11 se muestra un comparativo de los tiempos
de cómputo entre algunos de los algoritmos parciales presentados en el capítulo 5 con
RS y AG.

Figura 6.11: Comparativo de tiempos de cómputo entre algoritmos parciales y metaheu-
rísticas. El eje horizontal representa el número de robots n. Verticalmente se
encuentra el tiempo de cómputo en segundos. Para cada valor de n se gene-
ró una instancia aleatoria y se evaluó con los distintos algoritmos a comparar.
Las gráficas de los tiempos de cómputo para los algoritmos parciales aparecen
prácticamente como una línea horizontal en color ocre.

Debido a las objeciones presentadas anteriormente, se optó por no ampliar más sobre
el tema de las metaheurísticas. A pesar de ello, se consideró la posibilidad de mejorar la
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codificación de certificados tanto para RS como para AG. La idea es que los certificados
correspondan a trayectorias de la raíz a una hoja en el árbol generado por BR. Dos
vecinos se podrían definir como dos certificados de robots que compartan los primeros
k robots para algún k ∈ N. No queda claro como realizar el cruce de dos certificados
de distinta longitud para AG, pero al parecer hay indicios en la literatura que apuntan
a que esto es posible. Pero aún cuando esta mejora fuese realizable, se debe destacar
que el algoritmo BR tendría todavía una ventaja sobre RS y AG. En principio, tanto RS
como AG muestrean el espacio de posibles soluciones con reemplazo. En contraste, se
puede visualizar a BR como una búsqueda aleatoria simple sin reemplazo. De este modo,
el algoritmo BR muestrea el espacio de posibles soluciones por completo y una única
vez. Esto se logra al explorar el árbol de posibles subsucesiones de robots a manera de
búsqueda primero en profundidad. En cambio, RS y AG pueden muestrar soluciones
de manera repetida con la garantía de explorar todo el árbol de BR cuando el tiempo
de ejecución tiende al infinito. Así que aún en este escenario, el algoritmo BR sería el
ganador indiscutible.

Pero, ¿cuál es la bondad del muestreo aleatorio que incorporan BR, BRM y las me-
taheurísticas? En el apéndice A.7 se presenta un modelo probabilístico para exhibir la
bondad que presenta el muestreo aleatorio simple en términos del valor esperado de
muestreos que se deben realizar para encontrar una solución de calidad aceptable. La
siguiente sección aplica el modelo antes mencionado al caso especifico de EDL. De este
modo, se pretende dar un vistazo a la respuesta de ¿por qué las metaheurísticas parecen
ser tan eficaces?

6.4. Muestreo aleatorio en el árbol generado por BR

En el apéndice A.7 se plantea un modelo para visualizar el muestreo aleatorio para un
problema de optimización combinatoria o de decisión. Este modelo se puede adaptar y
aplicar a EDL. La urna será el árbol BR. Las bolas blancas serán las hojas afirmativas.
Las bolas negras serán las hojas negativas. Muestrear el árbol BR significa tomar una
trayectoria aleatoria desde la raíz a alguna de sus hojas. Esto se logra con el algoritmo
RS. Como se puede ver en el apéndice A.7, el número esperado de muestras antes de
obtener una hoja afirmativa (en el muestreo con reemplazo) es # hojas negativas

# hojas afirmativas . De este
modo, si se realizan k muestreos para encontrar una hoja afirmativa, tenemos que

k−1≈ h. n.
h. a.

=⇒ h. a.(k−1)≈ h. n.

Podemos además estimar el porcentaje aproximado de hojas afirmativas en todo el
árbol BR

%h.a. =
h.a.

h.n.+h.a.
≈ h.a.

h. a.(k−1)+h.a.
=

1
k−1+1

=
1
k
.
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La Figura 6.12 muestra un grupo de simulaciones que se realizaron en el espacio
de parámetros (n,r). En esta ocasión, se generó una instancia aleatoria para cada pareja
(n,r). Acto seguido, se aplicó el algoritmo RS para muestrear con reemplazo trayectorias
en el árbol BR. Se fijó el número máximo de muestreos en 100, es decir, el algoritmo
RS realiza hasta 100 intentos para tratar de resolver la instancia. El número de intentos
en que se resuelve la instancia es k, así que se guarda el valor 1

k en una matriz de n×n.
Si no se resuelve la instancia en 100 intentos, se guarda el valor 0 en la matriz. Estos
valores se grafican en una rejilla, donde al 0 le corresponde el color negro y al 1 el color
blanco. Este número entre 0 y 1 representa la estimación porcentual de hojas afirmativas
en el árbol BR de la instancia correspondiente.

Figura 6.12: En estos gráficos se aprecia%h.a. al utilizar el algoritmo RS.
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Las observaciones de esta sección conducen a la conclusión de que, tanto en la zona
blanca como en la zona negra, cualquier algoritmo tendría un buen desempeño para cla-
sificar las instancias. Como se mencionó en la sección anterior, esto arroja luz sobre un
buen desempeño de las metaheurísticas en este contexto. Dado que las metaheurísticas
efectúan una buena cantidad de muestreos aleatorios en una sola corrida, no es de extra-
ñar que su comportamiento sea similar al del algoritmo RS en el espacio de parámetros
(n,r).

Las instancias difíciles, de acuerdo a el análisis presentado en este trabajo, consisten
en aquéllas cuyo árbol BR tiene algunas pocas hojas afirmativas. Por un lado, el algo-
ritmo BR realiza muestreos sin reemplazo en el árbol BR, mientras que el algoritmo RS
o alguna de las metaheurísticas mencionadas realizan muestreo con reemplazo. En el
primer caso, ante una instancia difícil, el algoritmo BR podría tardar un tiempo expo-
nencial al recorrer casi todas las ramas en busca de alguna de las pocas hojas afirmativas.
El muestreo aleatorio con reemplazo tardaría aún más tiempo. De manera que, el aprove-
char alguna cualidad estructural del problema redunda en un mejor desempeño, como es
el caso del algoritmo BRM que simplifica la búsqueda al contraer un conjunto de nodos
a un solo nodo, cuando dicho conjunto de nodos representa una componente conexa de
la gráfica de intervalos con valores ai = 0. O bien, el algoritmo HLR que debido a ser
una estrategia óptima para dos robots, en la práctica resulto ser tan bueno como BR pero
con un tiempo de ejecución O(n logn). De este modo, dado que las metaheurísticas son
algoritmos de propósito general, no explotan ninguna cualidad estructural del problema,
por lo que no debe esperarse un desempeño mejor que el algoritmo RS en promedio.

La libreta de Python RandomSample_EDL.ipynb para accesar al código y realizar
las simulaciones: https://colab.research.google.com/drive/1spDv0LJYiJfrbHpB8Yst1VVjtFc3eRm1?
usp=sharing

6.5. Estrategia definitiva

Para concluir con el estudio presentado en este trabajo, se presenta a continuación la
mejor estrategia para resolver EDL que resume los hallazgos importantes. Sea
I = ({(xi,ρi)}n

i=0 ,s, t) una instancia de EDL.

1. De acuerdo al corolario 2.5 si GS (Q′) es disconexa entonces la instancia no es
soluble. Debido a que verificar la conexidad de una gráfica de intervalos se logra
en tiempo O(n logn) y a que el corolario 2.5 es una garantía que la disconexidad
implica insolubilidad, este es el primer paso en la estrategia para resolver I. Si
GS (Q′) es disconexa, se termina la búsqueda. Si GS (Q′) es conexa se procede al
paso 2.

2. Si se verifica en el primer paso que GS (Q′) es conexa se procede a utilizar el al-
goritmo HLR. La elección de HLR es por su eficiencia con respecto a BRM, y

https://colab.research.google.com/drive/1spDv0LJYiJfrbHpB8Yst1VVjtFc3eRm1?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1spDv0LJYiJfrbHpB8Yst1VVjtFc3eRm1?usp=sharing
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eficacia con respecto a los demás algoritmos parciales. Si HLR resuelve afirmati-
vamente I se termina la búsqueda. Si HLR clasifica a I como insoluble se procede
al paso 3. Esto es debido a que HLR no es un algoritmo exacto y existe la posibi-
lidad de que dé un falso negativo.

3. Si I fue clasificada como negativa por HLR, se utiliza BRM para descartar que se
trate de un falso negativo.

Esta estrategia se encuentra en el diagrama de la Figura 6.13.

  

Input: 
Instancia EDL 

(Q,s,t)

Verificar 
conexidad Gs(Q) 

O(nlogn)

No
Instancia No es 

soluble

Aplicar EDLA
O(nlogn)

Si

SiInstancia EDL 
es soluble

No

Aplicar HLR
O(nlogn)

Aplicar EDLA
O(nlogn)

Aplicar 
Backtrack
O(exp(n))

No
Instancia No es 

soluble

No
Instancia No es 

soluble

Si
Instancia EDL 

es soluble

Figura 6.13: Estrategia definitiva para resolver EDL.

La estrategia anterior representa la suma de los hallazgos presentados en este trabajo
en torno al problema EDL. La idea es utilizar algoritmos rápidos para resolver instan-
cias que se encuentren en zonas en el espacio de parámetros donde se sabe a priori la
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alta probabilidad de ser solubles o no. A esto se hizo referencia en la introducción. La
zona por encima del umbral de EDLA representa el verano, con árboles de BR llenos de
hojas afirmativas. La zona por debajo del umbral de Scheinerman representa el invierno,
con árboles de BR con una alta probabilidad de no tener hojas afirmativas. Cerca del
conjeturado umbral de transición de fase es difícil resolver las instancias, por lo que no
queda más remedio que utilizar el algoritmo exacto BRM. Esta zona, acotada por los
dos umbrales mencionados, representa el otoño y la primavera, donde se encuentran las
instancias difíciles. Pero como ya se ha mencionado anteriormente, el algoritmo BRM
incorpora algunas ventajas. En primer lugar, es equivalente a un muestreo aleatorio sin
reemplazo. Esto lo pone en una mejor posición que las metaheurísticas o el muestreo
aleatorio simple con reemplazo. En segundo lugar, al incorporar como subrutina el algo-
ritmo polinomial para resolver EDLA, esto reduce el tamaño del árbol BR. Por último,
la Figura 6.14 muestra una simulación, de manera similar a las simulaciones presentadas
a lo largo de este trabajo, donde ahora lo que se grafica es el algoritmo utilizado para
resolver la instancia representada por cada pareja (n,r) en la porción discretizada del
espacio de parámetros. Aquellas instancias resueltas en el paso 1, se colorean de negro
(disconexidad). Aquellas instancias resueltas en el paso 2 se colorean de blanco (HLR).
Aquellas instancias resueltas en el paso 3 se colorean de gris (BRM).
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Figura 6.14: En esta simulación, los pixeles blancos representan instancias resueltas con
HLR. Los pixeles grises representan instancias resueltas con BRM y los pi-
xeles negros representan instancias resueltas de acuerdo al corolario 2.5, es
decir, si GS (Q′) es disconexa.

Como se puede apreciar, la mayoría de las instancias son resueltas eficientemente y de
manera exacta, puesto que HLR no genera falsos positivos, ni verificar la disconexidad
genera falsos negativos. Los casos restantes son resueltos por BRM.

La libreta de Python Best_Strategy.ipynb para accesar al código y realizar las simula-
ciones: https://colab.research.google.com/drive/132sigrroCIEA0u0HuLu4RlBsgPV0LaL8?
usp=sharing

https://colab.research.google.com/drive/132sigrroCIEA0u0HuLu4RlBsgPV0LaL8?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/132sigrroCIEA0u0HuLu4RlBsgPV0LaL8?usp=sharing
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Google Colab

Es preciso contar con una cuenta de Google para tener acceso al código de la im-
plementación de los algoritmos. La ventaja de esta plataforma es que no es necesario
instalar ningún software. El código se compila y ejecuta en un servidor de Google, por
lo que solo es necesario contar con acceso a internet y un explorador actualizado. Los
enlaces a las carpetas de Python se encuentran al final de la sección donde se exponen
los algoritmos. Hay dos maneras de ejecutar el código. La primera es seleccionar la op-
ción run all con la cual todos los bloques de código se ejecutan automáticamente y el
resultado se observa al final de los mismos. Esto se logra al apretar Ctrl + F9 o bien al
seleccionar la opción del menú correspondiente como lo muestra la siguiente Figura.

La otra opción es ejecutar los bloques de código uno por uno. Esto tendría el objetivo
de ver el funcionamiento de cada bloque de código y se logra al apretar el botón play a
la izquierda de cada bloque de código. Es importante señalar que si se omite la ejecución
de algún bloque de código, es muy probable que haya fallas en la simulación. Por otro
lado, ya que es una plataforma que ofrece poder de cómputo gratuito, en ocasiones los
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servidores se encuentran ocupados y puede ser que tome algo de tiempo hasta que se
conecte a una máquina virtual disponible para la ejecución del código.

A.2. Breve reseña histórica de la computación

La palabra computación proviene del latín computare, que significa calcular. Desde
tiempos antiguos el hombre se ha visto en la necesidad de realizar cálculos. Por ejemplo,
cuando la civilización Egipcia llegó a un estatus de estabilidad bajo el mando de un solo
gobernante, el faraón, entonces comenzó a evolucionar un extenso y poderoso sistema
para la administración de los censos, la recolección de impuestos, la hacienda real y los
recursos del ejército. Registros históricos muestran que la civilización Egipcia tenía un
sistema numérico plenamente desarrollado hacia 3500 a.C. que les permitía contar y rea-
lizar operaciones aritméticas básicas para el manejo de su sistema administrativo [12].
Otro ejemplo se encuentra en la civilización Babilónica. El registro histórico, en forma
de tablillas de barro con escritura cuneiforme, muestra que los babilonios tenían un co-
nocimiento matemático importante hacia el 2100 a.C. Desarrollaron sus matemáticas en
base al sistema sexagesimal, y demostraron un alto nivel de habilidad computacional
para realizar distintas tareas como el cálculo del interés simple y compuesto, cálculo
de áreas y volúmenes, resolución de ecuaciones cuadráticas y cúbicas, entre otros [29].
Conforme las demandas computacionales y la tecnología avanzaron a lo largo de la his-
toria de la humanidad, se han desarrollado mecanismos cada vez más ingeniosos para
realizar los cálculos, primordialmente a partir del siglo XVII, culminando con la era de
la computadora moderna a partir de mediados del siglo XX. A continuación, una breve
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cronología de algunos de los momentos importantes en el desarrollo de la computación,
desde el siglo XVII y hasta la época actual. Como se ha mencionado en el capítulo 1, la
unidad para medir el desempeño de los equipos de cómputo es el FLOPS (Floating point
Operations Per Second).

En 1617, John Napier desarrolló un sistema para realizar operaciones aritméticas
mediante la manipulación de barras, que llamó huesos, descrita en su obra Rabdo-
logia [52].

En 1623, la primera calculadora mecánica fue diseñada por Wilhem Schickard en
Alemania [37].

En 1632, la primera regla deslizante fue inventada por William Oughtred. Esta
herramienta tuvo una larga vida, hasta 1970 cuando las calculadoras portátiles se
volvieron populares [37].

En 1642, Blaise Pascal inventa la Pascalina, la primera calculadora que funcionaba
a base de ruedas y engranajes [37].

En 1673, Gottfried Leibniz inventa la primera calculadora de propósito general,
que utilizaba un cilindro de dientes, en lugar de engranes [37].

En 1822, Charles Babbage construyó el primer prototipo de su Máquina de Dife-
rencias, diseñada para trabajar con polinomios de grado seis [24].

En 1837, Charles Babbage diseñó su Máquina Analítica, considerado el primer
computador moderno de propósito general [11].

En 1843, Ada Augusta Lovelace escribió el primer programa de computadora para
la Máquina Analítica de Babbage [31].

En 1878, Ramón Verea, inventó una calculadora capaz de sumar, restar, multiplicar
y dividir números de nueve cifras [64].

En 1890, Herman Hollerith utilizó su Máquina Tabuladora para el censo de los
EE.UU., utilizando tarjetas perforadas para introducir a la máquina la información
del censo [37].

En 1893, Otto Steiger desarrolló la primera máquina exitosa de multiplicación
automática [65].

En 1920, Leonardo Torres Quevedo construye su aritmómetro electromecánico,
primera calculadora automática [65].

En 1936, Alan Turing describe la Máquina de Turing, la cual formaliza el concepto
de algoritmo [63].
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En 1943, en Inglaterra se construyeron los ordenadores Colossus, con el objeti-
vo de descifrar las comunicaciones de los alemanes durante la Segunda guerra
mundial [20].

En 1946, en la Universidad de Pensilvania se construye la ENIAC, la primera
computadora electrónica de propósito general. ENIAC podía resolver 5000 sumas
o 300 multiplicaciones en 1 segundo [37].

En 1964, aparece la primera supercomputadora comercialmente disponible, el
CDC 6600, capaz de operar a 1 MFLOPS [20, 66].

En 1970, Texas Instruments introduce al mercado la primera calculadora electró-
nica portátil pocketronic [39].

En 1973, Xerox PARC desarrolló la primera Computadora de Escritorio con inter-
faz gráfica [65].

En 1976, la supercomputadora Cray-1 fue puesta en marcha en el Laboratorio
Nacional de Los Álamos, capaz de operar a 133 MFLOPS [20, 53].

En 1977, Apple presenta el primer computador personal que se vende a gran es-
cala, el Apple II [65].

En 1985, fue creada la supercomputadora Cray-2, capaz de operar a 1.9 GFLOPS
[68].

En 1996, la supercomputadora ASCI Red rompe la barrera del Tera-FLOPS con
1.34 TFLOPS [20, 67].

En 2018, Summit de IBM se convirtió en la supercomputadora más rápida del
planeta, con una capacidad actual de 200 PFLOPS [61].

En 2020, Hewlett-Packard anunció que su nueva supercomputadora El Capitan
alcanzará una capacidad pico de 2 EFLOPS en el 2023 [40].

A.3. Ejemplo de una MTD para resolver un problema de
decisión.

En esta sección se examinará un ejemplo de Garey & Johnson de cómo una MTD
resuelve un problema de decisión. El valor de entrada para la MTD es una cadena x∈ Σ∗

con respecto a un alfabeto Σ. La cadena x se coloca en los cuadros del 1 al |x|, siempre
un símbolo por cuadro. Todos los demás cuadros tienen por defecto el símbolo blanco.
El programa comienza su ejecución en el estado q0, con la cabeza leyendo el cuadro 1.
El cómputo procede ahora paso por paso. Si el estado actual es qY (sí) o qN (no) , el
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cálculo ha terminado. De otro modo, el estado actual es q ∈ Q−{qY ,qN}, y el símbolo
leído es algún s, con lo cual se define δ (q,s). Supóngase que δ (q,s) = (q′,s′,∆). La
cabeza borra s, escribe s′ en su lugar (si el programa requiere no cambiar s, se vuelve a
escribir s), y se mueve un cuadro a la izquierda si ∆ =−1 o un cuadro hacia la derecha
si ∆ =+1. A continuación, la definición del problema de divisibilidad por cuatro.

Criterio de Divisibilidad del Cuatro

Parámetros: Un número positivo entero N.

Pregunta: ¿Existe un número positivo entero m tal que N = 4m?

El entero N está dado en su representación binaria. Ahora bien, un número entero positi-
vo es divisible por cuatro si el número formado por sus dos últimas cifras es divisible por
cuatro. De lo anterior, se deduce que un número entero positivo es divisible por cuatro si
y sólo si sus dos últimos dígitos en representación binaria son 0. El siguiente MTD, que
llamaremos M, es un algoritmo para resolver el problema propuesto.

Γ = {0,1,b} , Σ = {0,1}

Q = {q0,q1,q2,qy,qN}

δ (q,s) :

q 0 1 b
q0 (q0,0,+1) (q0,1,+1) (q1,b,−1)
q1 (q2,b,−1) (qN ,b,−1) (qN ,b,−1)
q2 (qY ,b,−1) (qN ,b,−1) (qN ,b,−1)

Figura A.1: Ejemplo de una MTD, M = (Γ,Q,δ ) .

En este ejemplo, la función de transición δ está dada en forma tabular. Los pasos del
algoritmo al resolver una instancia x = 10100 se encuentran en la Figura A.1. Cada ren-
glón representa una fracción de la cinta, y cada celda representa un cuadro. Los símbolos
en negritas indican el símbolo que está leyendo la cabeza de la MTD.

El algoritmo se detiene después de ocho pasos, en el estado qY , lo cual significa que
la respuesta para la instancia x = 10100 es «sí».

En este ejemplo, las soluciones afirmativas están dadas por el siguiente conjunto de
cadenas {

x ∈ {0,1}∗ : los dos últimos dígitos de x son ambos 0
}
.
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q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q1 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .
q2 : . . . b 1 0 1 0 b b . . .
qY : . . . b 1 0 1 b b b . . .

Figura A.2: Ejecución de una MTD para decidir si un número entero positivo es divisible por
cuatro o no.

A.4. Ejemplo de una reducción polinomial

A continuación se ejemplifica cómo reducir polinomialmente Circuito Hamiltoniano
a Agente Viajero.

Para una gráfica G = (V,E) cuyo conjunto de vértices es V y conjunto de aristas E,
un circuito simple en G es una secuencia de vértices distintos < v1,v2, . . . ,vk >, tal que
(vi,vi+1) ∈ E para 1≤ i≤ k y (vk,v1) ∈ E. Un circuito Hamiltoniano en G es un circuito
simple que incluye todos los vértices de G. Se define a continuación el problema de
Circuito Hamiltoniano:

Circuito Hamiltoniano

Parámetros: Una gráfica G = (V,E).

Pregunta: ¿Contiene G un circuito Hamiltoniano?

Debería resultar clara la semejanza que existe entre este problema y el problema del
Agente Viajero. A continuación se demuestra cómo reducir Circuito Hamiltoniano (CH)
a Agente Viajero (AV), es decir, cada instancia de CH será transformada en una instancia
correspondiente de AV mediante una función f que satisface las dos condiciones dadas
en la definición 1.15.

Supóngase que G = (V,E), con |V | = n, es una instancia de CH. La instancia co-
rrespondiente de AV tiene como conjunto de ciudades C el conjunto de vértices V de
CH. Para cualesquiera dos ciudades vi,v j ∈ C definimos d (vi,v j) = 1 si (vi,v j) ∈ E y
d (vi,v j) = 2 en otro caso. El valor de la cota B se define como n. Es claro ver que
la transformación f : CH → AV es polinomial. Para cada una de las n(n−1)

2 distancias
d (vi,v j) que se deben especificar, es necesario verificar en G si (vi,v j) ∈ E. De esta
manera se satisface la primer condición para f . Para demostrar la segunda condición, es
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preciso demostrar que G tiene un circuito Hamiltoniano si y sólo si existe un recorrido en
f (G) que pasa por todas las ciudades una única vez, regresando a la ciudad de origen, y
cuya longitud total es a lo más n. Supongamos primero que existe un recorrido en f (G)
que pasa por cada ciudad y regresa a la ciudad de origen, con longitud total no mayor a
n. Claramente se tiene un cirucito simple. Además, como contiene n aristas y su longitud
total es a lo más n, necesariamente las n aristas tienen longitud 1, y por lo tanto dichas
aristas pertenecen a E, por lo cual G tiene un circuito Hamiltoniano. Supongamos ahora
que G tiene un circuito Hamiltoniano. Claramente dicho circuito es un recorrido en f (G)
y además, como las aristas del circuito Hamiltoniano pertenecen a E, las distancias entre
cada ciudad son 1, por lo que la longitud del recorrido total es n.

De esta manera, CH ∝ AV. La relevancia del lema 1.1 para problemas de decisión
ahora puede ser ilustrada. Básicamente, se puede deducir que si AV se puede resolver
mediante un algoritmo polinomial, entonces también CH se puede resolver eficiente-
mente, y si CH es intratable, entonces AV también es intratable. Dicho de otro modo, si
Π1 ∝Π2 entonces Π2 es al menos tan difícil de resolver como Π1.

A.5. Dos problemas con buena caracterización

A continuación, dos problemas con buena caracterización. El primero está en P mien-
tras que del segundo no se sabe.

Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL)

Parámetros: Una matriz A ∈Qm×n y un vector b ∈Qm (con todos los números en
representación binaria).

Pregunta: ¿Existe un vector x ∈Qn tal que Ax = b?

Se puede demostrar que este problema se resuelve en tiempo polinomial con eliminación
Gaussiana, al tomar en cuenta la representación binaria de los números para operaciones
aritméticas. Ahora bien, se dará un bosquejo de la demostración SEL ∈ NP∩ coNP.

Es claro que SEL ∈ NP, pues dados valores A,b y x se puede verificar en tiempo
polinomial (en el tamaño de la representación binaria y la matriz A) que Ax = b, al
considerar que la suma y la multiplicación son operaciones de tiempo polinomial en el
tamaño de las cadenas de bits. Ahora, para demostrar que SEL ∈ coNP, se utiliza el
siguiente teorema del álgebra lineal:

Teorema A.1. Para cada sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con A∈Qmxn y b∈Qm,
o bien existe x ∈Qn con Ax = b o bien existe y ∈Qm tal que y>A = 0 y y>b = 1.

Ahora bien, puesto que y> (Ax−b) =
(
y>A

)
x−y>b, si y>A = 0 y y>b = 1 se implica

que y> (Ax−b) = 1, es decir, Ax−b 6= 0. En este caso tendríamos que el sistema Ax = b
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no tiene solución. Se puede entonces resolver el sistema lineal
{

y>A = 0,y>b = 1
}

en
tiempo polinomial, por lo que SEL ∈ coNP, lo cual termina el bosquejo de la demostra-
ción.

El siguiente ejemplo es de un problema de decisión con buena caracterización del cual
depende en gran medida la seguiridad de los protocolos criptográficos actuales.

Factorización

Parámetros: Tres números x,a,b ∈ N codificados en su representación binaria.

Pregunta: ¿Existe un factor primo p en el intervalo [a,b] tal que p divide a x?

El problema está claramente en NP, pues dado un factor p, se puede verificar en tiem-
po polinomial que es primo con la prueba AKS. También se puede verificar en tiempo
polinomial que p divide a x y que p ∈ [a,b].

Este problema también está en coNP, pues la factorización en primos de x es un cer-
tificado para instancias negativas. Dados los números p1, . . . , pk, se puede verificar con
el test AKS que en efecto son una factorización en primos de x, y que ninguno de estos
primos esté en el intervalo [a,b].

A.6. Metaheurísticas para resolver EDL

Algoritmo Genético

Una de las metaheurísticas más utilizadas basadas en poblaciones es el Algoritmo
Genético (AG). Fue introducido por primera vez por John Holland en 1975 [42]. El Al-
goritmo Genético tiene como objetivo hacer que una computadora simule los supuestos
de la teoría de la selección natural propuesta por Charles Darwin. La idea general es
comenzar con una población de posibles certificados al problema en cuestión. Sigue una
etapa de cruce, el análogo de la reproducción, que tiene lugar entre los cromosomas (cer-
tificados) más aptos. Después del cruce emerge una nueva población de descendientes
de los más aptos. Además, con cierta probabilidad se produce una mutación aleatoria en
los cromosomas. Esta mutación consiste en intercambiar el orden de dos robots adya-
centes en el certificado. Este proceso se repite a lo largo de un número determinado de
generaciones (bucles) o hasta que se cumple un criterio de paro. El esquema general del
algoritmo se describe en el pseudocódigo del algoritmo A.1.

Un paso importante en AG es la representación del dominio de la variable del proble-
ma como un cromosoma. A esto se le conoce como codificación. La forma habitual de
codificar certificados es como representaciones de cadenas de bits. Por simplicidad, una
forma muy natural de codificar certificados de EDL es representar un cromosoma con
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Algoritmo A.1 AG
1: Inicializar población con certificados aleatorios;
2: Evaluar el valor objetivo de cada solución en la población;
3: mientras i < #generaciones hacer:
4: Seleccionar mejores certificados;
5: Cruce entre pares de certificados;
6: Mutar certificados descendientes;
7: Evaluar valores objetivos de las certificados descendientes;
8: Seleccionar mejores certificados para la próxima generación;
9: i++

10: terminar;

una cadena de números enteros. Dados n robots, un cromosoma será una permutación
de los números 1, . . . ,n, que representa el orden en el que se moverán los robots.

Evaluar el valor objetivo se refiere a mover los robots del certificado, de acuerdo a lo
estipulado en la sección 2.3, y registrar el valor d hasta donde se movieron los datos.
Si un robot en el certificado es incapaz de mover los datos, se omite y se procede con
el siguiente robot del certificado. Después se realiza una selección aleatoria tipo ruleta,
en la que cada certificado tiene una rodaja de rueda proporcional a su valor objetivo d.
La ruleta se gira N veces para seleccionar N certificados de forma independiente. Estos
certificados participarán en la fase de cruce.

El operador de cruce más básico entre dos cadenas de símbolos suele consistir en se-
leccionar un punto de empalme, dividir ambos certificados en dicho punto e intercambiar
las últimas mitades de cada certificado. Así se obtiene como resultado dos descendien-
tes. En el caso de EDL, este operador de cruce podría generar certificados no válidos con
repetición de robots. Para evitar este problema se adoptó el siguiente operador de cruce
para dos certificados c1 y c2:

1. Seleccione al azar dos puntos de empalme entre las posiciones 1 a n− 1, p1 y p2,
p1 < p2

2. De c1 extraiga la subcadena c1[p1 : p2] (símbolos de c1 de la posición p1 a p2)
3. Para cada símbolo en la subcadena c1[p1 : p2], elimine dicho símbolo en c2.
4. Inserte la subcadena c1[p1 : p2] en la cadena modificada c2 en la posición p1.
Un par de certificados del conjunto seleccionado se cruzarán con probabilidad Pc, de

lo contrario, la descendencia serán dos clones idénticos de los certificados originales.
Con el fin de determinar la mejor configuración de parámetros para AG, y debido a la

ausencia de información previa que sugiera valores de parámetros, se llevaron a cabo una
serie de experimentos sobre un conjunto de instancias con diferentes configuraciones del
espacio de parámetros. No hay unanimidad completa en la selección de los parámetros de
AG, pero hay algunas pautas para el rango de valores que estos parámetros satisfacen,
véase [60]. Estos son 20 ≤ N ≤ 100, 0.60 ≤ Pc ≤ 0.95 y 0.001 ≤ Pm ≤ 0.01. En este
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caso, N representa el tamaño de la población, Pc es la probabilidad de cruce y Pm es la
probabilidad de mutación.

Para un conjunto de 100 instancias fijas de EDL de diferentes tamaños, se muestreo
uniformemente 50 vectores en el espacio de parámetros dado por las restricciones del
párrafo anterior. Para cada configuración, se ejecutaron 100 generaciones y se contabili-
zó el número de instancias resueltas afirmativamente, así como el tiempo de ejecución.
El criterio principal para seleccionar la mejor configuración fue el número de instancias
resueltas afirmativamente. El tiempo de ejecución se utilizó para romper empates.

Recocido Simulado

En 1983 apareció el artículo "Optimización por recocido simulado" [44] en el que sus
autores, Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi, exponen una técnica de optimización heurística,
denominada recocido simulado (RS). Esta técnica consiste en implementar una búsque-
da estocástica en analogía a una proceso de la mecánica estadística llamado recocido.
En este proceso, se busca que un sólido fundido alcance su estado de mínima energía.
Esto se logra al permitir que sus moléculas se reorganicen mientras el material recibe
un baño termal que mantiene su temperatura cerca del punto de solidificación por un
período prolongado. Dicha circunstancia permite que las moléculas tengan cierta hol-
gura para moverse. Luego, la temperatura disminuye lenta y progresivamente. En esta
analogía, RS imita el proceso de recocido al considerar la función objetivo como el es-
tado de energía que se debe minimizar. La temperatura es un parámetro controlable que
disminuye gradualmente hasta cero.

El algoritmo comienza al generarse un certificado inicial c1 y establecer los valores
iniciales que gobiernan el comportamiento del algoritmo, como la temperatura tk. Des-
pués de cada iteración, se selecciona aleatoriamente un nuevo certificado c2 en la vecin-
dad del certificado anterior. Un vecino del certificado se obtiene al permutar la posición
de cualesquiera dos robots en el certificado original. Si el nuevo certificado c2 tiene un
mejor valor objetivo d (c2), se selecciona y reemplaza al certificado anterior. En caso
contrario, se selecciona con cierta probabilidad que depende de la temperatura tk y de la
diferencia de los valores objetivo d (c1)− d (c2). Lo anterior se resume en la siguiente
regla

P(aceptar c2) =


1 si d (c2)≥ d (c1)

1

exp
(

d(c1)−d(c2)
tk

) si d (c2)< d (c1) .

A medida que se ejecuta el algoritmo, la temperatura disminuye progresivamente me-
diante alguna regla. La regla más común es aplicar un factor de enfriamiento geométrico
γ ≈ 0.9 tal que tk+1 = ϕ · tk. El enfriamiento se aplica cuando se alcanza un estado de
equilibrio dinámico. El equilibrio dinámico se refiere a que no existe mejora significati-
va en la búsqueda de nuevos certificados a lo largo de la cadena de Markov (de longitud
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Algoritmo A.2 RS
1: Inicializar parámetros T , λ , ε , γ , mejor_certificado;
2: Seleccionar un certificado aleatorio s;
3: mientras T > ε hacer:
4: mientras no se alcance equilibrio dinámico en λ iteraciones hacer:
5: Seleccionar aleatoriamente un certificado vecino s′;
6: si d (s′)≥ d (s) entonces:
7: s← s′

8: en otro caso:
9: s← s′ con probabilidad exp

(
−d(s)−d(s′)

T

)
;

10: si d (s)> d (mejor_certificado) entonces:
11: mejor_certificado← s
12: terminar;
13: T = ϕ ·T ;
14: terminar;
15: devolver mejor_certificado;

λ ) que se genera con cada uno de los estados del sistema en cada iteración. Cuando la
temperatura es menor a un ε > 0 el algoritmo se detiene.

La idea detrás de este método es proporcionar un mecanismo para que la búsqueda
local escape de los mínimos locales. Siempre que la temperatura sea positiva, existe una
probabilidad positiva de que se acepte un certificado que empeora el valor objetivo. El
algoritmo se describe en el pseudocódigo del algoritmo A.2.

A.7. Modelo de las urnas

Dado un problema P de decisión (u optimización combinatoria), el espacio de solu-
ciones se puede visualizar como una urna con bolas blancas y negras. Las bolas blancas
representan el conjunto de soluciones afirmativas (u óptimas). Las bolas negras repre-
sentan el resto de las soluciones. Si se muestrea aleatoriamente este espacio, ¿cuál es el
número esperado de bolas negras que se deben muestrear antes de sacar una bola blanca?
Resulta ser que si se muestrea el espacio de soluciones un número razonable de veces se
pueden obtener buenos resultados. Por otro lado, si se tiene un conocimiento previo para
restringir el espacio de búsqueda, esto sería como tener una urna con menos bolas. En
consecuencia, el número de muestreos se reduce. El modelo se describe a continuación.

Se tienen b bolas blancas y n bolas negras en una urna y se realizan los siguientes
experimentos

1. Extraer bolas sin reemplazo hasta sacar una bola blanca.
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2. Extraer bolas con reemplazo hasta sacar una bola blanca.

Caso: b = 1 y n arbitraria

Sin reemplazo

Sea la variable aleatoria χ el número de bolas negras que son muestreadas antes de
que salga la bola blanca. El muestreo es sin reemplazo. Entonces

E [χ] =
n

∑
k=0

kP(χ = k) .

Si se desea calcular E [χ], primeramente se calculan las probabilidades P(χ = k) consi-
derando que el muestreo es sin reemplazo:

P(χ = 0) =
1

n+1

P(χ = 1) =
n

n+1
· 1

n
=

1
n+1

P(χ = 2) =
n

n+1
· n−1

n
· 1

n−1
=

1
n+1

...

P(χ = k) =
1

n+1
.

Así pues

E [χ] =
n

∑
k=0

k
n+1

=
1

n+1

n

∑
k=0

k =
n(n+1)
2(n+1)

=
n
2
.

Con reemplazo

Sea la variable aleatoria χ el número de bolas negras que son muestreadas antes de
que salga la bola blanca. El muestreo es con reemplazo. Entonces

E [χ] =
∞

∑
k=0

kP(χ = k) .

Primeramente se calculan las probabilidades P(χ = k) considerando que el muestreo es
con reemplazo:
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P(χ = 0) =
1

n+1

P(χ = 1) =
n

n+1
· 1

n+1

P(χ = 2) =
(

n
n+1

)2 1
n+1

...

P(χ = k) =
(

n
n+1

)k 1
n+1

.

Así pues

E [χ] =
∞

∑
k=0

k
(

n
n+1

)k 1
n+1

=
n

(n+1)2

∞

∑
k=0

k
(

n
n+1

)k−1

.

El primer término de la serie es 0. Si lo extraemos y recorremos el índice k una posi-
ción se tiene que

∞

∑
k=0

k
(

n
n+1

)k−1

= 0+
∞

∑
k=1

k
(

n
n+1

)k−1

=
∞

∑
k=0

(k+1)
(

n
n+1

)k

.

Ahora bien, sea r = n
n+1 . Nótese que ∑

∞
k=0 (k+1)rk = d

dr

(
∑

∞
k=0 rk+1

)
y por la conver-

gencia de la serie geométrica se tiene que

∞

∑
k=0

rk+1 = r
∞

∑
k=0

rk =
r

1− r

ya que r < 1. Entonces se tiene que

∞

∑
k=0

(k+1)rk =
d
dr

(
∞

∑
k=0

rk+1

)
=

d
dr

(
r

1− r

)
=

1

(1− r)2

y por lo tanto
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E [χ] =
n

(n+1)2 ·
1(

1− n
n+1

)2

=
n

(n+1)2 ·
1( 1

n+1

)2

= n.

Caso: b y n arbitrarias

Sin reemplazo

Sea la variable aleatoria χ el número de bolas negras que son muestreadas antes de
que salga la primer bola blanca. El muestreo es sin reemplazo. Entonces

E [χ] =
n

∑
k=0

kP(χ = k) .

Primeramente se calculan las probabilidades P(χ = k) considerando que el muestreo es
sin reemplazo:

P(χ = 0) =
b

n+b

P(χ = 1) =
n

n+b
· b

n+b−1

P(χ = 2) =
n

n+b
· n−1

n+b−1
· b

n+b−2
...

P(χ = k) =
b

n+b

k−1

∏
i=0

n− i
n+b− (i+1)



A.7 Modelo de las urnas 119

Así pues

E [χ] =
n

∑
k=1

kP(χ = k)

=
n

∑
k=1

k
b

n+b

k−1

∏
i=0

n− i
n+b− (i+1)

=
b

n+b

n

∑
k=1

k
k−1

∏
i=0

n− i
n+b− (i+1)

≈ b
n+b

n

∑
k=1

k
(

n
n+b

)k

.

La última aproximación es útil para decir que el muestreo sin reemplazo tiene un valor
esperado menor que el del muestreo con reemplazo. Esto se verá a continuación.

Con reemplazo

Sea la variable aleatoria χ el número de bolas negras que son muestreadas antes de
que salga la primer bola blanca. El muestreo es con reemplazo. Entonces

E [χ] =
∞

∑
k=0

kP(χ = k) .

Primeramente se calculan las probabilidades P(χ = k) considerando que el muestreo es
con reemplazo:

P(χ = 0) =
b

n+b

P(χ = 1) =
n

n+b
· b

n+b

P(χ = 2) =
(

n
n+b

)2 b
n+b

...

P(χ = k) =
(

n
n+b

)k b
n+b

Así pues, al utilizar los mismos argumentos que en el caso n arbitraria y b = 1 se
obtiene
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E [χ] =
∞

∑
k=0

k
(

n
n+b

)k b
n+b

=
bn

(n+b)2

∞

∑
k=0

k
(

n
n+b

)k−1

=
bn

(n+b)2 ·
1(

1− n
n+b

)2

=
bn

(n+b)2 ·
1( b

n+b

)2

=
n
b
.

A.8. Modelo de computación en la práctica

Si bien es cierto que en la sección 1.4 se introdujo el modelo de computación más
estándar, la máquina de Turing, en la práctica una computadora actual no es equivalente
a una máquina de Turing. Un modelo de computación que se asemeja a las computado-
ras actuales, que fue propuesto por Michael Fredman y Dan Willard en 1990 [30], es el
conocido como "Word RAM model", el cual se propuso para simular lenguajes de pro-
gramación como C. En este modelo la memoria está compuesta por palabras de w bits.
Las computadoras modernas utilizan palabras de 64 bits. Este modelo tiene la ventaja de
que las operaciones aritméticas básicas se realizan en tiempo constante. En este trabajo
utilizamos este modelo para calcular las complejidades computacionales de los distintos
algoritmos expuestos en pseudocódigo.
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