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Introduccion

0.1. Antecedentes

La teoria inclinante comenz6 como una interpretacion de los functores de reflexion en la
teoria de representaciones de médulos sobre un algebra de dimensién finita A, introducidos
por I. N. Berstein, I. M. Gelfand y V. A. Ponomarev a principios de la década de 1970. Estos
funtores fueron categorizados en la categoria de A-médulos finitamente generados mod(A),
por Brenner y Butler [BB80], mediante los médulos inclinantes. Cuando 7' es un mdédulo
inclinante, se sabe que hay un par de torsién asociado (7, F), donde T = gen(T) es la clase
de A-moédulos generados por T'; y para B := End4(7)° hay 2 functores fieles Homy (7',-
) : T — mod(B) y Exti(T,-) : F — mod(B). El resultado anterior puede verse como
una generalizaciéon de la equivalencia de Morita (ver [Mob58]) que se recupera si T' es un
progenerador, este ultimo es un médulo proyectivo que genera la categoria de modulos. El
siguiente teorema de M. Hoshino y S. O. Smalg muestra la relacién entre médulos inclinantes
y ciertas clases de torsién.

Teorema 0.1.1. [Ho83, Sm84] Para A una R-dlgebra de Artin y T C mod(A), las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) T es una clase de torsion funtorialmente finita e inj(A) C T, donde inj(A) es la clase
de A-maodulos inyectivos finitamente generados.

(b) Eziste un A-mddulo inclinante T tal que T = gen(T).

En el caso de que T sea una clase de torsiéon funtorialmente finita, en [AIR14], se demostréd
que hay un médulo 7-inclinante de soporte M tal que T = gen(M), donde 7 es la translacién
de Auslander-Reiten [AR75]. Ademads, dicha asignacién define una biyeccién entre las clases
de torsién funtorialmente finitas f-tors(A) y los médulos 7-inclinantes de soporte s7-tilt(A).

Teorema 0.1.2. [AIR1/, Teorema 2.7 Para A una R-dlgebra de Artin, existe una biyeccion
® : s7-tilt(A) — f-tors(A), M +— gen(M), con inversa T + P(T), donde P(T) denota al
mddulo basico que es la suma directa de los A-mddulos inescindibles Ext-proyectivos en T .

Muchos temas han utilizado la teoria inclinante como una herramienta fundamental para
obtener resultados; dentro de estos destacan: dlgebra homoldgica relativa de subfuntores del
bifuntor Ext} [ASII93], teorfa sedimentada [AIR14] y &lgebras estardarmente estratificadas
[Ri91].



El estudio del algebra homoldgica relativa sobre un dlgebra de Artin A, se debe a Aus-
lander y Solberg [AS93, ASII93], y ha sido muy 1til para estudiar los médulos inclinante
relativos usando mdédulos inclinante parciales y sus complementos [ASIII93]. En [AS93] y
[ASII93], M. Auslander y (). Solberg encontraron métodos méas generales que permiten la
construccién de nuevas subcategorias que son homoldgicamente finitas; asi como también,
una generalizacién al contexto relativo de la teoria inclinante y coinclinante, dando nuevas
relaciones entre algebras.

La teoria de sedimentacion es un tema que se originé en la teoria de representaciones de
algebras de Artin y es una extension de la teoria inclinante mediante categorias triangula-
das. Abarca métodos para estudiar equivalencias derivadas que se emplean ampliamente en
muchas areas de investigacion [AH19]. El concepto de categoria triangulada, introducido por
J. L. Verdier en [Ve96], ha sido muy 1til para estudiar la categoria mod(A). Esto se debe
a que ciertas categorias trianguladas se vuelven bastante accesibles si se aplican los méto-
dos de la teorfa de representaciones [Ha88]. El ejemplo [Ha88] mds famoso de una categoria
triangulada es la categorfa derivada D®(mod(A)) de cocomplejos acotados sobre mod(A) y
pueden identificarse con la categoria homotdpica K=°(proj(A)) de cocomplejos que estan
acotados superiormente y tienen cohomologia acotada sobre la clase proj(A) de A-médulos
proyectivos finitamente generados. En [AIR14, Lema 3.4] se demuestra que un A-médulo
M es 7-rigido si, y s6lo si, la resolucion proyectiva minimal de M truncada brutalmente en
grado —1 P%_,(M) es presedimentado en Kb(proj(A)). Es bien sabido, ver [F113, Teorema
3.9.7], que Ext (M, M) = 0 si, y sélo si, Homgo (proj(a)) (P (M), P*(M)[j]) = 0. Por lo que
la resolucién proyectiva minimal de M P*(M) es presedimentado en K®(proj(A)) si, y sélo
si, ExtY (M, M) = 0V m € N*. Una aplicacién de la teorfa 7-inclinante e inclinante es el
siguiente resultado.

Teorema 0.1.3. Para M € mod(A), las siguientes condiciones se satisfacen.

» [AIR14, Proposicion 3.7 M es T-inclinante si, y sélo si, P$_ (M) es sedimentado en

K’ (proj(A)).
= [Wel3, Corolario 5.7] M es inclinante si, y sélo si, P*(M) es sedimentado en K(proj(A)).

Ahora, para completar la caracterizacion de los cocomplejos sedimentados de 2 términos,
es necesario el concepto de pares 7-inclinante de soporte. Este concepto estd fuertemente
relacionado con las dlgebras de conglomerado ya que categorifica muchas de sus propiedades.
Las dlgebras de conglomerado fueron concebidas por S. Fomin y A. Zelevinsky en [FZ02],
como una herramienta para estudiar la positividad total y las bases candnicas duales en la
Teoria de Lie. Hablando informalmente, un algebra de conglomerado A de rango n es un tipo
de subanillo de Q(z1, x2, -+, x,). A diferencia de la mayoria de los anillos conmutativos,
un algebra de conglomerado no tiene un conjunto explicito de generadores y relaciones.
Dichos generadores y relaciones se definen recursivamente a partir de una semilla, que es
un conjunto de n generadores llamados variables de conglomerado junto con una matriz de
intercambio. A partir de la semilla y la matriz de intercambio, se utiliza un proceso iterativo,
llamado mutacion, para producir el resto de las variables de conglomerado. En particular,
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cada variable de conglomerado nueva es un cociente de las variables de conglomerado iniciales.
El algebra de conglomerado es el subanillo de Q(zy, 3, -+, z,) generado por todas las
variables de conglomerado. El conjunto de variables de conglomerado tiene estructura de
complejo simplicial, llamado complejo de conglomerado. Los variables de conglomerado estan
relacionados entre si por transformaciones birracionales (llamadas mutaciones) definidas de la
siguiente forma: para cada conglomerado x y cada variable de de conglomerado x € x, existe
otro de conglomerado x’' := (x — {z}) U{2'}, donde la nueva variable de de conglomerado z’
esta determinada por la siguiente relacién de intercambio x2’ = y*™M™* +y~M~, donde y* y
Yy~ pertenecen a un semicampo de coeficientes y M* y M~ son monomios en los elementos
de x — {z}. Una de las principales caracteristicas de la mutacién es que es idempotente.
En la clase de algebras de conglomerado, hay dos dindmicas en juego en las relaciones de
intercambio: la de los monomios y la de los coeficientes, ambos codificados en la matriz de
intercambio.

Otra utilidad de la teoria 7-inclinante es el concepto de algebra 7-inclinante finita. En
[DIJ17] se introdujo el concepto de dlgebra 7-rigida finita, la cual es una algebra de Artin A
tal que el conjunto de A-moédulos 7-rigidos inescindibles es finito. En dicho trabajo se probé
el siguiente resultado que refleja su analogia con un resultado clasico para algebras de tipo
de representacién finito [AR91, Proposicién 1.2].

Teorema 0.1.4. [DIJ17, Teorema 3.1] Para una R-dlgebra de Artin A, las siguientes con-
diciones son equivalentes.

(a) El dlgebra A es T-rigida finita.
(b) Toda clase de torsion en mod(A) es funtorialmente finita.

(¢) Toda clase libre de torsion en mod(A) es funtorialmente finita.

Por otro lado, T. Adachi y Y. Mizuno en [AM17] introdujeron la nocién de categoria
sedimentada discreta, la cual es una categoria triangulada 7 tal que, para todo objeto
presedimentado S € T, existe T' € T tal que S @ T es sedimentado en T .

En otro tema, I. Agoston, V. Dlab y E. Lukacs introducen en [ADL9S8] a la clase de élge-
bras estardarmente estratificadas, con respecto a un orden lineal, que es una generalizacion
de las llamadas &lgebras casi-hereditarias. Una de las propiedades més interesantes de las
algebras estardarmente estratificadas es su conexién con la teoria inclinante, establecida por
C. M. Ringel [Ri91], cuando estudiaba las propiedades homolégicas de la categoria de los
moédulos A-filtrados F(A) en un algebra casi-hereditaria. Dada la importancia de los médu-
los estandar A, K. Erdmann y C. Sdenz presentan en [ES03]| una generalizacion de éstos
introduciendo los sistemas estratificantes. Mas adelante, E. Marcos, O. Mendoza y C. Saenz
presentan una caracterizacién de dichos sistemas, la cual recordamos a continuacion.

Definicién 0.1.5. [MMS04, Caracterizacion 1.6] Sean © := {O(i)}, en mod(A) y < un or-
den lineal en [1,n] :={1,2,--- ,n}. Decimos que el par (0, <) es un sistema estratificante
de talla n si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Homy(6(4),0(i)) =0V j > i;
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(b) Extr(0(5),0(i) =0V j > 1
(c) O(i) es inescindible ¥V i € [1,n].

Otro concepto a considerar, y en el cual muchos resultados y ejemplos se han inspirado
en los temas anteriores, es el de subcategoria inclinante de n-conglomerado. A continuacion
se muestran algunas de sus aplicaciones:

(a) Teorfas altas de Auslander-Reiten. [IY08, Teorema 3.10] Si 7 es una R-categoria de Artin
y X C T es una subcategoria inclinante de n-conglomerado, que es una subcategoria
funtorialmente finita y maximal respecto a ser n — 1-rigido, entonces todo objeto X € T
admite un n + 2-angulo de Auslander-Reiten.

(b) Categorificacion de m-conglomerados. [?] Si T es la categoria de conglomerado, en-
tonces los objetos inclinantes de 2-conglomerado son una categorificacién de los 1-
conglomerados.

(¢) Teorfa 7-inclinante. [AIR14, Teorema 4.1] Sean 7 una R-categoria de Artin 2-Calabi-
Yau, X € T un objeto inclinante de 2-conglomerado y A := Endz(X)°. Entonces,
hay una biyeccién entre las subcategorias inclinantes de 2-conglomerado en T y pares
T-inclinantes de soporte en mod(A).

0.2. Resumen de resultados de la tesis

Dentro de los resultados que desarrollamos en esta tesis, estan las respectivas extensio-
nes de algunos de los teoremas ya mencionados en la seccion de antecedentes y algunas
aplicaciones a la categoria de modulos.

El Capitulo 2 forma parte de un articulo de investigacién [MM21], el cual se encuentra en
proceso de revision por una revista internacional con arbitraje. En dicho capitulo, motivados
por algunas propiedades que cumplen las clases de torsion, presentamos el concepto de clases
de torsién relativa a un subfuntor aditivo F' de Ext}. Una subcategoria 7 es una clase de F-
torsién si es cerrada por F-extensiones y F-cocientes. Este concepto, y su dual, generalizan la
nociéon de par de torsion y tiene una interesante relacién con los modulos inclinante relativos.
El propésito de este capitulo es describir varias clases de F-torsion a través de modulos
finitamente generados. También damos algunas generalizaciones de resultados clasicos en la
teoria inclinante clésica y la teoria 7-inclinante.

En la segunda seccion, estudiamos cémo clasificar las clases de F-torsion que son F'-
preenvolventes a partir de los médulos F-inclinantes. También definimos los conceptos rela-
tivos a la clase de médulos generados por una subcategoria (ver 2.2.3) y médulo gen-minimal
(ver 2.2.10). Uno de los resultados principales de dicho capitulo es una generalizacién de los
presentados en [Ho83] y [Sm84].

Teorema 0.2.1. [Teorema 2.2.17) Sean X € mod(A) un generador aditivo, F := Fyaq(x) €l
subfuntor aditivo del funtor Extl cuyos mdédulos F-proyectivos es la subcategoria add(X & A)
y T Cmod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
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(a) T es una clase de F-torsion y F-preenvolvente.
(b) Eziste T € mod(A) F-inclinante tal que T = geng(T).

Por otra lado, en el capitulo 2, también se intenta describir una familia mas extensa
de clases de F-torsién (clases de F-torsion preenvolventes), donde F' := F,q(x), con X
un generador aditivo. La descripcién anterior estd hecha para el caso F' := Ext}(-,-) en
[AIR14, Teorema 2.7]. Por lo que necesitaremos las siguientes bases, las cuales introducimos
a continuacion. Para cada A-médulo M, fijamos una resolucién F-proyectiva minimal de M

™

ot i
c— PRM(M) = PR TH M) — - — PRY(M) 2 PY(M) 5 M — 0.

Asociado a la resolucién F-proyectiva minimal de M, tenemos el cocomplejo P*(M) en la
categoria C(add(X)) que concuerda con dicha resolucién en grado i < 0 y se anula para los
grados ¢ > 0. Para cualquier cocomplejo X* € C(mod(A)) y cualquier entero n, tenemos el
subcomplejo truncado X¢, de X*, donde X% := X'sii>ny XL :=0 en los otros casos.
De manera similar, tenemos el cocomplejo cociente truncado X ;n_de X°.

Definicién 0.2.2. Sean M, X € mod(A), con X un generador aditivo y F := F,aq(x)-
Decimos que M es F-sedimentado (F-presedimentado) si Py, (M) es sedimentado
(presedimentado) en K®(add(X)).

Una propiedad de los médulos F-presedimentados es la siguiente: [Proposicién 2.3.3 y Le-
ma 2.2.9] Si M € mod(A) es F-presedimentado, entonces geny (M) es una clase de F-torsién.
Una desventaja es que si M es F-presedimentado se tiene que genp(M) no necesariamen-
te es una clase preenvolvente (Ejemplo 2.3.11). Cabe destacar que esto no sucede para los
modulos 7-rigidos, como puede verse en el Lema 1.8.8. Por lo anterior, se necesité introducir
la definicion de algebra F-admisible para atacar el problema. Decimos que el dlgebra A es
F-admisible si, V M € mod(A), Exth(M, M) = 0 implica que Homy (7>, M) = 0. El si-
guiente resultado es otro de los resultados principales del capitulo 2 y es una generalizacion
de [ATR14, Teorema 2.7], para el caso en que F := Ext}(-,-).

Teorema 0.2.3. [Teorema 2.3.19) Sean X € mod(A) un generador aditivo y F := Fyaa(x),
tal que A es F-admisible. Consideremos las siguientes clases:

(a) F-tor-preen(A) cuyos elementos son las clases de F-torsién preenvolventes no nulas de
mod(A);

(b) F-presilt-esp(A) cuyos elementos son las iso-clases [M], con M € mod(A) F-presedimentado
especial bdsico tal que genp(M) es preenvolvente.

Entonces, la aplicacion [M] — geng(M) induce una biyeccion entre F-tor-preen(A) y F-
presilt-esp(A).



En el Capitulo 3, el cual es el tema de un articulo de investigacién en proceso, presentamos
la nocién de médulo 7,-rigido y 7,-inclinante, con n > 2. Esto con la finalidad de dar
respuesta a la pregunta jCudndo un médulo M € mod(A) satisface que PS_ (M) es un
cocomplejo presedimentado y sedimentado en K’(proj(A))? Un primer acercamiento a esta
pregunta se encuentra en [AIR14], donde se introduce el concepto de mdédulo 7-rigido y
T-inclinante.

En la primera seccién del Capitulo 3, se presenta la siguiente definicion, propuesta en
esta tesis, la cual serd de mucha utilidad en la solucién del problema para determinar cuando
P (M) es presedimentado en K®(proj(A)), con n € N*. Para lograr lo anterior, necesita-
remos las siguientes categorfas bien conocidas.

Notacion 0.2.4. Para una categoria abeliana A y X C A, se tienen los siguientes comple-
mentos ortogonales en A de X

Definicién 0.2.5. Sean X C mod(A) yn € N*.
= La categoria m,-perpendicular de X es X+ = tor, X NNt
» Decimos que un A-mdédulo M es T,-rigido si M € M+,

Uno de los resultados principales del Capitulo 3, muestra que un médulo M € mod(A)
es T,-rigido si, y s6lo si, PS__ (M) es presedimentado en K®(proj(A)) (ver Teorema 3.1.6).

En la segunda seccién, del Capitulo 3, se introduce el concepto de médulo 7,-inclinante
completo basado en las siguientes observaciones: Si M es un A-moédulo n-inclinante, entonces
inj(A) C M+ = M*m. Mientras que, si M es T-inclinante, se desprende del [AIR14, Teorema
2.12 (c)] que inj(A/ann(M)) C gen(M) = Lor(M) =: M*m. Por lo que se sugieren las
siguientes definiciones.

Definicién 0.2.6. Sea M € mod(A). Decimos que M es:
(a) Tp-inclinante si PS_ (M) es sedimentado en K*(proj(A)).
(b) T,.-inclinante completo si es 7,-inclinante y inj(A/ann(M)) C M+,

Por lo expuesto anteriormente, se sigue que tanto los médulos n-inclinante, como los
T-inclinante, son ejemplos de moédulos 7,-inclinante completos. La clase de modulos 7,-
inclinantes completos contiene estrictamente a la clase de moédulos n-inclinantes y 7-inclinantes
ya que, en el Ejemplo 3.2.22, se muestra a un A-médulo que es 7,-inclinante completo de
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dimension proyectiva infinita, donde A es un algebra autoinyectiva. Sin embargo, el tinico
moédulo inclinante bésico en un algebra autoinyectiva basica A es A.

La definicion de los médulos 7,-inclinantes completos M tiene como base el algebra cocien-
te A/ann(M). Este hecho ya lo habia notado anteriormente G. Jasso en [Jalb, Proposicién
2.14], ya que prob6 que un A-médulo M sincero y 7-rigido es 7-inclinante en mod(A) si, y
sélo si, M es l-inclinante en mod(A/ann(M)). Otro resultado principal de dicho capitulo,
generaliza el de G. Jasso y es el siguiente.

Teorema 0.2.7. [Teorema 3.2.19] Sea M € mod(A) 7,-rigido y sincero. Entonces M es
Th-inclinante completo si, y sélo si, M es n-inclinante en mod(A/ann(M)).

Hasta este momento, no se ha encontrado un ejemplo de un médulo 7,-inclinante tal que
no sea completo. Tampoco, un A-médulo M 7-rigido tal que su rango rk(M) sea igual al del
algebra A y no sea 7,-tiling completo.

En la tercera seccién, introducimos el concepto de médulo 77 "-coinclinante, que es el
dual de 7,,-inclinante, con el cual se obtuvo el siguiente resultado.

Proposicién 0.2.8. [Proposicion 3.5.6] Para una dlgebra de Artin A, las siguientes condi-
ctones son equivalentes.

(a) A es n-Gorenstein.
(b) Dper(An) es T,-inclinante.
(¢) A es T ™-coinclinante.

En la seccién 4, del Capitulo 3, se introduce el concepto de algebra 7,,-rigida finita (el
conjunto de médulos 7,-inclinantes bésicos es un conjunto finito). Lo anterior generaliza
la definicién de dlgebra 7-rigida finita [DIJ17]. También es un tipo de dlgebra en la cual se
cumple la siguiente hipotesis, acerca de la caracterizacion de médulos inclinantes expuesta en
[RS89]: Si M € mod(A) satisface que pd(M) < n, M € M+ y k(M) = rk(A), entonces M es
n-inclinante. Si fuera cierta esta hipotesis se resolveria la “conjetura Gorenstein” establecida
en el contexto de algebras de Artin por M. Auslander e I. Reiten en [AR91] que indica
que si id(,A) es finita, entonces id(Ax) es finita y id(,A) = id(A,). Esta tdltima, bajo la
condicién de que id(Ap) < oo, es equivalente (ver [AR91, Proposicién 6.10]) a la famosa
“conjetura de la dimensién finitista” establecida por H. Bass en [Ba60], la cual dice que
fin.dim(A) := sup{M € mod(A) | pd(M) < oo} < 0. Por lo tanto, obtenemos una nueva
clase de algebras donde se cumple la conjetura Gorenstein, esto se expresa mediante el
siguiente resultado obtenido en esta tesis.

Proposicién 0.2.9. [Corolario 3.4.10] Sea A un dlgebra sedimentada discreta. Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sea M € mod(A) 7,-rigido tal que k(M) = rk(A). Entonces, M es 7,-inclinante.

(b) Sea T € mod(A) tal que pd(T) < n, T € T+ y 1tk(T) = rk(A). Entonces, T es n-
inclinante.
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(¢) Siid(xA) < n, entonces id(Ay) < n.

En la quinta seccién, del Capitulo 3, se da la definicién de una n-tupla sedimentada, cuya
idea se basa en hacer el simil de los pares 7-inclinantes de soporte.

Definicién 0.2.10. Decimos que (My, -+, M,) € (mod(A))"~! x (proj(A)) es una n-tupla
presedimentada (sedimentada) si @f;llP'Z_(n_i)(Mi)[i — 1] ® My[n — 1] € K®(proj(A)) es
presedimentado (sedimentado).

La definicién anterior es un ejemplo de par 7-rigido y de un sistema estratificante en el
sentido de K. Erdman y E. Sdenz en [ES03].

Una muestra de la importancia de la clase de algebras estandarmente estratificadas A es
que, para una tal algebra A, los médulos estandar forman una rk(A)-tupla sedimentada (ver
Teorema 3.5.8). El Ejemplo 3.5.9 muestra que es necesaria la hipétesis de que el algebra A
sea estardarmente estratificada. De acuerdo a H. Thomas en [Th07], una categorificacién de
los (n-1)-conglomerados necesita la siguiente propiedad: para un A-médulo inescindible M
tal que M | My, para alguna k € [1,n], la n-tupla sedimentada (M, -, M /My, ---, M,)
admite exactamente n moédulos inescindibles no isomorfos dos a dos tales que al sumarlos a
la n-tupla presedimentada (M, -+, M /My, --- , M,) forman una n-tupla sedimentada. Esto
no sucede para las n-tuplas sedimentada y esta exhibido en el Ejemplo 3.5.10. También se
muestra, en el Ejemplo 3.5.11, un cocomplejo sedimentado P* tal que no existe una 3-tupla
sedimentada (M;, My, M3) que satisfice que P* = P _,(M;) & P _(Ms) & M3[2]. Lo que no
sucede para el caso n = 2, (ver [AIR14, Teorema 3.2]). -

El Capitulo 4, es inicio de otra de investigacion y se basa en los resultados obtenidos en
[ATR14, Seccién 4.1], los cuales dicen: que para una categoria triangulada 2-Calabi-Yau C, con
objeto inclinante de 2-conglomerado X € 7T, existe una biyeccion entre objetos inclinantes
de 2-conglomerado bésicos en T y pares 7-inclinantes de soporte en mod(Ends (X)) (ver
[AIR14, Teorema 4.1]). El principal resultado de éste capitulo es una caracterizacién de los
objetos T-rigidos en mod(End (X)), donde X es un objeto inclinante de n+1-conglomerado
y T es una categoria triangulada n + 1-Calabi-Yau. En lo que sigue, enunciamos dicho
resultado.

Proposicién 0.2.11. [Proposicion 4.1.6] Sean T n + 1-Calabi-Yau, T € T inclinante de
n + 1-conglomerado, con n > 1, A := Endr(T)” y X € T tal que resdimyqqer)(X) < 1.
Entonces, Homr(X, X[n]) = 0 si, y sdlo si, Homy(T, X) es T-rigido.

VIII
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Capitulo 1

Nociones y resultados preliminares

Sea C una categoria. Todas las subcategorias de C seran consideradas plenas. Escribiremos
X C C, para decir que X es una subcategoria de C. Por otro lado A € C, significarda que A
es un objeto de C.

Dada X C C, tenemos las siguientes subcategorias en una categoria aditiva C :

smd(X):={Ze€C|3Y tal que Z DY = X, para algin X € X};

X9 ={ZeC|Z=a"X;,conneN, X;€e XVie][ln]}
add(X) := smd(X?).

Decimos que C es una categoria Krull — Schmidt si C es aditiva y cada X € C-{0}
admite una descomposicién en suma directa finita X = @& , X;, donde End¢(X;) es un anillo
local V i € [1,n].

1.1. Clases funtorialmente finitas y el radical

La nocién de morfismo minimal, clase funtorialmente finita fue introducida por M. Aus-
lander y S. Smalg (1980) para mostrar la existencia de particiones preproyectivas y prein-
yectivas. Al ano siguiente, dichas clases fueron usadas para dar condiciones necesarias y
suficientes en la existencia de sucesiones que casi se parten en subcategorias cerradas por
extensiones.

El objetivo principal de esta seccion es introducir el concepto de morfismo minimal y de
clase funtorialmente finita.

Definicién 1.1.1. Sea f: X — Y un morfismo en una categoria aditiva C.

(a) f es minimal a derecha si para todo diagrama conmutativo en C

X
ht\
X 7 Y




se tiene que h es un isomorfismo en C.

(b) Decimos que g : K — X es un pseudokernel de f si fg =0 y para todo ¢ : L — X
en C tal que fg' =0 existe ¢" : L — K en C tal que gg" = ¢'. Mds ain, si g" es unico,
decimos que g" es el kernel de f. En tal caso, escribimos K := Ker(f).

Los conceptos duales de morfismo minimal a derecha, pseudokernel y kernel son morfismo
maninal a izquierda, pseucokernel y cokernel.

Definicién 1.1.2. Para una categoria C, X CC y A € C, decimos que:

(a) un morfismot: X — A es una X-precubierta de A si X e X yVr: X — AenC,
con X' € X, existe s : X' — X en C tal que r = ts. Una X -precubierta [ de A es una
X -cubierta de A si f es minimal a derecha;

(b) X es una clase precubriente (cubriente) si todo C' € C tiene una X -precubierta (X -
cubierta);

(c) X es funtorialmente finita si es precubriente y preenvolvente, donde clase preenvol-
vente es el concepto dual de la clase precubriente;

(d) Denotaremos por proj(C) a la subcategoria de C cuyos objetos son todos los objetos
proyectivos en C;

(e) Denotaremos por inj(C) a la subcategoria de C cuyos objetos son todos los objetos inyec-
tivos en C.

A continuacién se presentan algunas de las cubiertas y ennvolventes mas importantes.

Definicién 1.1.3. Sea A una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyectivos.
Para X € A, decimos que:

(a) 7 : P(X) — X es una cubierta proyectiva de X si 7° es una proj(C)-cubierta de

X. Note que toda proj(A)-precubierta de X € A es un epimorfismo ya que A tiene
suficientes proyectivos. Por otro lado, la siguiente sucesion exacta en A,

PU(X) D POUX) T X — 0,

1

es una presentacion proyectiva minimal de X, si 77 es la composicion del kernel

de ©° y la cubierta proyectiva de Ker(r);

(b) 1°: X — I°(X) es una envolvente inyectiva de X si (° es una inj(A)-envolvente de
X. Note que toda inj(.A)-preenvolvente de X € A es un monomorfismo ya que A tiene
suficientes inyectivos. Por otro lado, la siguiente sucesion exacta en A,

0= X 5 100X) 5 1(X),

es una presentacién inyectiva minimal de X, si ! es la composicién del cokernel de
1% y la envolvente inyectiva de Coker(:°).



Definicién 1.1.4. Sea C una categoria aditiva y R un anillo. Decimos que C es una R-
categoria si Hom¢(A, B) es un R-mddulo para cualesquiera objetos A, B en C.

Definicién 1.1.5. En una Z-categoria C, el radical de X, Y € C es el siguiente conjunto
rade(X,Y) :={f € Hom¢(X,Y) | fg € rad(End.(Y)), V g € Home(Y, X)}.

El siguiente resultado, bien conocido, nos dice que la definiciéon de radical es simétrica.
La prueba se hard, ya que es dificil encontrarla explicitamente en la literatura.

Lema 1.1.6. Sean X, Y objetos en una Z-categoria C con objeto cero. Entonces,
rade(X,Y)={f: X =Y | gf €erad(End.(X)), Vg:Y — X}.

Demostracion. (C) Sean f € rade(X,Y) y g: Y — X. Por [F110, Proposicién 2.6.8], existe
f" € Ende(Y) tal que 1y = f'(1y + fg). Para probar que gf € rad(End,(X)), por [FI10,
Proposicién 2.6.8], es suficiente probar que 1x + gf tiene inversa izquierda. En efecto,

(Ix —gf' Nx+9f) =1x+9f —g(f' + ['fo)f =1x +9f — glv f = 1x.

Por lo tanto, ¢gf € rad(End.(X)).
(D) Es anéloga a la contencién anterior. O

Definicién 1.1.7. [ASS06] Sea C una R-categoria, donde R un anillo aditivo con unidad.
Un ideal I < C es una clase de morfismos I = {I(X,Y)}xyyec2 en C que satisfacen las
siguientes condiciones

(a) I(X,Y) es un R-submodulo de Home(X,Y);
(b) para toda sucesion W KXLy S Zen C, st felI(X,Y) entonces gf € I(X,Z) y
fhe I(W)Y).

El préximo resultado muestra que el radical es un ideal de una R-categoria y generaliza
al radical de un anillo.

Lema 1.1.8. [Kr15, Proposicion 2.9] Sea C una R-categoria aditiva. El radical rade es un
ideal en C tal que rade(X, X) = rad(Ende(X)) V X € C.

El siguiente resultado muestra la relacion que tienen el radical y los morfismos minimales
a izquierda. También este resultado fue usado para mostrar la existencia de tridngulos de
Auslander-Reiten en subcategorias trianguladas & C C funtorialmente finitas, cuando C
tiene triangulos de Auslander-Reiten.

Lema 1.1.9. [ABMY98, Lema 2.5] Sean C una categoria Krull-Schmidt con pseudocokerneles
y f: X =Y un morfismo en C. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es minimal a izquierda.
(b) gerade(Y,Z)V g: Y — Z pseudocokernel de f.

(¢) Eziste g Y — Z pseudocokernel de f tal que g € rade(Y, Z).

3



1.2. Algebras de Artin

El objetivo principal de esta seccion es introducir el concepto de dlgebra de Artin, el
proceso de proyectivizacién y la existencia de una dualidad en la categoria de maddulos
finitamente generados sobre una algebra de Artin.

En esta seccion R denotara a un anillo asociativo con unidad.

Definicién 1.2.1. Sea K un anillo conmutativo. Una K-algebra es una terna (R, K, ¢)
tal que ¢ : K X R — R, (k,7) — k-7, es una funcion (accion izquierda de K en R) que
satisface los siguientes axiomas.

s k-(r+s)=k-r+k-s Vke K Vr seR.
e (k4+0)-r=Fk-r+l-r VYkicKVreR

(kl) - r=Fk-(l-r) VkleKVYreR.

s lg-r=r VreR.

wk-(rs)=(k-r)s=rk-s) VkeKVr seR.
Denotaremos por Mod(R) cuyos objetos son todos los R-médulos.

Definicién 1.2.2. Sean M y N € Mod(R). Decimos que M estd generado por N si existe
un epimorfismo g : N — M, para algin conjunto I, donde N := @®,c;N. En tal ca-
so, decimos que M es finitamente generado por N si |I| = n € N. Decimos que M estd
finitamente generado si estd finitamente generado por R.

Denotaremos por mod(R) a la subcategoria plena de Mod(R) cuyos objetos son todos
los R-modulos finitamente generados.

Definicién 1.2.3. Sea A una R-dlgebra. Decimos que A es una R-algebra de Artin si R
es un anillo artiniano y A € mod(R).

Definicién 1.2.4. Sean M € Mod(R) y N < M. Decimos que N es un submédulo ma-
ximal de M si N # M y¥ L < M, con L # M, tal que N < L se tiene que N = L.

Denotamos por
My ={N € M | N es un submédulo mazximal de M}.
El radical de M es el R-submddulo

rad(M) = ﬂ X.
XeMy

Si My = 0, se define rad(M) = M. Por dltimo, se define el top de M como el R-mddulo
cociente top(M) := M /rad(M).



El siguiente resultado es conocido como el Lema de Nakayama.

Lema 1.2.5. Sean A una R-dlgebra de Artin e I < A. Entonces I C rad(A) si, y sélo si, ¥
M € mod(A), V N < M, la igualdad M = IM + N implica M = N.

Es bien conocido el siguiente resultado, que puede verse en [ARS95, Teorema II. 3.3].

Teorema 1.2.6. Sean A una R-dlgebra de Artin y I°(top(R)) la envolvente inyectiva en
Mod(R) de top(R). Entonces, el funtor

Dy := Homg(—,I°(top(R))) : mod(A) — mod(A®)

es una R-dualidad de categorias y Dyer : mod(A?) — mod(A) es un casi-inverso, esto es,
Dp 0 Dpop 2 Lioa(aery Y Daor 0 Do = 1ioq(a)-

El siguiente resultado es fundamental en la teoria de las aproximaciones, ya que uno de
los resultados a partir de este es mostrar que una clase es funtorialmente finita si, y solo si,
tiene una cubierta y cocubierta finita, [AS80, Teorema 4.5].

Lema 1.2.7. [AS80, Proposicion 4.2] Sean A una R-dlgebra de Artin y M € mod(A).
Entonces, add(M) es una clase funtorialmente finita.

En particular, proj(A) = add(A) y inj(A) = add(Dper(A4)) son clases funtorialmente
finitas.
Para una R-algebra de Artin A, se tiene el funtor estrella

 := Homp (—, A) : mod(A) — mod(A%).

Se sabe que dicho funtor se restringe a una equivalencia de categorias entre proj(A) y
proj(A”).
Sea A una R-dlgebra de Artin. Consideremos M € mod(A) y la resolucién proyectiva

minimal P~(M) 7T—7>1 PY(M) ™ M — 0 de M. Se define el transpuesto de M como el
siguiente A°P-médulo
Tr(M) := Coker(Hom, (7', A)).

Por lo que se tiene la sucesién exacta
0 — Homy (M, A) — Homy (Po(M), A) — Homy (P (M), A) — Tr(M) — 0
en mod(A).
Definicién 1.2.8. Sea A una R-dlgebra de Artin. Las composiciones
T:=DpopTr y 771 = TrDy

son llamadas translaciones de Auslander-Reiten.



El transladado de Aulander-Reiten es de vital importancia en la teoria de representaciones
de algebras, ya que permiten describir las sucesiones que casi se parten. Con estas sucesiones
se puede hacer una representacion grafica de la categoria de modulos finitamente generados,
mediante el carcaj de Auslander-Reiten (ver [AR75]).

A continuacion se presentaran algunas propiedades basicas del transladado de Auslander-
Reiten.

Lema 1.2.9. Sean A una R-dlgebra de Artin, M, N € mod(A) y {M;}?, C mod(A). Las

siguientes condiciones se satisfacen.
(a) [ASS06, Corolario IV.2.14] Sipd(M) < 1, entonces Exty (M, N) = Dg(Hom, (N, 7M)).
(b) [ASS06, Lema IV.2.7 pd(M) < 1, si y solo si, Homp (Do, Ap).
(¢) [ARS95, Proposicion IV.1.7) (@1, M;) = & 7(M;).
(d) [ARS95, IV.1 Proposicion 1.10 (c)] Si I € inj(A) e I | 7(M), entonces I = 0.
El funtor de Nakayama v : mod(A) — mod(A) es la composicién de los funtores

mod(A) 24 mod(A°) = mod(A), el cual se restringe a una equivalencia de categorias entre
proj(A) e inj(A).

El siguiente resultado muestra la relacién del transladado de Auslander-Reiten con el
funtor de Nakayama.

Proposicién 1.2.10. [ASS06, Proposicion IV. 2.4 (a)]Sean A una R-dlgebra de Artin, M €
mod(A) y

P=Y(M) s POM) 5 M — 0
una presentacion proyectiva minimal de M. Entonces
0—7(M)— v(P (M) = v(P'(M)) = v(M) =0
es una sucesion exacta de R-mddulos.

El siguiente resultado es conocido como el proceso de proyectivizacién, que es bas-
tante 1til, ya que los endomomorfismos f : M — M en mod(A) pueden ser considerados
endomomorfismos entre moédulos proyectivos.

Lema 1.2.11. [ASS06, Lema VI1.3.1] Para M € mod(A) y I' := End (M), las siguientes

condiciones se satisfacen.
(a) Sean M' € add(M) y N € mod(A). Entonces, el morfismo
U : Homy (M', N) — Homp(Homy (M, M"), Homy (M, N)),

f —> HOIHA(M, f)

es un isomorfismo de R-mddulos.



(b) El funtor evaluacion ey, (—) := Homp (M, —) : add(M) — proj(I') es una R-equivalencia
de categorias.

Definicién 1.2.12. Sean A una R-dlgebra de Artin, C C mod(A), C € C y M € mod(A).
(a) Decimos que M es C — filtrado si existe una cadena F de submddulos de M,
F:0=MyCMC---CM=»M,

tal que My /My 1 =2 Cr, € CV 1<k <n.AF lallamamos C — filtracién de M. Si C es
la clase de los A-mddulos simples, decimos que F' es una serie de composicién de M.
Denotamos por F(C) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mddulos

C-filtrados. Note que 0 € F(C). Mds ain, F(C) = {0} si C = 0.
(b) La multiplicidad de C' en M, con respecto a una filtracion F, es

m& (M) = |{i e N| M;/M;_, = C}|.

(¢) Para M € F(C), se define la C-longitud de M
le(M) :=min{n e N|3I My C M, C---C M, =M una C — filtracién de M }.
Si C es la clase de los A-mddulos simples, escribimos ((M) = Le(M).

Se sabe que todo 0 # M € mod(A) admite una serie de composicién. Mas atn, V
M € mod(A), se tiene que ¢(M) = 0 si, y s6lo si, M = 0.
A continuacién presentamos algunas propiedades basicas de los médulos simples.

Lema 1.2.13. [ARS95, Proposicion 1.1.1] Sean A una R-dlgebra de Artin y

O—K—M-—->N-=0

una sucesion exacta en mod(A). Entonces, (M) = ((K) + ((N).
El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Jordan-Holder.

Teorema 1.2.14. [ARS95, Teorema 1.1.2] Sean A una R-dlgebra de Artin, M € mod(A),
F y G series de composicion de M y S un A-maodulo simple. Entonces

mg(M) := m5 (M) = m§(M).

El siguiente resultado nos da una forma efectiva, para decidir si un médulo tiene un
simple en su serie de composicion.

Lema 1.2.15. [A5506, Corolario II1.5.6] Sean A una R-dlgebra de Artin, M € mod(A) y S
un A-mddulo simple. Entonces Homy (P°(S), M) = 0 si, y sélo si, mg(M) = 0.
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1.3. Categorias trianguladas

La nocién de categoria derivada fue introducida por Jean-Louis Verdier (1963) en su tesis
doctoral, usando para ello algunas ideas de Grothendieck. También, J. L. Verdier definié la
nociéon de categoria triangulada, basandose en la observacién de que una categoria deriva-
da tiene sucesiones especiales (tridngulos), al escribir en forma de axiomas las propiedades
basicas que dichos triangulos satisfacen en las categorias derivadas.

El objetivo principal de esta seccién es introducir los conceptos de categoria triangulada
y de categoria homotopica.

Definicién 1.3.1. Sean C una R-categoria aditiva y [1] : C — C una R-equivalencia de
categorias.

(a) Un tridangulo en C es un diagrama n: X Ly Szh X[1] de morfismos en C.

(b) Sean n y & tridngulos en C. Un morfismo n — £ de triangulos es un triple (u,v,w) de
morfismos en C tales que el siguiente diagrama conmuta

Xty 2oz hoxp

ul lv \w lu[l]
. !/ !/ !
&1 X —=Y—=2'—=XTl]

Decimos que (u,v,w) es un isomorfismo de tridangulos si u, v y w son isomorfismos en
C. En tal caso, escribimos n = & para decir que el tridngulo n es isomorfismo a &.

Definicién 1.3.2. Una R-categoria triangulada es un triple (T,[1],A), donde T es una
R-categoria aditiva, [1) : T — T es una R-equivalencia de categorias y A es una familia de
triangulos, llamados triangulos distinguidos en T, que verifican los siguientes axiomas.

() X3X 50 X1 €AV XeT.
(b) Sine A yn=¢, entonces £ € A.

(¢) St f: X =Y esun morfismo en T, entonces existe X Ly % zh X[1] € A.
@) XLy Szh xensysdosi, v 52z x11 Dy ea.

(e) SZ'X1>Y£>Z£>X[1], X’L;Y’i;Z’gX’[l]EAye$istenu:X—>X’,v:Y—>Y’
tales que vf = f'u, entonces existe w : Z — Z' tal que

Yy sz " X[1)

X' Y 7' —— X'[1]

es un morfismo de tridngulos.



(f) El siguiente azioma es llamado el axioma del octaedro. Si X Ly & z5h X|[1],
vy LAhBh Y[1] y X Latos X[1] son tridngulos distinguidos, entonces
existen morfismos F' y G en T tales que el siguiente diagrama conmuta
n

x- oy ¢ z h L X[1]
b ]
XAt Gy

N

y oAk o p Loyl

ol %m

[1]

|

Z[1] =21

yn:Z Ko8 gty Z (1] es un tridngulo distinguido.
Sea (T, [1], A) una R-categoria triangulada. Por simplicidad, escribiremos 7 en lugar de

la terna anterior.
El siguiente resultado asemeja la existencia del pull-pullbacks y push-outs en estas cate-

gorias.
Lema 1.3.3. [Ne01, Proposicion 1.4.6] Sean T una R-categoria triangulada y
xLy % zh xn
un tridngulo distinguido en T. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Cambio de base. Si X’ Ly %725 X[1] es un triangulo distinguido en T, entonces

existe un diagrama conmutativo en T

f/
A Y’ X[1]
| a
—Y —— 7 —— X[1]
h/
X' =X"1],

donde todas las filas y columnas son tridngulos distinguidos
9



(b) Cambio de cobase. Si X’ Ly % z5 X'[1] es un tridngulo distinguido en T,
entonces existe un diagrama conmutativo en T

X — X

g
x Loy 9 7z hoxQ
B |
X Z' A X1

y

X1) — X1,

donde todas las filas y columnas son triangulos distinguidos.

Definicién 1.3.4. Sean T una R-categoria triangulada y X C T una subcategoria aditiva.
Decimos que X es un subcategoria triangulada de T si satisface las siguientes condiciones:

(a) si X € X, entonces X[1] € X y X[-1] € X;
(b) sz’XLY&ZgX[l] eAyX,Y eX, entonces existe Z' € X tal que Z = 7.

Ademds, si X = smd(X), diremos que X es gruesa. Denotaremos por thick(X) a la
subcategoria triangulada gruesa mas pequena de T que contiene a X .

A continuacion presentamos la categoria homotdpica, que es la categoria triangulada més
importante en este trabajo.

Definicién 1.3.5. Sea C una categoria aditiva. Un cocomplejo X*® de objetos en C es una
dn:l dn.

sucesion X® :--- — X" A X X X+ .. de morfismos en C tales que 'yt d%. =0

VneZ.

Definicién 1.3.6. Sean C una categoria aditiva, X® y Y*® cocomplejos en C. Una familia
0 :={¢": X* = Y}z, de morfismos en C, es un morfismo de cocomplejos ¢ : X* — Y® si
YV n € Z el siguiente diagrama conmuta

mn
X e Xn+1

90" j l(p7z+1

yn —yntl
dr.

Sean ¢ : X* = Y* y ¢ :Y* — Z° morfismos de cocomplejos. La composicion de morfismos
estd dada por 1 o p 1= {Yipt : X' — 7'}y

10



Sea X' C C una subcategoria aditiva. Denotaremos por C(X') a la categoria de cocomplejos
con objetos en X. Ya que los morfismos de cocomplejos son definidos entero a entero, como
morfismos en la categoria aditiva X, es facil ver que los cocomplejos forman una categoria
aditiva. Note que C(C) es abeliana si C lo es.

Definicién 1.3.7. Sea A una categoria abeliana. Dado un objeto X* en C(A), se definen
los siguientes conceptos.

(a) Eln-cociclo de X* es Z*(X*®) := Ker(d%.).

(b) La n-cofrontera de X* es B"(X*) := Im(d%.").

(¢) La inclusion v%e : Z*(X*®) — X"

(d) Dado que d%.d%. =0, se tiene una inclusion B. : B*(X*) — Z*(X*).
()

e) La factorizacion de d%. a través de su imagen

n+lﬁn+1

xn Oxe Bn+1(X.) Txe Pxe Xn+1.

Sean A una categoria abeliana y X*® un cocomplejo en A. La n-ésima cohomologia de
X* es
H*(X*®) :=Z*(X*)/B*(X*®),

para cada n € Z. Ahora, para f* : X* — Y* en C(A), tenemos el siguiente diagrama
conmutativo y exacto en A

0—=B*(X*) —=Z"(X*) —= H*(X*) —=0

f_"l f’”j lﬂ! HE(f*)

0—=B"(Y*) — Z"(Y*) — H"(Y*) —0,

donde fm y f™ estan dadas por la propiedad universal del kernel y cokernel. Por lo que se
tiene, para cada n € Z, el n-ésimo funtor de cohomologia H"(-): C(A) — A. Decimos que
X* € C(A) es aciclico si H*(X*) =0V n € Z.

Definicién 1.3.8. Sean C una categoria aditiva y f*, g* : X* — Y* morfismos en C(C).
Decimos que f* es homotdpico a g* si existe una familia de morfismos {h" : X™ — Y"1}, 2
tales que f* — g" = h" 1 d%. + dy'h™ ¥ n € Z. En tal caso, escribiremos f* ~ g°.
Sean C una categoria aditiva, X*® y Y* cocomplejos en C. Consideremos
HX YY) ={f":X*=>Y*|f*~0}
Note que H es un ideal de C(C).
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Definicién 1.3.9. Sea C una categoria aditiva. La categoria homotdpica de cocomplejos
es el cociente K(C) := C(C)/H. Recordemos que :

(@) Obj(K(C)) := Obj(C(C));

(b) Para X*, Y* € Obj(K(C)), Homgcy(X*®,Y*) := Homcey(X*,Y*)/H(X*, Y?*).
Observacién 1.3.10. Note que w : C(C) — K(C), (X* 5 Y*) — (X° TR, Y*), es
un funtor pleno y aditivo que satisface la siguiente propiedad universal: para toda categoria

aditiva B y todo funtor aditivo F': C(C) — B tal que F(f) =0V f € H(X®,Y*) existe un
unico funtor F: K(C) — B tal que Fr = F.

Definicién 1.3.11. Sean C una categoria aditiva, f : X* —Y* en C(C) yn € Z. Se tiene el
nuevo cocomplejo X*[n] en C(C), donde X'[n] := X" y diy = (=1)"d¥™; y el siguiente
morfismo f*[n] : X*[n] — Y*[n] en C(C), donde f'[n]:= [ Vi€ Z.

Notemos que [n] : C(C) — C(C), (X* EAN Y*) — (X°[n] EMUN Y*[n]) define una R-
equivalencia de categorias, para todo n € Z. Mas aun, dicho funtor se extiende a una R-
equivalencia

] - K(C) = K©), (X* T yoy o (x*[n] 2 yern)).

Definicién 1.3.12. Sean C una categoria aditiva y f: X* — Y*® en C(C). El cono de f es
el siguiente cocomplejo C(f)®, donde

(a) C(f)r =X"[1]®eY"VneZ,

0
n - [1]
(b) iy, (f[l]n d@) ¥ nez.

Teorema 1.3.13. [GM03, Teorema IV.9] Sea A una categoria abeliana. Entonces,
(K(A), [1], 5)
es una categoria triangulada, donde /\ es la clase de todos los tridangulos isomorfos a los de
la forma
i)
o W(ly-) R
»Y » C(f)

Definicién 1.3.14. Sean C una categoria aditiva, X CC yn, m € Z, conn < m. Definimos
las siquientes subcategorias plenas de C(X).

() (7(1xepy) 0)

X* s X*[1).

(a) CO(X):={C* € C(X) | emiste k € N tal que X' =0V |i| > k}.
(b) C="(X):={C*€C(X)| X'=0Vi>n}
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(c) Cvml(X) :={C* e C(X) | X' =0V i¢ [n,m]}.

Se definen las subcategorias plenas de K(X), denotadas por K*(X) y KS(X), cuyos objetos
son, respectivamente, los objetos de C°(X) y C="(X).

Definicién 1.3.15. Sean A una categoria abeliana y n € Z. Denotamos por C*<°(A) a la
subcategoria plena de C*(A) definida por los objetos X* € C°(A) para los cuales H*(X®) = 0
V' m > 0. Se define la subcategoria plena K»<°(A) de K(A) cuyos objetos son los objetos de
Ch=9(A).

El siguiente resultado exhibe la relaciéon que hay entre los tridngulos distinguidos en K(.A)
y las cohomologias de dichos tridngulos, mediante una sucesién exacta larga.

Teorema 1.3.16. [GM03, 1V.1.6]Sea A una categoria abeliana. Entonces, cada
X* =Y =272 X1l e A
en K(A) induce la sucesion exacta larga
o= HTY(Z%) = H(X®) —» H(Y®) = H(Z°) - HTH(X®) — ---
de grupos abelianos.

El siguiente resultado muestra que, bajo ciertas restricciones en la cohomologias de los
cocomplejos, un morfismo en una categoria abeliana se extiende a un tnico morfismo en la
categoria homotopica.

Lema 1.3.17. Sean A una categoria abeliana, P* € C=(proj(A)), X* € C=Y(A) tal que
H(X*)=0Vi<0yf:HY(P*) — HX*®) un morfismo en A. Entonces, existe un tinico
morfismo w(f®) : P* — X* en K(A) tal que H°(f*) = f.

Notacién 1.3.18. (1) Sean C una categoria aditiva y X* € C(C). Se tienen los siguientes
cocomplejos truncados X3, y X2, inducidos por X*, para cada n € Z.

X si n<i

0 st 1< n,

d’ si o n<i

0 st 1 <.

(a) XL, = { con diferenciales dv,, = {

X st 1<n

0 st n<i,

d' st 1< n
0 st n<i.

(b) XL, = { con diferenciales d,, := {

(2) Sean A una R-dlgebra de Artin y M € mod(A). Denotaremos por

(n+1)

P*(M): - =P VA" 5 P M) — - P (M) —=0—---
al cocomplejo asociado a la resolucion proyectiva minimal de M.
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El siguiente resultado muestra que el funtor Ext",(M,-) se puede interpretar como un
funtor representable en la categoria homotodpica de modulos proyectivos.

Lema 1.3.19. [Fl13, Teorema 3.9.7)Sean M, N € mod(A). Entonces,
Homg projay) (P* (M), P*(N)[k]) = Ext§ (M, N) VkeN.

El préximo resultado muestra una forma canodnica de convertir una sucesién exacta de
modulos a un triangulo distinguido en la categoria homotépica de médulos proyectivos.

Lema 1.3.20. Seae¢:0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta en mod(A). Entonces, €
induce el siguiente tridngulo

P*(A) — P*(B) — P*(C) — P*(A)[1]
distinguido en K(proj(A)).

Demostracion. Ver [Zil4, Lemma 3.5.50, Proposicién 3.5.51 y Proposicién 3.5.14]. O]

1.4. Homologia relativa

En [AB89] M. Auslander y R. O. Buchweitz iniciaron la teoria de aproximaciones en el
contexto de las categorias abelianas. Dicho trabajo fue desarrollado con la finalidad de tener
un marco tedrico en el cual la teoria de aproximaciones Cohen-Macaulay maximales puede
ser desarrollada.

El objetivo principal de esta seccién es presentar algunos de los conceptos introducidos
en [AB89).

Definicién 1.4.1. Sean A una categoria abeliana, w, X C Ay Z € A.
(a) La dimensién proyectiva relativa de Z, con respecto a X, es
pdy(Z) :=min{n e N| Z € HXVj>n}

En caso de que el conjunto anterior sea vacio, escribiremos pdy(Z) = co. S1 X = C,
escribimos pd(Z) := pdy(Z).

(b) Decimos que w es un generador relativoen X si w C X yV X € X existe una
sucesion 0 — X' — W — X — 0 exacta en C, con W € w y X' € X. Decimos que w es
X — proyectivo si pdy(w) = 0.

(¢) La dimensién de X — resolucién de Z es resdimy(Z) := min{n € N | eziste una
sucesion exacta 0 — X,, — -+ = Xg = Z - 0enC con X; € X V0 <i<n} En
caso de que el conjunto anterior sea vacio, escribiremos resdimy(Z) = oco. Se tiene la
siguiente clase X" :={Y € C | resdimy(Y) € N}.
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Dualmente se definen la dimensién inyectiva relativa de Z idy(Z), cogenerador rela-
tivo en X y X -inyectivo y dimension de X-coresolucién de Z.

Los siguientes enunciados estan basados en resultados clasicos de teoria de homologia
relativa que se encuentran en [AB89] y [AR91]. El primer inciso del siguiente resultado tiene
sus origenes en [AB89, Teorema 1.1] y da una relacion de estos conceptos con el de par
de cotorsién completo. El tercer inciso puede encontrarse en [AB89, Lema 3.7] nos permite
calcular a un cogenerador X-inyectivo relativo en X', con ayuda del inciso (b). La versién
aqui presentada puede encontrarse en [BMPS18].

En lo que sigue, la expresién resdim,(K) = —1 (obtenida de resdim,(K) = n — 1, al
tomar n = 0) significard que K = 0.

Lema 1.4.2. Sea (X,w) un par de subcategorias en una categoria abeliana A, con w un
cogenerador relativo en X. Las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) [BMPS18, Teorema 2.8] Si0 € X y X es cerrado por extensiones. Entonces, ¥V C € A
tal que n := resdimy(C) < oo existen sucesiones eractas 0 — K — X 5 C — 0y

0= CLH= X 50, conX, X' €&, resdimy, (K) =n — 1 y resdimy,(H) < n. Mds
atn, si w es X-inyectivo, entonces g es una X-precubierta, [ es una w”-preenvolvente,
idy(K) =0 ypd (X)) =0.

(b) [BMPS18, Teorema 2.15] Si X es cerrado por extensiones y w = smd(w) es X -inyectivo
relativo en X. Entonces, w" = X+ N X",

(¢) [BMPS18, Proposicion 2.7 Siw = smd(w) es X-inyectivo relativo en X. Entonces,

w=XTNX=Xnw"

Siguiendo la notacién introducida en [BMPS18], recordaremos las siguientes nociones.
Definicion 1.4.3. Sean A una categoria abeliana y X C A. Decimos que :

(a) X es pre-resolvente si es cerrada por extensiones y kerneles de epimorfismos entre
objetos de X;

(b) X es resolvente si es pre-resolvente y proj(A) C X;

(¢) X es pre-corresolvente si es cerrada por extensiones y cokerneles de monomorfismos
entre objetos de X';

15



(h) X es gruesa si es gruesa a derecha y a izquierda.

Denotaremos por Thick™ (X) a la clase gruesa a izquierda de A mas pequena que contiene a
X. Andlogamente, Thick™ (X) es la clase gruesa a derecha de A mas pequenia que contiene
a X, y Thick(X) es la clase gruesa de A mas pequena que contiene a X.

Definicién 1.4.4. [BMPS18, Definicién 2.5] Sean A una categoria abeliana y (X, w) C A?.
Decimos que (X,w) es un par de Frobenius a izquierda en A si las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) X = Thick™ (X);

(b) w=smd(w);

(c) w es un cogenerador X -inyectivo relativo en X.

El siguiente resultado es fundamental para demostrar una boyeccién entre ciertos tipos de
pares de Frobenius y contextos débiles de Auslander-Buchweitz a izquierda (ver [BMPS18,
Corolario 5.14]).

Lema 1.4.5. [BMPS18, Proposicion 5.12] Sean A una categoria abeliana Krull-Schmidt, con
suficientes proyectivos y Z una subcategoria gruesa de A. Si X es una subclase precubriente

de Z y saturada a izquierda en A, entonces las siguientes condiciones se satisfacen :

(a) para todo Z € Z, existe una sucesion ezacta 0 - K — X 5 Z — 0 en A tal que g es
una X -cubierta y K € X+1;

(b) X+t =xt.

Definicién 1.4.6. Sean A una categoria abeliana y (X,Y) C A% Decimos que (X,)) es :
(a) un par de cotorsién si X =11 y Y = Xt

(b) un par hereditario si idy()) = 0.

El siguiente resultado es conocido como el Lema de Garcia Rozas y caracteriza a los
pares de cotorsion hereditarios.

Lema 1.4.7. [GT06, Lema 2.2.10] Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos
e inyectivos y (X,Y) C A? un par de cotorsion. Entonces, (X,)) es hereditario si, y sdlo
si, YV es corresolvente si, y solo si, X es resolvente.
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1.5. Moébdulos inclinantes
En esta secciéon A denotard una R-algebra de Artin.

Definicién 1.5.1. [Mi86] Sean T € mod(A) y n € N. Decimos que T es n-inclinante si :

(c) coresdimagary(aA) < n.

St no queremos ser explicitos con el natural n, diremos simplemente inclinante. La nocion
dual de A-mddulo inclinante es A-mddulo coinclinante.

Recordemos que para un anillo R, un R-médulo M es fiel si anng(M) = 0, donde
anng(M) := {r € R|rm = 0V m € M}. El siguiente resultado muestra que los médulos
inclinantes son fieles.

Lema 1.5.2. [ASS06, Lema VI.2.2] Para M € mod(A), las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) M es fiel.
(b) Existe una sucesion exacta 0 — \A — M’ — K — 0 en mod(A), con M’ € add(M).
(¢) Eriste una sucesion exacta
0— L — M"— Dpor(Ay) =0
en mod(A), con M" € add(M).

La siguiente definicién es debida a M. Auslander e I. Reiten [AR91] y ayuda a caracterizar
los médulos inclinantes, su clase perpendicular derecha y ver como esta tltima forma un par
de cotorsién completo.

Definicién 1.5.3. Sea Y C mod(A). Denotaremos por Xy a la subcategoria de los A-mddulos
Z tales que pdy(Z) = 0 y existe una sucesion exacta infinita 0 = Z — Y £ Y1 LS Yo — -
en mod(A) tal que pdy,(Im(f;)) =0y Y; € YU{0} ViecN.

Dualmente, se define la subcategoria yX.
Lema 1.5.4. Para T € mod(A) tal que T € T, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) T es inclinante si, y solo si, (aga(r)X)" = mod(A).

(b) Si T es inclinante, entonces yaaryX = T+.
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(¢) Sea M € mod(A). Si T es inclinante, entonces existe una sucesion exacta
0—>M—-X—->Y —0,

con X € T+.

Demostracion. (a) y (b) se siguen del dual de [AR91, Teorema 5.4]. La primera parte de (c)
se sigue de (a) y (b). O

La siguiente caracterizacion muestra como identificar a los modulos inclinantes a partir
de su clase perpendicular derecha y su clase de Ext-inyectivos.

Lema 1.5.5. Sea T' € mod(A) tal que pd(T) < n. Entonces T' es n-inclinante si, y solo si,
T+ es una clase preenvolvente y add(T) = T+ N4 (TH).

Demostracion. Ver el dual de [AR91, Proposicién 5.11]. O]
La siguiente definiciéon nos da un criterio para decidir si un modulo es inclinante.

Definicién 1.5.6. Sean C una R-categoria Krull-Schmidt y X € C, con X # 0. En tal
caso, X tiene una descomposicion X = @, X/ dnica (hasta isomorfismos) en suma directa
finita de objetos inescindibles X; no isomorfos dos a dos. En el caso anterior, diremos que

el rango de X esn, y escribiremos rk(X) := n. Por convencion, el rango del objeto cero es
0.

Lema 1.5.7. [Mi86, Corolario 1, Seccion 1] Para T € mod(A) inclinante, se tiene que
rk(7T) = rk(A).

Definicién 1.5.8. Decimos que A es n-Gorenstein si id(A) = n = id(A”?) < oo. En
caso de que no queramos explicitar dicho natural n, en un dlgebra n-Gorenstein, diremos
simplemente que A es Gorenstein.

Notemos el hecho de que pA sea Gorenstein es equivalente a que A sea un A-moédulo
coinclinante y que con id(A) < ooy id(A%) < oo, se sigue necesariamente que id(A) = id(A%)
[AR91, Lema 6.9].

El siguiente resultado caracteriza a las algebras Gorenstein mediante los A-mdédulos in-
clinantes y coinclinantes.

Lema 1.5.9. [HU96, Lema 1.5 Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Todo A-mddulo inclinante es coinclinante.

(b) Eziste un A-mddulo inclinante que es coinclinante.

(¢) A es Gorenstein.

El siguiente resultado da una caractarizaciéon de los modulos inclinantes a partir de una
igualdad de subcategorias.
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Definicién 1.5.10. Sea X C mod(A). Decimos que M € mod(A) estd n-generado por X
si existe una sucesion exacta X, — -+ — X1 — M — 0 en mod(A), donde X; € X%V
i € [1,n]. Escribimos

gen, (X) :={M € mod(A) | M estd n — generado por X'}

y gen(X) := gen, (X). Si gen(X') = mod(A) y add(X) = X, diremos que X es una subcate-
goria generadora. Decimos que X € mod(A) es un generador aditivo si add(M) es una
subcategoria generadora.

Lema 1.5.11. [Wel10, Corolario 3.11] Sea T' € mod(A). Entonces, T es n-inclinante si, y
sélo si, gen, (T) =T+

El dltimo teorema de esta seccién esta destinado a probar que los mdédulos inclinantes
pueden ser parametrizados por algunas subcategorias de la categoria de médulos.
Recordamos que un A-médulo M es basico si en su descomposicién en A-modulos ines-
- o . . .
cindibles M = @], M;, se tiene que M; no es isomorfo a M}, para j # k.

Teorema 1.5.12. Para T € mod(A), la correspondencia T +— T+ es una biyeccion entre
las iso-clases de A-mddulos inclinantes bdsicos y las subcategorias X de mod(A) que son
saturadas a derecha, preenvolventes y tales que mod(A) = X'V.

Demostracion. Ver el dual de [AR91, Teorema 5.5]. O

1.6. Teoria sedimentada

En [AI12] T. Aihara y O. Iyama mostraron la utilidad de las subcategorias sedimenta-
das en categorias trianguladas. Dicho trabajo fue desarrollado con la finalidad de tener un
marco tedrico en el cual mejorar la mutacion de objetos inclinantes, al encontrar tridangulos
distinguidos, mediante preenvolventes y precubiertas, que al mutar un objeto sedimentado
nos otorga otro objeto sedimentado, [AI12, Teorema 2.31].

El objetivo principal de ésta seccion es presentar algunos de los conceptos introducidos
en [MSSS11] y varios resultados de [AI12].

Notacion 1.6.1. Sean T wuna R-categoria triangulada, X C T y n € Z. Se tienen los
siguientes complementos ortogonales en T de X :

(a) X+> :={Y € T | Homr(X,Y[j]) =0V X € XV j > n};
(b) Xt<n:={Y € T |Homs(X,Y[j]) =0V X € XV j<n}
(c) X+ :={Y € T | Hom7(X,Y[n]) =0V X € X}.

Definicién 1.6.2. [Al12, Definicion 2.1] Sea T una R-categoria triangulada. Para S C T
y S €T, decimos que:
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(a) S es presedimentada si S C St>0 y S = add(S);
(b) S es sedimentada si S es presedimentada y thick(S) = C;
(c) S es sedimentado (presedimentado) si add(S) es sedimentada (presedimentada).

Denotamos por silt(C) a una clase de representantes de iso-clases de objetos sedimentados
basicos en T .

Los siguientes resultados muestran que la definicion de objeto sedimentado le da una
interpretacion triangulada a la nocién de médulo inclinante.

Lema 1.6.3. Sean A una R-dlgebra de Artin y T € mod(A). Entonces, T es inclinante si,
y solo si, P*(T) es sedimentado en KP(proj(A)).

Demostracion. Ver [Wel3, Observacién 3.3 y Corolario 3.7]. O

Notacion 1.6.4. Sean T wuna R-categoria triangulada y X, Y C T, no necesariamente
trianguladas.

XxY:={ZeT|IX—>Z->Y >X[1]eA\,conX eXyY €V}

Definicién 1.6.5. [MSSS11, Definicion 3.1 Sean T una R-categoria triangulada y X C T.
Para cada n € N, las subcategorias e)(X) y €. (X) se definen recursivamente como sigue:

w ) (X) =X,

» paran > 1, definimos €}, (X) = X = e, (X)[1].

Para Z € C, la dimension de X -resolucion de Z es

resdimy(Z) := min{n € N| Z € €/ (X)},

donde min(0) := oo. Se tiene la subcategoria X" :={Y € T | resdimy(Y) € N}.

= ey (X) = A,

» para n > 1, definimos €/, (X) = € (X)[—1] x X.

Para Z € C, la dimension de X -corresoluciéon de Z es

coresdimy(Z) := min{n e N| Z € €/(X)},

donde min(D) := oo. Se tiene la subcategoria XV = {Y € T | coresdimy(Y') € N}.

Lema 1.6.6. Sean A una R-dlgebra de Artin y P* € KP(proj(A)). Entonces P* es sedimen-
tado en KP(proj(A)) si, y sdlo si, existe n € N tal que satisface las siguientes propiedades:

(a) P* € e;(add(A[0]));
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(b) P* e (P*)*>o;
(c) AJ0] € €, (add(P?)).
Demostracion. Ver [Wel3, Observacién 3.3 y Teorema 3.5]. O

El siguiente resultado muestra que el rango en los objetos sedimentados son un invariante
en una R-categoria triangulada Krull-Schmidt, que es una propiedad que también tienen los
modulos inclinantes.

Lema 1.6.7. [Al12, Corolario 2.28] Sean T una R-categoria triangulada Krull-Schmidt y
S €T sedimentado. Si T € T es sedimentado, entonces rk(S) = rk(T).

El siguiente resultado muestra que las subcategorias sedimentadas estratifican ciertas
categorias trianguladas y forman un par de torsién candnico.

Definicién 1.6.8. [A112, Definicion 1.4] Sean T una R-categoria triangulada y (X,Y) un
par de subcategorias de objetos de T cerradas por sumandos directos. Decimos que (X,))) es
un par de torsién si Hom(X,)) =0y X x)Y =C.

Lema 1.6.9. [AI12, Proposicion 2.25) Sean T una R-categoria triangulada Krull-Schmidt
y S C T sedimentada. Entonces:

(@) T = Usen+S[—i] * - - - x S[i] = thick(S);
(b) St =S
(c) (Fo(S+>0),81>0) es un par de torsién en T .

Los proximos resultados estan orientados a dar una caracterizacion de los objetos sedi-
mentados en la categoria homotopica de modulos proyectivos.

Lema 1.6.10. Sean T una R-categoria triangulada Krull-Schmidt, X € T presedimentado

yY € Xt Sin:Z — X' Ly & Z[1] € A en C, donde f es una add(X)-precubierta,
entonces Z € X+>0.

Demostracion. Aplicando el funtor Hom7(X, —) a 7 se tienen las siguientes sucesiones exac-
tas, ya que X es presedimentado en 7y Y € X+>0,

Hom (X, X') 2omr XS,

Hom7(X,Y) — Homy (X, Z[1]) — Hom7(X, X'[1]) = 0,
0 = Hom¢ (X, Y[k]) — Homy(X, Z[1 + k]) = Hom7(X, X'[1+k]) =0 VkeNT,
Por lo tanto, Z € X+>0. O

Proposicién 1.6.11. Sea P* € K"(proj(A))NK=2(proj(A)) presedimentado en KP(proj(A)),
donde A es una R-dlgebra de Artin. Entonces, P* es sedimentado en KP(proj(A)) si, y sélo
si, (P*)*>0 NKP(proj(A)) € K>=(proj(A)).
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Demostracion. =) Sea Q°* € (P*)+>° N K®(proj(A)). Por el Lema 1.6.9 (b) se tiene que
Q"* € € (add(P*)), con m € N. Haremos la prueba por induccién sobre m.

Para m = 0, se sigue que existe P'* € add(P*®) tal que Q°* = P en K’(proj(A)) y asf
Q* € K*=(proj(A)).

Sea m > 1. Existe R* &5 P* — Q* — R*[1], con R* € €/ ,(add(P*)) y P* € add(P*).
Por hipétesis de induccién se tiene que R* € K*=9(proj(A)); y dado que Q* es isomorfo al
cono de f* en KP(proj(A)), se concluye que Q°* € K”=0(proj(A)).

<) Dado que P* € KP(proj(A))NK=(proj(A)) existe s € N tal que P* € K= (proj(A)).
Construiremos

{me - BF — Qp = AlR] = P[1] € A,
en KP(proj(A)) tales que Q% € €V, (add(P*)) y Py € (P*)*>° N KP(proj(A)).

Para k = s, sea f* : Q2 — A[s] una add(P*®)-precubierta. Luego, completamos f* a un
triangulo distinguido 7, : P? — Q2 TN A[s] = P?[1], en KP(proj(A)). Por el Lema 1.6.10, se
tiene que P? € (P*)4>0.

Supongamos que estd construido 7;1;. Veamos como construir n; a partir de n;4;. En
efecto, sea ¢g* : P* — P7., una add(P®)-precubierta y Pf — P° N Py — Pl € A
en KP(proj(A)). Por cambio de base aplicado a los tridngulos Py — P* U Py — Py
Q31[—1] = A[j] = Pry — Q3 se tiene el siguiente diagrama conmutativo en K*(proj(A)),
con filas y columnas triangulos distinguidos,

Py Py
Q%4 [—1] Qr pe Q%+
JH‘H] Alj] ;J-'H 5
Pr[1] = P?[1]

Notemos que QF,[—1] € €/ ;,;)(add(P*))[-1] y

Q€ egﬂ(jﬂ)(add(P'))[—l] xadd(P*) = €,_;(add(P*)).

Por el Lema 1.6.10 se concluye que P € (P*)*>° N K"(proj(A)).

Finalmente, consideremos el tridngulo distinguido 7y : Py — Qf — A[0] LN P31]
en KP(proj(A)). Ahora, como Py € (P*)+>0 N KP(proj(A)) € K»=(proj(A)), se tiene que
H°(Pg[1]) = 0, por lo que Homgs 054y (A[0], P3[1]) = 0y asi h® = 0 en K"(proj(A)). Por lo
cual, P* @ A[0] = @} € €/(add(P*)) C thick(add(P*)). Por lo tanto, A[0] € thick(add(P*))
y asf P* es sedimentado en KP(proj(A)). O
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Las siguientes definiciones estan orientadas a definir las categorias sedimentadas-discretas,
que tienen una propiedad interesante. Puesto que todo objeto presedimentado es sumando
directo de uno sedimentado.

Definicién 1.6.12. [MS16, Definicion 3.2 Decimos que una R-categoria T es una R-
categoria triangulada de Artin si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) T es Hom-finita, esto es, Hom7(X,Y) € mod(R) V X, Y € C;
(b) T es Krull-Schmidt;
(¢) T es una R-categoria triangulada, con R artiniano.

Definicién 1.6.13. [A112, Definicion 2.10] Sean T una R-categoria triangulada y S, T € T
objetos sedimentados. Escribimos T < S si T € S+>0.

Definicién 1.6.14. [AM17, Definicion 2.2] Sean T una R-categoria triangulada. Decimos
que T es sedimentada-discreta si V S € silt(7T) y n € N, el conjunto

{T €silt(T) | S[n] < T < S}
es finito.

Lema 1.6.15. [Ai13, Proposicion 3.8] Sean T una R-categoria triangulada de Artin. Enton-
ces, T es sedimentada-discreta si, y sdlo si, existe S € silt(C) tal que ¥V n € NT | el conjunto

{T €silt(C) | S[n] < T < S} es finito.

Una de las principales caracteristicas de las categorias sedimentadas-discretas es el si-
guiente resultado.

Teorema 1.6.16. [AM17, Teorema 2.15] Sean T una R-categoria triangulada de Artin y
sedimentada-discreta. Si S € C es sedimentado, entonces existe T € T tal que S & T es
sedimentado.

1.7. Subfuntores del Ext}(-,-)

En esta seccién, A denotara a una R-dlgebra de Artin.

El objetivo es introducir los subfuntores aditivos del Ext}(-,-), los cuales se aplicardn
para estudiar subcategorias homolégicamente finitas en mod(A). También se introduciran
y estudiaran los A-mdédulos inclinantes relativos. Para ello, seguiremos el tratamiento dado
por M. Auslander y . Solberg en [AS93] y [ASII93].

Definicién 1.7.1. Sea F : (mod(A))? x mod(A) — Sets un funtor.

(a) Decimos que G : (mod(A))? x mod(A) — Sets es un subfuntor de F' si existe un
monomorfismo natural n : G — F.
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(b) Decimos que un subfuntor G : (mod(A))°? x mod(A) — Mod(Z) de F' es un subfuntor
aditivo si G(X,-) : mod(A) — Mod(Z) y G(-,Y) : (mod(A))?” — Mod(Z) son funtores
aditivos V X, Y € mod(A).

Seann:0—>Ai>Bi>C’—)Oye:O—)ALB’i)C%Osucesionesexactasen
mod(A). Recordamos que 1 y € son equivalentes si existe un isomorfismo v : B — B’ en
mod(A) tal que el siguiente diagrama conmuta

Se puede ver que la relacion anterior es una relacion de equivalencia en la clase de sucesiones
exactas cortas en mod(A). Denotaremos por [n] a la clase de equivalencia de la sucesién
exacta corta 7).

Definicién 1.7.2. [AS93, Seccion 1] Seann:0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta
en mod(A) y F un subfuntor de Ext}(-,-). Decimos que n es F-exacta si [n] € F(C, A).

Los siguientes resultados muestra algunas propiedades basicas de las sucesiones F-exactas.

Lema 1.7.3. [AS93] Sea F un subfuntor de Ext}(-,-). Entonces, la clase de sucesiones
F-exactas es cerrada por pullbacks, pushouts y sumas directas finitas.

Demostracion. Para mas detalles, se puede consultar en [Sal2, Corolario 1.1.10]. O]

Lema 1.7.4. [Sal2, Lema 2.2.16] Sean X C mod(A) y F := Fx. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
A=——=A
0 B B’ B 0
|
0 C C’ B 0
0 0

Entonces la primera columna y el primer renglon del diagrama anterior son F'-exactos si, y
solo s, la sequnda columna y el sequndo renglon son F'-exactos.
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Definicién 1.7.5. [A593, Seccion 1] Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-).

(a) La clase P(F) de F-proyectivos es una subclase de mod(A) cuyos objetos son los A-
mddulos P tales que la sucesion 0 — Homp (P, A) — Homa (P, B) — Homp(P,C) — 0
es exacta, para toda sucesion F-exacta0 - A — B — C — 0 en mod(A). En particular,
se tiene que proj(A) C P(F).

(b) Decimos que F tiene suficientes proyectivos si V C' € mod(A) existe una sucesion
F-exacta 0 > A— P — C — 0, con P € P(F).

Los conceptos de modulos F-inyectivos y subfuntor con suficientes inyectivos se definen dual-
mente.

El siguiente resultado nos da una descripcion completa de los médulos F-proyectivos y
F-inyectivos, a través de las translaciones de Auslander-Reiten.

Notacién 1.7.6. Sean C una categoria aditiva y (X,Y) C C%. Se tiene la siguiente subcate-
goria X Y ={XaaY elC|XeX,Yec)}

Lema 1.7.7. [AS93, Corolario 1.6 (a), (b)] Para un subfuntor aditivo F de Ext}(-,-), se
tiene que Z(F) = 7(P(F)) @ inj(A) y P(F) = 7~ YZ(F)) @ proj(A).

Como una aplicacion de la definicién anterior, tenemos un criterio para decidir cuando
una sucesion es F-exacta.

Lema 1.7.8. [AS93, Proposicion 1.5 (a)] Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-) con
suficientes proyectivos yn : 0 - A — B — C — 0 una sucesion ezxacta en mod(A).
Entonces, n es una sucesion F'-exacta si, y solo st,

0 — Homy (P, A) — Homy (P, B) — Homy (P, C) — 0
es una sucesion exacta ¥ P € P(F).

El siguiente resultado caracteriza a los F-proyectivos en ciertos subfuntores de Ext} (-,-).
Los cuales caracterizan a los subfuntores de Ext}(--) que tienen suficientes F-proyectivos
[AS93, Teorema 1.12]

Notacién 1.7.9. [AS93, Seccion 1] Sean X C mod(A), A, C' € mod(A). Se tiene el subfuntor
Fy : mod(A)° x mod(A) — mod(R) de Extl(-,-), dado por las siguientes asignaciones:

(a) Fx(C,A) consta de las clases [n] de sucesiones exactasn : 0 — A —- B — C — 0 en
mod(A) tales que Homy (X, B) — Homy (X, C) es un epimorfismo ¥V X € X.

(b) Fx(a,B) = Exty(a, B).

Lema 1.7.10. [AS93, Proposicion 1.10] Sea X C mod(A) tal que X = add(X). Entonces,
P(Fx) = X ®proj(A). En particular, P(Faaax)) = add(X) si X € mod(A) es un generador
aditivo.
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Como consecuencia del resultado anterior, tenemos la siguiente caracterizacién de las
clases funtorialmente finitas.

Lema 1.7.11. Sea X C mod(A) tal que proj(A) C X = add(X). Entonces, Fx tiene
suficientes proyectivos e inyectivos si, y solo si, X es funtorialmente finita.

Demostracion. Se sigue de [AS93, Corolario 1.13] y del Lema 1.7.10. O

Notacién 1.7.12. Para Y C mod(A), F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-) con suficientes
proyectivos e inyectivos y n € N, se consideran las subcategorias

yrin = {Z e mod(A) | Ext}i(Y,Z) =0VY € Y},
riny = {7 € mod(A) | Extp(Z,Y) =0V Y € V}.

Definicién 1.7.13. [ASI193, Seccion 2| Sean M € mod(A), X C mod(A) y F' un subfuntor
aditivo de Ext}(-,-).

(a) Decimos que una sucesion exacta 0 — X, i X, ==X N Xo — 0 en mod(A)
es F-exacta si 0 — K;yy — Xiy1 — K; — 0 es F-exacta V 0 <17 < r — 1, donde
Ky := Xo, K; :=Ker(d;) parai € [1,r] y K, := X, 1.

(b) La dimensién (X, F)-resolucién de M es resdimy (M) := min{r € N | existe una
sucesion F-exacta 0 - X, — -+ = Xg > M — 0 con X; € X V0 <i<r}. En caso
de que el conjunto anterior sea vacio, escribiremos resdim y gy (M) = oo.

(¢) Si F-tiene suficientes proyectivos, la F-dimensién proyectiva relativa de M es
pdp(M) :=min{n € N| M € Ft+mod(A) V k € NT}.

Se definen dualmente los conceptos de la dimension de (X ,-F')-corresolucion y F-dimension

tyectiva relativa.

Lo siguiente es introducir el analogo relativo de los médulos inclinantes y ver que la
condicion del rango cambia, como seria lo esperado.

Definicién 1.7.14. [ASII93, Seccion 3] Sean T € mod(A) y F un subfuntor aditivo de
Ext}(-,-) con suficientes proyectivos e inyectivos. Decimos que T es n-F-inclinante s

(a) pdp(T) <m;

(b) Exti(T,T) =0V 1<i<n;

(c) coresdimaqa(r),r)(P) < 00, para todo P € P(F).

Decimos que M € mod(A) es F-inclinante si M es n-F-inclinante para algin n € N.
Lema 1.7.15. Sean X wun generador aditivo, T € mod(A) y F := F,aax), tales que,
pdp(T) <1 y ExtL(T,T) = 0. Entonces, T es 1-F-inclinante si, y sélo si, rk(T) = rk(X).
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Demostracion. Se sigue de [ASII93, Proposicién 3.25 (b)], ya que por el Lema 1.7.10 P(F)

es de tipo finito. O
Definicién 1.7.16. [ASII93, Seccion 1] Sean X C mod(A) y F un subfuntor aditivo de
Ext}(-,-).

(a) Una (X,F)-preenvolvente de C' € mod(A) estd dada por una F'-sucesion exacta

O%CLX%A%O

en mod(A) tal que f es una X -preenvolvente de C. Si f es minimal a izquierda, decimos
que [ es una (X, F)-envolvente.

(b) Decimos que X es F-preenvolvente si todo M € mod(A) admite una (X, F)-preenvolvente.

El siguiente resultado caracteriza las subcategorias F-preenvolventes a partir de las clases
preenvolventes y los modulos F-inyectivos.

Lema 1.7.17. Sean X, ¥ C mod(A) y F := Fy tales que proj(A) C Y = add(}) y
X =smd(&X). Entonces, X es F-preenvolvente si, y solo si, X es preenvolvente en mod(A)
y I(F) C X.

Demostracion. Se sigue de [AS93, Proposicién 4.2 (b)] ya que por el Lema 1.7.10 se tiene
que P(F) = . 0

Definicién 1.7.18. Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-) con suficientes proyectivos
y M € mod(A). Decimos que % : PX(M) — M es una F-cubierta proyectiva de M,
si m% es una P(F)-cubierta de M. Note que toda P(F)-cubierta es un epimorfismo ya que

proj(A) C P(F). Por otro lado, la siguiente F-sucesion exacta,
gt 0
P (M) 5 PR(M) =5 M —0

es una F-presentacion proyectiva minimal de M si W}l es la composicion del kernel de
7% y la F-cubierta proyectiva de Ker(md).
Denotaremos por

al cocomplejo asociado a la F-resolucion proyectiva minimal de M.

1.8. Mobdulos 7-rigidos

La nocién de médulos 7-inclinantes de soporte fueron introducidos en [AIR14] para ca-
racterizar las clases de torsion funtorialmente finitas, dar una categorificacion de las variables
de conglomerado y como una generalizacion de los modulos 1-inclinantes.

El objetivo principal de esta seccién es introducir el concepto de modulo 7-rigido.

En esta seccion, A denotara a una R-algebra de Artin.
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Lema 1.8.1. [AS81, Proposicién 5.8] Para M, N € mod(A), se tiene que 7(N) € M+ si,
y solo si, gen(M) C N+,

Las siguientes definiciones aparecen en [AIR14].
Definicién 1.8.2. M € mod(A) es 7-rigido si Homy (M, 7(M)) = 0.

Notacién 1.8.3. Sea 7 C mod(A) tal que T = add(T). Denotaremos por P(T) a la suma
directa de representantes (tomar uno por clase) de las iso-clases de A-mddulos inescindibles
Ext'-proyectivos en T . Esto es, P(T) := ®yemaernamy M.

El siguiente resultado muestra como los médulos 7-rigidos generan clases de torsion fun-
torialmente finitas.

Lema 1.8.4. [AS81, Teorema 5.10] Sea M € mod(A) T-rigido bdsico. Entonces, gen(M) es
una clase de torsion funtorialmente finita y M es sumando directo de P(gen(M)).

Lema 1.8.5. [AIR1/4, Proposicion 2.4 (b) y Lema 3.4] Sean M, N € mod(A) y
P=Y(M) ™ POM) T3 M — 0

una presentacion proyectiva minimal de M. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(a) Homp (7!, N) : Homp (P%(M), N) — Homy (P~H(M), N) es un epimorfismo.

(b) T(M) € N+to.

() P, (N)[1] € P2_, (M) en K¥(proj(A)).

En particular, M es T-rigido si, y sélo si, P$_,(M) es presedimentado en K®(proj(A)).

Lo anterior nos dice la relacion que tienen los cocomplejos presedimentados y los modulos
T-rigidos.

Lema 1.8.6. [AIR1/, Lema 2.1] Sean e = e*> € A, I := AeA, A := A/I, M y N € mod(A).
Entonces, Homp (M, TAN) = 0 si, y sdlo si, Homz (M, 73N) = 0.

El siguiente resultado caracteriza las clases de torsion funtorialmente finitas en la cate-
goria de médulos.

Definicién 1.8.7. Sea (M, P) un par, con M € mod(A) y P € proj(A).
(a) Decimos que (M, P) es T-rigido si M es T-rigido y Homy (P, M) = 0.
(b) Decimos que (M, P) es T-inclinante de soporte si (M, P) es T-rigido y
tk(M) + 1k(P) = rk(A).
Lema 1.8.8. [AIR14, Teorema 2.7 Sea T C mod(A) una clase de torsion. Entonces, T es

funtorialmente finita si, y sélo si, existe P € proj(A) tal que (P(T), P) es un par T-inclinante
de soporte y gen(P(T)) = T.
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1.9. Teoria inclinante de conglomerado

La nocién de subcategoria inclinante de n-conglomerado fue introducida en [IY08]. Dichas
categorias sirvieron para exhibir la existencia de n + 2-dngulos de Auslander-Reiten, dar
una categorificaciéon de las variables cluster y mostrar que la categoria cociente de una
subcategoria inclinante de n-conglomerado es abeliana.

El objeto principal de esta seccion es introducir el concepto de subcategoria inclinante
de n-conglomerado.

Definicién 1.9.1. [IY08, Seccion 3] Sean T una R-categoria triangulada, X C C yn € NT.
Decimos que:

(a) X esn-rigida si Homy (X, X[i]) =0V 0 < i < n;
(b) X es inclinante de n-conglomerado si X' es funtorialmente finita y
X = il = Ao
Lema 1.9.2. [MSSS11, Proposicion 3.2 (b)] Sean T una R-categoria triangulada, X C T y
Z € T. Entonces,
(a) resdimy(Z) < n si, y solo si, Z € X x X[1] % --- % X[n];
(b) coresdimy(Z) < n si, y solo si, Z € X[—n]*---x X[—1] x X.

Lema 1.9.3. Sean T una R-categoria triangulada y X C T una subcategoria inclinante de
n + 1-conglomerado. Entonces, resdimy(C) <nV C € T.

Demostracion. Se sigue de [IY08, Teorema 3.1] y el Lema 1.9.2. O

El resultado anterior prueba que las subcategorias inclinantes de conglomerado estratifi-
can las categorias trianguladas de forma finita a diferencia de las subcategorias sedimentadas.

1.10. Sistemas estratificantes lineales

En esta seccién, A denotara a una R-dlgebra de Artin.

La nocién de médulos sistemas estratificantes fueron introducidos en [ES03] para estu-
diar las algebras estandarmente estratificadas. Mas adelante, en [MMS04], sirvieron para
categorizar los modulos estandar en un dlgebra estandarmente estratificada.

Definicién 1.10.1. [MMS04, Caracterizacion 1.6] Sean © := {O(i)}, en mod(A) y < un
orden lineal en [1,n] := {1,2,--- ,n}. Decimos que el par (©,<) es un sistema estratifi-
cante de talla n si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Homy(6(4),0(i)) =0V j > i;
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(b) Extr(0(5),0(i) =0V j > 1
(c) O(i) es inescindible ¥V i € [1,n].

Definicién 1.10.2. [MMS05, Definicion 2.1] Sean n € N*, @ := {Q(i)}; C ind(A),
© :={00\)}; € mod(A)-{0} y < un orden lineal en [1,n]. Decimos que (0,Q,<) es un
sistema estratificante Ext-proyectivo de talla n si satisface las siguientes condiciones.

(a) Homa(O(j),0(i) =0V 1<i<j<n.
(b) Para cada i € [1,n], eziste una sucesion evacta en mod(A)
0— K(1) = Qi) — O(i) = 0,
tal que K(i) € F{OG) | j > i}).
(¢) Q € 1 F(O), donde Q == B, Q(i).

Definicién 1.10.3. Sean M € mod(A) y X C mod(A). La traza Try (M) de X en M es el
submddulo de M generado por Uxecx Usetom, (x,m) Im(f).

Definicién 1.10.4. [Ri91, Seccion 3] Sean ([1,n], <) un conjunto linealmente ordenado y
{P(i)}, una familia completa de A-mddulos proyectivos inescindibles no isomorfos dos a
dos. Para cada i € [1,n], A(i) := P(i)/Tripay(P(i)) es el i-ésimo médulo estandar,
donde P(> 1) := @, P(i).

Definicién 1.10.5. [ADL9S, Definicion 1.5 Decimos que (A, <) es una dlgebra estan-
darmente estratificada si A € F(A). En caso de que no se mencione el orden, se asumird
que se estd considerando el orden natural en [1,n].

Ejemplo 1.10.6. [MMS05, Seccion 2] Sean (A, <) una dlgebra estandarmente estratificada,
P = {PH)}~, v A = {A()},. Entonces (A, P,<) es un sistema estratificante Ext-
proyectivo de talla n.
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Capitulo 2

Clases relativas de aproximacion,
torsion relativa e inclinante relativo

Un objetivo de este capitulo es explorar, en el contexto dado en [AB89] y [AR91], resul-
tados andlogos a los de Auslander-Reiten y Auslander-Buchweitz a partir de la nocién de
(X,Y)-precubierta, que es una generalizacién de precubierta. Las aplicaciones se concentran
en los pares de Frobenius a izquierda y pares de cotorsion en categorias abelianas.

En este capitulo A denotard una R-algebra de Artin.

El otro objetivo es iniciar la investigacion de clases de torsién relativas a un subfuntor
aditivo del Ext}, para una R-algebra de Artin A, y encontrar un andlogo relativo al de la
teorfa 7-inclinante para subfuntores aditivos del Ext}.

2.1. (X,Y) precubiertas y preenvolventes

El objetivo principal de esta seccién es explorar el concepto de (X', ))-precubierta para
desarrollar en un contexto mas amplio algunos resultados obtenidos en [AB89] y [AR91].

Definicién 2.1.1. Sean C una categoria, X, Y CC y C € C. Decimos que f: X — C enC
es una (X,))-precubierta si X e X yVg:Y = C enC, conY € Y, existek : Y — X tal
que g = fk. Denotaremos por prec(X,)) a la subcategoria de los objetos C € C que admiten
una (X,))-precubierta.

Dualmente se tiene la nocion de (X,Y)-preenvolvente y la subcategoria preen(X,)).

Note que preen(X,)) = prec(YP, XP)°P.
Las siguientes observaciones muestran que la definicién anterior generaliza varias nociones
importantes en la teoria.

Observaciéon 2.1.2. Para una categoria abeliana A, con suficientes proyectivos, y X C A
se tiene que gen(X') = prec(X®, proj(A)).

Observacion 2.1.3. Sea C una categoria. Para X, Y C C, las siguientes condiciones se
satisfacen:

31



(a) prec(X,X)={C eC|3[f:X — Cuna X-precubierta de C'};
b) X es precubriente si, y sélo si, prec(X,X) =C;

(
(¢) prec(X,0) = C si C tiene objeto cero;
(
(

)

)

)
d) X C prec(X,));
e) siC es abeliana, Y C prec(X,)) y X es cerrado por sumandos directos, entonces ) C X
)
)

(f) si Y C X, entonces Y C prec(X,));
(g) Y*o Cprec(X,)) siC tiene objeto cero.

El siguiente resultado nos permite calcular la subcategoria prec(&X’,)) en situaciones fa-
miliares de la teorfa de Auslander-Buchweitz y dar algunas aplicaciones conocidas en algebras
Gorenstein.

Proposicién 2.1.4. Sean A una categoria abeliana y (X,w) C A? tales que X es cerrada por
extensiones, X" = A yw = smd(w) es un cogenerador X -inyectivo relativo en X . Entonces,
prec(w, X) = w" = Xt

Demostracion. Sea A € prec(w, X). Dado que X" = A, por el Lema 1.4.2 (a), existe una
sucesién exacta 7 : 0 =YV - X 5 A - 0en A con X € X yY € w". Ahora, como
A € prec(w, X) y g es un epimorfismo en A, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y
exacto en A

0 Y X A 0

L

0 Y’ w A 0,

con W € w. Dado que el cuadrado izquierdo, del diagrama anterior, es un push-out, se
obtiene la siguiente sucesion exacta0 - Y — Y& X — W — 0 en A. Por el Lema 1.4.2 (b)
se tiene que w” = X+, y asf w” es gruesa a derecha. Por la sucesién exacta anterior tenemos
que X € w"; y por 7, se tiene que A € w”. Por lo tanto, prec(w, X) C w" = X+,

Sea Z € w”. Por el Lema 1.4.2 (a), existe una sucesién exacta 0 - Y — X 5 Z — 0 en
A, con g una X-precubierta y Y € w”. Del Lema 1.4.2 (b) se tiene que w" = X*; y asf w"
es cerrada por extensiones. Luego, del Lema 1.4.2 (¢), concluimos que X € X Nw”" = w. Por
lo tanto, w" C prec(w, X). ]

Proposicién 2.1.5. Sea (X,w) un par de Frobenius a izquierda en una categoria abeliana
A. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) prec(w, X)NX" =w" =Xt N’

(b) preen(w”, X)N X" = preen(w”,w) N X" = X.
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Demostracion. (a) Por el Lema 1.4.2 (b) se tiene que w" = X+ N A"
Sea A € prec(w, X) N X" Idénticamente a la Proposicién 2.1.4 se sigue que A € w”.
Veamos ahora que w” C prec(w, X') N X", En efecto, sean Y € w" y

0=Z—-WHY =0

una sucesion exacta en A, con W e wy Z € w".

Veamos que g es una (w,X)-precubierta. En efecto, sea X € X. Por [AB89, Lema 2.2],
Ext} (X, Z) = 0. Aplicando el funtor Hom 4(X, —) a la sucesién exacta anterior, tenemos la
siguiente sucesion exacta,

Hom 4 (X,g
A(X,9)

Hom 4 (X, W) Homy(X,Y) — 0.

Por lo que, A € prec(w, X) N X",
(b) SeaY € preen(w”, Z)NX", con Z € {w, X'}. Por el Lema 1.4.2 (a), existe una sucesién

exactan:O—>Yi>H—>X—>OenA, con Hew"y X eX. ComoY € preen(w", Z) y f
es un monomorfismo en A, se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0 Z X' 0

|

Y
0 Y —H X 0,

con Z € Z. Dado que el cuadrado derecho, del diagrama anterior, es un pull-back, se obtiene
la siguiente sucesion exacta 0 — 7 — H & X’ — X — 0 en A. Ahora, usando que X es
cerrado por extensiones y sumandos directos, se tiene que Z € X. Como X es pre-resolvente,
de la primera sucesion exacta del diagrama anterior, concluimos que Y € X. Por lo tanto,
preen(w”, Z) N X" C X, para Z € {w, X}.

Sea X € X C X”. Por el Lema 1.4.2 (a), existe una sucesién exacta

0 XL H X 50

en A, con f una w”-preenvolvente y X’ € X. Dado que X es cerrado por extensiones y por
el Lema 1.4.2 (c), se sigue que H € XY Nw”" =w C X. Por lo que,

X € preen(w”", X) N preen(w”",w).
Por lo tanto, X C preen(w”, X) N X" N preen(w”, w). O

Definicién 2.1.6. Decimos que M € mod(A) es Gorenstein proyectivo si existe un com-

o d dy o © p1 :
plejo aciclico P2 = -+ — P, = Py =% P = P! — ... en proj(A) tal que ITm(dy) = M y
Homu (P2, P) = 0 es aciclico V P € proj(A).

Denotaremos por Gproj(A) a la subcategoria de los A-médulos Gorenstein proyectivos
en mod(A).
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Ejemplo 2.1.7. Para una dlgebra n-Gorenstein A, se tiene que
prec(proj(A), Gproj(A)) = P<=(A) = {X € mod(A) | pd(X) < oo},

preen(P<>°(A), Gproj(A)) = preen(P<>°(A), proj(A)) = Gproj(A).

En efecto, se tiene que Gproj(A) = Xaaacn). Ademds, el par (Gproj(A), proj(A)) es de Fro-
benius a izquierda en mod(A). Por ser A una dlgebra n-Gorenstein, se tiene que A es n-
coinclinante y, por el Lema 1.5.4, Gproj(A)" = mod(A) y Gproj(A) = LA.

El siguiente resultado nos permite calcular la subcategoria prec(X’,)) en situaciones
familiares de la teorfa de Auslander-Reiten y dar algunas aplicaciones conocidas en médulos
inclinantes.

Proposicién 2.1.8. Sean A una categoria abeliana Krull-Schmidt, con suficientes proyec-
tivos, y Z una subcategoria gruesa en A. Si X es una subclase precubriente de Z y saturada
a izquierda en A, entonces prec(X N XL, X)NZ=X+tN2Z.

Demostracion. Sea Z € prec(X NX+, X)N Z. Por el Lema 1.4.5, se tiene la sucesién exacta
0K —- X% 2Z-50enC, con K € X = X' y g una X-cubierta de Z. Dado
que Z € prec(X N X+ X) existe h : W — Z una (X N X+, X)-precubierta de Z. Ya que
h:W — Z es una (X N X+, X)-precubierta de Z existe k : X — W tal que hk = g y como
g una X-cubierta de Z existe &' : W — X tal que h = gk’. Por lo que g = gk’k, puesto que g
es minimal a derecha, k es invertible a izquierda. Con lo cual, X | W y asi X € X*. Luego,
como Xt es gruesa a derecha, de la sucesién exacta 0 = K — X 5 Z — 0 se sigue que
7 e X+
Sea Z € X1t N Z. Por el Lema 1.4.5, se tiene la siguiente sucesién exacta

0—-K—-X%27Z-0,

con g una X-cubierta y K € X+t = X*. Por lo que X € X+, dado que X+ es cerrada por
extensiones. Por lo tanto, g : X — Z es una (X N X1, X)-precubierta de Z. m

Ejemplo 2.1.9. Sea T' € mod(A) coinclinante. Entonces por el Lema 1.5.5, la Proposicion
2.1.8, 2.1.5 y [AR91, Teorema 5.5] se tienen las siguientes igualdades

add(T)" = prec(add(T),*T) = (*T)*
y preen(add(T)",+T) = preen(add(T)",add(T)) = 1T

El préximo resultado nos permite describir la subcategoria prec(X’,)), cuando el par
(X,)) es de cotorsién. Més atin, se caracterizan los pares hereditarios a partir de prec(Y, X).

Lema 2.1.10. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos y (X,)) C A?
tales que Exth(X, V) = 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Siprec(Y,X) C Y, entonces Y es cerrada por cokerneles de monomorfismos entre sus
objetos.
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(b) Siproj(A) C X, Y =Xt y Y es cerrada por cokerneles de monomorfismos entre sus
objetos, entonces prec(Y,X) = ).

Demostracion. (a) Sean X € X y 0 - Y — Y’ — Z — 0 una sucesién exacta en A, con
Y, Y’ € Y. Aplicando el funtor Hom4(X, —) a la sucesién exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesion exacta Hom(X,Y’) — Homy(X,Z) — Ext4(X,Y) = 0. Por lo que,
Z € B.

(b) Sean Z € prec(), X). Consideremos p : P — Z un epimorfismo, con P € proj(A),
y f: B — Z una (), X)-precubierta. Por lo que existe g : P — B tal que p = fg. Asi

f es un epimorfismo. Consideremos la sucesiéon exacta n: 0 — K — B Lz 50en A y
X € X. Aplicando el funtor Hom 4 (X, —) a la sucesién exacta anterior, se obtiene la siguiente

sucesién exacta Homu (X, B) —A%0 Hom (X, Z2) — Ext'(X, K) — Ext4(X,B) = 0.
Por lo que K € X+ = Y; y como Y es cerrada por cokerneles de monomorfismos entre sus
objetos, de la sucesion exacta 1 concluimos que Z € Y. Finalmente, por la Observacién 2.1.3
(d), se tiene que Y C prec(Y, X). O

Proposiciéon 2.1.11. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyectivos.
Entonces, para un par de cotorsion (X,)) en A, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (X,Y) es hereditario.
(b) prec(Y,X) =Y.
(c) preen(X,Y) = X.

Demostracion. Se sigue del Lema 2.1.10, su dual y el Lema de Garcia Rozas. O]

2.2. Clases de F'-torsion

El objetivo principal es introducir las clases de F-torsién y F-preenvolventes en mod(A)
y ver su relacién con los A-médulos 1-F-inclinante como una generalizacion dada en [Ho83].

Definicién 2.2.1. Sean T C mod(A) y F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-). Decimos que:

(a) g: L — N en mod(A) es un F-epimorfismo si eziste una sucesion F-exacta

0MbL%S NS0

En tal caso, diremos que N es un F-cociente de L.

Dualmente, se define F-monomorfismo y F-subobjeto.
(b) T es una clase de F-torsién si T es cerrada bajo F-extensiones y F-cocientes.

Lema 2.2.2. Sea F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-). Si T C mod(A) es una clase de
F-torsion, entonces T = add(T).
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Demostracion. Dado que toda sucesion exacta que se escinde es F-exacta, de la sucesion

exacta 0 > T 37 50— 0, con T' € T, se sigue que 0 € T. Ahora, por ser T cerrada por
F-extensiones y F-cocientes, se tiene que add(7) = T. O

Definicién 2.2.3. Para Y C mod(A) y F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-), denotaremos
por geng(Y) a la clase de los Z € mod(A) para los cuales existe una sucesion F-exacta
0—-K—=Y —-27Z—0,conY €)%,

El siguiente resultado muestra como calcular la subcategoria gen()), més facilmente.

Lema 2.2.4. Sean Y C mod(A) y F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-). Entonces

geng(Y) = genp(add(Y)).

Demostracion. (C) Es clara.
(D) Sea M € genp(add())). Por lo que existe una sucesién F-exacta

0—-K—=Y —-M—0,

con Y @Y"=Y"yY €Y. Dadoque 0 - Y” — Y” - 0 — 0 es una sucesiéon F-exacta.
Por el Lema 1.7.3 se tiene que 0 - K ®Y” — Y™ — M — 0 es una sucesién F-exacta. Por
lo tanto, M € genp()). O

El siguiente resultado es la versién relativa de [AS80, Proposicion 4.6], el cual fue usado
para las subcategorias X C mod(A) que tienen cubierta finita y son funtorialmente finita,
cuando X es cerrada por cocientes. Para lo cual, se necesitan los siguientes lemas.

Lema 2.2.5. Sean X C mod(A), M € mod(A), F un subfuntor aditivo de Exti(-,-) y
f: M — X una X-preenvolvente. Si M es un F-subobjeto de algun X' € X, entonces f es
un F-monomorfismo.

Demostracion. Dado que f : M — X es una X-preenvolvente y M es un F-subobjeto de
X' € X, se tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas en mod(A)

0 M-—1ox K’ 0

|

0 M X' K 0.

Por lo tanto, el resultado se sigue del Lema 1.7.3. [

Lema 2.2.6. Sean C una categoria aditiva, X C C cerrada por coproductos finitos y
{fi: M; — X},

una familia de X -preenvolventes de M;. Entonces, @}, f; : @ M; — ®I' X, es una X-
preenvolvente de @, M;.
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Demostracion. Recordemos que @], f; esta dado por la propiedad universal del coproducto,
via el siguiente diagrama conmutativo

uil - /é?;fi
?lelﬁ

donde p; y 1) denotan, respectivamente, las inclusiones naturales. Sea g : @&, M; — X', con
X' € X. Dado que f; es una X-preenvolvente, se tienen los siguientes diagramas conmutativos
para toda ¢ € {1,--- ,n}

M; ——X; (II)

n /
@i=1Mi / dh;
/
gl ,
¥
X/

Luego, por la propiedad universal del coproducto, se obtiene el siguiente diagrama conmu-
tativo

X, (II1)
Hi
X g -2 X

Por tltimo, de los diagramas (I), (IT) y (III), se tienen las siguientes igualdades
W@y fi)w; = hpifi = hifi = gus,

para toda i € {1,---,n}. Por lo tanto, de la unicidad del coproducto se concluye que
@i, fi) = g. u

Proposicién 2.2.7. Para un generador aditivo X € mod(A), F 1= Foqqx) y T C mod(A),
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) SiT esuna clase de F-torsion preenvolvente. Entonces, T = genp(T), donde f : X — T
es una T -preenvolvente de X.

(b) Si Z(F) C T = genp(T), para algin T € T. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(b1) V X' € add(X) existe una (T, F)-preenvolvente f: X' — T', con T € add(T).
(b2) T es F-preenvolvente.
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Demostracion. (a) Supongamos que 7 es una clase de F-torsion preenvolvente. Sea
f: X—=>T

una 7 -preenvolvente de X. Veamos que T = genp(T).

(D) Es claro, ya que T es cerrada por F-cocientes y coproductos finitos.

(C) SeaT” € T. Por ser X un generador aditivo, y como F' := F,q4q4(x), por el Lema 1.7.10
se tiene la siguiente sucesiéon F-exactan : 0 — K — X' — 17" — 0, con X' @ X" = X™.
Dado que £ : 0 -+ X" — X” — 0 — 0 es F-exacta, del Lema 1.7.3, se sigue que

0> KaX"5 X" =T =0

es una sucesién F-exacta. Por el Lema 2.2.6 se tiene que f™ es una T -preenvolvente. Por lo
que se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0— Ko X" Xm T’ 0
L]
0 K’ rm ; T’ 0.

Por el Lema 1.7.3 se concluye que h : T™ — T es un F-epimorfismo. Luego 7" € genp(T);
probandose que 7 C geny (7).

(b) Sean X' € add(X) y g : X’ — T" una add(7T')-preenvolvente.

(b1) Veamos que g es una (7, F')-preenvolvente. En efecto, sean Z € geny(T), k : T™ — Z
un F-epimorfismo y h : X’ — Z. Dado que X' es F-proyectivo existe [ : X’ — T™ tal que
h = kl. Como ¢ : X" — T" es una add(7)-preenvolvente existe r : 7" — T™ tal que rg = .
Por lo que krg = kl = h, probandose que g es una geny(7')-preenvolvente. Ahora bien, por
el Lema 1.7.11 existe una sucesién F-exacta 0 - X' — 1 — K — 0, con [ € Z(F) C T. Por
el Lema 2.2.5 concluimos que ¢ es una (7, F)-preenvolvente.

(b2) Sea N € mod(A). Veamos que N admite una 7 -preenvolvente. En efecto, por el
Lema 1.7.10 existe una sucesién F-exacta 0 — A — X’ 5 N — 0 con X’ € add(X). Ahora,
por (b1) existe una (7, F)-preenvolvente 0 — X’ = T — C' — 0, con T € add(T). Haciendo
el push-out de p con w, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0
A:A

0 X' 2-T 0
|l

0 N—=7Z7 0
0 0



Por el Lema 1.7.4 se tiene que 0 - N “Z 500 yO—A—=T ﬂ/> Z — 0 son sucesiones
F-exactas. Luego, por el Lema 2.2.4, se sigue que Z € genp(add(7T')) = genp(T) = T. Veamos
que w' : N — Z es una T-preenvolvente. En efecto, sean Y € T y g : N — Y. Dado que
w : X' — T es una T-preenvolvente existe t : T — Y tal que tw = gp. Por la propiedad
universal del pushout, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Asi pues, w’' : N — Z es una (T, F)-preenvolvente. Por lo tanto, 7 es F-preenvolvente. []

El siguiente teorema es una versién relativa del resultado principal en [Ho83, Sm84]. Los
cuales caracterizan el par de torsiéon que esta formado a partir de un médulo 1-inclinante
T € mod(A) y el cual mediante el Teorema de Brenner y Butler nos da una caracterizacién
completa de la categoria de médulos finitamente generados del algebra inclinante End s (77)7,
por medio de los funtores Homy (T'-) y Ext} (T,-).

Lema 2.2.8. Sean f: M — N, g: N — K morfismos en mod(A) y F' un subfuntor aditivo
de Ext} (-,-) con suficientes proyectivos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sigf es un F-epimorfismo, entonces g es un F-epimorfismo.
(b) Si f y g son F-epimorfismos, entonces gf es un F-epimorfismo.

Demostracion. (a) Dado que gf es un epimorfismo se sigue que g es un epimorfismo. Por
el Lema 1.7.8 es suficiente probar que Homy (P, g) : Homy (P, N) — Homy (P, K) es un
epimorfismo V P € P(F). En efecto, sea P € P(F). Por el Lema 1.7.8 se sigue que
Homy (P, gf) = Homy (P, g)Homy (P, f) es un epimorfismo; y asi, se tiene que Homy (P, g) es
un epimorfismo. Por lo tanto, g es un F-epimorfismo.

(b) Dado que f y g son epimorfismos se sigue que gf es un epimorfismo. Por el Lema
1.7.8 es suficiente probar que Homy (P, gf) : Homa (P, M) — Homy (P, K) es un epimorfismo
V P € P(F). En efecto, sea P € P(F). Por el Lema 1.7.8 se sigue que Hom,(P,g) y
Homy (P, f) son epimorfismos y asi se tiene que Homy (P, gf) = Homu (P, g)Homy (P, f) es
un epimorfismo. Por lo tanto, gf es un F-epimorfismo. O

El siguiente resultado es la version relativa del Lema 1.8.4.

Lema 2.2.9. Sean X, M € mod(A) tales que X es un generador aditivo, F':= Foax) ¥
M € Ftigen,(M). Entonces, geng(M) es una clase de F-torsion.

39



Demostracion. Veamos que genyp(M) es cerrada por F-cocientes. Sea p : L — L' un F-
epimorfismo, con L € genp(M). En particular, existe un F-epimorfismo ¢ : M" — L un
F-epimorfismo. Por el Lema 2.2.8 (b) pg : M" — L’ es un F-epimorfismo. Asi pues, gen (M)
es cerrada por [F'-cocientes.

Veamos finalmente que genp(M) es cerrada por F-extensiones. Sea

77:0—>Ai>Bi>C’—>O

una sucesién F-exacta, con A, C' € genyp(M). Consideremos h : M’ — B una add(M)-
precubierta. Aseguramos que h es un F-epimorfismo. Dado que F' = F,qq(x)y C € genp(M)
se tienen k : X’ — By h' : M" — C F-epimorfismos, con X’ € add(X). Por lo que
existe k' : X’ — M™ tal que W'k’ = gk. Aplicando el funtor Hom,(M", —) a n, se ob-
tiene la siguiente sucesion exacta Homy(M", B) Toma(M™9), Homy (M"™,C) — 0, puesto
que add(M) C Fhigenp(M). Asi pues, existe h” : M™ — B tal que h' = gh”. Luego,
g(h"k" — k) = W'k’ — gk = 0, y por la propiedad universal del kernel, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

X/
H!t//l
) h'k'—k
¥
0—=A—~B—~C—0.

Dado que A € genp(M), existe un F-epimorfismo [ : M™ — A. Luego, existe s : X' — M™
tal que t = ls. Dado que h : M" — B es una add (M )-precubierta, existe g : M™ — M’ tal que
fl = hg. Por tltimo, ya que h : M’ — B es una add(M)-precubierta, existe ¢’ : M"™ — M’
tal que h” = hq'. Por lo que h(¢'k' — qs) = h"k' — hqs = "k’ — ft = k y h es un epimorfismo.
Dado que k es un F-epimorfismo, del Lema 2.2.8 (a) y la igualdad h(¢'k" — gs) = k, se sigue
que h es un F-epimorfismo. Luego B € genp (M), probandose que genp(M) es cerrada por
F-extensiones y por lo tanto una clase de F'-torsion. O

Definicién 2.2.10. Sea M € mod(A). Decimos que M es geng-minimal si M # 0 y V
M| M (M € genp(M/M') = M =0).

Proposicién 2.2.11. Sean M, X € mod(A), con M # 0, tales que X es un generador
aditivo y F 1= F,aq(x). Entonces existe M' | M tal que M’ es genp-minimal y

genF<M/) = genp(M).

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre n := rk(M).

n = 1. Es claro.

n > 1. Si M es genp-minimal no hay nada que probar. Por lo que, podemos asumir que
M no es genp-minimal. Entonces existe M’ # 0 tal que M’ | M y M’ € genp(M/M'). Por
hipétesis de induccién existe Y | (M/M') genp-minimal tal que genp(Y') = genp(M/M’).

Note que genp(Y) C genp(M) ya que Y | M. Veamos que genyp(M) C genp(Y). En
efecto, sean Z € geny(M). Luego, existen F-epimorfismos (f,g) : (M/M")™ & (M")™ — Z
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y h:(M/M')* — (M')™. Ahora, usando que X es un generador aditivo, por el Lema 1.7.10
y el Lema 1.7.11, existen X’ € add(X) y un F-epimorfismo k : X’ — Z. Por el Lema 1.7.10

!/ /
existe (g,) X — (M/M")™ @ (M')™ tal que (f, g) (g,) =kyh : X — (M/M)* tal que
/
hh' = ¢'. Asipues, k = ff' + g9 = ff'+ghh' = (f, gh) (‘}i,) Por el Lema 2.2.8 (a) se sigue
que (f,gh) : (M/M")" & (M/M")* — Z es un F-epimorfismo. Ahora, del Lema 2.2.4 se tiene
que Z € genp(add(M/M')) = genp(M/M’). Por lo tanto, Z € genp(M/M') = genp(Y). O

La primera parte del siguiente resultado es debido a M. Auslander y se puede encontrar
en [Au73].

Lema 2.2.12. Sean X, N € mod(A), con X un generador aditivo, I' := End(X)? y
F := F,qa(x). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Homa (X, —) : mod(A) — mod(I") es fiel y pleno;
(b) Exth(—, N) = Exth(Homy (X, —), Homy (X, N)) Vi > 1.

Demostracion. Sean M € mod(A). Por el Lema 1.7.10 y el Lema 1.7.11 existe una F-
resolucion proyectiva Xq : -+ — X, LN X LN VRN 0, con {X; }ieny € add(X). En particular,
se tiene el siguiente complejo (aciclico en los primeros dos lugares)

Hompy (fo,N) Hompy (f1,N)
E— EEEE—

0 — Homy (M, N) Homy (X, N) Homy (X1, N) — - --

Mas atn, se tiene la resolucién proyectiva de I'-modulos
-+« — Homa (X, X1) — Homa (X, Xo) — Homua (X, M) — 0

de Homy (X, M).
(a) Por el Lema 1.2.11 y la propiedad universal del kernel se tienen los siguientes isomor-
fismos donde las columnas son exactas

0 0
Homy (M, N) ™~ Homp(Homy (X, M), Homy (X, N))
Hompy (fo,N) Homr (Hom (X, fo),Homy (X,N))
Homy (X, N) n;() Homyp(Homy (X, X)), Homy (X, N))
Homp (f1,N) Homr (Homy (X, f1),Homp (X,N))
Homy (X1, N) o Homp(Homy (X, X;), Homy (X, N)).

Por el Lema de los cinco se concluye que ny es un isomorfismo y asi

Homy (X, —) : mod(A) — mod(T")
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es fiel y pleno.
(b) Por el Lema 1.2.11 se tiene que los morfismos horizontales son isomorfismos V i € N

U

Homy (X;, N) Homp(Homy (X, X;), Homy (X, N))
HomA(fH_l ,N)l HomF(HomA(Xafi+1)»H0mA (X7N))

Homy (X411, N) Homp(Homy (X, X;41), Homp (X, N)).

X1

Por lo que los cocomplejos Homy (X, N) y Homp(Homy (X, X,), Homa (X, N)) son isomorfos.
Por lo tanto,

Extl (M, N) H'(Hom, (X, N))
Hi(Homp (Hom, (X, X, ), Hom, (X, N)))

= Exti(Homy (X, M),Homy(X,N))  VieN*.

1

]

Proposicién 2.2.13. Sean X € mod(A) un generador aditivo, f : M — N un morfismo en
mod(A) y I' := End, (X)°P. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) f es minimal a izquierda en mod(A) si, y sdlo si, Homy (X, f) es minimal a izquierda
en mod(T").

(b) f es minimal a derecha en mod(A) si, y solo si, Homa (X, f) es minimal a derecha en
mod(T").

(c) Si F = Flacx). Entonces, f es un F-epimorfismo si, y solo si, Homp (X, f) es un
epimorfismo en mod(I').

Demostracion. (a) (=) Sea g : Homa (X, N) — Homa (X, N) un morfismo en mod(I") tal
que gHomy (X, f) = Homy (X, f). Por el Lema 2.2.12 (a) existe un morfismo k : N — N
tal que g = Homy (X, k). Asi pues, kf = f. Por lo tanto, k es un isomorfismo y asi g es un
isomorfismo.

(<) Sea h: N — N tal que hf = f. Por lo que Homy (X, h)Hom, (X, f) = Homy (X, f)
y Homy (X, h) es un isomorfismo. Por el Lema 2.2.12 (a) se sigue que h es un isomorfismo.

(b) Es andlogo a (a).

(¢) (=) Se concluye del Lema 1.7.8 y el Lema 1.7.10.

(<) Por el Lema 1.7.10 y el Lema 1.7.11 existe una sucesién F-exacta

0K —X %5 N0,

con X' € add(X). Asi pues, existe X” € add(X) tal que X' @ X" = X™ para algin m € N*.
Por el Lema 1.7.3 se tiene que 0 — K@ X" — X™ 2% N — 0 es una F-sucesién exacta. Dado
que Hom, (X, f) es un epimorfismo en mod(I") y Homy (X, X™) € proj(I'), por Lema 2.2.12
(a) existe k : X™ — M tal que g = fk. Luego, por el Lema 2.2.8, f es un F-epimorfismo. [
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Proposicién 2.2.14. Para X, Y objetos inescindibles en una categoria Krull-Schmidt C,
las siguientes condiciones se satisfacen :

(a) rade(X,Z) ={f : X — Z | f no es invertible a izquierda};
(b) rade(Z,Y) ={f:Z = Y | f no es invertible a derecha};
(¢) rade(X,Y)={f: X =Y | f noesisomorfismo}.

Demostracion. (a) (C) Sea f € rade(X, Z). Supongamos que f es invertible a izquierda. En-
tonces existe g : Z — X tal que gf = 1x. Por el Lema 1.1.8 se tiene que 1x € rad(End,(X)),
lo cual es una contradiccion. Por lo que f no es invertible a izquierda.

(D) Sea f ¢ rade(X, Z). Por el Lema 1.1.6 existe g : Z — X tal que gf ¢ rad(Ende(X)).
Puesto que Ende(X) es un anillo local, se tiene que gf es invertible. Luego, existe

k € Ende(X)

tal que kgf = 1x. Por lo tanto, f es invertible a izquierda.
(b) Es andloga a la prueba en (a).
(c) Se sigue de (a) y (b). O

El siguiente resultado es la versién relativa de [AS81, Proposicién 5.1] y es fundamental
para la prueba del Lema 1.8.4.

Proposicién 2.2.15. Sean M, X € mod(A) y F := Faaacx) tales que X es un generador
aditivo en mod(A), M es genp-minimal y genp(M) es una clase de F-torsion. Entonces
M € rtigenp(M).

Demostracion. Supongamos que M ¢ FLigen,(M). Entonces existen Y € ind(A) tal que

Y | M, Z € genp(M) y una sucesién F-exacta 0 — Z LESY 50 que no se escinde. Por
la Proposicién 2.2.14 (b) se tiene que g € rad(E,Y); y por el Lema 1.1.9, se sigue que f es
un morfismo minimal a izquierda. Por la Proposicién 2.2.13 (a) se tiene que Homy (X, f) es
minimal a izquierda. Por el Lema 1.7.10 se tiene que

Homy (X, f) Homy (X,g)
e —_—

0 — Homy (X, 2) Homy (X, E) Homy(X,Y) — 0

es una sucesion exacta; y asi, del Lema 1.1.9 se sigue que
Homy (X, g) € radr(Homa (X, £), Homa (X, Y)),
donde T := End,(X)?. Puesto que genp(M) es cerrada por extensiones, existe un F-

epimorfismo (h,k) : Y™ @& (M/Y)™ — E, con h = (hy,--- ,hy,). Ahora, del Lema 2.2.8
se tiene que (gh, gk) es un F-epimorfismo y por el Lema 1.7.8 se sigue que

(Homy (X, gh), Homy (X, gk)) : Homy (X, Y™) @ Homy (X, (M/Y)™) — Homy (X, Y)
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es un epimorfismo. Por lo que se tiene la siguiente igualdad

Homy (X,Y) =)~ Homy (X, gh;)(Homy (X, Y)) + Homy (X, gk) (Homy (X, (M/Y)™)).

i=1

Dado que Homy (X, g) € radr(Homy (X, E), Homy (X,Y")) se concluye del Lema 1.1.8 que
Yo Homy (X, gh;)(Homa (X, Y)) C radr(End, (X, Y)). Luego, del Lema 1.2.5 se sigue que

Homy (X, Y) = Homa (X, gk)(Homy (X, (M/Y)™)).

Por lo que Homy (X, gk) es un epimorfismo en mod(I'), y de la Proposicién 2.2.13 (b), se
tiene que gk : (M/Y)™ — Y es un F-epimorfismo, lo cual es una contradiccién ya que M es
gen-minimal. Por lo tanto, M € FLigen(M). O

Lema 2.2.16. Sean F un subfuntor aditivo de Ext}(-,-) con suficientes proyectivos e inyec-
tivos y M € mod(A). Entonces pdg(M) < n si, y sélo si, Extpt' (M, N) =0V N € mod(A).

Demostracion. =) Es claro.

<) Sean j > 1y N € mod(A). Dado que F tiene suficientes inyectivos, existe una
sucesién F-exacta 0 = N — Iy — -+ — [;_1 - K — 0, donde I}, e Z(F) V k € [0,5 — 1].
Aplicando el Lema del corrimiento, se tiene que Extipt ™! (M, N) = Exti* (M, K) = 0. Por
lo tanto, pdg(M) < n. O

Teorema 2.2.17. Sean X € mod(A) un generador aditivo, F' := Foax) y T C mod(A).
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) T es una clase de F-torsion y F-preenvolvente.
(b) Eziste un 1-F-inclinante T' € mod(A) tal que T = genp(T).

Demostracion. (a) = (b) Sea X = @ ; X, donde X; € ind(A) Vi € [1,n]. Por la Proposicién
2.2.7 (a) existe 7" € T tal que T = geny(T"). Por la Proposicién 2.2.11 existe 7" | T" genp-
minimal tal que 7 = genp(7"). Por otro lado, al ser T preenvolvente, se tiene por el Lema
1.7.17 que Z(F) C T. Luego, por la Proposicién 2.2.7 (bl), para cada k € [1,n], existe
una sucesion F—exag‘ta e © 0 — Xy KT, = C. = 0 tal que i, : X, — Tj es una
T-preenvolvente y T), € add(T”). Ahora, por el Lema 1.7.3 se tiene la siguiente sucesién
F-exactan = @ _m : 0 = X 5 T — C — 0, donde T := ®}_ Ty, C_’_:: G_BZZIC_’k y
i 1= @}_,i; es una T -preenvolvente por el Lema 2.2.6. Veamos que 7' := T @ C es 1-F-
inclinante y 7 = genp (7). Dividiremos dicha prueba en las siguientes partes a verificar:

(i) T = genp(T): )

En efecto, para ello, es suficiente probar gen,(T) = geny(T"). Dado que T' € add(1"),

por el Lema 2.2.4 se tiene que genyp(7T') C genp(add(7”)) = genp(7"). Ahora, por el Lema
1.7.10 existe una sucesiéon F-exacta ¢ : 0 — K — X™ % T — 0. De la sucesién F-exacta
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n, por el Lema 1.7.3, se tiene la sucesion F-exacta n™ : 0 — X™ Zopm 5 Om 0. Luego,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
K:K

nm 0 xm 2 m cm 0
o]

A 0 T" - E cm 0
0 0.

Dado que i"™ : X™ — T™ es una T -preenvolvente (ver Lema 2.2.6) y T € T, se tiene que
g se factoriza a través de i y por lo tanto A se escinde. Por lo que existe j' : E — T" tal que
j'7 = 1ps. En particular, j’ es un F-epimorfismo. Ahora bien, por el Lema 1.7.4 se tiene que
g’ es un F-epimorfismo. Luego, por el Lema 2.2.8 (b) j'¢' : T™ — T" es un F-epimorfismo,
y asf se concluye que geny(T") C genp(T).

(i) T e F1 T

Dado que T" es genp-minimal, se concluye de la Proposicién 2.2.15 que T € #17. Sélo
basta probar que C' € #+1T. Aplicando el funtor Homy(—,Y), con Y € T, a la sucesién
F-exacta n se tiene la siguiente sucesion exacta

Homy (2,Y)
_—

Hom, (T,Y) Homy (X,Y) — Exti:(C,Y) — Extin(T,Y) = 0.

Puesto que i es una T -preenvolvente, se sigue que ExtL(C,Y) = 0.

(iii) T e 11 T

Se sigue de (ii), yaque T € T.

(iV) COIGSdim(add(T%F)(X/) S 1V X' S P(F)

En efecto, sea X’ € P(F), por el Lema 1.7.10 se sigue que P(F') = add(X). Dado que
{nr}}_ son sucesiones F-exactas, del Lema 1.7.3, existe una sucesién F-exacta

0= X =T = C*—0,

donde T* € add(T) C add(T) y C* € add(C) C add(T"). Asi, coresdimuqa(r),m(X’) < 1.

(v) pdp(T) < 1:

En efecto, por el Lema 2.2.16, basta ver que mod(A) C TF+2. Sea M € mod(A). Por el
Lema 1.7.11 y el Lema 1.7.17, existe una sucesion F-exacta 0 - M — I — L — 0, con
I € Z(F) C T. Por ser T de F-torsion, se tiene que L € T. Aplicando el funtor Homy (7", —)
a la sucesién F-exacta anterior, se tiene la siguiente sucesiéon exacta por (ii)

0 = Exti(T, L) — Extp(T, M) — Extp(T, 1) = 0.
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Por lo tanto, M € TF+2,

(b) = (a) SeaT" € mod(A) un 1-F-inclinante tal que 7 = geny(7"). Veamos que geny(7")
es una clase de F-torsién, para lo cual (ver Lema 2.2.9) basta ver que T C Fligenp(T).
Sea M € genp(T). Luego, existe una sucesién F-exacta 0 — K — T™ — M — 0, y asi
se obtiene la sucesién exacta 0 = ExtL(T,T™) — Exth(T, M) — Exti(T,K) = 0, ya que
pdp(T) < 1. Asi pues, genp(7T) es una clase de F-torsién. Ahora, para terminar la prueba,
por la Proposicién 2.2.7 (b), basta ver que Z(F) C T. Sea I € Z(F'). Por el Lema 1.7.10
y el Lema 1.7.11 existe un F-epimorfismo p : X’ — I, con X' € add(X). Ahora, como

coresdim aq(r), 7y (X’) < 1, se tiene una sucesion F-exacta n: 0 — X' 5T — T — 0, con
T', T" € add(T'). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0—= X' —>T" —>T" 0
b
€: 0 [——=F T 0.

Por la Proposiciéon 1.7.4, se tiene que h es un F-epimorfismo. Dado que 1 es F-exacta y
I € Z(F), se tiene que p se factoriza a través de i, y asi, € se escinde. Por lo que existe
j'+ E — I tal que j'j = 1;. Por el Lema 2.2.8 se sigue que j'h : 7" — I es un F-epimorfismo.
Dado que 7" € T y como T es de F-torsién se concluye que I € T. O

Lema 2.2.18. Sean X € mod(A) un generador aditivo, F := Fyax) y T € mod(A) 1-F'-
inclinante. Entonces, genyp(T) = TF+1.

Demostracién. Sea M € TFLt. Por los Lemas 1.7.10 y 1.7.11 existen m € N y un F-
epimorfismo p : X™ — M. Ahora, por el Lema 1.7.3 se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo con filas F-exactas

0 Xm T T" 0
b
0 M——F T" 0,

7

con T", T" € add(T). Se sigue del Lema 1.7.4 que p' : 7" — FE es un F-epimorfismo. Dado
que M € TF+1 existe ¢ : E — M tal que ¢i = 1j,. En particular, ¢ es un F-epimorfismo.
Entonces, del Lema 2.2.8 (b), se tiene que gp’ : T" — M es un F-epimorfismo. Luego, del
Lema 2.2.4 concluimos que M € geny(T'). Por lo tanto, T*+1 C gen(T).

Sea N € genp(7T). Consideremos 0 — K — T™ — N — 0 una sucesiéon F-exacta.
Aplicando el funtor Homy (7', —) a la sucesion exacta anterior, se tiene la siguiente sucesion
exacta, 0 = Exth(T,T") — Exth(T, N) — Exti(T, K) = 0 ya que T es 1-F-inclinante. Por
lo tanto, N € T+, O

Corolario 2.2.19. Sean X € mod(A) un generador aditivo y F := Fua(x). Entonces, la
correspondencia T +— genp(T) es una biyeccion entre iso-clases de A-mddulos bdsicos 1-F-
inclinantes y T C mod(A) tal que T es F-torsion y F-preenvolvente.
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Demostracion. Por el Teorema 2.2.17, la asignacién T — genp(7') es suprayectiva.

Sean T', S € mod(A) 1-F-inclinantes basicos tales que genyp(7T") = geny(S). En particular,
existen un F-epimorfismo p : 7™ — S y una add(7T)-precubierta f : 7" — S. Por lo que
existe h : T™ — T’ tal que p = fh. Luego, por el Lema 2.2.8 (a), se tiene que f es un

F-epimorfismo. Consideremos la sucesion F-exactan:0— K — 1" s o, Aplicando el
funtor Homy (7', —) a 7, se obtiene la siguiente sucesién exacta

Homn (T, f)

Homy (T, T") Homy (T, S) — Extp(T, K) — Extp(T,T") = 0.

Asf pues, K € TF+1. Por el Lema 2.2.18, se tiene que
K € Tt = gen,(T) = genp(S) = S74.

Se sigue que 7 se escinde y por ende S € add(7). Analogamente, T € add(S). Por lo tanto,
S=T. 0

Corolario 2.2.20. Sean A de tipo de representacion finito, X € mod(A) un generador adi-
two, F:= Fyaax) y T una clase de F'-torsion. Entonces, existe un A-mddulo 1-F-inclinante
T tal que T = genp(T) si, y solo si, T(add(X)) @ inj(A) C T.

Demostracion. Note primero que, por los Lemas 1.7.7 y 1.7.10, se tiene la siguiente igualdad
I(F) = 7(add(X)) @ inj(A).

(=) Se sigue del Teorema 2.2.17 y el Lema 1.7.17.

(<) Por el Teorema 2.2.17, el Lema 1.7.17 y el Lema 2.2.4, basta ver que T es preen-
volvente. Ahora bien, por ser 7 de F-torsién, se sigue que 7 = add(7); y por ser A de
tipo de representacién finito, existe M € mod(A) tal que 7 = add(M). En particular, T es
preenvolvente. O

2.3. Modbdulos F-sedimentados

Sea X un generador aditivo en mod(A). El objetivo principal de esta seccion es introducir
los A-médulos F-presedimentados y ver su relacién con los I'-mdédulos 7-rigidos en mod(I"),
donde I' := End, (X)°P.

El siguiente resultado es una generalizacién del Lema 1.8.5 y sirve como motivacién de
la préxima definicién.

Lema 2.3.1. Sean X € mod(A) un generador aditivo, F = F,qax), M, N € mod(A) y

aot 790
PoY (M) 5 PYU(M) =5 M — 0 una F-presentacion proyectiva minimal de M. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Homp (7", N) : Homy (P%(M), N) — Homy (Pi! (M), N) es un epimorfismo.

() Phs 1(N)[1] € Phs 1 (M) en KP(add(X)).
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7r,_1 70
Demostracion. (a) = (b) Sean Pi'(N) & PX(N) -5 N — 0 una F-presentacién proyectiva
minimal de N y f : Pa*(M) — P%(N) en mod(A), el cual induce el morfismo de cocomplejos
[P (M) — P%Z_l(N)[l]

Por hipétesis, existe g : P%(M) — N tal que grp' = 72f. Ahora bien, dado que P%(M) es
F-proyectivo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

PR (M)
Jho 7 l
> 9

j,/

TF

Consideremos la factorizacién de 75! a través de su imagen P (N) & Im(7 1) R PL(N).
Luego, como m2(f — honp') = mof — grpt = 0, existe k : PR'(M) — Im(wi{l) tal que
ik = f — homy, donde i : Im(7 ') — P%(N) es la inclusién canénica. Puesto que Pp'(M) es
F-proyectivo y p es un F-epimorfismo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Con lo cual 7T;7_1h1 =ik = f — homp'. Esto es f* ~ 0. Por lo tanto, se sigue (b).
(b) = (a) Sea f : Pg'(M) — N. Dado que Pg'(M) es F-proyectivo y 72 es un F-
epimorfismo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(M)
lf
PY(N) — N.

!
0
TR

-1
PF
-
-

dg
7
7
A

Por hipétesis, existen hg : P4(M) — PY%(N) y hy : Pa*(M) — Pg'(N) tales que
75 thy + homp! = g.

Por tiltimo, tenemos las siguientes igualdades f = mdg = W}Q(ﬂ}?lhl—i—hoﬂ}l) = nlhonpt. O
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Definicién 2.3.2. Sean M, X € mod(A), con X un generador aditivo y F := F,aq(x)-
Decimos que M es F-sedimentado (F-presedimentado) si Py (M) es sedimentado

(presedimentado) en K®(add(X)).

Aqui se presentan algunas caracterizaciones de los médulos F-presedimentados y su re-
lacién con los médulos 7-rigidos.

Proposicién 2.3.3. Sean X € mod(A) un generador aditivo, I' := Enda (X)%, F := Fyaq(x)
y M € mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a

) M es F-presedimentado.
(b) Homy (7%, M) = 0 y ExtL(M, M) = 0.

(c) Homp(nz%, M) =0y M € #tigeng(M).
(d) Homy (X, M) es T-rigido en mod(T").

a2 !

Demostracion. Sea --- — Pp*(M) - Py'(M) - P%(M) — M — 0 la resolucién F-
proyectiva minimal de M. De esta resolucion obtenemos el siguiente complejo de cadenas
(PE(M), M)

HomA(wgl,M) HOmA(WEZ,M)
_— —_—>

(x) Homy (P%(M), M) Homy (P! (M), M) Homy (Pp%(M), M)

(a) = (b) Por el Lema 2.3.1 se tiene que
Homy (7', M) : Hom (PR (M), M) — Homy (Pp* (M), M)

es un epimorfismo, con lo cual Exth(M, M) := H'(Hom, (PH(M),M)) = 0. Mas atin, pa-
ra cualquier § € Homy(Pr'(M), M) existe ¢’ € Homy (PX(M), M) tal que 6 = @'w,". Se
concluye que Homp (7%, M)(0) = Or.% = 0'n'mn? = 0.

(b) = (a) Del complejo (*), tenemos que

Im(n', M) = Ker(r,%, M) = Homy (P5* (M), M)

ya que Exth(M, M) =0y Homp (7%, M) = 0. Por el Lema 2.3.1, obtenemos (a).

(b) = (c) Por lo probado anteriormente, tenemos que M es F-presedimentado.

Veamos que M € Fligenp(M). Consideremos N € geny(M). Entonces, existe un F-
epimorfismo p : M"™ — N. Para probar que Ext{,(M,N) = 0, usando la resolucién F-
proyectiva de M, es suficiente demostrar que

Homy (7", N) : Homy (P (M), N) — Homy (Pg' (M), N)

es un epimorfismo. Sea f : Py' (M) — N. Ahora, ya que p : M™ — N es un F-epimorfismo,
existe g : Py (M) — M™ tal que pg = f. Por el Lema 2.3.1 existe h : P%(M) — M™ tal que
g = hrz'. Concluimos que Homy (7', N) es un epimorfismo, puesto que (ph)7p' = pg = f.
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1 0

(a) < (d) Sea Py (M) =5 PUM) ~5 M — 0 la presentacién F-proyectiva mini-
mal de M. Por el Lema 1.7.10, el Lema 1.2.11 (b) y la Proposicién 2.2.13 (c), se sigue

1 0

que Homy (X, Pt (M) 200 g, (x, PY(M)) 200 goma (X, M) — 0 es
una presentacién proyectiva minimal en mod(I'). Més atn, del Lema 1.2.11, se muestra
que Pp. (M) es presedimentado en K’(add(X)) si, y sélo si, P%_,(Homy (X, M) es pre-
sedimentado en K®(proj(I')). Finalmente, por el Lema 1.8.5, lo tltimo es equivalente a que
Homy (X, M) sea T-rigido. O

Los siguientes resultados estan orientados a mostrar como la teoria de médulos presedi-
mentados generalizan la 7-inclinante.

Definicién 2.3.4. Sean C una categoria aditiva y X* € C(C). La longitud de X* es
((X®) :=min{m —n |[X™F =0y X" *=0V ke Nt}

Observacion 2.3.5. Sean C una categoria aditiva y X* € C(C). Note que:
0(X*®) € NU{£o0}.

Mds aun:
(1) £(X*) =0 si, y sélo si, existe un vnico i € Z tal que X* # 0;
(2) €(X*) = —o0 si, y sdlo si, X* =0

(3) U(X*®) = +o0 si, y solo si, V j € Z existe v > j tal que X" # 0 o existe r < j tal que
X" #0.

Lema 2.3.6. Sea X € mod(A). Entonces X[0] es un complejo sedimentado en K®(add(X)).

Demostracion. Ya que es claro que X|[0] es presedimentado en Kb(add(X)), es suficiente
probar que V X* € K(add(X)) se tiene que X*® € thick(X[0]). Lo haremos por induccién
sobre la longitud del complejo X*®. Podemos suponer que X*® # 0 y que esta concentrado
hasta grado 0.

Si ((X*) =0, es claro.

Sea n := {(X*) > 1. Supongamos que

—(n+1)
X* im0 X ) T e X0

Consideramos el morfismo f* : X~("*Y[n] — X' en K*(add(X))

e 5 () — X (D) 0 0 0---
N
0 X" X —(n=1) X0 0--.

Dado que X~ ("*V[n] € thick(X][0]), por hipétesis inductiva X’* € thick(X[0]) y puesto que
X* = C(f*) concluimos que X* € thick(X][0]). O
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Notacién 2.3.7. Sea M* :=--- -0 —> M1 - M° -0 — --- € C(mod(A)). Escribimos
(M1 — MO) .= M*.
Lema 2.3.8. Sean X € mod(A) un generador aditivo, F' := Figqx), M € ind(A) y

it 0
P (M) 5 PY(M) 5 M — 0 una F-presentacion proyectiva minimal de M. Enton-

ﬂ_fl
ces (Pp*(M) 5 PY(M)) € ind(Kb(add(X))). En particular, si N € mod(A) se tiene que
1
k(P (V) 5 PR(N)) = rk(N).
-1 /— e _
Demostracién. Sean (P! N PY & (P! N P°) = (Pa'(M) 5 PY(M)), d = id!
v ' = jd " las factorizaciones a través de su imagen de d~! y d'~!, respectivamente.
Notemos que Coker(d~!) @ Coker(d'~!) = Coker(r;') = M. Dado que M € ind(A), sin

pérdida de generalidad, podemos asumir que Coker(d’~1) = 0.

-1
Veamos que P! PO M 5 0esuna F -presentacion proyectiva de M. Por los

Lemas 1.7.8 y 1.7.11, es suficiente probar que Homy (P, d~!) y Homy (P, p) son epimorfismos
VPeP(F).Sean PeP(F),f:P— Myg:P — Im(d~') morfismos en mod(A). Dado que

dt 0
L TR % 0 d (» 0)

(Pp' (M) = Pp(M) = M —0) = (Pt e P! — P'@P? " — " M —0) es una

F-presentacién proyectiva, existen f': P — P°, f": P —- P° ¢ :P— P lyg': P— P!

1 d—l 0 / _
tales que (p O) (;,,) =fy ( 0 d’l) (‘gq,,) = (g) Asi pues, P! d—; PY %A 0

es una F-presentacion proyectiva de M, ya que f = pf' v g = d"'¢’. Mas atin, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo con renglones F-exactos

P! (M) — Py (M) — 0
| k |
P! d! PO P 0
| g |

Pyl (M) —— = PRO) — M 0

De la minimalidad a derecha de 7% y 7' se sigue que k y [ son homomorfismo inyectivo

escindibles. Puesto que P~ | Pa*(M) y P° | P%(M), concluimos que k y I son isomorfismos.
Por lo tanto,

PP '=P;'(M)=P"' y P°@P°=PyM)="r°,

de donde se sigue que (P'~! N P9 =(0—0). O

Definicién 2.3.9. Sean X un generador aditivo en mod(A), F := Foqqx) y (M, X') un par
con M € mod(A) y X’ € add(X).
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(a) Decimos que el par (M, X') es F-presedimentado si M es F-presedimentado y

Homy (X', M) = 0.

(b) Decimos que el par (M, X") es F-sedimentado de soporte si (M, X') es F-presedimentado
yrk(X) = rk(M) + rk(X").

(¢) Decimos que M es F-presedimentado especial si M es F-presedimentado y
Homy (X, M & M') ¢ add(P(gen(Hom, (X, M))))
vV 0# M € mod(A) tal que add(M) Nadd(M') = 0.

Corolario 2.3.10. Sean X € mod(A) un generador aditivo, F' := Fyaax) y ' := End, (X).
Si (M, X") es un par F-presedimentado (F-sedimentado de soporte) en mod(A), entonces
(Homy (X, M), Homy (X, X)) es un par T-rigido (T-inclinante de soporte) en mod(I"). Mas
aun, la asignacion

(M, X") % (Homa (X, M), Homy (X, X))

entre el conjunto de los pares F-presedimentado en mod(A) y los pares T-rigidos en mod(I")
induce una correspondencia inyectiva entre las respectivas clases de isomorfia.

Demostracion. Sea (M, X') un par F-presedimentado en mod(A). Por la Proposicién 2.3.3
se tiene que Homy (X, M) es T-rigido. Mas atin, por el Lema 2.2.12 (a)

Homp(Homy (X, X'), Homy (X, M)) = Homy (X', M) = 0;

y asi ®(M, X') es un par 7-rigido en mod(I'). Supongamos que (M, X’) es F-sedimentado
de soporte. Luego, por el Lema 2.2.12 (a) y el Lema 1.2.11 se consigue la siguiente igualdad
rk(Homy (X, M)) + rk(Homa (X, X)) = rk(M) + rk(X’) = rk(X) = rk(I'). Por lo tanto,
®(M, X') es T-inclinante de soporte.

Sea (M’', X") un par F-presedimentado en mod(A). Note que si (M, X') = (M’ X"),
necesariamente (M, X') = &(M’, X”). Por lo que ® induce una funcién bien definida entre
las respectivas clases de isomorfia. Veamos que es inyectiva.

En efecto, supongamos que (M, X') = &(M’', X"). Luego,

() Homp (X, M) = Homp(X,M’') y Homy (X, X’) = Homy (X, X").

Por otro lado, del Lema 2.2.12 (a), tenemos que
(xx) Homy (M, M") =2 Homp(Homy (X, M), Homy (X, M’)), vy
Homy (X', X”) = Homp(Homa (X, X’), Homy (X, X))
Por lo que, aplicando (*) al par de isomorfismos en (**), concluimos que M = M’y
X' = X" O
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El siguiente ejemplo exhibe la existencia de un A-moédulo M y un generador aditivo
X € mod(A) tal que, F := Fhqx), M € *Hgeng(M) y M no es F-presedimentado. Lo
anterior no sucede para los médulos 7-rigidos (ver Lema 1.8.1).

B

(G
Ejemplo 2.3.11. Sean k un campo, Q = ' “—o? y A := kQ/(3?). El carcaj de Auslander-

Reiten de mod(A) tiene la forma

2

K S(2)
f2 f1 fa f2
S(Q)/ \L/ \K
f3 fe fs fs
\m)/ \1(2)/
fr f1o fo
\P(l)/ \3(1%

donde K :=P(1)/S(1) y L es el inico A-mddulo inescendible con vector de dimension (1,2)
y L/rad(L) = S(1) & S(2).

Consideremos X := A® K, F := Fyqacx) y M :=1(2). Notemos que Exti.(M, M) =0 ya
que M es inyectivo.

Veamos que M no es F-presedimentado. La (P(F), F)-cubierta de M esta dada por la

siguiente F'-sucesion exacta
(f7f3
—f2
— P

Ahora, la (P(F), F')-cubierta de S(2) esta dada por la siguiente F-sucesion exacta

(fio fshh) M s 0.

n:0—S(2) e K
0—S(2) & Pe) &% 512) — 0.
Con lo cual, la F-presentacion proyectiva minimal de M esta dada por
71-71 7'1'0
P(2) —P(1)®o K - M — 0.

Supongamos que M es F-presedimentado. Consideremos la inclusion fr : P(2) — P(1) y el
morfismo f*: Phs (M) — Pho_(M)[1] dado por el siguiente morfismo de cocomplejos




Ya que Homgo(aaa(x))(PEs_1 (M), Py~ _1(M)[1]) = 0, existen morfismos s : P(2) — P(2) y

s :P(1)® K — P(1)® K tales que (]87) = s'tpt + mp's. Mds aiin, usando que

Rl = <~f7 J{jﬁﬁ) e rad3(P(2),P(1) & K)

y rad3 es un ideal, obtenemos que (Jg) =nn's+ 8T €radi(P(2),P(1) @ K) y entonces

fr € rad®(P(2),P(1)), lo cual es una contradiccion ya que f; es un morfismo irreducible. Por
lo que M no es F-presedimentado.

Calculando la subcategoria genp(M), obtenemos que ind(gen,(M)) := {M,S(1)}. Apli-
cando el funtor Homy (-,S(1)) a n, conseguimos la siguiente sucesion ezacta

0 = Hom, (S(2),S(1)) — Ext (M, S(1)) — 0.

Por lo tanto, M € *igenn(M) y por el Lema 2.2.9 se concluye que genp(M) es una clase
de F'-torsion.

Los siguientes resultados se enfocan a dar una extension de [AIR14, Teorema 2.7| en
algebras F-admisibles.

Definicién 2.3.12. Sean 0 # M € mod(A) y M := &, M™ su descomposicion en A-
modulos My, Ms,---, M, no isomorfos e inescindibles dos a dos. La parte bdsica de M es
el A-mddulo b(M) := &} M,.

Lema 2.3.13. Para un generador aditivo X € mod(A) y F := Faaacx), las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Si M es genp-minimal, entonces b(M) es geng-minimal.
(b) genp(M) = genp(b(M)) ¥V M € mod(A).
(¢) Sean M, N € mod(A) y I' := End (X). Si genp(M) = genyp(N), entonces
gen(Homy (X, M)) = gen(Hom, (X, N))
en mod(T").
Demostracion. (a) Supongamos que M es genp-minimal. Sea N | b(M) tal que
N € genp(b(M)/N).

Veamos que N = 0. De hecho, ya que b(M)/N es un sumando directo de M /N, tenemos
del Lema 1.7.3 que N € genp(b(M)/N) C genp(M/N), entonces N = 0, puesto que M es
gen p-minimal.

(b) Se sigue del Lema 2.2.4, ya que add(b(M)) = add(M).

o4



(c) Sea H € gen(Homa (X, N)). Entonces, existe un epimorfismo p : Homp (X, N") — H
en mod(I"). Dado que genp(M) = genp(N) existe un F-epimorfismo ¢ : M™ — N". Por la
Proposicién 2.2.13, se sigue que Homy (X, q) : Homa (X, M™) — Homa (X, N™) es un epi-
morfismo en mod(I") y asi pHoma (X, ¢) : Homu (X, M)™ — H es un epimorfismo, probando
que gen(Homy (X, N)) C gen(Homy (X, M)). De una forma similar, se puede demostrar que
gen(Homy (X, M)) C gen(Homy (X, N)). O

Proposicién 2.3.14. Sean X un generador aditivo en mod(A) y F 1= Fuqx). Si T es
una clase de F-torsion preenvolvente no nula, entonces existe M € mod(A) bdsico y genp-
minimal tal que T = genp(M) y M € 71T,

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.7 (a) existe T' € T tal que T = genp (7). Note que
T # 0, puesto que 7 # 0. Entonces, por la Proposicién 2.2.11 y el Lema 2.3.13, existe
M € mod(A) que es bésico, genp-minimal y genp(M) = genp(7T) = T. Finalmente, por la
Proposicién 2.2.15, obtenemos que M € #4117 ]

El siguiente es un ejemplo de un A-mddulo inescindible y F-presedimentado M tal que
genp (M) no es preenvolvente. En caso contrario a los A-médulos 7-rigidos M que tienen la
propiedad que gen(M) es funtorialmente finita (ver Lema 1.8.4). Se usara la descripcién de
la categoria mod(A) del dlgebra de Kronecker dada en [ARS95, VIIL7].

Definicién 2.3.15. [AP78] Sean A una R-dlgebra de Artin, & M; =: M € mod(A), donde
M; € ind(A) Vi€ [l,n] y N €ind(A). Decimos que :

(a) N es preinyectivo si existe n € N tal que 77"(N) € inj(A);

(b) M es preinyectivo si M; es preinyectivo ¥V i € [1,n];

Denotamos por 1?13(/\) a la categoria de A-mddulos preinyectivos.

Ejemplo 2.3.16. Sean k un campo, @ := o' o y A :=kQ. Consideremos las siquien-
B
tes representaciones sobre @Q:
(lknvo)
J, = k"t k™ neNT;
(Orlk”)
1kn
Ry, = k" k™ neNF, pePY(k);
Jnp

X = A®Ru1),1 y F := Faax). Para cadan € N, se tienen las siguientes sucesiones exactas
en mod(A) 0 — S(2) — R?frll)l # J, = 0V n € N. Dado que g, es una add(R 1)1)-
precubierta ¥ n € N, dichas sucesiones son F-exactas. Por lo cual,

Y = genp(Ra,1) = inj(A) @ add(Ri1y,1).
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Veamos que R0y, no admite una Y-preenvolvente. Supongamos lo contrario. Asi, existe
una Y-preenvolvente f : R — Y. Puesto que HomA(R(LO),l,R(M)J) = 0, se tiene que
Y € Elj(A) Por lo que existe r € N tal que Homa(Y, J,) = 0. Consideramos la siguiente
sucesion exacta 0 — S(2) — R’(ﬂffé)’l 2 J. — 0 en mod(A). Por el Lema 2.2.6, se tiene
que I f szfé%l — Y™ es una Y-preenvolvente. Asi pues, ewiste g : Y™ — J,. tal

que p = g(@:ill ) = 0. Lo cual, es una contradiccion. Por lo tanto, Y no es una clase

preenvolvente.

La siguiente definicion muestra una clase de algebras tal que las clases de F-torsion
preenvolventes estan F-generadas por un médulo F-presedimentado (ver Proposicién 2.3.3
y Proposicién 2.3.14).

Definicién 2.3.17. Sean X un generador aditivo en mod(A) y F' := F,qq(x). Decimos que
el dlgebra A es F-admisible si, V M € mod(A),

Exty(M, M) =0 = Hompy(nz%, M) = 0.

Es claro que si todo A-mdédulo M tiene dimension F-proyectiva menor o igual a 1, entonces
A es F-admisible.

Lema 2.3.18. Sean X un generador aditivo en mod(A), I' := End, (X)?, F := Fax) ¥
M € mod(A). Si Homy (X, M) es un I'-mddulo T-rigido, entonces genp(M) es una clase de
F-torsion.

Demostracidn. Por el Lema 2.2.9, es suficiente probar que Exti (M, genp(M)) = 0. Ya que
Homy (X, M) es un I'-médulo 7-rigido, se sigue del Lema 1.8.1 que

Ext(Homy (X, M), gen(Hom, (X, M))) = 0.

Entonces, por la inclusion Homy (X, genp(M)) € gen(Hom, (X, M)) y el Lema 2.2.12 (b), se
concluye que ExtlL (M, geny(M)) = 0. O

Teorema 2.3.19. Sean X € mod(A) un generador aditivo y F := Faaa(x), tal que A es
F-admisible. Consideremos las subcategorias:

(a) F-tor-preen(A) cuyos elementos son las clases de F-torsién preenvolventes no nulas de
mod(A);

(b) F-presilt-esp(A) cuyos elementos son las iso-clases [M], con M € mod(A) F-presedimentado
especial bdsico tal que genp(M) es preenvolvente.

Entonces, la aplicacion [M] — geng(M) induce una biyeccion entre F-tor-preen(A) y F-
presilt-esp(A).
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Demostracion. Sea M un A-médulo F-presedimentado especial basico tal que geng (M) es
preenvolvente. Entonces, por la Proposicién 2.3.3 y el Lema 2.3.18, tenemos que genp (M)
es F-torsion y asi la aplicacion

F-presilt-esp(A) — F-tor-preen(A), [M] +— genp (M)

esta bien definida.
Veamos que la aplicacion es inyectiva. En efecto, sean M, N A-mddulos F-presedimentados
especiales bésicos tales que geny (M) = genp(N). Por el Lema 2.3.13 (c), obtenemos que

P(gen(Homy (X, M))) = P(gen(Homu (X, N))).
)

Del Lema 1.8.4, se sigue que Homy (X, M) | P(gen(Homy (X, N))). Ahora, sea M’ | M
inescindible. Puesto que Homu (X, N @& M') | P(gen(Homy (X, N))), y dado que N es F-
presedimentado especial, se sigue que M’ € add(NV). Por ende, add(M) C add(N). Anéloga-
mente, se puede mostrar que add(N) C add(M) y por ende M = N, puesto que M y N son
bésicos.

Afirmamos que la correspondencia es suprayectiva. Consideremos 7 € F-tor-preen(A) y
[' := End, (X)?. Entonces, por la Proposicién 2.3.14 y la Proposicién 2.3.3, existe T € T
F-presedimentado bésico tal que geny(T) = T y Homa (X, T) es 7-rigido. Del Lema 1.8.4,
se sigue que gen(Homy (X, 7)) es una clase de torsién funtorialmente finita y

(7) : Homy(X,T) | P(gen(Homy (X, T))).
Ademas, del Lema 1.8.8, obtenemos que
(17) :  P(gen(Homy (X, T))) es T-rigido en mod(I'); y
(iid) :  gen(P(gen(Hom, (X, T)))) = gen(Homy (X, T)).
Por (i), existe N € mod(A) que es cero o bésico que satisface las siguientes dos condiciones:
(C1) add(T)Nadd(N) =0y Homp(X,T @& N) | P(gen(Homy (X, T))).
(C2)V K € mod(A) — {0} con add(K) Nnadd(7 & N) = 0, tenemos que

Homy (X, T @ N @ K) ¢ add(P(gen(Homy (X, T))).

Consideremos M := T @ N. Notemos que M es bésico. Més ain, por (C1) y (ii), obtenemos
que Homy (X, M) es 7-rigido en mod(T"). Por la Proposicién 2.3.3, M es F-presedimentado.
Veamos que 7 = genp(M).
(C) Dado que M =T & N y genp(T) = T, se sigue que T C genp(M).
(D) Sea p: M™ — L un F-epimorfismo. Por la Proposicién 2.2.13 (c),

Homy (X, p) : Homy (X, M)" — Homy (X, L)
es un epimorfismo en mod(I") y asi, por (C1) y (iii),

Homy (X, L) € gen(P(gen(Homy (X, T)))) = gen(Homy (X, T)).
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En particular, existe un epimorfismo Homy(X,7™) — Homu (X, L). Ahora, por el Lema
2.2.12 (a) y la Proposicion 2.2.13 (c), existe ¢ : 7™ — L un F-epimorfismo. Se concluye que
Legeny(T)="T.

Dado que tenemos que genp(M) = T = gengp(T), por el Lema 2.3.13 (c), se sigue que
gen(Homy (X, M)) = gen(Hom, (X, T)). Por lo tanto, de (C2) M es F-especial; probando el
resultado. ]

En lo que sigue, damos un ejemplo donde podemos aplicar el Teorema 2.3.19 pero no el
Teorema 2.2.17.

Ejemplo 2.3.20. Sean k un campo, @ = ol *— o? P03 AN :=kQ/R? y X := ApS(2).
Entonces, el carcaj de Auslander-Reiten de mod(A) es el siguiente

P(1)
N
S(2) S(1)

Consideremos la subcategoria T = gen(P(1)). Veamos que se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) gl.dimp(A) = 1. En particular, A es F-admisible.

En efecto, ya que pdp(X) = 0 y mod(A) = add(X & S(1)), es suficiente probar que
pdp(S(1)) = 1. Pero, esto se sigue del carcaj de Auslander-Reiten de mod(A) puesto que
0— S(2) = P(1) = S(1) — 0 es una sucesion F-exacta.

(2) T es F-torsion y preenvolvente pero no F-preenvolvente. En particular, del Teorema

2.2.17, T # genp(T) para cualquier A-mddulo T F-inclinante. Sin embargo, por el
Teorema 2.3.19, existe M € F-presilt-esp(A) con T = genp(M).
De hecho, notemos primero T = add(P(1) ® S(1)) = genp(P(1)) y asi T es funtorial-
mente finita. Mds ain, puesto que P(1) es proyectivo, por el Lema 2.2.9, obtenemos que
T es F-torsion. Por otro lado, por el Lema 1.7.7, Z(F') = add(S(3)) € genp(P(1)). Por
lo tanto, por el Lema 1.7.17, T = genp(P(1)) no es F-preenvolvente.

(3) T # genp(M) para cualquier par (M, X') F-sedimentado de soporte.

Los tnicos pares F-presedimentado bdsicos (M, X") tales que genp(M) = genp(P(1)) son
los siguientes: (P(1),S(3)), (P(1) & S(1),S(3)), (P(1),0) y (P(1) ® S(1),0). Notemos que
ninguno de los pares anteriores es F'-sedimentado de soporte ya que rk(M) +rk(X’) < 3
yrk(X) = 4.

o8



Capitulo 3

Cocomplejos sedimentados de
n-términos

En este capitulo, A denotara a una R-algebra de Artin.

El objetivo principal de éste capitulo es dar una caracterizacion de los cocomplejos sedi-
mentados de n-términos en K®(proj(A)) a partir de ciertos métodos homolégicos aplicados en
la categoria mod(A). En concreto, se quiere obtener una generalizacién de [AIR14, Teorema
3.2].

3.1. Moébdulos 7,-rigidos

El objetivo principal de ésta seccion es introducir los A-médulos 7,-rigidos y ver su
relacién con los objetos presedimentados en K?(proj(A)). Lo anterior es una extensién natural
a la nocién dada, en [AIR14], entre A-médulos 7-rigidos y los cocomplejos presedimentados
de 2-términos en K°(proj(A)).

Recordemos que 7 : C(mod(A)) — K(mod(A)) denota el funtor canénico.

Los siguientes resultados se enfocan a realizar una caracterizacién de los cocomplejos
presedimentados PS_ (M) € K°(proj(A)), en la categoria de A-médulos, que extienda la
hecha en el Lema 1.8.5.

Lema 3.1.1. Para m € Z, n € N*, P* € C(proj(A)) y M* € C(mod(A)), las siguientes
condiciones se satisfacen:

(a) Sea f*: P* — M*® un morfismo en C(mod(A)), donde P* = PS,,, M* = MS, ., |y
H™H(M®) =0V h € [0,n —1). Si existen morfismos

Sm-l—n . Pm+n SN Mm+n—l y Sm-l—n—l . Pm+n—l SN Mm+n—2
en mod(A) tales que fmn—t = gmndiinTl y qin=2gmin=l - entonces w(f*) = 0.

(b) Sea g*: P2, — M2, un morfismo en C(modA)). Si H(M®) =0V i€ [m—n—1,m)|,

entonces existe un morfismo g* : P2, — M2, . en C(mod(A)) tal que g* pe =g
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Demostracion. (a) Note que f®: P* — M*® puede ser visto como sigue

m+k
0 pm L Pm+l<: i Pm+k+l s Pm+n
l jfm lferk Lfm+k+l L
Mm—l - Mm™ . Mm+k . Mm+k+1 .. 0.
dmz dm+k

M® Me

Veamos que el resultado se cumple por induccién sobre n.

Para n = 1, se cumple por las hipdtesis dadas.

Sea n > 2. Consideremos P'* = PS_ ;v f*: P'"* — M* en C(mod(A)) la restriccion de
f* sobre P'*. Por hipétesis de induccién, tenemos que (f’ *) = 0. Entonces, existen morfismos
{smtk . pmtk s MpmthIlnen mod(A) tales que frtR = gmAktlgnik g grtkolgmtk y
k € [1,n]. Dado que f™F! = s 2@+ d7i.s™ L se sigue que dfv. (f™ — s ) = 0y asi
existe r : P™ — B™(M?*) tal que 7t fiker = f™ — s™T1d%,. Usando que P™ es proyectivo,
existe s™ : P™ — M™™ ! con 7 = o/ 's™. Por lo tanto f™ = s™+d. 4+ dpe 's™, y entonces
w(f*) =0, ya que P* = PS, .

(b) Dado que dftug™dpe' = gmtidpdpst = 0 existe t : P! — B™(M*) tal que
VBt = g™dpt. Usando que P™~! es proyectivo, existe ¢g™~! : P™t — M™! con

algmt = t y entonces di.'g™ ! = g™dp.t. Repitiendo el procedimiento anterior,
obtenemos morfismos ¢g™* : P™™" — M™ " en mod(A) V i € [1,n] y as{ un morfismo
g* P, — MS,,_, tal que g°lps = g°. O

Lema 3.1.2. Sean P*, Q* € K=°(proj(A)) y n > 1. Entonces

Homy (proj(a)) (PS5, @, [5]) = Homg proja)) (P2, @°[5]) ¥ j > 0.

Demostracion. Sea j > 0. La sucesion exacta 0 — Q% _,[j] = Q°[j] — Q%_, ;[j] = 0 en
C(proj(A)) induce el siguiente tridngulo distinguido

Q% U] = Q] = QL i = @2, [/ +1]  en K(proj(A)).

Aplicando el funtor cohomolégico Homy projay) (PS_,, —) al tridngulo anterior, y ya que

Homk proja)) (P2, Q%17 — 1]) = 0y Homyprojay (P2, Q% 1[j]) = 0, tenemos el
siguiente isomorfismo HomK(proj(A))(Pg_n, Q'Z_n[j]) &~ HomK(pmj(A))(Pg_n, Q°lj]). O

La siguiente definicién fue introducida por O. Iyama, en [Iy07], para hacer caracteriza-
ciones de las subcategorias inclinantes de conglomerado en mod(A) y mostrar la existencia
de sucesiones de Auslander-Reiten més altas en ellas.

Definicién 3.1.3. [Iy07, Seccion 1.1] Sea M € mod(A). El n-ésimo transladado de
Auslander-Reiten de M es 7,(M) := 7(Q""Y(M)), donde Q"(M) := Im(7™") es la n-
ésima sizigia de M calculada usando la resolucion proyectiva minimal de M.

Proposicién 3.1.4. Para M, N € mod(A), las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Paral < j<mn:siHomy(N,7;(M)) =0, entonces
Homys ooy (P (M), PS_ (N)[5]) = 0.
Mads aun, la reciproca vale en éste caso para j = n;
(b) Paran>2y1<j<n:Exth(M N)=0 si, y sdlo si,

Home(proj(A))(P.Z—n(M)a P.Z—n(N) [J]) =0.

Demostracion. (a) Sean 1 < j < ny f*: PL (M) — PL_ (N)[j] en C(proj(A)). El
morfismo anterior induce el siguiente diagrama

Pi(M) 2 L)

-

P=H(N) —=PO(N),

Dado que Homp (N, 7;(M)) = 0y 7;(M) = 7(~1(M)), por el Lema 1.8.5, se tiene que
Homge (proj(a)) (P (M) — PTIHY(M)), (P~Y(N) — P°(N))[1]) = 0. Por lo que existen mor-
fismos 5 : PIY(M) — PON) y & : PI(M) — P~Y(N) tales que f7 = sm;/ + 7y's’.
Luego, como j < n, podemos aplicar el Lema 3.1.1 (a) para obtener que m(f*) = 0. Asi pues,

Home(prOj(A)) (P.zfn(M% P.zfn(Nﬂj]) =0.
Para el caso j = n, tenemos que

Homg (proj(a)) (P _ (M), PL_,(N)[n]) = Homg (proj(ay) (P77 (M) — P72+1(M)), (P~H(N) — PO(N))).

Entonces, por el Lema 1.8.5, se concluye que Homgs (proj(ay) (P, (M), PL_(N)[n]) = 0si, y
sélo si, Homy (N, 7,,(M)) = 0.
(b) Seann > 2y 1 < j < n. Por el Lema 1.3.19, se tiene que

Ext) (M, N) =0 <= Homgproja))(P*(M),P*(N)[j]) = 0.
(=) Sea Ext} (M, N) = 0. Por el Lema 3.1.2, es suficiente probar que
Homk proj(ay (P2 - (M), P*(N)[j]) = 0.
Sea f* : PL_ (M) — P*(N)[j] en K(proj(A)). Ya que H*(P*(N)[j]) =0V k < —j — 1, por
el Lema 3.1.1 (b), existe f* : P*(M) — P*(N)[j] en C(proj(A)) tal que f*lps () = f°*.

Usando que 7(f*) = 0, obtenemos que m(f*) = 0. .
(=) Sea Homys (proja) (PL_o (M), PL_ (N)[j]) = 0. Veamos que Ext) (M, N) = 0. Por el
Lema 1.3.19, es suficiente probar que

Hom proj(a)) (P* (M), P*(N)[j]) = 0.
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Sea f*: P*(M) — P*(N)[j] en C(proj(A)). Consideremos la restriccién
0= Flpe o - Po_o(M) = PAV)[L

Por el Lema 3.1.2, se tiene que 7(¢g®*) = 0y como HX(P*(N)[j]) =0V k < —j —1, concluimos
del Lema 3.1.1 (a) que 7(f*) = 0. O

Definicién 3.1.5. Sea X C mod(A). La categoria 7,-perpendicular de X es
Xtmo=tor (X)) N (NP,

Note que en el caso n = 1, X+ = 1or(X). Esto hace que la definicién anterior, sea una
generalizacion de la nocion de rigidez.

Teorema 3.1.6. Sean M, N € mod(A) y n > 1. Entonces, PS_ (N) € PL_, (M) si, y
solo si, N € M+ . En particular, P$_ (M) es presedimentado en K*(proj(A)) si, y sdlo si,
M e Mtm.
Demostracion. Sean M, N € mod(A). Note que
Home(proj(A))(P.Z—n(M)’ P‘Z—H<N) [j]) =0 paraj > Mn.

Luego, para n = 1, por la Proposicién 3.1.4 (a) tenemos que P%_ (N) € P‘Z_H(M)Ll, siy
s6lo si, N € M+n = Lor(M).

Para n < 2, por la Proposicién 3.1.4 tenemos que P%_ (N) € PS_ (M), si, y sélo si,
N e tor,(M)nn M. O
Definicién 3.1.7. Sea n € N*. Decimos que M € mod(A) es m,-rigido si M € M=+,
Observacién 3.1.8. Sea M € mod(A). Para n = 1, tenemos que

Mt = Lo (M) N, M+ = tor(M).

Por lo tanto, M es T -rigido si, y solo si, M es T-rigido.

El siguiente resultado muestra en particular que los A-mdédulos 7,-rigidos son una gene-
ralizacion de los A-médulos n-inclinantes.

Corolario 3.1.9. Sean M € mod(A) y j € NT. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen :

(a) ~om;(M) € M
(b) si pd(M) < j, entonces *o7;(M) = M+ y M*7 = M*.
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Demostracion. (a) Se sigue de la Proposicién 3.1.4, considerando n := j + 1.
(b) Notemos que pd(~*(M)) < 1 ya que pd(M) < j. Entonces, por el Lema 1.2.9 (a),
tenemos los siguientes isomorfismos

Ext) (M, N) 2 Ext} (€ ~1(M), N) 2 DgHomy (N, 7,(M)) ¥ N € mod(A)

y asi ~07;(M) = M. Por otro lado, como pd(M) < j se tiene que M+ = N_, M. Por lo
tanto M~ = M+ ya que *or;(M) = M. O

El préximo ejemplo nos muestra un A-médulo 7,-rigido de dimension proyectiva infinita.

Ejemplo 3.1.10. Sean S € mod(A) un simple inyectivo de dimension proyectiva infinita.
Entonces S es 1,-rigido ¥ n € NT. En efecto, dado que S es inyectivo, es suficiente probar
que Homy (S, 7,(S)) = 0. Supongamos que eziste un morfismo no nulo f : S — 7,(S) en
mod(A). Puesto que S es simple inyectivo y f # 0, tenemos que S es un sumando directo
de 7,(S) contradiciendo el Lema 1.2.9 (d).

En [AIR14, Teorema 2.10], se muestra que cualquier A-médulo 7-rigido M admite un A-
modulo 7-rigido N tal que M & N es 7-rigido y rk(M) +1k(N) = rk(A). El siguiente ejemplo
nos muestra que esto no es necesariamente cierto para A-mdédulos 7,-rigidos con n > 2.

Ejemplo 3.1.11. [RS89, Ejemplo 2] Sean k un campo y A el cociente de la k-dlgebra de
caminos kQ/I, donde @Q es el siguiente carcaj y I := (Ba, ad, §v)

Note que S(1) tiene dimensidn proyectiva 2 y S(1) € S(I)L. Entonces por el Corolario
3.1.9 (b), tenemos que S(1) es Ty-rigido. Supongamos que existe M € mod(A) inescindi-
ble, M # S(1), tal que S(1) & M es mo-rigido. Por el Corolario 3.1.9 (a) tenemos que
(S(D@&M)t C M nM*2NS(1) NS(1)™*. En particular, tenemos que Ext% (M, S(1)) =0,
Ext%(S(1), M) = 0 y Exti (M, M) = 0. Por los arqgumentos dados en [RS89, Ejemplo 2| con-
cluimos que M tiene una representacion

oM (2)

M(«
) M(B)L LM(W)

M = oM1) - ¢M(3)
M(9) ’
donde M(B) es un monomorfismo y M(vy) es un epimorfismo. Puesto que M(8)M(a) =0
y M(6)M(y) = 0 se tiene que M(a) = 0 y M(6) = 0. Usando que M es inescindible, se
obtiene que M(1) =0 y que M(B) y M(vy) son isomorfismos. Por [ARS95, Teorema 7.5] se
tiene que Exth (M, M) # 0 lo cual es una contradiccion probando que S(1)@® M no puede ser
To-rigido para cualquier M € mod(A) inescindible y M 2 S(1).
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El siguiente resultado es una extensién de [AIR14, Proposicién 2.5], el cual es fundamental
para mostrar una funcién inyectiva entre clases de isomorfia de pares 7-rigidos y el grupo de
Grothendieck de K’(proj(A)), ver [AIR14, Teorema 5.5].

Para X := @], X; y Y := &7V} en una categoria aditiva C, a cada morfismo f : X =Y
lo podemos denotar por medio de una matriz f = (fi;), con f;; = mfu; : X; = Y;, donde
p; es la j-€ésima inclusién natural y m; es la ¢-ésima proyeccién natural.

Lema 3.1.12. Sean Y = &]L,Y; y X = &1 X; en una categoria aditiva C. Entonces,
ferade(X,Y) si, y solo si, fj; €rade(X;,Y;)V1<i<n, V1<j<m.

Demostracion. (=) Se sigue del Lema 1.1.8, ya que rade es un ideal en C.
(<) Se sigue de que f = > >, i fimi ¥ que rade es un ideal en C por el Lema
1.1.8. O

Corolario 3.1.13. Sean C una categoria Krull-Schmidt y X, Y € C. Entonces,
add(X)Nadd(Y) =0
si, y solo si, Home(X,Y) = rade(X,Y).

Demostracion. (<) Sea Z € ind(A) tal que Z | X y Z| Y. Luego, se tiene la descomposicién
en inescindibles en C X =117 X;, Y = 7", Y; con X; = Z = Y. Consideremos las inclu-

X 1Y correspondientes a cada descomposicién

siones ¥, ,u}/ y las proyecciones naturales m;*, ;

en suma directa. Luego, para f : X — Y, con f := u} 7. tenemos la matriz f = [fi;]mxn,
donde fi; = 7} (¥ 7)ps¥ = 1. Ahora, por el Lema 3.1.12, 15 = f1; € rade(Z, Z), lo cual
contradice la Proposicién 2.2.14 (c).

(=) Se sigue de la Proposicién 2.2.14 (c) y el Lema 3.1.12. O
Corolario 3.1.14. Sea M € mod(A) 7,-rigido. Entonces, add(P°(M))Nadd(P~™(M)) = 0.

Demostracién. Sea f: P~"(M) — P°(M) un morfismo en mod(A). Consideremos el morfis-
mo f*:P%_ (M) — P%_ (M)[n], dado por el siguiente diagrama conmutativo

0 P—(M) =~ Pl2(M) 0 0.
N
H =P (M) —~P(M) 0 0—=0

™

Por el Teorema 3.1.6, se tiene que 7(f*) = 0 y con ello obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

P~ (M) =P (M)
39 e - e

P71 (M) —=PO(M).

a1

-
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Por el dual del Lema 1.1.9, se tiene que
7" € rady(P7"(M), P (M)

y 71 € rady(P~H(M),P°(M)). Asi pues, f € rady(P™(M),P°(M)). Por tltimo, por el
Corolario 3.1.13, se concluye que add(P°(M)) Nadd(P~™(M)) = 0. O

El dltimo resultado de esta seccién da una condicion necesaria y suficiente, en la categoria
de moédulos, para que los médulos 7, 1-rigidos sean 7,,-rigidos.

Lema 3.1.15. Seann e Nt me[l,n]yP*:=--- 0P "' 5P —5... 5P =0
presedimentado en KP(proj(A)). Entonces,

Home(pmj(A))(ngn, ngn[m]) =0 si, y solo si, Homp (P~ 1, H™ "(P*)) = 0.

En particular, Homp (P™""L, H™*(P*)) =0V k € [0,n— 1] si, y sdlo si, PS_,, es presedimen-
tado en KP(proj(A)).

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta que se escinde (grado a grado)
0P, > P =P " ' [n+1] >0

en C(proj(A)), la cual induce el siguiente 7y : PS_, — P* — P="D[n41] — P2_ [1] € Aen
KP(proj(A)). Usando que P* es presedimentado y aplicando el funtor Homyo (proj(a)) (—, P*)
a 1, se obtiene la siguiente sucesion exacta

0— Home(proj(A))(ngna P'[m]) — Home(prOJ—(A))(P—”_l[n}, P'[m]) — 0.
Luego, por el Lema 3.1.2, es suficiente probar que:

Homgs (rojay (P~ [n], P*[m]) = 0 <= Hom(P~"~', H"*(P*)) = 0.

proj
Usaremos para ello la sucesion exacta de cohomologia
0 s Bnn(p?) 220, gmen(pey S gmen(pey L g,

(=) Sea f : P71 — H™™(P*). Por lo que existe f' : P7""! — Z™™(P*) tal que
qf" = f. Notemos que tenemos el siguiente diagrama en proj(A)

0 p-—n-t 0
| |
menfl pm—n men+1 .
dg:nfl d'r};t:n

Como Homgos proj(a)) (P~ [n], P*[m]) = 0, existe g : P~"~" — P™ "1 tal que
VB! = A B
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y dado que 7™ es un monomorfismo, se tiene que f = B "a'pe " 'g. Luego,

f=af =qBpapi g =0.

(<) Sea f* : P7""'[n] — P*[m] en C(proj(A)). Luego, f := f™ : p~"1 —» pm™n
satisface que dp. " f = 0. Por lo que existe g : P71 — Z™ 2(P*) tal que vpe "g = f. Dado
que Homy (P71 H™™(P*)) = 0, se tiene que qg = 0. Por la propiedad universal del kernel,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo en mod(A)

anfl
k P g g
_ - 3n
m—n—1 m—n . m—n . m—n °
P B (P*) ——= 2" (P?) —= H" " (P*).

am—n—l Bg.fn

P.

Puesto que P~""! es proyectivo, existe k : P~ 1 — Pm =1 ta] que a’];._”_lk = h. Por lo
tanto, f = ype "g = Yo "B "h = yp B ok = dipe ™k y asi (f*) = 0, por lo
que Homgo (proj(a)) (P~ [n], P*[m]) = 0. O

Definicién 3.1.16. Sea M € mod(A). Decimos que M es sincero si Homp (P, M) # 0V
P € proj(A), con P # 0.

Corolario 3.1.17. Seann € N* y M un A-mddulo 7,1-rigido. Entonces M es 1,-rigido s,
y sdlo si, Homy (P~ Y(M), M) = 0. En particular, si pd(M) > n y M es sincero, entonces
M no es 1,-rigido.

Demostracion. Del Teorema 3.1.6, se sigue que PS_,_; (M) es presedimentado en K" (proj(A)).
Por el Lema 3.1.15, se tiene que P$_ (M) es presedimentado en KP(proj(A)) si, y sélo s,

Homy (P~ (M),H™(P%_, ,(M))) =0 VYmel[0,n—1].

Dado que H™(PS_, (M)) = 0V 1 < m < n — 1, lo iltimo es equivalente a que
Homy (P~2~Y(M),HY(PS_, ,(M))) = Homy (P~"1(M), M) = 0.

Por tltimo, supongamos que pd(M) > n y M es sincero. Dado que pd(M) > n, se sigue
que P 1(M) # 0. Como M es sincero, se tiene que Homy (P~ 1(M), M) # 0. Por lo
anterior, M no es 7,-rigido. O

3.2. Modbdulos 7,-inclinantes completos

El objetivo principal de esta seccién es introducir los A-mddulos 7,-inclinantes completos,
ver su relacién con los objetos sedimentados en K?(proj(A)) y los A/I-médulos n-inclinantes,
donde I < A es sincero. Lo anterior es una extensiéon natural al resultado dado, en [Jal5],
entre A-médulos 7-inclinantes y A/I-mdédulos n-inclinantes, donde I < A, es sincero y la
relacién dada en [AIR14] entre A-mddulos 7-inclinantes y los complejos sedimentados de
2-términos en Kb(proj(A)).
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Definicién 3.2.1. Sea M € mod(A). Decimos que M es:
(a) T,-inclinante si PS_ (M) es sedimentado en K*(proj(A));
(b) T,-inclinante completo si es 7,-inclinante y inj(A/ann(M)) C M1,

El siguiente resultado muestra algunas caracterizaciones de los médulos n-inclinantes a
partir de los mdédulos 7,-inclinantes.

Lema 3.2.2. Para un M € mod(A), consideremos las propiedades.
(a) M es n-inclinante.

)
b) coresdimagqany(A) < n.
c) M es fiel.

)

(
(
(d) pd(M) <n.

d
Entonces, se tiene que (a) = (b) = (c) se satisfacen. Mds ain, (¢) = (d) se satisface si

M € to(7,(M)); y (d) = (a) se satisface si M es T,-inclinante. En particular, las condiciones
anteriores son equivalentes si asumimos que M es T,-inclinante.

Demostracion. (a) = (b) Se sigue de la definicién.

(b) = (c) Se sigue del Lema 1.5.2.

(c) = (d) Sea M € *o(1,,(M)), con M fiel. Por el Lema 1.5.2, existe una sucesién exacta
0 - K - M — Dpw(Ar) — 0 en mod(A), con M" € add(M). Aplicando el funtor
Homy (—, 7,,(M)) a la sucesién exacta anterior, tenemos la siguiente sucesién exacta

0 — Homp (Dpor(Ap), Tn(M)) — Homy (M’ 7,,(M)) = 0.

Por el Lema 1.2.9 (b), obtenemos que pd(M) < n.
(d) = (a) Sea M Ty-inclinante y pd(M) < n. Notemos que P%_ (M) = P*(M) y como
P% (M) es sedimentado en K®(proj(A)) se concluye, del Lema 1.6.3, que M es n-inclinante.
]

La siguiente observacion justifica la definicién anterior, ya que muestra que las nuevos
modulos generalizan algunos trascendentes en la teoria de representaciones.

Observacién 3.2.3. Para un M € mod(A), tenemos lo siguiente.

= Si M es T-inclinante, entonces M es 1i-inclinante completo. En efecto, sea M T-
inclinante. Luego, por [AIR1/4, Proposicion 3.7, se tiene que M es 1 -inclinante.
Ahora, como M es fiel como AJann(M)-mddulo, se sigue del Lema 1.5.2 (c¢) que
inj(A/ann(M)) C gen(M). Finalmente, por |[AIR14, Teorema 2.12], concluimos que
gen(M) = *o(r(M)) = M.
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» 51 M es n-inclinante, entonces M es T,-inclinante completo. En efecto, sea M n-
inclinante. Dado que P%_ (M) = P*(M), se sigue del Lema 1.6.3 que M es T,-
inclinante. Dado que M es fiel (ver Lema 3.2.2) como A-mddulo, se tiene que

ann(M) = 0.
Luego, por el Corolario 3.1.9, tenemos que inj(A/ann(M)) = inj(A) C M+ = M+,

Los siguientes resultados técnicos se necesitan para el resultado principal de este trabajo.
El cual es una caracterizacion de los A-mddulos 7,-inclinantes completos en términos de
modulos 7,-rigidos y conceptos conocidos en teoria de representaciones.

Lema 3.2.4. Paran > 1 y una familia de tridngulos distinguidos

N fZ' . ° ° n—
{ni: PP =P (M;) = Py, — P},
en K (proj(A)), donde Py :=P2_(My) y P§ € K"<(proj(A)), las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Para cadar € [1,n— 1], existe una sucesion ezacta 0 — HY(P?) — M, — H(P?,;) = 0

en mod(A).

. > 0/ ey HORD)

(b) Ewxiste una sucesion exacta H*(Py) ——— My — --- — M, — 0 en mod(A).
Demostracion. (a) Dividiremos esta prueba en las siguientes partes a verificar:

(i) HY(P:_,) =0V ke (—n+4,0) yie[0,n—1].

Procederemos por induccién sobre i € [0,n — 1].

Es claro que P; :=P%_ (M,) cumple la afirmacién.

Veamos que si P;_, cumple la afirmacién, entonces P;_, ; la cumple, con i < n — 2.
Aplicando el Teorema 1.3.16 al triangulo 7,,_;_1, tenemos las siguientes sucesiones exactas

0=H"Y(P:,) — H(P?

n—i—1

) = HY(P_,(My—i—1)) =0 Vke(—n+i+1,0).
Por lo tanto, H¥(P?*_, ) =0V k € (—n +i+ 1,0); y por induccién se sigue (i).

(ii) P? € Kb=(proj(A)) V r € [0,n].

Procederemos por induccién sobre r € [0,n]. En efecto, por hipdtesis F§ cumple la
afirmacion.

Aseguramos que si P? cumple la afirmacién, entonces P? ; también la cumple, donde

r € [0,n — 1]. Aplicando el Teorema 1.3.16 al tridngulo

Ny = Pr. ﬁ P;—n(MT) - Pr.—i-l - Pr.[1]7

tenemos la sucesién exacta
0=H"PL_,(M,)) = H (P > H(P) =0 VkeN U{-1}.
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Ya que H'(P?,) =0y H(P?) =0V r € [1,n — 1], por el Teorema 1.3.16, se tienen las
siguientes sucesiones exactas 0 — H(P?) — M, — H(P?,;) — 0 en mod(A) V r € [1,n—1].
(b) Aplicando el Teorema 1.3.16 al tridngulo distinguido

.‘f. L] L] L]

Ya que Py € K*=0(proj(A)), se tiene la siguiente sucesién exacta, puesto que H(Pg) = 0,
O( re

HO(FY) T, My — H(P?) — 0 en mod(A). Por (a), se obtiene la siguiente sucesién exacta
O( re

H°(Fg) MMO%“-%HO(R;) = M,, — 0 en mod(A). O

El siguiente resultado muestra como la categoria 7,-perpendicular en los moédulos 7-
inclinantes, emula a la categoria perpendicular a derecha en los médulos n-inclinantes.

Proposicién 3.2.5. Sea M € mod(A) 7,-inclinante. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) Si P*ePS_ (M)*> en K'(proj(A)), entonces H(P*) € gen, (M).
(b) M- = gen, (M).
(c) Mt es preenvolvente.

Demostracion. (a) Por el Lema 1.6.9 (b) existen tridngulos distinguidos
{ni: B} = PL_(Mia) = Py — PP{1]},

en K’(proj(A)), donde P, := P*, Py :=P%_ (M) y {M;};1} C add(M).

Afirmamos que P¢ € K5=O(proj(A)) V k € [0,5 + 1]

Es claro que FS :=P%__(Mj) cumple la afirmacion.

Veamos que que si P_,; cumple la afirmacién entonces P, ; también, donde k € [0, s].
Aplicando el Teorema 1.3.16 al tridngulo distinguido 7, tenemos la siguiente sucesién exacta
0=H"(P%_,(Myt1)) = H™(P2,,) — H™(Pg) =0V m e N*.

Por el Lema 3.2.4 (b) se tiene una sucesion exacta

HO(PS.—(n—l)) — Ms—(n—1)+1 —> s — Ms+1 — HO(P.) — O en mOd(A)

Dado que H'(P?_
obtenemos la siguiente sucesién exacta HO(P;_(N_I)_I) — My_(n—1) — HO(PS‘_(n_l)) — 0 en
mod(A). Con lo cual, My_(n—1) = Ms_(n_1)41 — - -+ = M1 — H°(P*) — 0 es una sucesién
exacta en mod(A). Por lo tanto, H(P*) € gen, (M).

(b) Sea X € M*m. Por el Teorema 3.1.6 se sigue que P%__(X) € PS_ (M)+>° y por (a)
X = HO(Ps_, (X)) € gen, (M). ) )

Sean Y € gen, (M). Por el Lema 1.3.20 existen

(n—l)—1> = 0, aplicando el Teorema 1.3.16 al triangulo distinguido 1,_(,—1)—1,

{0 = Pp, = P (M) = Py — PRl € A,
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en K(proj(A)), donde Py = P*(Y) y {M™}I'_, C add(M). Sea k € [1,n]. Aplicando el funtor
Homg (proj(a)) (P, (M), —) a n, se tienen las siguientes sucesiones exactas, por el Teorema
3.1.6 y el Lema 3.1.2,

0= (PL_, (M), P*(MM)[i]) = (PS_, (M), P2, [i]) — (PL_, (M), P2li +1]) = (P%_, (M), P*(M¥)[i + 1]) = 0,

Vi e N*, donde (X*,Y*) := Homgproj(a)) (X*®,Y*). Por lo que
(PL_ (M), P*(Y)[i]) = (PL_,(M),Pyli+m+1]) =0Vie N

Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.1.2 se concluye que Y € M=,
(c) Sea N € mod(A). Por el Lema 1.6.9 (c) existe

n:Qt =Py (N) 2 pr @iy en
en K'(proj(A)), con P* € PL_ (M)=0 y Q° € Lo(Py_ (M) *>0).

Veamos que H%(g*) : N — H°(P*) es una M*m-preenvolvente. En efecto, por (a) y (b),
se tiene que H°(P®*) € M+m. Sea f : N — K un morfismo, con K € M*=. Por el Lema
1.3.17 existe un morfismo f* : P$_ (N) — P%__ (K); por el Teorema 3.1.6 se sigue que
P (K) € P%_ (M)*>°. Por lo que se tiene la siguiente sucesién exacta,

HOme(proj(A))(W(g'),P'zin(K))

Homgs (proj(ay) (P°, PL_, (K)) Homgs (proj(a)) (P (V), PS_,(K)) — 0.

proj(A

Asi pues, existe h* : P* — P%_ (K) tal que w(h*g®) = 7(f*). Se concluye que
HO(h*)HO(g°) = HO(f*) = f.

Por lo tanto, H%(¢®) : N — H°(P*) es una M~ -preenvolvente. O

Lema 3.2.6. Sea M € mod(A) 7,-rigido. Entonces, M+ es gruesa a derecha. Mas ain, si
M~ C gen(M) entonces add(M) es un generador relativo en M+

Demostracion. Dado que M*i y Lo7, (M) son cerradas por extensiones V i € [1,n) se tiene
que M1 es cerrada por extensiones.

Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesién exacta en mod(A), con A, B € M+ . Aplicando
el funtor Homy (M, —) a la sucesién exacta anterior tenemos la siguiente sucesion exacta,
por el Corolario 3.1.9 (a), 0 = ExtX (M, B) — ExtX(M,C) — Exti™ (M, A) =0V k € [1,n).
Luego, aplicando el funtor Homy (—, 7,,(M)) a la misma sucesién exacta tenemos la siguiente
sucesién exacta 0 — Homy (C,7,,(M)) — Homy (B, 7,(M)) = 0. Por lo que M+ es pre-
corresolvente y puesto que ML y Lo, M son cerradas por sumandos directos V i € [1,n),
concluimos que M+ es gruesa a derecha.

Supongamos que M+= C gen(M). Sea X € M~m. Por hipétesis existe una sucesiéon
exactan:0—Y — M % X =0, con g: M’ — X una add(M)-precubierta.

Veamos que Y € M+ Por el Lema 1.3.20 aplicado a 7 existe un tridngulo distinguido

P*(Y) — P*(M’) e, P*(X) — P*(Y)[1] en K(proj(A)), donde H%(g*) = g. Aplicando el

70



funtor Hom proj(ay) (P2 _, (M), —), se tienen las siguientes sucesiones exactas por el Teorema
3.1.6 y el Lema 3.1.2,

(e (), Po () =22 (pe (), Pe(X)) > (PL_ (M), PR(YV)[I]) — (PL_ (M), P*(MY)[1]) =0,

0= (P, (M), P*(X)[k]) = (P _,(M), P*(Y)[k +1]) = (PL_,(M),P*(M')[k +1]) =0 V k € N,

donde (X., Y') = HomK(proj(A))(X',Y').

Aseguramos que Homyproj(a)) (P2, (M), 7(g*%)) es un epimorfismo. En efecto, para un
morfismo f*: P%_ (M) — P*(X) en C(proj(A)), existe k : M — M’ tal que H°(f*) = gk,
ya que g : M’ — X es una add(M)-precubierta. Por el Lema 1.3.17 existe un morfismo
k* : P*(M) — P*(M’) en C(proj(A)) tal que H°(k*) = k. De nuevo, por el Lema 1.3.17 se
tiene que 7(f*) = m(g°k*®). Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.1.2 se tiene que Y € M- Por
lo tanto add(M) es un generador relativo en M=+, ]

Lema 3.2.7. Sean n < 0 y P* € C%(proj(A)) tales que
H®™(P*)=0 Vme (n,0);

P* =0V k<n yH(P*) =M. Entonces P% (M) | P* en C(proj(A)).

Demostracion. Veamos que se cumple el resultado por induccién sobre —n.
Para —n = 1. Dado que P°(M), P~Y(M), P° y P~ son A-mdédulos proyectivos, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

P=1(M) 2 PO(A) T

AP
| H

P (M) = PO(M) > M —0.
T

Dado que 7}, es minimal a derecha, existe v : P*(M) — P°(M) tal que Say = 1poas) = vfa.

Ya que 7%, = 7%,8a se sigue que 7%,y = 79,. Por lo que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

T

PL(M) T PO B

o]

P~ (M) —= P(M) = M ——0.
T
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Notemos que 7, = yBar,} = 7,7 8'a’. Puesto que 7;; es minimal a derecha se tiene que
7'’ es un isomorfismo se tiene que el siguiente morfismo es un isomorfismo en C(proj(A))

P (M) 2 PO( A1)

y WL H

Por lo tanto,

es invertible a izquierda en C(proj(A)), ya que o y o/ son invertibles a izquierda.
El caso —n — 1, es similar al caso —n = 1. O

Proposicién 3.2.8. Sea M € mod(A) inescindible. Entonces, P$_ (M) € Kb(proj(A)) es
inescindible. En particular, si N € mod(A), entonces rk(N) = rk(P%_ (N)).

Demostracion. Sea PS_ (M) = P*® Q*® en K*(proj(A)). Dado que el funtor de cohomologia
HO(—) : Kb(proj(A)) — mod(A) es aditivo, se tiene que H°(P*) @ H(Q®) = M. Ahora,
ya que M es inescindible, se puede asumir que H°(P®*) = M. Anédlogamente, se sigue que
HX(P*) =0V k € [1—n, —1]. Por el Lema 3.2.7 se obtiene que P%__ (M) | P* en K(proj(A)).
Puesto que P* | PS_ (M) y Kb(proj(A)) es una categoria Krull-Schmidt, se concluye que
P (M) = P*yasi Q* = 0. Por lo tanto, P%__ (M) es inescindible en K®(proj(A)). O

Lema 3.2.9. Sean n > 0, P* € C=°(proj(A)), M € mod(A) y f* : P* — PS_ (M) un
morfismo en C(proj(A)), con M' € add(M). Si HO(f*) : H(P*) — M’ es una add(M)-

preenvolvente, entonces
HomK(proj(A))(f', P'(M”)) . HomK(proj(A)) (P.Zin(Ml), P.(M”)) — HomK(prOj(A))(P', P'(M”))
es un epimorfismo ¥ M" € add(M).

Demostracion. Sean M" € add(M) y h* : P* — P*(M") un morfismo en C(proj(A)). Dado
que H°(f*) es una add(M)-preenvolvente existe t : M’ — M" tal que tH°(f*) = H°(h®). Por
el Lema 1.3.17, existe t* : P$_ (M') — P*(M") en C(proj(A)) tal que H°(¢*) = t. Dado que
HO(t*f*) = tHO(f*) = H°(Rh®*) se concluye del Lema 1.3.17 que 7(t*)7(f*) = n(h*). Por lo
tanto,

HomK(proj(A))(f', P.(M”)) . HomK(pmj(A)) (P.Z—n(M/)7 P.(M”)) — HomK(proj(A))(P°, P.(M”))

es un epimorfismo. O
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Lema 3.2.10. Sean M € mod(A) tal que M € M~ y sucesiones ezactas
{T]ZO—>NZ£MZ—>NZ+1—>O ?;01

en mod(A), donde {M;}'- C add(M) y N, € add(M). Si M € N}

., entonces f; es una
add(M)-preenvolvente ¥ i € [0,n — 1].

Demostracion. Sean j € [0,n — 1] y M’ € add(M). Aplicando el funtor Homy(—, M’) a
las sucesiones exactas 1;4; V ¢ € [0,n — 1 — j] se obtienen las siguientes sucesiones exactas

Hommy (M, M) 220 pomy (N, MY) — Ext! (N1, M') — Extl (M;, M') = 0,
0 = Ext{™ (M1, M') — BExtiH(Niyy, M') — BExty"?(Njyo, M) — Exti? (Mo, M") = 0.

Por 1o cual se tiene que Ext}(Njyi, M') = Exth ?(N,, M) = 0. Por lo tanto, f; es una
add (M )-preenvolvente. O

El siguiente resultado tiene sus origenes en una igualdad en [AIR14, Lema 3.5].

Lema 3.2.11. Sean P* € C=°(proj(A)) y M € mod(A). Entonces Homy(H°(P®), M) = 0
si, y solo si, Homg proj(ay) (P*, P*(M)) = 0.

Demostracion. (=) Sea f*: P* — P*(M) en C(proj(A)). Luego, existe f : H'(P®*) — M tal
que el siguiente diagrama conmuta.

dpe

p- P’ —=>H(P*) —0

fll ]fo jf

P(M) — P(M) ——— AT ——0,
T M

Dado que Homy (H°(P*®), M) = 0 se tiene que f = 0, con lo cual 7,f° = 0 y asi existe
t: P° — P7Y(M) tal que 7/t = f° Puesto que HY(P*(M)) = 0V k < —1, se sigue del
Lema 3.1.1 (a) que 7(f*) = 0.

(<) Sea f : H(P*) — M un morfismo en mod(A). Por el Lema 1.3.17 existe un morfismo
f*: P* — P*(M) en C(proj(A)) tal que el siguiente diagrama conmuta

—1
Pt o PPty ——0
flt jfo lf
— P (M) —= P (M) —— M 0
T T Ar

Dado que Homg proj(a) (P, P*(M)) = 0, existe t : P* — P~1(M) tal que 7/t = fO y asf

0 =747/t =70 "= fp. Puesto que p es un epimorfismo, se concluye que f = 0. O
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Lema 3.2.12. Sean P* un objeto presedimentado en K(proj(A)) y Q* € +>°P* en K(proj(A)).

Sin:Q° ope 5 R Q°[1] es un tridngulo distinguido en K(proj(A)), donde f* es una
add(P*)-preenvolvente, entonces R® € +>0P*.

Demostracién. Aplicando el funtor Homg proj(a)) (—, P*) an se tienen las siguientes sucesiones
exactas, ya que P* es presedimentado en K(proj(A)) y Q® € t>0P*,

Homy (proj(a)) (/*,P®)

Homg proj(a)) (P'®, P*®) Hom (proj(a)) (Q®, P®) — Homy (proj(a)) (R, P®[1]) = Homy proj(ay) (P'®, P[1]) = 0,

0= HomK(proj(A))(Q.v p* [k]) - HomK(proj(A))(R.a P.[l + k‘}) - HomK(proj(A))(Pl.v P.[l + k]) =0
YV k € NT. Por lo tanto, R® € >0 P°. O
Lema 3.2.13. Sea f*: Plm| — P* € C(proj(A)) con H®(P*) = 0. Entonces, w(f*) = 0.

Demostracion. Dado que d™f™ =0y H™(P*) = 0, existe un morfismo ¢’ : P — Z™(P*) tal
que f™ = ~T¢g'. Dado que P es proyectivo existe g : P — P™! tal que ¢’ = oﬁﬁ.’lg. Por lo
que f™ = dpg. Por lo tanto, 7(f*) = 0. O

Lema 3.2.14. Sean M € mod(A) sincero y A := A/ann(M) tal que M es un A-mddulo
inclinante. Entonces la subcategoria X C mod(A) con

X :={Z € mod(A) | Ext5(M,Z)=0Vi>1},
satisface que H0X = 0.

Demostracion. Dado que M es sincero, se sigue que todo simple S € mod(A) satisface que
ann(S) D ann(M). En particular, todo A-médulo simple es automdticamente un A-médulo
simple.

Sea S un A-médulo simple. Dado que S es A-médulo y M es A-inclinante, se tiene por
el Lema 1.5.4 (¢) que existe una sucesién exacta 0 — S — X — C' — 0 en mod(A), con
XeX.

Aseguramos que, para N € 20X se tiene que Homy(N,S) = 0 para todo simple S.
En efecto, sean N € “°X y S un A-médulo simple. Luego, existe una sucesién exacta
n:0—-S5—=X —C — 0, con X € X. Aplicando el funtor Homs (N, —) a 7, se tiene
la siguiente sucesién exacta 0 — Homy (N, S) — Homy (N, X); y como Homy (N, X) = 0,
concluimos que Homy (N, S) = 0.

Veamos ahora que *°X = 0. Sea N € °X. Supongamos que N # 0. Sea

0<N <N <--- <N, =N
una serie de composicion de N. Luego, se tiene la siguiente sucesién exacta
0= Nyy— N5 N/N,.; =0

con N/N,_; simple. Por lo que vimos antes, sabemos que p =0y asi V,_; = N. Luego, por
el Lema 1.2.13 se tiene /(N) = ¢(N,,—1) + 1 =¢(N) + 1, lo cual es absurdo; probandose que
N =0. m
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Lema 3.2.15. [Zil/, Proposicion 3.5.19] Sean A una categoria abeliana y X € A. Entonces,

para cada i € Z, el cocomplejo X2y -+ — 0= X KX 50— que esta centrado en
los grados i, i + 1 es cero en K(A).

Lema 3.2.16. Para X* € C(mod(A)) y n € Z, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si X7 =0V j<nydy. esinvertible a izquierda, entonces existe Y* € C(mod(A)) tal
que YF =0V k<n+1,Y"| X* en C(mod(A)) y X*=2Y* en K(mod(A)).

(b) Si X7 =0V j>nydy' es un invertible a derecha, entonces existe Y* € C(mod(A))
tal que Y¥ =0V k>n—1,Y*| X* en C(mod(A)) y X* = Y* en K(mod(A)).

Demostracién. Dado que d%. es invertible a izquierda, existe Y | X" tal que

Xn @ Y — Xn+1.

Notemos que tenemos el siguiente isomorfismo X*® = (X" oy XM[-n]®d (Y — X" - ...)

en C(proj(A)). Por el Lema 3.2.15, se sigue que X®* &Y — X" — ... en K(mod(A)).
(b) Es andlogo a (a). O

Proposicién 3.2.17. Sean M € mod(A) sincero, A := AJann(M), tal que M es un A-
médulo inclinante y P* € CI=%(proj(A)), con s > 0. Si P*(M) € (P*)*>0, entonces las
siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Homg(projay (P*,P*(X)) =0V X € M+ en mod(A);
(b) H(P*) = 0;
(c) P* =0 en K(proj(A)).

Demostracion. (a) Sea X € M=+ en mod(A). Por el Lema 1.5.4 (b), se tiene una sucesién

1 0 — .
exacta - — M' L M* L X S 0en mod(A), donde {M7};eny € add(M). Se consideran
las siguientes sucesiones exactas 0 — Im(f**1) — M* — Im(f*) — 0 en mod(A) V k € N.
Por el Lema 1.3.20 se obtienen los siguientes triangulos distinguidos

M+ P (Im(f*) — P*(M*) — P*(Im(f*)) — P*(Im(f*))[1]

en K(proj(A)) V k € N. Sea k € N. Aplicando el funtor Homg (proj(a)) (P*, —) a 7 se tienen
las siguientes sucesiones exactas, ya que P*(M) € (P*®)*+20,

0= (P*,P*(M")[k]) — (P*,P*(Im(f*))[k]) — (P*,P*(Im(f**"))[k +1]) — (P*,P*(M*)[k +1]) = 0,
donde (X*,Y*) := Homgproj(a)) (X*, Y*). Entonces,
Hom proj(ay (P*, P*(Tm(£%))) = Homg proj(a)) (P*, P* (Im(f*))[1 + s]).

Dado que P" =0V h < —s, se sigue que Homg proj(a)) (P*, P*(Im(f*™*))[1 + s]) = 0. Por lo
que Homk proj(a)) (P*, P*(X)) = 0.
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(b) Sea Z € M+ en mod(A). Por (a) y el Lema 3.2.11 se tiene que Homy (H°(P*®), Z) = 0
y por el Lema 3.2.14 se concluye que H°(P*) = 0.

(c) Veamos que existen {P}}jez-n+ C C(mod(A)) tales Py := P*, P?, = P’ en
K(proj(A)), Py, | P en C(proj(A)) y P € C(mod(A)). Note que P*,; = 0, ya que

P* € C==%(proj(A)).
Supongamos que ya esta construido P? con k < 0. Notemos que

Home(proj(A))(Pk: [k]7 P.(M) []]) = Home(proj(A)) (P.a P.(M)[] - k]) =0 \V/] € N+'

Por (b) se tiene que HX(P?) = 0 y asi dl;,kil es un homomorfismo sobreyectivo escindible.
Luego, por el Lema 3.2.16 (b) existe P, € C=<=!(proj(A)) tal que P¢_, | P en CP(proj(A))
y Pry = B en K(proj(A)).

Por lo anterior, P* = P? en K(proj(A)) con P* € K=7/(proj(A)) V j € N*. Por lo tanto,
P* =0 en K(proj(A)). O

El siguiente lema es una observacién estandar.

Lema 3.2.18. Sean T wuna R-categoria triangulada y X Ly % znh X[1] un tridngulo
distinguido en T . Entonces, f es un isomorfismo en T si, y solo si, Z = 0.

Teorema 3.2.19. Sean M € mod(A) 7,-rigido sincero, I := ann(M) y A := A/I. Entonces
M es 1,-inclinante completo si, y solo si, M es n-inclinante en mod(A).

Demostracion. (=) Por la Proposicién 3.2.5 (b) se tiene que M+ = gen,, (M), con lo cual
la subcategorfa M+™ se puede considerar en mod(A). Veamos que la subcategorfa M-
satisface las siguientes propiedades:

(i) M+ es saturada a derecha en mod(A):

Por hipétesis inj(A) € M+ y por el Lema 3.2.6 se sigue que M1 es saturada a derecha
en mod(A).

(ii) M+ es preenvolvente:

Se sigue de la Proposicién 3.2.5 (c).

(iii) mod(A) = (M+m)V .

Sea N € mod(A). Consideremos sucesiones exactas {0 — N; — I; — N;11 — 0}/ en
mod(A), donde {I}7—5 C inj(A) y Ny := N. Es suficiente probar que N,, € M+™. En efecto,
sea i € [1,n). Aplicando el funtor Homy (M,-) a las sucesiones exactas anteriores, tenemos
que Extl (M, N,,) = Ext} (M, N;). Por el Corolario 3.1.9 (a) se tiene que *o7,(M) C M+ y
se sigue que N, € M*i. Ahora, como I,,_; € *°7,,(M) se concluye que N,, € *o7,(M).

Por las propiedades anteriores de M+ en mod(A), se sigue del Teorema 1.5.12 que existe
un A-médulo n-inclinante basico T tal que

{X € mod(A) | Ext®(T,X) =0V m € Nt} = M+,

Veamos que add(M) = add(T). Notemos que T € M~ Por el Lema 3.2.6 se tiene una
sucesién exacta 0 — K — M’ — T — 0 en mod(A), donde K € M+t y M’ € add(M). Asf
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pues, la sucesién anterior se escinde. Dado que M es sincero, se tiene que rk(A) = rk(A).
Por el Lema 1.5.7, se tiene que rk(T) = rk(A) y por la Proposicién 3.2.8 y el Lema 1.6.7 se
concluye que rk(M) = rk(A). Por lo que rk(7T") = rk(M) y puesto que T' | M se deduce que
add(M) = add(T).

(<) Puesto que M es un A-médulo n-inclinante existen sucesiones exactas

en mod(A) V i € [0,n — 1], también en mod(A), tales que Ny := A, {M;}=}! C add(M) y
N, € add(M). En lo siguiente (—, —) denotaré a Homg proj(a)) (—, —)-
Construiremos {n; : P’ 1, P'Z_H(Mi) Py — Pr1] € AYS) en K(proj(A)) que

satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Fg = A[0];
(1) HO(P;+1> Nii Wi €0, 1]

) H

v) P

(111

(1

K(Po) =0V ke (—i—1,0),i€0,n—1];
*(M) e (P)> Vie[o,n—1].

Para i = 0, sea p : A — A la proyeccién canénica. Por el Lema 3.2.15 existe un morfismo
de cocomplejos f§ : A[0] — PS_, (M) tal que H°(fg) = fop. Consideremos el tridngulo
distinguido ng : A[0] 1, P (M) 2 P — A[1] en Kb(proj(A)) formado a partir del cono
de fg. -

Verifiquemos que 7 satisface las propiedades requeridas.

(I). Se sigue de la definicién.

(IT). Aplicando el Teorema 1.3.16 a gy se obtiene la siguiente sucesién exacta de A-mdédulos
A L2 My — HO(PP) = Ny — 0.

(I1I). Es inmediato.

(IV). Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.1.2, aplicando el funtor cohomolégico (—, P*(M))
a 1), se tienen las siguientes sucesiones exactas

(PS_(Mp), P*(M)) LD,

(A[0], P*(M)) — (Pr[1], P*(M)[1]) — O,
0 = (A[0],P*(M)[k]) — (P?,P*(M)k+1]) — (PS_,(My),P*(M)[k+1]) - 0V k € NT.
Basta probar que (f3,P*(M)) : (P%_,(My),P*(M)) — (A[0],P*(M)) es un epimorfismo.
En efecto, por el Lema 3.2.9 es suficiente probar que fop es una add(M )-preenvolvente. Sea
f: A — M un morfismo en mod(A), con M’ € add(M). Dado que M’ € mod(A) existe
p' A — M’ tal que p'p = f y por el Lema 3.2.10 existe un morfismo f’ : My — M’ tal que
f'fo=1p". Asi, f =p'p = ffop. Por lo que fyp es una add(M)-preenvolvente.

Caso 1. n = 1. Por el Lema 3.2.7 existe ) € proj(A) tal que Pf = P%_;(N1)®Q[1]. Por el
Teorema 3.1.6 se tiene que Homy (proj(a)) (Q[1], P*(M)[1]) = Homg proja)) (P, P (M)[1]) =
Dado que M es sincero, se concluye del Lema 3.2.11 que @) = 0.
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Caso 2. n > 1. Supongamos que 7; estd construido con i € [0,n — 2]. Consideremos

du d%.
R =0—-R" 2 Rr" 5. ...RR" 25 RO 5~ M, =0

una resolucién proyectiva minimal en mod(A). Por el Lema 1.3.17 y como pd(M;) < n en

mod(A), existen morfismos £* : P?, — R:yy t* : PL_ (M) — RSy en mod(A), tales
que H(k®) = fiy1 y H°(¢*) = 1as,,. Ahora, formemos 7 : P2, Lan Ry — T2, — Poy[l],
Q8 — PL_ (M) San R%y — @Q1,1[1] € A en K(mod(A)). Tomando el cambio de

base de los tridngulos 7 y & se tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
triangulos distinguidos

i.l ° gi. 1 Y [}
Mig1 P2 ! P (M) - Py P (1]
t.
P 0 R, T Pyl
Qz‘+1[1] = QH—l[l]'

Verifiquemos que 7,1 satisface las propiedades requeridas.
(IT) y (IIT). Dado que ¢* f2,, = k*, se sigue que

HO(fZ.Jrl) - 1Mi+1H0(fi.+1> - Ho(k.) = fit1-

Aplicando el Teorema 1.3.16 a 7, se tienen la siguientes sucesiones exactas
_ . fi 9i .
0= H Y(Pls) = Nipr == My == HY(PY,) = Nija — 0,

0 =H5(PS_,(Miy1)) = HY(P2,) — H(P2) =0V k € (=i —2,—1). Ya que fiy1 es un
monomorfismo se obtiene que H™(Py_,) = 0.

(IV). Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.1.2, aplicando el funtor cohomolégico (—, P*(M))
a 1,11, se tienen las siguientes sucesiones exactas

([P (M)
s

(PY n(Mipq), P*(M)) (P, PHM)) = (PR[1], PH(M)[1]) — 0,

0= (P, PUM)[E]) = (PP, PU(M)[k +1]) = (PL_,(Mo), P*(M)[k+1]) =0 VkeNT.
Basta probar que (f?,,P*(M)) : (PL_,(Mi1),P*(M)) — (P2, P*(M)) es un epimorfismo.

En efecto, por el Lema 3.2.10 f;41 es una add(M )-preenvolvente y del Lema 3.2.9 se concluye
que Hom proj(a)) (fi1, P*(M)) es un epimorfismo.
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Por el Teorema 3.1.6 se tiene que P%_ (M) es presedimentado en K’(proj(A)); por el
Lema 1.6.6 es suficiente probar que P® = P (N,) en K’(proj(A)). La sucesién exacta en
C(proj(A)) 0 — (P8)s_p — P2 — (P®)<_,_1[n + 1] = 0, la cual se escinde grado a grado,
induce el siguiente ) : (P)>_, — P2 — (P <_,q[n+1] = (P?)>_n[1] € A en Kb(proj(A)).
Aplicando el Teorema 1.3.16 a 7 se obtiene que H(P?) = HI((P?)>_,) V j € (—n,0). Por el
Lema 3.2.7 existe @) € proj(A) tal que (P?)>_, = P%_, (N,) ®Q[n] en C(proj(A)). Tomando
el cambio de base del tridngulo que se escinde -

Qn — 1] = PL_(Nn) = PL_(Nn) © Qn] = Q[n]

y 71 se tiene el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas tridngulos distinguidos

Qn —1]=—=0«[n —1]

P.

n

=1 Q* PS ()

P2l1] — (B}) < nsfn] — P2, (N,) & Qln] —> P

n

Q[n] Q[n].

Del primer tridngulo vertical se desprende que Q° € K=""*1(proj(A)). Por el Teore-
ma 3.1.6, el Lema 3.1.2 y como P*(M) € (P2)*+>°, aplicando el funtor al primer tridngulo
horizontal se tiene la siguiente sucesion exacta

0= (PL_\(Nn), P(M)[K]) = (Q°, P*(M)[K]) — (P}, P*

—~

M)k+1])=0 Vk>n-—1

—~

Por la Proposicién 3.2.17 se tiene que @Q* = 0 en K(proj(A)) y aplicando el Lema 3.2.18
al primer tridngulo horizontal se concluye que P* = P%_ (N,) en K(proj(A)). Por lo que
P2 (M) es sedimentado en K®(proj(A)). -

Por 1ltimo, dado que inj(A) € {X € mod(A) | Ext®(N,X) = 0} y como M es n-
inclinante en mod(A), por el Lema 1.5.11 se sigue que inj(A) C gen ( ). Puesto que M es
T-inclinante concluimos de la Proposicién 3.2.5 (b) que inj(A) C gen,, (M) = M*tm. O

Corolario 3.2.20. Sean M un A-mddulo, I := ann(M) y A := A/I Entonces M es T,-
inclinante completo si, y sélo si, M es T,-rigido en mod(A), n-inclinante en mod(A) y
sincero.

N,
C

Demostracion. (=) M es 7,-rigido por el Teorema 3.1.6.

Sea P € pI‘OJ(A) tal que Homy (P, M) = 0. Por el Lema 3.2.13 y el Lema 3.2.11 se tiene
que Pn|®Pe_ (M) es presedimentado y dado que thick(PS_ (M)) C thick(P[n|&PS_ (M))
se concluye que Pln] ®P%_ (M) es sedimentado en K®(proj(A)). Por la Proposicién 1.6.7 se
tiene que rk(P[0]) = 0 y asi M es sincero.

Por el Teorema 3.2.19 concluimos que M es n-inclinante en mod(A).

(<) Se sigue del Teorema 3.2.19. O
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Corolario 3.2.21. Sean M un A-mddulo 1,-inclinante, I ;= ann(M) y A := A/I. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes :

(a) M es T,-inclinante completo.
(b) M es 1,-inclinante en mod(A).
(¢) {N e mod(A) | Exts(M,N)=0 VkeNt} =M
Demostracion. (a) = (b) Por el Teorema 3.2.19 se tiene que M es T,-inclinante en mod(A).
Se sigue de la Observacion 3.2.3.

(b) = (c) Por el Lema 1.5.11 {N € mod(A) | Ext§(M,N) =0 Vk e Nt} = gen, (M)
y por la Proposicién 3.2.5 (b) se tiene que gen, (M) = M+,

(c) = (a) Notemos que

inj(A) C {N € mod(A) | Ext{(M,N)=0 VkeN'} =M
[

El siguiente ejemplo muestra un médulo 7»-inclinante completo de dimensién proyectiva
infinita.

Ejemplo 3.2.22. Sean k un campo, o’ y A= kQ/R* Vemos

7N
.1_.3
v

/ \ N

\/

Sea M :=P(2) @ P(1) @ S(1). Notemos que M es sincero. Calculando las subcategorias

que T'(mod(A

M = add(P(3) @ P(1) © S(1) @ S(3) @ P(2))
y o (M) = add(P(3) ® P(1) @ S(1) @ S(3) @ P(2)), obtenemos que
M~ = add(P(3) @ S(3) © S(2)).
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Considerando Q' = o' *— o> — > @3 y A" := kQ'/R%. Se tiene que A/ann(M) = A’
Calculando su carcaj de Auslander-Reiten

[(mod(A')) =

S(3) S(
~.
P(2)

se desprende que add(M) = inj(A") y que M es 2-inclinante en mod(A’). Por el Corolario
3.2.20 se concluye que M es To-inclinante completo.

P(1)
N
2) S(1)

Definicién 3.2.23. Sean X C mod(A) y w un generador relativo en X. Decimos que w es
X -7, -rigido si X C wtm.

Por el Corolario 3.1.9, si T € mod(A) es n-inclinante, se tiene que add(7") es un generador
X-proyectivo para alguna subcategoria X C mod(A), entonces es X-7,-rigido.
El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 1.5.12.

Teorema 3.2.24. Eziste una biyeccion Upen+c.my-tilt <> {(X,w) C mod(A)? | X es grue-
sa a derecha, preenvolvente y w un generador relativo en X sincero y X-1,-rigido tal que
mod(A/I)) = XV, donde I := ann(w)}, donde c.my-tilt := {M € mod(A) | M es 7,-
inclinante completo bdsico}. Dada por M € c.m —til +— (M* add(M)), con inversa
(X,w) — @Meind(w)M-

Demostracién. Sea M € c.m, — tilt. Por el Lema 3.2.6 se tiene que M+ es gruesa a derecha
y por la Proposicién 3.2.5 (¢) M1 es preenvolvente.

Luego, por la Proposicién 3.2.5 (b) M+t C gen(M) y del Lema 3.2.6 se tiene que M es
un generador relativo en M+ y es M*m-r,-rigido claramente.

Dado que M es n-inclinante en mod(A), por el Teorema 1.5.12, se tiene que
mod(A) = {N € mod(A) | Extk(M,N)=0 VkeNt}Y

y por el Corolario 3.2.21 se sigue que {N € mod(A) | Ext§(M,N) =0 Vke Nt} =Mtm.
Por lo tanto, mod(A) = (M+m)V.

Sea X es gruesa a derecha, preenvolvente y w un generador relativo en X', X-7,-rigido
tal que mod(A/I) = XV, donde [ := ann(w). Veamos que X es una subcategoria saturada

a derecha y preenvolvente en mod(A). Sea J € inj(A). Dado que mod(A/I) = XV existe

una sucesiéon exacta 0 — J — X — N — 0 en mod(A), con X € X y N € XV. Por lo
que la sucesién exacta anterior se escinde y asi J € X, ya que X es gruesa. Dado que X es

gruesa a derecha en mod(A) se tiene que X" es saturada a derecha en mod(A). Como X es

preenvolvente en mod(A) se sigue que X es preenvolvente en mod(A). Por el Teorema 1.5.12
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existe un A-médulo T n-inclinante bésico tal que X = T+ en mod(A). Notemos que por el
Lema 1.5.4 (b) se tiene que add(T) es un generador X-proyectivo relativo en mod(A).
Afirmamos que add(T") = w.
(C) Dado que w un generador relativo en X’ existe una sucesién exacta

O0—-X—-W->T—=0

en mod(A), con W € wy X € X. Por lo que también es exacta en mod(A). Ya que add(T")

es X-proyectivo en mod(A) se concluye que la sucesién exacta anterior se escinde y asi
add(7T) C w.
(D) Sea W € w. Puesto que add(T") es un generador X-relativo en mod(A) existe una

sucesion exacta 0 - X — 7" — W — 0 en mod(A), con 7" € add(T) y X € X. Notemos
que la sucesién anterior es exacta en mod(A) y ya que X € wl™ la sucesién anterior se
escinde y asi T € w.

Por 1ltimo, por el Corolario 3.2.20, se tiene que T es 7,-inclinante completo. O

Con el resultado anterior el Teorema 1.5.12 puede ser visualizado por los pares de Fro-
benius a derecha correctos.

Notacién 3.2.25. La subcategoria rFrob(A) esta constituida por los pares a Frobenius a
derecha (w, X) en mod(A) tal que X es preenvolvente y mod(A) = X'V.

Corolario 3.2.26. Hay una correspondencia biyectiva tilt(A) — rFrob(A) dada por
[M] = (add(M), M),

con inversa rFrob(A) — tilt(A) := {M € mod(A) | M es inclinante bdsico}, dada por
(CU, X) = [®W€ind(w)W]~

Demostracion. (=) Sea M un A-médulo n-inclinante. Como M es fiel, tenemos que
ann(M) =0

y por el Corolario 3.1.9 M+ = M+, El resultado se sigue del Teorema 3.2.24.

(<) Sea (w, X) € rFrob(A). Afirmamos que ann(w) = 0. En efecto, como XV = mod(A),
existe un monomorfismo j : Dyer(A) — X, con X € X. Entonces, existe un epimorfismo
p : X' = Dpew(A). Dado que w es un generador relativo en X, existe un epimorfismo
q: W — Dper(A). Con lo cual, ann(IV) = 0 y en consecuencia

ann(w) := Nyrepann(W’) C ann(W) = 0.

Por el Teorema 3.2.24 se tiene que 1" := @weinaw)W es 7,-inclinante y ya que T' es fiel, se
sigue del Lema 3.2.2 que T' es n-inclinante. O]
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3.3. Modbdulos 7 "-coinclinante

El objetivo de esta seccién es introducir los A-moédulos 77 "-coinclinante, ver su relacién
con los A°’-modulos 7,-inclinantes y caracterizar las algebras n-Gorenstein.

Definicién 3.3.1. Decimos que M € mod(A) es 7~"-coinclinante si [2 (M) es cosedimen-
tado en K°(inj(A)).

Notacién 3.3.2. Sea M* € C(mod(A)). Denotamos por

DA(difl)

DA, py vty 22 b (vt

DA(M)® := -+ — Dy(M")
el cocomplejo dual en C(mod(A°P)). Si f*: M®* — N*® es un morfismo en C(mod(A)), el
morfismo dual Dy (f)* : DA(NV)®* — DaA(M)® en C(mod(A°P)) esta dado por

Da(f) :==Da(f™") VieN.
Esto induce el siguiente el funtor de dualidad
Dy : C(mod(A)) — C(mod(A°P))

Da

M L N DA (V) 22V by (e,
Dado que
Dj : mod(A) — mod(A°P)

es una dualidad de categorias, se concluye que Dy : C(mod(A)) — C(mod(A°P)) es una
dualidad de categorias que tiene a Dpop : C(mod(A°P)) — C(mod(A)) como cuasi-inversa.

Lema 3.3.3. El funtor de dualidad Dy : C(mod(A)) — C(mod(A°P)) induce una dualidad
de categorias entre Kb(proj(A)) y K®(inj(A°?)), la cual la dualidad

Dpor : C(mod(A°P)) — C(mod(A))
establece una cuasi-inversa.

Demostracion. Veamos que el funtor Dy : K’(proj(A)) — K°(inj(A%)) esta bien definido.
En efecto, sea f* : P* — @Q°® un morfismo en C(proj(A)) tal que m(f*) = 0. Puesto que
Dp : proj(A) — inj(A°P) es una dualidad de categorias Dy (f)® € C(inj(A)). Ahora, ya que
m(f*) = 0 existen {s7 : PI — Q77'},cz tales que f*F = d"1s* 4 s**1dF V k € Z. Por lo cual
DA(f)Z = DA(fil) = DA(dfiilsii + Siz#ldii) = DA(Sii)DA(dfiil) + DA(dfi)DA(SiiJrl). Asi
pues, m(Da(f)®) = 0.

Similarmente, se tiene que Dyor : K°(inj(A°)) — K®(proj(A)) esta bien definida y puesto
que Dy : C(mod(A)) — C(mod(A°P)) es una dualidad de categorias que tiene a

Dpor : C(mod(A°P)) — C(mod(A))

como cuasi-inversa. Se concluye que Dy : K®(proj(A)) — K°(inj(A?)) es una dualidad, cuya
inversa es Dpor : KP(inj(A%)) — K®(proj(A)). O
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El siguiente resultado es bien conocido.

Lema 3.3.4. Sea X* — Y* — Z°* — X°[1] un tridngulo distinguido en K(mod(A)). En-
tonces, DA(Z)* — DA(Y)* — DA(X)® — DA(Z2)*[1] € A en K(mod(A)). En particular, si
X C C(mod(A)) y X® € X x X[1], entonces Dy(X)® € Dp(X)[—1] * Dp(X).

Proposicién 3.3.5. El funtor de dualidad Dy : mod(A) — mod(A°) establece una biyeccion
entre {M € mod(A) | M es 77"-coinclinante basico} y {M € mod(A°) | M es 1,-inclinante
basico}, con inversa Dor : mod(A%) — mod(A).

Demostracion. Sea M € mod(A) 7~™-coinclinante bésico. Veamos que Dy (M) es 7,,-inclinante
en mod(A%). Es fécil notar que P%_ (Da(M)) = Dy(I2,(M)) en K®(proj(A°P)). Sean n > 0
y f*:PL_ (DA(M)) — PS_ (Da(M))[n] un morfismo en K®(proj(A®)). Por el Lema 3.3.3
existe un tinico morfismo ¢* : 1%, (M)[—n] — 1%, (M) en K®(inj(A)) tal que el siguiente
diagrama conmuta en K®(proj(A®)), con morfismos verticales isomorfismos,

Da(9®)

Dy (I, (M)) D (1%, (M)[=n])

~l lN

PS_(DA(M)) ———=PL_, (Da(M)]n].

Puesto que I2 (M) es precosedimentado en K®(inj(A)) se tiene que 7(g®) = 0 y por el cuadra-
do conmutativo anterior se concluye 7(f*) = 0. Asi pues, P%__(Dx(M)) es presedimentado
en K°(proj(AP)). -

Por tltimo, sea P* € CP(proj(A)). Por el Lema 3.3.3 se tiene que Dy (P)* € CP(inj(A°P)).
Por el dual del Lema 1.6.9 (a) existe m € N tal que

Da(P)* € add(I;n(M)[—m]) X% add(I'Sn(M)[m]).
Por el Lema 3.3.3 y el Lema 3.3.4, se sigue que
P* € add(P%_(DA(M))[=m]) + - -+ add(P%_, (D (M))[m]).

Por lo tanto, Dy (M) es 7,-inclinante en mod(A°P).
Se verifica dualmente que Djer : mod(A%) — mod(A) es la inversa. O

Proposicién 3.3.6. Para una dlgebra de Artin A, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(a) A es n-Gorenstein.
(b) Dpor(An) es T,-inclinante.

(¢) A es T ™-coinclinante.
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Demostracion. Es suficiente probar que (a) es equivalente a (b), ya que, por la Proposicién
3.3.5 (b) es equivalente (c).

(a) = (b). Dado que id(A,) < n, se tiene que pd(Dpor(Ay)) < n. Puesto que Dpop(Ay)
es un A-médulo inyectivo se sigue que Dpos(Ap) € Dpyor(Ap)*. Luego, como id(xA) < n se
concluye que Dpor(Ay) es n-inclinante. Por la Observacion 3.2.3 se desprende que Dyon(Ay)
es T,-inclinante.

(b) = (a). Del Lema 3.2.2 se tiene que Dyor(Ap) es n-inclinante. Por lo que

pd(Dper(Ap)) < n
y id(,A) < n. Asi pues, id(Ay) < n. Por lo tanto, A es n-Gorenstein. ]

3.4. Algebras T,-rigidas finitas

El objetivo principal de esta seccién es introducir la nocion de algebra 7,-rigida finita,
ver su relacién con las algebras 7-rigidas finitas y las aplicaciones a los médulos 7,-rigidos.

Definicién 3.4.1. [DIJ17, Definicion 1.1] Denotaremos por T-rigid(A) al conjunto de las iso-
clases de M € mod(A) que son inescindibles y T-rigidos. Decimos que A es T-rigida finita
si T-rigid(A) es finito.

El siguiente ejemplo muestra un algebra que no es 7-rigida finita, pero hay una cantidad
finita de modulos 73-inclinantes.

Ejemplo 3.4.2. Sean k un campo, @ := o! o2 y A:=kQ/R% Las siguientes

B
X /
o3
representaciones ayudardn a describir los A-mddulos inescindibles. Sean p € P (k) (P*(k) es
la recta proyectiva) y n € N.
1kn
0

Qn:=k" Ertt
0
1in
0
(1kn70)
J, o=kt ke
(Orlk”)
0
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1kn
P n n
Ry =k k|
Tno

0

donde J,, es el bloqgue de Jordan correspondiente al vector propio p de tamano n.
Por [ARS95, Teorema 7.5] se tiene que

ind(A) = {Qn, Jn, Rpn, P(3),P(2),5(3) |n €N, peP'(k)}

y el carcaj de Auslander-Reiten estd dado por las siguientes componentes

//1 \\C (1) 5(3) S(

- Jg S 2
Rp70 Rp71 Rpg e A P c ]Pﬂ(k)

Qg+

N

Por el Lema 1.8.6 y [ARS95, Teorema 7.5] se tiene S(2) es T-rigido y S(2) & X es 7-rigido
si, y solo si, X € {P(2),P(1),P(2) @ P(1)}. Luego, P(1) es t-rigido y P(1) & X es T-rigido
si, y solo si, X € {P(2), P(3), S(2), @2, P(2) ® P(3), P(2) ® S(2), P(3) ® Q2}. Después,
Qnio es T-rigido y Qpio ® X es T-rigido si, y solo si,

X €{P3), @nt1, Qns+3,P(3) ® Qns1, P3) ® Quys} VneN.
Andlogamente, S(1) es T-rigido y S(1) & X es T-rigido si, y sdlo si,
X € {I(2),P(3),1(2) @ P(3)}.
Por dltimo, J,11 es T-rigido y Jy,11 & X es T-rigido si, y sélo si,
X € {Jns2, Jn, P(3), Juy2®P(3), J,®P(3)} VneN.
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(P1)®Q2,PB3) =~ (Qs®Q2,PB3)) =~

| |

(5(2), P(1) ® P(3)) — (5(2) @ P(1), P(3)) PLHePB)©Q2,0)<—— (Qs®Q2,P3)) = (RQs ®Q29P(3),0) <— -+~

) ®P(2),P

§9 97.40d0s 9P 2UDPULOUL-L [DI4DD ]9 IND 0] 4O

(1) —= B@)8P2)aP(1),0) ———=(4,0)
N
(0, A) — (S(3), P(1) @ P(2)) — (S(3) ® P(2), P(1 2) ® P(3),0)
\ /
(P(3) @ S(3), P(2
!
(S(1),P(2) ®P(3)) —> 1) @ P(3),P(2 3)®J1,0) 3D J1 P J2,0) — > -+«

\//

(S(1)e® J1,P — (J1® J2,P



Por iltimo, veamos que ind(T3(A)) := {P(1),P(2),P(3)}. En efecto, seann € N y p € P'(k).
Consideremos las siguientes sucesiones exactas

0—SB3)"" = P@2)"" = P(1)"™ = Qui2— 0
0— S(3)"*
0 — S(3)""* = p(2)"*

0—S(1) — P(3)

0 — S(2)* — P(1)

(2)"*? ()" = P, — 0
(D" = J, =0
(2) = S(2) = 0

(3) = S(3) — 0.

— P — P
— P — P
— P
— P
Por lo tanto,
= Homa(Qny2, 73(Qny2)) = Homa(Qny2, S(1)") #0,
= Homu(P,,, 73(Bp)) = Homa(By,, S(1)"?) £ 0,
Jns 73(Jn)) = Homu (J,, S(1)"?) # 0,
= Homy(S(2),73(5(2))) = Homa(S(2), J2) # 0
5(3), 7(S(3))) = Homa(S(3),5(3)") # 0.
Por lo tanto, A es el inico A-mddulo T3-inclinante bdsico.

La siguiente definicion estd basada en la de algebra 7-rigida finita.

Definicién 3.4.3. Sea n € N*. Decimos que A es m,-rigida finita si el conjunto de A-
modulos T,-inclinantes bdsicos es finito.

El ejemplo anterior exhibe una algebra 73-rigida finita y no 7-rigida finita.

Definicién 3.4.4. Decimos que un cocomplejo M*® en C(mod(A)) es de n + 1-términos si
M) =0V j>0,j<—n. Escribimos, M® := M~"™ — M'™™ — ... — M~1 — MY,

Ejemplo 3.4.5. Sea M € mod(A). Entonces, P$_ (M) es un cocomplejo de n+1-términos.

Recordemos que para objetos sedimentados T, S € K®(proj(A)), denotamos por T < S
siT e S+>o,

Lema 3.4.6. Sea P* € C(proj(A)). Entonces, P* es isomorfo a un cocomplejo de n + 1-
términos en KP(proj(A)) si, y sdlo si, Aln] < P* < A[0] en KP(proj(A)).

Demostracion. (=) Sea Q°* € C(proj(A)) de n+1-términos tal que P* = @Q°* en K(proj(A)).
Es claro que Homgs(proia)) (@, Aln 4 k]) = 0 = Homye(proja) (A[0], Q°[E]) ¥V & € NF. Por
lo que, Homgs(proja)) (P*, Aln 4 k]) = 0 = Homgeprojay) (A[0], P*[E]) V & € NT Asi pues,
An] < P* < AJ0].
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(<) Supongamos que existe k > 1 tal que P™"* #£ 0y P7"*J =0V j € Nt

Consideremos la sucesion exacta que se escinde 0 — P~"% 5 A™ — Q' — 0 y el siguiente
morfismo f*: P* — A"[n + k]

dfnfk
cei— s ()—s p kP plen—k__ .

b

0 A™ 0

Puesto que A[n] < P* se sigue que Homge(projay (P, A™[n + k]) = 0. Entonces, existe
s : Pk 5 A™ tal que i = sd}?*k, ya que ¢ es invertible a izquierda se tiene que
dpe™" es invertible a izquierda. Por el Lema 3.2.16 existe Q* € C(mod(A)) tal que Q7 =0V
j<-n—k+1,Q°| P*en C(proj(A)) y Q°* = P* en K(mod(A)). Procediendo recursivamente
existe Q" en C(proj(A)) tal que Q"™ =0V m € Nt y P* = Q'* en K°(proj(A)).

Por simplicidad, a partir de ahora asumiremos que P~"% = 0 V k € N*. Supongamos
que existe k > 1 tal que P* # 0y P =0V j € NT. Consideremos la sucesién exacta que
se escinde 0 — T — A™ & P¥ — 0 y el siguiente morfismo ¢* : A"[—k] — P*, representado
mediante el siguiente diagrama conmutativo,

0 A" 0

L

PH1 s PH 0
P.

Puesto que P* < A[0] se sigue que
Home(proj(A)) (Am[_k]7 P.) = Home(prOj(A)) (Am[o]’ pP* [k]) =0.

Entonces, existe ¢ : A™ — P*1 tal que p = d'f;lt, ya que p es invertible izquierdo, se tiene
que d*! invertible izquierdo. Por el Lema 3.2.16 existe R* € C(mod(A)) tal que R/ =0V
j>k—1, R*| P* en C(proj(A)) y Q* = P* en K’(mod(A)). Procediendo recursivamente
existe R® en C(proj(A)) de n-términos y P* = R’* en Kb(proj(A)). O

Corolario 3.4.7. K*(proj(A)) es una categoria sedimentada-discreta si, y solo si, V n € NT
existe una cantidad finita de i1soclases de cocomplejos sedimentados bdsicos de n+1-términos.

Demostracion. Se sigue del Lema 1.6.15 y el Lema 3.4.6. [

Definicién 3.4.8. Decimos que A es una dlgebra es sedimentada-discreta si K®(proj(A))
es una categoria sedimentada-discreta.

Ejemplo 3.4.9. Si A es una dlgebra sedimentada-discreta, entonces A es 1,-rigida ¥V n € NT.

El ultimo resultado de esta seccién demuestra que la clase de algebra sedimentadas-
discretas satisface la conjetura Gorenstein.
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Corolario 3.4.10. Sea A un dlgebra sedimentada-discreta. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Sea M € mod(A) 7,-rigido tal que k(M) = rk(A). Entonces, M es 7,-inclinante.

(b) Sea T € mod(A) tal que pd(T) < n, T € T+ y tk(T) = rk(A). Entonces, T es n-
inclinante.

(c) Siid(aA) < n, entonces id(Ap) < n.

Demostracion. (a) Por el Teorema 3.1.6 se tiene que PS_ (M) € K*(proj(A)) es presedimen-
tado. Por el Teorema 1.6.16 existe P* € K’(proj(A)) tal que P* @ P2%_, (M) es sedimentado;
por el Lema 3.2.8, el Lema 1.6.7 y ya que rk(M) = rk(A) se tiene que

add(P*) C add(P%_,(M)).

Por lo tanto, P%__ (M) es sedimentado en K®(proj(A)).

(b) Por el Corolario 3.1.9 se tiene que T es 7,-rigido. Dado que rk(T) = rk(A), por (a)
se sigue que T es 7,-inclinante. Luego, ya que pd(7) < n se obtiene la siguiente igualdad
Pe_(T) =P*(T). Por tltimo, del Lema 1.6.3 se concluye que 7" es n-inclinante.

 (¢) Ya que id(xA) < n, se tiene que pd(Dx(A)y) < n. Puesto que Dy(A)y € Da(A)x
y tk(Da(A)p) = rk(A), por (b) se sigue que Dy(A)x es n-inclinante en mod(A°). Por
lo que existe una sucesién exacta 0 — A? — [ — ... — " — 0 en mod(A°), donde
{I7}i_y € inj(A). Por lo tanto, id(Ay) < n. O

3.5. n-tuplas presedimentadas

El objetivo principal de esta seccién es introducir las n-tuplas presedimentadas (sedimen-
tadas). Se verd la relaciéon que tiene con los sistemas estratificantes y en especial cuando A
es un algebra estandarmente estratificada.

Definicién 3.5.1. Decimos que (M, -+, M,) € (mod(A))" ! x (proj(A)) es una n-tupla
presedimentada (sedimentada) si @?;fP;,(n,i)(Mi)[i —1]® M,[n — 1] € K*(proj(A)) es
presedimentado (sedimentado).

Los siguientes resultados muestran que la definicién anterior generaliza dos conceptos
importantes en la teoria de representaciones de dlgebras.

Observacién 3.5.2. Sea (M, -+, M,) € (mod(A))"~! x (proj(A)) una n-tupla presedimen-
tada, entonces (M,_1, M,) es un par T-rigido. Ver [AIR1/, Teorema 3.2].

Lema 3.5.3. Sea (My,---,M,) € ind(mod(A))"! x ind(proj(A)) una n-tupla presedimen-
tada. Entonces, (My,--- , M,) es un sistema estratificante.
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Demostracién. Sean i,j € [1,n], con i < jy f: M; — M;. Por el Lema 1.3.17 existe un
morfismo f* : P*(M;) — P*(M;) en C(proj(A)). Dado que n — j < n —i, f* se restringe a
un morfismo [’ : P.z—(n—j)(Mj) — P.Z—(n—i)(Mi) en C(proj(A)). Puesto que

P oy (My)[7 — 1 @ PS_ () (M;)[i — 1]
es presedimentado en K®(proj(A)), se sigue que
Home (proj(a)) (PS ey (M) [7 — 1], Py (Mi)[i = 1+ —1]) = 0

y con ello Homyo projia)) (P (n_j) (M), PL_ ;) (M;)) = 0. Asi, existe s : PY(M;) — P~1(M;)
tal que my,ls = f°. Por lo que fﬂ'?\/[j = w9 fO = mi; myt s = 0. Dado que ﬂ?\/[j es un epimorfismo
concluimos que f = 0.

Se nota que Ext} (M, M;) =0V j € [1,n], ya que M,, es proyectivo.

Luego, sean ¢,j € [1,n], coni < jy f*:PL_ ;(M;) = PL_;(M;)[1] en C(proj(A)).
Dado que n —j <n—1i, f* se extiende a un morfismo f**:P%_ (M) = PL_, ;(M;)[1]
en C(proj(A)). Puesto que PS_ o (M;)[j — 1] @ PS_, ;) (M;)[i — 1] es presedimentado en
K®(proj(A)) se tiene que Homys projiay (PL_ ) (M) 1 =11, PL_ ) (M;)[i— 145 +1—4]) = 0.
Por lo que Homy (projay) (PS ) (M), PS5 (M;)[1]) = 0 y en consecuencia 7(f**) = 0 lo
que implica que 7(f*) = 0.

Caso 1. n — j = 1. Por el Lema 1.8.5 se tiene que Homy (M;, 7M;) = 0 y del Lema 1.8.1
se sigue que Ext} (M;, M;) = 0.

Caso 2. n — j > 1. Por la Proposicién 3.1.4 (b) se tiene que Extj (M;, M;) = 0.

Por lo tanto, (M, .-+, M,) es un sistema estratificante. ]

El siguiente es un sistema estratificante que no es una n-tupla presedimentada.

Ejemplo 3.5.4. Sean k un campo, Q := ¢ 2= o! P J S y A = kQ/R?. Por
[MMS04, Observacion 2.7) se tiene que (S(1),P(2),P(3),P(4),S(4)) es un sistema estratifi-
cante. Mientras que no es una 5-tupla presedimentada, ya que

0  Hom, (P(3), 72(S(4))) = Hom, (P(3), P(3))

y por el Teorema 5.1.6 se tiene que Homye(poja)) (PS_4(S(4)), P(3)[2]) # 0. Por lo tanto,
(S(1),P(2),P(3),P(4),S(4)) no es una 5-tupla presedimentada.

Los siguientes resultados se enfocan a demostrar que los médulos estandar forman una
n-tupla sedimentada, en algebras estandarmente estratificadas.

Lema 3.5.5. Sean A una dlgebra estandarmente estratificada y n := rk(A). Entonces
pd(A(i)) <n—i Viel(ln].
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Demostracion. Dado que A(n) = P(n) se tiene pd(A(n)) = 0.
Supongamos que la afirmacion se cumple para m + 1. Veamos que se cumple para m.
Dado que (A, P) es un sistema estratificante Ext-proyectivo existe una sucesién exacta

0— K(m) — P(m) — A(m) — 0

en mod(A), donde K(m) € F := F({A(j) | 1 > m}).

Aseguramos que pd(K(m)) < n —m — 1. Veamos por induccién sobre {x(K(m)) = k.

Para k = 1. Se tiene que K(m) = A(m + j) para algin j € N*. Por hip6tesis se tienen
la siguiente desigualdad pd(A(m +j)) <n—m—j<n—m—1.

Supongamos que que la afirmacién se cumple para k. Veamos que se cumple para k + 1.
Puesto que ¢x(K(m)) = k + 1, existe una sucesién exacta 0 — X — K(m) — A(m +1i) en
mod(A) para algin i € NT. Por hip6tesis se tiene la siguiente desigualdad

pd(K(m)) < max{pd(X),A(m+i)} =max{n—m—-1,n—m—i} <n—m—1.
Por lo tanto, pd(A(m)) < max{0,n —m — 1+ 1} <n —m. O
Lema 3.5.6. Sean X C mod(A) ei € NT. §i Y C X+i, entonces Y C F(X)1i.

Demostracion. Sea Z € F(X). Veamos que el resultado se cumple por induccién sobre
lrxy(Z) = n.

Para n = 1. Se sigue por hipétesis.

Paran+1.Sea 0 - W — Z — X — 0 una sucesién exacta en mod(A), donde X € X'y
(rxy(W) = n. Por hipétesis de induccién, aplicando el funtor Homy(—,Y’), con Y € Y, se
tiene la siguiente sucesién exacta 0 = Ext’, (X,Y) — Ext}(Z,Y) — Ext) (W,Y) = 0. Por lo
tanto, Ext) (Z,Y) = 0. O

Lema 3.5.7. Sea X C mod(A). Si M € F(X), entonces P*(M) € thick(P*(X)).

Demostracion. Veamos que la afirmacién se cumple por induccion sobre n := £z (M).
Para n = 1. Es claro.
Paran+ 1. Sea 0 - N — M — X — 0 una sucesién exacta en mod(A), con X € X'y
n = Lrx)(IN). Por el Lema 1.3.20 se tiene el siguiente

P*(N) = P*(M) = P*(X) = P*(N)[1] € A

en K(proj(A)). Por hipdtesis de induccién se deduce que P*(N) € thick(P*(X)) y por lo

tanto P*(M) € thick(P*(X)). O
Teorema 3.5.8. Sea A una dlgebra estandarmente estratificada. Entonces (A(1),--- , A(n))
es una n-tupla sedimentada.

Demostracion. Veamos que (A(m),---,A(n)) es una n — m + 1-tupla presedimentada V
m € [1,n].

Para m = n. Es claro, ya que A(n) es un A-médulo proyectivo.
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Afirmamos que si la afirmacion se cumple para m + 1, se cumple también para m.
Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratificante se tiene que

Homy (A(n), A(m)) = 0.

Ahora, aseguramos que A(m) € A(j) ™ NA()™ V j € (m,n — 1].

Para j = n — 1. Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratificante se tiene que
A(m) € A(n — 1), Sea 0 - Y — A(m)" — X — 0 una sucesién exacta en mod(A).
Aplicando el funtor Homy (A(n — 1), —) a la sucesion exacta anterior se tiene la siguiente
sucesién exacta, del hecho de que (A(1),--- , A(n)) es un sistema estratificante y por el Lema
3.5.5 se tiene que pd(A(n—1)) < 1,0 =Exti(A(n—1),A(m)") = Ext;(A(n—1),X) — 0.
Por el Lema 1.8.1 se sigue que A(m) € “07A(n — 1). Asf pues,

A(m) € A(n— 1)1 N A(n —1)*,

Supongamos que es vélido para j+ 1. Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratifi-
cante Ext-proyectivo existe una sucesion exacta 0 — K(j) — P(j) — A(j) — 0, en mod(A),
donde K (j) € FH{A() | 1> j})y P(j) € ind(proj(A)). Aplicando el funtor Homy (—, A(m))

a la sucesion exacta anterior se tienen la siguientes sucesiones exactas

0 — Exty(K(j), A(m)) — Exti ™ (A(4),A(m)) =0 Vke[l,n—j—1].

Por hipétesis se tiene que A(m) € A(j + 1)*™——1 y por el Lema 3.5.6 se tiene que
Ext5™ (A(5), A(m)) = ExtX (K (j),A(m)) =0V k€ [1,n —j — 1]. Sea

0—=Y —=>A(m)" - X =0

una sucesion exacta en mod(A). Aplicando el funtor Homp(A(j), —) a la sucesién exacta
anterior se tiene la siguiente sucesion exacta, ya que por el Lema 3.5.5 se tiene

pd(A(j)) <n—j,

0 = Ext} 7(A(4), A(m)") — Exty 7(A(4), X) — Exty 7 (A(4),Y) = 0. Por el Lema 1.8.1
se tiene que A(m) € o7, _;A(j). Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratificante se
tiene que Ext} (A(j), A(m)) = 0 = Homy (—, A(m)). Por lo que A(m) € A(j)™ ™= NA(j)*°.

Luego, veamos que A(j) € A(m)*m-m ¥V j € [m,n]. Sean j € [m,n] y k € [j,n —m — 1].
Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratificante Ext-proyectivo existe una sucesion
exacta 0 — K(m) — P(m) — A(m) — 0 en mod(A), donde

K(m) e F:=FEAQ) |1 >m})

y P(m) € ind(proj(A)). Aplicando el funtor Homy(—, A(j)) a la sucesién exacta anterior
tenemos la siguiente sucesion exacta 0 — Ext5 (K (m), A(5)) — Extk(A(m), A(j)) — 0.
Dado que (A(1),---,A(n)) es un sistema estratificante se sigue del Lema 3.5.6 se tiene que
ExtX (A(m), A(5)) = Ext5 ' (K(m), A(j)) = 0. Sea 0 — Y — A(5)" — X — 0 una sucesién
exacta en mod(A). Aplicando el funtor Homa(A(m), —) a la sucesién exacta anterior se
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tiene la siguiente sucesién exacta, ya que por el Lema 3.5.5 se tiene que pd(A(m)) < n —m,
0 = Ext} ™(A(m),A(5)") — Exti ™ (A(m),X) — Ext} ™(A(m), X) = 0. Por lo que
A(j) € Yor, A(m) y ast A(j) € A(m)*Fmn-m.

Por el Teorema 3.1.6 se tiene que (A(m),---,A(n)) es una n —m + 1-tupla presedimen-
tada.

Dado que A es estandarmente estratificada se tiene que A € F(A) y por el Lema 3.5.5
se sigue que A[0] € thick(@! ,P*(A(7))). Dado que pd(A(i)) < n—1i Vi€ [1,n] se sigue que
P*(A(i)) =P%,_,(A(:)) Vi€ [1,n — 1] se concluye que

A[0] € thick(®7' P, (A(9))[i — 1] @ My[n — 1]).
Por lo tanto, (A(1),---,A(n)) es una n-tupla sedimentada. O

El siguiente ejemplo muestra que la hipotesis que el dlgebra sea estandarmente estratifi-

cada es necesaria.
o!
Q= < &
B

Veamos que (A(1), A(2),A(3)) no es una 3-tupla presedimentada. Afirmamos que

Ejemplo 3.5.9. Sean k un campo, y A:=kQ/R5.

Bxt3 (A1), A(2)) £ 0.
En efecto, consideremos la siguiente sucesion exacta que no es escinde
0—A2)—>PB)—M— A(1) =0,

donde M := P(1)/S(2). Por lo cual, se tiene que Exti(A(1),A(2)) # 0 y por el Teorema
3.1.6 se tiene que (A(1),A(2),A(3)) no es una 3-tupla presedimentada.

El siguiente ejemplo muestra que las n-tuplas sedimentadas no son una categorificacién
de los conglomerados de acuerdo a [Th06] a diferencia a los pares 7-inclinantes de soporte
como lo muestran en [AIR14].

Ejemplo 3.5.10. Sean k un campo, Q = o' *— o? Pl y A:=kQ/R.

» Por [AIR1/, Ejemplo 6.4] se tiene que (M := P(2) & S(1),0,0) es un 3-tupla presedi-
mentada. Por otro lado, ya que *°M = add(S(2)), se tiene que (M @ L, N, P) es una
3-tupla sedimentada si, y solo si, (M & L, N, P) € {(M @ P(1),0,0), (M,S(2),0)}.

» Por [AIR14, Ejemplo 6.4] y la Observacion 3.5.2 se tiene que (0,5(2),P(1)) es una
3-tupla presedimentada. Por [AIR14, Ejemplo 6.4] y la Observacion 3.5.2

(0,S2)e X,P(1)®Y)
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es un 3-tupla sedimentada si, y solo si,

(X, Y) € {(P(2),0),(0,P(3))}-

Luego, (Z,S(2),P(1)) es un 3-tupla sedimentada si, y solo si, Z € add(P(2)), ya que
P(2) es my-rigido, P(2) € (S(2) & P(1))™° NLor(S(2)) 5 S(2) € Lom5(P(2)) = mod(A).

El anterior ejemplo nos muestra que P* := P%_,(S(1)) @ P(3)[2] € K(proj(A)) es pre-
sedimentado, tk(P*) = 2 y {P* @ P(2)[2], P* ® P(2)[1], P* & (P(3) — P(2) — 0)} son sedi-
mentados. Este cocomplejo casi completo sedimentado de 3 términos tienen 3 complementos
a diferencia de los cocomplejos casi completos de 2 términos.

El siguiente ejemplo muestra como no hay una biyeccién entre n-tuplas sedimentadas y
cocomplejos sedimentados de n-términos, con n > 2. A diferencia de la caracterizacion de
los cocomplejos sedimentados de 2-términos por [AIR14].

Ejemplo 3.5.11. Sean k un campo, Q = o' *— o? G B y A:=kQ/{Ba).
Consideremos el siguiente cocomplejo presedimentado P* := (P(2) & P(3) @ P(4))[2]®Q*
en KP(proj(A)), donde Q* := P(4) — P(2) — P(1). Se considera el siguiente morfismo

foo ([
0

en KP(proj(A)). Se considera el cono de f* y se obtiene el siquiente

0 0 P(1) 0
]
(4

) P(2) P(1) 0

P

P0] “5 @ = PL,(PR)/P@)1] » P[] € A

en KP(proj(A)). Dado que HO(P*®) = S(1), H1(P*) = S(3) y H2(P*) = P(2) ® P(3) ® P(4).
La tnica 3-tupla que tiene la misma cohomologia es (S(1),S(3),P(2) & P(3) ® P(4)) la cual
no es presedimentada, ya que Hom4(P(3),S(3)) # 0.

3.6. Cocomplejos presedimentados de n-términos

El objetivo principal de esta seccién es dar condiciones suficientes y necesarias en la
categoria de médulos finitamente generados, para que un cocomplejo sea presedimentado en
la categoria homotopica de mdédulos proyectivos finitamente generados.

Notacién 3.6.1. Sean M*, N* € C(mod(A)), P* € C(proj(A)) y m € Z.

(a) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto, formado a partir de las in-
clusiones canonicas,

0 — B+ (M*) —— M™*+ — Coker(df}) —= 0

7rL+ 1
€pre

0 o Zm+1<Mo> . Mm+1 - Bm+2(Mo> . 0
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Por el Lema de la serpiente existe una sucesion exacta

m+41 m+1

0 ° €rre
0 — H™(M*) 2= Coker(d}’.) - B™?(M*) — 0.

(b) Sea f : Coker(dpat) — H™(N®) un morfismo en mod(A). La familia de morfismos
ﬂ-?;)gm,pN')(f) - HomC(mod(A))(Pgm—b N.)

dm.—l dm. mj—l
pm—1 P pm P pmtl P pmt2 .
Nm—l — N™ = Nm+1 — Nm+2 ..
dN' dN' dN'

son aquellos que hacen conmutar el siguiente diagrama

m—1
e

pm-t pm P Coker(dp ) ——0
fmll lg’” fl
Nl — 7™ (N*?) H™(N*) 0,
/Bjrvn.a;:]t. .

donde f™ = yRag™ y q : Z™(N°®) — H™(N*) es la proyeccion candnica.
(¢) Sea f*: P2, .1 — N* en C(mod(A)). Eziste un unico morfismo f: P™ — Z™T(N*®) tal

que el siguiente cuadrado conmuta

pm dpe Pm+1
I
Zm+1 N* Nm+1 .
(N*) Yot

Consideremos la proyeccion candnica p : Z™TH(N®) — H™TY(N®), a partir de ella se
construye la asignacion v, (f*) = pf : M™ — H™TL(N®).

(d) Sean f: M — M’ yg: N — N' morfismos en mod(A). La aplicacion
Homy (f, g) : Homp (N, M) — Homu (N, M)
h — fhg.

Lema 3.6.2. Sean P* € C(proj(A)), M* € C(mod(A)) y f : Coker(dpst) — H™(M*®) un
morfismo en mod(A). Entonces ¥V f* € T (ps 717M.)(f)

m—1 am

pm—1 dpe pm P pm+l

A P

Mm— 1 Mm Mn+ 1




existen morfismos s™1 : Pl M™ gy s™ 2 P M™ ! tales que f = s dB +d7 s
si, y s6lo si, f € Im(Homp (ypa" Bpattem,, 0m.)), donde

Hom (75 Bt e, o7t ) « Homy (P™ 1 Coker(dys.)) — Homy (Coker(dat), H™(M*®)).

Demostracion. Sean p' : M™ — Coker(dj:.'), ¢ : P™ — Coker(df. ') las proyecciones
naturales y 0 — B™(M*®) — Z™(M*) & H™(M*) — 0 la sucesién exacta de cohomologfa.

(=) Dado que P™ !, P™ son A-médulos proyectivos, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo y exacto en mod(A)

m—1
e

pm-t pm 1~ Coker(dn ) ———0
fm—l gm fl/
M 7 (M) H™ (M*) 0.
Bﬂcaﬁo p

Consideremos el siguiente morfismo f* : P, ; — M?* dado por el siguiente diagrama
conmutativo

dpet s
Pm—l pm Pm+1 Pm+2 .

fmll Lv}(}.gm oj ol

Mm-1 Mm Mm Mm2 .
dm7 1 dm . dm+1
M® M M®

1
e

Por hipétesis existen morfismos de A-médulos s™+! @ Pt s Mmy 5™ 0 P — M™! tales

que Yt g™ = s™Hdm, + di ' s™, con lo cual, p's™ ldE. = p'yil.g™ = 67 fq. Considerando

e LR o ., ,
P % Coker(dit) L2 Butl(pe) 22 P, pmtl ypa factorizacién de dif se sigue la
siguiente igualdad p/s™ iyt guttem, = §m, f. Ast, f € Im(Homy (et Bt e, 6.)).

(<) Sea f* € W@;m,l, M.)( f). Por la propiedad universal del cokernel y el kernel se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

dm.—l
) — pm 1 - Coker(dn?)
fm—l\ ‘f’m lag
Mmt — M — Coker(dyra),
ars P
Vare Bre

de lo anterior y como M™ 220y Bmtl(jfe) M™F! es una factorizacién de dib.
a través de su imagen se obtienen las siguientes igualdades €jj.gq = €7.p'f™ = 0, asi,
emeg = 0. Por la propiedad universal del kernel existe k : Coker(dp. ') — H™(M?*) tal que
m .k = g. Por hipdtesis existe s : P™*! — Coker(d}..") tal que

1 1
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Dado que P™"! es proyectivo existe s™! : Pt — M™ que satisface p’s™™! = s. Conside-
remos las siguientes igualdades p/'s™ 1 dm, = sypa' et temg = gq = p'f™. Sea

m—1

Mm_l Xpre Bm(M.) 'YMoﬁ]wo Pm

la factorizacion de dp. 1 a través de su imagen. Por la propiedad universal del kernel existe
r: P™ — B™(M?*) tal que

1
ﬁY]mwo/Bjmwor = fm - Ser d’,}_}o
m—1_m

y como P™ es proyectivo existe un morfismo s™ : P™ — M™! tal que a}r.'s™ = r. Por lo
tanto diy.ts™ = AT BT = f™ — smHdE,. O

Corolario 3.6.3. Sean P* € C="(proj(A)) y M* € C="(mod(A)). Entonces las siguientes
condiciones se satisfacen:

(a) Para todo morfismo f*: PS, | — M*

n—1 n
Pnfl dpe pn dpe Pn+1

1

Mt M" 0
Zie

existen morfismos de A-mddulos s"t1 : P"1 — M™ y s P*" — M"! tales que
fr=s""dh, + d’;[.ls" st, y solo si, el morfismo

Homy (Y Bt e, Coker(dly7t)) : Homp (P, Coker(dy ') — Homy (Coker(db. '), Coker(d7.t))
es un epimor fismo;
(b) todo morfismo f*: P* — M* tal que fm™™ =0V ¢t e Nt

0 pm P pmi

o

Mm—l M™ Mm+1

7w(f*) =0 si, y sdlo si, el morfismo
Homy (dif, 03%) : Homp (P™ 1, Coker(dyre')) — Homy (P™ H™(M*®))
es un epimorfismo.
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Demostracion. (a) (=) Sea f : Coker(dp.') — Coker(d};.") un morfismo en mod(A). Dado
que P!y P" son A-médulos proyectivos se tiene el siguiente diagrama conmutativo y

exacto
anet

P Coker(dpe') —=0

S

M o M™ Coker(dy7.') — 0.
M®

El diagrama anterior, induce un morfismo f* € WE‘P; ) M.)( f). Por hipétesis y el Lema 3.6.2

se concluye que f € Im(Hom, (v7f!Brtten., 07y.), ya que H*(M*®) = Coker(dis.) implica

57 e .
que H*(M*) == Coker(djy.') = 1coker(d§{;.1)-
(<) Sea f*: PS, | — M?*. Por la propiedad universal del cokernel se obtiene el siguiente

diagrama conmutativo y exacto

dn:l
pr-t = pn Coker(dpe') —0

S

Ml M Coker(d}y;') —0.

—1
dire

Puesto que H*(M*) = Coker(d}.') se tiene que f* € Tps ey (9)- Por hipotesis sucede

que g € Im(Hom, (v Bpsten,, d%)) v por el Lema 3.6.2 existen morfismos de A-médulos

sl Pl MMy s P — MY tales que f7 = "R + dp ™

(b) (=) Sean f : P™ — H™(M*®) un morfismo en mod(A) y ¢ : Z™(M*) — H™(M?*)
la proyeccién canénica. Dado que P™ es proyectivo existe f' : P™ — Z™(M?®) tal que
qf" = f. Consideremos el morfismo f*: P* = P2, — M* dado por el siguiente diagrama
conmutativo -

m

0 pm e pmt 1

'Y;&ofl\j LO

m—1 m m—+1
M"Y e M e M,
M® M®

Notemos que f*® € W?}J; 717M.)(f). Dado que 7(f®) = 0, se sigue del Lema 3.6.2 que

f € Im(Homy (vt Bt e 61ta)),
ya que Coker(dp. ) = P™, se tiene que €% = o' y se deduce que f € Im(Homy (ds, 07%)).
(<) Sean f* : P* — M* tal que [ =0Vt e Nt yq:Z"M) — H*(M*) la
proyeccion candnica. Puesto que d7%. f™ = 0. Por la propiedad universal del kernel existe un
tinico morfismo f : P™ — Z™(M?®) tal que y%t. f = f™. Dado que Coker(dp. ') = P™ se
tiene que f* € (ps  1e)(qf)- Por el Lema 3.6.2 existen morfismos Ml pmtl s pmoy

s™: P™ — M™ ! tales que f™ = sm+dm, + d7ts™. Por lo tanto, w(f*) = 0. O
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Proposicion 3.6.4. Sean P* € C(proj(A)), M* € C(mod(A)) ym € Z. SiV g* : P* — M*
en C(mod(A)) tal que g™™* =0V k € N, se tiene que 7(g®) = 0, entonces las siquientes
condiciones son equivalentes:

(a) ¥V f*: P*— M* en C(mod(A)) tal que f™* =0V t € Nt se tiene que 7(f*) = 0.
(b) Si Vm—l(wzrzg;mil,Mﬂ(f)) = 0, entonces f € Im(Hom, (ypt Bptem, om.)) para todo
morfismo f : Coker(dp. ') — H™(M?*).

Demostracién. (a) = (b) Sean f : Coker(dps') — H™(M®) un morfismo en mod(A) y
f* € mips 71,M.)(f). A partir del morfimo ¢* : P2, ,[—(m —1)] = P£, _; basado en el
siguiente diagrama

ldg.Z

mel pPm cee

m—1
e

se forma el siguiente n : P2, ,[—(m—1)] ICEN PS. T, pe P2, o[—(m—=1)+1] € A

en K(proj(A)). Aplicando el funtor Homgmeda(ay)(—, M*) a 1 se obtiene la siguiente sucesién
exacta

° M.)

L] { ] ([h }7 [ ] [ ] ([ .]7M.) [ ] L]
(P 7M ) - (szth ) g% (PgmfZ[_(m - 1)]7M ) (*)
donde (X*,Y*) := Homgmoda(r))(X*, Y'*). Veamos que
Homk(moa(a)) (7(g°), M*)(w(f*)) = =(f*g") = 0.

En efecto, notemos que f®g°® se puede representar mediante el siguiente diagrama conmuta-

tivo
ane?
Pm—3 Pm—2 0
| e
Mm—2 - Mm—l - M™
d" d7e

M®

Dado que f* € Homgmod(a))(P2,_1, M*) existe un tnico morfismo f : P2 — Z™"1(M®)

tal que el siguiente cuadrado conmuta

Pm—2 dg:2 Pm—l
| -
Zm—l(Mo> — Mm—l
Yo
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Ya que 0 = v,,1(f°®) := ¢'f, donde ¢ : Z~Y(M®*) — H™ 1 (M*) es la proyeccién canéni-
ca, existe un morfismo s’ : P™72 — B®1(M*) tal que B7..'s’ = f. Puesto que P™! es

proyectivo existe s : P2 — M™ 2 tal que a/7a?s = s'. Por lo que

dye?s = e Byt ts = e f = R
Asi, w(f*g®) = 0. Por (*) existe un morfismo f* : P* — M*® en C(mod(A)) tal que la
restriccién fll.P; = f*. Notemos que f™* =0V t € N. Por hipdtesis existen morfismos
L Pl Moy g™ P MM tal que f™ = ™R, + dT.ts™. Por lo tanto, por
el Lema 3.6.2 se concluye que f € Im(Hom, (vt Bt e, 5]\"}.))
(b) = (a) Sea f*: P* — M* en C(mod(A)) tal que f™** =0V ¢ € N*. Consideremos la
restriccion de f*a P2, f‘},; N P, — M*.
Aseguramos que ,,_1( f"P; 71) = 0. En efecto, por la propiedad universal del kernel,

existe un dnico morfismo f : P™2 — Zm=1(M*) tal que el siguiente diagrama conmuta

dm—2

Pm—Z pe pm— 1

| .

mel(Mo) — M™M= 1

’Y]VI.

Dado que f* : P* — M* es un morfismo se tiene que f = B al? ™2, con lo cual, se
tiene que Yi—1(fps ) = 'Bype a2 fm=2 = 0, donde ¢ : Z™ 1(M‘) — H™71(M®) es la

>m—1
proyecclon canormica.

Por hipétesis y el Lema 3.6.2 existen morfismos s™* : Perl — M™y g™ P™ — MM
tal que f™ = smHdm, +dis™. Asi, w(f*) = 7(g*), donde g™ F =0V k € Ny gm~t = fmt
V t € NT. Por hipdtesis se concluye que m(f®) = m(¢*) = 0. ]

Los siguientes resultados nos dan una caracterizacion de los complejos presedimentados

en Kb(proj(A)).

Teorema 3.6.5. Sean NT, P* € Cl="%(proj(A)) y m € [1,n—1]. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) Homk(proj(ay (P*, P*[m]) = 0.
(b) (b1) EIl morfismo
Homy (dps, §pe ™) : Homy (P~ 1! Coker(dpe™™ 1)) — Homy (P, H ™ (P*))

es un epimorfismo.
(b2) Para todo t € [0,n —m — 1]. Si y_p4(m m(pe i popp) (f)) = 0, entonces

—n+t’

f € Im(Hom, (vpa' +t+25 n+t-+2 ;)n+t+1’6;:1+t+l+m))

para todo morfismo f : Coker(dpe™") — Hntt+1m(pe),
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Demostracion. (a) = (bl) Sea ¢g* : P* — P*[m] un morfismo en C(proj(A)) tal que
g " =0 VkeN".
Por hipdétesis, se tiene que m(g®*) = 0. Por el Corolario 3.6.3 (b), se concluye que
Homy (dpt, 6™ : Homy (P4 Coker(dpe™™ 1)) — Homy (P, H " ™(P*))

es un epimorfismo.

(a) = (b2) Sean t € [0,n —m + 1], f*: P* — P*[m] un morfismo en C(proj(A)) tal que
fortHtR = 0V k€ NT, b Coker(dp ””) — H72 M Pe) yn morfismo en mod(A) tal
que Y-n (75 ”:1 P (f)) = 0. Dado que ¥ h* : P* — P*[m] morfismo en C(proj(A)) tal que
forHHHE — 0V ke N, por hipétesis, se tiene que 7(h®) = 0 y también «(f*) = 0. Por la

Proposicién 3.6.4, se concluye que f € Im(Hom, (ypi T2 Bpe T H2e 0ttt goptttitmy),

(b) = (a) Sea f*: P* — P*[m] en C(proj(A)) tal que f~"* = 0 V ke NT.

o

0 pr p-n+l
. —n+m—1 —n+m —n+m+1 ..
P d7n+m71 P d—'n+m P :
P. P.

Por el Corolario 3.6.3 (b) se tiene que 7(f*®) = 0.

Sea r € [0,n —m — 1]. Veamos que si 7(¢g®) = 0V g* : P* — P*[m] en C(proj(A))
tal que g7k = 0V k € NT, entonces w(h*) = 0V h* : P* — P*[m] en C(proj(A)) tal
que h~ "t HITR = 0V k€ N*. En efecto, sea h : Coker(dpe™) — H™™1(P*) tal que
Vepr (T (—n>+7:rlr7P.[m])(h)) = 0. Por hipdtesis, se tiene que

h € Tm(Hom, (ypu "2 G50 T2 7 gprtr i),

Haciendo m = —n +r + 1 en la Proposicién 3.6.4, se tiene que [h*] =0V h*: P* — P*[m]
en C(proj(A)) tal que h™™H1+k =0V k € NT.
Por lo tanto, Homk proj(a)) (P, P*[m]) = 0. O

Teorema 3.6.6. Sean n € N*, P* € Cl=2%(proj(A)) y
dpt = (d7,0)=Q "® Q™" — P ",
donde d™™ : Q™" — P! es la versidn minimal a derecha de dp.. Entonces,
Homy projay) (%, P*[m]) = 0
si, y solo si, Homy (Coker(dp. ), 7(Coker(d™))) = 0 y Homy (Q'~™, Coker(dp.)) = 0.
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Demostracion. Sea QQ® = --- = 0 — Q™" 25 ptl 5 ... 5 PO 5 (... Notemos que
P =Q* Q" ”[ ]. Por el Lema 1.8.5 se sigue que Homg (proj(a)) (Q°, P*[n ]) = 0 si, y solo si,
Hom (Coker(dp. ), 7(Coker(d~™))) = 0. Luego, por el Lema 3. 2 11

Homy (Q'~", Coker(dps)) = 0
es equivalente a que Homgproj(ay) (@ " [n], P*[n]) = 0. O
Corolario 3.6.7. Sea P* € CI=2%(proj(A)). Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:
(a) Homg proj(ay) (P*, P*[1]) = 0 si, y sdlo si,
Hom g (7pe 3% €ps, Coker(dps)) : Homy (P°, Coker(dpa )) — Homy (Coker(dps), Coker(dps))

es un epimorfismo y Homy (dps, 65 ) : Homy (P~ Coker(dps)) — Homy (P~2, HH(P*))
es un epimorfismo.

(b) Sea dpe = (d72,0)=Q 2@ Q2 — P!, donde d™%: Q72 — P~! es la version minimal
a derecha de dpi. Entonces, Homg proj(a)) (P®, P*[2]) = 0 si, y sdlo si,

Hom (Coker(dp. ), 7(Coker(d™?))) = 0
y Homy (Q'~2, Coker(dps)) = 0.

Demostracion. (a) (=) Se sigue del Corolario 3.6.3.
(<) Sea f* : P* — P*[1] un morfismo en C(proj(A)). El morfismo anterior induce el
siguiente diagrama

—2 -1
P2 dpe p-1 dpe po

)

P2 — P~ P" 0.
P. P.

Por el Corolario 3.6.3 (a) existen morfismos s : P — P%y s7' : P71 — P! tales que
f1 = 8%pe + dpis™t. Veamos que el siguiente diagrama conmuta

P72 dl_j Pfl dl;i PO
P?—spl—sp° 0.
dpe dpe

En efecto, dps(f~2 — s dpe) = fdpi — dpes 'dpi. Dado que f~' = %dpe + dpas™?, se
tiene que f'dps = dpas 'dpe. Con lo cual, f~1dp? — dpes 'dps = 0. El diagrama anterior
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define un morfismo ¢° : P* — P*[1] un morfismo en C(proj(A)). Por el Corolario 3.6.3 (b)
se tiene que 7(g®) = 0. El morfismo f* — ¢* induce el siguente diagrama

dpe dpe

p2 pt P
ol
p?——spt——>Pp° 0.
dpe dps
Sea s72 = 0. Es claro que {s*}?_ , es una homotopia entre f*y g*. Por lo tanto,
m(f*) =m(g") = 0.
(b) Se sigue del Teorema 3.6.6. O
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Capitulo 4

Teoria inclinante de conglomerado

En este capitulo 7 denotard una R-categoria de Artin triangulada.

4.1. Conexion con teoria 7-inclinante

El siguiente resultado esta basado en [KR07] cuando T" € T es inclinante de 2-conglomerado
y T es 2-Calabi-Yau.

Lema 4.1.1. Seann € N*, T € T n + 1-rigido y A := Endc(T)°P. Entonces el funtor
Hom(T,—) : add(T) x add(T")[1]/[add(T)[1]] — mod(A) es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Sea M € mod(A). Por el Lema 1.2.11, existe un morfismo f: 7" — 7" en T,
con T', T" € add(T') y una sucesién exacta

HOmT(T,f)

Hom(7,T") Homs (T, T") = M — 0.

Sea T' L 17 & x I 1 [1] € A en T formado a partir del cono de f. Aplicando el funtor
Homy (7T, —) al tridngulo anterior se tiene la siguiente sucesién exacta, ya que T es n + 1-
rigido, Homy (T, T") 227D Hom (T, 7") — Homy (T, X) — Homs(T,T'[1]) = 0. Por
ende, M = Hom(T, X) en mod(A).

Luego, sean X, Y € T y t : Homy(T, X) — Homy(T,Y’). Se consideran los siguientes
triangulos distinguidos 7T} EN T, 53X b Telny Ty LN 5y by Ti[1] en T, con
Ty, Th, T, 11 € add(T). Por el Lema 1.2.11 y la propiedad universal del Cokernel existen
{oi : T; = T} }icroy v @ X = Y tales que el siguiente diagrama conmuta

Home(T, 7)) 2T fome(T, Ty) —2T9) . Home(T, X) ——0
Homc(T,al)l Hom¢ (T,ao)l lt

Home (7, T7) Home (T, T7) Home(7T,Y) —0.

- >
Home (va/) Home (Tvgl)
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Por lo que tenemos el siguiente morfismo de tridngulos distinguidos

T, Ty —2= X — "> (1]

A e

T T — Y ——T/[1].

f/ g/ h/

Aplicando el funtor Hom(T', —) al diagrama anterior, ya que 7" es n + 1-rigido

Hom (T f) Hom(T.g)

Hom¢ (7', T1) Hom¢ (7', T)) Homy (7T, X) —— Homs (T, T[1]) = 0

HomT(T7a1)l HomT(T,ao)l LHomT(T,a)

Hom(T, T)) Hom# (T, T}) Hom (T, Y) — Home (T, T![1]) = 0.

_ _ >
Hom (T.f") Homy (T,g')

Asi pues, t = Homy (T, «).
Por dltimo, sea k : X — Y tal que Hom+(T, k) = 0 y puesto que X € add(7T) xadd(T)[1]
existe T — Tp % X 5 Ti[1] € A en T. Por lo que kg = 0. Entonces, existe [ : Ty[1] — Y

tal que k = [h. Asi pues, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

T+ T[] Home (T, )

mod(I")

Wl om7(T,—)
T * T[1]/[add(TT1])],

donde 7 : T — T /[add(T[1])] es la proyeccién candnica. Por lo tanto,
Hom7 (T, —) : add(T") x add(T)[1]/[add(T)[1]] — mod(A)
es una equivalencia de categorias. O

El siguiente ejemplo muestra que si T' € T es inclinante de n + 1-conglomerado y A :=
Endr(T)°. Entonces el funtor Homy (7T, —) : T/[T[1] * --- %« T[n]] — mod(A) no es una
equivalencia de categorias.

Ejemplo 4.1.2. Sean Q=o' 2 ~o>—". o3 4 Co(kQ) = Db(kQ)/77 (2] la categoria
2-cluster definida en [Th07). Notemos que T = 1(1) & P(3)[2] ® P(2)[2] es inclinante 3-
conglomerado. Consideremos su carcaj de Auslander-Reiten

NG N
NN

P(3) S(2)
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S(2)[1] I P[]
P(2)[1] 12)[1 P(2)[2] P(2)
(W] P3)[2] P(3),

p

donde la parte azul es la correspondiente a T[1] % T'[2]. Mientras que I' :== End¢(T)? = k@',
con Q' = el o2 —“> @3 . Por lo tanto mod(T") no es equivalente a C/[T[1] * T[2]].

El siguiente resultado es una generalizacién de [AIR14, 3.2]. El cual es determinante para
la conexion de las subcategorias 2-inclinante de conglomerado con los pares 7-inclinantes,
cuando 7 es 2-Calabi-Yau.

Definicién 4.1.3. [IY08, Definicion 2.8] Decimos que T es una categoria n-Calabi-Yau
st existen isomorfismos funtoriales

®y : Homy (X, —) — DgHomy(—, X|n]) vVXeT,
Uy : Homy(—,Y) — DgHom¢ (Y, —[n]) VY eT.

Lema 4.1.4. Sean T € T, donde T es inclinante de n+ 1-conglomerado y T es n+ 1-Calabi-
Yau, y A := End(T)°?. Entonces los funtores

Homy (7', —[n + 1]), vHom¢(T, —) : add(T") — inj(A)
son isomorfos, donde v : mod(A) — mod(A) es el funtor de Nakayama.

Demostracion. Sean W : Homy (T, —[n+1]) = DgHomy(—, T') el isomorfismo dado del hecho
que T es n + 1-Calabi-Yau y ® : Homy(—,T) — Homy (Hom#(7, —), A) el isomorfismo del
Lema 1.2.11 restringido a add(7’). Por lo tanto,

Dr(® "V : Hom7(T, —[n + 1]) — vHom (T, —)
es un isomorfismo. O
El siguiente lema es necesario para demostrar el resultado principal de esta seccion.

Lema 4.1.5. Sean T € T, donde T es inclinante de n+ 1-conglomerado y T es n+ 1-Calabi-
Yau, y A := Endr(T)°. Entonces, el funtor Homy (T, —) : T — mod(A) es pleno.

Demostracion. Sean Z,Y € T y t: Homy(T,Y) — Homy(T, Z). Dado que T es inclinante
de n + 1-conglomerado se tiene que resdimaqqry(Z) < n y resdimagqry(Y) < n, por lo que

/

existen {7]2 . Y;‘Jrl 94 E & Y; — Y;Jrl[l] c AN ?;01 y {?7; . Zi+1 % Ti’ f# Zz — Zz+1[1] c A ?;01
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en T, con Y,, Z, € add(T). Por el Lema 1.2.11 existen morfismos {«; : T; — T/} ; en T
tales que los siguientes diagramas son conmutativos

Homy (T, V1) —2T 9L gom (7, Tp) 22T TRL Homa (T, V) ——0
HomT(T,ao)l lt
/ _— —_—
Hom (T, Z;) Homy (T Hom (T, T§) ro—S Hom (T, Z) 0,
Homy (T, Tyy1) —2TE95) o (T, T;) Vie[0,n—1)
Homy(T,0ti+1) L LHomT (Tyou)
Hom (T, T} ) Hom,(T,TY).

Homy(T,g; Z(+1)

Por el proceso de proyectivizacion y la propiedad universal del kernel existe o, : Y,, — Z,
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Homy(7,Y,) HomT—(T’Wi)HornT(T, Th-1) Hom7 @n-y) Homs (T, Y,,-1) —0

HomT(T,an)l HomT(T,anl)l
/
I’IOIH']'(,_T7 Zn) m HOHlT(T, T(]) mHomT(T, Zn—l) —0.

Por lo que tenemos una serie de morfismos {3; : ¥; — Z;}"~4 tales que los siguientes son
morfismos de triangulos

Yn E’ Tn—l m Yn—l — Yn[]-]

e

Zn Tl' Ty~ Znr — Zy[1]

— n—1

gm f'm

Y1 T, Y., Yoni1[1] Vme|[0,n—1)
SR
Zm+1 g Tyln I Zm Zm+1[1]
Asi pues, t = Hom+ (T, ). a

Proposicién 4.1.6. Sean T n + 1-Calabi-Yau, T € T inclinante de n + 1-conglomerado,

conn >1, A:=Endr(T)? y X € T tal que resdimuqqcr)(X) < 1. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen:

(a) T(Hom#(T, X)) = Homs (T, X[n]).
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(b) Hom (X, X[n]) =0 si, y sdlo si, Homy (T, X) es T-rigido.

Demostracion. Sean: Ty — Ty — X — T1[1] € A, donde Ty, Ty € add(T).
(a) Aplicando el funtor Hom (T, —) al tridngulo anterior se tiene la siguiente sucesién
exacta, ya que T es n + 1-rigido,

0 = Homy (T, Ty[n]) — Hom¢(T, X[n + 1]) — Hom¢ (T, T1[n + 1)) — Homs(T, Ti[n + 1]).

Por el Lema 1.2.10 se tiene la siguiente sucesion exacta y el siguiente diagrama conmutativo,
donde los morfismos verticales isomorfismos por el Lema 4.1.4

0 —— 7Hom¢ (7, X) vHomy (T, T7) vHomy (T, Tp)

| |

0 —— Hom¢ (7T, X [n|) — Homy (T, T1[n + 1]) — Hom (T, Ty [n + 1]).

Por lo que 7(Hom#(T, X)) = Homy (T, X[m]).
(b) Por el Lema 4.1.5, la aplicacién

Hom (T, —) : Homy(X, X [n]) — Homy (Homs(T, X), Hom7 (T, X[n]))

es un epimorfismo. Sea f : X — X|[n] tal que Hom+(T, f) = 0. Por lo que se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

T, X T[]

Veamos que g = 0. Aplicando el funtor Hom¢(71[1], —) a n se tiene la siguiente sucesién
exacta, ya que T es n + 1-rigido,

0 = Homy (T3, To[n]) — Homy (T4, X[n]) — Homy (T4, T1[n + 1]) = 0.

Concluimos que f = 0y asi Homy(X, X[n]) = Homy(Hom+(7T, X ), Homy(T, X[n])). El
resultado se sigue de (a). O
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