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Resumen

El proyecto desarrollado por Francisco Hernandez Quiroz, Héctor Zenil y Vladimir Lemus Yafiez
[1], busca aproximar la distribucién universal mediante la ejecucién exhaustiva de una cantidad
finita de programas en un modelo de computo fijo. Entre las metodologias desarrolladas para
la generacion de programas se requiere, entre otros procedimientos, de una pareja de funciones
RANK y UNRANK entre n-adas de naturales y el conjunto de naturales cuyo calculo sea rapido y
n-adas de suma de entradas pequefia correspondan a naturales pequenos y de suma de entradas
grandes a naturales grandes. Esta tesis se dedica a plantear y probar la correccién y complejidad
en tiempo y espacio de los algoritmos planteados para enumeracién de n-adas de naturales.
Palabras Clave: Funciones de emparejamiento, enumeracion, RANK y UNRANK de n-adas nt-
meros simplex, composiciones de enteros.

Abstract

The project developed by Francisco Herndndez Quiroz, Héctor Zenil and Vladimir Lemus Yafiez
[1] attempts to approximate the universal distribution by exhaustively running a fixed number
of programs, in a determined model of computation. Some of the methods developed for the
generation of programs require, among other procedures, a pair of functions RANK and UNRANK
between the set of natural numbers and n-tuples that are quick to compute and such that n-
tuples with small sum over their components map to small naturals and n-tuples with a large
sum over their components map to large naturals. This thesis is dedicated to present and proof
the correctness and calculate the time and space complexity of the algorithms stated for this
enumeration of n-tuples.

Keywords: Pairing functions, enumeration, RANK and UNRANK of n-tuples, simplex numbers,
integer compositions.
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Introduccion

La complejidad de Kolmogorov propuesta en [2, [3] para una cadena x se define como la longitud
mas corta de un programa que imprime tal cadena dada una maquina universal U, esto es

K(x) := min{|p| | U devuelve z al ejecutar p}.

Este concepto intenta diferenciar cadenas de naturaleza aleatoria, de aquellas cadenas a las
que se les puede generar siguiendo solo una serie de reglas, un patrén dado o en otras palabras un
proceso algoritmico que genere la cadena. Resulta natural pensar en patrones como programas
cortos que especifican la cadena. Se puede denominar aleatorias a cadenas cuya especificacion
mas corta sea de tamano semejante al tamano de cadena, y podemos denominar a cadenas como
no-aleatorias cuando su especificacion es de tamano significativamente menor al tamano de la
cadena.

Podemos notar que las cadenas pueden tener multiples programas que las representan, esto
es multiples programas que la generan. Resulta natural buscar una métrica de las cadenas para
medir qué tanto se prestan a ser especificadas mediante programas de longitudes cortas. Se define
la probabilidad algoritmica M de una cadena x como

1
M(z) = Z ol donde S(x) := {p programas | la salida de U con p es z}
pES(z)

una semi-medida de probabilidad que pondera los programas p que generan la cadena x, de
manera que, mientras mas corto sea el programa, mayor peso aportara sobre la medida de esta
cadena. De esta manera, cadenas con multiples representaciones con programas cortos, tendran
una mayor probabilidad. Esta medida propuesta por Solomonoff [4] se conoce como la distribucién
universal y estd intimamente relacionada con la complejidad de Kolmogorov [5].

En [6] Solomonoff comenta nociones de la incomputabilidad de la complejidad de Kolmogorov,
idea también compartida por Kolmogorov [2]. Una prueba formal de la incomputabilidad se puede
consultar en [7]. A pesar de la incomputabilidad de la complejidad de Kolmogorov y por tanto
de la distribucién universal, es posible aproximar esta distribucién para una cantidad finita de
programas, como se propone en [8] (ver también [9]).

El proyecto de doctorado de Vladimir Lemus Yénez [I] asesorado por Francisco Herndndez
Quirdéz y Héctor Zenil, propone aproximar acumulativamente la distribucién universal a través
de la generacién sistematica de programas cortos y la ejecucién de estos en un modelo de compu-
tacion fijo. Esta idea es semejante a la propuesta en [8] pero con la diferencia de usar un lenguaje
de programacion de alto nivel.

El modelo de computacién propuesto es un lenguaje imperativo denominado mvp [10], el
cual define programas a partir de asignaciones de memoria, condicionales if, ciclos while, el
programa skip, asi como secuencias de éstos, como se plantea en la siguiente gramatica. Una
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P — skip | (X:= A |)(if BthenP elseP) | (while Bdo P) | (P; P)
A-N|X|[(A+A)|(A-A)|(AxA)

B — true |false| (A = A)|(A<A)|(BVB)|(BAB)|-B
X =N

N—0[15]25]...]99

S—e|0S|1S|...]95

Figura 1: Gramatica del lenguaje imperativo IMP.

importante cuestién es mostrar que el algoritmo con el que se obtienen los programas que se
usaran para esta aproximacion genere de forma exhaustiva todos los programas para el modelo
de computo propuesto. Dada la naturaleza recursiva del modelo de computaciéon propuesto, se
enfrenta con la tarea de generar programas mas complejos a partir de programas previos.

Hay varias propuestas para realizar la tarea de generacion, pero a grandes rasgos estas pro-
puestas se basan en deducir la estructura de los programas a través de arboles de sintaxis, los
cuales son codificados mediante niimeros naturales. En este sentido, el peso méas grande de co6-
mo se obtienen estos programas yace en la forma en que codificamos las reglas recursivas de
construccién de estos.

Dado que un programa se puede construir recursivamente a partir de expresiones booleanas,
expresiones aritméticas y otros programas previamente construidos, surge la necesidad de codifi-
car en un solo natural a programas constituidos por varias subestructuras. Si asumimos que cada
subestructura ya fue codificada previamente se busca colapsar estos fragmentos de informacién
en un solo natural de forma que se pueda revertir el proceso. De aqui que se busque dar funciones
biyectivas RANK de N> — N, N> — N y en general N* — N.

Requerimos que estas funciones no sélo sean biyectivas, sino rapidas de calcular y mas aun,
de inversa rapida de calcular UNRANK, ya que el objetivo primordial es generar los programas
de forma ordenada. Es decir, el algoritmo UNRANK servirda para decodificar un natural en un
programa y asi generar todos los programas. A estas funciones las llamamos enumeraciones.

Resulta indispensable que este algoritmo sea rapido y que el cdlculo de un valor de este no
requiera conocer el valor de programas previos. Lo anterior es necesario para obtener un buen
rendimiento a la hora de hacer la aproximaciéon a la distribucién universal. En este trabajo se
definirdn dichas funciones y seran utilizadas en el proyecto a cargo de Eduardo Acuna Yeomans
[11] para la enumeracién de programas, entre otras labores.

Para el caso de parejas ordenadas, se pueden solucionar de manera razonablemente eficiente
utilizando la funcién biyectiva propuesta por Cantor, pero el caso general precisa de una solucién
rapida de calcular. Se va a desarrollar una enumeracion que generaliza idea de Cantor, cuya
primera propuesta fue ideada por Skolem en [12]. Se desarrollard més profundamente esta idea y
se probaran las propiedades correspondientes de esta generalizacion. Particularmente se mostrara
la biyeccién de esta enumeracion y se mostrard que esta funcién es estructuralmente creciente. Se
entiende que una enumeracion es estructuralmente creciente si la funcién es mondtona respecto
a un ordenamiento. El ordenamiento para los naturales sera el usual y para las n-adas se dara
uno que se inspira en el heredado por la enumeraciéon de Cantor de parejas.

Se dedica el siguiente trabajo para desarrollar los conceptos para plantear esta enumeracion
asi como para computarla con el objetivo de que tengan un buen desempefio tanto en espacio
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como en tiempo. Ademads, se buscard demostrar su correccién y complejidad en tiempo y en
espacio. Los algoritmos mencionados no se restringen a esta tarea y pueden ser aplicables en
otros problemas.

Objetivos de este trabajo

Objetivos Generales

1. Plantear algoritmos de enumeracion RANK y UNRANK para parejas, ternas de naturales
y en general k-tuplas de naturales, asi como una enumeracion de tuplas multidimensional
que cumplan:

a) El calculo de un valor en la enumeracién no dependa de valores previos en la enume-
racion.

b) La enumeracion sea estructuralmente creciente.

¢) Los algoritmos sean rapidos de computar.

2. Dar pruebas matemaéticas de su correcciéon y complejidad en tiempo y espacio.
Objetivos Particulares

3. Plantear un algoritmo para el cdlculo del indice de un simplex que antecede a un natural
y mostrar su correccién y complejidad en tiempo y espacio.

4. Realizar pruebas de escritorio para medir el desempeno de los algoritmos.

5. Incorporar los algoritmos al sistema de enumeracion de programas planteado en el proyecto
de Acuna Yeomans [I1].

Contenido por capitulos

El trabajo se divide en tres capitulos de contenido, asi como dos secciones para los antecedentes
y las conclusiones al principio y al final del escrito respectivamente.

FEn la seccién de antecedentes se trabaja un poco mas a detalle el concepto de la complejidad de
Kolmogorov y distribucién universal, asi como los conceptos de funciones de emparejamiento que
dan pie a la enumeracion propuesta. También se estudian los aspectos relevantes de combinatoria
algoritmica, los cuales se retoman al justificar las propiedades de la enumeracion. Asimismo, se
plantean las convenciones para la expresion de los algoritmos y se establece la forma en que se
analizan.

En el segundo capitulo, se expresan las propiedades minimas de combinatoria y teoria de
numeros que se utilizardn en los algoritmos. Se definen los niimeros simplex, se muestran sus
propiedades y se plantean algoritmos para calcularlos. Se define el operador FLOORSIMPLEX y
se proponen variantes para algoritmos que calculan este operador. Se muestra su correccion y
analizan sus complejidades.

El tercer capitulo plantea cémo se enumeran composiciones, idea que se utiliza en la enu-
meracion de diagonales. Se desarrollan los conceptos de representaciéon por separadores y k-
descomposicién. Estos conceptos son la esencia de la enumeracion de tuplas y se usan fuertemente
en las pruebas de correccién de estos algoritmos. Se plantean algoritmos RANK y UNRANK para
composiciones, se muestra su correccion y complejidad en tiempo y espacio.
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El cuarto capitulo, retoma las ideas planteadas y se enuncian algoritmos RANK y UNRANK
para k-tuplas. Se muestra su correccién y complejidad en tiempo y espacio. Con base en los ante-
riores, se trabajan algoritmos andlogos para tuplas multidimensionales. Finalmente, se enuncian
resultados de pruebas de escritorio para la implementacién de los algoritmos trabajados. Se puede
consultar las implementaciones en [1] y

Se adjunta una seccién de apéndice con algunas pruebas que se delegaron y algunas versiones
alternativas de los algoritmos planteados.

En [12] es el primer trabajo que propone la idea de la enumeracién planteada, la cual se
extiende en este trabajo. Los algoritmos disefiados en este trabajo asi como varias de las propie-
dades demostradas son originales y a conocimiento del autor no se han planteado trabajos bajo
este enfoque.

"https://colab.research.google.com/drive/1s5_ydQWwm20cD0eZ7VgXoTOgNNnjpUF 7usp=sharing
2https://colab.research.google.com/drive/1XZe2LSLXPS23qXb5WzVsn8BG-17SRuRT?usp=sharing


https://colab.research.google.com/drive/1s5_ydQWwm2OcDOeZ7VgXoTOgNNnjp9UF?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1XZe2LSLXPS23qXb5WzVsn8BG-l7SRuRT?usp=sharing

Capitulo 1

Antecedentes

Comencemos planteando la siguiente pregunta: ;céomo serd la forma mas adecuada de compactar
informacién? Para siquiera aspirar a responder esta dificil pregunta debemos aclarar lo que
significa “compactar informacién”. Podemos compactar informacién de muchas maneras, algunas
de las cuales pueden sobrepasar procesos realistas, como dotar de un simbolo a toda posible
coleccién de informacién. Si limitamos estos medios para compactar a procesos algoritmicos en
un lenguaje fijo, podemos codificar este proceso en un programa cuya salida sea la informacién
que buscamos compactar. Notese que este programa debe carecer de entrada ya que buscamos
poder recuperar la informacién sin dependencias.

Es evidente que la informacion puede venir en distintas presentaciones, pero en general pode-
mos codificar esta informacién en cadenas binarias. Si elegimos una maquina de Turing universal
U, y codificamos el proceso de compresién de la informaciéon en un programa p que sirva como
entrada de U y codificamos la informacién en una cadena x, decimos que p es una descripcién de
x si al tomar p como la entrada de U devuelve z. En otras palabras, usamos la méquina U para
realizar el proceso algoritmico con el cual recuperar x. Esto depende de la eleccién de U, pero
la diferencia de usar otras elecciones de U no debe de dar alteraciones significativas. Siendo asi,
podemos reformular la pregunta a ;cudl es la descripcién p més corta de una cadena x? Dejando
fijo U sabemos que debe haber tal descripcién minima. Més ain, este concepto sirve para com-
parar la complejidad de distintas cadenas, observando cual tiene descripcién de menor tamaio.
Este concepto se conoce como la complejidad algoritmica de Kolmogorov y fue desarrollado por
personajes como Chaitin [3] y Kolmogorov [2].

K(x) := min{|p| | U devuelve z al ejecutar p}. (1.1)

Si observamos cadenas de informaciéon como 1111111111111111, 1010101010101010, se puede
observar cierta regularidad. Estas cadenas se pueden codificar con especificaciones como repite 1
16 veces, repite 10 8 veces respectivamente. Por otro lado, cadenas del estilo 0011010100001100,
0011011010100000, al menos de forma intuitiva no muestran una regularidad clara y puede que su
especificacién mas corta sea del estilo de imprime 0011010100001100. La aparente aleatoriedad
de las dos ultimas cadenas puede que nos complique encontrar una descripcion que sea mas corta
que dar la cadena misma. Aqui, la nocién de “aleatoriedad” es justamente el punto clave y la cual
resultaria conveniente tener una definicién clara. Podemos proponer una definicion de cadenas
aleatorias como justamente aquellas cuya descripcién més corta sea aproximadamente el tamano
de la cadena misma.
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De hecho, en [4], Solomonoff utiliza esta idea de cadenas que se pueden describir con progra-
mas cortos como probabilidades a priori en una inferencia inductiva cuando se emplea la regla
de Bayes.

Si tenemos datos D y conjunto de hipétesis H (potenciales causas de los datos) buscamos
saber cudles de las hipdtesis h € H hacen més probables a los datos D. Esto es, buscamos h € H
que haga que la probabilidad de las hipétesis dadas los datos, en simbolos P(h | D), sea lo més
grande posible. La regla de Bayes se puede plantear como

P(D [ h)P(h)

P(h| D) = =5,

donde P(D | h) representa la probabilidad de que se generen los datos dada una hipétesis h
y P(H) y P(D) la probabilidad de una hipdtesis y de los datos respectivamente. Por la regla
anterior, hallar qué hipotesis hace més verosimil a los datos se reduce a encontrar qué hipétesis
maximiza P(D | h)P(h). A pesar de que el computo de P(D | h) no suele ser complicado, calcular
P(h) conlleva un reto. A este valor se le suele conocer como probabilidad a pm’omﬂ y representa
la probabilidad inicial para algin fenémeno para el cual no siempre tenemos informaciéon de su
distribucion [7].

La idea de Solomonoff es proponer una distribucién de probabilidad de las hipdtesis que sea
sensible a qué tan complejas son. Codificando esto en cadenas, se busca que cadenas que puedan
ser descritas con multiples representaciones cortas sean mas probables. A esta distribucién se le
conoce como distribucion universal, y se puede definir como

1
M(z) = Z ol donde S(x) := {p programas | la salida de U con p es z}. (1.2)
peS(z)

La complejidad de Kolmogorov de la ecuaciéon es incomputable, pues se pueden reducir al
problema del paro [0, [7]. La distribucién definida en la ecuacién (1.2)) tiene esta misma inconve-
niencia al ser incomputable como Solomonoff comenta en [5]. En la anterior referencia Solomonoff
justifica que, a pesar de la incomputabilidad de la distribucién universal, esta se puede aproxi-
mar. En [I3], se aproxima esta distribucién al enumerar y ejecutar todas las maquinas de Turing
de cinco estados, adicionando las probabilidades para cada cadena que sea la salida de una de
estas maquinas.

El objetivo del proyecto [I] es dar una aproximacién a la distribucién universal al ejecutar
programas cortos. A diferencia de [13], se plantea usar como modelo de computo un lenguaje
de alto nivel denominado IMP planteado en [I0] (ver figura . Una de las tareas para esta
aproximacion consiste en la generacién sistematica de programas en este lenguaje.

Generacién de programas

Buscando aproximar la distribucién universal con el lenguaje IMP, se necesita un procedimiento
para generar todos los programas descritos por este lenguaje para posteriormente ejecutarlos
y registrar su salida. Para un programa p con salida x se afiade ﬁ Entre més corto sea p, la
aportacion que éste ofrece es més significativa, por lo que resulta indispensable que la metodologia
de generar programas comience por programas cortos.

'A P(h| D) se le llama probabilidad a posteriori y a P(D | H) la verosimilitud.
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Correr todos los programas en la muestra finita generada tiene el potencial de ser muy costosa
computacionalmente, por el tamafio de la muestra y posibles programas que no terminen. Debido
a esto, se busca que la generacion sea lo mas réapida y barata posible. El proyecto [1] contempla
la posibilidad de repartir la gran carga de ejecutar los programas en diversos usuarios, ofreciendo
una criptomoneda automacoin[l4] como incentivo, de forma muy semejante a como se mencion6

n [15]. Esto anade la necesidad adicional de que el proceso de generacién sea paralelizable, de
forma que este mecanismo debe de ser reproducible por distintos usuarios de forma independiente
y rapida.

Particularmente, la tarea de la generacién de programas en IMP es trabajada en [I1]. En este
proyecto no sélo se propone un protocolo para generar objetos de IMP(mediante una funcién
R : ImMpP — N), sino también un protocolo general de enumeracién de un conjunto numerable X
de objetos sintacticos descritos por alguna gramética libre de contexto (a través de R : X — N).
Estos protocolos cumplen con la propiedades buscadas antes mencionadas.

Demos un poco de intuicién a como funciona este proceso de generacién para un programa
describiendo la funcién R. Observemos que un programa de IMP puede ser: el programa trivial
skip, una asignacién de la forma X := A, un condicional if, un ciclo while, o una secuencia
de programas (P; P). Todas salvo la primera comprenden una cantidad infinita de posibilidades.
La idea sera recorrer cada una de las posibilidades un paso a la vez , alternando entre cada una.
Esto propone una correspondencia que se mapea como

IMmp — N
skip — 0,
(X:=A) — 1, 5 9, ... 4dm+1,
(if B then P else P) — 2, 6, 10, ... 4m—+2,
(while B do P) — 3, 6, 11, ... 4m+3,
(P:P) s 4 8 12, ... 4m+4,

El algoritmo de Euclides nos garantiza que podemos descomponer cualquier natural n de
forma tnica respecto a un divisor a como n = am + r. Considerando que tenemos que ofrecer
un desfase tg = 1 para enumerar skip, se puede representar a n con un divisor a y desfase ty de
forma tinica como n = am + r + ty. Esto nos garantiza que si P corresponde con n identificando
r sabremos si P es una asignaciéon de una localidad, un condicional if, un ciclo while o una
secuencia de programas (P, P;). El valor m nos indicara cudl de los anteriores sera.

Por ejemplo, si tuviésemos el programa P = (X := 0; X; := 0) y queremos saber qué natural
n asignarle, sabremos que debe de tener la forma n = 4m + 4, por lo que el problema se reduce
a encontrar tal m. Supongamos inductivamente que ya tenemos los valores correspondientes
R(Xo :==0) = mp y R(X; := 0) = my, obtener R(P) se reduce a dar una correspondencia
Rs de la pareja de naturales en un sélo natural Ra(mg, m1) = m. Dado que buscamos que R
sea rapida de calcular, invertible e independiente de valores previos, la correspondencia Ry debe
tener también estas propiedades.

El proceso anterior requirié saber inductivamente que R(Xy := 0) = my. Resolver cémo debe
de mapear R a las asignaciones requiere a su vez enumeraciones Rjo.(Xo) = m0,0 y Rarit(0) = mo1
de las localidades y expresiones aritméticas respectivamente, donde podemos hacer R(X( := 0) =

Ry (RIOC(XO)a Rarit(0)> = Ra(mo,0,m0,1) = mo.

Enumerar expresiones aritméticas se puede manejar de forma semejante al mapeo con los
programas, salvo que con a = 5 y tg = 0 pues hay cinco distintas formas que una expresién
aritmética puede tomar y no requiere trasladar para casos finitos. De forma similar, una expresién
aritmética requiere a su vez enumeraciones de las localidades y los naturales las cuales son
sencillas de definir.
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Si el programa tiene la forma (if Bp then Py else P)), entonces requeriremos de una nueva
funcién R3 que tome ternas de naturales y devuelva un natural. Buscamos que esta funcién
cumpla también con las propiedades antes mencionadas por razones semejantes a con Ro. Por
supuesto, las expresiones booleanas también requerirdn un mapeo que se puede construir de
forma semejante, con tg =2y a = 5.

Las deducciones de estas enumeraciones se trabajan a detalle en [II] y particularmente re-
quieren de las funciones Ry y R3 para poder compactar grupos de informacién en un sélo ntimero
que las represente. En general, se trabajan enumeraciones de estructuras sintécticas con k-hijos,
cada uno con algin valor en una enumeraciéon previamente obtenida, valores que se buscan com-
pactar en un sélo natural. Recordando que queremos que R comience con programas cortos para
llegar a los largos (a lo cual denominaremos como que R sea estructuralmente creciente) se busca
que Ro, R3 y en general R también lo sean.

Combinatoria Algoritmica

Como se esbozé en la seccién anterior, generar los programas es en gran parte un problema de
caracter combinatorio. El estudio de algoritmos que manejen diversas estructuras combinatorias
es amplio y se puede encontrar mucha literatura al respecto, [16] [17, 18, 19] por mencionar
algunos.

La estructura combinatoria a la que nos enfocaremos seran las parejas, ternas y en general
n-adas ordenadas de naturales. Una n-ada ordenada es una funcién de un segmento inicial de
naturales en los naturales a la que denotamos (aq,...,a,). A una n-ada también se le llama
n-tupla, y convendremos usar este ultimo término pues es més practico cuando no queremos
hacer explicito el tamano de esta.

Como se menciona en [I6], los problemas combinatorios se pueden dividir en cinco categorias:
existencia, construccion, enumeracion o conteo, generacion 'y optimizacion. Nuestro problema cae
en la categoria de generacion, en donde se busca un procedimiento sisteméatico para construir
todas las estructuras combinatorias de cierto tipo. Es importante senalar que la categoria de
enumeracion o conteo sélo refiere a la cantidad de estructuras combinatorias de cierto tipo sin
necesariamente mostrarlas. Es claro que tener la generacion implica el de conteo, pero el reciproco
no es necesariamente cierto.

El orden de la generacién de estructuras combinatorias a € A, obedece a una funcién inyectiva
R : A — N a la cual llamaremos enumeracién (sin pérdida de generalidad la imagen de esta
funcién es un segmento inicial de naturales o bien todos los naturales). Como se menciona en
[17, 19] la generacién de estructuras se suele obtener mediante dos formas.

Iterativa. A partir de una estructura inicial ag (la cual suele ser sencilla de obtener
y cumpla R(ap) = 0) y un algoritmo sucesor que recibe como entrada una
estructura a que cumpla que R(a) = n y devuelve la estructura a’ tal que
R(d')=n+1.

Por ranking. Mediante un algoritmo que calcule la funcién U, la cual es inversa a Ry
corriéndola sobre su dominio.

Para ambos casos es deseable tener un algoritmo que compute la funcién R, pero no es
realmente necesario. A un algoritmo para computar la funcién R se le suele llamar RANK. De
forma semejante, un algoritmo para computar U se le suele llamar UNRANK. Para el caso iterativo,
calcular R es bastante directo pues se puede llevar un contador por cada vez que aplique la funcién
sucesor.
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Los algoritmos que obtienen el sucesor suelen ser muy rapidos y a menudo mas faciles de
plantear. Las versiones iterativas son bastante ttiles cuando se hace una btisqueda secuencial de
una estructura que cumpla con alguna propiedad buscada (por ejemplo, en bisquedas a soluciones
de problemas por fuerza bruta).

Una desventaja de usar las versiones iterativas es que suelen estar atadas a la secuencialidad.
Esto es, para obtener la estructura a que cumpla que R(a) = n, se debe, ya sea hacer un recorrido
de todas las estructuras previas en la enumeracién (lo cual puede ser costoso en tiempo), tener
almacenada una estructura previa y cercana donde retomar la enumeracién (lo cual puede ser
costoso en memoria) o bien tener un procedimiento para obtener el estado de memoria suficiente
para retomar la ejecucién secuencial (tal procedimiento es en el fondo una forma de calcular
U). Esto hace que algoritmos iterativos no se presten a paralelizar pues los costos subyacentes
pueden sobrepasar las ventajas de hacer computos paralelos.

La generacién mediante un algoritmo UNRANK no tiene estas desventajas pues no requiere
de valores previos en la enumeracién para generar la estructura, favoreciendo su capacidad de
paralelizarse. Adicionalmente, esta funcién puede usarse de forma iterativa aplicando UNRANK
sucesivamente sobre su dominio e incluso puede usarse para la generacion aleatoria, al s6lo tener
que obtener aleatoriamente un natural en su dominio [19]. Dependiendo del problema, cada
llamada a UNRANK puede ser un poco mas costosa en tiempo que una llamada a un sucesor,
por lo que es posible que en la tarea enlistar todas las estructuras, resulte méas rapido la versién
iterativa. A pesar de ello, las ventajas de un algoritmo UNRANK son evidentes, por lo que sera
la aproximacion empleada para este trabajo.

Enumeracion de cantor

Resolver la enumeraciéon de 1-tuplas se logra con la funcién identidad en una envoltura de 1-
tupla. Para 2-tuplas, la propuesta de Cantor [20], cominmente utilizada para enumerar nimeros
racionales, satisface las propiedades buscadas. En esencia, esta propuesta acomoda todas las
parejas ordenadas de naturales, posicionandolas en una tabla convencional y enumera a las
parejas ordenadas recorriendo exhaustivamente cada diagonal en el orden del tamafio de éstas
(véase la tabla. Este recorrido de diagonales puede comenzar desde la pareja inferior izquierda
para proceder hacia la pareja superior derecha o viceversa (nos mantendremos con la primera de
éstas).

0 1 2 3 4 ) 6 o 1 2 3 4 5 6
0100 (1L0) (20 (3.0 (40) (50) (6,0) 0o 2 5 9 14 20 27
1101 (1,1) (21) 1) A1) (51) 101 4 8 13 19 26
2002 (12) (22) (32 (42 203 7 12 18 25
3103 (1,3) (23) (33) 306 11 17
4](04) (1,4) (24) 4/10 16 23
50 (0,5) (1,5) 515 22
6| (0,6) 6|21

(a) Tabla de parejas ordenadas (b) Enumeracion de las parejas ordenadas

Tabla 1.1: Esquema de enumeracién de parejas ordenadas

La primera observacién que podemos hacer es que la primera columna de la tabla de
enumeracion constituye de puros ntiimeros triangulares, los cuales son niimeros que se pueden
acomodar perfectamente en forma de tridngulos cuando se expresan a éstos por unidades.
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Este patrén es esperable ya que las tuplas se pueden ver como unidades o fichas y al hacer
cortes diagonales en el arreglo de parejas, literalmente se pintan tridangulos en la enumeracién.
En otras palabras, el valor en la enumeracién del inicio de una diagonal debe constituir la suma
de los tamanos de cada diagonal previa y de aqui que el inicio tenga la forma 1+24+3+---+n =
n(n2+1) _ SQ(TL)

La segunda observacién es que las diagonales en N x N representan parejas ordenadas que
suman siempre el mismo niimero, y este ntmero es justo el nimero de diagonal al acomodarlas
por tamano (a este nimero le llamaremos indice). Mas formalmente, cada diagonal representa
todas las composiciones en 2 partes del indice de la diagonal.

Finalmente, el orden interno de cada diagonal esta dotado por la primera entrada de la pareja,
como se puede observar en la tabla

La imagen en N de las diagonales representan subconjuntos finitos ajenos que empiezan
siempre con un numero triangular y terminan en el siguiente niimero triangular. Denominaremos a
estos intervalos de naturales como gnomonsﬂy definimos a su indice como el indice de la diagonal
que le corresponde. Si n es el indice de un gnomon, entonces el n-ésimo nimero triangular es el
inicio del gnomon.

En las tablas y vemos ejemplos para los primeros tres gnomons y diagonales res-
pectivamente.

Para la funcién R : N> — N, recordamos que el indice de la diagonal a la que pertenece
(z,y) es x4y, por lo que su imagen debe pertenecer al z+ y-ésimo gnomon. Equivalentemente, la
imagen de (z,y) debe ser mayor o igual al x + y-ésimo ntimero triangular, en simbolos So(x + y).
Considerando que, en el orden de las diagonales, la entrada = ofrece su colocacién, se define

(x—i—y)(x—l—y—i—l).

Ro(z,y) ==z + Sa(x +y) =a + 5

(1.3)

Para definir la funcién inversa U : N — N2, requerimos saber a qué gnomon pertenece un
natural m. Si definimos a [|m]|2 el indice del gnomon al que pertenece m, sabemos que la pareja
(z,y) que cumple que R(z,y) = m satisface x + y = [|[m|]2 y también So(xz + y) + 2 = m por lo
que podemos definir

Us(m) = (m — Sa([ml2), [lm]l> — m + Sa(|m]2) ). (1.4)

Cabe mencionar que si n = [[m]|2 entonces Sa2(n) < m < Sa(n + 1), es decir n es el indice
del ntiimero triangular méas grande que antecede a m, lo cual corresponde con el gnomon al
que pertenece. En el siguiente capitulo se mostrard que |[m||s = {7”"'37”_1
mostrar que las funciones R y U definidas en y son inversas.

A una funcién biyectiva entre N? y N se le denomina una funcién de emparejamiento (“pairing
function”) [22]. El encaje de Cantor de las ecuaciones y es un ejemplo de este tipo de
funciones, pero existen otros ejemplos de funciones de empearejamientos [22]. Rosenberg plantea
en [23] la siguiente funcién de emparejamiento asi como su inversa

J. No es complicado

R, (z,y) := (méx(x, y))2 + méx(x,y) +x — v, (1.5)

2La intuicién para este término proviene de trabajar a los nimeros figurados, los cuales abordaremos més
adelante. Se puede consultar [2I] para més informacién.

3Las versiones propuestas en las ecuaciones y corresponden a las variantes enunciadas en [22] que
plantean enumeraciones sobre los naturales en lugar de sobre los enteros positivos como en [23].
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U, (m) = (m_L\/sza L\/ﬁJ) sim— |ym)? < |Vm]
T (L\/mL LvVm|?* +2[v/m] — m) en otro caso.

La prueba de que las funciones definidas en ((1.5)) y son inversas se puede hacer con una
doble induccién [24]. Esta enumeracién tiene muchas similitudes con la de Cantor, ya que divide
a las parejas de naturales en conjuntos finitos para ir enumerando exhaustivamente sobre cada
uno de ellos como se puede apreciar en las figuras y

Estos conjuntos finitos se les denomina cascarones (“shells”) y cada uno de estos conjuntos
representa una coleccién de parejas que tienen una misma medida de tamanio [23], 24]. En el
caso de la enumeracién de Cantor, los cascarones son las diagonales que corresponden con las
parejas (x,y) cuya medida de tamafio definida por x +y es la misma. Esta se asemeja a la norma
{1 conocida como norma del taxista o de Manhattan. Para la enumeracién de Rosenberg, los
cascarones corresponden con parejas (z,y) cuya medida de tamano es max(z,y). Esta ultima se
asemeja con la norma f, conocida norma uniforme o del supremo (de aqui que los cascarones
sean cuadrados).

Anéalogamente a como se hizo con la enumeracion de Cantor, en la enumeracion de Rosenberg
se pueden definir los gnomons, como los intervalos de N que se mapean a un cascarén especi-
fico. Semejante a como los gnomons para la enumeraciéon de Cantor comienzan con un nimero
triangular, los gnomons de la enumeraciéon de Rosenberg comienzan con un ntimero cuadrado.

(1.6)

Enumeraciéon de Cantor Enumeracién de Rosenberg
15 25 26 27 28 29 30
5\0 ° ° ° ° 5o—>o—>o—>o—>o—>l
16 17 18 19 20 31
4+ \ \ ° ° 41 o—> ——> o——> o———> I I
9 10 11 12 21 32
d \ \ \ ) N R I I I
4 5 6 13 22 33
11 \\\\\ 11 1 12 l7 I14 123 I34
01l e 0"00 .3 .8 .15 .24 .35
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 )
(a) Cascarones diagonales que comienzan con niime- (b) Cascarones cuadrados que comienzan con niime-
ros triangulares. ros cuadrados.
Figura 1.1

La forma de Cantor de enumerar mediante diagonales, hace a esta enumeracion estructu-
ralmente creciente al comenzar por parejas cuya medida de tamafio es pequena y eventual-
mente llegar a parejas con medida grande. En otras palabras, se cumple que para cualesquiera
(r1,71), (z2,y2) € N? si 21 + 91 < 2 + y2 entonces Ro(z1,y1) < Rao(z1,¥2).

La enumeracion de Rosenberg cumple también con ser una enumeracién estructuralmente
creciente si modificamos nuestra nociéon de medida de tamafio al méaximo de las entradas. Esto
es, para (71,y1), (v2,y2) € N? si max(w1,y1) < max(wa, y2) entonces R,(z1,y1) < Ry(w1,y2).



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 12

De hecho, si planteamos otras funciones de paridad con distintos cascarones que correspondan
con una medida de tamafio para las parejas, podemos a su vez tener enumeraciones de parejas
estructuralmente crecientes y que cumplan las propiedades deseables (por ejemplo, enumeraciones
cuyos cascarones sean diagonales o cuadrados pero que la forma de enumerar cada cascarén
varie). En [22] se mencionan algunas funciones de paridad populares con cascarones cuadrados,
diagonales y otros tipos de cascarones. Para nuestros propdsitos, varias de estas propuestas
nos resultan igual de ttiles y con el potencial de escalar bien a otras dimensiones, pero nos
mantendremos con la version de Cantor, por ser sencilla y armoniosa a intuiciones geométricas.

Usando la funcién R definida en la ecuacién podemos definir una funcién R : N> — N
de la siguiente manera

R3(z,y,z2) == Rg(Rg(x,y),z) (1.7)

Esta definicién a pesar de que se puede escalar de forma muy sencilla a dimensiones mayores,
induce un desbalance en el crecimiento de las entradas pues Ra(x,y) puede crecer de forma
cuadrética. Esto corrompe con nuestra intenciéon de que si x1 + y1 + 21 < x2 + y2 + 23 entonces
Rs(x1,y1,21) < Rs(z2,y2,22). Por ejemplo, tomando = (1,1,0) y ¥y = (0,0,3) se tiene que
Y x=2<3=> 9y, pero R3(x) =14 > 6 = R3(y).

Enseguida generalizaremos esta enumeracién a tres dimensiones y posteriormente a k£ dimen-
siones basandonos en la generalizacién de la enumeracién de Cantor planteada por Skolem en
[12].

Generalizacion a tres dimensiones

Para generalizar la funcién de Cantor a tres dimensiones, comenzamos por tomar la nocién de
diagonal en N? como las ternas que sumen un mismo valor. Es decir, la n-ésima 3-diagonal
constara de todas las composiciones de n en 3 partes, lo cual dota inmediatamente de un orden
total a las diagonales. Naturalmente, la enumeracién recorrera cada diagonal exhaustivamente
prosiguiendo con el orden entre las diagonales. De forma muy semejante, la nocién de gnomon
se puede entender como los intervalos de naturales que seran la imagen de una diagonal.

Diag,(0) || (0,0) Gnomz(0) || O
Diagy(1) || (0,1) (1,0) Gnomga(1) || 1 2
Diagy(2) || (0,2) (1,1) (2,0) Gnoms(2) || 3 4 5
Diag,(3) || (0.3) (1.2) (2,1) (3,0) Gnoms(3) || 6 7 8 9
(a) Diagonales en N2 (b) 2-gnomons en N
Dla'gi(o) (0a070)
Diags(1) || (0,0,1) | (0,1,0) (1,0,0)
Diags(2) || (0,0,2) | (0,1,1) (1,0,1) | (0,2,0) (1,1,0) (2,0,0)
Diags(3) || (0,03) | (0,1,2) (1,0,2) | (0,2,1) (1,1,1) (2,0,0) | (0,3,0) (12,0) (21,00 (3,0,0)
(c) Diagonales en N3
Gnomgs(0) || O
Gnomg(1) || 1 |2 3
Gnoms(2) ||4 |5 6 |7 8 9
Gnomg(3) || 10 | 11 12‘13 14 15‘16 17 18 19

(d) 3-gnomons en N

Tabla 1.2: Esquemas de enumeracién de parejas (a),(b) y ternas (c),(d)

Se puede observar que la diferencia entre los tamanos de diagonales adyacentes ya no es 1
como en caso para parejas, sino que las diagonales crecen un poco més rapido, como se puede ver
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en la tabla De hecho, la cardinalidad de las diagonales crece como un niimero tetragonal, el
cual se podria considerar como los niimeros triangulares en tres dimensiones. El n-ésimo nimero
tetragonal es S3(n) := W y como su nombre sugiere, estos son nimeros que se pueden
arreglar en tetraedros perfectos.

Asi como los niimeros triangulares son sucesiéon de un segmento inicial de nimeros conse-
cuentes, los niimeros tetragonales son sucesién de un segmento inicial de niimeros triangulares.
Por ejemplo 0=0, 1=0+1, 4=0+1+3, 10=04+1+4+3+6, 20=0+1+3+6+10, etcétera.

Los ntimeros simplex son la generalizaciéon a dimensién k de un nimero triangular. Es intere-
sante notar que los niimeros consecutivos (o lineales) se pueden pensar como un nimero triangular
en una sola dimensién. Mas adelante abordaremos a mayor detalle esta clase de niimeros y sus
propiedades.

Debido a que un ntimero tetragonal es una sucesiéon de nimeros triangulares, podemos sec-
cionar a cada nimero tetragonal en piezas de tamano correspondiente a un ntmero triangular
como se hace en la tabla Esto muestra que las diagonales en las ternas tienen el tamano de
un numero triangular y por tanto las podemos partir en segmentos de tamano 1,2, ..., n respec-
tivamente. Si acomodamos las 3-tuplas de esta diagonal de forma adecuada, podemos hacer que
la tltima entrada en cada una de las ternas de estas secciones coincidan como en la tabla [1.2c
Asi, en todas las secciones, las primeras dos entradas de las ternas en tales secciones codifican
todas las composiciones en 2 partes del resultado de restar el indice de la diagonal con la dltima
entrada.

Esto induce un orden en la diagonal de ternas al acomodarlas por su tultima entrada (de
mayor a menor) y para ternas que coincidan en la tultima entrada, se ordenan de acuerdo con
el orden de las diagonales de parejas ordenadas, para las primeras dos entradas de la terna.
Para hacer mas claro este proceso, se trabajara con otra representacién para las ternas mediante
parejas que al ordenarlas antilexicograficamente inducira el orden buscado.

Si nos encontramos en la n-ésima 3-diagonal, sabemos que toda terna (x,y, z) € Diags(n) es
tal que x +y+ z = n. Siendo asi, conociendo n, podemos saber el valor de z ya que n —x +y = z.
Definamos a; = z y ag =  + y. De esta manera podemos codificar la terna (x,y, z) en la pareja
(a1,a2) = (z,x + y). Este renombramiento es muy sencillo de calcular y de revertir, ya que
xT=a,y =ax—ayy 2z =n—az La razén de usar este renombramiento es que al ordenar
estas parejas (aj,az) en orden antilexicografico los valores as y aj crecen como el indice de un
numero triangular y lineal respectivamente ofreciendo una manera de seccionar la diagonal de
forma muy natural y predecible. Es esta representacién la que induce un orden, el cual se hereda
a las ternas, como se puede apreciar en la tabla

d (aha?) (.%',y,Z) d (a17a2) ((IZ,y,Z) d (CLl,ag) (.%',y,Z)
0 (00) (004) [5 (22) (202) |10 (04) (040)
1 o1 (013 |6 (03) (031) |11 (14) (1,3,0)
3(02) (022 |8 (23) (211 |13 (34 (310
£ (1) |9 (33 GO |14 (44 (400)

Tabla 1.3: Ordenacién de Diags(4).

Los valores (a1, as) correspondientes a la terna (z,y, z) codifican la representacién por sepa-
radores o representacion por barras y estrellas. La intuicion a estas representaciones se abordaran
en el tercer capitulo.
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n 4 R
(z,y,2) (a1,a2) z+y+z a1 Saaz) a1+ Sa(az) S3(n) d+S3(n)
0,04 (0,0) 4 0 o0 0 20 20
0.1,3) (0,1 1 0 1 1 20 21
(1,03) (1,1 4 11 2 20 22
022)  (0,2) 1 0 3 3 20 23
(1,1,2)  (1.2) 4 13 4 20 24
(202)  (2.2) 4 2 3 5 20 25
031) (0,3 1 0 6 6 20 26
121)  (1,3) 4 1 6 7 20 27
21,1)  (2.3) 4 2 6 8 20 28
3,01)  (3.3) 4 36 9 20 29
(0,4,0)  (0.4) 4 0 10 10 20 30
(1,3,0)  (14) 1 110 11 20 31
(22,0) (2.4 4 2 10 12 20 32
(3,1,0)  (34) 4 310 13 20 33
(4,00)  (44) 4 410 14 20 34

Tabla 1.4: RANK de las ternas en Diags(4).

Para definir una funcién R3 : N> — N, basandonos en la idea de enumerar exhaustivamente
cada diagonal, sabemos que para una terna (z,y,z) € Diagz(n), la imagen R3(z,y,2) = m €
Gnoms(n), lo que significa m es mayor o igual al n-ésimo ntmero tetragonal S3(n). De esta
manera, m = d + S3(n), donde d corresponde con el valor de la enumeracién de la diagonal
Diags(n). Recordando que una diagonal la podemos particionar en secciones de tamano 1,2,...,n
respectivamente. Cuando transformamos a la terna en su representacion (ai, az), el valor ag nos
dice en qué seccién estamos, y por tanto cudntos valores previos a la seccién debieron estar antes
en la enumeracién de la diagonal. Por los tamanos de cada seccidon, debemos tener al menos
14244 ag = S2(az) valores previos. Ahora bien, a; nos indica el ordinal de la terna dentro
de la seccién, resultando que, en la enumeraciéon interna de la diagonal, la terna tiene valor
d = aj + S2(az). Estando en la diagonal n = x 4+ y + z, se debieron haber recorrido todas las
diagonales previas, cuyo valor en la enumeracién es al menos S3(n), es decir el valor debe ser
m = S3(n) + d. En la tabla se puede ver apreciar como se secciona la diagonal y cémo cada
valor aj y ay muestran la ubicacién de la terna en estas secciones para Diags(4).

R3(x,y,2) = S3(x +y+2) + So(z+y) + (1.8)

Para definir la funcién Us : N — N3, requerimos saber en qué 3-gnomon pertenece un
natural m. Si denotamos por ||m]|s al natural n que cumple que m € Gnomg(n) sabremos
que la terna (z,y,z) tal que R3(x,y,2) = m cumple que (x,y,2) € Diags(n). Méas atn, si
d =m — S3(n) sabemos que d es el valor en la enumeracién de la diagonal que le corresponde a
(z,y, z). Recordando como se planteé Rs dividiendo la diagonal en secciones, requerimos saber
a qué seccion pertenece la d-ésima terna. Dado que cada seccién tiene un elemento mas que la
anterior, saber a qué secciéon pertenece d, se reduce a ver a cudl 2-gnomon pertenece. Con el
indice del gnomon || d|J2 podemos saber en qué seccién se encuentra y asi, el valor d — Sa(||d]|2)
refleja cual elemento en la seccién se refiere.

Estos valores refieren a la representacion por separadores (a1, ag) con la cual se puede recons-
truir la terna (z,y, z) dado que conocemos n. Podemos ver este proceso en la tabla
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d al

m_|mlls Ss(n) m—S3(n) |dlls Sa(ldll2) d—Sa(ldll2) (a1,a2) (2,y,2)

20 4 20 0 0 0 0 0,00 (0,0,4)
21 4 20 1 1 1 0 0,1)  (0,1,3)
2 4 20 2 1 1 1 (L) (1,0,3)
23 4 20 3 2 3 0 02 (022)
24 4 20 4 2 3 1 (1,2)  (1,1,2)
25 4 20 5 2 3 2 22) (2,02
26 4 20 6 3 6 0 0,3 (0,3,1)
27 4 20 7 3 6 1 (1,3 (1,2,1)
28 4 20 8 3 6 2 2,3 (2,1,1)
29 4 20 9 3 6 3 (33) (30,1
30 4 20 10 4 10 0 04)  (0,4,0)
31 4 20 11 4 10 1 (14)  (1,3,0)
32 4 20 12 4 10 2 24)  (2,2,0)
33 4 20 13 4 10 3 (3,4)  (3,1,0)
34 4 20 14 4 10 4 (44)  (4,0,0)

Tabla 1.5: UNRANK de las ternas en Diags(4).

Siendo asi, podemos definir la funcién U como

Us(m) := (d— Sa(lld]2), [ldll2 = (@ = Sa(([dll2)), [mlls = ld]2), (1.9)

donde d = m — S3(||m]|3). Se va a mostrar en el siguiente capitulo que

mlfs = H/sm + Yom? —3 34 {/3m — Yom? —33 - 1. (1.10)

Mostrar que las funciones R3 y Uz definidas en y son inversas puede ser algo engorro-
so, pero intuitivamente este hecho es claro por construccién. Generalizar las funciones Ry U a
k-tuplas requerira plantar con méas detalle conceptos como niimeros simplex y sus indices. Par-
ticularmente obtener el indice semejante a como en puede no ser viable para dimensiones
grandes.

La utilidad de la representaciéon por separadores y sus propiedades se generalizaran y se
mostrard como marcan el camino dentro de una diagonal para encontrar una k-tupla dentro de
la enumeracién. Este concepto se denominé como k-descomposicion (ver [22, 25| 26], 27]) y es la
clave para definir la funciéon UNRANK la cual es la de mayor interés.

Modelo de Computaciéon

Debido a que este escrito se centra en el planteamiento de algoritmos y las pruebas de su correc-
cion, es relevante plantear aclaraciones sobre como se enunciaran los mismos y el comportamiento
esperado. Todos los algortimos planteados estaran enunciados en pseudocddigo que se asemeja a
muchos lenguajes de programacién modernos. La convencién de usar pseudocddigo abunda en la
literatura que aborda el estudio de los algoritmos (por ejemplo, en [28], 29, B0, 25], por mencionar
algunos) pues ofrece una forma adecuada de definir el comportamiento del algoritmo. Como se
menciona en [29], se busca la manera méas clara y concisa de especificar un algoritmo, y por
esta razén se omiten detalles de modularidad y manejo de errores, entre otras cuestiones que le
conciernen a la ingenieria de software.
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El pseudocddigo que se usara es muy parecido a la especificacién en [29]. Se utilizardn estruc-
turas como el bloque if-else, ciclos for, while y loop, etcétera. Estas estructuras se delimitaran
con las palabras reservadas antes mencionadas como inicio y la variante End correspondiente, asi
como un sangrado adecuado. A continuacion, enunciamos los puntos claves en la interpretaciéon
que se da al pseudocddigo en este escrito.

= La conjuncién y disyuncién se denotan con los simbolos A y V respectivamente y el calculo
de su valor emplea corto circuito como es usual. La negacién se denota con — o bien # para
el caso de la negaciéon de la igualdad.

= Kl ciclo for itera el bloque con un contador que se inicializa en el valor provisto y cuya
ultima iteracién se realiza cuando el contador es exactamente el limite de detenciéon dado.
Se usa la palabra reservada upto cuando el contador incremente en una unidad y la palabra
reservada downto cuando el contador decrementa en una unidad. Si el limite de detencién
es menor (mayor) estrictamente que el valor de iniciaciéon para el contador incremental
(decremental) el bloque no se ejecuta y si este limite es exactamente igual, slo se ejecuta
una vez.

= El ciclo while se ejecuta mientras la guardia tenga valor True y finaliza cuando esta guardia
tenga valor False al inicio de una iteracién o bien, se ejecute ya sea el comando return o
break.

= El ciclo loop se comporta igual al ciclo while con la salvedad de que carece de una guardia
antes de cada iteracion, por lo que precisa de uno de los comandos previamente mencionados
para evitar caer en un ciclo infinito.

» La asignacién de un valor a en una variable v se escribe como v < a. Permitimos miltiples
asignaciones en una sola linea, por ejemplo v1,v2 < a1, a2 asigna a vy el valor a; y vg el
valor as.

= El comando return finaliza el procedimento y devuelve el valor provisto. Permitimos devolver
muiltiples valores los cuales se podran desempacar con una asignacién miltiple. Por ejemplo,
si Foo(z) devuelve dos valores, podemos hacer la asignacion a, b <+ FOo(x) para recuperar
estos valores.

= Los pardametros se pasan por valor, de forma que si se llama una funcién con parametro x,
se usa una copia de este valor.

= En los algoritmos planteados se usaradn arreglos bidimensionales para almacenar valores
numéricos los cuales llamaremos tablas. Estos arreglos poseeran dos atributos que reflejan
sus dimensiones en cantidad de renglones y cantidad de columnas. Por ejemplo, si A es una
tabla, el atributo correspondiente a la cantidad de renglones se obtienen con la notacién
usual de punto A.rowLen. De forma analoga A.colLen, corresponde con la cantidad de
columnas. La numeracién de los elementos en la tabla se empieza en 0 como es usual, por
lo que el valor que se encuentra primer renglén y primera columna se denota como A[0, 0] y
sii= ArowLen—1y j= A.colLen — 1 el elemento en el dltimo renglén y ultima columna
serd Ali, j]. Para los propoésitos de este trabajo, no se requieren muchas operaciones sobre
esta estructura mas allad del proceso de asignacién y consulta de valores.

= Dado que varios de los algoritmos que se presentan trabajaran con tuplas de naturales,
se haran explicitos los valores de la tupla mediante la notacion (z1, z9, 3, ...,zx), la cual
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podra ser parte de los parametros del algoritmo o bien la salida de este. El valor k& que
corresponde con la longitud de la tupla serd un atributo accesible cuando se tenga a la tupla
como parametro. Dado que los valores de la tupla se hacen explicitos, por simplicidad se
podré omitir la notacién punto para acceder a la longitud de la tupla y usaremos el valor
k dentro del algoritmo.

Durante las pruebas de correccién serd comun enunciar propiedades respecto a las variables.
Dado que estas variables pueden cambiar su estado dentro de un ciclo, algunas de las propiedades
enunciadas dependeran del ntimero de iteracion del ciclo. En la demostracion se distinguird el
estado de una variable al terminar una iteracién y se denotarda mediante un subindice que indique
el namero de iteracién. Por ejemplo, si la variable a yace dentro de un ciclo, definiremos a; como
el estado de la variable a al terminar la i-ésima iteracién, y también definiremos ag como el estado
de a previo a entrar al ciclo. En esta forma, muchas propiedades se podran enunciar de forma
precisa al estado de las variables. Si una variable tiene méas de un estado durante una iteracién
de algun ciclo, se podran usar super-indices entre paréntesis para enumerar cada estado que ésta
haya tenido. No obstante, las notaciones usadas para distinguir los estados de una variable en
las pruebas de correccion se haran explicitos previo a su uso para evitar confusién.

Modelo RAM

Como es comun en la literatura de analisis de algoritmos, usaremos como modelo de computaciéon
la mdquina de acceso aleatorio (“random acces machine”) RAM. Este modelo logra un balance
adecuado al ser suficientemente sencillo para trabajar con él y suficientemente robusto para dar
resultados significativos que se asemejen a aplicaciones verdaderas en computadoras. Otra ventaja
que ofrece es que permite que el analisis del desempeno de un algoritmo sea independiente a la
computadora donde se ejecute [28§].

Este modelo mide el tiempo de ejecucion de un algoritmo mediante la cantidad de pasos que
ejecuta y ofrece una variedad de operaciones aritméticas, de manipulacion de informaciéon y de
control usualmente encontradas en computadoras modernas las cuales se asume que toman un
paso en realizar. Algunas de las operaciones que se tienen son las siguientes.

Aritméticas. Las operaciones suma, resta, producto, divisién (entera y de punto flotante),
modulo, piso y techo toman un paso.

Booleanas. Verificar igualdad o relacién de orden (reflexiva y estricta) toman un paso,
asi como resolver una conjuncién o disyuncién binaria.

Manejo de datos. La creaciéon y asignaciones de variables, toman un paso y no se distingue
entre memoria caché o en disco.

Dar una cantidad exacta de pasos que un algoritmo va a tomar para una entrada arbitraria,
puede ser una tarea bastante complicada. Como se menciona en [28], entender con absoluta
precision la cantidad de pasos, implica manejar detalles poco relevantes respecto al algoritmo
y que no aportan informacién significativa adicional. Se analizaran las complejidades de los
algoritmos de la forma usual mediante andlisis asintético del escenario que toma mayor tiempo
de ejecucion, ofreciendo asi una cota superior al tiempo de ejecucion. Para esto tomaremos la
usual notacién asintética con la “O grande” A continuacién, definimos la clase de funciones
O(f(n)) cuyo manejo y propiedades son las usuales a las que se presentan en la literatura (por
ejemplo, ver [28] 29, [30])
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Definicién 1.0.1. Sea f : N — N. Definimos la clase de funciones O(f(n)) como las funciones
g : N — N tales que existen constantes ¢, N € N de forma que para toda n > N se cumpla que

g(n) < cf(n).

Esta nocién simplifica lo suficiente la cantidad de pasos de un algoritmo logrando encapsular
la esencia de su complejidad en tiempo, ademas de permitir hacer comparaciones adecuadas entre
distintos algoritmos.



Capitulo 2

Numeros Simplex

En este capitulo definiremos los niimeros k-simplex asi como demostrar las propiedades que usa-
remos de éstos para los algoritmos de enumeracion de tuplas. Plantearemos también el algoritmo
FLOORSIMPLEX que resuelve la tarea de hallar el indice de un simplex que antecede a un natural
dado.

2.1. Ntumeros poligonales, politopo y simplex

Los niimeros poligonales son nimeros naturales que se pueden arreglar en forma de algin poligono
dado cuando se expresa al niimero como fichas o puntos, donde cada ficha vale una unidad. Se
tienen registros del estudio de estos nimeros desde los tiempos de la escuela pitagérica en el
siglo VI A.C., quienes estaban en busca de relacionar la aritmética con la geometria [2I]. Su
estudio yace de generalizar niimeros que se pueden arreglar en forma de un triangulo o cuadrado
a aquellos que se puedan arreglar en forma de cualquier poligono regular (niimeros poligonales)
para incluso en poliedros regulares de tres dimensiones (nimeros poliédricos) o figuras regulares
de mayores dimensiones (nimeros politopo).

La forma usual para obtener un nimero poligonal a partir de uno anterior es extender dos
aristas adyacentes en un punto, y agregar los lados correspondientes, cada uno con la cantidad
de puntos establecida al hacer esta extensién. Ejemplos de esto se pueden ver en la figura [2.1
Siguiendo esta pauta se puede concluir que para cualquier poligono regular hay una infinidad de
numeros que se arreglen en tal forma.

Triangulares Cuadrados Pentagonales

A A QO

Figura 2.1: Representaciéon geométrica de los primeros tres niimeros poligonales

En otras palabras, para generar un ntimero poligonal, se precisa un ntmero poligonal pre-
viamente obtenido y una cantidad de puntos adecuada que anadiremos para obtener el siguiente

19
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numero poligonal. A esta cantidad se le denomina gnomon aludiendo a su cualidad geométrica.
En geometria, un gnomon de una figura dada, es otra figura que, al agregarla a ésta, se obtiene
una figura semejante a la inicial (ver figura . El gnomon de un cuadrilatero se parece a un
reloj de sol, que de hecho es el significado de esta palabra.

A\

Poligono A Gnomon A Poligono A’ Poligono B Gnomon B Poligono B’

Figura 2.2: Concepto geométrico de Gnomon

Los ntimeros politopos son la generalizacién de los nimeros poligonales a mayores dimensiones
que, de forma semejante, se generan a través de un nimero politopo anterior y un gnomon.

Los nimeros triangulares son los ntimeros poligonales en los que nos enfocaremos. Conse-
cuentemente, nos enfocaremos en los niimeros politopo correspondientes a esta figura. La figura
denominada “simplex” es la generalizacién de un tridngulo a varias dimensiones. Por ejemplo, un
1-simplex es un simple segmento, un 2-simplex es un triangulo equilatero, 3-simplex un tetraedro,
4-simplex un pentacoro, etcétera. Naturalmente los niimeros simplex son niimeros que se pueden
arreglar en forma de las figuras del mismo nombre.

Al ser estos ntimeros politopo, comparten la cualidad de que el n + 1-ésimo numero k + 1-
simplex resulta del n-ésimo nimero k + 1-simplex més un gnomon. Algo que los destaca es que
este gnomon resulta ser el n + 1-ésimo niimero k-simplex como se puede apreciar en la tabla

0-simplex ®

I

1-simplex ®

T U *.\ &

Figura 2.3: Representacion geométrica de niimeros simplex. La seccién azul representa el gnomon.

Esta cualidad sobre su gnomon describe una propiedad de recurrencia que se puede utilizar
para calcular de forma rapida estos niimeros simplex mediante técnicas de memorizacion. Mas
aun, esta propiedad es compartida en la forma en que crece la cantidad de composiciones de un
natural, que como se verda més adelante, serd una estructura combinatoria que se emplee para el
algoritmo de enumeracion.
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Los ntimeros triangulares surgen frecuentemente en diversos problemas combinatorios, por
ejemplo, en la conocida suma de Gauss ) ., % = % Este sencillo teorema describe una
féormula para obtener un nimero triangular sin necesidad de computar todas las sumas ademés de
exhibir la propiedad de que todo simplex es suma de un segmento inicial de simplex de dimensién
menor. Esta férmula se generaliza para mayores dimensiones y serd exactamente como definamos
un numero k-simplex. Naturalmente, la propiedad de suma de Gauss se va a heredar a raiz de
esta definicién.

Definicién 2.1.1. Sea x € R. Definimos recurswamente sobre N el factorial ascendente z* como
00:=0,2° :=1parax #0y L = (x + k) - 2%. De forma semejante, definimos el factorial
descendente 2% como: 02 := 0, 20 := 1 para z # 0 y 2F+1 .= (x —k) - z*.

Sea n € N. Definimos recursivamente el factorial de n como 0! =1y (n + 1)l =(n+1)nl

Observacion 2.1.2. No es dificil ver que ot =1 = 2l 1k = kI = Kk oF Hz O(x +1i)y

zk = f;ol(a: —1).

Definicién 2.1.3. Sean n, k € N. Se define el n-ésimo ntimero k-simplex Si(n) como:

k

Sk(n) = %, donde nF es el factorial ascendente.

Diremos que n es el indice de Sk(n) asi como k su dimension. Si k > 0 es facil ver que

Su(n) = n(n+1)(n+ 2)k-!- “(n+ (k- 1))

Con esta definicién podemos computar los ntimeros simplex como se aprecian en la tabla
ademas se puede observar que estos nimeros no son nada mas que coeficientes binomiales
acomodados en una forma distinta su presentacion usual mediante el tridngulo de Pascal. Las
diagonales de esta tabla, de hecho, corresponden con los renglones de este tridngulo. La ventaja
primordial por la cual estudiamos los ntimeros simplex en lugar de conformarnos con su equiva-
lente como coeficientes binomiales, es que ofrecen una intuicién mas sencilla y clara al problema
combinatorio.

n
Sgn) |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k o/o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 123 4 5 6 7 8 9 10
210 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
3/0 1 4 10 20 35 56 8 120 165 220
410 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715
5|0 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002

Tabla 2.1: Primeros 10 niimeros simplex de dimension 0-5

Por lo anterior, toda propiedad de un nimero simplex, tiene su homodloga como coeficien-
te binomial, pero a lo largo de este escrito se optara por la perspectiva del nimero simplex.
Mostremos a continuacién la similitud entre un coeficiente binomial y un ntimero simplex.

n!

Definicién 2.1.4. Sean n,m € N con m < n. Definimos el coeficiente binomial (gl) = e

Observaciéon 2.1.5. Las siguientes propiedades son directas de la definicién.
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1. Para cualquier n € N pasa (3) = (1) = 1.

n

2. Para cualesquiera i,n € N con i < n pasa que (") = (n" )

3. Para todo k,n se cumple que Sk(n + 1) = (’ﬁ") = <k+") = Sp(k+1).
4. Sp(0) =0y So(n) =1sin#0.
5. Para todo n se tiene que Si(n) = n.

6. Para todo k se tiene que S(0) =0, Sk(1) =1y Sp(2) =k + 1.

Proposiciéon 2.1.6 (Pascal). Sea n > 1. Para cualquier i € N que cumpla que 0 < i < n se

satz’s?ace
( n ) (n) . (n+ 1)

Demostracion. Tenemos que:

n ny n! n! B nl(n—1)+nl(i+1)
(i—|—1>+<i>_ (i+1)!(n—z’—1)!+i!(n—i)! N (i + 1)!(n —1)!
B nl(n—i+141) B nl(n+1)
B (i +1)(n —1)! B (i +1)!(n —1)!

(n+1)! (n+1)
(t+ D ((n+1)— (i +1))! i+1

QED

Lema 2.1.7. Para cualesquiera n,k € N con m < n se cumple que (Z) € N y en particular

Sk(n) € N.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n. Si n = 0 entonces k = 0 y entonces (8) =
1 € N. Supongamos que para toda m < n se cumple que (Z) € N, veamos que se cumple para
n+ 1.

Si k=0 o0 bien k =n + 1, entonces ("Zl =1eN.Si0<k<n+1, entonces k =m+1

para alguna m y m < n. Por la proposicién [2.1.6| se sigue que ("H) = (m11> + (:z) y por

m+1

hipé6tesis de induccién (mﬁrl) eNy (/) €N, por lo que (;‘:rll) € N.
Finalmente, si n = 0 entonces Si(n) = 0 € N. Si n = 7 + 1 para alguna n € N, entonces
Se(n) = Sp(n+1) = (") € N. QED

Como consecuencia del teorema de Pascal[2.1.6] se tiene el siguiente corolario. Esta propiedad
se puede ver como una propiedad de recurrencia la cual se puede explotar para hacer calculos
mas rapidos de un niimero simplex provisto que se hayan calculado el inmediato antecesor tanto
en indice como en dimension. Esta propiedad se puede ver muy claramente en la representacion
geométrica de los simplex que se menciond en la figura [2.3]

Corolario 2.1.8 (Propiedad de Pascal). Para cualquier k,n € N se cumple que Sgi1(n+1) =
Si+1(n) + Sk(n + 1) y por tanto Sk+1(n+ 1) — Skr1(n) = Sk(n+1)

Demostracion. La demostracion es resultado directo de la observacién y el teorema de

Pascal [2.1.6] QED
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La siguiente propiedad es una generalizacién de la suma Gauss. Tanto esta propiedad como la
propiedad de Pascal pueden usarse para definir a los niimeros simplex y resultan en definiciones
equivalentes. Se opté por su representacién combinatoria mediante factoriales ascendentes para
mayor simplicidad. A lo largo del escrito usaremos las propiedades de Gauss y Pascal frecuente-
mente.

Proposicién 2.1.9 (Suma de Gauss). Para cualesquiera n,k € N se cumple que Ski1(n) =
im0 Sk(i)-
Demostracion. Mostremos este resultado por induccién sobre n. Para n = 0 se tiene que por
la observacion Se1(0) =0=32,0 =Y ,5(0). Supongamos que el resultado se tiene
para n y veamos que se sostiene para n + 1.

Por el corolario [2.1.8| se tiene que

n n+1

Sk+1(n+1)=5k+1(n)+5k:(n+1):(ZS())+SI<: (n+1) ZSk
i=0

—

QED

Proposicién 2.1.10 (Suma Telescoépica). Para cualesquiera n,k € N con k > 1 se cumple que

k
k(1) = (o Sin)) +1
1=1

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k. Para k = 1, por la observacién se sigue
Si(n+1)=n+1=S51(n)+ 1. Supongamos que el resultado se cumple para k y veamos que se
cumple para k + 1. Empleando el corolario se tiene que

k k+1
Sier(n 1) = Sipa(n) + S(n +1) = Spa(n) + (30 8ilm)) + 1= (3 Siln)

i=1
Esto tltimo era lo buscado.
QED
Mostremos que los simplex son monétonos respecto a su indice y también su dimensiéon. Para
esto requeriremos un par de resultados.

Proposiciéon 2.1.11. Sean z,y,71,...,7: € R tales que 0 < z,y,71,...,7%. Se siguen las si-
guientes:

1oa Ty (@ +r) <y Tl (y + i) siy solo six <y,
2. x-TIy(x4+m) <y-TIFy(y+ri) siysélo siz<y.
Demostracion. (1) El regreso es sencillo pues dado que 0 < z,y, se tiene entonces 0 < (z+1;) <

(y +7;) para toda i € {1,...,k}, y por tanto = - [[5_, (z + ;) <y - [I%,(y + ). Para la ida, si
x = 0 es resultado es trivial, por lo que tomemos 0 < x < y. Observemos que

z- (ﬁ(m + rz)> =x- (Zk: aimi) = Xk: a;xt y también
i=1 i=0 i=0
k
Y- (H(y%-n)—y (Zaly):z:aiyiﬂ, donde a; > 0y a = 1.

s
Il
—
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Tenemos que z - [[%_,(z + ;) < y-[1%(y + i), lo que implica que 0 < y - [T, (y +r3) — z -
15, (# + ;). De esto tiltimo tenemos que

k k k k k
y - [[y+n —z-[[@+mr)= E:%y+y_§:wﬁ+1 _ E:W@Hl_ﬂ+”
i=1 i=1 i=0 i=0 i=0
= Zaz( —x)Zaﬂyz*J) = (y—x)ZZaixjy“j.
i= §=0 i=0 j=0

Esto es, 0 < (y — ) Z?:o Z;":o a;xly" 7. Como ap = 1y 0 < x < y entonces Zé‘:o a;xly" = >0
y asi necesariamente 0 < y — x y por tanto = < y.
(2) Esta demostracién es completamente andloga a la del inciso anterior.
QED

Corolario 2.1.12. Siz,y€c RykeN con0<z,y yk > 1, entonces
1. x’;<y’; sty sélo si x <y,
2. xf"gyf“ sty sélo st x < y.

Demostracion. Resultado directo de la proposicién 2.1.11] tomando r; = i con i € {0,...,k —
1}. QED

Proposicion 2.1.13. Para cualesquiera n,m,k,i,j € N se siguen la siguientes:
1. n < m siy sélo si Sp(n) < Sk(m),

n=m si y sélo si Sg(n) = Sk(m),

n <m siy sélo si Sg(n) < Sk(m),

i<jyn>1siysolosiSi(n)<Sjn),

si 1 < j, entonces Si(n) < Sj(n),

si1 < j yn<m, entonces Si(n) < Sj(m), y

NS & L

si Si(n) < Sj(m), entonces i < j on < m.
Demostracion. (1) Por el corolario [2.1.12] se tiene que

_ _ k k
n<m siysélosi n*<mF siysolosi % < % siysélosi  Sk(n) < Sk(m).
(2) La ida es evidente. El regreso se puede probar por contrapuesta. Si n # m, entonces,
por tricotomia y sin pérdida de generalidad tomemos n < m. Por el inciso (1) se tiene que
Sk(n) < Sk(m) lo que implica que Sk(n) # Sk(m).
(3) Resultado directo de los incisos (1) y (2).
(4) Supongamos primero que i < j y n > 1. Se tiene que existe m € N tal que n = m + 1.

Por la observacién [2.1.5] (2) y el inciso (1) se siguen las siguientes equivalencias:

Si(n) < Sj(n)siysdlosi  Si(m+1) < S;j(m+1) siysélosi Sp(i+1)<Sn(i+1)
si y sOlo si 1+1<j+1 si y sélo si 1<
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Asi, i < j implica que S;(n) < S;(n). Para la conversa supongamos que S;(n) < Sj(n). Tiene
que ser el caso de que n > 1 pues si tomamos n = 0 o bien n = 1 por la observacién M(E)) se
sigue que S;(n) = S;(n). Siendo asi, por las equivalencias planteadas previamente se sigue que
1< J.

(5) Como visto anteriormente, si n =0 o n = 1 se tiene S;(n) = S;(n). Sin > 1 por el inciso
(4) se sigue que S;(n) < S;(n).

(6) De los incisos (1) y (5) se sigue S;(n) < S;(m) < Sj(m) y por tanto S;(n) < S;(m).

(7) Por contrapuesta utilizando los incisos (3), (5) y (6). QED

Proposicién 2.1.14. Para cualesquiera m,k € N con k > 0 sucede m < Si(m).

Demostracion. Si m = 0, es resultado es claro. Tomando m > 1, para toda i € {1,...,k — 1} se
cumple que i + 1 < m + i, es decir 1 < m‘” . Multiplicando sobre ¢ se sigue que

k—1 . ;;
m—+1 m—+1
>1 or tanto m - = > m.
gi+1 =5 P lle+1 BT

QED

2.1.1. Algoritmos para calculo de niimeros Simplex

El siguiente algoritmo toma dos naturales n y k y devuelve el n-ésimo k-simplex Si(n). Este
algoritmo es bastante directo al computar W Resulta importante destacar que hay
distintos 6rdenes en que se puede hacer el calculo ya sea, por ejemplo, calculando el numerador
y el denominador de la fraccién de forma separada, para proceder a dividir los valores obtenidos.
Si bien esto es correcto, el numerador y denominador crecen muy rapido y para nimeros grandes
puede acarrear problemas pues hacer la divisiéon entre ellos puede traer errores de redondeo en
implementaciones en algiin lenguaje.

Se opta por multiplicar paulatinamente cada factor del numerador y posteriormente hacer
la division para asegurar no tener que laborar con enteros innecesariamente grandes. Un tltimo
detalle es que la division se hace con la operacién de division entera, la cual suele ser mas eficiente
y permite laborar con niimeros de tipo entero sin recurrir a flotantes. Hacer divisiones mediante
divisiones enteras puede ser riesgoso si no se garantiza que los valores a operar tengan residuo
cero. Afortunadamente, para este procedimiento serd este el caso. No obstante, si no se requieren
calcular niimeros muy grandes estas pequenas optimizaciones pueden ser despreciables.

Algoritmo 1 SIMPLEX(n, k)

Entrada: Una pareja de ntimeros n, k € N.
Salida: El valor Si(n).

1: if n=0Vn=1 then

2 return n

3: end if

4: A1
5: for i =0 upto £k — 1 do > Si k = 0 no se entra en ciclo y se regresa 1.
6: A A. (n + Z)
7 A—AJGi+1) > Divisién entera de A entre i + 1.
8: end for
9: return A
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El algoritmo anterior es bastante claro y las siguientes proposiciones referentes a su correccién
y complejidad en tiempo y espacio son evidentes. No obstante, las pruebas de las proposiciones
2.1.15| v [2.1.16] se pueden consultar en [Dem.2.1.15| y [Dem.2.1.16| respectivamente.

Proposiciéon 2.1.15. Si la entrada al algoritmo SIMPLEX es (n,k), la salida es el nimero
Sk(n).

Proposicién 2.1.16. La complejidad en tiempo del algoritmo SIMPLEX(n, k) es O(k) y la
complejidad en espacio es O(1).

Ahora bien, en el proceso de RANK y UNRANK de tuplas se requiere calcular varios nimeros
simplex en multiples dimensiones. Para optimizar este proceso a costa de un poco de memoria
podemos tener precomputados una cantidad de ntmeros simplex. Si estos nimeros yacen en
esta tabla, podemos ahorrarnos una cantidad significativa de cdlculos. Més adelante veremos que
para la enumeracién planteada podemos saber qué tan grande tiene que ser nuestra tabla para
garantizar la ejecuciéon de UNRANK o RANK. Esta versién serd practica si se espera que se hagan
multiples llamadas a UNRANK o RANK.

El proceso para rellenar esta tabla es de hecho muy rédpido y numéricamente estable ya que
se explotara el corolario obteniendo el simplex Sk11(n + 1) mediante simplex previamente
calculados Sk(n+ 1) y Sk41(n).

Algoritmo 2 TABLA-SIMPLEX(k,n)

Entrada: Dimensiones del arreglo k,n € Z™.
Salida: Arreglo T'S de k x n tal que T'S[i, j] = S;(j)-
1: Incializa el arreglo T'S de k x n en cero.

2: for j =1 upton—1do

3: T5[0,7] + 1 > Asigna primer renglén de simplex
4: end for

5: for i =0 upto k£ — 2 do > Iteracién sobre renglones
6: for j =0 upto n—2 do > Iteracién sobre columnas
7: TS[i+1,j+ 1]« TS[i,j+1]+TS[i+1, ] > Propiedad de Pascal
8: end for

9: end for

10: return T'S

De nuevo, el algoritmo anterior es bastante directo por lo que delegamos las pruebas de la
correccion y complejidad en tiempo y espacio al apéndice. Las pruebas de las proposiciones|2.1.17
y [2.1.18| se pueden consultar en [Dem: 2.1.17| y [Dem: 2.1.18| respectivamente.

Proposicién 2.1.17. Sean k,n € Z" y TABLA-SIMPLEX(k,n) =TS. Sia < k y b < n entonces
TS|a,b] = Su(b).

Proposicién 2.1.18. Sik,n € Z*, el algoritmo TABLA-SIMPLEX (k,n) (@ tiene complejidad en
tiempo y en espacio O(kn) (contando la salida).

Esta tabla puede ser ttil para encontrar el indice del k-simplex que antecede a un natural
m, provisto que este simplex se encuentre en la tabla. Bastarda con hacer bisqueda binaria en
el renglén correspondiente a la dimension del simplex que se busca. Esta idea es de hecho como
funcionara la version del algoritmo FLOORSIMPLEX que trabaja con la tabla de simplex como se
vera en la siguiente seccion.
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2.2. Indice del k-simplex que antecede a un natural

El algoritmo UNRANK de tuplas requerird conocer el indice del k-simplex que antecede a un
natural m arbitrario pues esta tarea es la piedra angular de su funcionamiento. En esta seccién
mostraremos varios algoritmos para obtener este indice para & > 0 ademés de mostrarse las
soluciones exactas para el caso de k = 1,2,3 y 4. El que este algoritmo sea rapido serd lo que
haga que UNRANK sea rapido.

Notacion 2.2.1. Sea m,k € N con k > 0. Denotemos el indice del k-simplex que antecede a
m como |[|m]k. Esto es, |m]|; := méx{n € N | Sg(n) < m}. Al operador || _[|x lo llamaremos
también FLOORSIMPLEX.

Observacién 2.2.2. Para cualquier m,k € N con k > 0, si A = {n € N| Si(n) < m}, entonces
0 € A, por lo que A # @. Més atn, por la proposicion sabemos que para toda n € A se
sigue que n < m, por lo que el conjunto A tiene maximo al ser un conjunto de naturales no vacio
y acotado superiormente. Esto muestra que el operador FLOORSIMPLEX esté bien definido al ser
el elemento maximo tnico.

De la definiciéon de FLOORSIMPLEX se sigue que si || m || = n entonces Si(n) < m < Sk(n+1).

m

Imlz |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k 10 1 2 3 45 6 7 8 9 10
2/0 1 1 2 2 2 3 3 3 3 4

310 111 22 2 2 2 2 3

410 1111 2 2 2 2 2 2

510 11 1 1 1 2 2 2 2 2

6/0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

Tabla 2.2: FLOORSIMPLEX de dimensién 1-6 para los primeros 10 naturales

Proposicion 2.2.3. Para toda m,n,k,i,j € N con k,i,5 > 0 se cumplen las siguientes.
1. Sin < m, entonces ||nlk < [[m]k.
2. Si||nllk < [[m]k, entonces n < m.
3. St j <1, entonces |ml; < ||m];.
4. Si[m]l; < |m];, entonces j < i.
5. 8in<myj<i, entonces ||nl; < [m];.

Demostracion. (1) Sean A, := {x € N| Si(x) <n}y A, = {xr € N| Si(x) < m}. Supongamos
primero que n < m, entonces A,, C A, y por tanto max 4, < max A4,,, es decir ||n|x < [[m]|k.

(2) Resolvamos equivalentemente por contrapuesta. Por tricotomia basta mostrar que si
n < m, entonces ||n|r < |m]|k. Si n = m es resultado es directo. Si n < m el resultado se sigue
del inciso (1).

(8) Sea a := [[m]||; y b:= [[m]|;. Supongamos que j < i. Por definicién S;(a) < m < S;(a+1)
y Sj(b) < m < S;(b+ 1) y supongamos por contradiccién que b < a, entonces b+ 1 < a, y por
la proposicién (3), se tiene que m < S;(b+1) < Sj(a) < m. Esto dltimo implica m < m,
que es una contradiccion.
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(4) Mostremos esto por contrapuesta. Por tricotomia basta mostrar que si j < i, entonces
lm|j; < |m]|;. Si j =i el resultado es directo. Si j < j por el inciso (3) se sigue el resultado.

(5) Por los incisos (1) y (3) se sigue que ||[n]; < |[m]; < [m];. QED
Si m,n € N son tales que Sg(n) < m < Sig(n + 1), entonces ﬁ <m< M El objetivo es
k! k!

poner a n en términos de m.

Para k = 1, esta desigualdad no es complicada de resolver. En efecto, dado que % =n para
toda n, se sigue que

n<m<n+1 loqueimplica n=m yasi |[m];=m.

Para k = 2 tenemos que %I,C = w y por tanto de la primera desigualdad se sigue

n(n+1)
2
nn+1)—2m <0
n?+n—2m<0 (2.1)
(n—r1)(n—12) <0

<m

donde 71,79 son las raices de la ecuacién en (2.1). Resolviendo la ecuacién de segundo grado
en (2.1) es facil obtener los valores r = =Ly 1+8m V21+8m yre = —loyvit8m ”21+8m. Para que el producto en
(2.2) sea menor a cero hay dos casos: que o bien (n—71) >0y (n—r2) <0, 0 bien (n—7r;) <0
y (n—r2) > 0. Dado que n,m son enteros positivos, sélo el segundo de estos casos es posible. Si
nos enfocamos en la raiz positiva r; podemos notar que

—14++/14+8m —1++/148m
- <0, estoes, n < ————.

. : . (2.3)

n—ri=n
Esto nos dice que la raiz r; es una cota de n. De hecho, es una buena cota, en el sentido de
que se cumple r; < n+ 1. Con lo anterior, gracias al lema enunciado enseguida podemos calcular

n en términos de m Ccomo
{—1 +1+ 8mJ
—— |

n =

Lema 2.2.4. Para cualesquiera x € R yn € Z se cumplen las siguientes.
1. |z =nsiysolosin<zx<n+l.
2. n+|z] =|n+z].
3. Si |z] =n, entonces existe p € [0,1) tal que n +p = x.

Demostracion. (1) Para la ida supongamos que n = max{m € Z | n < z}. Por definicién ocurre
que n < x. No puede ser el caso de que n +1 < x ya que n es el nimero maximo con esta
propiedad.

Para el regreso, supongamos que n < x < n + 1. Sea m = |z, entonces por ser maximo se
cumple que n < m < z. No puede ser el caso de que n < m, ya que se ser asi, n + 1 < m lo que
implicarfa * < n+ 1 < m lo que es una contradiccién. Por tanto n = m = |z].

(2) Sea a € Z tal que a = |z]. Del inciso (1) se sigue que a < z < a + 1. Sumando n se
obtiene n +a <n+x <n+a+1, porlo que n+a = |n+ x|, es decir n+ [z| = [n+ z].
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(3) Sea p=x —n y por tanto x = n + p. Por definicién n < x < n+ 1 por lo que restando n
se tiene 0 < p < 1, asi p € [0,1).
QED

Como se pudo apreciar en el procedimiento anterior, resolver la desigualdad se reduce a

factorizar un polinomio adecuado. Definamos el polinomio pj*(z) = %I: — m. Observemos que
pit(0) = —m < 0 y claramente pj*(m) > 0 por la proposicién [2.1.14] Al ser pj* continuo, por el
teorema del valor intermedio, hay una raiz de p}* en el intervalo [0, m].

Si desarrollamos este polinomio podremos ver que la expresién correspondiente a %IT consta
de puros coeficientes positivos ademéas de no tener coeficiente constante. Siendo asi el coeficiente
constante de pj" es —m, lo que hace que este polinomio sélo tenga un cambio de signo en
sus coeficientes. La regla de cambio signos de Descartes nos garantiza que la diferencia entre
la cantidad de cambios de signo entre los términos no cero de un polinomio y la cantidad de
raices positivas es par ademés de que la primera cantidad acota superiormente a la segunda.
Particularmente, si hay exactamente un cambio de signo entonces hay exactamente una raiz
positiva (estos teoremas se pueden ver en [31]).

Por lo tanto, sabemos que p}’ tiene exactamente una raiz positiva r(m). Este valor debe de

k
. rim ’ . a
cumplir que ( k,) = m. Noétese que es posible que este valor no sea un nimero natural (caso que

ocurre cuando m no es un k-simplex).

Proposicién 2.2.5. Sean m,k € N con k > 0 y r(m) la raiz del polinomio pjl', entonces

Lr(m)] = lm k-

Demostracion. Sea n = |[m]|, se sigue que

k k k - _ _
1
% < T(Z) < (n —; ) lo que equivale a nk <r(m)* < (n+ 1)k
Aplicando el corolario [2.1.12] se tiene que n < r(m) < n + 1, por lo que por el lema m
[r(m)] =n = |m]. QED

En general, encontrar la raiz del polinomio p;* puede ser una tarea compleja y el teorema
de Abel-Ruffini nos dice que para polinomios de grado mayor o igual a 5 no existe una solucién
general por radicales. No obstante, dado que buscamos el mayor entero menor a ésta, bastara
con tener una aproximacién adecuada a la raiz para resolver la tarea.

Los polinomios p}* tienen segunda derivada positiva en RT y por tanto son convexos, lo que
hace que sean unas funciones muy amenas a distintos algoritmos de aproximacion de raices para
valores m no demasiado grandes.

Sin embargo, los polinomios p}* crecen muy rapido en coeficientes a lo largo que crece k.
Considerando que los algoritmos clasicos de aproximacion de raices manejan niimeros de tipo
flotante durante su ejecucién, para valores de k grandes, la estabilidad numérica se ve afectada
considerablemente. Considerando que sélo se necesita de un entero, se plantea un algoritmo que
labore con puras operaciones de tipo entero.

Ayuda tener las raices exactas para los polinomios pj* con los cuales tenemos soluciones
exactas para ||m]|;. A continuacién enunciamos estas soluciones para k = 1,2,3 y 4. Resulta
de interés tener mas soluciones exactas para dimensiones mayores para estos polinomios, pero
puede ser una labor considerablemente complicada. Estas soluciones se obtuvieron mediante las
soluciones generales a los polinomios de grado 1,2,3 y 4.
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Proposicion 2.2.6. Para toda m € N se siguen las siguientes:

1. [m]y = m,

2. |m]l2 = _7@7%;

3. Lmlls = j3m+m+¢3m_m_lJ,

4 [mls = 5+4\/224mi+1—3J '

Demostracion. Por la proposiciéon basta mostrar que las expresiones en los incisos 1,2,3 y
4 son las raices de los polinomios p7*, py', p5* y p}* respectivamente.
(1) En efecto se tiene que py*(z) = x — m que tiene m como raiz claramente.

(2) Sea r := =V mostremos que 7(r + 1) = 2m. En efecto,

() ) - () ()

(I1+8m)—1 8m
:—:7:2
4 g e

Asi pJt(r) = LTQH) —m=2"—m=0.

(3) Sea r:= €/3m + vV/9m?2 — 373 + \?’/Sm — v/9m?2 — 373 — 1. Veamos r(r + 1)(r +2) = 6m.
Sean a = 3m, b= vVIm2 —373, c= Va+by d= /a—b. Entonces r = ¢ +d — 1. Tenemos que

r(r+1)(r+2)=(c+d—-1)(c+d)(c+d+1)
= ((c+d)?—=1)(c+d)
= [¢® +2cd + d* — 1](c + d)
= +3c%d+3cd® +d® —c—d
= (S +d®) +[3c2d+ 3¢d?] —c—d
=a+bt+a—b+[3c%d+3cd’]—c—d
= 2a + [3c*d + 3cd?] —c —d (2.4)

Ahora bien, tenemos que

3c2d = 3¢/ (a +b)*(a — b) = 3¢/ (a2 — 12)(a + b)

De donde a? — b = 9m? — 9m? + 373 = 373, por lo que

3¢/(a2 — 1) (a+b) =33 3(a+b) = {a+b) =c

De forma muy parecida tenemos que

3cd® = 3¢/(a+b)(a — )2 =3¢/ (a2 — 12)(a — b)
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Reescribiendo a? — b2,

3\/a2 )(a —b) —3\/3 (a—b)={/(a—0b)=d
Reescribiendo esto en ([2.4)),

r(r+1)(r+2)=2a+[c+d —c—d=2a=2(3m) =6m

ear: a:= m + 1. Mostremos que r(r + 1)(r +2)(r + 3) = 24m.
4) S yordvadmtl3 Ve 2L v g = 24m + 1. M 1)(r +2)(r +3) = 24

\/5+4\/24m+1—1 s o+ 4vZAm F1+1 L o+ 4TI 143
= T = T =

2 ’ o 2 ’ - 2
Tenemos que
vb+4a—3 /H+4a+3 1 1
r(r+3) = +2a ,\/T;Jr = (6+4a-9)=(da-4) =a-1
5+4a—1 5+4da+1 1 1
(r+1)(r+2):\/T2a ,\/T;ﬁ = B+da—1)=J(at4)=a+1

Multiplicando estas dos ultimas se tiene
rr+1)(r+2)r+3)=(a—1(a+1)=a>—1=(24m +1) — 1 = 24m.

Ast pp(r) = OIS v QED

Como mencionado antes, no se puede garantizar que haya soluciones por radicales a los
polinomios p}*, pero uno puede intuir que estas funciones se han de comportar como una rafz k-
ésima. La siguiente proposicion da cotas que justo muestran este crecimiento en FLOORSIMPLEX.

Siendo que todo coeficiente binomial es un ntimero simplex, estas cotas también lo son para
numeros binomiales. Particularmente son ttiles para hacer una bisqueda binaria. Sin embargo,
calcular raices k-ésimas puede ser una desventaja por el tiempo que puede tomar este cilculo
ademés de dar pie a estabilidad numérica para nimeros grandes. Mas adelante trabajaremos con
algoritmos que usen estas cotas y otros que no.

Proposicion 2.2.7. Para toda m,k € N con k > 0 se cumple que
Ym—k < VEm—k<|mlp < VElm < k¥/m.

Demostracion. Sim = 0 el resultado es claro, asi que tomemos m > 0. Sea n = [[m]|;, entonces

("H) . Como m > 0 entonces n > 0, es decir n > 1.

por definicién se cumple que 7;, <m<
”“ > 1 para toda

De esta manera n + j > j + 1 para toda j E {0, ...,k —1}. Por lo tanto
j €40,...,k —1}. Esto dltimo implica

1;[. i:%gm y entonces mSmparatodajE{O,...,k—l}.
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Se tiene que n < n + j por lo que j+1 < ?H para toda j € {0,. — 1}. De lo anterior se
sigue
k—1 k k—1 . k k
n n n-+7 n , k[T
— =< =—<m asi — < Im 2.5
j+1 k‘_j:0j+1 k! — B kel (25)
Por otro lado, 2% > ]("ﬂ) para toda j € {1,...,k}. Se sigue que

J

= >m  que implica

k k k . k
(n+k) :Hn+kZHn—|-—J (n+1)
J k!

Kl (n+ k‘)k n+k _
= 2.6
k! Ui 2 V/m. (2.6)
Despejando n de las ecuaciones (2.5) y (2.6) se obtiene vk!m —k < n < VE!m, que equivale
a Vklm—k < Imx < VEIm. Finalmente, es claro que k! < k¥ de donde VE! < VEkE =k por
lo que se sigue ¥/m —k < VE!m —ky vVEk!m < k¥/m, que es lo que se querfa demostrar. QED

Observaciéon 2.2.8. Por la proposicién el comportamiento de la funcién ||m||; tiene una
descripcién un poco més amena a las funmones que estamos acostumbrados. Esto es, O(||m]x) C
O(Vk!m) C O(k{/m). Particularmente sucede que O(log(|m|z)) € O(log(Vk!m)) C
O(log(k{¥/m)), lo cual serd de utilidad durante el cdlculo de la complejidad del algoritmo FLOOR-
SIMPLEX, que se verd en la siguiente seccion.

Proposicion 2.2.9. Se tienen los siguientes limites.

1. Para toda k € N con k > 0, lim,,— HTJJ’C = k.

¥Vm
2. Para toda m € N con m > 0, limg_,o ugﬁ%’“ =1.
Demostracion. (1) Primero observemos que {/m — oo cuando m — oo, por lo que ’“%/E -0

cuando m — oco. Es decir, tenemos que lim,, o W =0.
Ahora bien, por la proposicion para toda m € N se sigue que

u?/”blk \/T/»\/» VE! 1o que implica mhmOO Hyﬂk mﬁoo m VE! = V. (2.7)

Por otro lado, de nuevo de la proposicion para toda m € N se sigue que

LIk > VEL/m — k — kkl_i
Ym = Y m

lo que implica

.k § k k _ k1] : 1 _ 7
oL Ym = w%gnoo( \k/m) = Vki-k- lim o= = Vit (2:8)

De las ecuaciones (2.7) y (2.8) se sigue que lim,, oo LL?;\Z/HE]“ = k!, que es lo buscado.

(2) Por la observacion sucede que Sk(2) = k+ 1y Sk(1) = 1. Para k > m sucede que
Sp(1) =1<m < k+1=5k(2) lo que implica que |m|; = 1.

Para k suficientemente grande, esto es k > m sucede que Uyﬁ“ = %\/ﬁ Sea x = —le entonces

es claro que x — 0 cuando k — oo, por lo que limy_, % = limg_,o %\/ﬁ = limp_yo0 m% =
lim,_.om® = 1. QED
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(a) Funcién FLOORSIMPLEX para dimensién 2 y sus cotas.
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(b) Funcién FLOORSIMPLEX para dimensién 3 y sus cotas.
8 -
_ 424x_m—3_tx/m—ﬂ—m_4
6 + 2 2
4 1
2 A4

2% 28 30 32

(c¢) Funcién FLOORSIMPLEX para dimensién 4 y sus cotas.

Figura 2.4: Gréficas de las funciones FLOORSIMPLEX para dimension 2,3 y 4 asi como sus cotas.

2.2.1. Algoritmo FloorSimplex

Procedamos a plantear la versién estandar del algoritmo FLOORSIMPLEX que obtiene el indice
del simplex que antecede a un ntimero m. Esto se logra calculando cotas superiores e inferiores
al indice mediante una busqueda exponencial. Una vez obtenidas estas cotas, se hace busque-
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da binaria hasta hallar el indice. Mas adelante plantearemos otras versiones de este algoritmo
donde algunas usan las cotas provistas por la proposicién y otras laboran sobre una tabla
precomputada de nimeros simplex que se puede obtener con el algoritmo [2| Estas versiones son
en esencia el mismo algoritmo con distintas modificaciones.

Algoritmo 3 FLOORSIMPLEX (m, k)

Entrada: m,k € N con k£ > 0. 10: loop > Busqueda binaria para indice
Salida: ||m]|g. 11: d<b—a

1: if m =0 then 12: if d =1 then

2 return 0 13: return a

3: end if 14: end if

4 a1 15 c+a+ g

5 b <2 16: if m < Si(c) then

> Blisqueda de cotas 17: b+c

6: while S;(b) < m do 18: else

7 a<+b 19: a<—c

8: b+—2-b 20: end if

9: end while 21: end loop

Observacion 2.2.10. Si m = 0 es la entrada al algoritmo FLOORSIMPLEX la salida es
0 = ||0]]x = [lm ]| por el condicional if de la linea 1.
Afirmaciones del ciclo while de las lineas 6-9

Sean ag, by los valores de las variables a, b antes de entrar al ciclo while de las lineas 6-9. Sean
a;, b; sus valores correspondientes al terminar la i-ésima iteracién de este ciclo.

Afirmacién 2.2.11. Dadas las definiciones de a;, b; propuestas y supongamos que m > 0, se
tienen las siguientes sobre el ciclo while de las lineas 6-9:

1. a; = 2"y b; = 2°*! para toda i € N.
2. El ciclo while termina.
3. Al terminar el ciclo while, se sigue que Sk(a) < m < Sk(b).

Demostracién. (1) Procedamos por induccién sobre i. Para i = 0 se tiene que por las lineas
ag=1=20y by =2 =20+1,

Supongamos que el resultado se tiene para ¢ y veamos que se sostiene para i+ 1. Supongamos
que estamos en la i + 1-iteracion del ciclo. Por las lineas 7 y 8 se tiene que

a;11 = b; i+l y ademas biy1 =2-b; g gitl _ gi+2,

(2) Sabemos que i < 2¢ para toda i y considerando el principio arquimedeano se sigue que
existe ip € N de forma que m < ip < 2%, Por la proposicién se tiene que Si(290+1) > m
por lo que en la iteracién ig necesariamente S(b;,) > m pues by, = 20! por (1). De aqui que la
condicion del while de la linea 6 necesariamente se rompa finalizando este ciclo.
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(3) Por el inciso (2) el ciclo while termina. Sea ig la iteracion en la que se cumple Sk (b;,) > m.
Si g = 0, entonces Si(2) > m es decir Si(b) > m. Dado que m > 0 se sigue que Si(a) = Sk(1) <
m.

Siig = j + 1 para alguna j, entonces, Sk(bj4+1) = Sk(2772?) > m, dado que el ciclo termina en
la j + 1 iteracién necesariamente sucede que Sk(bj) = S(2711) < m. Por el inciso (1) se sigue
que aj+1 = bj y por tanto Si(aj+1) < m < Si(bj4+1). Asi, al finalizar el ciclo, las variables a, b
cumplen que Sk(a) < m < Sk(b). QED

Afirmacién 2.2.12. Si n = [[m]|; entonces se sostienen las siguientes.
1. Sii = |log,n], entonces 2¢ < n < 2iT! es decir a; < n < b;.
2. Sii = |logyn]|, entonces Si(a;) < m < Sk(b;).
3. El ciclo while de las lineas 6-9 termina en exactamente |log, n| iteraciones.

Demostracion. (1) Sii = |[logy n] entonces por definicién se sigue que i < logon < i+ 1. De la
desigualdad anterior se sigue que 2! < n < 2it!. Dela aﬁrmacién se tienen que a; < n < b;.

(2) Del inciso (1) se tiene que a; < n < b;, esto es, n + 1 < b;. Dado que n = [[m|x y por la
proposicién [2.1.13((3) se sigue que Sk(a;) < Sk(n) < m < Sp(n+1) < Sk(b;).

(3) El inciso (2) implica que en la iteracion i = |logyn |, se rompe el condicional del ciclo
while. Dado que existe un tnico i que satisface 2° < n < 2! para toda n € N, entonces
necesariamente tiene que ser el caso de que ¢ = |logy n| para que se termine. Por lo tanto toma
exactamente|log, n| iteraciones para terminar. QED

Afirmaciones del ciclo loop de las lineas 10-21

Sean ag, by los valores de las variables a, b previo de comenzar la iteracién de ciclo loop de las
lineas 10-21, esto es, su valor al concluir el ciclo while de las lineas 6-9. Sean también a;, b;, ¢;, d;
el valor de estas variables tras la i-ésima iteracion. Obsérvese que las variables ¢, d se asignan
por primera vez dentro de este ciclo.

Afirmacién 2.2.13. Dadas las definiciones previas de a;, b;, ¢;, d;, se siguen las siguientes afir-
maciones correspondientes al ciclo loop de las lineas 10-21 para toda ¢ € N.

1. di+1 =b—a;y di+1 € Ncon 0 < di+1-

. . S . d; [
2. Si se concreta la iteracién ¢ + 1, se tiene ¢;41 = a; + L%J y ademas a; < c¢j+1 < b;.

3. Si se concreta la iteracién ¢ + 1, entonces a;41, 0,41 € N con a;11 < b1 y ademas sucede

i1 = Cit1, bit1 = by ¥y Sk(cit1) < m o bien a;41 = a;, biy1 = ciy1 y Sk(ciy1) > m.

Demostracion. Comencemos observando que la tnica detencién al ciclo puede ocurrir sélo en la
linea 13 que ocurre antes de la definicién de ¢; (linea 15) y para esto necesariamente d; = 1, por
lo que si se alcanza a definir ¢; necesariamente d; # 1.

Probemos simultdneamente los incisos 1,2 y 3, esto es, la conjuncién de éstos por induccién
sobre 1.
Caso Base. Para ¢ = 0, dado que ag, by tendran los valores al salir del ciclo while de las lineas
6-9, se sigue de la afirmacion que ag = 2/ y bg = 27! ambos elementos de N para alguna
jeN.
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1. De la linea 11 se obtiene di = by — ag = 2771 — 2/ = 29(2 — 1) = 27 € N. Més atn, d; > 0
por ser una potencia de 2.

2. Supongamos que se concreta la ¢ + 1-ésima iteracion, entonces por nuestra observacién
inicial, d; # 0, de donde por el inciso (1) se tiene que d; > 2, es decir, %1 > 2y asi
|4 >1.

De la linea 15 se sigue que
dy
c1 =ag+ {EJ >ap+1>ag yclaramente c¢; € N.

De hecho, por el inciso (1) y el lema las siguientes igualdades toman lugar

01:a0+\‘%J: {CLO—F%J:{CL()—F

by — b
0 2a0J _ Vlo; OJ.

Basta mostrar que “024% < by. Claramente ag < by, entonces sumando by de ambos lados
se sigue ag + by < 2by por lo que ao;bo < bg. Asi ag < ¢1 < bg.

3. Siguiendo el computo, si en el condicional de la linea 16 se cumple m < Si(¢1), entonces
por la linea 17 se obtiene que b; = c1, y se concreta la iteracién, de donde a; = ag. Por el
inciso (2) se tiene que a1 = ag < ¢1 = by.

Si en el condicional de la linea 16 se tiene el caso Si(ci) < m se tiene, por la linea 19
se sigue a; = ¢ y finaliza la iteraciéon por lo que by = by. Por el inciso (2) se tiene que
a1201<b()=b1.

Sea cual fuere el caso, es evidente que a1,b; € Ny ademés a1 < b;.

Caso Inductivo. Supongamos que los incisos 1,2 y 3 se satisfacen para la iteracion ¢ y veamos
que estos incisos se sostienen para la iteracién i + 1.

1. Por hipétesis inductiva en el inciso (3) se obtiene bj+1 > a;41, ambos naturales. Con-
juntando esto, al considerar la linea 11 se sigue que d;y2 = bjy1 — a;+1 > 0 y también
di+2 e N.

2. Supongamos que se concreta la iteracién ¢ + 2. De la observacion inicial, necesariamente

di12 > 2y por tanto [%J > 1. De nuevo, de la linea 15 se tiene

dit2

Cita = Qjt1 + { J >ai+1+1>a;4+1 yclaramente c¢j49 € N.

Andélogamente al caso base, por el inciso (1) y el lema se tiene

dito dito bit1 — @it+1 Qi1 + bit1
c"+2:ai+1+VzJ:{ai+1+ZzJ:{ai“Jrz > J:V > J
Mostremos que %ﬂ < biy1. Por hipétesis inductiva, se tiene a;11 < b;11, entonces

sumando b;;1 de ambos lados se sigue a;11 + b1 < 2b; 11 por lo que % < bjyq. Asi
aiy1 < Cip2 < biy1.

3. Supongamos que se concreta la iteracion i+ 2. De nuevo, en el condicional de la linea 16, si
se satisface m < Si(ci11), de la linea 17 se tiene que bj19 = ¢it2 y @i+2 = ai+1. Del inciso
(2) se sigue que a;12 = aiy1 < Ciy2 = bija.
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Si en el condicional de la linea 16 ocurriera que Sk(c;+1) < m, entonces por la linea
19 se sigue que ajy2 = cit2 v bita = biy1. Nuevamente, por el inciso (2) se tiene que
aiy2 = Cip2 < biy1 = bita.

Sea cual fuere el caso, ocurre que a;42,b;12 € Ny a;10 < bjjo.
QED
Afirmacién 2.2.14. Para cualquier ¢ € N se siguen las siguientes:
1. a; < aj+1y bip1 = b; o bien a; = aj1 y biy1 < by,

2. diqo <diy1y

3. dijo=diy1 — Ldig“J o bien dit2 = Ldglf

Demostracion. Sea i € N.
(1) Por el inciso (2) de la afirmacién [2.2.13] se sigue que

a; < Cip1 < b; (29)

Del inciso (3) de esta misma afirmacion se sigue que a;+1 = a; ¥ bi41 = ¢;+1 0 bien a;y1 = ¢iy1
y bit1 = b;. Supongamos el primer caso disyuntiva. Substituyendo en la ecuacién (2.9) se tiene
que a; < ajy+1 y biy1 = b;. Para el segundo caso, se tiene a;+1 = a; y bj+1 = ¢it1, y substituyendo
en la ecuacion (2.9) se obtiene que b1 < b;.

(2) Por el inciso (1) de la afirmacién se tiene que dj41 = b; — aj para toda j € N.
Por el inciso (1) se tienen dos casos. Si a; < a;j+1 v bj+1 = b; entonces multiplicando por —1 la
desigualdad y sumando b; 11 se obtiene b; — a; > b;+1 — a;11, es decir, di12 < djt1.

Si fuera el caso de que a; = a;41 ¥ biy1 < b;, entonces restando a;41 a la desigualdad se obtiene
bit1 — aj+1 > b; — a4, es decir, d;j12 < di11. Sea cual fuere el caso se llega a que djy2 < djt1.

(3) Sea i € N. Si la variable d;;o tiene valor asignado quiere decir que se concret6 la iteracion
i + 1, lo que implica que los valores a;41,ai, bi4+1,bi, dix1 ¥ ¢i+1 estan definidos.
dit1

Por la afirmacion [2.2.13| se tiene que c¢jy1 = a; + {TJ y

bi —cip1 si Sp(cip1) < m,
diyo = )
Cit1 —a; Sl Sk(ciH) >m.

Para el primer caso se tiene que

diya = bi = cip1 =b; —a; = {dglJ =di41 — {dHlJ :

Para el segundo caso

d; d;
di+2:Ci+1_ai:ai+\\ +1J —a; = { +1J-

QED
Afirmacién 2.2.15. Para toda i € N se sostienen las siguientes.

1. Sk(az) <m< Sk(bl)
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2. Si d;y1 = 1 entonces a; = ||m||.

Demostracion. (1) Procedamos por induccién sobre i. Para i = 0 se tiene que por la afirmacién
2.2.11{(3) se cumple que Sk(ag) < m < Sk(by).

Supongamos que el resultado se tiene para ¢ y veamos que se sostiene para ¢ + 1. Por la
afirmacion [2.2.14f(3) hay dos casos.

Si fuera el caso de que aj+1 = a;, ¢iy1 = biy1 y m < Sk(ci+1). Por hipdtesis inductiva se
sigue que Sk(a;) < m, es decir Sk(a;+1) < m. Como m < Sk(ciy1), entonces m < Sk(biy1)
Conjuntando lo anterior se tiene que Si(a;+1) < m < Sk(bit1).

Si fuera el caso de que bi11 = b, ¢iv1 = ai+1 Y Sk(cir1) < m, entonces Sk(a;+1) < m. Por
hipétesis de induccién se tiene que m < Sk(b;). Esto es m < Sk(bi+1) y por tanto Sk(ai+1) <
m < Sk(bit1).

En ambos casos llegamos a lo buscado.

(2) Sea i € N. De la afirmacién (1) se sigue que d;11 = b; — a;. Si d;11 = 1 entonces
b; = a; + 1 y se entra el condicional de la linea 12 y devuelve el valor a; por la linea 13.

Sabemos que por el inciso (1) sucede que Sk(a;) < m < Sk(b;), lo que implica que Sk(a;) <
m < Sk(a; + 1). Esto dltimo implica que a; = ||m |- QED

Lema 2.2.16. Para cualguier n € N sucede que n — | %] < 2.

Demostracion. Sin = 2k para alguna k € N, entonces

n 2k 1 2k+1  n+1

N IR EESURT S P 2

Sin =2k + 1, entonces

n 2k +1 1 2k +1+1 n+1
B ) T — kbl |kt | —k4l= - .
" M * { 2 J + {+2J + 5 >

Por lo tanto n — [ %] < 2. QED

Afirmacién 2.2.17. Si tomamos d; como previamente definidos, entonces para toda 7 € N se
cumplen las siguientes:

d;11+1
L diyo < 45—,

2. dip1 < ”3;“10 +1,

3. 2di40 — 1 < djy1 < 4d;qo,
4. si diy1 =1 entonces i + 1 < logy(bp — ap) + 3, y
5. el ciclo loop de las lineas 10-21 termina en a lo més logy(by — ag) + 3 iteraciones.

Demostracion. (1) Sea i € N. Si la variable d; 19 tiene valor asignado quiere decir que se concret6
la iteracién i + 1, lo que implica que los valores a;41,ai, bi+1,bi, di+1 y ciy1 estdn definidos. De
la afirmacion [2.2.14)(3) hay dos casos.
dit1 < dig1+1
.

Sidito=diy1 — {d’;lJ, entonces por el lema [2.2.16| se tiene d; 1 — {TJ

. d; d; d; dici4+1 e
Por otro lado, si d;1o = L glJ, entonces {%J < 2L % Sin importar el caso se

2
dz‘ +1
concluye que djo < =5,
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(2) Procedamos por induccién sobre i. Para i = 0 se sigue que d; = by — ap < 2(bgp — ag) =
b%ii‘fo. Supongamos que el resultado es valido para ¢ y mostremos que es valido para i + 1, esto
bo

20 + 1. Usando el inciso (1) y la hipdtesis inductiva se tiene que

es, mostremos que d;2 < 5

bo—
di+1+1<[giﬁo+1}+1_bo—ao bo — ag

dl‘+2 S 9 9 21 + 1 pues dz‘+1 < ﬁ + 1.

(3) Del inciso (1) se sigue que 2dj12 — 1 < d;+1. Mostremos que d;y; < 4d;;2. Por la

afirmacién [2.2.14{(2) hay dos casos: Si dj+2 = diy1 — V’SAJ, observemos que VZ—Q“J < % y por

tanto —d"% < - V'—JIJ De esto tltimo se tiene que

d; d; d; d;
diyo = dip1 — L Z;J > dit1 — %1 = grl es decir, %1 < diy2.

De la desigualdad anterior se sigue que d;1 < 2d;11 < 4d;42 ya que d;+1 > 1 por la afirmaciéon
2.2.13(1).
Si fuera el caso de que d;yo = VBHJ’ por definicién se sigue que

dit1
2

<diyo+1, yportanto diz1 <2di1o+2 < 2diro+ 2diro = 4d;so.

Sea cual fuere el caso, se concluye que d;1+1 < 4d;4o.

(4) Hay dos casos. Si i = 0, esto es, en la primera iteracién sucede que d; = 1, entonces por
la afirmacion sucede que 1 = d; = by — ag, y asi logy(by — ag) = 0 lo que implica que
i+1=1<logy(bg—ag) + 3.

Si ¢ > 0, entonces existe un j tal que i +1 = j 4+ 2. Esto es, si en la iteracién j 4 2 se cumple
que dj12 = 1 la cual no es el primera iteracién. Por el inciso (3), el valor de la iteracién inmediata
anterior j + 1 cumple que 2d;j42 —1 < djq1 < 4djq2, es decir, 1 < d;11 < 4. No puede ser el caso

de que dj;+1 = 1 por la afirmacién
Si dj4+1 = 2 por el inciso (2) se cumple que

bp — ag

2< <

+1 loqueimplica 2771 <by—ag esdecir, j—1<logy(by—ag). (2.10)

Si dj41 = 3, de nuevo por el inciso (2) se sigue

bo — ao

3 < +1 loqueimplica 2/ <by—ag finalmente j <logy(bg —ag).  (2.11)

En ambas ecuaciones (2.10) y (2.11) se obtiene directamente que i+1 = j+2 < log,(bp —ag) +3,
por lo que sin importar que caso sea la desigualdad i + 1 < logy(by — ag) + 3 se sostiene.

(5) De las afirmaciones y sabemos que 0 < d;11 € Ny d;12 < dij+1 para toda
iteracion ¢ € N. Es decir, la variable d desciende estrictamente y es siempre un natural positivo.
Necesariamente hay una ¢« € N donde d; 1 = 1. En esta iteracién, el ciclo loop de las lineas 10-21
se rompe pues se entra en el condicional de la linea 12 y se ejecuta la linea 13.

Por el inciso (4), para esta i debe de ocurrir que ¢ + 1 < logs(by — ag) + 3, por lo que este
ciclo termina en a lo méas logy(bg — ag) + 3 iteraciones. QED

Proposicion 2.2.18. FEl algoritmo FLOORSIMPLEX@ termina.
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Demostracion. Es claro que las operaciones de las lineas 1-5 terminan pues constan de meras
asignaciones y un condicional. Por la afirmacién [2.2.11] el ciclo while de las lineas 6-9 termina.
Por la afirmacién el ciclo loop de las lineas 10-21 termina, lo que finaliza la ejecucién
del algoritmo.
QED

Proposicion 2.2.19. Si la entrada al algortimo FLOORSIMPLEX (@ es myk € N con k > 0,
entonces la salida es ||m .

Demostracion. Si m = 0 el resultado se sigue directamente. Si m > 0 por la afirmacién
el algoritmo alcanza el valor d = 1 en alguna iteraciéon. Por la afirmacion [2.2.15] se tiene que el
valor de la variable a = ||m]|x que corresponde con la salida por la linea 13. Esto tltimo es lo
buscado. QED

Complejidad en tiempo y espacio

Proposicion 2.2.20. Sean m,k € N con k > 0. Si el cdlculo de un simplex se hace con el
algoritmo SIMPLEX, entonces la complejidad en tiempo de FLOORSIMPLEX(m, k) @ 65E|
O(klogy(Imllx)) y la complejidad en espacio es O(1).

Demostracion. Sea n = [[m]x. Si m = 0, claramente se alcanza la salida en tiempo O(1).

Si m > 0 las lineas 1-5 toman tiempo O(1). Por la afirmacién sabemos que el ciclo
while de las lineas 6-9 toma a lo més |logy(n) | iteraciones. Por lo tanto, la complejidad en tiempo
de este ciclo serda la cantidad de operaciones que subtienden a este multiplicado por la cantidad
de iteraciones. El condicional del ciclo while (linea 6) toma O(k) pues es el cdlculo de un simplex
y las lineas 7 y 8 toman tiempo O(1). Por tanto el ciclo while toma tiempo O(klogy(n)).

Si ag y by son los valores de las variables a y b al terminar el ciclo while, por la afirmacion
se cumple que ap = 2! < n < 2°H1 = by donde i = |logy(n)|. Siendo asi,

bo—ap =21 -21=2/(2-1)=2"<n (2.12)

Por otro lado, por la aﬁrmaci(’)n el ciclo loop de las lineas 10-21 toma a lo mas log,(bg —
ag) + 3 iteraciones. Por la ecuacién (2.12), el ciclo toma a lo més logy(n) + 3 iteraciones. Las
lineas 11-15 y 17-20 toman tiempo O(1) y sélo el condicional de la linea 16 toma tiempo O(k)
ya que se calcula un k-simplex. Debido a esto, este ciclo toma tiempo O(klogs(n) + 3k). Como
n = |[m]x, el tiempo de ejecucién del algoritmo es la suma de tiempos

O(klogy(n) + klogy(n) 4+ 3k) = O(2klogy(n) + 3k) = O(klogy(n)) = O(klogy([lm|lk))-

Para la complejidad en espacio, es sencillo observar que se utilizan solo las variables a, b, ¢, d
ademas del espacio que tome calcular un simplex en las lineas 6 y 16. Ambos calculos toman
espacio O(1), por lo que el algoritmo toma espacio O(1). QED

2.2.2. Versiones alternativas de FloorSimplex

Utilizando las cotas provistas por la proposiciéon y una tabla de simplex precomputados
obtenida con el algoritmo [2] tenemos las siguientes versiones de FLOORSIMPLEX. La correccién
de estos algoritmos se debe a la similaridad con el algoritmo [3] Muchas de las afirmaciones

!Por la observacién [2.2.8] esta complejidad también es O(klog, (k &/m)).
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planteadas en la demostraciéon de la correccién del algoritmo |3| se siguen sosteniendo con pocas
o nulas modificaciones. Nos enfocaremos principalmente en su complejidad en tiempo.

La siguiente version de FLOORSIMPLEX utiliza la tabla de simplex como medio para ahorrarse
el computo de estos nimeros. Particularmente, si esta tabla es suficientemente grande como para
contener el indice buscado, se puede hacer biisqueda binaria en ella para obtener el indice. Cabe
mencionar que, gracias a la biisqueda exponencial de cotas, la blisqueda binaria siempre se hara
sobre un subarreglo cuya longitud no sobrepasa el valor del indice. Esta cualidad es ventajosa pues
hace que el procedimiento no se vuelva contraproducente si la tabla de valores precomputados
es muy grande.

Algoritmo 4 FLOORSIMPLEX(m, k, T'S)(Con tabla precomputada)

Entrada: m, k € N tales que 10: loop > Biisqueda binaria para indice
|m|lx < T'S.colLen y 0 < k < TS.rowLen. 11: d<b—a
Salida: [|m]|. 12: if d =1 then
1: if m = 0 then 13: return a
2 return 0 14: end if
3: end if 15: c+—a+ {gj
4 a+1 16: if m < TS[k,c| then > m < Sk(c)
5 b<+ 2 17: b+ c
6: while T'S[k,b] < m do 18: else
7 a<+b 19: a<c
8 b < min {2b, T'S.colLen — 1} 20: end if
9: end while 21: end loop

Esta version anade la restriccién de que el indice buscado se encuentre en la tabla provista.
Se necesita primero que se tenga la dimensiéon de simplex para los cuales se busca el indice.
Finalmente, dado que necesitamos de una cota superior e inferior para este indice basta pedir
que el indice sea menor estrictamente a la cantidad de columnas menos una, para que haya al
menos una cota superior.

Proposiciéon 2.2.21. Si la entrada al algoritmo esm,k, TS € N con TS una tabla suficien-
temente grande, ||m||x < T'S.colLen —1 y 0 < k < T'S.rowLen, entonces termina y la salida es

L lg-

Demostracién. Para el ciclo while de las lineas 6-9, la afirmacién[2.2.11]es idéntica con la salvedad
de que b; = min{2"*!, T'S.colLen — 1} y la prueba es andloga. Conjuntando esto con el hecho de
que ||m||x < T'S.colLen — 1 por hipétesis, la prueba de la afirmacién es analoga.

No es complicado ver que las pruebas de las afirmaciones [2.2.13] [2.2.14] [2.2.15] y [2.2.17] del
ciclo loop de las lineas 10-21 son completamente iguales.

Noétese que al solicitar k < T'S.rowLen y |m|jr < T'S.colLen — 1 garantizamos que no se
elijan valores fuera de la tabla T'S. Por todo anterior las proposiciones y se siguen
sosteniendo, por lo que se tiene el resultado. QED

Al usar la tabla con nimeros simplex, surge el problema de saber qué dimensiones debe de
tener para poder garantizar el computo de un algoritmo utilice nimeros simplex o bien llame a
FLOORSIMPLEX.
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Definicién 2.2.22. Sea TABLA-SIMPLEX(k,n) = T'S. Decimos que T'S es suficientemente grande
para computar algin algoritmo dado con una entrada dada si: todo simplex S;(j) llamado en el
computo del algoritmo cumple que 0 < i < k; y toda llamada a [[m]|, cumple que 1 <r < ky
lm|, <n-—1.

Proposicion 2.2.23. Sean m,k € N con k > 0 y T'S una tabla de simplex suficientemente
grande. La complejidad en tiempo del algoritmo con la entrada (m, k,TS) 65E| O(logs(lm k)
y la complejidad en espacio es O(1).

Demostracion. Sea n = ||m]|x con m > 0 pues para m = 0 es resultado es claro. Procediendo
de forma andloga a la proposicién el ciclo while de las lineas 6-9 hace a lo mas logy(n)
iteraciones (la afirmacién se sigue sosteniendo). La llamada del condicional del while de la
linea 6 asi como las lineas 7 y 8 toman tiempo constante. Por lo tanto, el ciclo while de las lineas
6-9 toma tiempo O(logy n)

Ahora bien, la distancia entre las variables a, b satisface que al final del ciclo while es

b—a=2"—min{2" TS.colLen} = min{2",2" — T'S.colLen} < 2" < n, (2.13)

donde i = |logy(n)]. Por la afirmacién utilizando la ecuacién (2.13) concluimos que el
ciclo loop de las lineas 10-21 realiza a lo mas log,(n) iteraciones. Dado que consultar un simplex
toma tiempo constante pues se encuentra en la tabla T'S, no es dificil verificar que cada iteracién
toma tiempo constante. El tiempo de este ciclo sera entonces O(logy(n)).

Por lo anterior, el algoritmo toma tiempo O(2logy(n)) = O(logy(n)) = O(logs(||m]|x)), como
se queria mostrar. No es dificil ver que el algoritmo sélo usa las variables a, b, ¢ y d. Sin considerar
la entrada m, k y T'S, la complejidad en espacio es O(1). QED

Como se puede apreciar en las proposiciones [2.2.20] y [2.2.23] el procedimiento se puede di-
vidir en dos fases: una bisqueda de cotas superiores e inferiores para el indice ||m]||, y una
bisqueda binaria en entre estas cotas. La complejidad en tiempo no es nada més que el tiem-
po que toma encontrar estas cotas mas log,(d,, x), donde d,, j es la distancia entre las cotas.
La busqueda exponencial empleada en los algoritmos y (4) garantiza que las cotas tengan
distancia de a lo mas ||m]x. Dado que en ciclo loop se hace el cdlculo de un simplex, la comple-
jidad resulta en O(S(n, k)logy(n)) con n = |[m||x. Mas en general la complejidad en tiempo de
FLOORSIMPLEX(m, k) es

O(S(k,n)logy(din,k) + cm k), (2.14)

donde n = ||m||k, dp i es la distancia entre las cotas, ¢, i es el tiempo de célculo de las cotas y
S(k,n) es el tiempo de cémputo de un simplex.

En las siguientes versiones de FLOORSIMPLEX se substituye la bisqueda exponencial de cotas
de |[[m]x, para usar las cotas provistas por la proposicién En esta proposiciéon se dan dos
juegos de cotas, y cada una tiene sus ventajas y desventajas. Para cada uno de las parejas de
cotas, la distancia d,, j es:

[k/m] — [{/m—k)| -1 kYm—(Ym—k) = (k=1)¥m+keOk{m)
| VElm| — |VEm —k| -1 < VEklm— (VElm—k) = keO(k)

IN

El primer juego de cotas muestra que la distancia d,,  no mejora mucho respecto a las cotas
obtenidas por la bisqueda exponencial, mientras que el segundo reduce significativamente la

*Por la observacion [2.2.8] esta complejidad también es O(log, (k &/m)).



CAPITULO 2. NUMEROS SIMPLEX 43

distancia para valores de m arbitrariamente grandes. La desventaja de la segunda es que se tiene
que calcular V/k!m, valor el cual puede crecer muy rapido a lo largo que crece k. Este célculo
puede ser incluso més caro pues, el costo ¢,  de calcular esta cota sobrepasar la ventaja provista
en hacer una bisqueda logaritmica en k. Més aiin, el costo en espacio para el calculo de las cotas
Cm,k Puede no ser constante, dependiendo del algoritmo empleado.

En ambos casos, se requiere hacer un calculo de una raiz k-ésima, la cual puede ser costosa,
ademds de vulnerable a inestabilidad numérica para valores de m grandes (que son sobre los que
mas nos interesa hacer crecer). Por esta razén nos enfocaremos en las versiones provistas en los
algoritmos [3] y [4], las cuales tendréan un desempetio parecido con mejor estabilidad numérica. No
obstante, si para algin problema en particular no se requieran valores de k£ muy grandes y en los
cuales el calculo de las cotas sea barato, las otras versiones pueden tener un mejor desempeno.

Para lenguajes especificos se pueden hacer mediciones de desempeiio y desarrollar versiones
hibridas que incluyan cldusulas para elegir la versién més rapida para una entrada dada (lo cual
dependera también del algoritmo empleado para el cdlculo de la raiz k-ésima).

Algoritmo 5 FLOORSIMPLEX (m, k)(Con cotas)

Entrada: m,k € Ncon k >0 6: loop > Busqueda binaria para indice
Salida: [|m]|. 7: d<—b—-a
1: if m =0 then 8: if d =1 then
2: return 0 9: return a
3: end if 10: end if
4 a < | ¥m—k| 11:  c+a+|g
> También se puede | VE!m — k| 12: if m < Si(c) then
13: b+c
5 b« [k{/m] 14: else
> También se puede [v/k!m] 15: a<c
16: end if

17: end loop

Proposicién 2.2.24. 57 la entrada al algoritmo (@ esm,k € N con k > 0, entonces la salida
es ||m]|k-

Demostracion. De la proposicién [2.2.7| se tiene que los valores de las variables a y b previo a
entrar al ciclo loop de las lineas 6-17 cumplen que a < ¢¥/m — k < ||m||x < k{/m <b.

Siendo asi, la afirmacion se sigue sosteniendo y la prueba es la misma salvo el caso
base que es directo. De aqui el resto de las afirmaciones 2.2.14] [2.2.15| y [2.2.17] del ciclo loop de
las lineas 6-17 son completamente iguales. De forma semejante las proposiciones 2.2.18 y 2.:2.19
son iguales, teniéndose el resultado. QED

Proposicion 2.2.25. Sean m,k € N con k > 0. La complejidad en tiempo del algoritmo (@ es
O(klogy(dm. k) + cmk) y la complejidad en espacio es O(eyn, ). Donde dp, k, Cm ki, €m k. denotan
respectivamente la distancia entre cotas, el tiempo de cdlculo y espacio necesario para el cdlculo
de las cotas de las lineas 5 y 6.

Demostracion. El procedimiento es andlogo al de la proposiciéon [2.2.20] Aplicando la proposicién
2.1.16| en la ecuacion (2.14]) se tiene complejidad O(klogy(dp i) + cmi). Al igual que en la
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afirmacion [2.2.20 la complejidad en espacio del algoritmo es constante salvo el espacio e, que
se use para el calculo de las cotas. Asi la complejidad en espacio es O(ep, k). QED

Algoritmo 6 FLOORSIMPLEX(m, k,T'S) (Con cotas y tabla precomputada)

Entrada: m, k € N tales que 6: loop > Buisqueda binaria para indice
|m|lx <TS.colLeny 0 < k <TS.rowLen. T d<b—a
Salida: [|m]|. 8: if d =1 then
1: if m =0 then 9: return a
2: return 0 10: end if
3: end if 1 c+a+ g
4: a < max {|¥Ym — k], 1} 12 if m < TSk, c| then
> O bien méx {| Vk!m — k], 1} 13: bec
14: else
5. b« min{[k{/m],TS.colLen — 1} 15: a<c

> O bien min {[V/k!m], T'S.colLen — 1} 16: end if
17: end loop

Proposicion 2.2.26. Si la entrada al algoritmo @ es m,k, TS € N con TS suficientemente
grande, ||m|jy < TS.colLen —1 y 0 < k < T'S.rowLen, entonces termina y la salida es |[m].

Demostracion. Si m = 0, entonces claramente la salida es [[m]|;. Si m > 0 entonces ||[m]; > 1.
Por la proposicién se tiene que | {/m — k| < |lm||x (andlogamente ||m|| < | VE!m — k]).
Siendo asi, a = méx {| ¥m — k],1} < [ m]|g. De forma muy semejante, dado que

lmllx < TS.colLen se sigue que |m]|| < min {[k{/m],TS.colLen — 1} = b,

(andlogamente ||m ||, < min {[V/Ek!m],TS.colLen — 1}). Siendo asi, a < [[m||x < by por tanto

De nuevo, la afirmacién y también las afirmaciones [2.2.14] 2.2.15] y [2.2.17] del ciclo
loop de las lineas 6-17 son completamente iguales. Finalmente las proposiciones y
se cumplen. QED

Proposicion 2.2.27. Sean m,k € N y T'S una tabla suficientemente grande. La complejidad en
tiempo del algoritmo (@ con la entrada (m,k,TS) es O(logy(dm k) + c¢m i) y la complejidad en
espacio es O(epm ). Donde dp, k, Cm ki, €m i denotan respectivamente la distancia entre cotas, el
tiempo de cdlculo y espacio necesario para el cdlculo de las cotas de las lineas 5 y 6.

Demostracidén. Este procedimiento es andlogo a la proposicién [2.2.23] Aplicando la proposicién

2.1.16[en la ecuacion (2.14)) se sigue la complejidad en tiempo es O(logy(dy, k) + ¢m k). De igual
forma la complejidad en espacio es constante salvo el espacio e, i, usado para las cotas. Quedando

asi complejidad en espacio O(ep, ). QED



Capitulo 3

Enumeracion de Composiciones

Siendo nuestro objetivo dar una enumeracién de tuplas que sea estructuralmente creciente, ge-
neralizando la enumeracién de Cantor (ver [12]), se busca enumerar a través de las diagonales.
Como se trabajo en la primera generalizacion para 3-tuplas, para dimensién k, una diagonal es el
conjunto de k-tuplas que suman un mismo valor (a saber, una composicién en k partes). Como
se vio anteriormente, usar la suma de las entradas como medida de tamafio para tuplas no es la
unica posible (por ejemplo, usando cascarones cibicos como se menciona en [22]), pero serd la
que se manejard para el desarrollo de esta enumeracion.

Funciones RANK y UNRANK para composiciones seran tutiles para otras tareas maés alla de
enumerar tuplas. Por ejemplo, si tenemos tres polinomios p; = Y./ a;x%, po = S bz’ y
D3 = Divy c;x' v queremos obtener el polinomio producto pipaps = Zf;"l d,x", entonces d, =
2 aitb;+e,=r Gibjc y por tanto debemos obtener todas las composiciones de r en 3 partes para
r < m (ejemplo tomado de [I§]).

Nuestra tarea en este capitulo es plantear un algoritmo para enumerar exhaustivamente cada
diagonal, que comprende la parte més pesada para la enumeracién de k-tuplas. Se plantearan los
conceptos y propiedades que sustentan la correccién de la enumeracion de k-tuplas. Se trabajara
con el concepto de k-descomposicion, el cual es clave para las enumeraciones y sus propiedades.

3.1. Composiciones de enteros

Encontrar la cantidad de composiciones de un entero n en k4 1-partes es un problema combinato-
rio no complicado de resolver. Este problema esté relacionado con otros problemas combinatorios,
por mencionar algunos:

1. la cantidad de subconjuntos de tamafio k que hay en un conjunto de n + k elementos,

2. la cantidad de multiconjuntos de tamafno k que hay en un conjunto de n + 1 elementosﬂ

3. la cantidad de caminos de una esquina a su opuesta en una reticula cuadrada de k x n
cuadros (equivalentemente k + 1 x n + 1 Vértices)ﬂ,

4. la cantidad de k-tuplas no decrecientes de valores < n, entre otros.

En [16, 32 [19] se detallan méas algunas de estas equivalencias. En [16], (18] se presentan algorit-
mos iterativos y en [I7] hay algoritmos de ranking para algunas de las estructuras combinatorias
antes mencionadas,

1Un multiconjunto es un conjunto que permite repeticiones de elementos. Por ejemplo, {1,1,2,3} v {2,2,3,3}
son multiconjuntos de tamaio 4 del conjunto {1, 2, 3}.

2Los caminos son sobre artistas de la reticula y empiezan en la esquina inferior izquierda. Los caminos sélo
pueden hacer avances ascendentes o a la derecha y nunca descendentes ni a la izquierda.

45
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El concepto de composiciones tiene variantes, por ejemplo en [32], solicita que los valores
de la composiciéon sean positivos. Hay versiones donde se piden que estos valores se encuentren
en un rango. Dado que buscamos hacer enumeraciones las cuales comienzan en 0, tomamos la
version mas relajada de esta definicién, la cual nos basta para definir una diagonal.

Definicion 3.1.1. Sean n,k € N con k > 1.

1. Definimos una k-composicion o una composicion en k partes de nm como una k-tupla
(z1,...,x;) de naturales tales que Y% |, z; = n

2. Definimos la n-ésima k-diagonal como Diagy(n) := {(z1,...,z) € N¥ | XF | 2, = n}.
3. Definimos el n-ésimo k-gnomon como Gnomyg(n) := {m € N | Si(n) <m < Sk(n+1)}.
4. Definimos el segmento inicial de n naturales como I,, := {m € N | m < n}.

Observacion 3.1.2. Sean n, k € N. Las siguientes son sencillas de verificar:
1. | Gnomgyq(n)| = Sgr1(n+1) — Sgr1(n), 2. |I,| = n.

Proposicion 3.1.3. Sea k € N. Para cualquier n € N la cantidad de k 4+ 1-composiciones de n,
asi como la cantidad de elementos en el n-ésmimo k-gnomon es Si(n+1). Esto es,

| Diagyy1 (n)] = S(n + 1) = | Gnomy1(n)].

Demostracion. Comencemos verificando la primera igualdad por induccién sobre k. Para &k =0
se tiene que Diag;(n) = {n} y por tanto | Diag,(n)| = 1 = Sp(n + 1) para cualquier n € N.

Supongamos que para cualquier n € N se sigue que | Diagy;(n)| = Sk(n + 1) y veamos que
se cumple que | Diagy ,5(n)| = Sp41(n +1).

Notemos que si tenemos una k + 2-composiciéon 1 + ...+ xx+2 = n y dejamos fija la tltima
entrada, se convierte en una k + 1-composicion, esto es, tenemos que 1 + ...+ Tgp1 =N — Tg42
es una k + l-composiciéon de n — xx42. En este sentido podemos particionar todas las k + 2-
composiciones en clases que coincidan en la Ultima entrada.

Siendo asi, consideremos los conjuntos A; con ¢ < n definido como

A = {(z1,...,2k42) € Diagy o(n) | Tp42 = i}.

Mostremos que {4; | i < n} forma una particién de Diagy, (n). Por definicién es claro que para
toda i < n se cumple que A4; C Diagy5(n) y por tanto U;<,, A; C Diagyo(n).

Ahora bien, si (z1,...,2,42) € Diagy o(n) entonces, dado que Zfif zj =nyuz; €Nse
cumple que 7312 < n. De esta manera (21, ...,7x12) € Ay, y por tanto U;,, A; = Diagyo(n).
Si fuera el caso de que (x1,...,2,12) € A; N A; para 7,5 < n, entonces i = x9 = j, por lo que
i=jyasl {4;|i<n} forma una particién.

Tomemos ¢ < n, es decir n — ¢ > 0. Veamos ahora que |4;| = |Diagy ;(n — i)| para toda

i < n. Consideremos el encaje ¢; definido como:

i : Diagyyi(n — i) — A,

(:L‘l, ce ,l’k_H) — (fL‘l, ce ,:L'k+1,i)
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Observemos que (x1,...,2,4+1) € Diagy ;(n — 1), y entonces Z;Cill xj =n — i por lo que

1

( xj) +i=mn, estoes,(z1,...,2T641,1) = @(T1,...,T%41) € 4;
1

E
+

<.
I

mostrandose que ¢; esta bien definido.

No es complicado ver que ¢; es suprayectiva ya que para (z1,...,Zg+1,1) € A; se tiene que
oi(z1,... k1) = (@1,...,Tkt1,%). Asimismo, si ;(x1,...,2k41) = @i(Y1,...,Ykt1) entonces
(z1,...,@k+1,1) = (Y1,-- -, Ykt1,1). Mostrandose que z; = y; para 1 < j < k+ 1 y por tanto
(21, ..., @k+1) = (Y1,-- ., yr+1), de donde se concluye que p; es biyectiva.

Con base en lo anterior tenemos que

| Diagy,5(n)| = ‘ U Ai| =D |Ai| =) | Diagy 4 (n —i)| = > _ | Diagy,,,(i)| =

i<n i<n i<n i<n
L Z Sp(i+1) = Z Sk(i) = Sk11(n + 1), por la proposicién [2.1.9
i<n i<n+1

De la observacién se sigue que | Gnomyy1(n)| = Spr1(n + 1) — Sp41(n) = Sk(n + 1),
esto ultimo debido al corolario [2.1.8 QED

Proposicién 3.1.4. Para toda k € ZT se siguen las siguientes:
1. { Diag,(n) | n € N} forma una particién de N*, y
2. { Gnomy(n) | n € N} forma una particion de N.

Demostracién. (1) Por un lado, Diagy,(n) C N* para toda n € N, de donde {J,,cy Diagy,(n) C NF.

Por otro lado, tomemos (z1, ..., z;) € N¥ y sean := 3% | 2;, entonces (z1,...,xx) € Diagy(n) C
Upnen Diag(n). Por lo que U,,cy Diagy(n) = N
Si (x1,...,21) € Diagy(n) N Diagy(m) para n,m € N, entonces m = Y%, z; = n, lo que

muestra lo buscado.
(2) Por definicién, Gnomy(n) C N para toda n € N, por lo que |J,,cy Gnomy(n) C N.
Si m € N, entonces para n := ||m]; se sigue que Sk(n) < m < Sg(n + 1) y por tanto
m € Gnomy(n) de donde se concluye que |J,,cy Gnomy(n) = N.
Si m € Gnomy(n) N Gnomg(p) entonces n = [|m||r = p. Con lo anterior se llega a lo buscado.
QED

3.1.1. Representacion por barras y estrellas

Para enumerar todas las k-composiciones, damos una representacion de éstas que hagan facil
esta labor. La representacién por barras y estrellaﬂ expondra como hacer esta enumeracion, al
relacionar una composicién con tuplas ascendentes. Esta representacion también es til para mos-
trar la relaciéon entre una composicién y otras estructuras combinatorias como las mencionadas
al principio del capitulo.

Dado que en una composicién es fundamental que los valores sumen n, podemos descomponer
a este nimero en unidades (expresadas en estrellas), esto es, verlo como su representacién unaria.
Al representarlo de esta manera podemos generar una composicion sencillamente particionando

3El planteamiento de barras y estrellas es de uso comiin en el razonamiento combinatorio. En [I8] en la seccién
de composiciones se puede encontrar este concepto.
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estas unidades en subconjuntos. Cada subconjunto representard un sumando de la composicién.
Dado que es relevante el orden en que se presentan los sumandos y no importa si hay sumandos
repetidos, bastard con alinear las unidades y poner separadores (barras) entre estas unidades. Por
ejemplo, la representacién en barras y estrellas de la terna ordenada (2,1,3) es %ok | % | %k k.
Podemos observar que la tarea de generar todas las composiciones se reduce a seleccionar todas
las posibles colocaciones de los separadores.

La cantidad de estrellas determina el ntimero a componer n y la cantidad de barras mas uno
representa la cantidad de partes k. Si ponemos casillas que almacenen ya sea barras o estrellas,
requeriremos n + k — 1 casillas describir cualquier k-composicion de n. Dos ejemplos de esto se
pueden apreciar en la figura[3.1] Si nos enfocamos en repartir las n las estrellas, podemos deducir
que la cantidad de k-composiciones de n es ("Hrf*l) = ("Zﬁ;ﬁ que es igual Sx_1(n+ 1) por la
observacion [2.1.5] Esto es otra forma de mostrar la proposicion [3.1.3

(1,1,0,3) — *x Lo*x 11 *x *x * — (1,2,2)
1 2 3 4 5 6 7 8
(2707271) — t - - L t t L t — (27274)
1 2 3 4 5 6 7 8
(a) 4-tuplas (b) Representacién barras y estrellas (c) Sepraradores

Figura 3.1: Ejemplos de representaciones de dos 4-tuplas

Si ordenamos un conjunto, y la cantidad de estrellas antes del primer separador lo tomamos
como la cantidad de repeticiones del primer elemento del conjunto, la cantidad de estrellas entre el
primer y segundo de separador como las repeticiones del segundo y proseguimos sucesivamente,
entonces tenemos un multiconjunto de un tamano deseado del conjunto inicialmente tomado.
Por ejemplo para {ai,as,as,as} el diagrama vk | | % | %% representa el multiconjunto

M~ T~~~ —~~
al az as a4
{al, ai,as, aq, a4}.

Ahora bien, sabiendo que los separadores determinan completamente una k-composicién de
n, basta con codificar las colocaciones de los separadores. Una forma adecuada es almacenando
en una tupla la cantidad de estrellas anteriores a cada separador. En la figura[3.1dse ven ejemplos
de la representacién por separadores de las tuplas en Esto muestra la relacion entre una
composiciéon y una tupla ascendiente, relacién que estudiaremos mas a fondo.

Definicién 3.1.5. Sean n,k € Ny (x1,...,2k, k1) una k + l-composicién de n. Decimos
que (ai1,...,a;) € NF es la representacion por separadores de (z1,...,Tg41) si para cualquier
jeA{l,...,k} se cumple que a; = Y7, z;.

Definamos a Sepy,(n) como el conjunto de todas tuplas (ai, ..., ax) que son la representacién
por separadores de alguna k + 1-composicion de n.

Proposicién 3.1.6. Sean n,k € N con k > 1, (x1,..., Tk, Tpr1) una k + 1-composicion de n y
(a1,...,ax) su representacion por separadores. Se sigue que x1 = a1 y para toda j € {1,... k—1}
se cumple que xj11 = aj11 — aj. Finalmente también se cumple que Tj41 = n — ai.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k. Para k = 1 se tiene que a; = Z}ZI T; = T1.
Dado que k£ = 1 se sigue que para toda j € {1,...,k — 1} se cumple que xj41 = a;41 — a; por
vacuidad. Finalmente, como x1 + xo2 = n entonces xo =n —x1 =n — ay.
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Supongamos que para toda n y toda k 4+ 1-composicién se sigue el resultado. Veamos que el
resultado se sostiene para k + 1. Sea n € N y tomemos (ay,...,a+1) una k + 2-composicion de
n y mostremos el resultado.

Definamos ng = Zfill x;. Claramente (z1,...,Zx+1) es una k + l-composicién de ng. Por
definicion de representacién por separadores, en particular se tiene que para toda j € {1,...,k}
se cumple que z; = >°7_; a;, por lo que (aq, ..., a) es una representacién por separadores de ny.
En este sentido, por hipétesis inductiva se tiene que x; = a; y para toda j € {1,...,k — 1} pasa

que Tj41 = aj41 — a;. Ademas

k+1
Ti41 = N0 — A = (sz) — ap = Q41 — Q-
i=1
Con lo anterior también se tiene que
k+2 k+1
n= Z T; = (Z %) + Tyo = Agy1 + T2 porloque  Tpypo =n— agyr-
i=1 i=1

QED

Observacién 3.1.7. Notemos que por definicién que cada representacion por separadores provie-
ne de una composicién. Esta representacién no es tnica, por ejemplo (1, 1) es una representacion
por separadores tanto de la 3-composicién de 2 dada por (1,1,0) asi como de la 3-composicién
de 3 dada por (1,1,1). Sin embargo, si dejamos fijo el entero n la representacién si se vuelve
unica.

Proposicion 3.1.8. Sean n,k € N con k > 1.

1. Si(a,...,a) y (b1,...,bg) son representaciones por separadores de una k-+ 1-composicion
(x1,...,Tp41) entonces aj = bj para toda j € {1,...,k}.

2. 50 (z1,...,x+1) ¥ (Y1,---,Yks1) son k + 1-composiciones de n que cumplen que tienen
la misma representacion por separadores (ai,...,ax), entonces x; = y; para toda j €
{1,...,k+1}.

Demostracién. (1) Es claro que por definicién se tiene que a; = Zgzl x; = b; para toda j €

{1,...,k}.
(2) Por la proposicién se tiene que r1 = a; = y; y ademds para toda j € {1,...,k—1}
se tiene que ;11 = aj4+1 — a; = y;+1. Finalmente zj11 = n — ap = Yp41. QED

Observacién 3.1.9. Es importante notar que de la definicién se sigue que para cualquier
k 4+ 1-composiciéon de un natural n existe una representacion por separadores de ésta. La pro-
posiciéon anterior afirma que esta representacién es unica. Para cada representacién por
separadores existe una tnica k + 1-composicién que le corresponda.

Esto establece una biyeccién vy, : Diagy,1(n) — Sepy(n) entre estos conjuntos de tuplas
que a cada composicion le asocia su representaciéon por separadores. Los algoritmos COMP2SEP
y SEP2COMP computan esta funcién y su inversa respectivamente.

Por otro lado, podemos observar que toda representacién por separadores es una tupla con
valores no decrecientes acotada por n. Algo interesante es que toda tupla no decreciente es a
su vez un a representacién por separadores. Esto es, hay una biyeccién entre composiciones y
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tuplas no decrecientes. El siguiente teorema muestra la equivalencia entre separadores y tuplas
no decrecientes.

Teorema 3.1.10. Sean n,k € N y (ay,...,ar) € N¥ con k > 1. Se tiene que (ay,...,ax) es una
representacion por separadores de una k—+1-composicion de n si y solo si para toda 1 < p < qg<k
se cumple que 0 < a, < ag < n.

Demostracion. Para la ida sea (x1,...,25+1) una k + 1-composicién de n tal que a; = Zgzl x;
para toda j € {1,...,k}. Si tomamos 1 < p < ¢ < k, debido a que z, € N es claro que

Q

0

IN

P
D @i <
i=1 i

Qq

k
r; < le =n, es decir,
1 i=1

0

IN
S
IN
IN

D n

Para el regreso, tomemos una tupla (ai,...,a;) que cumpla que 0 < a, < a; < n para
1 <p < q <k Definamos z1 = a1, xj := aj41 —aj para toda j € {1,...,k} y 241 :=n — ay.
No es dificil ver que j € {1,...,k+ 1} se sigue que ; > 0. Se tiene asi una suma telescopica

que suma n.
k+1

Y wi=(n—ag)+ (ap — ag—1) + -+ (a2 — a1) + a1 = n.
i=1

Por lo tanto (z1,...,2k+1) es una k + 1-composicién de n.
QED

3.1.2. Algoritmos de transformacién de representaciones

Antes de mostrar como enumerar todas las k-composiciones, planteemos dos algoritmos para
transformar una representacion en otra y mostremos que son correctos. Estos algoritmos calculan
una funcién biyectiva entre las k-composiciones y su representaciéon por separadores.

Algoritmo 7 COMP2SEP((x1,...,Zk+1))

Entrada: Una k + 1-composiciéon de un valor n (x1,...,zr41) € Diag,,(n).
Salida: La representacién por separadores de (x1,...,Zkr1) ¥ n.

1: a1 < 11

2: for i + 1 upto k do

3: Qi1 < Qi + Tt

4: end for

5. return (aq,...,a), Gg+1

Proposicién 3.1.11. Si la entrada es una k + 1-composicion (x1,...,Tkr1) de un nimero n,
entonces el algoritmo COMP2SEP@ termina y devuelve su correspondiente representacion por
separadores, asi como n.

Demostracion. Observemos primero que la linea 1 es una asignacion y el ciclo for de la linea 2-4
solo hace una asignaciéon y su cota jamas es modificada por lo que necesariamente termina. De
esta manera el algoritmo termina.

Sea (a1, ...,ar),ar+1 lasalida del algoritmo, y mostremos que (a1, ..., ax) es la representacion
por separadores de (x1,...,ZTg41).
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Veamos que para toda ¢ € {1,...,k + 1} sucede que la variable a; = 23':1 xz;. Procedamos
por induccién sobre ¢. Para ¢ = 1 por la linea 1 se sigue que a1 = =1 = 31-21 xj. Supongamos
que el resultado se sigue para ¢ y veamos que se sigue para i+ 1 con i + 1 < k + 1. Se puede
ver que la variable a;41 solo serd modificada en la interacién i 4+ 1 del ciclo for de las lineas 2-4.

Siendo asi, por nuestra hipdtesis inductiva se sigue que a; = 23:1 xj. De la linea 3 es inmediato

ver que
i i+1
Ajr1 = G; + Tjp1 = (ZSU]) + Tit1 = Zl’j-
Jj=1 Jj=1
Finalmente, de lo anterior para ¢ = k + 1 se sigue que. a1 = Z;“ill x; = ng, como se queria
mostrar. QED

Proposicién 3.1.12. El algoritmo COMP?SEP@ tiene complejidad en tiempo O(k) y comple-
jidad en espacio O(k).

Demostracion. Para la complejidad en tiempo es facil notar que la asignacién en la linea 1 toma
tiempo constante. Mas atn, el ciclo for de las lineas 2-4 solo hace una suma y una asignacién, por
lo que cada iteraciéon toma el mismo tiempo constante. Recordando que la cantidad de iteraciones
de este ciclo jamas es alterada siendo un total de k iteraciones, se concluye que la complejidad
en tiempo es O(k).

Para medir el espacio empleado por este algoritmo se contemplan las variables a1 asi como
todas las variables generadas en el ciclo for de las lineas 2-4. No es complicado ver que en cada
iteracién se genera una nueva variable, por lo que, al finalizar el algoritmo, se habran planteado
k + 1 variables nuevas. Esto es, la complejidad en tiempo es O(k). QED

Algoritmo 8 SEP2COMP((ay,...,ax),n)

Entrada: La representacion por separadores (aj,...,a;) de una k + l-composicién de n, asi
como el valor n.

Salida: La k + 1-composicién de n con representacion por separadores (ag, ..., ax).

1: ag < 0

Apy1 < N

for ¢ < 0 upto k do
Tit1 < Ai41 — Q4

end for

return (z1,...,%g41)

Proposicién 3.1.13. Si la entrada es (a1, ...,ax),n donde (ai,...,ax) es la representacion por
separadores de una k-composicion de n, entonces el algoritmo SEPQCOMP(@ termina y devuelve
tal k + 1-composicion de n.

Demostracion. De forma semejante al algoritmo anterior, el ciclo for de la linea 3-5 solo hace
una asignacién y su cota jamés es modificada por lo que necesariamente termina. Dado que en la
linea 1y 2 se define valores para ag y ax1, €l ciclo for no desborda los indices en sus asignaciones.

Sea (z1,...,Tk+1) la salida del algoritmo. Se tiene que x1 = a3 —ag = a3 — 0 = a;. Més atn,
para toda i € {1,...,k} se sigue que x;+; = a;+1 — a;. Finalmente, en la k-ésima iteracién del
ciclo for se asigna a xy4+1 = agy1 — ax =n — ag.

En virtud de la proposicién y dado que para cada representacién por separadores
existe una unica k 4 l-composicion como se plantea en la proposicion se concluye que
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(x1,...,2K11) es la k + l-composicion que corresponde con la entrada. Esto muestra que el
algoritmo es correcto. QED

Proposicion 3.1.14. La complejidad en tiempo y en espacio del algoritmo SEPQCOMP@ son
ambas O(k).

Demostracion. Para la complejidad en tiempo veamos que las lineas 1 y 2 toman tiempo cons-
tantes por ser meras asignaciones. En seguida, el ciclo for de las lineas 3-4 realiza una resta y
una asignacién por lo que toma el mismo tiempo constante para cada iteracion. Observando que
este ciclo hace k + 1 iteraciones, se concluye que el algoritmo toma tiempo O(k).

Para la complejidad en espacio se contemplan las dos variables auxiliares de las lineas 1 y 2,
y ademas en cada iteraciéon del ciclo de las lineas 3-5 se genera una nueva variable, resultando en
k + 3 variables empleadas en este proceso. Por lo que la complejidad en espacio es O(k). QED

Proposicion 3.1.15. Las funciones definidas mediante los algoritmos COMP2SEPYy SEP2COMP
(@ y@ son una inversa de la otra, y por tanto biyectivas.

Demostracion. Por la proposicion sabemos que por cada k+1 composicidn existe una tinica
representacién por separadores y vicecersa. Por la proposicién [3.1.13] sabemos que el algoritmo
SEP2COMP necesariamente devuelve la k& + 1-composicién correspondiente a la entrada. Si a
esta salida le aplicamos el algoritmo COMP2SEP, por la proposicién la nueva salida sera
exactamente su representacién por separadores.

Anéalogamente en el otro sentido, mostrandose que COMP2SEP y SEP2COMP son una inversa
de la otra. QED

3.2. k-descomposiciones

Mostremos como descomponer un entero como suma de numeros simplex. Este concepto es
clave en la enumeracion de tuplas ya que la funcién RANK para tuplas se puede reducir a
manejar una k-descomposicién. Este concepto ha sido planteado en la literatura de diversas
maneras y bajo distintos nombres. En [25] llaman a esta descomposicién como sistema numérico
combinatorio (“combinatorial number system”), en [22] como representacion k-canonica (“k-
canonical representation”), en [26] como k-ésima representacion de Macaulay (“k-th Macaulay
representation”) y en [27] como forma de k-cascada (“k-cascade form”) por mencionar algunos.
Estas definiciones trabajan en esencia el mismo concepto, con ligeras variantes para acoplarse a
lo buscado. Particularmente, se trabaja con esta representacién mediante coeficientes binomiales
y no como numeros simplex. Muchas de las propiedades de estas representaciones se mencionan,
pero no se prueban con detalle. En esta seccién demostraremos varias propiedades de una k-
descomposicién visto desde la perspectiva de un ntimero simplex con el fin de dar una intuicién
geométrica al problema.

Descomponer un niimero como suma de simplex es semejante a una divisién entera. La
divisién de a entre b consiste en encontrar dos valores ¢ (cociente) y r (residuo) tales que a = bg+r
donde r < ¢q. En este caso buscamos el multiplo de b méas cercano a a. Esto lo podemos hacer
con simplex en lugar de multiplos.

Si dejamos fijo un valor k, notemos que podemos descomponer a todo nimero m como el
n-ésimo nimero k-simplex mas un valor d para alguna n. Para este caso n puede tomar el papel
de cociente y d de residuo. Sabemos que hay varias descomposiciones de a = bg + r, pero para
el caso de la division nos enfocamos en la que maximiza el valor del cociente. De aqui que se
solicite que r < q.
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Como no es dificil de observar hay varias descomposiciones de m como m = Sk(n) + d para
k fija. Por ejemplo 11 = S3(2) +7 =4+ 7y 11 = 53(3) + 1 = 10 + 1. Semejante a la division,
nos enfocamos en la que maximice n, por lo que buscamos expresar a m como m = Si(n) + d
donde n = ||m]|x. Teniendo esta descomposicién, el residuo d serd acotado por un simplex de
con dimensién menor pero indice sucesor.

Proposicién 3.2.1. Para cualesquiera n,d € N se tiene que || Sk+1(n) + d|jx+1 = n si y sélo si
d < Sp(n+1).

Demostracion. Supongamos primero que ||Sg+1(n)+d]|x+1 = n. Entonces Si(n) < Sky1(n)+d <
Sk+1(n + 1) y utilizando el corolario se obtiene Sgt1(n) +d < Sky1(n) + Sk(n + 1). Esto
ultimo implica que d < Si(n + 1).

Por otro lado, si suponemos que d < Si(n + 1), entonces sumando Si1(n) de ambos lados
y aplicando el corolario tenemos que Sky1(n) +d < Sp41(n) + Sp(n +1) = Spp1(n + 1).
Finalmente, es claro que Si11(n) < Sky1(n)+d por lo que Sky1(n) < Sgr1(n)+d < Spr1(n+1),
es decir, [|Sk+1(n) + d|lg+1 = n. QED

Proposicién 3.2.2. Sin,m,k € N yn = ||m|r1 entonces 0 < m — Spr1(n) < Sk(n+1).

(
Demostracién. Supongamos que n = |m|x41. Por definicién se sigue que Spi1(n) < m <
Si+1(n + 1). Por el corolario se tiene que Sky1(n) < m < Sk(n+ 1) + Sk41(n). Restando
Sk+1(n) a la desigualdad se tiene que 0 < m — Si41(n) < Sx(n + 1). QED

Corolario 3.2.3. Para cualesquiera n,k € N se cumple que Gnomy11(n) = {a € N | |lalJx+1 =

Resulta interesante mostrar una similitud entre la descomposiciéon de un niimero como suma
de simplex con el sistema usual de representacién numérica por cifras. Si nos enfocamos en la
representacion decimal de un ndmero, por ejemplo m = [235]19, recordaremos que la cifra ‘2’
representa el multiplo no cero menor a la base de la mayor potencia de 10 que divide a m. En
este caso m = (2 x 10%) + 7 con r < 10%. Esta tltima condicién sobre r hace que podamos
repetir este procedimiento hasta agotar las potencias de 10 y obtener todas las cifras de m.
Esto es, m = 2 x 10?2 4+ 3 x 10! + 5 x 10° = [235]19. Las potencias de un niimero se pueden
pensar como numeros politopos correspondientes a la generalizacién de un ntimero cuadrado a
mayores dimensiones (un segmento, un cuadrado, un cubo, un teseracto para dimensiones 1,2,3
y 4 respectivamente).

Esta propiedad numérica (e incluso geométrica) la podemos aplicar sobre m, pero en lugar
de utilizar las potencias de alguna base como es usual, podemos usar niimeros simplex.

En el ejemplo anterior, 235 = S4(7) + d = 210 4 25 con d = 25. Repitiendo para d tenemos
que 235 = Sy(7) + S3(4) + S2(2) + S1(2) = 210 + 20 + 3 + 2. De esta manera podemos codificar
en cifras al valor 235 como suma de simplex con la tupla (2,2,4,7) (nétese que las entradas
no necesariamente seran de una cifra). Convenimos escribir esta representacién con el indice del
simplex de menor a mayor dimensién, para que la i-ésima entrada de la tupla sea el indice del -
simplex correspondiente. Esto también hara concordancia con la representacién por separadores
de una composicién como se verd mas adelante.

Al igual que un mismo nimero tiene multiples representaciones por cifras dependiendo de la
base, por ejemplo [235]19 = [353]s = [11101011]9, cada nimero tiene mltiples representaciones
como suma de simplex dependiendo de la dimensién k méxima convenida. Con este mismo
ejemplo tenemos que 235 = S5(5) + Sy(5) + S3(5) + S2(2) + S1(1) = 126 + 70 +35+3 + 1
correspondiente a (1,2,5,5,5) y también la representacion previamente obtenida (2,2,4,7).
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En la tabla podemos apreciar distintas descomposiciones del niimero 19 y su correspon-
diente codificacién. Se puede apreciar claramente que extraer el simplex que antecede, el residuo
puede manejarse como una version reducida del mismo problema con un simplex de menor di-
mension. Se mencioné cuando se definié a los simplex que el gnomon correspondiente de estos
numeros politopo es a su vez un simplex, cualidad que explotamos justamente en este proceso
de descomposicién.

k Simplex Completo k-descomposicién
O o O O

1 S1(19) =19 19 = 19 (19)
52(5):15 ooooo =

sy =4 o
S3(3) =10

3 S2(3) =6 (3,3,3)
S1(3) =3

3+6+10=19
Tabla 3.1: Representaciones geométricas de k-descomposiciones de 19 para k = 1,2, 3.

En virtud de la proposiciéon tenemos la condicion para el residuo para asegurar tener la
descomposicién de un ntimero m como suma de simplex. Con la intuicién del ejemplo de la tabla
tiene lugar la siguiente definicién.

Definiciéon 3.2.4. Sea m,k € N con k > 1. Definimos la k-descomposicion de m como una
k-tupla (n1,...,n;) tal que m = Sk | Si(n;) y para cualquier j € {1,...,k — 1} se cumpla que
11 5i(ni) < Sj(nj1 +1).
Definimos Descg(n) como el conjunto k-descomposiciones de un valor m < Si(n + 1).

Proposicion 3.2.5. Para cualesquiera m,k € N con k > 1 existe una k-descomposicion de m.

Demostracién. Procedamos por induccion fuerte sobre m. Para m = 0, podemos definir la tupla
(0,...,0) la cual claramente cumple que % ; S1(0) = 0 y ademas Y7_, S1(0) = 0 < 1 = S;(1)
para cualquier j € {1,...,k — 1} por la observacién m

Tomemos m > 0. Supongamos que para todo valor menor a m se sigue que para toda k con
k > 1 tienen una k-descomposicion.

Sea k € N con k£ > 1, veamos que m tiene una k-descomposicién. Si k = 1 entonces m mismo
es una 1-descomposicién de si mismo. Asumamos que k > 2. Tomemos ny := [[m]|; y definamos
d := m — Sk(ng). De aqui m = d + Sk(ng), més atn, d < m pues m > 0 por lo que podemos
aplicarle la hipétesis inductiva a d.

Dado que k > 2 entonces k—1 > 1 por lo que para d debe de existir una k — 1-descomposicién,
digamos (nq,...,ng_1). Veamos que (nq,...,ny) es una k-descomposiciéon de m. Tenemos que
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k—1
Z Si(n;) = d por ser k-descomposicién por lo que
i=1

k k—1
> Sini) = (Y Sini)) + Sk(ng) = d+ Sg(ni) = m
i=1 i=1

Tenemos también que para toda j € {1,...,k—1} se cumple que 23:1 Si(ni) < Sj(njp1+1).
Por la proposicién se cumple que d < Si(ng+1). lo que implica que Zf;ll Si(n;) < Sk(nk+1)
con lo que hemos mostrado que (ny,...,ng) es una k-descomposicién de m. QED

Teorema 3.2.6. Sea m,k € N con k > 1. Si (ny,...,n;) es una k-descomposicion de alguna m
yd; =37, Si(ni) para toda j € {1,...,k}, entonces ||d;|l; = n; para toda j € {1,...,k}.

Demostracién. Por induccion sobre k. Para k = 1 tomemos (n;) una l-descomposicién de m.
Evidentemente [|m|; = m = Si(m) = n;.

Supongamos que para cualquier k-descomposiciéon se sigue el resultado y veamos que se cum-
ple para cualquier k + 1-descomposiciéon. Tomemos (ni, ..., ng, ng+1) una k + 1-descomposicion
de un valor m. Observemos que dx11 = m por definicién.

Si tomamos dy, = Y% Si(n;) se sigue que (ng,...,n;) es una k-descomposicién de my que
coincide en los valores d; parai € {1,...,k—1}. Por hipétesis de induccién se tiene que ||d; ||; = n;
para toda ¢ € {1,...,k}.

Mostremos que ||dg11||x+1 = ngr1. Por definicién se sigue

k+1 k
m = Z Si(n;) = Ska1(ngs1) + Z Si(ng) = Sk+1(nk+1) +di  donde di < Sk(nki1 +1).
i=1 i=1
Siendo asi, por la proposicién [3.2.1]| se tiene que
Ldk+1lk+1 = [mle+1 = [Skt1(retr) + dille+1 = ne+1.

QED

Corolario 3.2.7. Sean m,k € N y (n1,...,n;) € N¥ con k > 1. Si (nyg,...,ni) es una k-
descomposicion de m, entonces | m||x = ng y por tanto Sk(ng) < m < Sk(ng +1).

Demostracion. Resultado directo del teorema [3.2.6 para j = k. QED

Los teoremas y se mencionan brevemente en [26], 27] pero no se prueban. En
seguida demostramos estas propiedades.

Teorema 3.2.8. Sean m,m,k € N con k > 1, se cumplen las siguientes.
1. Existe una unica k-descomposicion de m.
2. Si (ni1,...,nk) es una k-descomposicion tanto de m como de m entonces m = M.

Demostracién. (1) La existencia de una k-descomposicién es exactamente la proposicién
Mostremos la unicidad. Procedamos por induccién sobre k. Para k = 1 se tiene que si (n;) y
(1) son 1-descomposiciones de m entonces ny = Si(n1) = m = S1(fy) = ny.
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Supongamos que se cumple el resultado para k y veamos que se sostiene para k+ 1. Tomemos
meNy (ny,...,ng41) v (R1,...,Mg+1) dos k + 1-descomposiciones de m. Tenemos que

k k

Skr1(nig1) + Y Si(ni) = m = Spy1(Aggr) + ) i)
=1 i=1

y entonces por el teorema se tiene que

k k
N1 = uSk+1(nk+1) + Z&(m)ﬂ o Lmle1 = u5k+1(ﬁk+1) + Z&(m)ﬂ g = T
=1 =1

Debido a que ng41 = fig41 tenemos que

k k
> Si(ni) = m = Spr1(nggr) = m — Spp1 (Aggr) = Y Si(i).
i=1 i=1
De esta manera podemos definir a mg := Y% ; Si(n;) = Y28, Si(7;) y claramente (n1,...,7n;)
y (R, ...,7ny) son k-descomposiciones de mg. Por hipdtesis inductiva se tiene que n; = fi; para

toda i € {1,...,k}. Asi hemos mostrado que n; = n; para toda i € {1,...,k+ 1}, como se queria
probar.
(2) Por definicién de k-descomposicién se sigue que m = Y5, S;(n;) = . QED

Teorema 3.2.9. Sean n,k € N con k > 1y (n1,...,ng) € N*. Se tiene que existe m € N tal
que (nq,...,ng) es una k-descomposicion y m < Sg(n+ 1) si y sélo si para toda 1 <i < j <k
se cumple que n; < n; < n.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k.
Caso Base. Veamos la equivalencia para k = 1.

Sea m < Sgr1(n+1) y (n1) una 1-descomposicién de m. Tenemos que m < n + 1, esto es
m < n. También se tiene que n; = S1(n1) = m por ser una descomposicién. Asi n; < n.

Si 1 < n; < n, entonces definimos m := Si(n;) = n;. Claramente (n;) es una 1-
descomposicién de m. Mas atin, como n; < n, entonces m =n; <n+ 1= 5;(n+ 1).

Caso inductivo. Supongamos que el resultado se cumple para k y mostremos la equivalencia
para k + 1.

Seam < Sgr1(n+1)y (n1,...,nkr1) una k + 1-descomposicién de m.

Por definicién de sigue que

k+1 J
Z Silnj))=m y ZSz(nz) < Sj(nj1+ 1) para toda j € {1,...,k}. (3.1)
i=1 i=1

Sead := Y | S;(n;). Es claro que de (3.1) se sigue que (n1, . . .,7n;) es una k-descomposicién

de d. Incluso d < Si(np41 + 1) para j =k en (3.1).

Aplicando la hipétesis inductiva con d, ngy1 y (n1,...,ng+1), se sigue que 1 < n; < nj <
ni+1 para toda 1 < i < j < k. Basta mostrar que ni+; < n. Tenemos que

k+1

m = Z Si(n;) < Sk+1(nk+1) y m < Sgr1(n+1), entonces d + Ski1(ng+1) < Sk+1(n+1).
i=1
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Por lo tanto Sgi+1(ngr1) < Skr1(n+ 1) y de la proposicién [2.1.13[se obtiene ng1q < n+ 1,
es decir ng41 < n.

Sea (n1,...,np4+1) tal que n; <nj <mcuando 1 <7< j < k+1.

Por hipétesis inductiva, (ng,...,nx) es k-descomposicién de alguna d < Sk(n + 1). Por
definicién
k J
d=>Y Si(n;) y > Si(ni) <Sj(njy1+1) paratoda j € {1,....k—1}. (3.2)
i=1 i=1
Sea m = d + Spr1(nps1) = K, Si(n) + Spy1(npg1). Mostremos que (ng, ..., ngg1)

es una k + l-descomposicion de m. Para esto, por la ecuacién (3.2), basta mostrar que
d < Sk(ngy1 + 1). También buscamos mostrar que m < Ski1(n + 1).

Como n; < ngy; < n para 1 < i < k se sigue de la proposicién [2.1.13| que S;(n;) <
Si(ng+1) < Si(n). Sumando sobre i cada una de las desigualdades anteriores y aplicando
la proposicion [2.1.10] se obtiene

k k k
d=> " Si(ni) <Y Si(nps1) <D Si(ns1) +1=Se(ngpr +1)
i=1 i=1 i=1
k+1 k+1 k+1
m = Sz(nk) < S,(n) < ZSj(n)+1:Sk+l<n+1).
=1 =1 =1

QED

Definicién 3.2.10 (Orden antilexicografico). Sea k € N. Definimos el orden antilexicografico
para k-tuplas <ap, recursivamente sobre k como

1. (a1) <ar (b1) siy s6losia; < by, y

2. (a1...,ak,ak41) <AL (b1...,bk,bry1) siy sélo si agr1 < bgyr1 o bien axy; = bgy1 y

((11, ceey ak) <AL (bl, ceey bk)
Teorema 3.2.11. Sean (ni,...,ng) y (my,...,mg) k-descomposiciones de n y m respectiva-
mente, entonces n < m st y sélo si (ny,...,ng) <ar (M1,...,mg).

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k.
Caso Base. Si k = 1 entonces es claro que si (n1) y (m1) son respectivamente 1-descomposiciones
de n y m, entonces n = n; y m = mj. Se sigue que n < m siy sélo si (n1) <ar, (m1).
Caso Inductivo. Supongamos que el resultado se sigue para k, y veamos que la equivalencia se
sostiene para k+1. Tomemos (n1, ..., ng, ng+1) y (M1, ..., mg, miy1) k+1-descomposiciones de n
y m respectivamente. De la definicién se sigue (nq,...,ng)y (mi,...,mg) son k-descomposiciones
de S 1 Si(ni) y 328, Si(my) respectivamente.

Para la ida, tomemos n < m. Por el teorema se tiene ng11 = [[n)lkr1 ¥ [[m]k+1, ¥y por
tanto ngy1 < myy1. Hay dos casos.

(1) Singp1 < myyq entonces (ny, ..., Nkr1) <AL (M1, .., Mg1)-
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(2) Singy1 = mgi, entonces Sgiq(ngr1) = Skr1(miy1). Dado que

k+1 k+1 k k
n= Z Si(n;) < Z Si(m;) = m, entonces Z&(m) < ZSZ(mz)
i=1 i=1 i=1 i=1
Por hipétesis inductiva
(nl,...,nk) <AL (ml,...,mk) asi <n17...,nk+1) <AL (ml,...,mkﬂ).
Para el regreso tomemos (ni,...,ng+1) <AL (mi,...,mg11) y analicemos los dos casos.

(1) Singg1 < mygq, entonces ||n]|g+1 < [[m]|g+1 v por la proposicién m pasa n < m.

(2) Singy1 =mgy1y (n1,...,nk) <ap (ma,...,myg), entonces Sgi1(ngr1) = Sk+1(mg41). Por
hipétesis inductiva se sigue

k k k+1 k+1
Z Si(n;) < Z Si(m;) y sumando se tiene Z Si(n;) < Z Si(m;), es decir n < m.
i=1 i=1 i=1 i=1

QED

Observacién 3.2.12. Del teorema [3.2.8| concluimos que todo valor m tiene una tnica k-
descomposiciéon y viceversa. Considerando también el teorema sabemos que si m < Si(n+1)
entonces su k-descomposicién serd una k-tupla que cumple que sus entradas estan acotadas por
n y ademas sus valores son crecientes.

La primera de estas propiedades muestra que hay una biyeccién natural entre los naturales
menores a Sg(n + 1) y las k-descomposiciones cuyas entradas estan acotadas por n. Esto es,
hay una funcién biyectiva ¢y, , : Descy(n) — Ig, (n+1) que a cada k-descomposicion le asigna el
natural que descompone como suma de simplex (ver definiciones y .

De la segunda propiedad se obtiene que toda k-descomposicién es a su vez una k-tupla
creciente. Como se vio anteriormente toda k-tupla es a su vez una representacién por separadores.
En la siguiente seccion se detallara esta observacion.

3.3. Enumeracién de composiciones

Como visto en la seccién [3.1.2] transformar una composicién en su representacién por separadores
es bastante directo. Aprovecharemos las propiedades de la representacion por separadores tanto
para dar un ordenamiento a la diagonal, como para asistir en el proceso de RANK y UNRANK
de las diagonales. Versiones semejantes a los algoritmos planteados en esta secciéon se pueden
encontrar en la seccién 2.3.1 de [17].

Ordenemos las representaciones por separadores en el orden antilexicografico con lo cual
tendremos un orden para todas las k-composiciones de un ntimero n. Si bien se puede utilizar el
orden lexicografico habitual, resulta conveniente usar el propuesto pues en virtud exhibira una
relacion entre k-descomposiciones y tuplas de separadores. Relacionar elementos de una diagonal
con sus k-representaciones es un encaje que respeta el orden antilexicogréafico gracias al teorema
B2.11

Cabe mencionar que alterar el orden en la enumeracién de las diagonales no corrompe nuestra
intencién de enumerar todas las tuplas de forma estructuralmente creciente pues el tamafno de
todas estas tuplas (a saber, la suma de sus entradas) en la diagonal es el mismo.
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Mostraremos que cada uno de los valores a; estd en relacion con el indice de un i-simplex.
Debido a esta cualidad podremos calcular de forma independiente el valor en la enumeracion de
cada separador, y por ende de cada composicion. Esta independencia de calculos es la que hace
que para obtener el valor en la enumeraciéon no dependa de valores previos.

Los algoritmos propuestos en esta secciéon basicamente explotan ese hecho.

En la tabla se tienen ordenados todas las 4-tuplas de Diag,(n) con el orden que su
representacién por separadores le otorga.

Rank ‘ Sep  Barkst Comp Rank ‘ Sep  BarEst Comp
0 |(0,0,0) || k% (0,0,0,3) 10 | (0,0,3) || *%%*|  (0,0,3,0)
1 (0,0,1) || % | %% (0,0,1,2) 11 ] (0,1,3) |%|%%| (01,20
2 | (0,1,1) |% | %% (0,1,0,2) 12 [ (1,1,3) | %% | (1,0,2,0)
31 (LLD) | %% (1,0,0,2) 13 | (0,2,3) |%%|%]| (0,2,1,0)
4 1(0,0,2) [[%%]|* (0,02,1) 14 | (1,2,3) % |%|% | (1,1,1,0)
5 (0,1,2) | % |%|% (0,1,1,1) 15 1(2,2,3) % | % | (2,010
6 (1,1,2) % || % | % (1,0,1,1) 16 | (0,3,3) | %k || (0,3,0,0)
7 1(0,22) [k |[[*x (020,) 17 | (1,3,3) | %% | (1,2,0,0)
8 1(1,22) % |% | % (1,1,0,1) 18 (2,33) %% |%]| (21,00
9 (2,22 %%|l|*x  (2,00,1) 19 | (3,3,3) kx| (3,0,0,0)

Rank SubRank SubsubRank ‘ Sep  BarEst Comp
4 0 0 (0,0,2) || %% | % (0,0,2,1)
5 1 0 (0,12) [% | % [* (0,1,1,1)
6 2 1 (1,1,2) % ||| % (1,0,1,1)
7 3 0 (0,2,2) [%% [ %  (0,2,0,1)
8 4 1 (1,22) % | % || * (1,1,0,1)
9 5 2 (2,2,2) %% || %  (2,0,0,1)

(a) Subdiagonal de Diag,(3) divida en sub-subdiagonales.

Tabla 3.2: Orden y representaciones de los elementos de Diag,(3) divididos en subdiagonales.

Algo interesante es que podemos dividir las diagonales en subdiagonales, las cuales se carac-
terizan por coincidir la dltima entrada en su representacién por separadores. Por ejemplo en la
tabla se dividen en 4 subdiagonales determinadas por los valores rank 0;0, 1;3, 4;9, y 10;19.
Por la proposicién sabemos que la cantidad de elementos de Diag,(3) = S3(4) = 20. Es
importante notar que los enumerandos de los elementos en las subdiagonales corresponden con
un 3-gnomon y por el corolario todos tienen el mismo indice de 3-simplex. Esto se puede
apreciar en la segunda columna de la tabla en cada subdiagonal.

Consecuentemente, podemos tomar una de estas subdiagonales, por ejemplo, la 4:9, y volverla
a dividir en subsubdiagonales ahora determinadas por su peniltimo valor en le representacién por
separadores. Observemos en la tabla[3.2a] que enumeramos esta subdiagonal, cada subsubdivisién
corresponde con un 2-gnomon y por un argumento similar coinciden en indice del 2-simplex que
el anteceden. Podemos observar esto muy claramente en la cuarta columna de la tabla para
cada subsubdiagonal.

Este procedimiento, lo podriamos hacer una vez mas, pero para el caso de 1-simplex se vuelve
trivial.

FEn esencia, acabamos de observar que la representacion por separadores es a su vez la 3-
descomposicién del valor que le corresponde en la enumeracién de cada diagonal. Esta cualidad
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se preserva para tantas subdivisiones de diagonales con sus enumeraciones correspondientes. Pro-
visto que dado un nimero podemos transformarlo en su representacion como k-descomposicién
de simplex y viceversa, el procedimiento para la enumeracion de composiciones se basara en esto.

Maés precisamente, la representacién por separadores de una k + 1-tupla es a su vez una
k-tupla de valores crecientes, asi como una k-descomposiciéon de un ntmero d.

Rank SubRank Subsubrank Sep Comp

ds a3 :=|ldslls | do2:=ds — S3(a3) ag:=|dalla | di :=do— Sa(az) ai1:=[dilli | (a1,a2,a3)

0 [0]5 =0 0-0=0 [0]2 =0 0-0=0 [0]; =0 (0,0,0)  (0,0,0,3)
1 [1]s =1 1-1=0 [0}z =0 0-0=0 [0:=0 | (0,0,1) (0,0,1,2)
2 I4]]s =1 2-1=1 1] =1 1-1=0 [0Ji=0 | (0,1,1) (0,1,0,2)
3 3]s =1 3-1=2 2] =1 2-1=1 [1]: =1 (1,1,1)  (1,0,0,2)
1 14]5 = 2 41-4=0 0]z =0 0-0=0 [0]; =0 (0,0,2)  (0,0,2,1)
5 5] =2 5-4=1 1) =1 1-1=0 10]; =0 (0,1,2)  (0,1,1,1)
6 16])5 = 2 6-4=2 122 =1 2-1=1 [1i=1 | (1,1,2) (1,0,1,1)
7 I7]s =2 T—4=3 132 =2 3-3=0 0]y =0 (0,2,2) (0,2,0,1)
8 I8]ls =2 8—4=4 [4])2 =2 4-3=1 1] =1 (1,2,2)  (1,1,0,1)
9 195 =2 9-4=5 I15]2 =2 5-3=2 2] =2 (2,2,2)  (2,0,0,1)

Tabla 3.3: UNRANK de los primeros diez elementos de Diag,(3). Cada valor subrank (subsubrank)
corresponde a su enumeracion en la subdiagonal (subsubdiagonal).

La tabla [3.3| refleja de manera més explicita como se transforma el valor d de una diagonal
en una k-tupla de seperadores descomponiendo a d como una suma de simplex obteniendo los
indices en los valores a; en cada subdivisién. Esto corresponde con el de UNRANK de Diagy(3).

El proceso inverso RANK que consiste en obtener el valor d a partir de la representacion por
separadores es un tanto mas sencillo pues ésta corresponde con una k-descomposiciéon de d la
cual ya se tiene como entrada. Siendo asi, se reduce el trabajo a reconstruir d como suma de
simplex. Este proceso se puede apreciar en la tabla

Comp Sep Rank

(a1, az,as) Si(a1) + Sa(az) + Sz(as) d
(0,0,0,3)  (0,0,0) sl(o) +55(0) +S53(00)=0+0+0= 0
(0,0,1,2)  (0,0,1) S1(0)+85(0)+S5(1)=0+0+1= 1
(0,1,0,2)  (0,1,1)  S1(0)+ S2(1)+S3(1)=0+1+1= 2
(1,0,0,2)  (1,1,1)  Si(1)+S:(1)+S5(1)=1+1+1= 3
(0,0,2,1)  (0,0,2)  S1(0)+ S2(0) +S3(2) =0+0+4 = 4
(0,1,1,1)  (0,1,2)  S1(0) +S2(1)+53(2) =0+1+4= 5
(1,0,1,1)  (1,1,2)  Si(1)+S(1)+S3(2)=1+1+4= 6
(0,2,0,1)  (0,2,2)  S1(0)+ S2(2) +53(2) =0+3+4 = 7
(1,1,0,1) (1,2,2) S1(1) 4+ S52(2) +55(2) =1+3+4= 8
(2,0,0,1)  (2,2,2)  S1(2)+52(2) +953(2) =2+3+4= 9

Tabla 3.4: RANK de los primeros diez elementos de Diag,(3).

La piedra angular de este procedimiento es que la representacién por separadores (que codifica
la composicién) es simultdneamente una k-descomposicién (que codifica a d), asi como una k-
tupla de valores ascendientes (dota de orden a las composiciones). Este hecho préacticamente ya
lo mostramos por lo que tiene lugar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sean,k € N conk>1 y (ay,...,a;) € N*. Las siquientes son equivalentes:

1. (ai,...,ar) es una representacion por separadores de una k-composicion de n,
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2. (a1,...,ax) cumple que a; < a; <n paral <i<j <k,
3. (a1,...,ax) es una k-descomposicion de algin nimero d < Si(n +1).

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) se sigue directamente del teorema|3.1.10] Por otro
lado, la equivalencia entre (2) y (3) se sigue del teorema QED

Corolario 3.3.2. Sin,k € N con k > 1, entonces Sepy(n) = Desck(n)lﬂ

Demostracion. Resultado directo del teorema [3.3.1] QED

3.3.1. Algoritmos Rank y Unrank para composiciones

Como se menciond en las observacién se tiene una biyeccién vy, ,, Diagy,, 1(n) — Sepy(n)
que a cada k + 1-composiciéon de n le asigna su correspondiente representacion por separadores.
Esta funcion es calculada por el algortimo COMP2SEP y cuya inversa es calculada por el algoritmo
SEP2CoMP. Por otro lado, la observacién hay una biyeccién ¢y, : Descg(n) — I, (n+1)
que cada k-descomposicion le asigna el natural al cual descompone. Por el corolario los
conjuntos Descy(n) y Sepy,(n) son iguales, induciéndose una biyeccién entre Ig, (,,41) y Diagy_ 1 (n)
como se puede apreciar en la figura |3.2

UNRANKCOMP

ol Id dJk__iZSEPQCOMP
Is (nt1 Descy(n) — Sepg(n : Diag;.. ¢(n
k(n+1) Phm (n) Id k() g =COMP2SEP k+1( )
RAaNkComp

Figura 3.2: Diagrama de funciones biyectivas que describen el proceso de UNRANK-COMP y
RANK-COMP

Los algoritmos UNRANK-COMP y RANK-COMP calculan justamente esta biyeccion. Los ejem-
plos mostrados en las tablas [3.3]y [3.-4 dan pauta a como los algoritmos UNRANK-COMP y RANK-
CowMmP siguen el esquema de la figura respectivamente.

4ver definiciones y respectivamente
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Unrank de Composiciones

Algoritmo 9 UNRANK-COMP(d, n, k + 1)

Entrada: Una terna d,k+1,n € Ntal que k > 1y d < Sg(n+1).
Salida: Una k + 1-composicién de n.

. for i + k downto 1 do

2 a; < “_dﬂz

3 d<+d-— Sl(a,)
4: end for
5
6

Ju—

: (@1,...,2p41) ¢ SEP2COMP((ay, ..., ax),n)
: return (z1,...,%541)

Afirmacién 3.3.3. El algoritmo UNRANK-COMP @ termina.

Demostracion. El ciclo for de las lineas 1-4 no altera el contador 7, pues ni la llamada a FLOOR-
SIMPLEX en la linea 2, ni el cdlculo del simplex en la linea 3, alteran este valor. Mas atn, las
llamadas en 2 y 3 terminan, por lo que el ciclo termina.

Asimismo, la llamada a SEP2COMP en la linea 5 termina por la proposicion conclu-
yéndose lo buscado. QED

Afirmacién 3.3.4. Si d,n,k + 1 es la entrada al algoritmo UNRANK-COMP @ v k>1, en-
tonces los valores a; con 1 < ¢ < k definidos en el ciclo for de las lineas 1-4 en forman una
k-descomposicién de d.

Demostracion. Distingamos la entrada d con los valores de la variable d definiendo d; al valor
de la variable d cuando termine la iteracién cuyo contador se encuentre en el valor i, definamos
di1 como el valor de la entrada. Hagamos hincapié en que el contador comienza en k y finaliza
en 1.

Afirmamos que para toda k y para toda 1 < i < k se cumple que (ai,...,a;) forma una
i-descomposicién de djy 1.

Procedamos por induccién sobre k. Si k = 1 entonces solo hay una iteracién la cual a; =
ld2]l1 = d2 y asi (a1) es una 1-descomposicion de ds.

Supongamos que el resultado se cumple para k y veamos que se sostiene para k + 1. Esto es,
veamos que para toda 1 < i < k + 1 se cumple que (ay,...,a;) forma una i-descomposicién de
diy1.

Nuestra hipotesis de induccién nos garantiza que el resultado se tiene para toda 1 < i < k,
por lo que basta mostrar que (a1, ...,ak,ars+1) forma una k + 1-descomposicién de dyo.

Por hipétesis inductiva sabemos que

Si(a;) = diy1, y ademas (3.3)

-

-
I
—

Si(a;) < Sj(aj41+ 1) para toda j € {1,...,k—1} (3.4)

M

.
Il
fa
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De la linea 3 se tiene que djy1 = d1o — Skr1(ags1) y por (3.3) se concluye que

k
Z Si(a;) = dg+1 = dg12 — Sg+1(ags+1) por lo tanto
i=1
k k+1
dy2 = <Z S’i(ai)> + Sky1(agsr) = Y Si(aq) (3.5)
i=1 i=1

De la linea 2 sabemos que agy1 = || dg+2]/k+1, por lo que

Sk+1(ag+1) < dgyo < Skt1(ags1 + 1) sustituyendo con (3.5) se tiene

k+1
Z Si(a;) < Sg+1(ag+1 +1) = Sg(ags1 + 1) + Skr1(aks1) despejando
i=1
k

( Si(a ')) + Skt1(aky1) < Sk(ags+1 + 1) + Sky1(ags1) es decir

=1

k
> Si(ai) < Sk(agsr + 1) (3.6)
=1

Conjuntando (3.6) y (3.4) se tiene que
J
ZSi(ai) < Sj(aj+1 + 1) para toda j € {1,...,k},
i=1

asi con (3.5) se muestra la afirmacién planteada. Utilizando esta afirmacién para i = k se concluye
que (ay,...,a;) forma una k-descomposicién de dj1, es decir, una k-descomposicion del valor
de entrada d. Esto muestra lo que queriamos demostrar. QED

Proposiciéon 3.3.5. Si la entrada al algoritmo UNRANK-COMP (@ esd,n,k+1yd< Sg(n+1),
entonces la salida es la k + 1-composicion cuya representacion por separadores corresponde con
una k-descomposicion de d.

Demostracion. Por la aﬁrmacién sabemos que la tupla (a1, ...,ax) obtenida del ciclo for de
las lineas 1-4 es la k-descomposicién correspondiente a d, la cual es tnica por el teorema [3.2.8
Por el teorema se cumple que 0 < a; < a; < n para toda 0 < ¢ < j <k por lo que es una
representacién por separadores de alguna k + 1-composicién.

De la linea 5 se tiene que (z1,...,zx+1) = SEP2COMP((ay,...,ar),n) y por la proposicién
3.1.13|se tiene que (z1,...,Tk11) es la k+ 1-composicién de n correspondiente a la representacion
(ai,...,ax) la cual es unica por la proposicién QED

Proposicién 3.3.6. Si el cilculo de un nimero simplex S(n) y el indice de un nimero simplex
|m || tienen complejidad S(k,n) y FS(m, k) respectivamente, entonces la complejidad en tiempo
del algoritmo UNRANK-COMP(d, n,k + 1) (@) conk>1es Ok(FS(d, k) + Sk, |ldllk)))-

Demostracion. Definamos d; para 1 < i < k como en la afirmacién [3.3.4]y dj41 corresponde con
la entrada d. De esta misma afirmacién sabemos que (a1, ..., ay) forma una k-descomposicién de
di11, por lo que por los teoremas y se cumple que ||d;11 i < ||dik+1]lx para 1 <7 < k.
Asi el indice més grande a calcular es || dg+1 ||z = ||d]|x- Asi la linea 2 toma a lo més FS(d, k) en
cada iteracion.
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Por lo antes mostrado, se tiene que a; < ax para 1 < i < k, por lo que el simplex de mayor
indice y dimensién que se calcula en la linea 3 es a;, = ||dk+1]|x = ||d]Jx- Siendo asi, cada iteracién
de la linea 3 toma tiempo a lo mas S(k, ||d]x)-

El ciclo for de las lineas 1-4 toma tiempo O(k(FS(d, k) + S(k, [|d||x))) pues realiza k itera-
ciones. En virtud de la proposicién la linea 5 toma tiempo O(k), de donde el computo del
algoritmo toma tiempo O (k(FS(d, k) + S(k, [[d]|x)) + k) = O(k(FS(d, k) + S(k, [[d]|x)))-

QED

Rank de Composiciones

El siguiente algoritmo recibe como entrada una k 4 1-tupla de naturales, la cual es a su vez una
k 4+ 1-composicion de algin nimero n y devuelve su valor d < Si(n+ 1) en la enumeracion de la
diagonal Diagy {(n), asi como el valor n. Nétese que el valor buscado es d pero se aprovecha el
computo para también devolver n, lo cual cobrard mas sentido cuando se enumeren k-tuplas.

Algoritmo 10 RANK-COMP((z1, ..., %k+1))

Entrada: Una k + 1-composicion de algin valor n.
Salida: Una pareja de ntimeros d,n tal que d < Si(n + 1).

1 (ai,...,a;),n < COMP2SEP(x1,...,Zk11) > Representacién por separadores.
2: d<+ 0

3: for i<+ 1 upto k do >d=Y",5a)
4: d<+d+ Si(ai)

5: end for

6: return d,n

Proposicion 3.3.7. Si la entrada de RANK-COMP (@) es una k+ 1-composicion (x1,...,Tk41)
algun natural n, entonces el algoritmo termina y devuelve los valores d y n, donde la k-descom-
posicion de d corresponde con la representacion por separadores de la entrada y d < Sk(n+1).

Demostracion. Por la proposicién la linea 1 termina y ademas se tiene que los valores
(ai,...,ax),n obtenidos corresponden con la representacion por separadores de la entrada y el
valor del cual la entrada es una k + 1-composicién respectivamente.

El ciclo for de las lineas 3-4 termina ya que su indice jamas es alterado y cada iteracién consta
de una suma y un céalculo de un simplex

Por la proposiciénm ai,...,ag) es la representacién por separadores de (z1,...,Tk+1) ¥
n = Zle x;. Por el teorema h ésta ultima tupla es a su vez k- descomposmlon de algun valor
dy < Sk(n 4 1). Por definicién de k-descomposicién necesariamente do = Y% Sj(a;). Veamos
que la salida d coincide con dj.

Dado que las k-descomposiciones son tinicas por el teorema basta ver que (a1, ...,ax)
descompone a d. Veamos que al final del ciclo for de las lineas 3-5 la variable d = Zle Si(a;) y
por tanto d = dj. '

Afirmamos que en la j-ésima iteracién del ciclo for de las lineas 3-5 el valor d = >-7_; Si(a;).
Procedamos por induccién sobre j.

Para j = 1 se tiene que d = 0+ 51 (a1) = Si(a1). Supongamos que el resultado se tiene para la
J-ésima iteracién y mostremos para la j + 1-ésima iteracion. Previa a esta iteracion d almacena
el valor lel Si(a;), por lo que al finalizar tal iteracion d almacenara el valor ZZ 1 5i(a;) +
Siti1(aj+1) = Zfill Si(a;). Esto muestra que d = dy y por tanto d < Si(n + 1). QED
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Proposiciéon 3.3.8. Si el cdlculo de un nimero simplex Sk(n) tiene complejidad S(k,n), en-
tonces la complejidad en tiempo del algoritmo RANK-COMP(z1,...,Zk41) (@ con k > 1 es
O(kS(k,a)) cona=Y"F ;.

Demostracién. Por la proposicién la linea 1 la complejidad en tiempo y espacio de la
linea 1 es O(k).

FEl ciclo for de las lineas 3-5 toma k iteraciones y en la i-ésima iteracion calcula un ¢-simplex.
Debido a esto, la dimensién del simplex mas grande que va a calcular es k. En virtud del
teorema, a; < ay, para 1 <1i < k por lo que el simplex més grande a calcular es S (ag). Por

(a1,...,ax) ser una representacion por separadores, entones ajy = Zle x;. Siendo asi, la linea 4
toma tiempo a lo més S(k, ax), por lo que el ciclo toma tiempo O(kS(k, ay)).
Por lo tanto, el algoritmo toma tiempo O(kS(k, ar) + k) = O(kS(k, ax)). QED

El siguiente teorema exhibe como los algoritmos UNRANK-COMP y RANK-COMP son uno
inverso del otro.

Teorema 3.3.9 (Invertibilidad Rank y Unrank). Sean d,k,n € N y (z1,...,7541) € N1 con
k > 0, se siguen las siguientes:

1. Sid < Sg(n+1), entonces RANK-COMP (UNRANK-COMP(d, n,k + 1)) =d,n,

2. UNRANK—COMP(RANK—COMP((xl, e Ta1), b+ 1)) = (T1,...,Tps1)-

Demostracion. (1) Sea UNRANK-COMP(d,n,k + 1) = (x1,...,2541). Por la proposicién
(x1,...,Tk+1) es una k + 1-composicién de n y cuya representacion por separadores (a1, ... ,ar)
que es a su vez una k-descomposicién de d.

Necesariamente RANK-COMP((z1, ..., Zk4+1)) = d, n, por la proposicién m

(2) Sea RANK-COMP((1, ..., Zk+1)) = d,n, entonces (21, ..., Tr+1) s una k—+1-composicién
de n y d es el valor cuya k-descomposicién es una representacién por separadores de la entra-
da por la proposicién Asi UNRANK-COMP(d, n, k + 1) necesariamente tiene como salida

(1,...,xK11) por la proposicién m QED
3.3.2. Complejidades para enumeracién de composiciones

Proposicion 3.3.10. Si el cdlculo de un nimero simplex y el indice de un nimero simplex se
hacen con los algoritmos SIMPLEX y FLOORSIMPLEX (@, entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-COMP(d,n,k + 1) (@ con k > 1 esﬂ
O(k*logy(|ld]lk)) v la complejidad en espacio es O(k).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-COMP(x1,..., Tk 1) (@ con k > 1 es
O(k?) y la complejidad en espacio es O(k).

Demostracion. (1) Aplicando las proposiciones|2.1.16|y [2.2.20] en la proposicién se obtiene
que la complejidad en tiempo es

O(k(klog,([Ld]lx))) = O (k* logy([[d] ).
®Por la observacién también es O(k2 log, (k (‘/E))
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Para la complejidad en espacio, de nuevo por las proposiciones y el ciclo for de las
lineas 1-4 toma espacio O(1) y por la proposici(’)n la linea 5 toma espacio O(k). Por lo que
el espacio serd de O(k).

(2) Aplicando la proposicién en la proposicién m la complejidad en tiempo es O(kQ).
Por esta misma proposicion, el ciclo for de las lineas 3-5, tiene complejidad en espacio O(1), al
igual que la linea 2. Por la proposicién la linea 1 toma espacio O(k) y asi la complejidad
en espacio es O(k). QED

Recordando que podemos usar una tabla de simplex precomputados mediante el algoritmo
podemos optimizar el proceso tanto para el cdlculo de un simplex como para FLOORSIMPLEX.
Es inminente saber qué dimensiones debe tener esta tabla para poder hacer estos computos sin
desbordar la tabla.

Proposicion 3.3.11.

1. Si TABLA-SIMPLEX(k + 1,[|d]lx + 1) = T'S (9), entonces T'S es suficientemente gmndeﬂ
para computar UNRANK-COMP(d, n, k + 1) (9).

2. Si TABLA-SIMPLEX (k + 1,1+ Zle CL‘,L) = TS%), entonces T'S es suficientemente grande

para computar RANK-COMP ((x1, ..., Zk+1))

Demostracion. (1) Observemos primero que toda llamada a FLOORSIMPLEX se hace en la linea
2. Veamos que toda llamada es menor a ||d|| con lo cual cualquier indice buscado yace en la tabla
T'S. Definamos d; como en la afirmacién Por esta misma afirmacién los valores (aq, ..., ax)
forman una k-descomposicion de dg1 = d.

Del teorema se sigue que a; < ag para toda 1 < i < k. De la linea 2 se tiene que

a; = udi—i-lﬂi; por lo que H_di—i-lﬂi < H_dk+1ﬂk = udﬂk < I_Ldﬂk + 1. (3.7)

Veamos ahora que todo simplex calculado cae en esta misma tabla. De la linea 3 se calcula
Si(a;) en la iteracién cuyo contador vale i. En la iteracién con contador igual a k se calcula
Sk(ag) el cual claramente es el simplex de mayor indice y dimensién posible (ambas ocurren
simultdneamente pues a; < ay). De la ecuacion (3.7) se sigue que

ak = [[de+1llk < |d]k + 1.

(2) Este algoritmo precisa de ntiimeros simplex, por lo que basta ver que el indice y dimensién
del simplex més grande durante el cémputo de este algoritmo no sobrepase a 1+ Zle riyk+1
respectivamente para garantizar que no desbordan a T'S.

Por la proposicién (a1,...,ar) es la representaciéon por separadores de (x1,...,Tk11).
De la linea 4, se calculan los simplex S;(a;) para 1 <1i < k. Por el teorema se tiene

k k
aigak:in< 1+Zl‘i para toda 1 <i < k.
i=1 i=1

De lo anterior se sigue inmediatamente lo que se buscaba. QED

Proposicion 3.3.12. Si el cdlculo de un nimero simplexr se hace consultando una tabla pre-
computada (algom'tmo@ TS suficientemente grande y el indice de un niumero simplex se obtiene
mediante el algoritmo FLOORSIMPLEX (Con tabla) , entonces se cumplen las siguientes.

5Ver definicién [2.2.22
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1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-COMP(d,n,k + 1) (@ con k > 1 eeﬂ
O(klogs([ldllk)) v la complejidad en espacio es O(k) (sin considerar el espacio de T'S).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-COMP(x1, ..., Tk 1) (@) conk >1es O(k)
y la complejidad en espacio es O(k) (sin considerar el espacio de T'S).

Demostracion. (1) Dado que T'S es suficientemente grande, los simplex requeridos para el compu-
to yacen en T'S, por lo que se pueden obtener en tiempo constante. Aplicando esto , y la propo-
sicién en la proposiciéon m se tiene que la complejidad en espacio es O(klogy(|[d]|k))-
De forma completamente analoga para la complejidad en espacio, las proposiciones y
el ciclo for de las lineas 1-4 toma espacio O(1) y por la proposicién la linea 5 toma
espacio O(k) resultando en O(k).
(2) Como todo nimero simplex requerido se puede obtener en tiempo constante, por la proposi-
cién se sigue que la complejidad en tiempo es O(k). De la proposicién mencionada, el ciclo
for de las lineas 3-5, tiene complejidad en espacio O(1), al igual que la linea 2. Por la proposicién
la linea 1 toma espacio O(k) resultando en complejidad en espacio O(k). QED

"Por la observacién , también es O(k:logQ(k %))



Capitulo 4

Enumeraciéon de k-tuplas

En este capitulo se generalizara los algoritmos RANK-CoOMP y UNRANK-COMP planteados en el
capitulo pasado para que enumeren todas las k-tuplas de naturales. Se plantean versiones que
resuelven esta tarea basandose en los algoritmos RANK-COMP y UNRANK-COMP y se mostrara
su correccion para que basado en esto, se planteen versiones equivalentes que ahorran espacio.

4.1. Los algoritmos Rank y Unrank de k-tuplas

Trabajando las funciones RANK y UNRANK entre N*+1 y N, particionamos estos conjuntos en la
familia de diagonales Diagy,((n) y la familia de gnomons Gnomy(n) respectivamente. Tanto
Diagy, ;1 (n) como Gnomy1(n) tienen Si(n + 1) elementos (ver proposicion [3.1.3).

Naturalmente la idea es definir estas funciones a pedazos donde se tenga un mapeo entre
Diagy_ 1(n) y Gnomy,1(n). El proceso de la enumeracién interna de una diagonal descrito por
los algoritmos RANK-CoMP y UNRANK-COMP hacen la mayor parte de esta labor al plantear un
mapeo entre Ig, () y Diag 1 (n). Mapear el segmento inicial Ig, (,y y Gnomy1(n) es muy sencillo
pues basta con hacer una traslacion que consta de sumar Sk 1(n) a los elementos de Ig, (). Esta
traslacién la denotamos con la funcién 75 como se puede apreciar en la figura Es importante
recordar que Gnomyg1(n) y Diagy,1(n) forman particiones de N y N**! respectivamente, y en
cada una de estas se tiene una enumeracién individual. La enumeracioén total consiste en “apilar”
estas enumeraciones trasladandolas lo necesario.

UNRANK-KTUPLE

UNRANK-COM
77777 — UNRANK-LOME . I k+1
N ;7227 Gnomy41(n) I, (n+1 Diagy,,(n) ;=222 NFF
RANK-CoOMP

RANK-KTUPLE

Figura 4.1: Diagrama de funciones biyectivas que describen el proceso de UNRANK-KTUPLE y
RANK-KTUPLE

68



CAPITULO 4. ENUMERACION DE K-TUPLAS 69

Algoritmo Unrank-kTuple

El algoritmo inverso de enumeracién UNRANK-KTUPLE sigue las mismas ideas. Primero calcula
el indice del k 4 1-gnomon al que pertenece el natural de entrada. Luego, la diferencia de este
valor con el inicio del gnomon es exactamente el valor de la enumeracién interna de una diagonal,
por lo que con la llamada a UNRANK-COMP se puede obtener la k + 1-tupla correspondiente.

Algoritmo 11 UNRANK-KTUPLE(m, k + 1)

Entrada: Una pareja de nimeros m,k + 1 € N con m € Gnomy1(n) para alguna n,
Salida: Una k + 1-composicién de n.

Ln <+ ||mlgs1 > Indice del k + 1-gnomon de m.
2: d < m— Si41(n) > Distancia al inicio del gnomon.
3: (21,...,2k11) ¢ UNRANK-COMP(d, n, k + 1) > k + 1-tupla en Diagy_(n).
4: return (z1,...,TK11)

Afirmacién 4.1.1. El algoritmo UNRANK-KTUPLE termina.

Demostracion. La linea 1 termina pues es un cdlculo de FLOORSIMPLEX, y la linea 2 termina
pues es un calculo de un simplex, asi como una resta. Por la afirmacién la linea 3 termina,
llegandose a que la ejecucion termina. QED

Proposicién 4.1.2 (Unrank es correcto). Si la entrada al algoritmo UNRANK-KTUPLE es
m,k 4+ 1, con m,k € N y m € Gnomgy1(n) para alguna n € N y la salida es (x1,...,Tt1)
entonces existe d tales que:

1. |m]gs1 = n, 4. UNRANK-COMP(d,n,k + 1) = (z1,...,Zk4+1), Y
2. m=d+ Spyi1(n), 5. (x1,...,2p41) € Diagy 1(n).
3. d< Sk(n+1),

Demostracion. Sea m € N. Por la proposicién para k + 1 € N existe un tnico ng € N tal
que m € Gnomy1(ng). Por definicién m = Siy1(ng) +do para alguna dy € N. Por la proposicién
se sigue que dy < Sk(n + 1). Por el corolario necesariamente ||m|/x+1 = no.

De la linea 1 se sigue que n = ||m||x+1 = no. De la linea 2 se tiene que d = m — Sg41(n) y
dado que m = dy + Sk11(no) sucede que m — Si11(ng) = do, es decir m — Sky1(n) = dy. Por lo
que d = dy.

De la linea 3 se tiene que UNRANK-COMP(d,n,k + 1) = (z1,...,Tk4+1), en otras palabras,
UNRANK-COMP(dg, ng, k + 1) = (21,...,Tk41). Se sigue que (x1,...,2541) € Diagy 1(no), gra-
cias a la proposicién [3.3.5]

QED

Algoritmo Rank-kTuple

Definimos el algoritmo RANK-KTUPLE que dada una k + 1-tupla de naturales, calcula la k +
1-diagonal a la que pertenece, asi como el valor en la enumeracion interna de esta diagonal
(labores que realiza RANK-COMP) para sumarle Si(n) y obtener el valor en el k + 1-gnomon
correspondiente.
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Algoritmo 12 RANK-KTUPLE((z1, ..., Zk+1))

Entrada: Una k + 1-composicién (z1,...,2g+1) € diagg+1(n) de algin valor n.

Salida: Un natural m € Gnomg1(n).
1: d,n + RANK-COMP((x1,...,Zk+1)) > Distancia d al inicio del n-ésimo k + 1-gnomon.
2: m < Sky1(n) +d > Inicio del k 4 1-gnomon maés distancia.

3: return m

Afirmacién 4.1.3. El algoritmo RANK-KTUPLE ((12)) termina.

Demostracién. Por la proposicién la llamada en la linea 1, termina. La linea 2 es una
asignacién junto con el célculo de un simplex y una suma por lo que toda la ejecucién termina.
QED

Proposicién 4.1.4 (Rank es correcto). Si (z1,...,2r41) € Diagy,1(n) para alguna n € N es la
entrada al algoritmo RANK-KTUPLE @ y la salida es m € N, entonces existe d tal que:

1. RANK-CoMP((21,...,2k11)) =d,n , 3. d< Sp(n+1),y

2. m=d+ Sgt1(n), 4. m € Gnomy.1(n).

Demostracion. Sea (x1,...,Tx41) € N*+1, Por la proposicién existe un tnico ng € N tal que

(x1,...,2541) € Diagy,1(no). Es claro por la linea 1 y 2 que la salida es m = d+ Si11(n), donde
d,n = RANK-COMP(z1,...,x41). Por la proposicion se tiene que ng = n y d < Ski1(n).
Por la proposicién y el corolario se tiene que m € Gnomy;(n). QED

Se puede mostrar que la complejidad en espacio de UNRANK-KTUPLE(m, k)(11) es O(k) y
la complejidad en tiempo es O(k?logy(||m]x)) don k > 1. Asimismo, si k > 1 se puede mostrar
que la complejidad en espacio de RANK-KTUPLE(z1, ..., k) es O(k) y en tiempo es O(k?).
Esto dltimo provisto que se utilicen los algoritmos y para el manejo de simplex. En la
siguiente seccién daremos versiones compactas que ocupan espacio constante y toman el mismo
tiempo. Sera en tales versiones que se hara el analisis de complejidad con detalle para las distintas
maneras de manejar simplex.

Teorema 4.1.5 (Inversién de Rank y Unrank). Sean d,k,n € N y (21,...,2541) € NFF1 con
k > 0, se siguen las siguientes:

1. RANK-KTUPLE (UNRANK-KTUPLE(m, k+ 1)) =m,y

2. UNRANK—KTUPLE(RANK—KTUPLE((xl, ey Tpg1)), k A+ 1) = (z1,...,Tp41)-

Demostracion. (1) Sean (z1,...,2x+1) = UNRANK-KTUPLE(m,k + 1) y ng € N tal que m €
Gnomy1(ng). De lo anterior y por la proposicién existen dyg,n € N para los cuales se
siguen las siguientes:

(i) m =do + Sk+1(n), (iii) UNRANK-COMP(dp,n,k+ 1) = (x1,...,Tk41), ¥
(ii) do < Sg(n+1), (iv) (x1,...,2541) € Diagy q(n).

Sea my € N tal que RANK-KTUPLE(x1,...,Zkr1) = mi. Por la proposiciéon se siguen las
siguientes,
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(v) m1 € Gnomy1(n) por (iv), (vii) di < Sk(n+1),y
(vi) my = dy + Sk+1(n) para alguna di,  (viii) RANK-COMP(x1,...,Zk11) = di,n.

Por (iii) se tienen que UNRANK-COMP(dg,n,k + 1) = (x1,...,xk41) por lo tanto

RANK—COMP(UNRANK—COMP(dQ, n, k + 1)) = RANK-COMP(z1, ..., Zk+1),

pero RANK-CoOMP (UNRANK—COMP(dO,n, k+ 1)) = dy,n por el teorema [3.3.9 y, por otro lado,

de (ix) se tiene RANK-COMP(z1,...,Zk+1) = di,n. De esta manera dy = dj y se sigue que
m =dgy+ Sk+1(n) =d; + Sk+1(n) =mi.

(2) Sean (x1,...,x541) € Diagy,(n) para alguna n € N y RANK-KTUPLE(21,...,Tp41) =
m. Tomemos UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) = (y1, ..., Ykt1)-

Procedamos a mostrar que (x1,...,2x+1) = (Y1,.-.,Yx+1). De la proposicién existe n
y d para los cuales:

(i) m=d+ Sk+1(n), (iii) m € Gnomy41(n), y
(ii) d < Sg(n+1), (iv) RANK-COMP(z1,...,254+1) = d,n.

Si aplicamos UNRANK-COMP a (vi), por el teorema se tiene que

(x1,...,2k+1) = UNRANK-COMP (RANK—COMP(xl, ces Tht1) K+ 1)

= UNRANK-COMP(d, n, k + 1). (4.1)

Por otro lado, si UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) = (y1,...,Yk+1), entonces por la proposicion
se tiene que UNRANK-COMP(d,n,k + 1) = (y1,...,ygt+1) por (iii). De la ecuacion (4.1) se
concluye que (21, ..., Tp+1) = (Y1, - - Yk+1)- QED

4.2. Versiones compactas para la enumeracion de k-tuplas

Los siguientes algoritmos RANK-KTUPLE y UNRANK-KTUPLE son bastante claros,
pero el proceso las llamadas internas a RANK-COMP , SEP2COMP , UNRANK-COMP @
y COMP2SEP utilizan memoria O(k) para calculos que sélo se requieren hacer una vez.
Reutilizando la memoria, se puede hacer una versién compacta que utilice memoria constante
para hacer estos mismos calculos.
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Algoritmo Unrank-kTuple compacto

Algoritmo 13 UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) (compacto)

Entrada: Una pareja de nimeros m,k + 1 € N con m € Gnomy1(n) para alguna n,
Salida: Una k + 1-composicién de n.

1: n < Hmﬂk_H

2 d+m— Sk+1(n)

3: for i = k downto 1 do
4: a < H_dﬂz

5: Tit1 <N —a

6: n<a

7 d <+ d— Si(a)

8: end for

9. 14 a
10: return (z1,...,Tk11)

Afirmacién 4.2.1. El algoritmo UNRANK-KTUPLE termina.

Demostracion. Las lineas 1 y 2 son calculos de un simplex y de FLOORSIMPLEX por lo que
terminan. El ciclo for de las lineas 3-8 contiene puras asignaciones junto con un cilculo de
FLOORSIMPLEX y un simplex. Durante este ciclo no se hacen llamadas a subrutinas que no
terminen ni se modifica el contador de ninguna manera. Siendo asi, este ciclo termina tras k + 1
iteraciones y por tanto el algoritmo termina. QED

Procedamos a mostrar que el algoritmo tiene la misma salida que su homénimo (11).
Es claro que el ciclo for de las lineas 3-8 realiza k iteraciones y es importante hacer hincapié en
que el contador desciende. Sea nyg4+1 v digy1 el valor de las variables n y d antes de comenzar
este ciclo. De forma semejante sean n;, d;, a; los valores de n,d y a respectivamente al finalizar
la iteracién donde el contador vale i.

Afirmacién 4.2.2. Tomemos a;, n;, d; definidas como previamente mencionado. Para toda 1 <
i < k se sigue que (ay,...,a;) forma una i-descomposicién de d; 1.

Demostracion. Procedamos por inducciéon sobre k. Si k = 1 entonces solo hay una iteracion de
donde a; = ||dz2]]1 = d2 por la linea 4 y asi por (a1) es una 1-descomposicién de ds.

Supongamos que el resultado se tiene para k y mostremos que se sostiene para k + 1. Es
decir, veamos que para toda 1 < i < k + 1 se sigue que (ay,...,a;) forma una i-descomposicién
de di+1.

Por la hipétesis inductiva se tiene que para toda 1 < i < k el resultado se cumple, por lo que
basta mostrar que (ay,...,ak, agy1) forma una k + 1-descomposicién de dj 2.

De la hipdtesis inductiva se tiene que

Si(a;) = diy1, y ademas (4.2)

-

ﬁ
Il
i

Si(a;) < Sj(aj41 + 1) para toda j € {1,...,k—1} (4.3)

M

s
Il
—
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De la linea 7 se tiene que djy1 = dg1o — Skr1(ags1) y por (4.2) se concluye que

k
Z Si(a;) = dg+1 = dg12 — Sg+1(ags+1) por lo tanto
i=1
k k+1
dy2 = <Z S’i(ai)> + Sky1(agsr) = Y Si(aq) (4.4)
i=1 i=1

De la linea 4 sabemos que agy1 = || dg+2]/k+1, por lo que

Sk+1(ag+1) < dgyo < Sgt1(ags1 + 1) sustituyendo con (4.2) se tiene

k+1
Z Si(a;) < Sg+1(ag+1 +1) = Sg(ags1 + 1) + Skr1(aks1) despejando
i=1
k

( Si(a ')) + Skt1(aky1) < Sk(ags+1 + 1) + Sky1(ags1) es decir

=1

k
ZSZ CLZ < Sk ak+1 + 1) (4.5)
=1

Conjuntando (4.5) y (4.3) se tiene que 23:1 Si(ai) < Sj(aj41 + 1) para toda j € {1,...,k}, asi
con (4.4) llegamos a lo que queriamos demostrar. QED

Afirmacién 4.2.3. Si tomamos a;,d; y n; como previamente mencionado y (z1,...,2541) la
salida de RANK-KTUPLE ([13]), entonces:

L. diy1 < Spg1(nesr + 1),
2. SEPQCOMP((al, .. ,ak), nkJrl) = (.%'1, cee [EkJrl), y
3. UNRANK—COMP(korl, Nk+1, k+ 1) = (331, . 7$k+1)-

Demostracion. Recordemos que x;, n;, a; se definen a través de la ejecuciéon de UNRANK-KTUPLE
).

(1) De las lineas 1 y 2 se tiene que ngy; = [[m|g+1 v dgr1 = m — Skr1(ngy1). De la
proposicion se sigue que dg+1 < Sk41(ngy1 +1).

(2) De las lineas 5 y 6 para toda 1 < i < k se sigue que x;41 = nit1 —a; y 0y = a;
respectivamente.

Por la aﬁrmacién sabemos que (ay,...,ax) es una k-descomposicién de dy1. Aplicando
esto ultimo y el inciso (1) en el teorema se tiene que (aq,...,ar) es una representaciéon por
separadores de una k + 1-composicion de ngy1.

Por otro lado, de la linea 5 se sigue que 211 = ng4+1—ag, y también z; 41 = njr1—a; = ajy1—a;
para 1 < 4 < k — 1. De la linea 9 se tiene x1 = a1. Por la proposiciéon [3.1.6| necesariamen-
te (x1,...,2x41) es una k + l-composiciéon de ngy; cuya representacién por separadores es
(al, ey ak).

Aplicando lo anterior a la proposicién se sigue que SEP2COMP((ay,...,ak), Ngr1) =
($1, PN ,l’k+1).

(3) Del inciso (2) se tiene que (ai,...,ax) es una k-descomposicién de dii1 y ademads es
la representacién por separadores de (x1,...,2r+1). Dado que estas representaciones son unicas
(ver y , por la proposicién se sigue que UNRANK-COMP(dg11,np4+1,k + 1) =
($1,...,$}€+1). QED
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Proposiciéon 4.2.4. Si la entrada para los algoritmos UNRANK-KTUPLE Y esm,k+1,
entonces coinciden en salida.

Demostracion. Tomemos d;, n; los valores previamente definidos para la versién compacta del
algoritmo UNRANK-KTUPLE . Denotemos a los valores de las variables d y n en el algoritmo
como d y 71 respectivamente. Si estos algoritmos tienen como entrada m, k + 1, de las lineas
1y 2en (13) se tiene que ngr1 = ||mflx+1 ¥ dr+1 = m — Sg41(ng+1). De igual forma en las lineas
ly?2 en se obtiene i = |m|ur1 y d = m — Spy1(n), de donde se sigue que i = ngyq y
d=dpy1.

Si la salida de la version compacta es (x1,...,ZTky1), siguiendo con la ejecucién de (|11))
llegamos a que se llama a UNRANK—COMP(CZ, n, k + 1), pero esto tltimo es equivalente a llamar
UNRANK-COMP (dgy1, ngs1, k+ 1).

Por la afirmacién se tiene que la salida de esta tltima llamada debe ser (x1,...,zk11),
entonces la salida de debe de ser la misma que de , llegandose a lo que se queria
mostrar. QED

Algoritmo Rank-kTuple compacto

Algoritmo 14 RANK-KTUPLE((z1, ..., Zk4+1))(compacto)

Entrada: Una k + 1-composicién (z1,...,z5+1) € Diag,,((n) de algtin valor n.
Salida: Un natural m € Gnomg1(n).
1: a+0
22m <+ 0
3: fori=1 upto k+1 do
4 a+—x;,+a
5: m <— S,(a) +m
6: end for
7: return m

Veamos que esta version de RANK-KTUPLE y la versién en el algoritmo homoénimo (|12))
coinciden en salidas para entradas iguales.

Afirmacién 4.2.5. El algoritmo RANK-KTUPLE ({14 termina.

Demostracion. Basta mostrar que el ciclo for de las lineas 3-6 termina. Esto es facil de ver pues
ya que en las lineas 4 y 5 solo se hacen sumas y un calculo de un simplex y jamas se altera el
indice ¢ de este ciclo ni su cota superior. QED

Sean ag, mg los valores de las variables a y m antes de iniciar el ciclio for de las lineas 3-6 y sean
a;, m; sus valores tras la i-ésima iteracion de este ciclo. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 4.2.6. Sea (z1,...,%,+1) la entrada del algoritmo RANK-KTUPLE ((14]). Para toda
1 € N, si 4 > 0 se cumplen las siguientes:

1oaj=Yb a5y 2. m; =251 Sj(ay).

Demostracion. Demostremos la conjuncién de estos incisos por induccién sobre 1.
Caso Base. Para i = 0 se siguen ambas afirmaciones por vacuidad. Para i = 1 se tiene que por
lalinea 4 a1 = x1+ag = £1+0 = z1. Por la linea 5 se sigue que my = S1a1+mgy = S1a1+0 = Sia;.
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Caso Inductivo. Supongamos que los incisos (1) y (2) se siguen para la iteracién i y proce-
damos que se siguen para la iteracién ¢ + 1. ' ‘

En efecto, de la linea 4 se tiene que a;11 = z;41 +a; = Ti41 + 23:1 aj = 224;11 a;. De la linea
5 se tiene que m;1 = Sit1(ait1) +mi = Sit1(aiv1) + 25 Sja;) = Z;ill S;i(aj) QED

Proposicién 4.2.7. Tomemos los valores a; y m; como previamente definidos. Sea (x1,...,Tk11)
la entrada al algoritmo RANK-KTUPLE . Se cumplen las siguientes.

1. (a1,...,a) es una representacion por separadores de (x1,...,Tky1),
2. Si RANK-COMP(z1,...,2k+1) = d,n, entonces agr1 =n yd = Zi-“:l Si(a;).

3. Sila entrada a los algoritmos homdénimos RANK-KTUPLE (@ Y es la misma, entonces
coinciden en salida, esto es myy1 = d + Sky1(n).

Demostracion. (1) De la afirmacién se tiene que a; = Z;-:l x; para 1 <14 <k, por lo que
por definicién se tiene el resultado.

(2) Sea RANK-COMP(z1,...,zkr1) = d,n. Dela proposici()nse tiene que n = Zfill T =
aky1, esta ultima igualdad por la afirmacién

Por el inciso (1), al ser (aq, ..., ax) una representacién por separadores de la entrada, entonces
d= Zle S;(a;) por la proposicién

(3) Observemos que la salida en el algoritmo es my41 pues el ciclo for de las lineas 3-6
termina en k + 1 iteraciones.

Basta mostrar que my11 = d+ Sg11(n) que corresponde con la salida del algoritmo . Por
la, afirmacién y en inciso (2) se sigue que

k+1 k
mie1 =Y Si(ai) = Y Si(a;) + Sr1(agt1) = d + Sgra(n).
=1 =1

QED

Corolario 4.2.8 (Rank y Unrank son correctos e inversos). Para los algoritmos RANK-KTUPLE
y UNRANK-KTUPLE en sus versiones compactas, se sostienen las proposiciones
y[{-1-9 respectivamente. Adicionalmente, uno es inverso del otro, esto es, se sigue cumpliendo el

teorema [{.1.5

Demostracién. De las proposiciones y estos algoritmos tienen las mismas salidas que

sus homoénimos (14) y (L3)), los cuales satisfacen las proposiciones y y el teorema
3.3.0 QED

4.3. Propiedades y complejidades de enumeraciéon de k-tuplas

Teorema 4.3.1. Son equivalentes las siguientes:

1. RANK-KTUPLE((21, ..., Zk41)) = m,
Y

2. ( }:1 Ti, .. ’?;“11 :m) es una k + 1-descomposicion de m, y

3. UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) = (z1,...,%k41)-
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Demostracion. (1)=(2). Supongamos que RANK-KTUPLE((21, ..., Zk4+1)) = m.

Definamos a; := Y_7_, z; para toda j € {1,...,k+1}, es decir, (a1,...,a;) es una representa-
cién por separadores de (z1,...,Zr41). Sea n € N tal que (1,...,2,41) € Diagy,1(n), entonces
n = ak+1-

De la proposicion 4.1.4] existe d € N tal que se cumplen las siguientes:
(i) RANK-COMP((21,...,2k4+1)) =d,n , (ii) d < Sg(n+1),y
(ii) m =d+ Sk11(n), (iv) m € Gnomy1(n).

Aplicando la proposiciénal inciso (i), sabemos que (ay, ..., a) es una k-descomposicién
de d.

Procedamos a mostrar que (ag,...,ar+1) es una k + l-descomposiciéon de m. Esto es, mos-
tremos que:

(v) m=YFSi(a;)y  (vi) ¥, Si(a;) < Sj(aji1 + 1) para toda j € {1,...,k}.

Para mostrar (v) basta analizar el inciso (ii). Como (ay,...,ax) es una k-descomposicién de d,
entonces d = Y-¥_| S;(a;). De aqui obtenemos

k k k+1
m=d-+ Sk+1(n) = (Z Sz(a,)) + Sk+1(n) = (ZSZ(CLZ)) + Sk+1(ak+1) = Z Sz(az)
i=1 i=1 i=1
De nuevo, al (ay, ..., a) ser una k-descomposicion de d tenemos que 25:1 Si(ai) < Sj(aj41+

1) para toda j € {1,...,k — 1}. Por el inciso (iii), se tiene que

k
d < Sip(n+1), es decir Z Si(a;) < Sk(ags+1 +1).
i=1
De esto ultimo se sigue (vi).
(2)=(3). Sean (1, ...,2x11) € N¥T1y (a1,...,a41) definido como antes de forma que sea
una k + 1-descomposicién de m. Sea UNRANK-KTUPLE(m,k + 1) = (y1,...,Yk+1). Procedamos

a mostrar que x; = y; para toda i € {1,...,k+ 1}.
Por la proposicion 4.1.2] existen n y d tales que se siguen las siguientes:
(vii) ||mg+1 = n, (x) UNRANK-COMP(d,n,k+1) = (Y1, Yk+1), ¥
(viii) m =d + Sg+1(n), (xi) (y1,--.,Yk+1) € Diagy,1(n).
(ix) d < Sk(n+1),
Por el teorema se sigue que |m||x+1 = ak+1, conjuntando con el inciso (vii) se sigue que

k+1
n=|mlrs1 = ar+1 = Z x; yportanto (z1,...,2k41) € Diagy,i(n).
i=1
Nuestra hipétesis nos afirma que (ag,...,ag41) es una k + 1-descomposicién de m, por lo que

m = Zfill Si(a;) y, ademés Y7, Si(a;) < Sj(aj41 + 1) para toda j € {1,...,k}.
Por el inciso (viii) se tiene que

k1 k k
d+ Spyr(n) =m =Y Si(a;) = (Z Si(ai)) + Skt1(art1)  porloque d=" Si(a;).
i=1 i=1

=1
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Lo anterior muestra que (a1, ..., ar) forma una k-descomposicién de d. Aplicando la proposicién
a los incisos (ix), (x) y (xi), se concluye que (a1, ..., ax) es la representacién por separadores
de (y1,...,yk+1)- Es claro que por hipdtesis (aq,...,ax) es también la representacién por sepa-

radores de (x1,...,2Zky1) y por la proposicion se tiene que (z1,...,Zk+1) = (Y1y- - Ykt1)s
como se queria mostrar.

(1)<(3). Se sigue directamente del teorema [4.1.5] QED
Teorema 4.3.2 (Enumeracién estructuralmente creciente). Para toda k € Z*, n,m € N,
(z1,...,2%), (Y1, ..., yx) € NF suceden los siguientes.

1. Si UNRANK-KTUPLE(m, k) = (21,...,xx), entonces S.F_, x; = |m ]|y
2. Sin < m, UNRANK-KTUPLE(n, k) = (z1,...,2x) y UNRANK-KTUPLE(m, k) = (y1,...,Yk),

entonces S8 1 x; < SF Ly

3. Si RANK-KTUPLE(y1, ..., yr) = n RANK-KTUPLE(z1,...,25) =m, y by < S8 @y,
entonces n < m.

Demostracion. (1) Por el teorema [4.3.1 sabemos que (21'1:1 Tiy. N :UZ) forma una k-

descomposicién de m. Asi por el teorema [3.2.6 se sigue que ||m||x = Zle Zj.

(2) Si n < m entonces por la proposicién 2.2.3] |||, < [[m]x. Por el inciso (1) se sigue que
S < .

(3) Si 2y < 3F 24, por el inciso (1) se tiene que |n]jx < ||m]|x. Por la proposicién
se sigue que n < m. QED

Proposicién 4.3.3. Si el cilculo de un nimero simplex S(n) y el indice de un nimero simplex
lm || tienen complejidad S(k,n) y FS(m, k) respectivamente, entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo de UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) (compacto) es

O((k + 1)(FS(m, k+1) + Sk + 1, [m]r11)))-

2. 8in = S Mla;, entonces la complejidad en tiempo de RANK-KTUPLE((z1,...,Tgs1))

(compacto)(14)) es
O((k+1)S(k+1,n)).

Demostracion. (1) Tomemos como entrada (m,k + 1) y veamos que la complejidad es
O((k+1)(FS(m,k+ 1)+ S(k+ 1, [m|lx+1))). Definamos a;, d;, n; como en la afirmacién

Claramente la linea 1 toma tiempo FS(m, k+1) y la linea 2 toma tiempo S(k+1, [m||x+1))-
En cada iteracion del ciclo for de las lineas 3-8 se calcula ||d;||; y el simplex S;(a;) = Si(||dill:)
(linea 4).

Del teorema en conjunto con el teorema m se sigue que (|[d1l1,- - [l dellk, lmllk+1)
forma una k + 1-descomposicién de m. Asi por el teorema sucede que ||d;|l; < ||m]x+1 para
1<i<k.

Asi cada iteracién de la linea 4 en el ciclo for de las lineas 3-8 toma tiempo a lo mas FS(m, k+
1). De forma semejante, la linea 7 toma a lo méas S(k + 1, ||m||x+1) quedando que cada iteracién
toma tiempo a lo mas FS(m,k+1)+S(k+1,|m]x+1). Siendo que este ciclo hace k iteraciones,
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este ciclo toma tiempo O(k(FS(m,k+ 1) +S(k+ 1, |m||x+1))). El tiempo de este algoritmo es
entonces

O(FS(m,k+1) + S(k+1, [m]xs1) + k(FS(m,k + 1) + Sk + 1, [ms1))) =

O((k+1)(FS(m, k +1) + Sk +1, [mis1))).

(2) Tomemos la entrada como (z1, ..., xk+1) y veamos que la complejidad es O ((k+1)S(k+1,a)),

I Y

con a = ;1 x;.
Las lineas 1 y 2 toman tiempo constante. Si tomamos a; como se definié en la proposicién
de esta misma se obtiene que (a1, ...,ax) es una representacién por separadores con ayi1 =

Ziill xz;. Por el teorema a; < apy1 para 1 < i < k+1. Asi cada iteracion del ciclo for de las
lineas 3-6 toma a lo méas S(k+1, ax1). Siendo que son k+1 iteraciones, entonces, el tiempo de este
ciclo y claramente también del algoritmo es O (kS(k + 1,ax+1)), como se querfa mostrar. QED

Proposicion 4.3.4. Si el cilculo de un niumero simplex y el indice de un niumero simplex se
hacen con los algoritmos SIMPLEX y FLOORSIMPLEX @, entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-KTUPLE(m,k + 1) (compacto) es
O((k + 1)?logy(lm|lk+1)) v la complejidad en espacio es O(1) (sin considerar la salida).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-KTUPLE(zy,...,xk+1)(compacto)
es O((k +1)?) y la complejidad en espacio es O(1).

Demostracién. (1) Aplicando las proposiciones y en la proposicién m se obtiene
que la complejidad en tiempo es O((k + 1)%logy (|| lk41))-

Para la complejidad en espacio, basta notar que el calculo de un simplex con SIMPLEX y de
FLOORSIMPLEX toma espacio constante. Sin considerar la salida, el algoritmo [I3] sélo usa las
variables i,n, m, a,d por lo que toma espacio O(1).

(2) Aplicando la proposicién [2.1.16| en |4.3.3| se sigue que la complejidad en tiempo es
O((k + 1)2). El cédlculo de un simplex toma espacio constante y el algoritmo sélo usa las
variables i, a, m por lo que su espacio es O(1). QED

Proposicion 4.3.5.

1. Si TABLA-SIMPLEX (k + 2, [[m||g+1+2) =TS E , entonces T'S es suficientemente gmnd(ﬂ
para computar UNRANK-KTUPLE(m, k + 1)

)

9 S5 TABLA-SIMPLEX (k:—i— 2.2+ Zly;rll ﬂ%) — TS entonces TS es suficientemente grande

para computar RANK-KTUPLE((x1, ..., Zk+1))

Demostracion. (1) Definamos a;, n; y d; como en la afirmacién Es facil ver que la tnica
llamada a FLOORSIMPLEX es en la linea 4 y en la linea 1. Mas precisamente, se hacen las llamadas
|dit1]li paral < i < ky ||m]xt1. Veamos que todos estos indices estan acotados por ||m||x11+1.
Claramente [|m||g+1 < |[m]g+1 + 1.

Se puede ver que a; = ||d;+1]); para 1 <1 < k, por lo que basta mostrar que a; < ||[m]/g+1+1
para 1 < i < k. Por la afirmaciéon se tiene que (ai,...,a) es una k-descomposicién. Por
el teorema a; < ap para 1 < i < k. También por este teorema se tiene que (aq,...,ax)

Ver definicién
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es la representacion por separadores de la salida (z1,...,xg41) por lo que a; = Z;Zl xj. Por el
teorema se tiene M 2, = ||m||r41 v por el teorema

k+1

1
(in, .. Zl’l, Z :m) = (al, e, Qs Umﬂkﬂ) es una k + 1-descomposiciéon de m. (4.6)
i=1

Aplicando el teorema en (4.6) se concluye que a; < ap < ||m||g+1 < [[m]r+1 + 1, que es lo
que se queria mostrar.

Ahora veamos que los simplex calculados tienen indices y dimensién menor a |m |11y k+2

respectivamente. Es facil observar que los tnicos simplex llamados son en las lineas 2 y 4. Mas
precisamente, se calculan Sky1(ng11) = Skr1(lmllx+1)- y Si(a;) para 1 < i < k. Para el primer
computo se sigue lo buscado. Como se dedujo de (4.6) se tiene que a; < ||m]x+1 Por lo que se
tiene lo buscado.
(2) Dado que en este algoritmo s6lo se llaman simplex, basta mostrar que los indices y dimen-
siones de estos simplex estan acotados por 2 + Zfill x; v k + 1 respectivamente. En la linea 5 se
hacen todas las llamadas a simplex que son S;(a;) para 1 < i < k + 1. Por la afirmacién
a; = 2}21 x; de donde se sigue claramente que

k+1 k+1
aigak+122xi<1+2xi para toda 1 <i <k + 1.

Esto ultimo muestra lo buscado. QED

Proposicion 4.3.6. Si el cdlculo de un numero simplex se hace consultando una tabla pre-
computada @ TS suficientemente grande y el indice de un numero simplex se obtiene con
FLOORSIMPLEX (Con tabla) (), entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-KTUPLE(m,k + 1 (.)(compacto) es

O((k+1)logy([lm]lk+1)) v la complejidad en espacio es O(1) (sin conszdemr la tabla ni la
salida).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-KTUPLE((z1, ..., Zk41)) (campacto) es
O((k +1)) y la complejidad en espacio es O(1) (sin considerar la tabla).

Demostracion. (1) Aplicando la proposicién en la proposicion y recordando que
calcular un simplex con la tabla T'S toma tiempo constante se obtiene que la complejidad en
tiempo del algoritmo [13{es O((k + 1) logy (|| |k+1))-

Para la complejidad en espacio, el algoritmotiene complejidad O(1) sin considerar la entrada
T'S. Sin considerar la salida, el algoritmo [13| s6lo usa las variables i,n,m,a,d por lo que toma
espacio O(1).

(2) Dado que calcular un simplex en la tabla T'S toma tiempo constante, de la proposiciéon
se sigue que la complejidad en tiempo del algoritmo |14 es O((k + 1)).

Sin contemplar la tabla T'S se tiene que el algoritmo [14] s6lo usa las variables i, a, m por lo
que su espacio es O(1). QED

4.4. Algoritmos Rank y Unrank de tuplas multidimensionales

Los algoritmos y establecen funciones biyectivas una inversa de la otra entre N y NF*L
Sin embargo, estas funciones precisan tener fija la dimensiéon de tuplas con las que trabaja. Los
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siguientes algoritmos plantean una enumeracion entre el conjunto de todas las tuplas ey Nk+1
vy N. El proceso UNRANK-TUPLE es de lo mds natural, al transformar un valor w en una pareja
(m, k), para tomar la primera entrada m en el valor de la enumeracién de la tupla buscada y
usar k para obtener la dimensién, y usar estos valores para aplicar UNRANK. Dado que k puede
ser 0 y no planteamos una enumeracién con tuplas vacias (es decir, de dimension 0), solventamos
esto tomando k + 1 como la dimensién de bisqueda. Definamos por 7~ ! la funcién que toma
w y la transforma en (m, k) con UNRANK-KTUPLE y devuelve (m, k + 1). Si volvemos a aplicar
UNRANK-KTUPLE con estos valores obtenemos una k + 1-tupla. El proceso para hacer RANK
es lo reciproco, al tomar una tupla (z1,...,2g4+1), transformarla en un natural m con RANK-
KTUPLE y mediante la funcién m, conjuntar estos valores en una pareja (m,k) para volver a
aplicar UNRANK-KTUPLE.

UNRANK-TUPLE

N N?

RANK-TUPLE

Figura 4.2: Diagrama de funciones biyectivas que describen el proceso de UNRANK-TUPLE y
RANK-TUPLE

Si denotamos a las funciones UNRANK-KTUPLE, RANK-KTUPLE, UNRANK-TUPLE y RANK-
TuPLE como UK, RK, UT y RT respectivamente, podemos definir UT y RT como:

UTw] :=UK[UK[w,2] + (0,1)] (4.7)
RT[(z1 ..., 2)] i= RKKRK[(xl, )]k 1)] (4.8)

Los siguientes algoritmos son bastante directos para el proceso antes descrito. Cabe mencio-
nar, que se manejan los casos triviales aparte para simplificar el proceso. Como es de esperarse
con las funciones RANK y UNRANK, una es inversa de la otra. La prueba de esto yace en que
UNRANK-KTUPLE y RANK-KTUPLE son inversas (ver teorema [4.3.1]).

Algoritmo 15 UNRANK-TUPLE(w)

Entrada: Un natural w.
Salida: Una k-tupla para alguna k.

1. (m, k) < UNRANK-KTUPLE(w, 2) > m es valor en la enumeracién y k£ + 1 la dimensién
2: if £ =0 then > Si la dimensién es 1 regresa una 1-tupla.
3 return (m)

4: end if

5. return UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) > Regresa la k + 1-tupla correspondiente a m.
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Algoritmo 16 RANK-TUPLE((z1,...,%k+1))

Entrada: Una k + 1-composicion de n para alguna k 4+ 1 y alguna n.
Salida: Un natural w.

if £k =0 then

2 return RANK-KTUPLE((z1,0))

3: end if

4: m < RANK-KTUPLE((21,...,%k+1))

5: return RANK-KTUPLE((m, k))

—_

Proposicién 4.4.1 (Rank y Unrank son inversas). Para cualesquiera w,k € Ny (z1,...,Tk41) €
NE*L se cumplen las siguientes.

1. RANK-TUPLE(UNRANK-TUPLE(w)) = w.
2. UNRANK-TUPLE(RANK-TUPLE((21, ..., 2k11))) = (@1, ., Tkt1)-

Demostracion. (1) Consideremos la salida de UNRANK-TUPLE(w) una k + 1-tupla, tenemos dos
casos.

Si k = 0, sea UNRANK-TUPLE(w) = (z1) y mostremos que RANK-TUPLE((z1)) = w. Dado
que la salida de UNRANK-TUPLE es una 1-tupla, entonces necesariamente se entré en el condi-
cional if de las lineas 2-4 del algoritmo . De esta manera se cumple que

UNRANK-KTUPLE(w,2) = (21,0) yasi RANK-KTUPLE((z1,0)) =w por .15  (4.9)

Computando en el algoritmo con (z1), al & = 0 se entra en el condicional if de las
lineas 1-3 y por la linea 2 se sigue que RANK-TUPLE((21)) = RANK-KTUPLE((z1,0)) = w por
la ecuacién (4.9).

Si k > 0, entonces sea UNRANK-TUPLE(w) = (21,...,%k+1). En (15), al ser k > 0 tiene que
ser el caso que

UNRANK-KTUPLE(w,2) = (m,k) y UNRANK-KTUPLE(m,k+ 1) = (x1,...,2k41), y asi
RANK-KTUPLE((m,k + 1)) =w  y RANK-KTUPLE((21,...,25+1)) = m por .15l (4.10)

Siguiendo el cémputo en se sigue de las lineas 4 y 5 que RANK-TUPLE((z1,...,2x)) =
RANK-KTUPLE((m, k)) = w por (4.10).

(2) Tomemos una k+ 1-tupla y computemos RANK-TUPLE para obtener un valor w. Tenemos
dos casos.

Si k = 0, digamos que RANK-TUPLE((x1)) = w, veamos que UNRANK-TUPLE(w) = (z1).
Como k = 0, se sigue de la linea 2 en el algoritmo ([16]) que

RANK-TUPLE((z1)) =RANK-KTUPLE((21,0)) =w y asi por el teorema
UNRANK-KTUPLE(w, 2) = (x1,0) (4.11)

Computando el algoritmo , se entra en el condicional if de la lineas 2-4. De la ecuacién (4.11)
se sigue que UNRANK-TUPLE(w) = (z1).
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Si k > 0, digamos que RANK-TUPLE((z1, ..., 2g+1)) = w. Al ser el caso que k > 0 en se
obtiene que

w = RANK-KTUPLE((m, k)) de donde m = RANK-KTUPLE((21,...,%k41)) y por 1.5}
UNRANK-KTUPLE(w, 2) = (m, k) y UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) = (z1,...,Tk+1) (4.12)

Computando el algoritmo , al k > 0 de las lineas 1 y 5 se obtiene que UNRANK-TUPLE(w) =
UNRANK-KTUPLE(m, k + 1) = (21,...,Zkt1), que es lo que se queria mostrar. QED

Proposicién 4.4.2. Si el cilculo de un nimero simplex S(n) y el indice de un nimero simplex
|m || tienen complejidad S(k,n) y FS(m, k) respectivamente, entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo de UNRANK-TUPLE(w) es
O(Lwle| FS(w, Ll +1) + S(Lwle + 1, Lwlb)]).
2. La complejidad en tiempo de RANK-TUPLE((21,...,Zk4+1)) (@ es
O((k+1)S(k+1,0)),

donde n := Zfill x; ya:=Sg(n+1)+k.

Demostracion. (1) En la linea 1 se computa (m, k) = UNRANK-KTUPLE(w, 2), lo cual por la
proposicién [:3.3] toma tiempo

2| FS(w,2) + 8(2, [lw]l>)]- (4.13)

Si fuera el caso de que k = 0, se entra en el condicional de las lineas 2-4, las cuales claramente to-
man tiempo constante. Si k > 0 se ejecuta la linea 5. Esta linea computa UNRANK-KTUPLE(m, k+

1), y por la proposicién toma tiempo
(k+1)|[FStm b+ 1) + S(k+1, [m]i1) . (4.14)

Sumando las ecuaciones (4.13)) y (4.14)) se obtiene el tiempo de ejecucion del algoritmo cuando
k > 0. Es sencillo constatar que este tiempo acota superiormente al tiempo cuando & = 0, de
donde podemos plantear la complejidad en tiempo como

o(z [FS(w,2) + 82 lwl2)] + (k + 1)[FS(m,k+1) + Sk + 1, umﬂk+1)]). (4.15)

Procedamos a simplificar esta expresion. Por las proposiciones y se sigue que (m, k) €
Diag, ([[w]]2), por lo que m+k = ||w]2 y asim < w2 y k < [[w]|2. Asf mismo, al ser m < w2,
por la proposicién sucede que [|[m|xr1 < m < [w]2 < ||w]; = w, entonces m < w.

Dado que FS es una funciéon de complejidad en tiempo, el tiempo aumenta cuando ambas
entradas aumentan simultdaneamente. Aplicando las desigualdades anteriores para w suficiente-
mente grande obtenemos que

FS(m,k+1) < FS(w,||w]2+ 1) y FS(w,2) < FS(w,||w]2 + 1). (4.16)
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De forma semejante, S aumenta su tiempo cuando ambas entradas aumentan simultanea-
mente, por lo que se sigue que

S(k+ 1 [mlkt1) < S(lwlla + 1 [wl2) vy S [wl2) <S(lwl2+ 1, [wl2).  (4.17)

Utilizando las ecuaciones (4.16) y (4.17) y & < [[w]|2, es facil mostrar que la suma de las ecuaciones
(4.13) v (4.14]) es menor o igual a

2wz +1)|[FS(w, [wla +1) + S([Lwla + 1, [w])»)] (4.18)

Utilizando la afirmacién (4.18)) en la ecuacién (4.15]), concluimos que el tiempo de ejecucién es

O( (Ll + D [FS(w, Ll + 1) + (Ll + 1 Lul.)]

(2) Tomemos como entrada (z1,...,Zk+1). Tenemos dos casos. Si k = 0, entonces la entrada es
(z1) y se entra en el condicional de la linea 1, por lo que se ejecuta la linea 2 y se finaliza la
ejecucién. Por la proposicion m la linea 2 toma tiempo O(28(2,n)).

Si k > 0 entonces claramente se ejecutan las lineas 4 y 5, las cuales por la proposicion [4.3.3]
toman tiempo (k + 1)S(k + 1,n) y 25(2,m + k) respectivamente, de donde m es la salida de
RANK-KTUPLE((21, . . ., Zk41)). Por las proposiciones[1.2.7y se sigue que m € Gnomy1(n),
por lo que m < Sy11(n 4 1) donde n = Y 2;.

De aqui, debido a que S es una funcién de complejidad, aumenta cuando las entradas au-
mentan, por lo que §(2,m+k) < 8(2,a), donde a := Sk11(n+1)+k. De esta forma la ejecucién
cuando k > 0, toma tiempo (k + 1)S(k + 1,n) + 25(2,a).

Ahora, es claro que n < Siy1(n+ 1) + k = a por lo que §(2,n) < §(2,a). Siendo asi, sin
importar si k =0 o k > 0 la ejecucién del algoritmo toma tiempo a lo més

0(28(2,0) + (k+1)S(k+1,m)). (4.19)
Para simplificar la expresién, tomamos k suficientemente grande, y se sigue que
S(2,a) <S(k+1,a) y Sk+1,n)<Sk+1,a). (4.20)
Utilizando las desigualdades en llegamos a que la complejidad en tiempo es
O(2(k + DSk +1,0)) = O((k+ 1)S(k +1,a)).
QED

Proposicion 4.4.3. Si el cilculo de un nimero simplex y el indice de un niumero simplex se
hacen con los algoritmos SIMPLEX y FLOORSIMPLEX @, entonces se cumplen las siguientes.

1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-TUPLE(w) es O(|lw]31ogy([lw]]2))
y la complejidad en espacio es O(1) (sin considerar la salida).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-TUPLE((21,...,Zk+1)) (@) es O((k+1)?)
y la complejidad en espacio es O(1).
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Demostracion. (1) Aplicando las proposiciones [2.2.20|y [2.1.16|en la proposicién se obtiene
que el tiempo es

O((Lwla + 1) [(Lwlz + 1) logs (w) + [w]l5) ) € O([Lw]3 loga(w)).

Por estas mismas proposiciones, el espacio usado por las lineas 1 y 5 es constante. Mas aun, es
claro ver que solo se usan las variables k y m por lo que el espacio es O(1).

(2) Aplicando la proposicién en la proposicién se sigue que la complejidad en
tiempo es O((k+ 1)2). Por la proposicién el espacio usado en las lineas 2,4 y 5 es constante.
Considerando que sélo se usan las variables k y m, se sigue que el algoritmo usa espacio constante.

QED
Proposicién 4.4.4.

1. Si TABLA-SIMPLEX (|[w]l2+2, [w]2+2) =TS @), entonces T'S es suficientemente gmnd(ﬁ
para computar UNRANK-TUPLE(w) (15).

2. 51 TABLA—SIMPLEX(k +2,Sk1(n+ 1)+ k:) =T8S (@) conn = Zfill x;, entonces T'S es

suficientemente grande para computar RANK-KTUPLE((z1, ..., Zg11)) @)

Demostracion. (1) Si w = 0, el resultado es directo por lo que tomemos w > 1. Para ejecutar
la linea 1, por la proposicién se requiere una tabla de tamano 3 x (|Jw]2 + 2). Dado que
w > 1, entonces ||w]||2+2 > 3 por lo que con una tabla de tamano (||w|2+2) X (w2 +2) basta
para hacer este computo.

Sea (m, k) = UNRANK-KTUPLE(w, 2), por las proposiciones y es claro que que
(m, k) € Diag, (|lw]]2), por lo que

m<|wle vy k<[wl]e (4.21)

Si £ = 0 el resultado se sigue, y si k > 0 se computa la linea 5 por lo que se calcula

UNRANK-TUPLE(m, k + 1). De nuevo, por la proposicién se necesita una tabla de tamano
(k + 2) x (lm]Jx+1 + 2). De las desigualdades se sigue que con una tabla de tamano
(lw]l2 +2) x (lw]]2 + 2) se logra hacer el cémputo.
(2) Tomemos la entrada (z1,...,2511) ¥ sea n = Yitla, Si k = 0 entonces se computa
RANK-KTUPLE(z1, 0), que por la proposicién requiere de una tabla de tamano 2 x (2+ 1)
por lo que claramente se sigue el resultado. Si k > 0, se ejecuta la linea 4, la cual requiere una
tabla de tamaiio (k +2) X (24 n) por la proposicién m Es claro que n < Sii1(n), por lo que
con una tabla de tamano (k+2) x (Sg+1(n+1) + k + 2) basta para hacer el computo de la linea
4.

Sea m = RANK-KTUPLE((z1,...,2k+1)), por las proposiciones y se sigue que
m € Diagy,1(n), por lo que m < Sit1(n). Ejecutando la linea 5, por la proposicién m
sabemos que esta linea se puede computar con una tabla de tamano 3 x (m + k 4 2). De aqui es
claro que con una tabla de tamano (k + 2) x (Sg4+1(n+ 1) + k + 2) se logra hacer el computo del
algoritmo. QED

Proposicién 4.4.5. Si el cdlculo de un nidmero simplexr se hace consultando una tabla pre-
computada @ TS suficientemente grande y el indice de un numero simplex se obtiene con
FLOORSIMPLEX (Con tabla) , entonces se cumplen las siquientes.

2Ver definicién [2.2.22
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1. La complejidad en tiempo del algoritmo UNRANK-TUPLE(w) (@) es O(||lwl21logy(lwll2)) v
la complejidad en espacio es O(1) (sin considerar la tabla ni la salida).

2. La complejidad en tiempo del algoritmo RANK-KTUPLE((z1, ..., Tk4+1)) @) es O((k+1))
y la complejidad en espacio es O(1) (sin considerar la tabla).

Demostracion. (1) Recordando que obtener un un nimero simplex en una tabla toma tiempo
constante, aplicando la proposicién [2.2.23| en la proposicién se sigue que la complejidad en
tiempo es

O([Lewll2[10g5(w) + 1]) € O([Lw]l> loga(w)).

De forma muy semejante, la prueba de que toma espacio constante es consecuencia de la propo-
sicién [4.3.4

(2) De la proposicién se sigue que la complejidad en tiempo es O(k + 1). La prueba de
que usa espacio constante es consecuencia directa de la proposicién QED

4.5. Pruebas de escritorio

En esta seccién mostraremos algunos resultados de tiempos de ejecucion de los algoritmos S1M-
PLEX, FLOORSIMPLEX,RANK-KTUPLE,UNRANK-KTUPLE, RANK-TUPLE y UNRANK-TUPLE, en
todas sus versiones. Las implementaciones de estos algoritmos se hicieron en Python & en las
libretas Jupyter Rank Unrank Tuplas.ipynﬂ y Plot_RU.ipynb EL Las pruebas se corrieron en
el ambiente de Google Colab, el cual ofrece 12GB de RAM, dos procesadores Intel(R) Xeon(R)
2.20GHz y poco mas de 107GB de ROM.

En general, para cada variante de los algoritmos se tomaron muestras de 1000 entradas
repartidas en en un espacio fijo, donde cada muestra se ejecuté una cantidad determinada de
veces y se reporta el tiempo promedio de estas ejecuciones. Cada algoritmo tiene al menos dos
variantes, una sencilla (plain) y una versién con tabla (table). La tabla se calcula como en el
algoritmo [4| sobre un arreglo de numpy [33] y cuyas entradas estdn en el tipo int innato a
Python. Este tipo de dato tiene la ventaja que maneja enteros de tamano arbitrario, lo cual es
deseable ya que los niimeros simplex crecen considerablemente réapido. Esto da cabida a errores
de desbordamiento si se usan enteros de 26, 232 o bien 26* bits. En la tabla se tienen los
indices maximos n en los que Si(n) < 2% para i € {16,32,64} con k < 30 y se puede observar
que para dimensiones un tanto grandes, el indice maximo es relativamente pequeno.

Dim 216 232 264 Dim 216 232 264 Dim 216 232 264
1 216 1 2321 204 _ 1 11 8 32 272 21 5 15 62
2 361 92681 6074000999 | 12 8 28 207 | 22 5 15 57
3 72 2952 4801278 13 7 25 165 | 23 5 14 54
4 33 565 145053 14 7 23 137 | 24 5 14 51
5 21 218 18576 15 7 21 116 | 25 5 13 48
6 16 118 4863 16 6 20 101 | 26 5 13 46
7 13 7 1907 17 6 18 89 27 5 13 44
8 11 56 960 18 6 17 80 28 5 12 42
9 10 44 569 19 6 17 73 29 5 12 40
10 9 37 377 20 6 16 67 30 5 12 39

Tabla 4.1: Maximos indices de k-simplex menores a las cotas 26, 232, 264 respectivamente

3https://colab.research.google.com/drive/1s5_ydQWwm20cD0eZ7VgXoTOgNNn jp9UF 7usp=sharing
“https://colab.research.google.com/drive/1XZe2LSLXPS23qXb5WzVsn8BG-17SRuRT7usp=sharing


https://colab.research.google.com/drive/1s5_ydQWwm2OcDOeZ7VgXoTOgNNnjp9UF?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1XZe2LSLXPS23qXb5WzVsn8BG-l7SRuRT?usp=sharing
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Simplex

Se implementd el calculo de niimeros simplex con dos variantes. La primera variante calcula su
valor utilizando la libreria de scipy.spetial.comb [34] cuya implementacién es muy semejante al
algoritmo (|1f).

La segunda version se calcula con una tabla precomputada de nimeros simplex. En la figura
[4:3] se muestran los tiempos que tomé calcular un simplex con su versién sencilla y con tabla
para k-simplex con dimensiéon k < 10 e indice n < 107. Cada calculo se repitié 1000 veces y se
tiene el promedio.

Calculo de k-Simplex con métodos Plain y Tabla,
y dimensiones [2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10]

a51e=0 —
Salto: 10000 T ST Table
Repeticiones: 10007, ¢ ' . e k=2
4.0 o4 S T k=3
" .ty . 1] k=4
3.5 ® k=5
) =6
o k=7
3.0 e k=8
® k=0
g 2.5 e k=10
=
£ 20 Plain
o k=2
® k=3
1.5 o k=4
o k=5
1.0 e k=6
e k=7
e k=8
0.5 ® k=9
e k=10
0.0 - T T T T ;
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
indice le7

Figura 4.3: Promedio de 1000 tiempos de ejecuciéon en muestra de 1000 indices en los primeros
107 valores para dimensiones k < 10

Se puede apreciar que, para cada dimensién en sus dos versiones, el tiempo de ejecucion
tomado es oscila alrededor de una constante. Mas ain, esta constante crece a lo largo que la
dimension aumenta para la version sencilla siguiendo la complejidad provista en la proposicién
Para la versién con tabla el tiempo es también constante, pero sin distinguir la dimensién,
lo cual era de esperarse al ser una consulta a una tabla precomputada.

Finalmente, los tiempos provistos por la version de tabla son claramente menores a la versién
sencilla, mostrandose las ventajas de tiempo.

FloorSimplex

Para este algoritmo se plantearon siete versiones distintas. La version ezact calcula el indice del
simplex que antecede con las soluciones exactas provistas en la proposicién [2.2.6] para dimensiones
menores a 5. Las restantes seis versiones son variantes de una biisqueda binaria, en donde cada
versién es una combinacién entre la forma de hacer la biisqueda de cotas para el indice y el
método con el que se calculan los simplex.
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Dimension
k=2
k=3
k=4
k=5
k=6
k=7
k=8
k=9
k=10
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Salto:
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Repeticiones:
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k=8
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k=10
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k=10

oo e 00 0

Salto:
1000000
Repeticiones:

Figura 4.4: Graficas de FLOORSIMPLEX comparando sus las dimensiones para las distintas ver-
siones
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Para la busqueda de las cotas para el indice del simplex, la versién erp hace una busque-
da exponencial. Las otras formas de encontrar las cotas, utilizan la proposicién 2.2.7, donde
loose(relajadas) representa si se usan las cotas {/m — k,k{&/m y tight(estrechas) si se usan
VEk!m — k, Vk!m . De forma semejante, el método plain denota si se calcula un simplex de
manera sencilla y table si se usa una tabla. La versiéon plain;exp es la versién correspondiente
al algoritmo [3| la versién table;exp corresponde con el algoritmo [} las versiones plain;loose y
plain;tight con [y finalmente table;loose y table; tight con [6

Se tomaron 1000 valores enteros repartidos homogéneamente en el intervalo [1,10°] y se
calcul6 el simplex que les antecede 100 veces y se reporta el tiempo promedio. Esto para cada
versién en dimensiones 2-10 (2-4 para exacta).

Lo primero que podemos notar en las grificas de la figura [£.4] es el bajo crecimiento de los
tiempos para valores grandes. Este bajo crecimiento es un buen indicativo de la rapidez del
algoritmo. Méas aln, para dimensiones pequenas se puede apreciar un crecimiento semejante al
logaritmico, el cual es més evidente en la versién plain:exp y table:exp y que concuerda con los
resultados obtenidos en las proposiciones [2.2.20] y 2:2:23]

Las versiones con biisqueda exponencial tienen una reduccién en tiempo mientras la dimensién
aumenta. Esto puede ser consecuencia de que ||m || es menor a lo largo que k aumenta, resultando
en que se halle el indice en menos pasos de la bisqueda exponencial de cotas. Este decrecimiento
en tiempo mientras las dimensiones aumentan no se mantiene en las versiones loose y tight lo
que se puede deber a que el cilculo de una raiz k-ésima agrega demoras en el computo del indice.
Estas demoras pueden hacerse méas significativas a lo largo que la dimensién aumenta ademas
de introducir potenciales errores de desbordamiento dependiendo del tipo de dato en el que
se almacenen los valores. En otras palabras, los resultados que se pueden apreciar en la figura
4] pueden ser un indicativo de que computar FLOORSIMPLEX con las cotas no escale bien a
dimensiones mayores, mientras que usar una busqueda exponencial puede escalar mejor debido
al ahorro de tiempo y la estabilidad numérica.

Si comparamos las distintas versiones dejando fijas las dimensiones, como se muestra en las
graficas de la figura [4.5] se puede ver que en las dimensiones 7 y 10, las versiones con busqueda
exponencial con y sin tabla, son méas rapidas que cualquiera de las versiones con uso de cotas
(loose y tight). Sélo en dimensién 2 es donde la versién plain;exp es mas tardada.

Versién:

Tiempos FloorSimplex con dimensién 2 Tiempos FloorSimplex con dimensién 4

® Exacta

Plain

¢ Exp

Plain

®  Loose

Plain
Tight

Table
Exp

Table
Loose

Table
Tight

Tiempo

0.5

0.0 T T T T T T T T T T T T Salto:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1000000

Valor 1e9 Valor 1le9 Repeticiones:
100
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Version:
Tiempos FloorSimplex con dimension 7 Tiempos FloorSimplex con dimensién 10 Plain
_ L ]
35 le—5 Exp
Plain
. Loose
' . . . -
H . - F : - . i - Plain
3.0 . I o 1 - k W .t R . ®  Tight
° ‘ - . i - e, Table
2.5 - - o - o . - . I £, Ex:l
. . Table
. Loose
Table
8_2'0 4 Tight
£
o
F1s
1.0
0.5
0.0 T T T T T T T T T T T T Salto:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1000000
Valor le9 Valor le9 Repeticiones:

Figura 4.5: Graficas de FLOORSIMPLEX comparando sus distintas versiones para dimensiones
k=2,4,7,10

Para esta ultima version, el descenso en tiempo a lo largo que aumenta la dimensién es tanto
que para las dimensiones 7y 10, el tiempo de computar FLOORSIMPLEX es virtualmente el mismo
para las versiones con y sin tabla. Esto dltimo puede deberse a que para hacer que el indice del
simplex a un valor sea grande en una dimensién grande (indices grandes aumentan la cantidad
de pasos en la busqueda exponencial), este valor debe de ser de una magnitud enorme.

Calculo de FloorSimplex para Plain;Exp, Table;Exp,
y dimensiones [2, 4, 7, 10]

35 le—5 :
' - ) F Y Método: Table
i . Busqueda: Exp
3.0 k=2
e k=4
* k=7
25 e k=10
[=] 20 1
o
=
o
F 154
1.04 Métado: Plain
Blsqueda: Exp
® k=2
0.5 =
Salto: 1000000 -
! Repeticiones: 100 ® =
& k=10
0.0 +— T T : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Valor le9

Figura 4.6: Grafica para comparar las versiones plain;exp y table;exp para dimensiones 2,47 y
10.
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El fenémeno antes descrito, puede observarse cuando conjuntamos los tiempos para las versio-
nes con busqueda exponencial con y sin tabla en la grafica de la figura [1.6] Para las dimensiones
2 y 4, hay una diferencia perceptible entre usando y no usando tabla, donde la versiéon con tabla
toma menos que la de sin tabla a como apuntaria la intuicién. Esta diferencia es imperceptible
para dimensiones 7 y 10.

En conclusién, dado que los tiempos de la version con busqueda exponencial fueron mejores
para dimensiones mas grandes, junto con el hecho de que estas versiones sélo requieren trabajar
con enteros y no con decimales fue la motivacién de seleccionar estas versiones para usarse en la
implementacion de RANK-KTUPLE, UNRANK-KTUPLE, RANK-TUPLE y UNRANK-TUPLE.

Rank-kTuple y Unrank-kTuple

Se implementaron los algoritmosycon dos versiones. La version sencilla (plain) calcula cada
simplex que se requiera y calcula FLOORSIMPLEX en su version sencilla con bisqueda exponencial.
La versién con tabla (table) calcula todo simplex por medio de una tabla precomputada y calcula
FLOORSIMPLEX en su version con tabla y biisqueda exponencial.

Para UNRANK-KTUPLE, se midi6 el tiempo de cémputo del algoritmo en una muestra de
1000 valores repartidos homogéneamente en el intervalo [1,10%], repitiéndose 100 cada cémputo
y reportando el promedio. Esto para las versiones con tabla y sencilla para cada dimensién de
2-10. Con la una tupla obtenida de cada una de estas muestras en el intervalo mencionado, se
midi6 el tiempo de computo al aplicarle RANK-KTUPLE, un total de 100 célculos por muestra
y se reportd el promedio de estas muestras. De forma semejante, esto se hizo para las versiones
sencilla y con tabla para las dimensiones 2-10.

Calculo de enumeracion de k-tuplas para UK;Plain, Calculo de enumeracion de k-tuplas para UK;Table,
y dimensiones (2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10] y dimensiones [2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10]
0.00012{* S e 0.00012{ - - Salto:

1000000 .
- Repeticiones: L
j 100 - -

0.00010 0.00010

0.00008 0.00008

[=] o
[=9 [=3
5 0.00006 £ 0.00006
= UK ; Plain = UK ; Table
o k=2 k=2
® k=3 k=3
0.00004 o k=a 0.00004 k=1
® k=5 e k=5
e k=6 e k=6
0.00002{* 1000000 b 0.00002 p
: Repeticiones: ¢ = e -
100 e k=2 o k=9
e k=10 e k=10
000000575 0:2 0.4 0.6 0.8 10 000000575 02 04 06 08 10
indice 1e9 indice 1e9

Figura 4.7: Graficas de tiempos para UNRANK-KTUPLE comparando dimensiones de 2-10 en su
versién sencilla y con tabla.

En las graficas de la figura [£.7] los tiempos para cada dimensién asemejan curvas parecidas
a logaritmos a distintas alturas tanto para la version con tabla como sencilla. Estas curvas son
mas evidentes para dimensiones pequeiias. Més atin, la altura de estas curvas estd en el orden de
las dimensiones con la menor dimensiéon correspondiente a el menor tiempo. Estas observaciones
son concordes a lo esperado de acuerdo con las proposiciones [1.3.4] y [£:3.6]
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Algo interesante es que, para dimensiones grandes, la diferencia de tiempos entra la versién
sencilla y con tabla es menos pronunciada que para dimensiones pequeiias. Esto puede deberse al
fenémeno descrito en la subseccion anterior al ser que los tiempos de computo de FLOORSIMPLEX
en su version sencilla son parecidos a la versién con tabla. Dado que se hace una llamada a
FLOORSIMPLEX para cada dimensién desde la provista hasta 1, la diferencia de velocidad en
las versiones con dimensiones pequefias se ve amortiguada por las velocidades semejantes en
dimensiones grandes.

En cambio, dado que en RANK-KTUPLE no se llama a FLOORSIMPLEX, no hay un amor-
tiguamiento para dimensiones grandes, y por ende se expresan las ventajas de usar una tabla
precomputada con una aceleracién al usar la versién con tabla.

Calculo de enumeracion de k-tuplas para RK;Plain, Calculo de enumeracién de k-tuplas para RK;Table,
y dimensiones [2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10] y dimensiones [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]
2.5 1872 B
: Salto: Salto:
o “lo: 1000000 1000000
N R Repeticiones: Repeticiones:
: - 100
2.0 2.0
15 15
Q [=]
a [=3 H
£ £ :
'E RK ; Plain 'E M RK ; Table
1.0 o k=2 1.0 = k=2
e k=3 k=3
® k=4 k=4
® k=5 ® k=5
. =6 e k=6
0.5 ® k=7 0.5 ® k=7
e k=8 e k=8
® k=9 ® k=9
e k=10 e k=10
0.0 . . . . . 0.0 - . : : . |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
indice 1e9 indice 1e9

Figura 4.8: Graficas de tiempos para RANK-TUPLE comparando dimensiones de 2-10 en su version
sencilla y con tabla.

En las graficas de la figura [1.8] se puede apreciar una clara diferencia en los tiempos de
computo entre las versiones con tabla y sencilla como era de esperarse. Los tiempos para cada
dimension se asemejan a lineas a distintas alturas, donde la versiéon con sencilla ocupa aproxima-
damente el doble que la versién con tabla. Esto es consistente con las complejidades enunciadas

en las proposiciones [£.3.4] y [£.3.6]

Rank-Tuple y Unrank-Tuple

De forma anéloga las pruebas de escritorio anteriores, se implementaron los algoritmos UNRANK-
TupPLE y RANK-TUPLE con las versiones sencillas y con tabla. Se tomé una muestra de 1000
valores repartidas homogéneamente en el intervalo [1,107] y se corrié UNRANK-TUPLE 100 en
cada valor, almacenando el promedio de tiempos para cada version. Para la tupla correspondiente
a cada valor, se computé RANK-TUPLE 100 veces y se almacené el promedio con cada version.
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Calculo de UT y RT para sus distintas versiones Calculo de UT y RT para sus distintas versiones
. ® UT:Plain 0.007 . ® RT:Plain
0.014 TR e uTimble L ® RTTable
0.006
0.012
0.005
0.010
0.004
2 0.008 2
£ £
U U
= 0.006 = 0.003
0.004 0.002
0.002 Salto: 0.001 Salto:
10000 10000
Repeticiones: Repeticiones:
0.000 100 0.000 100
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Valor le7 Valor le7

Figura 4.9: Gréficas de tiempos para UNRANK-TUPLE y RANK-TUPLE en su versién sencilla y
con tabla.

En las graficas de la figura [£.9] se observan diferencias tangibles entre la versién con tabla y
la version sencilla, y como dicta la intuicién, la versién con tabla es méas rapida.

Los crecimientos son consistentes con los enunciados en las proposiciones y [4.4.5] al
describir curvas que pueden ser acotadas por una raiz o un logaritmo por un factor.



Conclusiones

En este trabajo se resolvi6 la tarea de plantear una pareja de algoritmos RANK y UNRANK que
plantean una biyeccién entre N y N¥ expandiendo a la propuesta por Skolem en [12]. Usando estos
algoritmos se generalizé a una biyeccion entre Ny (Jpcz+ N*. Para desarrollar estos algoritmos
se requirié manejar nimeros simplex y de aqui que se dedicara un capitulo de este trabajo a
estudiar sus propiedades bésicas y algoritmos para su calculo. En la tabla se enuncian los
algoritmos que se plantearon. Con ayuda de estos algoritmos se plantearon los algoritmos de la

tabla
Algoritmo Abreviatura Algoritmo Abreviatura
SIMPLEX Sim Rank-ComP RC
TABLA-SIMPLEX TS UNRANK-COMP e
FLOORSIMPLEX FS RANK-KTUPLE RK
FLOORSIMPLEX(con tabla) FSTS UNRANK-KTUPLE UK
FLOORSIMPLEX(con cotas) FSCot RANK-TUPLE RT
FLOORSIMPLEX(con tabla y cotas) FSTSCot UNRANK-TUPLE  UT

(a)

(b)

Tabla 4.2: Abreviaturas para algoritmos

En el capitulo [2] se mostré la correccién de los algoritmos de asf como su complejidad en
tiempo y espacio. En la tabla [£.3] se resumen las complejidades en tiempo y espacio obtenidas
asi como las dimensiones suficientes que debe tener la tabla para computar correctamente el

algoritmo (segin sea el caso).

# Alg Ent Tiempo Aux ref DimTab

1 Sim [k, n] k 1 |[2.1.16

) TS [k,n] kn kn [2.1.18

3 FS [m,k klog, ([l ) 1 |22

4 FSTS [m.k,TS]  log,(mls) 1 2227 (k+1) x (Im]e+1)

5 FSCot [m,k]  klogy(dmi) + s emp [2-2.25

6| FSTSCot (m, k, TS| logy(dmi)+cmi emr [2.2.27 emp+ (K+1) x (|m]r+1)

Tabla 4.3: Se definen d,, ;, := la distancia entre las cotas, ¢, := el tiempo que toma calcular
las cotas, e, r := el espacio que toma calcular las cotas.

Los algoritmos RANK-KTUPLE y UNRANK-KTUPLE son los que més nos interesaban plantear
y mostrar que son inversos y por tanto una biyeccién entre N y N (ver teorema |4.3.1). La
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propiedad referente a una enumeracion estructuralmente creciente se mostré en el teorema
Para todos los algoritmos de la tabla se mostrd su correccion y complejidad en tiempo (ver

tabla [4.4al)y espacio (ver tabla |4.4b]).

# Alg Ent General Ref Sencilla Ref Tabla Ref
. |lo] RC (4] koS (Ko, a) [3.3.8 k3 13.3.10| ko [3.3.12|
g [14] RK [7] kS(k,n) [4.3.3 k? 4.3.4 k |4.3.6
2 = 6| rr [z] 28(2,Sk(n+1)) + kS(k,n) H.4.2 k% 4.4.3 k [4.4.5
E . :E UC [d,nk] ko(FS(d, ko) +S(ko, ldllx,)) (3.3.6] k3logs(lldllk,) [3-3.10|  kologs(lldllx,) [3-3.12|
S Z Bl UK [mK]  K(FS(m.k)+ Sk [m]i) §33] K logy(|mly) {34 klogy(|lmlx) [4.3.6
=}
= 15| UT [w)] HWJJZ«(S‘}(-(E;]U;E-wﬂJfUTUJ}z; 4.4.2| |[w]2logy(lw]ls) 4.3 |w]s2logy(lw]s) [4.4.5
(a) Tabla de Tiempo
# Alg Ent DimTab Ref Auxiliar Ref
. o] rC (3] x (n+1) [3.3.11f ko [3.3.10]
g [14] rRK [7] (k + ) (n+1) 435 1 434
E “ 6| rr [3] (k+1) x (Sp(n+ 1)+ k+1) [144 1 443
&= Bl e (d.n,H kx (|ldlk, +1) [3.3.11] ko [3:3.10|
g 13| UK [m, k] (k+1) x (|m]x+2) [4.3.5 k [4.3.4
2 15| UT [w] (Llwl2 +2) x (Jwls +2) [4.4.4 1 {443

(b) Tabla de Espacio

Tabla 4.4: Tablas de tiempo y espacio. Se definen las siguientes: z := (z1,...,x), ko := k—1,n :=
YK @, a =M FS(m, k) es el tiempo que se requiere para computar ||m||, y S(k,n) el
tiempo para computar Sk(n).

En la seccion se dio evidencia de la rapidez de los algoritmos propuestos y se obtuvieron
resultados de tiempo consistentes con los esperados de acuerdo a la tabla Como era de
esperarse, ejecutar los algoritmos con una tabla de simplex precomputada ofrece computos mas
rapidos en la mayoria de los casos pero a costa de algo de memoria.

Trabajo a futuro

Como se menciona en [22] existen varias funciones de emparejamiento entre N y N2. Cada una
se puede tomar como punto de partida para como se hizo con la funcién de Cantor definida en
las ecuaciones y . Por ejemplo, en lugar de recorrer exhaustivamente cada diagonal
se puede hacer un recorrido exhaustivo sobre cascarones cibicos. Generalizar esta funciéon de
emparejamiento a k-dimensiones puede dar pie a versiones alternativas de UNRANK-KTUPLE y
RANK-KTUPLE (y por consiguiente de RANK-TUPLE y UNRANK-TUPLE). La propiedad deseable
de una enumeracion estructuralmente creciente puede preservarse si definimos el tamano de
una k-tupla como el maximo de sus entradas en lugar de la suma de las mismas. Esta nocién
alternativa es también amena a la intuicion por lo que en un futuro se pudiera desarrollar tales
algoritmos alternativos.

Otra posible aplicacién de los algoritmos desarrollados puede ser para la definiciéon de un
compresor de informacién que no necesariamente sean programas, sino datos estructurados que
se requieran colapsar a un sélo nimero de manera reversible.



Apéndice A

Mas pruebas de correccion y
complejidad

A.1. Algoritmos de calculo de simplex

Algoritmo simplex

En esta seccién demostraremos la correccion del algoritmo SIMPLEX asi como su complejidad
en tiempo y espacio.

Para mostrar la correccién de este algoritmo tenemos que analizar el comportamiento de la
variable A durante la ejecucién del algoritmo SIMPLEX [I] particularmente durante el ciclo for
de las lineas 5-8. Sean AZ(-l) y AZ(Q) los valores de la variable A en la iteracion del ciclo for tras
ejecutarse las lineas 6 y 7 respectivamente en la iteracién cuyo contador tiene el valor 7. Asi
mismo, tomemos A(_? al valor de A antes de entrar al ciclo.

Afirmacién A.1.1. Sea (n, k) la entrada para el algoritmo SIMPLEX, se cumplen las siguien-
tes.

1. Si k > 0, entonces el ciclo for de las lineas 5-8 termina en exactamente k iteraciones.
2. El algoritmo SIMPLEX termina.

Demostracion. (1) Sea k > 0, es sencillo observar que el ciclo for s6lo modifica la variable A con
un par de operaciones enteras y jamas se altera el contador ¢ ni la cota k — 1. Siendo asi, este
ciclo toma exactamente k iteraciones (pues se comienza con i = 0).

(2) Sin=00n =1 el algoritmo termina claramente. Sin > 1y k = 0, no se entra en el
ciclo for y por la linea 9 el algoritmo termina. Sin > 1y k > 0, por el inciso (1) el ciclo for
termina, y por la linea 9 se termina la ejecucién del algoritmo. QED

Afirmacién A.1.2. Sila entrada al algoritmo SIMPLEX(I]) es (n, k) conn > 1y k > 0, entonces
para toda ¢ < k — 1 se cumplen las siguientes.

1. AV = AP (n+i),

2. A£2) = SH_l(TL).

L . . 2
Demostracion. Sean n > 1 y k > 0. Observemos que de la linea 4 se sigue que A(A) = 1.
Mostremos la conjuncién de estos incisos por induccién sobre 1.
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(Caso base). Veamos para i = 0 que se cumplen los incisos (1) y (2).
(1) De la linea 6 se tiene que A(()l) = A(_Q% ‘n=1-n=Sy(n) n, pues n > 1.

(2) De la linea 7 se sigue que A //1 = . Por (1) se cumple que A(()z) = So(n) -n=
n = Sl( )

(Caso Inductivo). Supongamos que el resultado se sostiene para i y mostremos los incisos
parat+ 1. Seat+ 1 < k.
(1) De la linea 6 se sigue que AZ(-Bl =AY nm+i+1)=S4i1(n)-(n+i+1).

)

(2) De la linea 7 se tiene que Al(i)l = Aﬁ)l//(z + 2). Por el inciso (1) se tiene que

Az(-2+)1 Siti(n) - (n+i4+1)//(i4+2), estoes AZ“ . |//Z+2

nit2

Afirmamos que (i + 2) ‘ T 7), pues por el lema [2.1.7] se tiene que S;12(n) = (

Debido a esta ultima afirmacién se sigue que

i+2 ni+2

(i+1)!//(i+2): GrDit2) (12

= Siy2(n) por tanto A1 = Site(n).

QED

Proposicién [2.1.15[ Si la entrada al algoritmo SIMPLEX es (n,k), la salida es el nimero
Si(n).

Demostracion de la proposicion 2.1.15. Mostremos por los siguientes casos en la entrada n, k. Si
n=0y keNobienn =1y k €N, entonces se satisface el condicional if de las lineas 1-3 y las
salidas son n =0 = Si(0) = Sk(n) y n =1 = Sg(1) = Sk(n) respectivamente.

Sin > 1y k=0 no se entra en el ciclo for de las lineas 5-8 y por las lineas 4 y 9 la salida es
1 = 5y(n) pues n > 1.

Sin > 1y k > 0 se entra en el ciclo for de las lineas 5-8, y por la afirmacién y
la afirmacién el valor en la variable A al finalizar es ciclo es Si(n), y asi la salida es
Si(n). QED

Proposicién [2.1.16L La complejidad en tiempo del algoritmo SIMPLEX(n, k) es O(k) y la
complejidad en espacio es O(1).

Demostracion de la proposicion 2.1.16. Sin =0 o bien n =1y k € N se satisface el condicional
if de las lineas 1-3, por lo que se toma tiempo constante. Sin > 1y k = 0, no se entra en el ciclo
for de las lineas 5-8, por lo que se termina en un tiempo constante.

Sin > 1y k>0, no se entra en el condicional de las lineas 1-3 y si en el ciclo de las lineas
5-8. Cada iteracién de este ciclo toma el mismo tiempo constante, pues es sélo se calculan una
multiplicacién y una divisién entera, asi como un par de asignaciones. Por la afirmacién
el ciclo termina en k iteraciones por lo que toda la ejecucién de este ciclo toma tiempo O(k).
Siendo asi, la ejecucién del algoritmo toma tiempo O(k).

La complejidad en espacio es O(1) pues s6lo se emplean las variables i y A. QED
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Algoritmo tabla simplex

En esta seccién se mostrard la correcciéon del algoritmo TABLASIMPLEX [2| y se mostrard su
complejidad en tiempo y espacio. Particularmente se demostrardn las proposiciones [2.1.17| y
2. 1.1

Afirmacién A.1.3. Si k,n € Z*, el algoritmo TABLASIMPLEX (k, n) [2| termina.

Demostracion. La inicializacion en la linea 1 claramente termina. El ciclo for de las lineas 2-4
claramente termina pues el contador j no se altera dentro del ciclo ni su cota. Por las mismas
razones los ciclos for de las lineas 6-8 y 5-9 terminan. Asi el algoritmo termina. QED

Proposicién [2.1.17} Sean k,n € Z* y TABLASIMPLEX(k,n) = T'S. Si a < k y b < n entonces
TS[a,b] = Su(b).

Demostracion de la proposicion 2.1.17. Primero observemos que para b = 0 el ciclo for de las
lineas 2-4 no sobreescribe el valor en T'S|a, 0] pues sélo sobrescribe valores T'S|0, j] para 1 < j <
n — 1. Asi mismo en los ciclos anidados for de las lineas 5-9 s6lo sobrescriben valores de la forma
TSli+1,j+ 1] para0<i<k—2y0<j<n-—2 De esta manera, por la linea 1 para toda
a < k se cumple que T'S[a,0] = 0 = S,(0).

Procedamos por induccién sobre a. Para a = 0 veamos que T'S[0,b] = Sy(b). Si b = 0 por la
afirmacion anterior T'S[0,0] = 0 = Sp(0). Para b+1 < n con b € N se cumple que en la iteracién
del ciclo for de las lineas 2-4 donde j = b+ 1 se asigna T'S[0,b+ 1] = 1 = Sp(b+ 1) (linea 3).
Claramente esta entrada no se vuelve a sobrescribir por lo que se mantiene el resultado.

Supongamos que para toda b < n se cumple que T'S[a,b] = S,(b) si a < k, y veamos que si
a+1 < k entonces T'S[a + 1,b] = Sy4+1(b). Sea a + 1 < k, y procedamos por induccién sobre b.
Para b = 0 por la afirmacién inicial se tiene que T'S[a + 1,0] = 0 = S,+1(0). Supongamos que
TSla+ 1,b] = Sa+1(b).

Para la iteracion de los ciclos for de las lineas 5-9 donde los contadores toman el valor i = 1
y j = b se cumple por la linea 7 que

TS[a+1,b+1] = T'S[a, b+1]+TS[i+1, ] Z Sa(b+1)+Sa+1(b) = Sat1(b+1) por el corolario m

No es dificil ver que la entrada T'S[a + 1,b + 1] no se vuelve a asignar, por lo que llegamos a lo
que queriamos mostrar. QED

Proposicién [2.1.18] Si k,n € Z™, el algoritmo TABLASIMPLEX(k, n) [2] tiene complejidad en

tiempo y en espacio O(kn) (contando la salida).

Demostracion de la proposicion 2.1.18. Notemos que la salida es un arreglo de enteros T'S de
k x n, y s6lo se usan variables 7, j por lo que la complejidad en espacio es O(kn).

El ciclo for de las lineas 2-4 solo hace una asignacién por cada una de las n — 2 iteraciones,
por lo que toma tiempo O(n — 2). El ciclo for de las lineas 6-8 hace dos consultas al arreglo T'S,
una suma y una asignacién, por lo que cada iteracién toma tiempo constante. Dado que realiza
n — 2 iteraciones, este ciclo toma tiempo O(n — 2). El ciclo for de las lineas 5-9 ejecuta el ciclo
previamente mencionado, por lo que cada iteracién toma tiempo O(n — 2). Siendo que realiza
k — 2 iteraciones, este ciclo toma tiempo O((n — 2)(k — 2)) = O(kn). QED
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A.2. Versiones compactas de enumeracion de composiciones

Se presentan las versiones compactas para los algoritmos UNRANK—COMP@ y RANK—COMP,
versiones que prescinden de usar los algoritmos SEP2CoMP y COMP2SEP, reduciendo el uso de
memoria a memoria constante. Estas versiones preservan todas las propiedades de sus versiones
son muy semejantes a los algoritmos UNRANK—KTUPLE y RANK—KTUPLE respectivamen-
te. Mas ain, la complejidad en tiempo y espacio de estas versiones es andloga a las pruebas para
estos algoritmos por lo que sélo enunciaremos las propiedades sin probarlas.

Algoritmo 17 UNRANK-COMP(d, n, k + 1)(compacto)

Entrada: Una terna de nimeros d,n,k+ 1 € N con d < Sk(n +1).
Salida: Una k + 1-composicién de n.

. for i = k downto 1 do

2 a < “_dﬂl

3 Tiy1 < nN—a
4: n<+<a

5: d<+d-— S,(a)
6

7

8

—_

. end for
T a
: return (z1,...,TK11)

Algoritmo 18 RANK-COMP((z1, ..., x+1))(compacto)

Entrada: Una k + 1-composicién (z1,...,25+1) € Diag,,1(n) de algtin valor n.
Salida: Un natural d < Si(n+ 1).
1: a+ 0
2:d+0
3: for i =1 upto k do
4: a+—x;,+a
5: d <+ Sl(a) +d
6: end for
7: return d,a + g1

Proposicion A.2.1. Se cumplen las siguientes para los algoritmos compactos de enumeracion
de composiciones.

1. Sila entrada a los algoritmos homonimos UNRANK—COMP@ Y es la misma, entonces
coinciden en la salida.

2. Si la entrada a los algoritmos homonimos RANK-COMP@ Y (@ es la misma, entonces
coinciden en la salida.

8. La proposicion|3.3.11| se sique sosteniendo para las versiones compactas. Es decir, con tablas
de tamano k+1x ||d]|x+1 y k+1, 1—1—25-“:1 z; basta para computar UNRANK-COMP (d, n, k+
1) y RANK-COMP((21,...,2k41)) respectivamente.

4. Elteoremal3.3.9 se sigue sosteniendo, es decir, UNRANK-COMPy RANK-COMPson inversos
uno del otro.
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Proposiciéon A.2.2. Las complejidades en tiempo y espacio de UNRANK-COMP(d,n, k+1)

y RANK-COMP(21, ..., Tk11) (@ dependiendo del método para calcular un numero simplex y el
indice de simplex estdn dadas en las siguientes.

1. La complejidad en espacio para UNRANK-COMP es O(1) y en tiempo son las siguientes.

a) En general la complejidad en tiempo es O(k(FS(d, k) + S(k, |d]|k)))-
b) Usando SIMPLEX (1) y FLOORSIMPLEX (3]) O (k*logy(|[d]Ix))-
c) Usando una tabla suficientemente grande y FLOORSIMPLEX O(klogy(ld]lk))-

2. La complejidad en espacio para RANK-COMP es O(1) y en tiempo son las siguientes.

a) Sia=YXx; la complejidad en tiempo en general es O(kS(k,a)).
b) Usando SIMPLEX O(k?).

¢) Usando una tabla se tiene que la complejidad es O (k).



Indice de Algoritmos

L. SIMPLEX(7m,K)|. . .« o o o 25
2. TABLA-SIMPLEX(Kk,m)| . . . . . . . ..o 26
3. FLOORSIMPLEX(m, k)| . . . . .. .. .. i 34
4.  FLOORSIMPLEX(m, k,T'S)(Con tabla precomputada)l ................ 41
5. FLOORSIMPLEX(m, ) Con cotas)[. . . . .. ... ... 43
6. FLOORSIMPLEX(m k,TS) (Con cotas y tabla precomputada)| ........... 44
7. COMP2SEP((z1,.. $k+1)) .............................. 50
8. SEP2COMP((a1,...,@k), )| « o v v o 51
9. UNRANK-COMP(d,n,k+ 1) . . . ... ... 62
10. RANK-COMP((Z1,...,@pt1))| - - - o o o oo oo e e e i 64
11. UNRANK-KTUPLE(m,k+ 1) . . . . . . .. ... o o o o o . 69
12.  RANK-KTUPLE((Z1,...,Zk41))| - - o o o v oo oo e e i e e 70
13. UNRANK-KTUPLE(m, k + 1)(compacto)| . . . . ... ................ 72
14. RANK-KTUPLE((21, ..., Zk+1))(compacto)| . . . . .. ... ... ... ... .... 74
15. UNRANK-TUPLE(W)| . . . . . .. ..o 80
16. RANK-TUPLE((T1, ..., @pr1))| « o o v v oo oo oo i 81
17. UNRANK-COMP(d,n, k + 1)(compacto)[. . . . . .. .. ... ... ... ...... 98
18. RANK-COMP((21, ..., Zk+1))(compacto)l . . . . . ... ... ... ... ... ... 98

100



Referencias

1]

M. V. Lemus Yénez, Aproximacion a la distribucion universal por medio de simulaciones
erhaustivas. Proyecto de investigacién para el Doctorado en Ciencias de la computacion,
Universidad Nacional Auténoma de México, 2019.

A. N. Kolmogorov, “Three approaches to the quantitative definition of information,” In-
ternational Journal of Computer Mathematics, vol. 2, pp. 157-168, Jan. 1968. Publisher:
Taylor & Francis.

G. J. Chaitin, “On the Length of Programs for Computing Finite Binary Sequences,” Journal
of the ACM, vol. 13, pp. 547-569, oct 1966.

R. J. Solomonoff, “A preliminary report on a general theory of inductive inference,” in Zator
Tech. Bull., Citeseer, 1960.

R. J. Solomonoff, “The kolmogorov lecture the universal distribution and machine learning,”
The Computer Journal, vol. 46, no. 6, pp. 598-601, 2003. Publisher: Oxford University Press.

R. J. Solomonoff, “A formal theory of inductive inference. Part 1,” Information and control,
vol. 7, no. 1, pp. 1-22, 1964. Publisher: Elsevier.

M. Li and P. Vitanyi, An introduction to Kolmogorov complexity and its applications, vol. 3.
Springer, 2008.

J.-P. Delahaye and H. Zenil, “Numerical evaluation of algorithmic complexity for short
strings: A glance into the innermost structure of randomness,” Applied Mathematics and
Computation, vol. 219, no. 1, pp. 63-77, 2012. Publisher: Elsevier.

P. Vitanyi, “How incomputable is Kolmogorov complexity?,” Entropy, vol. 22, no. 4, p. 408,
2020. Publisher: Multidisciplinary Digital Publishing Institute.

G. Winskel, The formal semantics of programming languages: an introduction. MIT press,
1993.

E. Acuna Yeomans, Enumeracion de programas. Proyecto de investigacién para la maestria
en Ciencias de la Computacién, Universidad Nacional Auténoma de México, 2021.

T. Skolem, “Uber die Zuriickfithrbarkeit einiger durch Rekursionen definierter Relationen
auf “Arithmetische” (1937),” in Selected Works in Logic (T. Skolem, ed.), Oslo: Universi-
tetsforlaget, 1970. Ver [35] para resumen al inglés.

F. Soler-Toscano, H. Zenil, J.-P. Delahaye, and N. Gauvrit, “Calculating Kolmogorov Com-
plexity from the Output Frequency Distributions of Small Turing Machines,” PLoS ONE,
vol. 9, May 2014.

101



REFERENCIAS 102

[14]
[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]
[29]

[30]
[31]

[32]

“AUTOMACOIN. www.automacoin.com.html.

C. Sajedi and M. Lind, “Automacoin, a cryptocurrency for Algorithmic Information Dyna-
mics.” https://www.automata2020.com/videos--material.html, Aug. 2020.

D. E. Knuth, The art of computer programming, volume 4A: combinatorial algorithms, part
1. Pearson Education India, 2011.

D. L. Kreher and D. R. Stinson, Combinatorial Algorithms: Generation, Enumeration, and
Search, vol. 7. CRC Press, 1998.

A. Nijenhuis and H. S. Wilf, Combinatorial algorithms: for computers and calculators. Fl-
sevier, 2014.

F. Ruskey, Combinatorial generation, vol. 11. Preliminary working draft. University of
Victoria, Victoria, BC, Canada, 2003.

G. Cantor, “Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre.,” Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, vol. 84, pp. 242-258, 1877.

E. Deza and M. Deza, Figurate numbers. World Scientific, 2012.

M. P. Szudzik, “The Rosenberg-Strong Pairing Function,” arXiv preprint arXiv:1706.04129,
2017.

A. L. Rosenberg, “Allocating Storage for Extendible Arrays,” Journal of the ACM, vol. 21,
pp. 652-670, Oct. 1974.

A. L. Rosenberg, “Efficient pairing functions — and why you should care,” International
Journal of Foundations of Computer Science, vol. 14, pp. 3—17, Feb. 2003. Publisher: World
Scientific Publishing Co.

D. E. Knuth, “The Art of Computer Programming, vol 1: Fundamental,” algorithms, p. 187,
1968.

M. Green, “Restrictions of linear series to hyperplanes, and some results of Macaulay and
Gotzmann,” in Algebraic curves and projective geometry, pp. 76-86, Springer, 1989.

P. Frankl, “A new short proof for the Kruskal-Katona theorem,” Discrete Mathematics,
vol. 48, no. 2-3, pp. 327-329, 1984. Publisher: Elsevier.

S. S. Skiena, The algorithm design manual. Springer International Publishing, 2020.

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein, Introduction to algorithms. MIT
press, 2009.

J. Kleinberg and E. Tardos, Algorithm design. Pearson Education India, 2006.

A. B. Mojica, H. R. Mejia, and C. R. Orta, Algebra superior. UNAM, Facultad de Ciencias,
2006.

D. R. Mazur, Combinatorics: A Guided Tour. American Mathematical Soc., Feb. 2020.


www.automacoin.com.html
https://www.automata2020.com/videos--material.html

REFERENCIAS 103

[33]

[34]

[35]

C. R. Harris, K. J. Millman, S. J. van der Walt, R. Gommers, P. Virtanen, D. Cournapeau,
E. Wieser, J. Taylor, S. Berg, N. J. Smith, R. Kern, M. Picus, S. Hoyer, M. H. van Kerkwijk,
M. Brett, A. Haldane, J. Fernandez del Rio, M. Wiebe, P. Peterson, P. Gérard-Marchant,
K. Sheppard, T. Reddy, W. Weckesser, H. Abbasi, C. Gohlke, and T. E. Oliphant, “Array
programming with NumPy,” Nature, vol. 585, pp. 357-362, 2020.

P. Virtanen, R. Gommers, T. E. Oliphant, M. Haberland, T. Reddy, D. Cournapeau, E. Bu-
rovski, P. Peterson, W. Weckesser, J. Bright, S. J. van der Walt, M. Brett, J. Wilson, K. J.
Millman, N. Mayorov, A. R. J. Nelson, E. Jones, R. Kern, E. Larson, C. J. Carey, 1. Polat,
Y. Feng, E. W. Moore, J. VanderPlas, D. Laxalde, J. Perktold, R. Cimrman, I. Henriksen,
E. A. Quintero, C. R. Harris, A. M. Archibald, A. H. Ribeiro, F. Pedregosa, P. van Mulbregt,
and SciPy 1.0 Contributors, “SciPy 1.0: Fundamental Algorithms for Scientific Computing
in Python,” Nature Methods, vol. 17, pp. 261-272, 2020.

B. Rosser, “Th. skolem. iiber die zurickfiihrbarkeit einiger dutch rekursionen definierter
relationen auf ‘arithmetische’acta lilterarum ac scientiarum regiae universitatis hungaricae
francisco-iosephinae, sectio scientiarum mathematicarum, vol. 8 (1936-1937), pp. 73-88.,”
The Journal of Symbolic Logic, vol. 2, no. 2, pp. 85—86, 1937.



	Portada
	Resumen
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Antecedentes
	Capítulo 2. Números Simplex
	Capítulo 3. Enumeración de Composiciones
	Capítulo 4. Enumeración de k-tuplas
	Conclusiones
	Apéndices
	Índice de Algoritmos
	Referencias



