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Un Estudio de Algoritmos para el Problema de Acuerdo de Reticula en un
Sistema Sincrono

por

Henry Martinez Bello

Resumen

En el problema de acuerdo de reticula se tienen n procesos, donde cada proceso p; tiene
un valor de entrada x; que pertenece a una reticula £ y, después de procesar un algoritmo,
el proceso decide por un valor de salida y; que pertenece a la reticula L. Estos valores de
salida deben formar una cadena entre ellos, ademas, el valor de salida debe estar acotado
por abajo por el valor de entrada del proceso y por arriba por el join de los valores de
entrada de los n procesos (x; < y; < UX). En la tesis se va a estudiar el problema de
acuerdo de reticula sobre un sistema sincrono con paso de mensajes, donde pueden ocurrir
fallas de paro.

En este trabajo se presentan los anélisis de tres algoritmos que resuelven el LAP. El
primer algoritmo que se presenta es LAk con un orden de complejidad lineal respecto al
numero de fallas, donde se demuestra que su complejidad es justa. Un segundo algoritmo
es LAy, el cual es una homologacion al sistema presentado en esta tesis del algoritmo de
Marios Mavronicolas, este algoritmo tiene la particularidad de ser de terminaciéon tempra-
na, ademas, cada proceso decide a lo mas en min{1+h(7 (X)), [(1++/8f + 1)/2]} rondas.
Finalmente, el tercer algoritmo estudiado es LA,, donde cada proceso decide a lo mas en
log(h(L)) rondas.

Se hace un estudio sobre las cotas inferiores de los tres algoritmos para demostrar que
las cotas propuestas son justas.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de acuerdo de reticula (lattice agreement problem) introducido por Attiya,
Herlihy y Rachman en 1995 [1|, es un problema de decision importante para sistemas
distribuidos. Dicho problema es equivalente a resolver el problema de instantaneas atémicas
(atomic snapshots) en memoria compartida. Referente a la demostracion se puede consultar
con mas detalle en [1].

Se iniciara presentando los conceptos asociados al computo distribuido. Se vera como
se puede enviar un mensaje de un proceso a otro, asi como los conceptos asociados a un
modelo sincrono y asincrono. No olvidemos que un sistema no es perfecto, por lo cual se
veran los principales tipos de fallas que ocurren o pueden ocurrir. Finalmente, se mostraréa
un panorama y los trabajos relacionados al problema de acuerdo de reticula.

1.1. Computacion Distribuida

Como describen Maurice Herlihy, Dmitry Kozlov y Sergio Rajsbaum en [6] un sistema
distribuido es una coleccion de entidades de computacion secuencial llamados procesos, los
cuales cooperan para resolver un problema o tarea mediante el envio de mensajes o de una
memoria compartida. Una caracteristica es que usualmente los procesos en este tipo de
sistemas cuentan con una alta capacidad de computo y memoria.

= Los sistemas que utilizan envio de mensajes, los procesos involucrados en el sistema
envian mensajes a los otros procesos mediante canales de comunicacion, incluidos a
ellos mismos.

= Los sistemas que hacen uso de memoria compartida, los procesos involucrados en
el sistema pueden acceder a ella, ya sea para comunicarse entre ellos o para evitar
copias redundantes. Existen diferentes submodelos por mencionar algunos: memoria
de lectura y escritura es donde los procesos comparten un arreglo de ubicaciones de
memoria; variable de un solo escritor es en la cual puede ser escrito inicamente por
el dueno pero puede ser leida por todos los procesos del sistema y, de multiescritura
donde la variable puede ser modificable por todos los procesos.

Un par de caracteristicas importantes en estos sistemas se refieren a la presencia de
fallas y la incertidumbre del tiempo. En todo sistema existen fallas, motivo por el cual se
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crean protocolos para tolerarlas e identificarlas. Las fallas de paro son en las que un proceso
defectuoso se detiene y permanece de esta manera el resto del protocolo. Sin embargo, una
falla de tipo bizantino, la cual fue propuesta por Lamport para poder abordar el problema
de generales Bizantinos en [§8], es donde un proceso defectuoso muestra un comportamiento
arbitrario o malicioso.

Para manejar la incertidumbre del tiempo se plantean dos modelos: el modelo sincrono
donde los procesos conocen de antemano el tiempo de recepcion de los mensajes de parte
de los otros procesos, de tal forma que es posible detectar los procesos que fallan. Por otro
lado, en un modelo asincrono no se tiene alguna restricciéon respecto a la recepcion de los
mensajes o retrasos en la comunicacion.

1.2. Descripcion del Problema

En los temas referentes al internet o desarrollo de dispositivos méviles una primera tarea
a resolver es la transferencia de informacién o comunicacién. Asi mismo, los algoritmos
para redes con multiples procesos, y la incertidumbre del tiempo son otros ejemplos de
problemas actuales que aborda el computo distribuido. Entre las soluciones propuestas se
ha abordado el problema del consenso.

El problema del consenso es uno de los problemas fundamentales en el computo distri-
buido, en el que dado un conjunto de n procesos sobre un sistema de envio de mensajes,
cada proceso propone un valor de entrada y debe decidir un valor de salida tal que todos
los procesos correctos decidan el mismo valor. Si se tiene un sistema sincrono con f < n
fallas de paro, entonces en al menos f + 1 rondas los procesos correctos resuelven consen-
so. Sin embargo, cuando hablamos de fallas bizantinas en un sistema sincrono el problema
puede ser resuelto después de f + 1 rondas [2|. Por otro lado, en un sistema asincrono
jamas se llegara a un consenso [4]. Estas peculiaridades hacen que el problema de acuerdo
de reticula sea de cierta manera mas débil, debido a que, por un lado existen algoritmos
que resuelven el problema ya sea en un sistema sincrono o asincrono con fallas. Ademas,
existen algoritmos con orden de complejidad O(log f) [14].

El problema de acuerdo de reticula [1], para un conjunto de n procesos se tiene que
cada proceso p; propone un valor x; € Ly debe decidir alguna salida y; € £. Tanto el valor
de entrada como el de salida son elementos de la reticula finita (£) con un orden parcial
(<) y la operacion join (U). Los conceptos de reticula, orden parcial y la operacion join
se revisaran con mas detalle en el capitulo 2.

Un algoritmo resuelve el problema de acuerdo de reticula (de sus siglas en inglés LAP),
si satisfacen todas y cada una de las siguientes tres propiedades !:

» Downward-Validity: Para todo i € {1,...,n}, z; < y;.
» Upward-Validity: Para todo i € {1,...,n}, yv; < U{zy,...,z,}.

» Comparabilidad: Para todo ¢, € {1,...,n}, se cumple y; < y; o y; < y;.

'En el capitulo 2 se van a explicar las relaciones que existen con los valores de entrada y salida.
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1.2.1. Algoritmos que resuelven LAP y toleran fallas de paro

A continuacién, se hard un breve resumen de los algoritmos que resuelvan el problema
de acuerdo de reticula, tanto en un modelo que tolera fallas de paro (Tabla 1) como uno
que admite fallas de tipo bizantino (Tabla 2).

El primer algoritmo propuesto para resolver el problema fue dado por Attiya en [1],
el cual trabaja sobre un modelo sincrono con fallas de paro, dicho algoritmo termina en
log(n) 4+ 1 rondas. La idea es dividir recursivamente en dos grupos los procesos por cada
ronda. Supongamos que en la primera ronda tenemos n procesos, entonces se divide en
dos grupos de tal forma que en el primer grupo se encuentran los primeros § procesos y
los restantes § procesos pertenecen al segundo grupo. Ahora, cada proceso que pertenece
al primer grupo envia su valor en un mensaje a todos los procesos del segundo grupo y
cada proceso del segundo grupo aplica la operacion join a los valores recibidos. Entonces,
el valor de salida de cada proceso correcto del segundo grupo cumple la condiciéon de
comparabilidad (>) con los valores de salida de los procesos correctos del primer grupo.
Ahora se aplica este procedimiento sobre los dos grupos generados en la primera ronda, de
tal forma que en la segunda ronda existen cuatro grupos: los procesos del primer grupo (los
primeros § procesos) envian su mensaje a los procesos del segundo grupo (los procesos §+1
hasta ) y los procesos del tercer grupo (los procesos §+1 hasta %") envian su mensaje a
los procesos del cuarto grupo (los % procesos restantes), donde los procesos pertenecientes
a los grupos pares aplican la operacion join sobre los valores recibidos. De tal forma que
al final de cada ronda r existen 2" grupos y cada proceso de cada grupo es comparable
con los procesos correctos de los grupos restantes, pero no necesariamente con los procesos
que pertenecen a su grupo. Podemos observar la divisiéon de los n procesos en las primeras
dos rondas en la figura 1.1.

Figura 1.1: Divisién de los procesos de las primeras dos rondas con el algoritmo de Attiya.

Por otro lado, Xiong Zheng, Changyong Hu, y Vijay K. Garg [14]| presentan el algo-
ritmo LA,, el cual trabaja en un modelo sincrono con fallas de paro y tiene un orden
O(log(h(L))), donde h(L) es la altura conocida de la reticula. Esta solucion sirve de base
para un segundo algoritmo LAg, el cual con ayuda de LA, y teniendo el nimero de fallas
tiene un orden O(log f) rondas. Finalmente, dan un tercer algoritmo LA, el cual tiene un
orden min{O(log*(h(L))), O(log® f)}. Referente a LAy, la cota es significativamente mejor
que el propuesto por Mavronicolas [11], el cuél es un algoritmo de detencién temprana
para el acuerdo de reticula y se tiene un orden min{O(h(J(X)?)),O(v/f)} rondas.

27(X) es la sub-reticula superior generada por X.
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En la tabla 1 se muestran algoritmos referentes a los dos modelos. En el modelo asin-
crono se tienen dos algoritmos, uno propuesto por Faleiro [3| y el otro es LAs [14], en
ambos se observa que el nimero de rondas es de orden lineal, mientras que el de Faleiro es
un algoritmo estilo Paxos [7]. El algoritmo de Zheng usa una idea similar a los aplicados
en un sistema sincrono en [14], pero con un extra, el cual sirve para solucionar los posibles
retrasos arbitrarios de los mensajes.

Referencia Complejidad Modelo
[1] O(logn)
[11] min{O(h(J(X))), O(V)}
LA, [14] O(logh(L)) Sinerono
LA, [14 O(log f)
LA, [14] | min{O(log® h(L)),O(log” f)}
LAg Oo(f)
13] O(n) Asincrono
LA;s [14] min{O(h(L)), O(f)}

Tabla 1: Algoritmos que toleran fallas de paro.

1.2.2. Algoritmos que resuelven LAP y toleran fallas bizantinas

En cuanto a los algoritmos propuestos para un modelo con fallas de tipo bizantino, Di
Luna y otros en [10], presentan el primer algoritmo para un modelo asincrono donde su
algoritmo toma O( f) rondas. La idea general, es que, dado un proceso correcto se construye
un conjunto de valores seguros (los tinicos valores que posiblemente se entregaran en rondas
futuras). Donde cada proceso entregara su mensaje solo si todos los valores que tiene estan
contenidos en su conjunto de valores seguros.

Xiong Zheng y Vijay Garg proponen tres algoritmos para un sistema asincrono [12]. El
primer algoritmo toma O(y/f) rondas y tiene la propiedad de detenciéon temprana. Mientras
que los otros algoritmos toman O(log f) y O(log n) rondas. Donde los tres algoritmos tienen
la propiedad de tolerar f < % fallas. Por otro lado, agregando un sistema de autentificacion
se tiene una tolerancia de f < % fallas.

En [9] Di Luna y otros muestran un algoritmo para sistemas con fallas bizantinas en
un modelo sincrono (mediante canales autentificados), el cual toma O(log f) rondas y es
capaz de tolerar f < (ﬂ fallas. En este articulo se muestra que si se tiene un sistema con
fallas bizantinas en un modelo sincrono mediante canales autentificados el problema de
acuerdo de reticula no puede ser resuelto si f > (%] . Como parte de la soluciéon y tomando
un modelo con firmas digitales, ellos muestran un algoritmo que trabaja en un sistema
que tolera fallas bizantinas con f < (%W en un modelo sincrono y que termina en O(log f)
rondas.

Finalmente, en [13] Xiong y otros muestran dos resultados para el problema de acuerdo
de reticula en un sitema con fallas de tipo bizantino en un modelo asincrono. El primer
resultado es un algoritmo que toma O(log f) rondas y tolera f < % fallas, mientras que el
segundo resultado asocia un modelo con firmas digitales y es capaz de tolerar f < % fallas.
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Referencia | Complejidad | DS | Fallas Modelo
[12] Olog /) | No|J<1%
12] Ollogf) | Si | f<?
[12] O(logn) No | f<3
[12] O(logn) Si | f<% |
[12] O(/F) No | f < é Sincrono
12 OWf) | si|f<t
9] Ollog f) | No | f<®
9] Ollogf) | Si |f<*®
[10] 0(f) |No|f<2
[13] O(log f) No | f < % | Asincrono
[13] O(log f) Si | f<3

Tabla 2: Algoritmos que toleran fallas de tipo bizantino.

1.3. Desarrollo de la tesis

Cuando uno habla de algoritmos distribuidos, una de las preguntas principales que se
hace es jcual es el orden de complejidad del algoritmo?, pero siendo més ambiciosos uno
se puede preguntar ;cuél es el orden de complejidad del problema a resolver? (complejidad
en el nimero de rondas). Esta pregunta, en el caso de LAP en un sistema sincrono con
fallas de paro sigue siendo una incognita. Sin embargo, existen algoritmos que lo resuelven
con un orden de complejidad que podriamos calificar como buenos:

» En [11], Marios Mavronicolas propone su algoritmo. En ese mismo articulo demostro
su correctez y a la vez acotd el numero de rondas del algoritmo. Al final, Marios
Mavronicolas se plantea un par de cuestiones referente al algoritmo, primero saber si
la cota propuesta es justa o no, también responder a la pregunta ;existe un algoritmo
de detencién temprana que resuelva LAP en un sistema sincrono con un orden de
complejidad /f?.

= El segundo algoritmo es LA, de Xiong Zheng, Changyong Hu y Vijay K. Garg
presentado en [14], el cual aborda el LAP con la suposicion de que los procesos tienen
conocimiento previo del tamano de la reticula de entrada. Ademas, el algoritmo tiene
un orden de complejidad log(h(L)). Entre las interrogantes que deja este algoritmo
es corroborar si la cota propuesta es justa o no.

1.3.1. Objetivos

Los objetivos principales de la tesis son los siguientes:

= El objetivo de investigacion se centrard en la complejidad respecto al niimero de
rondas de los algoritmos ( LAg, LAy, LA,) que resuelven el LAP.

= Se presentaré el algoritmo L AR y se demostrara su correctez asi como su complejidad.
Ademas, se estudiara si existen mejoras para reducir su complejidad.
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» Se homologaré la notacion del algoritmo LAy, presentado en [11]. Posteriormente se
demostrara la correctez del algoritmo homologado y su complejidad.

= Se encontrard una mejora en la complejidad del algoritmo LA),.
= Se demostrard que las cotas de los algoritmos LAg, LAy v LA, son justas.

» Finalmente, se plantea el algoritmo LA, para la soluciéon al LAP en una reticula
completa.

La conclusion de estos objetivos nos permitiré tener un panorama mas amplio acerca de
estas soluciones abordadas para resolver el LAP. También nos permitira hacer un estudio
acerca del orden de complejidad en el nimero de rondas para las soluciones descritas del
LAP y continuar en la linea de la hipotesis de que el LAP es de orden logaritmico.

1.3.2. Organizacion de la tesis

La organizacion de la tesis es la siguiente:

= En el capitulo 2 se mostraran los conceptos necesarios para abordar un poset y una
reticula, de la misma forma se vera con mas detalle la definiciéon del Problema de
Acuerdo de Reticula. Finalmente, se abordaré el modelo topologico de la red sobre
la cual se va a trabajar.

= En el capitulo 3, se empezaré por exponer el primer algoritmo LAg. Este algoritmo
es una forma natural y sencilla de como resolver el LAP. Se va a demostrar el orden
de complejidad en el nimero de rondas que se requiere para resolver el LAP y se
muestra que dicha cota es justa.

= En la linea de estudiar los algoritmos que resuelven el LAP. En el capitulo 4 y 5 se
estudiaran dos algoritmos (Algoritmo de Mavronicolas y LA,) que tienen un orden
de complejidad en el ntimero de rondas mas 6ptimo (O(v/f) y O(log(h(L))).

= Por dltimo, las conclusiones y el trabajo que se llevaré a cabo en el futuro se expon-
drén en el capitulo 6.




Capitulo 2

Problema de Acuerdo de Reticula

(LAP)

En este capitulo se van a estudiar los conceptos de reticula asi como la topologia del
modelo asociado al problema. Una vez en contexto se va a definir el LAP en un modelo
sincrono considerando fallas de paro y las propiedades que se deben de satisfacer.

2.1. Conjunto Parcialmente Ordenado (poset)

La teoria de conjuntos parcialmente ordenados tiene aplicaciones en diversas areas
de las ciencias de la computacion e ingenierias, por ejemplo: en computo distribuido,
teoria de concurrencia, mineria de datos, entre otros. Por otro lado, se tienen aplicaciones
en matematicas como: combinatoria, teorfa de graficas, teorfa de ntmeros y teoria de
grupos [5].

En esta seccion se van a definir formalmente los conceptos de conjunto parcialmente
ordenado y abordar unos resultados importantes.

En las matemaéticas una disyuntiva es poder definir conceptos primordiales, por ejem-
plo, en la teoria de conjuntos se puede hacer la pregunta ;qué es un conjunto?, y responder
a esta pregunta se vuelve en un problema de estructura. Motivo por el cual no se va a dar
una definiciéon al concepto de conjunto, sb6lo se tomara como un concepto primitivo y se
asumiran ciertas caracteristicas respecto a un conjunto.

= Un conjunto S esta formado por elementos y denotaremos como a € S si y sé6lo si a
es un elemento de S. Por otro lado, si a es un elemento y no esta en el conjunto S
entonces lo denotaremos como a ¢ S. Un elemento a sbélo puede tener alguno de los
dos estados.

» El conjunto vacio es aquel que no tiene elementos y se denotara por ().

» Sea P(x) una propiedad que caracteriza a los elementos de un conjunto y se denotara
como S = {z|P(x)}.
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2.1.1. Relaciéon de equivalencia

En teoria de conjuntos a veces nos gustaria poder clasificar los elementos de un con-
junto, por lo cual se establece una relacion de equivalencia.

Sea S = {z|xr € Z} y nos gustaria agruparlo en dos clases diferentes, tal que z € Z
entonces x € P o x € I, pero no en ambos. Donde P es el conjunto de los nimeros pares e
I es el conjunto de los impares. Por lo cual establecemos la siguiente relacion x = y mod 2
(=2), de tal forma que es posible dividirlos en dos conjuntos P e [ independientes.

Ahora definamos formalmente una relacion de equivalencia.

Definicion 2.1.1. Sea S un conjunto y ~ una relacion definida sobre S. Diremos que ~
es una relacion de equivalencia si satisface las siguientes propiedades:

» Reflexividad: Para cada x € S x© ~ x.
s Simetria: Si x ~ y entonces y ~ x.

» Transitividad: St x ~y yy ~ z entonces v ~ z.

Dada la relacion =, veamos que en efecto es una relacion de equivalencia, para ello
tenemos que validar que se satisfacen las tres propiedades ya descritas.

» Reflexividad: Sea = € S de la definiciéon de congruencia tenemos que r —x = 0y
0 mod 2 = 0.

» Simetria: Sean x,y € S tal que x ~ y implica que © = y mod 2 entonces 2|x — y.
Entonces, 2| — (y — x) lo que significa 2| — 1 o 2|(y — x), pero como 2 f— 1 por lo
tanto y = x mod 2 .

» Transitividad: Sean z,y,z € S, tal que © ~ y y y ~ z. Como 2|z —y y 2|y — z
entonces existen m,l € Z, tal que r —y = 2m y y — z = 2[. Por lo tanto, al sumar
tenemos © — z = 2(m + 1) es decir 2|z — z.

Por lo tanto, =, es una relaciéon de equivalencia.

2.1.2. Orden parcial

Definicién 2.1.2. Sea R una relacion binaria sobre un conjunto S, diremos que (S, R)
es un conjunto con orden parcial si satisface las siguientes propiedades:

» Reflexividad: Para cada v € S xRx.
s Antimetria: St xRy y yRx, entonces x = y.

» Transitividad: St xRy y yRz, entonces xR z.
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Un conjunto con un orden parcial se denomina conjunto parcialmente ordenado (poset).
La relacion R usualmente se denota como < debido a que ya cumple con la propiedad de
dicotomia.

Veamos un ejemplo, sea el conjunto S = {a, b, ¢, d, e} y definamos la relacion entre cada
elemento del conjunto como sigue: R := {(a,b), (b, ¢), (a,c), (a,d), (d,e), (a,e), (b,e)}. Una
forma de representar graficamente a un conjunto parcialmente ordenado finito es mediante
un diagrama de Hasse.

De acuerdo a [5] podemos definir un diagrama de Hasse (figura 2.1) de un poset como:
una grafica con la propiedad de que existe un arista de x a y si y s6lo si z <. y. Dénde
<. denota a una cubierta. Entenderemos por cubierta como: sean x,y € S diremos que y
cubre a z si x < y y no existe z € S tal que z < z < y.

Figura 2.1: Diagrama de Hasse.

2.2. Reticula

Se definiran dos operaciones para operar sobre subconjuntos de un conjunto parcial-
mente ordenado (X, <) [5].

Definicién 2.2.1. Infimo (meet). Sea Y C X, donde (X, <) es un poset. Para m € X,
diremos que m = infY si y solo si:

n VyeY :m<y.

s Vm' eX - (MyeY m' <y)=m'<m.

Definiciéon 2.2.2. Supremo (join). Sea Y C X, donde (X, <) es un poset. Para m € X,
diremos que m = supY si y solo si:

s VyeVY ry<m.

nVm e X - (MyeY :y<m')=m<m.
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El infimo también se conoce como la maxima cota inferior y lo denotaremos como 1.
Por otro lado, el supremo también se conoce como la minima cota superior y lo denotare-
mos como L. En la figura 2.1 se puede observar que para el subconjunto {c, e} no existe el
supremo. Como nos hemos dado cuenta el supremo podria no existir para algin subcon-
junto Y de (X, <), lo mismo puede ocurrir para el infimo. Observemos un ejemplo donde
existen ambos (figura 2.2), en este poset finito podemos ver que tanto el supremo como el
infimo existen para cualquier subconjunto, al que también se le conoce como reticula.

Definicion 2.2.3. Reticula (lattice). Un poset (X, <) es una reticula (L) si y sélo si
Vz,y € X se tiene la existencia de x Uy y xMy.

{a,b,c}

RN

{a.b} {a.c} {bc}
{b} {

Figura 2.2: Reticula booleana de los sub-
conjuntos de {a, b, c}.

{a} c}

{3}//////// \\\\\\\\{5}
N

{}

Figura 2.3: Reticula D;s5.

En la definicion de reticula las operaciones join y meet son operaciones binarias. En esta
tesis se trabajara con reticulas donde ambas operaciones estan definidas sobre subconjuntos
finitos. Por lo que se van a extender ambas operaciones de la siguiente manera: Sea £ una
reticula dada por (X, <) y sea S C L entonces LS € Ly MS € L. De tal forma que LIS se
obtiene al aplicar la operacion join inductivamente sobre los elementos de .S, de la misma
forma para NS. Sean los siguientes ejemplos de reticulas:

= Conjunto D,, de divisores naturales de n con la operaciéon de orden parcial usual
x < y siempre que z|y. El supremo viene dado por el minimo comtn multiplo y el
infimo por el maximo comun divisor (figura 2.3).

= Intervalo |0,1] con la operacion de orden usual (menor o igual que).
» Conjunto de ntimeros enteros con la operacion de orden usual (menor o igual que).

= Reticula booleana de los subconjuntos de S. Sea S un conjunto y denotemos como
Pow(S) al conjunto potencia del conjunto S, donde la inclusion (C) queda definida
como la relacion de orden parcial y las operaciones: join queda dada por la uniéon (U)
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y el meet por la interseccion (M), a esta reticula se le conoce como reticula booleana
de los subconjuntos de S (figura 2.2).

Definicion 2.2.4. Sea L una reticula dada por (X, <). Diremos que S C L es una sub-
reticula, sty solo si, Va,b € S se tiene que allbe S yallbe S.

Propiedades basicas de una reticula

Proposicion 2.2.5. Sea (X, <) una reticula L. Seany € Ly S C L tal quex <yVr € S
entonces LIS < y.

Demostracion. Tenemos que x < y Vo € S, ademés sea j = LIS. De la definicion 2.2.2:
Vo € S se cumple z < j. Ademés, se tiene que Vj' € L tal que Vo € S se cumple que
x < j', entonces j < j'. Por lo tanto, j < y. [ |

Proposicion 2.2.6. Sea (X, <) una reticula L. Seany € L y S C L tal que z < y o
x>y Vo €S entonces US <y o LUS > y.

Demostracion. Six <y Vx € S, por la proposicion 2.2.5, entonces LIS < y. Por otro lado,
si existe x € S tal que y < x, por la definicion de join tenemos que x < LIS, aplicando la
transitividad se tiene que y < LS. |

Proposicion 2.2.7. Sea (X, <) una reticula L. Sean A, B C L tal que A C B entonces
LA < UB.

Demostracion. Sea jp = UB, es decir se tiene que Vb € B b < jg. Por otro lado, sea
ja = UA. De la definicion 2.2.2: Va € A, a < j4. Ademas, se tiene que Vx € L, tal que
VYa € A se cumple que a < x, entonces j4 < z. En particular a < jg Va € A. Por lo tanto,

Jja < JB- [ |

Al ejemplo proporcionado por el diagrama de Hasse en la figura 2.1 se le conoce como
sub-reticula inferior. Definiremos una sub-reticula inferior Z sobre (X, <): si Vo,y € Z,
existe z My € Z. Por otro lado, se le conoce como sub-reticula superior a S sobre (X, <)
siVe,y €S, existe x LIy € S.

Definicion 2.2.8. Sea L una reticula (X,<). Sea S C L se va a definir inductivamente
L(S) como la sub-reticula generada por S, como sigue [11]:

» Vs e S, se L(9).
» Para cualquier subconjunto numerable Y C L(S) se tiene:

o LIY € E(S)
o MY € L(S).

» Six € L yx no puede ser generado por las reglas anteriores entonces x ¢ L(5).

Para el caso de esta tesis se estara trabajando sobre sub-reticulas superiores, el sub-
conjunto que contiene a todos los elementos que pueden expresarse como el join de un
subconjunto de £(.S) se va a denominar sub-reticula superior generada por S.

11
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Definiciéon 2.2.9. Sea L una reticula (X,<). Sea S C L, se va a definir inductivamente
J(S) como la sub-reticula superior generada por S, como sigue [11]:

» Vse S, se J(9).
» Para cualquier subconjunto numerable Y C J(S) se tiene:
o LIY € j(S)

» Six € L yx no puede ser generado por las reglas anteriores entonces x & J(.5).

Teorema 2.2.10 ( [11], Proposicion 1). Sea (X, <) una reticula L. Sea A C L y J(A) es
la sub-reticula superior generada por A si x € J(A) entonces x = UU para algin U C A.

Para mas detalle de la demostracion del teorema 2.2.10 abordar [11].

Definicion 2.2.11. Altura de un valor v en una reticula es la longitud del camino mds
largo de cualquier valor minimo a v. Se va a denotar como h(v).

Definiciéon 2.2.12. Altura de una reticula £ (X, <) es el tamano de su valor mds largo:

h(L) := max{h(v)|v € L}. (2.1)

2.3. LAP en computacion distribuida

Se abordara el modelo de computo distribuido sobre el cual se va a estar trabajando y
se va a definir el problema de acuerdo de reticula.

2.3.1. Topologia del modelo.

Se considerara un sistema distribuido, donde la transferencia de informacion se llevara
a cabo mediante un sistema de paso de mensajes. Por otro lado, se va a tener una topo-
logia conectada completamente donde existen n procesos, los cuales se van a definir como
P1,DP2y -+ Pn-

Como se mencion6 anteriormente existen dos tipos de fallas para un proceso. A lo largo
de esta tesis se va a estudiar el problema donde un proceso puede tener una falla de paro.
Cuando se haga mencion de falla se referira a una falla de paro.

Finalmente, se supondra que se tiene un canal de comunicacién confiable con un modelo
sincrono.

2.3.2. Problema de Acuerdo de Reticula

Anteriormente se mencioné cuando un algoritmo resolvia el LAP. De igual manera en
la subseccion anterior se defini6 la topologia del modelo.

En el contexto de la tesis vamos a trabajar con una sub-reticula finita £ (X, <,LU),
la cual queda definida tomando un conjunto finito parcialmente ordenado (X,<) y la

12
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operacion join (U). Para fines de esta tesis cuando se haga uso del término reticula se esta
haciendo referencia a una sub-reticula superior.

Ahora, como se mencioné en la definiciéon de la topologia del modelo se tienen n pro-
cesos. En el problema de acuerdo de reticula [1], cada proceso p; elige un valor de entrada
x; de la reticula £ (en el caso de la tesis X representa el conjunto de valores de entrada
de los procesos). Después de procesar un algoritmo cada proceso p; termina con un valor
y; de salida que pertenece a £ (figura 2.4).

{a,b,c} ])3{a,b,c}

RN RN

{a,b} {a,c} {b.c} py 18D} {a,c} {b.c}

oo, {0 o () {b}/{

c}

N AN

{} {}

Figura 2.4: a) Valores de entrada para cada uno de los procesos; b)Valores de salida correcta
para los tres procesos.

Diremos que un algoritmo resuelve el problema de acuerdo de reticula o es correcto si
satisface las siguientes propiedades:

» Downward-Validity: Para todo i € {1,...,n}, z; < y;.
» Upward-Validity: Para todo i € {1,...,n}, yv; <U{zy,...,2,} = UX.
» Comparabilidad: Para todo i,j € {1,...,n} , se cumple y; < y; o y; < y;.

La propiedad de comparabilidad nos pide que los valores de salida de cada proceso
correcto sean comparables entre si. La propiedad Downward-validity requiere que el valor
de salida de cada proceso sea comparable y no menor a su entrada. Finalmente, la propiedad
Upward-validity requiere que el valor de salida de cada proceso sea comparable y no mayor
que el join de los valores de entrada (LIX). Observemos que estas dos tltimas propiedades
nos acotan el valor de salida y; de cada proceso p;, es decir x; < y; < LX.

13



Capitulo 3

Algoritmo que tolera fallas de paro

Una vez definida la topologia del modelo y abordada la definicion del problema de
acuerdo de reticula. En este capitulo para entender la metodologia de como funcionan las
propiedades se va a estudiar un algoritmo que tnicamente hace uso de la operacion join
(lo que quiere decir es que no hay otra operacién o comparativa involucrada). Ademas,
cuando se haga mencién de que un proceso puede fallar se hara alusién a una falla de paro.

Finalmente, para justificar la cota inferior del algoritmo se buscara una ejecuciéon donde
no se cumple alguna de las tres propiedades.

3.1. Algoritmo LAp

Estudiaremos el primer algoritmo para entender las propiedades que se deben satisfacer
para resolver el LAP. Para ello, se considerara un sistema con n procesos y pueden ocurrir
a lo més f < n fallas. De manera general se va a dar un algoritmo que termina en a lo
més R rondas.

Tomando un proceso p;, donde i € [n] y dada una reticula finita (£). Cada proceso p;
propone su valor de entrada x; € £ y al final de procesar el algoritmo tiene un valor de
salida y; € L.

En una primera instancia cada proceso no tiene conocimiento de los valores que han
elegido los otros procesos. Para tener conocimiento del sistema los procesos comparten su
valor a los otros procesos pero jqué pasa si un proceso falla?. Recordemos que cada proceso
desconoce que proceso ha fallado o que valor tenia ese proceso. Teniendo este conflicto un
algoritmo debe de ayudar a que los procesos decidan su salida y que se satisfagan las
propiedades de un LAP.

Una manera sencilla y natural de proponer un algoritmo seria de la siguiente manera:

» Cada proceso recibe su valor de entrada (z;).

» Cada proceso comparte su valor y suponemos que recibe su propio valor (v; donde
almacena el join de los valores recibidos al momento U; ).

= Cada proceso aplica la operacion join a los valores recibidos y almacena el resultado
en la variable v;.

14
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= Repite el proceso un cierto nimero de rondas R.
» Finalmente produce su valor de salida ;.

Con la idea anterior planteamos el algoritmo siguiente.

Algoritmo 1: LAg(x;) para un proceso p;

Datos: x; = valor de entrada
Resultado: y; = valor de salida
Vi = X
para r = 1 hasta R hacer
enviar a todos (v;)
U = {vj| recive v; de p;}
v; = UW{ulu € U}
fin

Yi =

b =R B U VI

3.1.1. Correctez del algoritmo

Siempre que se analice un algoritmo se va a considerar el valor de las variables al final de
cada ronda, ademés, vamos a denotar con un stper indice la ronda en la que se encuentra
(por ejemplo v] hace referencia al valor que tiene el proceso p; al final de la ronda r).

Una vez establecidas las reglas de operacion se va a demostrar que el algoritmo 1 es
correcto, es decir, se satisfacen las tres propiedades siguientes:

» Downward-Validity.
» Upward-Validity.
= Comparabilidad.

Primero vamos a ver que se satisface la propiedad de Downward-validity y posterior-
mente la propiedad Upward-validity:

Lema 3.1.1. Sea p; un proceso correcto yy; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 1, x; < y; (propiedad Downward-validity).

Demostracion. Se demostrara que la invariante: z; < v} se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p;.

= Caso base cuando r = 1, sea p; un proceso correcto.
De la linea 1, tenemos como valor inicial de v; = x;.
De la linea 3, el proceso p; envia su valor v; a todos los procesos.

De la linea 4, se tiene U} como el conjunto de los valores recibidos por el proceso
p;, el cual incluye v;. De esta forma, de la linea 5 v} = LU}, como x; = v; € Ul
Entonces, al obtener el join de U} se tiene que z; < UU}! = v} al final de la ronda 1.

15
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» Hipotesis de induccion: Supongamos que la invariante z; < v} se preserva al término
de cada ronda r.
= Por demostrar que la invariante se mantiene al final de la ronda r + 1.

Al inicio de la ronda r + 1 se tiene como valor de entrada v} y a su vez, este lo
comparte a los demés procesos (linea 3).

De la linea 4, se tiene U/ ! como el conjunto de los valores recibidos por el proceso
p; en la ronda 7 + 1, el cual incluye v!. De esta forma, de la linea 5 v/ ™! = LU/ ™,
como v € U/™'. Entonces, al obtener el join de U ! se tiene que v} < v} al final
de la ronda 7 + 1, por hipétesis de induccion z; < v} < v/

Lema 3.1.2. Sea p; un proceso correcto y y; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 1, y; < UX (propiedad Upward-validity).

Demostracion. Se demostrara que la invariante v] < LIX se preserva al término de cada
ronda 7 para un proceso p;.
= Caso base cuando r=1, sea p; un proceso correcto.
De la linea 1, tenemos como valor inicial de v; = ;.
De la linea 3, el proceso p; envia su valor v; a todos los procesos.

De la linea 4, se tiene U} como el conjunto de los valores recibidos por el proceso p;,
el cual incluye v;. De esta forma, de la linea 5 v} = LU}, donde cada valor v; € U}
se tiene que v; € X. Por lo tanto, U} C X entonces v; < LX.

» Hipotesis de induccion: Supongamos que la invariante v] < LIX se preserva al término
de cada ronda r.
= Por demostrar que la invariante se mantiene al término de la ronda r + 1.

Al inicio de la ronda 7 + 1 se tiene como valor de entrada v] y a su vez, este lo
comparte a los demas procesos (linea 3).

De la linea 4, se tiene U/ ™' como el conjunto de los valores recibidos por el proceso
p; en la ronda 7 + 1, el cual incluye v]. De esta forma, de la linea 5 v} ! = LU/ ™,
por hipoétesis de induccién para cada v; € UZH se tiene que v; < LUX. Por lo tanto,
vt < UX.

3.2. Complejidad y propiedad de comparabilidad del al-
goritmo

De la seccion anterior nos podemos preguntar si dado un ntimero de procesos n arbi-
trario jcuéntas rondas necesita el algoritmo 1 para resolver el LAP con f < n?.
Se va a demostrar que cuando R = g + 1 resuelve el LAP.
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Lema 3.2.1. Sean p; y p; procesos correctos, y sea una ronda r, donde f < 1. Entonces
al final de r, p; y p; son comparables.

Demostracion. Primero, tomemos la ejecuciéon cuando f = 0, es decir, ningtin proceso falla
en la ronda r. Sea P, el conjunto de procesos que no fallan en la ronda r. Ademas, sea X"
el conjunto de valores de los procesos del conjunto Ff. Sea p; € Pf, como ningin proceso
falla, entonces de la linea 4 (algoritmo 1) el conjunto U] = X". Por lo tanto, v} = LX"
para todo p; € Pf. Entonces, al final de la ronda r cada proceso es comparable.

Sea la ronda ry f =1, donde py es el proceso que falla en la ronda. Sea Pj el conjunto
de procesos correctos que reciben el valor del proceso py en la ronda r. Por otro lado, sea
P’ el conjunto de procesos correctos en la ronda r que no reciben el valor del proceso py.
Donde X es el conjunto de valores de los procesos en Pj. Mientras, X, es el conjunto de
valores de los procesos en el conjunto P!. Por lo tanto, X, C X y por la proposicion 2.2.7
LX. < UXy.

[ |

Teorema 3.2.2. FEl algoritmo LAg (1) resuelve el problema de acuerdo de reticula cuando
R={+1.
2

Demostracion. Se va a demostrar que se satisfacen las tres propiedades:

» Las primeras dos propiedades las obtenemos inmediatamente de los lemas 3.1.1 y

3.1.2.
» COMPARABILIDAD: Existe una ronda r’ < %+ 1 tal que f < 1. Aplicando el lema
3.2.1, al final de la ronda 7’ los procesos son comparables. Si r' = % + 1 entonces

queda demostrado.

Por otro lado, si ' < % por el lema 3.2.1 al final de la ronda r’ los procesos son
comparables, mas aiin, se observa que existen a lo més dos conjuntos de procesos
que tienen diferentes valores entre si, P/ y P} . Donde P!’ tiene como valor vp,
y Py’ tiene como valor vp,, de tal forma que vp, y vp, son comparables. Se va a
demostrar por induccién que al final de la ronda t, ' +1 < ¢ < % + 1, los procesos
son comparables.

Caso base: sea la ronda 1’ + 1, el conjunto de procesos P  es comparable con el
conjunto de procesos Pj . Donde cada proceso p € P/ U P} tiene como valor al
inicio de la ronda 7’ + 1, vp, 6 vp,. De esta forma, el proceso p tiene como valor al
final de la ronda 7' + 1, v;;/“ =vp, O v;'“ = vp,. Es decir, existen a lo mas dos
conjuntos P/ !y Pi'+! donde P/ tiene como valor vp, v Py T tiene como valor
vp,.

Hipotesis de induccion: supongamos que al final de cada ronda t existen a lo mas dos
conjuntos de procesos que tienen diferentes valores entre si, P{ y Pi. Donde P} tiene
como valor vp, y Pj tiene como valor vp,, de tal forma que vp, y vp, son comparables.

Al inicio de la ronda ¢ + 1, el conjunto de procesos P es comparable con el conjunto
de procesos Pi. Donde cada proceso p € Pf U P} tiene como valor al inicio de la
ronda t 4+ 1, vp, 6 vp,. De esta forma, el proceso p tiene como valor al final de la
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ronda ¢ + 1, vffl =vp O U;;“ = vp,. Bs decir, existen a lo mas dos conjuntos Pt
y Pt donde P/ tiene como valor vp, y Pi™ tiene como valor vp,, los cuales son

comparables.

3.3. Cota inferior

Los algoritmos descritos en la bibliografia son eficientes. Motivo por el cual nos llegamos
a preguntar ;jqué tan eficiente llega a ser el algoritmo 17. A continuaciéon se estudiara si
para R <= % existe una ejecucion tal que el algoritmo no resuelva el LAP.

De esta forma se va a trabajar sobre la reticula 3.1 inciso a. Ademas, sean f < n fallas,
donde en cada ronda ocurren 2 fallas.

{a,b,c} {a,b,c}

N N

{a,b} {a,c} {b,c} {a,b} {a,c} {b,c}

) ) I Y S S

{7 {1}

Figura 3.1: a) Reticula booleana de los subconjuntos de {a,b,c}, b) Valores de entrada
para los procesos.

{a} c}

Una vez definida la reticula sobre la cual vamos a trabajar y el nimero de fallas por
ronda. Se procede a definir la ejecucion y como se va a llevar a cabo:

= Sin pérdida de generalidad, sea Fj el conjunto de procesos que fallan en la ronda 1.

= El conjunto Fj esta conformado por el proceso py, el cual tiene como valor de entrada
{a}, y el proceso ps con valor de entrada {c} en la ronda 1.

= El conjunto A; estéd conformado por los procesos restantes, los cuales tienen como
valor de entrada {b} en la ronda 1.

= El envio de mensajes en la primera ronda se va a llevar a cabo de la siguiente manera
(figura 3.2 ):
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El proceso p;' envia un mensaje inicamente al primer proceso del conjunto A;

y el proceso pi' envia un mensaje tinicamente al segundo proceso del conjunto

A

El conjunto F; esta conformado por los primeros dos procesos pertenecientes al
conjunto Aj.

Los procesos p, € A; envian su mensaje a todos los procesos.

Sea As el conjunto A; \ Fs.

£

Figura 3.2: Ejecucion de la primera y segunda ronda.

= En las rondas subsecuentes se continta de la siguiente manera: Sea 2 < r < é, donde
F,. es el conjunto de procesos que fallan en la ronda r.

= Por otro lado, A, es el conjunto de procesos que no fallan en la ronda r.

» El envio de mensajes continia de la siguiente manera (figura 3.3):

e El primer proceso del conjunto F). envia un mensaje tinicamente al primer pro-
ceso del conjunto A, y el segundo proceso del conjunto F, envia un mensaje
tnicamente al segundo proceso del conjunto A,.

e El conjunto F).,; estd conformado por los primeros dos procesos pertenecientes
al conjunto A,.

e Los procesos pi € A, envian su mensaje a todos los procesos.

e Sea A, el conjunto A, \ F,44

Se tienen las siguientes observaciones: En cada ronda fallan dos procesos, de esta forma

tenemos que f—1 < Z%J 2 < f. Para denotar al primer y segundo proceso que pertenecen
a un conjunto A se usara la siguiente notacion p‘f‘ y p§4 o p1,p2 € A.

Se va a demostrar por inducciéon que al final de cada ronda 1 < r < L%J existen dos
procesos que no son comparables.

= Caso base: cuando r = 1. De acuerdo con la ejecucion, pi, ps € P tienen como valor
de entrada {a} y {c} respectivamente. Mientras que los procesos restantes p € A
tienen como valor de entrada {b}. Ademas, pi" recibe los valores {a} y {b}, y p3"

19



CAPITULO 3. ALGORITMO QUE TOLERA FALLAS DE PARO

Figura 3.3: Ejecucion de la ronda r.

recibe los valores {b} y {c}. Por lo tanto, al final de la ronda 1 ’U;Al = {a,b} y
1

v'y, = {b,c}, los cuales no son comparables entre si. Por otro lado, los procesos
Py

Pq € Ay tienen como valor al final de ronda 1, vé = {b}. De acuerdo con la ejecucion,

pit € Fy, y Ay es el conjunto Ay \ Fy.

Hipotesis de induccion: Sea 1 < r < %, al final de cada ronda r los procesos que
pertenecen a F,,; no son comparables entre si, es decir, p;,p2 € Fr41 v] = {a,b}
y vy = {b,c}. Ademaés, los procesos que pertenecen al conjunto A,,; al final de la

ronda r tienen como valor a {b}.

Por demostrar que la hipotesis se mantiene al final de la ronda r + 1.

Por hipétesis, p1, ps € F,.41 tienen como valores de entrada v] = {a, b} y v§ = {b, c}.
Mientras que para todo proceso p, € A, tiene como valor de entrada v = {b}.

De acuerdo con la ejecucion, p; € A,y recibe los valores {a, b} y {b}, mientras que
pa € A1 recibe los valores {b, ¢} y {b}. Por otro lado, los procesos p, € A, o tienen
como valor al final de la ronda r + 1, v" ™! = {b}. Por lo tanto, el proceso pfr“ tiene
como valor v} = {a, b}, y el proceso p’;”l tiene como valor v = {b, ¢}, los cuales
no son comparables entre si. Finalmente, los procesos p, € A, tienen como valor al
final de la ronda r + 1, v/ = {b}. De acuerdo con la ejecucion, pf’“, pzAT“ € Fo
y Ao es el conjunto A, 1\ Frpo.
f

Por lo tanto, al final de cada ronda 1 < r < [£] existen dos procesos que no son

i
comparables, es decir, forman una anticadena !. Como f —1 < Z%QJ 2 < f, entonces en
la ronda % + 1 a lo méas puede ocurrir 1 falla. Por la proposicion 3.2.1, al final de la ronda

% + 1 todos los procesos correctos son comparables entre si.

Teorema 3.3.1. Euxiste una ejecucion tal que el algoritmo LAgR requiere §+ 1 rondas para
resolver el LAP.

1Una anticadena es un subconjunto S de X (conjunto parcialmente ordenado) en la que entre cada par
de elementos que pertenecen a S no existe alguna relaciéon
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Capitulo 4

Algoritmo LA,

En [11] Mavronicolas aborda un algoritmo, el cual es una modificacion del algoritmo 1
presentado en el capitulo anterior. Hasta ese momento era el algoritmo con mejor tiempo
para encontrar una solucion al problema. Mavronicolas demuestra que el orden de comple-
jidad de rondas esta acotado por min{O(h(J(X))), O(v/f)}. En este capitulo se estudiara
el algoritmo LA,; v se va a demostrar que la cota bajo la cual esta acotado el algoritmo
es justa.

4.1. Algoritmo propuesto por Mavronicolas

En esta seccion se estudiara el algoritmo propuesto por Mavronicolas [11]. El algoritmo
propuesto es capaz de tolerar f < n fallas de paro, ademés tiene la propiedad de detencion
temprana (early — stopping) y fue el primero en donde la complejidad de rondas depende
del tamano (height) de la reticula de entrada. Uno de nuestros objetivos principales es
corroborar la cota propuesta por Mavronicolas y al mismo tiempo demostrar si es una
cota justa.

Primero se va a demostrar que el algoritmo es correcto. Antes de entrar en contexto se
va a describir el comportamiento del algoritmo.

» El proceso recibe su valor de entrada (x;).
= Se usa una variable auxiliar para almacenar el valor de entrada (v; = ;).
= Se instancia una variable bandera = true.

= Se va a ejecutar la estructura de control while hasta que la variable bandera sea
falsa.

» El proceso comparte su valor (v;) con todos los demés procesos.

» El proceso almacena los valores recibidos en la ronda (U), suponemos que recibe su
propio valor.

= Se ejecuta la condicion v; < wuw o v; > u, Yu € U.
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e Si es verdadera la variable bandera se le asigna el valor falso y regresa v;.

e En caso contrario, el proceso aplica la operacion join a los valores recibidos y
almacena el resultado en la variable v;.

= Finalmente produce su valor de salida y;.

Algoritmo 2: LA (x;) para un proceso p;

Datos: x; = valor de entrada
Resultado: y; = valor de salida
1 UV, =X;
2 bandera = true
3 mientras bandera hacer

4 enviar a todos (v;)

5 U = {vj| recive v; de p;}

6 siv; <u owv; > u, Vu € U entonces
7 bandera = false

8 devolver v;

9 en otro caso

10 | v =U{ulu e U}

11 fin

12 fin

13 Y = v;

4.1.1. Correctez del algoritmo

Se demostrara que la decision de un proceso satisface las tres propiedades del problema
de acuerdo de reticula.

= Downward-Validity.
= Upward-Validity.
= Comparabilidad.

Primero se va a demostrar que se satisface la propiedad Downward-validity y poste-
riormente Upward-validity:

Lema 4.1.1. Sea p; un proceso correcto yy; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 2, x; < y; (propiedad Downward — validity ).

Demostracion. Se demostrara que la invariante: z; < v} se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p;.

= Caso base cuando r = 1, sea p; un proceso correcto.

De la linea 1, tenemos como valor inicial de v; = x;.
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De la linea 4, el proceso p; envia su valor v; a todos los procesos.

De la linea 5, se tiene U} como el conjunto de los valores recibidos por el proceso p;,
el cual incluye v;.

De la linea 6, se tienen dos casos: si v; es comparable con todos los valores u € U},
entonces termina y y; = x;.

Por otro lado, de la linea 10, v} = UU!. Como x; = v; € U}, entonces al obtener el
join de U}, se tiene que x; < UU}! = v} al final de la ronda 1.

» Hipdtesis de induccion: Supongamos que la invariante x; < v} se preserva al término
de cada ronda r.
» Por demostrar que la invariante se mantiene al término de la ronda r + 1.

Al inicio de la ronda r + 1 se tiene como valor de entrada v} y a su vez, este lo
comparte a los demas procesos (linea 4).

Ut (linea 5) el conjunto de los valores recibidos por el proceso p; en la ronda r + 1,
el cual incluye v} .

De la linea 6, se tienen dos casos: Si v es comparable para todo u € U/ "', entonces
termina y y; = v}, por hipotesis de induccion x; < o]

Por otro lado, de la linea 10 v{*' = LUt como v} € U™, entonces al obtener
el join de U/*! se tiene que v7 < v{*! al final de la ronda r + 1, por hipétesis de
induccion z; < v < ot

z‘ .
|

Lema 4.1.2. Sea p; un proceso correcto yy; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 2, y; < UX (propiedad Upward — validity ).

Demostracion. Se demostrara que la invariante v] < LIX se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p;.

= Caso base cuando r=1, sea p; un proceso correcto.
De la linea 1, tenemos como valor inicial de v; = x;.
De la linea 4, el proceso p; envia su valor v; a todos los procesos.

De la linea 5, se tiene U} como el conjunto de los valores recibidos por el proceso p;,
el cual incluye v;.

De esta forma de la linea 6 se tienen dos casos: si v; es comparable con todos los
valores u € U}, entonces termina y y; = 7; < UX.

En caso contrario, de la linea 10, v} = LU}, donde cada valor u € U} se tiene que
u € X. Por lo tanto, U! C X entonces v} < UX.

» Hipotesis de induccion: Supongamos que la invariante v] < LIX se preserva al término
de cada ronda r.
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» Por demostrar que la invariante se mantiene al término de la ronda r + 1.

Al inicio de la ronda r + 1 se tiene como valor de entrada v} y a su vez, este lo
comparte a los demés procesos (linea 4).

Ut (linea 5) el conjunto de los valores recibidos por el proceso p; en la ronda r + 1,
el cual incluye v;.

De la linea 6, se tienen dos casos: si v/ es comparable con todo u € U/ entonces
termina y y; = o] < UX.

Por otro lado, de la linea 10 v{** = UU ™, por hipétesis de induccién para cada
u € U™ se tiene que u < UX. Por lo tanto, v; ™' < UX.

|
a_
Lema 4.1.3. Sea p; un proceso correcto entonces se cumple v; < v} < v? < ... <vl ' =y,
donde r? es la ronda en la que el proceso p; decide y termina.

Demostracion. Se demostrara que la invariante v ' < v se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p; correcto.

= Caso base cuando r = 1, sea p; un proceso correcto:
De la linea 1, tenemos como valor inicial de v; = ;.

Procesadas las lineas 4 y 5, se tiene el conjunto U} como el conjunto de los valores
recibidos por el proceso p;.

De la linea 6 se tienen dos casos:

e Si v; es comparable con todos los valores u € U}, entonces termina y y; = v;.

e En caso contrario, de la linea 10 v} = UU}. Por lo tanto, v; < v}. Como v; se
esté actualizando implica que existe al menos u € U}, tal que no es comparable
con v;. Por lo tanto, v; < v}.

Cuando r = 2:
Se tiene como valor de entrada en la ronda 2, v} .

Procesadas las lineas 4 y 5, se tiene el conjunto U? como el conjunto de los valores
recibidos por el proceso p;.

De la linea 6 se tienen dos casos:

e Si v} es comparable con todos los valores u € U?, entonces termina y y; = v;.
Por lo tanto, v; < v} = y;.

e En caso contrario, de la linea 10 v7 = UU?. Por lo tanto, v} < v?. Como v} se

esté actualizando implica que existe al menos u € U?, tal que no es comparable
con v;. Por lo tanto, v} < v?.

» Hipotesis de induccién: Supongamos que la invariante v, ~1 < 07 se preserva al tér-
mino de cada ronda r.
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= Por demostrar que la invariante se mantiene al final de la ronda r + 1.
Se tiene como valor de entrada en la ronda r + 1, v].

Procesadas las lineas 4 y 5, se tiene el conjunto U/ "' como el conjunto de los valores
recibidos por el proceso p;.

De la linea 6 se tienen dos casos:

e Si v} es comparable con todos los valores u € U/ ™, entonces termina y y; = v}.
Por lo tanto, v} ! < ol = y,.

e En caso contrario, de la linea 10 v[*' = LU/ ™. Por lo tanto, v} < v{*!. Como
v} se esta actualizando implica que existe al menos u € UZ-"H7 tal que no es
comparable con v}'. Por lo tanto, v < v] ™.

El valor v] para cada proceso correcto p; al final de la ronda es no decreciente. Ademsés,
se encuentra acotado por LIX. Por ultimo se va a demostrar que entre cada par de procesos
correctos al terminar el algoritmo sus valores que deciden son comparables entre si.

Lema 4.1.4. Sea p; un proceso tal que decide en la ronda v su valor y;, entonces y; es
T
comparable con vj de un proceso correcto p;.

Demostracion. Sea p; un proceso correcto que decide en la ronda r, se tienen dos casos a
analizar:

= Sea p; un proceso correcto tal que decide en la ronda r. Como p; es un proceso
correcto, entonces p; recibi6 el valor v} . De esta forma, dado que p; decidi6 en la

ronda r (linea 6) y; es comparable con y; = v}.

= Sea p; tal que no decide en la ronda 7. Como p; es un proceso correcto, entonces p;

recibi6é v} y lo almacena en U i (linea 5). Por lo tanto, y; < U} = vj

Lema 4.1.5. Sean p; y p; procesos correctos, entonces al final de procesar el algoritmo
sus valores y; y y; son comparables.

Demostracion. Sea p; y p; dos procesos correctos que terminan en las rondas r; y r; respec-
tivamente. Sin pérdida de generalidad, supongamos que r; < r;. De 4.1.4, y; es comparable
con v, para cualquier proceso correcto en laronda r;. V = {v;’| donde p;, no decidi6 en la ronda r;}

Como r; > r;, entonces U;j C V y como y; es comparable para todo u € V. Por lo
tanto, y; es comparable con y;.

[ |
Los lemas 4.1.1, 4.1.2 y 4.1.5 implican el siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. El algoritmo LAy (2) resuelve el problema de acuerdo de reticula.
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4.1.2. Complejidad computacional

En [11] demuestran que la cota superior para el cual el algoritmo 2 resuelve el problema
de acuerdo de reticula se tiene en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.7 ( [11],Teorema 2). El algoritmo LAy (2) resuelve el problema de acuerdo
de reticula en min{1+ T (X)), |(3++v/8f + 1)/2]} rondas, para cada ejecucion en la que
los procesos py,pa, ..., Pn tnician con valores de entrada x1, %o, ...,T, y f procesos fallan.

En el presente trabajo se logré ajustar la cota para el orden de complejidad del algo-
ritmo LAy, en min{1 +h(J (X)), [(1++/8f + 1)/2]}. La idea de la demostracion se basa
en la presentada por Mavronicolas en [11] para el teorema 4.1.7.

Lema 4.1.8 ( [11]|,Lema 3). Sea p; un proceso correcto y 1 < r entonces v] € J(X).

Demostracion. Se demostrara que la invariante v} € J(X) se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p; correcto.

= Caso base cuando r = 1, sea p; un proceso correcto. De la linea 1, tenemos como
valor inicial de v; = ;.

Procesadas las lineas 4 y 5, se tiene el conjunto U} como el conjunto de los valores
recibidos por el proceso p;.

De la linea 6 se tienen dos casos:

e Si v; es comparable con todos los valores u € U}, entonces termina y y; = v; =
e En caso contrario, de la linea 10 v} = UU}. Como Vu € U! u € J(X) y de la
definicién 2.2.9 en el punto 2 entonces v} € J(X).

» Hipotesis de induccion: Supongamos que la invariante v] € J(X) se preserva al
término de cada ronda r.

= Por demostrar que la invariante se mantiene al final de la ronda r + 1.
Se tiene como valor de entrada en la ronda r + 1, v;.

Procesadas las lineas 4 y 5, se tiene el conjunto U/ ™' como el conjunto de valores
recibidos por el proceso p;.

De la linea 6 se tienen dos casos:

e Si v7 es comparable con todos los valores u € U/ "', entonces termina y y; = v?.
Por hipotesis y; € J(X).

e En caso contrario, de la linea 10 v/™ = LU/ Por hipétesis Yu € U/,
u € J(X). Por la definicién 2.2.9 en el punto 2, entonces v ' € J(X).
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Proposicién 4.1.9. Sea r una ronda, donde ocurren f,. < f fallas, y sean p; y p; procesos
correctos que no deciden. Si p; recibe unicamente los valores de los procesos que no fallan
en r entonces v; es comparable con vj.

Demostracion. Sea V" el conjunto de valores de los procesos que no fallan en la ronda r y
S¢ un subconjunto de los valores de los procesos que fallan en 7. De la linea 5 del algoritmo
2, Ul =V"y Ul =V"US;. U CU;J entonces v] < vj. [

Lema 4.1.10 ( [11],Afirmacion 8). Sea ¢ > 1 donde ocurren f,, < f fallas entonces
cualquier proceso correcto decide en f,, + 1o Tondas.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los procesos que fallan en la
ronda rq son pi,pa, ..., py, - Mientras que el conjunto de procesos py, .., ...,pn son los que
comparten su mensaje a todos los procesos.

Por la proposicion 4.1.8, sea p; un proceso correcto y r > ro entonces v] € J(X).
Ademés, por el teorema 2.2.10, vj = U{{xy, +1,..,Zn} U Sy}, donde Sy, C {z1,29,..., 7y, }
con k < fo,.

Por otro lado, del lema 4.1.3, sea p; un proceso correcto entonces v}° < v/°™' < .. <
v -1 y;. Ademés, por la proposicion 4.1.9 en la ronda rq, p; no solo recibe los valores
de los procesos que no fallan. Por estas dos observaciones la longitud de esta sucesion
va a deberse a que p; permanezca en cada ronda conociendo un valor nuevo cada vez, es
decir conozca u € {x1,z9,...,x fTo} en cada ronda. La longitud méxima que puede tener la
sucesion es f,,. Si dicha cota fuera mayor implicarfa que existen dos rondas tal que conoce
al mismo valor.

De esta forma, la sucesion de valores para un proceso p; correcto al final de cada ronda

se puede visualizar de la manera siguiente:

v;" = U{z s, 41, T} U S1}

- U;0+1 = u{{xfr(ﬁ-l? "7xn} U 52}

ro—1
U;"O‘i‘fo = |_|{{:L’fT0+1,..,l‘n}USfTO}.

Donde S; C Sy C S3 C ... C Sy, = {71,72,..., 2y, } v la cardinalidad esta dada por
ISkl =k, ke {1,2,3,..., fro }-

Por otro lado, en el algoritmo linea 8 se requiere que para terminar debe de ser compa-
rable con los valores recibidos. El valor de la ronda 79+ f,, — 1 es comparable con cualquier
valor recibido previamente y ya no existe un valor que pueda conocer. Por lo tanto, en la
ronda 19 + f,, puede decidir y terminar.

Por lo cual el proceso p; decide en a lo mas ¢ + f,, rondas.

|

Sea [ el nimero de rondas necesarias para resolver el LAP en el algoritmo 2. Por lo
que 1 < 7y < [, ademés por el lema 4.1.10, | < f,., + ro. Asi tenemos que | — g < f,.,.
Aplicando la suma sobre [ — 1, debido a que rq < [ se tiene:
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-1 -1

Y (U=r) <Y (f) (4.1)

ro=1 ro=1

En el lado izquierdo de la ecuacion se tiene una suma sobre un elemento que en cada
indice va decreciendo:

i(l—ro):(l—1)+(l—2)+...—|—1:iro. (4.2)

Mientras que en el lado derecho al estar operando sobre las fallas que ocurren en cada
ronda rg < [ se tiene:

-1
S o =tot St ot b ST (4.3)

ro=1

Por 4.2 y 4.3 se tiene la siguiente desigualdad:

-1

ZToﬁf

(l —21)l </ (4.4)

PP —1<2f
P—-1-2f<0

De la ecuacion 4.4, se va a resolver [>? — [ — 2f =0

I 1+/1+42f) 1£B8f+1
N 2 N 2

Como el nimero de rondas es un entero positivo nos quedamos con la parte positiva
de la ecuacion, es decir, | = H”stﬂ < [HVSHW.

(4.5)

Lema 4.1.11 ( [11],Lema 5). El algoritmo 2 resuelve el problema de acuerdo de reticula
en [0.5+ v/2f + 0.25] rondas, donde ocurren f fallas.

Con lo cual se tiene una cota superior para el algoritmo propuesto (algoritmo 2). Por
otro lado, nos gustaria corroborar si dicha cota es justa. Por lo tanto, se va a construir
una ejecucion de tal forma que nos permita determinar lo anterior.

Cota inferior

Tomemos un conjunto (P) de n procesos sobre una reticula £ con a lo mas f fallas
(sin pérdida de generalidad py, pa, ..., ps). Denotaremos a Po como el conjunto de los n— f
procesos correctos.
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Vamos a trabajar sobre una reticula booleana de subconjuntos, la cual queda definida
de la siguiente manera: Sea S = {a1,as,...,ays,a} tal que |S| = f; + 1, donde f; es el
ntmero de procesos que fallan en la primera ronda, entonces vamos a trabajar la reticula
sobre Pow(S).

Por otro lado, se va a determinar cuanto vale f; ademés de determinar cuantos procesos
fallan en cada ronda. En primera instancia requerimos que en cada ronda falle un proceso
menos que en la ronda anterior, es decir si en la ronda 1 fallan f; procesos entonces en la
ronda 2 fallan f; — 1 procesos y asi consecutivamente. Por lo tanto:

f1
f:Zi:fl(f12+1) (4.6)
i=1

es decir, necesitamos resolver f2 + f; —2f = 0 por lo tanto:

1 /T+8F
- 2

S (4.7)

debido a que f; > 0 nos tomamos la raiz positiva, es decir, f; = |—=0.541/0.25 + 2f].
Una vez definida la reticula sobre la que vamos a trabajar y f;. Procedemos a definir
la ejecucion y como se va a llevar a cabo:

= F} es el conjunto de procesos que fallan en la ronda 1 y consta de f; = [—0.5 +

V2 * f+1/4] procesos.

» El valor entrada (x;) para cada proceso p; € Fy es x; = a;, 1 € {1,2,.., fi}.
= Sea A; el conjunto P\ F.
» Cada proceso p; € A; tiene como valor de entrada z; = a.

= Obsérvese que los valores de entrada de los procesos en F} y el valor de entrada de
los procesos pertenecientes a A; forman una anticadena.

» El envio de mensajes en la primera ronda se va a llevar a cabo de la siguiente manera
(figura 4.1):

e El conjunto F, estd conformado por los primeros fo = f; — 1 procesos del
conjunto A;.

e El proceso p; € F; envia un mensaje Unicamente al proceso ¢; € Fy, i €
{1,2,..,f1 —1}.
e Sea As el conjunto A; \ Fs.

e Ll proceso py, € F; envia un mensaje Unicamente a cada uno de los procesos
que pertenecen al conjunto A,.

e Finalmente, los procesos p € A; envian su mensaje a todos los procesos.
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Figura 4.1: Ejecuciéon de la primera y segunda ronda.

= En las rondas subsecuentes se contintia de la siguiente manera: Sea 2 < r < f; tal
que F; es el conjunto de procesos que fallan en la ronda r y el nimero de procesos

es fr=f—-r+1
= Por otro lado, A, es el conjunto de procesos que no fallan en la ronda r.

» El envio de mensajes continta de la siguiente manera (figura 4.2) :

e Sea F) . el conjunto de los primeros f,,; = f, — 1 procesos del conjunto A,.
e El proceso p; € F, envia un mensaje Unicamente al proceso q; € F,y1, i €
{1a () f’/‘ - 1}

Sea A, 41 el conjunto A, \ F,i1.

El proceso py. envia un mensaje inicamente a cada uno de los procesos que
pertenecen al conjunto A, .

Finalmente, los procesos p € A, envian su mensaje a todos los procesos.

Figura 4.2: Ejecucion de la ronda r.

De acuerdo con la ejecucion enunciada anteriormente, se tiene que en cada ronda ocurre
una falla menos que en la ronda anterior, f; > fo > ... > 2 > 1. Para denotar que un
proceso p; pertenece a un conjunto A se usara la siguiente notacion pZA op; €A
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Se va a demostrar por inducciéon que al final de cada ronda 1 < r < f; — 1 existe al
menos un proceso que no ha decidido.

= Caso base: Cuando r=1. De acuerdo con la ejecucién, el conjunto Fj contiene a los
primeros f; procesos de P, donde para cada p; € Fi tiene como valor de entrada
v; = x;. Mientras los procesos restantes p; € A; tienen como valor de entrada v, = a.
Ademas, cada proceso p; € I recibe los valores {z;} y {a}, donde F; es el conjunto
formado por los primeros f; — 1 procesos del conjunto A;. Finalmente, los procesos
p; € A reciben los valores {z, } v {a}. De acuerdo con la ejecucion, se tiene que
Al = A2 U Fg.

Por lo tanto, cada proceso p; € A; no decide y aplica la operacion join sobre los
valores recibidos, quedando de la siguiente manera: cada procesos p; € F, tiene como
valor al final de la ronda 1, v} = {;,a}. Por otro lado, cada proceso p; € A, tiene co-
mo valor al final de la ronda 1, vjl = {vs,a}. Se observa que el conjunto de los valores
de los procesos forman una anticadena, es decir, X1 = {{z1,a}, {x2,a},...,{zs,a}}
es el conjunto de valores recibidos en la ronda 1. Por lo tanto, los procesos no deciden.

= Hipétesis de induccion: Se 1 < r < f; — 1. Al final de cada ronda r, existe al
menos un proceso que no ha decidido. Ademas, el conjunto de los valores de los
procesos que pertenecen al conjunto A, forman una anticadena, es decir, X, =
Hz1, xp g, ovat, {xo, xpy—rio, oyal, o {Tp—ri1, Tp—pyo, ., T, al}, con xpyq =
a. Donde, A, = A,,1 U F,,1, y se tiene que cada proceso p; € F,,; tiene como
valor al final de la ronda r, v] = {x;,xf,_r12,...,a}. Por otro lado, cada proceso
pj € Ary1 tiene como valor al final de la ronda 7, vj = {xp 11, p ri2,...,a}.

= Por demostrar que la hipotesis se mantiene al final de la ronda r + 1.

Por hipotesis, p; € F,1; tiene como valor al inicio de laronda r+1, v} = {z;, xf, 42, ..., a}.
Mientras para cada proceso p; € A, tiene como valor al inicio de la ronda r + 1

J + )
v = {xf—r+1,Tf—r42,...,a}. De acuerdo con la ejecucion, cada proceso p; € F, 1o
recibe los valores {z;, xf,_rt9,....,a} y {Tf,—r41,Tf—rt2,...,a}, donde F, o es el con-
junto de los primeros f, ;1 — 1 procesos del conjunto A,,;. Finalmente, los procesos
p; € A, reciben los valores {xf,_,, T p_rio,...;a}l v {xp_—ri1, T, —ri2, ..., a}.Donde,
Ar+1 = Fr+2 U Ar+2-

Por lo tanto, cada proceso p; € A, no decide y aplica la operaciéon join sobre los

valores recibidos, quedando de la siguiente manera: cada proceso p; € F,.o tiene

como valor al final de la ronda r + 1, v/ ™ = {2, 24 41, Tf, _ri2,...,a}. Por otro

lado, cada proceso p; € A,;o tiene como valor al final de la ronda r + 1,2}}”“ =
{xf—r,Tp—r+1,Tf—rs2,...,a}. Se observa que el conjunto de los valores de los pro-

cesos que pertenecen al conjunto A,,; forman una anticadena, es decir, X, ,; =

{{Ih Lr—r41s T fr—r42; o0 a}’ {x% Lfy—r41s Tfr—r42; oo a}v ) {xfl—ﬂ Lf—r+1 L fr—r42; -5 Tf, a}}
Por lo tanto, los procesos no deciden.

Por lo tanto, al final de cada ronda 1 < r < f; — 1 los procesos que pertenecen al
conjunto A, no deciden, es decir, el conjunto de los valores de los procesos que pertenecen
al conjunto A, forman una anticadena:
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X, ={{z1, 24 -rs2, -, a}, {x2, v —pyo, ooy al, o {xf i1, Tf—rt2, .., Tf, a} }, donde | X, | =
fl —r+ 1.

En la ronda f; —1, el conjunto Xy, _; tiene dos elementos, | X _1| = 2. Por lo tanto, en
la ronda f; (figura 4.3) se tienen dos conjuntos: el primero formado por un proceso perte-
neciente al conjunto Fy, y el segundo por el conjunto Ay, los cuales envian sus mensajes
al conjunto Af 1 = FPc. Al inicio de la ronda f; cada proceso p; € Ay, tiene como valor
vifl*l = {3, x3,..,xf,a}, mientras que pff! tiene como valor v{' " = {x1, x3, 24, o Xf, Al
De la ejecucion, cada proceso p; € Ay, 41 recibe los valores {z2, z3, .., xf, a} y {x1, 3, 24, .., xf, a}.
Por lo tanto, cada proceso p; € Ay 41 no decide y aplica la operacion join sobre el
conjunto de valores recibidos, donde al final de la ronda f, vzfl = {x1, 29,23, .., 27,0}

Vp; € Ap 11 = Pe. Con lo cual cada proceso en el conjunto Pr es comparable entre si.

Afl Af1+1

Figura 4.3: Ejecucion de la ronda f;.

Para la ejecucion definida anteriormente, el algoritmo LA,; requiere f; rondas para
resolver el LAP. Por otro lado, observemos que en la ejecucion ocurren f fallas, es decir, si
R < |v/2x* f 4 0.25—0.5] rondas, entonces no se satisface la propiedad de comparabilidad.
Observacion, si f = 0 entonces [/2x f+0.25 — 0.5] = 0, por lo tanto se requieren
|v2* f+0.25—0.5] +1 rondas. Denotemos a [ como el nimero de rondas requeridas en el
algoritmo 2 para resolver el LAP, entonces [v/2* f +0.254+0.5| <1 < [0.5++/2f 4 0.25]
rondas. De los argumentos anteriores podemos concluir el siguiente teorema respecto al
algoritmo LAy (2).

Teorema 4.1.12. Existe una ejecucion tal que el algoritmo LAy requiere [0.54+/0.25 + 2 f |
rondas para resolver el LAP.

Lema 4.1.13 ( [11], Lema 4). El algoritmo 2 resuelve el problema de acuerdo de reticula
en h(J (X)) + 1 rondas, donde ocurren f fallas.

Los lemas 4.1.13 y 4.1.11 implican el siguiente teorema.

Teorema 4.1.14. El algoritmo LAy (2) resuelve el problema de acuerdo de reticula en
min{l + (T (X)), [(1 + 8f + 1)/2]} rondas, para cada ejecucion en la que los procesos
D1, P2,y -+, Pn tnACIan con valores de entrada x1, %o, ...,x, y [ procesos fallan.
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Capitulo 5

Algoritmo LA,

En [14] Xiong Zheng presenta un primer algoritmo de orden logaritmico que bajo ciertos
parametros resuelve el LAP. En este capitulo se estudiara el algoritmo LA, y al final se
corroborara que la cota bajo la cual esta acotado el algoritmo es justa.

5.1. Algoritmo LA, propuesto por Xiong Zheng

Hasta el momento se han visto dos algoritmos y con modificaciones simples, tales como
meter la comparabilidad dentro del algoritmo reduce su complejidad drasticamente. Sin
embargo, cuando se trabaja en algoritmos y el problema que resuelven una de las preguntas
habituales es jcual es el orden de complejidad del problema?. Esta respuesta no es algo
facil de abordar, sin embargo la forma en que se puede estudiar es ver si se puede proponer
un algoritmo que resuelva una version simplificada del problema.

Ahora bien, en esta seccion se va a estudiar el algoritmo LA, [14], con la finalidad de
corroborar y demostrar la correctez y si la cota dada por Xiong Zheng es justa.

Como se menciond anteriormente, el orden de complejidad del algoritmo 2 esta en
funcion al tamano de la reticula de entrada. De esta forma Xiong Zheng en [14] aborda de
primera mano el LAP con una variedad, esta variedad va referida a la suposicién de que
se tiene el conocimiento del tamano de la reticula de entrada por cada proceso.

5.1.1. Procedimiento del clasificador sincrono

El algoritmo LA, tiene una complejidad de orden O(log(H)), donde H es la altura de
la reticula de entrada. Una de las caracteristicas principales es que H < n y tolera f <n
fallas.

La parte que se encarga de llevar a cabo la clasificaciéon y de esta manera dividir el
conjunto de procesos en dos subgrupos, recursivamente, es el clasificador sincrono (algo-
ritmo 3). El primer grupo es dominantes (Master) y el segundo grupo dominados (Slave).
El clasificador nos permite que si un proceso pertenece al grupo de slave entonces su valor
es a lo mas el valor de un proceso que pertenezca al grupo master (comparable).

El procedimiento 3 es instanciado por cada proceso p;, donde pasa como parametros
v; el valor que actualmente tiene, y k; el parametro de umbral. El pardmetro de umbral
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ayuda a identificar la iteracion o grupo al que pertenece p;.
Descripcién del algoritmo del clasificador sincrono:

= El proceso envia un mensaje a todos los procesos, el mensaje incluye el valor de
entrada v; y el pardmetro k;.

» El proceso recibe un conjunto de mensajes con la estructura (u, k) y almacena los
valores u en el conjunto U, aquellos que comparten el mismo parametro k. Se asume
que recibe su propio mensaje.

= Condicion de terminacion temprana: si el valor v; es comparable con todo valor
u € U, entonces termina el procedimiento y devuelve el valor de entrada como valor
de salida y verdadero como el estado actual.

= Se aplica la operacion join al conjunto U y se almacena en una variable w.
» Condicién para la clasificacion en subgrupos:

e Master: Se determina la altura de w en la reticula £, si esta es mayor que
el parametro k;, entonces el procedimiento devuelve w como valor de salida,
asigna master como el grupo en el cual se ha clasificado al proceso y false como
el estado actual de decision para p; (w, master, false) .

e Slave: En caso contrario, el procedimiento devuelve como valor de salida v;, slave
como el grupo en el cual se ha clasificado el proceso y false como el resultado
actual de decision para p; (w, slave, false).

Algoritmo 3: Clasificador-sincrono(v;, k;) para un proceso p;

Datos: v; = valor de entrada, k; = pardmetro de umbral
enviar a todos (v;, k;)
U = {vj| (v, k;) recibida de p; que comparten el mismo parametro de umbral}
si [U=00v;<uov >u, Yue U entonces
| devolver (v;, —, true)
fin
w={ulue U}
si h(w) > k; entonces
‘ devolver (w, master, false)
en otro caso
10 | devolver (v;, slave, false)
11 fin

© 00 N & Ut W N =

Observacion 5.1.1. Si dos procesos p; y p; tienen el mismo pardmetro de umbral de tal
forma que p; ha sido clasificado en el grupo slave y p; en el grupo master, entonces el
valor w; > v;. Esta observacion es fdcil de ver debido a que el proceso p; ha aplicado la
operacion join sobre U.
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5.1.2. Algoritmo LA,

El algoritmo principal (LA,) se ejecuta en log(H )+ 1 rondas, el cual hace una llamada
al clasificador 3 que tiene como parametros de entrada H = h(L) y x;. Una vez que se
ha ejecutado el clasificador y dependiendo de la etiqueta devuelta (master o slave) se
actualiza el parametro k;.

Definiciéon 5.1.2. Etiqueta (label): Cada proceso tiene una etiqueta (label), la cual sirve
para conocer el umbral y se pasa como pardmetro de umbral k cuando un proceso llama al
procedimiento clasificador-sincrono.

Definicion 5.1.3. Grupo: Un grupo es un conjunto de procesos que tiene la misma eti-
queta. La etiqueta de un grupo es la etiqueta de los procesos en ese grupo.

Descripcion del algoritmo LA,:

Se usa una variable auxiliar para almacenar el valor de entrada (v; = x;).

Se instancia la variable de etiqueta como | = % Todo proceso inicia en el mismo
umbral k.

Se instancia una variable bandera = false para determinar el estado que tiene un
proceso. Todo proceso inicia como false debido a que atin no han decidido.

Se va a ejecutar la estructura de control for hasta que r sea mayor a log(H) + 1.

e Se llama al procedimiento clasificador-sincrono con los parametros v; y [. El
conjunto de valores devueltos sirven para actualizar los valores en las variables
v, cls y bandera.

e Condicion de parada temprana:

o Si la bandera es true entonces el proceso devuelve v; como valor decidido.

o En caso contrario vamos asignar una nueva etiqueta dependiendo del grupo
que ha regresado el clasficador (cls).
o Si el grupo al que pertence el proceso es master entonces aumentamos
la etiqueta en QT%
¢ Si el grupo al que pertence el proceso es slave entonces decrecemos la

etiqueta en QT%

= Kl proceso asigna como valor de salida y; = v;.
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Algoritmo 4: LA, (H,x;) para un proceso p;

Datos: H = tamano de la reticula de entrada, v; = valor de entrada

10, =2
_H
2 [=75

3 bandera = false
4 para r=1 hasta log(H) + 1 hacer

5 (vy, cls, bandera)=clasificador-sincrono(v;, 1)
6 si bandera entonces

7 ‘ devolver v;

8 en otro caso

9 si cls = master entonces
10 ‘ =1+ QT%

11 en otro caso

12 ‘ l=1-— T%

13 fin

14 fin
15 fin
16 Y = v;

5.1.3. Correctez del algoritmo

Como se mencion6 en el capitulo 3, siempre que analicemos el algoritmo 4 se va a
considerar el valor de las variables al final de la ronda, ademéas vamos a denotar con un
super indice la ronda en la que se encuentra (por ejemplo v} hace referencia al valor que
tiene el proceso p; en la ronda r). Por otro lado, en esta seccion cuando hagamos referencia
al valor de una variable al inicio de la ronda r, nos referimos al valor al final de la ronda
anterior (por ejemplo v/ ' hace referencia al valor al final de la ronda 7 — 1 y el valor al
inicio de la ronda r).

Vamos a denotar como G el grupo de procesos en la ronda r. Ademés, cuando hablemos
de M(G) nos vamos a referir al grupo master de G y si tenemos S(G) hacemos referencia
al grupo slave de G. Como dato adicional diremos que G es el conjunto padre de M (G) y
S(G) o que estos ultimos son subgrupos de G.

Lema 5.1.4. Sea G", tal que comparten la misma etiqueta (nodo) y 1 < r una ronda.
1. Sean p,, € Mg y ps € Sgr procesos correctos, entonces v < v .
2. Sea p,, € Mgr, entonces v, > L{v"|ps € Sgr}

Demostracion. .

1. Como p,, y ps son procesos correctos, entonces v'~! € U’ . Por otro lado, como
ps € Sgr entonces v7 = v7 1. Ademés, v7, = UU.. Por lo tanto, v7 < o7

2. Del inciso anterior, sea p,, € Mg Vps € Sgr, vl < vy . Por lo tanto, U{v]|ps €
SGT‘} S U:n
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Lema 5.1.5. Sea p; un proceso correcto yy; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 4, x; < vy; (propiedad Downward — validity ).

Demostracion. Se demostrara que la invariante x; < v} se preserva al término de cada
ronda 7 para un proceso p; correcto.
= Caso base cuando r = 1, sea p; un proceso correcto.
Linea 1, tenemos como valor al inicio de la ronda 1 v; = z;.

Linea 5, se hace llamada al procedimiento clasificador-sincrono con parametros v; y
l.

En el procedimiento k; = 1.

Una vez ejecutadas la lineas 1 y 2 del procedimientos se tienen tres casos:

e Si v; es comparable con todo valor u € U} entonces se devuelve v; = x;. Por lo
tanto, el algoritmo devuelve como v} = v; = x; y termina.

1

e En caso de que no se cumpla la condicién, se calcula la altura de w = LU}
(h(w)). Si h(w) > k; entonces se devuelve w = LU}, es decir v} = w. Por otro
lado, como v; € U} entonces v; < w = v} y como v; forma una anticadena con
al menos un u € U} entonces v; < v}.

e Si h(w) < I, entonces se devuelve v; = x;, es decir v} = v; = ;.
Por lo tanto, z; < v}.

» Hipotesis de induccion: sea G" un conjunto de procesos en la ronda r que comparten
la misma etiqueta. Entonces Vp; € G", z; < o] al final de cada ronda 7.

= Por demostrar que la invariante se mantiene al final de la ronda r + 1.
Sea p; un proceso correcto en la ronda r + 1 tal que x; < v].
De la linea 5, llama al procedimiento clasificador sincrono con su valor v} y k.

Una vez ejecutadas las lineas 1 y 2 del procedimiento, se tienen tres casos:

e Si vl es comparable con todo valor u € U/ ™ entonces se devuelve vt = o7 >
ZTi.
e Si p; € Mgr: es decir si h(w) > k[tt (w = LU™), entonces se devuelve
vi T = w, tal que, vf € U y vf > @;. Por lo tanto, v] T > x;.
e Sip; € Sgr entonces vf*l = > ;.
Por lo tanto, al final de la ronda r + 1 se tiene v} ™' > ;.
|

Lema 5.1.6. Sea p; un proceso correcto y y; su valor de salida, entonces al final de procesar
el algoritmo 4, y; < UX (propiedad Upward — validity ).
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Demostracion. Se demostrard que la invariante v] < UX se preserva al término de cada
ronda r para un proceso p; correcto.

= Caso base r = 1, sea p; un proceso correcto. Linea 1, tenemos como valor al incio de
la ronda 1 v; = x;.

Linea 5, se hace llamada al procedimiento clasificador-sincrono con parametros v; y
l.

En el procedimiento k; = [.

Una vez ejecutas las lineas 1 y 2, se tienen tres casos:

e Si v; es comparable con todo valor u € U} entonces se devuelve v; = x;. Por lo
tanto, el algoritmo devuelve v} = z; < UX.

e En caso de que no se cumpla la condicién se calcula la altura de w = UU}
(h(w)). Si h(w) > k; entonces se devuelve w, es decir v} = w. Ademés, U} C X
entonces v} < LX.

e Si h(w) < k; entonces se devuelve v; = x;. Por lo tanto, v} = z; < UX.

Por lo tanto, v; < UX.

» Hipotesis de induccion: sea G, un conjunto de procesos en la ronda r que comparten
la misma etiqueta. Entonces, Vp; € G", v] < UX al final de cada ronda 7.

= Por demostrar que la invariante se mantiene al final de la ronda r + 1.
Sea p; un proceso correcto en la ronda r + 1 tal que v] < UX.
De la linea 5, llama al procedimiento clasificador-sincrono con sus valores v} y k.

Una vez ejecutadas las lineas 1 y 2 del procedimiento, se tienen tres casos:

r+1 —

7

v

IN

e Siv] es comparable con todo valor u € U/ *1 entonces se devuelve v
UX.

e Sip; € Mgr: es decir si h(w) > k™ (w = LU ), entonces devuelve v/ ™' = w,
donde Yu € U u < LUX por lo que v} ™! = w < UX.

e Sip; € Sgr: entonces v] Tt = o7 < LUX.

T
3

Por lo tanto, al final de la ronda r+1, v} 7' < LUX.

Para la demostracion de la propiedad de comparabilidad, la idea de la demostraciéon se
basa en la presentada por Xiong Zheng en [14].

Lema 5.1.7. Sea p; tal que decide en la ronda v su valor y;, entonces y; es comparable
con vj de un proceso correcto p;.
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Demostracion. Sea p; € G" que termina en la ronda r. Sea p; tal que no decide en la ronda
r y es correcto. Existen dos casos:

» Sea p; € G": Como p; es un proceso correcto, entonces de la linea 2, el proceso p;
recibio el valor v}”’l en la ronda r. De esta manera y como p; decidi6é en la ronda r
entonces v~ es comparable con y; = v} (linea 3 del procedimiento).

» Sea p; ¢ G": tomamos G, tal que p;,p; € G* y al término de la ronda ¢, p; € Mgt y
p; € Sat 0 p; € Mgt y p; € Sqe.

e Supongamos p; € Mgt y p; € Sgt. Por el lema 5.1.4 inciso 1 y 2, al término
de la ronda t se tiene v} < L{ul|ps € Sai:} < vj. Ademés, vf < y; por lo que
L{ullps € Sat} < ys. Por otro lado, v < L{ul|ps € Sa} , Asi, v <y

e Supongamos p; € Mgt y pi € Sgt. Por el lema 5.1.4 inciso 1 y 2, al término
de la ronda t se tiene v} < L{u}|ps € Sg:} < vf. Ademas, v¢ < v} por lo que
L{ullps € Sai} < 0. Por otro lado, y; = vj < U{ug|ps € Sar} , Asi, y; < 0],

Lema 5.1.8. El algoritmo 4 satisface la propiedad de comparabilidad.

Demostracion. Sean p; y p; dos procesos correctos que terminan en las rondas 7; y r;
respectivamente. Ademaés, sean y; y y; los valores que deciden p; y p; respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que r; < ;. Por el lema 5.1.7 se tiene que
y; es comparable con v,’ para cualquier proceso correcto py. Por otro lado, sea V" =
{vi|px es un proceso correcto que no decide en la ronda 7;}. De tal forma que p; puede
tomar a lo mas el join de U; C V", Tenemos dos casos:

» SiVu € Uj se tiene que u < y; entonces y; = UU; < y;.

» Si dv € Uj tal que y; < v, por un lado tenemos que v < UU;. Por lo tanto, y; < v <
UU; = y;, es decir y; < UU; = y;.

Por lo tanto, se tiene que y; es comparable con y;.

Los lemas 5.1.5, 5.1.6 y 5.1.8 implican el siguiente teorema.

Teorema 5.1.9. FEl algoritmo LA, (4) resuelve el problema de acuerdo de reticula.

5.1.4. Complejidad computacional

En [14] demuestran el orden de complejidad del algoritmo 4, quedando enunciada en
el siguiente teorema.

Teorema 5.1.10 ( [14], Teorema 8). El algoritmo LA, (4) resuelve el problema de acuerdo
de reticula en log(H) +1 rondas, donde ocurren f < n fallas.
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Haciendo uso de los siguiente lemas:

Lema 5.1.11 ( [14], Lema 5). Sea G" un grupo de procesos al inicio de la ronda 1 con
etiqueta k, entonces:

Vp € G k- H < hw ) <k + A
" h(l_l{vf’I 1D € Gr}) <k+ 2%

Lema 5.1.12 ( [14], Lema 6). Sean p;,p; € G™ dos procesos correctos, al inicio de la ronda

r =log(H) + 1. Entonces, v ' = v;_l.

(2

Cota inferior

Sea un conjunto (P) de n procesos sobre una reticula £y a lo mas f < n fallas (sin
pérdida de generalidad pi,ps,..,ps). Denotaremos a Po como el conjunto de los n — f
procesos correctos.

Se va a tomar una reticula booleana de subconjuntos, la cual queda definida de la
siguiente manera: sea S = {ai,as,...,a,} tal que |S| = n entonces vamos a tomar la
reticula (L) sobre Pow(S).

Por otro lado, se determinara cuantos procesos fallan por ronda. En primera instancia
requerimos que en la primera ronda fallen |7 | procesos y en cada ronda subsecuente van
a fallar [574 | — [5+| procesos. Por lo tanto:

logn
n n

=150+ (5] = 5. (5.1)

Una vez definida la reticula sobre la que se va a trabajar y el nimero de procesos que
fallan en cada ronda. Procedemos a definir la ejecuciéon y como se va a llevar a cabo:

» El valor de entrada (z;) para cada proceso p; es x; = a;, i € {1,2,...,n}.

= F) es el conjunto de procesos que fallan en la ronda 1 y consta de los primeros
J1 = | 5] procesos.

= Sea A; el conjunto P\ F}, el conjunto de procesos que no fallan en la ronda 1 con
[5] procesos.

= Observemos el conjunto de los valores de entrada de los procesos forman una anti-
cadena. Ademas, X = S.

» La reticula con la cual se va a trabajar tiene como altura H = h(L) = n.

= El envio de mensajes en la primera ronda se va a llevar a cabo de la siguiente manera
(figura 5.1):

e El proceso p; € F; envia un mensaje Unicamente al proceso ¢; € A;, @ €

{1,2,.., f1 —1}.
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e Ay es el conjunto A; menos sus primeros f; — 1 procesos.

e El proceso py, € F) envia un mensaje Unicamente a cada uno de los procesos
que pertenecen al conjunto Ay,.

e Los procesos p € A; envian su mensaje a todos los procesos.

Figura 5.1: Ejecucion de la primera ronda.

En las rondas subsecuentes se continia de la siguiente manera: Sea 2 < r < log(H):

F.. es el conjunto de los primeros f, = [57%5| — [5+] procesos del conjunto A,_;, los
cuales fallan en la ronda r.

A, es el conjunto de los procesos que no fallan en la ronda r, ademas, A, consta de
[ 5+ | procesos.

El envio de mensajes continta de la siguiente manera (figura 5.2):

e El proceso p; € F, envia un mensaje Unicamente al proceso ¢; € A,, i €
{1,2,.... fr — 1}.
e A; es el conjunto A, menos sus primeros f, — 1 procesos.

e El proceso py, € F, envia un mensaje Unicamente a cada uno de los procesos
que pertenecen al conjunto Ay, .

e Los procesos p € A, envian su mensaje a todos los procesos.

Para denotar que un proceso p; pertenece a un conjunto A se usara la siguiente notacion
ptop €A

Se va a demostrar por inducciéon que al final de cada ronda 1 < r <log(H) — 1 existe
al menos un proceso que no ha decidido.

» Caso base: Cuando r = 1, [ = 7. De acuerdo con la ejecucion, el conjunto Fy contiene
a los primeros fi = |4 | procesos de P, donde para cada p; € F} tiene como valor de
entrada v; = x;. Por otro lado, los procesos restantes p; € A; tienen como valor v; =
z;, donde |A;| = [§]. Como se mencioné en la ejecucion, H = h(X) = n. Finalmente,
cada proceso p; € A; recibe los valores de los procesos en Ay, ademas recibe el valor
v; del proceso ¢; € Fy, donde i € {1,2,.., fi — 1}, UI}'L = {{xi},{xL%JH},...,{xn}}.
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Figura 5.2: Ejecucion de la ronda r.

Mientras, los procesos p, € Ay, reciben los valores de los procesos en A; y el valor
del proceso g5, € Fy, Uy = {{z2)}, {z|2)11}, - {zn}}-

Por lo tanto, cada proceso p; € A; no decide y aplica la operaciéon join sobre los valo-
res recibidos, ademés h(LU;}') = [4]+1 > . Entonces, cada proceso es clasificado co-
mo master y tiene como valor al final de laronda 1 v} = UU}, y 1 = %T". Se observa que

el conjunto de los valores de los procesos en A; al final de la ronda 1 forman una anti-
cadena, es decir, X1 = {{z1, 22 11, ., o}, {T2, T2 11, s T ds o {T 2 T 40, s T )}
es una anticadena.

Hipotesis de induccion: Sea 1 < r < log(H) — 1. Al final de cada ronda r, existe al
menos un proceso que no ha decidido. Ademas, al final de la ronda 7 el conjunto de
los valores de los procesos que pertenecen al conjunto A, forman una anticadena,
es decir, X, = {{z1, 541, .., xn}, {v2, Tp 41, ., Tn}y o, {Tf,, Tf41, ., T }} €8 una
anticadena, donde |X,| = f,, y los primeros f, — 1 procesos del conjunto A, tienen
como valor al final de la ronda r, v] = {z;, 2 41, ..., x, }. Por otro lado, cada proceso
pi € Ay, tiene como valor al final de la ronda r, v] = {zy,, 2 11, ..., , }. Finalmente,
h(v]) =1+ 5]1+>o([51 = [3r 1) > Ly cada proceso es clasificado como master,
Vp; € A,. Teniendo al final de la ronda r, [ = 2111 7% -

Por demostrar que la hipotesis se mantiene al final de la ronda r 4 1.

Por hipotesis, al inicio de la ronda r + 1, [ = 22 i~ Cada proceso p; € A, \ Ay,

tiene como valor al inicio de la ronda r + 1, v] = {x;, xf,41,..., 2, }. Y cada proceso
pj € Ay, tiene como valor al inicio de la ronda r + 1, v} = {z,, Tf,41,..., Tp}. De
acuerdo en la ejecucion, F,y; es el conjunto de los primeros fry1 = [3] — [557|
procesos del conjunto A,. Mientras, A, es el conjunto de los procesos que no fallan

en la ronda y consta de los [5%+] procesos restantes.

Finalmente, cada proceso p; € A, recibe los valores de los procesos en A, 1, ade-
més, recibe el valor v; del proceso ¢; € F,,1, para i € {1,2,..., fri1 — 1}, U;fl =

Hziszppn, v wn b {og v, g1, o Tty o {2y, 41, .20 b} Mientras, los proce-
sos pi € Ay, reciben los valores de los procesos en A, y el valor de ¢y, ., € Frqq,
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U;?;:rl = {{xfr+17 Lfptlyeees xn}? {"L‘fT+1+17 Lfrtly s xn}’ ey {xfw Lf+1, xn}}

Por lo tanto, cada proceso p; € A, no decide y aplica la operacion join sobre los
valores recibidos. De esta forma, como cada proceso p; € A, recibio ([ 3] — [557])
de valores, entonces la altura de su valor v ™" es h(v]t!) = 1+ [2]+ > _,([55] —
[561) + ([3] = [a]) = 14+ 151 + (o] = [36]) = 1+ 2[5] = [55%] > L.
Por lo tanto, cada p; € A,.1 no decide y es clasificado como master. Teniendo al
final de la ronda r + 1, [ = ;:21 k- Se observa que el conjunto de los valores de
los procesos en A, al final de la ronda 1 forman una anticadena, es decir X, | =

Hoev, zp 1y s Tty s AT T i1y o T b

Por lo tanto, al final de cada ronda 1 < r <log(H) — 1 los procesos que pertenecen al
conjunto A, no deciden, es decir, el conjunto de los valores de los procesos que pertenecen
al conjunto A, forman una anticadena:

Xo ={z1, 240, b {z2, 2 g1y o, T by o {2 g, Thg1,y oo, TR b, donde | X ] = fr

En la ronda log(H) — 1, el conjunto Xoez)—1 puede ser de dos maneras: | Xoqm)—1] = 2
0 [Xiog(ry—1] = 3. Por lo tanto, al inicio de la ronda log(H) (figura 5.3) 1 = 3.9\ %
se tienen dos conjuntos: el conjunto Fiog gy formado por un proceso y el conjunto Ajeg(),
donde los procesos de ambos conjuntos envian sus mensajes a los procesos del conjunto

Ajog(my- Entonces, cada proceso p; El 14(111;,;5(1{) no decide y aplica la operacion join sobre
og

los valores recibidos, con lo cual h(v;

) = n > n — 1. Por lo tanto, cada p; € Ajpg(m)

. . log(H
no decide y es clasificado como master, y viog( ) = {z1,...,x,}. Entonces, cada proceso

Pi € Aog(m) €s comparable al final de la ronda log(H).

Eog H

Alog H Alog H

Figura 5.3: Ejecucion de la ronda log(H ).

De este argumento se puede concluir el siguiente teorema respecto al algoritmo LA,.

Teorema 5.1.13. Eziste una ejecucion tal que el algoritmo LA, requiere log(H) rondas
para resolver el LAP.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En el trabajo se estudio el problema de acuerdo de reticula para un sistema sincrono y
donde pueden ocurrir f < n fallas de paro. Para poder abordar el problema se estudiaron
los conceptos de reticula, asi como un par de resultados importantes sobre el mismo. En
este capitulo se van a abordar las conclusiones y el trabajo futuro.

6.1. Conclusiones

La estructura de la tesis sirvié para destacar el mejoramiento en orden de complejidad
de los algoritmos mostrados. Primero se decidi6 estudiar el algoritmo LAg, el cual tiene
un orden de complejidad O(f) en el namero de rondas. Entre las observaciones que se
encontraron fue que al final de cada ronda el valor de salida v] es no decreciente y que
se encuentra acotado por x; y UX. Debido a que no se revisaban como eran los mensajes
recibidos con respecto al valor del proceso al inicio de cada ronda, se tuvo un algoritmo
de orden lineal.

Con las observaciones finales se decidié abordar LA,; propuesto por Mavronicolas el
cual tiene un orden de complejidad O(+/f) respecto al ntimero de rondas. Se demostré que
la cota podia mejorarse dando como resultado el siguiente teorema:

Teorema 6.1.1. El algoritmo LAy, (2) resuelve el problema de acuerdo de reticula en
min{1l + A(J (X)), [(1 + +/8f + 1)/2]} rondas, para cada ejecucion en la que los procesos
D1, P2, -y Pn tnician con valores de entrada xy,xs,...,T, y f procesos fallan.

Se llevo a cabo una construcciéon para demostrar que la cota era justa. Al igual que
LApg se observo que al final de cada ronda de LA), el valor de salida v} es no decreciente.
Una de las mejoras fue la terminacion temprana y esto hizo que la cota mejorara de un
orden lineal a uno de raiz cuadrada.

Finalmente se estudio el algoritmo LA, propuesto por Xiong Zheng y equipo. El algo-
ritmo LA, consiste en ir partiendo un grupo G” en dos (Mg y Sgr) a partir del criterio de
la altura de la reticula, tal que cada proceso comparte la misma etiqueta. De esta forma
se crea un arbol binario cuya altura es log(H) y por lo cual se requiere log(H ) + 1 rondas
para encontrar la solucion. Continuando bajo la misma metodologia de los dos algoritmos
anteriores, se demostrd que la cota es justa mediante la construcciéon de una ejecucion que
requiere log(H ) rondas.
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6.2. Trabajo futuro

El estudio de los tres algoritmos descritos en la tesis pretenden servir de base en la
investigacion de la existencia de mejoras en los algoritmos para el LAP. Para hacer este
estudio se estéa abordando el problema en una reticula completa, donde se tiene la existencia
tanto del meet como del join. Estamos analizando el algoritmo LA, el cual engloba a los
algoritmos estudiados en este trabajo. Como nota, prop de la linea 15 seré explicado mas
adelante.

Algoritmo 5: LA, (x;) para un proceso p;

Datos: x; = valor de entrada
Resultado: y; = valor de salida

1 UV, =X;

2 bandera = true

3 nodo = ()

ar=1

5 mientras bandera hacer

6 enviar a todos (v;, nodo)
7 | U = {vj] recive v; de p; si nodo = nodo;}
8 siv; <u owv; >u, Vu € U entonces
9 bandera = false

10 devolver v;

11 fin

12 si r = 1 entonces

13 | v =U{ulu e U}

14 en otro caso

15 si prop entonces

16 v; = W{ulu € U}
17 nodo = nodo + 0
18 en otro caso

19 v; = MNulu € U}
20 nodo = nodo + 1
21 fin

22 fin

23 r=r—+1
24 fin
25 Y = U

Como resultado principal sobre este algoritmo se tiene que es correcto. Por otro lado,
actualmente nos encontramos estudiando la complejidad, esto se esta haciendo sobre la
proposicion prop (linea 15).

1. prop depende de la altura de la reticula.

2. prop depende del nimero de fallas.

Para el punto uno, dado que este algoritmo esta rescatando la condicion del algoritmo
LA,, se espera que se tenga un orden de complejidad O(log H). Mientras que en el punto
dos, se espera encontrar un orden de complejidad O(log f).
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