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Notación

M,N variedades
U, V vecindades abiertas
f, g funciones entre variedades
E,F haces vectoriales
E ,F haces de Higgs
i, j, k, α, β, γ ı́ndices
h, h′ métricas en un haz
ξ, η secciones de un haz
φ, ψ (p, q)-formas
Φ,Ψ (p, q)-formas con coeficientes en un haz
(z1, . . . , zm) coordenadas holomorfas
(θ1, . . . , θm) marco local unitario
(s1, . . . , sr) marco local
D,D conexiones
R,R curvaturas
K,K curvaturas medias
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Historia

La noción de haz de Higgs fue introducida originalmente por Hitchin [19] como un
par (E,Φ), formado por un haz holomorfo de rango 2 sobre una superficie de Riemann
compacta y un morfismo Φ : E −→ E ⊗ Ω1,0 (el cual llama campo de Higgs) que
satisface Φ∧Φ = 0. Siguiendo las ideas de Narasimhan y Seshadri [27] sobre estabilidad
de Mumford y Atiyah y Bott [1, 3] sobre teoŕıa de Yang-Mills, Hitchin [19] demostró la
correspondecia que hay entre la existencia de soluciones no singulares para las ecuaciones
de auto-dualidad en dos dimensiones (también conocidas como ecuaciones de Hitchin), y
la existencia de un par (E,Φ) que satisface adicionalmente cierta condición de estabilidad,
la cual es de forma natural una extensión de la condición de estabilidad de Mumford
[23].

Siguiendo la técnica que Uhlenbeck y Yau utilizaron para métricas de Hermite-
Einstein en haces holomorfos [32], Simpson extendió los resultados de Hitchin para un
par (E,Φ), donde E −→M es un haz holomorfo sobre una variedad de Kähler compacta
M con rango y dimensión arbitrarias y acuñó el término haz de Higgs para referise a
dichos pares (E,Φ) [29]. En este mismo trabajo Simpson define el funcional de Donald-
son y una conexión Dh = Dh + Φ + Φ̄h asociadas a una métrica Hermitiana h en el
haz. Esta conexión también fue introducida por Hitchin [19], por lo que es llamada la
conexión de Hitchin-Simpson. En particular, puede decirse que la conexión de Hitchin-
Simpson “captura la información del haz de Higgs”, i.e., involucra el campo de Higgs
Φ y la estructura holomorfa del haz. El resultado de Simpson establece que un haz de
Higgs (E,Φ) es poliestable si y solo si existe una métrica Hermitiana que satisface la con-
dición de Hermite-Yang-Mills: La curvatura media de Hitchin-Simpson es proporcional
por una constante al endomorfismo identidad de E. Esta correspondencia es un resultado
fundamental en geometŕıa compleja comúnmente conocido como la correspondencia de
Hitchin-Kobayashi y ha sido extendida para haces de Higgs, por ejemplo en los trabajos
de Bruzzo y Graña [6], Cardona [12] y Li y Zhang [24]. Posteriormente, siguiendo las
ideas de Uhlenbeck, Yau y Simpson, Bando y Siu demostraron la correspondencia de
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Hitchin-Kobayashi para gavillas [4].

En las últimas tres décadas los haces de Higgs han sido estudiados de manera exhaus-
tiva, principalmente estudiando objetos como la curvatura media de Hitchin-Simpson y
los funcionales de Donaldson, Kobayashi y Yang-Mills-Higgs. Algunos de los resultados
sobre la correspondecia de Hitchin-Kobayashi para haces de Higgs se basan escencialmen-
te en analizar ciertas propiedades del funcional de Donaldson, por lo que en principio los
funcionales mencionados anteriormente juegan un papel importante en la teoŕıa de haces
de Higgs. Para un haz holomorfo sobre una variedad de Kähler compacta, los funcionales
de Kobayashi y Yang-Mills están definidos sobre el espacio de métricas Hermitianas del
haz y se diferenćıan por una constante topológica [23]. Estos funcionales se pueden ex-
tender de manera natural para haces de Higgs y al contrario del caso clásico, la diferencia
de estos funcionales es un término que depende de la métrica Hermitiana.

Recientemente, los haces de Higgs y las ecuaciones de Hitchin han sido de gran
interés tanto en matemáticas como en f́ısica. Un claro ejemplo de esto son los art́ıculos
de Kapustin y Witten [22, 36] y de Gagliardo y Uhlenbeck [17]. En particular, en [22] se
muestran ciertos v́ınculos entre el programa geométrico de Langlands, la teoŕıa cuántica
de campos supersimétrica y los haces de Higgs. También en el trabajo de Wijnholt [35]
se muestra que los haces de Higgs tienen gran relevancia en la teoŕıa de cuerdas. Por otro
lado, Ward generalizó las ecuaciones de Hitchin para variedades complejas de dimensión
arbitraria k [33, 34]. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones 2k-Hitchin y
han sido estudiadas desde el punto de vista f́ısico-matemático y geométrico usando haces
de Higgs [9, 21, 33, 34].

Los objetivos de esta tesis son principalmente dos: Dar una introducción a los haces
de Higgs siguiendo la teoŕıa clásica de haces holomorfos en geometŕıa compleja, y ex-
poner algunos de los resultados más importantes sobre dichos haces. En particular, en
este trabajo el lector puede encontrar un análisis relativamente detallado sobre métricas
de Hermite-Yang-Mills y los teoremas de anulamiento. En los apéndices A y B se da un
breve repaso a la teoŕıa de haces holomorfos y las herramientas que se utilizan a lo largo
de este trabajo. Por ejemplo, se presenta un resumen de las definiciones y propiedades
básicas del operador de Hodge, las clases de Chern y las formas diferenciales con valores
en un haz. En el caṕıtulo 1 se mencionan algunos hechos históricos sobre el desarrollo de
la teoŕıa de haces de Higgs y su importancia en la f́ısica y matemática, se dan las defi-
niciones y propiedades básicas como los morfismos de Higgs, secciones Φ-invariantes, la
conexión de Hitchin-Simpson y se muestran algunos ejemplos particulares. En el caṕıtulo
2 se muestra un análisis detallado sobre la curvatura media de Hitchin-Simpson y las
métricas de Hermite-Yang-Mills en haces asociados. Se demuestran algunos teoremas de
anulamiento y se da un breve repaso de los resultados que hay sobre la correspondencia
de Hitchin-Kobayashi para haces de Higgs. Finalmente, en el caṕıtulo 3 se definen los
funcionales de Kobayashi y Yang-Mills-Higgs para haces de Higgs, se exponen algunas
de sus propiedades más importantes y se muestra cómo se comparan en analoǵıa con las
versiones clásicas de estas propiedades.
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1.2. Haces de Higgs y sus propiedades básicas

En esta sección se dan algunas definiciones básicas de la teoŕıa de haces de Higgs
siguiendo los art́ıculos pioneros de Simpson [29, 30]. Una aproximación más reciente se
puede consultar en el art́ıculo de Bruzzo [6]. Se definen algunas operaciones sobre haces
de Higgs como la suma directa y el producto tensorial, y se muestran algunos ejemplos
no triviales dados por Seaman en [28].

A lo largo de este manuscrito (M, g) denotará una variedad de Kähler compacta
m-dimensional con forma de Kähler ω.

Definición 1.2.1. Un haz de Higgs es un par E = (E,Φ) con E −→M un haz holomorfo
de rango r sobre M , y Φ ∈ A1,0(EndE) una (1, 0)-forma holomorfa con valores en EndE
tal que

Φ ∧ Φ = 0 . (1.1)

La forma Φ es llamada el campo de Higgs de E .

Sea (z1, . . . , zm) un sistema de coordenadas holomorfas de M y considere el marco
holomorfo (dz1, . . . , dzm) de Ω1,0. Entonces Φ se expresa localmente como Φ =

∑
Φα dz

α,
donde cada Φα es un endomorfismo holomorfo de E. De la expresión

Φ ∧ Φ =
∑

(Φα ◦ Φβ) dzα ∧ dzβ =
∑
α<β

[
Φα,Φβ

]
dzα ∧ dzβ , (1.2)

se sigue que la condición Φ∧Φ = 0 es equivalente a que cada endomorfismo Φα conmute
con los demás, i.e., [

Φα,Φβ
]

= 0 ∀α, β ∈ {1, . . . ,m}. (1.3)

Se pueden definir algunas operaciones sobre haces de Higgs como el producto tenso-
rial, la suma directa y el dual. Sean E = (E,Φ), E1 = (E1,Φ1) y E2 = (E2,Φ2) haces de
Higgs sobre M . Se define el producto tensorial E1 ⊗ E2 como

E1 ⊗ E2 = (E1 ⊗ E2,Φ1⊗2) con Φ1⊗2 = Φ1 ⊗ IE2
+ IE1

⊗ Φ2 , (1.4)

y la suma directa E1 ⊕ E2 como

E1 ⊕ E2 = (E1 ⊕ E2,Φ1⊕2) con Φ1⊕2 = Φ1 ⊕ Φ2 . (1.5)

Se puede verificar directamente que E1 ⊗ E2 y E1 ⊕ E2 son haces de Higgs. En efecto, si
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Φ1 =
∑

Φ1α dz
α y Φ2 =

∑
Φ2α dz

α entonces usando (1.3) se obtiene

Φ1⊗2 ∧ Φ1⊗2 = (Φ1 ⊗ IE2) ∧ (Φ1 ⊗ IE2) + (Φ1 ⊗ IE2) ∧ (IE1 ⊗ Φ2)

+(IE1 ⊗ Φ2) ∧ (Φ1 ⊗ IE2) + (IE1 ⊗ Φ2) ∧ (IE1 ⊗ Φ2)

=
1

2

∑
α<β

([
Φ1α,Φ1β

]
⊗ IE2

+ IE1
⊗
[
Φ2α,Φ2β

])
dzα ∧ dzβ

+
∑

Φ1α ⊗ Φ2β dz
α ∧ dzβ +

∑
Φ1β ⊗ Φ2α dz

α ∧ dzβ

= 0 ,

Φ1⊕2 ∧ Φ1⊕2 =
∑(

Φ1α 0
0 Φ2α

)(
Φ1β 0

0 Φ2β

)
dzα ∧ dzβ

=
∑(

Φ1α ◦ Φ1β 0
0 Φ2α ◦ Φ2β

)
dzα ∧ dzβ

= 0 .

Si Φ =
∑

Φα dz
α y Φ∗α : E∗ −→ E∗ denota el operador dual de Φα, entonces

E∗ = (E∗,Φ∗) es un haz de Higgs con Φ∗ =
∑

Φ∗α dz
α. En efecto, para L ∈ E∗ se tiene

que Φ∗α L = L ◦ Φα y de la identidad Φ∗α ◦ Φ∗β = (Φβ ◦ Φα)∗ se sigue(
Φ∗α ◦ Φ∗β − Φ∗β ◦ Φ∗α

)
L = L ◦

(
Φβ ◦ Φα − Φα ◦ Φβ

)
= 0 .

De manera análoga al caso anterior, sea f : N −→ M una función holomorfa sobre una
variedad de Kähler compacta N y defina f∗Φ =

∑
(f∗Φα) f∗dzα, donde f∗Φα y f∗dzα

denotan el pullback de Φα y dzα por f , respectivamente. Entonces,

[f∗Φα, f
∗Φβ ] = f∗[Φα,Φβ ] = 0

y por lo tanto f∗E = (f∗E, f∗Φ) es un haz de Higgs.
Dado un haz holomorfo E −→ M , el ejemplo más simple de un haz de Higgs (E,Φ)

es el caso Φ = 0. No obstante, como es mencionado por Hitchin en [19], este caso es
de particular interés geométrico. Los primeros ejemplos no triviales de haces de Higgs
aparecen en los art́ıculos de Hitchin [19] y Simpson [29], los cuales son notablemente
técnicos. En particular, para algunos de estos Hitchin considera haces asociados a ráıces
cuadradas del haz canónico de una superficie de Riemann compacta. Dicho ejemplo se
discutirá con algún detalle al final de la sección 2.5, cuando se introduzca el concepto
de estabilidad de Mumford y su relación con la existencia de métricas de Hermite-Yang-
Mills. Por otro lado, Simpson introduce en [29] la noción de un sistema de haces de
Hodge como un objeto que utiliza para estudiar las variaciones de estructuras de Hodge
en geometŕıa algebraica. Un sistema de haces de Hodge es una suma directa de haces
holomorfos junto con morfismos holomorfos

E =
⊕

p+q=w

Ep,q, Φp,q : Ep,q −→ Ep−1,q+1 ⊗ Ω1,0
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tales que Φp−1,q+1 ∧ Φp,q = 0. Note que a partir de los morfismos Φp,q se define de la
manera obvia Φ : E −→ E ⊗Ω1,0, de modo que se satisface la condición Φ ∧Φ = 0. Por
lo tanto (E,Φ) es un haz de Higgs.

Otros ejemplos de haces de Higgs aparecen en el art́ıculo de Seaman [28] como cons-
trucciones asociadas al haz cotangente de una variedad compleja. Suponga que exis-
te una forma holomorfa λ ∈ Ωs,0 que no se anula con s impar. Sea E =

⊕m
p=0 Ωp,0

el haz holomorfo de (p, 0)-formas para cualquier p. Se define Φ mediante la condición
Φ(v)ξ = (ιvλ) ∧ ξ, donde v es un campo vectorial en M , ξ es una sección holomorfa de
E y ιv : Ωp,0 −→ Ωp−1,0 denota el operador de contracción o producto interior por el
campo vectorial v. Note que Φ aplicada a ξ se puede escribir como

Φξ =
∑

((ι∂αλ) ∧ ξ)dzα, (1.6)

donde cada componente (ι∂αλ) ∧ ξ es holomorfa ya que λ es holomorfa. Se sigue que
Φ : E −→ E ⊗ Ω1,0 es una (1, 0)-forma holomorfa con valores en EndE. Como ιvλ es
una forma de grado par, la condición Φ ∧ Φ = 0 se sigue de usar (1.3), i.e.,

[ι∂αλ, ι∂βλ] = (ι∂αλ) ∧ (ι∂βλ)− (ι∂βλ) ∧ (ι∂αλ) = 0.

Por lo tanto el par E = (E,Φ) es un haz de Higgs. Por último, cabe mencionar que
la forma λ puede definirse, por ejemplo, en el caso de una variedad de Calabi-Yau de
dimensión impar. Para más detalles sobre los aspectos geométricos de este ejemplo ver
[28].

Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs. Se define el rango de E como el rango del haz
subyacente E, esto es, rk E = rkE . De manera similar, se definen la primera y segunda
clases de Chern, el grado y el slope de E , i.e.,

c1(E) = c1(E), c2(E) = c2(E), deg E = degE, µ(E) = µ(E), (1.7)

donde la última igualdad es una consecuencia de la tercera y de la definición clásica
(B.44) ya que µ(E) = deg E/rk E . Siguiendo [6] se tienen las siguientes definiciones.

Definición 1.2.2. Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs. Una sección ξ ∈ A0(E) es Φ-
invariante si existe una (1, 0)-forma holomorfa λ ∈ A1,0 tal que Φ ξ = ξ ⊗ λ, i.e., si el
siguiente diagrama conmuta.

E E ⊗ Ω1,0

M

Φ

ξ
ξ ⊗ λ

Note que, aplicando el campo de Higgs sobre el espacio de secciones Φ-invariantes, se
tiene la siguiente expresión

Φξ = (I ⊗ λ)ξ , (1.8)
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donde la forma λ depende de cada sección ξ. Como se verá en la sección 2.1, algunos
resultados de la teoŕıa de haces holomorfos se extienden para haces de Higgs usando la
noción de sección Φ-invariante (ver sección B.2).

Definición 1.2.3. Sean E1 = (E1,Φ1) y E2 = (E2,Φ2) haces de Higgs sobre la misma
variedad M . Un morfismo de Higgs de E1 a E2 es un homomorfismo holomorfo de haces
f : E1 −→ E2 tal que el siguiente diagrama conmuta.

E1 E2

E1 ⊗ Ω1,0 E2 ⊗ Ω1,0

f

Φ2

f ⊗ I
Φ1

Se sigue de esta definición que la composición de morfismos de Higgs es un morfismo
de Higgs. En efecto, basta con observar que para morfismos de Higgs f : (E1,Φ1) −→
(E2,Φ2) y g : (E2,Φ2) −→ (E3,Φ3) se tiene el siguiente diagrama compuesto que con-
muta ya que cada diagrama interior conmuta. Por lo tanto g ◦ f : (E1,Φ1) −→ (E3,Φ3)
es un morfismo de Higgs.

E1 E2 E3

E1 ⊗ Ω1,0 E2 ⊗ Ω1,0 E3 ⊗ Ω1,0

f

f ⊗ I
Φ1

g

Φ3Φ2

g ⊗ I

Definición 1.2.4. Un haz de Higgs F = (F,Ψ) es un subhaz de Higgs del haz de Higgs
E = (E,Φ) si F es un subhaz holomorfo de E y la inclusión ι : F ↪→ E es un morfismo
de Higgs.

Con relación a la definición de subhaz de Higgs se introduce la noción de subhaz Φ-
invariante. Se dice que un subhaz holomorfo F ⊂ E es Φ-invariante si satisface Φ(F ) ⊂
F ⊗ Ω1,0. Suponga que F = (F,Ψ) es un subhaz de Higgs de E = (E,Φ), entonces se
tiene el siguiente diagrama conmutativo.

F E

F ⊗ Ω1,0 E ⊗ Ω1,0

ι

Φ

ι⊗ I
Ψ
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Esto último, junto con el hecho de que Ψ sea campo de Higgs implican la contención

Φ(F ) = Φ ◦ ι(F ) = (ι⊗ I) ◦Ψ(F ) ⊂ (ι⊗ I)(F ⊗ Ω1,0) = F ⊗ Ω1,0 .

Por lo tanto F es un subhaz Φ-invariante. Por otro lado, se sigue que un subhaz Φ-
invariante F ⊂ E define un subhaz de Higgs de la manera obvia. Esto es, el par (F,Φ|F )
es un subhaz de Higgs. De lo anterior se concluye que las nociones de subhaz de Higgs y
subhaz Φ-invariante son equivalentes.

Retomando el ejemplo del haz de p-formas E =
⊕m

p=0 Ωp,0, si Ea =
⊕m

p=a Ωp,0 para
a ≥ 0 se define un campo de Higgs Φa en Ea de la misma forma que en (1.6) para
cada ξ ∈ A0(Ea). Consecuentemente los pares Ea = (Ea,Φa) forman una filtración de
subhaces de Higgs, i.e., una familia de haces de Higgs {Ea}a≥0 tal que

0 ⊂ Em ⊂ Em−1 ⊂ · · · ⊂ E1 ⊂ E0 = E .

1.3. La conexión de Hitchin-Simpson

En esta sección se retoman algunos de los conceptos y resultados vistos en los apéndi-
ces A y B, y se extienden para el caso de haces de Higgs. Siguiendo [8] y [29] se define la
conexión de Hitchin-Simpson y sus operadores asociados como la curvatura y curvatura
media.

Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs y sea (dz1, . . . , dzm) el marco holomorfo de Ω1,0

asociado a las coordenadas y (s1, . . . , sr) un marco para E con marco dual (s1, . . . , sr).
Una métrica Hermitiana en E es una métrica Hermitiana en el haz holomorfo E −→M .
Considere h una métrica Hermitiana en E . Siguiendo la sección B.1, si el campo de Higgs
Φ se expresa como

Φ =
∑

Φiαj si ⊗ sjdzα,

entonces el Hermitiano conjugado de Φ es el elemento Φ̄h ∈ A0,1(EndE) determinado
por la fórmula (B.14), i.e.,

h(Φ̄h ξ, η) = h(ξ,Φ η) (1.9)

para cualquier par de secciones ξ, η ∈ A0(E). La forma Φ̄h se expresa como

Φ̄h =
∑

Φ̄hβ̄ dz̄
β =

∑
Φ̄ihβ̄j si ⊗ s

jdz̄β , (1.10)

donde por (B.21), los endomorfismos Φβ y Φ̄hβ̄ están relacionados por

Φ̄ihβ̄j = (−1)1·0
∑

hjl̄ Φ
l
βk h

ik̄ =
∑

hjl̄ Φ
l
βk h

ik̄, (1.11)

con hik̄ = h(si, sk). Cuando se elige un marco unitario para E de modo que hik̄ = δik̄ ,
la igualdad (1.11) se simplifica a

Φ̄ihβ̄j = Φjβi o equivalentemente Φ̄hβ̄ = Φ†β . (1.12)
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Es decir, la matriz que representa a Φ̄hβ̄ es formalmente el adjunto de la matriz que
representa Φβ . De la condición de Φ-invarianza (1.8) y la igualdad (1.12) se sigue que,
en lo que compete a secciones Φ-invariantes, el Hermitiano conjugado Φ̄h satisface

Φ̄h ξ = (I ⊗ λ̄)ξ = ξ ⊗ λ̄ . (1.13)

Retomando la sección A.2, dado un haz Hermitiano holomorfo (E, h), la proposición
A.2.3 garantiza la existencia de una única conexión Dh en E, llamada la conexión de
Chern, que es compatible con la métrica h y la estructura holomorfa, i.e.,

dh(ξ, η) = h(Dhξ, η) + h(ξ,Dhη) ∀ξ, η ∈ A0(E), (1.14)

y su descomposición en tipos está dada por Dh = D′h + d′′.

Lema 1.3.1. Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs y h una métrica Hermitiana en E. Entonces

D′h Φ̄h = 0 y Φ̄h ∧ Φ̄h = 0. (1.15)

Demostración. Aplicando d′ a la fórmula del Hermitiano conjugado Φ̄h en (1.9) y usando
la fórmula (A.16) para la conexión de Chern Dh = D′h + d′′, se tiene

h(D′h(Φ̄hξ), η)− h(Φ̄h ξ, d
′′η) = h(D′hξ,Φη) + h(ξ, d′′(Φη)) (1.16)

para secciones ξ, η ∈ A0(E). Como Φ y η son holomorfas se tiene d′′η = 0 y d′′(Φη) = 0,
y se sigue que el segundo término de cada lado de la igualdad (1.16) se anula. Observe
que por la regla de Leibniz se tiene

D′h(Φ̄hξ) = (D′hΦ̄h)ξ − Φ̄h ∧D′hξ

y la fórmula (1.16) implica

h((D′hΦ̄h)ξ, η) = h(D′h ξ,Φη) + h(Φ̄h ∧D′h ξ, η)

= h(D′h ξ,Φη)− h(D′hξ,Φη)

= 0 ,

donde en la segunda igualdad se usó la definición del Hermitiano conjugado y el signo
menos aparece debido al intercambio de las formas Φ̄h y D′h ξ. Como esto se cumple para
cualesquiera ξ y η holomorfas, se concluye que D′hΦ̄h = 0 .

Para demostrar que Φ̄h∧ Φ̄h = 0 simplemente se usan las propiedades del Hermitiano
conjugado. Esto es, para cualquier par de secciones holomorfas ξ, η ∈ A0(E) se tiene

h(Φ̄h ∧ Φ̄hξ, η) = −h(Φ̄h ξ,Φη) = −h(ξ,Φ ∧ Φη) = 0,

lo que implica Φ̄h ∧ Φ̄h = 0.
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Simpson define en [29] una conexión en un haz de Higgs E usando la conexión de
Chern del haz subyacente y el campo de Higgs. Dicha conexión está dada por

Dh = Dh + Φ + Φ̄h (1.17)

y es llamada la conexión de Hitchin-Simpson. Se sigue de la misma definición (1.17) que
Dh satisface la regla de Leibniz y en efecto es una conexión en E . Note que Dh se puede
escribir como la suma de dos operadores

Dh = D′h +D′′ , con D′h = D′h + Φ̄h y D′′ = d′′ + Φ , (1.18)

enfatizando la dependencia sobre la métrica h solamente en el término D′h. Otro hecho
notable es que de la definición de D′′ en (1.18) se sigue que Φ es un campo de Higgs si
y solo si D′′ 2 = 0. En efecto, se tiene

D′′ 2 = d′′ 2 + d′′ ∧ Φ + Φ ∧ d′′ + Φ ∧ Φ

= d′′Φ + Φ ∧ Φ ,

donde en la segunda igualdad se usó la regla de Leibniz y el hecho que d′′ 2 = 0. Se sigue
que Φ es un campo de Higgs si y solo si D′′ 2 = 0. El hecho anterior justifica que la
condición Φ ∧ Φ = 0 usualmente sea llamada una condición de integrabilidad (ver [13,
pp. 397-401]), pues en la definición de campo de Higgs usualmente se sobrentiende la
holomorf́ıa de Φ.

La curvatura de esta conexión se define como Rh = Dh∧Dh y es llamada la curvatura
de Hitchin-Simpson. Como consecuencia del lema 1.3.1 se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.3.2. Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs y h una métrica Hermitiana en E.
Entonces la curvatura de Hitchin-Simpson está dada por

Rh = Rh +D′hΦ + d′′Φ̄h + [Φ , Φ̄h] . (1.19)

Demostración. Usando la condición de integrabilidad y la identidad Φ̄h ∧ Φ̄h = 0 del
lema 1.3.1, la curvatura de Hitchin-Simpson se expresa como

Rh = (Dh + Φ + Φ̄h) ∧ (Dh + Φ + Φ̄h)

= Dh ∧Dh +Dh ∧ Φ + Φ ∧Dh +Dh ∧ Φ̄h + Φ̄h ∧Dh

+ Φ ∧ Φ̄h + Φ̄h ∧ Φ

= Rh +DhΦ +DhΦ̄h + [Φ , Φ̄h] ,

donde Rh es la curvatura de Chern, DhΦ y DhΦ̄h son las derivadas covariantes de Φ y
Φ̄h, respectivamente, y el conmutador [Φ, Φ̄h] queda determinado por la fórmula general
(B.18), esto es,

[Φ, Φ̄h] = Φ ∧ Φ̄h + Φ̄h ∧ Φ .
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Como Φ es holomorfa se sigue Dh Φ = D′h Φ y de la primera igualdad en (1.15) se tiene
DhΦ̄h = d′′Φ̄h . Por lo tanto la expresión de arriba para Rh se simplifica a

Rh = Rh +D′hΦ + d′′Φ̄h + [Φ , Φ̄h].

Al observar la expresión (1.19) queda claro que la curvatura de Hitchin-Simpson tiene
componentes de tipo distinto. Más precisamente, D′hΦ ∈ A2,0(EndE) ya que D′h y Φ
son de tipo (1, 0), d′′Φ̄h ∈ A0,2(EndE) ya que d′′ y Φ̄h son de tipo (0, 1), mientras que
el término restante Rh + [Φh, Φ̄h] está en A1,1(EndE) ya que cada sumando es de tipo
(1, 1). Aśı, usando un coordenadas holomorfas (z1, . . . , zn) para M , la descomposición
en tipos de Rh se expresa como

R2,0
h =

∑
Rhαβ dzα ∧ dzβ , (1.20)

R1,1
h =

∑
Rhαβ̄ dzα ∧ dz̄β , (1.21)

R0,2
h =

∑
Rhᾱβ̄ dz̄α ∧ dz̄β , (1.22)

y cada parte está dada por

R2,0
h = D′hΦ , R1,1

h = Rh + [Φ, Φ̄h] , R0,2
h = d′′Φ̄h . (1.23)

Cabe mencionar que si se usa un marco unitario para Ω1,0 en lugar de un marco holo-
morfo, las expresiones (1.20)-(1.23) resultan análogas. En particular, la parte (1, 1) de
Rh es de interés ya que como se verá, es la parte que interviene en la curvatura media
de Hitchin-Simpson y se escribe explicitamente como

R1,1
h =

∑
Rhαβ̄ dzα ∧ dz̄β =

∑
Rihαβ̄j si ⊗ s

jdzα ∧ dz̄β . (1.24)

Considerando la expresión (B.19) con respecto a un marco holomorfo en lugar de un
marco unitario, se tiene

[Φ, Φ̄h] =
∑

[Φα, Φ̄hβ̄ ] dzα ∧ dz̄β , (1.25)

donde las componentes del conmutador [Φα, Φ̄hβ̄ ] están dadas por

[Φα, Φ̄hβ̄ ]ij = (Φα ◦ Φ̄hβ̄ − Φ̄hβ̄ ◦ Φα)ij

=
∑

(ΦiαkΦ̄khβ̄j − Φ̄ihβ̄kΦkαj) . (1.26)

Se sigue que

Rhαβ̄ = Rhαβ̄ + [Φα, Φ̄hβ̄ ] , (1.27)

y por lo tanto las componentes de R1,1
h están dadas por

Rihαβ̄j = Rihαβ̄j +
∑

(ΦiαkΦ̄khβ̄j − Φ̄ihβ̄kΦkαj) . (1.28)



Caṕıtulo 2

Curvatura media y métricas de

Hermite-Yang-Mills (HYM)

En este caṕıtulo se presentan algunos resultados sobre anulamiento y existencia de
secciones holomorfas de haces de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta, más
comúnmente conocidos como teoremas de anulamiento [23, 6, 12]. Como se mencionó
anteriormente, algunos de estos resultados son una extensión de los teoremas clásicos de
anulamiento para haces holomorfos. En esta sección se siguen principalmente los art́ıculos
de Bruzzo y Graña [6] y de Cardona [12].

2.1. La curvatura media de Hitchin-Simpson

Primero se darán algunas definiciones para la curvatura media de Hitchin-Simpson.
Note que el producto wedge ωm−1 de la forma de Kähler es de tipo (m− 1,m− 1) y por
lo tanto

Rh ∧ ωm−1 = (R2,0
h +R1,1

h +R0,2
h ) ∧ ωm−1 = R1,1

h ∧ ω
m−1. (2.1)

Se define la curvatura media de Hitchin-Simpson como el elemento Kh ∈ A0(EndE) tal
que

imRh ∧ ωm−1 = imR1,1
h ∧ ω

m−1 = Kh ωm (2.2)

Observe que a partir de la definición (1.24) para R1,1
h , si se definen

Kihj =
∑

gαβ̄Rihαβ̄j y Khjk̄ =
∑

hik̄ Kihj , (2.3)

entonces se puede considerar a la curvatura media de Hitchin-Simpson como el endomor-
fismo o la forma dadas por

Kh =
∑
Kihj si ⊗ sj , K̂h =

∑
Khjk̄ sj ⊗ s̄k. (2.4)

11
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De la definición anterior para Kh y de (1.27) se tiene

Kihj =
∑

gαβ̄Rihαβ̄j

=
∑

gαβ̄
(
Rihαβ̄j + [Φα, Φ̄hβ̄ ]ij

)
= Ki

hj +
∑

gαβ̄ [Φα, Φ̄hβ̄ ]ij , (2.5)

Por lo tanto la curvatura media de Hitchin-Simpson se expresa como

Kh = Kh +
∑

gαβ̄ [Φα, Φ̄hβ̄ ] . (2.6)

Dadas dos secciones ξ =
∑
ξisi y η =

∑
ηisi, las aplicaciones Kh ξ y K̂h(ξ, η) se expresan

localmente como

Kh ξ =
∑
Kihjξjsi , K̂h(ξ, η) =

∑
Khjk̄ ξj η̄k. (2.7)

Note que la curvatura media depende tanto de la métrica h en E como de la métrica g
en M , y ambas definiciones en (2.4) están relacionas mediante h como

K̂h(ξ, η) = h(Kh ξ, η) ∀ξ, η ∈ A0(E) . (2.8)

De ahora en adelante se referirá indistintamente a Kh y K̂h como la curvatura media de
Hitchin-Simpson.

2.2. Teoremas de anulamiento

En esta sección se enuncian algunos de los resultados sobre existencia y anulamiento
de secciones Φ-invariantes en un haz de Higgs siguiendo los art́ıculos de Bruzzo y Graña
[6] y de Cardona [12].

Teorema 2.2.1. Sea (E , h) un haz de Higgs Hermitiano sobre (M, g). Entonces

(a) Si la curvatura media de Hitchin-Simpson K̂h es negativa semi-definida en todo
M , entonces cada sección Φ-invariante ξ ∈ A0(E) satisface

K̂h(ξ, ξ) = 0, (2.9)

y es paralela en el sentido clásico, i.e., Dhξ = 0 donde Dh es la conexión de Chern.

(b) Si la curvatura media de Hitchin-Simpson K̂h es negativa semi-definida en todo
M y negativa definida en algún punto de M , entonces E no tiene secciones Φ-invariantes
no triviales.
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Demostración. (a) Sea ξ una sección no trivial Φ-invariante de E y suponga que K̂h
es semi-definida negativa en todo M . De la descomposición (1.19) para la curvatura de
Hitchin-Simpson se tiene

Rh ξ = Rh ξ +D′hΦξ + d′′Φ̄h ξ + [Φ , Φ̄h]ξ . (2.10)

Como ξ es Φ-invariante Φξ = ξ ⊗ λ y por (1.13) se tiene Φ̄h ξ = ξ ⊗ λ̄, entonces

[Φ, Φ̄h]ξ = ξ ⊗ λ ∧ λ̄+ ξ ⊗ λ̄ ∧ λ = 0 ,

y por lo tanto la parte (1,1) de Rh es simplemente Rh. Tomando la traza de (2.10) con
respecto a g y aplicandolo a ξ se sigue que Kh ξ = Kh ξ, o equivalentemente K̂h(ξ, ξ) =
K̂h(ξ, ξ) . Sustituyendo esta ultima igualdad en la fórmula de Weitzenböck (B.36) se
obtiene

−�h(ξ, ξ) = |D′h ξ|2 − K̂h(ξ, ξ) ≥ 0 , (2.11)

ya que K̂h es negativa semi-definida. El principio maximal de Hopf implica que h(ξ, ξ)
es constante y por lo tanto K̂h(ξ, ξ) = 0 y |D′hξ|2 = 0, de modo que D′h ξ = 0. Como ξ
es holomorfa se sigue Dh ξ = D′hξ + d′′ξ = 0.

(b) Suponga que ξ es una sección no trivial Φ-invariante de E y que K̂h es negativa
semi-definida en todo M y negativa definida en algún punto de M . Entonces de (a) se
sabe que ξ es paralela con respecto a Dh y por lo tanto no se anula en ningún punto de
la variedad1. Ahora, de la segunda igualdad en (2.7) con ξ = η se obtiene

K̂h(ξ, ξ) =
∑
Khjk̄ ξj ξ̄k.

Sea x0 ∈M un punto en el que K̂h es negativa semi-definida y sean ξ0 = ξ(x0),K0
hjk̄

=

Khjk̄(x0). Ya que ξ0 6= 0 se sigue

K̂h(ξ, ξ)(x0) =
∑
K0
hjk̄ ξ

j
0 ξ̄

k
0 < 0,

lo cual es una contradicción, debido a que (a) implica K̂(ξ, ξ) = 0 en todo M .

Teorema 2.2.2. Sean (E1, h1) y (E2, h2) haces de Higgs Hermitianos sobre una variedad
Hermitiana de Kähler compacta (M, g) y sean K̂1 y K̂1 sus correspondientes curvaturas
medias de Hitchin-Simpson. Sea Φ1⊗2 el campo de Higgs de (E1 ⊗ E2, h1⊗2) con h1⊗2 =
h1 ⊗ h2 y sea K̂1⊗2 la curvatura media de Hitchin-Simpson de este producto tensorial.

1Si ξ es paralela entonces dh(ξ, ξ) = h(Dhξ, ξ) + h(ξ,Dhξ) = 0, de modo que h(ξ, ξ) es constante.
Si en un punto x′ se tiene ξ(x′) 6= 0, entonces h(ξ(x), ξ(x)) = h(ξ(x′), ξ(x′)) > 0 y por lo tanto
ξ(x) 6= 0 ∀x ∈M .
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(a) Si ambas K̂1 y K̂2 son negativas semi-definidas en todo M , entonces cada sección
Φ1⊗2-invariante ξ de E1⊗E2 es paralela con respecto a la conexión de Chern D1⊗2 relativa
a h1⊗2, i.e., D1⊗2 ξ = 0 y satisface

K̂1⊗2(ξ, ξ) = 0.

(b) Si ambas K̂1 y K̂2 son negativas semi-definidas en todo M y alguna de las dos
es negativa definida en algún punto de M , entonces E1 ⊗ E2 no admite secciones Φ-
invariantes no triviales.

Demostración. Un cálculo directo usando la condición (1.9) para Φ1⊗2 muestra que

Φ̄h1⊗2
= Φ̄h1

⊗ I2 + I1 ⊗ Φ̄h2
,

donde Φ̄h1 y Φ̄h2
son los correspondientes Hermitianos conjugados de los campos de

Higgs de E1 y E2. Sean R1⊗2 y R1⊗2 las curvaturas de Chern y de Hitchin-Simpson de
E1 ⊗ E2, entonces

R1,1
1⊗2 = R1⊗2 + [Φ, Φ̄h1⊗2 ]

=
(
Rh1 + [Φ1, Φ̄h1 ]

)
⊗ I2 + I1 ⊗

(
Rh2 + [Φ2, Φ̄h2 ]

)
y por lo tanto la curvatura media de Hitchin-Simpson de (E1 ⊗ E2, h1⊗2) satisface

K1⊗2 = K1 ⊗ I2 + I1 ⊗K2 . (2.12)

Ya que usando marcos unitarios para E1 y E2 las formas K̂1 y K̂2 son diagonales, se
sigue de (2.12) que K̂1⊗2 también es diagonal y sus elementos no cero están dados por

K̂1⊗2(si ⊗ tj , si ⊗ tj) = K̂1(si, si) + K̂2(tj , tj) .

Por lo tanto K̂1⊗2 es negativa semi-definida en todo M y negativa definida en el punto
donde K̂1, o bien K̂2, es negativa definida. Finalmente, (a) y (b) se siguen de aplicar el
teorema 2.2.1.

Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del teorema 2.2.2.

Corolario 2.2.3. Sea (E , h) un haz de Higgs Hermitiano sobre una variedad Hermitiana
de Kähler compacta (M, g). Sea (E⊗p, h⊗p) el producto tensorial de (E , h) p-veces y sea Ψ

su campo de Higgs (construido a partir del campo de Higgs Φ de E) y K̂⊗p su curvatura
media de Hitchin-Simpson. Entonces

(a) Si K̂h es negativa semi-definida en todo M , entonces cada sección Ψ-invariante
ξ de E⊗p es paralela en el sentido clásico, i.e., D⊗p ξ = 0 y satisface

K̂⊗p(ξ, ξ) = 0 .
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(b) Si K̂h es negativa semi-definida en todo M y negativa definida en algún punto de
M , entonces E⊗p no admite secciones Φ-invariantes no triviales.

Siguiendo la notación del apéndice A, sea (E , h) un haz de Higgs Hermitiano sobre
(M, g) y considere los haces holomorfos (TM, g) y (Ω1,0, g∗) como haces de Higgs Hermi-
tianos con el campo de Higgs cero. Entonces la métricas h y g∗ inducen una métrica k en
el haz de Higgs Ωp,0(E) = E ⊗Ωp,0, de modo que el par (Ωp,0(E), k) se puede considerar
como un haz de Higgs Hermitiano sobre (M, g). Sea K̂g la curvatura media de Chern

de (TM, g) y K̂Ωp,0 la curvatura media de Hitchin-Simpson de (Ωp,0(E), k). Se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 2.2.4. Sea (E , h) un haz de Higgs Hermitiano sobre una variedad de Kähler
compacta (M, g) con campo de Higgs Φ, y sea K̂h su curvatura media de Hitchin-
Simpson. Entonces

(a) Si K̂h es negativa semi-definida y K̂g es positiva semi-definida en todo M , en-
tonces cada sección Φ-invariante ξ en Ωp,0(E) es paralela en el sentido clásico y satisface

K̂Ωp,0(ξ, ξ) = 0 .

(b) Si K̂h es negativa semi-definida y K̂g es positiva semi-definida en todo M , y

adicionalmente K̂h es negativa definida, o bien K̂g es positiva definida en algún punto,
entonces Ωp,0(E) no admite secciones Φ-invariantes no triviales.

2.3. Métricas de HYM

Retomando la sección B.3, dado un haz Higgs E = (E,Φ) se tiene el espacio de
métricas Hermitianas en E denota usualmetne por Herm+(E).

Definición 2.3.1. Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs sobre (M, g). Una métrica h ∈
Herm+(E) es una métrica de Hermite-Yang-Mills (HYM) débil con factor f si satisface
Kh = fI, o equivalentemente K̂h = fh, donde f es una función C∞ real sobre M . Si el
factor f = c es constante, entonces h es una métrica de Hermite-Yang-Mills con factor
c si satisface

Kh = fI , o equivalentemente K̂h = fh . (2.13)

Ambas ecuaciones en (2.13) se conocen como la ecuación de Hermite-Yang-Mills. Se
tienen las siguientes propiedades sobre la condición de HYM para los haces de Higgs
asociados.

Proposición 2.3.2. Sean (E , h), (E1, h1), (E2, h2) haces de Higgs Hermitianos sobre una
variedad de Kähler compacta. Entonces
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(a) Cualquier métrica sobre un haz de ĺınea de Higgs es necesariamente una métrica
de HYM débil.

(b) h es una métrica de HYM (débil) con factor f para E, si y solo si, la métrica
dual h∗ es una métrica de HYM (débil) con factor −f para E∗.

(c) Si h1 y h2 son dos métricas de HYM (débiles) con factor f1 y f2 para E1 y E2,
respectivamente, entonces h1⊗2 es de HYM (débil) con factor f1 + f2 para el producto
tensorial E1 ⊗ E2.

(d) La métrica h1⊕2 = h1 ⊕ h2 en E1 ⊕ E2 es de HYM (débil) con factor f si y solo
si ambas métricas, h1 y h2, son de HYM (débiles) con el mismo factor f .

Demostración. (a) Es inmediato debido a que el rango del haz es 1.

(b) Ya que en términos matriciales las componentes del campo de Higgs dual están
dadas por Φ∗α =

t
Φα , y la curvatura media de Chern relativa a h∗ satisface Kh∗ = − t

Kh

(ver apéndice A.3), de la fórmula (2.6) se sigue

Kh∗ = − t
Kh +

∑
gαβ̄ [

t
Φα,

t
Φ̄hβ̄ ]

= − t
Kh −

∑
gαβ̄

t
[Φα, Φ̄hβ̄ ]

= − tKh
= −fI .

El rećıproco se demuestra análogamente.

(c) Como se vió en la demostración de teorema 2.2.2, K1⊗2 satisface

K1⊗2 = K1 ⊗ I2 + I1 ⊗K2

= (f1 + f2)(I1 ⊗ I2) .

(d) Usando directamente la definición del Hermitiano conjugado se puede demostrar
que Φ̄h1⊕2

= Φ̄h1
⊕ Φ̄h2

, y consecuentemente

[Φ1⊕2, Φ̄h1⊕2 ] = [Φ1, Φ̄h1 ]⊕ [Φ2, Φ̄h2 ].

Por lo tanto

R1,1
h =

(
Rh1

+ [Φ1, Φ̄h1
]
)
⊕
(
Rh2

+ [Φ2, Φ̄h2
]
)
,

y si K1⊕2 denota la curvatura media de Hitchin-Simpson en E1⊕E2, se concluye K1⊕2 =
K1 ⊕K2 = f(I1 ⊕ I2).

Corolario 2.3.3. Sea h ∈ Herm+(E) una métrica de HYM (débil) para E. Entonces
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(a) La métrica inducida en el producto tensorial E⊗p⊗E∗⊗q es una métrica de HYM
(débil) con factor (p− q)f .

(b) La métrica inducida en el producto wedge
∧pE es una métrica de HYM (débil)

con factor pf para cada p ≤ r = rk E.

Al igual que en el caso de haces holomorfos para métricas de Hermite-Einstein, si h
es una métrica Hermite-Yang-Mills débil con factor f para E , el slope de E (definido en
(1.7)) se puede expresar en términos de f . Este hecho se demuestra a continuación.

Proposición 2.3.4. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta. Si
h ∈ Herm+(E) es una métrica de HYM débil con factor f , entonces

µ(E) =
1

2mπ

∫
M

f ωm . (2.14)

Demostración. Por hipótesis h es de HYM débil con factor f , entonces la curvatura
media de Hitchin-Simpson satisface

imR1,1
h ∧ ω

m−1 = Kh ωm = fI ωm . (2.15)

Tomando la traza de (2.15) se obtiene

im
(
trRh + tr [Φ, Φ̄h]

)
∧ ωm−1 = rf ωm, (2.16)

donde r = rk E . De (1.25) se tiene tr [Φ, Φ̄h] = 0 ya que la traza de un conmutador de en-
domorfismos es cero. Por otro lado, integrando (2.16) sobre M y usando la representación
(B.38) para c1(E) se obtiene

r

∫
M

fωm = im

∫
M

trRh ∧ ωm−1 = 2πm

∫
M

c1(E) ∧ ωm−1 = 2πmdeg E ,

de donde se sigue (2.14).

Ahora, sea a = a(x) una función real positiva sobre M , entonces el cambio conforme
h 7−→ h′ = ah define una métrica Hermitiana en E , i.e., h′ ∈ Herm+(E). En particular,
aplicando la definición del Hermitiano conjugado relativo a h′ y ya que a nunca de anula,
se sigue Φ̄h′ = Φ̄h. Usando un marco unitario para Ω1,0 como se introdujo en la sección
B.1 se tiene gαβ̄ = δαβ̄ , y usando (2.1), (1.23), (B.32), (B.42) y (B.17) se sigue que

imRh′ ∧ ωm−1 = im
(
Rh′ + [Φ, Φ̄h]

)
∧ ωm−1

= Kh′ ω
m + im[Φ, Φ̄h] ∧ ωm−1

=
(
Kh + �(log a)I +

∑
[Φα, Φ̄hᾱ]

)
ωm

=
(
Kh +

∑
gαβ̄ [Φα, Φ̄hβ̄ ] + �(log a)I

)
ωm

=
(
Kh + �(log a)I

)
ωm ,
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donde en la última igualdad se usó (2.6). Aśı, de la definición (2.2) se sigue que las
curvaturas medias de Hitchin-Simpson relativas a h y h′ se relacionan por

Kh′ = Kh + �(log a)I , o bien K̂h′ = K̂h + �(log a)h . (2.17)

Esta relación es una extensión natural de la fórmula clásica (B.42) para la curvatura
media de Chern y es importante en la teoŕıa de haces de Higgs. El siguiente lema es una
consecuencia de (2.17), y se usará para demostrar que dada una métrica h de Hermite-
Yang-Mills débil es posible encontrar un cambio conforme apropiado h 7−→ ah, de tal
manera que la nueva métrica es Hermite-Yang-Mills.

Lema 2.3.5. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta. Sea h ∈
Herm+(E) una métrica de HYM débil con factor f y sea a = a(x) una función real
C∞ positiva sobre M . Entonces h′ = ah es una métrica de HYM débil con factor f ′ =
f + �(log a).

Proposición 2.3.6. Sean E y h como en el lema 2.3.5. Entonces existe un cambio
conforme h 7−→ h′ = ah tal que h′ es una métrica de HYM con factor constante c dado
por

c

∫
M

ωm =

∫
M

fωm . (2.18)

Dicho cambio conforme es único salvo por una homotecia.

Demostración. Sea c como en (2.18), entonces∫
M

(c− f)ωm = 0 . (2.19)

Observe que, basta demostrar la existencia de una función u que satisface

�u = c− f , (2.20)

de modo que aplicando el lema 2.3.5 con a = eu se tiene �(log a) = c− f y el resultado
se sigue.

De la teoŕıa de Hodge es sabido que la ecuación (2.20) tiene una solución si y solo si
la función c− f es ortogonal a todas las funciónes �-armónicas. Ya que M es compacto,
una función es �-armónica si y solo si es constante (ver [23, p. 104] para más detalles).
Note que por (2.19), la función c − f es ortogonal a todas las funciones constantes y
consecuentemente a las funciones �-armónicas. Por lo tanto la ecuación (2.20) admite
una solución.

Finalmente, si ũ es otra solución de (2.20), entonces ũ − u es �-armónica y por lo
tanto u′ = u+ b, con b una constante. Aśı, ã = eũ = ebeu y la unicidad se sigue.
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Debido a este resultado se puede evitar el uso de métricas de HYM débiles sin pérdida
de generalidad, y de ahora en adelante se trabajará directamente con métricas de HYM.

Observe que, si se tiene una métrica de HYM con factor c, entonces la constante c se
puede calcular directamente de la fórmula (2.14) como sigue

c =
2π µ(E)

(m− 1)! VolM
=

2π deg E
r(m− 1)! VolM

. (2.21)

Esta expresión depende de invariantes del haz. En particular, depende de las clases de
cohomoloǵıa c1(E) y [ω] (ver el argumento subsecuente a (B.44)). Observe que de la
definición (1.7) se tiene µ(E) = µ(E), aśı la constante definida por (2.13) y (2.21) es
la misma constante clásica definina por (B.37) y (B.47). Más aun, este hecho junto con
(2.17) permanecen formalmente iguales a las correspondientes fórmulas clásicas (B.47) y
(B.42), aun cuando los objetos que intervienen en el caso de haces de Higgs son distintos.
Por ejemplo, en (B.42) interviene la curvatura media de Chern, mientras que en (2.17)
lo hace la curvatura media de Hitchin-Simpson.

2.4. Estructuras aproximadas de HYM

Ahora se introduce la noción de estructura aproximada de Hermite-Yang-Mills en un
haz de Higgs. Sea h ∈ Herm+(E) y considere un marco unitario para E, i.e., hik̄ = δik̄.
Observe que de (1.12) y (1.26) se sigue

[Φα, Φ̄hβ̄ ]ij =
∑

(ΦiαkΦ̄k
hβ̄j
− Φ̄i

hβ̄k
Φkαj)

=
∑

(Φ̄khᾱiΦ
j
βk − ΦkβiΦ̄

j
hᾱk)

= [Φβ , Φ̄hᾱ]ji .

Esto junto con (A.22) implican que las componentes de R1,1
h dadas por (1.28) satisfacen

Ri
hαβ̄j

= Rjhβᾱi . (2.22)

Tomando la traza con respecto a gβᾱ de esta última expresión y usando (2.3) se sigue

Kihj = Kjhi o equivalentemente K†h = Kh , (2.23)

y por lo tanto las normas locales de Kh y Kh − cI definidas por la segunda igualdad en
(B.29) y por (B.27) se expresan como

|Kh|2 = tr (Kh ◦ Kh) , |Kh − cI|2 = tr [(Kh − cI) ◦ (Kh − cI)] . (2.24)

Definición 2.4.1. Un haz de Higgs E sobre una variedad de Kähler compacta M admite
una estructura aproximada de Hermite-Yang-Mills (aprox. HYM) si ∀ε > 0 existe una
métrica hε tal que

máx
M
|Khε − cI| < ε . (2.25)
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Una métrica Hermitiana en E que satisface (2.25) es llamada una ε-métrica.

Comúnmente también se usa el término métrica aprox. HYM para referirse a una
estructura aprox. HYM (ver sección B.2). Al igual que las estructuras aproximadas de
Hermite-Einstein en la teoŕıa clásica de haces holomorfos, la noción de estructura apro-
ximada de Hermite-Yang-Mills satisface ciertas propiedades sobre los haces asociados de
un haz de Higgs dado.

Proposición 2.4.2. Sean E , E1 y E2 haces de Higgs sobre una variedad de Kähler com-
pacta. Entonces

(a) Si E admite una estructura aprox. HYM, entonces E∗ también admite una es-
tructura aprox. HYM.

(b) Si E1 y E2 admiten estructuras aprox. HYM, entonces el producto tensorial E1⊗E2
admite una estructura aprox. HYM.

(c) Si E1 y E2 admiten estructuras aprox. HYM y adicionalmente µ(E1) = µ(E2),
entonces E1 ⊕ E2 admite una estructura aprox. HYM.

Demostración. (a) De la proposición 2.3.2(b) se sabe que si E tiene factor c, entonces
E∗ tiene factor −c. Sea ε > 0 y h ∈ Herm+(E) una ε-métrica. Entonces

|Kh∗ − (−c)I| = | t(Kh − cI)| = |Kh − cI| < ε .

Aśı, E∗ admite una estructura aprox. HYM.

(b) Sea ε > 0 y suponga que E1 y E2 admiten estructuras aprox. HYM con factores
c1 y c2. Entonces existen métricas h1 ∈ Herm+(E1) y h2 ∈ Herm+(E2) tales que

máx
M
|K1 − c1I1| <

ε

2
√
r2
, máx

M
|K2 − c2I2| <

ε

2
√
r1
,

donde r1, r2 y I1, I2 son los rangos y los endomorfismos identidad de E1 y E2, respectiva-
mente. Sea K1⊗2 la curvatura media de Hitchin-Simpson relativa a h1⊗2 dada por (2.12).
De la proposición 2.3.2(c) se tiene que el factor de E1 ⊗ E2 es c = c1 + c2 , y definiendo
I1⊗2 = I1 ⊗ I2 se sigue

|K1⊗2 − cI1⊗2| = |K1 ⊗ I2 + I1 ⊗K2 − (c1 + c2)I1 ⊗ I2|
≤ |(K1 − c1 I1)⊗ I2|+ |I1 ⊗ (K2 − c2 I2)|
≤
√
r2 |K1 − c1 I1|+

√
r1 |K2 − c2 I2|

< ε .

Por lo tanto E1 ⊗ E2 admite una estructura aprox. HYM.
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(c) Si se supone adicionalmente que µ(E1) = µ(E2), entonces de (2.21) se sigue c1 =
c2 . Sean h1 y h2 métricas en E1 y E2 tales que

|K1 − c1 I1| <
ε

2
y |K2 − c2 I2| <

ε

2
.

Sean c = c1 = c2 , K1⊕2 = K1 ⊕ K2 la curvatura media de Hitchin-Simpson relativa a
h1⊕2 dada en la demostración de la proposición 2.3.2(d) y I1⊕2 = I1 ⊕ I2 . Entonces

|K1⊕2 − cI1⊕2| = |K1 ⊕K2 − c(I1 ⊕ I2)|
=

√
tr (K1 − c1 I1)2 + tr (K2 − c2 I2)2

≤ |K1 − c1 I1|+ |K2 − c2 I2|
< ε .

Por lo tanto E1 ⊕ E2 admite una estructura aprox. HYM.

Se tiene el siguiente corolario como consecuencia de la proposición anterior.

Corolario 2.4.3. Si E admite una estructura aprox. HYM con factor c, entonces tanto el
producto tensorial E⊗p⊗E∗⊗q como el producto wedge

∧pE (p ≤ rk E) admiten estructuras
aprox. HYM con factores (p− q)c y pc, respectivamente.

Los siguientes resultados son una consecuencia del teorema de anulamiento 2.2.1 y
la existencia de estructuras aprox. HYM. En particular, se necesita calcular el grado del
producto tensorial de dos haces de Higgs deg(E1⊗E2). Observe que esto se puede realizar
de dos maneras distintas, calculando directamente la forma de Chern c1(E1 ⊗ E2, h1⊗2)
usando la representación (B.38) y la fórmula (A.30) para la curvatura de Chern R1⊗2, o
bien usando la proposición 2.4.2(b) y la fórmula (2.21). De esto último se sigue que si E1
y E2 tienen factores constantes c1 y c2, entonces el factor c para E1 ⊗ E2 está dado por
c = c1 + c2 y se tiene

2πµ(E1 ⊗ E2)

(m− 1)!VolM
=

2π(µ(E1) + µ(E2))

(m− 1)!VolM
,

por lo tanto

deg(E1 ⊗ E2) = rk E2 deg E1 + rk E1 deg E2 . (2.26)

Proposición 2.4.4. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta tal
que deg E < 0. Si E admite una estructura aprox. HYM entonces E no admite secciones
Φ-invariantes no triviales.

Demostración. Si E admite una estructura aprox. HYM entonces ∀ε > 0 existe una
métrica hε ∈ Herm+(E) tal que

máx
M
|Khε − cI| < ε .
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Sea Oε = Khε − cI o equivalentemente Ôε = K̂hε − ch. Ya que Ôε es Hermitiana y el
cuadrado de la norma que aparece en la desigualdad anterior es la traza dada por (2.24),
se sigue que Ôε −→ 0 cuando ε −→ 0. Por otro lado, ya que deg E < 0 de (2.21) se
sigue que c < 0. Por lo tanto para un ε lo suficientemente pequeño la curvatura media
K̂hε = Ôε − ch será negativa definida. El resultado se sigue del teorema 2.2.1(b).

Proposición 2.4.5. Sean E1 y E2 haces de Higgs de rango r1 y r2 sobre una variedad de
Kähler compacta. Si ambos admiten estructuras aprox. HYM y µ(E1) > µ(E2), entonces
no existen morfismos de Higgs de E1 en E2.

Demostración. Un morfismo de Higgs se puede considerar como una sección Φ-invariante
del haz E∗1 ⊗ E2, donde Φ es el campo de Higgs inducido en dicho haz

Φ = Φ∗1 ⊗ I2 + I∗1 ⊗ Φ2

como fue descrito en la sección 1.2. Si c1 y c2 están dadas por (2.21) para E1 y E2,
respectivamente, entonces de (2.26) se sigue

deg(E∗1 ⊗ E2) = −r2 deg E1 + r1 deg E2 < 0

ya que deg(E∗1 ) = −deg(E1) y µ(E1) > µ(E2). El resultado se sigue de la proposición
2.4.4.

2.5. Estabilidad de Mumford

Uno de los resultados más importantes sobre haces de Higgs es la extensión de la
correspondencia de Hitchin-Kobayashi. En el caso clásico, dado un haz holomorfo sobre
una variedad de Kähler compacta, la correspondencia de Hitchin-Kobayashi establece
que dicho haz es poliestable si y solo si admite una métrica de Hermite-Einstein [23].
Kobayashi [23] y Lübke [26] demostraron que la existencia de una métrica de Hermite-
Einstein implica la poliestabilidad, y el rećıproco fue demostrado por Donaldson para
variedades algebraicas [14, 16] y por Uhlenbeck y Yau para variedades de Kähler [32].
Esta correspondencia también es conocida como el teorema de Donaldson-Uhlenbeck-
Yau [35]. La noción de estabilidad se puede exterder al escenario de haces de Higgs, en
donde se tiene un resultado análogo a esta equivalencia. Para definir estabilidad de haces
de Higgs en variedades de dimensión mayor que uno se utiliza la noción de subgavilla
de Higgs. Sin embargo, el uso de gavillas está fuera de los ĺımites de este trabajo y por
lo tanto nos limitaremos a dar las definiciones en el caso 1-dimensional, de modo que se
omitirán los detalles sobre los resultados más generales que se exponen en esta sección.
El lector puede consultar [7, 29] para más detalles sobre los casos de dimensión más alta.

Definición 2.5.1. Sea M una superficie de Riemann compacta. Un haz de Higgs E
sobre M es estable (semi-estable) si para cualquier subhaz de Higgs F ⊂ E se satisface
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µ(F) < µ(E) (respectivamente ≤ ). El haz de Higgs E es poliestable si se descompone
como una suma directa de haces de Higgs estables que tienen el mismo slope2.

En [19] Hitchin demostró la correspondencia de Hitchin-Kobayashi para un haz de
Higgs de rango 2 sobre una superficie de Riemann compacta. Este resultado fue exten-
dido por Simpson para haces de Higgs de rango arbitrario sobre variedades de Kähler
compactas y algunas no compactas [29].

Teorema 2.5.2 (Correspondencia de Hitchin-Kobayashi [29]). Sea E un haz de
Higgs sobre una variedad de Kähler compacta M . El haz E es polistable si y solo si
existe una métrica de Hermite-Yang-Mills h en E, i.e., si y solo si existe una métrica
Hermitiana h en E que satisface Kh = cI.

Kobayashi introdujo la noción de estructura aproximada de Hermite-Einstein para
haces holomorfos, y demostró que un haz holomorfo que admite una estructura aproxima-
da de Hermite-Einstein necesariamente es semi-estable. Más aun, Kobayashi demostró la
equivalencia entre estas nociones para variedades projectivas y conjeturó que el resultado
debeŕıa ser cierto para variedades de Kähler compactas en general [23]. Este resultado
también se ha extendido para haces de Higgs. En [7] Bruzzo y Graña demostraron que
un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta que admite una estructura
aproximada de Hermite-Yang-Mills necesariamente es semi-estable. El rećıproco de este
resultado fue demostrado por Cardona [12] para superficies de Riemann compactas y
posteriormente por Li y Zhang [24] para variedades de Kähler compactas de dimensión
arbitraria.

Teorema 2.5.3 ([12, 24]). Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler com-
pacta. Entonces E es semi-estable si y solo si E admite una estructura aproximada de
Hermite-Yang-Mills.

Es importante mencionar que, como se muestra en [6, 12, 24], la demostración de
la equivalencia entre la semi-estabilidad y la existencia de estructuras aproximadas de
Hermite-Yang-Mills recae en el análisis del funcional de Donaldson L(h, k) (introducido
por Simpson en [29] para haces de Higgs), el cual es un funcional definido sobre el espacio
de métricas Hermitianas del haz de Higgs. La siguiente figura muestra, grosso modo, las
implicaciones que hay entre el funcional de Donaldson, las estructuras aproximadas de
Hermite-Yang-Mills y la semi-estabilidad.

L(h, k) acotado
inf. ∀h ∈ Herm+(E)

E admite estructuras
aprox. HYM

E es semi-estable

2Note que en esta definición no se impone un mı́nimo en la cantidad de sumandos para la poliesta-
bilidad, de modo que un haz estable es en particular poliestable.
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Como una consecuencia del teorema 2.5.3, los resultados sobre haces de Higgs enuncia-
dos en términos de métricas aproximadas de Hermite-Yang-Mills se pueden reescribir en
términos de semi-estabilidad. En particular, se tiene el siguiente resultado cuya demos-
tración es inmediata de la proposición 2.4.2.

Teorema 2.5.4. Sean E , E1 y E2 haces de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta.

(a) Si E es semi-estable, entonces E∗ es semi-estable.

(b) Si E1 y E2 son semi-estables, entonces E1 ⊗ E2 es semi-estable.

(c) Si E1 y E2 son semi-estables y µ(E1) = µ(E2), entonces E1 ⊕ E2 es semi-estable.

Los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 permiten determinar la existencia de métricas y métricas
aproximadas de Hermite-Yang-Mills en un haz de Higgs de manera indirecta, i.e., ve-
rificando la condición de (semi)-estabilidad de dicho haz. Un ejemplo que muestra esta
aplicación aparece en [19] y se describe a continuación.

Sea M una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2 y sea K = Ω1,0 su haz
canónico. Una ráız cuadrada deK es un haz de ĺınea holomorfoK

1
2 tal queK = K

1
2⊗K 1

2 .
En general, el haz canónico de una superficie de Riemann compacta de género arbitrario
g tiene 22g ráıces cuadradas distintas [2, p. 48], y por lo tanto se puede fijar una ráız

cuadrada K
1
2 para K. Considere el haz holomorfo de rango 2 definido por

E = K
1
2 ⊕K− 1

2 , (2.27)

y note que un campo de Higgs en E es un endomorfismo de la forma

Φ : K
1
2 ⊕K− 1

2 −→ (K
1
2 ⊕K− 1

2 )⊗K . (2.28)

Aśı, defina Φ como

Φ =

(
0 0
1 0

)
∈ A1,0(EndE) (2.29)

donde 1 es el endomorfismo deK
1
2 enK−

1
2⊗K definido por el endomorfismo identidad de

K. Observe que Hom(K
1
2 ,K−

1
2 )⊗K es isomorfo a K∗⊗K, por lo que el endomorfismo

identidad define de manera natural un endomorfismo de K
1
2 en K−

1
2 ⊗ K . Se sigue

de (2.29) que Φ satisface la condición de integrabilidad y es holomorfo, por lo tanto

define un campo de Higgs en E. Más aun, de (2.29) se tiene que Φ(E) ⊂ K−
1
2 ⊗K y

Φ(K−
1
2 ) = {0} ⊂ K− 1

2 ⊗K. Por lo tanto K−
1
2 es el único subhaz Φ-invariante de E. De

la representación (B.38) para c1(E) y la definición (B.43) para degE se obtiene

degE = degK
1
2 + degK−

1
2 = 0. (2.30)

Por otro lado, ya que degK = 2g − 2 (ver [13, p. 319]) la propiedad (2.26) implica

degK
1
2 =

1

2
deg(K

1
2 ⊗K 1

2 ) =
degK

2
= g − 1 , (2.31)
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y consecuentemente degK−
1
2 = 1− g < 0. Por lo tanto el haz de Higgs (E,Φ) es estable

y en particular es poliestable, aśı el teorema 2.5.2 implica que (E,Φ) tiene una métrica
de HYM.

Es importante mencionar que a diferencia del par (E,Φ), el haz E no es estable como

haz holomorfo ya que degK
1
2 = g − 1 > 0 y la correspondencia de Hitchin-Kobayashi

implica que E no tiene métricas de Hermite-Einstein.
Finalmente, en el caso g = 1 también existen ráıces cuadradas de K y la fórmula

degK = 2g − 2 sigue siendo válida. De (2.31) se tiene

degK
1
2 = degK−

1
2 = 0

y por (2.30) se sigue que (E,Φ) no es estable. El hecho de que este par no sea estable y
el teorema 2.5.2 implican que (E,Φ) no tiene métricas de HYM.



Caṕıtulo 3

Algunos funcionales para haces de Higgs

En este caṕıtulo se presentan las extensiones para haces de Higgs sobre variedades
de Kähler compactas de los funcionales de Yang-Mills y Kobayashi. El último fue intro-
ducido por Kobayashi en [23] escencialmente como la norma L2 de la curvatura media
de Chern y tiene una relación estrecha con la existencia de métricas de Hermite-Einstein
sobre en un haz holomorfo. Siguiendo [8, 9] se presentan algunas de las propiedades más
importantes de dichos funcionales sobre haces de Higgs, y en particular se muestra que
el funcional de Kobayashi está directamente relacionado con la existencia de métricas de
Hermite-Yang-Mills en un haz de Higgs.

3.1. El funcional de Kobayashi

Sea E = (E,Φ) un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta M m-
dimensional y sea h ∈ Herm+(E) considerada como una variable. En lo que sigue se
usarán marcos unitarios (θ1, . . . , θm) para Ω1,0 en lugar de los marcos holomorfos usuales
(dz1, . . . , dzm). Como es bien sabido, el uso de marcos unitarios simplifica significativa-
mente los cálculos (ver [23, p. 70]). En particular, el operador de Hodge se puede definir
de manera mucho más simple (ver sección B.1). Se define el funcional de Kobayashi del
haz de Higgs E como

J : Herm+(E) −→ R , J (h) =
1

2

∫
M

|Kh|2 ωm =
m!

2
‖Kh‖2 , (3.1)

donde | · | y ‖ · ‖ son las normas definidas en (B.29). Note que por definición J (h) es
no negativo, y cuando Φ = 0 se sigue de (2.6) que J (h) coincide con el funcional de
Kobayashi clásico J(h) definido en (B.50). Es importante mencionar que los funcionales
de Kobayashi en el caso clásico y de haces de Higgs tienen la misma cota inferior (B.54),
como se muestra a continuación. Sea c como en (2.21) y σh = trKh, entonces (2.24) se
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obtiene

0 ≤ |Kh − cI|2 = tr [(Kh − cI) ◦ (Kh − cI)]

= trK2
h − 2c trKh + rc2

= |Kh|2 − 2c σh + rc2 . (3.2)

Integrando σh y usando (2.2), (2.1), (B.38) y (B.43) se obtiene∫
M

σh ω
m =

∫
M

trKh ωm

= im

∫
M

trR1,1
h ∧ ω

m−1

= im

∫
M

trRh ∧ ωm−1

= 2πmdeg E .

De esta igualdad y de (2.21) se obtiene la fórmula

rc

∫
M

ωm =

∫
M

σh ω
m . (3.3)

Aśı, integrando (3.2) y usando (3.3) se tiene∫
M

|Kh|2 ωm ≥ 2c

∫
M

σh ω
m − rc2

∫
M

ωm = rc2
∫
M

ωm . (3.4)

Usando la desigualdad (3.4) y la definición (3.1) se obtiene la siguiente cota

J (h) ≥ rc2

2

∫
M

ωm =
2m(π deg E)2

r(m− 1)! VolM
= C. (3.5)

Más aun, observe que J (h) alcanza su valor mı́nimo si y solo si se satisfaceKh = cI, i.e., si
y solo si la métrica h es de Hermite-Yang-Mills. Este resultado es análogo a la proposición
B.3.1 en el caso de haces holomorfos y se enuncia como teorema a continuación.

Teorema 3.1.1. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta m-
dimensional M . Entonces el funcional de Kobayashi J (h) está acotado inferiormente
por una constante que se expresa en términos de invariantes del haz de Higgs

J (h) ≥ 2m(π deg E)2

r(m− 1)! VolM
. (3.6)

Más aun, J (h) alcanza su valor mı́nimo en h = h0 si y solo si h0 es una métrica de
Hermite-Yang-Mills.
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Observe que aunque los funcionales J (h) y J(h) definidos en (3.1) y (B.50), respec-
tivamente, son diferentes, tienen la misma cota inferior C. Por otro lado, si se tiene una
estructura de métricas aprox. HYM {hε}ε>0 en E , de la desigualdad (3.2) y el teorema
3.1.1 se sigue que la constante C es un ı́nfimo de J (h), i.e.,

ĺım
ε−→0

J (hε) = C .

Aśı, del teorema 3.1.1 junto con los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 se concluye que la existencia de
un mı́nimo o un ı́nfimo para el funcional de Kobayashi J (h) depende de una condición
algebraica del haz de Higgs. Más precisamente, se tienen el siguiente resultado.

Corolario 3.1.2. Sean E y M como en el teorema 3.1.1. Entonces

(a) J (h) alcanza su valor mı́nimo C dado por (3.5) si y solo si E es poliestable.

(b) La constante C es un ı́nfimo de J (h) si y solo si E es semi-estable.

Note que si E es semi-estable pero no es poliestable, entonces el corolario anterior
implica que J (h) se puede aproximar arbitrariamente a C pero nunca alcanza dicho valor.
En otras palabras, el corolario 3.1.2 relaciona las propiedades de acotamiento de J (h)
con propiedades de estabilidad del haz de Higgs E .

3.2. El funcional de Yang-Mills-Higgs

Como se muestra en la sección B.3, Kobayashi [23] define el funcional de Yang-Mills
I(h) sobre un haz holomorfo dado por (B.55), i.e., como proporcional a la norma L2

de la curvatura de Chern asociada a la métrica h. En analoǵıa con lo ocurrido con el
funcional de Kobayashi J (h), se define el funcional de Yang-Mills-Higgs (YMH) como

FYMH(h) =
1

2

∫
M

|Rh|2ωm =
m!

2
‖Rh‖2 , (3.7)

donde Rh es la curvatura de Hitchin-Simpson. Al igual que J (h), este funcional tie-
ne algunas propiedades interesantes. En particular, de la definición (3.7) se tiene que
FYMH(h) es no negativo y de (1.19) se sigue que si Φ = 0, entonces FYMH(h) conici-
de con el funcional I(h) definido en (B.55). Cabe mencionar que en f́ısica, usualmente
FYMH(h) y I(h) son llamados los funcionales de Yang-Mills al ser proporcionales a la
norma L2 de la curvatura completa y son de primer interés en teoŕıa cuántica de campos.
De (1.19) se sigue que FYMH(h) se expresa como

FYMH(h) =
m!

2
‖Rh‖2 =

m!

2

{
‖Rh + [Φ, Φ̄h]‖2 + ‖D′hΦ‖2 + ‖d′′Φ̄h‖2

}
. (3.8)

Otro funcional de interés se construye tomando solamente la parte (1, 1) de la curvatura
de Hitchin-Simpson, esto es,

I(h) =
1

2

∫
M

∣∣∣R1,1
h

∣∣∣2 ωm =
1

2

∫
M

∣∣Rh + [Φ, Φ̄h]
∣∣2 ωm. (3.9)
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De igual manera, este funcional es no negativo y coincide con I(h) si Φ = 0. En el caso
m = 1 se tiene que D′hΦ = 0 y d′′Φ̄h = 0 y la expresión (1.19) para Rh se simplifica a

Rh = R1,1
h . Considerando un marco unitario para Ω1,0 de modo que ω = i θ∧ θ̄, de (2.2)

se sigue que iR1,1
h = iKh θ ∧ θ̄, i.e., el endomorfismo asociado a R1,1

h es Kh y entonces

|R1,1
h |2 = |Kh|2. Aśı, de lo anterior y las definiciones (3.1), (3.7) y (3.9) se concluye que

FYMH(h) = I(h) = J (h) .

Esta coincidencia ocurre solamente en el caso m = 1, y cuando m > 1 el funcional I(h)
es solamente una parte del funcional de Yang-Mills-Higgs.

Otra propiedad interesante en el caso clásico es que la expresión I(h)− J(h) es una
constante topológica dada por (B.59). Como se verá a continuación, esta relación entre
los funcionales I(h), J (h) y FYMH(h) es ligeramente más compleja. Con el fin de estimar
la diferencia I(h)− J (h) se necesita el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta M con
forma de Kähler ω de dimensión m ≥ 2 y sea h ∈ Herm+(E). Entonces, la parte (1, 1)
de la curvatura de Hitchin-Simpson satisface

tr
(
R1,1
h ∧R

1,1
h

)
∧ ωm−2 =

1

m(m− 1)

(
|R1,1

h |
2 − |Kh|2

)
ωm. (3.10)

Demostración. Sea (θα)mα=1 un marco local unitario para Ω1,0 de modo que gαβ̄ = δαβ̄ .

Usando dicho marco en lugar de un marco holomorfo en (1.24) y (1.27) se sigue que R1,1
h

se expresa localmente como

R1,1
h =

∑
Rhαβ̄ θα ∧ θ̄β , con Rhαβ̄ = Rhαβ̄ + [Φα, Φ̄hβ̄ ] .

De la primera igualdad en (2.3) se tiene

Kihj =
∑

δαβ̄Rihαβ̄j =
∑
Rihαᾱj ,

de esto y de la primera igualdad en (2.24) se sigue que

|Kh|2 = tr (Kh ◦ Kh) =
∑
RiαᾱjR

j

ββ̄i
. (3.11)

Por otro lado, de la definición (B.27) se obtiene

|R1,1
h |

2 =
∑

tr (Rhαβ̄ ◦ R
†
hαβ̄

)

=
∑
Rihαβ̄j (R†

hαβ̄
)ji

=
∑
Rihαβ̄j Rihαβ̄j

=
∑
Rihαβ̄j R

j
hβᾱi , (3.12)
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donde en la última igualdad se ha usado la propiedad (2.22). El resultado se sigue de
aplicar la fórmula (B.56) y usar las identidades (3.11) y (3.12), esto es,

tr
(
R1,1
h ∧R

1,1
h

)
∧ ωm−2 =

∑
Rihαβ̄jR

j

hγδ̄i
θα ∧ θ̄β ∧ θγ ∧ θ̄δ ∧ ωm−2

=
1

m(m− 1)

∑
Rihαβ̄jR

j
hβᾱ ω

m

− 1

m(m− 1)

∑
RihαᾱjR

j

hββ̄i
ωm

=
1

m(m− 1)

(
|R1,1

h |
2 − |Kh|2

)
ωm .

Proposición 3.2.2. Sea E un haz de Higgs sobre una variedad de Kähler compacta de
dimensión m ≥ 2 con forma de Kähler ω, y sean J (h) y I(h) los funcionales definidos
por (3.1) y (3.9), respectivamente. Entonces

I(h)− J (h) = 2π2m(m− 1)

∫
M

(2 c2(E)− c1(E)2) ∧ ωm−2

+m(m− 1)

∫
M

tr
(
R1,1
h ∧ [Φ, Φ̄h]

)
∧ ωm−2.

Demostración. Usando la propiedad ćıclica de la traza, la condición de integrabilidad
Φ ∧ Φ = 0 y la propiedad Φ̄h ∧ Φ̄h = 0 descrita en (1.15) se tiene

tr [Φ, Φ̄h]2 = tr (Φ ∧ Φ̄h ∧ Φ ∧ Φ̄h + Φ̄h ∧ Φ ∧ Φ̄h ∧ Φ)

= tr (Φ ∧ Φ̄h ∧ Φ ∧ Φ̄h)− tr (Φ ∧ Φ̄h ∧ Φ ∧ Φ̄h)

= 0 , (3.13)

y junto con (1.23) se sigue que

tr
(
R1,1
h ∧R

1,1
h

)
= tr

(
Rh ∧Rh + [Φ, Φ̄h] ∧Rh +Rh ∧ [Φ, Φ̄h] + [Φ, Φ̄h]2

)
= tr (Rh ∧Rh) + 2 tr (Rh ∧ [Φ, Φ̄h]). (3.14)

Usando (B.38), el primer término del lado derecho en (3.14) se puede expresar como

tr (Rh ∧Rh) = 4π2(2c2(E, h)− c1(E, h)2),

y observe que por (3.13) se puede remplazar Rh por R1,1
h en el segundo término del lado

derecho en (3.14). De lo anterior se sigue que

tr
(
R1,1
h ∧R

1,1
h

)
= 4π2(2 c2(E, h)− c1(E, h)2) + 2 tr

(
R1,1
h ∧ [Φ, Φ̄h]

)
. (3.15)
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Haciendo el producto wedge de (3.15) con ωm−2, integrando sobre M y usando (3.1),
(3.9) y el lema 3.2.1 se obtiene

I(h)− J (h) =
1

2

∫
M

(
|R1,1

h |
2 − |K2|2

)
ωm

= 2π2m(m− 1)

∫
M

(2 c2(E, h)− c1(E, h)2) ∧ ωm−2

+m(m− 1)

∫
M

tr
(
R1,1
h ∧ [Φ, Φ̄h]

)
∧ ωm−2.

Finalmente, la primera integral en la última igualdad no depende de la métrica h ya que
M es una variedad de Kähler compacta, y por lo tanto se puede escribir en términos de
las clases de Chern c1(E) y c2(E) (ver sección B.2 para más detalles).

Ya que I(h) es solo una parte del funcional FYMH(h), la proposición anterior da la
siguiente relación entre los funcionales de Kobayashi y YMH para haces de Higgs.

Proposición 3.2.3. Sean E y M como en la proposición 3.2.2 y sean J (h) y FYMH(h)
los funcionales dados por (3.1) y (3.8). Entonces

2

m!
[J (h)−FYMH(h)] = ‖D′hΦ‖2 + ‖d′′Φ̄h‖2 + 2

∫
M

tr (R1,1
h ∧ [Φ, Φ̄h]) ∧ ωm−2

(m− 2)!

+ 4π2

∫
M

(2 c2(E)− c1(E)2) ∧ ωm−2

(m− 2)!
.

El lado izquierdo de esta igualdad es precisamente la diferencia de los cuadrados de
las normas globales de Kh y Rh. Note que si Φ = 0, entonces de la proposición 3.2.3 se
recupera la relación (B.59) para haces holomorfos sobre variedades de Kähler compactas,
la cual dice que los funcionales de Kobayashi y Yang-Mills son escencialmente iguales.
Por otro lado, en el caso general para haces de Higgs la expresión J (h) − FYMH(h)
depende de tres términos que involucran la métrica h.

Existen otros funcionales para haces de Higgs de interés que se prescinden en este
trabajo, como el funcional de Donaldson y el funcional no abeliano de Seiberg-Witten.
El último está estrechamente relacionado con el funcional de YMH y la existencia de
soluciones a las ecuaciones 2k-Hitchin [9], mientras que el funcional de Donaldson juega
un papel fundamental en las demostraciones de la correspondencia de Hitchin-Kobayashi
para haces de Higgs [10, 29, 24].



Apéndice A

Haces holomorfos

En esta sección se resumen algunas de las nociones más importantes de la geometŕıa
compleja que se utilizan en esta tesis. Más detalles sobre estos conceptos pueden encon-
trarse en los textos clásicos [23, 18, 13]. Los haces holomorfos son objetos básicos en
geometŕıa compleja, en este apéndice se describen brevemente las propiedades más im-
portantes de conexiones y métricas en dichos haces. En particular, la conexión de Chern
juega un papel importante en esta tesis.

A.1. Variedades complejas y haces holomorfos

Definición A.1.1. Una variedad compleja M de dimensión m es un espacio topológico
Hausdorff y segundo contable dotado de un cubrimiento abierto U , tal que para cada
p ∈M existe U ∈ U vecindad de p y un homeomorfismo φU : U −→ Cm con la siguiente
propiedad: Para cualesquiera U, V ∈ U la función

φV U := φU ◦ φ−1
V : φV (U ∩ V ) −→ φU (U ∩ V ) (A.1)

es holomorfa. Un par ordenado (U, φU ) es llamado una carta holomorfa de M y la familia
conformada por todas las cartas es llamada una estructura holomorfa en M .

Ya que la holomorf́ıa implica la diferenciabilidad, se sigue de la definición anterior
que una variedad compleja m-dimensional es una variedad C∞ 2m-dimensional.

Ejemplo A.1.2. 1. Cm es una variedad compleja m-dimensional. Dado el sistema
coordenado (x1, y1, . . . , xm, ym) para R2m y definiendo zα = xα + iyα para α =
1, . . . ,m, se tiene la carta holomorfa (z1, . . . , zm) para Cm.

2. El m-espacio proyectivo complejo CPm = (Cm+1 \ {0})/ ∼, donde ∼ es la relación
de equivalencia definida por

(w1, . . . , wm+1) ∼ (z1, . . . , zm+1)⇔ ∃λ ∈ C∗ tal que
wα = λzα,

1 ≤ α ≤ m+ 1 ,

es una variedad compleja m-dimensional. Sea [z1 : · · · : zm+1] la clase de equiva-
lencia de (z1, . . . , zm+1) y Uα = {[z1 : · · · : zm+1] ∈ CPm | zα 6= 0}, las cartas
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holomorfas φα : Uα −→ Cm están dadas por

φα[z1 : · · · : zm+1] = (z1/zα, . . . , zα−1/zα, zα+1/zα, . . . , zm+1/zα).

3. Todo subconjunto abierto U de una variedad compleja M es una variedad compleja
de la misma dimensión que M bajo la restricción de las cartas holomorfas de M .
En particular, GL(m,C) ⊂ Cm2

es una variedad compleja m2-dimensional.

Definición A.1.3. Sean M y N variedades complejas de dimensión m y n, respectiva-
mente. Una función continua Θ : M −→ N es holomorfa si dadas dos cartas (U, φU ) y
(V, ψV ) en M y N , respectivamente, la función ψV ◦Θ◦φ−1

U es holomorfa. Se dice que Θ
es biholomorfa si es biyectiva y es tal que Θ y Θ−1 son holomorfas. Si existe una función
biholomorfa entre M y N , se dice que M y N son biholomorfas.

Definición A.1.4. Sea M una variedad diferenciable. Un haz vectorial complejo di-
ferenciable (C∞) de rango r sobre M es una variedad diferenciable E junto con una
proyección diferenciable π : E −→M tal que:

1. Para cada p ∈M , la fibra Ep = π−1(p) es un C-espacio vectorial r-dimensional.

2. Existe un cubrimiento {Vα}α∈I de M y difeomorfismos

θα : E |Vα= π−1(Vα) −→ Vα × Cr,

llamados trivializaciones, con la propiedad de que para cada p ∈ Vα, la función θα :
Ep −→ {p} × Cr ∼= Cr es un isomorfismo lineal.

De la definición anterior se sigue que la función θαβ = θα ◦ θ−1
β restringida sobre

{p} × Cr es un isomorfismo lineal y para (p, z) ∈ (Vα ∩ Vβ) × Cr se tiene θαβ(p, z) =
(p, gαβ(p)z), donde gαβ : Vα ∩ Vβ −→ GL(r,C) es una función C∞. La colección {gαβ}
define un sistema de funciones de transición del haz. Si Vα ∩ Vβ ∩ Vγ 6= ∅, se sigue
que θαβ ◦ θβγ = θαγ y para (p, z) ∈ (Vα ∩ Vβ ∩ Vγ) × Cr se tiene (p, gαβ(p)gβγ(p)z) =
(p, gαγ(p)z), i.e., las funciones de trancisión satisfacen la condición de cociclo

gαβ gβγ = gαγ en Vα ∩ Vβ ∩ Vγ . (A.2)

Rećıprocamente, cualquier colección de funciones {gαβ} que satisface (A.2) define un haz
vectorial complejo C∞ sobre M .

La variedad producto E = M × Cr es un haz vectorial complejo de rango r y es
llamado el haz trivial sobre M . Si E −→ M y F −→ M son haces complejos de rango
r y s, respectivamente, se define el haz dual E∗ −→ M y el haz complejo conjugado
E −→ M de E de manera que (E∗)p = E∗p y (E)p = Ep, para cada p ∈ M . La suma
directa (o suma de Whitney) E ⊕ F −→ M y el producto tensorial E ⊗ F −→ M se
definen como los haces complejos tales que

(E ⊕ F )p = Ep ⊕ Fp , y (E ⊗ F )p = Ep ⊗ Fp ,
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cuyos rangos son rk(E ⊕ F ) = r + s y rk(E ⊗ F ) = rs . Para 1 ≤ k ≤ r se define el haz∧kE −→M tal que
(∧kE)

p
= Ep ∧ · · · ∧ Ep (k veces), con rk

∧kE = r!
k!(r−k)! .

Definición A.1.5. Un haz vectorial holomorfo de rango r sobre M es un haz vectorial
complejo π : E −→ M (de rango r) con M y E variedades complejas, π holomorfa y
cuyas trivializaciones son biholomorfismos.

Definición A.1.6. Sea π : E −→M un haz holomorfo. Una sección holomorfa de E es
una función ξ : U −→ E|U holomorfa sobre un abierto U ⊂ M tal que π ◦ ξ = IU . Un
marco local sU = (s1, . . . , sr) de E sobre U es holomorfo si cada sección si : U −→ E es
holomorfa.

Definición A.1.7. Un homomorfismo holomorfo entre dos haces complejos E −→M y
F −→M es una función holomorfa Ψ : E −→ F , tal que Ψx : Ex −→ Fx es C-lineal.1 Si
Ψx es un isomorfismo lineal para cada x ∈M , se dice que Ψ es un isomorfismo (ver [18,
p. 68]).

Definición A.1.8. Sea M una variedad diferenciable 2m-dimensional. Una estructura
casi compleja sobre M es una sección J de End (TM) tal que J2 = −ITM , donde ITM
es el endomorfismo identidad de TM . La variedad M es una variedad casi compleja si
admite una estructura casi compleja.

Toda variedad compleja admite una estructura casi compleja. En efecto, considere
una variedad compleja m-dimensional M con estructura holomorfa {(U, φU )}, si φU =
(z1, . . . , zm) y zα = xα + iyα, los endomorfismos JU tales que

JU
∂

∂xα
=

∂

∂yα
, y JU

∂

∂yα
= − ∂

∂xα
, α = 1, . . . ,m,

definen una estructura casi compleja J = {JU} sobre M .
En lo que sigue, M denotará una variedad compleja m-dimensional y E −→ M un

haz complejo C∞ de rango r.
El haz tangente TM , sobre M como variedad real, tiene rango 2m y la complejicación

TCM de TM es un haz complejo C∞ sobre M de rango 2m. Extendiendo J a un endomor-
fismo complejo de TCM se tiene la descomposición en eigenespacios TCM = T ′M⊕T ′′M
para los eigenvalores ±i de J . Dadas coordenadas locales (zα)mα=1 para M y definiendo
∂α = ∂/∂zα, ∂β̄ = ∂/∂zβ , se sigue que (∂α)mα=1 y (∂β̄)mβ=1 forman marcos locales pa-

ra T ′M y T ′′M , respectivamente, además se tiene T ′′M = T ′M . Entonces (dzα)mα=1 y
(dzβ)mβ=1 son marcos locales para los haces cotangentes T ′M∗ y T ′′M∗, y el diferencial
df de una función C∞ y C-evaluada se puede escribir como

df =
∑

∂αfdz
α +

∑
∂β̄fdz

β . (A.3)

1Un subhaz G ⊂ E es una colección {Gx ⊂ Ex}x∈M de subespacios de las fibras de E tal que
G =

⋃
Gx es una subvariedad de E. Note que ker Ψ =

⋃
ker Ψx y ImΨ =

⋃
ImΨx son subhaces de E y

F si y solo si el rango de Ψx no depende del punto x ∈M .
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La función f es holomorfa sobre un abierto U si y solo si f satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann ∂β̄f = 0 sobre U , 1 ≤ β ≤ m.

Ejemplo A.1.9. 1. El haz trivial M × Cr es un haz holomorfo de rango r.

2. El haz T ′M −→ M es holomorfo con marco holomorfo (∂α)mα=1, y se indentifica
con el haz TM mediante la asignación X ∈ TM 7→ 1

2 (X − iJX) ∈ T ′M . El haz
T ′M es el llamado haz tangente holomorfo de M .

3. Si E −→ M y F −→ M son haces holomorfos de rango r y s, respectivamente,
entonces el haz dual E∗, suma directa E⊕F , producto tensorial E⊗F y el producto
wedge

∧kE (1 ≤ k ≤ r) son haces holomorfos sobre M de rango r, r+s, rs y r!
k(r−k)! ,

respectivamente.

Sean Ω1,0 = T ′M∗ y Ω0,1 = T ′′M∗. Para 0 ≤ p, q ≤ m, se denota por Ωp,q al haz sobre
M obtenido al realizar el producto wedge entre Ω1,0 y Ω0,1 p y q veces, respectivamente.
El espacio de secciones C∞ de Ωp,q se denota por Ap,q, i.e., los elementos de Ap,q son
(p, q)-formas complejas sobre M . Se define el haz Ωp,q(E) = Ωp,q ⊗ E, cuyo espacio de
secciones C∞ se denota por Ap,q(E) y consiste de (p, q)-formas complejas sobre M con
coeficientes en E. Para 0 ≤ k ≤ m, se definen Ωk =

∧kTCM∗ y Ωk(E) = Ωk ⊗ E, los
espacios Ak y Ak(E) se definen de manera análoga. En el caso k = 0, A0 es el espacio
de funciones C∞ sobre M y A0(E) el espacio de secciones C∞ de E. Por otro lado, para
k ≥ 1 se tiene la descomposición

Ak =
⊕
p+q=k

Ap,q y Ak(E) =
⊕
p+q=k

Ap,q(E). (A.4)

Sea (dzα)nα=1 un marco local para Ω1,0 y sean A = (α1, . . . , αp), B = (β1, . . . , βq)
multi-́ındices ordenados de manera estrictamente ascendente, i.e., α1 < · · · < αp y
β1 < · · · < βq, entonces se definen

dzA = dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp , y dzB = dzβ1 ∧ · · · ∧ dzβq .

Usando la notación de arriba, cualquier sección C∞ φ ∈ Ap,q se puede escribir como

φ =
∑

φAB̄ dz
A ∧ dz̄B , (A.5)

donde cada φAB̄ es una función C∞ y C-valuada.
La derivada exterior d sobre (p, q)-formas se descompone como d = d ′ + d ′′, donde

d′ : Ap,q −→ Ap+1,q, d′′ : Ap,q −→ Ap,q+1,

d′φ =
∑

∂α φAB̄ dz
α ∧ dzA ∧ dz̄B , d′′φ =

∑
∂β̄ φAB̄ dz̄

β ∧ dzA ∧ dz̄B .

Definición A.1.10. Una conexión D en E es un homomorfismo D : A0(E) −→ A1(E)
sobre C tal que

D(fσ) = σdf + fDσ , ∀f ∈ A0, σ ∈ A0(E) . (A.6)
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Sea s = (s1, . . . , sr) un marco local de E sobre U y D una conexión en E, entonces

Dsi =
∑

sj ω
j
i, ωji ∈ A

1|U . (A.7)

La 1-forma matricial ω = (ωji) es llamada la forma de conexión de D con respecto a
s. Considerando a s como vector fila, la ecuación (A.7) se escribe como Ds = s ω. Si
ξ ∈ A0(E) es una sección sobre U , entonces ξ =

∑
ξisi con ξi ∈ A0|U y se sigue que

Dξ =
∑

si

(
dξi +

∑
ωijξ

j
)
, (A.8)

de modo que considerando a ξ como vector columna la expresión anterior se reescribe
como Dξ = dξ+ωξ. A Dξ se le llama derivada covariante de ξ, si X ∈ TxM la derivada
covariante de ξ en la dirección de X se define como DXξ := (Dξ)(X) ∈ Ex.

Definición A.1.11. Una sección local ξ ∈ A0(E) es paralela si Dξ = 0. Si 0 ≤ t ≤ a y
c = c(t) es una curva C∞ en M , una sección ξ definida a lo largo de c es paralela a lo
largo de c si Dc′(t)ξ = 0 para cada t.

De (A.8) se sigue que la condición de paralelismo a lo largo de una curva c es preci-
samente el sistema de EDO’s

dξi

dt
+
∑

ωij(c
′(t))ξj = 0. (A.9)

Si ξ0 ∈ Ec(0), se define de manera única una sección paralela a lo largo de c resolviendo
el sistema (A.9) con condición inicial ξi0 = ξi(0). Dicha sección se llama el transporte
paralelo de ξ0 a lo largo de c. En particular, si x0 = c(0) = c(a) el transporte paralelo a
lo largo de c induce una transformación lineal sobre Ex0

. El conjunto de endomorfismos
de Ex0 obtenido de tomar todas las curvas cerradas c con punto inicial x0 se llama el
grupo de holonomı́a de la conexión D con respecto a x0.

Sea s′ = (s′1, . . . , s
′
r) otro marco local de E sobre U . Entonces s y s′ están relacionados

por s = s′a, donde a : U −→ GL(r,C) es una función C∞. Sea ω′ la forma de conexión
de D con respecto a s′, entonces las formas de conexión ω y ω′ están relacionadas por
ω = a−1ω′a+ a−1da.

La conexión D : A0(E) −→ A1(E) se extiende naturalmente a un homomorfismo
C-lineal D : Ak(E) −→ Ak+1(E) para k ≥ 0, definiendo

D(σϕ) = (Dσ) ∧ ϕ+ σdϕ, ∀σ ∈ A0(E), ϕ ∈ Ak.

La curvatura de D se define como R = D ∧ D : A0(E) −→ A2(E). Se sigue que R
es A0-lineal, i.e., si f ∈ A0 y σ ∈ A0(E) entonces R(fσ) = fR(σ). Por lo tanto R es
una 2-forma con valores en EndE. Para 1 ≤ i ≤ r, se tiene que Rsi =

∑
sjΩ

j
i, con

Ωji ∈ A2|U y se define Ω = (Ωji) como la forma de curvatura de la conexión D, la cual
está determinada por sΩ = D2s, de donde se obtiene la fórmula

Ω = dω + ω ∧ ω. (A.10)
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Aplicando d a (A.10) se obtiene la identidad de Bianchi

dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω. (A.11)

Note que si Ω′ es la forma de curvatura de D con respecto a s′, entonces Ω y Ω′ están
relacionadas por Ω = a−1Ω′a.

Sea U = {U, V, . . .} el cubrimiento abierto de M definido por las trivializaciones de
E, y sean sU y sV los marcos correspondientes a U y V asociados a la base usual de Cr.2
Si U ∩ V 6= ∅, entonces sU y sV están relacionadas por sU = sV gV U sobre U ∩ V , donde
gV U es la función de transición mencionada después de la definición A.1.4. Si D es una
conexión en E con forma de conexión ωU relativo a sU , entonces

ωU = g−1
V U ωV gV U + g−1

V U dgV U sobre U ∩ V. (A.12)

Rećıprocamente, dado un sistema de 1-formas gl(r,C)-valuadas ωU que satisface (A.12),
se obtiene una conexión que tiene a {ωU}U∈U como forma de conexión. Si ΩU es la forma
de curvatura de D relativa a sU , entonces ΩU = g−1

V UΩV gV U sobre U ∩ V .

De la descomposición (A.4) se sigue que una conexión admite una única descom-
posición D = D′ + D′′ en conexiones de tipo (1, 0) y (0, 1), respectivamente, donde
una conexión de tipo (1, 0) es un operador D′ : Ap,q(E) −→ Ap+1,q(E) que satisface la
siguiente propiedad

D′(σϕ) = D′σ ∧ ϕ+ σ d′ϕ , ∀σ ∈ A0(E), ϕ ∈ Ap,q.

La definición de una conexión D′′ de tipo (0, 1) es análoga.

A.2. Métricas Hermitianas y la conexión de Chern

Definición A.2.1. Una métrica Hermitiana o estructura Hermitiana h en E es un
campo C∞ de productos internos Hermitianos en las fibras de E, i.e., h = {hx}x∈M tal
que para cada ξ, η ∈ Ex,

1. hx(ξ, η) es C-lineal en ξ .

2. hx(ξ, η) = hx(η, ξ) .

3. hx(ξ, ξ) > 0 para ξ 6= 0 .

4. h(ξ, η) es una función C∞ si ξ y η son secciones C∞.

El par (E, h) es llamado un haz vectorial Hermitiano.

2El marco sU = (sU 1, . . . , sUr) está dado por sUi(p) = θ−1
U (p, ei) para cada p ∈ U , donde (ei)

r
i=1 es

la base usual de Cr. Análogamente se define sV = (sV 1, . . . , sV r) usando θ−1
V .
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Dado un marco local sU = (s1, . . . , sr) de E sobre un abierto U , se definen hi̄ =
h(si, sj) y HU = (hi̄). Se sigue que HU es una matriz Hermitiana positiva definida en
cada punto de U . Se dice que sU es un marco local unitario si HU es la matriz identidad.
Si sV es un marco local sobre un abierto V , entonces del cambio de marcos sU = sV gV U
se sigue la relación HU =

t
gV UHV gV U sobre U ∩ V .

Definición A.2.2. Una conexión D en un haz Hermitiano (E, h) es compatible con h o
es una h-conexión si satisface

dh(ξ, η) = h(Dξ, η) + h(ξ,Dη), ∀ξ, η ∈ A0(E) . (A.13)

Si ω = (ωij) es la forma de conexión de D con respecto al marco sU = (s1, . . . , sr) y
fijamos ξ = si, η = sj en (A.13), entonces se tiene

dhi̄ =
∑(

ωkihk̄ + hikω
k
j

)
. (A.14)

En notación matricial, la ecuación anterior se escribe como dH =
t
ωH+Hω, de donde se

sigue
t
ΩH +HΩ = 0. En particular, si el marco sU es unitario, entonces las ecuaciones

anteriores se simplifican a
t
ω + ω = 0 y

t
Ω + Ω = 0, i.e., ω y Ω son matrices anti-

Hermitianas con respecto a un marco unitario, lo que significa que ω y Ω toman valores
en el algebra de Lie u(r) del grupo unitario U(r).

Cabe mencionar que usando (A.14), la condición de compatibilidad (A.13) se puede
reescribir de manera más general como

dh(ϕ,ψ) = h(Dϕ,ψ) + (−1)p h(ϕ,Dψ) ∀ϕ ∈ Ap(E), ψ ∈ Aq(E), (A.15)

y esta fórmula se puede descomponer en dos fórmulas correspondientes a los grados (1, 0)
y (0, 1). En efecto, como d = d′ + d′′ y D = D′ +D′′ se sigue

d′h(ϕ,ψ) = h(D′ϕ,ψ) + (−1)p h(ϕ,D′′ψ), (A.16)

d′′h(ϕ,ψ) = h(D′′ϕ,ψ) + (−1)p h(ϕ,D′ψ). (A.17)

Proposición A.2.3. Dada una métrica Hermitiana h en un haz holomorfo E, existe
una única h-conexión Dh tal que D′′h = d′′.

Una demostración de este resultado fundamental puede encontrarse en [23, p. 9] y
[18, p. 73].

Para un marco holomorfo s = (s1, . . . , sr), la forma de conexión ω en la proposición
A.2.3 es de tipo (1, 0) y está dada por

t
ω = (d′H)H−1 . (A.18)

Dicha conexión es llamada la conexión de Chern o conexión Hermitiana del haz holo-
morfo (E, h), y en lo que sigue se denotará por Dh con curvatura Rh . Su curvatura
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Rh = Dh ∧Dh no tiene componentes de tipo (2, 0) ni (0, 2), por lo que la curvatura es
la (1, 1)-forma con valores en EndE dada por

Rh = D′h ∧ d′′ + d′′ ∧D′h, (A.19)

con forma de curvatura Ω = d′′ω. De (A.18) se obtiene la relación matricial

t
Ω = (d′′d′H)H−1 + (d′H)H−1 ∧ (d′′H)H−1 . (A.20)

Escribiendo localmente la curvatura de Chern

Rihj =
∑

Rihαβ̄j dz
α ∧ dz̄β

y definiendo Rhαβ̄jk̄ =
∑
hik̄ R

i
hαβ̄j

, se obtiene la siguiente expresión para Rhαβ̄jk̄ en

términos de la métrica h

Rhαβ̄jk̄ = −∂β̄ ∂α hjk̄ +
∑

hil̄∂α hjl̄ ∂β̄ hik̄ . (A.21)

Usando un marco unitario, de la expresión anterior se sigue que las componentes de la
curvatura de Chern satisfacen

Ri
hαβ̄j

= Rjhβᾱi . (A.22)

Se enuncia el siguiente resultado clásico en forma de lema, el cual se utiliza para
deducir la identidad de Weitzenböck (ver sección B.2). Su demostración es una aplicación
directa de las fórmulas (A.16) y (A.17).

Lema A.2.4. Si ξ es una sección holomorfa de un haz Hermitiano (E, h), entonces

d′d′′h(ξ, ξ) = h(D′h ξ,D
′
h ξ)− h(Rh ξ, ξ). (A.23)

Definición A.2.5. Sea g una métrica Hermitiana en el haz tangente holomorfo TM =
T ′M . La métrica g es llamada una métrica Hermitiana en M y el par (M, g) es llamado
una variedad Hermitiana.

Si gαβ̄ = g(∂α, ∂β), entonces se puede escribir g =
∑
gαβ̄ dz

α⊗dz̄β , y asociada a cada
métrica Hermitiana g en M se tiene la forma de Kähler, definida como la (1, 1)-forma3

ω = i
∑

gαβ̄ dz
α ∧ dzβ . (A.24)

Note que ω es real, i.e., ω = ω y

ωm = imm! det(gαβ̄) dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzm ∧ dz̄m (A.25)

nunca se anula y el volumen de M está dado por

volM =

∫
M

ωm/m! . (A.26)

Si la (1, 1)-forma ω es cerrada, se dice que g es una métrica de Kähler y (M, g) es llamada
una variedad de Kähler.

3No confundir esta forma con la definición de ω para la forma de conexión de una conexión D.
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Proposición A.2.6. Para una métrica Hermitiana g, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) La métrica g es de Kähler, i.e., dω = 0 .

(b) ∂γ gαβ̄ = ∂α gγβ̄ .

(c) ∂γ̄ gαβ̄ = ∂β̄ gαγ̄ .

(d) Existe una función real local f tal que ω = id′d′′f , i.e., gαβ̄ = ∂α∂β̄f .

(e) La conexión de Chern tiene torsión cero.

Para una demostración de este resultado ver [23, p. 27].

A.3. Conexiones y métricas en haces asociados

Sean E −→ M y F −→ M haces complejos C∞ de rango r y r′, respectivamente,
con conexiones DE y DF . Para cada x ∈M , la función evaluación E∗x×Ex −→ C induce
un pairing 〈·, ·〉 : A0(E∗)×A0(E) −→ A0 tal que 〈η, ξ〉(x) = 〈η(x), ξ(x)〉x. Se define una
conexión DE∗ en E∗ de la siguiente manera. Si η ∈ A0(E∗), entonces DE∗η ∈ A1(E∗)
está definida por la fórmula

d〈η, ξ〉 = 〈DE∗η, ξ〉+ 〈η,DEξ〉 , ∀ξ ∈ A0(E) . (A.27)

Sea s = (s1, . . . , sr) un marco local de E y t = (t1, . . . , tr) el marco de E∗ dual a s,
i.e., 〈ti, sj〉 = δij . Considerando a t como vector columna se tiene DE∗t = −ωE t y
RE∗t = −ΩE t, i.e., las formas de conexión y curvatura de DE∗ con respecto a t son los
inversos aditivos de las formas de conexión y curvatura de DE con respecto a s.

Al igual que en E∗, se puede definir una conexión en E. Existe una aplicación de
conjugación natural ¯ : E −→ E tal que λ ξ = λ̄ ξ̄ para cada ξ ∈ E y λ ∈ C, con la cual
se define una conexión en el haz E como

DE ξ = DE ξ , ∀ξ ∈ A0(E). (A.28)

Un marco local para E está formado por los complejos conjugados de las componentes
de s, i.e., s = (s1, . . . , sr) y se sigue que DE s = s ωE y RE s = sΩE . i.e., las formas de
conexión y curvatura de DE con respecto a s son los complejos conjugados de las formas
de conexión y curvatura de DE con respecto a s.

Sea v = (v1, . . . , vr′) un marco local para F con ωF y ΩF las formas de conexión y
curvatura de DF con respecto a v. En la suma directa E ⊕ F se define una conexión a
partir de DE y DF como DE⊕F = DE ⊕DF cuya curvatura es RE⊕F = RE ⊕RF , i.e.,
las formas de conexión y curvatura de DE⊕F están dadas por

ωE⊕F =

(
ωE 0
0 ωF

)
y ΩE⊕F =

(
ΩE 0
0 ΩF

)
. (A.29)
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También se puede definir una conexión en E⊗F como DE⊗F = DE ⊗ IF + IE ⊗DF con
curvatura RE⊗F = RE ⊗ IF + IE ⊗RF , i.e.,

ωE⊗F = ωE ⊗ Ir′ + Ir ⊗ ωF y ΩE⊗F = ΩE ⊗ Ir′ + Ir ⊗ ΩF , (A.30)

donde Ir y Ir′ son las matrices identidad de rango r y r′, respectivamente.
Lo anterior se extiende de manera obvia a la suma directa y producto tensorial de un

número finito de haces. En particular, se tienen fórmulas para la conexión y curvatura en
E⊗p⊗E∗⊗q inducidas de la conexión DE . Un caso de interés es el haz EndE = E⊗E∗.
Sea ξ ∈ Ap(EndE), aśı ξ =

∑
ξijsi ⊗ tj con ξij ∈ A0(EndE) y la conexión inducida en

EndE aplicada a ξ se escribe localmente como

DEndE ξ =
∑(

dξij + (−1)p
∑(

ξkj ∧ ωik − ξik ∧ ωkj
))

si ⊗ tj , (A.31)

donde ωik es una abreviación para las componentes de la forma de conexión DE . Como
se mencionó antes RE ∈ A2(EndE), escribiendo RE =

∑
Ωijsi⊗ tj y la identidad (A.11)

en componentes se sigue que

DEndE RE =
∑(

dΩij +
∑(

ωik ∧ Ωkj − Ωik ∧ ωkj
))

si ⊗ tj = 0 . (A.32)

Considere el haz
∧pE para 1 ≤ p ≤ r, un marco local para

∧pE está dado por
(si1 ∧ · · · ∧ sip)i1<···<ip con i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , r}. La conexión en E⊗p inducida por DE

deja invariante a
∧pE, por lo tanto induce una conexión D∧pE : A0(

∧pE) −→ A1(
∧pE).

Si p = 3, entonces para una sección ξ ∈ A0(
∧3E) se tiene que

ξ =
∑

ξijksi ∧ sj ∧ sk y D∧3E ξ =
∑
∇ξijksi ∧ sj ∧ sk ,

donde por definición

∇ξijk = dξijk +
∑(

ωil ξ
ljk + ωjl ξ

ilk + ωkl ξ
ijl
)
.

Si p = r, se define el haz determinante de E como el haz de ĺınea4 detE =
∧rE. Entonces

(s1 ∧ · · · ∧ sr) es un marco local para detE y se tiene

DdetE(s1 ∧ · · · ∧ sr) =
(∑

ωii

)
s1 ∧ · · · ∧ sr ,

RdetE(s1 ∧ · · · ∧ sr) =
(∑

Ωii

)
s1 ∧ · · · ∧ sr ,

i.e., las formas de conexión y curvatura de DdetE con respecto a (s1 ∧ · · · ∧ sr) son las
trazas de las formas de conexión y curvatura de DE con respecto a s.

Sea N una variedad compleja. Dada una función f : M −→ N se define un haz
inducido f∗E −→ N , llamado el pullback de E sobre f , con el siguiente diagrama con-
mutativo:

4Para referirse a un haz vectorial de rango 1 se usó el término haz de ĺınea, el cual es la traducción
usual de line bundle, como se muestra en la traducción al español del libro clásico [20, p. 11].
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f∗E E

N M
f

π

Si el marco s de E está definido sobre U ⊂ M , entonces se tiene un marco local f∗s
de f∗E sobre f−1(U). De manera que se puede inducir una conexión Df∗E en f∗E a
partir de DE , cuyas formas de conexión y curvatura de f∗E con respecto a f∗s son los
pullbacks sobre f de las formas de conexión y curvatura de E con respecto a s.

Sea h una métrica Hermitiana y DE una conexión en E. Se puede considerar a h
como una sección de E∗ ⊗ E∗, i.e., h se escribe en términos del marco dual t como

h =
∑

hi̄ t
i ⊗ tj .

Entonces la conexión inducida en E∗ ⊗ E∗ aplicada a h se escribe como

DE∗⊗E∗h =
∑(

dhi̄ −
∑(

hk̄ ω
k
i + hik ω

k
j

))
ti ⊗ tj . (A.33)

Finalmente, se define una métrica Hermitiana hE∗ sobre E∗ a partir de h como

hE∗ =
∑

hi̄si ⊗ sj , (A.34)

donde (hi̄) denota la traspuesta de la matriz inversa de (hi̄), esto es
∑
hikhjk = δij .

Note que de (A.14) se sigue que DE es compatible con h si y solo si DE∗⊗E∗h = 0.
Un cálculo directo muestra que si DE∗⊗E∗h = 0, entonces DE⊗E hE∗ = 0 y aśı DE∗ es
compatible con hE∗ . En particular, si E es holomorfo y DE es la conexión de Chern,
entonces DE∗ es la conexión de Chern del haz dual.

En el haz complejo conjugado E se tiene una métrica Hermitiana dada por

hE =
∑

hi̄ t
i ⊗ tj =

∑
hjı̄ t

i ⊗ tj . (A.35)

Las métricas definidas en (A.34) y (A.35) suelen denotarse por h∗ y h̄ (ver [23, p. 19]).
Dadas métricas Hermitianas hE y hF en los haces E y F , se tienen las métricas

inducidas hE⊕F = hE ⊕ hF y hE⊗F = hE ⊗ hF en E ⊕ F y E ⊗ F , respectivamente.
Sean ξ, η ∈ A0(E) y ξ′, η′ ∈ A0(F ), entonces hE⊕F y hE⊗F se definen como

hE⊕F ((ξ, ξ′), (η, η′)) = hE(ξ, η) + hF (ξ′, η′), (A.36)

hE⊗F (ξ ⊗ ξ′, η ⊗ η′) = hE(ξ, η)hF (ξ′, η′). (A.37)

Un marco local para el haz
∧pE está dado por (si1 ∧ · · · ∧ sip)i1<···<ip , y se puede
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definir una métrica Hermitiana en
∧pE como sigue

h∧pE(si1 ∧ · · · ∧ sip , sj1 ∧ · · · ∧ sjp) = det


hi1 ̄1 · · · hi1 ̄p

...
. . .

...
hip ̄1 · · · hip ̄p

 . (A.38)

En particular si H = (hi̄), la métrica inducida en el haz determinante está dada por

hdetE(s1 ∧ · · · ∧ sr, s1 ∧ · · · ∧ sr) = detH . (A.39)



Apéndice B

Métricas de Hermite-Einstein

En esta sección se describen algunos conceptos que resultarán fundamentales para el
trabajo de tesis. Más detalles sobre estos temas pueden consultarse en [23, 31, 26]. El
operador de Hodge juega un papel crucial tanto en geometŕıa diferencial como en teoŕıa
de Yang-Mills y es usado para inducir productos Hermitianos en espacios de formas
con coeficientes en haces. Las métricas de Hermite-Einstein y el funcional de Kobayashi
ocupan una parte importante del texto clásico [23] y han sido objeto de investigación
durante algún tiempo en geometŕıa y f́ısica-matemática.

B.1. El operador de Hodge

Sea (M, g) una variedad de Kähler m-dimensional. Se pueden elegir (1, 0)-formas
(θ1, . . . , θm) tales que forman un marco unitario del haz cotangente holomorfo Ω1,0. De
manera que la métrica g y la forma de Kähler ω se escriben localmente como

g =
∑

θα ⊗ θ̄α y ω = i
∑

θα ∧ θ̄α . (B.1)

Siguiendo la notación de multi-́ındices definida en la sección A.1, sean A = (α1, . . . , αp)
y B = (β1, . . . , βq) multi-́ındices ordenados de manera estrictamente creciente con 1 ≤
p, q ≤ m. Se define el multi-́ındice complementario de A como A′ = (αp+1, . . . , αm) con

αp+1 < · · · < αm y se denota el signo de la permutación AA′ por σAA
′
. Una (p, q)-

forma ψ ∈ Ap,q se escribe localmente como ψ =
∑
ψAB̄ θ

A ∧ θ̄B , entonces su complejo
conjugado está dado por

ψ̄ =
∑

(−1)pq ψAB̄ θ
B ∧ θ̄A =

∑
ψ̄BĀ θ

B ∧ θ̄A,

i.e., ψ̄ es un elemento de Aq,p con ψ̄BĀ = (−1)pq ψAB̄ . En particular, si λ =
∑
λαβ̄ θ

α∧θ̄β
es una (1, 1)-forma, se tiene la siguiente fórmula

λ ∧ ωm−1 =
1

im

(∑
λαᾱ

)
ωm . (B.2)

Definición B.1.1. El operador ∗ de Hodge es el operador A0-lineal definido por

∗ : Ap,q −→ Am−q,m−p , ∗(θA ∧ θ̄B) = imεAB θB
′
∧ θ̄A

′
, (B.3)

44
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con εAB = (−1)mp+m(m+1)/2 σAA
′
σBB

′
= ±1 .

De la definición de εAB y la identidad σA
′A = (−1)p(m−p)σAA

′
se sigue que

εBA = (−1)m(p+q) εAB , εABεB
′A′ = (−1)m+p+q. (B.4)

Un cálculo directo usando (B.3) muestra que para un elemento φ ∈ Ap,q

∗2φ = (−1)m
∑

φAB̄ ε
ABεB

′A′θA ∧ θ̄B ,

y de la segunda identidad en (B.4) se tiene la siguiente propiedad del operador ∗

∗2φ = (−1)p+q φ . (B.5)

Ahora, se define el complejo conjugado ∗̄ de ∗ como el operador

∗̄ : Ap,q −→ Am−p,m−q , ∗̄φ = ∗ φ̄ . (B.6)

Note que a diferencia de ∗, el operador ∗̄ es A0-antilineal. La primera identidad de (B.4)
implica que ∗̄φ = ∗φ, y de esta última se tiene la siguiente fórmula

∗̄(θA ∧ θ̄B) = (−1)pq im εBA θA
′
∧ θ̄B

′
. (B.7)

Usando (B.4), (B.7) y la identidades

θ̄B ∧ θA
′

= (−1)q(m−p) θA
′
∧ θ̄B , ωm = imm! θ1 ∧ θ̄1 ∧ · · · ∧ θm ∧ θ̄m .

se obtiene m!(θA ∧ θ̄B) ∧ ∗̄(θA ∧ θ̄B) = ωm. Por otro lado, sean C = (γ1, . . . , γp) y
D = (δ1, . . . , δq) multi-́ındices, entonces de (B.7) se sigue que (θA ∧ θ̄B)∧ ∗̄(θC ∧ θ̄D) 6= 0
si y solo si A = C y B = D. De esto se tiene la siguiente fórmula

(θA ∧ θ̄B) ∧ ∗̄(θC ∧ θ̄D) =


ωm

m!
si A = C y B = D,

0 otro caso.

(B.8)

Si φ, ψ ∈ Ap,q se escriben como φ =
∑
φAB̄ θ

A ∧ θ̄B y ψ =
∑
ψCD̄ θ

C ∧ θ̄D, entonces de
(B.8) se sigue la fórmula

φ ∧ ∗̄ψ =
∑

φAB̄ ψAB̄
ωm

m!
. (B.9)

Como ω es real la igualdad (B.9) implica

φ ∧ ∗̄ψ = ψ ∧ ∗̄φ . (B.10)

De (B.10) junto con las propiedades del operador ∗ y las (p, q)-formas vistas arriba, se
tiene el siguiente resultado clásico en geometŕıa compleja (ver [23, p. 61], [9, p. 9]).
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Proposición B.1.2. Sea (M, g) una variedad compacta de Kähler m-dimensional con
forma de Kähler ω. Entonces

〈φ, ψ〉 =

∫
M

φ ∧ ∗̄ψ =

∫
M

(φ, ψ)
ωm

m!
, ∀φ, ψ ∈ Ap,q (B.11)

define un producto interno Hermitiano sobre Ap,q, con

(φ, ψ) =
∑

φAB̄ ψAB̄ . (B.12)

De los productos internos Hermitianos (B.11) y (B.12) se tiene una norma global y
una norma local en Ap,q, definidas por

‖φ‖2 = 〈φ, φ〉 , |φ|2 = (φ, φ) . (B.13)

Note que el marco unitario (θ)mα=1 depende de g, aśı el operador ∗ y consecuentemente
los productos (·, ·) y 〈·, ·〉 dependen de g.

Al igual que Ap,q tiene un producto interno Hermitiano definido por (B.11), si
E −→ M es un haz holomorfo de rango r entonces se puede definir un producto in-
terno Hermitiano en Ap,q(EndE). Considere una métrica Hermitiana h en E y Ψ ∈
Ap,q(EndE), se define el Hermitiano conjugado (con respecto a h) de Ψ como el elemen-
to Ψ̄h ∈ Aq,p(EndE) tal que

h(Ψ̄h ξ, η) = h(ξ,Ψ η) ∀ξ, η ∈ A0(E), (B.14)

donde h denota una extensión natural de la métrica en E, actuando de manera usual
en la parte de formas y dejando fija la parte de endomorfismos (ver [29, p. 875] o [28,
p. 3]). Un cálculo directo muestra que el Hermitiano conjugado de Ψ̄h es de nuevo Ψ. El
operador de Hodge se puede extender como

∗ : Ap,q(EndE) −→ Am−q,m−p(EndE)

dejando fijos a los endomorfismos de E. Usando este operador extendido se define el
Hermitiano conjugado ∗̄h (con respecto a h) de ∗ como

∗̄h : Ap,q(EndE) −→ Am−p,m−q(EndE), ∗̄hΨ = ∗(Ψ̄h). (B.15)

Sean Φ ∈ Ap,q(EndE),Ψ ∈ Ap′,q′(EndE). Se puede tomar el producto wedge entre
Φ y Ψ componiendo la parte de endomorfismos y tomando el producto wedge usual en
la parte de formas. Si s = (si)

r
i=1 es un marco de E con (si)ri=1 su marco dual, entonces

Φ se escribe como

Φ =
∑

ΦAB̄ θ
A ∧ θ̄B =

∑
ΦiAB̄j si ⊗ s

j θA ∧ θ̄B ,

donde los Φi
AB̄j

son las componentes del endomorfismo local ΦAB̄ , y se tiene

Φ ∧Ψ =
∑

(ΦAB̄ ◦ΨCD̄) θA ∧ θ̄B ∧ θC ∧ θ̄D

= (−1)qp
′∑

(ΦAB̄ ◦ΨCD̄) θA ∧ θC ∧ θ̄B ∧ θ̄D. (B.16)
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Observe que si Φ ∈ A1,1(EndE) está dada por Φ =
∑

Φαβ̄ θ
α∧θ̄β , entonces de la fórmula

(B.2) se sigue

Φ ∧ ωm−1 =
1

im

(∑
Φαᾱ

)
ωm . (B.17)

Se define el conmutador [Φ,Ψ] como el elemento en Ap+p
′,q+q′(EndE) dado por

[Φ,Ψ] = Φ ∧Ψ− (−1)(p+q)(p′+q′)Ψ ∧ Φ, (B.18)

donde ∧ denota el producto wedge definido en (B.16). Note que el conmutador [Φ,Ψ] se
puede escribir en componentes como

[Φ,Ψ] =
∑

[ΦAB̄ ,ΨCD̄] θA ∧ θ̄B ∧ θC ∧ θ̄D (B.19)

= (−1)qp
′∑

[ΦAB̄ ,ΨCD̄] θA ∧ θC ∧ θ̄B ∧ θ̄D. (B.20)

Por otro lado, si el Hermitiano conjugado de Φ se expresa como

Φ̄h =
∑

Φ̄hBĀ θ
B ∧ θ̄A =

∑
ΦihBĀj si ⊗ s

j θB ∧ θ̄A,

se sigue de (B.14) que las componentes Φ̄hBĀ se expresan en términos de las componentes
ΦAB̄ como

Φ̄ihBĀj = (−1)pq
∑

hjl̄ Φ
l
AB̄k

hik̄, (B.21)

con hik̄ = h(si, sk). En particular, cuando el marco s es unitario la identidad anterior se
simplifica a

(−1)pq Φ̄ihBĀj = Φj
AB̄i

. (B.22)

Se define el adjunto matricial Φ† de Φ como

Φ† =
∑

Φ†
AB̄

θA ∧ θ̄B =
∑

(Φ†
AB̄

)ij si ⊗ sj θA ∧ θ̄B , (B.23)

con (Φ†
AB̄

)ij = Φj
AB̄i

. De la identidad (B.22) se sigue que (−1)pqΦ̄hAB̄ = Φ†
AB̄

y conse-
cuentemente se obtiene la expresión

∗̄hΦ = (−1)pq
∑

Φ̄hBĀ ∗̄(θA ∧ θ̄B) =
∑

Φ†
BĀ
∗̄(θA ∧ θ̄B) . (B.24)

De las identidades (B.8) y (B.24) se sigue que la traza de Φ ∧ ∗̄hΨ está dada por

tr(Φ ∧ ∗̄hΨ) =
∑

tr
(

ΦAB̄ ◦Ψ†
AB̄

) ωm
m!

, (B.25)
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y por lo tanto

tr(Φ ∧ ∗̄hΨ) = tr(Ψ ∧ ∗̄hΦ). (B.26)

De modo que se definie un producto interno Hermitiano local en Ap,q(EndE) como

(Φ,Ψ) =
∑

tr
(

ΦAB̄ ◦Ψ†
AB̄

)
. (B.27)

De lo visto arriba se tiene el siguiente resultado en geometŕıa compleja, comúnmente
usado en teoŕıa de Yang-Mills con un enfoque geométrico [23, p. 64], [1, p. 13].

Proposición B.1.3. Sea E un haz holomorfo sobre una variedad de Kähler compacta
M con forma de Kähler ω y sea h una métrica Hermitiana en E, entonces

〈Φ,Ψ〉 =

∫
M

tr(Φ ∧ ∗̄hΨ) =

∫
M

(Φ,Ψ)
ωm

m!
, ∀Φ,Ψ ∈ Ap,q(End E) (B.28)

define un producto interno Hermitiano global en Ap,q(EndE), donde (Φ,Ψ) está local-
mente definido por (B.27).

De los productos internos definidos en (B.28) y (B.27) se tiene una norma global y
una norma local en Ap,q(EndE), definidas por

‖Φ‖2 = 〈Φ,Φ〉, |Φ|2 = (Φ,Φ). (B.29)

Al igual que en el caso de Ap,q, los productos internos definidos en (B.27) y (B.28)
dependen de las métricas h y g. Note que tanto en el caso de la proposición B.1.2 como
en la proposición B.1.3, los productos se extienden diagonalmente al espacio de todas las
formas, i.e., el producto de formas de diferente tipo es cero.

B.2. Métricas de Hermite-Einstein

Sea (E, h) un haz holomorfo Hermitiano de rango r sobre una variedad Hermitiana
(M, g) m-dimensional. Sea (zα)mα=1 un sistema coordenado en M y s = (si)

r
i=1 un marco

de E con marco dual (si)ri=1. Retomando la sección A.2, considere Dh la conexión de
Chern de (E, h), entonces su curvatura Rh ∈ A1,1(EndE) se expresa como

R =
∑

Rhαβ̄ dz
α ∧ dz̄β =

∑
Rihαβ̄j si ⊗ s

j dzα ∧ dz̄β .

Si hi̄ = h(si, sj) y g =
∑
gαβ̄ dz

α ⊗ dz̄β , sean

Ki
hj =

∑
gαβ̄Rihαβ̄j , Khjk̄ =

∑
hik̄K

i
hj . (B.30)

Entonces Kh = (Ki
hj) y K̂h = (Khjk̄) definen un endomorfismo y una forma Hermitiana

en E dados por

Kh ξ =
∑

Ki
hj ξ

jsi , K̂h(ξ, η) =
∑

Khjk̄ ξ
j η̄k, (B.31)
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para secciones ξ =
∑
ξisi , η =

∑
ηisi de E. Usualmente Kh y K̂h son llamadas la

transformación y la forma de curvatura media, respectivamente. En lo que sigue nos
referiremos indistintamente a Kh y K̂h como la curvatura media. Dicho endomorfismo
también imponiendo la condición

Kh ω
m = imRh ∧ ωm−1 , (B.32)

o bien como el endomorfismo dado por

Kh = iΛRh, (B.33)

donde L : Ap,q −→ Ap+1,q+1 está dado por Lφ = ω ∧φ y Λ es el operador adjunto de L,
i.e., Λ = ∗−1L ∗ .

Sea ξ =
∑
ξisi una sección de E y escriba la expresión (A.8) para D′h ξ como

D′h ξ =
∑(

d′ξi +
∑
ωijξ

j
)
si =

∑(
∇α ξidzα

)
si . (B.34)

Usando (B.34) la fórmula (A.23) se reescribe como

∂α∂β̄ h(ξ, ξ) =
∑

hik̄∇α ξi∇β ξk −
∑

hik̄ R
i
hαβ̄j ξ

j ξ̄k . (B.35)

Defina el operador � = −
∑
gαβ̄∂α∂β̄ y la norma usual de D′h ξ con respecto a h y g

|D′hξ|2 =
∑

hik̄ g
αβ̄ ∇α ξi∇β ξk.

Entonces tomando la traza de (B.35) con respecto a g y usando (B.30) y (B.31) se obtiene
la identidad de Weitzenböck

−�h(ξ, ξ) = |D′h ξ|2 − K̂h(ξ, ξ) . (B.36)

La identidad de Weitzenböck junto con el principo maximal de Hopf (que se enuncia
a continuación), juegan un papel importante en la demostración del teorema 2.2.1 al
igual que en su versión clásica para haces holomorfos (ver [23, pp. 52-53]).

Teorema B.2.1 (Principo maximal de Hopf). Sea U un dominio en Rn. Sean
f, gij , hi para 1 ≤ i, j ≤ n funciones real-valuadas C∞ sobre U tales que la matriz (gij)
es simétrica y positiva definida sobre U . Si

L(f) =
∑

gij
∂2f

∂xi∂xj
+
∑

hi
∂f

∂xi
≥ 0 sobre U

y f tiene un maximal relativo en el interior de U , entonces f es una función constante.

Definición B.2.2. El haz (E, h) sobre (M, g) satisface la condición de Einstein débil
con factor f si Kh = fIE , donde f ∈ A0. Si f = c es constante, entonces (E, h) satisface
la condición de Einstein. En el último caso el par (E, h) es llamado un haz vectorial
Hermite-Einstein (HE).
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Si E es un haz holomorfo sobre (M, g), se dice que una métrica Hermitiana h en
E satisface la ecuación de Hermite-Einstein si (E, h) es un haz HE, i.e., si h satisface
cualquiera de las ecuaciones

Kh = c IE ó K̂h = c h , (B.37)

donde Kh y K̂h denotan la curvatura media de Chern definida por h. En tal caso se
dice que h es una métrica Hermite-Einstein (HE) o Hermite-Yang-Mills (HYM). Los
nombres HE y HYM fueron introducidos originalmente por Kobayashi [23] y Uhlenbeck
y Yau [32], respectivamente. La misma terminoloǵıa es usada para el caso de haces
de Higgs [9], aunque las ecuaciones no sean las mismas que en el contexto clásico de
geometŕıa compleja. Es importante mencionar que (B.37) puede considerarse como una
generalización de la ecuación de Kähler-Einstein cuando (M, g) es Kähler, en cuyo caso
la curvatura media y el tensor de Ricci coinciden [23, p. 28]. En efecto, tomando E = TM
y h = g, si (M, g) es Kähler entonces Rgαβ̄γδ̄ = Rgγδ̄αβ̄ y se sigue

Kgαβ̄ =
∑

gγδ̄Rgαβ̄γδ̄ =
∑

gγδ̄Rgγδ̄αβ̄ = Rgαβ̄ ,

donde en la última igualdad se ha hecho uso de la definición de las componentes del tensor
de Ricci (ver [23, p. 26]). En este caso, (B.37) se vuelve la ecuación de Kähler-Einstein
Ricg = c g.

Algunas consecuencias de la condición de Einstein se listan en la siguiente proposición
(ver demostración en [23, p. 100]).

Proposición B.2.3. Sean (E, h), (E1, h1) y (E2, h2) haces holomorfos Hermitianos so-
bre una variedad Hermitiana (M, g).

1. Cada haz de ĺınea Hermitiano (E, h) sobre una variedad compleja M satisface la
condición de Einstein débil con respecto a cualquier métrica Hermitiana g en M .

2. Si (E, h) sobre (M, g) satisface la condición de Einstein (débil) con factor f , en-
tonces (E∗, hE∗) satisface la condición de Einstein (débil) con factor −f .

3. Si (E1, h1) y (E2, h2) sobre (M, g) satisfacen la condición de Einstein (débil) con
factores f1 y f2, respectivamente, entonces el producto tensorial (E1 ⊗ E2, hE1⊗E2

) sa-
tisface la condición de Einstein (débil) con factor f1 + f2.

4. La suma de Whitney (E1 ⊕E2, hE1⊕E2
) satisface la condición de Einstein (débil)

con factor f , si y solo si ambos sumandos (E1, h1) y (E2, h2) satisfacen la condición de
Einstein (débil) con el mismo factor f .

Corolario B.2.4. Si (E, h) sobre (M, g) satisface la condición de Einstein (débil) con
factor f , entonces los haces (E⊗p ⊗E∗⊗q, hE⊗p⊗E∗⊗q ) y (

∧pE, h∧pE) satisfacen la con-
dición de Einstein (débil) con factores (p− q)f y pf , respectivamente.
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Es bien sabido (ver [23, p. 39]) que si (E, h) es un haz Hermitiano holomorfo, entonces
la primera y segunda clases de Chern, c1(E) y c2(E), pueden representarse por las formas

c1(E, h) =
i

2π
trRh , c2(E, h) = − 1

8π2

(
trRh ∧ trRh − tr(Rh ∧Rh)

)
. (B.38)

Usualmente c1(E, h) y c2(E, h) son llamadas la primera y segunda forma de Chern.
Usando la definición de Kh dada en (B.32) se obtiene el siguiente resultado.

Proposición B.2.5. Si M es compacto y (E, h) sobre (M, g) satisface la condición de
Einstein (débil) con factor f , entonces∫

M

c1(E, h) ∧ ωm−1 =
r

2πm

∫
M

fωm. (B.39)

Sea a ∈ A0 una función positiva y considere la métrica Hermitiana h′ = a h. Si
ω = (ωij) y ω′ = (ω′ij) denotan las formas de conexión de Chern asociadas a h y h′,
entonces

ω′ij = ωij + d′(log a) δij . (B.40)

Aplicando d′′ a (B.40) se obtiene Ω′ij = Ωij + d′′d′(log a)δij , y de esto se sigue

R′iαβ̄j = Riαβ̄j − δ
i
j ∂α∂β̄(log a). (B.41)

Definiendo � = −
∑
gαβ̄ ∂α ∂β̄ y tomando la traza de (B.41) con respecto a g se obtiene

la relación

Kh′ = Kh + �(log a)I. (B.42)

De lo visto arriba se tiene el siguiente resultado.

Lema B.2.6. Si el haz (E, h) sobre (M, g) satisface la condición de Einstein débil con
factor f , entonces (E, h′) con h′ = ah y a = a(x) una función C∞ positiva satisface la
condición de Einstein débil con factor f + �(log a).

Proposición B.2.7. Si el haz (E, h) sobre una variedad Kähler compacta (M, g) sa-
tisface la condición de Einstein débil con factor f , entonces existe un cambio conforme
h′ = ah, con a ∈ A0, tal que (E, h′) satisface la condición de Einstein con un factor
constante c. Dicho cambio conforme es único hasta por homotecia.

Sea (M, g) Kähler compacto. Se define el grado de E como

degE =

∫
M

c1(E) ∧ ωm−1 =

∫
M

c1(E, h) ∧ ωm−1. (B.43)
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y el slope de E como el cociente

µ(E) =
degE

r
. (B.44)

De la proposición 2.2.23 en [23, p. 41] se tiene que cualquier representante de c1(E)
es una forma de Chern c1(E, h′) para alguna métrica Hermitiana h′. Por otro lado, si
c1(E, h′) está en la clase de cohomoloǵıa c1(E) entonces c1(E, h) − c1(E, h′) = dφ para
alguna 0-forma φ y se tiene∫

M

c1(E, h) ∧ ωm−1 −
∫
M

c1(E, h′) ∧ ωm−1 =

∫
M

dφ ∧ ωm−1 = 0,

donde la última igualdad se sigue del teorema de Stokes y el hecho de que ω es cerrada.
Un argumento análogo muestra que el valor de la integral en (B.43) no cambia cuando
se usa otro representante de la clase de cohomoloǵıa [ω]. En otras palabras, el grado de
E depende solamente de las clases de cohomoloǵıa [ω] y c1(E). Usando un argumento
similar al anterior y bajo las mismas condiciones, se puede demostrar que las integrales
de c1(E, h)2 ∧ωm−2 y c2(E, h)∧ωm−2 están bien definidas y dependen solamente de las
clases c1(E), c2(E) y [ω], i.e., se puede escribir∫

M

c1(E)2 ∧ ωm−2 =

∫
M

c1(E, h)2 ∧ ωm−2 , (B.45)∫
M

c2(E) ∧ ωm−2 =

∫
M

c2(E, h) ∧ ωm−2 . (B.46)

De (B.39) se obtiene la siguiente fórmula para el factor c dado en (B.37)

c =
2π degE

r(m− 1)! volM
, (B.47)

i.e., el factor c de la condición de Einstein depende solamente de invariantes del haz.

Definición B.2.8. El haz E admite una métrica aproximada de Hermite-Einstein (aprox.
HE) si ∀ε > 0, existe una métrica Hermitiana hε tal que la curvatura media satisface
máxM |Khε − c IE | < ε. Tal hε es llamada una ε-métrica de Hermite-Einstein.

Sea (M, g) una variedad de Kähler compacta. A continuación se enuncian algunos
resultados sobre métricas aproximadas HE. Las demostraciones se pueden encontrar en
[23, pp. 118-120].

Proposición B.2.9. Sean E,E1 y E2 haces holomorfos sobre (M, g).

1. Si E admite una métrica aprox. HE, entonces E∗ admite una métrica aprox. HE.

2. Si E1 y E2 admiten métricas aprox. HE, entonces E1 ⊗ E2 admite una métrica
aprox. HE.
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3. Si E1 y E2 admiten métricas aprox. HE y µ(E1) = µ(E2), entonces E1⊕E2 admite
una métrica aprox. HE.

Proposición B.2.10. Sea E un haz holomorfo sobre (M, g). Si E admite una métrica
aprox. HE y degE < 0, entonces E no tiene secciones holomorfas no triviales.

Proposición B.2.11. Sean E1 y E2 haces holomorfos sobre (M, g). Si E1 y E2 admiten
métricas aprox. HE y µ(E1) > µ(E2), entonces no existen homomorfismos no cero de
E1 a E2.

Finalmente, la noción de métrica HE encuentra una noción dual en geometŕıa alge-
braica. Más precisamente, la existencia de una métrica HE en un haz holomorfo es equiva-
lente a que dicho haz sea poliestable en el sentido de Mumford [32, 29, 14]. En geometŕıa
compleja esta equivalencia es conocida como la correspondencia de Hitchin-Kobayashi.
Una versión extendida para haces de Higgs de la correspondencia de Hitchin-Kobayashi
fue probada por Simpson en [29].

B.3. El funcional de Kobayashi

En la teoŕıa de haces holomorfos existen algunos funcionales definidos sobre el es-
pacio de métricas Hermitianas de un haz, y que están estrechamente relacionados con
la ecuación de HE. Más precisamente, una métrica HE en el haz es un punto cŕıtico de
dichos funcionales. En esta sección se definen los funcionales de Kobayashi y Yang-Mills
[23], se describen algunas de sus propiedades y se muestra cómo se relacionan dichos
funcionales.

Sea E −→M un haz holomorfo de rango r sobre una variedad complejam-dimensional
M , y sea Herm(E) el espacio vectorial de dimensión infinita que consiste de todas las
formas Hermitianas v en E. Cada elemento de E define una forma Hermitiana bilineal
vx : Ex × Ex −→ C en cada punto x ∈ M . Sea Herm+(E) el conjunto de métricas
Hermitianas en E, entonces Herm+(E) es un dominio convexo de Herm(E) y se puede
identificar al espacio tangente de Herm+(E) en cada punto h con Herm(E), i.e.,

Th Herm+(E) = Herm(E).

Sea GL(E) el grupo de automorfismos complejos de E, usualmente llamado el grupo
gauge complejo de E. Entonces GL(E) actua sobre Herm(E) mediante

v 7−→ a · v =
t
ā v a , v ∈ Herm(E), a ∈ GL(E). (B.48)

El algebra de Lie gl(E) de GL(E) es el espacio de secciones del haz EndE.
Considere k ∈ Herm+(E) una métrica Hermitiana fija como el origen del espacio

tangente Herm(E), y denote por U(E) al subgrupo de GL(E) formado por las transfor-
maciones unitarias con respecto a k, esto es

U(E) =
{
a ∈ GL(E) : a · k = k

}
.
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Usualmente el subgrupo U(E) es llamado el grupo gauge de (E, k), y su algebra de Lie
u(E) consiste de los endomorfismos de E que son anti-Hermitianos con respecto a k .
La acción de GL(E) sobre Herm+(E) es transitiva y se puede realizar la identificación
Herm+(E) = GL(E)/U(E). Para un análisis detallado sobre el espacio de métricas Her-
mitianas ver [23, pp. 193-197].

Sea (E, h) sobre (M, g) un haz Hermitiano holomorfo sobre una variedad de Kähler
compacta. Sea KH la curvatura media de Chern, retomando la sección B.2 se tiene la
norma local y global de Kh

|Kh|2 =
∑

Ki
hjK

j
hi , ‖Kh‖2 =

∫
M

tr(Kh ∧ ∗̄hKh) =

∫
M

|Kh|2
ωm

m!
. (B.49)

Se define el funcional de Kobayashi como

J : Herm+(E) −→ R, J(h) =
1

2

∫
M

|Kh|2 ωm . (B.50)

Note que J es no negativo y se puede expresar en términos de la norma global como

J(h) =
m!

2
‖Kh‖2. (B.51)

Se define la curvatura escalar como σ = trKh. De un cálculo directo se obtiene la
fórmula (2mπ) c1(E, h) ∧ ωm−1 = σ ωm y se sigue

c r

∫
M

ωm =

∫
M

σ ωm , (B.52)

donde c es la constante dada por (B.47). Por otro lado, se tiene la desigualdad

0 ≤ |Kh − c I|2 = tr (K2
h − 2 cKh + c2I) = |Kh|2 − 2 c σ + c2r. (B.53)

Integrando (B.53) y usando (B.52) se obtiene el siguiente resultado.

Proposición B.3.1. Sea E −→ M un haz holomorfo sobre una variedad de Kähler
compacta m-dimensional. Entonces el funcional J definido en (B.50) está acotado infe-
riormente por una constante que se expresa en términos de invariantes del haz

J(h) ≥ 2m(π degE)2

r(m− 1)! volM
. (B.54)

Más aun, J alcanza la cota inferior en h = h0 si y solo si h0 es una métrica HE.

Note que si el haz E −→M admite una métrica aprox. HE y {hε}ε>0 es una familia
de ε-métricas, entonces integrando (B.53) se obtiene

ĺım
ε→0

J(hε) =
2m(π degE)2

r(m− 1)! volM
.
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De manera similar a (B.50), se define el funcional de Yang-Mills como

I(h) =
1

2

∫
M

|Rh|2 ωm. (B.55)

Sea (θ1, . . . , θm) un marco unitario para el haz cotangente Ω1,0. Usando la fórmula

m(m− 1)θα ∧ θ̄β ∧ θγ ∧ θ̄δ ∧ ωm−2 =

 −ω
m si α = β 6= γ = δ ,

ωm si α = δ 6= β = γ ,
0 otro caso,

(B.56)

se obtiene la identidad

m(m− 1) tr(Rh ∧Rh) ∧ ωm−2 = (|Rh|2 − |Kh|2)ωm . (B.57)

Por otro lado, note que el lado izquierdo de (B.57) se puede expresar como

m(m− 1) tr(Rh ∧Rh) ∧ ωm−2 = 4π2m(m− 1)(2 c2(E, h)− c1(E, h)2) ∧ ωm−2,

donde c1(E, h) y c2(E, h) son las formas de Chern dadas por (B.38). Finalmente, inte-
grando (B.57) y usando la fórmula anterior se obtiene la siguiente identidad

I(h) = J(h) + 2π2m(m− 1)

∫
M

(2 c2(E, h)− c1(E, h)2) ∧ ωm−2. (B.58)

Ya que (M, g) es Kähler, un argumento similar al que se usó para justificar que el grado
del haz solo depende de las clases de cohomoloǵıa c1(E) y [ω], muestra que la integral
en el lado derecho de (B.58) depende solamente de las clases de Chern c1(E), c2(E) y de
[ω]. Por lo tanto la diferencia entre los funcionales de Yang-Mills y Kobayashi, en el caso
de un haz Hermitiano holomorfo (E, h) sobre una variedad de Kähler compacta (M, g),
es una constante topológica y se puede escribir

I(h) = J(h) + 2π2m(m− 1)

∫
M

(2 c2(E)− c1(E)2) ∧ ωm−2. (B.59)

Note que la integral en (B.59) no depende de la métrica, por lo tanto ambos funcionales
tienen los mismos puntos cŕıticos.

Finalmente, como veremos en este trabajo de tesis, dichos funcionales se relacionan
de una manera menos simple que en (B.59) cuando se definen en haces de Higgs [9].
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