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Notacion

M,N variedades

uv vecindades abiertas

g funciones entre variedades
E F haces vectoriales

E,F haces de Higgs

i, 5, k,a, B,y indices

h, i métricas en un haz

&n secciones de un haz

(bv 7/) (pa q)—formas

D, U (p, q)-formas con coeficientes en un haz
(2% ..., 2™) coordenadas holomorfas
0%, ...,0™m) marco local unitario
(S1y.--48r) marco local

D, D conexiones

R, R curvaturas

KK curvaturas medias

v



Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Historia

La nocién de haz de Higgs fue introducida originalmente por Hitchin [19] como un
par (E,®), formado por un haz holomorfo de rango 2 sobre una superficie de Riemann
compacta y un morfismo ® : F — E ® QY0 (el cual llama campo de Higgs) que
satisface ® A ® = 0. Siguiendo las ideas de Narasimhan y Seshadri [27] sobre estabilidad
de Mumford y Atiyah y Bott [1, 3] sobre teoria de Yang-Mills, Hitchin [19] demostré la
correspondecia que hay entre la existencia de soluciones no singulares para las ecuaciones
de auto-dualidad en dos dimensiones (también conocidas como ecuaciones de Hitchin), y
la existencia de un par (E, ®) que satisface adicionalmente cierta condicién de estabilidad,
la cual es de forma natural una extension de la condicién de estabilidad de Mumford
[23].

Siguiendo la técnica que Uhlenbeck y Yau utilizaron para métricas de Hermite-
Einstein en haces holomorfos [32], Simpson extendié los resultados de Hitchin para un
par (E,®), donde E — M es un haz holomorfo sobre una variedad de K&hler compacta
M con rango y dimension arbitrarias y acuné el término haz de Higgs para referise a
dichos pares (E, ®) [29]. En este mismo trabajo Simpson define el funcional de Donald-
son y una conexién Dy = Dj + ® + &, asociadas a una métrica Hermitiana A en el
haz. Esta conexién también fue introducida por Hitchin [19], por lo que es llamada la
conexion de Hitchin-Simpson. En particular, puede decirse que la conexién de Hitchin-
Simpson “captura la informacién del haz de Higgs”, i.e., involucra el campo de Higgs
® y la estructura holomorfa del haz. El resultado de Simpson establece que un haz de
Higgs (F, ®) es poliestable si y solo si existe una métrica Hermitiana que satisface la con-
dicién de Hermite-Yang-Mills: La curvatura media de Hitchin-Simpson es proporcional
por una constante al endomorfismo identidad de E. Esta correspondencia es un resultado
fundamental en geometria compleja comtinmente conocido como la correspondencia de
Hitchin-Kobayashi y ha sido extendida para haces de Higgs, por ejemplo en los trabajos
de Bruzzo y Grana [6], Cardona [12] y Li y Zhang [24]. Posteriormente, siguiendo las
ideas de Uhlenbeck, Yau y Simpson, Bando y Siu demostraron la correspondencia de
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Hitchin-Kobayashi para gavillas [4].

En las ultimas tres décadas los haces de Higgs han sido estudiados de manera exhaus-
tiva, principalmente estudiando objetos como la curvatura media de Hitchin-Simpson y
los funcionales de Donaldson, Kobayashi y Yang-Mills-Higgs. Algunos de los resultados
sobre la correspondecia de Hitchin-Kobayashi para haces de Higgs se basan escencialmen-
te en analizar ciertas propiedades del funcional de Donaldson, por lo que en principio los
funcionales mencionados anteriormente juegan un papel importante en la teoria de haces
de Higgs. Para un haz holomorfo sobre una variedad de Ké&hler compacta, los funcionales
de Kobayashi y Yang-Mills estdn definidos sobre el espacio de métricas Hermitianas del
haz y se diferencian por una constante topoldgica [23]. Estos funcionales se pueden ex-
tender de manera natural para haces de Higgs y al contrario del caso clasico, la diferencia
de estos funcionales es un término que depende de la métrica Hermitiana.

Recientemente, los haces de Higgs y las ecuaciones de Hitchin han sido de gran
interés tanto en matemadaticas como en fisica. Un claro ejemplo de esto son los articulos
de Kapustin y Witten [22, 36] y de Gagliardo y Uhlenbeck [17]. En particular, en [22] se
muestran ciertos vinculos entre el programa geométrico de Langlands, la teoria cuantica
de campos supersimétrica y los haces de Higgs. También en el trabajo de Wijnholt [35]
se muestra que los haces de Higgs tienen gran relevancia en la teoria de cuerdas. Por otro
lado, Ward generalizo las ecuaciones de Hitchin para variedades complejas de dimensién
arbitraria k [33, 34]. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones 2k-Hitchin y
han sido estudiadas desde el punto de vista fisico-matematico y geométrico usando haces
de Higgs [9, 21, 33, 34].

Los objetivos de esta tesis son principalmente dos: Dar una introduccién a los haces
de Higgs siguiendo la teoria clasica de haces holomorfos en geometria compleja, y ex-
poner algunos de los resultados mas importantes sobre dichos haces. En particular, en
este trabajo el lector puede encontrar un analisis relativamente detallado sobre métricas
de Hermite-Yang-Mills y los teoremas de anulamiento. En los apéndices A y B se da un
breve repaso a la teoria de haces holomorfos y las herramientas que se utilizan a lo largo
de este trabajo. Por ejemplo, se presenta un resumen de las definiciones y propiedades
bésicas del operador de Hodge, las clases de Chern y las formas diferenciales con valores
en un haz. En el capitulo 1 se mencionan algunos hechos histéricos sobre el desarrollo de
la teoria de haces de Higgs y su importancia en la fisica y matematica, se dan las defi-
niciones y propiedades basicas como los morfismos de Higgs, secciones ®-invariantes, la
conexién de Hitchin-Simpson y se muestran algunos ejemplos particulares. En el capitulo
2 se muestra un andlisis detallado sobre la curvatura media de Hitchin-Simpson y las
métricas de Hermite-Yang-Mills en haces asociados. Se demuestran algunos teoremas de
anulamiento y se da un breve repaso de los resultados que hay sobre la correspondencia
de Hitchin-Kobayashi para haces de Higgs. Finalmente, en el capitulo 3 se definen los
funcionales de Kobayashi y Yang-Mills-Higgs para haces de Higgs, se exponen algunas
de sus propiedades més importantes y se muestra cémo se comparan en analogia con las
versiones clasicas de estas propiedades.
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1.2. Haces de Higgs y sus propiedades basicas

En esta seccion se dan algunas definiciones bésicas de la teoria de haces de Higgs
siguiendo los articulos pioneros de Simpson [29, 30]. Una aproximacién més reciente se
puede consultar en el articulo de Bruzzo [6]. Se definen algunas operaciones sobre haces
de Higgs como la suma directa y el producto tensorial, y se muestran algunos ejemplos
no triviales dados por Seaman en [28].

A lo largo de este manuscrito (M, g) denotard una variedad de Kéhler compacta
m-dimensional con forma de Kahler w.

Definicién 1.2.1. Un haz de Higgs es un par £ = (E, ®) con E — M un haz holomorfo
de rango r sobre M,y ® € AMY(End E) una (1, 0)-forma holomorfa con valores en End E
tal que

PAND=0. (1.1)
La forma ® es llamada el campo de Higgs de &.
Sea (z!,...,2™) un sistema de coordenadas holomorfas de M y considere el marco

holomorfo (dz!,...,dz™) de Q'°. Entonces ® se expresa localmente como ® = 3 ®,, dz%,
donde cada ®, es un endomorfismo holomorfo de E. De la expresién

DAL =) (DaoPs)de® Ndz’ = [0o,Dp] dz™ Nd2P, (1.2)
a<pf

se sigue que la condicién & A ¢ = 0 es equivalente a que cada endomorfismo ¢, conmute
con los demas, i.e.,

[@o,Ps] =0  Vo,B€{l,...,m}. (1.3)
Se pueden definir algunas operaciones sobre haces de Higgs como el producto tenso-
rial, la suma directa y el dual. Sean € = (E, ®),&; = (E1,P1) y & = (Eq, ®2) haces de
Higgs sobre M. Se define el producto tensorial & ® £ como
51 ®(€2 = (E1®E27(I)1®2) con (I)1®2 :(I)1®IE2 +IE1 ®(I)2, (14)
y la suma directa & & £ como

E1® & = (E1 @ Eo, @1@2) con Pigo =P Py (1.5)

Se puede verificar directamente que &1 ® & y &1 & & son haces de Higgs. En efecto, si
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D) =5 D1,dz* y Py =) Py, dz® entonces usando (1.3) se obtiene

@1@2 A (I)1®2 = (q)l ®IE2) A (@1 ®IE2) + (@1 ®IE2) A (IE‘1 & @2)
+(Ig, @ ®2) A (1 ® IR,) + (IE, ® P2) A (I, ® P2)

1
Y Z ([q)lmq)lﬁ} ®Ip, +1Ip, ® [‘p2a7‘1>25]) dz* A dz”
a<f

+D 010 ® Pogdz® Adz’ + D D15 @ Boq dz® A dzP
= O7

d, O P 0 o
Qg AN Dig2 = Z( 8 q>2a>( Sﬂ (I)w)dz A dzP

_ Qlaoq)lﬁ 0 « B
= Z( 0 B3 0 B )dz ANdz

= 0.

Si ® = > &,dz* y ®F : E* — E* denota el operador dual de ®,, entonces
E* = (E*,P*) es un haz de Higgs con &* = Y & dz*. En efecto, para L € E* se tiene
que @7, L = Lo ®, y de laidentidad @, o @} = (50 P,)* se sigue

(@1 0 @5 — @5 0@%) L= Lo (By0®, — By 0 dy) = 0.

De manera analoga al caso anterior, sea f : N — M una funcién holomorfa sobre una
variedad de Kéhler compacta N y defina f*® = > (f*®,) f*dz*, donde f*®, y f*dz*
denotan el pullback de ®, y dz® por f, respectivamente. Entonces,

[f* @, [ ®p] = f[®q, Ps] =0

y por lo tanto f*€ = (f*E, f*®) es un haz de Higgs.

Dado un haz holomorfo E — M, el ejemplo més simple de un haz de Higgs (E, @)
es el caso ® = 0. No obstante, como es mencionado por Hitchin en [19], este caso es
de particular interés geométrico. Los primeros ejemplos no triviales de haces de Higgs
aparecen en los articulos de Hitchin [19] y Simpson [29], los cuales son notablemente
técnicos. En particular, para algunos de estos Hitchin considera haces asociados a raices
cuadradas del haz canénico de una superficie de Riemann compacta. Dicho ejemplo se
discutird con algin detalle al final de la seccién 2.5, cuando se introduzca el concepto
de estabilidad de Mumford y su relacién con la existencia de métricas de Hermite-Yang-
Mills. Por otro lado, Simpson introduce en [29] la nocién de un sistema de haces de
Hodge como un objeto que utiliza para estudiar las variaciones de estructuras de Hodge
en geometria algebraica. Un sistema de haces de Hodge es una suma directa de haces
holomorfos junto con morfismos holomorfos

E = @ EPA, P4 Py ppolatl o Lo
ptg=w
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tales que ®P~ 14+l A P4 = (. Note que a partir de los morfismos ®P¢ se define de la
manera obvia ® : F — E ® Q1% de modo que se satisface la condicién ® A & = 0. Por
lo tanto (E, ®) es un haz de Higgs.

Otros ejemplos de haces de Higgs aparecen en el articulo de Seaman [28] como cons-
trucciones asociadas al haz cotangente de una variedad compleja. Suponga que exis-
te una forma holomorfa A € Q%° que no se anula con s impar. Sea E = EB;”ZO Qp0
el haz holomorfo de (p,0)-formas para cualquier p. Se define ® mediante la condicién
D(v)€ = (LyA) A, donde v es un campo vectorial en M, £ es una seccién holomorfa de
Ey i, : QP9 — Q=10 denota el operador de contraccién o producto interior por el
campo vectorial v. Note que @ aplicada a & se puede escribir como

L= ((to,\) N E)dz", (1.6)

donde cada componente (19, A) A& es holomorfa ya que A es holomorfa. Se sigue que
®:E — E®QY es una (1,0)-forma holomorfa con valores en End E. Como ¢, A es
una forma de grado par, la condicién ® A & = 0 se sigue de usar (1.3), i.e.,

[Laa)\, Lo )\] = (Laa )\) A (Laﬁ)\) — (L(')ﬁ /\) 74\ (LaCX )\) =0.

Por lo tanto el par £ = (F,®) es un haz de Higgs. Por tltimo, cabe mencionar que
la forma A puede definirse, por ejemplo, en el caso de una variedad de Calabi-Yau de
dimension impar. Para maés detalles sobre los aspectos geométricos de este ejemplo ver
[28].

Sea £ = (E,®) un haz de Higgs. Se define el rango de £ como el rango del haz
subyacente F, esto es, k€ = rk F. De manera similar, se definen la primera y seqgunda
clases de Chern, el grado y el slope de &, i.e.,

a(l) =ca(E), c(f)=c(E), degf=degk, u(&)=un(E), (L.7)
donde la tultima igualdad es una consecuencia de la tercera y de la definicién clasica
(B.44) ya que u(€) = deg £/rk €. Siguiendo [6] se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.2. Sea £ = (E,®) un haz de Higgs. Una seccién ¢ € A°(E) es ®-
invariante si existe una (1,0)-forma holomorfa A € A9 tal que ®¢ = £ ® ), i.e., si el
siguiente diagrama conmuta.

E E® Qo0
§

E®A
M

Note que, aplicando el campo de Higgs sobre el espacio de secciones ®-invariantes, se
tiene la siguiente expresion

¢ = (T2 N, (1.8)
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donde la forma A depende de cada seccion £. Como se verd en la seccion 2.1, algunos
resultados de la teoria de haces holomorfos se extienden para haces de Higgs usando la
nocién de seccién ®-invariante (ver seccién B.2).

Definicién 1.2.3. Sean & = (E1,®1) y & = (Ea, P2) haces de Higgs sobre la misma
variedad M. Un morfismo de Higgs de &1 a € es un homomorfismo holomorfo de haces
[ By — E5 tal que el siguiente diagrama conmuta.

E1 f E2
<I>1 (1)2
El ® QI,O -E2 ® QI,O

Se sigue de esta definicién que la composiciéon de morfismos de Higgs es un morfismo
de Higgs. En efecto, basta con observar que para morfismos de Higgs f : (B, ®1) —
(B2, ®2) y g : (E2,P2) — (Es5,®3) se tiene el siguiente diagrama compuesto que con-
muta ya que cada diagrama interior conmuta. Por lo tanto go f : (Ey, ®1) — (Ej3, P3)
es un morfismo de Higgs.

F1 f Es5 J E3
‘bll ®, @3
fel QI
El ® Ql,O Eg ® Ql,O E3 ® Ql,O

Definicién 1.2.4. Un haz de Higgs F = (F, V) es un subhaz de Higgs del haz de Higgs
€ = (E,®) si F es un subhaz holomorfo de E y la inclusién ¢ : F — FE es un morfismo
de Higgs.

Con relacion a la definicién de subhaz de Higgs se introduce la nociéon de subhaz ®-
invariante. Se dice que un subhaz holomorfo F' C E es ®-invariante si satisface ®(F) C
F ® Q0. Suponga que F = (F,¥) es un subhaz de Higgs de £ = (FE, ®), entonces se
tiene el siguiente diagrama conmutativo.

F

v

L@ 1

FeOho E®Qho
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Esto ltimo, junto con el hecho de que ¥ sea campo de Higgs implican la contencién
B(F)=dou(F) =@ oU(F)C (te)(Fe) =Fa.

Por lo tanto F' es un subhaz ®-invariante. Por otro lado, se sigue que un subhaz ®-
invariante F' C E define un subhaz de Higgs de la manera obvia. Esto es, el par (F, ®|r)
es un subhaz de Higgs. De lo anterior se concluye que las nociones de subhaz de Higgs y
subhaz ®-invariante son equivalentes.

Retomando el ejemplo del haz de p-formas F = @Z;O Qo si B¢ = EBZLG QP9 para
a > 0 se define un campo de Higgs ®* en E* de la misma forma que en (1.6) para
cada ¢ € A°(E*). Consecuentemente los pares £ = (E%, ®?) forman una filtracién de
subhaces de Higgs, i.e., una familia de haces de Higgs {£€%}4>0 tal que

OcEmceEmlc...c&lcel=¢.

1.3. La conexion de Hitchin-Simpson

En esta seccién se retoman algunos de los conceptos y resultados vistos en los apéndi-
ces A y B, y se extienden para el caso de haces de Higgs. Siguiendo [8] y [29] se define la
conexiéon de Hitchin-Simpson y sus operadores asociados como la curvatura y curvatura
media.

Sea £ = (E,®) un haz de Higgs y sea (dz',...,dz™) el marco holomorfo de Q!°
asociado a las coordenadas y (sg,...,s,) un marco para F con marco dual (s',...,s").
Una métrica Hermitiana en £ es una métrica Hermitiana en el haz holomorfo £ — M.
Considere h una métrica Hermitiana en £. Siguiendo la seccién B.1, si el campo de Higgs
® se expresa como

o = Zd)iaj 5; @ s7dz",

entonces el Hermitiano conjugado de ® es el elemento ®;, € A%!(End E) determinado
por la férmula (B.14), i.e.,

W@ & m) = h(, Pn) (1.9)
para cualquier par de secciones &, € A°(E). La forma ®;, se expresa como
By =Y 05d7" =B 5 5 @57dZ” (1.10)
donde por (B.21), los endomorfismos @3 y éhg estan relacionados por
5 1.0 ik ik
O 5= (DO hp @l b =Y " h @l nt (1.11)

con h;z = h(s;, s). Cuando se elige un marco unitario para E de modo que h;z = 4,7,
la igualdad (1.11) se simplifica a

i)ihﬁ—j = <I>j5i o equivalentemente @5 = CIDTB : (1.12)
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Es decir, la matriz que representa a (i)hB es formalmente el adjunto de la matriz que
representa ®5. De la condicién de ®-invarianza (1.8) y la igualdad (1.12) se sigue que,
en lo que compete a secciones ®-invariantes, el Hermitiano conjugado ®;, satisface

CLéE=(IRNE=ERDN. (1.13)

Retomando la seccién A.2, dado un haz Hermitiano holomorfo (E,h), la proposicién
A.2.3 garantiza la existencia de una tnica conexién Dy en E, llamada la conexién de
Chern, que es compatible con la métrica h y la estructura holomorfa, i.e.,

dh(€,m) = h(Dy&,n) + h(€, Dyn)  ¥E,n € A°(E), (1.14)

y su descomposicién en tipos estd dada por Dy, = D}, + d”.
Lema 1.3.1. Sea & = (E, ®) un haz de Higgs y h una métrica Hermitiana en €. Entonces
Dj, ®, =0 y o A Dy, =0. (1.15)

Demostracion. Aplicando d’ a la férmula del Hermitiano conjugado ®;, en (1.9) y usando
la férmula (A.16) para la conexién de Chern Dy, = Dj + d”, se tiene

h(D},(®r€),n) — h(®n €, d"n) = h(D}E, On) + (€, d"(Pn)) (1.16)

para secciones £,m € A°(E). Como ® y 1 son holomorfas se tiene d’n =0y d’(®n) = 0,
y se sigue que el segundo término de cada lado de la igualdad (1.16) se anula. Observe
que por la regla de Leibniz se tiene

D}, (®r€) = (D, ®p)E — ®p A D&
y la férmula (1.16) implica

h((D,®n)é,n) = h(D}) & ®n) + h(®n A D} €,n)

o

7

donde en la segunda igualdad se usé la definicién del Hermitiano conjugado y el signo
menos aparece debido al intercambio de las formas ®;, y D}, £&. Como esto se cumple para
cualesquiera ¢ y n holomorfas, se concluye que D;Li)h =0.

Para demostrar que ®;, A ®;, = 0 simplemente se usan las propiedades del Hermitiano
conjugado. Esto es, para cualquier par de secciones holomorfas &, € A°(E) se tiene

R(®p A @& M) = —h(®y &, Pn) = —h(£, P A Pn) =0,

lo que implica ®; A ®;, = 0. O
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Simpson define en [29] una conexién en un haz de Higgs £ usando la conexién de
Chern del haz subyacente y el campo de Higgs. Dicha conexién estd dada por

Dy =Dp, + 0+ P, (1.17)

y es llamada la conexidn de Hitchin-Simpson. Se sigue de la misma definicién (1.17) que
Dy, satisface la regla de Leibniz y en efecto es una conexién en £. Note que Dy, se puede
escribir como la suma de dos operadores

D, =D, +D",  con =Dy +®, y D'=d"+, (1.18)

enfatizando la dependencia sobre la métrica h solamente en el término D). Otro hecho
notable es que de la definicién de D" en (1.18) se sigue que ® es un campo de Higgs si
y solo si D2 = 0. En efecto, se tiene

D" = d"?+d"Ne+PNd +PND
d'd+dND,

donde en la segunda igualdad se usé la regla de Leibniz y el hecho que d”? = 0. Se sigue
que ® es un campo de Higgs si y solo si D2 = 0. El hecho anterior justifica que la
condicién ® A & = 0 usualmente sea llamada una condicidn de integrabilidad (ver [13,
pp. 397-401]), pues en la definicién de campo de Higgs usualmente se sobrentiende la
holomorfia de ®.

La curvatura de esta conexion se define como Ry, = Dy ADy, y es llamada la curvatura
de Hitchin-Simpson. Como consecuencia del lema 1.3.1 se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.2. Sea & = (E, ®) un haz de Higgs y h una métrica Hermitiana en &.
Entonces la curvatura de Hitchin-Simpson estd dada por

Ry =Ry + DIh(I’ + d”‘i’h + [(I) s i’h] . (119)

Demostracion. Usando la condicién de integrabilidad y la identidad ®;, A ®; = 0 del
lema 1.3.1, la curvatura de Hitchin-Simpson se expresa como

Ry = (Dp+®+®,) A (Dy+ @+ )
= DoADL+D,AN®+®ADy+ Dy AP+ P, ADy,
+DOAND,+DLAD
= Rp+ Dp®+ Dyp®y, +[@,9;],

cjonde Ry, es la curvatura de Chern, D;,® y D, ®;, son las derivadas covariantes de ® y
®},, respectivamente, y el conmutador [®, @] queda determinado por la férmula general
(B.18), esto es,

[@,‘i)h]:(p/\i)h+‘i)h/\q).



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Como @ es holomorfa se sigue D), ® = D) ® y de la primera igualdad en (1.15) se tiene
D, @), = d"®;,. Por lo tanto la expresién de arriba para R se simplifica a

Ry = Ry + D)@ +d"®p, + (@, Dy].
O

Al observar la expresion (1.19) queda claro que la curvatura de Hitchin-Simpson tiene
componentes de tipo distinto. Mas precisamente, D, ® € A*°(End E) ya que D} y ®
son de tipo (1,0), d’®; € A>2(End E) ya que d” y ®;, son de tipo (0,1), mientras que
el término restante Ry, + [®,, @] estd en AV1(End F) ya que cada sumando es de tipo
(1,1). Asi, usando un coordenadas holomorfas (z1,..., z,) para M, la descomposicién
en tipos de Ry se expresa como

Ry = Ruapdz® Nd2" (1.20)
Ry =D Rpyasdz® NdZ” (1.21)
Ry? = Rpyapdz® NdZ” (1.22)

y cada parte estd dada por
RO =Dj®, Ry =Ry +[®,3,], RV =d"D,. (1.23)

Cabe mencionar que si se usa un marco unitario para Q° en lugar de un marco holo-
morfo, las expresiones (1.20)-(1.23) resultan andlogas. En particular, la parte (1,1) de
Ry, es de interés ya que como se verd, es la parte que interviene en la curvatura media
de Hitchin-Simpson y se escribe explicitamente como

,R’flL,l = Z RhOiB dZO‘ A dZ Z Rhaﬁ] Sz dezoz A dZB . (124)

Considerando la expresién (B.19) con respecto a un marco holomorfo en lugar de un
marco unitario, se tiene

[@,®4] = Y [®a, 5] dz* A dz? (1.25)

donde las componentes del conmutador [®,,, (i)h,é] estan dadas por

[(I)aa‘i’hg]ij = (Pyo0 éhé — (I)h,é od )1
(2 7 k
= Z(q) kq)hﬁj (I)hﬂkq) ) (1.26)
Se sigue que
Riap = Rhap + [Pa, Ppgl, (1.27)

y por lo tanto las componentes de ’R,ll’l estan dadas por

RZ&B] = Rl

k
hafj Z hﬁj hﬂkq) ) (1.28)



Capitulo 2

Curvatura media y métricas de
Hermite-Yang-Mills (HYM)

En este capitulo se presentan algunos resultados sobre anulamiento y existencia de
secciones holomorfas de haces de Higgs sobre una variedad de Kéhler compacta, més
comunmente conocidos como teoremas de anulamiento [23, 6, 12]. Como se menciond
anteriormente, algunos de estos resultados son una extension de los teoremas clasicos de
anulamiento para haces holomorfos. En esta seccion se siguen principalmente los articulos
de Bruzzo y Grafia [6] y de Cardona [12].

2.1. La curvatura media de Hitchin-Simpson

Primero se daran algunas definiciones para la curvatura media de Hitchin-Simpson.
Note que el producto wedge w™ ! de la forma de Kihler es de tipo (m —1,m — 1) y por
lo tanto

RuAw™ =R+ R+ RV Aw™ L =Ry AW (2.1)

Se define la curvatura media de Hitchin-Simpson como el elemento K;, € A°(End E) tal
que

im Ry Aw™ ™t =im R,l;l Aw™ =K w™ (2.2)
Observe que a partir de la definicién (1.24) para R, si se definen
ICij = Zgaﬂ Rlﬁaéj y Kk = Zhu‘q ;Lja (2.3)

entonces se puede considerar a la curvatura media de Hitchin-Simpson como el endomor-
fismo o la forma dadas por

Ky = ZIC;U s ® s, K = ZlChj,; s7 @ 5", (2.4)

11
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De la definicién anterior para K y de (1.27) se tiene

z]’ = ZgaBR;LaBJ
= Yo (m o [(I)a,(i)hﬁ‘]ij)
= Kj;+ Zg [®a, @3] (2.5)

Por lo tanto la curvatura media de Hitchin-Simpson se expresa como
Kn=Kn+ > g% @0, Pyg]. (2.6)

Dadas dos secciones € = >_ &ls; yn = Y. n's;, las aplicaciones Kp, £ y I@h(f, 7)) se expresan
localmente como

Kn&=> Ki&si,  Kn&n)=> Kyzp& i (2.7)

Note que la curvatura media depende tanto de la métrica h en E como de la métrica g
en M, y ambas definiciones en (2.4) estdn relacionas mediante h como

Kn(&n) =h(Kné&n) Ve AYE). (2.8)

De ahora en adelante se referira indistintamente a K, y I@h como la curvatura media de
Hitchin-Simpson.

2.2. Teoremas de anulamiento

En esta seccién se enuncian algunos de los resultados sobre existencia y anulamiento
de secciones ®-invariantes en un haz de Higgs siguiendo los articulos de Bruzzo y Grana
[6] y de Cardona [12].

Teorema 2.2.1. Sea (£,h) un haz de Higgs Hermitiano sobre (M, g). Entonces

(a) Sila curvatura media de Hitchin-Simpson K es negativa semi-definida en todo
M, entonces cada seccién ®-invariante & € A°(E) satisface

y es paralela en el sentido cldsico, i.e., D& = 0 donde Dy, es la conexion de Chern.

(b) Si la curvatura media de Hitchin-Simpson Ky, es negativa semi-definida en todo
M y negativa definida en algin punto de M, entonces £ no tiene secciones ®-invariantes
no triviales.
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Demostracion. (a) Sea ¢ una seccién no trivial P-invariante de £ y suponga que K
es semi-definida negativa en todo M. De la descomposicién (1.19) para la curvatura de
Hitchin-Simpson se tiene

Rin€=Rp&+ DjOE+d" P&+ [@,Ph)E. (2.10)
Como ¢ es ®-invariante ®¢ = £ ® A y por (1.13) se tiene @, & = & ® ), entonces
[B, PR =ERAAANFERAAN=0,

y por lo tanto la parte (1,1) de Rj, es simplemente Rj,. Tomando la traza de (2.10) con
respecto a g y aplicandolo a ¢ se sigue que K, § = K3, §, o equivalentemente Ky (,§) =
Kp(€,€). Sustituyendo esta ultima igualdad en la férmula de Weitzenbdck (B.36) se
obtiene

~Oh(¢,€) = | Dy, €]* — Kn(£,€) > 0, (2.11)

ya que I@h es negativa semi-definida. El principio maximal de Hopf implica que h(¢,§)
es constante y por lo tanto Kj,(£,€) =0y |D; €2 = 0, de modo que D} & = 0. Como ¢
es holomorfa se sigue Dy, £ = D& +d"§ = 0.

(b) Suponga que & es una seccién no trivial P-invariante de £ y que K es negativa
semi-definida en todo M y negativa definida en algin punto de M. Entonces de (a) se
sabe que £ es paralela con respecto a Dy, y por lo tanto no se anula en ningtin punto de
la variedad!. Ahora, de la segunda igualdad en (2.7) con & = 7 se obtiene

&= Kyz&éh

Sea g € M un punto en el que Ky es negativa semi-definida y sean & = &(xo), ngE =

K5 (w0). Ya que & # 0 se sigue
Kn(€,€)(x0) ZK]k§SE§<O7

lo cual es una contradiccién, debido a que (a) implica I@(f ,€) =0 en todo M.
O

Teorema 2.2.2. Sean (€1, h1) y (€2, h2) haces de Higgs Hermitianos sobre una variedad
Hermitiana de Kdhler compacta (M, g) y sean K1 Y K1 sus correspondientes curvaturas
medias de Hitchin-Simpson. Sea ®1g2 el campo de Higgs de (&1 ® Ea,h1g2) con higa =
h1 ® he y sea I€1®2 la curvatura media de Hitchin-Simpson de este producto tensorial.

1Si ¢ es paralela entonces dh(€,€) = h(Dp&, &) + h(¢, Dpé) = 0, de modo que h(&,&) es constante.
Si en un punto z’ se tiene £(z’) # 0, entonces h(&(z),&(z)) = h(€(2'),€(z’)) > 0 y por lo tanto
£(z) #0 Vo € M.
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(a) Si ambas K1 Y Ko son negativas semi-definidas en todo M, entonces cada seccion
Dy go-invariante £ de E1RE5 es paralela con respecto a la conexion de Chern D1go relativa
a higa, i.e., Digo & =0 y satisface

I€1®2 (ga 5) =0.

(b) Si ambas K1 Y Ko son negativas semi-definidas en todo M y alguna de las dos
es negativa definida en algin punto de M, entonces £ ® E5 no admite secciones P-
tnvariantes no triviales.

Demostracion. Un célculo directo usando la condicién (1.9) para ®1g2 muestra que
Py =Py, @ o+ 11 @ Oy,

donde ®;, y ®j, son los correspondientes Hermitianos conjugados de los campos de
Higgs de & y &. Sean Rigo ¥ Rige las curvaturas de Chern y de Hitchin-Simpson de
F1 ® E5, entonces

Ri%z = R1®2 + [CI)’ i)h1®2}
= (Rh1 + [@1,‘I>h1]) XL+ ® (Rh2 + [®o, @hz])
y por lo tanto la curvatura media de Hitchin-Simpson de (&; ® &, h1g2) satisface

Kige =K1 ®@ I+ 11 ® Ky. (2.12)

Ya que usando marcos unitarios para E; y E» las formas K1 y K» son diagonales, se
sigue de (2.12) que K1g2 también es diagonal y sus elementos no cero estdn dados por

I€1®2(3i ®t;,8 Qt;) = ’Cl(sia i) + ’@2(tjvtj) .

Por lo tanto IC1®2 es negativa semi-definida en todo M y negativa definida en el punto
donde K1, o bien K, es negativa definida. Finalmente, (a) y (b) se siguen de aplicar el
teorema 2.2.1. O

Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del teorema 2.2.2.

Corolario 2.2.3. Sea (€, h) un haz de Higgs Hermitiano sobre una variedad Hermitiana
de Kdihler compacta (M, g). Sea (%P, hg,) el producto tensorial de (€, h) p-veces y sea ¥
su campo de Higgs (construido a partir del campo de Higgs ® de ) y I€®p su curvatura
media de Hitchin-Simpson. Entonces

(a) Si K es negativa semi-definida en todo M, entonces cada seccién W-invariante
de E®P es paralela en el sentido cldsico, i.e., D =0 y satisface
®p

Kap(£,6) =0.
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(b) Si Ky es negativa semi-definida en todo M y negativa definida en algin punto de
M, entonces EP no admite secciones ®-invariantes no triviales.

Siguiendo la notacién del apéndice A, sea (£, h) un haz de Higgs Hermitiano sobre
(M, g) y considere los haces holomorfos (T'M, g) y (29, g*) como haces de Higgs Hermi-
tianos con el campo de Higgs cero. Entonces la métricas h y ¢* inducen una métrica k en
el haz de Higgs QP0(€) = £ @ PV de modo que el par (Q7°(£), k) se puede considerar
como un haz de Higgs Hermitiano sobre (M, g). Sea K ¢ la curvatura media de Chern
de (TM,g) y Kgvo la curvatura media de Hitchin-Simpson de (Q270(£), k). Se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 2.2.4. Sea (€, h) un haz de Higgs Hermitiano sobre una variedad de Kdhler
compacta (M, g) con campo de Higgs ®, y sea Ky su curvatura media de Hitchin-
Sitmpson. Entonces

(a) Si Kn es negativa semi-definida y Kg es positiva semi-definida en todo M, en-
tonces cada seccion ®-invariante & en QPO(E) es paralela en el sentido cldsico y satisface

ICQPvO (575) =0.

(b) Si Kp es negativa semi-definida y Kg es positiva semi-definida en todo M, y
adicionalmente Ky, es negativa definida, o bien K, es positiva definida en algin punto,
entonces QP0(E) no admite secciones ®-invariantes no triviales.

2.3. Meétricas de HYM

Retomando la seccién B.3, dado un haz Higgs £ = (E,®) se tiene el espacio de
métricas Hermitianas en £ denota usualmetne por Herm™ ().

Definicién 2.3.1. Sea & = (E,®) un haz de Higgs sobre (M, g). Una métrica h €
Herm™ (€) es una métrica de Hermite-Yang-Mills (HYM) débil con factor f si satisface
Kn = fI, o equivalentemente Kj, = fh, donde f es una funcién C™ real sobre M. Si el
factor f = c es constante, entonces h es una métrica de Hermite-Yang-Mills con factor
c si satisface

Kn=fI, o equivalentemente Kn=fh. (2.13)

Ambas ecuaciones en (2.13) se conocen como la ecuacion de Hermite- Yang-Mills. Se
tienen las siguientes propiedades sobre la condicion de HYM para los haces de Higgs
asociados.

Proposicion 2.3.2. Sean (£, h), (€1, h1), (€2, ha) haces de Higgs Hermitianos sobre una
variedad de Kdahler compacta. Entonces
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(a) Cualquier métrica sobre un haz de linea de Higgs es necesariamente una métrica
de HYM débil.

(b) h es una métrica de HYM (débil) con factor f para £, si y solo si, la métrica
dual h* es una métrica de HYM (débil) con factor —f para E*.

(¢) Si hy y hy son dos métricas de HYM (débiles) con factor fi1 y fo para & y Ea,
respectivamente, entonces higo es de HYM (débil) con factor fi + fo para el producto
tensorial €1 ® &s.

(d) La métrica higa = h1 ® ha en & @ €2 es de HYM (débil) con factor f siy solo
st ambas métricas, hy y ha, son de HYM (débiles) con el mismo factor f.

Demostracion. (a) Es inmediato debido a que el rango del haz es 1.

(b) Ya que en términos matriciales las componentes del campo de Higgs dual estdn
dadas por @}, = ‘P, , y la curvatura media de Chern relativa a h* satisface Kp» = — ‘K,
(ver apéndice A.3), de la férmula (2.6) se sigue

K

_tKh—l—ZgaB [tq)a,t(i)h/g]
K Y0 ()
= —'K,
= —fI.

El reciproco se demuestra analogamente.

(c) Como se vi6 en la demostracién de teorema 2.2.2, Kig2 satisface

Kiga = Ki®l+11 @Ky
= (i+fo)i®ly).

((}) Usando directamente la definicién del Hermitiano conjugado se puede demostrar
que ®p, 5, = Pn, ® Pp, , y consecuentemente

[‘1’1@2, (i)h1692] = [‘I’h i)hl] ® [(1)2’ (i)h’z]'
Por lo tanto
R}ll’l = (Rhl + [q)la i)hl]) D (Rh2 + [(I)Q’i)}w}) ’

y si KC1g2 denota la curvatura media de Hitchin-Simpson en & @ &;, se concluye Kigo =
Ki® Ky = f(I1 @ I2).
O

Corolario 2.3.3. Sea h € Herm™ (§) una métrica de HYM (débil) para €. Entonces
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(a) La métrica inducida en el producto tensorial E2P @ £*®1 es una métrica de HYM

(débil) con factor (p —q)f .

(b) La métrica inducida en el producto wedge NE es una métrica de HYM (débil)
con factor pf para cada p <r =r1k€&.

Al igual que en el caso de haces holomorfos para métricas de Hermite-Einstein, si h
es una métrica Hermite-Yang-Mills débil con factor f para &, el slope de £ (definido en
(1.7)) se puede expresar en términos de f. Este hecho se demuestra a continuacion.

Proposicion 2.3.4. Sea €& un haz de Higgs sobre una variedad de Kdhler compacta. Si
h € Herm™ (&) es una métrica de HYM débil con factor f, entonces

w(€) = ﬁ/Mfwm. (2.14)

Demostracion. Por hipétesis h es de HYM débil con factor f, entonces la curvatura
media de Hitchin-Simpson satisface

imR,ll’l Aw™ =™ = fIw™. (2.15)
Tomando la traza de (2.15) se obtiene
im (tr Ry, + tr [@, ®p)) Aw™ ! =rfuw™, (2.16)

donde 7 = rk €. De (1.25) se tiene tr [®, ®1,] = 0 ya que la traza de un conmutador de en-
domorfismos es cero. Por otro lado, integrando (2.16) sobre M y usando la representacién
(B.38) para ¢1(€) se obtiene

7'/ fu™=im | R, Aw™ P =2mm [ ¢ (E) Aw™ Tt = 2rmdeg £,
M M M

de donde se sigue (2.14). O

Ahora, sea a = a(x) una funcién real positiva sobre M, entonces el cambio conforme
h — h' = ah define una métrica Hermitiana en &, i.e., b’ € Herm™ (€). En particular,
aplicando la definicién del Hermitiano conjugado relativo a A’ y ya que a nunca de anula,
se sigue ®p,, = ®;,. Usando un marco unitario para Q9 como se introdujo en la seccién
B.1 se tiene ¢g* = §*7 y usando (2.1), (1.23), (B.32), (B.42) y (B.17) se sigue que

imRp A wmt “m (Rh/ + [(I), (i)h]) Awmt

= Kpw™ +im[®, &) Aw™ !

= (Kh +0(oga)I + Z[(I)om (I’ha]) w
= (Kn+> 9" [@a, By5] + Dlloga)l ) ™
(Kn +O(loga)l) w™,
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donde en la dltima igualdad se usé (2.6). Asi, de la definicién (2.2) se sigue que las
curvaturas medias de Hitchin-Simpson relativas a h y h' se relacionan por

Ky = Kp, +O(loga)l, o bien K = Ky + O(loga)h . (2.17)

Esta relacién es una extensién natural de la férmula cldsica (B.42) para la curvatura
media de Chern y es importante en la teoria de haces de Higgs. El siguiente lema es una
consecuencia de (2.17), y se usard para demostrar que dada una métrica h de Hermite-
Yang-Mills débil es posible encontrar un cambio conforme apropiado h — ah, de tal
manera que la nueva métrica es Hermite-Yang-Mills.

Lema 2.3.5. Sea £ un haz de Higgs sobre una variedad de Kdahler compacta. Sea h €
Herm™ (€) una métrica de HYM débil con factor f y sea a = a(x) una funcién real
C® positiva sobre M. Entonces h' = ah es una métrica de HYM débil con factor f' =
f+0O(loga).

Proposicion 2.3.6. Sean £ y h como en el lema 2.3.5. Entonces existe un cambio
conforme h — h' = ah tal que I/ es una métrica de HYM con factor constante ¢ dado

por
c/ wm:/ fw™. (2.18)
M M

Dicho cambio conforme es unico salvo por una homotecia.

Demostracion. Sea ¢ como en (2.18), entonces

/ (c— flrw™=0. (2.19)
M
Observe que, basta demostrar la existencia de una funcién u que satisface

Ou=c—f, (2.20)

de modo que aplicando el lema 2.3.5 con a = €* se tiene O(loga) = ¢ — f y el resultado
se sigue.

De la teorfa de Hodge es sabido que la ecuacién (2.20) tiene una solucién si y solo si
la funcién ¢ — f es ortogonal a todas las funciénes [J-armonicas. Ya que M es compacto,
una funcién es O-armdnica si y solo si es constante (ver [23, p. 104] para méas detalles).
Note que por (2.19), la funcién ¢ — f es ortogonal a todas las funciones constantes y
consecuentemente a las funciones O-armoénicas. Por lo tanto la ecuacién (2.20) admite
una solucién.

Finalmente, si @ es otra solucién de (2.20), entonces & — u es [J-armdnica y por lo
tanto v/ = u + b, con b una constante. Asi, @ = e® = e’e” y la unicidad se sigue. O
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Debido a este resultado se puede evitar el uso de métricas de HYM débiles sin pérdida
de generalidad, y de ahora en adelante se trabajara directamente con métricas de HY M.

Observe que, si se tiene una métrica de HYM con factor ¢, entonces la constante ¢ se
puede calcular directamente de la férmula (2.14) como sigue

_ 27 u(€) B 27 deg &
 (m—1)!'VolM  r(m—1)!VolM"

(2.21)

Esta expresién depende de invariantes del haz. En particular, depende de las clases de
cohomologia ¢;(€) y [w] (ver el argumento subsecuente a (B.44)). Observe que de la
definicién (1.7) se tiene p(€) = p(E), asi la constante definida por (2.13) y (2.21) es
la misma constante cldsica definina por (B.37) y (B.47). Mds aun, este hecho junto con
(2.17) permanecen formalmente iguales a las correspondientes férmulas cldsicas (B.47) y
(B.42), aun cuando los objetos que intervienen en el caso de haces de Higgs son distintos.
Por ejemplo, en (B.42) interviene la curvatura media de Chern, mientras que en (2.17)
lo hace la curvatura media de Hitchin-Simpson.

2.4. Estructuras aproximadas de HYM

Ahora se introduce la nocién de estructura aproximada de Hermite-Yang-Mills en un
haz de Higgs. Sea h € Herm™ (&) y considere un marco unitario para E, i.e., h;z = 0;.
Observe que de (1.12) y (1.26) se sigue

D 10 i ok D k
[®a, (I)h[ﬂ]j = Z ((I)akq)h/?j B q)th(I)aj)
= Z(‘fimqﬂﬂk B (I)gi(i)iuik)
= [®g, Pnal’ -

Esto junto con (A.22) implican que las componentes de R,ll’l dadas por (1.28) satisfacen

Ri

o = Rhsas (2.22)

Tomando la traza con respecto a ¢”® de esta tltima expresién y usando (2.3) se sigue
Ki; = Kl. o equivalentemente K} = Ky, (2.23)

y por lo tanto las normas locales de K, y Kp — ¢l definidas por la segunda igualdad en
(B.29) y por (B.27) se expresan como

K| = tr (K o Ky), |Kp, — cI|* = tr [(Kp — cI) o (Kp, — cI)]. (2.24)

Definicién 2.4.1. Un haz de Higgs £ sobre una variedad de Kéhler compacta M admite
una estructura aprozimada de Hermite-Yang-Mills (aprox. HYM) si Ve > 0 existe una
métrica h. tal que

max [Kp, —cl| <e. (2.25)
M
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Una métrica Hermitiana en £ que satisface (2.25) es llamada una e-métrica.

Comtunmente también se usa el término métrica aproz. HYM para referirse a una
estructura aprox. HYM (ver seccién B.2). Al igual que las estructuras aproximadas de
Hermite-Einstein en la teoria clasica de haces holomorfos, la nocién de estructura apro-
ximada de Hermite-Yang-Mills satisface ciertas propiedades sobre los haces asociados de
un haz de Higgs dado.

Proposicion 2.4.2. Sean £,&1 y & haces de Higgs sobre una variedad de Kdhler com-
pacta. Entonces

(a) Si & admite una estructura aprox. HYM, entonces E* también admite una es-
tructura apror. HYM.

(b) Si&1 y & admiten estructuras aprox. HYM, entonces el producto tensorial E1&Es
admite una estructura apror. HYM.

(c) Si & y & admiten estructuras aprox. HYM y adicionalmente u(&1) = p(E2),
entonces £ ® & admite una estructura apror. HYM.

Demostracion. (a) De la proposicién 2.3.2(b) se sabe que si € tiene factor ¢, entonces
E* tiene factor —c. Sea ¢ > 0y h € Herm™ (€) una e-métrica. Entonces

K — (=) | = | "(Kp —e)| = |Kp —cl| < e.
Asi, £* admite una estructura aprox. HYM.

(b) Sea & > 0 y suponga que & y & admiten estructuras aprox. HYM con factores
1y cz. Entonces existen métricas hy € Herm™ (€1) y hy € Herm™ (&) tales que

9 9
273 2

donde 71,72 y Iy, I> son los rangos y los endomorfismos identidad de & y &s, respectiva-
mente. Sea K1g2 la curvatura media de Hitchin-Simpson relativa a h;go dada por (2.12).
De la proposicién 2.3.2(c) se tiene que el factor de £ ® & es ¢ = ¢1 + ¢o, y definiendo
Iig2 = 11 ® I se sigue

méx|lC1 — 01[1| < méx|lC2 — CQI2| <
M M

IKig2 —clige] = [Ki®@L+1®Ks— (c1+ ¢c2)]1 ® I
[(Ki—en 1) @ L]+ | @ (Ke — co L))
V2 K1 —e1 L 4+ /r1 | Ko — co I

€.

IAIA

N

Por lo tanto £ ® & admite una estructura aprox. HYM.
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(c) Si se supone adicionalmente que p(&1) = u(&2), entonces de (2.21) se sigue ¢; =
co . Sean hy y ho métricas en & y & tales que

€ €
‘K1—01]1‘<§ y "CQ_CQIQ‘<§.

Sean ¢ = ¢1 = ¢a, Kig2 = K1 @ K2 la curvatura media de Hitchin-Simpson relativa a

higz2 dada en la demostracién de la proposicién 2.3.2(d) y 12 = I1 & I . Entonces
[Kige — chige] = |Ki @Ky —c(lh & 1)

\/tr (Kl — C1 11)2 + tr (ICQ — C2 12)2

K1 —c1 1] + | Ko — c2 Io]

€.

AN

Por lo tanto £ @ & admite una estructura aprox. HYM.

Se tiene el siguiente corolario como consecuencia de la proposicién anterior.

Corolario 2.4.3. Si £ admite una estructura aprox. HYM con factor ¢, entonces tanto el
producto tensorial E¥PQE*®1 como el producto wedge NE (p < rk E) admiten estructuras
aprox. HYM con factores (p — q)c y pc, respectivamente.

Los siguientes resultados son una consecuencia del teorema de anulamiento 2.2.1 y
la existencia de estructuras aprox. HYM. En particular, se necesita calcular el grado del
producto tensorial de dos haces de Higgs deg(€; ® £2). Observe que esto se puede realizar
de dos maneras distintas, calculando directamente la forma de Chern ¢1(&; ® &3, hig2)
usando la representacién (B.38) y la férmula (A.30) para la curvatura de Chern Rygg, 0
bien usando la proposicién 2.4.2(b) y la férmula (2.21). De esto tltimo se sigue que si &;
y & tienen factores constantes c¢; y co, entonces el factor ¢ para £ ® & esta dado por
c = c1 + ¢y y se tiene

2mp(&r ® &) 2m(pu(&r) + p(é2))
(m—1)WolM — (m—1)!VolM ’

por lo tanto
deg(&1 ® &) =rk&rdeg &y + 1k & degés . (2.26)

Proposicion 2.4.4. Sea £ un haz de Higgs sobre una variedad de Kdihler compacta tal
que deg € < 0. Si € admite una estructura aprox. HYM entonces £ no admite secciones
P-invariantes no triviales.

Demostracion. Si € admite una estructura aprox. HYM entonces Ve > 0 existe una
métrica h. € Herm™ (&) tal que

méx |y, —cl| <e.
M
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Sea O, = Kj, — ¢l o equivalentemente @E = I@hs — ch. Ya que @E es Hermitiana y el
cuadrado de la norma que aparece en la desigualdad anterior es la traza dada por (2.24),
se sigue que O. —» 0 cuando ¢ —> 0. Por otro lado, ya que deg& < 0 de (2.21) se
sigue que ¢ < 0. Por lo tanto para un ¢ lo suficientemente pequeno la curvatura media
I@hs = O. — ch serd negativa definida. El resultado se sigue del teorema 2.2.1(b). O

Proposicion 2.4.5. Sean & y & haces de Higgs de rango r1 y ro sobre una variedad de
Kahler compacta. Si ambos admiten estructuras aprox. HYM y u(&1) > u(€s), entonces
no existen morfismos de Higgs de &1 en &;.

Demostracion. Un morfismo de Higgs se puede considerar como una seccién ®-invariante
del haz £ ® &, donde @ es el campo de Higgs inducido en dicho haz

=PI+ I} © Py

como fue descrito en la seccién 1.2. Si ¢; y co estdn dadas por (2.21) para & y Ea,
respectivamente, entonces de (2.26) se sigue

deg(&f @ &) = —rodegéy +r1degés < 0

ya que deg(&F) = —deg(&1) y u(€1) > u(&;). El resultado se sigue de la proposicién
2.4.4. O

2.5. Estabilidad de Mumford

Uno de los resultados més importantes sobre haces de Higgs es la extensién de la
correspondencia de Hitchin-Kobayashi. En el caso clasico, dado un haz holomorfo sobre
una variedad de Kéahler compacta, la correspondencia de Hitchin-Kobayashi establece
que dicho haz es poliestable si y solo si admite una métrica de Hermite-Einstein [23].
Kobayashi [23] y Liibke [26] demostraron que la existencia de una métrica de Hermite-
Einstein implica la poliestabilidad, y el reciproco fue demostrado por Donaldson para
variedades algebraicas [14, 16] y por Uhlenbeck y Yau para variedades de Kéhler [32].
Esta correspondencia también es conocida como el teorema de Donaldson-Uhlenbeck-
Yau [35]. La nocién de estabilidad se puede exterder al escenario de haces de Higgs, en
donde se tiene un resultado andlogo a esta equivalencia. Para definir estabilidad de haces
de Higgs en variedades de dimensién mayor que uno se utiliza la nocién de subgavilla
de Higgs. Sin embargo, el uso de gavillas estd fuera de los limites de este trabajo y por
lo tanto nos limitaremos a dar las definiciones en el caso 1-dimensional, de modo que se
omitiran los detalles sobre los resultados mas generales que se exponen en esta seccién.
El lector puede consultar [7, 29] para més detalles sobre los casos de dimensién més alta.

Definicién 2.5.1. Sea M una superficie de Riemann compacta. Un haz de Higgs &
sobre M es estable (semi-estable) si para cualquier subhaz de Higgs F C £ se satisface
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w(F) < p(€) (respectivamente <). El haz de Higgs £ es poliestable si se descompone
como una suma directa de haces de Higgs estables que tienen el mismo slope?.

En [19] Hitchin demostré la correspondencia de Hitchin-Kobayashi para un haz de
Higgs de rango 2 sobre una superficie de Riemann compacta. Este resultado fue exten-
dido por Simpson para haces de Higgs de rango arbitrario sobre variedades de Kahler
compactas y algunas no compactas [29].

Teorema 2.5.2 (Correspondencia de Hitchin-Kobayashi [29]). Sea & un haz de
Higgs sobre una variedad de Kdahler compacta M. El haz £ es polistable si y solo si
existe una métrica de Hermite-Yang-Mills h en &, i.e., si y solo si existe una métrica
Hermitiana h en € que satisface Kp, = cl.

Kobayashi introdujo la nocién de estructura aproximada de Hermite-Einstein para
haces holomorfos, y demostré que un haz holomorfo que admite una estructura aproxima-
da de Hermite-Einstein necesariamente es semi-estable. Mas aun, Kobayashi demostro la
equivalencia entre estas nociones para variedades projectivas y conjeturd que el resultado
deberfa ser cierto para variedades de Kéhler compactas en general [23]. Este resultado
también se ha extendido para haces de Higgs. En [7] Bruzzo y Grana demostraron que
un haz de Higgs sobre una variedad de Ké&hler compacta que admite una estructura
aproximada de Hermite-Yang-Mills necesariamente es semi-estable. El reciproco de este
resultado fue demostrado por Cardona [12] para superficies de Riemann compactas y
posteriormente por Li y Zhang [24] para variedades de Kéahler compactas de dimensién
arbitraria.

Teorema 2.5.3 ([12, 24]). Sea £ un haz de Higgs sobre una variedad de Kdhler com-
pacta. Entonces £ es semi-estable si y solo si € admite una estructura aprorimada de
Hermite- Yang-Mills.

Es importante mencionar que, como se muestra en [6, 12, 24], la demostracién de
la equivalencia entre la semi-estabilidad y la existencia de estructuras aproximadas de
Hermite-Yang-Mills recae en el andlisis del funcional de Donaldson L(h, k) (introducido
por Simpson en [29] para haces de Higgs), el cual es un funcional definido sobre el espacio
de métricas Hermitianas del haz de Higgs. La siguiente figura muestra, grosso modo, las
implicaciones que hay entre el funcional de Donaldson, las estructuras aproximadas de
Hermite-Yang-Mills y la semi-estabilidad.

L(h, k) acotado & admite estructuras
inf. Vh € Herm™ (&) aprox. HYM

\/

& es semi-estable

2Note que en esta definicién no se impone un minimo en la cantidad de sumandos para la poliesta-
bilidad, de modo que un haz estable es en particular poliestable.
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Como una consecuencia del teorema 2.5.3, los resultados sobre haces de Higgs enuncia-
dos en términos de métricas aproximadas de Hermite-Yang-Mills se pueden reescribir en
términos de semi-estabilidad. En particular, se tiene el siguiente resultado cuya demos-
tracién es inmediata de la proposicion 2.4.2.

Teorema 2.5.4. Sean £,&1 y & haces de Higgs sobre una variedad de Kdahler compacta.
(a) Si & es semi-estable, entonces E* es semi-estable.
(b) Si & y & son semi-estables, entonces £ @ Eo es semi-estable.
(c) Sié&r y & son semi-estables y p(E1) = u(€2), entonces &1 @ & es semi-estable.

Los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 permiten determinar la existencia de métricas y métricas
aproximadas de Hermite-Yang-Mills en un haz de Higgs de manera indirecta, i.e., ve-
rificando la condicién de (semi)-estabilidad de dicho haz. Un ejemplo que muestra esta
aplicacién aparece en [19] y se describe a continuacién.

Sea M una superficie de Riemann compacta de género g > 2 y sea K = Q%Y su haz
canénico. Una raiz cuadrada de K es un haz de linea holomorfo K 2 tal que K = K TQK?.
En general, el haz candnico de una superficie de Riemann compacta de género arbitrario
g tiene 229 raices cuadradas distintas [2, p. 48], y por lo tanto se puede fijar una raiz
cuadrada K2 para K. Considere el haz holomorfo de rango 2 definido por

E=K:¢K 7, (2.27)

y note que un campo de Higgs en E es un endomorfismo de la forma

P K*aK 5 (KaK oK. (2.28)
Asi, defina ® como
d = ( ? 8 ) € AY°(End E) (2.29)

donde 1 es el endomorfismo de K2 en K~ 2®K definido por el endomorfismo identidad de
K. Observe que Hom (K 3K _%) ® K es isomorfo a K* ® K, por lo que el endomorfismo
identidad define de manera natural un endomorfismo de K2 en K2 @ K. Se sigue
de (2.29) que @ satisface la condicién de integrabilidad y es holomorfo, por lo tanto
define un campo de Higgs en E. Mas aun, de (2.29) se tiene que ®(E) C K2 @ K y
®(K~2)={0} € K~2 ® K. Por lo tanto K% es el tinico subhaz ®-invariante de E. De
la representacién (B.38) para c¢i(FE) y la definicién (B.43) para deg E se obtiene

deg F = degK% —I—degK_% =0. (2.30)
Por otro lado, ya que deg K = 2g — 2 (ver [13, p. 319]) la propiedad (2.26) implica

1 deg K
deg K = - deg(K} @ K}) = % —g—1, (2.31)
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y consecuentemente deg K 2=1- g < 0. Por lo tanto el haz de Higgs (E, @) es estable
y en particular es poliestable, asi el teorema 2.5.2 implica que (E, ®) tiene una métrica
de HYM.

Es importante mencionar que a diferencia del par (F, ®), el haz F no es estable como
haz holomorfo ya que deg K 3 = g —1 > 0y la correspondencia de Hitchin-Kobayashi
implica que E no tiene métricas de Hermite-Einstein.

Finalmente, en el caso g = 1 también existen raices cuadradas de K y la férmula
deg K = 2g — 2 sigue siendo vélida. De (2.31) se tiene

degK% :degK*% =0

y por (2.30) se sigue que (E, ®) no es estable. El hecho de que este par no sea estable y
el teorema 2.5.2 implican que (F, ®) no tiene métricas de HYM.



Capitulo 3

Algunos funcionales para haces de Higgs

En este capitulo se presentan las extensiones para haces de Higgs sobre variedades
de Kéhler compactas de los funcionales de Yang-Mills y Kobayashi. El dltimo fue intro-
ducido por Kobayashi en [23] escencialmente como la norma L? de la curvatura media
de Chern y tiene una relacion estrecha con la existencia de métricas de Hermite-Einstein
sobre en un haz holomorfo. Siguiendo [8, 9] se presentan algunas de las propiedades mas
importantes de dichos funcionales sobre haces de Higgs, y en particular se muestra que
el funcional de Kobayashi estd directamente relacionado con la existencia de métricas de
Hermite-Yang-Mills en un haz de Higgs.

3.1. El funcional de Kobayashi

Sea & = (E,®) un haz de Higgs sobre una variedad de Ké&hler compacta M m-
dimensional y sea h € Herm™ (€) considerada como una variable. En lo que sigue se
usaran marcos unitarios (91, ...,0™) para 2 en lugar de los marcos holomorfos usuales
(dz,...,dz™). Como es bien sabido, el uso de marcos unitarios simplifica significativa-
mente los cdlculos (ver [23, p. 70]). En particular, el operador de Hodge se puede definir
de manera mucho més simple (ver seccién B.1). Se define el funcional de Kobayashi del
haz de Higgs £ como

) !
7 : Herm* (€) — R, T =5 /M a2 = T K2, (3.1)

donde | - | y || - || son las normas definidas en (B.29). Note que por definicién J(h) es
no negativo, y cuando ® = 0 se sigue de (2.6) que J(h) coincide con el funcional de
Kobayashi clasico J(h) definido en (B.50). Es importante mencionar que los funcionales
de Kobayashi en el caso cldsico y de haces de Higgs tienen la misma cota inferior (B.54),
como se muestra a continuacién. Sea ¢ como en (2.21) y op, = tr K, entonces (2.24) se

26
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obtiene
0<|Kp—cI*> = tr[(Kn—cl)o (Ky —cl)
= trKi —2ctrKp, +rc?
IKn|? = 2cop +7c?. (3.2)

Integrando oy, y usando (2.2), (2.1), (B.38) y (B.43) se obtiene

/ahwm = /trlChwm
M M

= zm/ trR}L’l/\wm*1
M

= im tr R, Aw™ !
M
= 2mmdeg€.

De esta igualdad y de (2.21) se obtiene la férmula

rc/ wm:/ opw™. (3.3)
M M

Asi, integrando (3.2) y usando (3.3) se tiene

/ K2 w™ > 26/ thm—TCQ/ w™ :rc2/ w™. (3.4)
M M M M

Usando la desigualdad (3.4) y la definicién (3.1) se obtiene la siguiente cota

2

re® m_ 2m(mdeg&)®
J(h) = 2 /Mw _r(m—l)!VolM_C' (3:5)

M4s aun, observe que J (h) alcanza su valor minimo si y solo si se satisface K, = ¢I, i.e., si
y solo si la métrica h es de Hermite-Yang-Mills. Este resultado es andlogo a la proposicién
B.3.1 en el caso de haces holomorfos y se enuncia como teorema a continuacién.

Teorema 3.1.1. Sea £ un haz de Higgs sobre una variedad de Kdhler compacta m-
dimensional M. Entonces el funcional de Kobayashi J(h) estd acotado inferiormente
por una constante que se expresa en términos de invariantes del haz de Higgs

2m(m deg £)?2

Jh) = r(m —1)!' Vol M~

(3.6)

Mas aun, J(h) alcanza su valor minimo en h = hqy si y solo si hg es una métrica de
Hermite- Yang-Mills.



28 CAPITULO 3. ALGUNOS FUNCIONALES PARA HACES DE HIGGS

Observe que aunque los funcionales J(h) y J(h) definidos en (3.1) y (B.50), respec-
tivamente, son diferentes, tienen la misma cota inferior C. Por otro lado, si se tiene una
estructura de métricas aprox. HYM {h.}eso en &, de la desigualdad (3.2) y el teorema
3.1.1 se sigue que la constante C es un infimo de J(h), i.e.,

lim J(he) =C.
e—0

Asi, del teorema 3.1.1 junto con los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 se concluye que la existencia de
un minimo o un infimo para el funcional de Kobayashi 7 (h) depende de una condicién
algebraica del haz de Higgs. Mas precisamente, se tienen el siguiente resultado.

Corolario 3.1.2. Sean £ y M como en el teorema 3.1.1. Entonces
(a) J(h) alcanza su valor minimo C dado por (3.5) si y solo si £ es poliestable.
(b) La constante C es un infimo de J(h) si y solo si & es semi-estable.

Note que si £ es semi-estable pero no es poliestable, entonces el corolario anterior
implica que J (h) se puede aproximar arbitrariamente a C pero nunca alcanza dicho valor.
En otras palabras, el corolario 3.1.2 relaciona las propiedades de acotamiento de J(h)
con propiedades de estabilidad del haz de Higgs €.

3.2. El funcional de Yang-Mills-Higgs

Como se muestra en la seccién B.3, Kobayashi [23] define el funcional de Yang-Mills
I(h) sobre un haz holomorfo dado por (B.55), i.e., como proporcional a la norma L?
de la curvatura de Chern asociada a la métrica h. En analogia con lo ocurrido con el
funcional de Kobayashi J(h), se define el funcional de Yang-Mills-Higgs (YMH) como

1 m!
Founlh) =5 [ [RaPur = R4, (3.7
M

donde R}, es la curvatura de Hitchin-Simpson. Al igual que J(h), este funcional tie-
ne algunas propiedades interesantes. En particular, de la definicién (3.7) se tiene que
Fymu(h) es no negativo y de (1.19) se sigue que si ® = 0, entonces Fymmu(h) conici-
de con el funcional I(h) definido en (B.55). Cabe mencionar que en fisica, usualmente
Fymu(h) y I(h) son llamados los funcionales de Yang-Mills al ser proporcionales a la
norma L2 de la curvatura completa y son de primer interés en teoria cuantica de campos.
De (1.19) se sigue que Fynu(h) se expresa como

m)!
2
Otro funcional de interés se construye tomando solamente la parte (1,1) de la curvatura
de Hitchin-Simpson, esto es,

1
=3 [ [Ry"

m/! - _
Foa(h) = - [Ral2 = 5= {IRn + [@, @] |2 + DRI + " @al?} . (38)

2 m 1 ES 2 m
w :7/ |Rp + [@, ®4]|” w™. (3.9)
2 /m
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De igual manera, este funcional es no negativo y coincide con I(h) si ® = 0. En el caso
m = 1 se tiene que D, ® = 0y d’®;, = 0 y la expresién (1.19) para R, se simplifica a
Ry = R;L’l. Considerando un marco unitario para Q"% de modo que w = i A 0, de (2.2)
se sigue que Z’R,lll =4iK,0 A0, ie., el endomorfismo asociado a R,ll’l es K, y entonces
|7€,1L’1 2 = |Kn|%. Asf, de lo anterior y las definiciones (3.1), (3.7) y (3.9) se concluye que

Fymnu(h) =Z(h) = J(h).

Esta coincidencia ocurre solamente en el caso m = 1, y cuando m > 1 el funcional Z(h)
es solamente una parte del funcional de Yang-Mills-Higgs.

Otra propiedad interesante en el caso cldsico es que la expresién I(h) — J(h) es una
constante topoldgica dada por (B.59). Como se verd a continuacién, esta relacién entre
los funcionales Z(h), J(h) y Fymu(h) es ligeramente més compleja. Con el fin de estimar
la diferencia Z(h) — J(h) se necesita el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Sea £ un haz de Higgs sobre una variedad de Kdahler compacta M con
forma de Kihler w de dimension m > 2 y sea h € Herm™ (&). Entonces, la parte (1,1)
de la curvatura de Hitchin-Simpson satisface

1 112 2
— s (IR = IR [) W 3.10
=y (RE'P = Vaa?) (3.10)

Demostracion. Sea (#*)7—, un marco local unitario para Q" de modo que g,5 = 0,3

tr (R};l A R};l) Aw™ 2 =

Usando dicho marco en lugar de un marco holomorfo en (1.24) y (1.27) se sigue que ’R,ll’l
se expresa localmente como

R,ll’l = ZRhocB N con Riag = Bhap + [Pa, @3l -

De la primera igualdad en (2.3) se tiene

=20 Riag; = D Rhas
de esto y de la primera igualdad en (2.24) se sigue que

Knl? = tr (KnoKn) =Y Ris, R i (3.11)
Por otro lado, de la definicién (B.27) se obtiene
Ry = D tr(RuagoRiLs)

Z Rha,@] haﬁ) .

= ZRham haﬁj
= ZRhaﬁj hBai > (3.12)
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donde en la tltima igualdad se ha usado la propiedad (2.22). El resultado se sigue de
aplicar la férmula (B.56) y usar las identidades (3.11) y (3.12), esto es,

D RiapRis: 00 NP AOT NG N

1 . .
I 2 J m
= wnTD Y Rias, Rhgaw

1 , ,

- ? RI _ M
m(m —1) ZRhw&JRhﬁmw

-

m(m — 1)

tr (R;Ll A R}ll) Awm2

(IRA 2 = 1K ?) .

O

Proposicion 3.2.2. Sea & un haz de Higgs sobre una variedad de Kahler compacta de
dimensidn m > 2 con forma de Kihler w, y sean J(h) y Z(h) los funcionales definidos
por (3.1) y (3.9), respectivamente. Entonces

Z(h)—J(h) = 2r%m(m—1) /M(z co(E) — c1(E)?) Aw™ 2

+m(m — 1)/ tr (R}Ll A [<I>7<f>h]) Aw™ 2,
M

Demostracion. Usando la propiedad ciclica de la traza, la condicién de integrabilidad
& AP =0y la propiedad @, A @}, = 0 descrita en (1.15) se tiene

tr[®,0,)° = tr(PAPLAPAD, + Dy ADAD, AD)
= tr(PAPRAPAD,) —tr(PAD,ADPADy)
= 0, (3.13)

y junto con (1.23) se sigue que

tr (R AR tr (Rn A Ry + [®,®4] A Ry + Rn A [®, 8] + [@,®]°)
= tr(Rn ARp) + 2tr (R A [P, (i)hD (3.14)
Usando (B.38), el primer término del lado derecho en (3.14) se puede expresar como

tr (Ry A Ry) = 47%(2¢2(E, h) — 1 (E, h)?),

y observe que por (3.13) se puede remplazar Ry, por R;L’l en el segundo término del lado
derecho en (3.14). De lo anterior se sigue que

tr (R};l A R};l) = 472(2c5(B, h) — e1(B, h)?) + 2t (R};l Ao, @h}) . (3.15)
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Haciendo el producto wedge de (3.15) con w™ 2, integrando sobre M y usando (3.1),
(3.9) y el lema 3.2.1 se obtiene

1

=g = 5 [ (RYE-eaf)e

= 2%m(m — 1)/ (2¢o(E, h) — c1(E,h)?) Aw™ 2
M

+m(m — 1)/ tr (R A [2,84]) A2,
M

Finalmente, la primera integral en la iltima igualdad no depende de la métrica h ya que
M es una variedad de Kéahler compacta, y por lo tanto se puede escribir en términos de
las clases de Chern ¢;(E) y ca(E) (ver seccién B.2 para mds detalles). O

Ya que Z(h) es solo una parte del funcional Fywmm(h), la proposicién anterior da la
siguiente relacién entre los funcionales de Kobayashi y YMH para haces de Higgs.

Proposicién 3.2.3. Sean & y M como en la proposicion 3.2.2 y sean J(h) y Fymu(h)
los funcionales dados por (3.1) y (3.8). Entonces

wm72

(m—2)!

2 _ _
— [T (h) = Fywm(h)] = ||DIh(I)H2-|—Hd”(I)hH2+2/ tr (R A [@, 8]) A
: M

wm—Q

+ 472 /M(2CQ(E) —c(E)*) A ek

El lado izquierdo de esta igualdad es precisamente la diferencia de los cuadrados de
las normas globales de K, y Ry. Note que si & = 0, entonces de la proposicién 3.2.3 se
recupera la relacién (B.59) para haces holomorfos sobre variedades de Kéhler compactas,
la cual dice que los funcionales de Kobayashi y Yang-Mills son escencialmente iguales.
Por otro lado, en el caso general para haces de Higgs la expresiéon J(h) — Fymu(h)
depende de tres términos que involucran la métrica h.

Existen otros funcionales para haces de Higgs de interés que se prescinden en este
trabajo, como el funcional de Donaldson y el funcional no abeliano de Seiberg-Witten.
El dltimo estd estrechamente relacionado con el funcional de YMH y la existencia de
soluciones a las ecuaciones 2k-Hitchin [9], mientras que el funcional de Donaldson juega
un papel fundamental en las demostraciones de la correspondencia de Hitchin-Kobayashi
para haces de Higgs [10, 29, 24].



Apéndice A

Haces holomorfos

En esta seccion se resumen algunas de las nociones mas importantes de la geometria
compleja que se utilizan en esta tesis. Mas detalles sobre estos conceptos pueden encon-
trarse en los textos cldsicos [23, 18, 13]. Los haces holomorfos son objetos bésicos en
geometria compleja, en este apéndice se describen brevemente las propiedades mas im-
portantes de conexiones y métricas en dichos haces. En particular, la conexiéon de Chern
juega un papel importante en esta tesis.

A.1. Variedades complejas y haces holomorfos

Definicién A.1.1. Una variedad compleja M de dimension m es un espacio topolégico
Hausdorff y segundo contable dotado de un cubrimiento abierto U, tal que para cada
p € M existe U € U vecindad de p y un homeomorfismo ¢y : U — C™ con la siguiente
propiedad: Para cualesquiera U,V € U la funcién

vy =duody dy(UNV) — gp(UNV) (A1)

es holomorfa. Un par ordenado (U, ¢/) es llamado una carta holomorfa de M y la familia
conformada por todas las cartas es llamada una estructura holomorfa en M.

Ya que la holomorfia implica la diferenciabilidad, se sigue de la definicién anterior
que una variedad compleja m-dimensional es una variedad C'*° 2m-dimensional.

Ejemplo A.1.2. 1. C™ es una variedad compleja m-dimensional. Dado el sistema
coordenado (x!,yt, ..., 2™, y™) para R?*™ y definiendo 2® = x% + iy® para o =
1,...,m, se tiene la carta holomorfa (z1,...,2z™) para C™.

2. El m-espacio proyectivo complejo CP™ = (C™*+1\ {0})/ ~, donde ~ es la relacién
de equivalencia definida por

w* = Az%,

1 m41y (1
(w, ..., w )~ (z l<a<m+l,

) )

L2 e I e tal que

g

es una variedad compleja m-dimensional. Sea [z! : .-+ : 2™ "] la clase de equiva-

lencia de (z1,...,2" ) y U, = {[z} : --- : 2™H1] € CP™ | 2% # 0}, las cartas

32
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holomorfas ¢, : U, —» C™ estan dadas por

Galzl 1ot 2™ = (22, 2T 22 20 L M ),

3. Todo subconjunto abierto U de una variedad compleja M es una variedad compleja
de la misma dimensién que M 2bajo la restriccion de las cartas holomorfas de M.
En particular, GL(m,C) C C™ es una variedad compleja m?-dimensional.

Definiciéon A.1.3. Sean M y N variedades complejas de dimensién m y n, respectiva-
mente. Una funcién continua © : M — N es holomorfa si dadas dos cartas (U, ¢y) y
(V,1y) en M y N, respectivamente, la funcién ¢y 0 © o gb[_]l es holomorfa. Se dice que ©
es biholomorfa si es biyectiva y es tal que © y ©~! son holomorfas. Si existe una funcién
biholomorfa entre M y N, se dice que M y N son biholomorfas.

Definiciéon A.1.4. Sea M una variedad diferenciable. Un haz vectorial complejo di-
ferenciable (C*°) de rango r sobre M es una variedad diferenciable F junto con una
proyeccién diferenciable 7 : B — M tal que:

1. Para cada p € M, la fibra E, = 7~!(p) es un C-espacio vectorial r-dimensional.

2. Existe un cubrimiento {V,}aer de M y difeomorfismos
On i E |y, =71 (Vy) — Vo x C7,

llamados trivializaciones, con la propiedad de que para cada p € V,, la funcién 6, :
E, — {p} x C" = C" es un isomorfismo lineal.

De la definicién anterior se sigue que la funcién 0,3 = 6, o 951 restringida sobre
{p} x C" es un isomorfismo lineal y para (p,z) € (Vo N V3) x C” se tiene O,5(p, z) =
(P, 9ap(p)z), donde gqp : Vo N Vg — GL(r,C) es una funcién C*°. La coleccién {gag}
define un sistema de funciones de transicion del haz. Si Vo, NV NV, # 0, se sigue
que Oa3 00py = 0qy y para (p,z) € (Vo NVgNV,) x C" se tiene (p, gap(p)gsy(p)z) =
(P, Gary(p)2), i.e., las funciones de trancisién satisfacen la condicion de cociclo

GaB 98y = Gay €0 VoNVgNV,. (A.2)

Reciprocamente, cualquier coleccién de funciones {g.s} que satisface (A.2) define un haz
vectorial complejo C'*° sobre M.

La variedad producto E = M x C" es un haz vectorial complejo de rango r y es
llamado el haz trivial sobre M. Si E — M y F — M son haces complejos de rango
r y s, respectivamente, se define el haz dual E* — M vy el haz complejo conjugado
E — M de E de manera que (E*), = E* y (E), = E,, para cada p € M. La suma
directa (o suma de Whitney) E ® F — M y el producto tensorial E ® F — M se
definen como los haces complejos tales que

(EeF)y,=E,0F, v (EQF),=E,Q®F,,
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cuyos rangos son tk(E @ F) =r+ sy rk(E® F) = rs. Para 1 < k < r se define el haz

NE — M tal que (/\kE)p = E, A--- A E, (k veces), con tk A"E = Wlk)'
Definicién A.1.5. Un haz vectorial holomorfo de rango v sobre M es un haz vectorial
complejo m : E — M (de rango r) con M y E variedades complejas, m holomorfa y
cuyas trivializaciones son biholomorfismos.

Definicién A.1.6. Sea 7w : E — M un haz holomorfo. Una seccién holomorfa de E es
una funcién £ : U — E|y holomorfa sobre un abierto U C M tal que o & = Iy . Un
marco local sy = (s1,...,s,) de E sobre U es holomorfo si cada seccién s; : U — E es
holomorfa.

Definicién A.1.7. Un homomorfismo holomorfo entre dos haces complejos £ — M y
F — M es una funcién holomorfa ¥ : E — F, tal que ¥, : E, — F, es C-lineal.! Si
U, es un isomorfismo lineal para cada x € M, se dice que ¥ es un isomorfismo (ver [18,

p. 68]).

Definicién A.1.8. Sea M una variedad diferenciable 2m-dimensional. Una estructura
casi compleja sobre M es una seccién J de End (T'M) tal que J? = —Irys, donde I7yy
es el endomorfismo identidad de TM. La variedad M es una wvariedad casi compleja si
admite una estructura casi compleja.

Toda variedad compleja admite una estructura casi compleja. En efecto, considere
una variedad compleja m-dimensional M con estructura holomorfa {(U, ¢r)}, si ¢y =

(2%,...,2™) y 2% = 2% +iy®, los endomorfismos Jy; tales que
0 0 0 0
Jy— = ) Ju— = A =1, s 11y
Y oz oy” Y U@ya lokne m

definen una estructura casi compleja J = {Jy } sobre M.

En lo que sigue, M denotard una variedad compleja m-dimensional y £ — M un
haz complejo C'*° de rango r.

El haz tangente T'M, sobre M como variedad real, tiene rango 2m y la complejicacion
TcM de T M es un haz complejo C* sobre M de rango 2m. Extendiendo J a un endomor-
fismo complejo de Tc M se tiene la descomposicién en eigenespacios TeM = T'M &T" M
para los eigenvalores i de J. Dadas coordenadas locales (2%*)7_; para M y definiendo
Do = 0/02%,05 = 0/07", se sigue que (0y)7_, vy (93)-, forman marcos locales pa-
ra T'M y T" M, respectivamente, ademés se tiene T" M = T'M. Entonces (dz®)™_, y
(dz” )=y son marcos locales para los haces cotangentes 7"M* y T M*, y el diferencial
df de una funcién C*° y C-evaluada se puede escribir como

df =) Oafdz®+Y_ 05fdz". (A.3)

1Un subhaz G C E es una coleccién {Gy C Ez}zen de subespacios de las fibras de E tal que
G = |J Gz es una subvariedad de E. Note que ker ¥ = |Jker U, y Im¥ = |JIm¥, son subhaces de E' y
F si y solo si el rango de ¥, no depende del punto x € M.
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La funcién f es holomorfa sobre un abierto U si y solo si f satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann 05 f = 0 sobre U, 1 < 3 < m.

Ejemplo A.1.9. 1. El haz trivial M x C" es un haz holomorfo de rango r.

2. El haz T"M — M es holomorfo con marco holomorfo (9,)7;, v se indentifica
con el haz TM mediante la asignacién X € TM — (X —iJX) € T'M. El haz
T'M es el llamado haz tangente holomorfo de M.

3. 51 E — M y F — M son haces holomorfos de rango r y s, respectivamente,
entonces el haz dual E*, suma directa F@® F', producto tensorial E® F y el producto
wedge AN E (1 < k < r) son haces holomorfos sobre M de rango r,r+s,rsy k(?fi_!k)!,
respectivamente.

Sean Q10 = T'M* y Q%1 = T M*. Para 0 < p,q < m, se denota, por 79 al haz sobre
M obtenido al realizar el producto wedge entre Q59 y Q%! p y g veces, respectivamente.
El espacio de secciones C'*° de QP+ se denota por AP4, i.e., los elementos de AP son
(p, q)-formas complejas sobre M. Se define el haz QP4(E) = Q¢ ® E, cuyo espacio de
secciones C* se denota por AP*4(FE) y consiste de (p, ¢)-formas complejas sobre M con
coeficientes en E. Para 0 < k < m, se definen Q¥ = A"TeM* y QF(E) = Q% @ E, los
espacios A% y A¥(E) se definen de manera andloga. En el caso k = 0, A° es el espacio
de funciones C* sobre M y A°(E) el espacio de secciones C* de E. Por otro lado, para
k > 1 se tiene la descomposicién

A= P A1y ANE)= P A"(E). (A.4)

pt+q=k p+q=k
Sea (dz*)"_, un marco local para Q9 y sean A = (a1,...,a,), B = (B1,...,8,)
multi-indices ordenados de manera estrictamente ascendente, i.e., oy < -+ < o ¥

B1 < .-+ < By, entonces se definen
dz? =dz®" AN ANd2™, y dZB =dZP A A dEP.

Usando la notacién de arriba, cualquier seccion C* ¢ € AP+ se puede escribir como

¢ = papdz* NdZP, (A.5)

donde cada ¢ 45 es una funcion C*° y C-valuada.
La derivada exterior d sobre (p, ¢)-formas se descompone como d = d’ +d”, donde

d : AP? — APTLA d": AP9 — APaFL
dé = Oadapde® Ndz* NdZ", d'¢p =305 9pd2" NdzA A dZE.
Definicién A.1.10. Una conezién D en E es un homomorfismo D : A°(E) — A'(E)
sobre C tal que

D(fo) = odf + fDo, Vfe A% o€ A°(E). (A.6)
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Sea s = (s1,...,8,) un marco local de F sobre U y D una conexién en F, entonces
Ds; = ZSJ‘ wi, w]% S AllU. (A7)

La 1-forma matricial w = (w’) es llamada la forma de conexidn de D con respecto a
s. Considerando a s como vector fila, la ecuacién (A.7) se escribe como Ds = sw. Si

¢ € A°(E) es una seccién sobre U, entonces & = > &%s; con &8 € Ay y se sigue que

De=Y s, (dgi + nggﬂ') , (A.8)

de modo que considerando a £ como vector columna la expresién anterior se reescribe
como D& = dé 4+ wé. A DE se le llama derivada covariante de &, si X € T, M la derivada
covariante de £ en la direccion de X se define como Dx¢ := (D&)(X) € E,.

Definicién A.1.11. Una seccién local € € A°(E) es paralela si D€ =0.Si0<t<ay
¢ = ¢(t) es una curva C* en M, una seccién ¢ definida a lo largo de ¢ es paralela a lo
largo de c si Dy (€ = 0 para cada t.

De (A.8) se sigue que la condicién de paralelismo a lo largo de una curva c¢ es preci-
samente el sistema de EDQO’s

‘ff; +) wi(d(1)E =0. (A.9)

Si §p € (o), se define de manera tnica una seccién paralela a lo largo de ¢ resolviendo
el sistema (A.9) con condicién inicial & = £'(0). Dicha seccién se llama el transporte
paralelo de &y a lo largo de c. En particular, si 2o = ¢(0) = c(a) el transporte paralelo a
lo largo de ¢ induce una transformacioén lineal sobre E,,. El conjunto de endomorfismos
de E,, obtenido de tomar todas las curvas cerradas ¢ con punto inicial z¢ se llama el
grupo de holonomia de la conexién D con respecto a xg.

Sea s’ = (s, ...,s]) otro marco local de E sobre U. Entonces s y s’ estdn relacionados

» O
por s = s'a, donde a : U — GL(r,C) es una funcién C°. Sea w’ la forma de conexién
de D con respecto a s’, entonces las formas de conexién w y w’ estdn relacionadas por
w=a"'wa+a lda.

La conexién D : A°(E) — Al(E) se extiende naturalmente a un homomorfismo
C-lineal D : A*(E) — A**1(E) para k > 0, definiendo

D(op) = (Do) A ¢ + adp, Vo € A%E), p € Ak

La curvatura de D se define como R = D A D : A%(E) — A%(E). Se sigue que R
es A%lineal, i.e., si f € A’ y 0 € A°(E) entonces R(fo) = fR(c). Por lo tanto R es
una 2-forma con valores en End E. Para 1 < i < r, se tiene que Rs; = Y_ s;’, con
Q) € A?|y y se define Q = (%) como la forma de curvatura de la conexién D, la cual
estd determinada por sQ = D?s, de donde se obtiene la férmula

Q=dw+wAw. (A.10)
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Aplicando d a (A.10) se obtiene la identidad de Bianchi
dQA=QNw—wA (A.11)

Note que si Q' es la forma de curvatura de D con respecto a s’, entonces Q y Q' estdn
relacionadas por Q = ¢~ 'Qa.

Sea U = {U,V,...} el cubrimiento abierto de M definido por las trivializaciones de
E, y sean sy y sy los marcos correspondientes a U y V asociados a la base usual de C".2
Si UNV # 0, entonces sy y sy estdn relacionadas por sy = sy gyy sobre U NV, donde
gvu es la funcién de transicién mencionada después de la definicién A.1.4. Si D es una
conexién en F con forma de conexién wy relativo a sy, entonces

wy = g;IIJ wy gvu + g;%] dgyy sobre UNYV. (A.12)

Reciprocamente, dado un sistema de 1-formas gl(r, C)-valuadas wy que satisface (A.12),
se obtiene una conexién que tiene a {wy }yey como forma de conexién. Si Qp es la forma
de curvatura de D relativa a sy, entonces Qp = g;lljﬂngU sobre UNV.

De la descomposicién (A.4) se sigue que una conexién admite una unica descom-
posicién D = D’ + D" en conexiones de tipo (1,0) y (0,1), respectivamente, donde
una conexién de tipo (1,0) es un operador D’ : AP4(E) — APTL4(E) que satisface la
siguiente propiedad

D'(cp)=D'oNp+odyp, Vo € A%E),p € AP,

La definicién de una conexién D" de tipo (0,1) es andloga.

A.2. Meétricas Hermitianas y la conexiéon de Chern

Definicion A.2.1. Una métrica Hermitiana o estructura Hermitiana h en E es un
campo C'*° de productos internos Hermitianos en las fibras de E, i.e., h = {h, }zen tal
que para cada &,n € E,

1. hy(&,m) es C-lineal en &.

3. hy(§,§) >0 para £#0.
4. h(&,m) es una funcién C* si € y n son secciones C'*°.

El par (E, h) es llamado un haz vectorial Hermitiano.

2El marco sy = (syy,-- ., su,) estd dado por sy, (p) = 051(1), e;) para cada p € U, donde (e;)]_; es
la base usual de C". Andlogamente se define sy = (syq,...,Sy,) usando 0\71.
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Dado un marco local sy = (s1,...,8,) de E sobre un abierto U, se definen hi; =
h(si,s;) v Huy = (hi7). Se sigue que Hy es una matriz Hermitiana positiva definida en
cada punto de U. Se dice que sy es un marco local unitario si Hy es la matriz identidad.
Si sy es un marco local sobre un abierto V', entonces del cambio de marcos sy = sy gyu
se sigue la relacién Hy = tQVUHVEVU sobre U NV.

Definicién A.2.2. Una conexién D en un haz Hermitiano (E, h) es compatible con h o
es una h-conezidn si satisface

dh(&,n) = h(D&,n) + h(€, Dn), V& ne A%(E). (A.13)

Si w = (w%) es la forma de conexién de D con respecto al marco sy = (81,...,8,) ¥
fijamos £ = s;, 1 = s; en (A.13), entonces se tiene

dhiy =3 (w’ghkj + h%w;?) . (A.14)

En notacién matricial, la ecuacion anterior se escribe como dH = ‘WH+H w, de donde se
sigue ‘OH 4+ HQ = 0. En particular, si el marco sy es unitario, entonces las ecuaciones
anteriores se simplifican a ‘w +@w = 0y "Q+Q = 0, i.e., w y O son matrices anti-
Hermitianas con respecto a un marco unitario, lo que significa que w y {2 toman valores
en el algebra de Lie u(r) del grupo unitario U(r).

Cabe mencionar que usando (A.14), la condicién de compatibilidad (A.13) se puede
reescribir de manera mas general como

dh(p, ) = h(Dep,¢) + (=1)" h(p, DY) Vo € AP(E), ¢ € AY(E), (A.15)

y esta férmula se puede descomponer en dos férmulas correspondientes a los grados (1, 0)
y (0,1). En efecto, comod =d' +d”" y D = D'+ D" se sigue

d'h(p,v) = h(D'¢, ) + (=1)" h(p, D"Y), (A.16)

d"h(p,v) = h(D"p,) + (=1)" h(p, D'Y). (A.17)
Proposicion A.2.3. Dada una métrica Hermitiana h en un haz holomorfo E, existe
una Unica h-conexion Dy, tal que Dy = d".

Una demostracién de este resultado fundamental puede encontrarse en [23, p. 9] y
[18, p. 73].

Para un marco holomorfo s = (s1,...,s,), la forma de conexién w en la proposicién
A.2.3 es de tipo (1,0) y estd dada por

‘w=(dH)H'. (A.18)

Dicha conexion es llamada la conezion de Chern o conexion Hermitiana del haz holo-
morfo (E,h), y en lo que sigue se denotard por Dj, con curvatura Ry . Su curvatura
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Ry, = Dy A Dy, no tiene componentes de tipo (2,0) ni (0,2), por lo que la curvatura es
la (1, 1)-forma con valores en End E' dada por

Ry, =D, ANd" +d" A Dy, (A.19)
con forma de curvatura Q = d”’w. De (A.18) se obtiene la relacién matricial
‘QO=(d"dH)H* + (d'H)H * A (d"H)H ™. (A.20)
Escribiendo localmente la curvatura de Chern

b= Rz, dz NdZ°

haBj
y definiendo Rj,.5;5 = > hix R;zaBj’ se obtiene la siguiente expresion para Rj,,z,; en
términos de la métrica h
RhanE = —85 Oa hjfc +Zh“8a hj[ag hir - (A.Ql)

Usando un marco unitario, de la expresién anterior se sigue que las componentes de la
curvatura de Chern satisfacen

Ri s =Rl (A.22)

Se enuncia el siguiente resultado cldsico en forma de lema, el cual se utiliza para

deducir la identidad de Weitzenbock (ver seccién B.2). Su demostracién es una aplicacién
directa de las férmulas (A.16) y (A.17).

Lema A.2.4. Si¢& es una seccion holomorfa de un haz Hermitiano (E,h), entonces
d'd"h(§, &) = (D}, &, Dy, ) — h(Rn €, €). (A.23)

Definicion A.2.5. Sea g una métrica Hermitiana en el haz tangente holomorfo TM =
T’ M. La métrica g es llamada una métrica Hermitiana en M y el par (M, g) es llamado
una variedad Hermitiana.

Si 9o = 9(0a, Op), entonces se puede escribir g = 3 g,5 dz* ®dz”, y asociada a cada
métrica Hermitiana g en M se tiene la forma de Kdhler, definida como la (1,1)-forma3

w :iZgag dz* A dzP. (A.24)
Note que w es real, i.e., v =w y
w™ =i"m!det(g,p3) dz" NdZE A Nd2™ A dET (A.25)

nunca se anula y el volumen de M esta dado por
vol M = / w™/ml. (A.26)
M

Sila (1, 1)-forma w es cerrada, se dice que g es una métrica de Kdhler y (M, g) es llamada
una variedad de Kdahler.

3No confundir esta forma con la definicién de w para la forma de conexién de una conexién D.
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Proposicion A.2.6. Para una métrica Hermitiana g, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) La métrica g es de Kihler, i.e., dw =10.

(b) O, Gup = Bu 9,5

(c) 05 9Jap = aB oy -

(d) Ewiste una funcion real local f tal que w =id'd"f, i.e., g,5 = 0.05f.
(e) La conexion de Chern tiene torsion cero.

Para una demostracién de este resultado ver [23, p. 27].

A.3. Conexiones y métricas en haces asociados

Sean E — M y FF — M haces complejos C*° de rango r y 7', respectivamente,
con conexiones D y Dp. Para cada x € M, la funcién evaluacién E; x E, — C induce
un pairing (-,-) : A°(E*) x A°(E) — A° tal que (n,&)(z) = (n(x),&(7))s. Se define una
conexién Dp« en E* de la siguiente manera. Si n € A°(E*), entonces Dg-n € Al(E*)
estd definida por la férmula

d(n,€) = (Dp-n,€) + (n, Dp€),  VE€ A%(E). (A.27)
Sea s = (s1,...,8,) un marco local de E y t = (t',...,t") el marco de E* dual a s,
i.e., (t')s;) = 53 Considerando a t como vector columna se tiene Dg«t = —wgt y
Rp+t = —Qpgt, i.e., las formas de conexién y curvatura de D« con respecto a t son los

inversos aditivos de las formas de conexién y curvatura de Dg con respecto a s.

Al igual que en E*, se puede definir una conexién en E. Existe una aplicacién de
conjugacién natural ~ : E — E tal que A = A€ para cada £ € E y A € C, con la cual
se define una conexién en el haz E como

DgE=Dp€,  vee AE), (A.28)

Un marco local para E esté formado por los complejos conjugados de las componentes
de s, i.e., 5= (51,...,5,) y se sigue que D5 =5wg y R55 =35Qg. i.e., las formas de
conexién y curvatura de Dy con respecto a 5 son los complejos conjugados de las formas
de conexion y curvatura de Dg con respecto a s.

Sea v = (v1,...,v,v) un marco local para F' con wp y Qp las formas de conexién y
curvatura de Dp con respecto a v. En la suma directa E & F' se define una conexién a
partir de Dg y D como Dggr = Dg @ Dp cuya curvatura es Rpqgr = Rp ® Rp, i.e.,
las formas de conexién y curvatura de Dggpr estan dadas por

0 Q 0
WEeR = ( on wp ) y SQper= ( OE Op > (A.29)
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También se puede definir una conexién en E® F como Drpgr = DE®Ip+ 1 @ Dp con
curvatura Rpgr = RE® Ir + Ig ® Rp, i.e.,

W =WE R I + L, Qwr y  Qper =0 ® v+ 1, ® QF, (A.30)

donde I, y I,» son las matrices identidad de rango r y r’, respectivamente.

Lo anterior se extiende de manera obvia a la suma directa y producto tensorial de un
ndimero finito de haces. En particular, se tienen férmulas para la conexién y curvatura en
E®P @ £*®9 inducidas de la conexién Dg. Un caso de interés es el haz End E = E ® E*.
Sea £ € AP(End E), as{ € = Eé’i]-si ®t? con fz € A°(End E) y la conexién inducida en
End E aplicada a ¢ se escribe localmente como

Dina g€ = Z (dgij + (=1)? Z (g’; Awh — €N w’;)) 5 @, (A.31)

donde w’, es una abreviacién para las componentes de la forma de conexién Dg. Como
se mencion6 antes R € A*(End E), escribiendo Rp = Y7 Qs; @t/ y la identidad (A.11)
en componentes se sigue que

Dgnag R = Z <dQZJ + Z (wik A\ Q]; — sz A\ w’;)) S ® th=0. (A32)

Considere el haz A’E para 1 < p < r, un marco local para N’E estd dado por
(8iy A= ASiy)iy<o<i, CON 1, ..., 0y € {1,...,7}. La conexién en E®P inducida por Dg
deja invariante a A’E, por lo tanto induce una conexién Dpg : AY(NE) — AYNE).
Si p = 3, entonces para una seccién ¢ € A° (/\3E) se tiene que

=Y FsinsiAsk Yy Dpp&=Y VEFsiNsjNsk,
donde por definicién
Vil — geiik 4 Z (wzl L w]l' gitk 4 wllc gijl) .

Si p = r, se define el haz determinante de E como el haz de linea* det E = A\"E. Entonces
(s1 A -+ A sy) es un marco local para det E y se tiene

DdctE(Sl/\"'/\Sr): (Zwii)sl/\"'/\sr,
Raetp(s1 A+ Nsp) = (ZQE) SIN - NSy,

i.e., las formas de conexién y curvatura de Dget g con respecto a (s1 A--- A s,) son las
trazas de las formas de conexién y curvatura de D con respecto a s.

Sea N una variedad compleja. Dada una funcién f : M — N se define un haz
inducido f*E — N, llamado el pullback de E sobre f, con el siguiente diagrama con-
mutativo:

4Para referirse a un haz vectorial de rango 1 se usé el término haz de linea, el cual es la traduccién
usual de line bundle, como se muestra en la traduccién al espanol del libro cldsico [20, p. 11].
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B E
N / M

Si el marco s de E esta definido sobre U C M, entonces se tiene un marco local f*s
de f*E sobre f~1(U). De manera que se puede inducir una conexién Dy« en f*E a
partir de Dg, cuyas formas de conexién y curvatura de f*E con respecto a f*s son los
pullbacks sobre f de las formas de conexién y curvatura de E con respecto a s.

Sea h una métrica Hermitiana y Dp una conexion en E. Se puede considerar a h
como una seccién de E* ® E*, i.e., h se escribe en términos del marco dual t como

h=Y ht et

Le . . =% . .
Entonces la conexién inducida en E* ® E aplicada a h se escribe como

EEEDD (dhij =3 (et + hikw’;»)> for. (A.33)
Finalmente, se define una métrica Hermitiana hg- sobre E* a partir de h como
hg- =Y his; ®5;, (A.34)

donde (h7) denota la traspuesta de la matriz inversa de (h;;), esto es Y hikhjE = 0%
Note que de (A.14) se sigue que Dg es compatible con h si y solo si Dp.oz+h = 0.
Un célculo directo muestra que si Dp. o 5-h = 0, entonces Dy hp- = 0y asi D« es
compatible con hg«. En particular, si ' es holomorfo y Dg es la conexién de Chern,
entonces Dg- es la conexién de Chern del haz dual.

En el haz complejo conjugado E se tiene una métrica Hermitiana dada por

hg=> hgt @t =3 hjf @t (A.35)

Las métricas definidas en (A.34) y (A.35) suelen denotarse por h* y h (ver [23, p. 19]).

Dadas métricas Hermitianas hg y hg en los haces E y F, se tienen las métricas
inducidas hpgr = hg ® hrp y hggr = he @ hp en E® F y E ® F, respectivamente.
Sean &,n € A°(E) y ¢',n' € A°(F), entonces hggar v hpgr se definen como

hEGBF((f? 6/)7 (777 77/)) = hE(f? 77) + hF(f/a 77,)7 (A36)
hegr( @&, n@n) =he&n) heE 7). (A.37)

Un marco local para el haz A’E esta dado por (s;, A~ A ;)i <...<i,, ¥ 8¢ puede
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definir una métrica Hermitiana en A’E como sigue
hiljl e h’iljp

h/\pE(Sil /\"'/\SiP,Sjl/\"'/\Sjp)zdet . (A.38)

h h

ipJ1 ipJp

En particular si H = (h;7), la métrica inducida en el haz determinante estd dada por

hastB(S1 A+ AN Spy 81 A+ As.) =det H. (A.39)



Apéndice B

Métricas de Hermite-Einstein

En esta seccién se describen algunos conceptos que resultardn fundamentales para el
trabajo de tesis. Mas detalles sobre estos temas pueden consultarse en [23, 31, 26]. El
operador de Hodge juega un papel crucial tanto en geometria diferencial como en teoria
de Yang-Mills y es usado para inducir productos Hermitianos en espacios de formas
con coeficientes en haces. Las métricas de Hermite-Einstein y el funcional de Kobayashi
ocupan una parte importante del texto clasico [23] y han sido objeto de investigacién
durante algin tiempo en geometria y fisica-matematica.

B.1. El operador de Hodge

Sea (M, g) una variedad de Kahler m-dimensional. Se pueden elegir (1,0)-formas
(6%, ...,0™) tales que forman un marco unitario del haz cotangente holomorfo Q!:°. De
manera que la métrica g y la forma de Kéahler w se escriben localmente como

g=> 020" y w=iy 6% A6". (B.1)

Siguiendo la notacién de multi-indices definida en la seccién A.1, sean A = (o, ..., o)
y B = (B1,...,Hy) multi-indices ordenados de manera estrictamente creciente con 1 <
p,q < m. Se define el multi-indice complementario de A como A" = (api1,...,0y) con
apr1 < -+ < y se denota el signo de la permutacién AA’ por 44" Una (p, q)-
forma 1) € AP+9 se escribe localmente como ¥ = > 1,504 A 6B entonces su complejo
conjugado estd dado por

P = Z(—l)pqEGB AGA = Z&Bﬁ 08 A GA

i.e., 1 es un elemento de A%? con gz = (—1)P? 1 o 5 . En particular, si A = Y A, 5 0%A0”
es una (1, 1)-forma, se tiene la siguiente férmula

1
AN m—lz—( /\a@> m, B.2
Y m Z Y (B-2)
Definicién B.1.1. El operador * de Hodge es el operador A%lineal definido por
%1 AP9 —y AMTOmP (04 N OB) = imeAB 9B A g4 (B.3)

44
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con eAB = (—1)mptm(m+1)/2 GAA GBB — 41
De la definicién de 48 y la identidad 044 = (—1)P(m=P) 544" g6 sigue que

BA __ (_l)m(p+q) €AB

eB4 = gABBAT — (_qymirta, (B.4)

)

Un célculo directo usando (B.3) muestra que para un elemento ¢ € AP
2o = ()" Y dape P NON 0",
y de la segunda identidad en (B.4) se tiene la siguiente propiedad del operador x*
2= (~1)H1 6. (B.5)
Ahora, se define el complejo conjugado * de * como el operador
¥ 1 APY — AMTPMTG Fp=x¢. (B.6)

Note que a diferencia de *, el operador * es AP-antilineal. La primera identidad de (B.4)
implica que * ¢ = *x ¢, y de esta tltima se tiene la siguiente férmula

04N 0P) = (—1)Peim eBAYA A 0P (B.7)
Usando (B.4), (B.7) y la identidades
68 AOA = (=1)1m=P) gA A BB W = im0 AG A AT AT
se obtiene m!(04 A 08) A %(04 A §B) = w™. Por otro lado, sean C = (y1,...,7,) ¥
0

D = (61,...,08,) multi-indices, entonces de (B.7) se sigue que (64 A 0B) A%(0C A OP) #
siysolosi A=Cy B = D. De esto se tiene la siguiente férmula

wm
_ _ — si A=CyB=D,
(04 A OB A%(0° A OP) = ¢ m! (B.8)
0 otro caso.

Si ¢, € AP9 se escriben como ¢ = > 450 ANOP v b =3 Yop 0 AOP, entonces de
(B.8) se sigue la férmula

m

_ —w
¢A*¢:Z¢A3¢Aém- (B.9)

Como w es real la igualdad (B.9) implica
GAFD=YAFS. (B.10)

De (B.10) junto con las propiedades del operador x y las (p, ¢)-formas vistas arriba, se
tiene el siguiente resultado cldsico en geometria compleja (ver [23, p. 61], [9, p. 9]).
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Proposicién B.1.2. Sea (M,g) una variedad compacta de Kdhler m-dimensional con
forma de Kahler w. Entonces

_ w™
Wo)= [ onsv=[ @0, vepears (B.11)
M M m:
define un producto interno Hermitiano sobre AP9, con

(6,0) =D bapPas- (B.12)

De los productos internos Hermitianos (B.11) y (B.12) se tiene una norma global y
una norma local en AP9, definidas por

191> = (¢, ), 0 = (¢, 9). (B.13)

Note que el marco unitario (6)7_; depende de g, asi el operador * y consecuentemente
los productos (+,+) y (-, -) dependen de g.

Al igual que AP tiene un producto interno Hermitiano definido por (B.11), si
E — M es un haz holomorfo de rango r entonces se puede definir un producto in-
terno Hermitiano en AP¢(End F). Considere una métrica Hermitiana h en E y ¥ €
AP1(End E), se define el Hermitiano conjugado (con respecto a h) de ¥ como el elemen-
to Uy, € A7P(End E) tal que

hULEm) =h(ETn)  VEne AYE), (B.14)

donde h denota una extensién natural de la métrica en E, actuando de manera usual
en la parte de formas y dejando fija la parte de endomorfismos (ver [29, p. 875] o [28,
p. 3]). Un célculo directo muestra que el Hermitiano conjugado de ¥}, es de nuevo . El
operador de Hodge se puede extender como

« 1 AP(End E) — A" %™ (End E)

dejando fijos a los endomorfismos de E. Usando este operador extendido se define el
Hermitiano conjugado *p, (con respecto a h) de % como

¥p t APY(End E) — A" P 4(End E), U = #(0p). (B.15)

Sean ® € APY(End E), U € A?¢ (End E). Se puede tomar el producto wedge entre
® y ¥ componiendo la parte de endomorfismos y tomando el producto wedge usual en
la parte de formas. Si s = (s;)7_; es un marco de E con (s")7_; su marco dual, entonces
® se escribe como

=) "D,0°N0% =D 5 50800 N67,
donde los <I>iA 5 son las componentes del endomorfismo local ® 45, y se tiene
AT = > (BapoTep)0* AOP AT AOP
= (D' (®up0Tep) 0t NI NOE NG, (B.16)
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Observe que si ® € A (End E) esté dada por ® = Y ®,,5 0% A0”, entonces de la férmula
(B.2) se sigue

_ 1 m
AW = (3 D) (B.17)
Se define el conmutador [®, U] como el elemento en AP?"9+4' (End E) dado por

[, U] =D AT — (—1)PHO@'+) g A @, (B.18)

donde A denota el producto wedge definido en (B.16). Note que el conmutador [®, U] se
puede escribir en componentes como

[@,9] = Y [®a5Vepl0* AO% AOC AGP (B.19)
= (=)%Y [@4p, Uepl 04 A O NOT AGP. (B.20)

Por otro lado, si el Hermitiano conjugado de ® se expresa como
=3 Bupa 08 NG =3 B s @8 08 A0,

se sigue de (B.14) que las componentes ®;, 5 5 se expresan en términos de las componentes
® 45 como

cbihBAj = (_1)pq Z hj[(DlABk hikv (B21)

con h,;, = h(s;, si). En particular, cuando el marco s es unitario la identidad anterior se
simplifica a

(=1)P (i)ZhBAj =5 (B.22)
Se define el adjunto matricial ® de ® como
of =3 "ot 04 A8 =D (T, L) si @87 04 N 0P, (B.23)

con (<I>TAB)ij = (I)jABi' De la identidad (B.22) se sigue que (—1)P4®, ,5 = (I)TAB y conse-
cuentemente se obtiene la expresién

@ = (1P g %0 A0P) =D 0T %04 A 65). (B.24)
De las identidades (B.8) y (B.24) se sigue que la traza de ® A %, ¥ esta dada por

(@A %) = >t (@AE o \IJTAB) d (B.25)

m!’
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y por lo tanto
tr((b AN ;h\lf) =tr(¥ A ih@). (B26)

De modo que se definie un producto interno Hermitiano local en A?*4(End E) como

@0) =Y tr (@AE ° \IJTAB) . (B.27)
De lo visto arriba se tiene el siguiente resultado en geometria compleja, comtinmente

usado en teoria de Yang-Mills con un enfoque geométrico [23, p. 64], [1, p. 13].

Proposicion B.1.3. Sea E un haz holomorfo sobre una variedad de Kdhler compacta
M con forma de Kdhler w y sea h una métrica Hermitiana en E, entonces

m

(®, ) :/ tr(® A %, 0) :/ (@, 0)“—, VYV, ¥ e AP9(End E)  (B.28)
M M m!
define un producto interno Hermitiano global en AP1(EndE), donde (®, W) estd local-
mente definido por (B.27).

De los productos internos definidos en (B.28) y (B.27) se tiene una norma global y
una norma local en AP'9(End E), definidas por

2] = (2, ®), B = (@, P). (B.29)

Al igual que en el caso de AP, los productos internos definidos en (B.27) y (B.28)
dependen de las métricas h y g. Note que tanto en el caso de la proposicién B.1.2 como
en la proposicion B.1.3, los productos se extienden diagonalmente al espacio de todas las
formas, i.e., el producto de formas de diferente tipo es cero.

B.2. Meétricas de Hermite-Einstein

Sea (E,h) un haz holomorfo Hermitiano de rango r sobre una variedad Hermitiana
(M, g) m-dimensional. Sea (z*)7_; un sistema coordenado en M y s = (s;)7_; un marco
de E con marco dual (s%)7_;. Retomando la seccién A.2, considere D), la conexién de
Chern de (E, h), entonces su curvatura R, € AL1(End F) se expresa como

R=> Ry,5dz*Nd’ = R} 5.5® s dz® Nd2".
Si hiz = h(si,8j) ¥ 9= 2. 9o dz® ® dz?, sean
Kfilj = ZﬂaﬂRZaBj : Kyjr = th K}ilj . (B.30)

Entonces K, = (K,ﬁj) y K), = (K),j5) definen un endomorfismo y una forma Hermitiana
en F dados por

Kng=) K;;&si, Kn(&m) =Y K& 1", (B.31)
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para secciones & = Y €¢'s;, n = Y. n's; de E. Usualmente K, y K}, son llamadas la
transformacion y la forma de curvatura media, respectivamente. En lo que sigue nos
referiremos indistintamente a Kj y K, como la curvatura media. Dicho endomorfismo
también imponiendo la condicién

Kpw™ =imRy, Aw™ !, (B.32)
o bien como el endomorfismo dado por
Kyn =i\ Ry, (B.33)

donde L : AP9 — APT1a+1 est4 dado por L = wA @ v A es el operador adjunto de L,
ie., A=x"1Lx.
Sea £ = ) &'s; una seccién de E y escriba la expresion (A.8) para Dj & como

DLe=Y (d’gi + zw;igj) si =Y (Va&de?) s;. (B.34)
Usando (B.34) la férmula (A.23) se reescribe como
0a05 M(E,€) =D hipVa ' Vaeh = > hp Ry, 5 €. (B.35)

Defina el operador [1 = — Zgaﬁ'aaaﬁ— y la norma usual de Dj € con respecto a hy g

IDLEP = hig g™ Vo € V.

Entonces tomando la traza de (B.35) con respecto a g y usando (B.30) y (B.31) se obtiene
la identidad de Weitzenbock

~Oh(&.€) = D, € — Kn(6,€) - (B.36)

La identidad de Weitzenbdck junto con el principo maximal de Hopf (que se enuncia
a continuacién), juegan un papel importante en la demostracién del teorema 2.2.1 al
igual que en su versién cldsica para haces holomorfos (ver [23, pp. 52-53]).

Teorema B.2.1 (Principo maximal de Hopf). Sea U un dominio en R™. Sean
f,9%, " para 1 <i,j <n funciones real-valuadas C> sobre U tales que la matriz (g)
es simétrica y positiva definida sobre U. Si

L(f):Z ZJ@x’@xJ Z 7>0 sobre U

y f tiene un maximal relativo en el interior de U, entonces f es una funcidn constante.

Definicién B.2.2. El haz (E,h) sobre (M, g) satisface la condicion de Finstein débil
con factor f si K, = flIg, donde f € A°. Si f = c es constante, entonces (E, h) satisface
la condicion de Einstein. En el ltimo caso el par (E,h) es llamado un haz vectorial
Hermite-FEinstein (HE).
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Si E es un haz holomorfo sobre (M, g), se dice que una métrica Hermitiana h en
E satisface la ecuacién de Hermite-Einstein si (F,h) es un haz HE, i.e., si h satisface
cualquiera de las ecuaciones

Kp=clg 6  Kn=ch, (B.37)

donde Kj y K, denotan la curvatura media de Chern definida por h. En tal caso se
dice que h es una métrica Hermite-Finstein (HE) o Hermite- Yang-Mills (HYM). Los
nombres HE y HYM fueron introducidos originalmente por Kobayashi [23] y Uhlenbeck
y Yau [32], respectivamente. La misma terminologia es usada para el caso de haces
de Higgs [9], aunque las ecuaciones no sean las mismas que en el contexto cldsico de
geometria compleja. Es importante mencionar que (B.37) puede considerarse como una
generalizacién de la ecuacién de Kéhler-Einstein cuando (M, g) es Kéhler, en cuyo caso
la curvatura media y el tensor de Ricci coinciden [23, p. 28]. En efecto, tomando E' = T'M
y h =g, si (M, g) es Kihler entonces R 5,5 = Ry,505 ¥ se sigue

L Fp Sp
Koo = 0" Ryaprs = O 9" Ryrsas = Ryas

donde en la tltima igualdad se ha hecho uso de la definicién de las componentes del tensor
de Ricci (ver [23, p. 26]). En este caso, (B.37) se vuelve la ecuacién de Kéhler-Einstein
Ricy = cg.

Algunas consecuencias de la condicién de Einstein se listan en la siguiente proposiciéon
(ver demostracién en [23, p. 100]).

Proposicién B.2.3. Sean (E,h), (E1,h1) y (Fa, ha) haces holomorfos Hermitianos so-
bre una variedad Hermitiana (M, g).

1. Cada haz de linea Hermitiano (E,h) sobre una variedad compleja M satisface la
condicion de Finstein débil con respecto a cualquier métrica Hermitiana g en M.

2. Si (E,h) sobre (M, g) satisface la condicion de Einstein (débil) con factor f, en-
tonces (E*, hg-) satisface la condicién de Einstein (débil) con factor —f.

3. Si (Ev,h1) y (Ea, ha) sobre (M, g) satisfacen la condicion de Einstein (débil) con
factores f1 y fa, respectivamente, entonces el producto tensorial (E1 ® Eo, hp, op,) Sa-
tisface la condicién de Finstein (débil) con factor fi + fo.

4. La suma de Whitney (Ey ® E2, hg,ep,) satisface la condicion de Einstein (débil)
con factor f, siy solo si ambos sumandos (E1,hy) y (E2, he) satisfacen la condicion de
FEinstein (débil) con el mismo factor f.

Corolario B.2.4. Si (E,h) sobre (M, g) satisface la condicidn de Einstein (débil) con
factor f, entonces los haces (E®P @ E*®9, hpopgpeod) y (\PE, hpr ) satisfacen la con-
dicién de Finstein (débil) con factores (p — q)f y pf, respectivamente.
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Es bien sabido (ver [23, p. 39]) que si (E, h) es un haz Hermitiano holomorfo, entonces
la primera y segunda clases de Chern, ¢;(E) y ca(E), pueden representarse por las formas

7

1
2ﬂ_tr Ry, , c2(E,h) = —— (tr R Atr Ry, — tr(Ry A Rp)) . (B.38)

ci(E,h) = )

Usualmente ¢q(E,h) y c2(E,h) son llamadas la primera y seqgunda forma de Chern.
Usando la definicién de K dada en (B.32) se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion B.2.5. Si M es compacto y (E,h) sobre (M, g) satisface la condicion de
FEinstein (débil) con factor f, entonces

r

E,h) Aw™ = m, B.39
/M01( ’ ) “ 2mm Mfw ( )

Sea a € A° una funcién positiva y considere la métrica Hermitiana b’ = ah. Si
w = (w}) y W = (w') denotan las formas de conexién de Chern asociadas a h y h’,
entonces

w’} =W’ + d'(log a) 5 (B.40)

Aplicando d” a (B.40) se obtiene Q" = Q% + d"d'(log a)d’;, y de esto se sigue

R .. = RiaBj — 8" 0,05 (log a). (B.41)

afj

Definiendo O = — " ¢*8 8, Jz y tomando la traza de (B.41) con respecto a g se obtiene
la relacién

K = K +0O(loga)l. (B.42)
De lo visto arriba se tiene el siguiente resultado.

Lema B.2.6. Si el haz (E,h) sobre (M, g) satisface la condicidn de Finstein débil con
factor f, entonces (E,h') con h' =ah y a = a(z) una funcion C> positiva satisface la
condicidn de FEinstein débil con factor f + O(loga).

Proposiciéon B.2.7. Si el haz (E,h) sobre una variedad Kdahler compacta (M,g) sa-
tisface la condicion de Einstein débil con factor f, entonces existe un cambio conforme
h' = ah, con a € A°, tal que (E,h') satisface la condicién de Einstein con un factor
constante c. Dicho cambio conforme es unico hasta por homotecia.

Sea (M, g) Kahler compacto. Se define el grado de E como

degE:/ c1(B) Aw™ ! :/ c1(B,h) Aw™ L (B.43)
M M
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y el slope de E' como el cociente

W(E) = def E (B.44)

De la proposicién 2.2.23 en [23, p. 41] se tiene que cualquier representante de c¢i(F)
es una forma de Chern ¢;(E,h’) para alguna métrica Hermitiana h'. Por otro lado, si
c1(E,h') esta en la clase de cohomologia ¢, (F) entonces ¢1(E,h) — ¢1(E,h') = d¢ para
alguna 0-forma ¢ y se tiene

/ Cl(Evh)Awmfl—/ C1(E,h')/\wm’1:/ dp Aw™ 1 =0,
M M M

donde la ultima igualdad se sigue del teorema de Stokes y el hecho de que w es cerrada.
Un argumento andlogo muestra que el valor de la integral en (B.43) no cambia cuando
se usa otro representante de la clase de cohomologia |[w]. En otras palabras, el grado de
E depende solamente de las clases de cohomologia [w] y ¢1(E). Usando un argumento
similar al anterior y bajo las mismas condiciones, se puede demostrar que las integrales
de c1(E,h)2 Aw™ 2y ca(E, h) Aw™ 2 estan bien definidas y dependen solamente de las
clases ¢1(F), ca(E) y |w], i.e., se puede escribir

/ ci(BE)* Awm? = / ci(E,h)2 Aw™ 2, (B.45)
M M
/ co(B) Aw™ 2 = / ca(E,R) Aw™ 2. (B.46)
M M

De (B.39) se obtiene la siguiente férmula para el factor ¢ dado en (B.37)

2 deg B

€ r(m —1)!vol M’

(B.47)

i.e., el factor ¢ de la condicién de Einstein depende solamente de invariantes del haz.

Definicién B.2.8. El haz E admite una métrica aprozimada de Hermite-Einstein (aproz.
HE) si Ve > 0, existe una métrica Hermitiana h. tal que la curvatura media satisface
méxys |Kp, — cIg| < €. Tal he es llamada una e-métrica de Hermite-Einstein.

Sea (M, g) una variedad de Kéhler compacta. A continuacién se enuncian algunos
resultados sobre métricas aproximadas HE. Las demostraciones se pueden encontrar en
[23, pp. 118-120].

Proposicién B.2.9. Sean E, Ey y E5 haces holomorfos sobre (M, g).
1. Si E admite una métrica aprox. HE, entonces E* admite una métrica apror. HE.

2. Si By y Ey admiten métricas aprox. HE, entonces Fy ® Fo admite una métrica
aproz. HE.
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3. Si By y E5 admiten métricas aprox. HE y u(F1) = p(E2), entonces E1 @ Ey admite
una métrica apror. HE.

Proposicién B.2.10. Sea E un haz holomorfo sobre (M, g). Si E admite una métrica
aproz. HE y deg E < 0, entonces E no tiene secciones holomorfas no triviales.

Proposicién B.2.11. Sean E; y Es haces holomorfos sobre (M, g). Si E1 y Ey admiten
métricas aprox. HE y p(E1) > p(Es), entonces no existen homomorfismos no cero de
E1 a EQ.

Finalmente, la nocién de métrica HE encuentra una nocién dual en geometria alge-
braica. Mas precisamente, la existencia de una métrica HE en un haz holomorfo es equiva-
lente a que dicho haz sea poliestable en el sentido de Mumford [32, 29, 14]. En geometria
compleja esta equivalencia es conocida como la correspondencia de Hitchin-Kobayashi.
Una versién extendida para haces de Higgs de la correspondencia de Hitchin-Kobayashi
fue probada por Simpson en [29].

B.3. El funcional de Kobayashi

En la teoria de haces holomorfos existen algunos funcionales definidos sobre el es-
pacio de métricas Hermitianas de un haz, y que estdn estrechamente relacionados con
la ecuaciéon de HE. Més precisamente, una métrica HE en el haz es un punto critico de
dichos funcionales. En esta seccién se definen los funcionales de Kobayashi y Yang-Mills
[23], se describen algunas de sus propiedades y se muestra cémo se relacionan dichos
funcionales.

Sea F — M un haz holomorfo de rango r sobre una variedad compleja m-dimensional
M,y sea Herm(E) el espacio vectorial de dimensién infinita que consiste de todas las
formas Hermitianas v en E. Cada elemento de E define una forma Hermitiana bilineal
vy + By x B, — C en cada punto x € M. Sea Herm*(E) el conjunto de métricas
Hermitianas en FE, entonces Herm™ (E) es un dominio convexo de Herm(E) y se puede
identificar al espacio tangente de Herm™ (E) en cada punto h con Herm(FE), i.e.,

T, Herm™ (E) = Herm(F).

Sea GL(E) el grupo de automorfismos complejos de F, usualmente llamado el grupo
gauge complejo de E. Entonces GL(FE) actua sobre Herm(FE) mediante

v a-v="ava, v € Herm(FE),a € GL(E). (B.48)

El algebra de Lie gl(E) de GL(FE) es el espacio de secciones del haz End E.

Considere k& € Herm™ (E) una métrica Hermitiana fija como el origen del espacio
tangente Herm(F), y denote por U(E) al subgrupo de GL(E) formado por las transfor-
maciones unitarias con respecto a k, esto es

U(E)={a€GL(E):a-k=Fk}.
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Usualmente el subgrupo U(FE) es llamado el grupo gauge de (E, k), y su algebra de Lie
u(E) consiste de los endomorfismos de F que son anti-Hermitianos con respecto a k.
La accién de GL(E) sobre Herm™ (E) es transitiva y se puede realizar la identificacion
Herm™ (E) = GL(E)/U(E). Para un anilisis detallado sobre el espacio de métricas Her-
mitianas ver [23, pp. 193-197].

Sea (E, h) sobre (M, g) un haz Hermitiano holomorfo sobre una variedad de Kéhler
compacta. Sea Ky la curvatura media de Chern, retomando la seccién B.2 se tiene la
norma local y global de K},

KiP = KR Il = [ emona ) = [ P (Bag)
Se define el funcional de Kobayashi como
J:Herm™(E) — R, J(h) = %/M |Kp)?w™. (B.50)
Note que J es no negativo y se puede expresar en términos de la norma global como
I = "2 (B.51)

Se define la curvatura escalar como o = tr K. De un célculo directo se obtiene la
formula (2mm) e1(E,h) Aw™ ! = gw™ y se sigue

cr/ wm:/ ow™, (B.52)
M M

donde ¢ es la constante dada por (B.47). Por otro lado, se tiene la desigualdad
0<|Kp—cI?=tr (K} —2cKy+c*I) = |Kp|*> —2co+ c*r. (B.53)
Integrando (B.53) y usando (B.52) se obtiene el siguiente resultado.

Proposiciéon B.3.1. Sea E — M wun haz holomorfo sobre una variedad de Kdhler
compacta m-dimensional. Entonces el funcional J definido en (B.50) estd acotado infe-
riormente por una constante que se expresa en términos de invariantes del haz

2m(m deg E)?
J(h) > ——————. B.54
( )_r(m—l)!volM ( )
Mds aun, J alcanza la cota inferior en h = hqy si y solo si hg es una métrica HE.

Note que si el haz F — M admite una métrica aprox. HE y {h.}.~¢ es una familia
de e-métricas, entonces integrando (B.53) se obtiene

) _ 2m(rdeg E)?
&11_1;1'(1) Tlhe) = r(m—1)!volM



B.3. EL FUNCIONAL DE KOBAYASHI 95

De manera similar a (B.50), se define el funcional de Yang-Mills como

1
I(h) = = / |Rp)?w™. (B.55)
2 )
Sea (6',...,0™) un marco unitario para el haz cotangente Q9. Usando la férmula
B B —Wwm™ st o a=pB#£y=9,
mm—10ANPAO AP AN 2={ W si a=5#F=17, (B.56)
0 otro caso,
se obtiene la identidad
m(m — 1) tr(R, A Rp) Aw™ 2 = (|Rp|* — | Kp|?) ™. (B.57)

Por otro lado, note que el lado izquierdo de (B.57) se puede expresar como
m(m — 1) tr(Rp A Rp) Aw™ 2 = 4r?m(m — 1)(2co(E, h) — c1(E, h)*) Aw™ 2,

donde ¢1(E,h) y cao(E, h) son las formas de Chern dadas por (B.38). Finalmente, inte-
grando (B.57) y usando la férmula anterior se obtiene la siguiente identidad

I(h) = J(h) +27%m(m — 1) /M(2 c2(E,h) — c1(E,h)*) Aw™ 2, (B.58)

Ya que (M, g) es Kéhler, un argumento similar al que se us6 para justificar que el grado
del haz solo depende de las clases de cohomologia ¢1(F) y [w], muestra que la integral
en el lado derecho de (B.58) depende solamente de las clases de Chern ¢;(E), co(E) y de
[w]. Por lo tanto la diferencia entre los funcionales de Yang-Mills y Kobayashi, en el caso
de un haz Hermitiano holomorfo (E, h) sobre una variedad de K&hler compacta (M, g),
es una constante topoldgica y se puede escribir

I(h) = J(h) + 27*m(m — 1) / (2¢2(E) — c1(E)?) Aw™ 2. (B.59)
M

Note que la integral en (B.59) no depende de la métrica, por lo tanto ambos funcionales
tienen los mismos puntos criticos.

Finalmente, como veremos en este trabajo de tesis, dichos funcionales se relacionan
de una manera menos simple que en (B.59) cuando se definen en haces de Higgs [9].
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