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Capitulo 1

Introduccion

Un material compuesto se puede definir como la combinacién debidamente dis-
puesta de dos o mas materiales (llamados constituyentes) con propiedades fisicas
diferentes, e insolubles entre si, que se unen enérgicamente por medio de una mez-
cla, manteniendo integro cada componente para conformar un nuevo material. Este
nuevo material puede constar de una matriz y otro u otros reforzantes (refuerzos), los
cuales estan determinados por una proporcion entre ellos para obtener caracteristicas
y propiedades especificas y pueden identificarse fisicamente gracias a la interfaz que
existe entre ellos. Si ademaés, estos materiales constituyentes estan periddicamente
distribuidos, entonces se dice que es un material compuesto periddico.

Existen materiales compuestos naturales como el hueso y los tejidos biolégicos.
La mayoria de estos compuestos se basan en fibras como motivo primario. Por ejem-
plo, el hueso es un excelente compuesto biologico en el que las fibras de colageno y
los minerales se ensamblan, formando una gran variedad de estructuras que tienen
diferentes rendimientos mecanicos. Generalmente este tipo de compuestos (hibridos)
duros o blandos en forma de multicapas periddicas o teselaciones permiten una gran
cantidad de propiedades sin un cambio en la composicion [1].

También se consideran materiales compuestos a estructuras perforadas (o sea,
con espacios vacios) tales como medios porosos, esqueletos, rejillas, celosias, etc. Los
materiales compuestos se utilizan como sustituciones de materiales tradicionales en
la industria aeroespacial, automotriz, civil, mecanica, deportiva y otras [2].

Los materiales compuestos combinan propiedades tales como alta rigidez y pe-
quena densidad, alta resistencia a fracturas, baja conductividad térmica, alto co-
eficiente de acoplamiento electromecanico y baja impedancia actstica, entre otras.
A su vez, existen materiales compuestos con nanotubos de carbono y aditivos de
grafeno que en la actualidad se estan aplicando como perspectivas interesantes entre
las aplicaciones de la nanotecnologia, con el propoésito de desarrollar materiales de
alta resistencia, baja densidad y alta conductividad con nanotubos o grafeno [3].
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Por otro lado, conocer las propiedades macroscopicas de los materiales com-
puestos como funcion de sus caracteristicas fisicas y geométricas es necesario para
la obtencion de nuevos materiales con mejores propiedades para una determinada
aplicacion. Los métodos que facilitan realizar los calculos de estas propiedades mi-
croscopicas se les denominan de homogeneizacion.

Los modelos matematicos asociados a la modelacion de materiales compuestos
estan determinados por familias de ecuaciones diferenciales dependientes de parame-
tros pequenos que representan la relacion entre las escalas involucradas. La aplicacion
y el desarrollo de métodos mateméticos adecuados que permitan interpretar el qué
acontece en cada una de estas escalas y el como estdn interconectadas representa
un problema de interés actual en las diferentes ramas de la ciencia y la técnica. El
estudio numeérico directo de tales ecuaciones requiere de una malla extremadamente
fina que hace practicamente imposible el éxito de la implementacién computacional.

Por otro lado, el método de homogeneizacion asintética (MHA), que fue desa-
rrollado [4] para operadores elipticos escalares con coeficientes reales, garantiza el
paso a una ecuaciéon homogeneizada, independiente de los parametros pequenos, cu-
ya solucion esta proxima a la del problema original cuando los parametros pequenos
tienden a cero. Los coeficientes de la ecuacion homogeneizada son llamados coefi-
cientes efectivos u homogeneizados del medio heterogéneo original.

La propuesta de investigacion de esta tesis de maestria estd motivada por el desa-
rrollo y la soluciéon de un problema de dielectricidad lineal que involucra a operadores
elipticos con coeficientes complejos. Este tipo de problemas son de gran interés en
diversas aplicaciones. Materiales compuestos con propiedades dieléctricas complejas
son ttiles, por ejemplo: en modelos para el estudio de tejidos biologicos contenientes
de celdas tubulares, tales como los musculos esqueléticos [5]; en aplicaciones para
el tratamiento y diagnoéstico no invasivo, como tomografia por impedancia eléctrica
[6], dialisis [7], ablacion e hipertermia por radio-frecuencia [§], entre otras.

La metodologia que se propone desarrollar durante la ejecuciéon de este trabajo
permitird obtener modelos matematicos para el cilculo de los coeficientes efectivos.
La metodologia se basa en la solucion de una ecuaciéon diferencial con coeficientes
complejos a través del estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficien-
tes reales. Esto facilitara el proceso de separacion de las partes real e imaginaria en
las expresiones finales de los coeficientes efectivos los cuales dependen de la solucion
de problemas locales o problemas sobre la celda periddica bdsica.

Los problemas locales estan representados por sistemas de ecuaciones diferencia-
les parciales, sujetos a condiciones de contacto sobre las interfaces existentes entre
las fases constituyentes que conforman al compuesto, y condiciones de periodicidad
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en las caras opuestas de la celda periddica. La solucion analitica de tales problemas
solo puede alcanzarse para geometrias particulares de las inclusiones o la celda pe-
riodica. Por ejemplo, en el caso de medios fibrosos con seccion transversal circular de
las fibras es posible encontrar la solucién usando elementos de la teoria de funciones
elipticas [9], [10].

Por otro lado, la derivacion de féormulas para los coeficientes efectivos de com-
puestos dieléctricos con constantes dieléctricas complejas se lleva a cabo mediante la
homogeneizacion del sistema equivalente de ecuaciones con coeficientes reales. En el
caso de inclusiones circulares is6tropas empotradas en una matriz cuadrada is6tro-
pa, las formulas se dan explicitamente y dependen de una matriz cuadrada simétrica
2n, X 2n, que facilita el calculo de los coeficientes efectivos para cualquier orden de
truncamiento n,. Especialmente para valores pequenos de n, encontraremos formu-
las cortas que son muy ttiles en la determinaciéon de las propiedades de mejora de
ganancia y mejora de pérdida de un compuesto homogeneizado.

El articulo [I0] fue un pilar fundamental para llevar a acabo este proyecto. A su
vez, es importante hacer notar que existen similitudes y diferencias que enriquecen
los resultados de tal trabajo. En las siguientes lineas se daran referencias de algunas
de ellas:

1. Similitudes:
a) Formulacion del problema para operador eliptico con coeficientes comple-
jos.

b) Aplicacion del método de homogeneizacion asintotica usando notacion
matricial.

¢) Solucion de los problemas locales. Caso is6tropo.

d) Calculo de expresiones explicitas para los coeficientes efectivos. Caso iso-
tropo.

e) Comparacion de los coeficientes efectivos usando truncamiento sucesivo.
2. Diferencias:

a) En [I0] la distribucion periddica del material adopta una forma cuadrada
(con periodos w; = 1y wy = 4) con inclusion circular, mientras que en el
presente trabajo tal distribucion sera hexagonal (con periodos w; = \/Lg y

Wy = \/ige%) con inclusion circular.
b) Debido a la geometria de la celda periodica(hexagonal), los sistemas li-

neales cuadraticos de tamano 2n x 2n se reducen ligeramente a efecto
de la cantidad de ceros que aparecen en sus entradas. Por otro lado, las
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entradas n y n + 1 de la solucién de los sistemas lineales cuadraticos son
fundamentales para determinar las aproximaciones sucesivas a los coefi-
cientes efectivos.

Estas diferencias, nos resumen la novedad de este trabajo y fueron presentadas en
febrero 2019 en el evento EUROPEAN - LATIN - AMERICAN CONFERENCE OF
THEORICAL AND APPLIED MECHANICS que se llevé acabo en la Universidad
de la Havana, Cuba. Tales resultados fueron publicados en [2§].

Respecto a lo anterior, se puede inferir la gran importancia del método de ho-
mogeneizacion asintotica para el célculo de coeficientes efectivos de materiales com-
puestos periodicos bifasicos con constituyentes dieléctricas complejas.

En el capitulo 2 se abordaran conceptos importantes tales como relacion de
orden, expansion asintotica y solucion asintotica de una familia de operadores. Estos
conceptos estan estrechamente relacionados con la teoria de homogeneizacion.

En el capitulo 3 se dara una introducciéon al modelo matematico tomando como
via las leyes fundamentales de la electrostatica. Finalmente, hablaremos de una
equivalencia matematica del modelo introducido con diversos problemas fisicos de
interés.

En el capitulo 4 se plantearan las ecuaciones y condiciones para un problema de
un compuesto periodico bifasico con propiedades dieléctricas reales, y posteriormente
se desarrollaran las etapas fundamentales del método de homogeneizacion aplicado a
una familia de estos problemas, cuando los coeficientes son periddicos y rapidamente
oscilantes. También, se abordara el problema cuando las propiedades dieléctricas
son complejas. Aqui, mediante el método separacion de la parte real e imaginaria de
un nimero complejo nos permitird pasar del problema con coeficientes complejas a
coeficientes matriciales reales. Finalmente, se aplicara el método de homogeneizacion
a este tltimo problema para determinar los coeficientes efectivos (coeficientes de la
matriz del problema homogeneizado) que son el objetivo central de este trabajo.

En el capitulo 5 estudiaremos los coeficientes efectivos para el caso de un com-
puesto bifasico isotropo, donde se determinaran formulas analiticas para tales coefi-
cientes efectivos. Como veremos, estos coeficientes dependeran de ciertas constantes
que pueden ser determinadas mediante la solucién de un sistema lineal de ecuacio-
nes. Aqui, el sistema lineal de ecuaciones sera el truncamiento sucesivo de un sistema
lineal infinito para cualquier orden de aproximacion.

En el capitulo 6 se calcularan los coeficientes efectivos (parte real e imaginaria)
usando las formulas que se obtuvieron en el capitulo 5 para los 6rdenes de trunca-
miento n, = 1,2,3 y 4. Aqui obtendremos féormulas explicitas que con la ayuda del
programa Wolfram Mathematica 2011 se graficardn en funcién del area de la fibra
para un compuesto con propiedades dieléctricas complejas dadas por:

kV=1-5 vy k¥ =30-0.3

En tales graficas, se observara la proximidad de uno respecto al otro segin el
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orden de truncamiento del sistema lineal. Finalmente, se tomaré el compuesto con
propiedades dieléctricas

K =2-03 y xk®=1-8i

donde seran comparadas las aproximaciones de los coeficientes efectivos (parte
real e imaginaria) tomando los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2 y 3 con los re-
sultados reportados en [2I]. Aqui se observara que los coeficientes efectivos para el
orden de truncamiento n, = 3 es suficiente para tener una buena aproximaciéon en
el intervalo [0,V,], donde V}, es el limite de percolacion.

Estas comparaciones reafirman el uso de férmulas cortas para investigar los co-
eficientes efectivos complejos.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Aplicar el método de homogeneizacién asintotica a un problema que involucra
operadores elipticos con fin de conocer las propiedades macroscopias de un compues-
to periodico bifasico fibroso con propiedades dieléctricas complejas.

1.1.2. Objetivos especificos

= Aplicar el método de homogeneizaciéon asintotica para obtener los coeficientes
efectivos de materiales compuestos periddicos bifésicos fibrosos, con propieda-
des dieléctricas complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

» Determinar formulas analiticas para los coeficientes efectivos parte real (imaginaria)
para el caso de un compuesto bifasico is6tropo.

= Comparar los coeficientes efectivos (parte real e imaginaria) con los resultados
reportados en [21], para el compuesto particular con propiedades dieléctricas:

K =2-03 y x®=1-28i






Capitulo 2

Conceptos Preliminares

En esta secciéon se introduciran conceptos y resultados estrechamente relacio-
nados con teoria de la homogeneizacion asintotica, los cuales serédn utilizados a lo
largo de el presente trabajo. Su comprension resulta esencial para lograr un mejor
entendimiento de todo el proceso que serd desarrollado més adelante.

2.1. Relacion de orden

Sea B. un espacio normado de funciones f(x,¢) (z € D C R™) provisto con la
norma || f(z,€) ||5.(p) definida para cada € > 0.

Definicion 2.1 (Relacion de Orden) Sean f,g € B.. Decimos que
f(z,e) = O(g(x,e)) cuando €0 en B, (2.1.1)
st existen constantes C' > 0 y g, > 0, tal que

| f@.2) 1< C |l gla,e) s, para 0 <e <z,

En particular, f(z,c) = O(eV), cuando € | 0 para algin N € N, es equivalente

decir que existen C; > 0y ¢, > 0 tal que

I f(z,e) |

B.< CieV para 0<e < e,.

Dado que B es espacio vectorial equipado con la norma || - || 5., entonces no es
dificil demostrar que el conjunto B! definido como:

B :=A{(f1, fo, .., fn): [i € Bc paracada i=1,2,...n}, (2.1.2)

tiene estructura de espacio vectorial para cada n € N. Por otro lado, la aplicacion

I e B — R



8 CAPITULO 2

dada por

Bp:= fglag’; | s |

o] B.)

cumple las propiedades de norma en B! como consecuencia de que la funciéon max
es una norma y por lo tanto (BZ, || - ||pz) es espacio vectorial normado de donde se
puede observar lo siguiente.

Observacién 2.1 St u € B", entonces

u=0(e) cuando €0

sty solo st
u; = 0(e) cuando €0 para cada 1 =1,2,--- n.

Prueba: = | Suponga que u = O(e) cuando ¢ | 0, entonces existen constantes
positivas A, ¢, tal que

| w(x) [[pr= méx || u; ||p.< Ae para cada € € (0,¢,).
€ 1<i<n

Por lo tanto, para cada 1 = 1,2,...,n, se tiene que

| u; [|pr< Ae para cada € € (0,¢,),

de donde se tiene que

u; = O(e) cuando ¢ | 0 paracadai=1,2,...,n.

| < Ahora suponga que para cada i = 1,2,...,n
u; = O(g) cuando € |0,

por lo tanto, existen constantes positivas A1, Ao, ..., A, v 1,¢9,...,&, tal que, para
cada i1 =1,2,...,n, se tiene que

| u; ||p.< Aie para cada € € (0,¢;).
En particular, como para cada i = 1,2,...,n, se tiene que

| wi ||p.< Aje con € € (0,e,),

donde

€m = min {&:},

entonces

n
| wl|pr= méx || u; ||p.< (Z Ai> e con €€ (0,e,).

1<i<n
=1
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Asi,
u = 0O(e) cuando € | 0.

2.2. Expansién asintotica

Definicion 2.2 (Expansion asintotica (e.a)) Sea f(x,e) que pertenece al espa-
cio normado B.. Una serie infinita de la forma

Zeigi(m,e), (2.2.1)

con g; € B, que cumpla que para cualquier N € N existe un numero M,, tal que st
m > M,, entonces

f(:t,é) - Zgigi(x,g) - O<€N)7

cuando € | 0 en la norma de Be, se conoce como expansion asintdtica de f(x,¢).
(Esta serie no es necesariamente convergente).

Este concepto se refiere a la e.a de una funcién dada, pero un problema aparece
cuando se desea determinar la e.a de la solucion de, por ejemplo, ecuaciones diferen-
ciales donde la funcién solucion es desconocida. Para esto se introduce el concepto
de solucién asintética formal.

2.3. Soluciéon asintotica formal

Definicién 2.3 (Soluciéon asintética formal (s.a.f)) Dada la ecuacion
Lo = f, (2.3.1)

donde L® es un operador de By en Ba. (Bi. y Ba. son espacios normados), se conoce
como solucion asintética formal de ((2.5.1)) a la serie infinita de la forma:

u® =Y gi(r.€), g € B, (2.3.2)
i=0
tal que para cada N € N, existe un M € N tal que:

Lu™ — f =0(eN), (2.3.3)
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para todo m > M, cuando € | 0 en la norma de Bs., donde
u™ = Zeigi(x,s).
=0

Observacion 2.2 Si el operador L° en (2.5.1)) es lineal y existe el estimado
| wllB,.< Cie® || f B (2.3.4)

con C; > 0 y co constantes independientes de e, entonces la s.a.f de la ecuacion

(2.53.1)) es una e.a de la solucion exacta del problema.

Prueba: Sea u™ = > 77 e'gi(z,2), ¢ € Bi., la s.a.f de (2.3.1)), entonces para
cada NV € N existe M € N tal que
L™ — f =g, (2.3.5)

para todo m > M, cuando ¢ | 0. Aqui g = O(g") cuando € | 0.
Aplicando la linealidad del operador £° en (2.3.5) se tiene

L5 (™ — ) = £5(u™) — L5 (u)
— g1 (2.3.6)
De (2.3.6)) se tiene que existen constantes positivas C; y ¢, independientes de ¢ tal
que
lu™ =, < Cre® || g |l - (2.3.7)
Por otro lado, dado que g = O(e), entonces existen constantes positivas Cy y
g, tal que
19 ll5..< Coe™, (2.3.8)

para cada € € (0,¢,).
Tomando en cuenta la desigualdad (2.3.8) en (2.3.7) se tiene

|| u(m) —u ||B15§ Cv16125625N = 0502+N < Ong (239)

para cada € € (0,¢,).



Capitulo 3

Ecuaciones de Maxwell. Una
introduccion al modelo matematico

En el presente capitulo se dard una breve introduccién a un modelo matemé-
tico definido por leyes fundamentales de la electrostatica. También se describira la
equivalencia matemaética del modelo introducido con diversos problemas fisicos, -
de aqui la importancia de este trabajo cuyos resultados pueden aplicarse a diversos
problemas fisicos -.

A lo largo de este trabajo es importante dar informacion respecto a la notacion
empleada. Una de estas es la representacion de un vector o de un campo vectorial.
Estos objetos matemaéticos seran denotados mediante letras en “negrita”.

3.1. Leyes fundamentales de la electrostatica

Esta seccion partiré, a saber, de dos leyes fundamentales de la electrostatica, la
ley de Coulomb y el principio de superposicién, tal como se enuncia a continuacion.
Supongamos dos cargas puntuales de valor ¢; v ¢» separadas una distancia r.

La Ley de Coulomb establece que: Dos cargas eléctricas estacionarias se repelen
o0 se atraen entre si con una fuerza proporcional al valor de las cargas e inversamente
proporcional a su distancia mutua.

Podemos expresarla abreviadamente en forma vectorial como:

Fy = k224, (3.1.1)
21

donde ¢, v ¢» son numeros escalares que dan el valor y signo de las cargas
respectivas, 791 es el vector unitario en la direcciéon de la carga ¢; a ¢ y Fs es la
fuerza que acttia sobre la carga go, ver [24], pag. 7. Asi, entre otras cosas, la ecuacion
expresa que entre las cargas de signos iguales se repelen y las cargas de signo
distinto atraen y la fuerza es Newtoniana, es decir;

11
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F2 = _Fl-

El vector 791 indica que la fuerza es paralela a la recta que las une. El valor de
la constante k en la ecuacion depende del sistema de unidades en el que se
expresen 7, F' y ¢. En el Sistema Internacional, r se mide en metros, F en newton y
q en coulomb. Cuando la carga se encuentra en el vacio, la constante k& depende de
la constante de permitividad del vacio ¢,, en la forma

11
k=——
A e,’
donde el valor de ¢, es:
a
g0 =8.85 x 107 12—, (3.1.2)
m

donde F es el faradio y m es metro en el SI(Sistema Internacional de Unidades).
Para medios lineales, homogéneos e is6tropos distintos al vacio, la permitividad ¢ se
expresa como:

€ = €,E,,

donde ¢, es la permitividad del medio.

Maés adelante, comentaremos brevemente como se introducen los medios mate-
riales en la descripcion del fenomeno electromagnético. En cuanto al principio de
superposicion, establece que la fuerza que experimenta una carga dada debida a una
distribuciéon de cargas es la suma vectorial de las fuerzas que producirian cada una
de las cargas de la distribucion si estuvieran aisladas del resto.

Definicién 3.1 Se define el campo eléctrico E creado por la carga ¢’ en la posicion
de la carga q como la fuerza que experimenta la unidad de carga:

de donde se sigue que:

E = T
dmer?

(3.1.3)

Las unidades del campo eléctrico E, en el SI, son

N V
—_— O _’
C m
donde N,C,V y m son newtons, coulomb, voltios y metros, respectivamente. Por

otra parte, el principio de superposicidén se expresa como:
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N

q.
E=Y % 3.1.4
— Arer} ( )
Definiciéon 3.2 Se define el campo vectorial desplazamiento eléctrico D
D =cE (3.1.5)

asumiendo una relacion lineal entre E y D.

La ecuacion (3.1.5)) es llamada relacion constitutiva que en general depende el
medio. Ademés, su flujo a través de una superficie cerrada que englobe a la carga es
igual a la carga total:

]{D cds =g (3.1.6)

Cuando se trabaja con medios materiales reales (medios polarizables), no el vacio,
la presencia de un campo eléctrico en dichos medios puede provocar que las cargas
de las moléculas, neutras en un principio, se desplacen de forma que dichas molécu-
las se polarizan. También puede ocurrir que la molécula inicialmente se encuentre
polarizada - o lo que es lo mismo, que tenga un momento dipolar permanente -, por
lo que el campo hard que se oriente en determinada forma. En general, el campo
final sera la suma del campo inicial més las contribuciones de los distintos dipolos
y la distribucion de campo en el interior del material sera dificil de determinar y
presentard grandes variaciones a nivel microscopico. De acuerdo con la evidencia
experimental, se verifica que:

D=¢E+P, (3.1.7)

donde P, es la polarizacion eléctrica.
En medios lineales, homogéneos e isélropos (3.1.7)) se convierte en:

D =¢,E+coxE=¢,(1+ x.)E =¢E, (3.1.8)

donde x. es una constante positiva que depende del material y se denomina
susceptibilidad eléctrica, ver [25], pag. 42.

3.2. Propiedades integrales y diferenciales de E y D

Estudiemos las propiedades integrales y diferenciales de E a partir de la ecuacion
(3.1.3) utilizando resultados conocidos del calculo vectorial. De la ley de Gauss (ver
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[20], pag. 176) se tiene

%D ds = / py AV, (3.2.1)
14
s

donde S es la superficie cerrada que encierra el volumen V' y p, la densidad de carga
volumétrica que a su vez se define como:

Ag _ dq

po(r) = M A = v (32.2)

Integrando la ecuacion ([3.2.2)) sobre el volumen que encierra la carga total se tiene:

QT—/qu_/Vp(r) dv. (3.2.3)

Observe que la ecuacion (3.1.6) es la ley de Gauss para una distribucion discreta
de carga; Por otro lado, para obtener una expresion diferencial de la ley de Gauss,
ecuacion (3.2.1]), aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss al lado izquierdo

de (3.2.1)), se tiene:

/V-DdV:]fD-ds:/pvdv, (3.2.4)
\% \%
S

donde

/V-D dv = / py dV, (3.2.5)
\% \%

para cada volumen que encierra la distribuciéon de carga. Por lo tanto, se obtiene la
forma diferencial de la ley de Gauss
V-D = p,, (3.2.6)
a su vez resulta ser una de las ecuaciones de Mazwell (ver [26], pag. 15). Ademas,
a partir de la ecuacion (3.1.5), la ecuacion de Mazwell (3.2.6) se puede reescribir
como:
V- (€E) = p,(r). (3.2.7)

Sabemos que la ley constitutiva (3.1.5)), depende de las propiedades del medio
en el dominio ocupado por el campo eléctrico. Se distinguen tres casos a saber (ver

[27], pag. 5):

e (En el vacio). En el vacio, la relacion constitutiva (3.1.5) viene dada por

D =¢E, (3.2.8)
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donde ¢ es la constante positiva de permitividad eléctrica dada por € = ¢, que,
a su vez, esta dada por la ecuacion (3.1.2)).

e (Material isotrépo no homogéneo). En este caso, el material no homogéneo
ocupa el dominio del campo eléctrico y las propiedades del material no de-
penden de la direccion del campo (lineal). En este caso, el coeficiente ¢ de la
relacion constitutiva es una funciéon escalar positiva que depende de la
posicion.

e (Material anisdtropo no homogéneo). En este caso, las propiedades eléctricas de
los materiales constituyentes dependen de la direccién del campo. En tal caso,
el coeficiente constitutivo € de la ecuacion es un tensor de sequndo orden
con componentes posiblemente complejas (matriz de 3 x 3 definida positiva)
definidas sobre R3.

Por otro lado, la ecuacion constitutiva (3.1.5)) que corresponde al punto nimero 3
planteado anteriormente, - es decir, para Material anisotropo no homogéneo, donde
D y E se suponen campos vectoriales en R?-, se puede escribir como:

D, €11 €12 €13 Ey
Dy | = €21 €22 €23 Es> |, (3~2~9)
Dy €31 €32 €33 E3
o de forma equivalente
3
D, = ZEUEJ" para cada i=1,2,3. (3.2.10)
j=1

3.3. Potencial electrostatico

En el presente apartado se mostrard que la ecuacion de Mazwell toma
una forma especialmente importante para el resto del presente trabajo, tal como a
continuacion se indica.

De la ecuacion (3.1.3)) se observa que para una distribuciéon discreta de cargas en
el espacio, el campo eléctrico E es puramente radial - es decir - :

De manera anéloga, para una distribucion volumétrica de carga, el campo producido
en un punto cualquiera puede calcularse dividiendo el volumen total en elementos
infinitesimales con carda dg. Entonces, se calcula el campo dE que produce cada
elemento infinitesimal de volumen tratandolos como si fueran cargas puntuales. Por
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lo tanto, de la ecuacion (3.1.3) se tiene que:

1 dqg
dE = — —T. 3.1
47r5r2r (3:3.1)

El campo resultante en un punto determinado, entonces, es la suma de todos los
campos eléctricos debidos a los elementos de carga. Esto es integrando, o sea:

E:/dE.
1%

Ahora, dado que es una distribucion volumétrica de carga, se considera una
densidad volumétrica de carga

pu(r) = 5—5, entonces  dq = p,(r)dV.
Por lo tanto
E—/ﬁE— J;%f—/:if“fvﬁ (3.3.2)
v v dmer v dme r

Por otro lado, si A es campo vectorial arbitrario, dado en coordenadas esféricas,
es decir,

A = Af+ Ag0 + Ay,
donde A,, Ag y A, representan las componentes del campo vectorial en la direccion
de los nuevos vectores unitarios t,0 y ¢, respectivamente.

El operador rotacional aplicado al campo A en coordenadas esféricas viene dado
por:

B 1 0 0Ag| . 1 1 0A, 0(rAs)] 4
VX A= rsen(0) {% (Apsen(6)) — 8_¢} T [sen(&) op  or o
1[0(rdy) 0A,] -
+.;{ 2 ae} . (3.3.3)

Dado que el campo eléctrico E es puramente radial, ecuacion (3.3.2)), por lo tanto,
E = f(r)i = f(r)f + 00 + 0. (3.3.4)
Aplicando el operador rotacional al campo eléctrico (3.3.4) se tiene

V xE = 0. (3.3.5)
Observe que la ecuacion (3.3.5)) es un caso particular (en la electrostatica) de la
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ecuacion de Mazewll (ecuacion en forma diferencial de la ley de Faraday)

0B

E=_——
V x T

(3.3.6)

donde B es el campo de induccion magnética. Por otra parte, aplicando el teorema
de Stokes a la ecuacion (3.3.5)), se tiene

%E-dlz/VxE-ds:O, (3.3.7)
S

donde se deduce que E es conservativo, es decir

E=-VOo, (3.3.8)
donde & = ®(r) es un potencial. Por consiguiente, la ecuacion (3.2.7), se puede
reescribir en términos del potencial & como:

-V (e(r)VP) = p(r). (3.3.9)

La ecuacion ([3.3.9)) se puede reescribir como:

9 0P
N ZJ dx; (gija_xj) = p(r). (3.3.10)

donde ¢;; = €;(x1, x2, x3) son las entradas del tensor de segundo orden.
Por otro lado, la ecuacién de continuidad viene dada por

0py
ot’
donde J es la densidad de corriente. Combinando la ley de Gauss ecuaciéon ((3.2.6))

con (3.3.11)) se obtiene

V-J=-— (3.3.11)

oD
V- (J + W) — 0. (3.3.12)

La ley de Ohm establece que

J = oE, (3.3.13)

donde o es la conductividad y E el campo eléctrico. Sustituyendo (3.3.13)) y (3.2.6)
en (3.3.12)) se obtiene que

ot

Cuando el material dieléctrico no es magnético y ademas el campo eléctrico es

V- <0E + 2aE) — 0. (3.3.14)



18 CAprITULO 3

sinusoidal, es decir; 4
E = Eoel‘dt’ (3315)

donde w es la frecuencia, entonces la ecuacion ([3.3.14}) finalmente se puede reescribir
CoImo:

— V- ((0 + iwe)V®) = 0, (3.3.16)

donde o + iwe es llamada constante dieléctrica relativa del medio y ® es el potencial
eléctrico. Asi, la ecuacion (3.3.16|) se puede reescribir como:

_ Z - (gw o0 > _o. (3.3.17)

El modelo de la ecuacion se puede hallar en [22].

En la ecuaciéon y en el resto del presente trabajo, el simbolo de suma
doble sera sustituido simplemente por el convenio de suma o Notacion de Einstein,
segtn el cual se utilizan indices repetidos para indicar suma.

3.4. Modelo matematico

En esta seccion vamos a dar una formulaciéon del modelo matemético que se
obtiene via leyes fundamentales de la electrostatica (para un material anisétropo no
homogéneo). Ademés, se mostrara una tabla que muestra la equivalencia matematica
de la formulacién de diferentes problemas fisicos.

Suponga que el cuerpo del compuesto ocupa el dominio 2 C R? y que ademas,
se conoce el potencial eléctrico ® en la frontera 02, de manera que

® =1, sobre Of. (3.4.1)

A partir de las ecuaciones (3.3.10) y (3.4.1]), se define el problema electrostatico

de contorno:
0 0o
_T<”8 ) f(x), en Q,

® =1(x), sobre 09,

(3.4.2)

donde ¢;; = ¢;;(x) son las componentes de un tensor simétrico de segundo orden
definido positivo (posiblemente complejas), siendo f = f(x) y ¥ = ¥(x) funciones
conocidas. El problema electrostatico de contorno tiene equivalencia mate-
matica en la formulacion de diversos problemas fisicos, ver el prefacio de [23]. A
continuacion, el la Tabla 3.1 se muestran algunas de estas equivalencias:
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Problema D E d €
Conducciéon Corriente Gradiente de Conductividad
L. Temperatura .
térmica de calor temperatura térmica
Conduccién . . i Potencial .
o Corriente eléctrica | Campo eléctrico . Conductividad
eléctrica eléctrico
Desplazamiento Potencial
Dieléctricos p L Campo eléctrico L Permitividad
eléctrico eléctrico
Corriente Gradiente de
Difusiéon ) ., Densidad Difusividad
de particulas concentraciéon
Inducciéon Intensidad del Potencial
Magnetismo L. L L. Permeabilidad
magnética campo magnético magnético

Tabla 3.1: Equivalencia matematica en la formulacion de algunos problemas fisicos.

De aqui que el desarrollo de este trabajo y todos sus resultados sean aplicables
a estos diversos problemas.

Observe que el renglén ntimero 4 de la tabla (problema dieléctrico) correspon-
de al modelo matematico ecuaciéon , donde D, E, ® y € son desplazamiento
eléctrico, campo electrostatico, potencial eléctrico y tensor de permitividad dieléc-
trica de segundo orden respectivamente.

Por otro lado, los diferentes problemas fisicos enunciados en la Tabla [B.1], que
tiene equivalencia matematica en su formulacién, a menudo son encontrados para
medios is6tropos. Por ejemplo; para conduccion térmica ver [29], pag. 7, para con-
duccion eléctrica, el modelo se puede obtener, por medio de la ley de conservacion
de carga y considerando que el campo magnético B es independiente del tiempo en
la ley de Faraday ver [30], pag. 177 - 179. Para problemas de difusidn ver [31], pag.
4 y finalmente para problemas magnéticos, cuando no hay flujo de corriente en la
ley de Ampere (ver [30], pag. 177).






Capitulo 4

Metodo de homogeneizacion
asintotica aplicado a compuestos
periddicos con coeficientes reales

En el presente capitulo, se plantearan las ecuaciones y condiciones fundamen-
tales que describen a un problema electrostatico de contorno referente al estudio
de compuestos periodicos bifasicos con propiedades dieléctricas reales y complejas.
Ademas, se describiran las etapas fundamentales del proceso de homogeneizacion
aplicado a una familia de estos problemas cuando los coeficientes de las ecuaciones
son diferenciales, periddicos y rapidamente oscilantes, con el objetivo de obtener
expresiones que describan el problema homogeneizado, problemas locales y los co-
eficientes efectivos.

4.1. Planteamiento del problema con componentes
reales

Consideremos un material con seccién transversal Q0 C R? que se supone suficien-
temente grandes, acotado y conexo con frontera 0f) suave. Sea £ > 0 un parametro
geométrico pequeno que caracteriza la micro-estructura. Ademés de las coordenadas
globales x se introducen coordenadas locales o rapidas & = X. Se considera la celda
hexagonal Y, en coordenadas globales tal que cubre al dominio 2. Es decir,

Q=QUQUT,

donde €] representa la matriz o conjunto conexo, €25 las fibras o conjunto no co-
nexo (una distribucion e—periédica de circulos de radio R.) de componentes conexas
y Q5 N Q5 = (. Por otro lado, T es la interfaz entre Q5 y 5, es decir, I'® = 095.

Sea Y C R? la celda bésica, cuya replicacion genera €, la cual esta definida en
términos de la variable rapida & = (£1,&), v a su vez, en términos de la variable

21
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global x = (z1, 72) en Q (Figura [1.1)).

Figura 4.1: (Izquierda) Dominio Q con frontera 02 suave. (Centro) Un dominio
contenido en ) mostrando la geometria del compuesto reforzado con fibras en coor-
denadas globales. (Derecha) Celda hexagonal en coordenadas locales o rapidas.

Se busca una solucién u® al problema:

€, — a £ aua _ 154
Lo = oz, (Kij({?a:j> = f(x) en Q\I¥, (4.1.1)
[u] =0 sobre I'%, (4.1.2)
our H
K;;—n;|| =0 sobre I'° (4.1.3)
[[ ! Oz,
u® =0 sobre 0, (4.1.4)

donde «f; son las componentes de un tensor simétrico definido positivo que a
su vez representan las propiedades del medio. Ademds, se suponen en C' () y
Y —perioddicas, es decir;

Rig(ﬁ) = ij(ﬁ)’ para € € Q? ka] = 1727 s S

y existe n > 0 tal que

Ky (&)Tivy > njxy,
para cada x € Q. Aqui f = f(x) es una funcion conocida, el operador [-] = (-)* —(+)?
denota el salto de la funcién adjunta a través de la interfaz I'°, n; denota la i—ésima
componente del vector normal a la interfaz. Las ecuaciones (4.1.2)) y (4.1.3) expresan
condiciones de continuidad a través de la interfaz I'® y finalmente la ecuacion (4.1.4)
es condicion homogénea de Dirichlet, donde 0 es la funciéon nula.
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4.2. Aplicaciéon del método de homogeneizacion

En esta seccion se aplicaré la teoria matematica de homogeneizacion desarrollada

en [I3] al problema (4.1.1)) - (4.1.4)) para obtener el problema homogeneizado que re-
sultara ser condicidn de existencia para el tercer sumando de la s.a.f. Posteriormente,

se determinaran dos problemas (problemas locales) cuyas soluciones garantizan la
existencia de la s.a.f truncada al tercer sumando. El método de homogeneizacion
seré aplicado para el problema en miltiples escalas (2 C R?®) y nuestro problema se
obtendra como caso particular cuando s = 2.

Se desarrolla u® en potencias del parametro pequeno ¢, truncando en el término
correspondiente a la segunda potencia de €, de modo que se obtiene la siguiente
aproximacién de la solucion u®

uf(x) =~ u'? (x, €) = u,y (x,€) + cuy (x, &) + 2uy (x,€) (4.2.1)

donde se supone que las funciones u; (x, §) son diferenciables en x, £ y Y —periodicas
en €. Se obtendran expresiones para estas funciones de manera que

Liu® — f =0(e) cuando €0,

es decir, se hallaran expresiones para u; (x,€) de modo tal que u® (x,€) sea el
truncamiento en el segundo término de una s.a.f de .

Por otro lado, si F' = F (x,£) funcién diferenciable en x y &, entonces por la
regla de la cadena, se tiene:

ar  OF 0F0f OF @ _,0F
B . —. 4.2.2
dl’j 0xj + 8@ 8:1:]- 8:1:]- te 053 ( )

Definamos los operadores:
0 . 0
£a75 = ; 87% (K}kja_ﬂj> y con «, /6 € {x,f} . (423)

Sustituyendo (4.2.1) en la ecuacion (4.1.1)) teniendo en cuenta (4.2.2)) y poste-

riormente agrupando términos de potencias iguales de ¢ se tiene:

ﬁEU(Q) — f(X) = 872555710 +et (/:ggul + nguo + ﬁwguo)
+ 50 ([,&:’LLQ + ngul + Exgul + ,CM;’LLO — f(X)) (424)
+ el (£§$U2 + Exqu + ﬁmul) + €2£$$u2,

Por otro lado, para que la ecuacion (4.2.1)) sea una solucion asintotica formal de
(4.1.1)), las siguientes condiciones se deben cumplir:
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e Leu, =0, (4.2.5)
871 . £§§U1 = —E&EUO — Exguo, (426)
60 . £5§u2 = —Emuo — £m§u1 — ngul + f(X) (427)

Por otro lado, con el objetivo de garantizar la existencia de soluciones peridédicas
de estos problemas, se tiene el siguiente Lema cuya demostracion se puede hallar en
[13], pag. 106.

Lema 4.1 Sean ky; (§), F (&) funciones diferenciables, Y —periddicas y ademds
rij (&) satisface las condiciones de simetria y positividad:

ki (§) = Kkjk (&), para cada k,j=1,..s

K (&) men; > knyn;  para 7 € Q.

Entonces, una condicion necesaria y suficiente para la existencia de una solucion
Y —periddica de la ecuacion

LeeN = 8% (m (©) g—g@)) ~F (), (12.8)

€s

(F () = /YF<£> d¢ = 0.

La solucion general de la ecuacion (4.2.8]) se escribe como
N(§) = M(§) + C,

donde N;(&) es la solucion de (4.2.8) de promedio nulo en la celda periodica, es
decir,

(N1(€)) =0

y C constante arbitraria. Antes de aplicar el Lema (4.1]) se demostraran dos lemas
que nos permitiran justificar pasos importantes en la construccion de una s.a.f del
problema.

Lema 4.2 S5i F y G son funciones suaves y Y —periddicas, entonces

<aF> ::/ OF e — 0 (4.2.9)

08, &
y
<ggG> - —<Fgg>. (4.2.10)
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Prueba: Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que Y = [0, 1]", entonces

or OF
<a§i> - In 6&d€
= /In1 (F(gb i, 1,6 — (F(&r, ., &m1,0, .0, 6,)) d€™
= 0.

Por otro lado, derivando la funciéon producto F'G respecto a &; se tiene:

0 oG oF
F =F .
og, FC) = Fae + G5

Aplicando el operador (-) a la ecuacion (4.2.11]) y, posteriormente, aplicando (4.2.9)
(F'G son Y —periodicas), se tiene:

(526) (%) - (e

(4.2.11)

= —<F8G>.
3
O
Lema 4.3 Suponga que existe n > 0 tal que
K (§)ziz; = najx;, (4.2.12)
para cada x € €. Si
Lecu(x, €) =0, (4.2.13)

entonces u(x, &) = u(x).

Prueba: Multiplicando la ecuacion (4.2.13) por u(x, £) e integrando sobre la celda
periddica Y y, ademas, teniendo en cuenta la ecuacion (4.2.10) se tiene:

0= / u(x, &) Cecu(x, €)dE
Y
o (. ou
- _/y“a_ék (“‘”’afj) it
ou ou
:/Ya—gkﬁkja—gjdﬁ

ou Ou
Ly
/y“’“agk o5, %

> [ 0l Ve de.
Y
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Por lo tanto,
| Veu ||= 0.

OJ

Por otro lado, se observa que la ecuacion (4.2.5) cumple las hipotesis del Lema
(4.1]), de lo cual existe solucion Y —periodica u,. Del Lema (4.3)) se tiene que:

Up (X, &) = Up(X). (4.2.14)
Considerando (4.2.14)) en (4.2.6), la ecuacion (4.2.6) se puede reescribir como:

£§5u1 = —[,gxuo. (4215)

Aplicando el Lema (4.1)) a la ecuacion (4.2.15)) con

8 8 ) a o8 j
P = Lo =~ (o, © 52 ) = -52TRE 2
se deduce
Ou, [ 0Ky,
(Fien =g [ 22—,

por periodicidad de las funciones xf;. Por lo tanto, existe solucion u; (x,&)
Y —periodica en &, la cual se propone por se separacion de variables de la forma:

ou,

u (x,€) = N, (§) or, (4.2.17)

Sustituyendo (4.2.17) en (4.2.15)), se obtiene:
ou 0 ON,\ Ou OK;.: Ou

LeeN,—2 = — | k5. —2 2= ]2 4.2.18

€, — o€, (’% ag-) oz, 0, 0z, (4.2.18)

Si se cambia el indice j por p del lado derecho de la ecuacion (4.2.18]) se obtiene

0 ON,\ Ou,

— | K, L =0. 4.2.19

aék (Hkp + "ik] ag] > axp ( )

Ahora, si g;; # 0 en (4.2.19), entonces se busca solucién N, (§) Y —periodica

para cada p = 1,2,3,..., s, del problema:
0 ON,
Lee (N, — &) = — | kS s ) =L)=0 Y,
=)= g (6 O+ O F2) =0 con geve o

(N, (€)) = 0.
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Claramente, para cada p = 1,2,3,..., s, la soluciéon Y —periddica al problema
4.2.20|) existe, dado que se satisface la condicién necesaria y suficiente del Lema

E[) tomando
Ok, (§)

9k

La unicidad de la solucion se garantiza con la condicion (N, (§)) = 0. Aplicando la
condicion necesaria y suficiente del Lema (|4.1]) a la ecuacion (4.2.7) se tiene:

F(§)=—-

(—Lyzto — Lyguy — Leyur) + f(x) = 0. (4.2.21)
Sustituyendo (4.2.14) vy (4.2.17) en (4.2.21)), resulta

0?u, ON, %u, *u,
€. A, ) 4.2.22
<ag (i) Gy aa * 6 0E, Bana, T axkaxj> fe). - (42.22)

o de forma equivalente

ON,\  9*u, 0 0?u, 0?u,
<( Kikj 8fg>axk8xp>+<8g (/iij)a e >—|—< K D D r > f(x). (4.2.23)

Por otra parte, se observa que el segundo sumando de la ecuacion (4.2.23)) esta
dado por:

0 82 B 82
9 (e N o \_ [ % (s N o _ 4.2.24
<agk (V) axjaxp> <a§k (ks p>>axjaxp 0 ( )

dado que k; y NN, son Y —periodicas. Por lo tanto, teniendo en cuenta (4.2.24) y
sustituyendo el indicie j por indice p en el tercer sumando del lado izquierdo de la
ecuacion (4.2.23)), la ecuacion (4.2.23)) se reescribe como:

ON, > 0%u,
Ky + Ky ) ——=— = f(x). 4.2.25
< kj afj kp 8£Cka£€p f( ) ( )
De donde se obtiene el problema homogeneizado:
82
R = Q
"”’axkaxp f(x), x€ (4.2.26)

uo(x) =0, con x € I

donde Ky, son los llamados coeficientes efectivos, dados por

N . ON .
Rip = <likj# + likp> . (4.2.27)
J
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Observe que la ecuacion (4.2.25) es la condicién de existencia de la solucion
Y —periodica uy (x, &) de la ecuacion (4.2.7)).

Ahora, desarrollando cada uno de los sumandos de la ecuaciéon del lado
derecho, tenemos:

a £ auo £ 82“0
Emua == a—xk (Kk]a_;[]) == Hkpm, (4228)
ON,\ 0%u,
= [ k&, 4.2.2
£1’£u1 <K‘kj ag] ) axkaII)? ( 9)
0 aQUO 0 aQUO
= — (ki.N,)) ———— = — (k5. N,) ——. 4.2.
Lot = 5, (5) 525y ~ 3 ™) G, (4.2:30)

Sustituyendo las ecuaciones (4.2.25) y (4.2.28) - (4.2.30) en la ecuacion (4.2.7)),
se obtiene:

. *u,
Egé’u? = [/‘ikp - qu (é)] W’ (4231)
P
donde 5 ON
T (5) = a_fj (quNp) + szyf + R}EOQ'

Claramente la ecuacion (4.2.31]) satisface la condicion necesaria y suficiente del

Lema (4.1)) dado que

-~ a 5 € aN €
Fkp = <¥ (#£56Vp) + “kjy_p + ’fkp> )
J J

y, por lo tanto, existe solucion Y —periodica de la ecuacion (4.2.7)), la cual se propone
por separacion de variables como:
9%u,
U (x,&) = Npg————. 4.2.32
2 ( €) Pq 8.33138.27(1 ( )
Sustituyendo (4.2.32)) en (4.2.31)), y cambiando los indices k por p y p por ¢ del
lado derecho de la ecuacion (4.2.31)) se tiene

OQUO ~ 82’&0
Nyy——— = - T _— 4.2.
Lee Npg 0z,01, ["qu Pq €3] 9,0z, (4.2.33)
Por otro lado, si
0%u,
0z,0z, 70,

la funcion N, (§) es solucion periddica del problema local, dado por:
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{E&Npq = Fpg — Tpq (&), con €€, (4.2.34)

<Npq (&) =0,
cuya existencia estd garantizada por el Lema (4.1)).

Por los resultados anteriormente fundamentados, hemos construido la segunda
suma parcial de la s.a.f de la ecuacion (4.1.1)), dada por:

2
0%u, 1

u® (x,€) = uy(x) + €N, (€) Ou, + &2N,, (&) e On E=¢c"x. (4.2.35)

O,

Por otro lado, se quiere que u® (x,£) cumpla las condicion de contacto (4.1.2)),
entonces tenemos que:

[u*(x, )] = [uo (x, )] + & [ (x,§)] + & [uz (x,€)] = 0,

igualando a cero cada sumando, se tienen las tres ecuaciones:

[uo (x,€)] =0, sobre I°, (4.2.36)
[ui (x,€)] =0, sobre TI°, (4.2.37)
[us (x,€)] =0, sobre TI*. (4.2.38)

Ahora, dado que u, (x,&) = u,(x), la ecuacion (4.2.36)) se transforma en

[uo (%,€)] = [uo (X)] = uo(x) =0 sobre I°. (4.2.39)

También u; (x,£) se puede representar por la ecuacion (4.2.17)), por lo tanto la
ecuacion (4.2.37)) se transforma en

[ (.1 = [ 3,6 52) =N @152 =0, sobre T (1240

Oz, N

Finalmente la ecuacion (4.2.37) se reescribe como
[N, ()] =0, sobre I*F. (4.2.41)

De manera analoga, la ecuacion (4.2.38]) se puede reescribir a partir de la repre-
sentacion de us (x, &) ecuacion (4.2.32) como

[Npg ()] =0, sobre I°. (4.2.42)

Con la necesidad de que u? (x, €) también cumpla la segunda condicién de con-
tacto (4.1.3), procedemos a calcular la derivada parcial respecto a x; (teniendo en
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cuenta la regla de la cadena) y multiplicando por Kpj se tiene

ou® LOu ou, Ouy Oou;  Ouy 5 Oy
£ - o o o - - - — — . (4.2.43
gy {E 9E; e (3953' i 353‘) e (3%’ i 8@) e 8%} ( )
Ahora, aplicando la condicion
ou® H
ki.,——nygll =0, sobre I°
H ¥ Ox;

en (4.2.43)) y, posteriormente, igualando a cero los coeficientes que multiplican a e71,

€% y e! se tienen las condiciones de continuidad:

ﬂn;jg—znk_ —0, sobre TI¢ (4.2.44)
8u0 8u1 ]
|:|:K/kj (81‘] + a€j> nk- ) sobre ) ( )
(9u1 (‘3uQ ]
e [ =4 = =0 b Ie. 4.2.46
H% (a%’ i 353‘) b I 249

Sustituyendo la representacion de u; (x, €) ecuacion (4.2.17)) en la ecuacion ([¢.2.45))

y teniendo en cuenta que gg‘? # 0, entonces ([4.2.45)) se reescribe como
J

N,
H(nip + ﬁij%j) nkﬂ =0, sobre I®. (4.2.47)

De manera anéloga para la ecuacion (4.2.46)), teniendo en cuenta las representa-
ciones de u; (x,€) y usy (x, &) ecuaciones (4.2.17) y (#.2.32), se obtiene la condicion
de continuidad

N,
|[</<62pr + Rip%_;;) nkﬂ =0, sobre I“. (4.2.48)
p

Con el problema (4.2.20) y las condiciones de contacto (4.2.41) y (4.2.47) se
obtiene el primer problema local:
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con £€Y,
IN, ()] =0, sobre I,

ON,
II(/{ZP + Hij%j) nkﬂ =0, sobre I¥,

(N (§)) = 0.

De forma analoga, con (4.2.34) y las condiciones de contacto (4.2.42)) y (4.2.48)
se obtiene el segundo problema local:

(4.2.49)

(LeeNpy = Fpg — Tpg (€), con €€,

[Npg (§)] =0, sobre I,
(4.2.50)

ON,
H(ﬁiPNp + K, 8§pq> nkﬂ =0, sobre I*,
P

<Npq (€>> = 0.

Los problemas locales (4.2.49) y (4.2.50) tienen soluciéon periddica a consecuencia
del siguiente Lema (4.4]), cuya demostracion se puede encontrar en [13] pag. 112.

Lema 4.4 Sean Ay; (§), F, (&) y F, (§) son Y —periddicas, suaves por partes y ade-
mds Ag; (§) es simétrica y definida positiva. Una condicion necesaria y suficiente
para la existencia de una solucion Y —periodica del problema:

ﬁsgNZFo(ﬁ)JraFak—&EE)a en Y\T,

[N (&)]=0, sobre T,

(4@ % -n@)n] -0 s

es que

(F, (£)) = 0. (4.2.51)

A continuacion daremos algunas aclaraciones de la aplicacion del Lema (4.4]) a
los problemas locales (4.2.49)) y (4.2.50)). Para el primer problema local (4.2.49)
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se observa que

Fy (&) = —#i; (§),

y claramente son Y —periodicas, dado que rj; y F; lo son. Por otro lado, la tercera
condicién de contacto del primer problema local es:

ON, ON,
H("’”’* '”%) ﬂ:ﬂ(“’“ag F’“)”’“ﬂzo‘

Por lo tanto, se garantiza la la existencia de IV, soluciéon Y —periddica del primer
problema local. Ahora, para finalizar, del segundo problema local se tiene:

R % 0 c . ON, .
Fpg — Tpq (§) = Fpg — a_ﬁj ( Np) Kgj O¢; — Rpg

-~ € ON, € 0 KE
= Rpg — (qu 35; qu) %( N)

Asi, para el segundo problema local tomando

F, (&) = Rpg — (/ﬁq]%z + K, )

Fk (€> = _KE' Np7

con K, Np LY —periodicas y por consecuencia F, y Fj también lo son. Por

y 35
otro lado, la tercera condicion de contacto del segundo problema local es

ON, ON,
|[(HipNP + "iip agpq) nkﬂ = |[< Rip 6513‘1 Fl) nkﬂ =0.
P P

Por lo tanto se garantiza la existencia de N,, solucion Y —periddica del segundo
problema local.

4.3. Conservacion de simetria

Otro resultado importante de homogeneizacion asintotica en problemas multi-
dimensionales es que los coeficientes efectivos preservan simetria y caracter definido
positivo de los coeficientes originales. Estos resultados serdn demostrados a conti-
nuacion.

De la ecuacion (4.2.27)) se tiene que:
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-~ € aNP € € aNp a E aN agp
Kkp = K’k:ja_éfj—i_’%k:p = “kja_§j+ k% ) = \ Fij I8,

~ (¥ g (N, +gp>> (43.1)

oM,
<’€’” 9¢; >

donde M, = N, +&,. Ademas de se tiene que

. oM, oM, . 06, 0M,
ke = <“’” 2¢, > <““‘5““ 2¢, > < "i 9g, o >

0 oM,
- <ﬁfja€ (M= Vi) > (4.3.2)

. OM,;, OM, . ON, OM,
l] agl 85] lj 8& agy
Falta por demostrar que el primer sumando del lado derecho de la ecuacién

(4.3.2)) es simétrico respecto a k'y j y el segundo sumando se anula.
Del primer problema local, ecuaciéon (4.2.20)), se tiene que

0 oM,
55 ( Ky 7, ) 0, en Y. (4.3.3)
Ahora si ¢ = ¢ (&) es Y —periodica y continuamente diferenciable, entonces
0 oM,
— | K& = Y. 4.3.4
a& (’%l] agj >¢(£) 07 en ( 3 )
Por otro lado, se obtiene:
0 8Mp 0 oM, . OM, 8¢
= — 4.3.
af ( l] 85] (E)) agl ( l_] ag >¢(£)+ lj ag] 85[ ( 35)

y aplicando el operador de promediaciéon se tiene

0 e oM. B i . aﬁ . oM %
<8_§l (mjfjp (£)>> = <a& (mj 85) ¢(€)> + </@lj agjp 8£l>' (4.3.6)

Dado que M, = N, +&,, es Y —periddica, entonces

oM, _ 0N,
afj - afj pJ
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es Y —periodica. Por lo tanto
. 0N,
Klj%f (5) )

es Y —periodica y asi se tiene

(ag (1i3570(@) ) =

Por lo tanto, la ecuacion (4.3.6]) se reescribe como:

0 . OM, ] GMP%
Aplicando se deduce:
. OM, 00\
</£lj 5, a—&> — 0, (4.3.8)

para cada ¢ € C' (Y) Y —periodica. En particular, tomando ¢ (§) = Ny, (£), se tiene
que:

0N, OM,
c T PN, 4.3.9
<"“ 06 9 > 139
De (4.3.9), la ecuacion (4.3.2)) se reescribe como:
~ . OM,, OM,
Rip = <mlja—&¥;’> : (4.3.10)
Aplicando la simetria de los coeficientes xj; en la ecuacion (4.3.10)) se reescribe
. OM;, OM, OM, OM;, ~
= ( K — ) =(K—=——=— ) = Rpk- 4.3.11
Kkp <R]l ag] afl > <’il] afl 06] Kpk ( )
Asi se tiene que
Kkp = Kpk- (4.3.12)

4.4. Comnservacion del caracter definido positivo

Otro importante resultado del proceso de homogeneizacion es la conservacion del
caracter definido positivo de los coeficientes efectivos, también llamada condicién de
elipticidad de la ecuacion del problema homogeneizado. La condicién de elipticidad
del problema original para los coeficientes xj; viene dada por: Existe ¢ > 0, tal que
para cada € R®, se tiene

Ky (&) ey = enyny,
para cada § € Y.
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Seam € R°y £ €Y, entonces de la ecuacion (4.3.10) se tiene

] OM oM, oM, M, i1
KipMkTp = { K1 6 06, Ml = KLk a6 9 ) (4.4.1)

De la positividad para los coeficientes kj; se tiene que:

My, OM, _ [ M\
>c d Y. 4.4.2
ljnk ag T]p ag] Z: (nk 85] > ) para Cada E E ( )

Sustituyendo (4.4.2) en (4.4.1)) tenemos

s 2
KrpTkp = CZ < (nk aa]?k> > : (4.4.3)
J

=1

De la desigualdad de Cauchy — Buniakovski (Holder para p = q = 2) (ver [17],
pag. 41) se deduce:

N /M, \”
RipTkTp = CZ <77k 8§Ak> 7 (4.4.4)
j

Jj=1

que podemos reescribir como:

Tl > Zk ZEAL 445
= 02 (o o, / T \"og; 4

NG\
<”ka—sj> =0

<77kg—?;> = 1k, {Okj) -

Por lo tanto, la ecuacion (4.4.5)) se reescribe como

pero

Rty > ¢ Y (mig)? (4.4.6)
j=1
asi se tiene
Rrplktlp > g = Cll (4.4.7)
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4.5. Relacion de aproximacion de u° y u,

En esta seccion se dard una demostracion del orden de aproximaciéon de la solu-
cion exacta de la ecuacion (4.1.1]) a la solucion del problema homogeneizado .

Suponga que u,, N, y N,, son soluciones de los problemas (4.2.26)), (4.2.20) y
(4.2.34), respectivamente. Entonces, se tiene que u? dada por .4.2.35|i es solucion
del problema:

Loul — f(x) = er®(x,e), (4.5.1)
donde 7 (x, ) esta dado en términos de las potencias de ' y 2 de la ecuacién
(4.2.4)). Es decir,

ST(Q) (XJ 6) = 51 (£€Xu2 + £x£u2 + Exx“l) —+ €2£XXU2.

Por otro lado, si uy € C*(2), entonces, existe una constante C; > 0 independiente
de e (por teorema de Weierstrass) tal que:

r®(x,¢e)] <C; para x€ Q. (4.5.2)
Ademés tenemos
U(Q) lo0= U, a0 +eU1 a0 +€2U2 lon= cu1 [aq +€2u2 [oq - (453)

Considere una y = x(x) funcién infinitamente diferenciable tal que

Supp (x )C B:(09), x lao=1 y |x(x)| <1

Por lo tanto
X
6—

o, <(C), con x€Q, (4.5.4)

donde C'} es una constante positiva independiente de €.
Por otro lado, consideremos la funcion

0 0

ax(x.€) = 5, () [ea—%ml) e ) (15.5)

Bajo las hipétesis de x se observa claramente que

Supp(ax(x,¢)) C B:(09)

lak(x,e)] < K en €,

donde K es una constante independiente de €. También se puede observar que

lax(x, &)l , (@) = O(Ve). (4.5.6)
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Considere la funcion %(? (x, ) dada por
i®(x,) = u®(x,) — x(x) (eur(x,€) +*ua(x, €)) - (4.5.7)
Dado que x [so= 1, entonces se tiene que:

i® Too=0.

Por otro lado:

£ — f(x) = a%ﬁ {ﬁija%j (u? (%, €) = x(x) (eur(x, &) + uz(x, €)) }

_ (aik <,¢,§j 8;:)) - f(x)> (4.5.8)
)

€ a 2 8
" o, |:Kkj (58% (xu1) +¢ oz, (Xuz))] .

Teniendo en cuenta (4.5.1)) y (4.5.5), la (4.5.8)) se puede reescribir como:

6ak (X, 6)
8%

aak (X, E)

£oa® — f(x) = Lou® — f(x) - i
k

= er@(x,e) — (4.5.9)

Sustituyendo f(x) por el lado izquierdo de la ecuacion (4.1.1) y teniendo en
cuenta la linealidad del operador £¢, la ecuacion (4.5.9) se reescribe como:

0
£ (6 — ) = er®(x,¢) — dar(x, &) (4.5.10)
8xk
Por otra parte
(a® — u) Toa= 0. (4.5.11)
Por lo tanto, se tiene el problema:
- 8ak(x 6)
e (01?2 — we) = er® _ R ) 0
Le (@ u) = er®(x,e) 90, X€ (4.5.12)

(@® — uf) lga= 0.

Para dar una estimaciéon entre 4®) y u° en algtn espacio normado, se recurrira

al Teorema (ver Apéndice A. Seccion A.7) al problema (4.5.12) teniendo en
cuenta (4.5.2) y (4.5.6) se tiene:
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a2 - UEHWQ(Q) <C (||5r(2)(x, €)||L2(Q) + ||ar(x, 5)HL2(Q)>
< C (= P20 + KVE) (15.13)
<C (018 + K\/E)
S Kl\/g7

donde K; = C(C) + K). Teniendo en cuenta la ecuacion (4.5.7)) y posteriormente
aplicando la desigualdad (4.5.13) se puede obtener una aproximacion entre u® y u?
como sigue:

[ = |y ) = 15+ x(x) (2 + *u2) — vl
< (2 = a0 + XG0 (1 + e%02) [
< KiVe+ Cov/e
= Ky/e,

donde Ky = K; + (5. De forma analoga, haciendo uso de la desigualdad (4.5.14)) se

puede obtener una aproximacion entre ™" y v como sigue:

(4.5.14)

u® = [|u® = u® 4 @

_“8HW21(Q) _u8||W21(Q)

< H“(Q) - u5||W21(Q) + HU(Q) - “(1)HW21(Q)
< Kov/e + Cyy/e
= KS\/Ea

donde K3 = K5 + (5. Finalmente, se obtendra una aproximacion entre la solucion
exacta del problema u® y la solucién del problema homogeneizado wu,.

(4.5.15)

lto =l ey < llto = gy = Ilwto = u +u® = g
< H“(l) - “EHW21(9) + |Juo — u(1)||W21(Q)

< K3ve+ Cyy/e
= K4\/ga

(4.5.16)

donde Ky = K35+ C4.
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4.6. Formulacién del problema con coeficientes com-
plejas

En esta seccion, se abordara el problema - cuando los coeficientes
son complejos. De la ecuacion ([3.3.16)), se puede observar que los coeficientes pueden
representar en un medio dieléctrico las constantes dieléctricas relativas, ver [22].

Considere un potencial complejo dado por

ut = "+t (4.6.1)

Los coeficientes complejos del tensor en un medio bidimensional {2 estan dadas
por
154

e . e
Ky = G+ 105,

donde i? = —1 y j = 1,2. Las funciones reales a5y 55 definidas en €2, se suponen

continuamente diferenciables, rapidamente oscilantes y €Y —periddicas en la variable
y. Tales funciones son definidas como:

X

a5 (x) = ay (g> : (%) = B (;) para x € . (4.6.2)

Por otra parte, se suponen las condiciones de simetria para las funciones o5, 55
y la condicion de positividad de la matriz de coeficientes ;. Es decir;

oy =ap B =0 (4.6.3)

oy (x)aja; > kajay, (4.6.4)

donde £ > 0 ay,as) € R? vector arbitrario. Ahora, el problema dieléctrico com-
) ?
plejo puede ser escrito como un sistema real de ecuaciones diferenciales parciales
como a continuaciéon se indica.
Dado que k5, = o5, + 155, v u° = ¢©° + i1)°, entonces sustituyendo en la ecuacion
! It Jt Jb ?

(4.1.1]) se tiene:

o ( o\ 0 [, . . (0 o\ _
6xj (Hﬂ 81’1) N alL‘j ((ajl +Zﬁjl) (al‘l + 8$Z)) N

0 N\ he ,
. (O‘§17 - _]El) % + Z(Bj’la a§l> gi = f(x) + 0.
J ox; Ox;

Igualando parte real e imaginaria se obtiene:

aj (ae dp” . WE) ) (4.6.5)

ox; at 8xl at al’l
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y
0 0p° oy
— | 55— S— | =0. 4.6.6
Oz, ( 9z, i 8:61) ( )
Por lo tanto, la ecuacion (4.1.1) con x5, = a5, + i85 v u® = ¢° + i9)° es equivalente
al sistema
9 (( i —f > ou > (f(x)> , (4.6.7)
an —Fia T 8xl 0
donde
U® = Ci) .
De manera anéloga para la ecuacion con K% A if5, y ut = o i,
se tiene

ou . 0p° . OY*® . 0¢* . OY° ,
H ]lamlnﬂ = I[(ajla—:m— jla_xl) nj +i ( oz, T Y, ) =0 +40.
Aplicando linealidad del operador [-] e igualando parte real e imaginaria, se tienen
las ecuaciones:

(3 a € 8w6 1
Kaﬂ 83; B )n] =0 (4.6.8)
y
(e 09" 00\ T
( i Dy +aj ém) ”J_ =0. (4.6.9)

Las ecuaciones (4.6.8) v (4.6.9) se pueden reescribir en una sola ecuacion matricial

de la forma s
|K_%'% 7 ) o ﬂ _ (8) (4.6.10)
J

Por lo tanto, el problema ([4.1.2) - (£.1.4) con condicion de frontera homogénea lo
podemos escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales reales dado
por:

0 oue
— | AS =F Q\I* 4.6.11
o (455) =P en 2\T (4.0.11)
[U?] = 0951 sobre I, (4.6.12)
3 aUE 13
|[Ajla—xlnj:|] :02><1 sobre F, (4613)
(4.6.14)

U® =0 sobre 09,
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donde F' es la funcién 2-dimensional dada por

re = (167)),

0,1 es el vector cero en R?, Ajl es la matriz real simétrica definida positiva dada
por

A5 = (O‘jl _551) , (4.6.15)

gl 7 \ _pe  _ €
FAT
y finalmente O en la ecuacion (4.6.14)) representa una funciéon 2-dimensional cuyas

entradas son las funciones idénticamente cero en 0f2.
Por otro lado, si Ay;(€) es una matriz s x s 1-periddica suave a trozos, tal que

ai;(€) = aij' (€) = aiy,(€) = aji(€) (4.6.16)

aj (&) nixting > kit (4.6.17)

donde k£ es una constante positiva. El problema de Dirichlet para el sistema de
ecuaciones en teorfa de elasticidad se escribe como

0 x\ Ou
orx (A’“j (Z) a_xj) =fla) xeq (4.6.18)
u=0 x € 01,

donde u(x) y f(x) son funciones s-dimensionales, f(x) € C*(2), Q es un dominio
acotado en R*® y 0Q suficientemente suave. Las matrices A, satisface (4.6.16)) y
(4.6.17) (ver Apéndice A. Seccicion [A.§).

El problema describe el estado de deformacion de una muestra elastica
hecha de un material compuesto que ocupa el dominio 2 y estd sujeto a fuerzas
externas distribuidas con densidad f(x) (ver [13], pag. 138). La solucion del problema
(4.6.18) se entiende en el sentido generalizado (ver Apéndice A. Seccion [A.g).

De lo anterior se observa que los problemas (4.6.11)) con condiciénes (4.6.14)) esta
bien planteado como caso particular del problema general (4.6.18]).

4.7. Modelo de homogeneizacién usando notacién
matricial

Con el objetivo de obtener el problema homogeneizado de (4.6.11)) - (4.6.14), la
solucién exacta U® puede ser aproximada por la suma de los tres primeros términos
de la s.a.f dada por la ecuacion (4.2.35)) como sigue
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U (x) =U, (x,&) + el (x,€) + £2Us (x, €), (4.7.1)

donde U,, U; y U son funciones vectoriales y ademéas se suponen continuamente
diferenciables Y —periddicas. De manera analoga a la seccion (4.2)), sustituyendo

(4.7.1)) en la ecuacion (4.6.11)) y posteriormente agrupando los términos de potencias
de €, se tiene:

ﬁaU(Q) = 6_2££§UO + g1 (,ngUl + ,ngUo + »CxEUo)
+&° (EggUg -+ ngUl + Lngl + LU, — F(X)) (4.7.2)
+ 61 ([,ngz + ﬁngQ + ExxUl) + €2£xxU2
donde

2

9, 9,
Log= Z 8?0@- (Ajla_ﬁ) con «,f€{x,&}.

J,l=1

Igualando a cero los coeficientes de potencias no positivas de ¢ de la ecuacién

(4.7.2]) se obtienen los problemas:

e ?: LeeU, =0, (4.7.3)
el ££§U1 = —ﬁngo — Engo; (474)
e’ ﬁggUg = —ngUl — ,ngUl — LU, + F(X), (475)

donde x y & son las nuevas variables independientes. Por otro lado, para dar
solucion a los problemas (4.7.3) - (4.7.5) es necesario enunciar un problema mas
general cuya solucion se puede entender en el sentido fuerte o débil(generalizado),
tal como a continuacion se enuncia.

Sea A;; (&) (1,7 = 1,2,...,s) funciéon matricial de n x n, f; para k =0,1,2,...,s
funciones n-dimensionales donde A;; y fi son acotadas, medibles, Y —periodicos y

Ajj = Ag
Considere el sistema de ecuaciones en R™
0 x\ Ou 0
— (A (Z) == ) = — ) 4.7.
o (45 (%) 3) = 1€ + ) (476

Silos coeficientes A;j, f, ¥ fr son funciones suaves, entonces una solucion Y —periodica
de (4.7.6]) es llamada solucion fuerte de (4.7.6)).

A partir de la ecuacion (4.7.6) podemos obtener la formulacion débil de sistema,
como a continuacion se deduce:

Sea ¢ = ¢ (&) funcion vectorial Y —periddica y continuamente diferenciable, en-
tonces se tiene:
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2 ou @ i ?%
agl ( ]la£l7¢> ( 318&7 a@) + <8€J (A]la§l> 7¢) ) (477)

donde los paréntesis (-,-) denotan el producto escalar en R™. Sustituyendo la
ecuacion (£.7.6) en (4.7.7) y aplicando la linealidad de la funcién producto escalar,

se obtiene
0 ou 0¢ O f
o (igg0) = (g g ) + Um0+ (560)

. Ou 09 0 I
(A]laé-l agj) +(f07¢)+a_€k(fk7¢) (fk’a 5 )

por lo tanto:

9 (4 _ (g 0u 99 ¢
8€ ( jlag 7¢) fk (fk7¢) - (Ajl8£l7 3@) + (fo,¢) (fk, 8£k) (478)

Ahora, integrando la ecuacion (4.7.8) sobre la celda periddica Y, se tiene:

. Ou 0¢ B B %
[ (g e )te= [ Gnorie~ [ (hgl)ae o

para cada funcion ¢ = ¢ (§), Y —periddica y continuamente diferenciable.

Observe que si existe u € W7 (Y) tal que satisfaga (4.7.9) para cada funcion
¢ € D(Y) Y —periodica, entonces u es solucion generalizada del problema
sujeta a condicion de frontera homogénea (ver Apéndice A. Seccion .

Por otro lado, para garantizar la existencia de la solucion U;(i = 0,1,2) de los
problemas (4.7.3) - (4.7.5) se recurre al siguiente teorema cuya demostracion se
puede ver en [13], pag. 346.

Teorema 4.1 Suponga que se tiene

_OU oU U oU
<(Aﬂa—@’ a—@)> > ’“<(6_5j’ a—@)> ’ (4.7.10)

con k > 0, para cada U(€) € W} (Y). En este caso el sistema (4.7.6) tiene solucion
débil si y solo si

(fo(€)) =0. (4.7.11)

Ademaés, la solucion es tnica, salvo un vector constante aditivo. Es decir:
U(€)="U, () +C, (4.7.12)

donde U, es solucion Y —periddica del sistema (4.7.6) de promedio nulo en Y, es
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decir:
(U,) = 0. (4.7.13)

Por otro lado, debido a que A% es matriz 2 x 2 definida positiva y simétrica,
entonces la desigualdad se satisface, dado que es caso particular del sistema
5 x 5 que se aborda en [16], cuya demostramocion se encuentra en [16] Apéndice. A.

Aplicando el Teorema a la ecuacion , donde se observa que F, =0, y
por lo tanto, cumple la condicién necesaria y suficiente (4.7.11]), asi existe solucion
U, independiente de la variable rapida &, es decir:

U, = U,(x). (4.7.14)

Por lo tanto, se puede escribir como:

U,(x) = (Z‘;g;) . (4.7.15)

Considerando la ecuacion (4.7.14) en (4.7.4), se tiene:

045 00,
8fj 81’[ .

LeeUy = —LeU, = — (4.7.16)

Ahora, tomando
045 0U,

0 O

y aplicando condicion necesaria y suficiente, se tiene

. (()Ajl 8U0 _ 8/1;, 8UO B
(F, (&) = —< o > - —< o’ > 50 =0 (4.7.17)

De tal manera, existe solucion Y —periodica U; (x, &) del problema (4.7.4)) y aplican-
do el método de separacion de variables, podemos suponer a U; como

FO(E):

s (x,€) = N, (€) 52, (4.7.18)

con N, matriz 2 x 2 Y —periodica. Més explicitamente:

~(wi(&) g7(§)
Nq“)‘(ms) fq(£)>'

Por otra parte, sustituyendo la ecuacion (4.7.18) en (4.7.16)) se tiene:

8 3 aNq (E) an aA;l (6) an o
a—gj(Aﬂ € ) R

Cambiando el indice [ por g en el segundo sumando del lado derecho de la ecuacion

0. (4.7.19)
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(4.7.19) se observa que N, (&) tiene que ser solucion Y —periodica de la ecuacion

- (Aﬂ © S 1 a5, (g)) —0, en Y\T (4.7.20)

El problema local (4.7.20) tiene solucion tnica Y —periddica, dado que los pro-
blemas:

O (1o o ON,(€ ]
% <Ajl (€) aqf el 4+ 45, ¢ elT) =0, en Y (4.7.21)
’ 0 ON, (&)
2 (407w @) =0 v )
cumplen la condicion necesaria y suficiente del Teorema tomando
a £
FO = _a_fjqu (E) etlr
para la ecuacion (4.7.21)) y
a g
Fo = —a—é_JA]q (E) eg

para (4.7.22). Aqui e, y e, son los vectores canénicos de R%. La unicidad se garantiza
por medio de las condiciones:

(Ng(©)el)=0 vy (N;(&)e;)=0,

dado que N, (&) e] y N, (&) el existen salvo un vector constante aditivo.
Aplicando la condicién de continuidad (4.6.12)) a la ecuacién (4.7.18]), se tiene

[0 €)] = [N, (€] ?;Zlo — 0 sobre T, (4.7.23)
de donde se obtiene
[N, (€)] = 0252 sobre T. (4.7.24)

Sustituyendo (4.7.18]) en la condicion (4.6.13)), se obtiene:
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. OU° .
HAjl e njﬂ = _Aﬂa (Up + €Uy + €°Us) n H

- o, _oU, . OU,
= _Ajla_xlnj:u + € |:|:Ajla_xlnj:|] +€2 |:|:Ajla_xlnj:|]

_ [ 4< 9 . (OUy | 0U;
= _Aﬂ@xlnjﬂ HA (8xl +e 8&)71}]

ou, oU-
- (AE 7, + A a£1>njﬂ +O(e).

(4.7.25)

Ahora sustituyendo (4.7.18) en (4.7.25)) se obtiene

JOUS T T e U . ON,OU,
2] - [(52s 259Y ) o qazam

Tomando [ = g en el primer sumando dentro de los paréntesis del lado derecho

de (4.7.26) se obtiene finalmente que

|KA;, (€) aj\ggfg) +AS, (5)) njﬂ — 0y, sobre T (4.7.27)

De las ecuaciones (4.7.20), (4.7.24) y (4.7.27) resulta que N, (&) es solucion de
los problemas locales:

Gafj (AE €3 ON. afz —|—A5 5)) = 09y2, en Y \T, (4.7.28)
Ny(&)] = 0252, sobre T, (4.7.29)
H(Ajl &) 8]2656 + A3, ( ) = 09y, sobre T, (4.7.30)
N, (€)) = 0242, (4.7.31)

donde 05,9 denota la matriz cero de 2 x 2.

Por otro lado, aplicando la cond1c1on necesaria y suficiente del Teorema [4.1] al
lado derecho de la ecuaciéon , se tiene:
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<££xU1 + ,ngUl + Exon> — F(X) = <£§XU1> + <£X§U1> + <£xon> — F(X)
= <£X§U1> + <£xon> — F(X)

/0N, 8%, .\ 0%,
B <Aﬂ o€ > dx;0z, +{43) dx;0r, Fx).
(4.7.32)

Tomando j = p y [ = ¢ en el segundo sumando del lado derecho en (4.7.32)), se
obtiene

oN, (&)\ 0°U,
Lex Uy + LyeUr + Lo U,) = ( AS As, —1 . 4.7.33
< 3 1+ £Vl + > < Pq (E) + pl 8& axpaxq ( )
Por lo tanto, U° debe ser solucion del problema homogeneizado:
~  Q?U°
Ay——=F Q
P 0,01, (x), en £, (4.7.34)
U° =0 sobre 01,

donde la matriz efectiva gpq viene dada por:

o~

Ay = (i 0+ 4,258 (47.35)

9






Capitulo 5

Coeficientes efectivos de compuestos
periodicos fibrosos con arreglo
hexagonal

En este capitulo consideramos un compuesto fibroso bifasico consistente de cilin-
dros circulares idénticos (fibras) rodeados por otro material (matriz). Ambos mate-
riales son homogéneos. Las fibras estan orientadas de forma paralela al eje x3 y estén
distribuidas de forma periddica siguiendo un arreglo hexagonal, como se muestra en
la Figura Se asume que existen condiciones de contacto perfecto en las superfi-
cies ['* entre las fibras y la matriz.

Por otra parte, se resolveran los problemas locales implicitos en las ecuaciones
(4.7.28) - (4.7.31) para el caso isétropo por medio de coeficientes indeterminados,
que seran hallados como solucién de ciertos sistemas cuadraticos lineales que, a
su vez, cada sistema lineal cuadratico es un truncamientos sucesivos de un cierto
sistema lineal infinito. También se daran expresiones explicitas de las entradas de la
matriz efectiva, ecuacion (4.7.35))(coeficientes efectivos), bajo ciertas condiciones de
regularidad.

5.1. Forma explicita de los coeficientes efectivos y
problemas locales

A partir del problema homogeneizado (4.7.34]) y la ecuacion de coeficientes efec-
tivos (4.7.35)) es posible obtener una forma explicita del problema homogeneizado
como a continuacion se indica. Dado que la matriz efectiva viene dada por

A - % — Brq
Pq e
—Bpa —0ipq

49
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aZUo B 82900 aZwo T
Or,0r, \0z,0z," 0r,07,)

de donde se tiene

Orai = Ot =0 en £ 65.1)
_qusppq - O‘pqubpq =0 en Qa
donde
©’(x) =up1(x) v Y°(x) = upe(x), sobre €. (5.1.2)

Por otra parte, de la matriz efectiva ecuacion (4.7.35)), los coeficientes efectivos
vienen dados por:

Qpg = <apq + 0 — Bpj 8y3> (5.1.3)
Gy = <a +ﬁmggq + pjg§q> (5.1.4)
Bog = <qu - ozpj a 5 + Bpj gi (5.1.5)
Brg <6pq + Bpj 0, u + gcq> (5.1.6)

donde w?, 7, g? y £ son las entradas de la matriz solucion N, de la ecuacion
([4.7.28). Por otro lado, el problema (1.7.28) - (£.7.31)) se dividird en dos problemas
locales L{ y L3 como sigue:

De la ecuacion (4.7.28), igualando las respectivas entradas de las matrices, se
tienen las siguientes ecuaciones:

(‘%k (akq N akpg_i _ %g_z:) —0, en Y\T (5.1.7)
6iyk <gkq + 5,€p$ + akpy) ~0, en Y\, (5.1.8)
aiyk (ﬁkq kpg kagi) =0, en Y\T, (5.1.9)
aiyk <akq + ﬁkpg—zp + akpg—jz) —0, en Y\T. (5.1.10)

De manera anéloga, de la ecuacion (4.7.29) se tienen cuatro condiciones de con-
tacto para las funciones w9, (7, g7 y £ dadas por:
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[wi(y)] =0, sobre T, (5.1.11)
[¢*(y)] =0, sobre T, (5.1.12)
[9°(y)] =0, sobre T, (5.1.13)
[€9(y)] =0, sobre T. (5.1.14)

También la ecuacion matricial (4.7.30]) nos arroja las siguientes condiciones de

contacto dadas por:

H(akq + akp a 5kp ay ) ne|| = Oa
p i

[ 8wq &
_(ﬁ +6kp8 +O-/kpa ) nk- :Oa
[ agq o0&l ]
Brq — + 5 ) ng|| =0,
( kq — kpa kpayp k:-
_ a q 85‘] :
Qg -+ Oékpa + Oékpa Nkl = O,

sobre I,

sobre T,

sobre T,

sobre T

(5.1.15)
(5.1.16)
(5.1.17)

(5.1.18)

Finalmente, de la ecuacion de promedio sobre la celda periodica (4.7.31)), se

tienen las condiciones:

5.1.19
5.1.20
5.1.21

(
(
(
(5.1.22

)
)
)
)

De las ecuaciones (5.1.7)),(5.1.8),(5.1.11)),(5.1.12)),(5.1.15),(5.1.16}),(5.1.19) y

(5.1.20) se tiene el problema

Problema L{ : Hallar w?, (7 funciones Y —periodicas tal que:

0 ow? o¢?
T (akq + akpa_ - kaa_) =0,
0 < ow! o¢?

8 5kq+5kpa +akpa
[ (y )]]—0 [¢( )]]

|[<akq+akpgwq 6k:pa ) ﬂ

0,

en Y \T,

en Y \T,

sobre T,

sobre I,

(5.1.23)

(5.1.24)
(5.1.25)

(5.1.26)
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H(ﬁqurﬁkpg ! +akpgcq) nkﬂ =0, sobre T, (5.1.27)
(Wi(y) =0, (¢"(y))=0. (5.1.28)

Una vez resuelto el problema L, es posible determinar los coeficientes efectivos
dados por las ecuaciones (5.1.3) y (5.1.6). De manera analoga al problema L, de

las ecuaciones (5.1.9)),(5.1.10}),(5.1.13)),(5.1.14)),(5.1.17)),(5.1.18)),(5.1.21)) ¥ (5.1.22)) se
tiene el problema

Problema L] : Hallar g7, {7 funciones Y —periodicas tal que:

8(?/ (ﬂkq akpg +ka8€q) 0, en Y\T, (5.1.29)

a(zk (akq+ﬂkpg g +akpg€q) =0, en Y\T, (5.1.30)

[g* ( )]] =0, [£%y)]=0, sobre T, (5.1.31)

|:|:( Oékpa —I— ﬂkpa ) nkﬂ = sobre F, (5132)
|[(oqu+5kpggq + kpg£q> kﬂ = sobre T, (5.1.33)
(g/(y)) =0, ('(y)) = (5.1.34)

Una vez resuelto el problema LI, es posible determinar los coeficientes efectivos
dados por las ecuaciones (5.1.4) y (5.1.5]).

Observacion 5.1 Los problemas L1, Li y las relaciones de los coeficientes efectivos
son equivalentes.

Prueba: Tomemos la transformaciéon dada por:

wi = &9,
5.1.35
{Cq _a (5.1.35)

Las expresiones del lado izquierdo de las ecuaciones ([5.1.23)) - ((5.1.28)) del problema
L{ bajo la transformacion (5.1.35) resulta:

0 Ow? o4 0 & 0g?
I <Oékq + Qg 9, Bip (9yp> B <Oékq + gy oy, + Bip 3yp) ) (5.1.36)
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9 3@ 9 £q 0"

[wiy)] =[§"(y)], K" =-19"¥)I, (5.1.38)

w1 01 BRI a4
|[<Oékq + Oékp% - /ka%) nkﬂ = |:|:(Oékq + Oékp£ + 5]@%) nk:|:| s (5139)
p p p p

|:|:(qu + /kag ! + Oékpgcq) nk:ﬂ = H(ﬁkq + /kag_iz - Cl{kpg—g:) nk:ﬂ (5140)

Wiy)) = (€"(y)), (y) = —{g"(¥)- (5.1.41)

Se observa que el lado derecho de las expresiones (5.1.36]) - (5.1.41)) corresponden a
las expresiones del lado izquierdo del problema L2 salvo multiplicacion por signo,
de donde se tiene que los problemas L y L2 son equivalentes. Analogamente, las
expresiones de los coeficientes efectivos, ecuaciones (5.1.3)) y (5.1.6)), se tiene:

~ w1 oC? o0& dg1?
Qpg = <O‘pq + apjﬁ_y- - 6pj8_y-> = <apq + apja_y + Bpja_y-> ) (5.1.42)

b j j b

~ 8§ 85(1 09‘7
ﬂ <5pq + ﬁp] a + Qpj a > = <5pq + ﬂpja_y - Oépja—y> ; (5143)

j j

que corresponden a las expresiones de los coeficientes efectivos dados por las ecua-
ciones (5.1.4) y (5.1.6).

0

5.2. Problemas locales y coeficientes efectivos. Caso
is6tropo
En el problema local L los coeficientes efectivos dados por las ecuaciones

y (5.1.5) serd considerado el caso de dos componentes isotropicas. Es decir, se con-
sidera,

Ok = @0k (5.2.1)



54 CAPITULO 5

con «, [ constantes dadas y d;; denota la delta de Kronecker. Sustituyendo ([5.2.1)
en las ecuaciones ((5.1.29)) y (5.1.30)) se obtiene

2. 921 2, 92¢t
a(Z aygg>_ﬂ(z ai%) =0 (5.2.2)

p=1 p=1

2 82 q 2 82 q
8 (Z a;) +a (Z 852) — 0. (5.2.3)

Las ecuaciones (5.2.2)) y (5.2.3]) se pueden reescribir como:

alAg? — BAET =0 (5.2.4)
y
BAG? + AT = 0, (5.2.5)
donde A = 68—22 + 5—22. Si ademaés se tiene que o + 32 # 0, entonces resolviendo
Y1 Y
el sistema (5.2.4)) - (5.2.5]) se obtiene:
Ag?=0, en Y\T (5.2.6)
y
A& =0, en Y\T. (5.2.7)
Sustituyendo (5.2.1)) en la ecuacion (5.1.32)) tenemos
g1 8gq) ﬂ
— —a=— | nx| = —[B]n,, sobre T. 5.2.8
IK Oyp Oy Blms 5:28)
De manera analoga, sustituyendo (5.2.1)) en la ecuacion (5.1.33)) del problema L2
se tienen: ot B0t
g
a— +B—) nk]| = —[a] ng, sobre I 5.2.9
|K Oyp Oy ledn, (529

Por lo tanto, bajo la condicion (5.2.1) el problema LI se transforma en el pro-
blema I? que se escribe como:

Problema I? : Hallar g%(y1, y2) v £%(y1, y2) tal que:

Ag?=0, A =0, en Y\I (5.2.10)

[9°(y)] =0, [¢(y)] =0, sobre T, (5.2.11)

ﬂ(ag—i + ﬁg—‘zq) npﬂ = — [a] ny, sobre T, (5.2.12)

p
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{K g_i ) ﬂ: [8] ng, sobre T, (5.2.13)
') =0, = (5.2.14)

Ademaés, las relaciones de los coeficientes efectivos, ecuaciones (5.1.4) y (5.1.5)
se pueden reescribir en la forma:

Qpg = <a5pq + 3 yq + ag_§q> (5.2.15)
By = <ﬁépq _ o9 + 5g§q> (5.2.16)

para p = j. Mas atn, si p # j, entonces

Qpg = (@)0pg = 0,
para p # ¢. De forma analoga, qu = 0, para p # j y p # q; por otro lado, si
las hipotesis del teorema de Green se satisfacen, entonces se deducen las siguientes
expresiones:

e Casol: p=qg=1.

De la ecuaciéon se tiene
s = (ot 950 +ag ) = @ (350 )+ ()
11 <a Ié] o0 6?/1 (o) +(p o «a o

8§1>
= S — ) dyyd — — | dy1d
(@) + |Y|/y<ﬁay1> Y1aY2 + |Y|/Y(a8y1 y1dys

1 X 1 1 ) 1 )
= () + — dys — — + — ol dys — — aé'd
O] L, 20 W 1 L, Pt g ), 08 Ty ), 08 e
B _ @ o) — o)
= (o) —%/Qldw—(T/fldyz
I T
(@)
-1 oo b .
(5.2.17)

donde [f] = fU = @, (f) = — (fUVi| + fON]) y [V] = V1] + [ V2.

!Y!
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e Caso 2: p=q=1.

De la ecuacion (j5.2.16|) se tiene

e e ) = —<a—g1> <8—€1>
o <ﬂ +68y1 & Oé@zn * ﬁﬁyl

= dy;dys, + — /( )d d
|Y|/< 8y1> Yy1ay2 |Y\ Em Yy1ay2

1 1
= (B ag'dys + — | ag'dy+ — | BE'dy Be dy
&)y, o, 29 e v o, 29T [ O ey [ OE
- () —a®) [ 8O —g@)
—<ﬁ>+T/9 dyz—T/Ffdyz
- [[6]]/ »
(5.2.18)

De forma analoga al caso 1 y 2 se pueden obtener expresiones para Qs y 322 a
partir de las ecuaciones (5.2.15) y (5.2.16)), para obtener:

e Caso 3: p=q=2.
De la ecuacion (5.2.15]) se obtiene

_ 1 [ .
oo — |Y| /f d U1 + m dyl, (5219)

e Casod: p=¢q=2.

De la ecuacién (5.2.16[) se obtiene

> L 1A
Bag = !Y!/€2 ‘Y‘ Zdyl. (5.2.20)

5.3. Solucién del problema local /¢ para ¢ = 1.

Con el objetivo de resolver el problema I?, consideramos una red de hexagonos
con inclusiones circulares de radio R > 0, tal como se observa en Figura

Particularmente se buscan funciones doblemente periédicas de la variable com-
pleja z = y; + iy, definidas en la celda periddica Y, armonicas, con condiciones en
la interfaz y las condiciones de promedio nulo sobre la celda periodica Y. Para este
caso, los periodos estidn dados por w; = \/Lg y Wy = \/Lge%i.
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Con el objetivo de resolver el problema I' se propone una solucién como:
gi(2) :%{aiz—kgai%}, (5.3.1)
£(2) = %{biz—l—?jb,ﬁ%}, (5.3.2)
ga(2) =R {OOZ ciz’“} , (5.3.3)
2(2) =R {OOZ dizk} : (5.3.4)

donde ag, b}, c; ¥ d}, son coeficientes indeterminados reales, % {2} indica la parte
real del nimero complejo z, ¢ es la funcion quasi - periodica de Weierstrass (ver
Apéndice B. Secci()n, ¢¥) denota la k—ésima derivada y el superindice © denota
que la suma corre sobre los nlimeros impares.

En la ecuaciones (5.3.1)) y (5.3.2)) los coeficientes a® y b! vienen dados por:

R L (5.3.5)

a o
? w1 w1

donde 7; = ¢ (w;) para j = 1,2 (quasi - periodos basicos de () y ademés satisface
propiedad de Legendre (ver Apéndice B. Propiedad [B.2)). La expansion en serie de
Laurent de gi, &6, g v €} vienen dadas por:

gi(z) =R {Z (ajz7" — Allzl)} : (5.3.6)

=1

1(z) =R {Z (bjz~" = B}zl)} : (5.3.7)

=1

9(z) =R {Z Cizk} : (5.3.8)

k=1

&(2) =R {Z d;iz’“} , (5.3.9)
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donde
Z’fa m v Bl = Zkbwkl, (5.3.10)
con 5
m —7; sioktl=2,
1
Mt =\ (k+1-1 (5.3.11)
Lj?ﬁ—l&w,sik+l>z

(ver Apéndice B. Secciéon [B.3) y S; es la suma reticular de periodos definida por

1
Sker =Y e (5.3.12)

0 (muwy + nws

(ver Apéndice C. Seccion [C.1)). Por otra parte, teniendo en cuenta la parametrizacion
de la interfaz
['=Re® con 0<6<2r, (5.3.13)

y sustituyendo en las ecuaciones (5.3.6) y (5.3.8) se tiene:

8

o

=R {g (ajz7" = Allzl)} = (a; R7" — Al R") cos(0l) (5.3.14)

=1 =1

y
=R {Z c,lgzk} = Z c} R'cos(01). (5.3.15)
k=1 =1
De manera analoga para las ecuaciones (5.3.7)) y (5.3.9) se tiene:
{Z (="' — B2 } =Y (iR — B!R') cos(0]) (5.3.16)
=1 =1
=R {Z d,lfzk} = Z di R'cos(01). (5.3.17)
k=1 I=1
Dado que

[9l =95 —91 =0, en T

entonces se cumple que

Z c; R'cos(01) Z (af R7" — Al R") cos(0l) = 0, (5.3.18)

=1
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de donde se tiene
(R —a/R7"+ A/ R") cos(0l) = (5.3.19)
1=1
Por lo tanto, se tiene el sistema infinito
a/R7'— AR'=¢/R', vparacada [=1,3,.. (5.3.20)
De manera analoga para &, dado que
[(]=&-& =0 en T
se tiene el sistema infinito:
bR~ B/R' =d/R', paracada [=1,3,.. (5.3.21)
De las ecuaciones ((5.3.20)) y (5.3.21) se tienen los sistemas:
{Q}R_l — AlR'=c!R', para cada I, (5.3.22)

Por otra parte, las ecuaciones ((5.2.12)) y (5.2.13]) del problema I? para ¢ = 1 se

pueden reescribir méas explicitamente como:

1 1

8 Yp a Yp Yy Yy

<5<1>3_511 _ a(l)%) 0, — (ﬁ 296 _ a<2>a_95) ny = — (8 = B) ny.

oYy oYy Oyp Yy

Por otro lado, se tiene que:

& =R{F),} =n,, donde F}, =n,+ iu,,
=R{F}4}=1U,, donde F} =U,+1iV,

gi =RIEL =7, donde EF} =, + i,

gy =R =U, donde E2 =1U,+iV,,

(5.3.24)

(5.3.25)

(5.3.26)

donde F},, F2, F} v F2 se suponen funciones de variable compleja y analiticas y

por lo tanto se satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann dadas por:
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8”0 B 8Uo 8U0 o 8‘/:)
oy, ys oy s
(5.3.27)
on, _8u0 ou, _6Vo
0y oy 0y o
y - .
on, B ou, ou, B av,
Oy 0y o ya
(5.3.28)
on, _(‘3&0 ou, ov,
0yo oy oy Oy
Dado que
1(0) = Reos(9), (5.3.29)
y2(0) = Rsen(6),

y ademas n, y u, dependen de y; y y2, entonces derivando respecto a 6, teniendo
en cuenta la regla de la cadena, se obtienen las ecuaciones:

on, on,  1dn,

0 Oy R dO’
853) gﬁ 1 du, (5.3.30)

oy dys R dO
Teniendo en cuenta las ecuaciones en ([5.3.27)), el sistema (5.3.30)) se reescribe

como:
! ocl 1dn
.2 S ) S
n28 1 +n18y2 R df ’ (5 3 31)
o0&} o0&t 1 du, "
n—— +nNo— = ———.
ayl (9y2 R do
Resolviendo el sistema (}5.3.31f) para g—i y g—i se obtiene:
& 1 du, dn,
s S B —" 5.3.32
ay, . R\'de " as (5:3:32)
' o& 1 d d
1 Up No
= == : 5.3.33
o R (”2 a0 " g ) (53.33)

De forma analoga para n, y 4, derivando respecto a 6, se tiene el sistema:
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N on, . on, 1dn,
— 12 1 = 5 35
df
A (5:3.31)
_n28y1 +n18y2 N }_% de .

Teniendo en cuenta las ecuaciones de (5.3.28]) en el sistema (5.3.34)) se reescribe

Ccomo:

Resolviendo el sistema

dgi dg;  1dn,
"oy "oy Rdb
layl 28y2_Rd0
0.3.35|) para g—ﬁ y g—fji se obtiene:
Ogf _ _1(, di, _ di,
oy R\ "do P do
gl 1 4o it
oy, R\ 2do " tdo )

(5.3.35)

(5.3.36)

(5.3.37)

De la misma forma, podemos obtener expresiones para las derivadas parciales de
&1y g2 respecto a y; y y» teniendo en cuenta la regla de la cadena y las ecuaciones
de Cauchy - Riemann dadas en (5.3.27)) y (5.3.28)). De aqui se obtienen los grupos

de soluciones:

08 _ _
oy

o0& _ 1
8y2 R
995 _
oy

99 _ 1
8y2 R

1/ v, du,
R\ a9 "™ a9 )
Vo . dUo
"2 T Mg )

1( dv,  d0,
r\™"a0 "™ |
d_‘Z) + dUO
"2y T e )

(5.3.38)

(5.3.39)

(5.3.40)

(5.3.41)

Por otra parte, recordemos que en las ecuaciones ({5.3.23)) y
p (para p = 1,2). Sustituyendo las ecuaciones ([5.3.32)), (5.3.33

5.3.24)) es suma sobre

. (.3.36), 5.3.37) v

(5.3.38) - (5.3.41) en (5.3.23) v (5.3.24)) se tiene:




62 CAPITULO 5

a®du, BYda, o?@dv, B4V,
- Zro K FHo = %Yo P Fro (. (1) _ (2) 349
Rd T R4 R A R 0 (o = a®)m, (5342)

(1) 1) g5 (2) (2) |/
B du, oDda, APdV, a dVo:_(ﬁm_ B2 . (5.3.43)

Rd R A R 40 R 0

Multiplicando las ecuaciones ((5.3.42) y (5.3.43)) por Ry posteriormente integran-
do respecto a 6, se obtiene:

aWu, + Wi, — PV, - AV, = — (Oé(l) - 04(2)) 3(2) (5.3.44)

By, — Wi, — BAV, + @V, = — (3D — g@) S(2). (5.3.45)

De las ecuaciones en (5.3.25)), (5.3.26) y la expansion en serie de Laurent de g1,

&1, 93 v & ecuaciones (5.3.6) - (5.3.9), se obtiene:

8

o

u, =S {Fy} =S { (bllz_l — Bllzl)}

o (5.3.46)
= (=b/R™" — B R") sen(0l),
=1
U, = & {F&l} =3 { (allz_l — Allzl)}
N (5.3.47)

= (—a;R™" — A} R") sen(01),

V,=S{F3} =9 {Z d}z’} = dR'sen(01) (5.3.48)
=1

=1

o F2 | 1l 1pl
VO—%{FM} —%{lzlclz } —lzlcleen(Hl). (5.3.49)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (5.3.46]) - (5.3.49)) en las ecuaciones (5.3.44))
y (.3.45) e igualando los coeficientes de las series que multiplican a sen(0l), se
obtienen los sistemas infinitos:
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(a(l) + a(z)) bR +[a] B'R' + (5(1) + 5@ ) af R+ [B] A} R = [o] RSy (5.3.50)
y
(ﬁ(l) + 3@ ) bR~ +[8] BIR - ( ) 4 a(Q)) ajR7'—[a] AfR" = [B] R'6y. (5.3.51)

Multiplicando (5.3.50) y (5.3.51)) por

1
O_/(l) —+ a(z)

e introduciendo las siguientes notaciones

~d] . Y+ 3 I
Xa = Oé(l) + 04(2), Xﬁa - Oé(l) + 04(2) y Xﬁa - Oé(l) + 04(2)7 (5352)
se tiene:
bR + XaBlR' + x},a0] R + X5, Al R = Xo R'6y (5.3.53)
y

XFabl B!+ X5.BI R — a] R — xo A|R' = x5, R'0u. (5.3.54)

Si consideramos los cambios

AlRl /b\lRl

al = & 12 (5.3.55)

&t pl— -t
vi BT
en las ecuaciones (5.3.53)) y (5.3.54)) teniendo en cuenta los coeficientes A} y B}

de la ecuacion (5.3.10)), se obtiene:

bR+ Xa B R+ Xjo0] R+ X5, A1 R
bl <2 GLRk
=B + Yo (Zk u sz) VIR + x5, a; + X3a (Zk f/E z) VIR

B (z mn,zlzzkﬂ) A (Z mainéﬂ%’“”)
k=1 k=1

= Xa\/ZRl(Su,

(5.3.56)

y
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Xhabl B!+ X5.BI R — a] R — X A R

by R* _ ~ a4 R
= X,Babl + Xga (Zk NG kl) VIR —a} — (Zk Sl TIM) VIR
=t (5.3.57)
= Xga/l;ll + Xga (Z klbknkleJrl) — ] — Xa (Z \/HailgﬁliszH)
k=1 k=1

::XEaVﬁf#5U~

Finalmente de (5.3.56]) y (5.3.57)) se obtienen los sistemas infinitos dados por:

/b\zl + Xa (Z klbknkle+l> + Xﬁaal + X3a (Z Vikla nsz’“”) VIR = x,VIR'Sy,

k=1 k=1

y
bl + X5 (Z @nil3k+l> ~ G} — Xa (Z mﬁiniﬂ’““) = Xpa VIR0,
k=1 k=1

que en conjunto son equivalentes al sistema infinito:

(5.3.58)

X + X5, W I+ W' A e
(I +xaW") X I+ x5.W') \ B vz

donde T denota la matriz identidad infinita,

XO&R X/EQR
0 |, v?=| O
21 R?
WRP="" k4l=2
W11 wﬂ§

S VEIL R k41> 2,
k=1

De los coeficientes 7}, ecuacion (5.3.11]), se observa que
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ny =mn, paracada kI, (5.3.59)

por lo tanto, la matriz infinita W' es simétrica. Mas explicitamente se escribe
como:

21 R?
\/§ \/§77§ 1 R \/gné 1 RS

V3nisR' 3nsRY V5303 RS
VAL RS \3VERLR®  splRO ... |- (5.3.60)

Wl

Observacion 5.2 Note que si el sistema infinito es truncado para el orden
k=1=2n,—1, con n, € N. En este caso, se transforma en un sistema lineal
cuadrado de 2n, X 2n,.

5.4. Calculo de coeficientes efectivos para ¢ = 1.

En esta seccion se daran formulas explicitas de los coeficientes efectivos dados
por las ecuaciones (5.2.17)) y (5.2.18) como se muestra a continuacion.
El primer sumando del lado derecho de la ecuaciéon (5.2.17)) es dado por:

1 1
(a) = V] (aMY1] + a?|yy|) = V] (a® (Y| = 7R?) + nR*a®)
TR qy TR (541)
=« av + o
Y] Y]

Por otro lado, el segundo y tercer sumando de (5.2.17) vienen dados por:

[o] 1
— m/rf dyo (5.4.2)

_ % Fgldyz_ (5.4.3)

Con el objetivo de calcular las integrales (5.4.2)) y (5.4.3)) se sabe que:

['= (y1(0),42(0)) = (Rcos(0), Rsen(h)),

entonces

dy, = —Rsen(0)d (5.4.4)
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dys = Rcos(0)d6. (5.4.5)
Sustituyendo (5.3.16) y (5.4.5)) en (5.4.2) se obtiene:

B E[;]f /fl _ E[;f]‘] (; bR — B Rl) cos(@l)) cos(0)RdO.  (5.4.6)

Ahora, dado que

o i (=1
/ cos(01)cos(0)df = o S?
0 0, sil>2,

entonces, la integral (5.4.6)) se transforma en

[o] 1 __WR[[O‘]] 1p-1_ plpl
’Y’/gdyQ_ v (yR~' — B{R"). (5.4.7)

De forma analoga, sustituyendo ([5.3.14)) y (5.4.5)) en (5.4.3)) se obtiene

F@% g dy, = % 0 i (Z (a;R7'— AR cos(@l)) cos(0)RdO.  (5.4.8)

Entonces la segunda integral de (5.4.2]) se reescribe como:

m RIS
71 e ? e ==

Ahora sumando las ecuaciones (5.4.1), (5.4.7) v (5.4.9) se obtiene:

(a;R™' — AIR"). (5.4.9)

all _ Oé [[Oé]] /f d [[B]] 1dy2

!Y! Y1)
7 R? R[]
_ ) _ oW a® _ 1p—1 1 pl
=« + — bR~ — BTR
e v )
_ ”?Y[[f]] (aiR™ — A{R") (5.4.10)

TR? TR? m

‘Y‘ ([l BIR+ [8] ALR)
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Por otro lado, de la ecuacion (5.3.50) para [ = 1 se tiene:

[a] BIR+ [B] AiR = [a] R — (V) + a®) iR~ — (BW + BP) a1 R7Y. (5.4.11)

Finalmente, sustituyendo la ecuacion (5.4.11)) en el dltimo sumando de la ecua-
cion (5.4.10) y teniendo en cuenta que [a] = a!) —a® se tiene que el coeficiente
efectivo q; se escribe como:

2m
V]

Ahora de manera anéloga al calculo para el coeficiente @; se obtendra la ex-
presion para el coeficiente ;7. El primer sumando del lado derecho de la ecuacion

(5.2.18)) esta dado por:

(aWag + gWby) . (5.4.12)

Ay =o'l —

1

(8) = 5y (BVMil + BOMA) = 1o (8 (V] = )+ wR75)
(5.4.13)
_ ) TR gy TR
P e

Por otro lado, el segundo y tercer sumando de (5.2.18]) vienen dados por:

(0]
% [ (5.4.14)

] Ry
7 /Fg dys. (5.4.15)

Sustituyendo (5.3.14) y (5.4.5)) en (5.4.14)) se tiene:

% g'dys = % ' (Z (e} R — Al R") cos(@l)) cos(0)Rdo, (5.4.16)
r 0 =1

y por lo tanto la ecuaciéon (5.4.16f) se reescribe como

[ [, kR[]
YT Y

Anéalogamente, para la ecuaciéon (5.4.15|) se tiene

(R~ — A/R"). (5.4.17)
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N ) I €S A,
_\Y\/f BEIEA (;(’%R B/ ') (9l>> (0)Rd0, (5.4.18)

y asi la ecuacion ((5.4.18)) se reescribe como

W e s . o
Sumando las ecuaciones (5.4.13)), (5.4.17) y (5.4.19)) se tiene:
R . [5]
B = m/ dys m/fdz
— g0 _ |Y| 5(1) + 1]/%| 3™ 4 ”ﬁyﬂf‘ﬂ (aj R — AlR")
B W?y['[i@]] (iR — BIRY) (5.4.20)
R? _ _
_ g0 _ |Y| 5(1 TY\ rYl ([[a]] a R~ —[B]biR 1)

‘Y‘ B (191 BIR - o] AIR).

De la ecuaciéon (5.3.51f) para [ = 1 se tiene:

[8] BiR — [a] AiR = [B] R — (8" + 8@) biR~* + (oY + @) alR7'. (5.4.21)

Sustituyendo la ecuacion (5.4.21)) en el tltimo sumando de (5.4.20) y teniendo
en cuenta [3] = B — 3P se obtiene la expresién para el coeficiente efectivo i

por:

B = BW — 2 (8Wat —aph). (5.4.22)

!Y!
Por lo tanto, los coeficientes efectivos para el problema I? para ¢ = 1 vienen
dados por:

. 2
oy = a® — I;/TI (aWal + BMb)

(5.4.23)

B = pW — (5(1)@[ —aWb}).

IYI
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5.5. Solucién del problema local /9 para ¢ = 2.

De manera analoga a la seccion (5.3) (problema I? con g = 1), se buscan fun-
ciones doblemente periddicas de la variable compleja z = y; + iy, definidas en la
celda periodica Y, armoénicas que satisfagan las condiciones en la interfaz dada y

las condiciones de promedio nulo sobre la celda periddica Y de periodos w; = \/Lg y

Wy = \/Lg
La solucién al problema ((5.2.10) - (5.2.14)) para ¢ = 2 se propone como:

.
es’.

20 ~(k-1)(,
g (2) :%{aiz—FZaiC—i?}, (5.5.1)

(5.5.2)

Iy

Lol V)
—~

N

~—

|

&
—N—
S

o N
N

+
?Mg
= Q
S

N
—
R IS
| =
—_ |~
~—| N
— |~
N——

g(2) =9 { ciz’“} (5.5.3)

k=1

(2)=9 {Z dzzk} (5.5.4)

donde a3, b2, c; v di son coeficientes indeterminados reales, 3 {2} indica la parte
imaginaria del nimero complejo z, { es la funcién quasi - periddica de Weierstrass
(ver Apéndice B. Seccion , ademas ¢®) denota la k—ésima derivada de periodos
w1, ws v el superindice ¢ denota que la suma corre sobre los nimeros impares.

En las ecuaciones (5.5.1) y (5.5.2) los coeficientes a2 y b2 vienen dados por:

2 272 2 2 12
—ay— b2 = —by— 5.5.5
a1w2 y o 1w2 ( )

donde n; = ¢ (w;) para j = 1,2 (quasi - periodos bésicos de () y adémas satisface
la propiedad de Legendre (ver Apéndice B. Propiedad [B.2]). La expansion en serie
de Laurent de las funciones g7 y £ vienen dadas por:

P =9 {Z (afz™" — A%zl)} : (5.5.6)

=1

£(z) %{ (bfz—l—szl)}, (5.5.7)

=

%(2) =9 {Z ciz’“} (5.5.8)

k=1
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y
2(2) =S {Z diz’f} (5.5.9)
k=1
donde o Y
=S ket v B =S i (5510
k=1 =
con
) —, si k+1=2,

Ma =14 (k+1—1)! (5.5.11)

AT Sk+l7 si k41> 2,

(ver Apéndice B. Secciéon [B.3)) y S; es la suma reticular de periodos. Nuevamente,
teniendo en cuenta la representacion polar de la interfaz I' en las ecuaciones ([5.5.6))-
(5.5.9) y posteriormente tomando la parte imaginaria, se tiene:

@z =9 {Z (afz"" = Alzzl)} = (—a;R™" — A7 R') sen(01), (5.5.12)

—b;R™' — B}R') sen(61), (5.5.13)

— o
X
Il
(59
——
8
°
—~
>
NS
N\
|
Sy
l\3
W—’
I
M8
°

=1 I=1
$B(2)=S {Z cizk} ¢ R'sen(01) (5.5.14)
k=1 I=1
y
2(2) =9 { diz } dlesen(Gl) (5.5.15)
k=1 =1
Por otra parte, de la ecuacion (5.2.11)) se tiene:
[l =95 —¢>=0 en T (5.5.16)
y
[€] =& —¢ =0 en T. (5.5.17)

Sustituyendo las ecuaciones (5.5.12) - ((5.5.15) en (5.5.16)) y (5.5.17)), se tienen los
sistemas:

(5.5.18)

—a?R7'— A?R'=?R', para cada I,
—b0}R™' — B?R' = d?R', para cada I.

Las ecuaciones (5.2.12)) y (5.2.13]) para ¢ = 2 se reescriben més explicitamente
como:
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o 892) ( 03 892)
(1) 251 (1) 271 (2) 252 (2) 272 — ) (2)
e} + 4 n o + 0 n e} a*”)ng (5.9.19
( yp yp i yp yp i’ ( ) ? ( )

ngﬁ—amgiy%—Qwﬁg—QQ@é%%:—UW”*WUW-@5%>
Yp Yp

Ademés se tienen:

2 =S{F3}=N,, donde F% = N,+iN, -
G} =S {Fy | =m,, donde Fl =m,+ i, (5.5.22)
3 ) X B 5.5.22

donde Fy,, F&,, Fy, v F, se suponen funciones analiticas de variable compleja y por
consecuencia, satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann dadas por:

on, O, ON, 0N,
oy, 0y oy 0ys
(5.5.23)
on, _8&0 ON, ON,
Yo oy o T oy
y
om, o, M, _ 9M,
oy 0ys oy 0y
(5.5.24)
om, _amo oM, OM,
0y oy dys  Oyp

Dado que las funciones n,, 7o, No, Ny, My, 10, M, v M, dependen de las variables
y1 = y1(0) y y2 = y2(0), entonces derivando respecto de 6 (teniendo en cuenta la
regla de la cadena) y posteriormente haciendo uso de las ecuaciones de Cauchy -
Riemann (5.5.23) y (5.5.24]), se obtienen los sistemas:
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0 On, _ Ldn, _, ON, 9N, 1dN,
Yoy, Oy, R db Yoy POy, R dO
(5.5.25)
O, O 1 dit, oN, | 0N, _1aX,
"0y, 'Oy R dO 2 ™M, TR A
y
e Oy 1dm, _ OM, 0M, _1dM,
Yoy, POy, R db Youu POy R df
(5.5.26)
0 0m, 1 diin, oM, ONL, 1 dil,
0y, 'Oy, R df g T ™My, TR A6

Resolviendo para las derivadas parciales de las funciones fi,, m,, N, y M, respecto
a Y1 ¥ Y2 se obtiene:

3_{? _ 0n, 1 ( dn, dﬁo)

oy Oy R do do
(5.5.27)
Ay Oys R\ 2do o
(03 0N, 1 ndNo+ndNo
dy1 Oy R\'"do " ae
(5.5.28)

\892 - 0y a E

(Ogi _ Omy _ 1
oy O R

0_9% B om, 1
L 0y 0y

0 _ oN, 1 ( aN, dNo)

)
(5.5.29)
)
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o "

(05 _0M, _ 1 ( dM,  dM,
oy Iy R\

(5.5.30)

L 0ys B 0y R

dg3  OM, 1 M, nd]\7[o
o do )’

Tomando la suma para p = 1,2 en las ecuaciones (5.5.19) y (5.5.20) y posterior-
mente sustituyendo las ecuaciones ([5.5.27)) - ((5.5.30)), se obtienen las ecuaciones:

a® dn LD dm a@dN, B3 dM,
_ o _ 0 ° ° — — (oM —q® 5.5.31
Rd0 R a0 TR @ TR (@ =)y (5.5.31)

Y dn, aMdm, BPAN, o?dM, (1) (2)
B dn, _ _ (g (5532
R R Ra Roap T (558

Multiplicando las ecuaciones (5.5.31)) y (5.5.32)) por —R e integrando respecto a
0 se tiene:

aWn, + Om, — PN, — A M, = — (04(1) - a(Q)) R(2) (5.5.33)

BYn, —aWm, - AN, + DM, = — (B — B@) R(z). (5.5.34)

Por otro lado, de las ecuaciones (5.5.21)) y (5.5.22) se tiene:

=R{F,} = Z ((?R™" — BER') cos(19), (5.5.35)
=1
N, =R{F5} =) diR'cos(if), (5.5.36)
me = {F(}Q} Z — AR cos(10) (5.5.37)
=1
y oo o
M, =R {F§2} =" G Rcos(16). (5.5.38)
=1

Sustituyendo las ecuaciones (5.5.35)) - (5.5.38)) en (5.5.33) y (5.5.34)), se obtiene:
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(a® +a@) 2R — [a] BIR + (80 + @) 2R — [B] A2R' = — [a] Ré,
(5.5.39)
y
(BY + D) biR™ — [B] BIR' — (V) + o) af R~ + [o] AIR' = — [B] R'éu.
(5.5.40)
Multiplicando las ecuaciones (5.5.39)) y (5.5.40) por
1
a(l) + a(2)
y tomando los cambios:
_[d L B4 [g]
Xa = D 1 q@ XBa™ q) Lo ¥ Xba T Q) 1 o@)
se tiene:
biR™ — XaBIR' + x},0i R~ — X5, AT R = —xa ROy (5.5.41)
Xbabi R = X5 Bi R — a] R + X ATR' = —x5,R'ou. (5.5.42)
Haciendo
o _ GR v o b2R!
l \/Z l \/Z )

en las ecuaciones (5.5.41)) y (5.5.42) y posteriormente sustituyendo los coeficientes
A? y B? que vienen dados por la ecuacion (5.5.10)), se obtiene:

GiR™ = XaBIR' + X}l R™' = X5, AT R

oo o /\sz

b: R a
:/5\12 <Zk 77kl> VIR + Xﬁaal X 8a (Zk f/— Ukz) VIR

~ Xa (Z Vminiﬂ’““) + Xfali = X (Z mﬁiniﬁ’“”)
k=1 k=1

= _XOL \/ZRlélb

(5.5.43)

y
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Xiabi R = X5, B/ R — ajR™" + x, AT R

o x 0 /\2
= X,Z’ra/b\zz ~ Xga (Z k—— A 77kl> VIR =@} + xa (Z k——— Gt 77kl> VIR

= (5.5.44)
= Xga/b? ~ Xga (Z klbknsz“l) - @z + Xa (Z \/_aknkleJrl)

k=1

= —XBOC \/ZRI(Su.

Finalmente, de las ecuaciones (5.5.43) y (5.5.44) se tienen los sistemas infinitos
dados por:

— Xa (Z @mﬂ’““) + Xgaaz X 3a (Z \/_aknkle+l> = _Xa\/ZRl(Sll

y
Xga/glz ~ Xga (Z k’lbkﬁkleH) — G} + Xa <Z \/_ainisz”) = _XEa\/ZRl(Sll
k=1 k=1

que en conjunto son equivalentes al sistema lineal infinito

<x;a1 “XaW? T xaW? ) Ay (v) 5515
_ (I _ XaW2 XEO(I . X§QW2 BZ V2 ’ U

donde I denota la matriz identidad infinita,

a; XaR Xpa R
A= a3, B'= Covi= | 0 | owvi=| o0

y W? es la matriz infinita dada por:

nhR?=—-7mR* k+1=2
V‘/2 - o0 0
S VEIZ R k1> 2.
k=1

Dados los coeficientes n?, ecuacion (5.5.11)), se observa que
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ng, =mn5 paracada kI, (5.5.46)

por lo tanto, la matriz infinita W72 es simétrica. Mas explicitamente esta dada
por:

—TR? \/577?%1 R \/37731 RS
\/577?3}%4 3133 10 \/5\/37733}%8
W2 = | ViR V3VEnER®  SnEZRY - || (5.5.47)

Por otro lado, el sistema infinito (5.5.45)) puede ser truncado en el orden k = [ =
2n, — 1, con n, € N. En este caso, tal sistema se transforma en un sistema lineal
2n, X 2n,.

5.6. Calculo de coeficientes efectivos para ¢ = 2.

En la presente seccién se calculardn los correspondientes coeficientes efectivos
asociados al problema IY para ¢ = 2 de forma anéaloga a la seccion (5.4) como a
continuacion se indica.

El primer sumando de la ecuacion (5.2.19) corresponde a la ecuacion ((5.4.1) que
viene dado por

TR? TR?
(a) =W — oM 4 ">, (5.6.1)
Y] Y]
Por otro lado, el segundo y tercer sumando del coeficiente efectivo @yy vienen
dados por

[a] 2
i /F dy, (5.6.2)

% . (5.6.3)

Para calcular la primera integral en (5.6.2) se toma el desarrollo en serie de
Laurent de €2 que viene dado por (5.5.15)) y posteriormente sustituyendo los coefi-
(5.5.18

cientes dl?Rl primera ecuacion en (5.5.18]), se tiene
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7

[’[;]% /52 _ ]]%Y[[]a]] (; d?R%en(Gl)) sen(6)do

0

o 2w ©0 0
= o] —b?R™' — B?R') sen(fl)sen(6)db.
Y Jo l l
=1

Por otro lado, se sabe que

2 : =1
/ sen(0l)sen(6)do = {ﬂ’ S? l
0

0, si [>2.

Ahora, aplicando (5.6.5)) en (5.6.4)), se tiene

|Y| /g = ﬂfY[H o) 211 p2RY).

Anélogamente, para la segunda integral en (5.6.3)), resulta

_R 2 o> o0
% Fdeyl _ |Y[[|6]] 0 (; C?Rlsen(ﬁl)> sen(0)dd

_ -k L1 [~ if (—a;R' — A7 R') sen(61)sen(6)d6.
=1

Y1 Jo

Aplicando ((5.6.5)) en (5.6.7)), se tiene

% Fg2dy1 = W]fy[[f]] (a%R_l + A%Rl) )

Sumando las ecuaciones (5.6.1)), (5.6.6) y (5.6.8)), se obtiene

~ [[04]] / [[5]] 2
dyy g“d
Qg9 = |Y| 5 + |Y| yl
7 R? 7TR o] _
NN @ 2p-1, p2pl
= + —a\Y+— (bR + B’R
e v (OFT B
T Gy
2 2
g T oy TR o) 2
=o' — +-—a [a] b + [5] @
o+ e 1

+ 51 (] BER + B 4LR).

(5.6.4)

(5.6.5)

(5.6.6)

(5.6.7)

(5.6.8)

(5.6.9)
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De la ecuacion (5.5.41f) para [ = 1, resulta

[o] BiR+ [B] AR = [a] R+ (@™ +aW) bR~ + (BW + W) a?R7. (5.6.10)

Sustituyendo (5.6.10)) en el @ltimo sumando de la ecuaciéon (5.6.9) y reduciendo,
se tiene:

- 2w
oy = oM + v (W2 4 pWa?) . (5.6.11)
Calculemos de manera analoga el coeficiente 322 ecuacion ([5.2.20) cuyo primer
sumando viene dado por

2 2
TR (1) TR (2)

(B) =BV — —pM + — (5.6.12)
Y] Y]
El segundo y tercer sumando de (5.2.20)) estan dados por:

[o] 2
— = [ Jdy 5.6.13
vl LT (5:0:15)

' [9]

T [ Edy. 5.6.14
v e (5.6.14)

Sustituyendo (5.5.14) en (5.6.13)) y, teniendo en cuenta la primera ecuacion en

(5.5.18)), se tiene

_lo] Py, = Rlo] [ (“20 chlsen(ez)> sen(6)do

Y] Y]
F R] ]]0 ey (5.6.15)
_Rla )
Tl Y (—afR™ = A7R") R'sen(61)sen(0)do.
=1
Sustituyendo (5.6.3) en (5.6.15), se obtiene
~7R
- gy = el (aTR™! + ATR'). (5.6.16)
Yl Jr Y]

Analogamente para la integral (5.6.14)), sustituyendo (5.5.15) en (5.6.14) y, te-
niendo en cuenta la segunda ecuacion de (5.5.18]), se tiene
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18] [, _ —RIB) [ (2
m /Fg dy, = W (; d; R%en(@l)) sen(0)do

0

R s (5.6.17)
= il Z (bfR™" + BfR") R'sen(0l)sen(0)do.
0 =1
Aplicando (5.6.5) a (5.6.17) se tiene
%/ngyl = “‘%Y[[‘ﬁ]] (bIR'+ BIR"). (5.6.18)
Sumando las ecuaciones ((5.6.12)), (5.6.16)) y (5.6.18)) se obtiene
s [ed L 1A
SRR m/“l
2
= 75 W@) - (et )
+ nyﬁ[f]] (R + B2RY) (5.6.19)
RQ
— g _ TYI ’Y’ 5@) + = ‘Y‘ (1816% — [e] a?)
]Y’ ([[a]] A2 — [8] B%R) :

De la ecuacion (5.5.40) para [ = 1 se tiene

[a] AIR'—[B] BiR' = — [B] R— (8" + BP) iR+ (oM + o) afR7. (5.6.20)

Sustituyendo la ecuacion ((5.6.20)) en el altimo sumando de la ecuacion (5.6.19),
se obtiene

27

v (B — aWad) . (5.6.21)

322 =M +

Por lo tanto, los coeficientes efectivos para el problema I? para ¢ = 2 estan dados
por:
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~ 2
Gz = oV + V] (82 + pMa3)
(5.6.22)
3 2T sy ()2
ﬁ22—ﬁ +m(6 bl—Oé a,1>_

5.7. Derivacion de expresiones de forma explicita.

El sistema infinito (5.3.58]) se puede reescribir como:

(IAl + Xga131> + (XQWIAl + XEQWIBl> =V

(5.7.1)
<XZ;FQIA1 — IBl) + (Xganjdl — XQW131> =V?
que a la vez se puede escribir como:
dVA+POWA=V, (5.7.2)
donde
1
(I)(l) _ ( 1 Xﬁa) 7 CD(Q) _ (Xa Xﬁa) W = (W 01) ’
Xﬁ(}é _1 Xﬁa _Xa 0 W
A V!
A = Bl y V = <V2 )
Multiplicando la ecuacién matricial (5.7.2)) por (<I>(2))_1 , se tiene:
(@) eWA+ WA= (?) 'V, (5.7.3)
que se puede reescribir como
VA+WA=(U+W)A=U, (5.7.4)
donde ¥ = (®(2))_1 M) vy U = (@2))_1 V. Ademés tenemos que
-1 1/ =xa =Xz
) — ( o 6&) , 5.7.5
( ) A _Xﬁa Xa ( )

donde A = — (ya)? — (XEa)2 . Por lo tanto, se tiene que
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- +
v = (0®) ) — % <—Xa —Xga) ( L X5f>
“Xga  Xa Xga

_ _ (5.7.6)
_ -1 (xa + x,gaxga — (Xpa —xq}a)) |
A Xga — XaXga Xa + XgaXga
Por otro lado:
— 1
U — (cp(?))_l vV — 1/ =Xa —Xga V2
A _Xga Xa |4
L /v V= V2 (5.7.7)
_ = Xg ) XBa , .
A X5V +xV
De la ecuacion (5.7.7)) se tiene:
1 _
n (—xaV' = x5.V?) = (R,0,0,...) (5.7.8)
' 1
1 (—x5.V' +xaV?) = (0,0,0,...). (5.7.9)

Asi se obtiene que

U—(fer ) 5.7.10
() (5.7.10)

Por otro lado, observaremos algunos casos para los cuales podemos obtener los
coeficientes Ei]l- y b]l para 7 = 1,2 de forma explicita, y por consecuencia obtener los
coeficientes efectivos. A continuacion se consideran los siguientes casos:

e Caso n, = 1. Para este caso, la ecuacion (5.7.4]) resulta ser un sistema 2 x 2
cuya solucion viene dada por:

aj (Y wn (O3 (R
<3% )_( —12 Yn +w11) (0 )’ (5.7.11)

donde w;; denota los elementos de wt,

Xa + X5aX5a XaXba = X5a
1= 2 b _ﬁ 7 ¥ V2= 26 _’B 2 (5.7.12)
(Xa)” + (Xza) (Xa)” + (Xza)

Maés explicitamente, los coeficientes a} y b} vienen dados por:



82 CAPITULO 5

~1 (Y11 +wn) R
— 5.7.13
“ (Y11 + w11)2 + (¢12)2 ( )
y
D! Y12 R (5.7.14)

1o (11 + w11)2 + (1#12)2.

e Caso n, = 2. Para este caso, la ecuacion (5.7.4) resulta ser un sistema 4 x 4
cuya solucion viene dada por:

~1 -1

f% P11+ wn w13 P12 0 R
as w13 Y11 + wss 0 P12 0
b — 5.7.15
ﬁ —112 0 P11+ win w13 0 ( )
by 0 —th12 w13 Y11 + wss 0

Por otro lado, sabemos que si k + [ > 2; entonces, de la ecuacion (H.3.11)) se
tienen

(k+1—1)!
My = TR Skt

y por lo tanto,
ny #0 siysolosi Spy #0.

De donde se obtiene 1y, # 0 si y solo si k + 1 = 6t con t € N (ver Apéndice C.
Seccion |C.3)). Por lo tanto, el sistema (5.7.15) toma una forma mas simple dada por

ﬁ Y11 +wn 0 Y12 0 (R
CL3 0 wn + W33 0 2/112 0
~2 | = 5.7.16
/bj —112 0 Y11+ win 0 0 ( )
by 0 —th12 0 Y11+ was 0
Los coeficientes a!, @, b! y b} vienen dados por:
S R(wii + ¥n) [(wss + 111)* + ¥1y) (5.7.17)
P (s )2 (i 9)? ] + 0k [(win +9n)? + 0h)
al—o, (5.7.18)
b= Fna [(wss + )" + U] (5.7.19)

(wss + ¥11)? [(win + ¥11)? 4+ o] 4+ 935 [(win + Y11)? + i)

by = 0. (5.7.20)
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e Caso n, > 3. Para este caso general, la ecuacion ([5.7.4) resulta ser un sistema
2n, X 2n, cuya solucion matricial viene dada por

~1 —1
A 2/1111-71 + VV1 w12In )
o | = ot W, o Re, . 5.7.21
(Bl ) ( L, wnl,, W) ) e (57.21)

Mo

donde el subindice n, denota el orden de truncamiento de los vectores infinitos

~1 =1 . . =

A y B | del mismo modo I, y W}lo son las matrices cuadradas de tamano n, X n,
que resultan del truncamiento de las matrices infinitas I y W'. El vector e, denota
el vector canénico en R?™e.






Capitulo 6

Ejemplos numéricos

En el presente capitulo se calcularan los coeficientes efectivos usando las for-
mulas (5.4.23) para los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2 y 3. A contimuacion, se
compararan estos coeficientes tomando:

kW =1-5 vy k@ =30-0.3i. (6.0.1)

Finalmente, los coeficientes efectivos determinados en las secciones (6.1)), (6.2))

y (6.3) se tomaran para compararlos con los resultados dados en [21].
6.1. Coeficientes efectivos para n, = 1.

Para n, = 1, se tiene un sistema lineal 2 x 2, cuya solucién viene dada por (5.7.13))
y (5.7.14), es decir:

L i L (6.1.1)

(11 +wi1)” + (¢12)

! R

bl = ¢122 . (6.1.2)

(11 + wi1)” + (¢12)

donde N N
Xa + X_aX o XaX a X_a

Y = Pap 5 Y12 = 4 g (6.1.3)

(xa)* + (X5a) (Xa)” + (X3a)”

27 . .
= R? (entrada w;; de la matriz W' ecuacion (5.5.47))). Por otra parte,

YWUZ\/g

dado que R
ol = a; R! - bl R
Vi vi°
para cada [ = 1,3,5,..., en particular si [ = 1, se tiene:

85
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ai=a;R 'y b =bR (6.1.4)
Sustituyendo (6.1.4) en (6.1.1) vy (6.1.2) se tienen:

1 (11 + wi1) R?
a;

= . . (6.1.5)
(Y11 +wi1)” + (Y12)

Y12 R?
(11 +win)” + (¢12)”
Sustituyendo (6.1.5)) y (6.1.6) en los coeficientes efectivos de (5.4.23)) y nombran-

2T
do V, = wy; = —=R? se obtiene

V3
(a — a9 (aWpyy + BDPyy) V, + aWV2
11 (wll + ‘/0)2 + <w12)2 )

b=

(6.1.6)

(6.1.7)

- 1) — oM V, + 5(1)\/2
— 50 _9 (5 Y —« ?/)12) o\
Kﬁn ’ { (W11 + Vo) + (1h12)”

6.2. Coeficientes efectivos para n, = 2.

Para n, = 2, la ecuacion (5.7.4) resulta ser un sistema 4 x 4 dado por (5.7.16)),
donde wss representa la respectiva entrada de la matriz infinita W' que esta dada
por

wsz = 33 RS, (6.2.1)
donde ni; esta dado por
(3+3—1) 51 10 1
My = g S35 = 5% = — (6.2.2)

3 m2+n2£0 (m + ne%i)
Para el caso k = 1, la serie Sg, = S¢ viene dada por:

2
31m8 3200 & 1
Se = - +
T 4125 5 Z{1—(—1)nch (m\/§)}

6 - 1 ’
+ 167 ;{1 Ay (m\/g)} : (6.2.3)

donde ch representa la funcién coseno hiperbolico. Para su justificaciéon matematica
ver [15], pag. 21.
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A continuacion, se dard una aproximacion en términos de serie para los valores
de S\ # 0 (ver Apéndice C. Seccion |C.3) para A = 6k con k = 1,2,3,.... Ahora
se supone k > 2. Entonces, dado que la serie Sy es absolutamente convergente (ver
Apéndice B. Lema )7 uno puede reordenar la suma y siempre obtener el mismo
valor.

Para lograr tal objetivo, se reordenara la suma de los términos de S, de tal for-
ma que los primeros 6 términos correspondan a los periodos que se encuentran sobre
la circunferencia de radio 1, los siguientes 6 términos correspondan a los periodos
que se encuentran en la circunferencia de radio v/3 (6 periodos sobre la circunferen-
cia de radio 2, 12 periodos sobre la circunferencia de radio /7 ), asi sucesivamente,
tal como se observa en la Figura

><v

Figura 6.1

Con tal orden, y ademés, cambiando a la representacion polar de cada periodo,
se obtiene:
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1
Sy =

o (m o+ nes?)’
5

SIS (%)Z (o (1) 5 el

j= =0 (624)

. %) <e_¢1>\i+€¢1/\i_I_jz:;{e—{(jfgl)w—m})\i+€—{(j§1)7r+<p1}>\i})

_f_...’

J

donde ¢, es el &ngulo tal que

w

tan(py) = — (6.2.5)

Dado que A = 6k, con k > 2, entonces:

5 AR -
Z e—(%)wm _ Z 672]km _ 6, (626)
j=0 J=0

5 _ 5
Z{(%)”’V = Ze (2g+1) ki Zcos (25 + 1)k) = (—1)"6, (6.2.7)

5 5 5

Ze_(%)”)‘i = Ze_2jkm = Z cos(2jkm) = 6, (6.2.8)

j=0 j=0 =0

y finalmente se obtiene

4
_@1)\z+€<p1/\z Z{e 7T <p1})\l_'_e {( )7r+301})\z}

j=0

4
= 2cos(p1A) + D {e7#N + €PN} = 12c0s(1 ). (6.2.9)

J=0

Sustituyendo (6.2.6)), (6.2.7)), (6.2.8) vy (6.2.9)) en (6.2.4]) se tiene
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(—1)’“6+ 6 N 12
Ver @ (V7

6 A
(—1)* 1 2
:6{1—|— pn +ﬁ+ﬁcos(<p16k) +oeey

Sy =6+

)\cos(gpl)\) + -
(6.2.10)

para cada k = 2,3,.... A partir de las ecuaciones (6.2.10)) y (6.2.3) es posible
aproximar los niimeros reales distintos de cero S, con A = 6k para k =1,2,3,...,
tal como se observa en la Tabla (6.1))

k 1 2 3 >4
Ser | 5.863 | 6.0097 | 5.9998 | 6

Tabla 6.1: Aproximacion de Sg, para k=1,2,...

Por otro lado, la ecuacion (6.2.1)) se reescribe como

wsz = 333 R° = 10R° S, (6.2.11)

donde Sg corresponde a la suma de periodos para k = 1, (ver Tabla (6.1))). Aho-
ra multiplicando los coeficientes (5.7.17) y (5.7.19) por R y haciendo uso de las
ecuaciones en (6.1.4)) se obtienen los coeficientes para aj y b como:

A R (w11 + ¢11) [(wss + 11)? + 13
P (wss  0nn)? [(win 4 ¥11)? + 9] + v [(win + ¥in)? + ¢ (62.12)
_ (Y11 + wir) R? o
(11 + w11)2 + (¢12)2
y
pl— R2%no [(wss + ¥11)? + 97,
(w3 + ¥11)? [(win + ¥11)? + Vo] + U35 [(win + ¥11)? + 3] 6.9.13
1/112R2 ( te )

(Y11 + w11)2 + (¢12)2

Se observa que los coeficientes (6.2.12) y (6.2.13]) son los mismos que en el caso
n, = 1 ecuaciones (6.1.5) y (6.1.6). Por lo tanto se obtienen los mismos coeficientes
efectivos que en el caso anterior. Es decir
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(& a0 9 (aWihyy + BV1p) V, + al!
. (U1 + Vo) + (012)”
(6.2.14)

~ Mapyy — V + ﬂ My2
_ (1) _ 9 (ﬁ ¢11 04 le
\611 ’ { (Y11 + Vo) ¢12

6.3. Coeficientes efectivos para n, = 3.

Finalmente si n, = 3, entonces el sistema ([5.7.21) se transforma en un sistema
6 X 6, mas explicitamente dado por:

=1

‘l% P11 + w1t w12 w13 Y12 0 0 R

a3 w21 P11 + waz w23 0 P12 0 0

as o w31 w32 P11 + w33 0 0 P12 0 (6 3 1)
o | — —P12 0 0 P11 + w1 w12 w13 01"~ o
bl 0 —Y12 0 w21 P11 + waz w23 0

bl 0 0 —th12 w31 w32 P11 + w33 0

donde w;; representan las respectivas entradas de la submatriz cuadrada 3 x 3 de
la matriz infinita W'. Por otro lado, sabemos que Sy # 0 si y solo si A = 6k, para
cada k € N (ver Apéndice C. Seccion |C.3) y por la simetria (w;; = w;;) el sistema

(6.3.1]) se transforma en

=1

“1 P11 + w11 0 w13 P12 0 0 R
,\f 0 P11 + w22 0 0 P12 0 0
_ w13 0 P11 0 0 P12 0
21 - —12 0 0 P11 + w11 0 w13 0 (632)
bl 0 —12 0 0 P11 +w2z 0 0
Eé 0 0 —12 w13 0 P11 0

Resolviendo el sistema . se obtienen expresiones para al bl los cuales
1 1
estan relacionadas con CLl y bl por:

al=Ga'R y b =0bR,
segun la ecuacion (5.3.55)) para [ = 1. De aqui se obtiene que:
Y] Ay (V)

a (Vo) = — AV (6.3.3)
y
by (Vo) = %% (6.3.4)

donde Ay (V,), By (V,) y A(V,) vienen dadas por:
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6
A (V)= |-5 (g—f) SevnVy + (Vo + 1) (W5, +¥y) | Vo,

3 6
By (V,) = tia | 93, + ¥}, + 5S¢ (%) vy Ve,

12 6
3 3
A(V,) =25 (%) SVI2 — 10 (\2/—;) SEVy (Vo + 9y — 4is) +

+ (1/}%1 + ¢%2) ((Vo + 1/)11)2 + lp%) )

Por lo tanto, los coeficientes efectivos, ecuacion ([5.4.23) vienen expresados en
funcion de V, por:

1) (1)
all(m):a<1>_2<a Al(‘/o/i(ﬂ:/f) Bl(vo))7

;

(6.3.5)

~ (1) _
\511 (Vo) = ﬁ(l) -9 (ﬁ A (VOK (VOO; By (VO)) .

6.4. Comparacion de los coeficientes efectivos usan-
do truncamiento sucesivo

En la secciéon anterior se realizaron todos los controles posibles para verificar
el procedimiento analitico desarrollado. En esta seccion se estudian ejemplos para
controlar la implementaciéon numérica. Se hicieron los programas en Wolfram Mathe-
matica 2011.

Se graficaran los coeficientes efectivos calculados, dados en la ecuacion (5.4.23))

para un truncamiento sucesivo de 6rdenes. En este caso, se fijara:
kM =1-5 v x®=30-0.3i, (6.4.1)

y los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2,3 y 4 son considerados, tal como se observa

en Figura (6.2) y Figura (6.3).



92 CAPITULO 6

No=1,2  rmrmieieiee

20 |n,=3 / :

no =4 —

15

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Vo

Figura 6.2: La parte real del coeficiente efectivo complejo K como funcion del area
de la fibra para los érdenes de truncamiento n, = 1,2,3 y 4.

Vo

Figura 6.3: La parte imaginaria del coeficiente efectivo complejo k como funcion del
area de la fibra para los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2,3 y 4.
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En las graficas de la figura y se muestran (parte real e imaginaria)
del coeficiente efectivo complejo para los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2,3 y 4,
donde se observa la proximidad uno respecto al otro, teniendo en cuenta que limite
de percolacion ( V, = V,(R), donde R es el radio maximo de la fibra ), para nuestro
caso
2 1 s

—— =~ 0.9069.

V:——_
V34 23

6.5. Comparacién con la férmula de Godin YA

En esta seccion, se compararan nuestros resultados con los obtenidos en [21] para

kKM=2-03 y k®=1-8i (6.5.1)

A continuacion, se mostraran las graficas de la parte real a;; e imaginaria 311
del coeficiente efectivo complejo & para los ordenes de truncamiento n, = 1,2 y 3
tal como muestra en Figura (6.4) y Figura (6.5)).

35+

3.0+

Godin (2013) [21]

20+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Vo

Figura 6.4: La parte real del coeficiente efectivo complejo k como funcion del area
de la fibra para los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2 y 3.
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B

4}

Godin (2013) [21]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Vo

Figura 6.5: La parte imaginaria del coeficiente efectivo complejo k como funcion del
area de la fibra para los 6rdenes de truncamiento n, = 1,2 y 3.

Se puede observar que la primera aproximaciéon es una muy buena estimaciéon
del coeficiente dieléctrico efectivo hasta el limite de percolacion V, < V,, =~ 0.9069.
Ademas, el coeficiente efectivo para el 6rden de truncamiento n, = 3 es bastante
similar a los 6rdenes n, = 1 y 2. Se observa que el tercer orden de aproximacion es lo
suficientemente proximo al coeficiente dieléctrico efectivo para obtener una excelente
aproximacion a los resultados obtenidos en [21].
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Conclusiones

Esta investigacion fue motivada con la finalidad de tratar el problema de la
obtencion de formulas analiticas de los coeficientes efectivos(propiedades efectivas)
para un compuesto bifasico peridédico con propiedades dieléctricas complejas, con-
formado por una matriz y un arreglo hexagonal de fibras cilindricas transversales,
mediante el método de homogeneizacién asintética. Por tal motivo, se introdujeron
conceptos y resultados estrechamente relacionados con teoria de la homogeneizacion
asintotica, los cuales fueron utilizados a lo largo de este trabajo.

Las estapas y resultados fundamentales de este trabajo son:

= Se plantearon las ecuaciones y condiciones fundamentales que describen a un
problema electrostatico de contorno referente al estudio de compuestos perio-
dicos bifésicos con propiedades dieléctricas reales y complejas.

= Se aplico el método de separacion de la parte real(imaginaria) al problema de
contorno referente al estudio de compuestos periédicos bifasicos con propieda-
des dieléctricas complejas, por medio del cual se logré llevar tal problema a
una formulacion equivalente con coeficientes matriciales reales.

= Se aplico el método de homogeneizacion asintética al problema con coeficientes
matriciales reales, donde se obtuvo el problema homogeneizado como dondicién
necesaria y suficiente de existencia de la funcion Y —periddica U, y asi obtener
la s.a.f truncada al tercer término de la solucién exacta del problema.

= A partir del problema homogeneizado y las condiciones de continuidad sobre
la interfaz, se obtuvieron los problemas locales L] y LI donde se observo la
equivalencia matematica entre ellos.

= Se determinaron formulas analiticas para los coeficientes efectivos parte real(imaginaria)
para el caso de un compuesto bifasico isoétropo. Estas formulas muestran la si-
militud con las reportadas en [I0] para el caso de la celda periddica cuadrada.
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= Se propuso la solucion al problema L{(L1) para el caso isotropo, como la parte
real(imaginaria) de una funcién armonica definida en la celda periodica Y,
que bajo las condiciones de contacto sobre la interfaz nos permite pasar a un
sistema lineal infinito cuyas soluciones de los truncamientos sucesivos de tal
sistema son los coeficientes de la serie de Laureny de las soluciones propuestas.

Se observo que para el orden de truncamiento n, el sistema lineal resultante es
de orden 2n x 2n. Ademas, las formulas analiticas de los coeficientes efectivos
dependen de las entradas 1 y n 4+ 1 de la soluciéon de estos sistemas lineales
cuadréticos.

= Se resolvieron los 3 primeros truncamientos sucesivos del sistema infinito (5.7.1)),
para el caso, cuando

kD =1—5; y k2 =30 — 0.3,

por medio de la formula (con 6rden apropiado 2n,—1) paran, = 1,2, 3.
Este trabajo se llevo a cabo con la ayuda del software Wolfram Mathematica
2011, obteniendo las primeras tres aproximaciones de la parte real (comple-
ja) del coeficiente efectivo complejo. En las Figuras y se observa la
proximidad de la sucesién consecutiva de los coeficientes efectivos de la parte
real(imaginaria) en el intervalo [0, V}], donde V), representa el limite de perco-
lacion.

» Para finalizar, se comparo la sucesion de coeficientes efectivos parte real(imaginaria)
con la parte real(imaginaria) de la férmula

. 1+ a)f

£ = €e$m, (701)

(ver Figura[6.4) dada en el trabajo de Godin YA(2013) en [2I]. Aqui

for = K1) =2 -0.3i y em = k% =1-28i,

- ’
Ein + Eex

€in — Eex

A=1+5aS3h" + o? (250755 + 1157) B** + O (R*°)

27
V3

donde Sg, S1o representan los valores aproximados de las series de lattices, ver
Tabla capitulo 6 para k = 1,2. Esta comparacién fue posible gracias a

f===n,
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Wolfram Mathematica 2011 que nos permitioé separar parte real e imaginaria
de * ecuacion ((7.0.1]), como funciéon de f.

Por otro lado, las comparaciones reafirman el uso de las férmulas cortas ob-
tenidas para investigar los coeficientes efectivos complejos. Estos resultados
también estan reportados en [28].

Por otro lado, es posible dar continuidad a este trabajo aplicando el método de
homogeneizacion asintdtica a la mecanica de medios heterogéneos para el calculo de
propiedades efectivas. Se enuncian algunas vias:

1.

Estudiar el problema de la caracterizacion de las propiedades efectivas de ma-
teriales compuestos periddicos bifasicos fibrosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

. Estudiar el problema de la caracterizacion de las propiedades efectivas de ma-

teriales compuestos periddicos bifasicos fibrosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto imperfecto sobre la interfaz.

. Estudiar el problema de la caracterizaciéon de las propiedades efectivas de ma-

teriales compuestos periodicos trifasicos fibrosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

. Estudiar el problema de la caracterizacién de las propiedades efectivas de ma-

teriales compuestos periodicos trifasicos fibrosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto imperfecto sobre la interfaz.

. Instrumentar, validar y aplicar el software correspondiente a cada uno de los

problemas abordados en 1 - 4.

Conforme a lo abordado, se puede notar una via mediante el método de homoge-
neizacion asintotica para el calculo de coeficientes efectivos, parte real(imaginaria);
a su vez, al tomar los 6rdenes de truncamiento del sistema infinito, se puede obtener
la parte real(imaginaria) de como caso limite de esta sucesion de coeficientes
efectivos.






Apéndice A
Espacios de Sobolev

Este apéndice esta dedicado al desarrollo de espacios de funciones que son usados
en la formulacion variacional de ecuaciones diferenciales. Iniciaremos con una revi-
sion de la teoria de integracion de Lebesgue sobre la cual descansa nuestra nociéon
de derivada Generalizada o Dbil. Las funciones con tales derivadas Generalizadas
componen los espacios denominados espacios de Sobolev.

A.1. Teoria de integraciéon de Lebesgue.

Revisaremos los conceptos basicos de la teoria de integracion de Lebesgue cuya
informacion se puede encontrar en (Halmos — 1991), (Royden — 7988) o (Rudin —
1987). Por "Dominio" 2 queremos decir un subconjunto de R" Lebesgue — medible
(abierto o cerrado ) con interior no vaco. Si f es una funcion Lebesgue — medible
definida en €2 entonces denotamos la integral de Lebesgue de f como:

/Q f(@)de,

donde dx denota la medida de Lebesgue. Para 1 < p < oo se define la funcion

7 o= ( [1s@rp d)

y para el caso p = oo se define

| fllz,:=ess sup{| f(x)|: =€ Q}.

Para cualquiera de los dos casos, se define el espacio de Lebesgue como:

Lp(Q) :={f: || f < o0}

En el espacio de Lebesgue L,(2) se cumplen algunas desigualdades importantes
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que son enunciadas por los siguientes teoremas. Para una demostracion ver [18], pag.
120.

Teorema A.1 (Desigualdad de Minkowski) Si 1 < p < oo y f,g € L,(Q),
entonces

| f+g e, < flle, + 119l -

1 1
Teorema A.2 (Desigualdad de Hoélder) Si 1 < p, ¢ < oo tal que —+—- =11y
b q

si feL,(Q) yge L, () entonces fg e L1(Q) y

| folleie <1 Flle,oll 9 llz,@ -

Teorema A.3 (Desigualdad de Schwarz) Si f,g € La2(Q2), entonces fg € L1(Q2)

y
| f9llzue) < I f lza@ll 9 lzae) -

En vista de la desigualdad de Minkowski y la definicion de || - ||z, ), el espacio
L,(€) es cerrado bajo combinaciones lineales y por lo tanto es un espacio vectorial.
Ademas la funcion || - ||z, o) tiene propiedades que es clasificada como norma.

Definicién A.1 Dado un espacio vectorial V, una norma, || - || es una funcion
real no negativa definida en V' que cumple las siguientes propiedades:

L ||u|l > 0 para cada u € V.
2. ||ull = 0 siysolosiu=0.
3. Jeul|l=]cl|||ul para cada ce R yu e V.
4. Ju+v || <[ ul +|v] para cada u,v € V.

Sabemos que una norma || - || puede ser usada para definir la nocion de distancia
o métrica como:
du,v) :=||u—wv| para wu,veV.

Por otro lado, una espacio normado V' es completo si cada sucesion de Cauchy
{u;} de elementos de V' tiene un limite v € V. En un espacio normado, una sucesion
de Cauchy es tal que || u; — uy ||= 0 cuando j,k — oo.

Definicion A.2 Un espacio vectorial nornado (V)| - ||) es llamado espacio de
Banach si es completo con respecto a la métrica inducida por la norma || - || .

Teorema A.4 (Riez - Fischer) Para 1 < p < o0, el espacio normado
(Lyp(0), ]| - |L,)) es un espacio de Banach.

Para una demostracion del teorema anterior ver [I8], pag. 125.
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A.2. Derivadas generalizadas

Hay varias definiciones de derivada que son tutiles en diferentes situaciones. En
calculo, la definicién
. u(x+h)—u(x
o' (z) = lim ( ) ( >,
h—0 h

es local que da informacion sobre la funcion tinicamente cerca del punto z. Es natural
pensar, como extender la nocion de derivada de una funcion en el espacio de Lebesgue
L,(€2) donde las funciones podrian ser no-sueves y comparandolas con las funciones
suaves locamente.

Para tal fin, se introducira notacion para derivadas parciales, el multi — indice.
Un multi — indice o es una n — tupla de niimeros no negativos «;. La longitud de

« esta dada por
n
|a| = E a;.
i=1

Para una funcion ¢ € C*(Q2) se denota por

D9, D36, o o ¢

la derivada parcial usual

AR
() (@) o

Dado un vector (z1, za, ..., x,), definimos % := z{"*-25?---x%". Note que el orden
de la derivada esta dado por | a | .

Se introduce el concepto de soporte de una funcion u definida en algiin dominio
de R™ como la cerradura del conjunto {x : wu(z) # 0}. Si el soporte es compacto
(es decir, es acotado) contenido en el interior de un dominio €2, entonces decimos
que u es de soporte compato respecto a 2. La funcion u fuera del soporte es cero,
por lo tanto se puede extender a todo R".

Definicion A.3 S5i Q) es un dominio en R™. Denotamos por D(Q2) o C°(Q) el con-
junto de funciones en C*(§2) con soporte compacto en ).

Ahora usaremos el espacio D({2) para extender la nociéon de derivada puntual a
una clase de funciones mas grande que C*(f).

Definiciéon A.4 Sea 2 un dominio en R™. Se define el conjunto de funciones lo-
calmente integrables como

L) :={f: fe€Li(K) para cada compacto K C int(Q)}.
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Definicion A.5 Dada una funcion f € L}, (Q), decimos que tiene derivada ge-

neralizada DO f si existe una funcion g € L},.(Q) tal que

/g(x)gb(m)dx = (—1)”/ f(x)o“(x)dx para cada ¢ € D(Q).
Q Q

Si tal funcion g existe, entonces definimos Di f = g.

Ejemplo A.1 Paran =1 sea Q) = [—1,1]. Definamos f(x) =1— | z | . Afirmamos
que tal DL f existe y estd dada por

o(z) = {1 stx <0

-1 s1x>0

Sea ¢ € D(£2), entonces se tiene que

@i = [ f@e@at [ e

- / (D)b(r)de + fo |, / (—1)é(x)dz + fo !

-1

— [ sl@ota)ds + (18)(0-) - (1)(0+)

1

1
— [ s@pola)ds
-1
La siguientes proposicion muestra que la derivada generalizada y la derivada en
el sentido clasico coinciden para el conjunto de funciones C1*(2). Tal demostracién
se puede obtener empleando el método de integracion por partes | o | — veces.

Proposicién A.1 Sea a arbitrario y € C1(Q). Entonces la derivada generalizada
D¢ existe y estd dada por g = D*.

Como consecuencia de esta proposicion, de ahora en adelante ignoramos la diferencia

en la definicién de D y D,,. Es decir, los simbolos de diferenciaciéon son referidos a
derivadas generalizadas en general.

A.3. Norma de Sobolev y espacio asociado.

Usando la notacion de derivada generalizada, podemos generalizar la norma de
Lebesgue a espacios mas generales para incluir derivadas.
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Definiciéon A.6 Sea k un entero no negativo y f € L}, .(Q). Supongamos que la

derivada generalizada DS f existe para cada | o |< k. Definimos la norma de Sobolev
como:

B =

| f HWI’f(Q):: Z | D f Hip(ﬂ) ’

|| <k

para 1 < p < oo. En el caso p = 0o, se define como:

H f ngg(sz)i: max H Dy f HLOO(Q) .

En cualquiera de los dos casos, se define el espacio de Sobolev como:

WEQ) = {f € Linl@) |1 f i< oo}

Es facil ver que
I )
es una norma. Es decir, cumple las propiedades de la definicion (A.1)) como conse-

cuencia de que || - [|z,) es una norma. Entonces el espacio W) () es un espacio
normado. El siguiente teorema muestra que es completo.

Teorema A.5 FEl espacio de Sobolev WIf(Q) es un espacio de Banach.

Prueba: Sea {v;}77, C W} () sucesion de Cauchy. Entonces

wh'f_{loo | vi = v; [lwr@=0.

Por otro lado, por definicién se tiene que:

| oi =5 llwpy = | D 1 Da(ws —03) I

| <k

> Dgvi = Do I o

la|<k
| Davi — Dyvj |,
0,

AV

para cada | o |[< k 'y 4,j € N. Por lo tanto, { D%v;} es sucesion de Cauchy en L,(€2).
Por otro lado, dado que el espacio de Lebesgue L,(§2) es completo, ver teorema
(A.4)), entonces existe v* € L,(2) tal que:
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im || Dyvy — v ||, = 0.
1,7 —00

En particular se tiene

lim v; = U(O’O""’O)
1—>00

=v en L,(Q).

Por otro lado, note que si w; — w en L,(Q) y ¢ € D(Q), entonces

Jj—o0

lim wjgbdx:/wgbdx. (A.3.1)
Q Q

Para demostrar que Div = v“, debemos mostrar que

/vagzﬁdx = (1)l / v¢@dz, para cada ¢ € D(Q).
Q Q

De la definicion de derivada generalizada y aplicando el resultado de la ecuacion

(A.3.1)) se tiene que:

/vagbdx = lim | Dyv,¢dz
) Q

J]—00

= 1im(—1)|o‘/vj¢(°‘)da;
Q

J—00

= (—1)a|/v¢(a)d:c.
Q

A.4. Espacios producto interno y espacios de Hil-
bert

Esta seccion es dedicada a herramientas del anélisis funcional requeridas para
desarrollar la formulacion variacional de ecuaciones diferenciales. Iniciamos con una
introduccion a espacios de Hilbert, incluyendo solo material que es importante para
justificar la existencia y unicidad de soluciones a problemas variacionales.

Definiciéon A.7 Una forma bilineal b(-,-) definida en un espacio vectorial V, es
una funcion b : V. x V. — R tal que para cada v € V, se tiene que b(v,-) y b(-,v)
es lineal en V. Es simétrica si b(u,v) = b(v,u) para cada u,v € V. Un producto
interno(real), denotado por (-,-) es una forma bilineal simétrica sobre V tal que:

1. (v,v) >0, para cada v € V
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2. (v,v) =0 si y solo si v=0.

Definicién A.8 Un espacio vectorial V' junto con un producto interno definido en
V' es llamado espacio producto interno y es denotado por (V, (-,-)).

Ejemplo A.2 Los siguientes ejemplos son espacios producto interno:
1. V=R (2,y):= Z?:l T5Yj
2. V=10,9Q), QCR",  (u,v):= [yu(z)v(z)dz
8 V=WKQ) QCR*  (u,v):= > tal<k (D, Dgv) y(0)

Notacion A.1 El espacio producto interno (Wx(Q,), (-, )x) es a menudo denotado
por (H*, (-, )x.) Entonces
H*(Q) = W5 (Q).

La siguiente proposicion afirma que si (V, (-, +)) es espacio producto interno, en-
tonces (-,-) induce una norma en V. Para una demostracion ver [19], pag. 50.

Proposiciéon A.2 Si (V,(-,-)) es espacio producto interno, entonces

o= v/ (v, v)
es norma.

Definicién A.9 (Espacio de Hilbert) Sea (V,(-,-)) espacio producto interno. Si
(VoI - ||) es completo (|| - ||:== /(-,-) ), entonces (V,(+,-)) es llamado espacio de
Hilbert.

Se sabe que R™ y Ly(Q2) son espacio completos bajo la norma euclideana y la
norma del espacio L,(£2) para p = 2 respectivamente. Ademas los productos escalares
definidos en el Ejemplo (A.2[- 1,2) inducen estas normas y por lo tanto (R, (+,)) y
(L2(2), (-, *) o()) son espacios de Hilbert. Otro espacio importante es siguiente:

Ejemplo A.3 El producto interno (-,-) definido en WF(Q) induce la norma defi-
nida en W} (Q) para p = 2.

Sea u € W5 (Q), entonces

P l* = (u, w)

= Z (Dyu, Dgu)Lz(Q)

o<k

= Z | Dyu ”%Q(Q)

|la|<k

(A4.1)

_ 2
_H u ||W2k(Q)
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Del teorema (A.5) y del hecho que el producto escalar (-,-); induce la norma defi-
nida en WX(2) ecuacion (A.4.1)), entonces se tiene que (WF(Q), (-, )x) es espacio de
Hilbert.

Definicién A.10 Sea H un espacio de Hilbert y S C H un subespacio lineal de H
( Stu,v €S yeR, entonces u+ A € S') cerrado en H, entonces se dice que S
es un subespacio vectorial de H.

Proposicion A.3 5i S C H es un subespacio vectorial de H, entonces (S, (+,-)) es
espacio de Hilbert.

Prueba: El subespacio vectorial (S, (+,-)) es completo porque S es cerrado en H
bajo la norma de || - || .

O

Un resultado importante en un espacio producto interno es la desigualdad de
Cauchy — Schwarz cuya demostracion se puede encontrar en [19], pag. 50.

Teorema A.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si(V,(-,-)) es un espacio pro-
ducto interno, entonces
(v,0)2,

(ST
N

| (u,0) [< (u,u)

para cada u,v € V.

Definicion A.11 Sea (V,(-,-)) espacio producto interno. Una funcion real L defi-
nida definida en V' se dice que es un funcional lineal si:

1. L(Au) = AL(u) para cada u € V y A € R

2. L(u+v) = L(u) + L(v) para cada u,v € V.

Definicion A.12 Sea L un funcional lineal definido en un espacio producto interno
V. Se dice que L es continuo si existe constante no negativa K tal que

| Lu) |[< K || ul],
para cada u € V.

Por otro lado, si u € H con H espacio de Hilbert, entonces un funcional lineal

puede ser definido como
Ly(v) = (u,v), (A.4.2)

con v € H. El funcional L, es continuo como consecuencia de la desigualdad de
Cauchy — Schwarz. El siguiente teorema afirma que si L es un funcional lineal
continuo, entonces se puede escribir de la forma . Una demostracion se puede
encontrar [19)], pag. 55.
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Teorema A.7 (Teorema de Representacion de Riesz) Si L es un funcional
lineal continuo en un espacio de Hilbert H, entonces puede ser representado de forma
unica como

L(U) = <U7U)7
para algin u € H. Ademds se tiene que
L lgr=lwlla,

! . . . .
donde H representa el espacio de funcionales lineales continuos en H.

A.5. Formulaciéon de problemas variacionales simé-
tricos

El propésito de esta seccidn es aplicar la teoria de espacios de Hilbert desarro-
llada en la secciéon previa para mostrar la existencia y unicidad de la formulacion
variacional de problemas de valores en frontera.

Definicién A.13 Una forma bilineal a(-,-) sobre un espacio vectorial normado H
es continua st existe una constante C' > 0 tal que

| a(u,v) |<C | wlull v lla,

para cada u,v € H. Ademds se dice que es coersiva sobre V. C H si existe a > 0
tal que
a(v,v) Z allv|g,

para cada v € V.

Proposicion A.4 Sea H un espacio de Hilbert y suponga que a(-,-) es una forma
bilineal simétrica, continua y coersiva en un subespacio vectorial V de H. Entonces
(V,a(-,-)) es un espacio de Hilbert.

Prueba: Sea u € V tal que a(u,u) = 0. Entonces por coersividad se tiene que
0=a(u,u) 2 alulg=0,

lo que implica que v = 0. Entonces (V, a(-,-)) es un espacio producto interno. Ahora
defina la norma
I llvi=va(-).

Si {u,} es una sucesion de Cauchy en (V|| - ||v), entonces por coersividad

” Up — Um H%/: a(un — U, Up — um) 2 & || Up — Um ”H7
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lo que implica que {u,} es una sucesion de Cauchy en (H,|| - ||g) y por lo tanto
existe u € H tal que

lim || u, —u ||g=0.

n— o0

Por otro lado, como V es cerrado en H, entonces u € V. Ademas, aplicando la
continuidad de a(-,-) se tiene que

| wn —u||y:= \/a(un—u,un—u) < \/5|| U — u || g,

de donde se obtiene que

lim || u, —u ||y=0.
n—oo

O

En general, en un problema variacional simétrico se suponen validas las siguientes
hipotesis:

1. (H,(-,-)) es un espacio de Hilbert.

2. V C H es un subespacio vectorial (cerrado) de H.

3. a(-,-) es forma bilineal simétrica, continua en H y coersiva en V.

Entonces el problema variacional simétrico es el siguiente: Dado L funcional
continuo en V, entonces hallar u € V' tal que

a(u,v) = L(v), (A.5.1)

para cada v € V. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de un
elemento u € V tal que se satisface (A.5.1)).

Teorema A.8 Suponga que son vdlidas las hipdtesis ( 1 — 3 ) del problema varia-
cional (A.5.1). Entonces existe unica u € V tal que cumple (A.5.1)

Prueba: La proposicion ((A.4) implica que a(-, ) es un producto interno en V' y ade-
mas (V, a(-,-)) es espacio de Hilbert. Aplicando el Teorema de Representacin de Riesz(A.7)
al funcional lineal continuo L se tiene que

L(v) = a(u,v),

para algin v € V' y para cada v € V.
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A.6. Formulacion de problemas variacionales no si-
métricos

En un problema variacional no simétrico se suponen vélidas las siguientes hipo-
tesis:

1. (H,(+,+)) es un espacio de Hilbert.

2. V C H es un subespacio vectorial (cerrado) de H.
3. a(-,-) es forma bilineal sobre V| no simétrica.

4. a(-,-) es continua en V'

5. a(-,-) es coersiva en V

Entonces el problema variacional no simétrico es el siguiente: Dado L fun-
cional continuo en V, entonces hallar u € V' tal que

a(u,v) = L(v), (A.6.1)

para cada v € V. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de un
elemento u € V tal que se satisface (A.6.1). Una demostracion de este resultado se
puede encontrar en [19], pag. 62.

Teorema A.9 (Lax - Milgram) Sea (V, (-, ")) espacio de Hilbert, a(-,-) una forma
bilineal continua y coersiva y L un funcional lineal continuo en V. Entonces existe
un 1unico u € V tal que

a(u,v) = L(v),
para cada v € V.

Un ejemplo interesante de la aplicacion del teorema de Lax — Milgram es el
siguiente.

Ejemplo A.4 Considere el problema de valores en frontera:

(A.6.2)

—u" +u +u=f en]0,1]
w (0) =u'(1)=0

Para este problema tomemos V = H'(0,1). Si v € V, entonces al multiplicar la
ecuacion (A.6.2) por v y posteriormente integrando en [0, 1] se tiene:

1 1 1 1
—/ u//vdx—l—/ ulvdx—i—/ uvdx :/ fodx. (A.6.3)
0 0 0 0
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Aplicando el método de integracion por partes al primer sumando del lado izquierdo
de la ecuacion (A.6.3)) teniendo en cuenta las condiciones de frontera reescribe como:

1 1
/ (W'v +u'v+ww)de = / fodx. (A.6.4)
0 0

Si llamamos a(u, v) al lado izquierdo de la ecuacion (A.6.4) y L(v) al lado derecho,

entonces se tiene que

a(u,v) = L(v), (A.6.5)

para cada v € V. Observe que L asi definido es un funcional lineal continuo como
consecuencia de la desigualdad de Cauchy — Schwarz, ademés a(u,v) es una forma
bilineal no simétrica por el término «'v. Acontinuacion se demostrara que es continua
y coersiva en H'(0,1).

Para demostrar que a(-,-) es continua, observe que:

1
!
/ u vdx
0

/
<Iullasll ol + T el o fle,

<2l vl -

| au,v) [ <] (w,0)m | +

(A.6.6)

De donde se obtiene que a(-, -) es continua en H*(0, 1). Para demostrar la coersividad,
observe que

1
a(v,v) = / (W' +v'v+v?)de
0

IR IR

:—/ (v —|—v)2dx—|——/ (vv +v)dr (A.6.7)
2.Jo 2.Jo
1

Z§|IUH§11-

Por lo tanto, a(-,-) es coersiva en H'(0,1).

A.7. Formulacion variacional para ecuaciones elip-
ticas
Sean €2, Q;(i = 1,..., N) dominios acotados en R*; 99, 0); fronteras suaves por

tramos; A;;(z), Ai(z), Bi(x), A(z), f(z) y fi(x) funciones infinitamente diferencia-
bles excepto en UY ,09; U 9. La ecuacion
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(A.7.1)

° 0 afi(x
‘I‘ZBZ'(ZL‘)a—:s—f—A +Z gx ,

es llamada ecuacién eliptica para cada z € Q\ U;_,0); y para cada £ € R® se
cumple la relacion

Z Azg glfj > kaw Aij(x) = Ajz'<x)7 (A.7.2)

4,7=1
con k > 0 independiente de z.
Teniendo en cuenta el convenio de suma de Einstein, las ecuaciones (A.7.1) y

(A.7.2) se pueden reescribir como:

o (A0 ) + o (A +

(A.7.3)
+Bia) 5+ Al = 7le) + 22
y
Ayj(2)&& > ke, Ayjla) = Aji(w). (A.7.4)

Por otro lado, si A;(z) =0y B;(z) = 0, entonces la ecuacion (A.7.3) se reduces

ai (Am-m%) = o)+ 2 (A75)

J

La ecuacion eliptica (A a menudo describe un campo estacionario que podria
ser un campo de temperatura en un medio con tensor de difusion A;;(x). La condicion
de Dirichlet

u [oo= 0, (A.7.6)

es impuesta en 0f2.
A Continuacién se formularé el problema variacional de la ecuacion eliptica

sujeta a . Se considera una funcion ¢ € D(Q), entonces al multi-
phcar la ecuacion por ¢ e integrando sobre (), se obtiene:
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0 ou 0 ou
0fi(x)
+ [ Awods = [ fayods +/ S s

Aplicando el método de integracion por partes al los dos primeros sumandos del
lado izquierdo de la ecuacion (A.7.7)) se tiene:

0 ou ou 0¢
/ = <A () )¢dx— - /Q Agle) g (A7)

/aiz( i(@)u )qbda:_—/QAi(x)ugde. (A.7.9)

De manera analoga para el segundo sumando del lado derecho de la ecuacion

(A.7.7) se obtiene:
Afi(z)
/Q pdx = /fz 8% (A.7.10)

Sustituyendo (A.7.8]) - (A.7.10]) en (A.7.7)) se obtiene:

(A7.7)

ou 0¢ 0¢p ou
/ﬂ (Aij(w)ﬁ_xjﬁxi + Ai(m)u@xi — Bz(x)a—ngb - A(x)ugb) dx

-/ (—f<x>¢+fi<x>§i)d

Una funcién u € W}(Q) tal que u = 0 en 99 y satisface (A.7.11) para cada
¢ € D(Q) es llamada solucién generalizada de (A.7.3) y (A.7.6) en W3 (Q).

El siguiente resultado nos permitira garantizar la existencia y unicidad de la
solucion generalizada del problema (A.7.3) y (A.7.6) en W} (Q) (ver [13], pag. 6).

(A.7.11)

Teorema A.10 El problema (A.7.3) y (A.7.0) tiene tinica solucion generalizada en
W3 () y ademds se cumple

lullwpey< € (H Pl + D 11 fi \|L2(9)> : (A.7.12)

i=1

donde C' es una constante positiva. En particular el problema (A.7.5) y (A.7.6) tiene

tinica solucion en Wy () y cumple (A.7.19).
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A.8. Formulacion variacional para el sistema de ecua-
ciones en teoria de elasticidad

Sea R(z), A;;(x) funciones matriciales de s x s con elementos infinitamente di-
ferenciables en 2 excepto en UY 09, U 9. Sean f(x,t), fi(x,t) funciones vectoria-
les s—domesionales infinitamente diferenciables en Q x (0,7") (7" > 0) excepto en

U, 0Q; U0Q, ademés R(z), Aij(x) = (afl(x)) satisfacen las desigualdades:

R(z) > p.E, Y aflhdh > k> ket
1k

ivjvkvl:]-

para cada &8 € R, &F = &, v € O\ UY,00;, ademas

Kl il ki ik
Ai; = Qgj = Qi = Q55

donde p,, k son constantes positivas y £ matriz unitaria. El sistema de ecuaciones

Pu 0 ou\ Ofi
R(m)w " or (Az'j(l’)a—xj) = f(x,t) + 1.

7

(z,t) (A.8.1)

es llamado sistema no estacionario de ecuaciones en teoria lineal de elasti-
cidad. Aqui a}!(z) es el tensor de rigidez, R(z) = p(x)E, p(x) es la densidad y u es
el vector de desplazamiento.

Si f, f; son independientes de ¢, el sistema se reescribe como

o (A7) = o)+ o) (A82)

El sistema (A.8.2) es llamado sistema estacionario de ecuaciones en teoria
lineal de elasticidad. Se asume la condicién de Dirichlet

u [oo= 0. (A.8.3)

Para formular el problema variacional (A.8.2)) con condicion (A.8.3) se procede
de la siguiente manera. Sea ¢ funciéon vectorial en D(§2) y denotando (-, -) el producto
escalar en R?® se tiene:

0 ou B ou 0¢ 0 ou

Sustituyendo (A.8.2)) en ((A.8.4) y aplicando la linealidad de la funcion producto
escalar, se obtiene:
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0 (4 00 N _ (D 00 o,
8_951' <A2ja_xja¢) - <A1jaxja 8%1) + <f7¢) + < 7¢)

(A.8.5)
ou 0o 0¢
(Aija—l,j, 8_95) +(f, ) + 8_1'1 (fis®) — (fw ) :

T

Por lo tanto, (A.8.5) se puede reescribir como:

’ ) () 00
F ( z]a 7¢> xi (fl7¢) - (AZ_] 8@’ Gx]) + (f, QZ5) (fz’ z) . (A86)

Integrando (A.8.6) en ambos lados y aplicando el teorema de Green al lado
izquierdo se obtiene:

ou 0¢ L)
[ (s 2 Yo == [(ropaas [ (552 ) o (A87)

para cada funcién vectorial ¢ € D(QQ).

Se entiende por solucion generalizada del problema (|A.8.2)) - (A.8.3) a aquella
funcion vectorial u € W3 (2) que satisface (A.8.7) para cada ¢ € D(Q). El siguiente
teorema justifica el buen planteamiento del problema (A.8.2) - (A.8.3).

Teorema A.11 FEziste una unica solucidn generalizada en W} (Q) del problema
(A.8.9) - (A.8.9). Para esta solucion, se tiene el estimado:

| llwpy< C <|| Flloae + D11 fi ||L2(Q)> )
=1

donde C' es una constante positiva.




Apéndice B
La funcion Zeta de Weierstrass

El objetivo del presente apéndice es resumir nociones bésicas relacionadas con la
funcion (O de Weierstrass, posteriormente, llegar a la funcion C de Weierstrass,
ya que las soluciones de los problemas locales giran en torno a tal funcion.

B.1. La funcién p de Weierstrass.

Definiciéon B.1 Sean wi,ws € C linealmente independientes en R. Se define el
Lattice generado por wy,ws como

L |wy,wa] = {mw;y + nws : m,n € Z} .
Por simplicidad, usamos la notacion L = L [wy, ws] .
Observacion B.1 Siw,w’ € L, entonces:
1. w+w € L.
2. nw € L, para cadan € 7.

De la observacion anterior, tenemos que L es subgrupo de C y ademés wq,ws
forman una base de C sobre R.

Sean z,w € C. Definimos la relacién z = w mod(L) si y solo si z —w € L. Es
facil observar:

Observacion B.2 Siy, z,w € C, se cumple:
1. y =y mod(L) para cada y € C.
2. Siy=zmod(L), entonces z =y mod(L).

3. Siy=zmod(L)yz=w mod(L), entonces y = w mod(L).

115
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De la observacion anterior, se tiene que la relacion de Congruencia Modulo L es
relacién de equivalencia.

Definicién B.2 Sean L = L|wi,ws] y a € C. Se define el Paralelogramo Fun-
damental para el Lattice L como:

P = {a —I—tlwl +t2W2 . tl,tQ S [0, 1]} .
De la defincién anterior, se desprende el siguiente Lema:
Lema B.1 Si z € C, entonces eziste un inico z, € P tal que z = z, mod(L).

Prueba: Primeramente si o = 0, entonces escribimos a z € C como z = aw; + bwo
con a,b € R. Tomemos los siguientes enteros:

m=mix{n €Z:n <a},
n=max{n € Z:n < b}.
Siti =a—my ty, =b—n, entonces:
zZ = mwq + nwg + tiwy + taws = tiwy + tows mod(L).

Observemos que 0 < ¢; < 1 para i = 1,2. Asi la clase de congruencia z mod(L)
tiene una representacion en el paralelogramo fundamental P. Ahora, por otro lado,
si se tiene que

tiwy + tawg = s1w1 + Sows mod(L) con 0 <s; < 1.
Entonces | t; — s; |< 1 para ¢ = 1,2, pero:
(t1 — s1)w1 + (ta — s9)ws = 0 mod(L),

asi t; = s; para ¢ = 1,2. Ahora, si o # 0, entonces se aplica lo anterior al elemento
Z— .

O

Definicién B.3 Una funcidn eliptica f (con respecto a L) es una funcion mero-
morfa en C, la cual es L—periodica. FEs decir;

fz4w) = [f(2)
para cada z € C y w € L.

Note que f es L—periodica si y solo si

f(z+wi) = f(2) = f(z +wa).
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Si L = L[wy,ws], entonces se define L* = L\ {0+ 0i}. Ahora se enunciara un
lema fundamental que ayudara a construir funciones elipticas, cuya demostracion se
puede encontrar en [12], pag. 355.

Lema B.2 La serie

}:5} (B.1.1)

weL*

es absolutamente convergente para \ > 2.
Como aplicacion del Lema (B.2) se tiene el siguiente teorema importante:

Teorema B.1 La serie

E:@}EF’ (B.1.2)

w€eL

es absoluta y uniformemente convergente en cada recinto compacto de C (donde cada
vez se excluye una cantidad finita de términos de la serie que tiene polos en dicho
recinto).

Prueba: Es suficiente suponer que z pertenece a un circulo fijado arbitrario con el
centro en el origen de coordenadas |z| < R. Considere la serie

E:(zjwﬁ’ (B.1.3)

w|>2R
y asi tenemos que 2|z| < |w], de donde se tiene que |£| < 1. Entonces, del término

principal de la serie se tiene:

L1 18

GaP| el (- )7 T el

Del Lema (B.2)) se desprende la convergencia absoluta y uniforme de la serie (B.1.3])
en el conjunto |z| < R.

Definamos para cada z € C con |z| < R la funcién

ﬂ@==2:6f%$4—236f%$. (B.1.4)

|w|<R |w|>R

El segundo sumando de la serie del lado derecho se diferencia sélo en una
cantidad finita de términos de la serie (B.1.3)), por tanto, la funcién asi definida es
analitica en cualquier circulo |z| < R, a excepcién de polos de tercer orden en todos
los periodos pertenecientes al circulo indicado.
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Observacion B.3 La funcion f(z) definida por la serie (B.1.4)) o (B.1.9) es L—periddica.

Prueba: Demostremos que 2w; y 2w, son periodos de la funcion f(z). En efecto:

flz+2w)=>" o (wl_ Ik (B.1.5)

weL

Pero w — 2w; es también uno de los periodos dados:
Wi =w—2w;, para j=1,2.

Ahora, cuando w recorre L, w’ también recorre L, para j = 1,2, dado que sélo es
una traslacion. A partir de (B.1.5) tenemos que

f(z+ 2w;) = Z (z — (wl_ 2w;))? - Z ﬁ (B.1.6)

z
wel w'eL J

Pero la serie (B.1.6)) solo se diferencia en el orden de los términos de las serie abso-
lutamente convergente (B.1.2)), es decir, su suma es f(z).

U
Observacion B.4 Si z € C, entonces f(—z) = —f(2).

Prueba: Si z € C, entonces:
1 1
f(==2) = WEEL —(—z o = — WEGL —(z  _— (B.1.7)

De forma analoga a la observacion (B.3)), se tiene que w’ = —w es otro de los periodos

dados. Cuando w recorra L, w’ también recorrera L. Ahora de (B.1.7)), se tiene
(=Y =Y s - Y s (B

IR R 1 e e S )

w€eL weL w'eL

Asi la ecuacion (B.1.8)) solo se diferencia en el orden de los términos de la serie
absolutamente convergente (B.1.2)), y por lo tanto la suma es —f(z).

Se concluye que la funciéon definida por
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es eliptica e impar. Por otra parte, se tiene que si z, € C tal que z, ¢ L e integrando
la funcion f(z) término a término a lo largo de una curva rectificable 7 que no pase
por polos y que una a z, con otro z € C, se tiene

o9 =0+ [ =03 - o

w€eL

Tomando C de la forma

se obtiene:

w5 2 (e a))

Definicién B.4 (Funcién () de Weierstrass) Se define la funcion o de Weierstrass
mediante la formula

p(z) = % + %ZL (ﬁ - é) . (B.1.9)

A continuaciéon enunciamos un teorema que garantiza la convergencia absoluta y
uniforme de la funcién o de Weierstrass con excepcion de polos en todo subconjunto
compacto de C. La demostracion se puede consultar en [12], pag. 360.

Teorema B.2 La funcion o de Weierstrass es absoluta y uniformemente conver-
gente en todo subconjunto compacto de C (donde cada vez se excluye una cantidad
finita de términos de la serie que tiene polos en dicho recinto).

De manera anéloga a la demostracion de la Observacion (B.4)), se desprende que
la funcion p de Weierstrass es par (es decir, p(—z) = p(z)).

Por otro lado, derivando la funciéon p de Weierstrass tenemos:

dp _ 2 _ )2 S S G
dz 23 2z:(z—w)?’_ 2{z3+z(z—w)3}_ 2f(2).

weL*

Observacion B.5 La derivada de la funcion p de Weierstrass es solamente un
factor numérico de la funcidn eliptica f(z) de periodos 2wy, 2ws.

De la Observacion (B.5)) se tiene que:
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dp(z + 2w;)
dz

= —2f(z+2w;) = —2f(2) = dflf), para j=1,2.  (B.1.10)

Integrando ambos lados de la ecuacion (B.1.10) y posteriormente restando el

término p(z), se tiene:
o(z+2w;) —p(z) =C;, para j=1,2. (B.1.11)

Tomando z = —w; en la ecuacion (B.1.11)) y aplicando la paridad de la funciéon

© de Weterstrass, se tiene:
o(—w; + 2w;) — p(—w;) = p(w;) — p(—w;) =C; =0, para j=1,2.
De donde
p(z +2w;) = p(2), para j=1,2.

De lo anterior tenemos que las funciones p y ¢’ son funciones elipticas. Estas
funciones son fundamentales en la teoria de las funciones elipticas y son llamadas
funciones elipticas de Weierstrass.

B.2. La funcién ( de Weierstrass.

Ahora estamos en condiciones de presentar la funcion Zeta de Weierstrass y
enunciar algunas de sus propiedades que nos serdn tutiles en el presente trabajo.
Para un conocimiento més profundo ver, por ejemplo, [T1], [12].

Definicién B.5 (Funcion ¢ de Weierstrass) La funcion ( de Weierstrass es de-
finida mediante las sigutentes condiciones:

18— ().

2. lim (¢(z) — 1) =o0.
De las condiciones de la definicién anterior, esta funcion también puede expre-

C(z) - % _ /0 <p(z) _ %) dz, (B.2.1)

donde la integral se efectia a lo largo de cualquier curva rectificable que no pase
por puntos de L* y posteriormente, sustituyendo p(z) por su desarrollo dado por la
ecuacion (B.1.9) e integrando término a término, se obtiene:
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-t [ 5 (e 5 (Lt 2)

wel*

de donde

C(Z):§+Z(ziw+£+§). (B.2.2)

weL*

Se observa que la funcién ((z) es meromorfa y tiene polos simples en todos los
elementos de L, ademéas de ser una funciéon impar, como se muestra continuacion.
En efecto, se tiene:

(C(2) +¢(=2)) ='(2) = ('(=2) = —p(z) — p(—2) =0,
de donde
((2) +¢(=2) =C,

(C(z) - é) + (C(—z) + é) ~C (B.2.3)

Ahora, tomando el limite en ambos lados de la ecuacion (B.2.3) y de la propiedad 2
de la funcion ((z), se tiene que C' = 0. Asi se concluye

0 sea,

Por otra parte, se tiene:

(C(z + 2wj) = ((2)) = ('(2+2w5) = ('(2) = —p(z +2w;) + p(2) = —p(2) +p(2) = 0.
Por lo tanto, se tiene
C(z+2w;) —((z) =2n; para j=1,2. (B.2.4)

A partir de la ecuacion (B.2.4) podemos tomar la derivada en ambos lados y
llegar a
¢("(z+ 2w;) — ("(2) =0, para j=1,2.

Aplicando induccién tenemos que para cada n € N se cumple
¢ (2 4 2w;) — ¢"M(2) =0, para j=1,2. (B.2.5)

De lo anterior, se tienen las siguientes propiedades:

Propiedad B.1 (Casi periodicidad de () La funcion ( de Weierstrass tiene las
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siguientes propiedades:
1. ((z2+42w;j) — ((2) =2n; para j=1,2.

2. (M(z+2w;) — (™ (2) =0, para j=1,2, y neN.
Si z = —w; entonces de la propiedad 1 y de la no paridad se tiene que:
C(z + 2w;) = ((2) = C(—wj + 2w;) — ((—w;) = C(w;) — C(—wj) = 2¢(w;) = 2n;,

de donde tenemos
nj = C(w;) para j=1,2. (B.2.6)

Los ntimero de (B.2.6)) son llamados casi periodos basicos de (. Ademés entre
las cantidades
2wj y 2n; para 3 =1,2,

existe relacion.
Propiedad B.2 (Relacion de Legendre) Se tiene que
2Wemy — 2w = Ti. (B.2.7)

Prueba: Sea P, un paralelogramo fundamental que contenga el origen de coor-
denadas. Por el Lema (B.1)), el paralelogramo fundamental no contiene otro polo
distinto del origen de coordenadas. En particular, el paralelogramo P, con vértices

{—W3, W1 — Wo, Ws,Ws — Cdl} 3

tal como se observa en siguiente Figura A.1

Figura B.1

donde w3 = wy +ws; ademas, tal parelelogramo es fundamental y contiene al ori-
gen de coordenadas. Por otra parte, de la propiedad 2 de la funcion ¢ de Weierstrass
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se tiene z, = 0, es polo de orden 1(polo simple), de donde:

Res(¢, z,) = ilir(l) 2¢(z) = 1. (B.2.8)

De la ecuacion (B.2.8]) y aplicando el teorema de los residuos (ver [I4], pag. 449)
sobre la curva C' = 0 P, se tiene

. (2)dz = 2mi. (B.2.9)

Ahora ocupémonos del lado izquierdo de la ecuacion (B.2.9)). Al parametrizar la
curva 0P, e integrando lado por lado de P,, se tiene:

1
(2)dz = —2w, / [C(2wit —wy 4+ wa) — C(2wit — wy — wa)] dt +
op, 0

1
+ 2w / (2wt — wn + n) — C(2unt — wo — wor)] dt. (B.2.10)
0

Aplicando a los integrandos, la propiedad 1 de la funcion ¢ de Weierstrass (casi
periodicidad) para j = 1,2 se tiene

—4winy + dwan = 2.

B.3. Desarrollo en serie de Laurent

En el presente apartado daremos el desarrollo en serie de Laurent de ciertas
funciones meromorfas doblemente peridédicas que nos seran de gran utilidad para
buscar soluciones a ciertos problemas en forma de serie, donde el objetivo es hallar
ciertos coeficientes indeterminados.

La solucion de cierto problema de interés se propone como R{F(z)}, siendo
© 0 (k—1)
F(z) = aoz+2akikf$3, (B.3.1)

k=1
donde ay;, son coeficientes indeterminados reales, ((z) es la funcion casi periddica de
Weierstrass, definida por (B.2.2), y ¢*®)(z) denota la k—ésima derivada de periodos
wy v wy. El superindice ”0” denota que la suma corre sobre los niimeros impares.
(C*(2) es analitica en todo |z| < R para cada k € N; por lo tanto, la funcion F(z)
también lo es a excepcion de polos).
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Expresemos la funcién F'(z) en serie de Laurent. Se observa que las primeras 3
derivadas pares de ((z) para k = 2,4,6 estan dadas por:

1 1
@ ()= —f(2) =210 — S B.3.2
)= - =2{ 5+ T s 332
() = 4 i+z_1 (B.3.3)
R (z—w)> [’ o
weL*
©)(2) = 6 i+z_1 (B.3.4)
" (z) = 6! " GCow)r (- 3.
weL*
En general, por inducciéon que para k =1,2,3, ..., se tiene
C(2) = 24! { il Z (2 — w)2h+t } (B.3.5)
wEL*

Ahora, sustituyendo (B.3.5) en (B.3.1)) para k > 3 resulta

F(2) = apoz + a1((z —I—Zak< +Z o) > (B.3.6)

weL*

Desarrollando en serie de Laurent el término principal de la suma sobre los
Lattices de la ecuacion (B.3.6))

l

1 —(k_1|iz+1l+2) (k= 1)—. (B.3.7)

(z —w)*

wk+l

Dado que
(l+k-—D=(U4+k-1D{+k—-2)---(1+ 1),

de donde se tiene

(I+k—1)
I

El segundo término de la ecuacion (B.3.6)) es:

mqa:m{§+§:(ziw+i+fa}

a 1 1 z
_ @ B B.3.
z+a12(2_w+w+w2>, (B.3.9)

weL*

—(+1D)(+2) - (I+k—1). (B.3.8)
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desarrollando el término

1 -1 1 —1 <= /2!
z_w—j(l_g)—72<;)-

=0

Se tiene que la ecuacion (B.3.9) se puede expresar como:

o0 l o0
alg(z):al{%— ZZ%}:E_MZZ#ZJ' (B.3.10)

wel* =2

Por otro lado, sustituyendo la ecuacion (B.3.8) en (B.3.7) y posteriormente en el
tltimo sumando de la ecuacion (B.3.6)), se tiene que:

o o 1 1
Za’f (J—i_ Z (Z_w)k) -
k=3 welL*
a4 -1 & (I+Ek-1) 2
*ZZ_JFZQ’“ <(k_1>uz /! E
k=3 k=3  weL* 1=0
— ;< k(I +k—1) 2
= ok > (Z L itk
k=3 k=3  weL* \1=0
= s~ = (+E-=1) 1
=Y G2 w > (k T > —? ] (B.3.11)
k=3 k=3 =0 weL*

Ahora, suponiendo que la suma de los Lattices

1
Sy = ZJ:O’ para A =2n+ 1,

weL*

entonces, las ecuaciones (B.3.10)) y (B.3.11)) se trasforman en:

aq 1
CL1C(Z> = ; — aq Z Z F,Zl, (B312)

N

oooak o0 o o0 o (l—f-k’—l)' 1[
&N, (k: o Zwmz' (B.3.13)

Por otro lado, para asegurar que la funcion (B.3.1) es doblemente periddica de
periodos 2w; y 2ws, se debe de tener que:
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F(z+2w)—F(2)=0, y F(z+2w)—F(z)=0, (B.3.14)
de donde, a partir de ((B.3.1))), se tienen:

o=  C(ED (24 2wp) — R (2)

ao(2 + 2wn) —aoz+Zak o1 =0, (B.3.15)
k=1 '
y
0 k=1 (5 1 9 — ¢(B)
ao(z + 2w2) — aoz + Z akC (24 200) = C(z) _ 0. (B.3.16)

2 (& — 1)

Ahora, partir de las propiedades de casi - periodicidad de la funcion (, propiedad
(B.1), las ecuaciones (B.3.15) y (B.3.16]) se reducen a:

2a,w1 + a1 ((z + 2wy) — ((2)) =0, (B.3.17)

2a,w2 + a1 (((z 4 2wq) — ((2)) = 0. (B.3.18)

que son equivalentes a las expresiones

go=—"1 y g =-2 (B.3.19)

w1 %) .

Sumando las expresiones (B.3.12) y (B.3.13)) y teniendo en cuenta el coeficiente
a, en términos de ay, ecuacion (B.3.19)), se tiene que la serie de Laurent de la funcion
(B.3.1)) viene dada por

a
F(z) = z_: - ap Y knud, (B.3.20)
k=1 k=1 i=1
donde
(I+k—1) 1 (I+k—1)
= S D g g Sk para kUL

weL*

Ui 12
mr=—=—
w1 W9



Apéndice C
Suma de Lattices

En el presente apéndice, presentaremos varios resultados, entre ellos demostrar
la convergencia absoluta de la serie

> ﬁ (C.0.1)

wel*

Ademas, se demostrara que el valor de la serie (C.0.1]) es un elemento en el campo
R para ciertos periodos de gran importancia en el presente trabajo y para hallar
valores de k + [ de tal forma que las series (C.0.1]) sean distintas de cero.

C.1. Convergencia de la Serie

¢ 7k+l ’
cL*

donde w = mw; +nw, es de suma importancia para la existencia de funciones mero-
morfas doblemente periddicas (elipticas), las cuales seran de gran interés (funciones
muy particulares de ellas) para dar solucion a ciertos problemas que se tratan en el
presente trabajo.

Lema C.1 La serie

1
> D (C.1.1)

wel*

donde w = mwy 4+ nwo, es absolutamente convergente para cada k + 1 > 2.

Prueba: De la ecuacion ((C.1.1)) tomamos A = k+1[. Ahora si A > 2, la convergencia
absoluta se da como caso particular del Lema (B.2]) del Apéndice A.

O

127
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Del Lema (B.2) se tiene que para cada A > 2

Si= > _ (C.1.2)

m24n240 (mewy + nwy)*’

estd bien definida.

C.2. Pertenencia de S, al cuerpo de los nimeros R

Sabemos que la serie (C.1.2]) es convergente para A > 2; sin embargo, es posible
demostrar que S, € R para algunos periodos w; y wo, como muestra el siguiente
Lema:

Lema C.2 Para w, =1, wy = e3°, entonces se tiene Sy € R.

., s .
Prueba: De la ecuacion (C.1.2) con w; = 1y wy = €57, se tiene:

Si= Y _r (C.2.1)

T\ A
p2+¢%#£0 (p + qe?’z)
Tomando el conjugado en ambos lados de la ecuacion ((C.2.1)) y utilizando pro-
piedades elementales de conjugacion, se obtiene

— 1 1
Sxh = VTt VTV
pQJqu;;éo (p+ qegz)A i (P qegl)/\

= ) ;A (C.2.2)

p2Hq2#£0 (p+qe™57)

De la ecuacion (C.2.2)) resulta que:

. 1 1
5= ), = D

e (PHae )" LS (P gt gei - q)A
1
p2+q%#0 (p +q+4q (6_%i - 1))>\
= ) ! —. (C.2.3)
o (P+a = qed’)

Tomando el cambio m = p+ ¢y n = —q en la ecuacion (C.2.3]), tenemos:

5= Y Loy b (C.2.4)

p24q240 (p +q — qegi) m2+n2-£0 (m + negi))\
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La ecuacion (C.2.4)) se diferencia de la ecuacion (C.2.1)) en el orden de los térmi-
nos. Por la convergencia absoluta de la serie (C.2.1)), Lema (C.1]), se tiene:

Si= 2 = > =5,

P2+¢%#0 (p +q— qe%i) m2 20 (m + negi)

C.3. Valores de )\ para que S, # 0.

El presente apartado se demostrara para que valores de A € N (n > 3) la serie
Sy # 0. Lo cual se muestra en el siguiente lema.

Lema C.3 La serie Sy # 0 si y solo si A = 6n para n > 1.
Prueba: De la ecuacion (C.1.2) para w; = 1y wy = €37, se tiene:

1
S = —
* Z (p+ ges?)

P?+¢*#0

1
- Z e3X(pe= 5 + )

p2+q2#0
p2+q2;é0 (p 3’[ + Q))\

P Ly ——— (C.3.1)

Pq2#0 (g +pe )N

Tomando el cambio de variable p = ¢ y ¢ = p en la ecuacién ((C.3.1)) y aplicando

el Lema (C.2) tenemos
iRV 1 Ty s
Sy = e 3N Z = MG = e NS, (C.3.2)
Por lo tanto de la ecuaciéon (C.3.2)) se tiene
Sy(1—e3%) =0, (C.3.3)

para cada A > 2. Ahora de la ecuacion (C.3.3) se tiene que si A > 2, entonces:

S (1 — cos (gA)) = 0. (C.3.4)
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Pero del término derecho de la ecuacion (C.3.4) se sabe que:

A
<1 — cos (%)) =0 siy solo si g)\ = 27n,

para n > 1. De donde se tiene que
Sy#0 siysolosi A=6n,

para n > 1.



Bibliografia

[1] Eder M, Amini S, Fratzl P (2018) Biological composites - complex structures for
functional diversity. Science 362, 543 - 547.

[2] Kamal KK (Ed.) (2017) Composite Materials. Springer Berlin Heidelberg.

[3] Kinloch I, Suhr J, Lou J, Young R, Ajayan P (2018) Composites with carbon
nanotubes and graphene. Science 362, 547 - 553.

[4] Bensoussan A, Lions J. L, Papanicolaou G (1978) Asymptotic analysis for pe-
riodic structures. North Holland, Amsterdam.

[5] Bisegna P, Caselli F (2008) A simple formula for the effective complex conducti-
vity of periodic fibrous composites with interfacial impedance and applications to
biological tissues. J Phys D: Appl Phys 41:115506.

[6] Bayford RH (2006) Bioimpedance tomography (electrical impedance tomography).
Ann Rev Biomed Eng 8, 63 - 91.

[7] Nenchev N, Hatib F, Daskalov I (1998) Monitoring relative fluid balance altera-
tions wn hemodialysis of diabetic patients by electrical impedance. Physiol Meas
19, 35 - 52.

[8] Ni Y, Mulier S, Miao Y, Michel L, Marshal G (2005) A review of the general
aspects of radiofrequency ablation. Abdom Imaging 30, 381 a 400.

[9] Lopez R. JC, Rodriguez R. R, Guinovart D. R, Bravo C. J, Sabina J. F (2011)
Transport properties in fibrous elastic rhombic composite with imperfect contact
condition. Int J Mech Sci 53, 98 - 107.

[10] Bravo C. J, Ramirez T. A, Sabina J. F, Garcia R. C, Guinovart D. R,
Rodriguez R. R (2020) Analytical formulas for complex permittivity of pe-
riodic composites. Estimation of gain and loss enhancement in active and

passive composites. Waves in Random and Complex Media, 30:4, 593-613,
https://doi.org/10.1080/17455030.2018.1546063.

[11] Lang S (1993) Complex Analysis. Springer - Verlag, New York, 3rd edition.

131



132 BIBLIOGRAFIA

[12] Markushevich A (1970) Teoria de Funciones Analiticas. Editorial MIR, Moscu,
Vol II.

[13] Bakhvalov N, Panasenko G (1989) Homogenisation: Averaging Processes in Pe-
riodic Media. Kluwer Academic Publishers, 1st edition.

[14] Markushevich A (1970) Teoria de Funciones Analiticas. Editorial MIR, Moscu,
Vol L.

[15] Grigolyuk E. I (1970) Perforated Plates and Shells. Nauka, Mosci (En Ruso).

[16] Sixto C. LM, Bravo C. J, Brenner R, Guinovart D. R, Mechkour H, Rodriguez
R. R, Sabina J. F (2013) Asymptotic homogenization of periodic thermo-magneto-
electro-elastic heterogeneous media. Comput Math. Appl 66, 2056-2074.

[17] Kolmogorov A. N (1975) Introductory Real Analysis. Dover Publications.
[18] Royden H. L (1988) Real Analysis. Oxford University Press, 3er edition.

[19] Susanne C, L. Ridgway S (2007) The Mathematical Theory of Finite Element
Methods. Springer, 3er edition.

[20] ArtKen G (1970) Malhematical Methods for Physicists. Academic Press, New
York, 7th edition.

[21] Godin Y. A (2013) Effective complex permittivity tensor of a periodic array of
cilinders. J Math Phys, 54:053505.

[22] Xuanhe Z, Yugong W, Zhigang F and Fei L (2004) Three-dimensional simula-
tions of the complex dielectric properties of random composites by finite element
method. J Appl. Phys, 10.1063/1.1712017.

[23] Kolpakov, A. A and Kolpakov, A. G. (2009) Capacity and transport in contrast
composite structures: asymptotic analysis and applications. CRC Press.

[24] Edward M. Purcell. (1985). Berkeley Physics Course, McGraw - Hill, Vol II.
[25] Rothwell, E. J. (2001). Cloud MJ, Electromagnetics, CRC Press.

[26] Cordula C. D (2012) Technical Notes on Classical FElectromagnetism. ar-
Xiv:1209.3257v1 [physics.class-ph| 14 Sep 2012.

[27] Peter M (2003) Finite Element Methods for Mazwell s Equations. Oxford Uni-
versity Press.

[28] Yafiez O. D, Bravo C. J, Ramirez T. A, Rodriguez R. R, Sabina J. F (2019)
Effective Coefficients of Isotropic Complex Dielectric Composites in a Hexagonal
Array. Tech. Mech., Vol 39, 10.25352/UB.OVGU-2019-020.



BIBLIOGRAFIA 133

[29] Larsson S, Thomée V (2003) Partial Differential Equations with Numerical
Methods. Springer Berlin Heidelberg.

[30] Jackson J. D (1998) Classical and Electrodynamics. John Wiley, 3rd edition.

[31] Crank J (1975) The Mathematics of Diffusion. Oxford University Press, 2nd
edition.



	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Conceptos Preliminares
	Capítulo 3. Ecuaciones de Maxwell. Una Introducción al Modelo Matemático
	Capítulo 4. Método de Homogeneización Asintótica Aplicado a Compuestos Periódicos con Coeficientes Reales
	Capítulo 5. Coefientes Efectivos de Compuestos Periódicos Fibrosos con Arreglo Hexagonal
	Capítulo 6. Ejemplos Numéricos
	Capítulo 7. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

