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Capítulo 1

Introducción

Un material compuesto se puede de�nir como la combinación debidamente dis-
puesta de dos o más materiales (llamados constituyentes) con propiedades físicas
diferentes, e insolubles entre sí, que se unen enérgicamente por medio de una mez-
cla, manteniendo íntegro cada componente para conformar un nuevo material. Este
nuevo material puede constar de una matriz y otro u otros reforzantes (refuerzos), los
cuales están determinados por una proporción entre ellos para obtener características
y propiedades especí�cas y pueden identi�carse físicamente gracias a la interfaz que
existe entre ellos. Si además, estos materiales constituyentes están periódicamente
distribuidos, entonces se dice que es un material compuesto periódico.

Existen materiales compuestos naturales como el hueso y los tejidos biológicos.
La mayoría de estos compuestos se basan en �bras como motivo primario. Por ejem-
plo, el hueso es un excelente compuesto biológico en el que las �bras de colágeno y
los minerales se ensamblan, formando una gran variedad de estructuras que tienen
diferentes rendimientos mecánicos. Generalmente este tipo de compuestos (híbridos)
duros o blandos en forma de multicapas periódicas o teselaciones permiten una gran
cantidad de propiedades sin un cambio en la composición [1].

También se consideran materiales compuestos a estructuras perforadas (o sea,
con espacios vacíos) tales como medios porosos, esqueletos, rejillas, celosías, etc. Los
materiales compuestos se utilizan como sustituciones de materiales tradicionales en
la industria aeroespacial, automotriz, civil, mecánica, deportiva y otras [2].

Los materiales compuestos combinan propiedades tales como alta rigidez y pe-
queña densidad, alta resistencia a fracturas, baja conductividad térmica, alto co-
e�ciente de acoplamiento electromecánico y baja impedancia acústica, entre otras.
A su vez, existen materiales compuestos con nanotubos de carbono y aditivos de
grafeno que en la actualidad se están aplicando como perspectivas interesantes entre
las aplicaciones de la nanotecnología, con el propósito de desarrollar materiales de
alta resistencia, baja densidad y alta conductividad con nanotubos o grafeno [3].
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2 Introducción

Por otro lado, conocer las propiedades macroscópicas de los materiales com-
puestos como función de sus características físicas y geométricas es necesario para
la obtención de nuevos materiales con mejores propiedades para una determinada
aplicación. Los métodos que facilitan realizar los cálculos de estas propiedades mi-
croscópicas se les denominan de homogeneización.

Los modelos matemáticos asociados a la modelación de materiales compuestos
están determinados por familias de ecuaciones diferenciales dependientes de paráme-
tros pequeños que representan la relación entre las escalas involucradas. La aplicación
y el desarrollo de métodos matemáticos adecuados que permitan interpretar el qué
acontece en cada una de estas escalas y el cómo están interconectadas representa
un problema de interés actual en las diferentes ramas de la ciencia y la técnica. El
estudio numérico directo de tales ecuaciones requiere de una malla extremadamente
�na que hace prácticamente imposible el éxito de la implementación computacional.

Por otro lado, el método de homogeneización asintótica (MHA), que fue desa-
rrollado [4] para operadores elípticos escalares con coe�cientes reales, garantiza el
paso a una ecuación homogeneizada, independiente de los parámetros pequeños, cu-
ya solución está próxima a la del problema original cuando los parámetros pequeños
tienden a cero. Los coe�cientes de la ecuación homogeneizada son llamados coe�-
cientes efectivos u homogeneizados del medio heterogéneo original.

La propuesta de investigación de esta tesis de maestría está motivada por el desa-
rrollo y la solución de un problema de dielectricidad lineal que involucra a operadores
elípticos con coe�cientes complejos. Este tipo de problemas son de gran interés en
diversas aplicaciones. Materiales compuestos con propiedades dieléctricas complejas
son útiles, por ejemplo: en modelos para el estudio de tejidos biológicos contenientes
de celdas tubulares, tales como los músculos esqueléticos [5]; en aplicaciones para
el tratamiento y diagnóstico no invasivo, como tomografía por impedancia eléctrica
[6], diálisis [7], ablación e hipertermia por radio-frecuencia [8], entre otras.

La metodología que se propone desarrollar durante la ejecución de este trabajo
permitirá obtener modelos matemáticos para el cálculo de los coe�cientes efectivos.
La metodología se basa en la solución de una ecuación diferencial con coe�cientes
complejos a través del estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales con coe�cien-
tes reales. Esto facilitará el proceso de separación de las partes real e imaginaria en
las expresiones �nales de los coe�cientes efectivos los cuales dependen de la solución
de problemas locales o problemas sobre la celda periódica básica.

Los problemas locales están representados por sistemas de ecuaciones diferencia-
les parciales, sujetos a condiciones de contacto sobre las interfaces existentes entre
las fases constituyentes que conforman al compuesto, y condiciones de periodicidad
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en las caras opuestas de la celda periódica. La solución analítica de tales problemas
solo puede alcanzarse para geometrías particulares de las inclusiones o la celda pe-
riódica. Por ejemplo, en el caso de medios �brosos con sección transversal circular de
las �bras es posible encontrar la solución usando elementos de la teoría de funciones
elípticas [9], [10].

Por otro lado, la derivación de fórmulas para los coe�cientes efectivos de com-
puestos dieléctricos con constantes dieléctricas complejas se lleva a cabo mediante la
homogeneización del sistema equivalente de ecuaciones con coe�cientes reales. En el
caso de inclusiones circulares isótropas empotradas en una matriz cuadrada isótro-
pa, las fórmulas se dan explícitamente y dependen de una matriz cuadrada simétrica
2no × 2no que facilita el cálculo de los coe�cientes efectivos para cualquier orden de
truncamiento no. Especialmente para valores pequeños de no encontraremos fórmu-
las cortas que son muy útiles en la determinación de las propiedades de mejora de
ganancia y mejora de pérdida de un compuesto homogeneizado.

El artículo [10] fue un pilar fundamental para llevar a acabo este proyecto. A su
vez, es importante hacer notar que existen similitudes y diferencias que enriquecen
los resultados de tal trabajo. En las siguientes líneas se darán referencias de algunas
de ellas:

1. Similitudes:

a) Formulación del problema para operador elíptico con coe�cientes comple-
jos.

b) Aplicación del método de homogeneización asintótica usando notación
matricial.

c) Solución de los problemas locales. Caso isótropo.

d) Cálculo de expresiones explícitas para los coe�cientes efectivos. Caso isó-
tropo.

e) Comparación de los coe�cientes efectivos usando truncamiento sucesivo.

2. Diferencias:

a) En [10] la distribución periódica del material adopta una forma cuadrada
(con periodos ω1 = 1 y ω2 = i) con inclusión circular, mientras que en el
presente trabajo tal distribución será hexagonal (con periodos ω1 = 1√

3
y

ω2 = 1√
3
e
πi
3 ) con inclusión circular.

b) Debido a la geometría de la celda periódica(hexagonal), los sistemas li-
neales cuadráticos de tamaño 2n × 2n se reducen ligeramente a efecto
de la cantidad de ceros que aparecen en sus entradas. Por otro lado, las
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entradas n y n+ 1 de la solución de los sistemas lineales cuadráticos son
fundamentales para determinar las aproximaciones sucesivas a los coe�-
cientes efectivos.

Estas diferencias, nos resumen la novedad de este trabajo y fueron presentadas en
febrero 2019 en el evento EUROPEAN - LATIN - AMERICAN CONFERENCE OF
THEORICAL AND APPLIED MECHANICS que se llevó acabo en la Universidad
de la Havana, Cuba. Tales resultados fueron publicados en [28].

Respecto a lo anterior, se puede inferir la gran importancia del método de ho-
mogeneización asintótica para el cálculo de coe�cientes efectivos de materiales com-
puestos periódicos bifásicos con constituyentes dieléctricas complejas.

En el capítulo 2 se abordarán conceptos importantes tales como relación de
orden, expansión asintótica y solución asintótica de una familia de operadores. Estos
conceptos están estrechamente relacionados con la teoría de homogeneización.

En el capítulo 3 se dará una introducción al modelo matemático tomando como
vía las leyes fundamentales de la electrostática. Finalmente, hablaremos de una
equivalencia matemática del modelo introducido con diversos problemas físicos de
interés.

En el capítulo 4 se plantearán las ecuaciones y condiciones para un problema de
un compuesto periódico bifásico con propiedades dieléctricas reales, y posteriormente
se desarrollarán las etapas fundamentales del método de homogeneización aplicado a
una familia de estos problemas, cuando los coe�cientes son periódicos y rápidamente
oscilantes. También, se abordará el problema cuando las propiedades dieléctricas
son complejas. Aquí, mediante el método separación de la parte real e imaginaria de
un número complejo nos permitirá pasar del problema con coe�cientes complejas a
coe�cientes matriciales reales. Finalmente, se aplicará el método de homogeneización
a este último problema para determinar los coe�cientes efectivos (coe�cientes de la
matriz del problema homogeneizado) que son el objetivo central de este trabajo.

En el capítulo 5 estudiaremos los coe�cientes efectivos para el caso de un com-
puesto bifásico isótropo, donde se determinarán fórmulas analíticas para tales coe�-
cientes efectivos. Como veremos, estos coe�cientes dependerán de ciertas constantes
que pueden ser determinadas mediante la solución de un sistema lineal de ecuacio-
nes. Aquí, el sistema lineal de ecuaciones será el truncamiento sucesivo de un sistema
lineal in�nito para cualquier orden de aproximación.

En el capítulo 6 se calcularán los coe�cientes efectivos (parte real e imaginaria)
usando las fórmulas que se obtuvieron en el capítulo 5 para los órdenes de trunca-
miento no = 1, 2, 3 y 4. Aquí obtendremos fórmulas explícitas que con la ayuda del
programa Wolfram Mathematica 2011 se gra�carán en función del área de la �bra
para un compuesto con propiedades dieléctricas complejas dadas por:

κ(1) = 1− 5i y κ(2) = 30− 0.3i

En tales grá�cas, se observará la proximidad de uno respecto al otro según el
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orden de truncamiento del sistema lineal. Finalmente, se tomará el compuesto con
propiedades dieléctricas

κ(1) = 2− 0.3i y κ(2) = 1− 8i

donde serán comparadas las aproximaciones de los coe�cientes efectivos (parte
real e imaginaria) tomando los órdenes de truncamiento no = 1, 2 y 3 con los re-
sultados reportados en [21]. Aquí se observará que los coe�cientes efectivos para el
orden de truncamiento no = 3 es su�ciente para tener una buena aproximación en
el intervalo [0, Vp] , donde Vp es el límite de percolación.

Estas comparaciones rea�rman el uso de fórmulas cortas para investigar los co-
e�cientes efectivos complejos.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Aplicar el método de homogeneización asintótica a un problema que involucra
operadores elípticos con �n de conocer las propiedades macroscópias de un compues-
to periódico bifásico �broso con propiedades dieléctricas complejas.

1.1.2. Objetivos especí�cos

Aplicar el método de homogeneización asintótica para obtener los coe�cientes
efectivos de materiales compuestos periódicos bifásicos �brosos, con propieda-
des dieléctricas complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

Determinar fórmulas analíticas para los coe�cientes efectivos parte real(imaginaria)
para el caso de un compuesto bifásico isótropo.

Comparar los coe�cientes efectivos (parte real e imaginaria) con los resultados
reportados en [21], para el compuesto particular con propiedades dieléctricas:

κ(1) = 2− 0.3i y κ(2) = 1− 8i.





Capítulo 2

Conceptos Preliminares

En esta sección se introducirán conceptos y resultados estrechamente relacio-
nados con teoría de la homogeneización asintótica, los cuales serán utilizados a lo
largo de el presente trabajo. Su comprensión resulta esencial para lograr un mejor
entendimiento de todo el proceso que será desarrollado más adelante.

2.1. Relación de orden

Sea Bε un espacio normado de funciones f(x, ε) (x ∈ D ⊂ Rn) provisto con la
norma ‖ f(x, ε) ‖Bε(D) de�nida para cada ε > 0.

De�nición 2.1 (Relación de Orden) Sean f, g ∈ Bε. Decimos que

f(x, ε) = O(g(x, ε)) cuando ε ↓ 0 en Bε, (2.1.1)

si existen constantes C > 0 y εo > 0, tal que

‖ f(x, ε) ‖Bε≤ C ‖ g(x, ε) ‖Bε para 0 < ε < εo.

En particular, f(x, ε) = O(εN), cuando ε ↓ 0 para algún N ∈ N, es equivalente
decir que existen C1 > 0 y εo > 0 tal que

‖ f(x, ε) ‖Bε≤ C1ε
N para 0 < ε < εo.

Dado que Bε es espacio vectorial equipado con la norma ‖ · ‖Bε , entonces no es
difícil demostrar que el conjunto Bn

ε de�nido como:

Bn
ε := {(f1, f2, ..., fn) : fi ∈ Bε para cada i = 1, 2, ..., n} , (2.1.2)

tiene estructura de espacio vectorial para cada n ∈ N. Por otro lado, la aplicación

‖ · ‖Bnε : Bn
ε −→ R

7



8 Capítulo 2

dada por
‖ ϕ ‖Bnε := máx

1≤i≤n
‖ ϕi ‖Bε ,

cumple las propiedades de norma en Bn
ε como consecuencia de que la función máx

es una norma y por lo tanto (Bn
ε , ‖ · ‖Bnε ) es espacio vectorial normado de donde se

puede observar lo siguiente.

Observación 2.1 Si u ∈ Bn
ε , entonces

u = O(ε) cuando ε ↓ 0

si y solo si
ui = O(ε) cuando ε ↓ 0 para cada i = 1, 2, · · · , n.

Prueba: ⇒ ] Suponga que u = O(ε) cuando ε ↓ 0, entonces existen constantes
positivas A, εo tal que

‖ u(x) ‖Bnε = máx
1≤i≤n

‖ ui ‖Bε≤ Aε para cada ε ∈ (0, εo).

Por lo tanto, para cada i = 1, 2, . . . , n, se tiene que

‖ ui ‖Bnε≤ Aε para cada ε ∈ (0, εo),

de donde se tiene que

ui = O(ε) cuando ε ↓ 0 para cada i = 1, 2, ..., n.

[ ⇐ Ahora suponga que para cada i = 1, 2, . . . , n

ui = O(ε) cuando ε ↓ 0,

por lo tanto, existen constantes positivas A1, A2, . . . , An y ε1, ε2, . . . , εn tal que, para
cada i = 1, 2, . . . , n, se tiene que

‖ ui ‖Bε≤ Aiε para cada ε ∈ (0, εi).

En particular, como para cada i = 1, 2, . . . , n, se tiene que

‖ ui ‖Bε≤ Aiε con ε ∈ (0, εm),

donde
εm = mı́n

1≤i≤n
{εi} ,

entonces

‖ u ‖Bnε = máx
1≤i≤n

‖ ui ‖Bε≤

(
n∑
i=1

Ai

)
ε con ε ∈ (0, εm).



Capítulo 2 9

Así,
u = O(ε) cuando ε ↓ 0.

�

2.2. Expansión asintótica

De�nición 2.2 (Expansión asintótica (e.a)) Sea f(x, ε) que pertenece al espa-
cio normado Bε. Una serie in�nita de la forma

∞∑
i=0

εigi(x, ε), (2.2.1)

con gi ∈ Bε, que cumpla que para cualquier N ∈ N existe un número Mo, tal que si
m ≥Mo, entonces

f(x, ε)−
m∑
i=0

εigi(x, ε) = O(εN),

cuando ε ↓ 0 en la norma de Bε, se conoce como expansión asintótica de f(x, ε).
(Esta serie no es necesariamente convergente).

Este concepto se re�ere a la e.a de una función dada, pero un problema aparece
cuando se desea determinar la e.a de la solución de, por ejemplo, ecuaciones diferen-
ciales donde la función solución es desconocida. Para esto se introduce el concepto
de solución asintótica formal.

2.3. Solución asintótica formal

De�nición 2.3 (Solución asintótica formal (s.a.f)) Dada la ecuación

Lεuε = f, (2.3.1)

donde Lε es un operador de B1ε en B2ε (B1ε y B2ε son espacios normados), se conoce
como solución asintótica formal de (2.3.1) a la serie in�nita de la forma:

u∞ =
∞∑
i=0

εigi(x, ε), gi ∈ B1ε, (2.3.2)

tal que para cada N ∈ N, existe un M ∈ N tal que:

Lεu(m) − f = O(εN), (2.3.3)
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para todo m ≥M, cuando ε ↓ 0 en la norma de B2ε, donde

u(m) =
m∑
i=0

εigi(x, ε).

Observación 2.2 Si el operador Lε en (2.3.1) es lineal y existe el estimado

‖ u ‖B1ε≤ C1ε
c2 ‖ f ‖B2ε , (2.3.4)

con C1 > 0 y c2 constantes independientes de ε, entonces la s.a.f de la ecuación
(2.3.1) es una e.a de la solución exacta del problema.

Prueba: Sea u∞ =
∑∞

i=0 ε
igi(x, ε), gi ∈ B1ε, la s.a.f de (2.3.1), entonces para

cada N ∈ N existe M ∈ N tal que

Lεu(m) − f = g, (2.3.5)

para todo m ≥M, cuando ε ↓ 0. Aquí g = O(εN) cuando ε ↓ 0.

Aplicando la linealidad del operador Lε en (2.3.5) se tiene

Lε(u(m) − u) = Lε(u(m))− Lε(u)

= f + g − f
= g.

(2.3.6)

De (2.3.6) se tiene que existen constantes positivas C1 y c2 independientes de ε tal
que

‖ u(m) − u ‖B1ε≤ C1ε
c2 ‖ g ‖B2ε . (2.3.7)

Por otro lado, dado que g = O(εN), entonces existen constantes positivas C2 y
εo tal que

‖ g ‖B2ε≤ C2ε
N , (2.3.8)

para cada ε ∈ (0, εo).

Tomando en cuenta la desigualdad (2.3.8) en (2.3.7) se tiene

‖ u(m) − u ‖B1ε≤ C1C2ε
c2εN = Cεc2+N ≤ CεN , (2.3.9)

para cada ε ∈ (0, εo).

�



Capítulo 3

Ecuaciones de Maxwell. Una
introducción al modelo matemático

En el presente capítulo se dará una breve introducción a un modelo matemá-
tico de�nido por leyes fundamentales de la electrostática. También se describirá la
equivalencia matemática del modelo introducido con diversos problemas físicos, -
de aquí la importancia de este trabajo cuyos resultados pueden aplicarse a diversos
problemas físicos -.
A lo largo de este trabajo es importante dar información respecto a la notación
empleada. Una de estas es la representación de un vector o de un campo vectorial.
Estos objetos matemáticos serán denotados mediante letras en �negrita� .

3.1. Leyes fundamentales de la electrostática

Esta sección partirá, a saber, de dos leyes fundamentales de la electrostática, la
ley de Coulomb y el principio de superposición, tal como se enuncia a continuación.
Supongamos dos cargas puntuales de valor q1 y q2 separadas una distancia r.

La Ley de Coulomb establece que: Dos cargas eléctricas estacionarias se repelen
o se atraen entre sí con una fuerza proporcional al valor de las cargas e inversamente
proporcional a su distancia mutua.

Podemos expresarla abreviadamente en forma vectorial como:

F2 = k
q1q2

r2
21

r̂21, (3.1.1)

donde q1 y q2 son números escalares que dan el valor y signo de las cargas
respectivas, r̂21 es el vector unitario en la dirección de la carga q1 a q2 y F2 es la
fuerza que actúa sobre la carga q2, ver [24], pág. 7. Así, entre otras cosas, la ecuación
(3.1.1) expresa que entre las cargas de signos iguales se repelen y las cargas de signo
distinto atraen y la fuerza es Newtoniana, es decir;

11
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F2 = −F1.

El vector r̂21 indica que la fuerza es paralela a la recta que las une. El valor de
la constante k en la ecuación (3.1.1) depende del sistema de unidades en el que se
expresen r, F y q. En el Sistema Internacional, r se mide en metros, F en newton y
q en coulomb. Cuando la carga se encuentra en el vacío, la constante k depende de
la constante de permitividad del vacío εo, en la forma

k =
1

4π

1

εo
,

donde el valor de εo es:

εo = 8.85× 10−12F

m
, (3.1.2)

donde F es el faradio y m es metro en el SI(Sistema Internacional de Unidades).
Para medios lineales, homogéneos e isótropos distintos al vacío, la permitividad ε se
expresa como:

ε = εrεo,

donde εr es la permitividad del medio.

Más adelante, comentaremos brevemente como se introducen los medios mate-
riales en la descripción del fenómeno electromagnético. En cuanto al principio de
superposición, establece que la fuerza que experimenta una carga dada debida a una
distribución de cargas es la suma vectorial de las fuerzas que producirían cada una
de las cargas de la distribución si estuvieran aisladas del resto.

De�nición 3.1 Se de�ne el campo eléctrico E creado por la carga q′ en la posición
de la carga q como la fuerza que experimenta la unidad de carga:

E =
F

q
,

de donde se sigue que:

E =
q′

4πεr2
r̂. (3.1.3)

Las unidades del campo eléctrico E, en el SI, son

N

C
o

V

m
,

donde N,C, V y m son newtons, coulomb, voltios y metros, respectivamente. Por
otra parte, el principio de superposición se expresa como:
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E =
N∑
i=1

q′i
4πεr2

i

r̂i. (3.1.4)

De�nición 3.2 Se de�ne el campo vectorial desplazamiento eléctrico D

D = εE (3.1.5)

asumiendo una relación lineal entre E y D.

La ecuación (3.1.5) es llamada relación constitutiva que en general depende el
medio. Además, su �ujo a través de una super�cie cerrada que englobe a la carga es
igual a la carga total: ∮

S

D · ds =
∑
i

qi. (3.1.6)

Cuando se trabaja con medios materiales reales (medios polarizables), no el vacío,
la presencia de un campo eléctrico en dichos medios puede provocar que las cargas
de las moléculas, neutras en un principio, se desplacen de forma que dichas molécu-
las se polarizan. También puede ocurrir que la molécula inicialmente se encuentre
polarizada - o lo que es lo mismo, que tenga un momento dipolar permanente -, por
lo que el campo hará que se oriente en determinada forma. En general, el campo
�nal será la suma del campo inicial más las contribuciones de los distintos dipolos
y la distribución de campo en el interior del material será difícil de determinar y
presentará grandes variaciones a nivel microscópico. De acuerdo con la evidencia
experimental, se veri�ca que:

D = εoE + Pe, (3.1.7)

donde Pe es la polarización eléctrica.

En medios lineales, homogéneos e isótropos (3.1.7) se convierte en:

D = εoE + εoχeE = εo(1 + χe)E = εE, (3.1.8)

donde χe es una constante positiva que depende del material y se denomina
susceptibilidad eléctrica, ver [25], pág. 42.

3.2. Propiedades integrales y diferenciales de E y D

Estudiemos las propiedades integrales y diferenciales de E a partir de la ecuación
(3.1.3) utilizando resultados conocidos del cálculo vectorial. De la ley de Gauss (ver
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[20], pág. 176) se tiene ∮
S

D · ds =

∫
V

ρv dV, (3.2.1)

donde S es la super�cie cerrada que encierra el volumen V y ρv la densidad de carga
volumétrica que a su vez se de�ne como:

ρv(r) = ĺım
∆V→0

∆q

∆V
=

dq

dV
. (3.2.2)

Integrando la ecuación (3.2.2) sobre el volumen que encierra la carga total se tiene:

QT =

∫
V

dq =

∫
V

ρ(r) dV. (3.2.3)

Observe que la ecuación (3.1.6) es la ley de Gauss para una distribución discreta
de carga; Por otro lado, para obtener una expresión diferencial de la ley de Gauss,
ecuación (3.2.1), aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss al lado izquierdo
de (3.2.1), se tiene: ∫

V

∇ ·D dV =

∮
S

D · ds =

∫
V

ρv dV, (3.2.4)

donde ∫
V

∇ ·D dV =

∫
V

ρv dV, (3.2.5)

para cada volumen que encierra la distribución de carga. Por lo tanto, se obtiene la
forma diferencial de la ley de Gauss

∇ ·D = ρv, (3.2.6)

a su vez resulta ser una de las ecuaciones deMaxwell (ver [26], pág. 15). Además,
a partir de la ecuación (3.1.5), la ecuación de Maxwell (3.2.6) se puede reescribir
como:

∇ · (εE) = ρv(r). (3.2.7)

Sabemos que la ley constitutiva (3.1.5), depende de las propiedades del medio
en el dominio ocupado por el campo eléctrico. Se distinguen tres casos a saber (ver
[27], pág. 5):

• (En el vacío). En el vacío, la relación constitutiva (3.1.5) viene dada por

D = εE, (3.2.8)
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donde ε es la constante positiva de permitividad eléctrica dada por ε = εo que,
a su vez, está dada por la ecuación (3.1.2).

• (Material isotrópo no homogéneo). En este caso, el material no homogéneo
ocupa el dominio del campo eléctrico y las propiedades del material no de-
penden de la dirección del campo (lineal). En este caso, el coe�ciente ε de la
relación constitutiva (3.1.5) es una función escalar positiva que depende de la
posición.

• (Material anisótropo no homogéneo). En este caso, las propiedades eléctricas de
los materiales constituyentes dependen de la dirección del campo. En tal caso,
el coe�ciente constitutivo ε de la ecuación (3.1.5) es un tensor de segundo orden
con componentes posiblemente complejas (matriz de 3 × 3 de�nida positiva)
de�nidas sobre R3.

Por otro lado, la ecuación constitutiva (3.1.5) que corresponde al punto número 3
planteado anteriormente, - es decir, para Material anisótropo no homogéneo, donde
D y E se suponen campos vectoriales en R3-, se puede escribir como:D1

D2

D3

 =

ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

E1

E2

E3

 , (3.2.9)

o de forma equivalente

Di =
3∑
j=1

εijEj, para cada i = 1, 2, 3. (3.2.10)

3.3. Potencial electrostático

En el presente apartado se mostrará que la ecuación de Maxwell (3.2.7) toma
una forma especialmente importante para el resto del presente trabajo, tal como a
continuación se indica.

De la ecuación (3.1.3) se observa que para una distribución discreta de cargas en
el espacio, el campo eléctrico E es puramente radial - es decir - :

E(r) = f(r)r̂.

De manera análoga, para una distribución volumétrica de carga, el campo producido
en un punto cualquiera puede calcularse dividiendo el volumen total en elementos
in�nitesimales con carda dq. Entonces, se calcula el campo dE que produce cada
elemento in�nitesimal de volumen tratándolos como si fueran cargas puntuales. Por
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lo tanto, de la ecuación (3.1.3) se tiene que:

dE =
1

4πε

dq

r2
r̂. (3.3.1)

El campo resultante en un punto determinado, entonces, es la suma de todos los
campos eléctricos debidos a los elementos de carga. Esto es integrando, o sea:

E =

∫
V

dE.

Ahora, dado que es una distribución volumétrica de carga, se considera una
densidad volumétrica de carga

ρv(r) =
dq

dV
, entonces dq = ρv(r)dV.

Por lo tanto

E =

∫
V

dE =

∫
V

1

4πε

dq

r2
r̂ =

∫
V

1

4πε

ρ(r)dV

r2
r̂. (3.3.2)

Por otro lado, si A es campo vectorial arbitrario, dado en coordenadas esféricas,
es decir,

A = Arr̂ + Aθθ̂ + Aφφ̂,

donde Ar, Aθ y Aφ representan las componentes del campo vectorial en la dirección

de los nuevos vectores unitarios r̂, θ̂ y φ̂, respectivamente.

El operador rotacional aplicado al campo A en coordenadas esféricas viene dado
por:

∇×A =
1

rsen(θ)

[
∂

∂θ
(Aφsen(θ))− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sen(θ)

∂Ar
∂φ
− ∂ (rAφ)

∂r

]
θ̂

+
1

r

[
∂ (rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

]
φ̂. (3.3.3)

Dado que el campo eléctrico E es puramente radial, ecuación (3.3.2), por lo tanto,

E = f(r)r̂ = f(r)r̂ + 0θ̂ + 0φ̂. (3.3.4)

Aplicando el operador rotacional al campo eléctrico (3.3.4) se tiene

∇× E = 0. (3.3.5)

Observe que la ecuación (3.3.5) es un caso particular (en la electrostática) de la
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ecuación de Maxewll (ecuación en forma diferencial de la ley de Faraday)

∇× E = −∂B
∂t
, (3.3.6)

donde B es el campo de inducción magnética. Por otra parte, aplicando el teorema
de Stokes a la ecuación (3.3.5), se tiene∮

E · dl =

∫
S

∇× E · ds = 0, (3.3.7)

donde se deduce que E es conservativo, es decir

E = −∇Φ, (3.3.8)

donde Φ = Φ(r) es un potencial. Por consiguiente, la ecuación (3.2.7), se puede
reescribir en términos del potencial Φ como:

−∇ (ε(r)∇Φ) = ρ(r). (3.3.9)

La ecuación (3.3.9) se puede reescribir como:

−
∑
ij

∂

∂xi

(
εij

∂Φ

∂xj

)
= ρ(r), (3.3.10)

donde εij = εij(x1, x2, x3) son las entradas del tensor de segundo orden.

Por otro lado, la ecuación de continuidad viene dada por

∇ · J = −∂ρv
∂t

, (3.3.11)

donde J es la densidad de corriente. Combinando la ley de Gauss ecuación (3.2.6)
con (3.3.11) se obtiene

∇ ·
(
J +

∂D

∂t

)
= 0. (3.3.12)

La ley de Ohm establece que

J = σE, (3.3.13)

donde σ es la conductividad y E el campo eléctrico. Sustituyendo (3.3.13) y (3.2.6)
en (3.3.12) se obtiene que

∇ ·
(
σE +

∂

∂t
εE

)
= 0. (3.3.14)

Cuando el material dieléctrico no es magnético y además el campo eléctrico es
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sinusoidal, es decir;
E = Eoe

iωt, (3.3.15)

donde ω es la frecuencia, entonces la ecuación (3.3.14) �nalmente se puede reescribir
como:

−∇ · ((σ + iωε)∇Φ) = 0, (3.3.16)

donde σ+ iωε es llamada constante dieléctrica relativa del medio y Φ es el potencial
eléctrico. Así, la ecuación (3.3.16) se puede reescribir como:

−
∑
ij

∂

∂xi

(
εij

∂Φ

∂xj

)
= 0. (3.3.17)

El modelo de la ecuación (3.3.16) se puede hallar en [22].

En la ecuación (3.3.10) y en el resto del presente trabajo, el símbolo de suma
doble será sustituido simplemente por el convenio de suma o Notación de Einstein,
según el cual se utilizan índices repetidos para indicar suma.

3.4. Modelo matemático

En esta sección vamos a dar una formulación del modelo matemático que se
obtiene vía leyes fundamentales de la electrostática (para un material anisótropo no
homogéneo). Además, se mostrará una tabla que muestra la equivalencia matemática
de la formulación de diferentes problemas físicos.

Suponga que el cuerpo del compuesto ocupa el dominio Ω ⊂ R3 y que además,
se conoce el potencial eléctrico Φ en la frontera ∂Ω, de manera que

Φ = ψ, sobre ∂Ω. (3.4.1)

A partir de las ecuaciones (3.3.10) y (3.4.1), se de�ne el problema electrostático
de contorno: 

− ∂

∂xi

(
εij

∂Φ

∂xj

)
= f(x), en Ω,

Φ = ψ(x), sobre ∂Ω,

(3.4.2)

donde εij = εij(x) son las componentes de un tensor simétrico de segundo orden
de�nido positivo (posiblemente complejas), siendo f = f(x) y ψ = ψ(x) funciones
conocidas. El problema electrostático de contorno (3.4.2) tiene equivalencia mate-
mática en la formulación de diversos problemas físicos, ver el prefacio de [23]. A
continuación, el la Tabla 3.1 se muestran algunas de estas equivalencias:
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Problema D E Φ ε
Conducción

térmica

Corriente

de calor

Gradiente de

temperatura
Temperatura

Conductividad

térmica

Conducción

eléctrica
Corriente eléctrica Campo eléctrico

Potencial

eléctrico
Conductividad

Dieléctricos
Desplazamiento

eléctrico
Campo eléctrico

Potencial

eléctrico
Permitividad

Difusión
Corriente

de partículas

Gradiente de

concentración
Densidad Difusividad

Magnetismo
Inducción

magnética

Intensidad del

campo magnético

Potencial

magnético
Permeabilidad

Tabla 3.1: Equivalencia matemática en la formulación de algunos problemas físicos.

De aquí que el desarrollo de este trabajo y todos sus resultados sean aplicables
a estos diversos problemas.

Observe que el renglón número 4 de la tabla 3.1 (problema dieléctrico) correspon-
de al modelo matemático ecuación (3.4.2), donde D, E, Φ y ε son desplazamiento
eléctrico, campo electrostático, potencial eléctrico y tensor de permitividad dieléc-
trica de segundo orden respectivamente.

Por otro lado, los diferentes problemas físicos enunciados en la Tabla 3.1, que
tiene equivalencia matemática en su formulación, a menudo son encontrados para
medios isótropos. Por ejemplo; para conducción térmica ver [29], pág. 7, para con-
ducción eléctrica, el modelo se puede obtener, por medio de la ley de conservación
de carga y considerando que el campo magnético B es independiente del tiempo en
la ley de Faraday ver [30], pág. 177 - 179. Para problemas de difusión ver [31], pág.
4 y �nalmente para problemas magnéticos, cuando no hay �ujo de corriente en la
ley de Ampère (ver [30], pág. 177).





Capítulo 4

Metodo de homogeneización
asintótica aplicado a compuestos
periódicos con coe�cientes reales

En el presente capítulo, se plantearán las ecuaciones y condiciones fundamen-
tales que describen a un problema electrostático de contorno referente al estudio
de compuestos periódicos bifásicos con propiedades dieléctricas reales y complejas.
Además, se describirán las etapas fundamentales del proceso de homogeneización
aplicado a una familia de estos problemas cuando los coe�cientes de las ecuaciones
son diferenciales, periódicos y rápidamente oscilantes, con el objetivo de obtener
expresiones que describan el problema homogeneizado, problemas locales y los co-
e�cientes efectivos.

4.1. Planteamiento del problema con componentes

reales

Consideremos un material con sección transversal Ω ⊂ R2 que se supone su�cien-
temente grandes, acotado y conexo con frontera ∂Ω suave. Sea ε > 0 un parámetro
geométrico pequeño que caracteriza la micro-estructura. Además de las coordenadas
globales x se introducen coordenadas locales o rápidas ξ = x

ε
. Se considera la celda

hexagonal Y , en coordenadas globales tal que cubre al dominio Ω. Es decir,

Ω = Ωε
1 ∪ Ωε

2 ∪ Γε,

donde Ωε
1 representa la matriz o conjunto conexo, Ωε

2 las �bras o conjunto no co-
nexo (una distribución ε−periódica de círculos de radio Rε) de componentes conexas
y Ωε

1 ∩ Ωε
2 = ∅. Por otro lado, Γε es la interfaz entre Ωε

1 y Ωε
2, es decir, Γε ≡ ∂Ωε

2.

Sea Y ⊂ R2 la celda básica, cuya replicación genera Ω, la cual está de�nida en
términos de la variable rápida ξ = (ξ1, ξ2), y a su vez, en términos de la variable

21
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global x = (x1, x2) en Ω (Figura 4.1).

∂Ω
ξ

Y

2

ξ

1

1

2

Y

R
Γ

0

1/2

1/√3

Ω

ε

x

x

R
ε

2

1

ε

1

0

εΓ
Ω

ε

2

Ω

-1/2

-1/√3

Figura 4.1: (Izquierda) Dominio Ω con frontera ∂Ω suave. (Centro) Un dominio
contenido en Ω mostrando la geometría del compuesto reforzado con �bras en coor-
denadas globales. (Derecha) Celda hexagonal en coordenadas locales o rápidas.

Se busca una solución uε al problema:

Lεuε ≡ ∂

∂xi

(
κεij
∂uε

∂xj

)
= f(x) en Ω \ Γε, (4.1.1)

JuεK = 0 sobre Γε, (4.1.2)
s
κεij
∂uε

∂xj
ni

{
= 0 sobre Γε, (4.1.3)

uε = 0 sobre ∂Ω, (4.1.4)

donde κεij son las componentes de un tensor simétrico de�nido positivo que a
su vez representan las propiedades del medio. Además, se suponen en C1 (Ω) y
Y−periódicas, es decir;

κεkj(ξ) = κεjk(ξ), para ξ ∈ Ω, k, j = 1, 2, . . . , s

y existe η > 0 tal que
κεkj(ξ)xixj ≥ ηxjxj,

para cada x ∈ Ω. Aquí f = f(x) es una función conocida, el operador J·K = (·)1−(·)2

denota el salto de la función adjunta a través de la interfaz Γε, ni denota la i−ésima
componente del vector normal a la interfaz. Las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.3) expresan
condiciones de continuidad a través de la interfaz Γε y �nalmente la ecuación (4.1.4)
es condición homogénea de Dirichlet, donde 0 es la función nula.
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4.2. Aplicación del método de homogeneización

En esta sección se aplicará la teoría matemática de homogeneización desarrollada
en [13] al problema (4.1.1) - (4.1.4) para obtener el problema homogeneizado que re-
sultará ser condición de existencia para el tercer sumando de la s.a.f. Posteriormente,
se determinarán dos problemas (problemas locales) cuyas soluciones garantizan la
existencia de la s.a.f truncada al tercer sumando. El método de homogeneización
será aplicado para el problema en múltiples escalas (Ω ⊆ Rs) y nuestro problema se
obtendrá como caso particular cuando s = 2.

Se desarrolla uε en potencias del parámetro pequeño ε, truncando en el término
correspondiente a la segunda potencia de ε, de modo que se obtiene la siguiente
aproximación de la solución uε

uε(x) ≈ u(2)(x, ξ) = uo (x, ξ) + εu1 (x, ξ) + ε2u2 (x, ξ) , (4.2.1)

donde se supone que las funciones ui (x, ξ) son diferenciables en x, ξ y Y−periódicas
en ξ. Se obtendrán expresiones para estas funciones de manera que

Lεu(2) − f = O(ε) cuando ε ↓ 0,

es decir, se hallarán expresiones para ui (x, ξ) de modo tal que u(2) (x, ξ) sea el
truncamiento en el segundo término de una s.a.f de (4.1.1).

Por otro lado, si F = F (x, ξ) función diferenciable en x y ξ, entonces por la
regla de la cadena, se tiene:

dF

dxj
=
∂F

∂xj
+
∂F

∂ξj

∂ξj
∂xj

=
∂F

∂xj
+ ε−1∂F

∂ξj
. (4.2.2)

De�namos los operadores:

Lα,β =
∑
k,j

∂

∂αk

(
κεkj

∂

∂βj

)
, con α, β ∈ {x, ξ} . (4.2.3)

Sustituyendo (4.2.1) en la ecuación (4.1.1) teniendo en cuenta (4.2.2) y poste-
riormente agrupando términos de potencias iguales de ε se tiene:

Lεu(2) − f(x) = ε−2Lξξuo + ε−1 (Lξξu1 + Lξxuo + Lxξuo)
+ ε0 (Lξξu2 + Lξxu1 + Lxξu1 + Lxxuo − f(x))

+ ε1 (Lξxu2 + Lxξu2 + Lxxu1) + ε2Lxxu2,

(4.2.4)

Por otro lado, para que la ecuación (4.2.1) sea una solución asintótica formal de
(4.1.1), las siguientes condiciones se deben cumplir:
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ε−2 : Lξξuo = 0, (4.2.5)

ε−1 : Lξξu1 = −Lξxuo − Lxξuo, (4.2.6)

ε0 : Lξξu2 = −Lxxuo − Lxξu1 − Lξxu1 + f(x). (4.2.7)

Por otro lado, con el objetivo de garantizar la existencia de soluciones periódicas
de estos problemas, se tiene el siguiente Lema cuya demostración se puede hallar en
[13], pág. 106.

Lema 4.1 Sean κkj (ξ) , F (ξ) funciones diferenciables, Y−periódicas y además
κkj (ξ) satisface las condiciones de simetría y positividad:

κkj (ξ) = κjk (ξ) , para cada k, j = 1, ..., s

κkj (ξ) ηkηj ≥ kηjηj para η ∈ Ω.

Entonces, una condición necesaria y su�ciente para la existencia de una solución
Y−periódica de la ecuación

LξξN ≡
∂

∂ξk

(
κjk (ξ)

∂N

∂ξj
(ξ)

)
= F (ξ) , (4.2.8)

es

〈F (ξ)〉 =

∫
Y

F (ξ) dξ = 0.

La solución general de la ecuación (4.2.8) se escribe como

N(ξ) = N1(ξ) + C,

donde N1(ξ) es la solución de (4.2.8) de promedio nulo en la celda periódica, es
decir,

〈N1(ξ)〉 = 0

y C constante arbitraria. Antes de aplicar el Lema (4.1) se demostrarán dos lemas
que nos permitirán justi�car pasos importantes en la construcción de una s.a.f del
problema.

Lema 4.2 Si F y G son funciones suaves y Y−periódicas, entonces〈∂F
∂ξi

〉
:=

∫
Y

∂F

∂ξi
dξ = 0 (4.2.9)

y 〈∂F
∂ξi

G
〉

= −
〈
F
∂G

∂ξi

〉
. (4.2.10)
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Prueba: Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que Y = [0, 1]n, entonces〈∂F
∂ξi

〉
:=

∫
In

∂F

∂ξi
dξ

=

∫
In−1

(
F (ξ1, ..., ξi−1, 1, ..., ξn)− (F (ξ1, ..., ξi−1, 0, ..., ξn)) dξn−1

= 0.

Por otro lado, derivando la función producto FG respecto a ξi se tiene:

∂

∂ξi
(FG) = F

∂G

∂ξi
+G

∂F

∂ξi
. (4.2.11)

Aplicando el operador 〈·〉 a la ecuación (4.2.11) y, posteriormente, aplicando (4.2.9)
(FG son Y−periódicas), se tiene:

〈∂F
∂ξi

G
〉

=
〈∂FG
∂ξi

〉
−
〈
F
∂G

∂ξi

〉
= −

〈
F
∂G

∂ξi

〉
.

�

Lema 4.3 Suponga que existe η > 0 tal que

κεkj(ξ)xixj ≥ ηxjxj, (4.2.12)

para cada x ∈ Ω. Si
Lξξu(x, ξ) = 0, (4.2.13)

entonces u(x, ξ) = u(x).

Prueba: Multiplicando la ecuación (4.2.13) por u(x, ξ) e integrando sobre la celda
periódica Y y, además, teniendo en cuenta la ecuación (4.2.10) se tiene:

0 =

∫
Y

u(x, ξ)Lξξu(x, ξ)dξ

= −
∫
Y

u
∂

∂ξk

(
κεkj

∂u

∂ξj

)
dξ

=

∫
Y

∂u

∂ξk
κkj

∂u

∂ξj
dξ

=

∫
Y

κkj
∂u

∂ξk

∂u

∂ξj
dξ

≥
∫
Y

η ‖ ∇ξu ‖2 dξ.
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Por lo tanto,
‖ ∇ξu ‖= 0.

�

Por otro lado, se observa que la ecuación (4.2.5) cumple las hipótesis del Lema
(4.1), de lo cual existe solución Y−periódica uo. Del Lema (4.3) se tiene que:

uo (x, ξ) = uo(x). (4.2.14)

Considerando (4.2.14) en (4.2.6), la ecuación (4.2.6) se puede reescribir como:

Lξξu1 = −Lξxuo. (4.2.15)

Aplicando el Lema (4.1) a la ecuación (4.2.15) con

F (ξ) = −Lξxuo ≡ −
∂

∂ξk

(
κεkj (ξ)

∂uo
∂xj

)
= −∂uo

∂xj

∂κεkj (ξ)

∂ξk
, (4.2.16)

se deduce

〈F (ξ)〉 = −∂uo
∂xj

∫
Y

∂κεkj (ξ)

∂ξk
dξ = 0,

por periodicidad de las funciones κεkj. Por lo tanto, existe solución u1 (x, ξ)
Y−periódica en ξ, la cual se propone por se separación de variables de la forma:

u1 (x, ξ) = Np (ξ)
∂uo
∂xp

. (4.2.17)

Sustituyendo (4.2.17) en (4.2.15), se obtiene:

LξξNp
∂uo
∂xp
≡ ∂

∂ξk

(
κεkj

∂Np

∂ξj

)
∂uo
∂xp

= −
∂κεkj
∂ξk

∂uo
∂xj

. (4.2.18)

Si se cambia el índice j por p del lado derecho de la ecuación (4.2.18) se obtiene

∂

∂ξk

(
κεkp + κεkj

∂Np

∂ξj

)
∂uo
∂xp

= 0. (4.2.19)

Ahora, si ∂uo
∂xp
6= 0 en (4.2.19), entonces se busca solución Np (ξ) Y−periódica

para cada p = 1, 2, 3, ..., s, del problema:

Lξξ (Np − ξp) ≡
∂

∂ξk

(
κεkp (ξ) + κεkj (ξ)

∂Np

∂ξj

)
= 0, con ξ ∈ Y,

〈Np (ξ)〉 = 0.
(4.2.20)
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Claramente, para cada p = 1, 2, 3, ..., s, la solución Y−periódica al problema
(4.2.20) existe, dado que se satisface la condición necesaria y su�ciente del Lema
(4.1) tomando

F (ξ) ≡ −
∂κεkp (ξ)

∂ξk
.

La unicidad de la solución se garantiza con la condición 〈Np (ξ)〉 = 0. Aplicando la
condición necesaria y su�ciente del Lema (4.1) a la ecuación (4.2.7) se tiene:

〈−Lxxuo − Lxξu1 − Lξxu1〉+ f(x) = 0. (4.2.21)

Sustituyendo (4.2.14) y (4.2.17) en (4.2.21), resulta

〈
∂

∂ξk

(
κεkjNp

) ∂2uo
∂xj∂xp

+ κεkj
∂Np

∂ξj

∂2uo
∂xk∂xp

+ κεkj
∂2uo
∂xk∂xj

〉
= f(x). (4.2.22)

o de forma equivalente

〈(
κεkj

∂Np

∂ξj

)
∂2uo
∂xk∂xp

〉
+

〈
∂

∂ξk

(
κεkjNp

) ∂2uo
∂xj∂xp

〉
+

〈
κεkj

∂2uo
∂xk∂xj

〉
= f(x). (4.2.23)

Por otra parte, se observa que el segundo sumando de la ecuación (4.2.23) está
dado por: 〈

∂

∂ξk

(
κεkjNp

) ∂2uo
∂xj∂xp

〉
=

〈
∂

∂ξk

(
κεkjNp

)〉 ∂2uo
∂xj∂xp

= 0, (4.2.24)

dado que κεkj y Np son Y−periódicas. Por lo tanto, teniendo en cuenta (4.2.24) y
sustituyendo el indicie j por índice p en el tercer sumando del lado izquierdo de la
ecuación (4.2.23), la ecuación (4.2.23) se reescribe como:〈

κεkj
∂Np

∂ξj
+ κεkp

〉
∂2uo
∂xk∂xp

= f(x). (4.2.25)

De donde se obtiene el problema homogeneizado:κ̂kp
∂2uo
∂xk∂xp

= f(x), x ∈ Ω

uo(x) = 0, con x ∈ ∂Ω

(4.2.26)

donde κ̂kp son los llamados coe�cientes efectivos, dados por

κ̂kp =

〈
κεkj

∂Np

∂ξj
+ κεkp

〉
. (4.2.27)
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Observe que la ecuación (4.2.25) es la condición de existencia de la solución
Y−periódica u2 (x, ξ) de la ecuación (4.2.7).

Ahora, desarrollando cada uno de los sumandos de la ecuación (4.2.7) del lado
derecho, tenemos:

Lxxuo =
∂

∂xk

(
κεkj

∂uo
∂xj

)
= κεkp

∂2uo
∂xk∂xp

, (4.2.28)

Lxξu1 =

(
κεkj

∂Np

∂ξj

)
∂2uo
∂xk∂xp

, (4.2.29)

Lξxu1 =
∂

∂ξk

(
κεkjNp

) ∂2uo
∂xj∂xp

=
∂

∂ξj

(
κεjkNp

) ∂2uo
∂xk∂xp

. (4.2.30)

Sustituyendo las ecuaciones (4.2.25) y (4.2.28) - (4.2.30) en la ecuación (4.2.7),
se obtiene:

Lξξu2 = [κ̂kp − Tpq (ξ)]
∂2uo
∂xk∂xp

, (4.2.31)

donde

Tpq (ξ) =
∂

∂ξj

(
κεjqNp

)
+ κεqj

∂Np

∂ξj
+ κεpq.

Claramente la ecuación (4.2.31) satisface la condición necesaria y su�ciente del
Lema (4.1) dado que

κ̂kp =

〈
∂

∂ξj

(
κεjkNp

)
+ κεkj

∂Np

∂ξj
+ κεkp

〉
,

y, por lo tanto, existe solución Y−periódica de la ecuación (4.2.7), la cual se propone
por separación de variables como:

u2 (x, ξ) = Npq
∂2uo
∂xp∂xq

. (4.2.32)

Sustituyendo (4.2.32) en (4.2.31), y cambiando los índices k por p y p por q del
lado derecho de la ecuación (4.2.31) se tiene

LξξNpq
∂2uo
∂xp∂xq

= [κ̂pq − Tpq (ξ)]
∂2uo
∂xp∂xq

. (4.2.33)

Por otro lado, si
∂2uo
∂xp∂xq

6= 0,

la función Npq (ξ) es solución periódica del problema local, dado por:
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{
LξξNpq = κ̂pq − Tpq (ξ) , con ξ ∈ Y,
〈Npq (ξ)〉 = 0,

(4.2.34)

cuya existencia está garantizada por el Lema (4.1).

Por los resultados anteriormente fundamentados, hemos construido la segunda
suma parcial de la s.a.f de la ecuación (4.1.1), dada por:

u(2) (x, ξ) = uo(x) + εNp (ξ)
∂uo
∂xp

+ ε2Npq (ξ)
∂2uo
∂xp∂xq

, con ξ = ε−1x. (4.2.35)

Por otro lado, se quiere que u(2) (x, ξ) cumpla las condición de contacto (4.1.2),
entonces tenemos que:

q
u2(x, ξ)

y
= Juo (x, ξ)K + ε Ju1 (x, ξ)K + ε2 Ju2 (x, ξ)K = 0,

igualando a cero cada sumando, se tienen las tres ecuaciones:

Juo (x, ξ)K = 0, sobre Γε, (4.2.36)

Ju1 (x, ξ)K = 0, sobre Γε, (4.2.37)

Ju2 (x, ξ)K = 0, sobre Γε. (4.2.38)

Ahora, dado que uo (x, ξ) = uo(x), la ecuación (4.2.36) se transforma en

Juo (x, ξ)K = Juo (x)K = uo(x) = 0 sobre Γε. (4.2.39)

También u1 (x, ξ) se puede representar por la ecuación (4.2.17), por lo tanto la
ecuación (4.2.37) se transforma en

Ju1 (x, ξ)K =

s
Np (ξ)

∂uo
∂xp

{
= JNp (ξ)K

∂uo
∂xp

= 0, sobre Γε. (4.2.40)

Finalmente la ecuación (4.2.37) se reescribe como

JNp (ξ)K = 0, sobre Γε. (4.2.41)

De manera análoga, la ecuación (4.2.38) se puede reescribir a partir de la repre-
sentación de u2 (x, ξ) ecuación (4.2.32) como

JNpq (ξ)K = 0, sobre Γε. (4.2.42)

Con la necesidad de que u(2)(x, ξ) también cumpla la segunda condición de con-
tacto (4.1.3), procedemos a calcular la derivada parcial respecto a xj (teniendo en
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cuenta la regla de la cadena) y multiplicando por κεkj se tiene

κεkj
∂u(2)

∂xj
= κεkj

[
ε−1∂uo

∂ξj
+ εo

(
∂uo
∂xj

+
∂u1

∂ξj

)
+ ε

(
∂u1

∂xj
+
∂u2

∂ξj

)
+ ε2∂u2

∂xj

]
. (4.2.43)

Ahora, aplicando la condición

s
κεkj

∂u(2)

∂xj
nk

{
= 0, sobre Γε

en (4.2.43) y, posteriormente, igualando a cero los coe�cientes que multiplican a ε−1,
ε0 y ε1 se tienen las condiciones de continuidad:

s
κεkj

∂uo
∂ξj

nk

{
= 0, sobre Γε, (4.2.44)

s
κεkj

(
∂uo
∂xj

+
∂u1

∂ξj

)
nk

{
= 0, sobre Γε, (4.2.45)

s
κεkj

(
∂u1

∂xj
+
∂u2

∂ξj

)
nk

{
= 0, sobre Γε. (4.2.46)

Sustituyendo la representación de u1 (x, ξ) ecuación (4.2.17) en la ecuación (4.2.45)
y teniendo en cuenta que ∂uo

∂xj
6= 0, entonces (4.2.45) se reescribe como

s(
κεkp + κεkj

∂Np

∂ξj

)
nk

{
= 0, sobre Γε. (4.2.47)

De manera análoga para la ecuación (4.2.46), teniendo en cuenta las representa-
ciones de u1 (x, ξ) y u2 (x, ξ) ecuaciones (4.2.17) y (4.2.32), se obtiene la condición
de continuidad

s(
κεkpNp + κεkp

∂Npq

∂ξp

)
nk

{
= 0, sobre Γε. (4.2.48)

Con el problema (4.2.20) y las condiciones de contacto (4.2.41) y (4.2.47) se
obtiene el primer problema local:



Capítulo 4 31



LξξNp = −
∂κεkj (ξ)

∂ξk
, con ξ ∈ Y,

JNp (ξ)K = 0, sobre Γε,

s(
κεkp + κεkj

∂Np

∂ξj

)
nk

{
= 0, sobre Γε,

〈Np (ξ)〉 = 0.

(4.2.49)

De forma análoga, con (4.2.34) y las condiciones de contacto (4.2.42) y (4.2.48)
se obtiene el segundo problema local:

LξξNpq = κ̂pq − Tpq (ξ) , con ξ ∈ Y,

JNpq (ξ)K = 0, sobre Γε,

s(
κεkpNp + κεkp

∂Npq

∂ξp

)
nk

{
= 0, sobre Γε,

〈Npq (ξ)〉 = 0.

(4.2.50)

Los problemas locales (4.2.49) y (4.2.50) tienen solución periódica a consecuencia
del siguiente Lema (4.4), cuya demostración se puede encontrar en [13] pág. 112.

Lema 4.4 Sean Akj (ξ) , Fo (ξ) y Fk (ξ) son Y−periódicas, suaves por partes y ade-
más Akj (ξ) es simétrica y de�nida positiva. Una condición necesaria y su�ciente
para la existencia de una solución Y−periódica del problema:

LξξN = Fo (ξ) +
∂Fk (ξ)

∂ξk
, en Y \ Γ,

JN (ξ)K = 0, sobre Γ,
s(

Akj (ξ)
∂N

∂ξj
− Fk (ξ)

)
nk

{
= 0, sobre Γ,

es que

〈Fo (ξ)〉 = 0. (4.2.51)

A continuación daremos algunas aclaraciones de la aplicación del Lema (4.4) a
los problemas locales (4.2.49) y (4.2.50). Para el primer problema local (4.2.49)
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se observa que
Fo (ξ) = 0,

y
Fk (ξ) = −κεkj (ξ) ,

y claramente son Y−periódicas, dado que κεkj y Fo lo son. Por otro lado, la tercera
condición de contacto del primer problema local es:

s(
κεkp + κεkj

∂Np

∂ξj

)
nk

{
=

s(
κεkj

∂Np

∂ξj
− Fk

)
nk

{
= 0.

Por lo tanto, se garantiza la la existencia de Np solución Y−periódica del primer
problema local. Ahora, para �nalizar, del segundo problema local se tiene:

κ̂pq − Tpq (ξ) = κ̂pq −
∂

∂ξj

(
κεjqNp

)
− κεqj

∂Np

∂ξj
− κεpq

= κ̂pq −
(
κεqj

∂Np

∂ξj
+ κεpq

)
− ∂

∂ξj

(
κεjqNp

)
.

Así, para el segundo problema local tomando

Fo (ξ) = κ̂pq −
(
κεqj

∂Np

∂ξj
+ κεpq

)
y

Fk (ξ) = −κεjqNp,

con κεkj, Np y
∂Np
∂ξj

Y−periódicas y por consecuencia Fo y Fk también lo son. Por

otro lado, la tercera condición de contacto del segundo problema local es

s(
κεkpNp + κεkp

∂Npq

∂ξp

)
nk

{
=

s(
κεkp

∂Npq

∂ξp
− F1

)
nk

{
= 0.

Por lo tanto se garantiza la existencia de Npq solución Y−periódica del segundo
problema local.

4.3. Conservación de simetría

Otro resultado importante de homogeneización asintótica en problemas multi-
dimensionales es que los coe�cientes efectivos preservan simetría y carácter de�nido
positivo de los coe�cientes originales. Estos resultados serán demostrados a conti-
nuación.

De la ecuación (4.2.27) se tiene que:
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κ̂kp =

〈
κεkj

∂Np

∂ξj
+ κεkp

〉
=

〈
κεkj

∂Np

∂ξj
+ κεkjδjp

〉
=

〈
κεkj

∂Np

∂ξj
+ κεkj

∂ξp
∂ξj

〉
=

〈
κεkj

∂

∂ξj
(Np + ξp)

〉
=

〈
κεkj

∂Mp

∂ξj

〉
,

(4.3.1)

donde Mp = Np + ξp. Además de (4.3.1) se tiene que

κ̂kp =

〈
κεkj

∂Mp

∂ξj

〉
=

〈
κεljδlk

∂Mp

∂ξj

〉
=

〈
κεlj
∂ξk
∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
=

〈
κεlj

∂

∂ξl
(Mk −Nk)

∂Mp

∂ξj

〉
=

〈
κεlj
∂Mk

∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
−
〈
κεlj
∂Nk

∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
.

(4.3.2)

Falta por demostrar que el primer sumando del lado derecho de la ecuación
(4.3.2) es simétrico respecto a k y j y el segundo sumando se anula.

Del primer problema local, ecuación (4.2.20), se tiene que

∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj

)
= 0, en Y. (4.3.3)

Ahora si φ = φ (ξ) es Y−periódica y continuamente diferenciable, entonces

∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj

)
φ (ξ) = 0, en Y. (4.3.4)

Por otro lado, se obtiene:

∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj
φ (ξ)

)
=

∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj

)
φ (ξ) + κεlj

∂Mp

∂ξj

∂φ

∂ξl
, (4.3.5)

y aplicando el operador de promediación se tiene

〈
∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj
φ (ξ)

)〉
=

〈
∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj

)
φ (ξ)

〉
+

〈
κεlj
∂Mp

∂ξj

∂φ

∂ξl

〉
. (4.3.6)

Dado que Mp = Np + ξp, es Y−periódica, entonces

∂Mp

∂ξj
=
∂Np

∂ξj
+ δpj,
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es Y−periódica. Por lo tanto

κεlj
∂Mp

∂ξj
φ (ξ) ,

es Y−periódica y así se tiene〈
∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj
φ (ξ)

)〉
= 0.

Por lo tanto, la ecuación (4.3.6) se reescribe como:〈
∂

∂ξl

(
κεlj
∂Mp

∂ξj

)
φ (ξ)

〉
= −

〈
κεlj
∂Mp

∂ξj

∂φ

∂ξl

〉
. (4.3.7)

Aplicando (4.3.4) se deduce:〈
κεlj
∂Mp

∂ξj

∂φ

∂ξl

〉
= 0, (4.3.8)

para cada φ ∈ C1 (Y ) Y−periódica. En particular, tomando φ (ξ) = Nk (ξ) , se tiene
que: 〈

κεlj
∂Nk

∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
= 0. (4.3.9)

De (4.3.9), la ecuación (4.3.2) se reescribe como:

κ̂kp =

〈
κεlj
∂Mk

∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
. (4.3.10)

Aplicando la simetría de los coe�cientes κεlj en la ecuación (4.3.10) se reescribe

κ̂kp =

〈
κεjl
∂Mk

∂ξj

∂Mp

∂ξl

〉
=

〈
κεlj
∂Mp

∂ξl

∂Mk

∂ξj

〉
= κ̂pk. (4.3.11)

Así se tiene que
κ̂kp = κ̂pk. (4.3.12)

4.4. Conservación del carácter de�nido positivo

Otro importante resultado del proceso de homogeneización es la conservación del
carácter de�nido positivo de los coe�cientes efectivos, también llamada condición de
elípticidad de la ecuación del problema homogeneizado. La condición de elípticidad
del problema original para los coe�cientes κεkj viene dada por: Existe c > 0, tal que
para cada η ∈ Rs, se tiene

κεkj (ξ) ηkηj ≥ cηjηj,

para cada ξ ∈ Y.
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Sea η ∈ Rs y ξ ∈ Y, entonces de la ecuación (4.3.10) se tiene

κ̂kpηkηp =

〈
κεlj
∂Mk

∂ξl

∂Mp

∂ξj

〉
ηkηp =

〈
κεljηk

∂Mk

∂ξl
ηp
∂Mp

∂ξj

〉
. (4.4.1)

De la positividad para los coe�cientes κεlj se tiene que:

κεljηk
∂Mk

∂ξl
ηp
∂Mp

∂ξj
≥ c

s∑
j=1

(
ηk
∂Mk

∂ξj

)2

, para cada ξ ∈ Y. (4.4.2)

Sustituyendo (4.4.2) en (4.4.1) tenemos

κ̂kpηkηp ≥ c

s∑
j=1

〈(
ηk
∂Mk

∂ξj

)2
〉
. (4.4.3)

De la desigualdad de Cauchy−Buniakovski (Hölder para p = q = 2) (ver [17],
pág. 41) se deduce:

κ̂kpηkηp ≥ c
s∑
j=1

〈
ηk
∂Mk

∂ξj

〉2

, (4.4.4)

que podemos reescribir como:

κ̂kpηkηp ≥ c
s∑
j=1

[〈
ηk
∂Nk

∂ξj

〉
+

〈
ηk
∂ξk
∂ξj

〉]2

, (4.4.5)

pero 〈
ηk
∂Nk

∂ξj

〉
= 0

y 〈
ηk
∂ξk
∂ξj

〉
= ηk 〈δkj〉 .

Por lo tanto, la ecuación (4.4.5) se reescribe como

κ̂kpηkηp ≥ c

s∑
j=1

(ηkδkj)
2 , (4.4.6)

así se tiene
κ̂kpηkηp ≥ cη2

k = cηkηk. (4.4.7)
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4.5. Relación de aproximación de uε y uo

En esta sección se dará una demostración del orden de aproximación de la solu-
ción exacta de la ecuación (4.1.1) a la solución del problema homogeneizado (4.2.26).

Suponga que uo, Np y Npq son soluciones de los problemas (4.2.26), (4.2.20) y
(4.2.34), respectivamente. Entonces, se tiene que u(2) dada por (4.2.35) es solución
del problema:

Lεu(2) − f(x) = εr(2)(x, ε), (4.5.1)

donde εr(2)(x, ε) está dado en términos de las potencias de ε1 y ε2 de la ecuación
(4.2.4). Es decir,

εr(2)(x, ε) = ε1 (Lξxu2 + Lxξu2 + Lxxu1) + ε2Lxxu2.

Por otro lado, si u0 ∈ C4(Ω), entonces, existe una constante C1 > 0 independiente
de ε (por teorema de Weierstrass) tal que:

|r(2)(x, ε)| ≤ C1 para x ∈ Ω. (4.5.2)

Además tenemos

u(2) �∂Ω= uo �∂Ω +εu1 �∂Ω +ε2u2 �∂Ω= εu1 �∂Ω +ε2u2 �∂Ω . (4.5.3)

Considere una χ = χ(x) función in�nitamente diferenciable tal que

Supp (χ )⊂ Bε(∂Ω), χ �∂Ω= 1 y |χ(x)| ≤ 1.

Por lo tanto ∣∣∣∣ε ∂χ∂xj
∣∣∣∣ ≤ C1, con x ∈ Ω, (4.5.4)

donde C1 es una constante positiva independiente de ε.

Por otro lado, consideremos la función

ak(x, ε) = κεkj (ξ)

[
ε
∂

∂xj
(χu1) + ε2 ∂

∂xj
(χu2)

]
. (4.5.5)

Bajo las hipótesis de χ se observa claramente que

Supp(ak(x, ε)) ⊂ Bε(∂Ω)

y
|ak(x, ε)| ≤ K en Ω,

donde K es una constante independiente de ε. También se puede observar que

‖ak(x, ε)‖L2(Ω) = O(
√
ε). (4.5.6)
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Considere la función ũ(2)(x, ε) dada por

ũ(2)(x, ε) = u(2)(x, ε)− χ(x)
(
εu1(x, ξ) + ε2u2(x, ξ)

)
. (4.5.7)

Dado que χ �∂Ω= 1, entonces se tiene que:

ũ(2) �∂Ω= 0.

Por otro lado:

Lεũ(2) − f(x) =
∂

∂xk

{
κεkj

∂

∂xj

(
u(2)(x, ε)− χ(x)

(
εu1(x, ξ) + ε2u2(x, ξ)

)}
=

(
∂

∂xk

(
κεkj

∂u(2)

∂xj

)
− f(x)

)
− ∂

∂xk

[
κεkj

(
ε
∂

∂xj
(χu1) + ε2 ∂

∂xj
(χu2)

)]
.

(4.5.8)

Teniendo en cuenta (4.5.1) y (4.5.5), la (4.5.8) se puede reescribir como:

Lεũ(2) − f(x) = Lεu(2) − f(x)− ∂ak(x, ε)

∂xk
= εr(2)(x, ε)− ∂ak(x, ε)

∂xk
. (4.5.9)

Sustituyendo f(x) por el lado izquierdo de la ecuación (4.1.1) y teniendo en
cuenta la linealidad del operador Lε, la ecuación (4.5.9) se reescribe como:

Lε
(
ũ(2) − uε

)
= εr(2)(x, ε)− ∂ak(x, ε)

∂xk
. (4.5.10)

Por otra parte (
ũ(2) − uε

)
�∂Ω= 0. (4.5.11)

Por lo tanto, se tiene el problema:Lε
(
ũ(2) − uε

)
= εr(2)(x, ε)− ∂ak(x, ε)

∂xk
, x ∈ Ω(

ũ(2) − uε
)
�∂Ω= 0.

(4.5.12)

Para dar una estimación entre ũ(2) y uε en algún espacio normado, se recurrirá
al Teorema A.10 (ver Apéndice A. Sección A.7) al problema (4.5.12) teniendo en
cuenta (4.5.2) y (4.5.6) se tiene:



38 Capítulo 4

∥∥ũ2 − uε
∥∥
W 1

2 (Ω)
≤ C

(∥∥εr(2)(x, ε)
∥∥
L2(Ω)

+ ‖ak(x, ε)‖L2(Ω)

)
≤ C

(
ε
∥∥r(2)(x, ε)

∥∥
L2(Ω)

+K
√
ε
)

≤ C
(
C1ε+K

√
ε
)

≤ K1

√
ε,

(4.5.13)

donde K1 = C(C1 + K). Teniendo en cuenta la ecuación (4.5.7) y posteriormente
aplicando la desigualdad (4.5.13) se puede obtener una aproximación entre u(2) y uε

como sigue:

∥∥u(2) − uε
∥∥
W 1

2 (Ω)
=
∥∥ũ(2) + χ(x)

(
εu1 + ε2u2

)
− uε

∥∥
W 1

2 (Ω)

≤
∥∥ũ(2) − uε

∥∥
W 1

2 (Ω)
+
∥∥χ(x)

(
εu1 + ε2u2

)∥∥
W 1

2 (Ω)

≤ K1

√
ε+ C2

√
ε

= K2

√
ε,

(4.5.14)

donde K2 = K1 +C2. De forma análoga, haciendo uso de la desigualdad (4.5.14) se
puede obtener una aproximación entre u(1) y uε como sigue:

∥∥u(1) − uε
∥∥
W 1

2 (Ω)
=
∥∥u(1) − u(2) + u(2) − uε

∥∥
W 1

2 (Ω)

≤
∥∥u(2) − uε

∥∥
W 1

2 (Ω)
+
∥∥u(2) − u(1)

∥∥
W 1

2 (Ω)

≤ K2

√
ε+ C3

√
ε

= K3

√
ε,

(4.5.15)

donde K3 = K2 + C3. Finalmente, se obtendrá una aproximación entre la solución
exacta del problema uε y la solución del problema homogeneizado uo.

‖uo − uε‖L2(Ω) ≤ ‖uo − u
ε‖W 1

2 (Ω) =
∥∥uo − u(1) + u(1) − uε

∥∥
W 1

2 (Ω)

≤
∥∥u(1) − uε

∥∥
W 1

2 (Ω)
+
∥∥uo − u(1)

∥∥
W 1

2 (Ω)

≤ K3

√
ε+ C4

√
ε

= K4

√
ε,

(4.5.16)

donde K4 = K3 + C4.



Capítulo 4 39

4.6. Formulación del problema con coe�cientes com-

plejas

En esta sección, se abordará el problema (4.1.1) - (4.1.4) cuando los coe�cientes
son complejos. De la ecuación (3.3.16), se puede observar que los coe�cientes pueden
representar en un medio dieléctrico las constantes dieléctricas relativas, ver [22].

Considere un potencial complejo dado por

uε = ϕε + iψε. (4.6.1)

Los coe�cientes complejos del tensor en un medio bidimensional Ω están dadas
por

κεjl = αεjl + iβεjl,

donde i2 = −1 y j = 1, 2. Las funciones reales αεjl y β
ε
jl de�nidas en Ω, se suponen

continuamente diferenciables, rápidamente oscilantes y εY−periódicas en la variable
y. Tales funciones son de�nidas como:

αεjl(x) = αjl

(x
ε

)
, βεjl(x) = βjl

(x
ε

)
para x ∈ Ω. (4.6.2)

Por otra parte, se suponen las condiciones de simetría para las funciones αεjl, β
ε
jl

y la condición de positividad de la matriz de coe�cientes αεjl. Es decir;

αεjl = αεlj βεjl = βεlj (4.6.3)

y
αεjl(x)ajal ≥ kajaj, (4.6.4)

donde k > 0 y (a1, a2) ∈ R2 vector arbitrario. Ahora, el problema dieléctrico com-
plejo puede ser escrito como un sistema real de ecuaciones diferenciales parciales
como a continuación se indica.

Dado que κεjl = αεjl + iβεjl, y u
ε = ϕε + iψε, entonces sustituyendo en la ecuación

(4.1.1) se tiene:

∂

∂xj

(
κεjl
∂uε

∂xl

)
=

∂

∂xj

(
(αεjl + iβεjl)

(
∂ϕε

∂xl
+
∂ψε

∂xl

))
=

∂

∂xj

(
(αεjl,−βεjl)

(
∂ϕε

∂xl
∂ψε

∂xl

)
+ i(βεjl, α

ε
jl)

(
∂ϕε

∂xl
∂ψε

∂xl

))
= f(x) + 0i.

Igualando parte real e imaginaria se obtiene:

∂

∂xj

(
αεjl

∂ϕε

∂xl
− βεjl

∂ψε

∂xl

)
= f(x) (4.6.5)
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y
∂

∂xj

(
βεjl
∂ϕε

∂xl
+ αεjl

∂ψε

∂xl

)
= 0. (4.6.6)

Por lo tanto, la ecuación (4.1.1) con κεjl = αεjl + iβεjl y u
ε = ϕε + iψε es equivalente

al sistema

∂

∂xj

((
αεjl −βεjl
−βεjl −αεjl

)
∂U ε

∂xl

)
=

(
f(x)

0

)
, (4.6.7)

donde

U ε =

(
ϕε

ψε

)
.

De manera análoga para la ecuación (4.1.3) con κεjl = αεjl + iβεjl, y u
ε = ϕε + iψε,

se tiene

s
κεjl
∂uε

∂xl
nj

{
=

s(
αεjl

∂ϕε

∂xl
− βεjl

∂ψε

∂xl

)
nj + i

(
βεjl
∂ϕε

∂xl
+ αεjl

∂ψε

∂xl

)
nj

{
= 0 + i0.

Aplicando linealidad del operador J·K e igualando parte real e imaginaria, se tienen
las ecuaciones:

s(
αεjl

∂ϕε

∂xl
− βεjl

∂ψε

∂xl

)
nj

{
= 0 (4.6.8)

y s(
βεjl
∂ϕε

∂xl
+ αεjl

∂ψε

∂xl

)
nj

{
= 0. (4.6.9)

Las ecuaciones (4.6.8) y (4.6.9) se pueden reescribir en una sola ecuación matricial
de la forma s(

αεjl −βεjl
−βεjl −αεjl

)
∂U ε

∂xl
nj

{
=

(
0
0

)
. (4.6.10)

Por lo tanto, el problema (4.1.2) - (4.1.4) con condición de frontera homogénea lo
podemos escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales reales dado
por:

∂

∂xj

(
Aεjl

∂U ε

∂xl

)
= F (x) en Ω \ Γε, (4.6.11)

JU εK = 02×1 sobre Γε, (4.6.12)
s
Aεjl

∂U ε

∂xl
nj

{
= 02×1 sobre Γε, (4.6.13)

U ε = 0 sobre ∂Ω, (4.6.14)
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donde F es la función 2-dimensional dada por

F (x) =

(
f(x)

0

)
,

02×1 es el vector cero en R2, Aεjl es la matriz real simétrica de�nida positiva dada
por

Aεjl =

(
αεjl −βεjl
−βεjl −αεjl

)
, (4.6.15)

y �nalmente 0 en la ecuación (4.6.14) representa una función 2-dimensional cuyas
entradas son las funciones idénticamente cero en ∂Ω.

Por otro lado, si Akj(ξ) es una matriz s× s 1-periódica suave a trozos, tal que

aihkj(ξ) = akhij (ξ) = aijkh(ξ) = ahijk(ξ) (4.6.16)

y
aihkj(ξ)ηikηhj ≥ kηikηik, (4.6.17)

donde k es una constante positiva. El problema de Dirichlet para el sistema de
ecuaciones en teoría de elasticidad se escribe como

∂

∂xk

(
Akj

(x
ε

) ∂u

∂xj

)
= f(x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω,
(4.6.18)

donde u(x) y f(x) son funciones s-dimensionales, f(x) ∈ C∞(Ω), Ω es un dominio
acotado en Rs y ∂Ω su�cientemente suave. Las matrices Akj satisface (4.6.16) y
(4.6.17) (ver Apéndice A. Seccición A.8).

El problema (4.6.18) describe el estado de deformación de una muestra elástica
hecha de un material compuesto que ocupa el dominio Ω y está sujeto a fuerzas
externas distribuidas con densidad f(x) (ver [13], pág. 138). La solución del problema
(4.6.18) se entiende en el sentido generalizado (ver Apéndice A. Sección A.8).

De lo anterior se observa que los problemas (4.6.11) con condiciónes (4.6.14) está
bien planteado como caso particular del problema general (4.6.18).

4.7. Modelo de homogeneización usando notación

matricial

Con el objetivo de obtener el problema homogeneizado de (4.6.11) - (4.6.14), la
solución exacta U ε puede ser aproximada por la suma de los tres primeros términos
de la s.a.f dada por la ecuación (4.2.35) como sigue
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U (2)(x) = Uo (x, ξ) + εU1 (x, ξ) + ε2U2 (x, ξ) , (4.7.1)

donde Uo, U1 y U2 son funciones vectoriales y además se suponen continuamente
diferenciables Y−periódicas. De manera análoga a la sección (4.2), sustituyendo
(4.7.1) en la ecuación (4.6.11) y posteriormente agrupando los términos de potencias
de ε, se tiene:

LεU (2) = ε−2LξξUo + ε−1 (LξξU1 + LξxUo + LxξUo)

+ εo (LξξU2 + LξxU1 + LxξU1 + LxxUo − F (x))

+ ε1 (LξxU2 + LxξU2 + LxxU1) + ε2LxxU2

(4.7.2)

donde

Lα,β =
2∑

j,l=1

∂

∂αj

(
Aεjl

∂

∂βl

)
con α, β ∈ {x, ξ} .

Igualando a cero los coe�cientes de potencias no positivas de ε de la ecuación
(4.7.2) se obtienen los problemas:

ε−2 : LξξUo = 0, (4.7.3)

ε−1 : LξξU1 = −LξxUo − LxξUo, (4.7.4)

εo : LξξU2 = −LξxU1 − LxξU1 − LxxUo + F (x), (4.7.5)

donde x y ξ son las nuevas variables independientes. Por otro lado, para dar
solución a los problemas (4.7.3) - (4.7.5) es necesario enunciar un problema más
general cuya solución se puede entender en el sentido fuerte o débil(generalizado),
tal como a continuación se enuncia.

Sea Aij(ξ) (i, j = 1, 2, ..., s) función matricial de n × n, fk para k = 0, 1, 2, ..., s
funciones n-dimensionales donde Aij y fk son acotadas, medibles, Y−periódicos y
Aij = ATij.

Considere el sistema de ecuaciones en Rn

∂

∂ξi

(
Aij

(x
ε

) ∂u
∂ξj

)
= fo(ξ) +

∂

∂ξk
fk(ξ). (4.7.6)

Si los coe�cientesAij, fo y fk son funciones suaves, entonces una solución Y−periódica
de (4.7.6) es llamada solución fuerte de (4.7.6).

A partir de la ecuación (4.7.6) podemos obtener la formulación débil de sistema,
como a continuación se deduce:

Sea φ = φ (ξ) función vectorial Y−periódica y continuamente diferenciable, en-
tonces se tiene:
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∂

∂ξl

(
Aεjl

∂u

∂ξl
, φ

)
=

(
Aεjl

∂u

∂ξl
,
∂φ

∂ξj

)
+

(
∂

∂ξj

(
Aεjl

∂u

∂ξl

)
, φ

)
, (4.7.7)

donde los paréntesis (·, ·) denotan el producto escalar en Rn. Sustituyendo la
ecuación (4.7.6) en (4.7.7) y aplicando la linealidad de la función producto escalar,
se obtiene

∂

∂ξl

(
Aεjl

∂u

∂ξl
, φ

)
=

(
Aεjl

∂u

∂ξl
,
∂φ

∂ξj

)
+ (fo, φ) +

(
∂fk
∂ξk

, φ

)
=

(
Aεjl

∂u

∂ξl
,
∂φ

∂ξj

)
+ (fo, φ) +

∂

∂ξk
(fk, φ)−

(
fk,

∂φ

∂ξk

)
,

por lo tanto:

∂

∂ξl

(
Aεjl

∂u

∂ξl
, φ

)
− ∂

∂ξk
(fk, φ) =

(
Aεjl

∂u

∂ξl
,
∂φ

∂ξj

)
+ (fo, φ)−

(
fk,

∂φ

∂ξk

)
. (4.7.8)

Ahora, integrando la ecuación (4.7.8) sobre la celda periódica Y, se tiene:

−
∫
Y

(
Aεjl

∂u

∂ξl
,
∂φ

∂ξj

)
dξ =

∫
Y

(fo, φ) dξ −
∫
Y

(
fk,

∂φ

∂ξk

)
dξ, (4.7.9)

para cada función φ = φ (ξ) , Y−periódica y continuamente diferenciable.

Observe que si existe u ∈ W 1
2 (Y ) tal que satisfaga (4.7.9) para cada función

φ ∈ D(Y ) Y−periódica, entonces u es solución generalizada del problema (4.7.6)
sujeta a condición de frontera homogénea (ver Apéndice A. Sección A.8).

Por otro lado, para garantizar la existencia de la solución Ui(i = 0, 1, 2) de los
problemas (4.7.3) - (4.7.5) se recurre al siguiente teorema cuya demostración se
puede ver en [13], pág. 346.

Teorema 4.1 Suponga que se tiene〈(
Aεjl

∂U

∂ξl
,
∂U

∂ξj

)〉
≥ k

〈(
∂U

∂ξj
,
∂U

∂ξj

)〉
, (4.7.10)

con k > 0, para cada U(ξ) ∈ W 1
2 (Y ) . En este caso el sistema (4.7.6) tiene solución

débil si y sólo si
〈fo (ξ)〉 = 0. (4.7.11)

Además, la solución es única, salvo un vector constante aditivo. Es decir:

U (ξ) = Uo (ξ) + C, (4.7.12)

donde Uo es solución Y−periódica del sistema (4.7.6) de promedio nulo en Y, es
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decir:
〈Uo〉 = 0. (4.7.13)

Por otro lado, debido a que Aεjl es matriz 2 × 2 de�nida positiva y simétrica,
entonces la desigualdad (4.7.10) se satisface, dado que es caso particular del sistema
5× 5 que se aborda en [16], cuya demostramoción se encuentra en [16] Apéndice. A.

Aplicando el Teorema 4.1 a la ecuación (4.7.3), donde se observa que Fo = 0, y
por lo tanto, cumple la condición necesaria y su�ciente (4.7.11), así existe solución
Uo independiente de la variable rápida ξ, es decir:

Uo = Uo(x). (4.7.14)

Por lo tanto, se puede escribir como:

Uo(x) =

(
ϕo(x)
ψo(x)

)
. (4.7.15)

Considerando la ecuación (4.7.14) en (4.7.4), se tiene:

LξξU1 = −LξxUo = −
∂Aεjl
∂ξj

∂Uo
∂xl

. (4.7.16)

Ahora, tomando

Fo (ξ) = −
∂Aεjl
∂ξj

∂Uo
∂xl

y aplicando condición necesaria y su�ciente, se tiene

〈Fo (ξ)〉 = −
〈
∂Aεjl
∂ξj

∂Uo
∂xl

〉
= −

〈
∂Aεjl
∂ξj

〉
∂Uo
∂xl

= 0. (4.7.17)

De tal manera, existe solución Y−periódica U1 (x, ξ) del problema (4.7.4) y aplican-
do el método de separación de variables, podemos suponer a U1 como

U1 (x, ξ) = Nq (ξ)
∂Uo
∂xq

, (4.7.18)

con Nq matriz 2× 2 Y−periódica. Más explícitamente:

Nq (ξ) =

(
ωq (ξ) gq (ξ)
ζq (ξ) ξq (ξ)

)
.

Por otra parte, sustituyendo la ecuación (4.7.18) en (4.7.16) se tiene:

∂

∂ξj

(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl

)
∂Uo
∂xq

+
∂Aεjl (ξ)

∂ξj

∂Uo
∂xl

= 0. (4.7.19)

Cambiando el índice l por q en el segundo sumando del lado derecho de la ecuación
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(4.7.19) se observa que Nq (ξ) tiene que ser solución Y−periódica de la ecuación

∂

∂ξj

(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl
+ Aεjq (ξ)

)
= 0, en Y \ Γ. (4.7.20)

El problema local (4.7.20) tiene solución única Y−periódica, dado que los pro-
blemas:

∂

∂ξj

(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl
eT1 + Aεjq (ξ) eT1

)
= 0, en Y (4.7.21)

y
∂

∂ξj

(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl
eT2 + Aεjq (ξ) eT2

)
= 0, en Y (4.7.22)

cumplen la condición necesaria y su�ciente del Teorema 4.1, tomando

Fo = − ∂

∂ξj
Aεjq (ξ) eT1

para la ecuación (4.7.21) y

Fo = − ∂

∂ξj
Aεjq (ξ) eT2

para (4.7.22). Aquí e1 y e2 son los vectores canónicos de R2. La unicidad se garantiza
por medio de las condiciones:〈

Nq (ξ) eT1
〉

= 0 y
〈
Nq (ξ) eT2

〉
= 0,

dado que Nq (ξ) eT1 y Nq (ξ) eT2 existen salvo un vector constante aditivo.

Aplicando la condición de continuidad (4.6.12) a la ecuación (4.7.18), se tiene

JU1 (ξ)K = JNq (ξ)K
∂Uo
∂xl

= 0 sobre Γ, (4.7.23)

de donde se obtiene

JNq (ξ)K = 02×2 sobre Γ. (4.7.24)

Sustituyendo (4.7.18) en la condición (4.6.13), se obtiene:
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s
Aεjl

∂U ε

∂xl
nj

{
=

s
Aεjl

∂

∂xl

(
Uo + εU1 + ε2U2

)
nj

{

=

s
Aεjl

∂Uo
∂xl

nj

{
+ ε

s
Aεjl

∂U1

∂xl
nj

{
+ ε2

s
Aεjl

∂U2

∂xl
nj

{

=

s
Aεjl

∂Uo
∂xl

nj

{
+ ε

s
Aεjl

(
∂U1

∂xl
+ ε−1∂U1

∂ξl

)
nj

{

=

s(
Aεjl

∂Uo
∂xl

+ Aεjl
∂U1

∂ξl

)
nj

{
+O(ε).

(4.7.25)

Ahora sustituyendo (4.7.18) en (4.7.25) se obtiene

s
Aεjl

∂U ε

∂xl
nj

{
=

s(
Aεjl

∂Uo
∂xl

+ Aεjl
∂Np

∂ξl

∂Uo
∂xq

)
nj

{
+O(ε). (4.7.26)

Tomando l = q en el primer sumando dentro de los paréntesis del lado derecho
de (4.7.26) se obtiene �nalmente que

s(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl
+ Aεjq (ξ)

)
nj

{
= 02×2 sobre Γ. (4.7.27)

De las ecuaciones (4.7.20), (4.7.24) y (4.7.27) resulta que Nq (ξ) es solución de
los problemas locales:

∂

∂ξj

(
Aεjl (ξ)

∂Nq (ξ)

∂ξl
+ Aεjq (ξ)

)
= 02×2, en Y \ Γ, (4.7.28)

JNq(ξ)K = 02×2, sobre Γ, (4.7.29)
s(

Aεjl (ξ)
∂Nq (ξ)

∂ξl
+ Aεjq (ξ)

)
nj

{
= 02×2, sobre Γ, (4.7.30)

〈Nq (ξ)〉 = 02×2, (4.7.31)

donde 02×2 denota la matriz cero de 2× 2.

Por otro lado, aplicando la condición necesaria y su�ciente del Teorema 4.1 al
lado derecho de la ecuación (4.7.5), se tiene:
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〈LξxU1 + LxξU1 + LxxUo〉 − F (x) = 〈LξxU1〉+ 〈LxξU1〉+ 〈LxxUo〉 − F (x)

= 〈LxξU1〉+ 〈LxxUo〉 − F (x)

=

〈
Aεjl

∂Np

∂ξl

〉
∂2Uo
∂xj∂xp

+
〈
Aεjl
〉 ∂2Uo
∂xj∂xl

− F (x).

(4.7.32)

Tomando j = p y l = q en el segundo sumando del lado derecho en (4.7.32), se
obtiene

〈LξxU1 + LxξU1 + LxxUo〉 =

〈
Aεpq (ξ) + Aεpl

∂Nq (ξ)

∂ξl

〉
∂2Uo
∂xp∂xq

. (4.7.33)

Por lo tanto, U o debe ser solución del problema homogeneizado:Âpq
∂2U o

∂xp∂xq
= F (x), en Ω,

U o = 0 sobre ∂Ω,

(4.7.34)

donde la matriz efectiva Âpq viene dada por:

Âpq =

〈
Aεpq (ξ) + Aεpl

∂Nq (ξ)

∂ξl

〉
. (4.7.35)
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Coe�cientes efectivos de compuestos
periódicos �brosos con arreglo
hexagonal

En este capítulo consideramos un compuesto �broso bifásico consistente de cilin-
dros circulares idénticos (�bras) rodeados por otro material (matriz). Ambos mate-
riales son homogéneos. Las �bras están orientadas de forma paralela al eje x3 y están
distribuidas de forma periódica siguiendo un arreglo hexagonal, como se muestra en
la Figura 4.1. Se asume que existen condiciones de contacto perfecto en las super�-
cies Γε entre las �bras y la matriz.

Por otra parte, se resolverán los problemas locales implícitos en las ecuaciones
(4.7.28) - (4.7.31) para el caso isótropo por medio de coe�cientes indeterminados,
que serán hallados como solución de ciertos sistemas cuadráticos lineales que, a
su vez, cada sistema lineal cuadrático es un truncamientos sucesivos de un cierto
sistema lineal in�nito. También se darán expresiones explícitas de las entradas de la
matriz efectiva, ecuación (4.7.35)(coe�cientes efectivos), bajo ciertas condiciones de
regularidad.

5.1. Forma explícita de los coe�cientes efectivos y

problemas locales

A partir del problema homogeneizado (4.7.34) y la ecuación de coe�cientes efec-
tivos (4.7.35) es posible obtener una forma explícita del problema homogeneizado
como a continuación se indica. Dado que la matriz efectiva viene dada por

Âpq =

(
α̂pq −β̂pq
−β̂pq −α̂pq

)

49
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y

∂2U o

∂xp∂xq
=

(
∂2ϕo

∂xp∂xq
,
∂2ψo

∂xp∂xq

)T
,

de donde se tiene {
α̂pqϕ

o
pq − β̂pqψopq = 0 en Ω,

−β̂pqϕopq − α̂pqψopq = 0 en Ω,
(5.1.1)

donde
ϕo(x) = u01(x) y ψo(x) = u02(x), sobre ∂Ω. (5.1.2)

Por otra parte, de la matriz efectiva ecuación (4.7.35), los coe�cientes efectivos
vienen dados por:

α̂pq =

〈
αpq + αpj

∂ωq

∂yj
− βpj

∂ζq

∂yj

〉
, (5.1.3)

α̂pq =

〈
αpq + βpj

∂gq

∂yj
+ αpj

∂ξq

∂yj

〉
, (5.1.4)

β̂pq =

〈
βpq − αpj

∂gq

∂yj
+ βpj

∂ξq

∂yj

〉
, (5.1.5)

β̂pq =

〈
βpq + βpj

∂ωq

∂yj
+ αpj

∂ζq

∂yj

〉
, (5.1.6)

donde ωq, ζq, gq y ξq son las entradas de la matriz solución Nq de la ecuación
(4.7.28). Por otro lado, el problema (4.7.28) - (4.7.31) se dividirá en dos problemas
locales Lq1 y Lq2 como sigue:

De la ecuación (4.7.28), igualando las respectivas entradas de las matrices, se
tienen las siguientes ecuaciones:

∂

∂yk

(
αkq + αkp

∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.7)

∂

∂yk

(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.8)

∂

∂yk

(
βkq − αkp

∂gq

∂yp
+ βkp

∂ξq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.9)

∂

∂yk

(
αkq + βkp

∂gq

∂yp
+ αkp

∂ξq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ. (5.1.10)

De manera análoga, de la ecuación (4.7.29) se tienen cuatro condiciones de con-
tacto para las funciones ωq, ζq, gq y ξq dadas por:
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Jωq(y)K = 0, sobre Γ, (5.1.11)

Jζq(y)K = 0, sobre Γ, (5.1.12)

Jgq(y)K = 0, sobre Γ, (5.1.13)

Jξq(y)K = 0, sobre Γ. (5.1.14)

También la ecuación matricial (4.7.30) nos arroja las siguientes condiciones de
contacto dadas por:

s(
αkq + αkp

∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.15)

s(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.16)

s(
βkq − αkp

∂gq

∂yp
+ βkp

∂ξq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.17)

s(
αkq + αkp

∂gq

∂yp
+ αkp

∂ξq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ. (5.1.18)

Finalmente, de la ecuación de promedio sobre la celda periódica (4.7.31), se
tienen las condiciones:

〈ωq(y)〉 = 0, (5.1.19)

〈ζq(y)〉 = 0, (5.1.20)

〈gq(y)〉 = 0, (5.1.21)

〈ξq(y)〉 = 0. (5.1.22)

De las ecuaciones (5.1.7),(5.1.8),(5.1.11),(5.1.12),(5.1.15),(5.1.16),(5.1.19) y
(5.1.20) se tiene el problema

Problema Lq1 : Hallar ωq, ζq funciones Y−periódicas tal que:

∂

∂yk

(
αkq + αkp

∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.23)

∂

∂yk

(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.24)

Jωq(y)K = 0, Jζq(y)K = 0, sobre Γ, (5.1.25)
s(

αkq + αkp
∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.26)
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s(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.27)

〈ωq(y)〉 = 0, 〈ζq(y)〉 = 0. (5.1.28)

Una vez resuelto el problema Lq1, es posible determinar los coe�cientes efectivos
dados por las ecuaciones (5.1.3) y (5.1.6). De manera análoga al problema Lq1, de
las ecuaciones (5.1.9),(5.1.10),(5.1.13),(5.1.14),(5.1.17),(5.1.18),(5.1.21) y (5.1.22) se
tiene el problema

Problema Lq2 : Hallar gq, ξq funciones Y−periódicas tal que:

∂

∂yk

(
βkq − αkp

∂gq

∂yp
+ βkp

∂ξq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.29)

∂

∂yk

(
αkq + βkp

∂gq

∂yp
+ αkp

∂ξq

∂yp

)
= 0, en Y \ Γ, (5.1.30)

Jgq(y)K = 0, Jξq(y)K = 0, sobre Γ, (5.1.31)
s(

βkq − αkp
∂gq

∂yp
+ βkp

∂ξq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.32)

s(
αkq + βkp

∂gq

∂yp
+ αkp

∂ξq

∂yp

)
nk

{
= 0, sobre Γ, (5.1.33)

〈gq(y)〉 = 0, 〈ξq(y)〉 = 0. (5.1.34)

Una vez resuelto el problema Lq2, es posible determinar los coe�cientes efectivos
dados por las ecuaciones (5.1.4) y (5.1.5).

Observación 5.1 Los problemas Lq1, L
q
2 y las relaciones de los coe�cientes efectivos

son equivalentes.

Prueba: Tomemos la transformación dada por:{
ωq = ξq,

ζq = −gq.
(5.1.35)

Las expresiones del lado izquierdo de las ecuaciones (5.1.23) - (5.1.28) del problema
Lq1 bajo la transformación (5.1.35) resulta:

∂

∂yk

(
αkq + αkp

∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
=

∂

∂yk

(
αkq + αkp

∂ξq

∂yp
+ βkp

∂gq

∂yp

)
, (5.1.36)
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∂

∂yk

(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
=

∂

∂yk

(
βkq + βkp

∂ξq

∂yp
− αkp

∂gq

∂yp

)
, (5.1.37)

Jωq(y)K = Jξq(y)K , Jζq(y)K = − Jgq(y)K , (5.1.38)

s(
αkq + αkp

∂ωq

∂yp
− βkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
=

s(
αkq + αkp

∂ξq

∂yp
+ βkp

∂gq

∂yp

)
nk

{
, (5.1.39)

s(
βkq + βkp

∂ωq

∂yp
+ αkp

∂ζq

∂yp

)
nk

{
=

s(
βkq + βkp

∂ξq

∂yp
− αkp

∂gq

∂yp

)
nk

{
(5.1.40)

y
〈ωq(y)〉 = 〈ξq(y)〉, 〈ζq(y)〉 = −〈gq(y)〉. (5.1.41)

Se observa que el lado derecho de las expresiones (5.1.36) - (5.1.41) corresponden a
las expresiones del lado izquierdo del problema Lq2 salvo multiplicación por signo,
de donde se tiene que los problemas Lq1 y Lq2 son equivalentes. Análogamente, las
expresiones de los coe�cientes efectivos, ecuaciones (5.1.3) y (5.1.6), se tiene:

α̂pq =

〈
αpq + αpj

∂ωq

∂yj
− βpj

∂ζq

∂yj

〉
=

〈
αpq + αpj

∂ξq

∂yj
+ βpj

∂gq

∂yj

〉
, (5.1.42)

β̂pq =

〈
βpq + βpj

∂ωq

∂yj
+ αpj

∂ζq

∂yj

〉
=

〈
βpq + βpj

∂ξq

∂yj
− αpj

∂gq

∂yj

〉
, (5.1.43)

que corresponden a las expresiones de los coe�cientes efectivos dados por las ecua-
ciones (5.1.4) y (5.1.6).

�

5.2. Problemas locales y coe�cientes efectivos. Caso

isótropo

En el problema local Lq2 los coe�cientes efectivos dados por las ecuaciones (5.1.4)
y (5.1.5) será considerado el caso de dos componentes isotrópicas. Es decir, se con-
sidera {

αjk = αδjk

βjk = βδjk
(5.2.1)
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con α, β constantes dadas y δjk denota la delta de Kronecker. Sustituyendo (5.2.1)
en las ecuaciones (5.1.29) y (5.1.30) se obtiene

α

(
2∑
p=1

∂2gq

∂y2
p

)
− β

(
2∑
p=1

∂2ξq

∂y2
p

)
= 0 (5.2.2)

y

β

(
2∑
p=1

∂2gq

∂y2
p

)
+ α

(
2∑
p=1

∂2ξq

∂y2
p

)
= 0. (5.2.3)

Las ecuaciones (5.2.2) y (5.2.3) se pueden reescribir como:

α∆gq − β∆ξq = 0 (5.2.4)

y
β∆gq + α∆ξq = 0, (5.2.5)

donde ∆ ≡ ∂2

∂y21
+ ∂2

∂y22
. Si además se tiene que α2 + β2 6= 0, entonces resolviendo

el sistema (5.2.4) - (5.2.5) se obtiene:

∆gq = 0, en Y \ Γ (5.2.6)

y
∆ξq = 0, en Y \ Γ. (5.2.7)

Sustituyendo (5.2.1) en la ecuación (5.1.32) tenemos

s(
β
∂ξq

∂yp
− α∂g

q

∂yp

)
nk

{
= − JβKnq, sobre Γ. (5.2.8)

De manera análoga, sustituyendo (5.2.1) en la ecuación (5.1.33) del problema Lq2
se tienen: s(

α
∂ξq

∂yp
+ β

∂gq

∂yp

)
nk

{
= − JαKnq, sobre Γ. (5.2.9)

Por lo tanto, bajo la condición (5.2.1) el problema Lq2 se transforma en el pro-
blema Iq que se escribe como:

Problema Iq : Hallar gq(y1, y2) y ξq(y1, y2) tal que:

∆gq = 0, ∆ξq = 0, en Y \ Γ (5.2.10)

Jgq(y)K = 0, Jξq(y)K = 0, sobre Γ, (5.2.11)
s(

α
∂ξq

∂yp
+ β

∂gq

∂yp

)
np

{
= − JαKnq, sobre Γ, (5.2.12)
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s(
β
∂ξq

∂yp
− α∂g

q

∂yp

)
np

{
= − JβKnq, sobre Γ, (5.2.13)

〈gq(y)〉 = 0, 〈ξq(y)〉 = 0. (5.2.14)

Además, las relaciones de los coe�cientes efectivos, ecuaciónes (5.1.4) y (5.1.5)
se pueden reescribir en la forma:

α̂pq =

〈
αδpq + β

∂gq

∂yp
+ α

∂ξq

∂yp

〉
, (5.2.15)

β̂pq =

〈
βδpq − α

∂gq

∂yp
+ β

∂ξq

∂yp

〉
, (5.2.16)

para p = j. Más aún, si p 6= j, entonces

α̂pq = 〈α〉δpq = 0,

para p 6= q. De forma análoga, β̂pq = 0, para p 6= j y p 6= q; por otro lado, si
las hipótesis del teorema de Green se satisfacen, entonces se deducen las siguientes
expresiones:

• Caso 1: p = q = 1.

De la ecuación (5.2.15) se tiene

α̂11 =

〈
α + β

∂g1

∂y1

+ α
∂ξ1

∂y1

〉
= 〈α〉+

〈
β
∂g1

∂y1

〉
+

〈
α
∂ξ1

∂y1

〉
= 〈α〉+

1

|Y |

∫
Y

(
β
∂g1

∂y1

)
dy1dy2 +

1

|Y |

∫
Y

(
α
∂ξ1

∂y1

)
dy1dy2

= 〈α〉+
1

|Y |

∫
∂Y2

βg1dy2 −
1

|Y |

∫
∂Y1

βg1dy2 +
1

|Y |

∫
∂Y1

αξ1dy2 −
1

|Y |

∫
∂Y2

αξ1dy2

= 〈α〉 −
(
β(1) − β(2)

)
|Y |

∫
Γ

g1dy2 −
(
α(1) − α(2)

)
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2

= 〈α〉 − JαK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 −
JβK
|Y |

∫
Γ

g1dy2,

(5.2.17)

donde JfK = f (1) − f (2), 〈f〉 =
1

|Y |
(
f (1)|Y1|+ f (2)|Y2|

)
y |Y | = |Y1|+ |Y2|.
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• Caso 2: p = q = 1.

De la ecuación (5.2.16) se tiene

β̂11 =

〈
β − α∂g

1

∂y1

+ β
∂ξ1

∂y1

〉
= 〈β〉 −

〈
α
∂g1

∂y1

〉
+

〈
β
∂ξ1

∂y1

〉
= 〈β〉 − 1

|Y |

∫
Y

(
α
∂g1

∂y1

)
dy1dy2 +

1

|Y |

∫
Y

(
β
∂ξ1

∂y1

)
dy1dy2

= 〈β〉 − 1

|Y |

∫
∂Y2

αg1dy2 +
1

|Y |

∫
∂Y1

αg1dy2 +
1

|Y |

∫
∂Y1

βξ1dy2 −
1

|Y |

∫
∂Y2

βξ1dy2

= 〈β〉+

(
α(1) − α(2)

)
|Y |

∫
Γ

g1dy2 −
(
β(1) − β(2)

)
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2

= 〈β〉 − JβK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 +
JαK
|Y |

∫
Γ

g1dy2.

(5.2.18)

De forma análoga al caso 1 y 2 se pueden obtener expresiones para α̂22 y β̂22 a
partir de las ecuaciones (5.2.15) y (5.2.16), para obtener:

• Caso 3: p = q = 2.

De la ecuación (5.2.15) se obtiene

α̂22 = 〈α〉+
JαK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 +
JβK
|Y |

∫
Γ

g2dy1, (5.2.19)

• Caso 4: p = q = 2.

De la ecuación (5.2.16) se obtiene

β̂22 = 〈β〉+
JβK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 −
JαK
|Y |

∫
Γ

g2dy1. (5.2.20)

5.3. Solución del problema local Iq para q = 1.

Con el objetivo de resolver el problema Iq, consideramos una red de hexágonos
con inclusiones circulares de radio R > 0, tal como se observa en Figura 4.1.

Particularmente se buscan funciones doblemente periódicas de la variable com-
pleja z = y1 + iy2 de�nidas en la celda periódica Y, armónicas, con condiciones en
la interfaz y las condiciones de promedio nulo sobre la celda periódica Y. Para este
caso, los periodos están dados por ω1 = 1√

3
y ω2 = 1√

3
e
π
3
i.
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Con el objetivo de resolver el problema I1 se propone una solución como:

g1
1(z) = <

{
a1
oz +

∞ o∑
k=1

a1
k

ζ(k−1)(z)

(k − 1)!

}
, (5.3.1)

ξ1
1(z) = <

{
b1
oz +

∞ o∑
k=1

b1
k

ζ(k−1)(z)

(k − 1)!

}
, (5.3.2)

g1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

c1
kz

k

}
, (5.3.3)

y

ξ1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

d1
kz

k

}
, (5.3.4)

donde a1
k, b

1
k, c

1
k y d

1
k son coe�cientes indeterminados reales, <{z} indica la parte

real del número complejo z, ζ es la función quasi - periódica de Weierstrass (ver
Apéndice B. Sección B.2), ζ(k) denota la k−ésima derivada y el superíndice o denota
que la suma corre sobre los números impares.

En la ecuaciones (5.3.1) y (5.3.2) los coe�cientes a1
o y b

1
o vienen dados por:

a1
o = −a1

1

η1

ω1

y b1
o = −b1

1

η1

ω1

, (5.3.5)

donde ηj = ζ (ωj) para j = 1, 2 (quasi - periodos básicos de ζ) y además satisface
propiedad de Legendre (ver Apéndice B. Propiedad B.2). La expansión en serie de
Laurent de g1

1, ξ
1
1 , g

1
2 y ξ1

2 vienen dadas por:

g1
1(z) = <

{
∞ o∑
l=1

(
a1
l z
−l − A1

l z
l
)}

, (5.3.6)

ξ1
1(z) = <

{
∞ o∑
l=1

(
b1
l z
−l −B1

l z
l
)}

, (5.3.7)

g1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

c1
kz

k

}
, (5.3.8)

y

ξ1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

d1
kz

k

}
, (5.3.9)
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donde

A1
l =

∞ o∑
k=1

ka1
kη

1
kl y B1

l =
∞ o∑
k=1

kb1
kη

1
kl, (5.3.10)

con

η1
kl =


η1
ω1

=
2π√

3
, si k + l = 2,

(k + l − 1)!

k!l!
Sk+l, si k + l > 2,

(5.3.11)

(ver Apéndice B. Sección B.3) y Sj es la suma reticular de periodos de�nida por

Sk+l =
∑
m,n 6=0

1

(mω1 + nω2)k+l
(5.3.12)

(ver Apéndice C. Sección C.1). Por otra parte, teniendo en cuenta la parametrización
de la interfaz

Γ = Reiθ, con 0 ≤ θ < 2π, (5.3.13)

y sustituyendo en las ecuaciones (5.3.6) y (5.3.8) se tiene:

g1
1(z) = <

{
∞ o∑
l=1

(
a1
l z
−l − A1

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
a1
lR
−l − A1

lR
l
)
cos(θl) (5.3.14)

y

g1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

c1
kz

k

}
=
∞ o∑
l=1

c1
lR

lcos(θl). (5.3.15)

De manera análoga para las ecuaciones (5.3.7) y (5.3.9) se tiene:

ξ1
1(z) = <

{
∞ o∑
l=1

(
b1
l z
−l −B1

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
b1
lR
−l −B1

l R
l
)
cos(θl) (5.3.16)

y

ξ1
2(z) = <

{
∞ o∑
k=1

d1
kz

k

}
=
∞ o∑
l=1

d1
lR

lcos(θl). (5.3.17)

Dado que
JgK = g1

2 − g1
1 = 0, en Γ

entonces se cumple que

∞ o∑
l=1

c1
lR

lcos(θl)−
∞o∑
l=1

(
a1
lR
−l − A1

lR
l
)
cos(θl) = 0, (5.3.18)
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de donde se tiene

∞ o∑
l=1

(
c1
lR

l − a1
lR
−l + A1

lR
l
)
cos(θl) = 0. (5.3.19)

Por lo tanto, se tiene el sistema in�nito

a1
lR
−l − A1

lR
l = c1

lR
l, para cada l = 1, 3, ... (5.3.20)

De manera análoga para ξ, dado que

JξK = ξ1
2 − ξ1

1 = 0, en Γ

se tiene el sistema in�nito:

b1
lR
−l −B1

l R
l = d1

lR
l, para cada l = 1, 3, ... (5.3.21)

De las ecuaciones (5.3.20) y (5.3.21) se tienen los sistemas:{
a1
lR
−l − A1

lR
l = c1

lR
l, para cada l,

b1
lR
−l −B1

l R
l = d1

lR
l, para cada l.

(5.3.22)

Por otra parte, las ecuaciones (5.2.12) y (5.2.13) del problema Iq para q = 1 se
pueden reescribir más explícitamente como:

(
α(1)∂ξ

1
1

∂yp
+ β(1)∂g

1
1

∂yp

)
np −

(
α(2)∂ξ

1
2

∂yp
+ β(2)∂g

1
2

∂yp

)
np = −

(
α(1) − α(2)

)
n1 (5.3.23)

y (
β(1)∂ξ

1
1

∂yp
− α(1)∂g

1
1

∂yp

)
np −

(
β(2)∂ξ

1
2

∂yp
− α(2)∂g

1
2

∂yp

)
np = −

(
β(1) − β(2)

)
n1. (5.3.24)

Por otro lado, se tiene que:{
ξ1

1 = <{F 1
01} = no, donde F 1

01 = no + iuo,

ξ1
2 = <{F 2

01} = Uo, donde F 2
01 = Uo + iVo

(5.3.25)

y g
1
1 = <

{
F̃ 1

01

}
= ño, donde F̃ 1

01 = ño + iũo,

g1
2 = <

{
F̃ 2

01

}
= Ũo, donde F̃ 2

01 = Ũo + iṼo,
(5.3.26)

donde F 1
01, F

2
01, F̃

1
01 y F̃ 2

01 se suponen funciones de variable compleja y analíticas y
por lo tanto se satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann dadas por:
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
∂no
∂y1

=
∂uo
∂y2

∂no
∂y2

= −∂uo
∂y1


∂Uo
∂y1

=
∂Vo
∂y2

∂Uo
∂y2

= −∂Vo
∂y1

(5.3.27)

y 
∂ño
∂y1

=
∂ũo
∂y2

∂ño
∂y2

= −∂ũo
∂y1


∂Ũo
∂y1

=
∂Ṽo
∂y2

∂Ũo
∂y2

= −∂Ṽo
∂y1

.

(5.3.28)

Dado que {
y1(θ) = Rcos(θ),

y2(θ) = Rsen(θ),
(5.3.29)

y además no y uo dependen de y1 y y2, entonces derivando respecto a θ, teniendo
en cuenta la regla de la cadena, se obtienen las ecuaciones:

−n2
∂no
∂y1

+ n1
∂no
∂y2

=
1

R

dno
dθ

,

−n2
∂uo
∂y1

+ n1
∂uo
∂y2

=
1

R

duo
dθ

.
(5.3.30)

Teniendo en cuenta las ecuaciones en (5.3.27), el sistema (5.3.30) se reescribe
como: 

−n2
∂ξ1

1

∂y1

+ n1
∂ξ1

1

∂y2

=
1

R

dno
dθ

,

n1
∂ξ1

1

∂y1

+ n2
∂ξ1

1

∂y2

=
1

R

duo
dθ

.
(5.3.31)

Resolviendo el sistema (5.3.31) para
∂ξ11
∂y1

y
∂ξ11
∂y2

se obtiene:

∂ξ1
1

∂y1

= − 1

R

(
n1
duo
dθ
− n2

dno
dθ

)
(5.3.32)

y
∂ξ1

1

∂y2

=
1

R

(
n2
duo
dθ

+ n1
dno
dθ

)
. (5.3.33)

De forma análoga para ño y ũo derivando respecto a θ, se tiene el sistema:



Capítulo 5 61


−n2

∂ño
∂y1

+ n1
∂ño
∂y2

=
1

R

dno
dθ

,

−n2
∂ũo
∂y1

+ n1
∂ũo
∂y2

=
1

R

duo
dθ

.
(5.3.34)

Teniendo en cuenta las ecuaciones de (5.3.28) en el sistema (5.3.34) se reescribe
como: 

−n2
∂g1

1

∂y1

+ n1
∂g1

1

∂y2

=
1

R

dño
dθ

,

n1
∂g1

1

∂y1

+ n2
∂g1

1

∂y2

=
1

R

dũo
dθ

.
(5.3.35)

Resolviendo el sistema (5.3.35) para
∂g11
∂y1

y
∂g11
∂y2

se obtiene:

∂g1
1

∂y1

= − 1

R

(
n1
dũo
dθ
− n2

dño
dθ

)
(5.3.36)

y
∂g1

1

∂y2

=
1

R

(
n2
dũo
dθ

+ n1
dño
dθ

)
. (5.3.37)

De la misma forma, podemos obtener expresiones para las derivadas parciales de
ξ1

2 y g1
2 respecto a y1 y y2 teniendo en cuenta la regla de la cadena y las ecuaciones

de Cauchy - Riemann dadas en (5.3.27) y (5.3.28). De aquí se obtienen los grupos
de soluciones:

∂ξ1
2

∂y1

= − 1

R

(
n1
dVo
dθ
− n2

dUo
dθ

)
, (5.3.38)

∂ξ1
2

∂y2

=
1

R

(
n2
dVo
dθ

+ n1
dUo
dθ

)
, (5.3.39)

y

∂g1
2

∂y1

= − 1

R

(
n1
dṼo
dθ
− n2

dŨo
dθ

)
, (5.3.40)

∂g1
2

∂y2

=
1

R

(
n2
dṼo
dθ

+ n1
dŨo
dθ

)
. (5.3.41)

Por otra parte, recordemos que en las ecuaciones (5.3.23) y (5.3.24) es suma sobre
p (para p = 1, 2). Sustituyendo las ecuaciones (5.3.32), (5.3.33), (5.3.36), (5.3.37) y
(5.3.38) - (5.3.41) en (5.3.23) y (5.3.24) se tiene:
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α(1)

R

duo
dθ

+
β(1)

R

dũo
dθ
− α(2)

R

dVo
dθ
− β(2)

R

dṼo
dθ

= −
(
α(1) − α(2)

)
n1 (5.3.42)

y
β(1)

R

duo
dθ
− α(1)

R

dũo
dθ
− β(2)

R

dVo
dθ

+
α(2)

R

dṼo
dθ

= −
(
β(1) − β(2)

)
n1. (5.3.43)

Multiplicando las ecuaciones (5.3.42) y (5.3.43) por R y posteriormente integran-
do respecto a θ, se obtiene:

α(1)uo + β(1)ũo − α(2)Vo − β(2)Ṽo = −
(
α(1) − α(2)

)
=(z) (5.3.44)

y
β(1)uo − α(1)ũo − β(2)Vo + α(2)Ṽo = −

(
β(1) − β(2)

)
=(z). (5.3.45)

De las ecuaciones en (5.3.25), (5.3.26) y la expansión en serie de Laurent de g1
1,

ξ1
1 , g

1
2 y ξ1

2 ecuaciones (5.3.6) - (5.3.9), se obtiene:

uo = =
{
F 1

01

}
= =

{
∞ o∑
l=1

(
b1
l z
−l −B1

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
−b1

lR
−l −B1

l R
l
)
sen(θl),

(5.3.46)

ũo = =
{
F̃ 1

01

}
= =

{
∞ o∑
l=1

(
a1
l z
−l − A1

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
−a1

lR
−l − A1

lR
l
)
sen(θl),

(5.3.47)

Vo = =
{
F 2

01

}
= =

{
∞ o∑
l=1

d1
l z
l

}
=
∞ o∑
l=1

d1
lR

lsen(θl) (5.3.48)

y

Ṽo = =
{
F̃ 2

01

}
= =

{
∞ o∑
l=1

c1
l z
l

}
=
∞ o∑
l=1

c1
lR

lsen(θl). (5.3.49)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (5.3.46) - (5.3.49) en las ecuaciones (5.3.44)
y (5.3.45) e igualando los coe�cientes de las series que multiplican a sen(θl), se
obtienen los sistemas in�nitos:
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(
α(1) + α(2)

)
b1
lR
−l+JαKB1

l R
l+
(
β(1) + β(2)

)
a1
lR
−l+JβKA1

lR
l = JαKRlδ1l (5.3.50)

y (
β(1) + β(2)

)
b1
lR
−l+JβKB1

l R
l−
(
α(1) + α(2)

)
a1
lR
−l−JαKA1

lR
l = JβKRlδ1l. (5.3.51)

Multiplicando (5.3.50) y (5.3.51) por

1

α(1) + α(2)

e introduciendo las siguientes notaciones

χα =
JαK

α(1) + α(2)
, χ+

βα =
β(1) + β(2)

α(1) + α(2)
y χ−βα =

JβK
α(1) + α(2)

, (5.3.52)

se tiene:

b1
lR
−l + χαB

1
l R

l + χ+
βαa

1
lR
−l + χ−βαA

1
lR

l = χαR
lδ1l (5.3.53)

y
χ+
βαb

1
lR
−l + χ−βαB

1
l R

l − a1
lR
−l − χαA1

lR
l = χ−βαR

lδ1l. (5.3.54)

Si consideramos los cambios

a1
l =

â1
lR

l

√
l

y b1
l =

b̂1
lR

l

√
l

(5.3.55)

en las ecuaciones (5.3.53) y (5.3.54) teniendo en cuenta los coe�cientes A1
l y B

1
l

de la ecuación (5.3.10), se obtiene:

b1
lR
−l + χαB

1
l R

l + χ+
βαa

1
lR
−l + χ−βαA

1
lR

l

= b̂1
l + χα

(
∞ o∑
k=1

k
b̂1
kR

k

√
k
η1
kl

)
√
lRl + χ+

βαâ
1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

k
â1
kR

k

√
k
η1
kl

)
√
lRl

= b̂1
l + χα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
1
klR

k+l

)
+ χ+

βαâ
1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ1

kη
1
klR

k+l

)
= χα

√
lRlδ1l,

(5.3.56)

y
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χ+
βαb

1
lR
−l + χ−βαB

1
l R

l − a1
lR
−l − χαA1

lR
l

= χ+
βαb̂

1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

k
b̂1
kR

k

√
k
η1
kl

)
√
lRl − â1

l − χα

(
∞ o∑
k=1

k
â1
kR

k

√
k
η1
kl

)
√
lRl

= χ+
βαb̂

1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
1
klR

k+l

)
− â1

l − χα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ1

kη
1
klR

k+l

)
= χ−βα

√
lRlδ1l.

(5.3.57)

Finalmente de (5.3.56) y (5.3.57) se obtienen los sistemas in�nitos dados por:

b̂1
l + χα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
1
klR

k+l

)
+ χ+

βαâ
1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ1

kη
1
klR

k+l

)
√
lRl = χα

√
lRlδ1l

y

χ+
βαb̂

1
l + χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
1
klR

k+l

)
− â1

l − χα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ1

kη
1
klR

k+l

)
= χ−βα

√
lRlδ1l

que en conjunto son equivalentes al sistema in�nito:

(
χ+
βαI + χ−βαW

1 I + χαW
1

−
(
I + χαW

1
)

χ+
βαI + χ−βαW

1

)Ã1

B̃
1

 =

(
V 1

V 2

)
, (5.3.58)

donde I denota la matriz identidad in�nita,

Ã
1

=

â
1
1

â1
3
...

 , B̃
1

=

b̂
1
1

b̂1
3
...

 , V1 =

χαR0
...

 , V2 =

χ
−
βαR

0
...


y W 1 es la matriz in�nita dada por:

W 1 =


η1

11R
2 =

2πR2

√
3
, k + l = 2

∞ o∑
k=1

√
klη1

klR
k+l, k + l > 2.

De los coe�cientes η1
kl ecuación (5.3.11), se observa que
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η1
kl = η1

lk para cada k, l, (5.3.59)

por lo tanto, la matriz in�nita W 1 es simétrica. Más explícitamente se escribe
como:

W 1 =



2πR2

√
3

√
3η1

31R
4

√
5η1

51R
6 · · ·

√
3η1

13R
4 3η1

33R
6

√
5
√

3η1
53R

8 · · ·√
5η1

15R
6
√

3
√

5η1
35R

8 5η1
55R

10 · · ·
...

...
...

. . .


. (5.3.60)

Observación 5.2 Note que si el sistema in�nito (5.3.58) es truncado para el orden
k = l = 2no − 1, con no ∈ N. En este caso, se transforma en un sistema lineal
cuadrado de 2no × 2no.

5.4. Cálculo de coe�cientes efectivos para q = 1.

En esta sección se darán fórmulas explícitas de los coe�cientes efectivos dados
por las ecuaciones (5.2.17) y (5.2.18) como se muestra a continuación.

El primer sumando del lado derecho de la ecuación (5.2.17) es dado por:

〈α〉 =
1

|Y |
(
α(1)|Y1|+ α(2)|Y2|

)
=

1

|Y |
(
α(1)

(
|Y | − πR2

)
+ πR2α(2)

)
= α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2).

(5.4.1)

Por otro lado, el segundo y tercer sumando de (5.2.17) vienen dados por:

− JαK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 (5.4.2)

y

− JβK
|Y |

∫
Γ

g1dy2. (5.4.3)

Con el objetivo de calcular las integrales (5.4.2) y (5.4.3) se sabe que:

Γ = (y1(θ), y2(θ)) = (Rcos(θ), Rsen(θ)),

entonces
dy1 = −Rsen(θ)dθ (5.4.4)
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y
dy2 = Rcos(θ)dθ. (5.4.5)

Sustituyendo (5.3.16) y (5.4.5) en (5.4.2) se obtiene:

− JαK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 = −JαK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

(
b1
lR
−l −B1

l R
l
)
cos(θl)

)
cos(θ)Rdθ. (5.4.6)

Ahora, dado que ∫ 2π

0

cos(θl)cos(θ)dθ =

{
π, si l = 1

0, si l ≥ 2,

entonces, la integral (5.4.6) se transforma en

− JαK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 = −πR JαK
|Y |

(
b1

1R
−1 −B1

1R
1
)
. (5.4.7)

De forma análoga, sustituyendo (5.3.14) y (5.4.5) en (5.4.3) se obtiene

− JβK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 = −JβK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

(
a1
lR
−l − A1

lR
l
)
cos(θl)

)
cos(θ)Rdθ. (5.4.8)

Entonces la segunda integral de (5.4.2) se reescribe como:

− JβK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 = −πR JβK
|Y |

(
a1

1R
−1 − A1

1R
1
)
. (5.4.9)

Ahora sumando las ecuaciones (5.4.1), (5.4.7) y (5.4.9) se obtiene:

α̂11 = 〈α〉 − JαK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 −
JβK
|Y |

∫
Γ

g1dy2

= α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2) − πR JαK

|Y |
(
b1

1R
−1 −B1

1R
1
)

− πR JβK
|Y |

(
a1

1R
−1 − A1

1R
1
)

= α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2) − π

|Y |
(
JαK b1

1 + JβK a1
1

)
+
πR

|Y |
(
JαKB1

1R + JβKA1
1R
)
.

(5.4.10)
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Por otro lado, de la ecuación (5.3.50) para l = 1 se tiene:

JαKB1
1R + JβKA1

1R = JαKR−
(
α(1) + α(2)

)
b1

1R
−1 −

(
β(1) + β(2)

)
a1

1R
−1. (5.4.11)

Finalmente, sustituyendo la ecuación (5.4.11) en el último sumando de la ecua-
ción (5.4.10) y teniendo en cuenta que JαK = α(1) − α(2) se tiene que el coe�ciente
efectivo α̂11 se escribe como:

α̂11 = α(1) − 2π

|Y |
(
α(1)a1

1 + β(1)b1
1

)
. (5.4.12)

Ahora de manera análoga al cálculo para el coe�ciente α̂11 se obtendrá la ex-
presión para el coe�ciente β̂11. El primer sumando del lado derecho de la ecuación
(5.2.18) está dado por:

〈β〉 =
1

|Y |
(
β(1)|Y1|+ β(2)|Y2|

)
=

1

|Y |
(
β(1)

(
|Y | − πR2

)
+ πR2β(2)

)
= β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(1).

(5.4.13)

Por otro lado, el segundo y tercer sumando de (5.2.18) vienen dados por:

JαK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 (5.4.14)

y

− JβK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2. (5.4.15)

Sustituyendo (5.3.14) y (5.4.5) en (5.4.14) se tiene:

JαK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 =
JαK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

(
a1
lR
−l − A1

lR
l
)
cos(θl)

)
cos(θ)Rdθ, (5.4.16)

y por lo tanto la ecuación (5.4.16) se reescribe como

JαK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 =
πR JαK
|Y |

(
a1
lR
−1 − A1

lR
1
)
. (5.4.17)

Análogamente, para la ecuación (5.4.15) se tiene
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− JβK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 = −JβK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

(
b1
lR
−l −B1

l R
l
)
cos(θl)

)
cos(θ)Rdθ, (5.4.18)

y así la ecuación (5.4.18) se reescribe como

− JβK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2 = −πR JβK
|Y |

(
b1
lR
−1 −B1

l R
1
)
. (5.4.19)

Sumando las ecuaciones (5.4.13), (5.4.17) y (5.4.19) se tiene:

β̂11 = 〈β〉+
JαK
|Y |

∫
Γ

g1dy2 −
JβK
|Y |

∫
Γ

ξ1dy2

= β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(2) +

πR JαK
|Y |

(
a1
lR
−1 − A1

lR
1
)

− πR JβK
|Y |

(
b1
lR
−1 −B1

l R
1
)

= β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(2) +

πR

|Y |
(
JαK a1

1R
−1 − JβK b1

1R
−1
)

+
πR

|Y |
(
JβKB1

1R− JαKA1
1R
)
.

(5.4.20)

De la ecuación (5.3.51) para l = 1 se tiene:

JβKB1
1R− JαKA1

1R = JβKR−
(
β(1) + β(2)

)
b1

1R
−1 +

(
α(1) + α(2)

)
a1

1R
−1. (5.4.21)

Sustituyendo la ecuación (5.4.21) en el último sumando de (5.4.20) y teniendo

en cuenta JβK = β(1) − β(2) se obtiene la expresión para el coe�ciente efectivo β̂11

por:

β̂11 = β(1) − 2π

|Y |
(
β(1)a1

1 − α(1)b1
1

)
. (5.4.22)

Por lo tanto, los coe�cientes efectivos para el problema Iq para q = 1 vienen
dados por: 

α̂11 = α(1) − 2π

|Y |
(
α(1)a1

1 + β(1)b1
1

)
β̂11 = β(1) − 2π

|Y |
(
β(1)a1

1 − α(1)b1
1

)
.

(5.4.23)
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5.5. Solución del problema local Iq para q = 2.

De manera análoga a la sección (5.3) (problema Iq con q = 1), se buscan fun-
ciones doblemente periódicas de la variable compleja z = y1 + iy2 de�nidas en la
celda periódica Y, armónicas que satisfagan las condiciones en la interfaz dada y
las condiciones de promedio nulo sobre la celda periódica Y de periodos ω1 = 1√

3
y

ω2 = 1√
3
e
π
3
i.

La solución al problema (5.2.10) - (5.2.14) para q = 2 se propone como:

g2
1(z) = =

{
a2
oz +

∞ o∑
k=1

a2
k

ζ(k−1)(z)

(k − 1)!

}
, (5.5.1)

ξ2
1(z) = =

{
b2
oz +

∞ o∑
k=1

b2
k

ζ(k−1)(z)

(k − 1)!

}
, (5.5.2)

g2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

c2
kz

k

}
(5.5.3)

y

ξ2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

d2
kz

k

}
(5.5.4)

donde a2
k, b

2
k, c

2
k y d

2
k son coe�cientes indeterminados reales, ={z} indica la parte

imaginaria del número complejo z, ζ es la función quasi - periódica de Weierstrass
(ver Apéndice B. Sección B.2), además ζ(k) denota la k−ésima derivada de periodos
ω1, ω2 y el superíndice o denota que la suma corre sobre los números impares.

En las ecuaciones (5.5.1) y (5.5.2) los coe�cientes a2
o y b

2
o vienen dados por:

a2
o = −a2

1

η2

ω2

y b2
o = −b2

1

η2

ω2

(5.5.5)

donde ηj = ζ (ωj) para j = 1, 2 (quasi - periodos básicos de ζ) y adémas satisface
la propiedad de Legendre (ver Apéndice B. Propiedad B.2). La expansión en serie
de Laurent de las funciones g2

1 y ξ2
1 vienen dadas por:

g2
1(z) = =

{
∞ o∑
l=1

(
a2
l z
−l − A2

l z
l
)}

, (5.5.6)

ξ2
1(z) = =

{
∞ o∑
l=1

(
b2
l z
−l −B2

l z
l
)}

, (5.5.7)

g2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

c2
kz

k

}
(5.5.8)
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y

ξ2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

d2
kz

k

}
(5.5.9)

donde

A2
l =

∞ o∑
k=1

ka2
kη

2
kl y B2

l =
∞ o∑
k=1

kb2
kη

2
kl (5.5.10)

con

η2
kl =

−π, si k + l = 2,
(k + l − 1)!

k!l!
Sk+l, si k + l > 2,

(5.5.11)

(ver Apéndice B. Sección B.3) y Sj es la suma reticular de periodos. Nuevamente,
teniendo en cuenta la representación polar de la interfaz Γ en las ecuaciones (5.5.6)-
(5.5.9) y posteriormente tomando la parte imaginaria, se tiene:

g2
1(z) = =

{
∞ o∑
l=1

(
a2
l z
−l − A2

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
−a2

lR
−l − A2

lR
l
)
sen(θl), (5.5.12)

ξ2
1(z) = =

{
∞ o∑
l=1

(
b2
l z
−l −B2

l z
l
)}

=
∞ o∑
l=1

(
−b2

lR
−l −B2

l R
l
)
sen(θl), (5.5.13)

g2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

c2
kz

k

}
=
∞ o∑
l=1

c2
lR

lsen(θl) (5.5.14)

y

ξ2
2(z) = =

{
∞ o∑
k=1

d2
kz

k

}
=
∞ o∑
l=1

d2
lR

lsen(θl). (5.5.15)

Por otra parte, de la ecuación (5.2.11) se tiene:

JgK = g2
2 − g2

1 = 0 en Γ (5.5.16)

y
JξK = ξ2

2 − ξ2
1 = 0 en Γ. (5.5.17)

Sustituyendo las ecuaciones (5.5.12) - (5.5.15) en (5.5.16) y (5.5.17), se tienen los
sistemas: {

−a2
lR
−l − A2

lR
l = c2

lR
l, para cada l,

−b2
lR
−l −B2

l R
l = d2

lR
l, para cada l.

(5.5.18)

Las ecuaciones (5.2.12) y (5.2.13) para q = 2 se reescriben más explícitamente
como:
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(
α(1)∂ξ

2
1

∂yp
+ β(1)∂g

2
1

∂yp

)
np −

(
α(2)∂ξ

2
2

∂yp
+ β(2)∂g

2
2

∂yp

)
np = −

(
α(1) − α(2)

)
n2 (5.5.19)

y (
β(1)∂ξ

2
1

∂yp
− α(1)∂g

2
1

∂yp

)
np −

(
β(2)∂ξ

2
2

∂yp
− α(2)∂g

2
2

∂yp

)
np = −

(
β(1) − β(2)

)
n2. (5.5.20)

Además se tienen:{
ξ2

1 = ={F 1
02} = ño, donde F 1

02 = no + iño

ξ2
2 = ={F 2

02} = Ño, donde F 2
02 = No + iÑo

(5.5.21)

y g
2
1 = =

{
F̃ 1

02

}
= m̃o, donde F̃ 1

02 = mo + im̃o

g2
2 = =

{
F̃ 2

02

}
= M̃o, donde F̃ 2

02 = Mo + iM̃o

(5.5.22)

donde F 1
02, F

2
02, F̃

1
02 y F̃

2
02 se suponen funciones analíticas de variable compleja y por

consecuencia, satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann dadas por:
∂no
∂y1

=
∂ño
∂y2

∂no
∂y2

= −∂ño
∂y1


∂No

∂y1

=
∂Ño

∂y2

∂No

∂y2

= −∂Ño

∂y1

(5.5.23)

y 
∂mo

∂y1

=
∂m̃o

∂y2

∂mo

∂y2

= −∂m̃o

∂y1


∂Mo

∂y1

=
∂M̃o

∂y2

∂Mo

∂y2

= −∂M̃o

∂y1

.

(5.5.24)

Dado que las funciones no, ño, No, Ño, mo, m̃o, Mo y M̃o dependen de las variables
y1 = y1(θ) y y2 = y2(θ), entonces derivando respecto de θ (teniendo en cuenta la
regla de la cadena) y posteriormente haciendo uso de las ecuaciones de Cauchy -
Riemann (5.5.23) y (5.5.24), se obtienen los sistemas:
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
−n1

∂ño
∂y1

− n2
∂ño
∂y2

=
1

R

dno
dθ

−n2
∂ño
∂y1

+ n1
∂ño
∂y2

=
1

R

dño
dθ


−n1

∂Ño

∂y1

− n2
∂Ño

∂y2

=
1

R

dNo

dθ

−n2
∂Ño

∂y1

+ n1
∂Ño

∂y2

=
1

R

dÑo

dθ

(5.5.25)

y


−n1

∂m̃o

∂y1

− n2
∂m̃o

∂y2

=
1

R

dmo

dθ

−n2
∂m̃o

∂y1

+ n1
∂m̃o

∂y2

=
1

R

dm̃o

dθ


−n1

∂M̃o

∂y1

− n2
∂M̃o

∂y2

=
1

R

dMo

dθ

−n2
∂M̃o

∂y1

+ n1
∂M̃o

∂y2

=
1

R

dM̃o

dθ
.

(5.5.26)

Resolviendo para las derivadas parciales de las funciones ño, m̃o, Ño y M̃o respecto
a y1 y y2 se obtiene: 

∂ξ2
1

∂y1

=
∂ño
∂y1

= − 1

R

(
n1
dno
dθ

+ n2
dño
dθ

)
∂ξ2

1

∂y2

=
∂ño
∂y2

= − 1

R

(
n2
dno
dθ
− n1

dño
dθ

) (5.5.27)



∂ξ2
2

∂y1

=
∂Ño

∂y1

= − 1

R

(
n1
dNo

dθ
+ n2

dÑo

dθ

)

∂ξ2
2

∂y2

=
∂Ño

∂y2

= − 1

R

(
n2
dNo

dθ
− n1

dÑo

dθ

) (5.5.28)


∂g2

1

∂y1

=
∂m̃o

∂y1

= − 1

R

(
n1
dmo

dθ
+ n2

dm̃o

dθ

)
∂g2

1

∂y2

=
∂m̃o

∂y2

= − 1

R

(
n2
dmo

dθ
− n1

dm̃o

dθ

) (5.5.29)

y
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

∂g2
2

∂y1

=
∂M̃o

∂y1

= − 1

R

(
n1
dMo

dθ
+ n2

dM̃o

dθ

)

∂g2
2

∂y2

=
∂M̃o

∂y2

= − 1

R

(
n2
dMo

dθ
− n1

dM̃o

dθ

)
.

(5.5.30)

Tomando la suma para p = 1, 2 en las ecuaciones (5.5.19) y (5.5.20) y posterior-
mente sustituyendo las ecuaciones (5.5.27) - (5.5.30), se obtienen las ecuaciones:

− α(1)

R

dno
dθ
− β(1)

R

dmo

dθ
+
α(2)

R

dNo

dθ
+
β(2)

R

dMo

dθ
= −

(
α(1) − α(2)

)
n2 (5.5.31)

y

− β(1)

R

dno
dθ

+
α(1)

R

dmo

dθ
+
β(2)

R

dNo

dθ
− α(2)

R

dMo

dθ
= −

(
β(1) − β(2)

)
n2. (5.5.32)

Multiplicando las ecuaciones (5.5.31) y (5.5.32) por −R e integrando respecto a
θ se tiene:

α(1)no + β(1)mo − α(2)No − β(2)Mo = −
(
α(1) − α(2)

)
<(z) (5.5.33)

y
β(1)no − α(1)mo − β(2)No + α(2)Mo = −

(
β(1) − β(2)

)
<(z). (5.5.34)

Por otro lado, de las ecuaciones (5.5.21) y (5.5.22) se tiene:

no = <
{
F 1

02

}
=
∞ o∑
l=1

(
b2
lR
−l −B2

l R
l
)
cos(lθ), (5.5.35)

No = <
{
F 2

02

}
=
∞ o∑
l=1

d2
lR

lcos(lθ), (5.5.36)

mo = <
{
F̃ 1

02

}
=
∞ o∑
l=1

(
a2
lR
−l − A2

lR
l
)
cos(lθ) (5.5.37)

y

Mo = <
{
F̃ 2

02

}
=
∞ o∑
l=1

c2
lR

lcos(lθ). (5.5.38)

Sustituyendo las ecuaciones (5.5.35) - (5.5.38) en (5.5.33) y (5.5.34), se obtiene:
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(
α(1) + α(2)

)
b2
lR
−l − JαKB2

l R
l +
(
β(1) + β(2)

)
a2
lR
−l − JβKA2

lR
l = − JαKRlδ1l

(5.5.39)
y (

β(1) + β(2)
)
b2
lR
−l − JβKB2

l R
l −
(
α(1) + α(2)

)
a2
lR
−l + JαKA2

lR
l = − JβKRlδ1l.

(5.5.40)

Multiplicando las ecuaciones (5.5.39) y (5.5.40) por

1

α(1) + α(2)

y tomando los cambios:

χα =
JαK

α(1) + α(2)
, χ+

βα =
β(1) + β(2)

α(1) + α(2)
y χ−βα =

JβK
α(1) + α(2)

,

se tiene:

b2
lR
−l − χαB2

l R
l + χ+

βαa
2
lR
−l − χ−βαA

2
lR

l = −χαRlδ1l (5.5.41)

χ+
βαb

2
lR
−l − χ−βαB

2
l R

l − a2
lR
−l + χ−αA

2
lR

l = −χ−βαR
lδ1l. (5.5.42)

Haciendo

a2
l =

â2
lR

l

√
l

y b2
l =

b̂2
lR

l

√
l
,

en las ecuaciones (5.5.41) y (5.5.42) y posteriormente sustituyendo los coe�cientes
A2
l y B

2
l que vienen dados por la ecuación (5.5.10), se obtiene:

b2
lR
−l − χαB2

l R
l + χ+

βαa
2
lR
−l − χ−βαA

2
lR

l

= b̂2
l − χα

(
∞ o∑
k=1

k
b̂2
kR

k

√
k
η2
kl

)
√
lRl + χ+

βαâ
2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

k
â2
kR

k

√
k
η2
kl

)
√
lRl

= b̂2
l − χα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b2

kη
2
klR

k+l

)
+ χ+

βαâ
2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ2

kη
2
klR

k+l

)
= −χα

√
lRlδ1l,

(5.5.43)

y
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χ+
βαb

2
lR
−l − χ−βαB

2
l R

l − a2
lR
−l + χ−αA

2
lR

l

= χ+
βαb̂

2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

k
b̂2
kR

k

√
k
η2
kl

)
√
lRl − â2

l + χα

(
∞ o∑
k=1

k
â2
kR

k

√
k
η2
kl

)
√
lRl

= χ+
βαb̂

2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
2
klR

k+l

)
− â2

l + χα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ2

kη
2
klR

k+l

)
= −χ−βα

√
lRlδ1l.

(5.5.44)

Finalmente, de las ecuaciones (5.5.43) y (5.5.44) se tienen los sistemas in�nitos
dados por:

b̂2
l − χα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b2

kη
2
klR

k+l

)
+ χ+

βαâ
2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ2

kη
2
klR

k+l

)
= −χα

√
lRlδ1l

y

χ+
βαb̂

2
l − χ−βα

(
∞ o∑
k=1

√
kl̂b1

kη
2
klR

k+l

)
− â2

l + χα

(
∞ o∑
k=1

√
klâ2

kη
2
klR

k+l

)
= −χ−βα

√
lRlδ1l

que en conjunto son equivalentes al sistema lineal in�nito

(
χ+
βαI − χ

−
βαW

2 I − χαW 2

−
(
I − χαW 2 χ+

βαI − χ
−
βαW

2

)Ã2

B̃
2

 = −

(
V 1

V 2

)
, (5.5.45)

donde I denota la matriz identidad in�nita,

Ã
2

=

â
2
1

â2
3
...

 , B̃
2

=

b̂
2
1

b̂2
3
...

 , V1 =

χαR0
...

 , V2 =

χ
−
βαR

0
...


y W 2 es la matriz in�nita dada por:

W 2 =


η2

11R
2 = −πR2, k + l = 2

∞ o∑
k=1

√
klη2

klR
k+l, k + l > 2.

Dados los coe�cientes η2
kl ecuación (5.5.11), se observa que
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η2
kl = η2

lk para cada k, l, (5.5.46)

por lo tanto, la matriz in�nita W 2 es simétrica. Más explícitamente está dada
por:

W 2 =


−πR2

√
3η2

31R
4

√
5η2

51R
6 · · ·√

3η2
13R

4 3η2
33R

6
√

5
√

3η2
53R

8 · · ·√
5η2

15R
6
√

3
√

5η2
35R

8 5η2
55R

10 · · ·
...

...
...

. . .

 . (5.5.47)

Por otro lado, el sistema in�nito (5.5.45) puede ser truncado en el orden k = l =
2no − 1, con no ∈ N. En este caso, tal sistema se transforma en un sistema lineal
2no × 2no.

5.6. Cálculo de coe�cientes efectivos para q = 2.

En la presente sección se calcularán los correspondientes coe�cientes efectivos
asociados al problema Iq para q = 2 de forma análoga a la sección (5.4) como a
continuación se indica.

El primer sumando de la ecuación (5.2.19) corresponde a la ecuación (5.4.1) que
viene dado por

〈α〉 = α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2). (5.6.1)

Por otro lado, el segundo y tercer sumando del coe�ciente efectivo â22 vienen
dados por

JαK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 (5.6.2)

y
JβK
|Y |

∫
Γ

g2dy1. (5.6.3)

Para calcular la primera integral en (5.6.2) se toma el desarrollo en serie de
Laurent de ξ2 que viene dado por (5.5.15) y posteriormente sustituyendo los coe�-
cientes d2

lR
l primera ecuación en (5.5.18), se tiene
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JαK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 =
−R JαK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

d2
lR

lsen(θl)

)
sen(θ)dθ

=
−R JαK
|Y |

∫ 2π

0

∞ o∑
l=1

(
−b2

lR
−l −B2

l R
l
)
sen(θl)sen(θ)dθ.

(5.6.4)

Por otro lado, se sabe que∫ 2π

0

sen(θl)sen(θ)dθ =

{
π, si l = 1

0, si l ≥ 2.
(5.6.5)

Ahora, aplicando (5.6.5) en (5.6.4), se tiene

JαK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 =
πR JαK
|Y |

(
b2

1R
−1 +B2

1R
1
)
. (5.6.6)

Análogamente, para la segunda integral en (5.6.3), resulta

JβK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 =
−R JβK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

c2
lR

lsen(θl)

)
sen(θ)dθ

=
−R JβK
|Y |

∫ 2π

0

∞ o∑
l=1

(
−a2

lR
l − A2

lR
l
)
sen(θl)sen(θ)dθ.

(5.6.7)

Aplicando (5.6.5) en (5.6.7), se tiene

JβK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 =
πR JβK
|Y |

(
a2

1R
−1 + A2

1R
1
)
. (5.6.8)

Sumando las ecuaciones (5.6.1), (5.6.6) y (5.6.8), se obtiene

α̂22 = 〈α〉+
JαK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 +
JβK
|Y |

∫
Γ

g2dy1

= α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2) +

πR JαK
|Y |

(
b2

1R
−1 +B2

1R
1
)

+
πR JβK
|Y |

(
a2

1R
−1 + A2

1R
1
)

= α(1) − πR2

|Y |
α(1) +

πR2

|Y |
α(2) +

π

|Y |
(
JαK b2

1 + JβK a2
1

)
+
πR

|Y |
(
JαKB2

1R + JβKA2
1R
)
.

(5.6.9)
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De la ecuación (5.5.41) para l = 1, resulta

JαKB2
1R + JβKA2

1R = JαKR +
(
α(1) + α(1)

)
b2

1R
−1 +

(
β(1) + β(1)

)
a2

1R
−1. (5.6.10)

Sustituyendo (5.6.10) en el último sumando de la ecuación (5.6.9) y reduciendo,
se tiene:

â22 = α(1) +
2π

|Y |
(
α(1)b2

1 + β(1)a2
1

)
. (5.6.11)

Calculemos de manera análoga el coe�ciente β̂22 ecuación (5.2.20) cuyo primer
sumando viene dado por

〈β〉 = β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(2). (5.6.12)

El segundo y tercer sumando de (5.2.20) están dados por:

− JαK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 (5.6.13)

y
JβK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1. (5.6.14)

Sustituyendo (5.5.14) en (5.6.13) y, teniendo en cuenta la primera ecuación en
(5.5.18), se tiene

−JαK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 =
R JαK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

c2
lR

lsen(θl)

)
sen(θ)dθ

=
−R JαK
|Y |

∫ 2π

0

∞ o∑
l=1

(
−a2

lR
−l − A2

lR
l
)
Rlsen(θl)sen(θ)dθ.

(5.6.15)

Sustituyendo (5.6.5) en (5.6.15), se obtiene

− JαK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 =
−πR JαK
|Y |

(
a2

1R
−1 + A2

1R
1
)
. (5.6.16)

Análogamente para la integral (5.6.14), sustituyendo (5.5.15) en (5.6.14) y, te-
niendo en cuenta la segunda ecuación de (5.5.18), se tiene
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JβK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 =
−R JβK
|Y |

∫ 2π

0

(
∞ o∑
l=1

d2
lR

lsen(θl)

)
sen(θ)dθ

=
R JβK
|Y |

∫ 2π

0

∞ o∑
l=1

(
b2
lR
−l +B2

l R
l
)
Rlsen(θl)sen(θ)dθ.

(5.6.17)

Aplicando (5.6.5) a (5.6.17) se tiene

JβK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1 =
πR JβK
|Y |

(
b2

1R
−1 +B2

1R
1
)
. (5.6.18)

Sumando las ecuaciones (5.6.12), (5.6.16) y (5.6.18) se obtiene

β̂22 = 〈β〉 − JαK
|Y |

∫
Γ

g2dy1 +
JβK
|Y |

∫
Γ

ξ2dy1

= β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(2) − πR JαK

|Y |
(
a2

1R
−1 + A2

1R
1
)

+
πR JβK
|Y |

(
b2

1R
−1 +B2

1R
1
)

= β(1) − πR2

|Y |
β(1) +

πR2

|Y |
β(2) +

π

|Y |
(
JβK b2

1 − JαK a2
1

)
− πR

|Y |
(
JαKA2

1R− JβKB2
1R
)
.

(5.6.19)

De la ecuación (5.5.40) para l = 1 se tiene

JαKA2
1R

1−JβKB2
1R

1 = − JβKR−
(
β(1) + β(2)

)
b2

1R
−1+

(
α(1) + α(2)

)
a2

1R
−1. (5.6.20)

Sustituyendo la ecuación (5.6.20) en el último sumando de la ecuación (5.6.19),
se obtiene

β̂22 = β(1) +
2π

|Y |
(
β(1)b2

1 − α(1)a2
1

)
. (5.6.21)

Por lo tanto, los coe�cientes efectivos para el problema Iq para q = 2 están dados
por:



80 Capítulo 5


â22 = α(1) +

2π

|Y |
(
α(1)b2

1 + β(1)a2
1

)
,

β̂22 = β(1) +
2π

|Y |
(
β(1)b2

1 − α(1)a2
1

)
.

(5.6.22)

5.7. Derivación de expresiones de forma explícita.

El sistema in�nito (5.3.58) se puede reescribir como:
(
IÃ

1
+ χ+

βαIB̃
1
)

+
(
χαW

1Ã
1

+ χ−βαW
1B̃

1
)

= V 1,

(
χ+
βαIÃ

1 − IB̃1
)

+
(
χ−βαW

1Ã
1 − χαW 1B̃

1
)

= V 2,

(5.7.1)

que a la vez se puede escribir como:

Φ(1)A+ Φ(2)WA = V , (5.7.2)

donde

Φ(1) =

(
1 χ+

βα

χ+
βα −1

)
, Φ(2) =

(
χα χ−βα
χ−βα −χα

)
, W =

(
W 1 0

0 W 1

)
,

A =

(
Ã

1

B̃
1

)
y V =

(
V 1

V 2

)
.

Multiplicando la ecuación matricial (5.7.2) por
(
Φ(2)

)−1
, se tiene:(

Φ(2)
)−1

Φ(1)A+WA =
(
Φ(2)

)−1
V , (5.7.3)

que se puede reescribir como

ΨA+WA = (Ψ +W )A = U , (5.7.4)

donde Ψ =
(
Φ(2)

)−1
Φ(1) y U =

(
Φ(2)

)−1
V . Además tenemos que

(
Φ(2)

)−1
=

1

Λ

(
−χα −χ−βα
−χ−βα χα

)
, (5.7.5)

donde Λ = − (χα)2 −
(
χ−βα
)2
. Por lo tanto, se tiene que
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Ψ =
(
Φ(2)

)−1
Φ(1) =

1

Λ

(
−χα −χ−βα
−χ−βα χα

)(
1 χ+

βα

χ+
βα −1

)
=
−1

Λ

(
χα + χ−βαχ

+
βα −

(
χ−βα − χαχ

+
βα

)
χ−βα − χαχ

+
βα χα + χ−βαχ

+
βα

)
.

(5.7.6)

Por otro lado:

U =
(
Φ(2)

)−1
V =

1

Λ

(
−χα −χ−βα
−χ−βα χα

)(
V 1

V 2

)
=

1

Λ

(
−χαV 1 − χ−βαV

2

−χ−βαV
1 + χαV

2

)
.

(5.7.7)

De la ecuación (5.7.7) se tiene:

1

Λ

(
−χαV 1 − χ−βαV

2
)

= (R, 0, 0, . . .) (5.7.8)

y
1

Λ

(
−χ−βαV

1 + χαV
2
)

= (0, 0, 0, . . .) . (5.7.9)

Así se obtiene que

U =

(
Re1

0

)
. (5.7.10)

Por otro lado, observaremos algunos casos para los cuales podemos obtener los
coe�cientes â1

j y b̂
1
j para j = 1, 2 de forma explícita, y por consecuencia obtener los

coe�cientes efectivos. A continuación se consideran los siguientes casos:

• Caso no = 1. Para este caso, la ecuación (5.7.4) resulta ser un sistema 2 × 2
cuya solución viene dada por:

(
â1

1

b̂1
1

)
=

(
ψ11 + ω11 ψ12

−ψ12 ψ11 + ω11

)−1(
R
0

)
, (5.7.11)

donde ωij denota los elementos de W 1,

ψ11 =
χα + χ−βαχ

+
βα

(χα)2 +
(
χ−βα
)2 y ψ12 =

χαχ
+
βα − χ

−
βα

(χα)2 +
(
χ−βα
)2 . (5.7.12)

Más explícitamente, los coe�cientes â1
1 y b̂1

1 vienen dados por:
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â1
1 =

(ψ11 + ω11)R

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 (5.7.13)

y

b̂1
1 =

ψ12R

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 . (5.7.14)

• Caso no = 2. Para este caso, la ecuación (5.7.4) resulta ser un sistema 4 × 4
cuya solución viene dada por:


â1

1

â1
3

b̂1
1

b̂1
3

 =


ψ11 + ω11 ω13 ψ12 0

ω13 ψ11 + ω33 0 ψ12

−ψ12 0 ψ11 + ω11 ω13

0 −ψ12 ω13 ψ11 + ω33


−1

R
0
0
0

 . (5.7.15)

Por otro lado, sabemos que si k + l > 2; entonces, de la ecuación (5.3.11) se
tienen

η1
kl =

(k + l − 1)!

k!l!
Sk+l,

y por lo tanto,
η1
kl 6= 0 si y solo si Sk+l 6= 0.

De donde se obtiene η1
kl 6= 0 si y solo si k + l = 6t con t ∈ N (ver Apéndice C.

Sección C.3). Por lo tanto, el sistema (5.7.15) toma una forma más simple dada por


â1

1

â1
3

b̂1
1

b̂1
3

 =


ψ11 + ω11 0 ψ12 0

0 ψ11 + ω33 0 ψ12

−ψ12 0 ψ11 + ω11 0
0 −ψ12 0 ψ11 + ω33


−1

R
0
0
0

 . (5.7.16)

Los coe�cientes â1
1, â

1
3, b̂

1
1 y b̂1

3 vienen dados por:

â1
1 =

R(ω11 + ψ11) [(ω33 + ψ11)2 + ψ2
12]

(ω33 + ψ11)2 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12] + ψ2

12 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12]
, (5.7.17)

â1
3 = 0, (5.7.18)

b̂1
1 =

Rψ12 [(ω33 + ψ11)2 + ψ2
12]

(ω33 + ψ11)2 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12] + ψ2

12 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12]

(5.7.19)

y
b̂1

3 = 0. (5.7.20)
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• Caso no ≥ 3. Para este caso general, la ecuación (5.7.4) resulta ser un sistema
2no × 2no cuya solución matricial viene dada por

(
Ã

1

no

B̃
1

no

)
=

(
ψ11Ino +W 1

no ψ12Ino
−ψ12Ino ψ11Ino +W 1

no

)−1

Reno , (5.7.21)

donde el subíndice no denota el orden de truncamiento de los vectores in�nitos

Ã
1
y B̃

1
, del mismo modo Ino yW

1
no son las matrices cuadradas de tamaño no×no

que resultan del truncamiento de las matrices in�nitas I yW 1. El vector eno denota
el vector canónico en R2no .
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Ejemplos numéricos

En el presente capítulo se calcularán los coe�cientes efectivos usando las fór-
mulas (5.4.23) para los órdenes de truncamiento no = 1, 2 y 3. A contimuación, se
compararán estos coe�cientes tomando:

κ(1) = 1− 5i y κ(2) = 30− 0.3i. (6.0.1)

Finalmente, los coe�cientes efectivos determinados en las secciones (6.1), (6.2)
y (6.3) se tomarán para compararlos con los resultados dados en [21].

6.1. Coe�cientes efectivos para no = 1.

Para no = 1, se tiene un sistema lineal 2×2, cuya solución viene dada por (5.7.13)
y (5.7.14), es decir:

â1
1 =

(ψ11 + ω11)R

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 (6.1.1)

y

b̂1
1 =

ψ12R

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 , (6.1.2)

donde

ψ11 =
χα + χ−βαχ

+
βα

(χα)2 +
(
χ−βα
)2 , ψ12 =

χαχ
+
βα − χ

−
βα

(χα)2 +
(
χ−βα
)2 (6.1.3)

y ω11 =
2π√

3
R2 (entrada ω11 de la matriz W 1 ecuación (5.5.47)). Por otra parte,

dado que

a1
l =

â1
lR

l

√
l

y b1
l =

b̂1
lR

l

√
l
,

para cada l = 1, 3, 5, . . . , en particular si l = 1, se tiene:

85
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a1
1 = â1

1R y b1
1 = b̂1

1R. (6.1.4)

Sustituyendo (6.1.4) en (6.1.1) y (6.1.2) se tienen:

a1
1 =

(ψ11 + ω11)R2

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 (6.1.5)

y

b1
1 =

ψ12R
2

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2 . (6.1.6)

Sustituyendo (6.1.5) y (6.1.6) en los coe�cientes efectivos de (5.4.23) y nombran-

do Vo = ω11 =
2π√

3
R2 se obtiene

α̂11 = α(1) − 2

{(
α(1)ψ11 + β(1)ψ12

)
Vo + α(1)V 2

o

(ψ11 + Vo)
2 + (ψ12)2

}
,

β̂11 = β(1) − 2

{(
β(1)ψ11 − α(1)ψ12

)
Vo + β(1)V 2

o

(ψ11 + Vo)
2 + (ψ12)2

}
.

(6.1.7)

6.2. Coe�cientes efectivos para no = 2.

Para no = 2, la ecuación (5.7.4) resulta ser un sistema 4 × 4 dado por (5.7.16),
donde ω33 representa la respectiva entrada de la matriz in�nita W 1 que está dada
por

ω33 = 3η1
33R

6, (6.2.1)

donde η1
33 está dado por

η1
33 =

(3 + 3− 1)!

3!3!
S3+3 =

5!

3!3!
S6 =

10

3

∑
m2+n2 6=0

1(
m+ ne

π
3
i
)6 . (6.2.2)

Para el caso k = 1, la serie S6k = S6 viene dada por:

S6 =
31π6

4725
− 32π6

5

∞∑
n=1

{
1

1− (−1)nch
(
nπ
√

3
)}2

+

+ 16π6

∞∑
n=1

{
1

1− (−1)nch
(
nπ
√

3
)}3

, (6.2.3)

donde ch representa la función coseno hiperbólico. Para su justi�cación matemática
ver [15], pág. 21.
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A continuación, se dará una aproximación en términos de serie para los valores
de Sλ 6= 0 (ver Apéndice C. Sección C.3) para λ = 6k con k = 1, 2, 3, . . . . Ahora
se supone k ≥ 2. Entonces, dado que la serie Sλ es absolutamente convergente (ver
Apéndice B. Lema (B.2)), uno puede reordenar la suma y siempre obtener el mismo
valor.

Para lograr tal objetivo, se reordenará la suma de los términos de Sλ de tal for-
ma que los primeros 6 términos correspondan a los períodos que se encuentran sobre
la circunferencia de radio 1, los siguientes 6 términos correspondan a los períodos
que se encuentran en la circunferencia de radio

√
3 (6 períodos sobre la circunferen-

cia de radio 2, 12 períodos sobre la circunferencia de radio
√

7), así sucesivamente,
tal como se observa en la Figura (6.5)

X

Y

O

Figura 6.1

Con tal orden, y además, cambiando a la representación polar de cada período,
se obtiene:
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Sλ =
∑

m2+n2 6=0

1(
m+ ne

π
3
i
)λ

=
5∑
j=0

e−( j3)πλi +

(
1√
3

)λ 5∑
j=0

e−( (2j+1)
6 )πλi +

(
1

2

)λ 5∑
j=0

e−( j3)πλi

+

(
1√
7

)λ(
e−ϕ1λi + eϕ1λi +

4∑
j=0

{
e−{(

j+1
3 )π−ϕ1}λi + e−{(

j+1
3 )π+ϕ1}λi

})
+ · · · ,

(6.2.4)

donde ϕ1 es el ángulo tal que

tan(ϕ1) =

√
3

5
. (6.2.5)

Dado que λ = 6k, con k ≥ 2, entonces:

5∑
j=0

e−( j3)πλi =
5∑
j=0

e−2jkπi = 6, (6.2.6)

5∑
j=0

e−( (2j+1)
6 )πλi =

5∑
j=0

e−(2j+1)kπi =
5∑
j=0

cos((2j + 1)k) = (−1)k6, (6.2.7)

5∑
j=0

e−( j3)πλi =
5∑
j=0

e−2jkπi =
5∑
j=0

cos(2jkπ) = 6, (6.2.8)

y �nalmente se obtiene

e−ϕ1λi + eϕ1λi +
4∑
j=0

{
e−{(

j+1
3 )π−ϕ1}λi + e−{(

j+1
3 )π+ϕ1}λi

}

= 2cos(ϕ1λ) +
4∑
j=0

{
e−ϕ1λi + eϕ1λi

}
= 12cos(ϕ1λ). (6.2.9)

Sustituyendo (6.2.6), (6.2.7), (6.2.8) y (6.2.9) en (6.2.4) se tiene



Capítulo 6 89

Sλ = 6 +
(−1)k6

(
√

6)λ
+

6

(2)λ
+

12

(
√

7)λ
cos(ϕ1λ) + · · ·

= 6

{
1 +

(−1)k

33k
+

1

26k
+

2

73k
cos(ϕ16k)

}
+ · · · ,

(6.2.10)

para cada k = 2, 3, . . . . A partir de las ecuaciones (6.2.10) y (6.2.3) es posible
aproximar los números reales distintos de cero Sλ con λ = 6k para k = 1, 2, 3, . . . ,
tal como se observa en la Tabla (6.1)

k 1 2 3 ≥ 4
S6k 5.863 6.0097 5.9998 6

Tabla 6.1: Aproximación de S6k para k = 1, 2, . . .

Por otro lado, la ecuación (6.2.1) se reescribe como

ω33 = 3η1
33R

6 = 10R6S6, (6.2.11)

donde S6 corresponde a la suma de periodos para k = 1, (ver Tabla (6.1)). Aho-
ra multiplicando los coe�cientes (5.7.17) y (5.7.19) por R y haciendo uso de las
ecuaciones en (6.1.4) se obtienen los coe�cientes para a1

1 y b1
1 como:

a1
1 =

R2(ω11 + ψ11) [(ω33 + ψ11)2 + ψ2
12]

(ω33 + ψ11)2 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12] + ψ2

12 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12]

=
(ψ11 + ω11)R2

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2

(6.2.12)

y

b1
1 =

R2ψ12 [(ω33 + ψ11)2 + ψ2
12]

(ω33 + ψ11)2 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12] + ψ2

12 [(ω11 + ψ11)2 + ψ2
12]

=
ψ12R

2

(ψ11 + ω11)2 + (ψ12)2

(6.2.13)

Se observa que los coe�cientes (6.2.12) y (6.2.13) son los mismos que en el caso
no = 1 ecuaciones (6.1.5) y (6.1.6). Por lo tanto se obtienen los mismos coe�cientes
efectivos que en el caso anterior. Es decir
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

α̂11 = α(1) − 2

{(
α(1)ψ11 + β(1)ψ12

)
Vo + α(1)V 2

o

(ψ11 + Vo)
2 + (ψ12)2

}
,

β̂11 = β(1) − 2

{(
β(1)ψ11 − α(1)ψ12

)
Vo + β(1)V 2

o

(ψ11 + Vo)
2 + (ψ12)2

}
.

(6.2.14)

6.3. Coe�cientes efectivos para no = 3.

Finalmente si no = 3, entonces el sistema (5.7.21) se transforma en un sistema
6× 6, más explícitamente dado por:

â11
â13
â15
b̂11
b̂13
b̂15

 =


ψ11 + ω11 ω12 ω13 ψ12 0 0

ω21 ψ11 + ω22 ω23 0 ψ12 0
ω31 ω32 ψ11 + ω33 0 0 ψ12

−ψ12 0 0 ψ11 + ω11 ω12 ω13

0 −ψ12 0 ω21 ψ11 + ω22 ω23

0 0 −ψ12 ω31 ω32 ψ11 + ω33



R
0
0
0
0
0

 , (6.3.1)

donde ωij representan las respectivas entradas de la submatriz cuadrada 3×3 de
la matriz in�nita W 1. Por otro lado, sabemos que Sλ 6= 0 si y solo si λ = 6k, para
cada k ∈ N (ver Apéndice C. Sección C.3) y por la simetría (ωij = ωji) el sistema
(6.3.1) se transforma en


â11
â13
â15
b̂11
b̂13
b̂15

 =


ψ11 + ω11 0 ω13 ψ12 0 0

0 ψ11 + ω22 0 0 ψ12 0
ω13 0 ψ11 0 0 ψ12

−ψ12 0 0 ψ11 + ω11 0 ω13

0 −ψ12 0 0 ψ11 + ω22 0
0 0 −ψ12 ω13 0 ψ11



R
0
0
0
0
0

 . (6.3.2)

Resolviendo el sistema (6.3.2) se obtienen expresiones para â1
1 y b̂1

1, los cuales
están relacionadas con a1

1 y b1
1 por:

a1
1 = â1

1R y b1
1 = b̂1

1R,

según la ecuación (5.3.55) para l = 1. De aquí se obtiene que:

a1
1 (Vo) =

|Y |
π

A1 (Vo)

Λ (Vo)
(6.3.3)

y

b1
1 (Vo) =

|Y |
π

B1 (Vo)

Λ (Vo)
, (6.3.4)

donde A1 (Vo) , B1 (Vo) y Λ (Vo) vienen dadas por:
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A1 (Vo) =

−5

(√
3

2π

)6

S2
6ψ11V

6
o + (Vo + ψ11)(ψ2

11 + ψ2
12)

Vo,

B1 (Vo) = ψ12

ψ2
11 + ψ2

12 + 5S2
6

(√
3

2π

)6

V 6
o

Vo,

y

Λ (Vo) = 25

(√
3

2π

)12

S4
6V

12
o − 10

(√
3

2π

)6

S2
6V

6
o

(
ψ11Vo + ψ2

11 − ψ2
12

)
+

+
(
ψ2

11 + ψ2
12

) (
(Vo + ψ11)2 + ψ2

12

)
.

Por lo tanto, los coe�cientes efectivos, ecuación (5.4.23) vienen expresados en
función de Vo por:

α̂11 (Vo) = α(1) − 2

(
α(1)A1 (Vo) + β(1)B1 (Vo)

Λ (Vo)

)
,

β̂11 (Vo) = β(1) − 2

(
β(1)A1 (Vo)− α(1)B1 (Vo)

Λ (Vo)

)
.

(6.3.5)

6.4. Comparación de los coe�cientes efectivos usan-

do truncamiento sucesivo

En la sección anterior se realizaron todos los controles posibles para veri�car
el procedimiento analítico desarrollado. En esta sección se estudian ejemplos para
controlar la implementación numérica. Se hicieron los programas enWolfram Mathe-
matica 2011.

Se gra�carán los coe�cientes efectivos calculados, dados en la ecuación (5.4.23)
para un truncamiento sucesivo de órdenes. En este caso, se �jará:

κ(1) = 1− 5i y κ(2) = 30− 0.3i, (6.4.1)

y los órdenes de truncamiento no = 1, 2, 3 y 4 son considerados, tal como se observa
en Figura (6.2) y Figura (6.3).
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no = 1, 2

no = 3

no = 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0

5

10

15

20

25

Vo

α 1
1

In[394]:= ϱ[s_] := -5 - 2 (-5 σ[s] - ρ[s]);
In[439]:=

representación gráfica

Plot[{ϱ[s], BA[s], δ[s]}, {s, 0, 00.906899682117109`}]

Out[439]=

0.2 0.4 0.6 0.8

-12

-10

-8
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In[440]:=

representación gráfica

Plot[{ϱ[s], BA[s], δ[s]}, {s, 0, 0.9069},
tema de representación

PlotTheme → "Scientific"]

Out[440]=
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-12

-10

-8
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-4
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Figura 6.2: La parte real del coe�ciente efectivo complejo κ̂ como función del área
de la �bra para los órdenes de truncamiento no = 1, 2, 3 y 4.

In[436]:=

representación gráfica

Plot[{ϱ[s], BA[s], δ[s]}, {s, 0, 0.9069},
tema de representación

PlotTheme → "Scientific"]

Out[436]=

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

-12

-10

-8
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In[437]:=

muestra

Show%436,
etiqueta de marco

FrameLabel → 
forma sin evaluación

HoldForm[Global`β
11],

ninguno

None, {
forma sin evaluación

HoldForm[Global`VGlobal`o],
ninguno

None},
etiqueta de r⋯PlotLabel →

ning⋯None,

estilo de etiqueta

LabelStyle → {
nivel de gris

GrayLevel[0]}

no = 1, 2

no = 3

no = 4
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In[399]:= θ[2]
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Figura 6.3: La parte imaginaria del coe�ciente efectivo complejo κ̂ como función del
área de la �bra para los órdenes de truncamiento no = 1, 2, 3 y 4.
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En las grá�cas de la �gura (6.2) y (6.3) se muestran (parte real e imaginaria)
del coe�ciente efectivo complejo para los órdenes de truncamiento no = 1, 2, 3 y 4,
donde se observa la proximidad uno respecto al otro, teniendo en cuenta que límite
de percolación ( Vp = Vo(R), donde R es el radio máximo de la �bra ), para nuestro
caso

Vp =
2π√

3

1

4
=

π

2
√

3
≈ 0.9069.

6.5. Comparación con la fórmula de Godin YA

En esta sección, se compararán nuestros resultados con los obtenidos en [21] para

κ(1) = 2− 0.3i y κ(2) = 1− 8i. (6.5.1)

A continuación, se mostrarán las grá�cas de la parte real α̂11 e imaginaria β̂11

del coe�ciente efectivo complejo κ̂ para los ordenes de truncamiento no = 1, 2 y 3
tal como muestra en Figura (6.4) y Figura (6.5).

In[154]:=

representación gráfica

Plot[{%140, ο[s], F[s]}, {s, 0, 0.9069},
tema de representación

PlotTheme → "Scientific"]

Out[154]=

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

2.0

2.5

3.0

3.5

In[158]:=

muestra

Show%154,
etiqueta de marco

FrameLabel → 
forma sin evaluación

HoldForm[Global`α
11],

ninguno

None, {
forma sin evaluación

HoldForm[Global`VGlobal`o],
ninguno

None},
etiqueta de r⋯PlotLabel →

ning⋯None,

estilo de etiqueta

LabelStyle → {
nivel de gris

GrayLevel[0]}

no = 1, 2

no = 3

Godin (2013) [21]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

2.0

2.5

3.0

3.5

Vo

α 1
1

In[145]:=

parte imaginaria

Im[Λ[s]]
Out[145]= Im2. - 0.3 ⅈ 1 + 0.782 - 0.403133 ⅈ s1 + 0.0338652 - 0.0475536 ⅈ s

6 - 0.00108015 + 0.00326906 ⅈ s
12 1 - 0.782 - 0.403133 ⅈ s 1 + 0.0338652 - 0.0475536 ⅈ s

6 -0.00108015 + 0.00326906 ⅈ s
12

GodinYO.nb     11
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Figura 6.4: La parte real del coe�ciente efectivo complejo κ̂ como función del área
de la �bra para los órdenes de truncamiento no = 1, 2 y 3.
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Figura 6.5: La parte imaginaria del coe�ciente efectivo complejo κ̂ como función del
área de la �bra para los órdenes de truncamiento no = 1, 2 y 3.

Se puede observar que la primera aproximación es una muy buena estimación
del coe�ciente dieléctrico efectivo hasta el límite de percolación Vo ≤ Vp ≈ 0.9069.
Además, el coe�ciente efectivo para el órden de truncamiento no = 3 es bastante
similar a los órdenes no = 1 y 2. Se observa que el tercer orden de aproximación es lo
su�cientemente próximo al coe�ciente dieléctrico efectivo para obtener una excelente
aproximación a los resultados obtenidos en [21].
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Conclusiones

Esta investigación fue motivada con la �nalidad de tratar el problema de la
obtención de fórmulas analíticas de los coe�cientes efectivos(propiedades efectivas)
para un compuesto bifásico periódico con propiedades dieléctricas complejas, con-
formado por una matriz y un arreglo hexagonal de �bras cilíndricas transversales,
mediante el método de homogeneización asintótica. Por tal motivo, se introdujeron
conceptos y resultados estrechamente relacionados con teoría de la homogeneización
asintótica, los cuales fueron utilizados a lo largo de este trabajo.

Las estapas y resultados fundamentales de este trabajo son:

Se plantearón las ecuaciones y condiciones fundamentales que describen a un
problema electrostático de contorno referente al estudio de compuestos perió-
dicos bifásicos con propiedades dieléctricas reales y complejas.

Se aplicó el método de separación de la parte real(imaginaria) al problema de
contorno referente al estudio de compuestos periódicos bifásicos con propieda-
des dieléctricas complejas, por medio del cual se logró llevar tal problema a
una formulación equivalente con coe�cientes matriciales reales.

Se aplicó el método de homogeneización asintótica al problema con coe�cientes
matriciales reales, donde se obtuvo el problema homogeneizado como dondición
necesaria y su�ciente de existencia de la función Y−periódica U2 y así obtener
la s.a.f truncada al tercer término de la solución exacta del problema.

A partir del problema homogeneizado y las condiciones de continuidad sobre
la interfaz, se obtuvieron los problemas locales Lq1 y Lq2 donde se observó la
equivalencia matemática entre ellos.

Se determinarón fórmulas analíticas para los coe�cientes efectivos parte real(imaginaria)
para el caso de un compuesto bifásico isótropo. Estas fórmulas muestran la si-
militud con las reportadas en [10] para el caso de la celda periódica cuadráda.
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Se propuso la solución al problema Lq1(Lq2) para el caso isótropo, como la parte
real(imaginaria) de una función armónica de�nida en la celda periódica Y,
que bajo las condiciones de contacto sobre la interfaz nos permite pasar a un
sistema lineal in�nito cuyas soluciones de los truncamientos sucesivos de tal
sistema son los coe�cientes de la serie de Laureny de las soluciones propuestas.

Se observó que para el orden de truncamiento n, el sistema lineal resultante es
de orden 2n× 2n. Además, las fórmulas analíticas de los coe�cientes efectivos
dependen de las entradas 1 y n + 1 de la solución de estos sistemas lineales
cuadráticos.

Se resolvieron los 3 primeros truncamientos sucesivos del sistema in�nito (5.7.1),
para el caso, cuando

κ(1) = 1− 5i y κ(2) = 30− 0.3i,

por medio de la fórmula (5.7.21) (con órden apropiado 2no−1) para no = 1, 2, 3.
Este trabajo se llevó a cabo con la ayuda del software Wolfram Mathematica
2011, obteniendo las primeras tres aproximaciones de la parte real (comple-
ja) del coe�ciente efectivo complejo. En las Figuras 6.2 y 6.3 se observa la
proximidad de la sucesión consecutiva de los coe�cientes efectivos de la parte
real(imaginaria) en el intervalo [0, Vp] , donde Vp representa el límite de perco-
lación.

Para �nalizar, se comparó la sucesión de coe�cientes efectivos parte real(imaginaria)
con la parte real(imaginaria) de la fórmula

ε∗ = εex
1 + αλf

1− αλf
, (7.0.1)

(ver Figura 6.4) dada en el trabajo de Godin YA(2013) en [21]. Aquí

εex = κ(1) = 2− 0.3i y εin = κ(2) = 1− 8i,

α =
εin − εex
εin + εex

,

λ = 1 + 5α2S2
3h

12 + α2
(
25α2S4

3 + 11S2
6

)
h24 +O

(
h36
)
,

y

f =
2π√

3
h2,

donde S6, S12 representan los valores aproximados de las series de lattices, ver
Tabla 6.1 capítulo 6 para k = 1, 2. Esta comparación fue posible gracias a
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Wolfram Mathematica 2011 que nos permitió separar parte real e imaginaria
de ε∗ ecuación (7.0.1), como función de f.

Por otro lado, las comparaciones rea�rman el uso de las fórmulas cortas ob-
tenidas para investigar los coe�cientes efectivos complejos. Estos resultados
también están reportados en [28].

Por otro lado, es posible dar continuidad a este trabajo aplicando el método de
homogeneización asintótica a la mecánica de medios heterogéneos para el cálculo de
propiedades efectivas. Se enuncian algunas vías:

1. Estudiar el problema de la caracterización de las propiedades efectivas de ma-
teriales compuestos periódicos bifásicos �brosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

2. Estudiar el problema de la caracterización de las propiedades efectivas de ma-
teriales compuestos periódicos bifásicos �brosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto imperfecto sobre la interfaz.

3. Estudiar el problema de la caracterización de las propiedades efectivas de ma-
teriales compuestos periódicos trifásicos �brosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto perfecto sobre la interfaz.

4. Estudiar el problema de la caracterización de las propiedades efectivas de ma-
teriales compuestos periódicos trifásicos �brosos, con propiedades dieléctricas
complejas, cuando hay contacto imperfecto sobre la interfaz.

5. Instrumentar, validar y aplicar el software correspondiente a cada uno de los
problemas abordados en 1 - 4.

Conforme a lo abordado, se puede notar una vía mediante el método de homoge-
neización asintótica para el cálculo de coe�cientes efectivos, parte real(imaginaria);
a su vez, al tomar los órdenes de truncamiento del sistema in�nito, se puede obtener
la parte real(imaginaria) de (7.0.1) como caso límite de esta sucesión de coe�cientes
efectivos.





Apéndice A

Espacios de Sobolev

Este apéndice está dedicado al desarrollo de espacios de funciones que son usados
en la formulación variacional de ecuaciones diferenciales. Iniciaremos con una revi-
sión de la teoría de integración de Lebesgue sobre la cual descansa nuestra noción
de derivada Generalizada o Dbil. Las funciones con tales derivadas Generalizadas
componen los espacios denominados espacios de Sobolev.

A.1. Teoría de integración de Lebesgue.

Revisaremos los conceptos básicos de la teoría de integración de Lebesgue cuya
información se puede encontrar en (Halmos− 1991), (Royden− 7988) o (Rudin−
1987). Por "Dominio" Ω queremos decir un subconjunto de Rn Lebesgue−medible
(abierto o cerrado ) con interior no vacó. Si f es una función Lebesgue −medible
de�nida en Ω entonces denotamos la integral de Lebesgue de f como:∫

Ω

f(x)dx,

donde dx denota la medida de Lebesgue. Para 1 ≤ p <∞ se de�ne la función

‖ f ‖Lp(Ω):=

(∫
Ω

| f(x) |p dx
) 1

p

,

y para el caso p =∞ se de�ne

‖ f ‖Lp(Ω):= ess sup {| f(x) |: x ∈ Ω} .

Para cualquiera de los dos casos, se de�ne el espacio de Lebesgue como:

Lp(Ω) :=
{
f : ‖ f ‖Lp(Ω)<∞

}
.

En el espacio de Lebesgue Lp(Ω) se cumplen algunas desigualdades importantes
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que son enunciadas por los siguientes teoremas. Para una demostración ver [18], pág.
120.

Teorema A.1 (Desigualdad de Minkowski) Si 1 ≤ p ≤ ∞ y f, g ∈ Lp(Ω),
entonces

‖ f + g ‖Lp(Ω) ≤ ‖ f ‖Lp(Ω) + ‖ g ‖Lp(Ω) .

Teorema A.2 (Desigualdad de Hölder) Si 1 ≤ p, q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 y

si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq, (Ω) entonces fg ∈ L1(Ω) y

‖ fg ‖L1(Ω) ≤ ‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lq(Ω) .

Teorema A.3 (Desigualdad de Schwarz) Si f, g ∈ L2(Ω), entonces fg ∈ L1(Ω)
y

‖ fg ‖L1(Ω) ≤ ‖ f ‖L2(Ω)‖ g ‖L2(Ω) .

En vista de la desigualdad de Minkowski y la de�nición de ‖ · ‖Lp(Ω), el espacio
Lp(Ω) es cerrado bajo combinaciones lineales y por lo tanto es un espacio vectorial.
Además la función ‖ · ‖Lp(Ω) tiene propiedades que es clasi�cada como norma.

De�nición A.1 Dado un espacio vectorial V, una norma, ‖ · ‖ es una función
real no negativa de�nida en V que cumple las siguientes propiedades:

1. ‖ u ‖ ≥ 0 para cada u ∈ V.

2. ‖ u ‖ = 0 si y solo si u = 0.

3. ‖ cu ‖ = | c | ‖ u ‖ para cada c ∈ R y u ∈ V.

4. ‖ u+ v ‖ ≤ ‖ u ‖ + ‖ v ‖ para cada u, v ∈ V.

Sabemos que una norma ‖ · ‖ puede ser usada para de�nir la noción de distancia
o métrica como:

d(u, v) :=‖ u− v ‖ para u, v ∈ V.

Por otro lado, una espacio normado V es completo si cada sucesión de Cauchy
{uj} de elementos de V tiene un límite v ∈ V. En un espacio normado, una sucesión
de Cauchy es tal que ‖ uj − uk ‖→ 0 cuando j, k →∞.

De�nición A.2 Un espacio vectorial nornado (V, ‖ · ‖) es llamado espacio de
Banach si es completo con respecto a la métrica inducida por la norma ‖ · ‖ .

Teorema A.4 (Riez - Fischer) Para 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio normado
(Lp(Ω), ‖ · ‖Lp(Ω)) es un espacio de Banach.

Para una demostración del teorema anterior ver [18], pág. 125.
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A.2. Derivadas generalizadas

Hay varias de�niciones de derivada que son útiles en diferentes situaciones. En
cálculo, la de�nición

u′(x) = ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
,

es local que da información sobre la función únicamente cerca del punto x. Es natural
pensar, como extender la noción de derivada de una función en el espacio de Lebesgue
Lp(Ω) donde las funciones podrían ser no-sueves y comparándolas con las funciones
suaves locamente.

Para tal �n, se introducirá notación para derivadas parciales, el multi− indice.
Un multi − indice α es una n − tupla de números no negativos αi. La longitud de
α está dada por

| α | :=
n∑
i=1

αj.

Para una función φ ∈ C∞(Ω) se denota por

Dαφ, Dα
xφ, φα o ∂αxφ

la derivada parcial usual (
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
φ.

Dado un vector (x1, x2, ..., xn), de�nimos xα := xα1
1 ·xα2

2 · · ·xαnn . Note que el orden
de la derivada está dado por | α | .

Se introduce el concepto de soporte de una función u de�nida en algún dominio
de Rn como la cerradura del conjunto {x : u(x) 6= 0} . Si el soporte es compacto
(es decir, es acotado) contenido en el interior de un dominio Ω, entonces decimos
que u es de soporte compato respecto a Ω. La función u fuera del soporte es cero,
por lo tanto se puede extender a todo Rn.

De�nición A.3 Si Ω es un dominio en Rn. Denotamos por D(Ω) o C∞o (Ω) el con-
junto de funciones en C∞(Ω) con soporte compacto en Ω.

Ahora usaremos el espacio D(Ω) para extender la noción de derivada puntual a
una clase de funciones más grande que C∞(Ω).

De�nición A.4 Sea Ω un dominio en Rn. Se de�ne el conjunto de funciones lo-
calmente integrables como

L1
loc(Ω) := {f : f ∈ L1(K) para cada compacto K ⊂ int(Ω)} .
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De�nición A.5 Dada una función f ∈ L1
loc(Ω), decimos que tiene derivada ge-

neralizada Dα
wf si existe una función g ∈ L1

loc(Ω) tal que∫
Ω

g(x)φ(x)dx = (−1)n
∫

Ω

f(x)φα(x)dx para cada φ ∈ D(Ω).

Si tal función g existe, entonces de�nimos Dα
wf = g.

Ejemplo A.1 Para n = 1 sea Ω = [−1, 1]. De�namos f(x) = 1− | x | . A�rmamos
que tal D1

wf existe y está dada por

g(x) :=

{
1 si x < 0

−1 si x > 0

Sea φ ∈ D(Ω), entonces se tiene que

∫ 1

−1

f(x)φ′(x)dx =

∫ 0

−1

f(x)φ′(x)dx+

∫ 1

0

f(x)φ′(x)dx

−
∫ 0

−1

(+1)φ(x)dx+ fφ |0−1 −
∫ 1

0

(−1)φ(x)dx+ fφ |10

= −
∫ 1

−1

g(x)φ(x)dx+ (fφ)(0−)− (fφ)(0+)

= −
∫ 1

−1

g(x)φ(x)dx.

La siguientes proposición muestra que la derivada generalizada y la derivada en
el sentido clásico coinciden para el conjunto de funciones C|α|(Ω). Tal demostración
se puede obtener empleando el método de integración por partes | α | − veces.

Proposición A.1 Sea α arbitrario y ψ ∈ C|α|(Ω). Entonces la derivada generalizada
Dα
wψ existe y está dada por g = Dαψ.

Como consecuencia de esta proposición, de ahora en adelante ignoramos la diferencia
en la de�nición de D y Dw. Es decir, los símbolos de diferenciación son referidos a
derivadas generalizadas en general.

A.3. Norma de Sobolev y espacio asociado.

Usando la notación de derivada generalizada, podemos generalizar la norma de
Lebesgue a espacios más generales para incluir derivadas.
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De�nición A.6 Sea k un entero no negativo y f ∈ L1
loc(Ω). Supongamos que la

derivada generalizada Dα
wf existe para cada | α |≤ k. De�nimos la norma de Sobolev

como:

‖ f ‖Wk
p (Ω):=

∑
|α|≤k

‖ Dα
wf ‖

p
Lp(Ω)

 1
p

,

para 1 ≤ p <∞. En el caso p =∞, se de�ne como:

‖ f ‖Wk
∞(Ω):= max ‖ Dα

wf ‖L∞(Ω) .

En cualquiera de los dos casos, se de�ne el espacio de Sobolev como:

W k
p (Ω) :=

{
f ∈ L1

loc(Ω) : ‖ f ‖Wk
p (Ω)<∞

}
.

Es fácil ver que
‖ · ‖Wk

p (Ω)

es una norma. Es decir, cumple las propiedades de la de�nición (A.1) como conse-
cuencia de que ‖ · ‖Lp(Ω) es una norma. Entonces el espacio W k

p (Ω) es un espacio
normado. El siguiente teorema muestra que es completo.

Teorema A.5 El espacio de Sobolev W k
p (Ω) es un espacio de Banach.

Prueba: Sea {vj}∞j=1 ⊂ W k
p (Ω) sucesión de Cauchy. Entonces

ĺım
i,j →∞

‖ vi − vj ‖Wk
p (Ω)= 0.

Por otro lado, por de�nición se tiene que:

‖ vi − vj ‖Wk
p (Ω) :=

∑
|α|≤k

‖ Dα
w(vi − vj) ‖pLp(Ω)


1

p

=

∑
|α|≤k

‖ Dα
wvi −Dα

wvj ‖
p
Lp(Ω)


1

p

≥ ‖ Dα
wvi −Dα

wvj ‖Lp(Ω)

≥ 0,

para cada | α |≤ k y i, j ∈ N. Por lo tanto, {Dα
wvi} es sucesión de Cauchy en Lp(Ω).

Por otro lado, dado que el espacio de Lebesgue Lp(Ω) es completo, ver teorema
(A.4), entonces existe vα ∈ Lp(Ω) tal que:
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ĺım
i,j →∞

‖ Dα
wvi − vα ‖Lp(Ω)= 0.

En particular se tiene

ĺım
i→∞

vi = v(0,0,...,0) := v en Lp(Ω).

Por otro lado, note que si wj → w en Lp(Ω) y φ ∈ D(Ω), entonces

ĺım
j→∞

∫
Ω

wjφdx =

∫
Ω

wφdx. (A.3.1)

Para demostrar que Dα
wv = vα, debemos mostrar que∫

Ω

vαφdx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ(α)dx, para cada φ ∈ D(Ω).

De la de�nición de derivada generalizada y aplicando el resultado de la ecuación
(A.3.1) se tiene que:

∫
Ω

vαφdx = ĺım
j→∞

∫
Ω

Dα
wvjφdx

= ĺım
j→∞

(−1)|α|
∫

Ω

vjφ
(α)dx

= (−1)|α|
∫

Ω

vφ(α)dx.

�

A.4. Espacios producto interno y espacios de Hil-

bert

Esta sección es dedicada a herramientas del análisis funcional requeridas para
desarrollar la formulación variacional de ecuaciones diferenciales. Iniciamos con una
introducción a espacios de Hilbert, incluyendo solo material que es importante para
justi�car la existencia y unicidad de soluciones a problemas variacionales.

De�nición A.7 Una forma bilineal b(·, ·) de�nida en un espacio vectorial V, es
una función b : V × V → R tal que para cada v ∈ V, se tiene que b(v, ·) y b(·, v)
es lineal en V. Es simétrica si b(u, v) = b(v, u) para cada u, v ∈ V. Un producto

interno(real), denotado por (·, ·) es una forma bilineal simétrica sobre V tal que:

1. (v, v) ≥ 0, para cada v ∈ V
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2. (v, v) = 0 si y solo si v = 0.

De�nición A.8 Un espacio vectorial V junto con un producto interno de�nido en
V es llamado espacio producto interno y es denotado por (V, (·, ·)).

Ejemplo A.2 Los siguientes ejemplos son espacios producto interno:

1. V = Rn, (x, y) :=
∑n

j=1 xjyj

2. V = L2(Ω), Ω ⊆ Rn, (u, v) :=
∫

Ω
u(x)v(x)dx

3. V = W k
2 (Ω, ) Ω ⊆ Rn, (u, v)k :=

∑
|α|≤k(D

α
wu,D

α
wv)L2(Ω)

Notación A.1 El espacio producto interno (W k
2 (Ω, ), (·, ·)k) es a menudo denotado

por (Hk, (·, ·)k.) Entonces
Hk(Ω) = W k

2 (Ω).

La siguiente proposición a�rma que si (V, (·, ·)) es espacio producto interno, en-
tonces (·, ·) induce una norma en V. Para una demostración ver [19], pág. 50.

Proposición A.2 Si (V, (·, ·)) es espacio producto interno, entonces

‖ v ‖:=
√

(v, v)

es norma.

De�nición A.9 (Espacio de Hilbert) Sea (V, (·, ·)) espacio producto interno. Si
(V, ‖ · ‖) es completo ( ‖ · ‖:=

√
(·, ·) ), entonces (V, (·, ·)) es llamado espacio de

Hilbert.

Se sabe que Rn y L2(Ω) son espacio completos bajo la norma euclideana y la
norma del espacio Lp(Ω) para p = 2 respectivamente. Además los productos escalares
de�nidos en el Ejemplo (A.2 - 1,2) inducen estas normas y por lo tanto (Rn, (·, ·)) y
(L2(Ω), (·, ·)L2(Ω)) son espacios de Hilbert. Otro espacio importante es siguiente:

Ejemplo A.3 El producto interno (·, ·)k de�nido en W k
2 (Ω) induce la norma de�-

nida en W k
p (Ω) para p = 2.

Sea u ∈ W k
2 (Ω), entonces

‖ u ‖2 := (u, u)k

=
∑
|α|≤k

(Dα
wu,D

α
wu)L2(Ω)

=
∑
|α|≤k

‖ Dα
wu ‖2

L2(Ω)

=‖ u ‖2
Wk

2 (Ω)

(A.4.1)
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Del teorema (A.5) y del hecho que el producto escalar (·, ·)k induce la norma de�-
nida en W k

2 (Ω) ecuación (A.4.1), entonces se tiene que (W k
2 (Ω), (·, ·)k) es espacio de

Hilbert.

De�nición A.10 Sea H un espacio de Hilbert y S ⊆ H un subespacio lineal de H
( Si u, v ∈ S y λ ∈ R, entonces u + λv ∈ S ) cerrado en H, entonces se dice que S
es un subespacio vectorial de H.

Proposición A.3 Si S ⊆ H es un subespacio vectorial de H, entonces (S, (·, ·)) es
espacio de Hilbert.

Prueba: El subespacio vectorial (S, (·, ·)) es completo porque S es cerrado en H
bajo la norma de ‖ · ‖ .

�

Un resultado importante en un espacio producto interno es la desigualdad de
Cauchy − Schwarz cuya demostración se puede encontrar en [19], pág. 50.

Teorema A.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si (V, (·, ·)) es un espacio pro-
ducto interno, entonces

| (u, v) |≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 ,

para cada u, v ∈ V.

De�nición A.11 Sea (V, (·, ·)) espacio producto interno. Una función real L de�-
nida de�nida en V se dice que es un funcional lineal si:

1. L(λu) = λL(u) para cada u ∈ V y λ ∈ R

2. L(u+ v) = L(u) + L(v) para cada u, v ∈ V.

De�nición A.12 Sea L un funcional lineal de�nido en un espacio producto interno
V. Se dice que L es continuo si existe constante no negativa K tal que

| L(u) |≤ K ‖ u ‖,

para cada u ∈ V.

Por otro lado, si u ∈ H con H espacio de Hilbert, entonces un funcional lineal
puede ser de�nido como

Lu(v) = (u, v), (A.4.2)

con v ∈ H. El funcional Lu es continuo como consecuencia de la desigualdad de
Cauchy − Schwarz. El siguiente teorema a�rma que si L es un funcional lineal
continuo, entonces se puede escribir de la forma (A.4.2). Una demostración se puede
encontrar [19], pág. 55.
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Teorema A.7 (Teorema de Representación de Riesz) Si L es un funcional
lineal continuo en un espacio de Hilbert H, entonces puede ser representado de forma
única como

L(v) = (u, v),

para algún u ∈ H. Además se tiene que

‖ L ‖H′=‖ u ‖H ,

donde H
′
representa el espacio de funcionales lineales continuos en H.

A.5. Formulación de problemas variacionales simé-

tricos

El propósito de esta sección es aplicar la teoría de espacios de Hilbert desarro-
llada en la sección previa para mostrar la existencia y unicidad de la formulación
variacional de problemas de valores en frontera.

De�nición A.13 Una forma bilineal a(·, ·) sobre un espacio vectorial normado H
es continua si existe una constante C > 0 tal que

| a(u, v) |≤ C ‖ u ‖H‖ v ‖H ,

para cada u, v ∈ H. Además se dice que es coersiva sobre V ⊂ H si existe α > 0
tal que

a(v, v) ≥ α ‖ v ‖H ,

para cada v ∈ V.

Proposición A.4 Sea H un espacio de Hilbert y suponga que a(·, ·) es una forma
bilineal simétrica, continua y coersiva en un subespacio vectorial V de H. Entonces
(V, a(·, ·)) es un espacio de Hilbert.

Prueba: Sea u ∈ V tal que a(u, u) = 0. Entonces por coersividad se tiene que

0 = a(u, u) ≥ α ‖ u ‖H≥ 0,

lo que implica que u = 0. Entonces (V, a(·, ·)) es un espacio producto interno. Ahora
de�na la norma

‖ · ‖V :=
√
a(·.·).

Si {un} es una sucesión de Cauchy en (V, ‖ · ‖V ), entonces por coersividad

‖ un − um ‖2
V = a(un − um, un − um) ≥ α ‖ un − um ‖H ,
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lo que implica que {un} es una sucesión de Cauchy en (H, ‖ · ‖H) y por lo tanto
existe u ∈ H tal que

ĺım
n→∞

‖ un − u ‖H= 0.

Por otro lado, como V es cerrado en H, entonces u ∈ V. Además, aplicando la
continuidad de a(·, ·) se tiene que

‖ un − u ‖V :=
√
a(un − u, un − u) ≤

√
C ‖ un − u ‖H ,

de donde se obtiene que

ĺım
n→∞

‖ un − u ‖V = 0.

�

En general, en un problema variacional simétrico se suponen válidas las siguientes
hipótesis:

1. (H, (·, ·)) es un espacio de Hilbert.

2. V ⊆ H es un subespacio vectorial (cerrado) de H.

3. a(·, ·) es forma bilineal simétrica, continua en H y coersiva en V.

Entonces el problema variacional simétrico es el siguiente: Dado L funcional
continuo en V, entonces hallar u ∈ V tal que

a(u, v) = L(v), (A.5.1)

para cada v ∈ V. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de un
elemento u ∈ V tal que se satisface (A.5.1).

Teorema A.8 Suponga que son válidas las hipótesis ( 1 − 3 ) del problema varia-
cional (A.5.1). Entonces existe única u ∈ V tal que cumple (A.5.1)

Prueba: La proposición (A.4) implica que a(·, ·) es un producto interno en V y ade-
más (V, a(·, ·)) es espacio deHilbert. Aplicando el Teorema de Representacin de Riesz(A.7)
al funcional lineal continuo L se tiene que

L(v) = a(u, v),

para algún u ∈ V y para cada v ∈ V.

�
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A.6. Formulación de problemas variacionales no si-

métricos

En un problema variacional no simétrico se suponen válidas las siguientes hipó-
tesis:

1. (H, (·, ·)) es un espacio de Hilbert.

2. V ⊆ H es un subespacio vectorial (cerrado) de H.

3. a(·, ·) es forma bilineal sobre V, no simétrica.

4. a(·, ·) es continua en V

5. a(·, ·) es coersiva en V

Entonces el problema variacional no simétrico es el siguiente: Dado L fun-
cional continuo en V, entonces hallar u ∈ V tal que

a(u, v) = L(v), (A.6.1)

para cada v ∈ V. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de un
elemento u ∈ V tal que se satisface (A.6.1). Una demostración de este resultado se
puede encontrar en [19], pág. 62.

Teorema A.9 (Lax - Milgram) Sea (V, (·, ·)) espacio de Hilbert, a(·, ·) una forma
bilineal continua y coersiva y L un funcional lineal continuo en V. Entonces existe
un único u ∈ V tal que

a(u, v) = L(v),

para cada v ∈ V.

Un ejemplo interesante de la aplicación del teorema de Lax − Milgram es el
siguiente.

Ejemplo A.4 Considere el problema de valores en frontera:{
−u′′ + u

′
+ u = f en [0, 1]

u
′
(0) = u

′
(1) = 0

(A.6.2)

Para este problema tomemos V = H1(0, 1). Si v ∈ V, entonces al multiplicar la
ecuación (A.6.2) por v y posteriormente integrando en [0, 1] se tiene:

−
∫ 1

0

u
′′
vdx+

∫ 1

0

u
′
vdx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx. (A.6.3)
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Aplicando el método de integración por partes al primer sumando del lado izquierdo
de la ecuación (A.6.3) teniendo en cuenta las condiciones de frontera reescribe como:∫ 1

0

(u
′
v
′
+ u

′
v + uv)dx =

∫ 1

0

fvdx. (A.6.4)

Si llamamos a(u, v) al lado izquierdo de la ecuación (A.6.4) y L(v) al lado derecho,
entonces se tiene que

a(u, v) = L(v), (A.6.5)

para cada v ∈ V. Observe que L así de�nido es un funcional lineal continuo como
consecuencia de la desigualdad de Cauchy−Schwarz, además a(u, v) es una forma
bilineal no simétrica por el término u

′
v. Acontinuación se demostrará que es continua

y coersiva en H1(0, 1).

Para demostrar que a(·, ·) es continua, observe que:

| a(u, v) | ≤| (u, v)H1 | +
∣∣∣∣∫ 1

0

u
′
vdx

∣∣∣∣
≤‖ u ‖H1‖ v ‖H1 + ‖ u′ ‖L2‖ v ‖L2

≤ 2 ‖ u ‖H1‖ v ‖H1 .

(A.6.6)

De donde se obtiene que a(·, ·) es continua enH1(0, 1). Para demostrar la coersividad,
observe que

a(v, v) =

∫ 1

0

(v
′
v
′
+ v

′
v + v2)dx

=
1

2

∫ 1

0

(v
′
+ v)2dx+

1

2

∫ 1

0

(v
′
v
′
+ v2)dx

≥ 1

2
‖ v ‖2

H1 .

(A.6.7)

Por lo tanto, a(·, ·) es coersiva en H1(0, 1).

A.7. Formulación variacional para ecuaciones elíp-

ticas

Sean Ω, Ωi(i = 1, ..., N) dominios acotados en Rs; ∂Ω, ∂Ωi fronteras suaves por
tramos; Aij(x), Ai(x), Bi(x), A(x), f(x) y fi(x) funciones in�nitamente diferencia-
bles excepto en ∪Ni=1∂Ωi ∪ ∂Ω. La ecuación
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s∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
+

s∑
i=1

∂

∂xi
(Ai(x)u) +

+
s∑
i=1

Bi(x)
∂u

∂xi
+ A(x)u = f(x) +

s∑
i=1

∂fi(x)

∂xi
,

(A.7.1)

es llamada ecuación elíptica para cada x ∈ Ω \ ∪si=1∂Ωi y para cada ξ ∈ Rs se
cumple la relación

s∑
i,j=1

Aij(x)ξiξj ≥ k

s∑
i=1

ξ2
i , Aij(x) = Aji(x), (A.7.2)

con k > 0 independiente de x.

Teniendo en cuenta el convenio de suma de Einstein, las ecuaciones (A.7.1) y
(A.7.2) se pueden reescribir como:

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
+

∂

∂xi
(Ai(x)u) +

+Bi(x)
∂u

∂xi
+ A(x)u = f(x) +

∂fi(x)

∂xi
,

(A.7.3)

y
Aij(x)ξiξj ≥ kξ2

i , Aij(x) = Aji(x). (A.7.4)

Por otro lado, si Ai(x) = 0 y Bi(x) = 0, entonces la ecuación (A.7.3) se reduces
a

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
= f(x) +

∂fi(x)

∂xi
. (A.7.5)

La ecuación elíptica (A.7.5) a menudo describe un campo estacionario que podría
ser un campo de temperatura en un medio con tensor de difusión Aij(x). La condición
de Dirichlet

u �∂Ω= 0, (A.7.6)

es impuesta en ∂Ω.

A continuación se formulará el problema variacional de la ecuación elíptica
(A.7.3) sujeta a (A.7.6). Se considera una función φ ∈ D(Ω), entonces al multi-
plicar la ecuación (A.7.3) por φ e integrando sobre Ω, se obtiene:
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∫
Ω

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
φdx+

∫
Ω

∂

∂xi
(Ai(x)u)φdx+

∫
Ω

Bi(x)
∂u

∂xi
φdx

+

∫
Ω

A(x)uφdx =

∫
Ω

f(x)φdx+

∫
Ω

∂fi(x)

∂xi
φdx.

(A.7.7)

Aplicando el método de integración por partes al los dos primeros sumandos del
lado izquierdo de la ecuación (A.7.7) se tiene:∫

Ω

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
φdx = −

∫
Ω

Aij(x)
∂u

∂xj

∂φ

∂xi
dx (A.7.8)

y ∫
Ω

∂

∂xi
(Ai(x)u)φdx = −

∫
Ω

Ai(x)u
∂φ

∂xi
dx. (A.7.9)

De manera análoga para el segundo sumando del lado derecho de la ecuación
(A.7.7) se obtiene: ∫

Ω

∂fi(x)

∂xi
φdx = −

∫
Ω

fi(x)
∂φ

∂xi
dx. (A.7.10)

Sustituyendo (A.7.8) - (A.7.10) en (A.7.7) se obtiene:

∫
Ω

(
Aij(x)

∂u

∂xj

∂φ

∂xi
+ Ai(x)u

∂φ

∂xi
−Bi(x)

∂u

∂xi
φ− A(x)uφ

)
dx

=

∫
Ω

(
−f(x)φ+ fi(x)

∂φ

∂xi

)
dx.

(A.7.11)

Una función u ∈ W 1
2 (Ω) tal que u = 0 en ∂Ω y satisface (A.7.11) para cada

φ ∈ D(Ω) es llamada solución generalizada de (A.7.3) y (A.7.6) en W 1
2 (Ω).

El siguiente resultado nos permitirá garantizar la existencia y unicidad de la
solución generalizada del problema (A.7.3) y (A.7.6) en W 1

2 (Ω) (ver [13], pág. 6).

Teorema A.10 El problema (A.7.3) y (A.7.6) tiene única solución generalizada en
W 1

2 (Ω) y además se cumple

‖ u ‖W 1
2 (Ω)≤ C

(
‖ f ‖L2(Ω) +

s∑
i=1

‖ fi ‖L2(Ω)

)
, (A.7.12)

donde C es una constante positiva. En particular el problema (A.7.5) y (A.7.6) tiene
única solución en W 1

2 (Ω) y cumple (A.7.12).
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A.8. Formulación variacional para el sistema de ecua-

ciones en teoría de elasticidad

Sea R(x), Aij(x) funciones matriciales de s × s con elementos in�nitamente di-
ferenciables en Ω excepto en ∪Ni=1∂Ωi ∪ ∂Ω. Sean f(x, t), fi(x, t) funciones vectoria-
les s−domesionales in�nitamente diferenciables en Ω × (0, T ) (T > 0) excepto en
∪Ni=1∂Ωi ∪ ∂Ω, además R(x), Aij(x) = (aklij (x)) satisfacen las desigualdades:

R(x) ≥ ρoE,
s∑

i,j,k,l=1

aklijξ
k
i ξ

l
j ≥ k

s∑
ik

ξki ξ
k
i

para cada ξki ∈ R, ξki = ξik, x ∈ Ω \ ∪Ni=1∂Ωi, además

aklij = ailkj = akjil = aikji ,

donde ρo, k son constantes positivas y E matriz unitaria. El sistema de ecuaciones

R(x)
∂2u

∂t2
− ∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
= f(x, t) +

∂fi
∂xi

(x, t) (A.8.1)

es llamado sistema no estacionario de ecuaciones en teoría lineal de elasti-
cidad. Aquí aklij (x) es el tensor de rigidez, R(x) = ρ(x)E, ρ(x) es la densidad y u es
el vector de desplazamiento.

Si f, fi son independientes de t, el sistema (A.8.1) se reescribe como

∂

∂xi

(
Aij(x)

∂u

∂xj

)
= f(x) +

∂fi
∂xi

(x). (A.8.2)

El sistema (A.8.2) es llamado sistema estacionario de ecuaciones en teoría
lineal de elasticidad. Se asume la condición de Dirichlet

u �∂Ω= 0. (A.8.3)

Para formular el problema variacional (A.8.2) con condición (A.8.3) se procede
de la siguiente manera. Sea φ función vectorial en D(Ω) y denotando (·, ·) el producto
escalar en Rs, se tiene:

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj
, φ

)
=

(
Aij

∂u

∂xj
,
∂φ

∂xi

)
+

(
∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
, φ

)
. (A.8.4)

Sustituyendo (A.8.2) en (A.8.4) y aplicando la linealidad de la función producto
escalar, se obtiene:
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∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj
, φ

)
=

(
Aij

∂u

∂xj
,
∂φ

∂xi

)
+ (f, φ) +

(
∂fi
∂xi

, φ

)
=

(
Aij

∂u

∂xj
,
∂φ

∂xi

)
+ (f, φ) +

∂

∂xi
(fi, φ)−

(
fi,

∂φ

∂xi

)
.

(A.8.5)

Por lo tanto, (A.8.5) se puede reescribir como:

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj
, φ

)
− ∂

∂xi
(fi, φ) =

(
Aij

∂u

∂xj
,
∂φ

∂xj

)
+ (f, φ)−

(
fi,

∂φ

∂xi

)
. (A.8.6)

Integrando (A.8.6) en ambos lados y aplicando el teorema de Green al lado
izquierdo se obtiene:∫

Ω

(
Aij

∂u

∂xj
,
∂φ

∂xj

)
dx = −

∫
Ω

(f, φ)dx+

∫
Ω

(
fi,

∂φ

∂xi

)
dx, (A.8.7)

para cada función vectorial φ ∈ D(Ω).

Se entiende por solución generalizada del problema (A.8.2) - (A.8.3) a aquella
función vectorial u ∈ W 1

2 (Ω) que satisface (A.8.7) para cada φ ∈ D(Ω). El siguiente
teorema justi�ca el buen planteamiento del problema (A.8.2) - (A.8.3).

Teorema A.11 Existe una única solución generalizada en W 1
2 (Ω) del problema

(A.8.2) - (A.8.3). Para esta solución, se tiene el estimado:

‖ u ‖W 1
2 (Ω)≤ C

(
‖ f ‖L2(Ω) +

s∑
i=1

‖ fi ‖L2(Ω)

)
,

donde C es una constante positiva.
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La función Zeta de Weierstrass

El objetivo del presente apéndice es resumir nociones básicas relacionadas con la
función ℘ de Weierstrass, posteriormente, llegar a la función ζ de Weierstrass,
ya que las soluciones de los problemas locales giran en torno a tal función.

B.1. La función ℘ de Weierstrass.

De�nición B.1 Sean ω1, ω2 ∈ C linealmente independientes en R. Se de�ne el
Lattice generado por ω1, ω2 como

L [ω1, ω2] = {mω1 + nω2 : m,n ∈ Z} .

Por simplicidad, usamos la notación L = L [ω1, ω2] .

Observación B.1 Si ω, ω′ ∈ L, entonces:

1. ω + ω′ ∈ L.

2. nω ∈ L, para cada n ∈ Z.

De la observación anterior, tenemos que L es subgrupo de C y además ω1, ω2

forman una base de C sobre R.
Sean z, w ∈ C. De�nimos la relación z ≡ w mod(L) si y solo si z − w ∈ L. Es

fácil observar:

Observación B.2 Si y, z, w ∈ C, se cumple:

1. y ≡ y mod(L) para cada y ∈ C.

2. Si y ≡ z mod(L), entonces z ≡ y mod(L).

3. Si y ≡ z mod(L) y z ≡ w mod(L), entonces y ≡ w mod(L).

115
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De la observación anterior, se tiene que la relación de Congruencia Módulo L es
relación de equivalencia.

De�nición B.2 Sean L = L [ω1, ω2] y α ∈ C. Se de�ne el Paralelogramo Fun-

damental para el Lattice L como:

P = {α + t1ω1 + t2ω2 : t1, t2 ∈ [0, 1]} .

De la de�nción anterior, se desprende el siguiente Lema:

Lema B.1 Si z ∈ C, entonces existe un único zo ∈ P tal que z ≡ zo mod(L).

Prueba: Primeramente si α = 0, entonces escribimos a z ∈ C como z = aω1 + bω2

con a, b ∈ R. Tomemos los siguientes enteros:

m = máx {n ∈ Z : n ≤ a} ,

n = máx {n ∈ Z : n ≤ b} .

Si t1 = a−m y t2 = b− n, entonces:

z = mω1 + nω2 + t1ω1 + t2ω2 ≡ t1ω1 + t2ω2 mod(L).

Observemos que 0 ≤ ti < 1 para i = 1, 2. Así la clase de congruencia z mod(L)
tiene una representación en el paralelogramo fundamental P. Ahora, por otro lado,
si se tiene que

t1ω1 + t2ω2 ≡ s1ω1 + s2ω2 mod(L) con 0 ≤ si < 1.

Entonces | ti − si |< 1 para i = 1, 2, pero:

(t1 − s1)ω1 + (t2 − s2)ω2 ≡ 0 mod(L),

así ti = si para i = 1, 2. Ahora, si α 6= 0, entonces se aplica lo anterior al elemento
z − α.

�

De�nición B.3 Una función elíptica f (con respecto a L ) es una función mero-
morfa en C, la cual es L−periódica. Es decir;

f(z + ω) = f(z)

para cada z ∈ C y ω ∈ L.

Note que f es L−periódica si y solo si

f(z + ω1) = f(z) = f(z + ω2).
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Si L = L [ω1, ω2] , entonces se de�ne L∗ = L \ {0 + 0i} . Ahora se enunciará un
lema fundamental que ayudará a construir funciones elípticas, cuya demostración se
puede encontrar en [12], pág. 355.

Lema B.2 La serie ∑
ω∈L∗

1

ωλ
, (B.1.1)

es absolutamente convergente para λ > 2.

Como aplicación del Lema (B.2) se tiene el siguiente teorema importante:

Teorema B.1 La serie ∑
ω∈L

1

(z − ω)3
, (B.1.2)

es absoluta y uniformemente convergente en cada recinto compacto de C (donde cada
vez se excluye una cantidad �nita de términos de la serie que tiene polos en dicho
recinto).

Prueba: Es su�ciente suponer que z pertenece a un círculo �jado arbitrario con el
centro en el origen de coordenadas |z| ≤ R. Considere la serie∑

|ω|≥2R

1

(z − ω)3
, (B.1.3)

y así tenemos que 2|z| ≤ |ω|, de donde se tiene que | z
ω
| ≤ 1

2
. Entonces, del término

principal de la serie se tiene:∣∣∣∣ 1

(z − ω)3

∣∣∣∣ =
1

|z − ω|3
=

1(
1−

∣∣ z
ω

∣∣)3

1

|ω|3
≤ 8

|ω|3
.

Del Lema (B.2) se desprende la convergencia absoluta y uniforme de la serie (B.1.3)
en el conjunto |z| ≤ R.

De�namos para cada z ∈ C con |z| ≤ R la función

f(z) =
∑
|ω|≤R

1

(z − ω)3
+
∑
|ω|>R

1

(z − ω)3
. (B.1.4)

El segundo sumando de la serie (B.1.4) del lado derecho se diferencia sólo en una
cantidad �nita de términos de la serie (B.1.3), por tanto, la función así de�nida es
analítica en cualquier círculo |z| < R, a excepción de polos de tercer orden en todos
los periodos pertenecientes al círculo indicado.

�
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Observación B.3 La función f(z) de�nida por la serie (B.1.4) o (B.1.2) es L−periódica.

Prueba: Demostremos que 2ω1 y 2ω2 son periodos de la función f(z). En efecto:

f(z + 2ωj) =
∑
ω∈L

1

(z − (ω − 2ωj))3
. (B.1.5)

Pero ω − 2ωj es también uno de los periodos dados:

ω′j = ω − 2ωj, para j = 1, 2.

Ahora, cuando ω recorre L, ω′j también recorre L, para j = 1, 2, dado que sólo es
una traslación. A partir de (B.1.5) tenemos que

f(z + 2ωj) =
∑
ω∈L

1

(z − (ω − 2ωj))3
=
∑
ω′∈L

1

(z − ω′j)3
. (B.1.6)

Pero la serie (B.1.6) sólo se diferencia en el orden de los términos de las serie abso-
lutamente convergente (B.1.2), es decir, su suma es f(z).

�

Observación B.4 Si z ∈ C, entonces f(−z) = −f(z).

Prueba: Si z ∈ C, entonces:

f(−z) =
∑
ω∈L

1

(−z − ω)3
= −

∑
ω∈L

1

(z − (−ω))3
. (B.1.7)

De forma análoga a la observación (B.3), se tiene que ω′ = −ω es otro de los períodos
dados. Cuando ω recorra L, ω′ también recorrerá L. Ahora de (B.1.7), se tiene

f(−z) =
∑
ω∈L

1

(−z − ω)3
= −

∑
ω∈L

1

(z − (−ω))3
= −

∑
ω′∈L

1

(z − ω′)3
. (B.1.8)

Así la ecuación (B.1.8) sólo se diferencia en el orden de los términos de la serie
absolutamente convergente (B.1.2), y por lo tanto la suma es −f(z).

�

Se concluye que la función de�nida por

f(z) =
∑
ω∈L

1

(z − ω)3
,
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es elíptica e impar. Por otra parte, se tiene que si zo ∈ C tal que zo /∈ L e integrando
la función f(z) término a término a lo largo de una curva recti�cable γ que no pase
por polos y que una a zo con otro z ∈ C, se tiene

Φ(z) = C +

∫ z

zo

f(z)dz = C − 1

2

∑
ω∈L

{
1

(z − ω)2
− 1

(zo − ω)2

}
.

Tomando C de la forma

C = −1

2

1

zo
+
∑
ω∈L∗

{
1

ω2
− 1

(zo − ω)2

}
,

se obtiene:

Φ(z) = −1

2

{
1

z2
+
∑
ω∈L∗

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)}
.

De�nición B.4 (Función ℘ de Weierstrass) Se de�ne la función ℘ deWeierstrass
mediante la fórmula

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈L∗

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
. (B.1.9)

A continuación enunciamos un teorema que garantiza la convergencia absoluta y
uniforme de la función ℘ deWeierstrass con excepción de polos en todo subconjunto
compacto de C. La demostración se puede consultar en [12], pág. 360.

Teorema B.2 La función ℘ de Weierstrass es absoluta y uniformemente conver-
gente en todo subconjunto compacto de C (donde cada vez se excluye una cantidad
�nita de términos de la serie que tiene polos en dicho recinto).

De manera análoga a la demostración de la Observación (B.4), se desprende que
la función ℘ de Weierstrass es par (es decir, ℘(−z) = ℘(z)).

Por otro lado, derivando la función ℘ de Weierstrass tenemos:

d℘

dz
= − 2

z3
− 2

∑
ω∈L∗

1

(z − ω)3
= −2

{
2

z3
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)3

}
= −2f(z).

Observación B.5 La derivada de la función ℘ de Weierstrass es solamente un
factor numérico de la función elíptica f(z) de periodos 2ω1, 2ω2.

De la Observación (B.5) se tiene que:
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d℘(z + 2ωj)

dz
= −2f(z + 2ωj) = −2f(z) =

d℘(z)

dz
, para j = 1, 2. (B.1.10)

Integrando ambos lados de la ecuación (B.1.10) y posteriormente restando el
término ℘(z), se tiene:

℘(z + 2ωj)− ℘(z) = Cj, para j = 1, 2. (B.1.11)

Tomando z = −ωj en la ecuación (B.1.11) y aplicando la paridad de la función
℘ de Weierstrass, se tiene:

℘(−ωj + 2ωj)− ℘(−ωj) = ℘(ωj)− ℘(−ωj) = Cj = 0, para j = 1, 2.

De donde
℘(z + 2ωj) = ℘(z), para j = 1, 2.

De lo anterior tenemos que las funciones ℘ y ℘′ son funciones elípticas. Estas
funciones son fundamentales en la teoría de las funciones elípticas y son llamadas
funciones elípticas de Weierstrass.

B.2. La función ζ de Weierstrass.

Ahora estamos en condiciones de presentar la función Zeta de Weierstrass y
enunciar algunas de sus propiedades que nos serán útiles en el presente trabajo.
Para un conocimiento más profundo ver, por ejemplo, [11], [12].

De�nición B.5 (Función ζ de Weierstrass) La función ζ de Weierstrass es de-
�nida mediante las siguientes condiciones:

1. dζ(z)
dz

= −℘(z).

2. ĺım
z→0

(
ζ(z)− 1

z

)
= 0.

De las condiciones de la de�nición anterior, esta función también puede expre-
sarse como:

ζ(z)− 1

z
= −

∫ z

0

(
℘(z)− 1

z2

)
dz, (B.2.1)

donde la integral se efectúa a lo largo de cualquier curva recti�cable que no pase
por puntos de L∗ y posteriormente, sustituyendo ℘(z) por su desarrollo dado por la
ecuación (B.1.9) e integrando término a término, se obtiene:
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ζ(z)− 1

z
= −

∫ z

0

∑
ω∈L∗

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
dz =

∑
ω∈L∗

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)
,

de donde

ζ(z) =
1

z
+
∑
ω∈L∗

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)
. (B.2.2)

Se observa que la función ζ(z) es meromorfa y tiene polos simples en todos los
elementos de L, además de ser una función impar, como se muestra continuación.

En efecto, se tiene:

(ζ(z) + ζ(−z))′ = ζ ′(z)− ζ ′(−z) = −℘(z)− ℘(−z) = 0,

de donde
ζ(z) + ζ(−z) = C,

o sea, (
ζ(z)− 1

z

)
+

(
ζ(−z) +

1

z

)
= C. (B.2.3)

Ahora, tomando el límite en ambos lados de la ecuación (B.2.3) y de la propiedad 2
de la función ζ(z), se tiene que C ≡ 0. Así se concluye

ζ(−z) = −ζ(z).

Por otra parte, se tiene:

(ζ(z + 2ωj)− ζ(z))′ = ζ ′(z+2ωj)−ζ ′(z) = −℘(z+2ωj)+℘(z) = −℘(z)+℘(z) = 0.

Por lo tanto, se tiene

ζ(z + 2ωj)− ζ(z) = 2ηj para j = 1, 2. (B.2.4)

A partir de la ecuación (B.2.4) podemos tomar la derivada en ambos lados y
llegar a

ζ ′′(z + 2ωj)− ζ ′′(z) = 0, para j = 1, 2.

Aplicando inducción tenemos que para cada n ∈ N se cumple

ζ(n)(z + 2ωj)− ζ(n)(z) = 0, para j = 1, 2. (B.2.5)

De lo anterior, se tienen las siguientes propiedades:

Propiedad B.1 (Casi periodicidad de ζ) La función ζ de Weierstrass tiene las
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siguientes propiedades:

1. ζ(z + 2ωj)− ζ(z) = 2ηj para j = 1, 2.

2. ζ(n)(z + 2ωj)− ζ(n)(z) = 0, para j = 1, 2, y n ∈ N.

Si z = −ωj entonces de la propiedad 1 y de la no paridad se tiene que:

ζ(z + 2ωj)− ζ(z) = ζ(−ωj + 2ωj)− ζ(−ωj) = ζ(ωj)− ζ(−ωj) = 2ζ(ωj) = 2ηj,

de donde tenemos
ηj = ζ(ωj) para j = 1, 2. (B.2.6)

Los número de (B.2.6) son llamados casi periodos básicos de ζ. Además entre
las cantidades

2ωj y 2ηj para j = 1, 2,

existe relación.

Propiedad B.2 (Relacion de Legendre) Se tiene que

2ω2η1 − 2ω1η2 = πi. (B.2.7)

Prueba: Sea Po un paralelogramo fundamental que contenga el origen de coor-
denadas. Por el Lema (B.1), el paralelogramo fundamental no contiene otro polo
distinto del origen de coordenadas. En particular, el paralelogramo Po con vértices

{−ω3, ω1 − ω2, ω3, ω2 − ω1} ,

tal como se observa en siguiente Figura A.1

R

I

O

2

Ꞷ

1

Ꞷ

3

Ꞷ

3

-Ꞷ

2

Ꞷ

-

1

Ꞷ

1

Ꞷ

-

2

Ꞷ

P
0

Figura B.1

donde ω3 = ω1 +ω2; además, tal parelelogramo es fundamental y contiene al ori-
gen de coordenadas. Por otra parte, de la propiedad 2 de la función ζ deWeierstrass
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se tiene zo = 0, es polo de orden 1(polo simple), de donde:

Res(ζ, zo) = ĺım
z→0

zζ(z) = 1. (B.2.8)

De la ecuación (B.2.8) y aplicando el teorema de los residuos (ver [14], pág. 449)
sobre la curva C = ∂ Po se tiene∫

∂Po

ζ(z)dz = 2πi. (B.2.9)

Ahora ocupémonos del lado izquierdo de la ecuación (B.2.9). Al parametrizar la
curva ∂Po e integrando lado por lado de Po, se tiene:∫

∂Po

ζ(z)dz = −2ω1

∫ 1

0

[ζ(2ω1t− ω1 + ω2)− ζ(2ω1t− ω1 − ω2)] dt +

+ 2ω2

∫ 1

0

[ζ(2ω2t− ω2 + ω1)− ζ(2ω2t− ω2 − ω1)] dt. (B.2.10)

Aplicando a los integrandos, la propiedad 1 de la función ζ de Weierstrass (casi
periodicidad) para j = 1, 2 se tiene

−4ω1η2 + 4ω2η1 = 2πi.

�

B.3. Desarrollo en serie de Laurent

En el presente apartado daremos el desarrollo en serie de Laurent de ciertas
funciones meromorfas doblemente periódicas que nos serán de gran utilidad para
buscar soluciones a ciertos problemas en forma de serie, donde el objetivo es hallar
ciertos coe�cientes indeterminados.

La solución de cierto problema de interés se propone como <{F (z)}, siendo

F (z) = aoz +
∞ o∑
k=1

ak
ζ(k−1)(z)

(k − 1)!
, (B.3.1)

donde ak son coe�cientes indeterminados reales, ζ(z) es la función casi periódica de
Weierstrass, de�nida por (B.2.2), y ζ(k)(z) denota la k−ésima derivada de periodos
ω1 y ω2. El superíndice ”o” denota que la suma corre sobre los números impares.
(ζk(z) es analítica en todo |z| < R para cada k ∈ N; por lo tanto, la función F (z)
también lo es a excepción de polos).
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Expresemos la función F (z) en serie de Laurent. Se observa que las primeras 3
derivadas pares de ζ(z) para k = 2, 4, 6 están dadas por:

ζ(2)(z) = −℘′(z) = 2!

{
1

z3
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)3

}
, (B.3.2)

ζ(4)(z) = 4!

{
1

z5
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)5

}
, (B.3.3)

ζ(6)(z) = 6!

{
1

z7
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)7

}
. (B.3.4)

En general, por inducción que para k = 1, 2, 3, . . . , se tiene

ζ(2k)(z) = 2k!

{
1

z2k+1
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)2k+1

}
. (B.3.5)

Ahora, sustituyendo (B.3.5) en (B.3.1) para k ≥ 3 resulta

F (z) = aoz + a1ζ(z) +
∞ o∑
k=3

ak

(
1

zk
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)k

)
. (B.3.6)

Desarrollando en serie de Laurent el término principal de la suma sobre los
Lattices de la ecuación (B.3.6)

1

(z − ω)k
=

−1

(k − 1)!

∞∑
l=0

(l + 1)(l + 2) · · · (l + k − 1)
zl

ωk+l
. (B.3.7)

Dado que
(l + k − 1)! = (l + k − 1)(l + k − 2) · · · (l + 1)l!,

de donde se tiene

(l + k − 1)!

l!
= (l + 1)(l + 2) · · · (l + k − 1). (B.3.8)

El segundo término de la ecuación (B.3.6) es:

a1ζ(z) = a1

{
1

z
+
∑
ω∈L∗

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)}

=
a1

z
+ a1

∑
ω∈L∗

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)
, (B.3.9)
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desarrollando el término

1

z − ω
=
−1

ω

(
1

1− z
ω

)
=
−1

ω

∞∑
l=0

( z
ω

)l
.

Se tiene que la ecuación (B.3.9) se puede expresar como:

a1ζ(z) = a1

{
1

z
−
∑
ω∈L∗

∞∑
l=2

zl

ωl+1

}
=
a1

z
− a1

∞∑
l=2

∑
ω∈L∗

1

ωl+1
zl. (B.3.10)

Por otro lado, sustituyendo la ecuación (B.3.8) en (B.3.7) y posteriormente en el
último sumando de la ecuación (B.3.6), se tiene que:

∞ o∑
k=3

ak

(
1

zk
+
∑
ω∈L∗

1

(z − ω)k

)
=

=
∞ o∑
k=3

ak
zk

+
∞ o∑
k=3

ak
∑
ω∈L∗

(
−1

(k − 1)!

∞∑
l=0

(l + k − 1)!

l!

zl

ωl+k

)

=
∞ o∑
k=3

ak
zk
−
∞ o∑
k=3

ak
∑
ω∈L∗

(
∞∑
l=0

k(l + k − 1)!

k!l!

zl

ωl+k

)

=
∞ o∑
k=3

ak
zk
−
∞ o∑
k=3

ak

∞∑
l=0

(
k

(l + k − 1)!

k!l!

∑
ω∈L∗

1

ωl+k
zl

)
. (B.3.11)

Ahora, suponiendo que la suma de los Lattices

Sλ =
∑
ω∈L∗

1

ωλ
= 0, para λ = 2n+ 1,

entonces, las ecuaciones (B.3.10) y (B.3.11) se trasforman en:

a1ζ(z) =
a1

z
− a1

∞ o∑
l=3

∑
ω∈L∗

1

ωl+1
zl, (B.3.12)

y

∞ o∑
k=3

ak
zk
−
∞ o∑
k=3

ak

∞ o∑
l=1

(
k

(l + k − 1)!

k!l!

∑
ω∈L∗

1

ωl+k
zl

)
. (B.3.13)

Por otro lado, para asegurar que la función (B.3.1) es doblemente periódica de
periodos 2ω1 y 2ω2, se debe de tener que:
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F (z + 2ω1)− F (z) = 0, y F (z + 2ω2)− F (z) = 0, (B.3.14)

de donde, a partir de ((B.3.1)), se tienen:

ao(z + 2ω1)− aoz +
∞ o∑
k=1

ak
ζ(k−1)(z + 2ω1)− ζ(k)(z)

(k − 1)!
= 0, (B.3.15)

y

ao(z + 2ω2)− aoz +
∞ o∑
k=1

ak
ζ(k−1)(z + 2ω2)− ζ(k)(z)

(k − 1)!
= 0. (B.3.16)

Ahora, partir de las propiedades de casi - periodicidad de la función ζ, propiedad
(B.1), las ecuaciones (B.3.15) y (B.3.16) se reducen a:

2aoω1 + a1 (ζ(z + 2ω1)− ζ(z)) = 0, (B.3.17)

y

2aoω2 + a1 (ζ(z + 2ω2)− ζ(z)) = 0. (B.3.18)

que son equivalentes a las expresiones

ao = − η1

ω1

y ao = − η2

ω2

. (B.3.19)

Sumando las expresiones (B.3.12) y (B.3.13) y teniendo en cuenta el coe�ciente
ao en términos de a1, ecuación (B.3.19), se tiene que la serie de Laurent de la función
(B.3.1) viene dada por

F (z) =
∞ o∑
k=1

ak
zk
−
∞ o∑
k=1

ak

∞ o∑
l=1

kηklz
l, (B.3.20)

donde

ηkl =
(l + k − 1)!

k!l!

∑
ω∈L∗

1

ωl+k
=

(l + k − 1)!

k!l!
Sk+l, para k + l 6= 1,

y

η11 =
η1

ω1

=
η2

ω2

.
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Suma de Lattices

En el presente apéndice, presentaremos varios resultados, entre ellos demostrar
la convergencia absoluta de la serie ∑

ω∈L∗

1

ωk+l
. (C.0.1)

Además, se demostrará que el valor de la serie (C.0.1) es un elemento en el campo
R para ciertos periodos de gran importancia en el presente trabajo y para hallar
valores de k + l de tal forma que las series (C.0.1) sean distintas de cero.

C.1. Convergencia de la Serie

La convergencia de la serie ∑
ω∈L∗

1

ωk+l
,

donde ω = mω1 +nω2 es de suma importancia para la existencia de funciones mero-
morfas doblemente periódicas (elípticas), las cuales serán de gran interés (funciones
muy particulares de ellas) para dar solución a ciertos problemas que se tratan en el
presente trabajo.

Lema C.1 La serie ∑
ω∈L∗

1

ωk+l
, (C.1.1)

donde ω = mω1 + nω2, es absolutamente convergente para cada k + l > 2.

Prueba: De la ecuación (C.1.1) tomamos λ = k+ l. Ahora si λ > 2, la convergencia
absoluta se da como caso particular del Lema (B.2) del Apéndice A.

�
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Del Lema (B.2) se tiene que para cada λ > 2

Sλ =
∑

m2+n2 6=0

1

(mω1 + nω2)λ
, (C.1.2)

está bien de�nida.

C.2. Pertenencia de Sλ al cuerpo de los números R

Sabemos que la serie (C.1.2) es convergente para λ > 2; sin embargo, es posible
demostrar que Sλ ∈ R para algunos periodos ω1 y ω2, como muestra el siguiente
Lema:

Lema C.2 Para ω1 = 1, ω2 = e
π
3
i, entonces se tiene Sλ ∈ R.

Prueba: De la ecuación (C.1.2) con ω1 = 1 y ω2 = e
π
3
i, se tiene:

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ qe

π
3
i
)λ . (C.2.1)

Tomando el conjugado en ambos lados de la ecuación (C.2.1) y utilizando pro-
piedades elementales de conjugación, se obtiene

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ qe

π
3
i
)λ =

∑
p2+q2 6=0

1(
p+ qe

π
3
i
)λ

=
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ qe−

π
3
i
)λ . (C.2.2)

De la ecuación (C.2.2) resulta que:

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ qe−

π
3
i
)λ =

∑
p2+q2 6=0

1(
p+ q + qe−

π
3
i − q

)λ
=

∑
p2+q2 6=0

1(
p+ q + q

(
e−

π
3
i − 1

))λ
=

∑
p2+q2 6=0

1(
p+ q − qeπ3 i

)λ . (C.2.3)

Tomando el cambio m = p+ q y n = −q en la ecuación (C.2.3), tenemos:

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ q − qeπ3 i

)λ =
∑

m2+n2 6=0

1(
m+ ne

π
3
i
)λ . (C.2.4)
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La ecuación (C.2.4) se diferencia de la ecuación (C.2.1) en el orden de los térmi-
nos. Por la convergencia absoluta de la serie (C.2.1), Lema (C.1), se tiene:

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1(
p+ q − qeπ3 i

)λ =
∑

m2+n2 6=0

1(
m+ ne

π
3
i
)λ = Sλ.

�

C.3. Valores de λ para que Sλ 6= 0.

El presente apartado se demostrará para que valores de λ ∈ N (n ≥ 3) la serie
Sλ 6= 0. Lo cual se muestra en el siguiente lema.

Lema C.3 La serie Sλ 6= 0 si y solo si λ = 6n para n ≥ 1.

Prueba: De la ecuación (C.1.2) para ω1 = 1 y ω2 = e
π
3
i, se tiene:

Sλ =
∑

p2+q2 6=0

1

(p+ qe
π
3
i)

=
∑

p2+q2 6=0

1

e
π
3
λi(pe−

π
3
i + q)λ

=
∑

p2+q2 6=0

e−
π
3
λi

(pe−
π
3
i + q)λ

= e−
π
3
λi
∑

p2+q2 6=0

1

(q + pe−
π
3
i)λ
. (C.3.1)

Tomando el cambio de variable p = q y q = p en la ecuación (C.3.1) y aplicando
el Lema (C.2) tenemos

Sλ = e−
π
3
λi
∑

p2+q2 6=0

1

(p+ qe−
π
3
i)λ

= e−
π
3
λiSλ = e−

π
3
λiSλ. (C.3.2)

Por lo tanto de la ecuación (C.3.2) se tiene

Sλ
(
1− e−

π
3
λi
)

= 0, (C.3.3)

para cada λ > 2. Ahora de la ecuación (C.3.3) se tiene que si λ > 2, entonces:

Sλ

(
1− cos

(π
3
λ
))

= 0. (C.3.4)



130 Apéndice C

Pero del término derecho de la ecuación (C.3.4) se sabe que:(
1− cos

(
πλ

3

))
= 0 si y solo si

π

3
λ = 2πn,

para n ≥ 1. De donde se tiene que

Sλ 6= 0 si y solo si λ = 6n,

para n ≥ 1.

�
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