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Simbolo  Descripcién
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Xn Denota al vector (X1, Xs,..., X,,)

29 El conjunto potencia de (2

XN
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Capitulo 1

Introduccion

Los grandes avances tecnolégicos de los tltimos afios, particularmente el incremen-
to del poder computacional disponible para un individuo y la enorme cantidad de
datos que se almacenan dia con dia, han extendido el uso de técnicas estadisticas a
casi todos los sectores del quehacer humano. Méas atn, el desarrollo de algoritmos
estadisticos sofisticados, como las Redes Neuronales Artificiales (ANN), han con-
vertido esta tendencia en un éxito rotundo. Sin embargo, de manera paraddjica, el
aprendizaje automatico también se ha transformado en una caja negra para mu-
chos; aun para aquellos familiarizados con la matematica y la computacion.

Es importante notar que, a pesar de la inmensa cantidad de cursos y tutoriales
disponibles en la web que ensenan a implementar algoritmos de aprendizaje au-
tomatico, falta material, particularmente en nuestro idioma, que brinde las bases
tedricas necesarias para comprender de una manera profunda, inclusive elemental,
el marco tedrico bajo el cual se desarrolla el aprendizaje estadistico supervisado,
asi como la intuicion y las garantias detras de sus procedimientos.

1.1. Objetivo y alcance

El objetivo de esta tesis es presentar la teoria necesaria para estudiar, formalmente,
un aspecto del aprendizaje méaquina supervisado (en este caso, el concepto de
generalizacién) con base en un articulo de investigaciéon contemporaneo. Mas aun,
se busca que la teoria expuesta parta de conceptos que deberian ser familiares para
un egresado de una maestria orientada a la probabilidad y/o estadistica.

El alcance de este texto es describir el planteamiento teérico de un problema
de aprendizaje automéatico supervisado usando como principal referencia Shalev-
Schwarz y Ben-David (2014). Asimismo, presentar de manera formal, pero no



exhaustiva, conceptos provenientes de diversas ramas de las matemadticas (con-
cretamente, teorfa de la informacién, optimizacién convexa y transporte éptimo)
con el objetivo de revisar los resultados presentados en Wang y col. (2021) de la
manera mas autonoma posible.

1.2. Relevancia del estudio

La principal motivaciéon detras de esta tesis es contribuir a la bibliografia disponi-
ble a los egresados de maestrias en probabilidad y estadistica en el pais con una
introduccion al estudio del aprendizaje maquina desde un enfoque teodrico y formal;
ademas de proveer referencias concretas para ahondar en los temas presentados.
Mas atn, el autor busca contribuir con la perspectiva de un alumno que siem-
pre se ha visto fascinado por los resultados empiricos de las técnicas estadisticas
contemporaneas pero que, varias veces, se ha encontrado decepcionado con la fal-
ta de claridad en los recursos que explican dichos métodos. Adicionalmente, este
texto tiene el proposito de presentar conceptos y resultados construyendo sobre
teoria bien conocida de probabilidad y estadistica y explicarlos de una manera
mas detallada a la que se presenta en partes de la bibliografia consultada durante
el desarrollo de esta tesis; concretamente, en los temas de aprendizaje automatico
y teoria de la informacién.

A pesar de que este trabajo no esta disenado para ser leido antes de cursar una
maestria en matematicas, se espera que el presente sirva a algunos estudiantes
para notar el gran esfuerzo que implica entender sélidamente algunos algoritmos
de aprendizaje automéatico y que este proceso requiere de estudiar matematicas
mas alla de lo que se puede hacer en una licenciatura o una maestria.

1.3. Esquema general

Esta tesis consiste de cinco capitulos, adicionales al presente, divididos en tres
partes. En la primera de éstas (Capitulos 2, 3 y 4), se expone la teoria bésica
correspondiente a la Teoria de la Informacién, la Optimizacién Convexa, el Trans-
porte Optimo y el Aprendizaje Méaquina, respectivamente. El Capitulo 2 introduce
conceptos fundamentales de la Teoria de la Informacion: la entropia de Shannon,
la divergencia de Kullback-Leibler y la informacion mutua junto con algunas pro-
piedades de éstas. El objetivo del Capitulo 2 es ayudarnos a comprender mejor la
informacién mutua para entender cémo es utilizada en Wang y col. (2021) para
estudiar el concepto de generalizacion en el aprendizaje automatico supervisa-
do.



El Capitulo 3 presenta algunas bases tedricas de la optimizacion convexa necesarias
para resolver problemas de aprendizaje estadistico. Adicionalmente, en este capitu-
lo se introducen, de manera superficial, algunas ideas del Transporte Optimo. Estas
se utilizan para acotar la informaciéon mutua, lo que a su vez nos permitira describir
la capacidad de generalizacién de un algoritmo en términos de cantidades faciles
de estimar. Finalmente, el Capitulo 4 se ayuda, particularmente, del Capitulo 3
para presentar una teoria enfocada al estudio formal del aprendizaje automatico
supervisado y la resolucién de problemas de prediccion/clasificacion.

En la segunda parte de este trabajo (Capitulo 5), se presentan algunos resultados de
articulos recientes (Xu y Raginsky 2017 y Bu, Zou y Veeravalli 2020) que juegan un
papel esencial en Wang y col. (2021) para analizar la capacidad de generalizacién de
un algoritmo de aprendizaje. Concretamente, se prueba una selecciéon de resultados
de Xu y Raginsky (2017) y Bu, Zou y Veeravalli (2020) de los cuales se deducen
los lemas necesarios para demostrar el Teorema 1 en Wang y col. (2021).



Capitulo 2

Preliminares de Teoria de la
Informacion

Como se mencioné en la Introduccion, el objetivo de esta tesis es presentar las
bases tedricas necesarias para estudiar la capacidad de generalizacion de un algo-
ritmo de aprendizaje automatico supervisado conforme se detalla en Wang y col.
(2021); concretamente, del descenso por gradiente de la dindmica de Lan-
gevin. Dos de los recursos tedricos que nos permitiran describir esta capacidad de
generalizacién provienen de la teoria de la informacién: la informaciéon mutua y
las desigualdades fuertes de procesamiento de la informacion.

El objetivo de este capitulo es brindar una introduccién breve y formal a la Teoria
de la Informacién. Se revisaran desde conceptos fundamentales de esta rama de
las matematicas, como la entropia de Shannon, hasta aquellos que atin conciernen
articulos de investigacién recientes; especificamente, coeficientes de contraccion
asociados a f-divergencias. Este capitulo permite presentar los resultados de Wang
y col. (2021) en el Capitulo 5 de la manera méas autosuficiente posible dentro del
alcance de este texto.

La primera seccion de este capitulo intenta motivar el uso de métodos provenien-
tes de la teoria de la informacién en el andlisis estadistico. La segunda seccién se
centra en el concepto clave detras de la teoria de la informacién: la entropia de
Shannon. A pesar de que ésta no juega un papel dentro de los resultados en Wang
y col. (2021), su estudio es la introduccién, por excelencia, a los objetivos gene-
rales de la teoria de la informacion. Posteriormente, con ayuda de la derivada de
Radon-Nykodim, se introduce la Divergencia de Kullback-Leibler en un contexto
general. Esta funge como una pseudodistancia entre distribuciones de probabili-
dad por lo que es ideal para construir una herramienta que intenta cuantificar la



dependencia entre variables aleatorias: la informacion mutua. Finalmente, en la
ultima seccién se generaliza la nocion detras de la divergencia de Kullback-Leibler
mediante el estudio de la familia de f-divergencias y las desigualdades fuertes de
procesamiento de la informacién.

2.1. Introduccién a la teoria de la informacion y
su conexion con la inferencia estadistica

Uno de los principales objetivos de la teoria de la informacién es: « [...] mejorar
el diseno de senales, y de los canales mediante los cuales éstas se transmiten,
para comunicar y almacenar informacion de manera 6ptima, ademas de permitir
la decodificacién mas efectiva» (Duchi 2019, p. 6). En este sentido, la teoria de la
informacion proporciona un marco dentro del cual se pueden plantear y resolver
problemas de naturaleza estadistica.

Por ejemplo, aunque al realizar inferencias estadisticas los canales ya existen de
manera natural, a través de éstos se reciben senales (muestras aleatorias) las cuales
se desean codificar (resumir) con ayuda de una transformacién adecuada (e.g. un
estadistico que estime algin parametro de interés, medidas de tendencia central
y/o de variacién). Posteriormente, se desea decodificar este resumen para entender
mejor el fendémeno o para predecir futuras observaciones.

En particular, de acuerdo con el texto introductorio (Duchi 2019), existen dos pre-
guntas que competen a la teorfa de la informacién que son andlogamente relevantes
para la disciplina estadistica:

1. ;Cuaanta informacién contiene una senal?

2. ;Cuanta informacién puede transmitir de manera confiable un canal con
ruido?

La primera de éstas, naturalmente, puede relacionarse con la informaciéon que pro-
vee una muestra acerca del fenomeno que la genera. La segunda es otra manera de
preguntarse cuanta informacién se puede extraer de una variable Y si se observa
X y éstas estan relacionadas por una distribucién (canal) Py | x. Nuestra introduc-
cién a la teoria de la informacion comienza definiendo una funcién conocida como
la entropia de Shannon la cual pretende contestar la primera interrogante.
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2.2. Entropia

En esta seccién se presenta la definicién de la entropia de Shannon, su version con-
dicional y algunos ejemplos de éstas. Asimismo, se muestran algunas propiedades
que complementan la intuiciéon detras de este concepto.

2.2.1. Definicion

Definicién 2.1 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 1.1). Sea X una variable alea-
toria que toma valores en un conjunto contable X segtin la medida de probabilidad
Px. Se define la entropia de X como

H(X) =Ex <log Pr( )> > Px(z)log Iz 1( } (2.1)

TeEX

Caben recalcar dos puntos importantes de la definiciéon anterior:
= Esta no se limita al caso univariado.

» H(X) es una funcién de Px por lo que es comun denotar por H(Px) a la
entropia de X.

Ejemplo 2.1 (Bernoulli). Sea X una variable aleatoria Bernoulli(p). Con base en
(2.1) se tiene

1 1
H(X):plogg—f—(l—p)logl_ (2.2)

A la funcion de p que define (2.2) se le conoce como la entropia binaria y se denota

usualmente por hy(p).

Ejemplo 2.2 (Uniforme). Sea X una variable aleatoria uniforme en un conjunto
finito X. Luego,

H(X)= ZX |X| log |X| = log | X|. (2.3)

2.2.2. Entropia condicional

Inspirandose en la Definicién 2.1, se puede construir un instrumento que busca
cuantificar la informacion restante en una variable aleatoria X después de observar
otra variable Y.

Definicién 2.2 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 1.3). Sean X y Y dos variables
aleatorias discretas. Se define la entropia condicional de X dado Y como

HOXIY) = B [Py V)] = (log L) (24
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Ejemplo 2.3 (Canal Simétrico Binario). Sean X y Z dos variables Bernoulli
independientes de pardmetros p, « € [0, 1] respectivamente. Definase Y = X & Z,
donde @ representa la suma en Z,. A partir de (2.4) es directo calcular

1 1
H(Y|X):ozlog—+(1—oz)log1 = hy(«).
o

—

Con el objetivo de probar algunas propiedades de la entropia y la entropia diferen-
cial, asi como otros resultados a lo largo de esta seccion, se recurre a la desigualdad
de Jensen para funciones estrictamente convexas, la cual se enuncia y prueba a
continuacion.

Proposicién 2.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f: R — R una funcion estricta-
mente convera. Si X y f(X) son variables aleatorias integrables, entonces

fEX]) <E[f(X)],

con igualdad si y sdlo si X es una constante casi sequramente; i.e. X = E(X).

Demostracion. De acuerdo con la Observacion 1.6.4 en Niculescu y Persson (2018),
f es una funcion estrictamente convexa si y sélo si para todo a € R, existe A € R
tal que

f(z) > f(a) + Mz —a), Vo e R\ {a}. (2.5)

Asi, para xy = E[X], existe \g € R tal que
F(X) = f(xo) + Ao(X = 20),

donde la igualdad se da solamente si X = z(. Debido a la monotonicidad de la
esperanza, lo anterior implica que

E[f(X)] = f(E[X]). (2.6)
Adicionalmente, si se asume que E[f(X)] = f(E[X]), entonces
E[f(X) = (f(@0) + Ao(X — 39))] = 0. (2.7)

Sin embargo, nétese que f(X) — (f(zo) + Ao(X — x¢) es una variable aleatoria
no-negativa por lo que (2.7) se cumple solamente si f(X) = f(xo) + Ao(X — x0)
casi seguramente. Luego, como f es estrictamente convexa, se sigue que X = xg =
E[X] casi seguramente. Finalmente, suponer que X es una constante c.s. implica
directamente que E[f(X)] = f(E[X]) c.s. O

La siguiente proposicién nos brinda algunas propiedades de la entropia y la entropia

condicional. El lector puede notar facilmente lo ttil que resulta la Proposicion 2.1
en las siguientes demostraciones.
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Proposicién 2.2 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 1.1). Algunas propiedades de
H son:

1. H(X) > 0 con igualdad solamente si X es una constante.

2. 81 |X| < o0, entonces H(X) < log|X|, con igualdad si y sélo si X tiene
distribucion uniforme.

3. H(X)=H(f(X)) para toda funcion biyectiva f.
4. Dos desigualdades de la entropia condicional son:
a) 0 < H(X|Y), con igualdad si y solo si X = f(Y) para alguna funcion
f.
b) H(X|Y) < H(X), con igualdad si y sélo si X y Y son independientes.
5. H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X) < HX)+ H(Y).
) =

6. HX) = H(X, )

f(X H(f(X)) con igualdad si y sélo si [ es uno a uno
en el soporte de X.

M:

7. Sise define X' = (Xq,...,X;), entonces H(Xy,..., X)) = > H(X; | X1 <

=1

> H(X;), donde se cumple la igualdad si y sélo si Xy, ..., X, son indepen-
i=1
dientes a pares.

Demostracion.

1. Como Px(x) < 1 para todo = € X, entonces —log Px(X) > 0 casi segura-
mente. Mds aun, la esperanza de una variable aleatoria no-negativa es cero
si y s6lo si ésta es cero casi seguramente; i.e., H(X) = E(—log Px(X)) =0
si y s6lo si Px(X) =1 casi seguramente (X es determinista).

2. Dado que x — logz es estrictamente céncava en (0,00), la desigualdad de
Jensen (Proposicién 2.1) implica que

o2 (1) 22 (e ). o8

con igualdad si y sélo si % =FE (ﬁ()()) casi seguramente. Luego, como

E(PX1(X> = Y.cv Px(x) - % = |X|, de la ecuacién (2.8) se sigue lo
deseado.

3. Sea f(X) ={f(x): x € X}. Nétese que Prix)(y) = P(f(X) =y). En virtud
de que f es biyectiva, para toda y € f(X) existe un tnico z € X tal que
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f(x) =y. Asi, para todo = € &, se tiene Pyx)(f(x)) = Px(x). De tal suerte
que

H(f(X)) =Y Pix)(f(x))log

s Prxy(f ()
1
- IEZXPX(x) log Pr ()
— H(X),

a) Del primer resultado de esta proposicion se sigue que H(Px |y (-|y)) >0
para todo y € Y. Es decir, H(Px|y(-|Y)) > 0. La desigualdad buscada
se obtiene apelando a la monotonicidad de la esperanza y la Definicion
2.2. Adicionalmente, E[H(Px |y (-|Y))] = 0siysélosi H(Px|y(-|Y)) =
0 casi seguramente. Es decir, Px |y es una distribuciéon determinista. Por
lo tanto, H(X |Y) =0 si y sélosi X = f(Y) para alguna funcién f.

b) Nétese que

1 Px(X)Py(Y)
log 5————~ =log——F—-+1o .
CPay(XY) T % Py (XLY) & Py(X)

(2.9)

Al tomar la esperanza de ambos lados de la igualdad con respecto a la
medida Py y se obtiene

(2.10)

H(X|Y) :H(X)+E[log]mm].

Pxy(X,Y)

Dado que = — log x es estrictamente concava, al aplicar la desigualdad
de Jensen a (2.10),

H(X|Y)§H(X)+log]EVm] = H(X), (2.11)
con igualdad si y solo si % = 1 casi seguramente. Es decir,
X 1Y.
5. Es directo deducir
log Py|X(1Y X = log PX,Y(1X7 )~ log PXEX) (2.12)
Al integrar respecto a la medida Py y se obtiene
HY|X)=HX,Y)—- H(X). (2.13)

14



Luego, al reacomodar la ecuacion (2.13) y aplicar el resultado 4, se concluye
HX,)Y)=HX)+ HY |X)<H(X)+H(Y). (2.14)
6. Notese que para toda funcién f, la relacion = — (z, f(x)) es biyectiva. Asi,
debido a 3, 4a y 5 se sigue
H(X) = H(X, f(X)) = H(f(X)) + H(X | f(X)) = H(f(X)).  (2.15)
Noétese que H(X | f(X)) = 0 si y sélo si X es una funcién determinista de
f(X). Es decir, H(X) = H(f(X)) si y solo si f tiene inversa.
7. Dado que Px, x,,. x, = Px, Px,|x, - Px, |x»-1, entonces
1 " 1
=> log —.
Py, .x,(X1,....X,) Py, xi-1(X; | X71)

i=1
Tomando la esperanza de ambos lados de la igualdad y aplicando 4b se
obtiene el resultado buscado.

log

(2.16)

]

Hasta el momento se ha definido la entropia de Shannon y su versién condicio-
nal. Ademas, hemos enunciado algunas propiedades de éstas que concuerdan con
hipétesis intuitivas de cémo se comporta la informacion en la realidad. Por ejem-
plo, la Proposicion 2.2.3 nos dice que una funcién biyectiva preserva la informacion
que nos brinda una variable aleatoria mientras que la Proposicién 2.2.6 nos asegu-
ra que no existe una transformacion que se pueda aplicar a una variable aleatoria
para obtener mas informaciéon de ésta. Sin embargo, la entropia presenta algunas
limitantes; la mas evidente es que sélo estd definida en contextos discretos. La
siguiente seccién busca construir un instrumento con usos similares pero 1util en
situaciones generales.

2.3. Divergencia de Kullback-Leibler

En esta seccién se define una herramienta aplicable en contextos méas generales que
la entropia. Particularmente, esta tltima solo esta definida para variables aleatorias
discretas. Motivado en lo anterior, en esta seccion se define una especie de distancia
entre medidas de probabilidad: la divergencia de Kullback-Leibler. Asimismo, se
revisa su version condicional y algunas propiedades de éstas.

Debido a que se desea construir un utensilio que sea aplicable en un espacio medible
arbitrario, éste se debe definir con ayuda de un concepto suficientemente general.
En nuestro caso, se recurrira a la derivada de Radon-Nikodym, la cual es el enfoque
principal de la siguiente subseccién.
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2.3.1. Derivada de Radon-Nikodym

Definicién 2.3 (Kallenberg 2002). Sea f > 0 una funcién medible en un espacio
de medida (€2, F, ). Se define

(f- 1)) = [ fdu, AeF.

Noétese que la funcion v = f - pu vuelve a ser una medida en (2, F). En este caso,
f es conocida como la u-densidad de v.

El siguiente resultado es una herramienta 1til cuando se trabaja con este tipo de
densidades. La prueba de éste es directa mediante el método estandar.

Proposicién 2.3 (Kallenberg 2002, Lema 1.23). En un espacio de medida (2, F, 11),
dadas dos funciones medibles f : Q@ — Rt y g : Q — R, se tiene [ fgdu =
[gd(f-p) siempre que cualquier lado de la igualdad exista.

Es claro que la existencia de esta clase de densidades puede resultar conveniente
en muchas situaciones por lo que es natural preguntarse cuando esto se puede
asegurar. A esta interrogante responde el Teorema de Radon-Nikodym donde las
siguientes dos definiciones juegan un papel central.

Definicién 2.4 (Kallenberg 2002, p. 12). Dado un espacio de medida (€2, F, i), se
dice que una relacién entre funciones se cumple casi en todas partes con respecto
a 1 (abreviado p-a.e.) si ésta se cumple para todo w € € excepto en un conjunto
A C Q tal que p(A) =0.

Definicién 2.5 (Jacod y Protter 2004, Definicién 28.1). Sean p y v dos medidas
finitas del espacio medible (2, F). Se dice que v es absolutamente continua con
respecto de p si para todo A € F tal que u(A) = 0 se tiene que v(A) = 0. Lo
anterior se denota por v < p.

Demostrar el Teorema de Radon-Nikodym va méas alla del alcance de este trabajo.
Sin embargo, con base en el Teorema 2.10 en Kallenberg (2002) se enuncia dicho
resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Radon-Nikodym). Dadas dos medidas finitas pu y v en
X tales que v < p existe una pi-a.e. unica funcion medible f > 0 con dominio en
X tal que v = f - pu.

Es comtn denotar a f como Z—Z y referirse a ésta como la derivada de Radon-
Nikodym. Nétese que

/Adv=v<A>=<f-u><A>=/Afdu=/AjZdu;
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es decir, esta notaciéon permite escribir:

d
—Vd,u:/ dv.
Adp A

Mas atn, en virtud de la Proposicién 2.3, si v < u, entonces para cualquier funcion

medible g se cumple
/(dy-g> duz/gdv,
dp

siempre que cualquiera de los dos lados de la igualdad exista. Cabe mencionar que

si vy u son distribuciones de variables aleatorias discretas, g—z es el cociente de las

funciones de masa de probabilidades y, andlogamente, si v y p son distribuciones

de variables absolutamente continuas, entonces % es el cociente de las funciones

d
de densidad de probabilidades. g

La derivada de Radon-Nikodym es la piedra angular en la definicién de la Divergen-
cia de Kullback-Leibler; y, en general, de cualquier f-divergencia. Debido a esto,
el desarrollo anterior sera de gran utilidad en la prueba de algunas proposiciones
en un contexto general.

2.3.2. Definicién

Con base en la teoria previa, se define la Divergencia de Kullback-Leibler en su
version mas general.

Definiciéon 2.6 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 1.4). Sea (£2,F) un espacio
medible y sean Py () dos medidas de probabilidad en éste. Definimos la divergencia
de Kullback-Leibler como

dP\ _ dP 1. dP :
D(P||Q) = {EP (log @) =Eq (d@ log d@) , P< Q (2.17)
00, cualquier otro caso.
Adicionalmente, se establece, por convencién, que
0
Olog - = 0. (2.18)

0

En particular, si Q = R, F = B(R), Leb denota a la medida de Lebesgue en
R, tanto P como () son absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue y las funciones de densidad de probabilidades respectivas se denotan por
Py q, entonces

[ p(x)log 28 dx, Leb(p > 0,q = 0) = 0;

] (2.19)
00, cualquier otro caso.

D(PIIQ)Z{
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A continuacién se muestran algunos ejemplos que ilustran cémo utlizar (2.17) y
(2.19).

Ejemplo 2.4 (Bernoulli). Sean Py ) dos medidas de probabilidad correspondien-
tes a un modelo Bernoulli de pardmetros p y ¢ respectivamente, donde p, ¢ € [0, 1].
La definicién establecida en (2.17) dicta que

. (2.20)
00, cualquier otro caso.

plog? + (1 —p)logi=£, p,g€(0,1) 6p=g;
D(PIQ) = { q =
Es comun referirise a la funcién de (p,q) € [0,1]* inducida por (2.20) como la
divergencia binaria y denotarla por d(p||q).

Ejemplo 2.5 (Normal multivariada). Sean X; y X, variables aleatorias normales
n-variadas con media y varianza p; € R™, 31 € Mpun(R) v ps € R") ¥y €
Mn(R) respectivamente, donde 7 y ¥y son matrices invertibles. En virtud de
lo anterior, es claro que las distribuciones Py, y Py, son absolutamente continuas
con respecto a la medida de Lebesgue. Dendtese por px, v px, a las funciones de
densidad correspondientes. Asi, con base en (2.19),

D(Px, || Px,) /le )log (ii&;) dx. (2.21)

Notese que

Px, () _l 0 |272|— X — ) St (x — x — 1) S (x —
() =3 o o )

donde |%;| denota el determinante de la matriz 3;. Es facil corroborar que X — 1
y X1 — pe son variables aleatorias normales n-variadas con matriz de covarianza
Y1 y vectores de medias 0 y (i1 — pz) respectivamente. En virtud de (Seber y Lee
2003, Teorema 5.1) se tiene:

E[(X; — 1) "7 HX) — )] = tr(2718)) = tr(1,) = n. (2.23)

E[(X1 — p2) 251 (X1 — p2)] = t0(257%0) + (1 — o) "S5 (11 — ). (2:24)

Sustituyendo la ecuacién (2.22) en (2.21) y recurriendo a los resultados (2.23) y
(2.24) se concluye que

1 _ _
D(Py, || Px,) = (1 ;E; (IS 4 (i — i) TS5 (it — ) —

(2.25)
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Como ya se menciond, la divergencia de K-L puede interpretarse como una especie
de distancia entre medidas de probabilidad. Naturalmente, una de las primeras
caracteristicas que uno se cuestiona acerca de la divergencia es la positividad. La
siguiente proposicion responde afirmativamente a esa pregunta.

Proposicién 2.4 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 2.1). Sean P y Q) dos medidas
de probabilidad sobre un mismo espacio medible (2, F). Se tiene que

D(P||Q) >0, (2.26)
con iqualdad si y solo si P = Q).

Demostracion. Sea ¢ : Rt — R dada por ¢(x) = xlogz. Claramente, ¢”(x) > 0.
Asi, ¢ es estrictamente convexa. En virtud de la Desigualdad de Jensen (Proposi-
cién 2.1) y la Proposicién 2.3

DP Q) = B (G 10656 ) = 0 (Ba (55 ) = oEr() = 60 =0

dQ Q
con igualdad si y sélo si j—g =1 Q-c.s.; es decir, P = Q). O

Hasta el momento se ha definido la divergencia de K-L y se han presentando
algunos ejemplos de ésta. Sin embargo, para continuar estudiando a fondo algu-
nas de sus caracteristicas es necesario involucrar uno de los componentes mas
importantes y ttiles dentro de la probabilidad contemporanea: la probabilidad
condicional.

2.3.3. Divergencia condicional

De acuerdo con Polyanskiy y Wu (2019), una de la maneras mas comtines para crear
nuevas variables aleatorias de alguna ya existente o definir relaciones entre éstas
es mediante transformaciones aleatorias. Dichas transformaciones se especifican
mediante un kernel de transicion:

Definicién 2.7 (Kallenberg 2002, p. 20). Dados dos espacios de probabilidad
(F,F)y (G,G), una funcién k : G x F' — [0, 1] seréd llamada un kernel de transicién
de F a G si k(- |z) es una medida de probabilidad en (G, G) para todo x € F'y
k(B |-) es una funcién F-medible para todo B € G.

Nota. A lo largo de este texto se denota por Py|x a un kernel de X a Y con el
objetivo de que sean claros los espacios en los que éste opera.
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Definicién 2.8 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 2.2). Sean Py | x, Qy | x kernels
de transiciéon y Px una distribucion de probabilidad. La divergencia condicional
de Kullback-Leibler se define como

D(Pyx || Qv x| Px) = Exupy [D(Pyx(-| X) || Qv x (-] X))]. (2.27)

Ejemplo 2.6 (Canal Simétrico Binario). Sean aq,aq,p € [0, 1]. Témense X ~
Bernoulli(p), Z; ~ Bernoulli(ay) y Zs ~ Bernoulli(a) independientes entre si.
Luego, definase Y7 = X @& Z; v Yo = X @ Z5, donde @ representa la suma de
enteros modulo 2. Notese que

D(Py, | x(-| X) [| Pryx(-] X))

(1 —ay)lix=o) + CV111{X=1}>
(1- Oéz)ﬂ{xzo} +aollix=1)

Oélll{X:()} + (1 — Oél)ﬂ{X1}> (2 28)
aolyx—op + (1 —)lix=1y)

= [(1 — a1)lgx=0y + a1l{x=1}]log (

+ [ T x=0p + (1 — 1) L{x=1y] log <

Asi, con base en (2.28) y la Definicién 2.8, se obtiene
D(BSC(ay) || BSC(az) | Bern(p)) = d(ay || az), (2.29)
donde d esta definida por (2.20) y BSC(c;) denota el kernel de transicion Py, | x.

Una vez definidas la divergencia de Kullback-Leibler y su version condicional, la
Proposicién 2.6 nos provee una lista de propiedades y relaciones entre éstas. Sin
embargo, antes de enunciar dichas propiedades se especifica alguna notacién y se
prueba un resultado fundamental en la prueba de esta proposicion.

Definicién 2.9. Sean (F, F) y (G,G) dos espacios medibles. Supéngase que pu es
una medida de probabilidad sobre (F,F) y k un kernel de transicion de F' a G.
Con base en el Teorema 6.4 en Kallenberg (2002), se define la medida p ® k sobre
F ® G mediante

1@ k) = /,u(dm) / Lo(z,y) k(dy|z); CeF®G. (2.30)

En general, el Teorema 6.4 en Kallenberg (2002) asegura que para una funcién
integrable f con dominio en F' X G

[ rduer)= [ udo) [ Fa.y)k(y|z). (231)

Definicién 2.10. En el contexto de la Definicion 2.9, se define la medida push-
forward k o p sobre (G,G) como

kou(B) =pu®k(F xB), Beg.
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En particular, si se tiene una variable aleatoria X que toma valores en X de
acuerdo con una medida Px y se tiene un kernel de transicion Py |x de X a un
espacio ), uno se refiere a la distribucién pushforward de Y inducida por X y
el kernel Py |x como Py |x o Py. Usualmente, debido a la notaciéon adoptada, se
puede evitar especificar los espacios en los que operan las medidas y los kernels de
transicion.

Ejemplo 2.7. Supdngase que se tienen dos variables aleatorias X y Z que to-
man valores en {0,1} de acuerdo a una distribucién Bernoulli(p) y Bernoulli(«)
respectivamente. Luego, se define la variable Y, como en el Ejemplo 2.6, mediante

Y =Xa&/Z

En este ejemplo se busca encontrar la distribucién de probabilidad conjunta de X
y Y con ayuda de la Definicion 2.9. Concretamente, sea p la medida de probabi-
lidad asociada a una distribucién Bernoulli(p) y sea k : 2{%1} x {0, 1} el kernel de
transicion que cumple
k(0]1) = o= E(1]0),
E(0]0)=1—a=Fk(1|1)
(nétese que el kernel k ha aparecido en otros ejemplos y se le ha denotado por

BSC(a)). En este caso, si C € 201 @ 2{01} "entonces C = A x B para algunos
A, B e 2101} Agi,

Pev(0) = @ KC) = X X nla)k(y )

reAyeEB

Asimismo, se tiene que

kopu(l)=p®k({0,1} x {1})
= (1 =p)k(1]0) + pk(1]1)
=(1-pa+pl-—a).

De igual manera,

kopu(0)=pn®k({0,1} x {0})
= (1 —=p)k(0]0) +pk(0]1)
=(1-p)(1—-a)+ pa.

De tal manera que la distribucion pushforward de Y, en este caso, es Bernoulli de
parametro [1 — pla + p[l — a].
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Proposicion 2.5. Sean QQx y Px dos medidas de probabilidad en un espacio me-
dible (F,F) y Py|x, Qy|x dos kernels de transicion de F' a un espacio medible
(G,G). Definase Qxy = Qx @ Qy|x y Pxy = Px ® Py|x. Si Py x(-|2) <
Qv x(-|x) para todo x € X y Px < Qx, entonces Pxy < Qxy ¥y, Qxy-casi-
sequramente,

dPyy  dPy|x dPx
dQxy dQy|x dQx’

dPy |x  dp _ dPy x(|®) AP
donde sz\f( Cdax (T y) = ngi(-m( ) - oy (%)

Demostracion. Noétese que para C € F ® G

dPy|X(‘I) dPX
dQy x(-|2)"  dQx

Pey(C) = [ Qx(dr) [ 1c(e,9)- (¢) Qv x(dy | o). (232)

Asi, para todo C € F ® G,

dPy|X dPx
dQy | x dQx
De (2.33), se sigue que si Qxy(C) = 0, entonces Pxy(C) =0, C € F®G; es decir,

Pxy < Qxy. Méas aun, dado que % es (Qxy-c.s. la unica funcién que cumple
(2.33), se concluye que

Pyy(C) = / To(z, y) (2, y) dQxy- (2.33)

dpxy_dPY\X dPX

= , — c.s.
WGxy — dQy x dQx" Y

]

Notese que si se toma Py |x = )y | x en el contexto de la Proposiciéon 2.5, enton-

ces
dPx ® Py|x _ dPx

dQx @ Py x CdQx (2:34)

Proposicién 2.6 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 2.2). La divergencia de Kullback-
Leibler cumple las siguientes propiedades siempre que existan las probabilidades
condicionales requlares correspondientes y las derivadas de Radon-Nikodym res-
pectivas.

1. D(Py x||Qy x| Px) = D(Px ® Py x || Px ® Qy|x)-
2. D(Pxy [|@xy) = D(Pyx || Qv x| Px) + D(Px [|Qx)-
3. D(Pxy || Qxy) > D(Py || Qy).
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4. Sean Py|x y Qy|x dos kernel de transicion. Témense Py = Py |x o Px y
Qy = Qy|x o Px. Se cumple que

D(Py || Qy) < D(Pyx || Qv x| Px),
con igualdad si y solo si D(Px |y || Qx vy | Py) = 0.

5. Sea Py|x un kernel de transicién. Toémense Py = Py xoPx y Qy = Py xo
Q) x. Entonces
D(Py ||Qy) < D(Px ||Qx).

Demostracion.

1. En virtud de la Proposicién 2.5,
dPx ® Py x
dPx @ Qy|x

P

:/10g YIX dPX®Py|X
Qv x

(2.31)

=" D(Py|x||Qy x| Px).

D(PX®PY\X||PX®QY|X):/10g dPx ® Py x

2. Apelando a la Proposicién 2.5, se tiene
dPx ® Py|x
dQx @ Qy | x

dPX dPy‘X
— [10 APy & P +/10 APy & P
/ ngX X Y| X ngy|X X Y| X

= D(Px || Qx) + D(Py|x || Qv x| Px).

D(PXYHQXY):/lOg dPx ® Py |x

3. Siguiendo el procedimiento del inciso anterior, se deduce la igualdad andloga

D(Pxy ||Qxy) = D(Py [|Qy) + D(Px v || @x |y | Py). (2.35)

Luego, la desigualdad de interés se sigue de la positividad de la divergencia.

4. De la Proposicion 2.6.2 y de (2.35) se tiene

D(Pxy [|Qxy) = D(Pyx || Qy x| Px) + D(Px || Px)
= D(Px|y||Qx vy | Py)+ D(Py || Qy).

Dado que D(Px || Px) = 0, entonces
D(Pyx || Qv x| Px) > D(Py || Qy),
con igualdad si y solamente si D(Px |y ||@x|v | Py) = 0.
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5. Debido a los resultados en 2.6.2 y 2.6.3 se tiene

= D(Py|x|| Prix | Px)+ D(Px [|@x)
= D(Px || Qx)-

]

Como ya se mencioné anteriormente, con la ayuda de la divergencia de K-L, se
busca desarrollar un concepto analogo a la entropia de Shannon para todo tipo de
variables aleatorias. Lamentablemente, éste resulta ser exclusivamente util cuando
la variable en cuestion es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue.

Definicién 2.11 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 1.5). La entropia diferencial
de un vector aleatorio continuo X esta dada por

h(X) == —D(Px || Leb). (2.36)

Concretamente, si X tiene funcién de densidad de probabilidades px, se tiene que
— 1 . ; —

h(X)=E (log m), en cualquier otro caso h(X) = —oo.

Es importante mencionar que la entropia diferencial no es una generalizacién de la
entropia de Shannon y no comparte las mismas propiedades. Por ejemplo, h puede
tomar valores positivos, negativos o en {—o0,00}. Para una lista ilustrativa de
diferencias se recomienda revisar la advertencia en la pagina 21 de Polyanskiy y Wu
(2019). No obstante, la idéntica relacién que éstas comparten con la informacién
mutua (Proposicién 2.8) le otorga relevancia a la entropia diferencial dentro de
este texto.

Ejemplo 2.8 (Gaussiano). Si X ~ Ny(u,X) con p € R y det X # 0, entonces
h(X) = §log(det(2meX)).
Demostracion. Dado que det(X) # 0, existe la funcién de densidad de probabili-

e (40— )57 (x — )
_ exp(—p(x—p X — [t
P CoI >

Luego,

MX) = log(@n)S]) + 0B (X ) S (X — ). (239
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En virtud del Teorema 5.1 en Seber y Lee (2003), se deduce
E((X =) 'S7HX = p) = tx(S7'8) = tr(ly) = d. (2.39)
Sustituyendo (2.39) en (2.38), se obtiene
h(X™) = ;log((27r)d|2|) + ;d
_ ;(log(det(QweE)).
[

Hasta el momento se ha evitado ahondar en algunos problemas técnicos que acarrea
trabajar con kernels de transicién. La siguiente subseccién es fundamental para
mantener un nivel de formalidad adecuado en este trabajo. Esta se basa en el
Apartado 2.6 de Polyanskiy y Wu (2019).

2.3.4. Algunos problemas de medibilidad

La Definicién 2.8 conlleva una interrogante que quizas haya molestado a los lectores
mas rigurosos. Concretamente, para poder calcular la divergencia condicional en
el caso donde Py |x(-|z) < Qy|x(-|x) para todo # € X es necesario que

dPy|X(' |I)
dQy | x(-| )

sea una funciéon medible en X’ x ). Esto queda asegurado en virtud de la version de
Doob del Teorema de Radon-Nikodym (Cinlar 2011, Teorema 4.44) siempre que
se trabaje con una o-algebra separable de ). Sin embargo, para deducir algunas
propiedades de la informacién mutua se vuelve necesario laborar bajo el siguiente
acuerdo; que también soluciona este problema:

(y)

Acuerdo 1 (Polyanskiy y Wu 2019, Acuerdo A2). Todas las distribuciones conjun-
tas Pxy estan especificadas por medio de datos. Es decir, existen medidas o-finitas
p1y p2 en X'y Y, respectivamente, y una funciéon medible A(z,y) en X x ) tales
que

Pxy(C) ::/C)\(x,y)ul(da:)ug(dy). (2.40)

De lo anterior es posible desintegrar y obtener las marginales y condicionales dadas
por

Pyix(Al2) = [ oy x(y]2)naldy). (2.41)
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Py(B) = /B px (@) (). (2.42)

donde py|x(y|z) = A;az)/) vy px(z) = [y Mz, y)p2(dy). Noétese que dadas dos
medidas Pxy v () xy caracterizadas de esta manera, apelando al teorema de Radon-
Nikodym, se puede asumir que estdn definidas bajo una misma medida dominante.

Maés aun, se tiene que si

PY\X(A’x):/APY|X(y‘x),U2(dy)v QY\X(AW):/APQ/\X(Z/W)Mz(dZ/)

y Py x(-|7) < Py x(-|z), entonces Py xl)
Py xyl2)

Radon-Nikodym. Por lo tanto, ésta es medible en X x ).

es una version de la derivada de

Bajo el Acuerdo 1, es posible asegurar que las distribuciones marginales y con-
dicionales se comportan de manera analoga al caso discreto. Aunque se pierde
generalidad, esto sirve para probar la Identidad de Kolmogorov, la cual es utiliza-
da en las demostraciones del Capitulo 5.

2.4. Informaciéon mutua

Una vez contando con una pseudométrica para medidas de probabilidad como la
divergencia de Kullback-Leibler, es natural utilizar ésta para cuantificar la de-
pendencia entre variables aleatorias al comparar la distribuciéon conjunta con la
distribucion correspondiente al supuesto de independencia. En particular, debido
a las propiedades de la divergencia, ésta cantidad es cero si y so6lo si las variables
son independientes por lo que, en principio, es una herramienta ideal para este
proposito.

2.4.1. Definicion

Definicién 2.12 (Polyanskiy y Wu 2019, Definicién 2.3). Sean X y Y dos variables
aleatorias con distribucién conjunta Pyxy y distribuciones marginales Px y Py. Se
define la informacién mutua entre X y Y como

I(X;Y) = D(Pxy || Px ® Py), (2.43)

donde Px ® Py denota a la medida de producto de Px y Py.

La siguiente proposicion enuncia algunas caracteristicas de la informacion mu-
tua.

Proposicién 2.7 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 2.3). La informacién mutua
posee las siquientes propiedades:
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1. I(X;Y) = D(Pxy || Px ® Py) = D(Py|x || Pv | Px) = D(Px|y || Px | Py).
2. I(X;Y) = I(Y:X).
3. I(X;Y) >0, con igualdad si y sélo si X 1L Y.

Demostracion.

1. Si existen las probabilidades condicionales regulares Py | x y Px |y tales que
Pxy = Px ® Py|x = Px ® Px |y, entonces la Definicion 2.12 implica

I(X;Y)=D(Py® Px |y || Px ® Py) = D(Px ® Py x || Px ® Py). (2.44)
Aplicar la Proposicion 2.6.1 a (2.44) concluye la prueba.

2. Sean X y Y copias independientes de X y Y e independientes entre si.
Definase ¢ : (x,y) — (y,z). Asi, si Z = ¢(X,Y) y Z = ¢(X,Y), entonces
PZ:kopxy,PZ:kOPXY/,PXYZIQ‘OPZyPXY:]{OPZ,dOHde
k(Alx,y) = 1a(y,z). Notese que k es un kernel de transiciéon de X x Y a
Y x X. Asi, en virtud de la Proposicién 2.6.5 (desigualdad de procesamiento
de la informacién para la divergencia), se conluye que

D(Pz|| Pz) < I(X;Y) = D(Pxy || Pxy) < D(Pz|| Pz). (2.45)

3. El resultado se sigue directamente de la Definicion 2.12 y la Proposicién 2.4.

]

Para el caso discreto y el absolutamente continuo, la informacién mutua tiene
una representacion intuitiva con respecto a la entropia y la entropia diferencial
respectivamente.

Proposicién 2.8 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 2.4).

1. 8i X y Y son ambas variables aleatorias discretas

I(X;Y) = H(X)— HX|Y).

2. 81 X yY son ambas variables aleatorias discretas

I(X;Y)=H(X)+HY)-H(X,Y)

3. 51 X yY son vectores aleatorios con densidad conjunta y las tres entropias
diferenciales son finitas, entonces

I(X;Y) = h(X) + h(Y) — h(X,Y).
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Mids aiin, si X tiene densidad marginal y existe la densidad condicional px |y
entonces

I(X;Y) =h(X)—h(X]Y).

Demostracion.

1. Si (X,Y) ~ Pxy, se tiene que

I(X;Y) :E<log

1 1
-k <10g PX<X>> - (l"g Py v (X Y))
H(X) - H(X|Y).

PY(Y)‘PXY(X\Y)>
Px(X) - Py(Y)

2. Nuevamente, si (X,Y) ~ Pxy, entonces

E( PfXYX%)

B ) E((logfiw)]f(logzm)
= X) —H(X,Y

3. Reemplazando las funciones de masa de probabilidades por las funciones de
densidad respectivas en las demostraciones anteriores prueba este caso.

]

Ejemplo 2.9 (Gaussiano). Sean X € R™ y Y € R" vectores conjuntamente
gaussianos. Denotemos por [X,Y] € R*™™ a la concatenaciéon de X y Y. Si las
matrices de correlacion Xx, Xy y Xx,y] son invertibles, entonces

I<X7Y) _ ;bg <det ZX det Ey)

det E[ij]

Demostracién. Se sabe que para un vector aleatorio gaussiano [X,Y] € R
donde X € R™ y Y € R™, los subvectores X y Y son también vectores gaussianos,
es decir, X ~ N, (ux,Xx)yY ~ N,(py, Xy); donde E([X,Y]) = [px, py]. Debido
a que Xx, Xy y Xx,y] son invertibles, entonces existen las funciones de densidad
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respectivas. Luego, en virtud del Ejemplo 2.8 y la Proposicion 2.8.3,

1
I(X:Y) =5 (log[(2me)™ det Xx] + log[(2me)" det Xy] — log[(2me)" ™ det ¥ix v )

1 det EX det Ey
= — 10 -_—
2 & det E[X,y}

2.4.2. Informaciéon Mutua Condicional

Definiciéon 2.13. Dadas tres variables aleatorias X,Y y Z, se dice que éstas
forman una cadena de Markov, denotado por X —Y — Z siysélosi X 1L Z|Y.
Si existen las probabilidades condicionales regulares correspondientes, se tiene que
X =Y — Z siy sélo si

Pzxv(-ly) = Pzix(-|y) @ Px|v(-|y), Yye ).

Definicién 2.14. Sean X, Y y Z variables aleatorias con distribuciéon conjun-
ta Pxyz y condicionales Pxy|z, Px|z v Py|z. Se define la informacién mutua
condicional como

(XY |Z) = /](X; Y | Z = 2)dPy(d2), (2.46)

donde I(X;Y | Z = z) == D(Pxy|z(- | 2) || Px|z(- | 2) ® Py z(-] 2)).

Proposicién 2.9 (Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 2.5). Se tienen las siguientes
propiedades de la informacion mutua y su version condicional:

1. I(X;Z|Y) >0, con igualdad si y sélo si X =Y — Z.
2. (Identidad de Kolmogorov)
I(X,Y;2)=1(X;2)+ I(Y: Z| X)
=IY;Z)+1(X;Z|Y).

3. (Desigualdad de procesamiento de la informacion) Si X —Y — Z, entonces
a) [(X;Z2) < I(X;Y), con igualdad si y sélo si X —Z =Y.
b) I(X;Y|Z2) <I(X;Y).

Demostracion.
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1. De la Proposicién 2.4 se asegura que Iz(X;Y |Z) es una variable aleato-
ria no-negativa. Asi, I(X;Y |Z) > 0. Ademés, I(X;Y |Z) = 0 si y s6lo
si Iz(X;Y | Z) = 0 casi seguramente. Finalmente, la Proposicién 2.4 tam-
bién implica que Iz(X;Y | Z) = 0 casi seguramente si y solo si Pxy|z =

Pxz ® Py z.
2. Ajustando el Acuerdo 1 al contexto de tres variables aleatorias, es directo
deducir que Py |xz = %(XYZZ = %. Asi,
P P - P P P
log —XZ_ — Jog YIXZ TXZ log —2 + log Yzix (2.47)
Pxy Py Py x - (Px - Pz) Px Py Py x Pz x

3. Aplicando la Identidad de Kolmogorov, se obtiene
IV, Z; X) =1 X;YV)+ [(X;Z|Y)=I1(X;2)+ I[(X;Y | Z). (2.48)
Dado que X —Y — Z, (2.48) y la Proposicién 2.9.1 implica que
I(X;Y)=1(X;2)+ (XY | 2). (2.49)

En virtud de que I(X;2),1(X;Y|Z) > 0, se concluye que [(X;Z) <
I(X;Y)y (X;Y|Z2) < I(X;Y). Finalmente, la igualdad en (2.49) asegu-
ra que I(X;Z) = I1(X;Y) siy solosi [(X;Y |Z) = 0; es decir, apelando a
la Proposicion 2.9.1, siy sélosi X — Z —Y.

]

2.5. Desigualdades fuertes de procesamiento de
la informacién

En la Proposicion 2.6.6 se presenté la Desigualdad de Procesamiento de la Infor-
macion para la Divergencia de Kullbak-Leilbler. Intuitivamente, esta propiedad
de la informaciéon mutua nos dice que es imposible procesar la variable Y para
extraer mas informacién respecto a X. Como se menciona en Wang y col. (2021),
bajo ciertas condiciones es posible mejorar dicha desigualdad. De alli surgen las
desigualdades fuertes de procesamiento de la informacion; las cuales, usualmente,
estan relacionadas con un coeficiente de contraccién.

Para estudiar estas desigualdades es necesario generalizar el concepto de la diver-
gencia de Kullback-Leibler. La definicién siguiente tiene este objetivo.

30



Definicién 2.15. Sean f : (0,00) — R una funcién convexa que es estrictamente
convexa en 1 con f(1) = 0y P,Q dos distribuciones de probabilidad sobre el
conjunto X C R? tales que P < Q. La f-divergencia entre Py Q se define como

DArllQ)= [, f(5) @ (250

Algunos ejemplos de f-divergencias populares son la divergencia de Kullback-
Leibler (Dgr,) donde f(z) = xlogx (Definicion 2.6) y la distancia de variacién
total (TV) donde f(x) = |z U La siguiente proposicién nos brinda otra repre-
sentacion de la variacion total Esta caracterizacion serd utilizada para calcular
explicitamente la distancia de variacion total entre dos variables aleatorias gaus-
sianas cuya varianza es un multiplo de la matriz identidad.

Proposiciéon 2.10. Sean P y Q) dos medidas de probabilidad en X con P < @,
entonces

TV(P,Q) = sup [P(E) — Q(E)]. (2.51)

Ecx

Demostracion. Claramente existe una medida de probabilidad p tal que P < p
y @ < p; por ejemplo, p = %(P + Q). Apelando al Teorema de Radon-Nikodym

(Kallenberg 2002, Teorema 2.10), dendtese p := d“ yq = du Luego, en virtud de
la Proposiciéon 2.3,
1 r|dP
PQ) =3 [ |55 -1lde=5 [ = 2.52
v = f|5g - 1lae =3 |GG a-aan e

Nétese que p es Unica pu — c.s., Ademas, para todo A C X

dP dP P
Q-qdﬂzfAde(q-u): AdeQZ/AdP-

De tal suerte que p = % - q p-casi-seguramente. Asi, de (2.52) se sigue

TV(P,Q) =3 / Ip —ql dp. (2.53)
Por otra parte, para cualquier E C X,
P(E)+ P(E°) = 1= Q(E) + Q(E).
Asi,
P(E) - Q(E) = Q(E°) — P(E°). (2.54)

31



De tal suerte que
P(E) - Q(E) = ; (/E(p — q)dp+ /Ec(q - p)du>
1

§2</ IP—Q\du+/ Iq—p!du>
FE Ec

1
- — qldu.

2/Ip qldp

Debido a que la desigualdad anterior es valida para todo E C X, entonces de
(2.53) se deduce
sup [P(E) — Q(E)] < TV(P,Q). (2.55)
ECx
Por otra parte, definase Ey = {x € X : p(z) > ¢q(x)}, de tal suerte que al aplicar,
de nuevo, (2.54) se tiene

TV(P,Q) = ; VEO (p — @)dp + /E (q —p)du] (2.56)
— P(Ey) — Q(Ey). 0 (2.57)
Por lo tanto,
TV(P,Q) < sup[P(E) - QB (259
De (2.55) v (2.58) se concluye lo deseado. O
Ejemplo 2.10.
TV(Na(pi1, 021,), Nalja, 021,)) = 1 — 20 (W) , (2.59)

donde ® es la funcién de supervivencia de una variable normal estdndar univariada.
Demostracion. Con base en (2.57), se tiene
TV(Nd(,ul, O'2Id), Nd(ILLQ, O'QId)) = ]P)1<E0) — ]PQ(E(]), (260)

donde P; y P, son las medidas imagen de las variables gaussianas en cuestion,
Ey = {x € RY: fi(x) > fa(x)} ¥ f1, f> denotan las funciones de densidad de
probabilidades respectivas. Definase ¢ : R — R como

P(x) = 2(p1 — p2) ' x + || 2|3 — [lpea 13-
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Posteriormente, nétese que Fy = {x : ¢(x) > 0}. Asi, en virtud del Teorema
2.2 y el Ejemplo 2.5 en Seber y Lee (2003), si X tiene distribucion Ny(uy, 0%1y),
entonces ¢(X1) ~ Ni([li1 — pal3, 407 — pal3). De tal suerte que

P1(Ep) =P(¢(X1) = 0)

_p <¢(X1) — [l — pa3 > _ [ — /~L2||2>
20|11 — pzll2 20

—1-3 <||M1 —M2||2> .
20

De manera andloga, si Xy ~ Ny(uo, 0%I4), entonces ¢(X5) tiene distribuciéon dada
por Ni(—|lp1 — p2ll?, 40%| 11 — p2f3). Por lo que

]P)Q(EO) :]P)<¢(Xl)+ H:ul_MZH% > H,ul_,MQH2>
200 — palle - T 20
_ g [~ pellz
20 ’
De lo anterior y (2.60) se deduce (2.59). o

Usualmente, las desigualdades de procesamiento de la informacion estéan ligadas a
un coeficiente de contraccién. Si éste tltimo se encuentra en (0, 1), se obtiene una
desigualdad fuerte de procesamiento de la informacion. Motivado en lo anterior,
se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.16. Para un kernel de transiciéon Py | x, se define el coeficiente de
contraccion de Py | x para Dy como

Di(PyixoP||Pyixo0Q
n(Pyix) =  sup i(Pyixo Pl PyixoQ)

PQEP(X): Dy(P||Q)
0<Ds(P||Q)<c0

(2.61)

En general, el supremo se toma sobre un conjunto no-vacio para toda f-divergencia
(una prueba puede encontrarse en el Apéndice A de Polyanskiy y Wu (2017)).
Ademas, es importante notar que la desigualdad de procesamiento de la informa-
cién para la divegencia de Kullback-Leibler se generaliza para toda f-divergencia
(véase Polyanskiy y Wu 2019, Teorema 6.2); es decir,

Di(Py|x o P|[Py|x0Q) < Di(P||Q), VP,Q € P(X). (2.62)

De tal manera que se puede asegurar la existencia de 7y para toda f que cumpla
con la Definicién 2.15. Con base en esto, se denotara por nkr,(Py | x) y nrv(Py | x) al
coeficiente de contraccion del kernel Py | x para la divergencia de K-L y la variacién
total respectivamente.
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Ejemplo 2.11. SiY = X +m - N donde X es una variable que toma valores en
un conjunto acotado X C R? y N es un vector gaussiano estdndar e independiente
del resto de las variables, entonces

nrv(Pyix) =1-20 (W) : (2.63)

donde diam(X) = sup, ey (2" — 2|l2.

Demostracion. En virtud de (Raginsky 2016, Teorema I11.2)

UTV(PY|X) = supX TV(PY‘X( ‘ Qf), PY\X(' | x’)) (264)
z,x’ e
Nétese que Py |x(-|x) es la distribucién de una variable aleatoria Ng(z,mlIg).
Luego, aplicando el Ejemplo 2.10 se obtiene que

nrv(Pyx) = sup (1 - 20 (Hx—x’H2>) : (2.65)

r,2'eX 2m

La ecuacién (2.63) se obtiene al notar que ® es una funcién decreciente. O

La siguiente proposicion muestra que nry, conocido como el coeficiente de Do-
brushin, acota al resto de coeficientes de contraccién. La prueba se puede encontrar
en Cohen, Kempermann y Zbaganu (1998).

Proposicién 2.11 (Cohen, Kempermann y Zbaganu 1998, Proposiciéon 11.4.10).
Para toda f-divergencia

nr(Pyix) < nrv(Py|x). (2.66)

Por otra parte, nky, estd ligado fuertemente a la informaciéon mutua. En parti-
cular, se cuenta con el siguiente resultado cuya demostracién puede revisarse en
el Apéndice B de Polyanskiy y Wu (2016). Esta conexion resulta esencial en el
desarrollo del resultado principal de Wang y col. (2021) y explica la necesidad
de estudiar las desigualdades fuertes de procesamiento de la informaciéon en este
trabajo.

Proposicién 2.12. FEl coeficiente de contraccion para la divergencia de K-L cum-

ple
[(U;Y)

P = —_—. 2.67
) =S ) 200

U-X-Y

0<I(U,X)<o0

Ast, para toda cadena de Markov U — X =Y,

LU;Y) < nxe(Pyx) - 1(U; X). (2.68)
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Discusion

Comprender las motivaciones e interpretaciones detras de la entropia, la diver-
gencia de Kullback-Leibler y, particularmente, la informacién mutua es uno de
los efectos esperados de este capitulo en el lector. Como puede notarse, muchos
de estos conceptos tienen una naturaleza préactica. Sin embargo, esto dificulta la
tarea de generalizar los resultados a espacios de probabilidad arbitrarios. En este
trabajo se ha puesto especial empeno en probar las proposiciones con un grado
de generalidad alto. No obstante, esto lleva a preguntas profundamente tedricas
relacionadas con la medibilidad de funciones y conjuntos que requieren mucho més
tiempo para responder que el que se dedico en la Subseccién 2.3.4. Para més infor-
macion respecto a este ultimo punto, uno puede consultar la seccion How to avoid
measurability problems? en Polyanskiy y Wu (2019).

La teoria de la informacién presenta un conjunto de herramientas ideales para
estudiar conceptos provenientes de otras areas de las mateméticas y las matemati-
cas aplicadas. Particularmente, se logré un avance importante en este capitulo al
deducir ecuaciones y desigualdades relacionadas con la divergencia de Kullback-
Leibler y la informaciéon mutua. Adicionalmente, debido a que calcular, o estimar,
la informaciéon mutua entre dos variables puede ser un trabajo bastante complica-
do, la tultima seccién es la clave para deducir el Lema 2 en Wang y col. (2021),
el cual nos permite, eventualmente, acotar esta cantidad por una mas sencilla de
estimar.

A pesar de lo anterior, aiin quedan varios conceptos por estudiar para poder plan-
tear la teoria detras de un problema de aprendizaje maquina supervisado y deducir
los resultados de Wang y col. (2021). Concretamente, es fundamental tener una
nocion basica de la optimizacion convexa para comenzar a estudiar problemas de
aprendizaje automatico ya que éstos, esencialmente, son problemas de minimiza-
cién. Asimismo, se necesita obtener una herramienta para poder acotar definiti-
vamente la informacién mutua por un factor més sencillo de estimar. En nuestro
caso, se recurrira a la teoria de transporte éptimo para lograr este objetivo.
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Capitulo 3

Preliminares de Optimizacion
Convexa y Transporte Optimo

Hasta el momento se han introducido las ideas relacionadas con la teoria de la
informacion necesarias para alcanzar los objetivos de este trabajo. Ahora, debido
a la fuerte conexion que existe entre la optimizacion convexa y el aprendizaje
automatico, es necesario proveer algunas nociones basicas de esta primera con el
propoésito de mantener las pruebas y explicaciones presentadas en este texto tan
auto-contenidas como sea posible. Asimismo, resulta imprescindible introducir una
herramienta que nos permita acotar la informacién mutua cuando se trabaja con
ruido gaussiano; como es el caso del descenso por gradiente de la dinamica de
Langevin.

El primer objetivo de este capitulo es presentar una introducciéon sucinta a la
optimizacién convexa que facilite la presentacion de ciertos conceptos en el si-
guiente capitulo. El segundo objetivo es acotar superiormente la divergencia de
Kullback-Leibler con ayuda de la distancia de Wasserstein cuando se trabaja con
dos variables con ruido Gaussiano. Para lograr lo anterior, en la segunda seccion se
definiran las distancias de Wasserstein y se probara una desigualdad que conecta
la divergencia con una de éstas. Dicha desigualdad juega un papel fundamental
en las demostraciones de los resultados més importantes que se revisan en este
trabajo.

Estructuralmente, la primera mitad revisa algunas ideas basicas de la optimizacion
convexa: funciones convexas y un algoritmo de optimizacion para éstas. La segunda
mitad introduce el concepto de distancia de Wasserstein basandose, principalmen-
te, en el Capitulo 6 de Villani (2009). La tltima parte de este capitulo consiste en
enunciar y probar el Lema 3.2; el cual es una extension al caso multivariado del
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Lema 3.4.2 en Ranginsky y Sason (2012).

3.1. Optimizacién convexa

Uno de los problemas mas comunes de encontrar en la vida cotidiana es optimizar:
minimizar los gastos del mes, maximizar la ingestién de vitaminas en una dieta,
reducir el tiempo de traslado a la universidad, entre muchos otros. Sin embargo,
como lo menciona Nesterov (2004), la mayoria de las veces el planteamiento tedrico
es mucho mas sencillo que el proceso necesario para obtener una solucion. Mas aun,
en casi todos los contextos, los problemas de optimizacion no tienen una solucién
(Nesterov 2004, p. xv). Particularmente, el aprendizaje estadistico supervisado
se reduce a seleccionar un predictor que minimice el riesgo de equivocarse. No
obstante, uno de los principales obstaculos para resolver el asunto es dar con el
predictor que cumple dicha condicion.

A pesar de lo anterior, se cuenta con una familia de funciones bien comportadas
en ambientes de optimizacion: las funciones convexas. En esta seccion se presen-
ta una teoria basica con el objetivo de responder algunas preguntas importantes
que el lector no familiarizado con este tema puede tener mientras se estudia la
teoria del aprendizaje automatico supervisado presentada en el Capitulo 4. Para

pronfundizar mds en el tema se recomienda consultar Nesterov (2004) y Hazan
(2016).

3.1.1. Conjuntos y funciones convexas

Para entender mejor aquello que caracteriza a la funciones convexas, es de ayuda
comprender el papel que juegan los conjuntos convexos en la definicién de éstas.
Debido a esto, se enuncia la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Se dice que un conjunto K C R? es convexo si para todox,y € K
se tiene
ax+ (1 —a)y € K, Ya €[0,1].

En virtud de la Definicién 3.1 se dice que una funcién f : R? — R es convexa
si su epigrafo es un conjunto convexo de R4l (véase Rockafellar 1997, p.23).
Sin embargo, la siguiente definicion resulta mas apropiada para nuestro contexto y
ambas son equivalentes de acuerdo con el Teorema 4.1 en Rockafellar (1997).

Definicién 3.2. Sea K C RY. Se dice que una funcién f : K — R es convexa si
para cualesquiera x,y € K

flax+ (1 -a)y) <af(x)+(1—-a)f(y), Vae[0,1].
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En particular, la siguiente proposicién nos brinda una ttil caracterizacion de las
funciones convexas cuando éstas son diferenciables.

Proposicién 3.1. Sean K C R d > 1, convexo y f : K — R diferenciable,
entonces [ es convexa si y solo si para todo x,y € K

f(y) = f(x) +(V[(z),y - 2).

Demostracion. Primero, supéngase que f(y) > f(x) + (Vf(x),y — x) para toda
x,y € K. Asi, se tiene que

fx)+(Vf(x),y —x) < f(y),
fiy) +(Vfly),x—y) < f(x).

Sumar las desigualdades anteriores resulta en

(Vfx)=Vf(y),x—y) =0. (3.1)

Luego, témense 0 < a < 3 <1y definansey, =y +a(x—y), ys =y +8x—y)
y ¢ :[0,1] — R como

¢la) = fly +a(x—y)). (3.2)

Notese que ¢ esta bien definida para cualesquiera x,y € K pues K es conve-

xo0. Posteriormente, la regla de la cadena para campos escalares (Apostol 2014,
Teorema 8.8) asegura que ¢ es diferenciable y que

¢'() =(Vf(y +a(x—y)),x—y).
Operaciones aritméticas elementales resultan en

1
5 _
Asi, ¢’ es no-decreciente y, por ello, ¢ es convexa (véase Spivak 2014, Teorema 2).
En particular, si « € [0, 1],

flax+ (1= a)y) = ¢(a) = ¢(a+ (1 -a)0)
< ag(l) + (1 —a)p(0)
=af(x)+ (1 —a)f(y).
De tal suerte que f es convexa segiin la Definicion 3.2. Por otra parte, supéngase

fOAXx+ (1 =XNy) < Af(x)+ (1 =X f(y) para toda A € [0,1] y x,y € K. Es bien
sabido que

(3.1)

¢'(B) — ¢'(a) = <Vf(}’5) F(Ya)¥s = Ya) = 0. (3.3)

(V). y — ) = iy - ) = lim T FRY =) 2 TG

lim N (3.4)
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Ademas, en virtud de que f y K son convexos, para cualesquiera x,y € K, la
funcién ¢ : h — L (x+h(y;x))7f & g no-decreciente y estd bien definida en (0, 1].
Asi, de la ecuacién (3.4) se concluye que para toda x,y € K,

(Vix),y —x) <v() = fly) = f(x).

Por lo tanto,
fly) > (Vf(x),y —x)+ f(x), Vx,y€K.
m

La Proposicién 3.1 provee una manera de minimizar funciones convexas y dife-
renciables en varias variables de una manera analoga a como se ensena en cursos
basicos de calculo diferencial en R. Esto se ve reflejado en la siguiente afirma-
cion.

Proposicién 3.2 (Nesterov 2004, Teorema 2.1.1). Sea K C R? un conjunto con-
vexo y sea f : K — R una funcion convexa y diferenciable. Si V f(x*) = 0 para
algin " € K, entonces * € argmin ;. f(x).

Demostracion. En virtud de la Proposiciéon 3.1, para todo x € K

fx) = f(x7) +(Vf(x7),x =x7) = f(x7).
0

Es decir, si se tiene una funciéon convexa y diferenciable que va de un conjunto
convexo de R? a R, encontrar las raices del gradiente es equivalente a minimizar
la funcion sobre todo su dominio. A raiz de esto, se presenta un algoritmo con el
objetivo de optimizar funciones convexas y diferenciables.

3.1.2. Descenso por Gradiente

No estd de mas mencionar que encontrar las raices de una funciéon arbitraria es
imposible en casi cualquier situaciéon. En virtud de lo anterior, lo mas comun es
recurrir a métodos numéricos para resolver el problema de optimizacion (jya sabe-
mos que la solucién existe cuando se trabaja con funciones convexas!). El descenso
por gradiente (GD) es un algoritmo bastante utilizado en estas situaciones. Debi-
do a esto, conocerlo es fundamental para entender el porqué se introducen nuevos
algoritmos en la Seccion 4.3. Con este propdsito en mente, se describe a grandes
rasgos el contenido del apartado 14.1 en Shalev-Schwarz y Ben-David (2014).

Supdngase que se busca minimizar una funcién convexa y diferenciable f : R — R.
El descenso por gradiente es un algoritmo iterativo, que se inicializa con un punto
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wy, donde se busca encontrar el minimo de f al seguir la direccién contraria a la
que apunta el gradiente mediante el siguiente procedimiento:

Parat =0,1,...,T — 1 realizar:
= Wi =w, —nVf(wy), n>0.

T
Finalmente, regresar w = % > Wy
=1

En general, el algoritmo puede regresar wr o el vector con mejor desempeno, es
decir, arg mine gy f(w;); donde [T] == {1,2, xT'}. Sin embargo, como se plantea
en Shalev-Schwarz y Ben-David (2014), regresar el promedio aritmético resulta
congruente con el planteamiento del caso estocéstico. De acuerdo con (Shalev-
Schwarz y Ben-David (2014), p. 151), la intuicién detras de este procedimiento es
que el gradiente dirige hacia el punto donde se encuentra la mayor tasa incremen-
tal de cambio de f alrededor de w;. Luego, se sigue la direccién contraria para
disminuir el valor de la funcién. A continuacion, se da una definiciéon esencial para
obtener algunas garantias respecto a la convergencia del algoritmo en un contexto
particular.

Definicién 3.3 (Shalev-Schwarz y Ben-David 2014, Definicion 12.6). Una funcién
f :R? — R* es p-Lipschitz si para todo wi, wy € R? se cumple

[F(w1) = f(w2)|| < [[wy — wal|. (3.5)

En el caso de funciones convexas y p-Lipschitz, se puede garantizar la convergencia
del algoritmo al minimo de f. Estas garantias se presentan con ayuda de la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.3 (Shalev-Schwarz y Ben-David 2014, Lemma 14.1). Sean vy, ..., vr
una secuencia arbitraria de vectores. Cualquier algoritmo con inicializacion w; = 0
y regla de actualizacion

Wy = Wy — Ny (3.6)
satisface que
2 lw* | 7«
D (w—w', vy < + o2 [lwl*
t=1 2n 2

En particular, para todo B, p > 0, si para todo t se satisface ||v|| < p y si se escoge
n=\ /5—;, entonces para toda w* con |w*|| < B se tiene

1 T
T E (w, —w*, v) <
t=1

3%
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Demostracion. Notese que
[we —w* —nvi||* = [|wi = w*||* = 20w, — W, pvi) + 7|Vl (3.7)

Luego, (3.7) implica,

1
2n
1

* * 77
~ o (—||Wt+1 — WP+ W —w H2) + §||Vt||27

(W =W vi) = —(—[[wy —w" — 77Vt||2 + |lwe — W*”2 + 772||V’f||2)

donde la tultima igualdad se debe a (3.6). Sumando la dltima igualdad sobre toda
t € [T] implica que

4 1
> (wy th—Q—

t=1

T N
* |2 * |2 2
> (=lwar = WP + flwe = w[?) + 52 vl (3.8)
ni= t=1

Dado que Z (—[[wig1 — w*||> + [[w; — w*||?) es una suma telescépica y, ademés,
se ha escogldo w; = 0, entonces

T
S (< lwees = W24 i = wi?) = w0 I — wrs - WP (3.9)

t=1

Sustituyendo (3.9) en (3.8) es posible concluir que
D (Wi =W vy) < *H 1P+ Z vl (3.10)

entonces

Adicionalmente, si w* < B, ||v¢]| < p y se toma n = \/?T,

1 ZT: ) < 1 <82 T )
—whvy) < o | — np
t:l 2T \ n

1
=57 (Bp\/T +B pﬁ)
By
=T
O
Si f es diferenciable y p-Lipschitz, se tiene que V f(w) < p (véase, por ejemplo, el
Lema 14.7 en Shalev-Schwarz y Ben-David (2014)). Asi, se puede aplicar la Propo-

sicién 3.3 con v, = V f(w;). Concretamente, para el caso convexo y diferenciable
se obtiene el siguiente corolario que nos habla de la convergencia del GD.
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Corolario 3.1 (Shalev-Schwarz y Ben-David 2014, Corolario 14.2). Sea f una
funcién convera, diferenciable y p-Lipschitz. Tomese w* € argmin,, <z f(w).

. . . . 2
St se corre el algoritmo GD durante T iteraciones conn = ‘/%7 entonces el vector

resultante w satisface
@) = flu) < JF.

T
Demostracion. Recordando que w = % >~ wy, al aplicar la desigualdad de Jensen

se obtiene

> (f(we) = f(w")). (3.11)

Luego, como f es convexa, entonces f(w;)— f(w*) < (w,—w*, V f(w;)) para todo
t € [T]. Asi,

£ 3 Flw) = (W) £ 3w = WL (w). (312

1 & Bp

— w; —w Vf(wy)) < —=. 3.13

T ;( ' fw) < 7% (3.13)
Combinando las desigualdades (3.11)-(3.13) se concluye lo deseado. O

Notese que la teoria presentada para el GD se limita a cuando la funcion a analizar
tiene como dominio a R?. Sin embargo, la primera parte de este capitulo nos
sugiere que este método debe funcionar atin cuando dom f C R? Para trabajar
con algoritmos en este nuevo nivel de abstraccion es necesario apoyarse de la
siguiente definiciéon y el subsecuente lema.

Definicién 3.4. Para un conjunto K C R¢ cerrado y un vector x € R? se define
la proyeccion de x sobre K como

Projj(x) = argmin |[|x — y||2.
yeK
Lema 3.1 (Lema de Proyeccién, Shalev-Schwarz y Ben-David 2014, Lema 14.9 ).
Sea K C R un conjunto cerrado y convero. Témese v = Proji(w) para algin

w € RY, entonces
Jw—zl| > [[v—2l, Vze K.
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Demostracion. Dado que K es convexo, entonces para « € (0,1) y x € K, v —
a(x —v) € K. Luego, de la definiciéon de v se sigue

v =wl* < |lv—a(x—v) —w]|

= |v—w|? - 2a(v—w,x — V) + o?||x — v|>.

Asi,
—allx —v|[? <2(v—w,x— V). (3.14)

Tomando el limite cuando o — 0 en (3.14) se sigue
(v—w,x—v)>0. (3.15)
De tal forma que

[w —x[| = [[w = v|[[+2{v —w,x —v) + v - x]

> [lv —x]|
[l

Con ayuda del Lema 3.1, es posible extender el resultado del Corolario 3.1 a fun-
ciones cuyo dominio es un subconjunto convexo y cerrado. Este procedimiento
resultard mas claro cuando se visite la Seccion 4.3 donde se prueba un resultado
similar para un algoritmo que involucra un paso de proyeccion.

A pesar de que se ha profundizado muy poco en la teoria de optimizacién convexa,
el autor espera que aquellos lectores poco familiarizados con el tema hayan com-
prendido mejor la caracterizacion de las funciones convexas y las propiedades que
las vuelven tan tutiles en contextos de optimizacion; asi como el papel que juegan
los métodos numeéricos en estos problemas. Para leer una revisiéon minuciosa acerca
de la optimizacion convexa se puede consultar Nesterov (2004) y para estudiar una
evolucién de ésta, con uso extendido en problemas contemporaneos, Hazan (2016)
es una perfecta introduccion. De esta manera, el enfoque de este capitulo cambia a
la teoria del transporte 6ptimo. Con ayuda de ésta, se busca superar la limitante de
calcular/estimar la informacién mutua para acotar el error de generalizacion.

3.2. Transporte 6ptimo

Supdngase que se es el encargado de entregar los productos que compran consu-
midores en una tienda en linea que cuenta con diversos almacenes. La direccién
de un comprador y la ubicaciéon del producto que adquirié estdn modeladas en el
espacio tridimensional por las medidas de probabilidad p y v respectivamente. Es
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intuitivo pensar que en cuanto mas lejos se encuentren los bienes de la ubicaciéon
del adquisidor, méas costoso debera ser realizar la entrega.

La situacion anterior se puede modelar teéricamente de la siguiente manera. Pri-
mero, definase P(X’) como el espacio de medidas de probabilidad cuyo dominio es
una o-algebra de X. Sean p y v distribuciones de probabilidad en P(X) y P())
respectivamente. Se define el espacio II(u, v) como la coleccién de todas las distri-
buciones conjuntas en X x )} con marginales p y v. Asi, una manera de cuantificar
el costo esperado de una entrega es el costo de transporte 6ptimo entre dos
medidas; el cual esta dado por:

C(pu,v) = Inf c(x,y)dm(x,y), (3.16)

mell(p,v)

donde ¢(x,y) representa el costo de transportar una unidad de masa del punto x
al punto y.

3.2.1. Distancias de Wasserstein

Como lo menciona Villani (2009), puede parecer natural pensar en C' como una
distancia entre la medidas de probabilidad p y . Sin embargo, C' no necesariamente
posee las propiedades caracteristicas de una distancia. No obstante, es sencillo
asegurar que C' cumpla con éstas si se escoge ¢ adecuadamente. Con base en esto,
se da la siguiente definicion y la subsecuente proposicién.

Definicién 3.5. Sea (X, d) un espacio métrico Polaco y sea p € [1,00). Para
cualesquiera dos medidas de probabilidad p,v € P(X), se define la distancia de
Wasserstein de orden p entre p y v como

WEH(P‘?”) X

1/p
Wy (e, v) ;:( inf d(x,y)%w(x,y)) : (3.17)

Proposiciéon 3.4. La distancia de Wassserstein de orden p tiene las caracteristicas
de una métrica, i.e.,

1. Para cualesquiera p,v € P(X)
Wy (p,v) = Wy(v, ).
2. Si py, pe, i3 € P(X), entonces

W, piz) < Wl ) + Wy (o, p3).-

3. Para p,v € P(X) se tiene que W,(u,v) > 0 con igualdad si y sdlo si p = v.
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Demostracion.

1. Dado que d es una métrica, entonces

inf d(z,y)Pd —  inf d(y. z)Pd
kL (z,y)Pdr(z,y) kL (y, z)Pdm(z,y)

—  inf d(z., y)Pd
ot L (z,y)Pdm(z,y)

= Wy (v, ).

2. Sean fiy, fig, g € P(X). Témese a (X7, X3) como un acoplamiento épti-
mo de (u1,p2) v a (Ys,Y3) como un acoplamiento éptimo de (us9, p3) con
respecto a la funcién de costo dP. En virtud del Lema 1.1.10 en Dudley
(1999), existe un vector aleatorio (X7, X%, X3) tal que (X1, X5) & (X1, X))
y (Ya,Y3) 4 (X5, X%). Nétese que, particularmente, (X7, X3) es un acopla-
miento de (p1, u3), de tal forma que al apelar a la desigualdad del tridngulo
se obtiene

W, ) < (B [d0XG, X3P < (B [(d(X, XD+ d(X3, X3)Y])7 . (3.18)

Luego, debido a la desigualdad de Minkowski en L? (véase, por ejemplo, el
Lema 1.29 en Kallenberg (2002))

1

(B [(d(X], X3) + d(X5, X3))] )
< (E[A(X}, X5)])7 + (E [d(X3, X))

3=

(3.19)

Asi, al juntar (3.18)-(3.19) y recordar que (X7, X}) v (X%, X%) son acopla-
mientos éptimos se concluye

B =

Wy (i1, 1s) < (E[d(X], X3)P])7 + (E [d(X}, X3)7])
= Wy(p1, p2) + Wp(pz, ps).

3. Debido a la monotonicidad de la integral, es claro que W, es no-negativa.
Luego, supéngase que W,(u,v) = 0, entonces existe una medida de proba-
bilidad © € II(u,v) concentrada completamente en {(z,z) : * € X}. Sin
embargo, lo anterior sélo puede ocurrir si g = v.

O
Al haber definido las distancias de Wasserstein, estamos preparados para lograr el

objetivo principal de la segunda mitad de este capitulo: enunciar y probar el Lema
3.2. La siguiente subsecciéon se enfoca completamente en cumplir lo anterior.
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3.2.2. Distancia de Wasserstein de segundo orden y la di-
vergencia de Kullback-Leibler

Al intentar acotar el error de generalizacién con ayuda de la informacién mutua,
es indispensable acotar esta ultima. El siguiente lema nos permite encontrar una
cota para la divergencia de K-L con ayuda de la distancia de Wasserstein. Dada
la estrecha relacion entre la divergencia y la informacién mutua, este resultado es
ideal para nuestros intereses.

Lema 3.2. Sea (X,Y) un par de vectores aleatorios que toman valores en RY y
tomese N ~ N4(0, I;) independiente de (X,Y). Para todo t > 0 se cumple

1
D (P || Pryine) < 5 W3 (Px, Py). (3.20)
Demostracion. De la Proposiciéon 2.6.3 se tiene

D(PX,Y,X—i—\/EN H PX,Y,Y+\/ZN) > D(PX—i-\/iN? PY-}—\/ZN)' (321)
Luego, de (2.27) se deduce

D(PX,Y,XJm/ZNv PX,Y,YJM/EN)
=k [D(PX+\/£N|X,Y(' | X, Y) ] PY+\/ZN|X,Y(' | X, Y))} - (322)

Es claro que (X + VIN | X,Y) ~ Ny X, t1y) vy (Y + VIN|X,Y) ~ Ng(Y,t1,).
Asi,

D(PX,Y,XJM/EN’ PX,Y,Y+\/ZN) =E [D (Nd(X»tId) || Nd(YatId))] . (3-23)

En virtud del Ejemplo 2.5 se tiene

D (Ng(X,tTg) || Na(Y,t7'1,)) = 21t(X -YV)I(X-Y)= 21t||X — Y3 (3.24)

De tal manera que combinar (3.21), (3.23) y (3.24) resulta en

1
vl X = YI3] = D(Pyyins Provin): (3.25)

Dado que la desigualdad anterior es valida independientemente de la distribucién
conjunta de (X,Y") y el lado derecho no depende de ésta, entonces

1 ) 2] _ 12
D(Py x| Proin) < 57 fnf | E[IX = Y[5] = Wi (Px. Py). (3:26)
(XY )~p

]
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Discusion

Optimizar estda profundamente ligado a la vida de seres racionales como nosotros,
por lo que es vital preguntarse como resolver este tipo de problemas y, mas im-
portante atun, preguntarse cudles de éstos tienen soluciéon. Como se presentd en
este capitulo, la optimizacién convexa intenta responder a estas preguntas. Es im-
portante mencionar que la teoria presentada en la primera mitad de esta seccién
se puede extender a funciones convexas, sin importar si éstas son diferenciables,
mediante el concepto de sub-gradientes. Sin embargo, este nivel de generaliza-
cién no es necesario para estudiar el algoritmo que nos concierne en este trabajo:
el descenso por gradiente de la dindmica de Langevin. Para ahondar en la teoria
clasica de la optimizacién convexa, se refiere al lector a Nesterov (2004). Méas an,
uno puede revisar Hazan (2016) para estudiar una vertiente mas moderna de esta
teoria: la optimizaicon convexa en linea.

En lo que corresponde a la segunda mitad de este capitulo, una simple consulta
de Villani (2009) es suficiente para entender que la teoria de transporte éptimo es
densa y extensa. Sin embargo, como se presento en la Seccion 3.2, tiene un plantea-
miento intuitivo y su alcance se entrelaza con diversas ramas de las matematicas
por lo que ésta se vuelve una herramienta para atacar distintos tipos de problemas
matematicos.

Una vez establecido el marco tedérico para estudiar problemas de aprendizaje de
maquina supervisado, la Seccién 3.1 servira para establecer una metodologia para
resolver este tipo de cuestiones. El segundo objetivo de este capitulo fue deducir
el Lema 3.2. Este permite, dentro del contexto establecido en Wang y col. (2021),
acotar la informacion mutua superiormente y evitar tener que estimarla a partir
de una muestra (el cual es un trabajo bastante complicado).

Asi, nos encontramos en la situacion adecuada para presentar una teoria orientada
a plantear y resolver problemas de aprendizaje automatico supervisado. Lo cual, a
su vez, nos permitira estudiar caracteristicas de éstos; por ejemplo, como se hace
en Wang y col. (2021), la capacidad de generalizacién de un algoritmo.
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Capitulo 4

Preliminares de Aprendizaje
Maquina

En los capitulos anteriores se revisaron algunos conceptos necesarios para el de-
sarrollo de los resultados principales revisados en este texto. Este capitulo tiene
el objetivo de proveer al lector con el resto de la teoria necesaria para deducir y
comprender éstos.

Concretamente, este capitulo es una introduccion al aprendizaje maquina estadisti-
co y tiene el objetivo de brindar al lector las tltimas herramientas necesarias para
comprender tanto las demostraciones como la relevancia del trabajo presentado
en Wang y col. (2021). Es importante mencionar que, dada la naturaleza practica
del aprendizaje maquina, las ideas presentadas en este capitulo son de gran ayuda
para entender la importancia de encontrar cotas para el error de generalizacién
esperado y las aportaciones de Wang y col. (2021) a esta iniciativa.

Estructuralmente, la primera seccién del presente capitulo intenta motivar el estu-
dio formal del aprendizaje automatico. Dentro de la segunda seccién se presentan
los componentes de un problema de este tipo y algunas posibles soluciones a éste.
Desafortunadamente, a pesar de la sencillez tedrica de estas soluciones, su imple-
mentacién en la practica se convierte en todo un desafio. Debido a esto, en la
ultima secciéon se presentan algoritmos que prometen ayudar a resolver problemas
de aprendizaje estadistico en situaciones especificas (e.g. convexidad y diferencia-

bilidad).
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4.1. Motivacion

En muchos contextos cientificos, econémicos y sociales es usual encontrarse inten-
tando predecir (clasificar) una variable no observada con ayuda de un conjunto de
caracteristicas observadas y (potencialmente) relacionadas con dicha cantidad de
interés. Comunmente, esta variable de interés es llamada variable dependiente
y a dichas caracteristicas se les conoce como las variables independientes del
modelo.

Este tipo de situaciones normalmente se presentan cuando es tanto fundamental
conocer el valor de la variable dependiente como es dificil observarla; por cuestio-
nes de costos, de tiempo, de esfuerzo, etc. De tal manera que resulta mucho més
conveniente, o como unica opcion, obtener los valores de las variables independien-
tes e intentar predecir el valor de la cantidad de interés. Como puede deducirse de
la descripcion anterior, es posible estandarizar los componentes de un problema
de aprendizaje automatizado como se presenta en la proxima seccion.

4.2. Marco tedérico de un problema de aprendi-
zaje estadistico

En general, en todo problema de aprendizaje de maquina se cuenta con:

= Un conjunto de caracteristicas X que contiene las cualidades observables
de interés del fenémeno a estudiar.

= Un espacio de etiquetas ) con todas las posibles categorias a las que
podemos asignar a una instancia.

» Una distribucién de probabilidad u sobre el espacio Z := X x ).

= Un conjunto de datos de entrenamiento, i.e. una muestra aleatoria pro-
veniente de la distribucion p. En este trabajo, una muestra de tamano n sera
denotada por S,,. Bajo estas convenciones, se denota

S = (X0, Ya)s- s (X, Vo)) = (Zas- ., Z0).

= Una clase de hipétesis. Es decir, un subconjunto no-vacio de funciones
de X a Y del cual elegir un predictor/clasificador h. El trabajo de h es
etiquetar una instancia con base en sus caracteristicas observadas. Notese que
si la clase de hipétesis es un conjunto de funciones parametrizadas, entonces
ésta induce un espacio parametral V. Debido a esto, serd comun utilizar ‘H
y W de manera intercambiable.
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En la préctica, al contar con una muestra aleatoria observada de (X,Y’), denota-
da por s, = {(z1,11),---,(Tn,yn)}, se busca encontrar un predictor h € H que
aproxime correctamente a'Y con base en la informacién que proporciona X . Es par-
ticularmente importante notar la vaguedad que conlleva la palabra correctamente
en la oracién anterior; esto se debe a que la manera de calificar el desempeno de
un predictor queda en manos de quien estudia el fenémeno de interés. Es por esto
que se vuelve necesario anadir un iltimo elemento a la lista anterior:

s Una funcién de pérdida ¢ : H x Z — R que cuantifique el error en el que
incurre un clasificador en un punto de caracteristicas y etiquetas (z,y) € Z.

Ejemplo 4.1. Supéngase que se trabaja con 8 imagenes en blanco y negro con
una resolucién de 15 pixeles donde cada una de éstas representa un digito dentro
del conjunto {1, 7}; las cuales se muestran en la Figura 4.1. En este caso, se puede
plantear un problema de aprendizaje estadistico de la siguiente manera: sea X
el conjunto de matrices de 5 x 3 con entradas en {0,1}; i.e. X = M;,3({0,1})
y sea ) = {1,7}. Finalmente, se ha decidido trabajar con la clase de hipdtesis
H = {h;:t € R} donde
1, Zj x; <t

hilw) = {7, Sy >t

4 1T

Figura 4.1: Conjunto de entrenamiento de 8 imagenes de 15 pixeles (Sg) que re-
presentan al digito 7 (izquierda) y al digito 1 (derecha).

Definicién 4.1. En el contexto de un problema de aprendizaje automatico, se
define el riesgo real de un clasificador h : X — ) como

donde el vector (X,Y) tiene distribucién pu.

La Definicién 4.1 parece proporcionarnos una manera sensata de seleccionar un
clasificador de H; simplemente, elegir una hipdtesis que minimice el riesgo real.
No obstante, es importante tener en mente que, usualmente, la distribucién p es
desconocida, por lo que es imposible calcular L,(h) para cualquier h € H. Una
posible solucion a esto, es utilizar un estimador insesgado de L, que si se pueda
computar.
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Definicién 4.2. Dada una muestra S, = {(X1,Y1),...,(X,,Ys)}, se define el
riesgo empirico de un clasificador h € ‘H como

= IS (x,v) (4.2)

=1

3\*—‘

Como se aprecia en la ecuacién (4.2), dada una muestra aleatoria S,, es directo
calcular el riesgo empirico. Més aun, es facil corroborar, apelando a la linealidad
de la esperanza, que el riesgo empirico es un estimador insesgado del riesgo real.
Debido a lo anterior, es una practica comun seleccionar el predictor con el menor
riesgo empirico para la muestra dada.

Por otra parte, dado que el marco tedrico detallado antes no establece como selec-
cionar un clasificador adecuado, otra estrategia podria ser tomar predictores con
riesgo empirico bajo y seleccionar uno de éstos de acuerdo con alguna distribuciéon
de probabilidad. En general, cualquier manera, determinista o aleatoria, de selec-
cionar un clasificador con base en la muestra es una opcién valida desde un punto
de vista tedrico. Esto se representa en la siguiente definicion.

Definicién 4.3. Se le llama algoritmo de aprendizaje a una variable aleatoria
W que toma una muestra .S, y devuelve una hipdtesis en H de acuerdo con una
distribucion Py g, -

La préxima definicién no es mas que un ejemplo de un algoritmo de aprendizaje co-
mo una funcién determinista de la muestra; es decir, Py g, (- | 5,,) es la distribucion
de una variable aleatoria constante.

Definicién 4.4. Dada una una funcién de pérdida ¢ y una clase de hipdtesis H,
el algoritmo de minimizacién del riesgo empirico se define como

ERMy(S,) € argmin Lg, (h), (4.3)
heH

donde los empates se rompen de manera arbitraria y

argmin Lg, (h) ={h € H : Lg,(h) < Lg,(h*), Yh* € H}
heH

Ejemplo 4.2. Al seleccionar la funcién de pérdida 0-1, es decir, al usar l(h, (z,y)) =
Lh(z)2y Para trabajar con el Ejemplo 4.1, el ERMjy,(Ss) esta dado por cualquier hy
tal que t € [6,7).

En pocas palabras, desde un punto de vista tedrico, lo ideal es seleccionar al
clasificador h € H con el menor riesgo real posible. Sin embargo, la distribucién p
raramente es conocida por lo que este método resulta inaplicable. No obstante, se
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puede recurrir a minimizar un estimador insesgado del riesgo real, el cual hemos
llamado riesgo empirico, y de esta manera obtener un predictor ERMy(S,) €

H.

Al concentrarse en minimizar el riesgo empirico es importante no perder de vista
que solamente el riesgo real permite asegurar, desde el punto de vista de la es-
tadistica clasica, que, en promedio y a largo plazo, se obtendran predicciones con
precision acorde a éste. Dicho de otra manera, bajo este acercamiento ERMy (S,,)
podria tener un desempeno excepcional en nuestra muestra observada pero pro-
ducir resultados mediocres una vez implementado en la practica. Motivado de la
anterior, surge la siguiente definicién.

Definicién 4.5. Dado un problema de aprendizaje estadistico y un algoritmo de
aprendizaje caracterizado por Py |s,, el error de generalizacion es la diferencia
L,(W)— Lg, (W) y su esperanza se denota como

gen(y, Py s,) = E[L,(W) — Ls, (W)], (4.4)

donde la esperanza se toma con respecto a la medida de probabilidad p*"® Py g, -

4.3. Algoritmos para minimizar el riesgo en un
problema de aprendizaje maquina

Ya se ha visto que una solucién sensata a un problema de aprendizaje estadistico
es minimizar L,(h); o en su defecto Lg, (h). No obstante, tal problema de opti-
mizacién puede llegar a ser bastante complicado, por lo que resulta indispensable
recurrir a métodos numéricos para resolverlo. En esta seccién se presentan dos
algoritmos de optimizacion adecuados, en sus respectivos contextos, para esta ta-
rea.

Primeramente, es importante notar que, en virtud del Corolario 3.1, para una
muestra observada s,, es posible minimizar el riesgo empirico L, (h) (bajo las
condiciones adecuadas) utilizando el método del descenso por gradiente (GD). Sin
embargo, un objetivo méds ambicioso es intentar minimizar L,(h), el riesgo real,
mediante GD. Desafortunadamente, la distribucion p es desconocida por lo que
resulta imposible calcular el gradiente de L, (h). No obstante, el siguiente algoritmo
supera esta limitante al seguir una direccién aleatoria en cada paso; una direcciéon
aleatoria cuyo valor esperado debe ser el inverso aditivo del gradiente.
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4.3.1. Descenso por gradiente estocastico

Como se menciona en Shalev-Schwarz y Ben-David (2014), el descenso por gra-
diente estocastico (SGD) presenta una metodologia para minimizar el riesgo real
L,(h). Su planteamiento es analogo al del GD excepto que en cada paso se sigue
una direcciéon aleatoria cuyo valor esperado es un vector que apunta al lado opuesto
del gradiente de la funcién a minimizar.

En particular, en el contexto del aprendizaje maquina con una funcién de pérdi-
da acotada y diferenciable [, dada una muestra aleatoria S, = (Z1,...,2,), €l
SGD(wy,n,T) se implementa mediante

Parat=0,1,...,T — 1, realizar
1. vig1 = wy — nVgl(Wy, Zi11),
2. W1 = Projy (vis)
T

Finalmente, regresar w = % > Wy
=1

Noétese que si l(, z) es diferenciable y acotada para todo z € Z, entonces el Teorema
de Convergencia Dominada de Lebesgue y el Teorema del Valor Medio implican
que

E[Vwl(w, Zi11)] = VWE[l(W, Zi41)] = VL, (w), Vt e [T]. (4.5)
La siguiente proposiciéon nos brinda algunas garantias acerca de la eficacia del

SGD.

Proposicién 4.1. Sea W C R? cerrado y convezo. Si L, : W — R es una funcion
diferenciable y conveza, entonces SGD(wy,n,T) satisface

1 o o wo — Wl G2
E [L“ <T > wtﬂ — L, (w") < 20T + 5 (4.6)
=0

donde w* = argmin,cyyL,(w) y G = sup,cz Sup,epw || VI(w, 2)].

T
Demostracion. Debido a la convexidad de W, % > wy € W. Luego, debido a la
t=1

convexidad de L, y la desigualdad de Jensen, se tiene

L, <; tz:(:) Wt> — L, (w") < ; t:ZO<VLN(Wt),Wt —w"). (4.7)

Al tomar la esperanza de ambos lados de la desigualdad en (4.7) se obtiene

2[5, (15 w)| - Liw) < L S B(VL - W) (45)
w(r 5] ;

t=0
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Por otra parte, en virtud de (4.5),

VL,(w:) =E[VIw,Z;1)]

W =W¢

Luego, dado que w; 1L Z;,4, entonces, apelando a (Jacod y Protter 2004, ejercicio
23.7),
VLM(Wt) = ]E[Vl(wt, Zt-i—l) |Wt]

Asi,
E[(VL.(wi), W, = w")] = E[E[VI(Wy, Zei1) [ Wi, Wi — w7)].

Es claro que w; — w* es una funcién o(w;)-medible. De tal manera que, al aplicar
la linealidad de la esperanza condicional y la regla de esperanza total, se obtiene

E(VL,(w,), w; — w")| = E[VI(wy, Zy11), W, — W5)]. (4.9)

Sustituyendo (4.9) en (4.8)

1 T-1 1 T-1
E LH — Z W¢ — L,u, < — Z E VZ Wt, Zt+1) W*>] (410)
Tz T iz
Adicionalmente, debido al Lema de Proyeccion (Lema 3.1)

[w* — wy || < |Ww* = wi +0Vi(wy, Z0)|?
= ||lw* — WtHZ + 20(VI(Wy, Zpy1), W —wy) + nQHVl(wt, Zt+1)\|2-

Al despejar (VI(wy, Ziy1), w* — w;) de la desigualdad anterior, se sigue
(VIWy, Ziy1), Ww* — wy)
< o (I Wl e = W P Z)) (411
Maés atn,

nG”

1
E(VIWe: Zea)sw' = wi)) < 2B ([[we = W = [win = W) + 5

L (4.12)

Combinando (4.10) y (4.12) y simplificando la suma telescépica se sigue
1 T-1
[z )]

Dado que |[wy — w*||? > 0, se concluye la prueba del enunciado. O

1 T—1

E | 2 (W= WP = o = w?) |+ 257

1
277T

Sllwo = WP = —E([wr — w||*) +

1 * (12 77G2
2nT 2
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El SGD puede ser de gran utilidad para optimizar funciones convexas. Sin embar-
go, en un contexto mas general, el algoritmo puede quedarse atrapado en algin
minimo local. Una alternativa que busca solucionar esta cuestion es el descenso por
gradiente de la dindmica de Langevin (SGLD). La siguiente subseccién menciona
las caracteristicas de éste conforme se explican en Wang y col. (2021).

4.3.2. Gradiente estocastico de la dinamica de Langevin

Recordemos que una solucion sensata para un problema de aprendizaje automati-
co es encontrar el clasificador que minimiza el riesgo empirico. Un algoritmo de
aprendizaje disenado para lograr este objetivo es el descenso por gradiente de la
dindmica de Langevin (SGLD) cuya implementacion se describe a continuaciéon
conforme se detalla en Wang y col. (2021):

Primero, se divide la muestra aleatoria S,, en m mini-batches disjuntos:

Sn = Bi7

l

Il
—_

)

donde |B;| = M y S; N S; = @ para todo ¢ # j. Se inicializa el algoritmo con un
punto aleatorio W, € W y se actualiza usando la siguiente regla:

. R 2
W, = Proj,, (th — Vol (Wiir, By,) + g’t ) , (4.13)
t

donde 7; es la tasa de aprendizaje, [; es el inverso de la temperatura, N es una
variable, completamente independiente del resto, con distribucién Ny(0,1,), b, €
[m]N es la sucesiéon de indices que determina el mini-batch que serd utilizado en
cada paso de entrenamiento, [ es una funcién de pérdida substituta para la funcién
de pérdida [ del problema de aprendizaje maquina en cuestiéon y

Vol (Wy_1,By,) = A14 3N Vul(Wiy, 2). (4.14)

ZEBbt

Finalmente, se devuelve la tltima iteracion como resultado del procedimiento; es
decir, si el algoritmo corre durante 7' iteraciones, éste regresa Wp. Particularmen-
te, la mayor parte de la teoria relacionada con el SGLD proviene de un enfoque
bayesiano. Con esto en mente, recordemos que si W es la variable aleatoria que re-
presenta los “verdaderos” parametros del modelo, entonces una de las metodologias
de la inferencia bayesiana consiste en encontrar el maximo a posteriori (MAP) de
la distribucion pw s, (W | s,) inducida, generalmente, por una funcién de densidad
a priori py(w) y una densidad condicional pz w(z|w).
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Dado que bajo este paradigma, los elementos de la muestra son independientes
cuando se condiciona en W, entonces

pw s, (W] sn) o< pw(w) HPZ\W(% |w).
i=1
De esta forma, un algoritmo de optimizacién como el SGLD resulta ttil también el
contexto bayesiano. Este acercamiento se presenta en Welling y Teh (2011) donde
definen el SGLD mediante la regla de actualizacion

n

Wy = Wiy + (V log pw (Wi—1) + N

> VIOgPZ|W(Z\Wt1))

ZGBbt
+ V2N, (4.15)

o0
bajo la condicién de que Y. 7, = oo y 302, m7 < oo. Nétese que lo anterior es
=1

equivalente a tomar 8, = 1 para toda t y tomar como funcién de pérdida sustitu-
ta

Z(W,Z) = —logpw (W) — nlogpzjw(z|w)

en el planteamiento detallado en Wang y col. (2021) (ademds de pedir que
cumpla las condiciones respectivas). Lo cual resulta en que

n

Val(Wier, By,) = =Vlogpw(Wie1) = 47

> Vwlogpz w(Z|Wi).

ZEBbt

Maés atin, en Welling y Teh (2011) se explica cémo utilizar esta metodologia para
simular muestras de la distribucién posterior. Adicionalemente, existen articulos
mas recientes, como Li y col. (2016), que utilizan el acercamiento bayesiano para
entrenar Redes Neuronales Profundas. En contraste con lo anterior, en el plan-
teamiento del SGLD en Wang y col. (2021) se refiere al lector a Gelfand y Mitter
(1991) donde se presenta al algoritmo puramente como la solucién de una ecuaciéon
diferencial estocastica.

Discusion

En la Seccién 4.2 se describieron todos los componentes de un problema de apren-
dizaje maquina supervisado de tal manera que se pueda estudiar esta rama de las
matematicas aplicadas de una manera estandarizada. Uno de los conceptos cla-
ves presentados es el de algoritmo de aprendizaje. Notese que al seleccionar éste,
se estd decidiendo cudl funcién h € H aceptamos como el mejor clasificador que
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podriamos deducir. Ademas, a los llamados algoritmos de aprendizaje se les per-
mite ser una funcién aleatoria de la muestra y en la Subseccién 4.3.2 se presenta
un algoritmo de aprendizaje el cual se beneficia de no ser una funcién determinista
de los datos de entrenamiento.

Cabe mencionar que una de las carencias de este trabajo es no ahondar en la teoria
del SGLD. Particularmente, existe una extensa bibliografia sobre analisis bayesiano
mediante el SGLD y qué garantias existen al utilizar estas técnicas (véase Li y col.
2016). Sin embargo, no se encontré una referencia con un enfoque aplicado para
el caso que se describe en la primera mitad de la Subseccién 4.3.2. A pesar de que
en Wang y col. (2021) se refiere al lector a Gelfand y Mitter (1991), no es trivial
deducir garantias para este algoritmo a partir de los resultados de este ultimo
texto.

Con este capitulo nos encontramos listos para comprender y apreciar las apor-
taciones de Wang y col. (2021). Particularmente, conocemos los componentes de
un problema de aprendizaje automético supervisado, estamos familiarizados con
el error de generalizacién esperado y la intuicion detras de este concepto. En el
siguiente capitulo se explica mejor la importancia del concepto de generalizacion
y, finalmente, se presentan resultados que nos permiten analizar este fenémeno por
medio del error de generalizacion esperado y la informacién mutua.
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Capitulo 5

Acotando el error de
generalizacion esperado

Hasta el momento nuestros esfuerzos se han concentrado en introducir conceptos
que no necesariamente se revisan durante una maestria enfocada a la probabilidad
y estadistica. El trabajo realizado hasta ahora rendira frutos durante este capitulo
al permitirnos exponer algunos de los resultados presentados en Wang y col. (2021).
Es importante recalcar que la meta principal de esta tesis es presentar éstos con
la mayor claridad posible.

El objetivo de este capitulo es demostrar el teorema principal en Wang y col. (2021)
con el mayor detalle posible. Concretamente, dentro de este capitulo se prueban
todos los lemas utilizados en Wang y col. (2021) para construir una cota para el
error de generalizacion que dependa del algoritmo de aprendizaje.

Estructuralmente, la primera seccion ahonda en el concepto de generalizacion en
el aprendizaje de maquina supervisado. En la parte subsecuente se introducen
las variables aleatorias o-sub-Gaussianas. Luego, en la tercera seccién, este tipo
de variables se utilizan para enunciar un lema que permite acotar el error de
generalizacién con ayuda de la informacién mutua. Finalmente, con ayuda de lo
anterior, en el ultimo apartado de este capitulo se prueba el resultado principal de
Wang y col. (2021).
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5.1. La capacidad de generalizacién de un algo-
ritmo

El aprendizaje maquina puede interpretarse como una evolucién natural de la disci-
plina estadistica en un mundo donde las computadoras se encuentran ampliamente
disponibles. Logicamente, esta nueva disciplina comparte con la estadistica un ob-
jetivo central: encontrar patrones en eventos pasados para poder predecir eventos
futuros; en otras palabras, se busca generalizar el comportamiento de un fenémeno
a partir de observaciones de éste. De acuerdo con Zhang y col. (2021), en el apren-
dizaje supervisado se analiza la capacidad de generalizaciéon de un algoritmo de la
siguiente manera:

1. Se asume que un conjunto de observaciones provienen de un fenémeno fijo
que genera datos.

2. En el paso de entrenamiento se ajusta un modelo a un conjunto de datos.

3. En el paso de evaluacion se juzga el desempenio del modelo en un nuevo
conjunto de datos generados por el mismo fendémeno.

A pesar de que el concepto descrito anteriormente puede parecer sencillo, la teoria
que describe la capacidad de generalizacion que posee un algoritmo ha eludido por
muchos anos a aquellos que investigan el aprendizaje estadistico. Concretamente,
existen una variedad de teorias que buscan explicar el fenémeno de generaliza-
cién: convergencia uniforme, estabilidad de algoritmos, entre otros. Sin embargo,
la validez de estas teorias para explicar la capacidad que tiene un modelo para
generalizar sigue siendo un debate (Zhang y col. 2021).

Actualmente, la eficacia de las Redes Neuronales Artificiales (ANN) para genera-
lizar a partir de lo particular ha orillado a la comunidad cientifica a replantearse
algunas nociones respecto a la capacidad de generalizaciéon de un algoritmo. En
particular, Zhang y col. (2021) mencionan: «|...] hemos encontrado que la mayoria
de las mas populares maneras de explicar la generalizacién fracasan al intentar ex-
plicar lo que sucede en los modelos de aprendizaje profundo mas recientes.»

Concretamente, en el articulo de Zhang y col. (2021) se prueba que una clase
particular de redes neuronales es capaz de memorizar una muestra de tamano n
(donde cada instancia es de dimenisén d) siempre que se cuente con p = 2n + d
parametros. Sin embargo, este nivel de expresividad en los datos de entrenamiento
junto con la evidencia empirica respecto a la gran capacidad de generalizacion de
las ANN, desacredita ideas clasicas que aseguraban deficiencias en la generalizacion
si el modelo se ajusta demasiado a la muestra.

En Wang y col. (2021), se usa el error de generalizacién esperado (Defini-
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cién 4.5) como una herramienta para cuantificar la capacidad de generalizar de
un algoritmo de aprendizaje. En este articulo se deduce una cota para éste, la
cual esta basada en la relacion entre la muestra y el algoritmo implementado para
la optimizacion de los parametros. Este trabajo es parte de un esfuerzo conjunto
por estudiar la generalizacion de las redes neuronales desde una nueva perspecti-
va.

5.2. Variables aleatorias o-sub-(Gaussianas

La representacion variacional de la divergencia de Kullback-Leibler (Polyanskiy
y Wu 2019, Teorema 3.5) permite encontrar desigualdades que involucren a esta
cantidad mediante propiedades de las funciones generadoras de momentos. Con
esto en mente, nos gustaria trabajar con variables aleatorias cuya funcién genera-
dora de momentos esté acotada por una expresion sencilla. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicién 5.1. Se dice que una variable aleatoria U es o-sub-Gaussiana si para
todo A € R

2 2
logE (e’\[U*E(U”) < Ao

<5 (5.1)

Ejemplo 5.1. Es bien conocido (véase, por ejemplo, Seber y Lee 2003, p. 20) que
si X ~ N(u,0?), entonces

2

Asi, las variables aleatorias normales univariadas con varianza o* son o-sub-Gaussianas.

Ejemplo 5.2. Debido al Lema de Hoeffding, es directo corroborar que una variable
aleatoria que toma valores en el intervalo [a, b] es (b — a)/2-sub-Gaussiana.

En la proxima seccion se acotara el error de generalizacion esperado usando la
informaciéon mutua bajo un supuesto de o-sub-Gaussianidad. La principal herra-
mienta que se usa es el teorema de Donsker-Varadhan (Polyanskiy y Wu 2019,
Teorema 3.5).

5.3. Acotando el error de generalizacién utilizan-
do la informaciéon mutua

El siguiente resultado se da en el contexto de un problema de aprendizaje estadisti-
co donde se trabaja con una muestra aleatoria de caracteristicas con sus respectivas
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etiquetas denotada por S, = (Z1,...,Z,) ~ pu®", un algoritmo de aprendizaje W
que toma valores en una clase de hipdtesis VW y una funciéon de pérdida .

Lema 5.1 (Xu y Raginsky 2017, Teorema 1). Si l(w, Z) es o-sub-Gaussiana bajo
W para toda w € VW, entonces

202

lgen(p, Pws,)| < 71(571; W). (5.2)

Demostracién. Sea S, = (Zl, cee Zn) ~ pu®" una muestra aleatoria independiente
de W. Basdndose en (Jacod y Protter 2004, ejercicio 23.7) se sigue que

Lu(W) = E((W, Z) | W), Vi € ] (5.3)

Asi, para todo i € [n], E(L,(W)) = E(I(W, Z;)). Luego,

n

STE(UW, Zy)). (5.4)

B(L,(W) = >

Ademas, con base en (4.2), es directo que

n

E(Ls, (W) = ~ SSE((W, Z). (5.5)

n;3

Sea f: W x Z" — R definida por f(w,s) =+ i l(w,z;) cons = (21,...,2,). De
i=1
tal manera que la diferencia entre (5.4) y (5.5) puede representarse como

13

E([L,(W) = Ls,(W)] = E[f (W, 5n)] — E[f(W, S,)].

Luego,
gen(u, P s,) = E(f(W,S,)) — E(f(W, S,)). (5.6)

Por otro lado, debido a que Z, ..., Z, son independientes, se obtiene

log E(N (82 -BUwS) — 0g | lexp <2 3 (z(w, Z;) — E[l(w, Z)]))]

=1

= i logE (6%[Z(W72i)—E(l(w,Zi)]> ‘
i=1

Asi, si [(w, Z) es o-sub-Gaussiana bajo p para todo w € W, entonces

log E (e%[l(W’Zi)—E(l(Win)]) < \0?/2n% Vie {l,...n}.
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Por lo que

A2
2n

Es decir, f(w,S,) es (0/y/n)-sub-Gaussiana. Definase 7 =

log]E(e/\[f(w,gn)—lE(f(w,Sn))}) < . Yw eW. (5.7)
N

gb(W, S) = f(W, S) - E(f(W, Sn))

La representacion variacional de la divergencia de Kullback-Leibler (Polyanskiy
y Wu 2019, Teorema 3.5) garantiza que para cualesquiera medidas de probabilidad
P y @ en un espacio X, si C denota el conjunto de funciones f : X — R tal que
Eglexp(f(X)] < oo, entonces para toda f € C se tiene que Ep[f(X)] existe y

D(P|Q) = supEp [f(X)] ~ logEq F].

Luego, con base en lo anterior, es posible asegurar, para todo A € R,
D(Pys, || Pw ® Ps,) > E[AG(W, S,,)] — log E[e**W:50)] (5.8)

Asi, al aplicar el teorema de Fubini (Jacod y Protter 2004, Teorema 10.3) y el
hecho de que f(w,S,) es T-sub-Gaussiana, se tiene

B[S0 — /]E (eA[f(w,S'n)fE(f(w,S'n))}) P (duw) < s 59)

Luego, al juntar (5.8) y (5.9), se obtiene

)\27_2

L(W;.5,) = AE[p(W, Sn)] — (5.10)

De tal suerte que la funcién A — 22 — \E(¢(W, S,,)) + I(W;S,) define una

2
parabola no-negativa. Se sigue que el discriminante de ésta debe ser no-positivo,

es decir,

[E(p(W, S,))]? — 2721(W; S,,) < 0. (5.11)

Nétese que de (5.6) se deduce inmediatamente que E[p(W, S,,)] = gen(u, Py s,)-
Asi, al reacomodar (5.11) concluye la prueba. O

Como se menciona en Bu, Zou y Veeravalli (2020), es altamente relevante notar que
I(W; S,,) depende de todos los elementos principales de un problema de aprendizaje
maquina; i.e., la clase de hipdtesis W, la distribucién i de cada elemento de la
muestra y el kernel de transicion Py |g,. Sin embargo, Bu, Zou y Veeravalli (2020)
senalan algunas limitantes de esta cota. En nuestro caso, la més relevante se deriva
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de que si W es una funciéon determinista de S,,, por ejemplo en ERM, entonces

I(W;S,) =0

La alternativa que se propone en Bu, Zou y Veeravalli (2020) se centra en utilizar
una cota basada en la informacién mutua entre cada instancia de la muestra y
el algoritmo de aprendizaje (Individual Sample Mutual Information) conforme se
presenta en el siguiente lema. Ademas, de acuerdo con la Proposiciéon 2 en Bu, Zou
y Veeravalli (2020), ésta es una cota méas estricta que la del Lema 5.1.

Lema 5.2 (Bu, Zou y Veeravalli 2020, Proposicién 1.1). Si l(w, Z) es o-sub-
Gaussiana bajo p para todo w € VW, entonces

ij 202 1(W; Z;). (5.12)

Demostracion. De las ecuaciones (5.4) y (5.5) se sigue

lgen(u, Pw s, )|

3\>—‘

- 2 Smaon, 20y - Baor. 2]

=1

lgen(p, Pw s, )|

Asi, aplicar la desigualdad del tridngulo y el Lema 5.1 reemplazando S, por Z;

resulta en .
Z\/ 2021(W; Z;).

3\*—‘

lgen (i, Pvys,)| <

5.4. Acotando el error de generalizaciéon del
SGLD

En esta seccion se presenta el resultado principal de Wang y col. (2021): una cota
para el error de generalizacion esperado en un problema de aprendizaje estadistico
que usa como algoritmo de aprendizaje el SGLD. A pesar de que el Lema 5.2
nos brinda una cota que es funcién de la informacién mutua entre el SGLD y la
muestra, ésta no resulta muy 1util debido a la dificultad de calcular dicha cantidad
en la practica (para darse una idea de dicho problema véase, por ejemplo, Zbili
y Rama 2021; Goebel y col. 2005). A fin de lidiar con esto, el Teorema 1 en Wang
y col. (2021) resulta de continuar acotando superiormente con ayuda de algunas
desigualdades de procesamiento de la informacion y el Lema 3.2.

Primeramente, el siguiente resultado nos permite acotar los sumandos que apare-
cen en el Lema 5.2. Desafortunadamente, obtener una expresién para la cota de
cada uno de éstos vuelve a depender de calcular la informacién mutua entre dos
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variables. Sin embargo, como se vera mas adelante, resulta sencillo volver a acotar
estas nuevas cantidades con ayuda de la distancia de Wasserstein. Adicionalmen-
te, el Lema 5.3 implica que, al usar el SGLD, la informacién de las instancias que
incorpora el algoritmo en cada paso decae conforme pasan las iteraciones.

Lema 5.3 (Wang y col. 2021, Lema 2). En el contexto del SGLD (véase la Sec-
cion 4.3.2 para recordar los detalles de este algoritmo), supongase que el espacio
parametral W es compacto con didmetro D vy ||V l(w, 2)|| < K para todo w, z. Si
el muestreo de los mini-batches se hace con reemplazo y el punto Z; fue usado por
ultima vez en la t-ésima iteracion, entonces

T
I(Wrp; Z;) < I(Wy; Z;) - H qy (5.13)
t=t+1
donde
qr =1— 2P ((D + 2y K) 67;/ ) €(0,1) (5.14)
t/

y ®(+) es la funcion de supervivencia de una variable aleatoria normal estandar.

Demostracion. Para la t-ésima iteracion se puede escribir la recursion en (4.13)
como

Uy = Wiy — .Vl (W,_1, By,) (5.15)
- 2n;
Vi=U 4| =N (5.16)
B
W, = Proj,,(V;) (5.17)

Sea Z; una instancia de la muestra y sea t la tultima iteracién donde se utilizé Z;.
Dado que los mini-batches son disjuntos, entonces

Zi—U =V, =Wy — oo =Wy —Up — Vp — Wrp. (5.18)
Si Ur es el soporte de Ur, debido a la desigualdad del triangulo se tiene
diam(tr) = sup [[w = e (w, Byy) = [w" = VI(w", By, )|
s s (Iw = w*ll + nrllV i(w, Boy) | + el V i(w”, By

Dado que diam(W) = D y ||V [(w,2)|| < K para todo w,z, lo anterior implica

diam(Ur) < D + 2nr K. (5.19)
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Luego, debido a la desigualdad de procesamiento de la informacién para la infor-
macion mutua (Proposicién 2.9.3)

I(Wii1; Zi) < 1(Viga; Zi). (5.20)
Posteriormente, apelando a la Proposicién 2.12

I(Vier; Zi) < mku(Pvigy (U ) - L(Uki1; Z3). (5.21)

Dado que (5.19) es valida para todo 7" > t, del Ejemplo 2.11 se deduce

- [(D+2 K
KL (P (Ui) - T (Ug13 Z3) < | 1 =29 (2# A (U1, Z;). (5.22)
2,/

Juntando (5.20)-(5.22) e invocando, de nuevo, la desigualdad de procesamiento de
la informacion para la informaciéon mutua, se concluye que

I(Wit1; Zi) < I(Wh, Zi) - Gusar.-
De la misma forma, si k es un entero positivo tal que t+k+1 < T, se asegura que
IWiiki1, Zi) < Qeensrl (Wi, Zi).
Luego, la proposicion del enunciado se sigue por induccion sobre k. O

Como ya se ha mencionado, para obtener una cota 1til en un contexto practico, re-
sulta de vital importancia acotar la informacién mutua entre (W, Z;), donde t es la
ultima iteracion en la cual se utilizé Z; para entrenar el algoritmo. Concretamente,
esta nueva cota a encontrar depende del objeto de la siguiente definicion

Definicién 5.2. Se define la varianza total de un vector aleatorio X € R% como
V(X) =E (X —E(X)|3) - (5.23)

Es facil notar que si Var(X) es la matriz de varianza y covarianza de X, entonces
V(X) = tr(Var(X)).

Con base en lo anterior, nos encontramos listos para enunciar y probar el resultado
principal de Wang y col. (2021). Este teorema aplica los Lemas 5.2 y 5.3 para acotar
el error de generalizacion esperado. Ademads, continiia acotando superiormente
para deducir una desigualdad que pueda ser aplicada sin necesidad de recurrir a
aproximaciones de la informacién mutua.
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Teorema 5.4 (Wang y col. 2021, Teorema 1). Supdngase que el espacio parametral
W es compacto con didmetro D y |V l(w, 2)|| < K para todo w, z y que la funcion
de pérdida l(w, Z) es o-sub-Gaussiana bajo Z ~  para todo w € W. Entonces el
error de generalizacion del algoritmo SGLD al tiempo T estd acotado por

V2Mo &
UZ > B - (V (W1, B ) H Qe (5.24)
i

n

donde el conjunto T; contiene los indices de las iteraciones en las cuales el mini-
batch B; es usado; qp estd definida como en (5.14); y

A 1 a
ng(Wt_l,Bi) = M Z vwl(Wt—la Z) (525)

Z€B;

Demostracion. Primero, se trabajard con el caso mas sencillo: cuando el tamano
del mini-batch es uno; i.e. |B;] = 1 para todo i € [m]. Asi, el Lema 5.3 y la
desigualdad de procesamiento de la informacion implican

I(Wr; Z;) < H qu - I(Wy; Z;) < H q - 1(Vi; Zy). (5.26)
=t+1 =t+1

A continuacién, se busca acotar superiormente [(V;; Z;). Reescribiendo V; y U,
como en (5.16) y (5.15) respectivamente, resulta en

R 2
IV Z) =1 (th — eVl (W1, By,) + ﬁ"tN Z) (5.27)
t

Sea ¢ : (z,y) — x + y. En virtud de la desigualdad de procesamiento de la
informacién de la informacién mutua (Proposicién 2.9.3),

“ 2
(Vi Z) =1 <¢ (WH, Vol (Wier, By) + w;ﬁv) ; Zl)
t

A 2
<1 (th, 0Vl (Wi_1, By,) + 4/ gtN Z) (5.28)
t

Dado que Z; se usa en la t-ésima iteracién y |By,| = 1, entonces By, = {Z;}.
Maés atin, al aplicar la identidad de Kolmogorov (Proposiciéon 2.9.2) y, de nuevo,
la desigualdad de procesamiento de la informacién, de la expresion en (5.28) se
deduce

I(Vi; Z;) < I(Wia, Z;) + 1 (-VWZ(Wt_hZ) 5 ; —N; Z;
i

. ) . (5.29)
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En busca de simplificar la notacion, definase L = —Vl (Wt 1, Z;). Notese que,
usando la definicién de la informacién mutua condicional (2.46) y la Proposicion
2.6.1, paraw € W,

Y

I<L+1/ 2 —N; Z;
By

= / D (PL+ mmzi,wt_l“z’w) 2., = v |w>) Pz, 1w, (dz| w).

(5.30)

Sean w € W,z € Zy Zy ~ Pz w(-|w). Es claro que la variable L; =

— Il 2 ot .
Vwl(w,z)+,/75 N se distribuye de acuerdo a la ley PL+ Sz l( |z, W)y
: * . 7 . 2 . . . .« .
la variable Ly, = —Vwl(W; Zw)+, /75 N tiene distribucion PL+ N W 1( | w).

ntﬁt
Asi, al aplicar el Lema 3.2 se obtiene

D(PL-i-\/gNlZi,th(' | Z’W>H PL+\/TN|WH(‘|W)> =D (PL;,WH PL;,) (5.31)

mﬁt
4 T (P Vwi(wz) vwi(w,zw>) : (5.32)

Es claro que VWZ(W, z) es, de hecho, una variable determinista, por lo que la
definicion de la distancia de Wasserstein implica

"tﬁ W3 (Pyitway Powitwza)) = ”’ftE (vai(w, z) — Vyl(w, ZW)HZ) . (5.33)

Nétese que ||a —bl|3 < 2||a||? + 2||b||3. Luego, tomando e :=E (VWZA(Wt,l, Zi)), se
sigue que

W (| Vl(w,2) — Vullw. Z)2)

< 2 [2|Vultw.2) ey + 28 (|Vultw. Zo) = ¢])] - 3

Juntando (5.31)-(5.34) e integrando respecto a z bajo la medida de probabilidad
Py \w,_,(-| W) resulta en

/D (PL+ ﬁNlZi,Wt_1<'|Z’W) HPL+ nfﬁtszt_l('|w)) Pz (dz]w)

< nBE <Hv i(w, Zy) e ) (5.35)
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Es decir, con base en (5.30),

[ 2
e

Al integrar la desigualdad anterior con respecto a w bajo la medida Py, , se
asegura que

I(L ,/—NZ
( " Bt

Asi, combinando (5.29) y (5.37) se obtiene

w> < nBE (vai(w, Z) — eHi) . (5.36)

- ) < nBE (vai(Wt—l, Zz’) - eHi) . (5-37)

IV Z)) < I(Wy_1; Zi) + 0BV (Vwl (W1, Z3)). (5.38)

Usando lo anterior en (5.26), resulta en

T
I(Wy; Z H v (TWias Z3) + BV (Yl (Wiir, Z)) ) (5.39)
Notese que estos mismos argumentos implican que

IWe: Zi) < ] av- (I(Wt*—l; Zi) + i B V(Vl (W1, Z,))) . (5.40)

t'=t*+1

donde t* es la ultima iteracién donde se utilizd6 Z; hasta el momento t — 1. Al
sustituir (5.40) en (5.39) y aplicar este procedimiento de manera recursiva se sigue

I(Wr; Zi) < B H Q- (VWZ(Wt—17Zi>)‘ (5.41)
teT; t’(;’;:l

Aplicando el Lema 5.2 se concluye que

n T
gen(i, Py | s,) < V2 Z S B IT -V (VwlWier, 2). (5.42)
=1 teT; t;,:éfatl

Ahora, se considerara el caso donde el tamano del mini-batch es mayor a uno.
Témese una nueva funcién de pérdida

Uw, B;) = ]\14 > Uw, Z)

Z€eB;
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y una nueva funcién de pérdida sustituta ¢ (w, B;) = ﬁ Y (w, Z); de tal manera
Z€B;

que ©
N 1 N

Vwl(w,B;) = — > Vyl(w, 2). (5.43)

M ZeB;

Durante la demostracién del Lema 5.1 se mostrd que si l(w, Z) es o-sub-Gaussiana
bajo Z ~ p para todo w € H, entonces ¢(w, Z) es (o/v M)-subgaussiana. Poste-
riormente, se toma cada mini-batch como una observacion de la muestra para un
problema de aprendizaje estadistico con funciéon de périda ¢, algoritmo de apren-

dizaje SGLD y funcién de pérdida sustituta /. En virtud de (5.42), se deduce

\/§O' m T R
gen(u, Py, \Sn) < Z Zﬁtﬁt H qr -V (VW l(Wi_1, B)). (5.44)
’ mv M ;3 teT; t’:¢t+1 ( )
t'¢T;

Notese que n = m - M, por lo que

/2M m T R
d Z Z Bem H q -V (ng(Wt—la Bz)) (5.45)
no G teT; t’:é;r_l
t'¢T;

gen(y’v PWT | Sn) S

Discusion

Conforme se ejemplifica bien en este capitulo, la teoria de la informacion brinda
herramientas para analizar procedimientos de naturaleza estadistica. Con ayuda de
la informacién mutua, Wang y col. (2021) pudieron deducir una cota para el error
de generalizacion esperado que depende del algoritmo que se usa para entrenar
el modelo y de la distribucién p. Segin se menciona en el mismo articulo, este
resultado es novedoso debido a que las cotas mas conocidas dependen solamente
de la clase de hipdtesis con la que se trabaja.

De acuerdo con Wang y col. (2021), la cota obtenida tiene una correlacién més
alta con el error de generalizacion que una cota similar deducida en Negrea y col.
(2019). Sin embargo, es importante notar que en Wang y col. (2021) no se verifica
el ajuste de ésta por lo que sélo es 1til para describir el comportamiento del error
de generalizaciéon pero no es una opcion viable para garantizar que este error no
excedera algin nimero razonable.

Recapitulando, el Teorema 1 en Xu y Raginsky (2017) (Lema 5.1) sirve como
una base para acotar el error de generalizacién esperado mediante la informacion
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mutua. En este resultado se acota gen(y, Py s, ) mediante la informacion mutua
entre la muestra y el algoritmo de aprendizaje; sin embargo, este acercamiento
tiene sus limitantes. Debido a esto, en Bu, Zou y Veeravalli (2020) se mejora esta
cota a través del Lema 5.2. Posteriormente, Wang y col. (2021) se apoyan de este
lema y algunas propiedades de los canales de ruido Gaussiano para obtener una
cota de generalizacion para el SGLD.

Es importante notar que, con la ayuda de los capitulos de teoria preliminar, se
logré enunciar y probar estos resultados limitandonos casi completamente a pro-
posiciones enunciadas en este texto. Principalmente, este capitulo es el desenlace
de una historia que narra como deducir algunas aportaciones de Wang y col. (2021)
utilizando el conocimiento adquirido en una maestria con enfoque en probabilidad
y estadistica.
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Capitulo 6

Conclusiones

Entre estas paginas se presentd la teoria necesaria para estudiar, en toda gene-
ralidad, problemas de aprendizaje estadistico supervisado y se provee de una bi-
bliografia suficiente para ahondar y dominar estos conceptos. Con ayuda de tales
cimientos, y mucho esfuerzo, se pueden estudiar minuciosamente las propiedades
de algoritmos de aprendizaje automatico modernos y sofisticados. Sin embargo, al
trabajar con estas metodologias altamente complejas es necesario recurrir a otras
ramas de las matematicas. Particularmente, en este trabajo se muestra cémo Wang
y col. (2021) se apoyan de la teorfa de la informacion y el transporte 6ptimo para
describir la capacidad de generalizacion del descenso por gradiente de la dinamica
de Langevin (SGLD).

Con base en lo anterior, es sencillo notar que la teoria de la informaciéon brinda
herramientas clave para analizar problemas estadisticos y aporta una nueva pers-
pectiva desde la cual estudiar preguntas atn sin resolver; por ejemplo, la impresio-
nante capacidad de generalizacién de las redes neuronales. Con esto en mente, este
texto aporta una introduccion con fuertes bases probabilisticas a esta disciplina.
En consecuencia, la teoria aqui desarrollada puede resultar mas clara, para aquellos
estudiantes que hayan tomado un curso avanzado de probabilidad, que la teoria
presente en textos introductorios donde sélo se trabaja con variables aleatorias
discretas o absolutamente continuas.

Finalmente, se logré presentar, de manera autocontenida, un resultado contem-
poraneo de un articulo de investigacién (Wang y col. 2021) relevante para entender
mejor el comportamiento de un algoritmo de aprendizaje de maquina. Mas atn,
en el capitulo correspondiente se discuten un poco los resultados del articulo. Asi-
mismo, se menciona que la cota para el error de generalizacion esperado obtenida
en éste no es justa. De tal manera que atin queda camino por recorrer para obte-
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ner cotas de esta indole que brinden resultados numéricos ttiles para la toma de
decisiones y que no solamente describan a grandes rasgos un fenémeno.
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