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Introducción

A lo largo de esta tesis trabajamos sobre subvariedades Lagrangianas en una variedad Nearly

Kaehler, comenzamos dando una pequeña introducción a estos conceptos básicos.

En el año 1949, C. Ehresmann introdujo en [13], el concepto de estructura casi compleja, esto

es, un tensor J de tipo (1,1) que satisface, J2 = −Id. En el año 1980, A. Gray y L. M. Hervella

en [18], clasificaron las dieciséis clases de variedades casi Hermitianas, es decir, una variedad

Riemanniana (N, g) y una estructura casi compleja J de N compatible con la métrica g, en el

siguiente sentido; para cualesquiera campos X, Y ∈ X(N)

g(X, Y ) = g(JX, JY ).

En esta clasificación destacamos la siguiente. Si (N, g, J) es una variedad casi Hermitiana, D

es su conexión de Levi-Civita y para cualquier campo X ∈ X(N) se satisface la propiedad

(DXJ)X = DXJX − JDXX = 0,

entonces decimos que (N, g, J) es una subvariedad nearly Kaehler. A continuación explicamos

el contenido y la motivación de los cuatro caṕıtulos de los que esta conformada esta Tesis.

En el Caṕıtulo 1, se explica con mayor profundidad los conceptos mencionados arriba. Este

caṕıtulo esta separado en tres secciones. En la primera sección, exponemos sobre la Geometŕıa

intŕınseca de una variedad nearly Kaehler. En particular, nos concentramos en la derivada

covariante de la estructura casi compleja y sus propiedades, que denotamos por,

G(X, Y ) = DXJY − JDXY.

Se prueba que el tensor G en una variedad nearly Kaehler, es antisimétrico y que para cuales-

quiera campos X, Y, Z ∈ X(N),

1. G(X, JY ) + JG(X, Y ) = 0,
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2. 〈G(X, Y ), Z〉+ 〈Y,G(X,Z)〉 = 0.

En la segunda sección, nos concentramos en las propiedades básicas de las subvariedades La-

grangianas. Intuitivamente, es una subvariedad M de una variedad casi Hermitiana (N, g, J),

que tiene la mitad de la dimensión que N , y si X es un campo tangente de M , entonces J(X)

es un campo normal a M . En la Definición 1.2.3, se formaliza este concepto. Probamos uno

de los resultados clásicos sobre subvariedades Lagrangianas en variedades nearly Kaehler, se

afirma que, si M es una subvariedad Lagrangiana de una variedad nearly Kaehler (N, g, J), y

X, Y ∈ X(M) entonces el campo G(X, Y ) es un campo normal M . Como puede verificarse en

la Proposición 1.2.4.

En la tercera y última sección del primer caṕıtulo, abordamos el concepto de grupo de Lie,

esto es, un grupo abstracto G, que cuenta con una estructura de variedad diferenciable, con

la propiedad que, las funciones producto µ(g, h) = gh e inversa i(g) = g−1 son funciones C∞.

Entre los conceptos más usados a lo largo de la tesis son la translación a la izquierda por σ ∈ G,

la translación a la derecha por σ ∈ G y la representación adjunta por σ ∈ G, las cuales están

definidas respectivamente por

Lσ(g) = σg,

Rσ(g) = gσ,

Adσ(X) = dLσ(dRσ−1(X)).

Donde dLσ y dRσ representan las derivadas de las translaciones Lσ y Rσ. Como un ejemplo

importante del uso de las derivadas de funcines en grupos de Lie probamos de manera explicita

las derivadas de las funciones producto e inversa del grupo, estas son,

dµ|(p,q)(Xp, Yq) = dRq|p(Xp) + dLp|q(Yq)

di|p(Xp) = −dRp−1 |edLp−1|pX(p).

Se pueden consultar en la Proposición 1.3.12 y en el Corolario 1.3.13. Lo que concluye con los

preliminares.

Para el Caṕıtulo 2 nos enfocamos en la variedad C2 con la métrica usual de R4 y la estructura

casi compleja J definida por: si X = (x, y, z, w) ∈ X(C2),

J(X) = J(x, y, z, w) = (−y, x,−w, z).
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Un problema en esta variedad Kaehler C2, es la clasificación o caracterización de superficies La-

grangianas. Hay avances en este sentido con alguna condición adicional, como se puede verificar

en [9, 8, 10]. El propósito del Caṕıtulo 2, que cuenta con cuatro secciones, es contribuir en esta

dirección, al intentar resolver el siguiente problema. ¿Cuáles son las superficies Lagrangianas

de ángulo constante respecto a un campo paralelo Z en C2? Una superficie M es de ángulo

constante respecto a un campo paralelo Z de C2, si el ángulo formado entre el espacio tangente

de N y el campo paralelo Z no depende del punto donde se calcula, esto se formaliza en la

Definición 2.1.1. El hecho de que este sea un problema que aún no esta explorado anteriormente

en la literatura hace que los resultados sean originales. En la primera sección, se prueban las

propiedades generales de una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto a un campo

paralelo Z en C2. Por ejemplo, en el Lema 2.1.4, vemos que si M es una superficie Lagrangiana

de ángulo constante respecto a un campo paralelo Z, entonces también es de ángulo constante

respecto al campo paralelo JZ. Por otro lado en los casos particulares en que la superficie

Lagrangiana M , es tangente o normal al campo paralelo Z, entonces M es un cilindro sobre

una curva plana contenido en un plano complejo del espacio C2, lo que se puede cotejar en la

Proposición 2.1.7. El Corolario 2.1.8 muestra que si la superficie Lagrangiana esta contenida

en un hiperplano de C2, entonces también es un cilindro. Es conveniente decir que hasta el

momento no se han encontrado ejemplos expĺıcitos de una superficie Lagrangiana de ángulo

constante respecto a un campo paralelo Z en C2 que no sean cilindros.

Para tener un mejor panorama del problema observamos que si M es una superficie Lagran-

giana de C2 de ángulo constante respecto al campo paralelo Z, entonces Z = ZT + Z⊥, donde

ZT es la parte tangente de Z a M , y Z⊥ es la parte normal de Z a M . Ya que la superficie

considerada es Lagrangiana se tiene que el campo JZ⊥ es un campo tangente, aśı tenemos de

manera natural dos casos. El primer caso lo tratamos en la Sección 2.2, esto es, si suponemos

que los campos tangentes ZT y JZ⊥ son linealmente dependientes podemos probar que la su-

perficie es un cilindro, Teorema 2.2.3 lo que finaliza este caso.

El segundo caso, se aborda en la Sección 2.3, aqúı suponemos que los campos ZT y JZ⊥ son

linealmente independientes. Definimos la función auxiliar f =
〈
ZT , JZ⊥

〉
, si esta función es ce-

ro entonces los campos son linealmente dependientes por lo que en este caso la función siempre

será distinta de cero. Gracias a f es posible escribir la curvatura Gaussiana de M denotada por

K y la curvatura media de la superficie M denotada por H, como se muestra a continuación y
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se prueban en el Corolario 2.3.7,

K =
f

∆2

(
ZT · f

) (
JZ⊥ · f

)
,

2H =

(
|Z⊥|2(ZT · f)

|ZT |∆

)
Je1 +

(
−f |ZT |2|Z⊥|2(ZT · f) + 2f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2.

En la última sección se hace un análisis con condiciones más explicitas. Consideramos que M

es una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto al campo e4 = (0, 0, 0, 1) y admite

una parametrización como gráfica de una función. En el Corolario 2.4.10 se prueba que existen

sólo tres posibilidades distintas de parametrizaciones salvo isometŕıas, que enunciamos abajo,

φ1(x, y) = (x, y, f(x, y), g(x, y)),

φ2(x, y) = (x, f(x, y), y, g(x, y)),

φ3(x, y) = (f(x, y), x, y, g(x, y)).

Enunciamos condiciones necesarias para que una superficie sea Lagrangiana que resumimos en

la siguiente tabla

Parametrización Condición para ser Lagrangiana

φ1(x, y) = (x, y, f(x, y), g(x, y)) fxgy − fygx = −1

φ2(x, y) = (x, f(x, y), y, g(x, y)) fy = gx

φ3(x, y) = (f(x, y), x, y, g(x, y)) fy = −gx

y cuya demostración se puede consultar en la Proposición 2.4.8. De manera similar si una

superficie Lagrangiana admite una parametrización por medio φ1, φ2 o φ3 en la Proposición

2.4.13 se exhibe la magnitud del campo e4 = (0, 0, 0, 1) sobre el espacio tangente de M .

Parametrización |eT4 |2 |eT3 |2

φ1
1 + |∇0g|2

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2
1 + |∇0f |2

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2

φ2
|∇0g|2 + (fxgy − g2

x)
2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

1 + |∇0f |2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

φ3
|∇0g|2 + (fxgy + g2

x)
2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

1 + |∇0f |2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

En el resto de la sección analizamos condiciones especificas sobre una superficie, estas son si

admite una de las parametrizaciones sobre el tipo de parametrización que admite, φ1, φ2 o

φ3 junto a alguna condición extra en dicha parametrización. Véase por ejemplo, el Corolario
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2.4.16, que dice que cualquier superficie Lagrangiana M ⊂ C2 que admite parametrización

φ1(x, y) = (x, y, f(x, y), g(x, y)), tal que, f y g son funciones eikonales o |∇0f |2 = |∇0g|2,

entonces M es de ángulo constante respecto a e4. Con lo que concluimos el resumen del Caṕıtulo

2.

Una de las variedades nearly Kaehler más estudiada en los últimos años, es la variedad nearly

Kaehler S3 × S3, con la estructura casi compleja J definida como sigue: si X = (X, Y ) ∈

X(S3 × S3), donde X, Y ∈ X(S3), entonces en el punto (p, q) ∈ S3 × S3, se define

J(p,q)X = J(p,q)(Xp, Yq) =
1√
3

(
2pq−1(Yq)−Xp,−2qp−1(Xp) + Yq

)
donde pq−1(Yq) representa el producto cuaterniónico de los cuaterniones p, q y Yq, similarmente

con qp−1(Xp). Y se considera una métrica s compatible con esta estructura casi compleja.

El Caṕıtulo 3, se compone de tres secciones. En la primera sección se hace una construcción

formal de la variedad de Sekigawa, esta es una variedad que propone en el año 1993 K. Sekigawa

a E. Abbena y S. Garbiero en [12], como un ejemplo de una variedad nearly Kaehler. Grosso

modo esta construcción se hace de la siguiente manera. Consideramos un grupo de Lie G con

métrica bi-invariante g. Consideramos el grupo de Lie producto G × G. Para cada campo

X ∈ X(G), se construyen los campos horizontales y verticales Xh, Xv ∈ X(G × G) definidos

por,

Xv := (0, X), Xh :=

(
2√
3
X,

1√
3
X

)
.

Con los que se construyen la estructura casi compleja J por medio de las siguientes fórmulas,

JXh = −Xv, JXv = Xh,

y la mética 〈, 〉 como,〈
Xh, Y h

〉
:= g(X, Y ),

〈
Xv, Y h

〉
=
〈
Xh, Y v

〉
:= 0, 〈Xv, Y v〉 := g(X, Y ).

En la Proposición 3.1.12 se prueba que (G×G, 〈, 〉 , J) es una variedad casi Hermitiana. En la

segunda sección probamos que (G×G, 〈, 〉 , J) es una variedad nearly Kaehler veáse el Teorema

3.2.2. Para esto es importante conocer el comportamiento de la estructura casi compleja J en

la estructura producto, esto es, como se aplica a campos de la forma (X, Y ) ∈ X(G×G) donde

X, Y ∈ X(G). Se prueba en la Proposición 3.1.9 que

J(p,q)(Xp, Yq) =
1√
3

(2dLpq−1Yq −Xp,−2dLqp−1Xp + Yq) .

v



Hacemos los cálculos de la conexión que denotamos por D, la curvatura denotada por R, aśı

como del tensor G de la variedad casi Hermitiana (G × G, 〈, 〉 , J). Como consecuencia de lo

anterior se prueba en el Corolario 3.2.6, que si el grupo de Lie G es de Einstein, es decir, la

curvatura de Ricci es un múltiplo de la métrica, entonces la variedad de Sekigawa también es

de Einstein.

Un hecho sorprendente es que si se considera la construcción de Sekigawa con el grupo de

Lie G = S3 y la métrica bi-invariante usual de S3 la variedad de Sekigawa es prácticamente

la misma variedad nearly Kaehler usual que se menciono arriba, concretamente son la misma

variedad diferenciable, las estructuras casi complejas coinciden, y sólo se diferencian por un

múltiplo constante en la métrica. Por ello resulta interesante extender las técnicas utilizadas

en el estudio de la variedad nearly Kaehler S3 × S3 a la variedad de Sekigawa G×G.

Aśı, en la tercera sección generalizamos la estructura casi producto P , que se introduce en [6]

para la variedad S3 a la variedad G×G de la siguiente manera,

P(p,q)(X(p), Y (q)) = (dLpq−1Y (q), dLqp−1X(p)).

Con esta nueva herramienta podemos describir relaciones entre las métrica de la variedad de

Sekigawa y la métrica de la variedad producto (G × G, h,DE), donde h denota la métrica

producto y DE la conexión producto. La relación es,

〈
X,U

〉
= h

(
X,U

)
− 1

2
h
(
X,PU

)
, (1)

donde X,U ∈ X(G × G) son campos invariantes izquierdos. Lo anterior se puede consultar

en el Corolario 3.3.2. De manera similar en el Lema 3.3.4 muestra la relación que guardan las

conexiones D y DE,

DX(U) = DE
X

(U)− 1

3

(
DE
X
PU −DE

PX
U
)
.

El último resultado que reslta de esta sección es el Corolario 3.3.6, donde se muestra que la

relación que obtienen B. Bektas, M. Moruz, J. Van der Veken y L. Vrancken, en [3] se puede

generalizar a la variedad de sekigawa, esto es,

DE
X
U = DXU +

1

2

(
JG(X,PU) + JG(U, PX)

)
.

El Caṕıtulo 4, se compone de dos secciones. En la primera sección, generalizamos a la

variedad de Sekigawa, el concepto de funciones ángulos que aparece en el estudio de la variedad
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nearly Kaehler S3×S3, veáse por ejemplo [3, 4, 12]. Grosso modo la construcción es como sigue.

Sea M es una subvariedad Lagrangiana de la variedad Sekigawa G×G. El espacio tangente de

G×G restringido a M se descompone como,

T (G×G)|M = TM ⊕ JTM.

A cualquier campo (X, Y ) ∈ X(M) le podemos aplicar el operador P definido arriba, para

facilitar la notación lo aplicamos en la identidad de G×G,

P (X, Y ) = (Y,X)

este campo que en principio no es tangente ni normal a M pero si es un campo de G × G

restringido a M por lo que se puede descomponer como una suma de una parte tangente y

una normal, de manera que podemos definir operadores A,B : TM → TM como aquellos que

satisfacen la igualdad,

P (X, Y ) = A(X, Y ) + J(B(X, Y )).

Estos operadores resultan ser simultáneamente diagonalizables como lo garantiza el Corolario

4.1.3, por lo tanto, existe un marco ortonormal de campos E1, E2, . . . , Edim(M) y funciones

θi : M → [0, π), tales que,

PEi = cos(2θi)Ei + sen(2θi)JEi.

Estas funciones θi son las funciones ángulo. Con ellas probamos el resultado principal del

caṕıtulo, el Teorema 4.1.5 que garantiza que M es una subvariedad Lagrangiana mı́nima de

la variedad de Sekigawa G × G si y sólo si la suma de sus funciones ángulo es una función

constante.

En la segunda sección, mostramos 5 ejemplos de inmersiones de G en la variedad de Sekigawa

G × G. Estas inmersiones están inspiradas en [25], de Y. Zhang, B. Dioos, L. Vrancken y X.

Wang.

1. φ1 : G → G × G, definida como, φ1(p) = (p, e), donde e es la identidad en G, es una

inmersión isométrica Lagrangiana y totalmente geodésica.

2. φ2 : G→ G×G, definida como, φ2(p) = (e, p), es una inmersión isométrica Lagrangiana

y totalmente geodésica.
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3. ∆ : G→ G×G, definida como ∆(p) = (p, p), es una inmersión isométrica Lagrangiana y

totalmente geodésica.

4. Sean σ ∈ G y ν : G→ G×G la función dada por ν(g) = (g,Rσ(g)). La condición general

para que la inmersión ν sea inmersión isométrica, Lagrangiana y totalmente geodésica es

σ ∈ Z(G). Mientras por separado tenemos,

a) Adσ + Adσ−1 = 2Id si y sólo si ν es inmersión isométrica.

b) Adσ2 = Id si y sólo si ν es inmersión Lagrangiana.

c) adX(Adσ(Y )) = −adY (Adσ(X)) para cada campo invariante izquierdo X, Y ∈ X(G)

si y sólo si ν es inmersión totalmente geodésica.

5. Sea σ ∈ G. La función ϑ : G→ G×G definida como

ϑ(p) = (p−1, pσp−1) = (i(p), µ(Rσ(p), i(p))).

La condición general para que la inmersión ϑ sea inmersión isométrica y Lagrangiana es

σ ∈ Z(G). Mientras por separado tenemos,

a) Adσ + Adσ−1 = 2Id si y sólo si ϑ es inmersión isométrica.

b) Adσ2 = Id si y sólo si ϑ es inmersión Lagrangiana.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Dentro de este primer caṕıtulo enunciamos la teoŕıa general que se considera suficiente

para poder comprender el resto de la tesis. En su gran mayoŕıa las proposiciones contienen sus

demostraciones o en su defecto una referencia donde se puede consultar.

1.1. Geometŕıa intŕınseca de una variedad nearly Kaeh-

ler

En el año 1949 C. Ehresmann introduce en [13] el concepto de estructura casi compleja.

Tiempo después A. Gray y L. M. Hervella en [18] clasificarón las dieciséis clases de variedades

casi Hermitianas. Comenzamos este caṕıtulo introductorio estudiando de manera intŕınseca a

las variedades nearly Kaehler.

Definición 1.1.1. Sea N una variedad diferenciable de dimensión n. Una estructura casi com-

pleja, es un (1,1)-tensor, J : X(N)→ X(N), que satisface,

J2 = −Id.

En tal caso a la pareja (N, J), se le llama, variedad casi compleja.

Proposición 1.1.2. Toda variedad casi compleja (Nn, J) tiene dimensión real par.

Demostración. Ya que, J es una estructura casi compleja, se sigue que,

0 ≤ (detJ)2 = detJ2 = det(−Id) = (−1)n.

2



1.1. GEOMETRÍA INTRÍNSECA DE UNA VARIEDAD NEARLY KAEHLER 3

Por lo que la única posibilidad para n, es que sea un número par.

Definición 1.1.3. Sea (N, J) una variedad casi compleja con métrica Riemanniana 〈, 〉. A

(N, J, 〈, 〉), se la llama una variedad casi Hermitiana, si para cada p ∈ N , Jp preserva el

producto interior 〈, 〉p de TpN , esto es, para cualesquiera Xp, Yp ∈ TpN ,

〈JpXp, JpYp〉 = 〈Xp, Yp〉 .

Notación 1. Sea (N, J, 〈, 〉) una variedad casi Hermitiana. La derivada covariante de la estruc-

tura casi compleja J se denota por,

G(X, Y ) := (DXJ)Y = DXJY − JDXY, (1.1)

para cada campo X, Y ∈ X(N).

Definición 1.1.4. Una variedad casi Hermitiana (N, J, 〈, 〉), con conexión de Levi-Civita D es

nearly Kaehler si, para cada X ∈ X(N),

G(X,X) = 0.

Lema 1.1.5. Una variedad casi Hermitiana (N, J, 〈, 〉), es una variedad nearly Kaehler si y

sólo si para cada X, Y ∈ X(N),

G(X, Y ) = −G(Y,X).

Demostración. Supongamos primero que N es nearly Kaehler, esto implica que,

0 = (D(X+Y )J)(X + Y ).

Utilizando la bilinealidad desarrollamos el lado derecho,

(D(X+Y )J)(X + Y ) = (DXJ)X + (DXJ)Y + (DY J)X + (DY J)Y.

Nuevamente del hecho que N es nearly Kaehler, (DXJ)X = 0 = (DY J)Y y por lo tanto,

0 = (D(X+Y )J)(X + Y ) = (DXJ)Y + (DY J)X = G(X, Y ) + G(Y,X).

Lo cual, es equivalente a G(X, Y ) = −G(Y,X). Por otro lado, si suponemos que G es anti-

simétrico, esto es, para cada X, Y ∈ X(N) G(X, Y ) = −G(Y,X), en particular si X = Y , se

sigue G(X,X) = −G(X,X), lo cual es posible sólo en el caso que G(X,X) = 0.
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Proposición 1.1.6. Sea (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler. Entonces el tensor G satisface

que para cada X, Y, Z ∈ X(N),

1. G(X, JY ) + JG(X, Y ) = 0,

2. 〈G(X, Y ), Z〉+ 〈Y,G(X,Z)〉 = 0.

Demostración. La primer ecuación, se sigue del cálculo directo,

G(X, JY ) = DXJ(JY )− JDXJY = −DXY − JDXJY = J(JDXY −DXJY )

= −J((DXJ)Y ) = −JG(X, Y ).

Por último, el siguiente cálculo demuestra la segunda ecuación,

〈G(X, Y ), Z〉 = 〈DXJY, Z〉 − 〈JDXY, Z〉 = X 〈JY, Z〉 − 〈JY,DXZ〉+ 〈DXY, JZ〉

= X 〈JY, Z〉 − 〈JY,DXZ〉+X 〈Y, JZ〉 − 〈Y,DXJZ〉

= −X 〈Y, JZ〉+ 〈Y, JDXZ〉+X 〈Y, JZ〉 − 〈Y,DXJZ〉

= 〈Y, JDXZ〉 − 〈Y,DXJZ〉 = −〈Y,G(X,Z)〉 .

Con lo cual concluimos la prueba.

Definición 1.1.7. Una variedad nearly Kaehler (N, J, 〈, 〉), se llama Kaehler, si el tensor G,

es idénticamente cero.

Corolario 1.1.8. Sea (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler, entonces el tensor 〈G(X, Y ), Z〉,

satisface las siguientes simetŕıas,

〈G(X, Y ), Z〉 = 〈G(Z,X), Y 〉 = 〈G(Y, Z), X〉 = −〈G(Y,X), Z〉 = 〈G(X,Z), Y 〉

= 〈G(Z, Y ), X〉 .

Demostración. La prueba se sigue del uso iterativo de la Proposición 1.1.6 y del Lema 1.1.5,

como sigue,

〈G(X, Y ), Z〉 = −〈G(Y,X), Z〉 = 〈G(Y, Z), X〉 = −〈G(Z, Y ), X〉

= 〈G(Y, Z), X〉 = −〈G(Z, Y ), X〉 ,

lo cual concluye la demostración.
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Teorema 1.1.9. [16, Teorema 3.6] Si (N, g) es una variedad Riemanniana, entonces la cone-

xión de Levi-Civita, denotada por D, esta determinada por la fórmula de Koszul,

2g(DXY, Z) = X ·g(Y, Z)+Y ·g(X,Z)−Z ·g(X, Y )−g([Y,X], Z)−g([Y,X], Z)−g([X,Z], Y ).

Definición 1.1.10. Sea (N, 〈, 〉) una variedad Riemannina. El tensor de curvatura se define

como,

RX,YZ = D[X,Y ]Z −DXDYZ +DYDXZ.

Proposición 1.1.11. [17, Lema 4] Sea (N, 〈, 〉 , J) una variedad nearly Kaehler, entonces para

cualesquiera X, Y, Z,W ∈ X(N), se satisface,

1. |G(X, Y )|2 = 〈RXYX, Y 〉 − 〈RXY JX, JY 〉,

2. 〈RXYX, Y 〉 = 〈RJXJY JX, JY 〉 .

1.2. Geometŕıa extŕınseca de una Subvariedad Lagran-

giana

En esta sección abordamos el concepto de una subvariedad Lagrangiana, y la interacción

que tiene con el ambiente al cual pertenece.

Definición 1.2.1. Sea (N, 〈, 〉 , D) una variedad Riemanniana con métrica 〈, 〉 y conexión de

Levi-Civita D. Si (M, g,∇), es una subvariedad Riemanniana de N . Entonces para cualesquiera

campos X, Y ∈ X(M) y η ∈ X⊥(M) las fórmulas de Gauss y Weingarten son respectivamente,

DXY = (DXY )T + (DXY )⊥ = ∇XY + h(X, Y ),

DXη = (DXη)T + (DXη)⊥ = −AηX +∇⊥Xη,

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita de M , h es la segunda forma fundamental de M en N ,

A es el operador de forma y ∇⊥ es la conexión normal de M en N .

Proposición 1.2.2. [16, Prop. 3.1] Sean (N, 〈, 〉) una variedad Riemanniana y M una subva-

riedad de N . Las ecuaciones de Gauss y Codazzi son respectivamente, para cualesquiera campos

X, Y, Z,W ∈ X(M),〈
RX,YZ,W

〉
= 〈RX,YZ,W 〉+ 〈h(X,Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉 ,
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(RX,YZ)⊥ = (DXh)(Y, Z)− (DY h)(X,Z),

donde, (DXh)(Y, Z) = ∇⊥X(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ).

Definición 1.2.3. Sea (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler. A una subvariedad M de N ,

se le llama Lagrangiana, si la dimensión de M , es la mitad de la de N , y J(TM) = TM⊥.

Ejemplo 1. Consideramos la variedad Kaehler (C2, J, 〈, 〉 , D), con la métrica usual de R4 la

estructura casi compleja J definida de la siguiente manera, si (x, y, z, w) ∈ X(C2),

J(x, y, z, w) = (−y, x,−w, z),

y conexión de Levi-Civita D. Sean γ : I → X ⊂ C2 y β : I → Y ⊂ C2 dos curvas regulares,

donde X es el plano generado por los vectores {e1 = (1, 0, 0, 0), Je1 = e2 = (0, 1, 0, 0)} y Y

es plano complemento ortogonal de X. La superficie γ × β : I × I → C2 es una superficie

Lagrangiana.

Proposición 1.2.4. Sea M una subvariedad Lagrangiana de una variedad nearly Kaehler

(N, J, 〈, 〉). Entonces, para cualesquiera X, Y ∈ X(M), el campo G(X, Y ), es normal a M .

Demostración. Para cualquier campo Z ∈ X(M), tenemos, por un lado, haciendo uso del

Corolario 1.1.8 que,

〈G(X, Y ), Z〉 = 〈G(Z,X), Y 〉 = 〈G(Y, Z), X〉.

Por otro lado, al desarrollar 〈G(X, Y ), Z〉,

〈G(X, Y ), Z〉 = 〈DXJY, Z〉 − 〈JDXY, Z〉 = 〈−AJYX,Z〉+ 〈h(X, Y ), JZ〉

= −〈h(X,Z), JY 〉+ 〈h(X, Y ), JZ〉 ,

de manera análoga se obtiene,

〈G(Z,X), Y 〉 = −〈h(Z, Y ), JX〉+ 〈h(Z,X), JY 〉 ,

〈G(Y, Z), X〉 = −〈h(Y,X), JZ〉+ 〈h(Y, Z), JX〉 ,

por lo que obtenemos que,

3 〈G(X, Y ), Z〉 = 〈G(X, Y ), Z〉+ 〈G(Z,X), Y 〉+ 〈G(Y, Z), X〉

= −〈h(X,Z), JY 〉+ 〈h(X, Y ), JZ〉

− 〈h(Z, Y ), JX〉+ 〈h(Z,X), JY 〉

− 〈h(Y,X), JZ〉+ 〈h(Y, Z), JX〉 = 0.
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Dado que esto es válido para todo campo tangente Z, es claro ahora que, la única posibilidad

es que, G(X, Y ) = 0.

Proposición 1.2.5. Sean (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler y M una subvariedad Lagran-

giana de N . Entonces para cualesquiera X, Y ∈ X(M), son válidas las siguientes ecuaciones,

1. AJYX = −Jh(X, Y ),

2. G(X, Y ) = ∇⊥XJY − J∇XY .

Demostración. De la definición de G se sigue,

G(X, Y ) = DXJY − JDXY = −AJYX +∇⊥XJY − J∇XY − Jh(X, Y ),

sabemos de la Proposición 1.2.4, que el campo G(X, Y ) es normal, lo que garantiza G(X, Y ) es

igual sólo a la parte normal de la derecha en la igualdad anterior, esto es,

G(X, Y ) = ∇⊥XJY − J∇XY.

Por lo que la parte tangente, es decir, la parte restante de la igualdad derecha, es identicamente

cero, con lo que podemos concluir que,

AJYX = −Jh(X, Y ).

Tal como queŕıamos demostrar.

Corolario 1.2.6. Sean (N, J, 〈, 〉) una variedad Kaehler y M una subvariedad Lagrangiana de

N. Entonces, para cualesquiera campos X, Y ∈ X(M), son válidas las siguientes ecuaciones,

1. AJYX = −Jh(X, Y ),

2. ∇⊥XJY = J∇XY .

Demostración. Esto se sigue inmediatamente de la Proposición 1.2.5, y del hecho que la variedad

N es Kaehler, es decir, G(X, Y ) = 0 para todo X, Y ∈ X(M).

Lema 1.2.7. Sea M una subvariedad Lagrangiana de C2. Para cada X, Y ∈ X(M) y ξ ∈

X⊥(M), las siguientes ecuaciones son válidas,

− AJYX = Jh(X, Y ), (1.2)
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∇⊥XJY = J∇XY, (1.3)

∇XJξ = J∇⊥Xξ, (1.4)

h(X, Jξ) = −JAξX. (1.5)

Demostración. Como C2 es Kaehler,

DXJY = JDXY,

de las ecuaciones de Gauss y Weingarten presentadas en la Definición 1.2.1, la ecuación anterior

es equivalente a,

−AJYX +∇⊥XJY = J∇XY + Jh(X, Y ).

Al comparar las partes tangentes y partes normales, tenemos las ecuaciones 1.2 y 1.3. Ahora,

en la ecuación,

DXJξ = JDXξ,

aplicamos nuevamente las ecuaciones de Gauss y Weingarten, y obtenemos la expresión equi-

valente,

∇XJξ + h(X, Jξ) = −JAξX + J∇⊥Xξ,

enseguida, al comparar partes normales y partes tangentes obtenemos las ecuaciones 1.4 y 1.5,

con lo que se concluye la demostración.

Definición 1.2.8. Sea M una subvariedad Riemanniana de una variedad Riemanniana N , la

curvatura normal de M en N esta definida por,

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥[X,Y ]ξ −∇⊥X∇⊥Y ξ +∇⊥Y∇⊥Xξ,

donde X, Y ∈ X(M) y ξ ∈ X⊥(M).

Proposición 1.2.9. Sea M una superficie Lagrangiana en una variedad Kaehler N . Entonces

si R denota el tensor de curvatura de M , y R⊥ el tensor de curvatura normal de M . La relación

entre ellos para cada X, Y, Z ∈ X(M) queda de manifiesto en la siguiente ecuación,

R⊥(X, Y )JZ = JR(X, Y )Z. (1.6)
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Demostración. Se sigue de la Proposición 1.2.6, que ∇⊥XJY = J∇XY , con lo cual

R⊥(X, Y )JZ = ∇⊥[X,Y ]JZ −∇⊥X∇⊥Y JZ +∇⊥Y∇⊥XJZ

= J∇[X,Y ]Z −∇⊥XJ∇YZ +∇⊥Y J∇XZ

= J∇[X,Y ]Z − J∇X∇YZ + J∇Y∇XZ = JR(X, Y )Z.

Lo que termina la prueba.

Proposición 1.2.10. Sean (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler y M una subvariedad La-

grangiana de N . Para cualesquiera X, Y, Z ∈ X(M), el (0,3)-tensor 〈h(X, Y ), JZ〉 es simétrico.

Demostración. Es claro, ya que la segunda forma fundamental h es simétrica que,

〈h(X, Y ), JZ〉 = 〈h(Y,X), JZ〉 .

Para probar la simetŕıa entre la primera y tercera entrada, procederemos de manera directa

con los siguientes cálculos, utilizando la Proposición 1.2.5,

〈h(X, Y ), JZ〉 = −〈Jh(X, Y ), Z〉 = 〈AJYX,Z〉 = 〈DXJY, Z〉 = X · 〈JY, Z〉 − 〈JY,DXZ〉

= 〈JY, h(X,Z)〉 .

La simetŕıa para la segunda y tercera entrada, es consecuencia de las dos simetŕıas anteriores,

como se muestra enseguida,

〈h(X, Y ), JZ〉 = 〈h(Y,X), Z〉 = 〈h(Z,X), Y 〉 = 〈h(X,Z), Y 〉 .

Lo que concluye la prueba.

Definición 1.2.11. Sean (N, J, 〈, 〉) una variedad nearly Kaehler y una función Φ : N → N .

Decimos que Φ es holomorfa si dΦ conmuta con la estructura casi compleja J de N , esto es,

dΦJ = J(dΦ).

Diremos que es antiholomorfa si dΦ anticonmuta con la estructura casi compleja J de N , es

decir,

dΦJ = −J(dΦ).
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Lema 1.2.12. Sean Mn una subvariedad lagrangiana de una variedad nearly Kaehler (N, J, 〈, 〉),

y Φ : N → N una isometŕıa holomorfa o antiholomorfa, entonces Φ(M) es una subvariedad

lagrangiana de N .

Demostración. Vamos a probar que, si dΦ es antiholomorfa, entonces Φ(M) es una subvariedad

lagrangiana de N . Primero, es claro que Φ(M) es una subvariedad de N , ya que, Φ es en

particular un difeomorfismo. Sean X1, X2, . . . , Xn ∈ X(M) un marco ortonormal de M , se

sigue, de la hipótesis, M lagrangiana que,

{X1, X2, . . . , Xn, JX1, JX2, . . . , JXn},

es una marco local ortonormal de N a lo largo de M . Del hecho que Φ es una isometŕıa, podemos

deducir que,

{dΦ(X1), dΦ(X2), . . . , dΦ(Xn), dΦ(JX1), dΦ(JX2), . . . , dΦ(JXn)},

es una marco local ortonormal de N a lo largo de Φ(M), más aún, es una marco ortonormal

local N a lo largo de Φ(M). Ahora, ya que Φ es antiholomorfa, es decir, dΦ ◦ J = −J ◦ dΦ,

para cada i 6= j,

〈dΦ(Xi), JdΦ(Xj)〉 = −〈dΦ(Xi), dΦ(JXj)〉 = 〈Xi, JXj〉 = 0.

Lo cual implica que Φ(M) es una subvariedad Lagrangiana. La prueba del caso, en el que Φ es

holomorfa, se hace de manera análoga.

Ejemplo 2. En la variedad Riemanniana de los cuaterniones H = R4, con la métrica usual de

R4 consideramos la tres esfera,

S3 = {x+ iy + jz + kw ∈ H |x2 + y2 + z2 + w2 = 1}.

Esto es, los cuaterniones unitarios. En la variedad producto, S3×S3 ⊂ R4×R4 = R8, definimos

la estructura casi compleja como sigue, para cada (U, V ) ∈ T(p,q)(S3 × S3) ≈ TpS3 × TqS3,

J |(p,q)(U, V ) =
1√
3

(
2pq−1V − U,−2qp−1U + V

)
.

Además definimos la métrica compatible con la estructura casi compleja como,

〈(U, V ), (X, Y )〉 =
1

2
(h((U, V ), (X, Y )) + h(J(U, V ), J(X, Y ))) ,

donde h es la métrica producto de la variedad producto S3×S3 inducida por la métrica estándar

de S3. Entonces (S3×S3, J, 〈, 〉) es una variedad nearly Kaehler, este resultado se probará, salvo

un múltiplo de la métrica, en el Teorema 3.2.2.
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1.3. Grupos de Lie

Esta última sección del caṕıtulo introductorio abordamos el concepto de grupo de Lie. Nos

enfocamos principalmente en grupos de Lie con métrica bi-invariante, es importante mencionar

que un grupo admite una métrica bi-invariante si y sólo si es el producto de un grupo compacto

con un grupo abeliano.

Definición 1.3.1. Sea G un grupo con una estructura de variedad diferenciable. Al grupo G,

se le llama Grupo de Lie, si las operaciones producto e inversa denotadas por, µ : G×G→ G,

i : G→ G, son funciones C∞, definidas por,

µ(g, h) = gh, i(g) = g−1.

En esta sección utilizaremos siempre a G como un grupo de Lie por lo que se omitirá en las

hipótesis.

Definición 1.3.2. Sean G un grupo de Lie y σ ∈ G. Definimos la operación multiplicación a

la izquierda (multiplicación a la derecha) por σ, denotada por Lσ : G → G, (Rσ : G → G), y

definida por,

Lσ(h) = σh, (Rσ(h) = hσ).

Proposición 1.3.3. Sea σ ∈ G. Las operaciones Lσ : G → G y Rσ : G → G son difeomorfis-

mos.

Demostración. Primero, es importante notar, que estas funciones son restricciones de la función

producto µ : G×G→ G, en efecto,

µ|σ×G(σ, g) = σg = Lσ(g),

µ|G×σ(g, σ) = gσ = Rσ(g).

Esto garantiza que las funciones Lσ y Rσ son C∞. Ahora, estas funciones tienen por funciones

inversas, respectivamente, a las funciones C∞, Lσ−1 y Rσ−1 , lo que concluye la prueba.

Definición 1.3.4. Un campo X ∈ X(G) se llama, campo invariante izquierdo (campo inva-

riante derecho), si para cualquier σ ∈ G,

dLσ|h(Xh) = XLσ(h), (dRσ|h(Xh) = XRσ(h)).
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Si un campo X ∈ X(G), es a la vez, invariante izquierdo e invariante derecho, se le llama

campo bi-invariante.

Definición 1.3.5. Al conjunto de campos invariantes izquierdos se le llama Álgebra de Lie de

G, el cual es denotada por g.

Proposición 1.3.6. [24, Prop. 3.7] El álgebra de Lie del grupo de Lie G, es un espacio vectorial

sobre R.

Proposición 1.3.7. [24, Prop. 3.7] Existe una relación biuńıvoca entre el álgebra de Lie de

G, y el espacio tangente a la identidad del grupo e ∈ G, más aún g y TeG son isomorfos como

espacios vectoriales.

Definición 1.3.8. Una métrica 〈, 〉 en G, se llama métrica invariante izquierda (métrica in-

variante derecha), si para cualesquiera σ ∈ G, y X, Y ∈ X(M),

〈X, Y 〉 = 〈dLσX, dLσY 〉 , (〈X, Y 〉 = 〈dRσX, dRσY 〉).

En el caso, de que una métrica, sea a la vez, invariante izquierda e invariante derecha, se le

llama métrica bi-invariante.

Lema 1.3.9. Si X ∈ X(G), es un campo invariante izquierdo y Y ∈ X(G) un campo invariante

derecho, entonces [X, Y ] = 0.

Demostración. Sea f una función C∞. Vamos a comenzar analizando la derivada de la función

Y · f , en la dirección Xg,

Xg(Y · f) = dLgX(e)(Y · f) =
d

dt
|t=0Y · f(Lg(exp(tX(e)))) =

d

dt
|t=0Y (Lg(exp(tX(e)))) · f

del hecho que Y es invariante derecho,

d

dt
|t=0Y (Lg(exp(tX(e)))) · f =

d

dt
|t=0dRLg(exp(tX(e))) · Y (e)f.

Hacemos uso del siguiente hecho general para cualesquiera h, σ, g,∈ G,

RLσ(h)(g) = gLσ(h) = gσh = Rh(gσ) = Rh(Rσ(g)).
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por lo que garantizamos que,

d

dt
|t=0dRLg(exp(tX(e))) · Y (e)f =

d

dt
|t=0dRexp(tX(e))(dRgY (e)) · f

=
d

dt
|t=0dRexp(tX(e))Y (g) · f =

d

dt
|t=0Y (g) · (f ◦Rexp(tX(e)))

= Y (g) · d
dt
|t=0f ◦Rexp(tX(e)) = Y (g) · (Xf).

Esto último, se sigue del hecho que, Rexp(tX(e))(e) es una curva que en t = 0, es la identidad del

grupo G y cuya derivada en t = 0, es el vector X(e), es decir, es una curva integral del campo

X. Por lo que [X, Y ] = XY − Y X = 0.

Definición 1.3.10. Un grupo de Lie G se llama abeliano, si para cualesquiera campos inva-

riantes izquierdos X, Y ∈ g, el corchete [X, Y ] = 0.

Proposición 1.3.11. Si existe una base de campos bi-invariantes, entonces el grupo de Lie G

es abeliano.

Demostración. Supongamos que {X1, X2, . . . , Xn}, es una base de campos bi-invariantes de G.

Entonces el Lema 1.3.9, garantiza que, [Xi, Xj] = 0, ya que en particular Xi es un campo

invariante izquierdo, y Xj es un campo invariante derecho. Ya que esto es válido en una base,

concluimos que G es abeliano.

Proposición 1.3.12. La derivada del producto del grupo µ : G×G→ G, tiene por fórmula,

dµ|(p,q)(Xp, Yq) = dRq|p(Xp) + dLp|q(Yq)

Demostración. Sabemos que, T(p,q)G×G ≈ TpG×TqG, lo cual nos da la libertad de pensar que,

(Xp, Yq) = (Xp, 0) + (0, Yq), utilizando el hecho conocido que la derivada es una transformación

lineal, calculamos por separado la regla de correspondencia a cada sumando. Por un lado, para

calcular dµ|(p,q)(Xp, 0). Consideramos γ una curva tal que γ(0) = p y γ̇(0) = Xp, de manera

que la curva (γ(t), q) es una curva que en t = 0 es (p, q) y cuya derivada en t = 0 es (Xp, 0), se

sigue ahora que,

dµ|(p,q)(Xp, 0) =
d

dt
|t=0µ(γ(t), q) =

d

dt
|t=0Rq(γ(t)) = dRq|p(Xp).

El último paso se justifica dado que Rq(γ(t)) es una curva, tal que, en t = 0 pasa por pq, y cuya

derivada es dRq|p(Xp). Por otro lado, para dµ|(p,q)(0, Yq), sea η una curva, tal que, η(0) = q y
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η̇(t) = Yq. Entonces la curva (p, η(t)), es tal que, en t = 0 es el punto (p, q), y cuya derivada en

t = 0, es (0, Yq) con lo que,

dµ|(p,q)(0, Yq) =
d

dt
|t=0µ(p, η(t)) =

d

dt
|t=0Lp(η(t)) = dLp|q(Yq),

sumando las dos ecuaciones obtenemos la ecuación deseada.

Corolario 1.3.13. La derivada de la función inversa i : G→ G en el grupo es,

di|p(Xp) = −dRp−1|edLp−1|pX(p).

Demostración. Primero calculamos la derivada de la función i en la identidad del grupo e. Para

este propósito, elegimos γ una curva, tal que, γ(0) = e y γ̇(t) = Xe ∈ TeG arbitrario, de la

Proposición 1.3.12, se sigue,

dµ(X(e), di|e(Xe)) = dReXe + dLedi|e(Xe) = Xe + di|e(Xe),

Pero además,

dµ(X(e), di|e(Xe)) =
d

dt
|t=0µ(γ(t), i(γ(t))) =

d

dt
|t=0e = 0,

lo que implica que, Xe + di|e(Xe) = 0, en otras palabras, di|e(Xe) = −Xe. Como segundo paso,

notemos que la función i se puede reescribir como, Rp−1 ◦ i ◦ Lp−1 , en efecto, ya que,

Rp−1 ◦ i ◦ Lp−1(q) = Rp−1 ◦ i(p−1q) = Rp−1(q−1p) = q−1pp−1 = i(q),

al diferenciar,

di(Xp) = d(Rp−1 ◦ i ◦ Lp−1)(Xp) = dRp−1 |edi|e ◦ dLp−1 |p(Xp)

= dRp−1|edi|e(dLp−1 |p(Xp)) = dRp−1|e(−dLp−1|p(Xp))

= −dRp−1 |edLp−1|pX(p),

lo que concluye la prueba.

Corolario 1.3.14. Sea σ ∈ G. Definimos la función f : G→ G definida por

f(p) = pσp−1,

entonces la derivada de la función queda determinada para cada campo invariante izquierdo

X ∈ X(G)

df |e(X(e)) = dRσ|e(X(e))− dLσ|e(X(e))
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Demostración. Primero, hay que notar que f(p) = µ(Rσ(p), i(p)), por lo tanto, por la regla de

la cadena tenemos que,

dµ(Rσ, i)(X(e)) = dµ|(σ,e) ◦ (dRσ|e(X(e), di|e(X(e)))

= dRe|σ(dRσ|e(X(e)) + dLσ|e(di|e(X(e)))

= dRσ|e(X(e))− dLσ|e(X(e)),

lo cual es lo que queŕıamos probar.

Definición 1.3.15. El centro del grupo de Lie G se define y denota como,

Z(G) = {σ ∈ G : στ = τσ, para cada τ ∈ G} . (1.7)

Ejemplo 3. Cualquier grupo de Lie G conmutativo Z(G) = G.

Ejemplo 4. En S3 = {x ∈ H : |x| = 1} con la operación de los cuaterniones se tiene,

Z(S3) = {1,−1}.

Ejemplo 5. El centro de la variedad S3 × S3 es,

Z(S3 × S3) = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)},

esto es consecuencia que tiene la estructura producto.

Ejemplo 6. El grupo O(n) = {A ∈Mn×n(R) : AAt = I = AtA} tiene como centro,

Z(O(n)) = {Id,−Id}.

Ejemplo 7. El grupo SO(n) = {A ∈ O(n) : det(A) = 1} podemos dividirlo en dos casos como

sigue, si n = 2 entonces,

Z(SO(2)) = SO(2).

Por otro lado, si n > 2 se divide en dos posibilidades, si n es impar entonces,

Z(SO(n)) = {Id},

y si n es par entonces su centro es,

Z(SO(n)) = {Id,−Id}.
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Ejemplo 8. El grupo U(n) = {A ∈ Mn×n(C) : AA
t

= Id = A
t
A}, donde A

t
significa la

transpuesta de la matriz conjugada. El centro de este grupo es,

Z(U(n)) = {λId : λ ∈ S1 ⊂ C}.

Ejemplo 9. El grupo SU(n) = {A ∈Mn×n(C) : detA = 1} tiene por centro,

Z(SU(n)) = {λId : λ ∈ S1, λn = 1} = Zn.

Definición 1.3.16. Sean G un grupo de Lie y σ ∈ G entonces la representación adjunta en σ

es la función Adσ : g→ g se define por,

Adσ(X) = dLσdRσ−1(X),

para cada X ∈ g.

Ejemplo 10. En S3 determinamos la representación adjunta en i ∈ S3 como sigue. El espacio

tangente en la identidad esta generado por, i, j, k ∈ H, ya que estos vectores son ortogonales a

la identidad 1 ∈ H, entonces tenemos,

Adi(i) = dLi ◦ dRi−1(i) = i(ii−1) = −i(1) = −i,

Adi(j) = dLi ◦ dRi−1(j) = i(ji−1) = −i(−k) = −j,

Adi(k) = dLi ◦ dRi−1(k) = i(ki−1) = −i(j) = −k.

Por lo que podemos concluir que si X(e) = ai+ bj + ck ∈ g, entonces Adi(X) = −X.

Proposición 1.3.17. Sean σ ∈ G, X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos entonces,

∇dRσ(X)Y (e) = ∇Adσ−1 (X)Y (e),

∇dLσ(X)Y (e) = ∇XY (e).

Demostración. Hay que notar que ∇dRσ(X)Y (e) es evaluar el campo dRσ(X) en un elemento

tal que este campo este evaluado en la identidad esto es, hay que evaluarlo en σ−1, es decir,

∇dRσ(X)Y (e) = ∇dRσ(X(σ−1))Y = ∇dRσ(X(Lσ−1 (e)))Y = ∇dRσ(dLσ−1 (X(e))Y = ∇Adσ−1XY (e).

Para la afirmación siguiente la prueba es análoga, lo cual concluye la prueba.
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Proposición 1.3.18. [24, Teorema 3.50] Sea G un grupo de Lie conexo. Entonces el centro de

G es el kernel de la representación adjunta, en otras palabras,

Z(G) = {σ ∈ G : Adσ = Id : g→ g}

Ejemplo 11. En particular en el grupo de Lie S3 tenemos el siguiente caso que será de interés

en caṕıtulos posteriores. Sabemos por la Proposición 1.3.18, que i ∈ S3 no pertenece al centro

de S3, pero i2 si lo esta.

Proposición 1.3.19. Si (G, 〈, 〉) es un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Entonces la

métrica es invariante por representación adjunta. Esto es, para cada X, Y ∈ X(G) invariantes

izquierdos y cada σ ∈ G

〈Adσ(X), Adσ(Y )〉 = 〈X, Y 〉 .

Demostración. Utilizamos el hecho que la representación adjunta es, Adσ(X) = dLσ(dRσ−1(X))

y aśı, tenemos que,

〈Adσ(X), Adσ(Y )〉 = 〈dLσ(dRσ−1(X)), dLσ(dRσ−1(Y ))〉 = 〈dRσ−1(X), dRσ−1(Y )〉

= 〈X, Y 〉 .

Lo que finaliza la prueba.

Proposición 1.3.20. [20, página 323] Sea (G, g) un grupo de Lie con métrica bi-invariante.

La conexión de Levi-Civita ∇ para campos invariantes izquierdos X, Y ∈ X(G) esta dada por,

∇XY =
1

2
[X, Y ].

Teorema 1.3.21. [20, Lema 7.5] Un grupo de Lie G admite una métrica bi-invariante si y

sólo si, G es isomorfo al producto de un grupo compacto y un grupo abeliano.

Lema 1.3.22. Sean G un grupo de Lie con métrica bi-invariante g y X, Y, Z ∈ X(G) campos

invariantes izquierdos, entonces,

(∇X (∇YZ)) − (∇Y (∇XZ)) =
1

4
[[X, Y ] , Z] .

Demostración. Se sabe de la Proposición 1.3.20, ∇XY = 1
2
[X, Y ] para campos invariantes

izquierdos, de aqúı,

(∇X (∇YZ)) =
1

2
[X, (∇YZ)]

=
1

4
[X, [Y, Z]] .
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Por otro lado, por primera identidad de Bianchi,

(∇Y (∇XZ)) =
1

4
[Y, [X,Z]]

=
1

4
(− [X, [Z, Y ]]− [Z, [Y,X]]).

De estas dos ecuaciones podemos calcular

(∇X (∇YZ)) − (∇Y (∇XZ)) =
1

4
([X, [Y, Z]] + [X, [Z, Y ]] + [Z, [Y,X]]))

=
1

4
([X, [Y, Z]]− [X, [Y, Z]]− [Z, [X, Y ]]))

= −1

4
[Z, [X, Y ]] =

1

4
[[X, Y ] , Z] .

Lo que concluye la demostración.



Caṕıtulo 2

Superficies Lagrangianas en C2

2.1. Superficies Lagrangianas de ángulo constante en C2

En este caṕıtulo (C2, J, 〈, 〉 , D) representa a la variedad Kaehler C2, con estructura casi

compleja J definida de la siguiente manera. Para cada campo (x, y, z, w) ∈ X(C2),

J(x, y, z, w) = (−y, x,−w, z).

La métrica 〈, 〉 es la usual de R4 y D es la conexión de Levi-Civita asociada a la métrica.

Definición 2.1.1. Sean M una subvariedad de Rn y Z ∈ X(Rn) un campo constante de mag-

nitud 1. Entonces, M es llamada de ángulo constante respecto a Z, si el ángulo formado entre

TpM y Z(p) es independiente de p.

Notación 2. Notemos que

TpC2 = TpM ⊕ TpM⊥,

esto nos garantiza que existe una descomposición única para el campo Z como

Z = ZT + Z⊥,

donde, ZT representa la parte tangente a M , esto es, la proyección ortogonal de Z sobre TM

y Z⊥ la parte normal a M , es decir, la proyección ortogonal de Z sobre TM⊥.

Proposición 2.1.2. Sean M una subvariedad de Rn y Z ∈ X(Rn) un campo constante. Los

siguientes enunciados son equivalentes,

19
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1. La subvariedad M es de ángulo constante respecto a Z,

2. |ZT | es constante,

3. |Z⊥| es constante.

Demostración. El ángulo formado por el campo Z y los espacios tangentes, es justamente el

ángulo formado entre los vectores Z y su proyección sobre el espacio tangente, en este caso ZT ,

por lo que el ángulo satisface,

cos(θ) =

〈
Z,ZT

〉
|Z||ZT |

=

〈
ZT , ZT

〉
|Z||ZT |

=
|ZT |2

|Z||ZT |
=
|ZT |
|Z|

,

de aqúı, si suponemos que el ángulo es constante, tenemos que,

|ZT | = cos(θ)|Z|,

es constante. Ahora, si suponemos que |ZT | es constante, entonces,

|Z⊥|2 = |Z|2 − |ZT |2

garantizando que |Z⊥| es constante. Por último, si |Z⊥| es constante, tenemos que |ZT | es

constante, por lo que el ángulo entre Z y el espacio tangente satisface,

cos(θ) =
|ZT |
|Z|

,

es decir, θ es constante.

Proposición 2.1.3. Sea M una subvariedad de ángulo constante respecto al campo constante

Z de C2, entonces, si X ∈ X(M) las ecuaciones siguientes se satisfacen,

∇XZ
T = AZ⊥X,

∇⊥XZ⊥ = −h(X,ZT ),

AZ⊥Z
T = 0,

∇ZTZ
T = 0.

Demostración. Por un lado, como Z es un campo constante, es decir, un campo paralelo en

C2, tenemos

0 = DXZ = DXZ
⊥ +DXZ

T ,
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ahora, se sigue de las ecuaciones de Gauss, Weingarten proporcionadas en la Definición 1.2.1

0 = −AZ⊥X +∇⊥XZ⊥ +∇XZ
T + h(X,Z⊥),

al comparar las partes normales y partes tangentes obtenemos las ecuaciones,

∇XZ
T = AZ⊥X,

∇⊥XZ⊥ = −h(X,ZT ).

Por otro lado, utilizando el hecho que, |ZT | es constante, también lo es
〈
ZT , ZT

〉
, esto implica

que,

0 = X〈ZT , ZT 〉 = 2〈∇XZ
T , ZT 〉 = 2〈AZ⊥X,ZT 〉 = 2〈AZ⊥ZT , X〉.

Es decir, AZ⊥Z
T = 0. Por último, ya que, ∇XZ

T = AZ⊥X, tenemos ∇ZTZ
T = 0.

A partir de este momento supondremos siempre a M como una superficie Lagrangiana de

C2 y de ángulo constante respecto a un campo paralelo Z ∈ C2.

Lema 2.1.4. Si M es una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto a Z en C2.

Entonces M es de ángulo constante respecto a JZ.

Demostración. Primero, como C2 es una variedad Kaehler, para cada campo X ∈ C2,

DXJZ = JDXZ = 0,

es decir, JZ es un campo paralelo. Ahora,

JZ = J(ZT + Z⊥) = J(ZT ) + J(Z⊥),

del hecho que M es una variedad Lagrangiana al igualar partes normales y partes tangentes,

se sigue,

(JZ)T = JZ⊥, (2.1)

(JZ)⊥ = JZT . (2.2)

A continuación se sigue de la ecuación 2.1 que,

〈(JZ)T , (JZ)T 〉 = 〈JZ⊥, JZ⊥〉 = 〈Z⊥, Z⊥〉 =
√

1− |ZT |2 = cte,

esto es, por la Proposición 2.1.2, se puede concluir que, M es de ángulo constante respecto a

JZ en C2.
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Corolario 2.1.5. Para cada campo X ∈ X(M), las siguientes ecuaciones son verdaderas,

∇XJZ
⊥ = AJZTX, (2.3)

∇⊥XJZT = −h(X, JZ⊥), (2.4)

AJZT JZ
⊥ = 0, (2.5)

∇JZ⊥JZ
⊥ = 0. (2.6)

Demostración. Del Lema 2.1.4, sabemos que M es de ángulo constante respecto a JZ, ahora

estamos bajo las hipótesis de la Proposición 2.1.3, por lo que las ecuaciones se siguen bajo una

simple sustitución.

Definición 2.1.6. Sean γ : (a, b)→ Rn una curva, y Z un campo constante. En Rn definimos

el cilindro sobre γ por Z como, la superficie x : I × J → Rn como, x(s, t) = γ(t) + sZ donde

J = (−ε, ε), para algún ε > 0.

Lema 2.1.7. Si Z es un campo normal (tangente) a la superficie M , entonces la superficie

M localmente es un cilindro sobre una curva plana γ. Más aún, γ está contenida en un plano

complejo.

Demostración. Ya que M es una superficie Lagrangiana, y Z un campo normal entonces JZ

es tangente a M . Por la Proposición 2.1.4, M es de ángulo constante respecto a JZ, en este

caso, el ángulo es cero.

Sean p ∈ M , W un campo unitario tangente a M y ortogonal a JZ, y γ : I → M la curva

integral de W , tal que, γ(0) = p y γ̇(0) = W . Observemos que, como γ esta en la superficie, γ̇ es

ortogonal a Z, y ortogonal a JZ. Al considerar Π como el plano que pasa por p y es ortogonal a

los vectores Z y JZ resulta que la curva γ esta contenida en Π. Ahora, las curvas integrales de

JZ, son rectas paralelas, esto es, por cada punto γ(t) existe un segmento de recta en la dirección

JZ, pues JZ es paralelo, y la cual se queda contenida en M . Por lo anterior garantizamos que

en una vecindad de p, la superficie M es un producto de la curva γ con segmentos de recta

en dirección JZ, es decir, M localmente es un cilindro. Además si Z es tangente, por el Lema

2.1.4 sabemos que M es de ángulo constante respecto a JZ, el cual es normal, por lo anterior

se concluye que M es un cilindro.
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Corolario 2.1.8. Sea M es una superficie Lagrangiana de C2. Si M esta contenida en un

hiperplano, entonces M localmente es un cilindro sobre una curva plana γ contenida en un

plano complejo.

Demostración. Consideramos a Z el campo ortogonal unitario constante al hiperplano en el

que se encuentra contenida la superficie M . Es sencillo percatarse que Z es ortogonal a M , lo

cual quiere decir que, el ángulo entre Z y cualquier plano tangente de M es siempre igual a
π

2
, esto es, M es de ángulo constante respecto a Z. Estamos pues, dentro de las hipótesis del

Lema 2.1.7, con lo que concluimos la prueba.

2.2. Caso ZT y JZ⊥ linealmente dependientes

En esta sección además de suponer que M es una superficie Lagrangiana de ángulo constante

respecto al campo paralelo Z, supondremos el caso particular en el que los campos ZT y JZ⊥

son linealmente dependientes, en otras palabras existe una función λ, tal que, ZT = λJZ⊥.

Proposición 2.2.1. La función λ es constante.

Demostración. De la hipótesis,

ZT = λJZ⊥,

tenemos |ZT | = |λJZ⊥| = |λZ⊥| o equivalentemente,

|λ| = |Z
T |

|Z⊥|
= cot(θ),

en donde θ, es el ángulo formado entre ZT y Z, en otras palabras, θ es el ángulo entre Z y TM .

Como M es de ángulo constante, λ es constante.

Lema 2.2.2. El plano complejo Ω generado por Z y JZ contiene a los campos ZT , Z⊥, JZ⊥

y JZT . Más aún, si W ∈ X(M) ortogonal a ZT y de magnitud 1, entonces Ω es ortogonal al

plano complejo generado W y JW .

Demostración. Sea W un campo tangente a M , ortogonal a ZT y de magnitud 1. Como W es

tangente a M , se garantiza que,

〈W,JZT 〉 = 0, 〈W,Z⊥〉 = 0,
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ya que JZT y Z⊥ son normales a M . De la hipótesis, tenemos ZT = λJZ⊥ para alguna constante

λ, esto se sigue de la Proposición 2.2.1, sustituyendo, esto en las igualdades anteriores tenemos,

0 = 〈W,JZT 〉 = 〈W,JλJZ⊥〉 = −〈W,λZ⊥〉,

0 = 〈W,Z⊥〉 = 〈W,−1

λ
JZT 〉 = −1

λ
〈W,ZT 〉.

Aplicando que J preserva la métrica, las ecuaciones anteriores, garantizan,

〈JW,ZT 〉 = 0, 〈JW,Z⊥〉 = 0, 〈JW, JZT 〉 = 0,

〈JW, JZ⊥〉 = 0.

Sea Ω el plano complejo generado por Z y JZ, aśı es claro que ZT , Z⊥, JZ⊥ y JZT se quedan

contenidos en el plano Ω. Más aún, las mismas ecuaciones garantizan que, Ω es ortogonal al

plano generado por W y JW .

Teorema 2.2.3. El campo ZT es un campo paralelo en C2 a lo largo de M , y por tanto, M es

un cilindro.

Demostración. Sabemos de la Proposición 2.1.3 que ∇ZTZ
T = 0, entonces de la fórmula de

Gauss presentada en la Definición 1.2.1 se reduce a,

DZTZ
T = h(ZT , ZT ),

como ZT y JZ⊥ son linealmente dependientes se sigue de la Proposición 2.2.1, que existe una

constante λ, tal que, ZT = λJZ⊥, por lo cual se sigue,

DZTZ
T = DZTλJZ

⊥ = λJ(DZTZ
⊥) = λJ(−AZ⊥ZT +∇⊥ZTZ

⊥) = λJ(∇⊥ZTZ
⊥),

la última igualdad es cierta ya que, se sabe que AZ⊥Z
T = 0 por la Proposición 2.1.3. Al comparar

partes tangentes y partes normales, se sigue, DZTZ
T = h(ZT , ZT ) = λJ(∇⊥ZTZ

⊥) = 0.

Por otro lado, sea W ∈ X(M) ortogonal a ZT de magnitud 1, como C2 es Kaehler,

DWλJZ
⊥ = λJDWZ

⊥ = λJ(−AZ⊥W +∇⊥WZ⊥),

y además,

DWZ
T = ∇WZ

T + h(ZT ,W ) = AZ⊥W −∇⊥WZ⊥.
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Comparando partes normales y partes tangentes tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

λJ∇⊥WZ⊥ = AZ⊥W,

λJAZ⊥W = ∇⊥WZ⊥.

Al resolver el sistema se deduce que, (1 + λ2)∇⊥WZ⊥ = 0, la única opción, es por tanto que,

∇⊥WZ⊥ = 0. Como consecuencia, AZ⊥W = 0 y por lo tanto, DWZ
T = 0. En resumen, se ha

probado que,

DZTZ
T = 0,

DWZ
T = 0.

Esto quiere decir que, ZT es paralelo en C2 a lo largo de M .

Además notemos que, por el Lema 1.2.7

h(ZT ,W ) = h(λJZ⊥,W ) = −JAλZ⊥W = −JAZ⊥W = 0.

Sea γ la curva integral de W . Como W es ortogonal a Z y a JZ entonces automáticamente γ

es ortogonal a Z y JZ, lo cual garantiza que γ está contenida en el plano generado por W y

JW , y por lo tanto, M es un cilindro sobre γ con segmentos de recta en dirección del campo

paralelo ZT .

2.3. Caso ZT y JZ⊥ linealmente independientes

En esta sección supondremos que los campos ZT y JZ⊥, son campos linealmente indepen-

dientes, en otras palabras, {ZT , JZ⊥}, son un marco local del haz tangente de M .

Definición 2.3.1. Sean M una superficie Lagrangiana en C2 y Z ∈ X(C2). Definimos la

función f : M → R, definida por,

f(p) =
〈
ZT (p), JZ⊥(p)

〉
.

Observación 1. Sea M una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto a Z en C2, si

ZT y JZ⊥ son campos linealmente independientes. Entonces la función f depende del ángulo

entre los campos tangentes ZT y JZ⊥.

En efecto, partiendo de la definición de la función f , tenemos,

f(p) =
〈
ZT (p), JZ⊥(p)

〉
= |Z|T |Z⊥| cos(β(p)),
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donde, β(p) es el ángulo formado entre ZT (p) y JZ⊥(p) en el plano tangente de p.

Lema 2.3.2. Un marco ortonormal para el espacio tangente de la superficie M viene dado por,

e1 =
ZT

|ZT |
,

e2 =
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆
,

donde, ∆ =| ZT |2| Z⊥ |2 −f 2.

Demostración. Aplicando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt, se obtiene que el

primer campo del marco es,

e1 =
ZT

|ZT |
.

Ahora, para obtener el segundo campo, el cual es ortogonal a e1, realizamos los siguientes

cálculos,

e2 =
JZ⊥ −

〈
JZ⊥, e1

〉
e1

|JZ⊥ − 〈JZ⊥, e1〉 e1|
=

JZ⊥ −
〈
JZ⊥,

ZT

|ZT |

〉
ZT

|ZT |

|JZ⊥ −
〈
JZ⊥,

ZT

|ZT |

〉
ZT

|ZT |
|

=

JZ⊥ −
〈
JZ⊥, ZT

〉 ZT

|ZT |2

|JZ⊥ − 〈JZ⊥, ZT 〉 ZT

|ZT |2
|

=
|ZT |2JZ⊥ − fZT

||ZT |2JZ⊥ − fZT |
.

Por último, calculamos,

||ZT |2JZ⊥ − fZT |2 = 〈|ZT |2JZ⊥ − fZT , |ZT |2JZ⊥ − fZT 〉

= −2|ZT |2f 2 + |ZT |4|Z⊥|2 + f 2|ZT |2

= |ZT |2(|ZT |2|Z⊥|2 − f 2) = |ZT |2∆.

Con lo que se concluye la demostración.

Proposición 2.3.3. El operador de forma de la superficie M , queda determinado por,

AZ⊥Z
T = 0 = AJZT JZ

⊥,

AZ⊥JZ
⊥ =

JZ⊥ · f
∆

(
−fZT+ | ZT |2 JZ⊥

)
,

AJZTZ
T =

ZT · f
∆

(
| Z⊥ |2 ZT − fJZ⊥

)
,

donde, ∆ =| ZT |2| Z⊥ |2 −f 2.
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Demostración. Las ecuaciones, AZ⊥Z
T = 0 y AJZT JZ

⊥ = 0, se probarón en la Proposición

2.1.3 y Corolario 2.1.5 respectivamente. Dado que, AZ⊥JZ
⊥ es tangente y {ZT , JZ⊥} es una

base, existen funciones a y b, tales que,

AZ⊥JZ
⊥ = aZT + bJZ⊥,

para determinar a y b, resolvemos la siguiente ecuación matricial,| ZT |2 f

f | Z⊥ |2

a
b

 =

 0

JZ⊥ · f

 ,

las soluciones para

a
b

 son,

1

∆

| Z⊥ |2 −f

−f | ZT |2

 0

JZ⊥ · f

 =

a
b

 ,

donde, ∆ =| ZT |2| Z⊥ |2 −f 2. En otras palabras,

a =
1

∆

(
−f(JZ⊥ · f)

)
, b =

1

∆

(
|ZT |2(JZ⊥ · f

)
,

es decir,

AZ⊥JZ
⊥ =

JZ⊥ · f
∆

(
−fZT+ | ZT |2 JZ⊥

)
.

De manera análoga, si suponemos que AJZTZ
T = aZT + bJZ⊥, para algunas funciones a y b,

para encontrar dichas funciones se resuelve la ecuación matricial,| ZT |2 f

f | Z⊥ |2

a
b

 =

ZT · f

0

 ,

que al resolver se tiene al igualdad deseada.

Proposición 2.3.4. La segunda forma fundamental de la superficie M esta determinada por,

h
(
ZT , JZ⊥

)
= 0,

h
(
ZT , ZT

)
=
ZT · f

∆

(
fZ⊥+ | Z⊥ |2 JZT

)
,

h
(
JZ⊥, JZ⊥

)
=
JZ⊥ · f

∆

(
| ZT |2 Z⊥ + fJZT

)
.

Donde, ∆ =| ZT |2| Z⊥ |2 −f 2.
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Demostración. Del hecho, que ZT y JZ⊥ son campos linealmente independientes entonces

JZT y Z⊥ también lo son, en otras palabras, son un marco local del espacio normal a M . En

particular, cualquier campo normal se puede representar como una combinación lineal de JZT

y Z⊥. Sabemos del Corolario 2.1.5, y de la relación entre la segunda forma fundamental y el

operador de forma que

〈
h(ZT , JZ⊥), Z⊥

〉
=
〈
ZT , AZ⊥JZ

T
〉

= 0,

más aún, 〈
h(ZT , JZ⊥), JZT

〉
=
〈
JZ⊥, AJZ

T

ZT
〉

= 0,

es decir, h(ZT , JZ⊥) = 0. Para probar las otras igualdades aplicamos el Lema 1.2.7,

h(ZT , ZT ) = JAJZTZ
T = J

(
ZT · f

∆

(
| Z⊥ |2 ZT − fJZ⊥

))
=
ZT · f

∆

(
| Z⊥ |2 JZT + fZ⊥

)
,

y también,

h(JZ⊥, JZ⊥) = −JAZ⊥JZ⊥ =
JZ⊥ · f

∆

(
|ZT |2Z⊥ + fJZT

)
.

Lo que concluye la prueba.

Proposición 2.3.5. La conexión de la superficie M queda determinada por,

∇ZTZ
T = 0 = ∇JZ⊥JZ

⊥,

∇JZ⊥Z
T =

JZ⊥ · f
∆

(
−fZT+ | ZT |2 JZ⊥

)
,

∇ZT JZ
⊥ =

ZT · f
∆

(
| Z⊥ |2 ZT − fJZ⊥

)
,

donde, ∆ =| ZT |2| Z⊥ |2 −f 2.

Proposición 2.3.6. En el marco ortonormal dado en el Lema 2.3.2 la conexión, la segunda

forma fundamental y el operador de forma de la superficie M , están dadas por,

∇XY Y = e1 Y = e2

X = e1 0 0

X = e2
|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
e2 −|Z

T |(JZ⊥ · f)

∆
e1
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h(X, Y ) Y = e1 Y = e2

X = e1
ZT · f
|ZT |3

Je1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je2

−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je2

X = e2
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je2

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je1 +

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
Je2

AJXY Y = e1 Y = e2

X = e1
(ZT · f)

|ZT |3
e1 −

f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
e2

−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
e1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
e2

X = e2
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
e1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
e2

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
e1 +

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
e2

Demostración. Del hecho que e1, e2 es un marco ortonormal para la superficie M ,

∇e1e2 = be1 y ∇e1e1 = −be1.

Para calcular b, notemos primero,

∇e1e1 = ∇ ZT

|ZT |

ZT

|ZT |
=

1

|ZT |
∇ZTZ

T = 0.

Esta última igualdad es consecuencia de la Proposición 2.1.3. Por lo que también, como ya se

hab́ıa mencionado, ∇e1e2 = 0.

De manera similar, sabemos que,

∇e2e1 = ae2, ∇e2e2 = −ae1.

Con lo cual será suficiente encontrar el valor de a, para ello, optamos por calcular ∇e2e1, como

sigue,

∇e2e1 = ∇|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

ZT

|ZT |
=

1

|ZT |2
√

∆
(|ZT |2∇JZ⊥Z

T − f∇ZTZ
T )

=
JZ⊥ · f

∆3/2
(−fZT + |ZT |2JZ⊥) =

JZ⊥ · f
∆3/2

(|ZT |
√

∆)e2 =
|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
e2.

En consecuencia a =
|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
, y por lo tanto también tenemos∇e2e2 =

−|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
e1,

completando los cálculos para la conexí’on.

Ahora, para realizar cálculos de la segunda forma fundamental, comenzamos por h(e1, e1), como

sigue,

h(e1, e1) = h

(
ZT

|ZT |
,
ZT

|ZT |

)
=

1

|ZT |2
h(ZT , ZT ) =

ZT · f
∆|ZT |2

(fZ⊥ + |Z⊥|2JZ⊥),
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esta última igualdad se sigue de la Proposición 2.3.4. Luego, para escribirlo como combinación

lineal de e1, y e2, resolvemos la siguiente ecuación, para ciertas funciones c y d,

ZT · f
∆|ZT |2

(fZ⊥ + |Z⊥|2JZ⊥) = cJe1 + dJe2 =

(
c

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
JZT − d|ZT |√

∆
Z⊥,

al resolver el sistema podemos concluir que

c =
ZT · f
|ZT |3

, d =
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
,

se sigue que,

h(e1, e1) =
ZT · f
|ZT |3

Je1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je2.

Luego, por la simetŕıa de la segunda forma fundamental, es suficiente calcular h(e1, e2) o

h(e2, e1), por lo que calculamos sólamente h(e1, e2), como se muestra enseguida,

h(e1, e2) = h

(
ZT

|ZT |
,
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

)
=

1√
∆
h(ZT , JZ⊥)− f

|ZT |2
√

∆
h(ZT , ZT )

= − f

|ZT |2
√

∆

ZT · f
∆

(fZ⊥ + |Z⊥|2JZT ).

Necesitamos escribir este resultado como combinación lineal de Je1 y Je2, es decir,

h(e1, e2) = aJe1 + bJe2 = a
ZT

|ZT |
+ b
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

=

(
a

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
JZT − b|ZT |√

∆
Z⊥,

de aqúı, al comparar coeficientes tenemos,

h(e1, e2) =
−f(ZT · f)

|ZT |4
√

∆
Je1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je2.

El último cálculo para la segunda forma fundamental es, h(e2, e2) y lo hacemos como sigue,

h(e2, e2) = h

(
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆
,
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

)
=

1

|ZT |2∆
h
(
|ZT |2JZ⊥ − fZT , |ZT |2JZ⊥ − fZT

)
=

1

|ZT |2∆

(
|ZT |4h(JZ⊥, JZ⊥) + f 2h(ZT , ZT )

)
=

1

|ZT |2∆

(
|ZT |4JZ⊥ · f

∆
(|ZT |2Z⊥ + fJZT ) +

f 2(ZT · f)

∆
(fZ⊥ + |Z⊥|2JZT )

)
=

(|(ZT |6(JZ⊥ · f) + f 3(ZT · f))Z⊥ + (|(ZT |4f(JZ⊥ · f) + f 2|Z⊥|2(ZT · f))JZT

|ZT |2∆2
.
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Como en el caso anterior, para escribir este resultado como combinación lineal de Je1 y Je2,

igualamos con,

h(e2, e2) = aJe1 + bJe2 =

(
a

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
JZT − b|ZT |√

∆
Z⊥,

por lo que, al resolver esta ecuación vectorial se obtiene,

a =
f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
, b =

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
,

es decir,

h(e2, e2) =
f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je1 +

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
Je2,

con lo que completamos los cálculos para la segunda forma fundamental. Procedemos ahora, a

calcular el operador de forma. Comenzamos con AJe1e1, haciendo uso de la Proposición 2.3.3,

como se muestra enseguida,

AJe1e1 = AJZT

|ZT |

ZT

|ZT |
=

1

|ZT |2
AJZTZ

T =
ZT · f
|ZT |2∆

(|Z⊥|2ZT − fJZ⊥).

Para escribirlo como combinación lineal de e1 y e2, igualamos con,

AJe1e1 = ae1 + be2 = a
ZT

|ZT |
+ b
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆
=

(
a

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
ZT +

(
b|ZT |√

∆

)
JZ⊥,

al igualar estas dos ecuaciones y resolverla tenemos que,

AJe1e1 =
ZT · f
|ZT |3

e1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
e2.

Continuamos con AJe1e2 realizando las siguientes operaciones,

AJe1e2 = AJZT

|ZT |

(
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

)
=

1√
∆
AJZT JZ

⊥ − f

|ZT |
√

∆
AJZTZ

T

= − f

|ZT |
√

∆

(
ZT · f

∆
(|Z⊥|2ZT − fJZ⊥)

)
.

Para escribir esto en combinación lineal de e1 y e2 igualamos con,

AJe1e2 = ae1 + be2 = a
ZT

|ZT |
+ b
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆
=

(
a

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
ZT +

(
b|ZT |√

∆

)
JZ⊥,

igualando estas combinaciones tenemos lo que buscábamos, esto es,

AJe1e2 =
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
e1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
e2.
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En este caso, como estamos trabajando en una base ortonormal, se tiene la siguiente igualdad,

AJe1e2 = AJe2e1.

Por último para completar la prueba calculamos AJe2e2,

AJe2e2 = A
J

 |ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆


(
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆

)

=
1

|ZT |2∆
A(−|ZT |2Z⊥−fJZT )(|ZT |2JZ⊥ − fZT )

=
1

|ZT |2∆

(
−|ZT |4AZ⊥JZ⊥ − f 2AJZTZ

T
)

=
1

|ZT |2∆

(
−|Z

T |4(JZ⊥ · f)

∆
(−fZT + |ZT |2JZ⊥)− f 2(ZT · f)

∆
(|Z⊥|2ZT − fJZT )

)
=
|ZT |4f(JZ⊥ · f)− f 2|Z⊥|2(ZT · f)

|ZT |2∆2
ZT +

−|ZT |6(JZ⊥ · f) + f 3(ZT · f)

|ZT |2∆2
JZ⊥.

Al comparar con,

AJe2e2 = ae1 + be2 = a
ZT

|ZT |
+ b
|ZT |2JZ⊥ − fZT

|ZT |
√

∆
=

(
a

|ZT |
− bf

|ZT |
√

∆

)
ZT +

(
b|ZT |√

∆

)
JZ⊥,

y resolver se obtiene,

AJe2e2 =
f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
e1 +

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
e2.

Lo que concluye la prueba.

Corolario 2.3.7. La curvatura Gaussiana y la curvatura media son,

K =
f

∆2

(
ZT · f

) (
JZ⊥ · f

)
,

2H =

(
|Z⊥|2(ZT · f)

|ZT |∆

)
Je1 +

(
−f |ZT |2|Z⊥|2(ZT · f) + 2f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2.

Más aún, se tiene la relación,

ZT · (JZ⊥ · f) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2 = −3f(JZ⊥ · f)(ZT · f).

Demostración. En los cálculos siguientes se aplicarán la Proposición 1.2.2 y el Lema 2.3.2, aśı
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como la Proposición 2.3.6,

〈Re1,e2e1, e2〉 = 〈h(e1, e1), h(e2, e2)〉 − 〈h(e1, e2), h(e1, e2)〉

=

〈
ZT · f
|ZT |3

Je1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je2,

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je1

〉
〈
ZT · f
|ZT |3

Je1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je2,

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
Je2

〉
−
〈
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je2,−

f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je1 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je2

〉
=

f 2(ZT · f)

|ZT |6∆
− f 4(ZT · f)2 − |ZT |6f(JZ⊥ · f)(ZT · f)

|ZT |6∆2

−f
2(ZT · f 2)

|ZT |6∆
− f 4(ZT · f)2

|ZT |6∆2

=
f

∆2
(ZT · f)(JZ⊥ · f).

Podemos calcular la curvatura directamente sin utilizar la ecuación de Gauss, como sigue,

Re1,e2e1 = ∇[e1,e2]e1 −∇e1∇e2e1 +∇e2∇e1e1

=
−|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
∇e2e1 −∇e1

(
|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
e2

)
= −e1 ·

(
|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
e2

)
e2 −

|ZT |(JZ⊥ · f)

∆
∇e2e1

= −
(
|ZT |e1 · (JZ⊥ · f)− |ZT |(JZ⊥ · f)(e1 ·∆)

∆2

)
e2 −

|ZT |2(JZ⊥ · f)2

∆2
e2

= −

 |Z
T | Z

T

|ZT |
· (JZ⊥ · f)− |ZT |(JZ⊥ · f)(

ZT

|ZT |
·∆) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2

∆2

 e2

= −
(
ZT · (JZ⊥ · f) + 2f(JZ⊥ · f)(ZT · f) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2

∆2

)
e2.

De manera que también,

〈Re1,e2e1, e2〉 = −Z
T · (JZ⊥ · f) + 2f(JZ⊥ · f)(ZT · f) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2

∆2
,

es decir, tenemos la ecuación,

−(
ZT · (JZ⊥ · f) + 2f(JZ⊥ · f)(ZT · f) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2

∆2
) =

f

∆2
(ZT · f)(JZ⊥ · f),

equivalentemente,

ZT · (JZ⊥ · f) + |ZT |2(JZ⊥ · f)2 = −3f(JZ⊥ · f)(ZT · f), (2.7)
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luego como,

ZT · (JZ⊥ · f) = Hessf(ZT , JZ⊥) +∇ZT JZ
⊥ · f

= Hessf(ZT , JZ⊥) +
ZT · f

∆
(|Z⊥|2ZT − fJZ⊥) · f

= Hessf(ZT , JZ⊥) +
|Z⊥|2(ZT · f)2

∆
− f(ZT · f)(JZ⊥ · f)

∆
,

sustituyendo tenemos,

Hessf(ZT , JZ⊥)+
|Z⊥|2(ZT · f)2

∆
−f(ZT · f)(JZ⊥ · f)

∆
+|ZT |2(JZ⊥·f)2 = −3f(JZ⊥·f)(ZT ·f),

con lo que obtenemos la fórmula para el Hessiano de f evaluado en (ZT , JZ⊥),

Hessf(ZT , JZ⊥) = −|Z
⊥|2(ZT · f)2

∆
−|ZT |2(JZ⊥·f)2−3f(JZ⊥·f)(ZT ·f)+

f(ZT · f)(JZ⊥ · f)

∆
.

Para la curvatura media un cálculo directo lleva al resultado,

2H = h(e1, e1) + h(e2, e2)

=
ZT · f
|ZT |3

Je1 −
f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
Je2 +

f 2(ZT · f)

|ZT |3∆
Je1 +

f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2
Je2

=

(
ZT · f
|ZT |3

+
f 2(ZT · f)

|ZT |3∆

)
Je1 +

(
−f(ZT · f)

|ZT |3
√

∆
+
f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2

=

(
(ZT · f)∆ + f 2(ZT · f)

|ZT |3∆

)
Je1 +

(
−f(ZT · f)∆ + f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2

=

(
|ZT |2|Z⊥|2(ZT · f)

|ZT |3∆

)
Je1

+

(
−f |ZT |2|Z⊥|2(ZT · f) + 2f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2

=

(
|Z⊥|2(ZT · f)

|ZT |∆

)
Je1 +

(
−f |ZT |2|Z⊥|2(ZT · f) + 2f 3(ZT · f)− |ZT |6(JZ⊥ · f)

|ZT |3∆3/2

)
Je2.

Lo que concluye la prueba.

2.4. Parametrizaciones en C2

2.4.1. Familia de superficies de ángulo constante en C2

Definición 2.4.1. Sean S una superficie Riemanniana y g : S → R una función de clase C∞.

Definimos y denotamos el gradiente de g, como el único campo ∇g ∈ X(S), que satisface, para

todo campo, X ∈ X(S),

〈∇g,X〉 = X · g = dg(X).
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Definición 2.4.2. Sean S una variedad Riemanniana, y g función g : S → R. La función g es

llamada eikonal si, |∇g| es constante.

Proposición 2.4.3. [22, Prop. 4.1] Sean S una superficie en R3 ⊂ C2, tal que, R3 es el

hiperplano ortogonal a e4 = (0, 0, 0, 1), y g : S → R una función eikonal. Entonces, la gráfica

de la función,

M = {(p, g(p)) : p ∈ S},

es una variedad de ángulo constante respecto al campo e4.

Demostración. Sea φ : U ⊂ S → M la función definida por φ(p) = (i(p), g(p)) = (p, g(p)),

donde la función i : S → R3. Sea X =
∇g
|∇g|

, y Y ∈ X(S) un campo unitario ortogonal a X, es

claro, por la elección de Y que,

dg(Y ) = 〈∇g, Y 〉 = |∇g|
〈
∇g
|∇g|

, Y

〉
= 0.

En otras palabras, {X, Y } forman un marco ortonormal del espacio tangente a M .

Denotamos los campos canónicos de R4, como ∂a, ∂b, ∂x y ∂y, se sigue que, dg(X) =

〈
∇, ∇g
|∇g|

〉
=

|∇g|, con lo que podemos calcular los campos asociados a X y Y en M , es decir,

X = dφ(X) = dX + dg(X) = di(X) + |∇g|∂y,

Y = dφ(Y ) = di(Y ) + dg(Y ) = di(Y ).

Afirmamos que {X,Y } son campos ortogonales y de magnitud constante, en efecto,

〈
X,Y

〉
= 〈di(X) + |∇g|∂y, di(Y )〉 = 〈di(X), di(Y )〉 = 〈X, Y 〉 = 0,

〈
X,X

〉
= 〈di(X) + |∇g|∂y, di(X) + |∇g|∂y〉 = |X|2 + |∇g| = 1 + |∇g|,〈

Y , Y
〉

= 〈di(Y ), di(Y )〉 = |Y |2 = 1.

Para probar que M , es de ángulo constante respecto a e4 = ∂y, hay que probar que la parte

tangente ∂Ty es de magnitud constante, esto es suficiente por la Proposición 2.1.2. Entonces al

escribir,

∂Ty = aX + bY ,



36 CAPÍTULO 2. SUPERFICIES LAGRANGIANAS EN C2

y por el hecho de estar escrita en un marco ortonormal de M podemos calcular fácilmente las

funciones a y b como sigue,

a =
〈
∂Ty , X

〉
= 〈∂y, di(X) + |∇g|∂y〉 = |∇g|,

y también,

b =
〈
∂Ty , di(Y )

〉
= 0.

Aśı el cuadrado de la magnitud del campo ∂Ty es,

|∂Ty |2 =
〈
|∇g|X, |∇g|X

〉
= |∇g|2|X|2 = |∇g|2(1 + |∇g|).

Lo que concluye la prueba.

De manera más general tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.4.4. Consideramos una superficie totalmente real M inmersa en Cn ⊂ Cn+1 y

una función real eikonal g : M → R. Entonces la inmersión φ = (i, 0, g) donde i : M → Cn es la

inclusión, es una inmersión totalmente real y de ángulo constante respecto a e2n = (0, . . . , 0, 1).

Demostración. Notemos que un campo X de M es levantado por φ a X̃ = X+ (X · g)e2n. Para

probar que esta superficie es totalmente real, observemos que para cualesquiera X, Y ∈ X(M)

linealmente independientes, X̃, Ỹ ∈ X(φ(M)) son linealmente independientes, es decir, son una

base de φ(M), además,

〈X̃, JỸ 〉 = 〈X + (X · g)e2n, JY + (Y · g)Je2n〉 = 0,

lo que implica que φ(M) es una superficie totalmente real. Ahora, la prueba de que φ(M) es

de ángulo constante es análoga a la prueba de la Proposición 2.4.3.

2.4.2. Superficies como gráficas de funciones.

Teorema 2.4.5. [11, Teor. 2.2] Sean L1, L2 : M → C2, dos inmersiones Lagrangianas con

segunda forma fundamental h1 y h2 respectivamente. Si〈
h1(X, Y ), J(dL1Z)

〉
=
〈
h2(X, Y ), J(dL2Z)

〉
,

para cualesquiera campos, X, Y, Z ∈ X(M), entonces existe una isometŕıa Φ de C2, tal que,

L1 = L2 ◦ Φ.
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Definición 2.4.6. Sean M una superficie de C2 y φ : U ⊂ R2 → M ⊂ C2 una carta. Los

coeficientes de la primer forma fundamental los denotamos por,

E = 〈φx, φx〉 , G = 〈φy, φy〉 , F = 〈φx, φy〉 .

Observación 2. Sea M una superficie de R4, es posible escribirla, localmente como la gráfica de

una función (f, g) : U ⊂ R2 → R2, donde f, g : U ⊂ R2 → R, de manera que existen veinticuatro

posibilidades, las cuales, podemos reducir a doce, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que

las funciones f y g se pueden renombrar. Podemos reducir a seis posibilidades, ya que, podemos

suponer lo mismo con las variables del conjunto U ⊂ R2.

Lema 2.4.7. Sea φ : M → C2 una superficie Lagrangiana, entonces la segunda forma funda-

mental en la base {φx, φy}, es para cada i, j ∈ {x, y},

(EG− F 2)h(φi, φj) = (〈φij, Jφx〉G− 〈φij, Jφy〉F )Jφx + (−〈φij, Jφx〉F + 〈φij, Jφy〉E)Jφy.

Demostración. La segunda forma fundamental h(φi, φj), es la parte normal de ∇∂i∂j = φij,

para cada i, j ∈ {x, y}. Por lo tanto, es posible expresarla en el marco local {Jφx, Jφy} como

sigue,

h(φi, φj) = aJφx + bJφy,

para ciertas funciones a, b. Para descubrir a estas funciones, es necesario resolver el siguiente

sistema de ecuaciones, el que se presenta en su forma matricial,E F

F G

a
b

 =

〈φij, Jφx〉
〈φij, Jφy〉

 .

Resolviendo el sistema tenemos que,

1

EG− F 2

 G −F

−F E

〈φij, Jφx〉
〈φij, Jφy〉

 =

a
b

 ,

con lo que finalizamos la prueba.

De aqúı en adelante supondremos que supondremos que la superficie M es Lagrangiana.

Proposición 2.4.8. Sean f y g dos funciones definidas en un abierto U ⊂ R2. Entonces las

parametrizaciones siguientes son lagrangianas, si satisfacen la condición respectiva.



38 CAPÍTULO 2. SUPERFICIES LAGRANGIANAS EN C2

Parametrización Condición para ser Lagrangiana

φ1(x, y) = (x, y, f(x, y), g(x, y)) fxgy − fygx = −1

φ2(x, y) = (x, f(x, y), y, g(x, y)) fy = gx

φ3(x, y) = (f(x, y), x, y, g(x, y)) fy = −gx
φ4(x, y) = (f(x, y), x, g(x, y), y) fy = gx

φ5(x, y) = (f(x, y), g(x, y), x, y) fxgy − fygx = −1

φ6(x, y) = (x, f(x, y), g(x, y), y) fy = −gx
Demostración. En cualquier parametrización la condición para ser una superficie Lagrangiana,

es proporcionada por la ecuación 〈∂x, J∂y〉 = 0. Entonces para la parametrización φ1,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(1, 0, fx, gx), J(0, 1, fy, gy)〉

= 〈(1, 0, fx, gx), (−1, 0,−gy, fy)〉 = −1− fxgy + gxfy.

Ahora para la parametrización φ2,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(1, fx, 0, gx), J(0, fy, 1, gy)〉

= 〈(1, fx, 0, gx), (−fy, 0,−gy, 1)〉 = −fy + gx.

En el caso de la parametrización φ3,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(fx, 1, 0, gx), J(fy, 0, 1, gy)〉

= 〈(fx, 1, 0, gx), (0, fy,−gy, 1)〉 = fy + gx.

Para la parametrización φ4,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(fx, 1, gx, 0), J(fy, 0, gy, 1)〉

= 〈(fx, 1, gx, 0), (0, fy,−1, gy)〉 = fy − gx.

Ahora para la parametrización φ5,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(fx, gx, 1, 0), J(fy, gy, 0, 1)〉

= 〈(fx, gx, 1, 0), (−gy, fy,−1, 0)〉 = −fxgy + gxfy − 1.

Por último para la parametrización φ6,

0 = 〈∂x, J∂y〉 = 〈(1, fx, gx, 0), J(0, fy, gy, 1)〉

= 〈(1, fx, gx, 0), (−fy, 0,−1, gy)〉 = −fy − gx.

Con lo que finalizamos la prueba.
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Lema 2.4.9. Consideramos las isometŕıas Φi : C2 → C2, i = 1, 2 definidas por,

Φ1(x, y, z, w) = (z, w, x, y), Φ2(x, y, z, w) = (y, x, w, z).

Entonces Φ1 es holomorfa y Φ2 es antiholomorfa.

Demostración. Vamos a probar que dΦ1 = Φ1 (pues Φ1 es una transformación lineal), es holo-

morfa. Para ello consideramos (x, y, z, w) = X ∈ X(M) procederemos calculando,

Φ1(J(x, y, z, w)) = Φ1(−y, x,−w, z) = (−w, z,−y, x),

por otro lado,

JΦ1((x, y, z, w)) = J(z, w, x, y) = (−w, z,−y, x),

por lo que concluimos que Φ1 es holomorfa. Por otro lado, hacemos los mismos cálculos para

dΦ2 = Φ2 en X = (x, y, z, w),

Φ2J(x, y, z, w) = Φ2(−y, x,−w, z) = (x,−y, z,−w),

y además,

JΦ2(x, y, z, w) = J(y, x, w, z) = (−x, y,−z, w).

Es decir, Φ2 es antiholomorfa, lo cual concluye la prueba.

Corolario 2.4.10. Las posibles parametrizaciones como gráficas de funciones f, g : U ⊂ R2 →

R, salvo isometŕıas son φ1, φ2 y φ3.

Demostración. Ya se mencionó que la tabla de la Proposición 2.4.8 enumera las posibilidades

salvo el nombre de las funciones f y g y las variables independientes x y y. Del hecho de sus

condiciones para ser variedades lagrangianas, las únicas opciones que se pueden comparar son,

φ1 con φ5, φ2 con φ4, y φ3 con φ6. La relación que existe entre ellas claramente es,

φ1 = Φ1 ◦ φ5, φ2 = Φ2 ◦ φ4, φ3 = Φ1 ◦ φ6.

Se sigue del Lema 2.4.9 y del Lema 1.2.12, que las parametrizaciones φ1 con φ5, φ2 con φ4,

y φ3 con φ6 son, en efecto, equivalentes. Por lo que, es posible considerar φ1, φ2 y φ3 las tres

posibilidades salvo isometŕıas.

Corolario 2.4.11. Los coeficientes de la primera forma fundamental son,

E = 1 + f 2
x + g2

x, G = 1 + f 2
y + g2

y, F = fxfy + gxgy.
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Demostración. Un cálculo directo sobre las posibles 6 parametrizaciones, deja en evidencia

que, el orden de aparición de las variables x y y, aśı, como de las funciones es independiente,

al momento de realizar el producto interno 〈, 〉 el orden es irrelevante.

Corolario 2.4.12. Sea φi : M → C2 una superficie Lagrangiana con i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. El

determinante de la métrica viene dado por

EG− F 2 = 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − fygx)2.

Demostración. Un cálculo directo lleva a

EG− F 2 = (1 + f 2
x + g2

x)(1 + f 2
y + g2

y)− (fxfy + gxgy)
2

= 1 + f 2
y + g2

y + f 2
x + f 2

xf
2
y + f 2

xg
2
y + g2

x + g2
xf

2
y + g2

xg
2
y − f 2

xf
2
y − 2fxfygxgy − g2

xg
2
y

= 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (f 2
xg

2
y − 2fxfygxgy + f 2

xg
2
y)

= 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − fygx)2.

Lo que concluye la demostración.

Observación 3. Sea M una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto a Z en C2,

entonces bajo un movimiento por una isometŕıa se puede considerar que M es una superficie

lagrangiana de ángulo constante respecto al campo e4.

Demostración. Sean p ∈M , y la base ortonormal e1, e2 para el espacio tangente a M en p. Por

la condición de ser lagrangiana, se tiene Je1, Je2 una base ortonormal para el espacio normal,

es decir, e1, e2, Je1 y Je2 es una base para el espacio tangente a p en C2. Consideremos la

transfromación Φ : C2 → C2, definida por, Φ(X) =

{
e4, X = Z,

−e3, X = JZ,

Proposición 2.4.13. Sea M ⊂ C2 una superficie Lagrangiana con parametrización φi, ( veáse

la tabla de la Proposición 2.4.8). Entonces la magnitud de la parte tangente de los campos

paralelos e4 y e3 es,
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Parametrización |eT4 |2 |eT3 |2

φ1
1 + |∇0g|2

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2
1 + |∇0f |2

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2

φ2
|∇0g|2 + (fxgy − g2

x)
2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

1 + |∇0f |2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

φ3
|∇0g|2 + (fxgy + g2

x)
2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

1 + |∇0f |2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

φ4
1 + |∇0f |2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

|∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

φ5
1 + f 2

x + g2
x

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2
1 + f 2

y + g2
y

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2

φ6

1 + f 2
x − f 2

y

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

−g2
x + g2

y + (fxgy + g2
x)

2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

Demostración. Como {(φi)x, (φi)y} es un marco local del espacio tangente de M , entonces

existen funciones a y b tales que, eT4 = a(φi)x + b(φi)y. Podemos escribir el siguiente sistema

para poder encontrar los coeficientes a y b,E F

F G

a
b

 =

〈e4, (φi)x〉

〈e4, (φi)y〉

 ,

por lo que, la solución para a y b viene dada por,

1
EG−F 2

 G −F

−F E

〈e4, (φi)x〉

〈e4, (φi)y〉

 =

a
b

 ,

En otras palabras,

a =
G 〈e4, (φi)x〉 − F 〈e4, (φi)y〉

EG− F 2
,

b =
−F 〈e4, (φi)x〉+ E 〈e4, (φi)y〉

EG− F 2
.

Para reducir la notación, pondremos 〈e4, (φi)x〉 = γ1 y 〈e4, (φi)y〉 = γ2, entonces la magnitud

de eT4 viene dada por,

(EG− F 2)2|eT4 |2 = a2E + 2abF + b2G

= (Gγ1 − Fγ2)2E + 2(Gγ1 − Fγ2)(−Fγ1 + Eγ2)F + (−Fγ1 + Eγ2)2G

= G2Eγ2
1 − 2GFEγ1γ2 + F 2Eγ2

2 − 2GF 2γ2
1 + 2GEFγ1γ2 + 2F 3γ1γ2

−2F 2Eγ2
2 + F 2Gγ2

1 − 2FEGγ1γ2 +GE2γ2
2

= G(EG− F 2)γ2
1 + 2F (F 2 − EG)γ1γ2 + E(GE − F 2)γ2

2

= (EG− F 2)(Gγ2
1 − 2Fγ1γ2 + Eγ2

2),
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con lo cual,

|eT4 |2 =
Gγ2

1 − 2Fγ1γ2 + Eγ2
2

EG− F 2
.

De aqúı, sustituimos los valores de γ1 y γ2,

Parametrización 〈e4, (φi)x〉 = γ1 〈e4, (φi)y〉 = γ2 EG− F 2

φ1 gx gy 2 + |∇0f |2 + |∇0g|2

φ2 gx gy 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

φ3 gx gy 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

φ4 0 1 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2

φ5 0 1 2 + |∇0f |2 + |∇0g|2

φ6 0 1 1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy + g2
x)

2

Con lo cual obtenemos, en las primeras tres parametrizaciones que la magnitud de eT4 , esta

dada por,

|eT4 |2 =
|∇0g|2 + (fxgy − fygx)2

EG− F 2
,

y en las tres últimas tenemos,

|eT4 |2 =
1 + f 2

x + g2
x

EG− F 2
.

Utilizando las condiciones de las parametrizaciones mostradas en la Proposición 2.4.8, obtene-

mos la tabla deseada.

Proposición 2.4.14. En Rn una función eikonal f con laplaciano constante es af́ın.

Demostración. Utilizamos la fórmula de Bochner, esta es, si M es una variedad y f : M → R,

una función C∞ entonces,

∆

(
|∇f |2

2

)
= 〈∇∆f,∇f〉+ |Hessf |2 +Ric(∇f,∇f).

En este caso tenemos que el lado izquierdo es igual a cero, ya que f es una función eikonal. El

lado derecho se anula la curvatura de Ricci, ya que Rn tiene curvatura cero. Además ∇∆f = 0,

del hecho que fxxfyy − f 2
xy = 0 = ∆f = 0, por lo que,∑

i,j

f 2
xixj

= |Hessf |2 = 0.

Concluimos, que todas las derivadas mixtas son idénticamente cero, por lo que, al integrar la

segunda derivada fxi,xj respecto a xj tenemos para cada i = 1, 2, ·, n,

fxi(x) = ci,
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para alguna constante ci, e integrando nuevamente, ahora, respecto a xi, se tiene que, f(x) =

cixi + gi(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn) y derivando, ahora, respecto a xk es claro que,

fxk = (gi)xx = ck,

y por lo tanto tenemos,

f(x) =
n∑
i=1

cixi + di = 〈c, x〉+ d.

Lo que concluye la prueba.

Proposición 2.4.15. Sea M ⊂ C2 una superficie Lagrangiana con parametrización,

(x, y, f(x), g(y)).

Entonces M es un plano.

Demostración. La condición, para que esta parametrización sea lagrangiana se reduce a,

fxgy = −1.

Es consecuencia de que las funciones f y g dependen sólo de x y y respectivamente. Tenemos,

por lo tanto, que las funciones fx y gy son constantes, lo que implica que las funciones f y g

son funciones lineales, en otras palabras, un abierto de un plano.

Corolario 2.4.16. Sea M ⊂ C2 una superficie Lagrangiana con parametrización φ1(x, y) =

(x, y, f(x, y), g(x, y)), tal que, f y g son funciones eikonales o |∇0f |2 = |∇0g|2, entonces M es

de ángulo constante respecto a e4.

Demostración. La condición de ser de ángulo constante respecto a e4 es que su proyección sobre

el espacio tangente tenga magnitud constante, esto se sabe de la Proposición 2.1.2. Sabemos

de la Proposición 2.4.13 que la magnitud de eT4 es,

|eT4 |2 =
1 + |∇0g|2

2 + |∇0f |2 + |∇0g|2
,

el cual es constante bajo nuestros hipótesis.

Proposición 2.4.17. Sea M ⊂ C2 una superficie Lagrangiana con parametrización φ1(x, y) =

(x, y, f(x, y), g(x, y)), tal que, f y g son funciones eikonales, tales que, |∇0f | = |∇0g| = 1.

Entonces M es un abierto de un plano.
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Demostración. Sabemos del Corolario 2.4.16 que M es de ángulo constante. De la condición de

lagrangiana podemos hacer,

fxgy = fygx − 1, (2.8)

elevando al cuadrado,

f 2
xg

2
y = f 2

y g
2
x + 1− 2fygx,

sustituyendo que f y g son eikonales, esto es f 2
x + f 2

y = 1 y g2
x + g2

y = 1,

f 2
x(1− g2

x) = (1− f 2
x)g2

x + 1− 2fygx,

que es equivalente a,

f 2
x = g2

x + 1− 2fygx,

y de nuevo, como f es eikonal,

0 = g2
x − 2fygx + f 2

y = (gx − fy)2.

Esto último implica que, gx = fy y por lo tanto,

f 2
x = 1− f 2

y = 1− g2
x = g2

y,

en otras palabras, tenemos las siguientes dos posibilidades fx = gy, o fx = −gy. En el primer

caso, es decir, fy = gx, fx = gy tenemos,

f 2
x = f 2

y − 1 = (1− f 2
x)− 1 = −f 2

x ,

lo cual es sólo posible si, gy = fx = 0, lo cual también implica g2
x = f 2

y = 1, esto es, f depende

sólo de y, y la función g, depende solamente de x. Aśı, f y g son funciones afines, y por lo tanto

M es un plano. Ahora, en el otro caso, supongamos que fx = −gy, derivando esto respecto a x

se obtiene,

fxx = −gyx,

por otro lado derivando la ecuación fy = gx respecto a y, se tiene,

fyy = gxy,

lo que implica que, ∆0f = fxx + fyy = −gxy + gxy = 0, de manera similar ∆0g = gxx + gyy = 0,

entonces, se sigue de la Proposición 2.4.14, que, f y g son funciones afines, y por lo tanto, M

es un abierto de un plano.
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Proposición 2.4.18. Sea M una superficie Lagrangiana de ángulo constante respecto a e4.

Supongamos que tiene parametrización φ2(x, y) = (x, f(x, y), y, g(x, y)). Si F = 0, y gx 6= 0,

entonces M es un abierto de un plano.

Demostración. Sabemos por la Proposición 2.4.8 que, fy = gx, además, de la hipótesis,

0 = F = fxfy + gxgy = fxgx + gxgy = gx(fx + gy)

lo cual garantiza que, fx + gy = 0. Por lo cual tenemos,

|∇0f |2 = f 2
x + f 2

y = (−gy)2 + g2
x = |∇0g|2.

Por la Proposición 2.1.2 y teniendo en cuenta que,

|∇0f |2|∇0g|2 = (f 2
x + f 2

y )((−gy)2 + g2
x) = ((−gy)2 + g2

x)
2 = (fxgy − g2

x)
2,

se obtiene,

|eT4 |2 =
|∇0g|2 + (fxgy − g2

x)
2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + (fxgy − g2
x)

2
=

|∇0g|2 + |∇0f |2|∇0g|2

1 + |∇0f |2 + |∇0g|2 + |∇0f |2|∇0g|2

=
|∇0f |2 + |∇0f |4

1 + 2|∇0f |2 + |∇0f |4
.

Lo que es equivalente a la ecuación,

(|eT4 |2 − 1)|∇0f |4 + (2|eT4 |2 − 1)|∇0f |2 + |eT4 |2 = 0,

al resolverla,

|∇0f |2 =
−(2|eT4 |2 − 1)±

√
(2|eT4 |2 − 1)2 − 4(|eT4 |2 − 1)|eT4 |2
2(|eT4 |2 − 1)

=
−2|eT4 |2 + 1± 1

2(|eT4 |2 − 1)
,

en otras palabras, las soluciones son |∇0f |2 = −1, solución que no es posible, o,

|∇0f |2 =
−|eT4 |2

|eT4 |2 − 1
=
|eT4 |2

1− |eT4 |2
,

esto es,

|∇0f | = |∇0g| =
|eT4 |√

1− |eT4 |2
.

Ya que la superficie M es de ángulo constante respecto a e4 tenemos que la magnitud |eT4 | es

constante, por lo que f y g son funciones eikonales.
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Por otro lado, al derivar las ecuaciones, fx = −gy, y fy = gx respecto a las variables x e y

respectivamente, y comparar se tiene,

fxx = −gxy = −gyx = −fyy, gxx = fyx = fxy = −gyy.

Estas últimas dos ecuaciones son equivalentes a, ∆0f = 0 y ∆0g = 0. Se sigue de la Proposición

2.4.14 que f y g son funciones afines, y por tanto, M es un abierto de un plano.

Corolario 2.4.19. Sea M una superficie Lagrangiana con parametrización φi, i = 1, 2, 3.

Entonces la curvatura queda determinada por,

(EG− F 2)3K = (〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉 − 〈φxy, Jφx〉2)G

−(〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉 − 〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφx〉)F

+(〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉 − 〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφy〉)E.

Demostración. Para calcular la curvatura utilizamos la ecuación de Gauss, esto es

K =
〈h(φx, φx), h(φy, φy)〉 − 〈h(φx, φy), h(φx, φy)〉

EG− F 2
,

para esto calculamos por separado cada sumando, primero 〈h(φx, φx), h(φy, φy)〉 utilizando la

Proposición 2.4.7

〈h(φx, φx), h(φy, φy)〉 =
(〈φxx, Jφx〉G− 〈φxx, Jφy〉F )(〈φyy, Jφx〉G− 〈φyy, Jφy〉F )E

(EG− F 2)2

+
(〈φxx, Jφx〉G− 〈φxx, Jφy〉F )(−〈φyy, Jφx〉F + 〈φyy, Jφy〉E)F

(EG− F 2)2

+
(−〈φxx, Jφx〉F + 〈φxx, Jφy〉E)(〈φyy, Jφx〉G− 〈φyy, Jφy〉F )F

(EG− F 2)2

+
(−〈φxx, Jφx〉F + 〈φxx, Jφy〉E)(−〈φyy, Jφx〉F + 〈φyy, Jφy〉E)G

(EG− F 2)2
,
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por tanto,

(EG− F )2 〈h(φx, φx), h(φy, φy)〉 = 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉 (G2E − 2GF 2 + F 2G)

+ 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφy〉 (−GFE + 2GEF − FEG)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉 (−GFE + F 3 − EFG+ EFG)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉 (F 2E − F 2E − F 2E + E2G)

= 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉G(EG− F 2)

−〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉F (GE − F 2)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉E(EG− F 2),

por tanto,

(EG− F )2 〈h(φx, φy), h(φx, φy)〉 = 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉 (G2E − 2GF 2 + F 2G)

+ 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφy〉 (−GFE + 2GEF − FEG)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉 (−GFE + F 3 − EFG+ EFG)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉 (F 2E − F 2E − F 2E + E2G)

= 〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉G(EG− F 2)

−〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉F (GE − F 2)

+ 〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉E(EG− F 2).

Ahora,

〈h(φx, φy), h(φx, φy)〉 =
(〈φxy, Jφx〉G− 〈φxy, Jφy〉F )(〈φxy, Jφx〉G− 〈φxy, Jφy〉F )E

(EG− F 2)2

+
(〈φxy, Jφx〉G− 〈φxy, Jφy〉F )(−〈φxy, Jφx〉F + 〈φxy, Jφy〉E)F

(EG− F 2)2

+
(−〈φxy, Jφx〉F + 〈φxy, Jφy〉E)(〈φxy, Jφx〉G− 〈φxy, Jφy〉F )F

(EG− F 2)2

+
(−〈φxy, Jφx〉F + 〈φxy, Jφy〉E)(−〈φxy, Jφx〉F + 〈φxy, Jφy〉E)G

(EG− F 2)2
,
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con lo cual,

(EG− F )2 〈h(φx, φy), h(φx, φy)〉 = 〈φxy, Jφx〉 〈φxy, Jφx〉G(EG− F 2)

−〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφx〉F (GE − F 2)

+ 〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφy〉E(EG− F 2),

Por lo tanto,

(EG− F 2)2K = (〈φxx, Jφx〉 〈φyy, Jφx〉 − 〈φxy, Jφx〉 〈φxy, Jφx〉)G

−(〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφx〉 − 〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφx〉)F

+(〈φxx, Jφy〉 〈φyy, Jφy〉 − 〈φxy, Jφy〉 〈φxy, Jφy〉)E.

Lo que concluye la prueba.

Corolario 2.4.20. Sea M una superficie Lagrangiana con parametrización φ2 y de ángulo

constante respecto a e4. Si fx = gy entonces M es plana.

Demostración. De la igualdad fx = gy y fy = gx tenemos que E = G, además de la siguiente

relación, que se obtiene al derivar fx = gy y fy = gx respecto a x e y respectivamente,

fyy = gxy = gyx = fxx,

análogamente gxx = fxy = gyy, de aqúı, sustituyendo en la fórmula de la curvatura,

K =
1

(EG− F 2)2

Edet(Hess(g)) +Gdet(Hess(f))− Fdet

fxx fxy

gxy gyy


=

1

D2

(
E(g2

xx − g2
xy) + E(fxx − f 2

xy)
)

=
1

D2

(
E(f 2

xy − f 2
xx) + E(fxx − f 2

xy)
)

= 0.

Ejemplo 12. Sea M un cilindro (x, f(x), y,my + c). Entonces M es Lagrangiana y de ángulo

constante respecto a e4. Además la función 〈ZT , JZ⊥〉 no es una función constante.
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Demostración. En este caso particular tenemos fy = 0 = gx, es decir, M es Lagrangiana pues

satisface la condición dada en la Proposición 2.4.8. Con lo cual E = 1+f 2
x , G = 1+g2

y = 1+m2

y F = 0, por la Proposición 2.4.13 tenemos que

|eT4 |2 =
g2
y + (gyfx)

2

1 + f 2
x + g2

y + (gyfx)2
=

m2(1 + f 2
x)

1 + f 2
x +m2(1 + f 2

x)
=

m2

1 +m2
.

Esto garantiza que M es de ángulo constante respecto a e4. Para lo último, tenemos

〈ZT , JZ⊥〉 = −mE,

el cual es constante, si y sólo si, E es constante. E es constante, si y sólo si f es lineal, esto es,

si y sólo si M es un plano.



Caṕıtulo 3

Variedad de Sekigawa

3.1. Métrica y estructura casi compleja de Sekigawa.

La variedad nearly Kaehler que estudiaremos en el resto de la tesis es propuesta por K.

Sekigawa a E. Abbena y S. Garbiero en [1, Ejem. 3], en el art́ıculo muestran que este es, en

efecto, una variedad nearly Kaehler y Einstein. Aqúı se utilizarán otras técnicas para probar

esto.

En este caṕıtulo, supondremos que G es un grupo de Lie con métrica bi-invariante g. Denotamos

su álgebra de Lie con g y su conexión de Levi-Civita por ∇.

Definición 3.1.1. En el grupo de Lie producto G × G definimos y denotamos, los vectores

vertical y horizontal, en T(e,e)(G×G) respectivamente por,

Xv := (0, X), Xh :=

(
2√
3
X,

1√
3
X

)
,

para cada vector X ∈ TeG.

Proposición 3.1.2. Sea {X1, X2, . . . , Xn} una base de TeG. Entonces el conjunto,

{Xh
1 , X

h
2 , . . . , X

h
n , X

v
1 , X

v
2 , . . . , X

v
n},

es una base para T(e,e)(G×G).

Demostración. Sea (X, Y ) ∈ T(e,e)(G×G). Ya que {X1, X2, . . . , Xn} es una base de TeG, existen

escalares, a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, tales que, X =
n∑
i=1

aiXi y Y =
n∑
i=1

biXi. Por un lado,

50
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primero,

Xh =

(
2√
3
X,

1√
3
X

)
=

(
2√
3

n∑
i=1

aiXi,
1√
3

n∑
i=1

aiXi

)

=
n∑
i=1

ai

(
2√
3
Xi,

1√
3
Xi

)
=

n∑
i=1

ai(Xi)
h.

Después, de manera análoga,

Y v = (0, Y ) =

(
0,

n∑
i=1

biXi

)
=

n∑
i=1

bi(Xi)
v.

El caso Xv =
∑n

i=1 ai(Xi)
v es idéntico. Por otro lado, se sigue de un cálculo directo que,

√
3

2
Xh − 1

2
Xv + Y v =

√
3

2

(
2√
3
X,

1√
3
X

)
− 1

2
(0, X) + (0, Y )

=

(
X,

1

2
X

)
−
(

0,
1

2
X

)
+ (0, Y ) = (X, Y ).

En otras palabras,

(X, Y ) =

√
3

2

n∑
i=1

ai(Xi)
h +

1

2

n∑
i=1

ai(Xi)
v +

n∑
i=1

bi(Xi)
v.

Lo que concluye la prueba.

Definición 3.1.3. Definimos el producto interior 〈, 〉 : T(e,e)(G×G)→ R, para cada X, Y ∈ TeG

por medio de las siguientes ecuaciones,〈
Xh, Y h

〉
:= g(X, Y ),

〈
Xv, Y h

〉
=
〈
Xh, Y v

〉
:= 0, 〈Xv, Y v〉 := g(X, Y ).

Definición 3.1.4. Para cada campo X ∈ X(G), definimos los campos horizontal y vertical en

el grupo de Lie producto G×G como,

Xh(p, q) :=

(
2√
3
X(p),

1√
3
X(q)

)
, Xv(p, q) := (0, X(q)),

respectivamente.

Proposición 3.1.5. Sea {X1, X2, . . . , Xn}, un marco de campos invariantes izquierdos de G.

Entonces el conjunto,

{Xh
1 , X

h
2 , . . . , X

h
n , X

v
1 , X

v
2 , . . . , X

v
n},

es un marco de campos invariantes izquierdos en la variedad producto G×G. A este marco le

llamaremos marco de Sekigawa.
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Demostración. Para cualquier punto (p, q) ∈ G × G, denotamos la traslación por la izquierda

por (p, q) como L(p,q), la que se define por la regla de correspondencia,

L(p,q)(r, s) := (Lp(r), Lq(s)),

para cualquier (r, s) ∈ G×G, donde Lp y Lq son las traslaciones izquierdas del grupo G. Como

consecuencia para cualquier campo (X, Y ) ∈ X(G×G),

dL(p,q)|(r,s)(X(r), Y (s)) = (dLp|r(X(r)), dLq|s(Y (s))).

Probaremos que los campos Xh
i , Xv

i son campos invariantes izquierdos en el grupo de Lie

producto G×G,

dL(p,q)|(r,s)(Xh
i (r, s)) = dL(p,q)|(r,s)

(
2√
3
Xi(r),

1√
3
Xi(s)

)
=

(
dLp|r

(
2√
3
Xi(r)

)
, dLq|s

(
1√
3
Xi(s)

))
=

(
2√
3
Xi(Lp(r)),

1√
3
Xi(Lq(s))

)
=

(
2√
3
Xi,

1√
3
Xi

)
◦ L(p,q)(r, s) = Xh

i ◦ L(p,q)(r, s),

y,

dL(p,q)|(r,s)(Xv
i (r, s)) = dL(p,q)|(r,s)(0, Xi(s))

= (0, dLq|s(Xi(s))) = (0, Xi(Lq(s)))

= (0, Xi) ◦ L(p,q)(r, s) = Xv
i ◦ L(p,q)(r, s).

Por otro lado, para probar que es un marco local, de las hipótesis se sabe que existen funciones,

a1, a2, . . ., an, b1, b2, . . . , bn, tales que, X =
n∑
i=1

aiXi, Y =
n∑
i=1

biXi. Notemos primero,

Xh(p, q) =

(
2√
3
X(p),

1√
3
X(q)

)
=

(
2√
3

n∑
i=1

aiXi(p),
1√
3

n∑
i=1

aiXi(q)

)

=
n∑
i=1

ai

(
2√
3
Xi(p),

1√
3
Xi(q)

)
=

n∑
i=1

aiX
h
i (p, q).

De manera similar se prueba,

Y v(p, q) = (0, Y (q)) =

(
0,

n∑
i=1

biXi(q)

)
=

n∑
i=1

biX
v
i (p, q).
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El caso Xv(p, q) =
∑n

i=1 aiX
v
i (p, q) es análogo. Un cálculo directo prueba que,

√
3

2
Xh(p, q)− 1

2
Xv(p, q) + Y v(p, q) =

√
3

2

(
2√
3
X(p),

1√
3
X(q)

)
− 1

2
(0, X(q)) + (0, Y (q))

=

(
X(p),

1

2
X(q)

)
−
(

0,
1

2
X(q)

)
+ (0, Y (q))

= (X(p), Y (q)).

En otras palabras,

(X, Y ) =

√
3

2

n∑
i=1

ai(Xi)
h +

1

2

n∑
i=1

aiX
v
i +

n∑
i=1

biX
v
i .

Lo que concluye la prueba.

Proposición 3.1.6. El producto interior en la Definición 3.1.3 se puede extender a una métrica

en el grupo de Lie producto G × G, extendiendo de manera invariante izquierda por medio de

las fórmulas,

1.
〈
Xh(p, q), Y h(p, q)

〉
= g(X(e), Y (e)),

2.
〈
Xh(p, q), Y v(p, q)

〉
= 0,

3. 〈Xv(p, q), Y v(p, q)〉 = g(X(e), Y (e)).

Para todos los campos invariantes izquierdos X, Y ∈ X(G) , a esta métrica la llamaremos

métrica de Sekigawa.

Demostración. Se probó en la Proposición 3.1.5, que los campos horizontales y verticales son

invariantes izquierdos, es decir, la métrica aplicado a estos campos será constante sin importar

el punto de evaluación, se sigue de la Definición 3.1.3 que,

1.
〈
Xh(p, q), Y h(p, q)

〉
=
〈
Xh(e, e), Y h(e, e)

〉
= g(X(e), Y (e)),

2.
〈
Xh(p, q), Y v(p, q)

〉
=
〈
Xh(e, e), Y v(e, e)

〉
= 0,

3. 〈Xv(p, q), Y v(p, q)〉 = 〈Xv(e, e), Y v(e, e)〉 = g(X(e), Y (e)).

Lo que concluye la prueba.
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Proposición 3.1.7. Para cualesquiera campos invariantes izquierdos X, Y ∈ X(G) se tienen

las siguientes identidades,

[Xv, Y v] = [X, Y ]v,

[Xv, Y h] =
1√
3

[X, Y ]v,

[Xh, Y h] =
−1

3
[X, Y ]v +

2√
3

[X, Y ]h.

Demostración. Procederemos la prueba en orden de aparición, por lo tanto, si f ∈ C∞(G×G)

[Xv, Y v] · f = [(0, X), (0, Y )] · f = (0, X) · ((0, Y ) · f)− (0, Y ) · ((0, X) · f)

= (0, X · Y ) · f − (0, Y ·X) · f

= (0, (X · Y )− (Y ·X)) · f = (0, [X, Y ]) · f = [X, Y ]v · f.

Para la segunda parte,

[Xv, Y h] · f =

[
(0, X) ,

(
2√
3
Y,

1√
3
Y

)]
· f

= (0, X) ·
((

2√
3
Y,

1√
3
Y

)
· f
)
−
(

2√
3
Y,

1√
3
Y

)
· ((0, X) · f)

=
1√
3

(0, X · Y ) · f − 1√
3

(0, Y ·X) · f

=
1√
3

(0, [X, Y ]) · f =
1√
3

[X, Y ]v · f.

Por último tenemos,

[Xh, Y h] · f =

[(
2√
3
X,

1√
3
X

)
,

(
2√
3
Y,

1√
3
Y

)]
· f

=

(
2√
3
X,

1√
3
X

)
·
((

2√
3
Y,

1√
3
Y

)
· f
)

−
(

2√
3
X,

1√
3
X

)
·
((

2√
3
Y,

1√
3
Y

)
· f
)

=

(
4

3
X · Y, 1

3
X · Y

)
· f −

(
4

3
Y ·X, 1

3
Y ·X

)
· f

=

(
4

3
[X, Y ],

1

3
[X, Y ]

)
· f

=

(
−1

3
[X, Y ]v +

2√
3

[X, Y ]h
)
· f.

Lo que concluye la prueba.
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Definición 3.1.8. En la variedad producto G×G, definimos la función J(e,e) : T(e,e)(G×G)→

T(e,e)(G×G), de la siguiente manera, para cada Xe ∈ TeG,

J(e,e)(X
v) = Xh, J(e,e)(X

h) = −Xv.

Proposición 3.1.9. La función J(e,e) se extiende a un tensor en G × G. Este tensor esta

definido por,

J(p,q)(X(p), Y (q)) =
1√
3

(2dLpq−1Y (q)−X(p),−2dLqp−1X(p) + Y (q)) . (3.1)

Para cada (X, Y ) ∈ X(G×G)

Demostración. Sea (X(p), Y (q)) ∈ T(p,q)(G × G), aplicamos a este vector la derivada de la

traslación por la izquierda de (p−1, q−1),

dL(p−1,q−1)(X(p), Y (q)) = (dLp−1X(p), dLq−1Y (q)) ∈ T(e,e)(G×G),

a este vector aplicamos el operador J(e,e) de la Definición 3.1.8, y después aplicamos dL(p,q),

J(p,q)(X(p), Y (q)) =
1√
3

(2dLpq−1Y (q)−X(p),−2dLqp−1X(p) + Y (q)) ,

con lo cual obtenemos el resultado deseado.

Lema 3.1.10. El tensor J(p,q) : T(p,q)(G × G) → T(p,q)(G × G) queda determinado por las

fórmulas,

J(p,q)(X
v(p, q)) = Xh(p, q),

J(p,q)(X
h(p, q)) = −Xv(p, q).

Demostración. Para cualquier campo invariante izquierdo X ∈ X(G) el tensor J aplicado al

campo horizontal generado por X es,

J(p,q)(X
h(p, q)) = J(p,q)

(
2√
3
X(p),

1√
3
X(q)

)
=

1√
3

(
2dLpq−1

(
1√
3
X(q)

)
− 2√

3
X(p),−2dLqp−1

(
2√
3
X(p)

)
+

1√
3
X(q)

)
=

1√
3

(
2√
3
X(p)− 2√

3
X(p),

(
−4√

3
X(q)

)
+

1√
3
X(q)

)
= −(0, X(q))

= −Xv(p, q),
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y aplicado al campo vertical generado por X,

J(p,q)(X
v(p, q)) = J(p,q)(0, X(q)) =

1√
3

(2dLpq−1(X(q)), X(q)) =

(
2√
3
X(p),

1√
3
X(q)

)
= Xh(p, q).

Lo que termina la prueba.

Lema 3.1.11. El tensor J de tipo (1, 1), definido en la Proposición 3.1.9, es una estructura

casi compleja de la variedad producto G×G.

Demostración. Sea (X, Y ) ∈ X(G×G), entonces por la Proposición 3.1.9 sabemos,

J(p,q)(Xp, Yq) =
1√
3

(2dLpq−1Yq −Xp,−2dLqp−1Xp + Yq) , (3.2)

aplicamos nuevamente el operador J en la ecuación anterior y obtenemos,

J2
(p,q)(Xp, Yq) =

1

3
(2dLpq−1(−2dLqp−1Xp + Yq)− (2dLpq−1Yq −Xp)

,−2dLqp−1(2dLpq−1Yq −Xp) + (−2dLqp−1Xp + Yq))

=
1

3
(−3Xp,−3Yq)

= −(Xp, Yq).

Lo que garantiza que J es una estructura casi compleja.

Proposición 3.1.12. La variedad (G×G, J, 〈, 〉), es una variedad casi Hermitiana.

Demostración. Lo único que hace falta probar para que sea una variedad casi Hermitiana es,

que la estructura casi compleja J preserva la métrica de la Propoción 3.1.6, y esto se sigue de

los siguientes cálculos,

〈
JXh

(p,q), JY
h

(p,q)

〉
=
〈
Xv

(p,q), Y
v

(p,q)

〉
= g(Xe, Ye) =

〈
Xh

(p,q), Y
h

(p,q)

〉
,

〈
JXv

(p,q), JY
v

(p,q)

〉
=
〈
Xh

(p,q), Y
h

(p,q)

〉
= g(Xe, Ye) =

〈
Xv

(p,q), Y
v

(p,q)

〉
,

〈
JXv

(p,q), JY
h

(p,q)

〉
= −

〈
Xh

(p,q), Y
v

(p,q)

〉
= 0 =

〈
Xv

(p,q), Y
h

(p,q)

〉
.

Con lo que concluimos la prueba.
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3.2. Conexión y curvatura

Proposición 3.2.1. Sean X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos. La conexión de Levi-

Civita de la variedad casi hermitiana (G × G, J, 〈, 〉), en las partes horizontales y verticales

vienen determinadas por,

DXhY h =
2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v ,

DXvY v = (∇XY )v ,

DXvY h =
1

3
(∇XY )h ,

DXhY v =
−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v .

A esta conexión la llamaremos conexión de Sekigawa.

Demostración. Comenzamos por calcular la parte horizontal de DXhY h en cualquier punto

(p, q) ∈ G × G, como estos campos son invariantes izquierdos los cálculos son análogos en

cualquier punto, por lo tanto, en la prueba se omitirá el punto donde se están evaluando. Sea

Z ∈ X(G) un campo invariante izquierdo, entonces por la fórmula de Koszul del Teorema 1.1.9

se sigue,

2
〈
DXhY h, Zh

〉
= −

〈
[Y h, Zh], Xh

〉
−
〈
[Xh, Zh], Y h

〉
−
〈
[Y h, Xh], Zh

〉
= −

〈
2√
3

[Y, Z]h, Xh

〉
−
〈

2√
3

[X,Z]h, Y h

〉
−
〈

2√
3

[Y,X]h, Zh

〉
= −g

(
2√
3

[Y, Z], X

)
− g

(
2√
3

[X,Z], Y

)
− g

(
2√
3

[Y,X], Z

)
=

2√
3

(−g (Y, [Z,X])− g ([X,Z], Y )− g ([Y,X], Z))

=
2√
3
g ([X, Y ], Z)).

De la Proposición 1.3.20 podemos concluir,

2√
3
g ([X, Y ], Z)) =

2√
3

2g (∇XY, Z) =
4√
3

〈
(∇XY )h, Zh

〉
.

Ahora, para obtener la parte vertical, se procede de la misma manera,

2
〈
DXhY h, Zv

〉
= −

〈
[Y h, Zv], Xh

〉
−
〈
[Xh, Zv], Y h

〉
−
〈
[Y h, Xh], Zv

〉
=

〈
1

3
[Y,X]v, Zv

〉
= −g

(
1

3
[X, Y ], Z

)
=
−1

3
(2g (∇XY, Z))

=
−2

3
〈(∇XY )v, Zv〉 .
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De estos dos cálculos tenemos que,

DXhY h =
2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v .

Calculamos la parte horizontal de DXvY v,

2
〈
DXvY v, Zh

〉
= −

〈
[Y v, Zh], Xv

〉
−
〈
[Xv, Zh], Y v

〉
−
〈
[Y v, Xv], Zh

〉
= −

〈
1√
3

[Y, Z]v, Xv

〉
−
〈

1√
3

[X,Z]v, Y v

〉
= −

〈
1√
3

[Y, Z]v, Xv

〉
−
〈

1√
3

[X,Z]v, Y v

〉
−
〈

1√
3

[Y,X]v, Zv

〉
+

〈
1√
3

[Y,X]v, Zv

〉
=

1√
3

(−g ([Y, Z], X)− g ([X,Z], Y )− g ([Y,X], Z)) + g

(
1√
3

[Y,X], Z

)
=

2√
3
g (∇XY, Z)− g

(
1√
3

[X, Y ], Z

)
=

2√
3
g (∇XY, Z)− 2√

3
g (∇XY, Z) = 0,

y la parte vertical es,

2 〈DXvY v, Zv〉 = −〈[Y v, Zv], Xv〉 − 〈[Xv, Zv], Y v〉 − 〈[Y v, Xv], Zv〉

= −〈[Y, Z]v, Xv〉 − 〈[X,Z]v, Y v〉 − 〈[Y,X]v, Zv〉

= −g ([Y, Z], X)− 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y,X], Z〉

= 2g (∇XY, Z) = 2 〈(∇XY )v, Zv〉 .

Aśı,

DXvY v = (∇XY )v .

Calculamos ahora la parte horizontal de DXvY h,

2
〈
DXvY h, Zh

〉
= −

〈
[Y h, Zh], Xv

〉
−
〈
[Xv, Zh], Y h

〉
−
〈
[Y h, Xv], Zh

〉
=

1

3
〈[Y, Z]v, Xv〉 =

1

3
g ([Y, Z], X) =

−1

3
g ([Y,X], Z)

=
1

3
g ([X, Y ], Z) =

2

3
g (∇XY, Z) =

2

3

〈
[X, Y ]h, Zh

〉
,
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mientras la parte vertical queda determinada por,

2
〈
DXvY h, Zv

〉
= −

〈
[Y h, Zv], Xv

〉
−
〈
[Xv, Zv], Y h

〉
−
〈
[Y h, Xv], Zv

〉
= −

〈
1√
3

[Y, Z]v, Xv

〉
−
〈

1√
3

[Y,X]v, Zv

〉
= −g

(
1√
3

[Y, Z], X

)
− g

(
1√
3

[Y,X], Z

)
= −g

(
1√
3

[Y, Z], X

)
− g

(
1√
3

[X,Z], Y

)
g

(
1√
3

[Y,X], Z

)
+g

(
1√
3

[X,Z], Y

)
=

2√
3
g (∇XY, Z)− 1√

3
g ([X, Y ], Z)

=
2√
3
g (∇XY, Z)− 2√

3
g (∇XY, Z) = 0.

Con lo cual,

DXvY h =
1

3
(∇XY )h .

Por último, calculamos la parte horizontal de DXhY v,

2
〈
DXhY v, Zh

〉
= −

〈
[Y v, Zh], Xh

〉
−
〈
[Xh, Zh], Y v

〉
−
〈
[Y v, Xh], Zh

〉
=

〈
1

3
[X,Z]v, Y v

〉
= g

(
1

3
[X,Z], Y

)
= −g

(
1

3
[X, Y ], Z

)
= −2

3
g (∇XY, Z) = −2

3

〈
(∇XY )h, Zh

〉
,

y su parte vertical es,

2 〈DXhY v, Zv〉 = −
〈
[Y v, Zv], Xh

〉
−
〈
[Xh, Zv], Y v

〉
−
〈
[Y v, Xh], Zv

〉
= −

〈
1√
3

[X,Z]v, Y v

〉
−
〈

1√
3

[Y,X]v, Zv

〉
= −g

(
1√
3

[Y, Z], X

)
− g

(
1√
3

[X,Z], Y

)
− g

(
1√
3

[Y,X], Z

)
+g

(
1√
3

[Y, Z], X

)
=

2√
3
g (∇XY, Z)− g

(
1√
3

[Y,X], Z

)
=

2√
3
〈(∇XY )v, Zv〉+

2√
3
〈(∇XY )v, Zv〉

=
4√
3
〈(∇XY )v, Zv〉 .
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Por lo que,

DXhY v =
−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v .

Con lo que concluimos la prueba.

Teorema 3.2.2. La variedad casi Hermitiana (G×G, J, 〈, 〉) es una variedad nearly Kaehler,

llamada variedad de Sekigawa.

Demostración. Sean X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos. Probaremos que G(X, Y ) es

antisimétrico. De manera obvia, G(Xh, Xh) = G(Xv, Xv) = G(Xh, Xv) = 0, ya que, todos estos

valores quedan en términos de corchetes de Lie de iguales entradas. Sólo falta probar,

G(Xh, Y v) = −G(Y v, Xh), G(Xv, Y v) = −G(Xv, Y v), G(Xh, Y h) = −G(Y h, Xh).

Calculamos primero el lado izquierdo de la primer igualdad,

G(Xh, Y v) = DXhJ(Y )v − JDXh(Y )v = DXh(Y )h − J
(
−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v
)

=
2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v − 1

3
(∇XY )v − 2√

3
(∇XY )h =

−2

3
(∇XY )v .

Por otro lado,

G(Y v, Xh) = DY vJ(X)h − JDY v(X)h = −DY v(X)v − 1

3
J (∇YX)h

= −DY v(X)v +
1

3
(∇YX)v = − (∇YX)v +

1

3
(∇YX)v =

−2

3
(∇YX)v .

En los otras dos igualdades por orden de aparición tenemos,

G(Xv, Y v) = DXvJ(Y )v − JDXv(Y )v = DXv(Y )h − J (∇XY )v

=
1

3
(∇XY )h − (∇XY )h =

−2

3
(∇XY )h .

G(Y v, Xv) = DY vJ(X)v − JDY v(X)v = DY v(X)h − J (∇YX)v

=
1

3
(∇YX)h − (∇YX)h =

−2

3
(∇YX)h .

G(Xh, Y h) = DXhJ(Y )h − JDXh(Y )h = −DXh(Y )v − J
(
−1

3
(∇XY )v +

2√
3

(∇XY )h
)

= − 2√
3

(∇XY )v +
1

3
(∇XY )h +

1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v =
2

3
(∇XY )h .
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G(Y h, Xh) = DY hJ(X)h − JDY h(X)h = −DY h(X)v − J
(
−1

3
(∇YX)v +

2√
3

(∇YX)h
)

= − 2√
3

(∇YX)v +
1

3
(∇YX)h +

1

3
(∇YX)h +

2√
3

(∇YX)v =
2

3
(∇YX)h .

Ahora, de la Proposición 1.3.20, se sigue 2∇XY = [X, Y ] = ∇XY −∇YX, en otras palabras,

∇XY = −∇YX.

Aśı, por ejemplo,

G(Xh, Y v) =
−2√

3
(∇XY )v =

2√
3

(∇YX)v = −
(
−2√

3
(∇YX)v

)
= −G(Y v, Xh).

En el resto de las ecuaciones se procede de la misma manera. Concluimos entonces que la

variedad (G×G, J, 〈, 〉) es una variedad nearly Kaehler.

Teorema 3.2.3. Sean X, Y, Z ∈ X(G) campos invariantes izquierdos. La curvatura de la va-

riedad de Sekigawa en los campos horizontales y verticales en la variedad de Sekigawa viene

dada por las siguientes fórmulas,

RXvY vZ
v =

1

4
([[X, Y ] , Z])v , RXvY vZ

h =
5

36
([[X, Y ] , Z])h ,

RXhY hZ
h =

1

4
([[X, Y ] , Z])h , RXhY hZ

v =
5

36
([[X, Y ] , Z])v ,

RXvY hZ
h =

1

36
([[X, Y ] , Z])v +

2

36
([X, [Y, Z]])v ,

RXhY vZ
h =

1

36
([[X, Y ] , Z])v − 2

36
([Y, [X,Z]])v ,

RXhY vZ
v =

1

36
([[X, Y ] , Z])h +

2

36
([X, [Y, Z]])h ,

RXvY hZ
v =

1

36
([[X, Y ] , Z])h − 2

36
([Y, [X,Z]])h .

Demostración. Sabemos de la Proposición 1.1.11,

〈RXYZ,W 〉 = 〈RJXJY JZ, JW 〉 ,

esto reduce los cálculos considerablemente, ya que, tenemos por ejemplo,

〈
RXhY hZ

h,W h
〉

= −〈RXvY vZ
v,W v〉 ,

〈
RXhY hZ

h,W v
〉

=
〈
RXvY vZ

v,W h
〉
,
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es decir, salvo un signo, tienen los mismos coeficientes, por tanto, sólo calcularemos 4 de estos

términos, a saber, RXvY vZ
v, RXvY vZ

h, RXvY hZ
h y RXvY hZ

v. Vamos en orden de aparición de

las ecuaciones, aśı con un cálculo directo, en los cuales usamos los resultados de las Proposición

3.2.1, Proposición 1.3.20 y el Lema 1.3.22,

RXvY vZ
v = D[Xv ,Y v ](Z)v −DXv(DY v(Z)v) +DY v(DXv(Z)v)

= D[X,Y ]v(Z)v −DXv((∇YZ)v) +DY v((∇XZ)v)

=
(
∇[X,Y ]Z

)v − (∇X (∇YZ))v + (∇Y (∇XZ))v

= (RXYZ)v =
1

4
[[X, Y ] , Z] .

RXvY vZ
h = D[Xv ,Y v ](Z)h −DXv(DY v(Z)h) +DY v(DXv(Z)h)

= D[X,Y ]v(Z)h −DXv(
1

3
(∇YZ)h) +DY v(

1

3
(∇XZ)h)

=
1

3

(
∇[X,Y ]Z

)h − 1

9
(∇X (∇YZ))h +

1

9
(∇Y (∇XZ))h

=
2

9

(
∇[X,Y ]Z

)h
+

1

9

(
∇[X,Y ]Z

)h − 1

9
(∇X (∇YZ))h +

1

9
(∇Y (∇XZ))h

=
2

9

(
∇[X,Y ]Z

)h
+

1

9
(RXYZ)h

=
2

18
[[X, Y ] , Z]h +

1

36
[[X, Y ] , Z]h =

5

36
[[X, Y ] , Z]h .

RXvY hZ
h = D[Xv ,Y h](Z)h −DXv(DY h(Z)h) +DY h(DXv(Z)h)

=
1√
3
D[X,Y ]v(Z)h −DXv(

2√
3

(∇YZ)h − 1

3
(∇YZ)v) +DY h((∇XZ)h)

=
1

3
√

3

(
∇[X,Y ]Z

)h − 2√
3
DXv((∇YZ)h) +

1

3
DXv((∇YZ)v) +

1

3
DY h((∇XZ)h)

=
1

3
√

3

(
∇[X,Y ]Z

)h − 2

3
√

3
(∇X (∇YZ))h +

1

3
(∇X (∇YZ))v

+
1

3

(
(

2√
3

(∇Y (∇XZ))h − 1

3
(∇Y (∇XZ))v

)
=

1

3
√

3
(RXYZ)h − 1

3
√

3

(
(∇X (∇YZ))h − (∇Y (∇XZ))h

)
+

2

9
(∇X (∇YZ))v

1

9
((∇X (∇YZ))v − (∇Y (∇XZ))v)

=
1

12
√

3
[[X, Y ] , Z]h − 1

12
√

3
[[X, Y ] , Z]h +

1

36
[[X, Y ] , Z]v +

2

36
[X, [Y, Z]]v

=
1

36
[[X, Y ] , Z]v +

2

36
[X, [Y, Z]]v .
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RXvY hZ
v = D[Xv ,Y h](Z)v −DXv(DY h(Z)v) +DY h(DXv(Z)v)

=
1√
3
D[X,Y ]v(Z)v −DXv(

−1

3
(∇YZ)h +

2√
3

(∇YZ)v) +DY h((∇XZ)v)

=
1√
3

(
∇[X,Y ]Z

)v
+

1

9
(∇X∇YZ)h − 2√

3
(∇X∇YZ)v − 1

3
(∇Y∇XZ)h

+
2√
3

(∇Y∇XZ)v

=
1√
3

(
(
∇[X,Y ]Z

)v − 2((∇X∇YZ)v − (∇Y∇XZ)v))

1

36
([X, [Y, Z]])h − 1

12
([Y, [X,Z]])h

= − 1

36
([Z, [X, Y ]])h − 1

36
([Y, [Z,X]])h − 1

12
([Y, [X,Z]])h

= − 1

36
([Z, [X, Y ]])h − 1

36
([Y, [X,Z]])h − 3

36
([Y, [X,Z]])h

=
1

36
([[X, Y ], Z])h − 2

36
([Y, [X,Z]])h.

Lo que concluye la prueba.

Proposición 3.2.4. La curvatura seccional de la variedad de Sekigawa (G × G, J, 〈, 〉), viene

dada por,

K(Xh, Y h) =
1
4

〈
[X, Y ]h, [X, Y ]h

〉
〈Xh, Xh〉 〈Y h, Y h〉 − 〈Xh, Y h〉2

,

K(Xh, Y v) =
1
36
〈[X, Y ]v, [X, Y ]v〉
〈Xh, Xh〉 〈Y v, Y v〉

,

K(Xv, Y v) =
1
4
〈[X, Y ]v, [X, Y ]v〉

〈Xv, Xv〉 〈Y v, Y v〉 − 〈Xv, Y v〉2
.

Demostración. Sean X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos, entonces,

(
〈
Xh, Xh

〉 〈
Y h, Y h

〉
−
〈
Xh, Y h

〉2
)K(Xh, Y h) =

〈
RXhY hX

h, Y h
〉

=
1

4

〈
[[X, Y ], X]h, Y h

〉
=

1

4
g ([[X, Y ], X], Y )

=
1

4
g ([X, Y ], [X, Y ]) =

1

4

〈
[X, Y ]h, [X, Y ]h

〉
.

Para la segunda de ellas, tenemos,

(
〈
Xh, Xh

〉
〈Y v, Y v〉)K(Xh, Y v) =

〈
RXhY vX

h, Y v
〉

=
1

36
〈[[X, Y ], X]v, Y v〉 =

1

36
g ([[X, Y ], X], Y )

=
1

36
g ([X, Y ], [X, Y ]) =

1

36
〈[X, Y ]v, [X, Y ]v〉 .
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Por último,

(〈Xv, Xv〉 〈Y v, Y v〉 − 〈Xv, Y v〉2)K(Xv, Y v) = 〈RXvY vX
v, Y v〉

=
1

4
〈[[X, Y ], X]v, Y v〉 =

1

4
g ([[X, Y ], X], Y )

=
1

4
g ([X, Y ], [X, Y ]) =

1

4
〈[X, Y ]v, [X, Y ]v〉 .

Lo que finaliza la demostración.

Proposición 3.2.5. Sean X, Y ∈ X(G). La curvatura de Ricci de la variedad de Sekigawa en

los campos horizontales y verticales viene dada por,

Ric(Xh, Y h) =
10

36

n∑
j=1

〈
[X,Ej]

h, [Y,Ej]
h
〉
,

Ric(Xv, Y v) =
10

36

n∑
j=1

〈[X,Ej]v, [Y,Ej]v〉 ,

Ric(Xh, Y v) = 0.

Demostración. Sea E1, E2, . . . , En un marco ortonormal para G, entonces sabemos por la Pro-

posición 3.1.5 que Eh
1 , E

h
2 , . . . , E

h
n, E

v
1 , E

v
2 , . . . , E

v
n forman un marco ortonormal para la variedad

de Sekigawa, entonces los siguientes cálculos muestran, cuando se consideran ambos campos

horizontales,

Ric(Xh, Y h) =
n∑
j=1

〈
RXhEhj

Y h, Eh
j

〉
+

n∑
j=1

〈
RXhEvj

Y h, Ev
j

〉
=

1

4

n∑
j=1

〈
[[X,Ej], Y ]h, Eh

j

〉
+

n∑
j=1

〈
1

36
[[X,Ej]Y ]v − 2

36
[Ej, [X, Y ]]v, Ev

i

〉

=
1

4

n∑
j=1

g ([[X,Ej], Y ], Ej) +
n∑
j=1

g

(
1

36
[[X,Ej], Y ]− 2

36
[Ej, [X, Y ]], Ei

)

=
1

4

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej]) +
1

36

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej])

+
2

36

n∑
j=1

g ([Ej, Ej], [X, Y ])

=
10

36

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej]) =
10

36

n∑
j=1

〈
[X,Ej]

h, [Y,Ej]
h
〉
.
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Cuando se considera un campo vertical y el otro horizontal,

Ric(Xv, Y h) =
n∑
j=1

〈
RXvEhj

Y h, Eh
j

〉
+

n∑
j=1

〈
RXvEvj

Y h, Ev
j

〉
=

n∑
j=1

〈
1

36
[[X,Ej], Y ]v +

2

36
[X, [Ej, Y ]]v, Eh

j

〉
+

n∑
j=1

〈
5

36
[[X,Ej], Y ]h, Ev

j

〉
= 0.

Por último, si consideramos ambos campos verticales,

Ric(Xv, Y v) =
n∑
j=1

〈
RXvEhj

Y v, Eh
j

〉
+

n∑
j=1

〈
RXvEvj

Y v, Ev
j

〉
=

n∑
j=1

〈
1

36
[[X,Ej], Y ]h − 2

36
[Ej, [X, Y ]]h, Eh

j

〉
+

n∑
j=1

〈
1

4
[[X,Ej], Y ]v, Ev

j

〉

=
10

36

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej]) =
10

36

n∑
j=1

〈[X,Ej]v, [Y,Ej]v〉 .

Lo que concluye la demostración.

Corolario 3.2.6. Si el grupo G es una variedad de Einstein, entonces la variedad de Sekigawa

es de Einstein.

Demostración. Sean X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos, entonces como G es Einstein,

n∑
i=1

g ([X,Ei], [Y,Ei]) = RicG(X, Y ) =
1

4
g (X, Y ) .

Entonces, según los cálculos de la Proposición 3.2.5 tenemos,

Ric(Xh, Y h) =
10

36

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej]) =
10

36
RicG(X, Y ) =

10

36
(
1

4
g (X, Y )) =

5

72

〈
Xh, Y h

〉
,

De igual manera tenemos,

Ric(Xv, Y v) =
10

36

n∑
j=1

g ([X,Ej], [Y,Ej]) =
10

36
RicG(X, Y ) =

5

72

n∑
j=1

〈Xv, Y v〉 .

Y de una manera más sencilla,

Ric(Xh, Y v) = 0 =
5

72

〈
Xh, Y h

〉
.

Lo que termina la prueba.

Proposición 3.2.7. La curvatura escalar de la variedad Sekigawa (G×G, J, 〈, 〉), es,

S =
10

36
dim(G).
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Demostración. Sea E1, E2, . . . , En un marco ortonormal para G, entonces Eh
1 , E

h
2 , . . . , E

h
n, E

v
1 ,

Ev
2 , . . . , E

v
n es un marco ortonormal para G×G,. Por medio del siguiente cálculo obtenemos,

S =
n∑
k=1

Ric(Eh
k , E

h
k ) +

n∑
k=1

Ric(Ev
k , E

v
k)

=
10

36

n∑
j,k=1

|[Ek, Ej]|2 +
10

36

n∑
j,k=1

|[Ek, Ej]|2

=
5

9

n∑
j,k=1

|[Ek, Ej]|2.

Lo que concluye la demostración.

Lema 3.2.8. La curvatura seccional de un plano casi complejo Ω generado por los vectores

unitarios X = (X1, X2), JX esta dada por

K(Ω) =
2

3
|[X1, X2]|2.

Demostración. Nótese primero que,

JX = J

(√
3

2
Xh

1 −
1

2
Xv

1 +Xv
2

)
=
−
√

3

2
Xv

1 −
1

2
Xh

1 +Xh
2
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de aqúı tenemos que,

RXJXX = R(√3
2
Xh

1−
1
2
Xv

1 +Xv
2

)(
−
√
3

2
Xv

1−
1
2
Xh

1 +Xh
2

)
(√

3

2
Xh

1 −
1

2
Xv

1 +Xv
2

)

= −3
√

3

8
RXh

1X
v
1
Xh

1 +
3

8
RXh

1X
v
1
Xv

1 −
3

4
RXh

1X
v
1
Xv

2 −
3

8
RXh

1X
h
1
Xh

1 +

√
3

8
RXh

1X
h
1
Xv

1

−
√

3

4
RXh

1X
h
1
Xv

2 +
3

4
RXh

1X
h
2
Xh

1 −
√

3

4
RXh

1X
h
2
Xv

1 +

√
3

2
RXh

1X
h
2
Xv

2 +
3

8
RXv

1X
v
1
Xh

1

−
√

3

8
RXv

1X
v
1
Xv

1 +

√
3

4
RXv

1X
v
1
Xh

2 +

√
3

8
RXv

1X
h
1
Xh

1 −
1

8
RXv

1X
h
1
Xv

1 +
1

4
RXv

1X
h
1
Xv

2

−
√

3

4
RXv

1X
h
2
Xh

1 +
1

4
RXv

1X
h
2
Xv

1 −
1

2
RXv

1X
h
2
Xv

2 −
3

4
RXv

2X
v
1
Xh

1 +

√
3

4
RXv

2X
v
1
Xv

1

−
√

3

2
RXv

2X
v
1
Xv

2 −
√

3

4
RXv

2X
h
1
Xh

1 +
1

4
RXv

2X
h
1
Xv

1 −
1

2
RXv

2X
h
1
Xv

2 +

√
3

2
RXv

2X
h
2
Xh

1

−1

2
RXv

2X
h
2
Xv

1 + RXv
2X

h
2
Xv

2

= −3

4

2

36
[X1, [X1, X2]]h +

3

4

1

4
[[X1, X2] , X1]h

−
√

3

4

5

36
[[X1, X2] , X1]v +

√
3

2

5

36
[[X1, X2] , X2]v

−1

4

2

36
[X1, [X1, X2]]h −

√
3

4
(

1

36
[[X1, X2] , X1]v +

2

36
[X1, [X2, X1]]v)

+
1

4

1

36
[[X1, X2] , X1]h − 1

2
(

1

36
[[X1, X2] , X2]h − 2

36
[X2, [X1, X2]]h)

−3

4

5

36
[[X2, X1] , X1]h +

√
3

4

1

4
[[X2, X1] , X1]v −

√
3

2

1

4
[[X2, X1] , X2]v

−
√

3

4

1

36
[[X2, X1] , X1]v +

1

4
(

1

36
[[X2, X1] , X1]h − 2

36
[[X1, X2] , X1]h)

−1

2

1

36
[[X2, X1] , X2]h +

√
3

2

2

36
[X2, [X2, X1]]v +

1

2

2

36
[X2, [X2, X1]]h

=
12

36
[[X1, X2] , X1]h +

√
3

(
−4

36
[[X1, X2] , X1]v +

8

36
[[X1, X2] , X2]v

)
.

Con lo cual,〈
RXJXX, JX

〉
= −12

72

〈
[[X1, X2] , X1]h , Xh

1

〉
+

12

36

〈
[[X1, X2] , X1]h , Xh

2

〉
+

12

72

〈
[[X1, X2] , X1]h , Xv

1

〉
− 24

72
〈[[X1, X2] , X2]v , Xv

1 〉

=
12

36
g ([X1, X2], [X1, X2])− 12

36
g ([X1, X2], [X2, X1])

=
12

36
g ([X1, X2], [X1, X2]) +

12

36
g ([X1, X2], [X1, X2])

=
2

3
|[X1, X2]|2.
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3.3. El operador P

Definición 3.3.1. En la variedad de Sekigawa, definimos el operador P : T (G×G)→ T (G×G)

por medio de la ecuación,

P(p,q)(X(p), Y (q)) = (dLpq−1Y (q), dLqp−1X(p)).

Observación 4. En el caso particular de X, Y ∈ X(G) son campos invariantes izquierdos,

P(p,q)(X(p), Y (q)) = (Y (p), X(q)).

Notación 3. A la variedad G×G se le puede asignar la métrica producto, y por tanto la conexión

producto. A estas las denotaremos por medio de h(, ) y DE, respectivamente

Corolario 3.3.2. La relación entre la métrica producto h y la métrica de Sekiagawa 〈, 〉, viene

dada por, 〈
X,U

〉
= h

(
X,U

)
− 1

2
h
(
X,PU

)
, (3.3)

donde X,U ∈ X(G×G) son campos invariantes izquierdos.

Demostración. De un cálculo directo tenemos,

〈(X, Y ), (U, V )〉 =

〈√
3

2
Xh − 1

2
Xv + Y v,

√
3

2
Uh − 1

2
U v + V v

〉
=

3

4

〈
Xh, Uh

〉
+

1

4
〈Xv, U v〉 − 1

2
〈Xv, V v〉 − 1

2
〈Y v, U v〉+ 〈Y v, V v〉

= g (X,U) + g (Y, V )− 1

2
(g (X, V ) + g (Y, U))

= h ((X, Y ), (U, V ))− 1

2
h ((X, Y ), P (U, V )) .

Se concluye la prueba.

Lema 3.3.3. El operador P preserva la métrica de Sekigawa.

Demostración. Es claro que el tensor P preserva la met́rica producto, esto es, para cualesquiera

campos invariantes izquierdos X,U ∈ X(G×G),

h
(
PX,PU

)
= h

(
X,U

)
.

Un cálculo directo entonces muestra,

〈PX,PU〉 = h
(
PX,PU

)
− 1

2
h
(
PX,P (PU)

)
= h

(
X,U

)
− 1

2
h
(
PX,U

)
= 〈X,U〉.

Que es lo que se queŕıa probar.



3.3. EL OPERADOR P 69

Lema 3.3.4. Para cualesquiera X = (X, Y ), U = (U, V ) ∈ X(G × G), campos invariantes

izquierdos en la variedad de Sekigawa, la relación entre la conexión nearly Kaehler y la conexión

producto esta determinada por,

DX(U) = DE
X

(U)− 1

3

(
DE
X
PU −DE

PX
U
)
.

Demostración. Por medio de un cálculo directo, usando la Proposición 3.2.1,

D(X,Y )(U, V ) = D(√3
2
Xh− 1

2
Xv+Y v

)
(√

3

2
Uh − 1

2
U v + V v

)

=
3

4
DXhUh −

√
3

4
DXhU v +

√
3

2
DXhV v −

√
3

4
DXvUh +

1

4
DXvU v

−1

2
DXvV v +

√
3

2
DY vU

h − 1

2
DY vU

v +DY vV
v

=
3

4

(
2√
3

(∇XU)h − 1

3
(∇XU)v

)
−
√

3

4

(
1

3
(∇XU)h +

2√
3

(∇XU)v
)

+

√
3

2

(
−1

3
(∇XV )h +

2√
3

(∇XV )v
)
−
√

3

4

(
1

3
(∇XU)h

)
+

1

4
(∇XU)v − 1

2
(∇XV )v +

√
3

2

(
1

3
(∇YU)h

)
− 1

2
(∇YU)v + (∇Y V )v

=
3

2
√

3
(∇XU)h − 1

4
(∇XU)v −

√
3

6
(∇XV )h +

1

2
(∇XV )v

+

√
3

6
(∇YU)h − 1

2
(∇YU)v + (∇Y V )v

=

(
∇XU −

1

3
∇XV +

1

3
∇YU,

1

3
∇XV −

1

3
∇YU +∇Y V

)
= DE

X
(U)− 1

3

(
DE
X
PU −DE

PX
U
)
.

Lo que concluye la prueba.

Lema 3.3.5. Sean X, Y, U, V ∈ X(G) campos invariantes izquierdos, entonces,

G((X, Y ), (U, V )) =
2

3
√

3
(∇XU +∇XV +∇YU − 2∇Y V, 2∇XU −∇XV −∇YU −∇Y V ).

Demostración. En los siguientes cálculos hacemos uso de la demostración de la Proposición
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3.2.2 donde se calculan los valores para el tensor G,

G((X, Y ), (U, V )) = G

(√
3

2
Xh − 1

2
Xv + Y v,

√
3

2
Uh − 1

2
U v + V v

)

=
3

4
G(Xh, Uh)−

√
3

4
G(Xh, U v) +

√
3

2
G(Xh, V v)

−
√

3

4
G(Xv, Uh) +

1

4
G(Xv, U v)− 1

2
G(Xv, V v)

+

√
3

2
G(Y v, Uh)− 1

2
G(Y v, U v) + G(Y v, V v)

=
1

3
(∇XU)h +

√
3

3
(∇XU)v +

1

3
(∇XV )h −

√
3

3
(∇XV )v

−
√

3

3
(∇YU)v +

1

3
(∇YU)h − 2

3
(∇Y V )h

=
2

3
√

3
(∇XU +∇XV +∇YU − 2∇Y V, 2∇XU −∇XV −∇YU −∇Y V ) .

Lo que termina la prueba.

Corolario 3.3.6. La relación entre la conexión producto denotada por DE y la conexión de

Sekigawa D es,

DE
X
U = DXU +

1

2

(
JG(X,PU) + JG(U, PX)

)
,

donde X = (X, Y ) y U = (U, V ) para cualesquiera campos invariantes izquierdos U, V,X, Y ∈

X(G).

Demostración. Aplicamos el tensor J al campo G((X, Y ), (U, V )) que nos proporciona el Lema

3.3.5

JG(X,U) =
2

3
(∇XU −∇XV −∇YU,∇XV −∇YU +∇Y V ) ,

con lo cual,

JG(X,PU) =
2

3
(∇XV −∇XU −∇Y V,∇XU −∇Y V +∇YU) ,

y,

JG(U, PX) =
2

3
(∇UY −∇UX −∇V Y,∇UX −∇V Y +∇VX)

=
2

3
(−∇YU +∇XU +∇Y V,−∇XU +∇Y V −∇XV ) ,
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y por lo tanto,

JG(X,PU) + JG(U, PX) =
2

3
(∇XV −∇YU,∇YU −∇XV )

=
2

3

(
DE
X
PU −DE

PX
U
)
,

aplicando el Lema 3.3.4 se concluye la prueba.

Lema 3.3.7. Sea X ∈ X(G) un campo invariente izquierdo. El operador P aplicado a la parte

horizontal y vertical de un campo invariante izquierdo X ∈ X(G),

PXh =
1

2
Xh +

3

2
√

3
Xv, PXv =

√
3

2
Xh − 1

2
Xv.

Demostración. Recordemos que el operador P en el campo invariante izquierdo U = (U, V ) ∈

X(G×G), esta dado por,

P (Up, Vq) = (Vp, Uq).

Por tanto el siguiente cálculo muestra, omitiendo el punto de evaluación,

PXh = P (
2√
3
X,

1√
3
X) = (

1√
3
X,

2√
3
X)

=

√
3

2
(

1√
3
Xh)− 1

2
(

1√
3
Xv) + (

2√
3
Xv)

=
1

2
Xh +

3

2
√

3
Xv.

Por otro lado,

PXv = P (0, X) = (X, 0) =

√
3

2
Xh − 1

2
Xv.

Lo que concluye la demotración.

Corolario 3.3.8. El operdor P anticonmuta con la estructura casi compleja, esto es,

PJ = −JP.

Demostración. Sea X ∈ X(G) un campo invariante izquierdo, aplicado a la parte horizontal,

PJXh = −PXv =

√
3

2
Xh − 1

2
Xv,

y

JPXh = J(
1

2
Xh +

3√
3
Xv) = −1

2
Xv +

3

2
√

3
Xh = −PJXh.
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Luego, por otro lado, aplicado a la parte vertical,

PJXv = PXh =
1

2
Xh +

3

2
√

3
Xv,

y,

JPXv = J(

√
3

2
Xh − 1

2
Xv) = −

√
3

2
Xv − 1

2
Xh = −PJXv.

Después de comparar, tenemos lo que se queŕıa probar.

Lema 3.3.9. Sen X, Y ∈ X(G) campos invariantes izquierdos, entonces la derivada covariante

del tensor P , en la parte horizontal y vértical de los campos invariantes izquierdos X, Y ∈ X(G)

satisface,

(DXhP )Y h =
−1

3
(∇XY )v,

(DXhP )Y v =
1

3
(∇XY )h,

(DXvP )Y v =
−1√

3
(∇XY )h,

(DXvP )Y h =
1√
3

(∇XY )v.

Demostración. Tenemos, utilizando el Lema 3.3.7 y la Proposición 3.2.1,

(DXhP )Y h = DXhPY h − PDXhY h

= DXh(
1

2
Y h +

3

2
√

3
Y v)− P (

2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v)

=
1

2
(

2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v) +

3

2
√

3
(
−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v)

− 2√
3

(
1

2
(∇XY )h +

3

2
√

3
(∇XY )v) +

1

3
(

√
3

2
(∇XY )h − 1

2
(∇XY )v)

=
−1

3
(∇XY )v.

(DXhP )Y v = DXhPY v − PDXhY v

= DXh(

√
3

2
Y h − 1

2
Y v)− P (

−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v)

=

√
3

2
(

2√
3

(∇XY )h − 1

3
(∇XY )v)− 1

2
(
−1

3
(∇XY )h +

2√
3

(∇XY )v)

1

3
(
1

2
(∇XY )h +

3

2
√

3
(∇XY )v)− 2√

3
(

√
3

2
(∇XY )h − 1

2
(∇XY )v)

=
1

3
(∇XY )h.
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(DXvP )Y v = DXvPY v − PDXvY v

= DXv(

√
3

2
Y h − 1

2
Y v)− P (∇XY )v

=

√
3

2
(
1

3
∇XY )h − 1

2
(∇XY )v − (

√
3

2
(∇XY )h − 1

2
(∇XY )v)

= −
√

3

3
(∇XY )h = − 1√

3
(∇XY )h.

Por último,

(DXvP )Y h = DXvPY h − PDXvY h

= DXv(
1

2
Y h +

3

2
√

3
Y v)− P (

1

3
∇XY )h

=
1

6
(∇XY )h +

3

2
√

3
(∇XY )v − 1

3
(
1

2
(∇XY )h +

3

2
√

3
(∇XY )v)

=
1√
3

(∇XY )v.

Con lo que concluimos la prueba.

Lema 3.3.10. Para cualesquiera campos invariantes izquierdos X,U ∈ X(G×G),

DPXPU = PDXU. (3.4)

Demostración. Notemos primero que esta propiedad es válida para la conexión producto, en

efecto,

DE
PX
PU = DE

P (X,Y )P (U, V ) = DE
(Y,X)(V, U) = (∇Y V,∇XU) = PDE

X
Y ,

por lo anterior y la Proposición 3.3.4,

DPXPU = DE
PX
PU − 1

3

(
DE
PX
P 2U −DE

P 2X
PU
)

= PDE
X
U − 1

3

(
PDE

X
PU − PDE

PX
U
)

= P

(
DE
X
U − 1

3

(
DE
X
PU −DE

PX
U
))

= PDXU.

Y aśı se concluye la prueba.

Teorema 3.3.11. Para todos los campos X,U ∈ X(G×G) invariantes izquierdos se satisfacen

las siguientes ecuaciones.

PG(X,U) + G(PX,PU) = 0, (3.5)

(DXP )JU = J(DXP )U, (3.6)
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G(X,PU) + PG(X,U) = −2J(DXP )U, (3.7)

(DXP )PU + P (DXP )U = 0, (3.8)

(DXP )PU + (DPXP )U = 0. (3.9)

Demostración. Comenzamos con la primer ecuación, esto se sigue de los siguientes cálculos,

PG(X,U) = P (DXJU − JDXU) = PDXJU − PJDXU

= DPXPJU + JPDXU = −DPXJPU + JDPXPU

= −G(PX,PU).

Para la segunda ecuación probaremos que esto es válido para cualesquiera campos hori-

zontales y verticales generados por los campos invariantes izquierdos X, Y ∈ X(G), para estos

cálculos recurrimos al Lema 3.3.9, en el caso de que ambos sean horizontales,

(DXhP )JY h = −(DXhP )Y v =
−1

3
(∇XY )h

y por otro lado,

J((DXhP )Y h) = J(−1

3
(∇XY )v) =

−1

3
J(∇XY )v =

−1

3
(∇XY )h.

En el caso en el que ambos son verticales,

(DXvP )JY v = (DXvP )Y h =
−1√

3
(∇XY )v

y,

J((DXvP )Y v) = J(−1

3
(∇XY )v) =

−1√
3
J(∇XY )h = − 1√

3
(∇XY )v.

Por último en el caso mixto se tiene

(DXvP )JY h = −(DXvP )Y v =
1√
3

(∇XY )h

(DXhP )JY v = (DXhP )Y h =
−1

3
(∇XY )v

y,

J((DXvP )Y h) = J(
1√
3

(∇XY )v) =
1√
3
J(∇XY )v =

1√
3

(∇XY )h.
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J((DXhP )Y v) = J(
1

3
(∇XY )h) =

1

3
J(∇XY )h = −1

3
(∇XY )v.

Lo que finaliza la prueba de la segunda ecuación. Para la tercera ecuación tenemos,

G(X,PU) + PG(X,U) = DXJPU − JDXPU + P (DXJU − JDXU)

= −DXPJU − JDXPU + PDXJU + JPDXU

= −DXPJU + PDXJU − JDXPU + JPDXU

= −(DXP )JU − J(DXP )U = −2J(DXP )U.

Que es exactamente lo que se queŕıa probar. Ahora, para probar la cuarta ecuación tenemos,

(DXP )PU = DXPPU − PDXPU = DXU − PDXPU

= P (PDXU −DXPU) = −P ((DXP )U).

En el caso de la quinta y última ecuación, utilizamos el Lema 3.3.10,

(DXP )PU = DXPPU − PDXPU = PPDXU − PDXPU

= PDPXPU −DPXU = −P ((DPXP )U).

Lo cual concluye la prueba.



Caṕıtulo 4

Ángulos de una Subvariedad

Lagrangiana de G×G

4.1. Existencia de ángulos

Proposición 4.1.1. Sea M una subvariedad lagrangiana de la variedad de Sekigawa. Existen

A,B : TM → TM endomorfismos tales que, el operador P se puede descomponer como, P =

A+ JB.

Demostración. El hecho que M es lagrangiana garantiza que el espacio tangente de G × G

restringido a M , se descompone como una suma directa

T (G×G) = TM ⊕ TM⊥ = TM ⊕ JTM,

por lo que, el operador P aplicado a un campo X ∈ X(M), se puede factorizar de manera única

como,

P (X) = [P (X)]T + [P (X)]⊥,

de aqúı se define,

A(X) := [P (X)]T , JB(X) := [P (X)]⊥.

Lo que concluye la prueba.

Lema 4.1.2. Los operadores A y B definidos en la Proposición 4.1.1, satisfacen la siguientes

relaciones,

76
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1. A2 +B2 = I,

2. AB = BA,

3. 〈AX, Y 〉 = 〈X,AY 〉 y 〈BX, Y 〉 = 〈X,BY 〉,

Para cualesquiera X, Y ∈ X(M).

Demostración. Vamos a probar que A y B son simétricos, esto es, probaremos el tercer inciso,

para ello utilizaremos,

PJX = −JPX = −J(AX + JBX) = BX − JAX.

Con lo cual, haciendo uso del Lema 3.3.3 tenemos,

〈AX, Y 〉 = 〈PX, Y 〉 = 〈X,PY 〉 = 〈X,AY 〉

〈BX, Y 〉 = 〈PJX, Y 〉 = −〈JPX, Y 〉 = 〈PX, JY 〉 = 〈X,PJY 〉 = 〈X,BY 〉 .

Por otro lado,

X = P 2X = P (AX + JBX) = PAX + PJBX = (A2X + JBAX)− JPBX

= (A2X + JBAX)− J(ABX + JB2X) = (A2 +B2)X + J(BA− AB)X,

comparando parte normal y parte tangente obtenemos las dos primeras afirmaciones.

Corolario 4.1.3. Si M es una subvariedad Lagrangiana de la variedad de Sekigawa, entonces

existen un marco ortonormal E1, E2, . . . , En ∈ X(M) y n funciones θi : M → [0, π), tales que,

PEi = cos(2θi)Ei + sen(2θi)JEi.

Demostración. Del hecho que A y B conmutan y son operadores simétricos, se sigue que, son

simultáneamente diagonalizables, esto es, existen campos ortogonales E1, E2, . . . , En, tales que,

AEi = λiEi,

BEi = µiEi,

estas últimas ecuaciones aseguran que,

1 = 〈Ei, Ei〉 = 〈PEi, PEi〉 = 〈λiEi + µiJEi, λiEi + µiJEi〉 = λ2
i + µ2

i ,

de aqúı, existen funciones θi, con imagen en [0, π), tales que, λi = cos(2θi) y µi = sen(2θi)
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Observación 5. La elección natural del argumento de las funciones seno y coseno del Corolario

4.1.3 son simplemente θi. En este caso se modifica, pues este argumento es útil para simplificar

los cálculos de las demostraciones siguientes.

Teorema 4.1.4. Sean E1, E2, . . . , En los campos que se garantizan que existen en Corolario

4.1.3, entonces, para cada elección de i, k, j ∈ {1, 2, · · · , n},

(−cos(2θk) + cos(2θj)) (Gkij + 2ωkij) = 4sen(2θj)(Ei · θj)δjk + 2(sen(2θk) + sen(2θj))h
k
ij,

(sen(2θk)− sen(2θj)) (Gkij − 2ωkij) = 4cos(2θj)(Ei · θj)δjk + 2(cos(2θk) + cos(2θj))h
k
ij,

donde Gkij = 〈G(Ei, Ej), JEk〉, hkij = 〈h(Ei, Ej), JEk〉 y ωkij = 〈DEiEj, Ek〉 = 〈∇EiEj, Ek〉 =〈∑n
i=1 ω

r
ijEr, Ek

〉
son los śımbolos de Christoffel de la conexión de M . En particular, si j = k,

Ei · θj = −hijj.

Demostración. Vamos a utilizar la Ecuación 3.7,

G(X,PU) + PG(X,U) = −2J(DXP )U,

para ello, calculamos el lado izquierdo por separado, esto es, utilizando la Proposición 1.1.6 se

sigue, que para cualesquiera Ei, Ej, JEk,

〈G(Ei, PEj), JEk〉 = 〈G(Ei, cos(2θj)Ej + sen(2θj)JEj), JEk〉

= 〈G(Ei, cos(2θj)Ej), JEk〉+ 〈G(Ei, sen(2θj)JEj), JEk〉

= 〈G(Ei, cos(2θj)Ej), JEk〉 − 〈JG(Ei, sen(2θj)Ej), JEk〉

= cos(2θj)Gkij.

En el caso del otro sumando,

〈PG(Ei, Ej), JEk〉 = 〈G(Ei, Ej), PJEk〉

= −〈G(Ei, Ej), JPEk〉

= −〈G(Ei, Ej), J(cos(2θk)Ek + sen(2θk)JEk)〉

= −〈G(Ei, Ej), cos(2θk)JEk − sen(2θk)Ek)〉

= −cos(2θk)Gkij.
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El lado derecho es,

〈−2J(DEiP )Ej, JEk〉 = 〈−2(DEiP )Ej, Ek〉 = −2 〈DEiPEj, Ek〉+ 2 〈PDEiEj, Ek〉 .

Calculamos por separado cada uno de los sumandos, el primero primero es,

−2 〈DEiPEj, Ek〉 = −2 〈DEi(cos(2θj)Ej + sen(2θj)JEj), Ek〉

= −2 〈Ei · cos(2θj)Ej, Ek〉 − 2 〈cos(2θj)DEiEj, Ek〉

−2 〈Ei · sen(2θj)JEi, Ek〉 − 2 〈sen(2θj)DEiJEj, Ek〉

= 4sen(2θj)(Ei · θj)δjk − 2cos(2θj)ω
k
ij − 2sen(2θj)

〈
AJEjEi, Ek

〉
= 4sen(2θj)(Ei · θj)δjk − 2cos(2θj)ω

k
ij − 2sen(2θj)h

j
ik,

y además,

2 〈PDEiEj, Ek〉 = 2 〈DEiEj, PEk〉

= 2 〈DEiEj, cos(2θk)Ek + sen(2θk)JEk〉

= 2 〈DEiEj, cos(2θk)Ek〉+ 2 〈DEiEj, sen(2θk)JEk〉

= 2cos(2θk)ω
k
ij + 2sen(2θk)h

k
ij.

Al igualar tenemos la primer ecuación. Por otro lado, para cualesquiera Ei, Ej, Ek, el primer

sumando de la Ecuación 3.7,

〈G(Ei, PEj), Ek〉 = 〈G(Ei, cos(2θj)Ej + sen(2θj)JEj), Ek〉

= 〈G(Ei, cos(2θj)Ej), Ek〉+ 〈G(Ei, sen(2θj)JEj), Ek〉

= 〈G(Ei, cos(2θj)Ej), Ek〉 − 〈JG(Ei, sen(2θj)Ej), Ek〉

= sen(2θj)Gkij,

el segundo sumando es,

〈PG(Ei, Ej), Ek〉 = 〈G(Ei, Ej), PEk〉

= 〈G(Ei, Ej), cos(2θk)Ek + sen(2θk)JEk〉

= 〈G(Ei, Ej), cos(2θk)Ek + sen(2θk)JEk)〉

= sen(2θk)Gkij.



80 CAPÍTULO 4. ÁNGULOS DE UNA SUBVARIEDAD LAGRANGIANA DE G×G

Por el otro lado, la parte derecha es,

〈−2J(DEiP )Ej, Ek〉 = 2 〈DEiPEj, JEk〉 − 2 〈PDEiEj, JEk〉 .

Calculamos primero,

2 〈DEiPEj, JEk〉 = 2 〈DEi(cos(2θj)Ej + sen(2θj)JEj), JEk〉

= 2 〈(Ei · cos(2θj))Ej, JEk〉 2 〈cos(2θj)DEiEj, JEk〉

+2 〈(Ei · sen(2θj))JEj, JEk〉+ 2 〈sen(2θj)DEiJEj, JEk〉

= 2cos(2θj)h
k
ij + 4cos(2θj)(Ei · θj)δjk

2sen(2θj)
〈
∇⊥EiJEj, JEk

〉
= 2cos(2θj)h

k
ij + 4cos(2θj)(Ei · θj)δjk

2sen(2θj) 〈J∇EiEj, JEk〉+ 2sen(2θj) 〈G(Ei, Ej), JEk〉

= 4cos(2θj)(Ei · θj)δjk + 2sen(2θj)ω
k
ij + 2cos(2θj)h

k
ij

+2sen(2θj)Gkij,

y,

2 〈PDEiEj, Ek〉 = 2 〈DEiEj, PEk〉

= 2 〈DEiEj, cos(2θk)Ek + sen(2θk)JEk〉

= 2 〈DEiEj, cos(2θk)Ek〉+ 2 〈DEiEj, sen(2θk)JEk〉

= 2cos(2θk)ω
k
ij + 2sen(2θk)h

k
ij.

Igualando, tenemos la segunda ecuación. En particular si hacemos k = j las dos ecuaciones se

reducen a,

0 = 4sen(2θj)Ei · θj + 4sen(2θj)h
j
ij,

0 = 4cos(2θj)Ei · θj + 4cos(2θj)h
j
ij,

las cuales al sumarlas implican que,(
(Ei · θj) + hjij

)
(cos(2θj) + sen(2θj)) = 0,

ya que las funciones cos y sen no se anulan al mismo tiempo entonces,

Ei · θj = −hjij = −hijj.

Lo que concluye la prueba.
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Teorema 4.1.5. Una subvariedad lagrangiana conexa M , de G×G es mı́nima si y sólo si la

suma de los ángulos es constante.

Demostración. Sean E1, E2, · · · , En ∈ X(M) los campos que diagonalizan a los operadores A y

B, que se obtienen en el Corolario 4.1.3, aplicamos el Teorema 4.1.4 para obtener,

Ei ·
dim(M)∑
j=1

θj =

dim(M)∑
i=1

Ei · θj = −
dim(M)∑
j=1

〈h(Ej, Ej), JEi〉

= −

〈
dim(M)∑
j=1

h(Ej, Ej), JEi

〉
= −〈dim(M)H, JEi〉 .

Por lo que si suponemos que

dim(M)∑
j=1

θj, es constante, entonces para cada i = 1, 2, · · · , dim(M),

〈dim(M)H, JEi〉 = 0,

en otras palabras,M es mı́nima. Por otro lado, siM es mı́nima dim(M)H =

dim(M)∑
j=1

h(Ej, Ej) = 0,

esto es, para todo i = 1, 2, · · · , dim(M),

Ei ·
dim(M)∑
j=1

θj = 0,

esto es,

dim(M)∑
j=1

θj es constante.

4.2. Subvariedades lagrangianas totalmente geodésicas

en G×G

En esta sección vamos a probar que las inmersiones del grupo de Lie G en la variedad de

Sekigawa G×G son inmersiones isométricas, Lagrangianas y totalmente geodésicas. En algunos

casos esto se prueba sin ninguna hipótesis adicional, en caso de existir alguna condición extra

la mencionaremos en el ejemplo.

Ejemplo 13. La inmersión φ2 : G → G × G, definida como φ2(p) = (e, p) donde e es la

identidad en G.
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Demostración. Sea {X1, X2, · · · , Xn} un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. Notemos que, dφ2(Xi) = (0, Xi) = Xv
i , se sigue que, para cualesquiera i 6= j,

〈dφ2Xi, dφ2Xj〉 =
〈
Xv
i , X

v
j

〉
= g(Xi, Xj) = δij,

esto es, la inmersión es isométrica. Luego, para probar que la inmersión es lagrangiana, los

cálculos,

〈Jdφ2Xi, dφ2Xj〉 =
〈
JXv

i , X
v
j

〉
=
〈
Xh
i , X

v
j

〉
= 0,

prueban que la inmersión es Lagrangiana. Ahora, para probar que es una subvariedad totalmente

geodesica, sabemos por lo anterior que si, X1, X2, · · · , Xn ∈ X(G) es marco ortonormal para

G. Entonces dφ2X1 = Xv
1 , dφ2X2 = Xv

2 , · · · , dφ2Xn = Xv
n es un marco ortonormal de la

subvariedad inmersa. Ahora, de la fórmula de Gauss, y de la Proposición 3.2.1, se sigue,

∇Xv
i
Xv
j + h(Xv

i , X
v
j ) = DXv

i
Xv
j = (∇XiXj)

v = dφ2(∇XiXj).

Al comparar las partes normales y partes tangentes obtenemos que, h(Xv
i , X

v
j ) = 0 para todo

i, j, esto es, la inmersión φ2 es totalmente geodésica.

Por último, vamos a calcular, en esta base, cuales son los ángulos que le corresponden a esta

inmersión, para ello utilizamos el Lema 3.3.7. esto es,

Pdφ2(Xi) = P (Xv
i ) =

√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i = −1

2
Xv
i −
√

3

2
JXv

i = cos

(
4π

3

)
Xv
i + sen

(
4π

3

)
JXv

i .

En este caso los ángulos son independientes del marco ortonormal, los cuales son en cada caso,

θi =
2π

3
.

Ejemplo 14. La inmersión φ1 : G→ G×G definida por φ1(p) = (p, e).

Demostración. Sea {X1, X2, · · · , Xn} un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos de

G. La diferencial satisface, dφ1(Xi) = (X, 0) =
√

3
2
Xh
i − 1

2
Xv
i . Los cálculos siguientes muestran

que φ1, es una inmersión isométrica,

〈dφ1Xi, dφ1Xj〉 =

〈√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i ,

√
3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

〉
=

3

4
g(Xi, Xj) +

1

4
g(Xi, Xj) = δij.

Por otro lado, el que sea una subvariedad lagrangiana lo prueba el cálculo siguiente,

〈Jdφ1Xi, dφ1Xj〉 =

〈
J(

√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i ),

√
3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

〉

=

〈
−
√

3

2
Xv
i −

1

2
Xh
i ,

√
3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

〉
= 0.
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Por último utilizando la fórmula de Gauss y la Proposición 3.2.1,

Ddφ1Xidφ1Xj = D(√3
2
Xh
i −

1
2
Xv
i

)
(√

3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

)

= D√3
2
Xh
i

(√
3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

)
−D 1

2
Xv
i

(√
3

2
Xh
j −

1

2
Xv
j

)

=
3

4
DXh

i
Xh
j −
√

3

4
DXh

i
Xv
j −
√

3

4
DXv

i
Xh
j +

1

4
DXv

i
Xv
j

=
3

4

(
2√
3

(∇XiXj)
h − 1

3
(∇XiXj)

v

)
−
√

3

4

(
−1

3
(∇XiXj)

h +
2√
3

(∇XiXj)
v

)
−
√

3

4

(
1

3
(∇XiXj)

h

)
+

1

4
(∇XiXj)

v

=
3

2
√

3
(∇XiXj)

h − 1

2
(∇XiXj)

v

=

√
3

2
(∇XiXj)

h − 1

2
(∇XiXj)

v

= dΦ(∇XiXj),

el cual es tangente a la inmersión. Esto es, la segunda forma fundamental se anula, lo que es

equivalente a que la inmersión sea totalmente geodésica. Una prueba más sencilla de este mismo

hecho se hace utilizando que la función p : G×G→ G×G, definida por, p(g, h) = (h, g) es una

isometŕıa. Además es claro que, dp = P . Sabemos por el Corolario 3.3.8, que p es antiholomorfa

(Definición 1.2.11). El hecho que φ1 = p ◦φ2, garantiza que al aplicar el Lema 1.2.12, φ1 es una

inmersión lagrangiana. Además φ1 es una inmersión isométrica, ya que es composición de una

inmersión isométrica y una isometŕıa y por lo tanto también totalmente geodésica. Por último

para calcular los ángulos que le corresponden a esta base ortonormal hacemos,

Pdφ1(Xi) = P

(√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i

)

=

√
3

2

(
1

2
Xh
i +

√
3

2
Xv
i

)
− 1

2

(√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i

)
= Xv

i .

Por otro lado para variables a y b tenemos,

adφ1(Xi) + bJdφ1(Xi) = a

(√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i

)
+ bJ

(√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i

)

= a

(√
3

2
Xh
i −

1

2
Xv
i

)
+ b

(
−
√

3

2
Xv
i −

1

2
Xh
i

)

=

(√
3a

2
− b

2

)
Xh
i +

(
−a

2
−
√

3b

2

)
Xv
i .
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Estas dos ecuaciones son iguales si y sólo si, a = −1
2

y b = −
√

3
2

, esto hace que,

Pdφ1(Xi) = −1

2
dφ1(Xi)−

√
3

2
Jdφ1(Xi) = cos

(
4π

6

)
dφ1(Xi) + sen

(
4π

6

)
Jdφ1(Xi). (4.1)

Lo que garantiza que cualquier base diagonaliza a los operadores A y B, por lo tanto los ángulos

correspondientes a esta base (y a cualquiera) son θi = 4π
3
.

Ejemplo 15. La inmersión diagonal, esto es, ∆ : G→ G×G definida por ∆(p) = (p, p).

Demostración. Sea {X1, X2, · · · , Xn} un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. La imagen bajo la derivada es, d∆(Xi) = (Xi, Xi) =
√

3
2
Xh + 1

2
Xv. Calculamos,

〈d∆(Xi), d∆(Xj)〉 = 〈(Xi, Xi), (Xj, Xj)〉

= h((Xi, Xi), (Xj, Xj))−
1

2
h((Xi, Xi), P (Xj, Xj))

= h((Xi, Xi), (Xj, Xj))−
1

2
h((Xi, Xi), (Xj, Xj))

= δij,

con lo cual se comprueba que la inmersión es isométrica. Por otro lado, para comprobar que ∆

es una inmersión Lagrangiana hacemos,〈
d∆(Xi), J(p,p)d∆(Xj)

〉
= 〈(Xi, Xi), J(Xj, Xj)〉

=

〈
(Xi, Xi),

1√
3

(Xj,−Xj)

〉
=

1√
3

(
h((Xi, Xi), (Xj,−Xj))−

1

2
h((Xi, Xi), P (Xj,−Xj))

)
=

1√
3

(
h((Xi, Xi), (Xj,−Xj))−

1

2
h((Xi, Xi), (−Xj, Xj))

)
= 0.

Ahora, para probar que la inmersión ∆ es totalmente geodésica, calculamos,

Dd∆(Xi)d∆(Xj) = D(√3
2
Xh
i + 1

2
Xv
i

)
(√

3

2
Xh
j +

1

2
Xv
j

)

=
3

4
DXh

i
Xh
j +

√
3

4
DXh

i
Xv
j +

√
3

4
DXv

i
Xh
j +

1

4
DXv

i
Xv
j

=
3

4

(
2√
3

(∇XiXj)
h − 1

3
(∇XiXj)

v

)
+

√
3

4

(
−1

3
(∇XiXj)

h +
2√
3

(∇XiXj)
v

)
+

√
3

4

(
1

3
(∇XiXj)

h

)
+

1

4
(∇XiXj)

v) =
3

2
√

3
(∇XiXj)

h +
1

2
(∇XiXj)

v

= d∆(∇XiXj).
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Con lo cual podemos afirmar que la segunda forma fundamental se anula y por tanto, la

inmersión es totalmente geodésica. Por último, para calcular los ángulos que le corresponden a

esta base observamos que,

Pd∆(Xi) = P (Xi, Xi) = (Xi, Xi) = d∆(Xi) + 0Jd∆(Xi) = cos(0)d∆(Xi) + sen(0)Jd∆(Xi).

Esto es, el ángulo que le corresponde a cada campo Xi es θi = 0.

Ejemplo 16. Sean σ ∈ G y ν : G→ G×G la función dada por ν(g) = (g,Rσ(g)). La condición

general para que la inmersión ν sea inmersión isométrica, Lagrangiana y totalmente geodésica

es σ ∈ Z(G). Mientras por separado tenemos,

1. Adσ + Adσ−1 = 2Id si y sólo si ν es inmersión isométrica.

2. Adσ2 = Id si y sólo si ν es inmersión Lagrangiana.

3. adX(Adσ(Y )) = −adY (Adσ(X)) para cada campo invariante izquierdo X, Y ∈ X(G) si y

sólo si ν es inmersión totalmente geodésica.

Demostración. Sea {X1, X2, . . . , Xn} un marco ortonormal de G. La imagen bajo la diferencial

dν(Xi) = (Xi, dRσ(Xi)). Primero, veamos que es una inmersión isométrica, para ello hacemos

para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

〈(Xi, dRσ(Xi)), (Xj, dRσ(Xj))〉 = h ((Xi, dRσ(Xi)), (Xj, dRσ(Xj)))

−1

2
h ((Xi, dRσ(Xi)), P (Xj, dRσ(Xj)))

= h ((Xi, dRσ(Xi)), (Xj, dRσ(Xj)))

−1

2
h ((Xi, dRσ(Xi)), (dLσ−1(dRσ(Xj)), dLσ(Xj)))

= δij + g(dRσ(Xi), dRσ(Xj))−
1

2
g(Xi, dLσ−1(dRσ(Xj))

−1

2
g(dRσ(Xi), dLσ(Xj))

= 2δij −
1

2
g(Xi, Adσ−1(Xj))−

1

2
g(Adσ−1(Xi), Xj)

= 2δij −
1

2
g(Adσ(Xi), Xj)−

1

2
g(Adσ−1(Xi), Xj)

= 2δij −
1

2
g(Adσ(Xi) + Adσ−1(Xi), Xj)

Por lo que, ν es una inmersión isométrica si y sólo si,

〈(Xi, dRσ(Xi)), (Xj, dRσ(Xj))〉 = δij,
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si y sólo si,

1

2
g(Adσ(Xi) + Adσ−1(Xi), Xj)) = δij,

si y sólo si,

Adσ(Xi) + Adσ−1(Xi) = 2Xi = 2Id(Xi).

En otras palabras, la condición equivalente para que la inmersión ν sea isométrica es,

Adσ + Adσ−1 = 2Id.

Por otro lado, la hipótesis σ ∈ Z(G) es equivalente a que Adσ = Id por la Proposición 1.3.18,

se sigue que Adσ−1 = Id, con lo que es posible concluir que,

Adσ + Adσ−1 = 2Id.

Aśı, ν es una inmersión isométrica. Para probar que ν es una inmersión Lagrangiana, calculamos〈
dν(Xi), J |(e,σ)dν(Xj)

〉
= ζ

ζ =

〈
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj,−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

〉
= h

(
Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj,−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
−1

2
h

(
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3
P (2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj,−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
= h

(
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj,−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
−1

2
h

(
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(dLσ−1(−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))), dLσ(2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj)

)
= h

(
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(2dLσ−1dRσ(Xj)−Xj,−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
−1

2
h

(
(Xi, dRσ(Xi)),

1√
3

(−2Xj + dLσ−1dRσ(Xj))), 2dRσ(Xj)− dLσ(Xj))

)
.
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Usamos la definición de la métrica producto y obtenemos,

ζ =
1√
3
g

(
Xi, 2Adσ−1(Xj)−Xj) +

1√
3
g(dRσ(Xi),−2dLσ(Xj) + dRσ(Xj)

)
− 1

2
√

3
g(Xi,−2Xj + Adσ−1(Xj))−

1

2
√

3
g(dRσ(Xi), 2dRσ(Xj)− dLσ(Xj))

=
2√
3
g(Xi, Adσ−1(Xj))−

1√
3
δij −

2√
3
g(Adσ−1(Xi), Xj) +

1√
3
δij

1√
3
δij −

1

2
√

3
g(Adσ(Xi), Xj)−

1√
3
δij +

1

2
√

3
g(Adσ−1(Xi), Xj)

=
2√
3
g(Adσ(Xi), Xj)−

1√
3
δij −

2√
3
g(Adσ−1(Xi), Xj) +

1√
3
δij

1√
3
δij −

1

2
√

3
g(Adσ(Xi), Xj)−

1√
3
δij +

1

2
√

3
g(Adσ−1(Xi), Xj)

=
3

2
√

3
g(Adσ(Xi), Xj)−

3

2
√

3
g(Adσ−1(Xi), Xj)

=
3

2
√

3
g(Adσ(Xi)− Adσ−1(Xi), Xj).

Entonces, ν es una inmersión Lagrangiana si ζ = 0, lo cual ocurre si y sólo si,

g(Adσ(Xi)− Adσ−1(Xi), Xj) = 0,

si y sólo si,

Adσ − Adσ−1 = 0.

Equivalentemente si

Adσ = Adσ−1 ,

o

Adσ2 = Id,

lo cual, en nuestro caso es cierto ya que Adσ = Id. Es conveniente hacer una observación aqúı,

las condiciones para que la inmersión sea isométrica y Lagrangiana son respectivamente,

1. Adσ + Adσ−1 = 2Id,

2. Adσ2 = Id.

y estas son equivalentes a que σ ∈ Z(G), lo cual, es equivalente a que la representación adjunta

cumpla Adσ = Id, esto por la Proposición 1.3.18. Para probar esta afirmación, notemos que es

evidente que la condición Adσ = Id implica que las ecuaciones se satisfacen. Rećıprocamente,
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si suponemos válidas estas ecuaciones podemos aplicar la representación adjunta a la primera

de ellas obteniendo,

Adσ2 + Id = 2Adσ,

luego, utilizando la segunda de ellas y sustituyéndola en esta ecuación obtenemos,

2Id = 2Adσ,

lo que es equivalente a Id = Adσ. Por último, para probar que ν es totalmente geodésica, como

en los casos anteriores calculamos,

Ddν(Xi)dν(Xj) = D(Xi,dRσ(Xi))(Xj, dRσ(Xj))

= D(√3
2

(Xi)h− 1
2

(Xi)v+dRσ(Xi)v
)
(√

3

2
(Xj)

h − 1

2
(Xj)

v + dRσ(Xj)
v

)

=
3

4
D(Xi)h(Xj)

h −
√

3

4
D(Xi)h(Xj)

v +

√
3

2
D(Xi)h(dRσ(Xj))

v

−
√

3

4
D(Xi)v(Xj)

h +
1

4
D(Xi)v(Xj)

v − 1

2
D(Xi)v(dRσ(Xj))

v

+

√
3

2
D(dRσ(Xi))v(Xj)

h − 1

2
D(dRσ(Xi))v(Xj)

v +D(dRσ(Xi))v(dRσ(Xj))
v

=
3

4

(
2√
3

(∇XiXj)
h − 1

3
(∇XiXj)

v

)
−
√

3

4

(
−1

3
(∇XiXj)

h +
2√
3

(∇XiXj)
v

)
+

√
3

2

(
−1

3
(∇XidRσ(Xj))

h +
2√
3

(∇XidRσ(Xj))
v

)
−
√

3

4

(
1

3
(∇XiXj)

h

)
+

1

4
(∇XiXj)

v − 1

2
(∇XidRσ(Xj))

v

+

√
3

2

(
1

3
(∇dRσ(Xi)Xj)

h

)
− 1

2
(∇dRσ(Xi)Xj)

v + (∇dRσ(Xi)dRσ(Xj))
v

=
3

2
√

3
(∇XiXj)

h − 1

2
(∇XiXj)

v −
√

3

6
(∇XidRσ(Xj))

h +
1

2
(∇XidRσ(Xj))

v

+

√
3

6
(∇dRσ(Xi)Xj)

h − 1

2
(∇dRσ(Xi)Xj)

v + (∇dRσ(Xi)dRσ(Xi))
v.

Notemos que, el último término

∇dRσ(Xi)dRσ(Xi) =
1

2
[dRσ(Xi), dRσ(Xj)] =

1

2
dRσ([Xi, Xj]) = dRσ(∇XiXj).

En los términos tres y cuatro, sustituyendo la Definición 3.1.4, de un campo horizontal o vertical,

se tiene,

−
√

3

6
(∇XidRσ(Xj))

h +
1

2
(∇XidRσ(Xj))

v =
1

3
(−∇XidRσ(Xj),∇XidRσ(Xj)).
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De manera análoga, con los términos cinco y seis,

√
3

6
(∇dRσ(Xi)Xj)

h − 1

2
(∇dRσ(Xi)Xj)

v =
1

3
(∇dRσ(Xi)Xj,−∇dRσ(Xi)Xj).

En otras palabras tenemos,

Ddν(Xi)dν(Xj) =

√
3

2
(∇XiXj)

h − 1

2
(∇XiXj)

v + dRσ(∇XiXj)

1

3
(−∇XidRσ(Xj),∇XidRσ(Xj)) +

1

3
(∇dRσ(Xi)Xj,−∇dRσ(Xi)Xj)

= dν(∇XiXj) +
1

3
(−∇XidRσ(Xj),∇XidRσ(Xj))

+
1

3
(∇dRσ(Xi)Xj,−∇dRσ(Xi)Xj).

De esto tenemos que ν es una inmersión totalmente geodésica si y sólo si,

1

2
[Xi, dRσ(Xj)] = ∇XidRσ(Xj) = ∇dRσ(Xi)Xj =

1

2
[dRσ(Xi), Xj],

al aplicar a la ecuación la derivada de L−1
σ el cual es un difeomorfismo obtenemos la expresión

equivalente,

1

2
[Xi, Adσ−1(Xj)] = ∇XiAdσ−1(Xj) = ∇Adσ−1 (Xi)Xj =

1

2
[Adσ−1(Xi), Xj].

La cual es equivalente a,

adXiAdσ−1(Xj) = −adXjAdσ−1(Xi),

al utilizar la condición Adσ = Id, la cual implica, en particular que, Adσ−1 = Id, tenemos que,

adXiAdσ−1(Xj) = −adXjAdσ−1(Xi),

es verdadero y por lo tanto, ν es una inmersión totalmente geodésica.

Ejemplo 17. Sea σ ∈ G. La función ϑ : G → G × G definida como ϑ(p) = (p−1, pσp−1) =

(i(p), µ(Rσ(p), i(p))).

Demostración. Sea {X1, X2, · · · , Xn} un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. La imagen bajo la derivada de ϑ en la identidad para cada k ∈ {1, 2, . . . , n} es,

d|eν(Xk) = (di(Xk), d(µ(Rσ, i))(Xk)) = (−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)).
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La inmersión ϑ es isométrica si para cada k, j ∈ {1, 2, . . . , n},

0 = 〈dϑ(Xk), dϑ(Xj)〉 = 〈(−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (−Xj, dRσ(Xj)− dLσ(Xj))〉

= h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (−Xj, dRσ(Xj)− dLσ(Xj)))

−1

2
h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), P (−Xj, dRσ(Xj)− dLσ(Xj)))

= h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (−Xj, dRσ(Xj)− dLσ(Xj)))

−1

2
h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (dLσ−1(dRσ(Xj)− dLσ(Xj)),−dLσ(Xj))

= g (Xk, Xj) + g (dRσ(Xk)− dLσ(Xk), dRσ(Xj)− dLσ(Xj))

−1

2
(g (−Xk, Adσ−1(Xj)−Xj) + g (dRσ(Xk)− dLσ(Xk),−dLσ(Xj))) .

Hacemos uso del hecho que la métrica de G es bi-invariante tenemos que,

〈dϑ(Xk), dϑ(Xj)〉 = 3δkj − g (dRσ(Xk), dLσ(Xj))− g (dLσ(Xk), dRσ(Xj))

−1

2
(2δkj − g (Adσ(Xk), Xj)− g (Adσ−1(Xk), Xj))

= 2δkj −
1

2
g (Adσ(Xk) + Adσ−1(Xk), Xj) .

Por lo tanto la inmersión es isométrica si y sólo si,

Adσ(Xk) + Adσ−1(Xk) = 2Xk.

Por otro lado, la inmersión ϑ es una inmersión Lagrangiana si para cada k, j ∈ {1, 2, . . . , n},

0 =
〈
dϑ(Xk), J(e,σ)dϑ(Xj)

〉
=
〈
(−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), J(e,σ)(−Xj, dRσ(Xj)− dLσ(Xj))

〉
=

〈
(−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)),

1√
3

(2Adσ−1(Xj)−Xj, dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

〉
= h

(
(−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)),

1√
3

(2Adσ−1(Xj)−Xj, dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
−1

2
h

(
(−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)),

1√
3
P (2Adσ−1(Xj)−Xj, dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

)
=

1√
3
h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (2Adσ−1(Xj)−Xj, dLσ(Xj) + dRσ(Xj)))

− 1√
3

1

2
h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (Adσ−1(Xj) +Xj, 2dRσ(Xj)− dLσ(Xj))) .

Utilizando ahora que la métrica en G es bi-invariante, tenemos que la inmersión es Lagrangiana
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si y sólo si,

0 = h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (2Adσ−1(Xj)−Xj, dLσ(Xj) + dRσ(Xj)))

−1

2
h ((−Xk, dRσ(Xk)− dLσ(Xk)), (Adσ−1(Xj) +Xj, 2dRσ(Xj)− dLσ(Xj)))

= g (−Xk, 2Adσ−1(Xj) +Xj) + g (dRσ(Xk)− dLσ(Xk), dLσ(Xj) + dRσ(Xj))

−1

2
(g (−Xk, Adσ−1(Xj) +Xj) + g (dRσ(Xk)− dLσ(Xk), 2dRσ(Xj)− dLσ(Xj)))

= δkj − 2g (Xk, Adσ−1(Xj)) + g (dRσ(Xk), dLσ(Xj))− g (dLσ(Xk), dRσ(Xj))

−1

2
(2δkj − g (Xk, Adσ−1(Xj))− g (dRσ(Xk), dLσ(Xj))− 2g (dLσ(Xk), dRσ(Xj)))

= δkj − 2g (Adσ(Xk), Xj) + g (Adσ−1(Xk), Xj)− g (Adσ(Xk), Xj)

−δkj +
1

2
g (Adσ(Xk), Xj) +

1

2
g (Adσ−1(Xk), Xj) + g (Adσ(Xk), Xj)

=
3

2
(−g (Adσ(Xk), Xj) + g (Adσ−1(Xk), Xj)).

Por lo que la inmersión es Lagrangiana si y sólo si,

Adσ − Adσ−1 = 0,

lo cual ocurre si y sólo si,

Adσ2 = Id.
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nals of Global Analysis and Geometry, 27, 2005, 201–225.

[8] I. Casrto, F. Urbano, Lagrangian surfaces in the complex Euclidean plane with conformal

Maslov form, Tohoku Mathematical Journal, 45, 1993, 565-582.

[9] B. Y. Chen, Construction of Lagrangian surfaces in complex Euclidean plane with Legendre

curves Kodai Mathematics Journal, 29, 2006, 84-112.

92



BIBLIOGRAFÍA 93
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