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Introduccion

A lo largo de esta tesis trabajamos sobre subvariedades Lagrangianas en una variedad Nearly
Kaehler, comenzamos dando una pequena introduccién a estos conceptos basicos.
En el afio 1949, C. Ehresmann introdujo en [13], el concepto de estructura casi compleja, esto
es, un tensor J de tipo (1,1) que satisface, J? = —Id. En el afio 1980, A. Gray y L. M. Hervella
en [18], clasificaron las dieciséis clases de variedades casi Hermitianas, es decir, una variedad
Riemanniana (N, ¢) y una estructura casi compleja J de N compatible con la métrica g, en el

siguiente sentido; para cualesquiera campos X,Y € X(V)
9(X,Y) =g(JX,JY).

En esta clasificacion destacamos la siguiente. Si (N, g,.J) es una variedad casi Hermitiana, D

es su conexion de Levi-Civita y para cualquier campo X € X(N) se satisface la propiedad
(DxJ)X = DxJX — JDxX =0,

entonces decimos que (N, g, J) es una subvariedad nearly Kaehler. A continuacién explicamos
el contenido y la motivacion de los cuatro capitulos de los que esta conformada esta Tesis.

En el Capitulo 1, se explica con mayor profundidad los conceptos mencionados arriba. Este
capitulo esta separado en tres secciones. En la primera seccién, exponemos sobre la Geometria
intrinseca de una variedad nearly Kaehler. En particular, nos concentramos en la derivada

covariante de la estructura casi compleja y sus propiedades, que denotamos por,
G(X,Y)=DxJY — JDxY.

Se prueba que el tensor G en una variedad nearly Kaehler, es antisimétrico y que para cuales-

quiera campos X,Y, Z € X(N),

1. G(X,JY) + JG(X,Y) =0,



2. (G(X,Y),Z)+ (Y,G(X, Z)) = 0.

En la segunda seccién, nos concentramos en las propiedades basicas de las subvariedades La-
grangianas. Intuitivamente, es una subvariedad M de una variedad casi Hermitiana (N, g, .J),
que tiene la mitad de la dimensién que N, y si X es un campo tangente de M, entonces J(X)
es un campo normal a M. En la Definiciéon 1.2.3, se formaliza este concepto. Probamos uno
de los resultados clédsicos sobre subvariedades Lagrangianas en variedades nearly Kaehler, se
afirma que, si M es una subvariedad Lagrangiana de una variedad nearly Kaehler (N, g, J), y
X,Y € X(M) entonces el campo G(X,Y) es un campo normal M. Como puede verificarse en
la Proposicién 1.2.4.

En la tercera y ultima seccién del primer capitulo, abordamos el concepto de grupo de Lie,
esto es, un grupo abstracto GG, que cuenta con una estructura de variedad diferenciable, con
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la propiedad que, las funciones producto p(g,h) = gh e inversa i(g) = g~ son funciones C*.

Entre los conceptos mas usados a lo largo de la tesis son la translacion a la izquierda por o € G,
la translacién a la derecha por ¢ € G y la representacién adjunta por o € G, las cuales estan

definidas respectivamente por
Le(g) = 0y,
Ro(9) = go,
Ady(X) =dL,(dRy-1(X)).

Donde dL, y dR, representan las derivadas de las translaciones L, y R,. Como un ejemplo
importante del uso de las derivadas de funcines en grupos de Lie probamos de manera explicita

las derivadas de las funciones producto e inversa del grupo, estas son,
Al (p,a) (X, Yy) = dRg|p(Xp) + dLy[(Ye)

di|p(Xp) = _dRp*1|ede*1|pX(p)-

Se pueden consultar en la Proposicion 1.3.12 y en el Corolario 1.3.13. Lo que concluye con los

preliminares.

Para el Capitulo 2 nos enfocamos en la variedad C? con la métrica usual de R* y la estructura

casi compleja J definida por: si X = (z,y, z,w) € X(C?),
J(X) = J(.Z’7 Y, z, w) - (_y7 T, —w, Z)
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Un problema en esta variedad Kaehler C2, es la clasificacién o caracterizacién de superficies La-
grangianas. Hay avances en este sentido con alguna condicién adicional, como se puede verificar
en [9, 8, 10]. El propésito del Capitulo 2, que cuenta con cuatro secciones, es contribuir en esta
direccion, al intentar resolver el siguiente problema. ;Cudles son las superficies Lagrangianas
de dngulo constante respecto a un campo paralelo Z en C?? Una superficie M es de dngulo
constante respecto a un campo paralelo Z de C?, si el 4ngulo formado entre el espacio tangente
de N y el campo paralelo Z no depende del punto donde se calcula, esto se formaliza en la
Definicién 2.1.1. El hecho de que este sea un problema que atin no esta explorado anteriormente
en la literatura hace que los resultados sean originales. En la primera seccion, se prueban las
propiedades generales de una superficie Lagrangiana de dngulo constante respecto a un campo
paralelo Z en C2. Por ejemplo, en el Lema 2.1.4, vemos que si M es una superficie Lagrangiana
de angulo constante respecto a un campo paralelo Z, entonces también es de dngulo constante
respecto al campo paralelo JZ. Por otro lado en los casos particulares en que la superficie
Lagrangiana M, es tangente o normal al campo paralelo Z, entonces M es un cilindro sobre
una curva plana contenido en un plano complejo del espacio C2, lo que se puede cotejar en la
Proposicién 2.1.7. El Corolario 2.1.8 muestra que si la superficie Lagrangiana esta contenida
en un hiperplano de C2, entonces también es un cilindro. Es conveniente decir que hasta el
momento no se han encontrado ejemplos explicitos de una superficie Lagrangiana de angulo

constante respecto a un campo paralelo Z en C? que no sean cilindros.

Para tener un mejor panorama del problema observamos que si M es una superficie Lagran-
giana de C? de 4ngulo constante respecto al campo paralelo Z, entonces Z = Z7 + Z+, donde
ZT es la parte tangente de Z a M, y Z+ es la parte normal de Z a M. Ya que la superficie
considerada es Lagrangiana se tiene que el campo JZ* es un campo tangente, asi tenemos de
manera natural dos casos. El primer caso lo tratamos en la Seccién 2.2, esto es, si suponemos
que los campos tangentes Z7 y JZ1 son linealmente dependientes podemos probar que la su-
perficie es un cilindro, Teorema 2.2.3 lo que finaliza este caso.

El segundo caso, se aborda en la Seccién 2.3, aqui suponemos que los campos Z7 y JZ+ son
linealmente independientes. Definimos la funcién auxiliar f = (Z7, JZ*), si esta funcién es ce-
ro entonces los campos son linealmente dependientes por lo que en este caso la funcién siempre
serd distinta de cero. Gracias a f es posible escribir la curvatura Gaussiana de M denotada por

K y la curvatura media de la superficie M denotada por H, como se muestra a continuacion y
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se prueban en el Corolario 2.3.7,

foor 1
- Lz oz,

Z4 (2T f) —JIZTPZA 2T )+ 2427 )~ 127102 )
= (S ) e Z7FAT ) e

En la 1ltima seccién se hace un analisis con condiciones més explicitas. Consideramos que M

K

es una superficie Lagrangiana de dngulo constante respecto al campo e4 = (0,0,0,1) y admite
una parametrizacion como grafica de una funcién. En el Corolario 2.4.10 se prueba que existen

solo tres posibilidades distintas de parametrizaciones salvo isometrias, que enunciamos abajo,

¢1($7y> = (‘raya f(ff,?J),g(fL‘,y)),

¢2($,y) = (:E,f(x,y),y,g(x,y)),

¢3($,y) = (f(x,y),x,y,g(x,y))-

Enunciamos condiciones necesarias para que una superficie sea Lagrangiana que resumimos en

la siguiente tabla

Parametrizacion Condicion para ser Lagrangiana
¢1(x,y) = (2,9, f(z,9), 9(z,y)) fogy — fy9 = —1
¢2(z,y) = (2, f(z,9), v, 9(x,y)) fy =0
¢3(z,y) = (f(,9), 2,9, 9(x,y)) fy =9

y cuya demostracién se puede consultar en la Proposicién 2.4.8. De manera similar si una
superficie Lagrangiana admite una parametrizaciéon por medio ¢;, ¢2 0 ¢3 en la Proposicién

2.4.13 se exhibe la magnitud del campo e, = (0,0, 0, 1) sobre el espacio tangente de M.

Parametrizacién led|? led'|?
S 1+ [Vogl? 1+ [V ff?
1 2+ |Vof + [Vog?, 2+ [Vof2 + [Vogl?
" Vogl* + (fa9y — 92) 1+ |Vof]
L+ Vo fI? +[Vogl? + (fogy = 92)* | 1+ [VofI? +[Vogl? + (fog, — g2)?
s [Vogl® + (fxgy +93) 1+ |Vof]
L+ [Vof* + [Vog* + (fagy + 92)* | 1+ [Vof]> + [Vogl* + (fogy + 92)?

En el resto de la seccién analizamos condiciones especificas sobre una superficie, estas son si
admite una de las parametrizaciones sobre el tipo de parametrizacion que admite, ¢1, ¢ 0

¢3 junto a alguna condicién extra en dicha parametrizacion. Véase por ejemplo, el Corolario
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2.4.16, que dice que cualquier superficie Lagrangiana M C C? que admite parametrizacién
o1(z,y) = (z,y, f(2,9),9(x,y)), tal que, f y g son funciones eikonales o |Vof|?> = |Vog|?,
entonces M es de angulo constante respecto a e4. Con lo que concluimos el resumen del Capitulo
2.

Una de las variedades nearly Kaehler mas estudiada en los dltimos anos, es la variedad nearly
Kaehler S? x S3, con la estructura casi compleja J definida como sigue: si X = (X,Y) €
X(S® x S?), donde X,Y € X(S?), entonces en el punto (p,q) € S* x S?, se define

_ 1 _ _
Jp.X = Jp.q) (Xp, Yy) = ﬁ (qu 1(}/;1) — Xp, —2qp 1(Xp) + Y;])

donde pg!(Y,) representa el producto cuaterniénico de los cuaterniones p, ¢ y Y, similarmente
con gp~'(X,). Y se considera una métrica s compatible con esta estructura casi compleja.

El Capitulo 3, se compone de tres secciones. En la primera seccion se hace una construccion
formal de la variedad de Sekigawa, esta es una variedad que propone en el ano 1993 K. Sekigawa
a E. Abbena y S. Garbiero en [12], como un ejemplo de una variedad nearly Kaehler. Grosso
modo esta construccion se hace de la siguiente manera. Consideramos un grupo de Lie G con
métrica bi-invariante g. Consideramos el grupo de Lie producto G x G. Para cada campo

X € X(@), se construyen los campos horizontales y verticales X" X € X(G x G) definidos

X":=(0,X), X":= <%X %X) .

Con los que se construyen la estructura casi compleja J por medio de las siguientes férmulas,

por,

JXM=—X" JX" = X",
y la mética (,) como,
(XM Yh) =g(X,)Y), (X", Y") = (X" Y") =0, (X",Y") :=g(X,Y).

En la Proposicién 3.1.12 se prueba que (G x G, (,),J) es una variedad casi Hermitiana. En la
segunda seccién probamos que (G x G, (, ), J) es una variedad nearly Kaehler vedse el Teorema
3.2.2. Para esto es importante conocer el comportamiento de la estructura casi compleja J en
la estructura producto, esto es, como se aplica a campos de la forma (X,Y) € X(G x G) donde
X,Y € X(G). Se prueba en la Proposicién 3.1.9 que

1
J(p,q) (Xm Y:;) = _3 (Qdeq‘ly:z - va _Qqup‘lXp + Y;]) :
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Hacemos los calculos de la conexion que denotamos por D, la curvatura denotada por R, asi
como del tensor G de la variedad casi Hermitiana (G x G, (,),J). Como consecuencia de lo
anterior se prueba en el Corolario 3.2.6, que si el grupo de Lie G es de Einstein, es decir, la
curvatura de Ricci es un miultiplo de la métrica, entonces la variedad de Sekigawa también es
de Einstein.

Un hecho sorprendente es que si se considera la construccién de Sekigawa con el grupo de
Lie G = S? y la métrica bi-invariante usual de S* la variedad de Sekigawa es practicamente
la misma variedad nearly Kaehler usual que se menciono arriba, concretamente son la misma
variedad diferenciable, las estructuras casi complejas coinciden, y sélo se diferencian por un
multiplo constante en la métrica. Por ello resulta interesante extender las técnicas utilizadas
en el estudio de la variedad nearly Kaehler S* x S§? a la variedad de Sekigawa G x G.

Asi, en la tercera seccién generalizamos la estructura casi producto P, que se introduce en [6]

para la variedad S? a la variedad G x G de la siguiente manera,

Plp.g) (X (p),Y(q)) = (dLpg—1Y (), dLgp1 X (p))-

Con esta nueva herramienta podemos describir relaciones entre las métrica de la variedad de
Sekigawa y la métrica de la variedad producto (G x G,h, DF), donde h denota la métrica

producto y D¥ la conexién producto. La relacién es,
—  _ 1 —
(X,U)=h(X,U) - 5h (X, PU), (1)

donde X,U € X(G x G) son campos invariantes izquierdos. Lo anterior se puede consultar
en el Corolario 3.3.2. De manera similar en el Lema 3.3.4 muestra la relacion que guardan las

conexiones Dy D¥,
— 1
3

El ultimo resultado que reslta de esta seccion es el Corolario 3.3.6, donde se muestra que la

(DEPU — DELU) .

relacion que obtienen B. Bektas, M. Moruz, J. Van der Veken y L. Vrancken, en [3] se puede

generalizar a la variedad de sekigawa, esto es,
— — 1 - -
DEU = DxU + 3 (JG(X,PU)+ JG(U, PX)).

El Capitulo 4, se compone de dos secciones. En la primera secciéon, generalizamos a la

variedad de Sekigawa, el concepto de funciones angulos que aparece en el estudio de la variedad
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nearly Kaehler S? x S3, vedse por ejemplo [3, 4, 12]. Grosso modo la construccién es como sigue.
Sea M es una subvariedad Lagrangiana de la variedad Sekigawa G x G. El espacio tangente de

G x G restringido a M se descompone como,
T(GxG)|y=TMe JTM.

A cualquier campo (X,Y) € X(M) le podemos aplicar el operador P definido arriba, para

facilitar la notacién lo aplicamos en la identidad de G x G,
P(X,Y) = (Y,X)

este campo que en principio no es tangente ni normal a M pero si es un campo de G x G
restringido a M por lo que se puede descomponer como una suma de una parte tangente y
una normal, de manera que podemos definir operadores A, B : TM — T M como aquellos que

satisfacen la igualdad,

P(X,Y) = A(X,Y) + J(B(X,Y)).

Estos operadores resultan ser simultaneamente diagonalizables como lo garantiza el Corolario
4.1.3, por lo tanto, existe un marco ortonormal de campos Ei, Es, ..., Eymar y funciones
0; : M — [0, ), tales que,

PE; = cos(20;) E; + sen(20;)JE;.

Estas funciones 6; son las funciones angulo. Con ellas probamos el resultado principal del
capitulo, el Teorema 4.1.5 que garantiza que M es una subvariedad Lagrangiana minima de
la variedad de Sekigawa G x G si y sélo si la suma de sus funciones angulo es una funcién
constante.

En la segunda seccion, mostramos 5 ejemplos de inmersiones de G en la variedad de Sekigawa
G x G. Estas inmersiones estdn inspiradas en [25], de Y. Zhang, B. Dioos, L. Vrancken y X.
Wang.

1. ¢1 : G — G x G, definida como, ¢1(p) = (p,e), donde e es la identidad en G, es una

inmersion isométrica Lagrangiana y totalmente geodésica.

2. ¢9: G — G x G, definida como, ¢o(p) = (e, p), es una inmersién isométrica Lagrangiana

y totalmente geodésica.
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3. A: G — G x G, definida como A(p) = (p,p), es una inmersién isométrica Lagrangiana y

totalmente geodésica.

4. Sean o € Gy v:G — G x G la funcién dada por v(g) = (g, R»(g)). La condicién general
para que la inmersién v sea inmersion isométrica, Lagrangiana y totalmente geodésica es

o € Z(G). Mientras por separado tenemos,

a) Ad, + Ad,—1 = 2Id si y s6lo si v es inmersién isométrica.
b) Ad,2 = Id siy sélo si v es inmersién Lagrangiana.

¢) adx(Ad,(Y)) = —ady(Ad, (X)) para cada campo invariante izquierdo X,Y € X(G)

si y sélo si v es inmersién totalmente geodésica.

5. Sea o € (G. La funcion 9 : G — G x G definida como

d(p) = (p~",pop~ ') = (i(p), W(Ro(p),i(p)))-

La condicién general para que la inmersion ¢ sea inmersion isométrica y Lagrangiana es

o € Z(G). Mientras por separado tenemos,

a) Ad, + Ad,—1 = 2Id siy sélo si ¥ es inmersién isométrica.

b) Ad,2 = Id siy sélo si 9 es inmersiéon Lagrangiana.

VIII



Indice general

Introduccién

1. Preliminares
1.1. Geometria intrinseca de una variedad nearly Kaehler . . . . . . . ... ... ..
1.2. Geometria extrinseca de una Subvariedad Lagrangiana . . . . . . ... ... ..

1.3. Gruposde Lie . . . . . . . . .

2. Superficies Lagrangianas en C?
2.1. Superficies Lagrangianas de dngulo constante en C* . . . . . . . ... ... ...
2.2. Caso ZT y JZ* linealmente dependientes . . . . . . . . . ... ... ... ....
2.3. Caso ZT y JZ* linealmente independientes . . . . . . . ... ... ... ....
2.4. Parametrizaciones en C* . . . . . . .. ...
2.4.1. Familia de superficies de dangulo constante en C* . . . . . . . .. ... ..

2.4.2. Superficies como graficas de funciones. . . . . . .. ...

3. Variedad de Sekigawa
3.1. Métrica y estructura casi compleja de Sekigawa. . . . . . . . .. ... ... ...
3.2, Conexién y curvatura . . . . . . . ..o

3.3. Eloperador P . . . . . . . .

4. Angulos de una Subvariedad Lagrangiana de G x G
4.1. Existencia de angulos . . . . . . . . ..

4.2. Subvariedades lagrangianas totalmente geodésicasen G x G . . . . . . . .. ..

11

19
19
23
25
34
34
36

50
20
57
68



Capitulo 1

Preliminares

Dentro de este primer capitulo enunciamos la teoria general que se considera suficiente
para poder comprender el resto de la tesis. En su gran mayoria las proposiciones contienen sus

demostraciones o en su defecto una referencia donde se puede consultar.

1.1. Geometria intrinseca de una variedad nearly Kaeh-
ler

En el ano 1949 C. Ehresmann introduce en [13] el concepto de estructura casi compleja.
Tiempo después A. Gray y L. M. Hervella en [18] clasificarén las dieciséis clases de variedades
casi Hermitianas. Comenzamos este capitulo introductorio estudiando de manera intrinseca a

las variedades nearly Kaehler.

Definicién 1.1.1. Sea N una variedad diferenciable de dimension n. Una estructura casi com-

pleja, es un (1,1)-tensor, J : X(N) — X(N), que satisface,
J? = —Id.
En tal caso a la pareja (N, J), se le llama, variedad casi compleja.
Proposicién 1.1.2. Toda variedad casi compleja (N™, J) tiene dimension real par.
Demostracion. Ya que, J es una estructura casi compleja, se sigue que,
0 < (detJ)? = detJ? = det(—1d) = (—1)".
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1.1. GEOMETRIA INTRINSECA DE UNA VARIEDAD NEARLY KAEHLER 3

Por lo que la tnica posibilidad para n, es que sea un nimero par. O

Definicién 1.1.3. Sea (N,J) una variedad casi compleja con métrica Riemanniana (,). A
(N, J.(,)), se la llama una variedad casi Hermitiana, si para cada p € N, J, preserva el

producto interior (, >p de T,N, esto es, para cualesquiera X,,Y, € T,N,
(JpXps JpYp) = (Xp, Yp) .

Notacion 1. Sea (N, J, (,)) una variedad casi Hermitiana. La derivada covariante de la estruc-

tura casi compleja J se denota por,
G(X,Y):=(DxJ)Y =DxJY — JDxY, (1.1)
para cada campo X,Y € X(N).

Definicién 1.1.4. Una variedad casi Hermitiana (N, J, (,)), con conezxion de Levi-Civita D es

nearly Kaehler si, para cada X € X(N),
G(X,X)=0.

Lema 1.1.5. Una variedad casi Hermitiana (N, J,(,)), es una variedad nearly Kaehler si y
sdlo si para cada X,Y € X(N),

Demostracion. Supongamos primero que N es nearly Kaehler, esto implica que,
0= (Dx4v)/)(X +Y).
Utilizando la bilinealidad desarrollamos el lado derecho,
(DixavyJ)(X +Y) = (DxJ)X + (DxJ)Y + (DyJ)X + (Dy J)Y.
Nuevamente del hecho que N es nearly Kaehler, (DxJ)X = 0= (DyJ)Y y por lo tanto,
0=Dxi)/)(X+Y)=(DxJ)Y +(DyJ)X =G(X,Y) +G(Y, X).

Lo cual, es equivalente a G(X,Y) = —G(Y, X). Por otro lado, si suponemos que G es anti-
simétrico, esto es, para cada X,Y € X(N) G(X,Y) = —G(Y, X), en particular si X =Y, se
sigue G(X, X) = —G(X, X), lo cual es posible sélo en el caso que G(X, X) = 0. O



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.1.6. Sea (N, J, (,)) una variedad nearly Kaehler. Entonces el tensor G satisface

que para cada X,Y, 7 € X(N),
1. G(X,JY)+ JG(X,Y) =0,
2. (G(X,Y), Z)+(Y,G(X,Z)) =0.
Demostracion. La primer ecuacién, se sigue del calculo directo,

G(X,JY)

DxJ(JY) = JDxJY = —DxY — JDxJY = J(JDxY — DxJY)
= —J((DxJ)Y) = —JG(X,Y).

Por 1ltimo, el siguiente calculo demuestra la segunda ecuacion,

(G(X,Y),Z) = (DxJY,Z)—(JDxY,Z) = X (JY,Z) — (JY,DxZ) + (DxY, J Z)
= X (JY,Z)— (JY,Dx2Z)+ X (Y,JZ) — (Y, DxJZ)
= —X(Y,JZ)+(Y,JDxZ) + X (Y,JZ) — (Y, DxJ Z)
= (Y,JDxZ) —(Y,DxJZ) = = (Y,G(X, Z)).

Con lo cual concluimos la prueba. O

Definicién 1.1.7. Una variedad nearly Kaehler (N, J,(,)), se llama Kaehler, si el tensor G,

es idénticamente cero.

Corolario 1.1.8. Sea (N, J,(,)) una variedad nearly Kaehler, entonces el tensor (G(X,Y), Z),

satisface las siguientes simetrias,

(GX,Y),2) = (9(2,X),Y)=({G(Y,2),X) = —(G(V, X), Z) = (G(X, 2),Y)
= (G(Z,Y),X).

Demostracion. La prueba se sigue del uso iterativo de la Proposiciéon 1.1.6 y del Lema 1.1.5,

como sigue,

<g(X>Y)7Z> = —<Q(Y,X),Z):(Q(Y,Z),X):—(Q(Z,Y),X)
= <Q(Y,Z),X):—<Q(Z,Y),X>,

lo cual concluye la demostracién. O]
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Teorema 1.1.9. [16, Teorema 3.6/ Si (N, g) es una variedad Riemanniana, entonces la cone-

zion de Levi-Civita, denotada por D, esta determinada por la formula de Koszul,
29(DxY,Z) =X -g(Y, 2)+Y -g(X, Z) = Z-g(X,Y) —g([Y, X], Z) = g([Y, X], Z) — g([X, Z]. Y.

Definicién 1.1.10. Sea (N, (,)) una variedad Riemannina. El tensor de curvatura se define

como,

RxyZ = Dixy1Z — DxDyZ + DyDxZ.

Proposicién 1.1.11. [17, Lema 4] Sea (N, {,),J) una variedad nearly Kaehler, entonces para
cualesquiera X, Y, Z, W € X(N), se satisface,

1. |g(X7 Y)|2 = <RXYX7 Y) - <RXYJX7 JY>)

2. (Rxy X,Y) = (Ryx,yJX, JY) .

1.2. Geometria extrinseca de una Subvariedad Lagran-
giana
En esta seccién abordamos el concepto de una subvariedad Lagrangiana, y la interacciéon
que tiene con el ambiente al cual pertenece.

Definicién 1.2.1. Sea (N,(,), D) una variedad Riemanniana con métrica (,) y conezion de
Levi-Civita D. Si (M, g, V), es una subvariedad Riemanniana de N. Entonces para cualesquiera

campos X, Y € X(M) yn € X+(M) las formulas de Gauss y Weingarten son respectivamente,
DxY = (DxY)' + (DxY)*t = VxY +h(X,Y),

Dxn = (Dxn)" + (Dxn)* = —A,X + Vi,

donde V es la conezxion de Levi-Civita de M, h es la sequnda forma fundamental de M en N,

A es el operador de forma y V* es la conexién normal de M en N.

Proposicién 1.2.2. [16, Prop. 3.1] Sean (N, (,)) una variedad Riemanniana y M una subva-
riedad de N. Las ecuaciones de Gauss y Codazzi son respectivamente, para cualesquiera campos

XY, Z,W € X(M),

<§X,YZ7 W> - <RX,YZ7 W> + <h<X> Z), h(}/a W)> - <h(X7 W)? h<Y7 Z>> )



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(RxyZ)*" = (Dxh)(Y.Z) — (Dyh)(X, Z),
donde, (Dxh)(Y,Z) = VL(Y, Z) — h(VxY, Z) — h(Y,VxZ).

Definicién 1.2.3. Sea (N, J,(,)) una variedad nearly Kaehler. A una subvariedad M de N,
se le llama Lagrangiana, si la dimension de M, es la mitad de la de N, y J(TM) =TM>.

Ejemplo 1. Consideramos la variedad Kaehler (C,J,(,), D), con la métrica usual de R* la

estructura casi compleja J definida de la siguiente manera, si (x,y,z,w) € X(C?),
J(.’E, Y, z, U}) = <_y7 T, —w, Z),

y conexion de Levi-Civita D. Sean v : 1 — X Cc C2 y8:1 —Y C C? dos curvas requlares,
donde X es el plano generado por los vectores {e; = (1,0,0,0),Je; = e = (0,1,0,0)} y Y
es plano complemento ortogonal de X. La superficie v x B : I x I — C? es una superficie

Lagrangiana.

Proposiciéon 1.2.4. Sea M una subvariedad Lagrangiana de una variedad nearly Kaehler

(N, J,{,)). Entonces, para cualesquiera X,Y € X(M), el campo G(X,Y), es normal a M.

Demostracion. Para cualquier campo Z € X(M), tenemos, por un lado, haciendo uso del

Corolario 1.1.8 que,
(G(X,Y),Z) =(G(Z2.X),Y) = (G(Y. 2),X).
Por otro lado, al desarrollar (G(X,Y), Z),
(G(X,Y),Z) = (DxJY,Z) = (JDxY,Z) = (—ApnX,Z) + (h(X,Y), ] Z)
= — (WX, 2),JY)+ (h(X,Y),]Z),

de manera ansloga se obtiene,
(G(Z2,X),Y) = —(h(Z,Y),JX) + (h(Z,X),]Y),
(G(Y.2),X) = — (MY, X),JZ) + (MY, Z), ] X),

por lo que obtenemos que,

3(G(X,Y),2) = (9(X,Y), 2) +(4(Z,X),Y) +(G(Y,2), X)
)
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Dado que esto es valido para todo campo tangente Z, es claro ahora que, la tinica posibilidad

es que, G(X,Y) =0. H

Proposicién 1.2.5. Sean (N, J, (,)) una variedad nearly Kaehler y M una subvariedad Lagran-

giana de N. Entonces para cualesquiera X,Y € X(M), son vdlidas las siguientes ecuaciones,
1. Ajy X = —Jh(X,Y),
2. G(X,Y)=VxJY — JVxY.

Demostracion. De la definicion de G se sigue,
G(X,)Y)=DxJY —JDxY = —A;y X + VxJY — JVxY — Jh(X,Y),

sabemos de la Proposicién 1.2.4, que el campo G(X,Y) es normal, lo que garantiza G(X,Y) es

igual solo a la parte normal de la derecha en la igualdad anterior, esto es,
G(X,Y)=VxJY — JVxY.

Por lo que la parte tangente, es decir, la parte restante de la igualdad derecha, es identicamente

cero, con lo que podemos concluir que,
Ay X =—Jh(X,Y).
Tal como queriamos demostrar. O

Corolario 1.2.6. Sean (N, J,(,)) una variedad Kaehler y M una subvariedad Lagrangiana de

N. Entonces, para cualesquiera campos X,Y € X(M), son vdlidas las siguientes ecuaciones,
1. Ajy X = —Jh(X,Y),
2. VxJY = JVxY.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 1.2.5, y del hecho que la variedad

N es Kaehler, es decir, G(X,Y) = 0 para todo X,Y € X(M). ]

Lema 1.2.7. Sea M wuna subvariedad Lagrangiana de C*. Para cada XY € X(M) y & €

X (M), las siquientes ecuaciones son vdlidas,

— Ay X = JW(X,Y), (1.2)
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VxJY = JVyY, (1.3)
VxJE = JVRE, (1.4)
h(X,JE) = —JA:X. (1.5)

Demostracion. Como C? es Kaehler,
DxJY = JDyY,

de las ecuaciones de Gauss y Weingarten presentadas en la Definicién 1.2.1, la ecuacién anterior
es equivalente a,

—Ajy X +VxJY = JVxY + Jh(X,Y).

Al comparar las partes tangentes y partes normales, tenemos las ecuaciones 1.2 y 1.3. Ahora,

en la ecuacion,

DxJ§ = JDxE,

aplicamos nuevamente las ecuaciones de Gauss y Weingarten, y obtenemos la expresion equi-

valente,

VxJE+ (X, JE) = —JAX + JV%E,

enseguida, al comparar partes normales y partes tangentes obtenemos las ecuaciones 1.4 y 1.5,

con lo que se concluye la demostracion. O

Definicién 1.2.8. Sea M una subvariedad Riemanniana de una variedad Riemanniana N, la

curvatura normal de M en N esta definida por,
RY (X, Y)E = Vixyi€ — VxVil + VyVxé,
donde X,Y € X(M) y £ € X+(M).

Proposicién 1.2.9. Sea M una superficie Lagrangiana en una variedad Kaehler N. Entonces
si R denota el tensor de curvatura de M, y R* el tensor de curvatura normal de M. La relacion

entre ellos para cada X,Y,7Z € X(M) queda de manifiesto en la siguiente ecuacion,

RY(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z. (1.6)
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Demostracidon. Se sigue de la Proposicién 1.2.6, que VxJY = JVxY, con lo cual

RNXY)JZ = VixyJZ—-VxVyJZ+VyVxJZ
= JVixy)Z —VxJVyZ +VyJIVxZ
= JVixy)Z —JVxVyZ+ JVyVxZ = JR(X,Y)Z.

Lo que termina la prueba. O

Proposicién 1.2.10. Sean (N, J,(,)) una variedad nearly Kaehler y M una subvariedad La-
grangiana de N. Para cualesquiera X,Y,Z € X(M), el (0,3)-tensor (h(X,Y), JZ) es simétrico.

Demostracion. Es claro, ya que la segunda forma fundamental h es simétrica que,
(MX,Y),JZ) = (h(Y,X),]Z).

Para probar la simetria entre la primera y tercera entrada, procederemos de manera directa

con los siguientes calculos, utilizando la Proposicién 1.2.5,

(WX,Y),JZ) = —(Jh(X,Y),Z) = (AnX,2Z)=(DxJY,Z) =X - (JY,Z) — (JY,Dx Z)
= (JY,h(X,Z)).

La simetria para la segunda y tercera entrada, es consecuencia de las dos simetrias anteriores,

como se muestra enseguida,
(h(X,Y),JZ) = (MY, X), Z) = (h(Z.X),Y) = (h(X, Z),Y).
Lo que concluye la prueba. O

Definicién 1.2.11. Sean (N, J,(,)) una variedad nearly Kaehler y una funcion ® : N — N.

Decimos que ® es holomorfa si d® conmuta con la estructura casi compleja J de N, esto es,
ddJ = J(dP).

Diremos que es antiholomorfa si d® anticonmuta con la estructura casi compleja J de N, es
decir,

ddJ = —J(d®).
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Lema 1.2.12. Sean M™ una subvariedad lagrangiana de una variedad nearly Kaehler (N, J, (,)),
y ® : N — N una isometria holomorfa o antiholomorfa, entonces ®(M) es una subvariedad

lagrangiana de N.

Demostracion. Vamos a probar que, si d® es antiholomorfa, entonces ® (M) es una subvariedad
lagrangiana de N. Primero, es claro que ®(M) es una subvariedad de N, ya que, ® es en
particular un difeomorfismo. Sean Xi, Xs,..., X, € X(M) un marco ortonormal de M, se

sigue, de la hipotesis, M lagrangiana que,
{X1, Xo, ..., Xy, J X1, J X, ..., I X},

es una marco local ortonormal de N alo largo de M. Del hecho que ® es una isometria, podemos

deducir que,
{dq)(Xl)7 dq)(XQ)a s 7dq)<Xn)7 d(I)(JXl)7 dq)(‘]XQ)a T 7dq)(‘]Xn)}7

es una marco local ortonormal de N a lo largo de ®(M), més atin, es una marco ortonormal
local N a lo largo de ®(M). Ahora, ya que ® es antiholomorfa, es decir, d® o J = —J 0 d®,
para cada i # 7,

(dP(X;), JdP(X;)) = — (dP(X;), dP(JX;)) = (X;, JX;) = 0.
Lo cual implica que ®(M) es una subvariedad Lagrangiana. La prueba del caso, en el que ® es

holomorfa, se hace de manera analoga. n

Ejemplo 2. En la variedad Riemanniana de los cuaterniones H = R*, con la métrica usual de
R* consideramos la tres esfera,

S ={r+iy+jz+hkw € H|2z®+ 9?4+ 22 +w? =1},
FEsto es, los cuaterniones unitarios. En la variedad producto, S* x S? C R* x R* = R®, definimos

la estructura casi compleja como sigue, para cada (U, V) € Ty g (S? x $*) ~ T,S* x T,S?,

]' - —
(U, V) = % (217(] W —U, —2qp7'U + V) )

Ademas definimos la métrica compatible con la estructura casi compleja como,
1

donde h es la métrica producto de la variedad producto S* x S* inducida por la métrica estandar
de S®. Entonces (S* xS3, J,(,)) es una variedad nearly Kaehler, este resultado se probard, salvo

un multiplo de la métrica, en el Teorema 3.2.2.
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1.3. Grupos de Lie

Esta tltima seccion del capitulo introductorio abordamos el concepto de grupo de Lie. Nos
enfocamos principalmente en grupos de Lie con métrica bi-invariante, es importante mencionar
que un grupo admite una métrica bi-invariante si y solo si es el producto de un grupo compacto

con un grupo abeliano.

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo con una estructura de variedad diferenciable. Al grupo G,
se le llama Grupo de Lie, st las operaciones producto e inversa denotadas por, pp: G x G — G,

i: G — G, son funciones C*, definidas por,

p(g,h) = gh, i(g) =g~

En esta seccién utilizaremos siempre a G como un grupo de Lie por lo que se omitira en las

hipdtesis.

Definicién 1.3.2. Sean G un grupo de Lie y o € G. Definimos la operacion multiplicacion a
la izquierda (multiplicacion a la derecha) por o, denotada por L, : G — G, (R, : G — G), y
definida por,

Lo(h) = oh, (Ry(h) = ho).

Proposicion 1.3.3. Sea 0 € GG. Las operaciones L, : G — G y R, : G — G son difeomorfis-

mos.

Demostracion. Primero, es importante notar, que estas funciones son restricciones de la funcién

producto i : G X G — G, en efecto,
,LL‘O'XG(O'7 g) =049 = LJ(Q)?

M|G><J<ga U) = g0 = Ra(Q)

Esto garantiza que las funciones L, y R, son C*°. Ahora, estas funciones tienen por funciones

inversas, respectivamente, a las funciones C*°, L -1 v R,-1, lo que concluye la prueba. O

Definicién 1.3.4. Un campo X € X(G) se llama, campo invariante izquierdo (campo inva-

riante derecho), si para cualquier o € G,

dLo|n(Xn) = X1, h), (dRo|n(Xn) = Xr,m))-
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Si un campo X € X(G), es a la vez, invariante izquierdo e invariante derecho, se le llama

campo bi-invariante.

Definicién 1.3.5. Al conjunto de campos invariantes izquierdos se le llama A/lgebm de Lie de

G, el cual es denotada por g.

Proposicién 1.3.6. [2/, Prop. 3.7] El dlgebra de Lie del grupo de Lie G, es un espacio vectorial
sobre R.

Proposicién 1.3.7. [24, Prop. 3.7] Eziste una relacion biunivoca entre el dlgebra de Lie de
G, y el espacio tangente a la identidad del grupo e € G, mds aun g y T.G son isomorfos como

espacios vectoriales.

Definicién 1.3.8. Una métrica (,) en G, se llama métrica invariante izquierda (métrica in-

variante derecha), si para cualesquiera o € G, y X,Y € X(M),
(X,)Y) =(dL,X,dL,Y), ((X,Y)=(dR,X,dR,Y)).

En el caso, de que una métrica, sea a la vez, invariante izquierda e invariante derecha, se le

llama métrica bi-invariante.

Lema 1.3.9. 5i X € X(G), es un campo invariante izquierdo y'Y € X(G) un campo invariante

derecho, entonces [X,Y] = 0.

Demostracion. Sea f una funcién C'*°. Vamos a comenzar analizando la derivada de la funcién

Y - f, en la direccién X,
X,V ) = LX) )= SleoV F(LyleapltX(6)) = oV (Ly(eap(tX () -

del hecho que Y es invariante derecho,

d

d
alton(Lg(ewp(tX @e))-f = Elt:odRLg(exp(tx(e))) Y(e)f.

Hacemos uso del siguiente hecho general para cualesquiera h, o, g, € G,

R, m)(9) = gLs(h) = goh = Ry(go) = Ru(R,(g)).
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por lo que garantizamos que,

d d

a|t:0dRLg(ezp(tX(e))) Y(e)f = E|t:0dRexp(tX(e))(ngY(e))'f

d d
= %|t:0dRexp(tX(e))Y<g) ’ f = %|t:DY(g) ' (f o Rezp(tX(e)))

d
= Y(9) —li=of 0 Rerpuxiep = Y(9) - (Xf).

Esto tltimo, se sigue del hecho que, Rezpx(e))(€) €s una curva que en t = 0, es la identidad del
grupo G y cuya derivada en t = 0, es el vector X (e), es decir, es una curva integral del campo

X. Por lo que [X,Y] = XY —YX =0. O

Definicién 1.3.10. Un grupo de Lie G se llama abeliano, si para cualesquiera campos inva-

riantes izquierdos X,Y € g, el corchete [X,Y] = 0.

Proposicion 1.3.11. Si existe una base de campos bi-invariantes, entonces el grupo de Lie G

es abeliano.

Demostracion. Supongamos que { X1, Xo, ..., X}, es una base de campos bi-invariantes de G.
Entonces el Lema 1.3.9, garantiza que, [X;, X;] = 0, ya que en particular X; es un campo
invariante izquierdo, y X; es un campo invariante derecho. Ya que esto es valido en una base,

concluimos que G es abeliano. O

Proposicién 1.3.12. La derivada del producto del grupo i : G x G — G, tiene por formula,
dptl () (Xp: Yg) = dRy[p(X,) + dLy[o(Yy)

Demostracion. Sabemos que, T(, G X G =~ TG x T;G, lo cual nos da la libertad de pensar que,
(X,,Y,) = (X,,0)+(0,Y,), utilizando el hecho conocido que la derivada es una transformacién
lineal, calculamos por separado la regla de correspondencia a cada sumando. Por un lado, para
calcular dji|(,.q)(Xp,0). Consideramos « una curva tal que y(0) = p y ¥(0) = X, de manera
que la curva (y(t),q) es una curva que en t = 0 es (p, ¢) y cuya derivada en t = 0 es (X,,0), se

sigue ahora que,

d d
Al (X5,0) = L lcon(1(8), @) = oo Ry (1) = Ay ().

El dltimo paso se justifica dado que R,((¢)) es una curva, tal que, en ¢ = 0 pasa por pq, y cuya

derivada es dR,|,(X,). Por otro lado, para du|,q)(0,Y;), sea n una curva, tal que, n(0) = q y
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n(t) = Y,. Entonces la curva (p,n(t)), es tal que, en t = 0 es el punto (p, q), y cuya derivada en
t =0, es (0,Y,) con lo que,

d d
Al (0.Y)) = lonlp 1(t)) = ZlimoL(n(0)) = AL,y (Y,),
sumando las dos ecuaciones obtenemos la ecuacién deseada. O

Corolario 1.3.13. La derivada de la funcion inversa i : G — G en el grupo es,
dily(Xp) = —dRp-1]edLy—1[, X (p).

Demostracion. Primero calculamos la derivada de la funcién ¢ en la identidad del grupo e. Para
este propdsito, elegimos v una curva, tal que, v(0) = e y 4(t) = X, € T.G arbitrario, de la

Proposicién 1.3.12, se sigue,
du(X(e),di|o(X.)) = dReX.+ dLcdilo(X.) = Xe + di|o(X.),

Pero ademas,

d

(X (), dilX)) = Sleon((0),i2(0) = Slioe =0,

lo que implica que, X, + di|.(X.) = 0, en otras palabras, di|.(X.) = —X.. Como segundo paso,
notemos que la funcién 7 se puede reescribir como, R,-1 o ¢ o L,-1, en efecto, ya que,
Ry-10ioLyi(q) =Ry 0i(p™'q) = Ry1(q™'p) = ¢ 'pp™" = ilq),
al diferenciar,
di(Xp) = d(Rpﬂ 010 Lpfl)(Xp) = dRpfl |edi‘6 9] de71|p(Xp)

= dRp*1|edi|e(de’1|p(Xp>) = dRp’1|e(_de*1|p(Xp))

- —dRpfl ‘edefl |pX(p>,
lo que concluye la prueba. O

Corolario 1.3.14. Sea 0 € G. Definimos la funcion f: G — G definida por

f(p) =pop™,

entonces la derwada de la funcion queda determinada para cada campo invariante izquierdo
X € X(G)
df|e(X(e)) = dRs|c(X(e)) — dLo|c(X (e))
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Demostracion. Primero, hay que notar que f(p) = u(R,(p),i(p)), por lo tanto, por la regla de

la cadena tenemos que,

du(RU,Z)<X(6)) = d,u|(a,e)o(dRole(X<e>’di’€(X<e>>>
= dRe|,(dR,|.(X (€)) + dL,|c(dil.(X (e)))
= dR,|.(X(e)) — dL,|.(X(e)),

lo cual es lo que queriamos probar. O
Definicién 1.3.15. El centro del grupo de Lie G se define y denota como,

Z(G)={0e€G:01r =70, para cada T € G} . (1.7)
Ejemplo 3. Cualquier grupo de Lie G conmutativo Z(G) = G.

Ejemplo 4. En S® = {x € H : x| = 1} con la operacion de los cuaterniones se tiene,
Z(S*) = {1,-1}.
Ejemplo 5. El centro de la variedad S x S? es,
Z(8* x §%) = {(1,1), (1, =1), (=1,1), (=1, =)},
esto es consecuencia que tiene la estructura producto.
Ejemplo 6. El grupo O(n) = {A € M, (R) : AA* = [ = A*A} tiene como centro,
Z(0O(n)) ={Id,—1d}.

Ejemplo 7. El grupo SO(n) = {A € O(n) : det(A) = 1} podemos dividirlo en dos casos como
sigue, st n = 2 entonces,

Z(S0(2)) = SO(2).

Por otro lado, sin > 2 se divide en dos posibilidades, st n es impar entonces,
Z(50(n)) = {1d},
Y st m es par entonces su centro es,

Z(SO(n)) = {Id, —Id}.



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 8. El grupo U(n) = {A € M,x,(C) : AA = Id = ﬁtA}, donde A' significa la

transpuesta de la matriz conjugada. El centro de este grupo es,
Z(U(n)) = {\d: e S'cC}.
Ejemplo 9. El grupo SU(n) = {A € M,«n(C) : detA = 1} tiene por centro,
Z(SUn)) ={Md: €S, \" =1} =Z,.

Definicién 1.3.16. Sean G un grupo de Lie y o € G entonces la representacion adjunta en o

es la funcion Ad, : g — g se define por,
Ady(X) =dL,dR,-1(X),
para cada X € g.

Ejemplo 10. En S? determinamos la representacién adjunta en i € S* como sigue. El espacio
tangente en la identidad esta generado por, 1,7,k € H, ya que estos vectores son ortogonales a

la identidad 1 € H, entonces tenemos,
Ad; (i) = dL; o dR;—1 (i) = i(ii™ ') = —i(1) = —i,
Adi(j) = dLi o dRi1(j) = i(ji™") = —i(=k) = =},
Ad;(k) = dL; o dR;1 (k) = i(ki™') = —i(j) = —k.
Por lo que podemos concluir que si X (e) = ai+ bj + ck € g, entonces Ad;(X) = —X.

Proposicién 1.3.17. Sean 0 € G, X, Y € X(G) campos invariantes izquierdos entonces,
Var,x)Y(€) = Vaa_,x)Y (e),
Var,(x)Y (e) = VxY(e).

Demostracion. Hay que notar que Vgg, (x)Y (e) es evaluar el campo dR,(X) en un elemento

tal que este campo este evaluado en la identidad esto es, hay que evaluarlo en o', es decir,

Var,x)Y(€) = Var,(x@e1)Y = Var,x@,_1()Y = Var,dr, (x)Y = Vaa_,xY(e).

Para la afirmacién siguiente la prueba es analoga, lo cual concluye la prueba. O]
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Proposicién 1.3.18. [24, Teorema 3.50] Sea G un grupo de Lie conexo. Entonces el centro de

G es el kernel de la representacion adjunta, en otras palabras,
Z(G)={ceG:Ad, =1d:g— g}

Ejemplo 11. En particular en el grupo de Lie S® tenemos el siquiente caso que serd de interés
en capitulos posteriores. Sabemos por la Proposicion 1.3.18, que i € S® no pertenece al centro

de S3, pero i? si lo esta.

Proposicién 1.3.19. Si (G, (,)) es un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Entonces la
métrica es invariante por representacion adjunta. Esto es, para cada X,Y € X(G) invariantes

1zquierdos y cada o € G

(Ady(X), Ad,(Y)) = (X,Y).

Demostracion. Utilizamos el hecho que la representacion adjunta es, Ad,(X) = dL,(dR,-1(X))

y asli, tenemos que,

(Ad,(X), Ad,(Y)) = (dLy(dR,-1(X)),dLy(dRy-1(Y))) = (dRy-1(X),dRy1(Y))
= (X,Y).

Lo que finaliza la prueba. [

Proposicién 1.3.20. [20, pdgina 323] Sea (G,g) un grupo de Lie con métrica bi-invariante.

La conezion de Levi-Civita V para campos invariantes izquierdos X,Y € X(QG) esta dada por,

1
VxY =[x,V

Teorema 1.3.21. [20, Lema 7.5] Un grupo de Lie G admite una métrica bi-invariante si y

solo si, G es isomorfo al producto de un grupo compacto y un grupo abeliano.

Lema 1.3.22. Sean G un grupo de Lie con métrica bi-invariante g y X,Y,Z € X(G) campos

mvariantes izquierdos, entonces,

(Vx (V2 2)) ~ (Vy (Vx2)) = { [X.Y]. 2].
Demostracion. Se sabe de la Proposicién 1.3.20, VY = %[X, Y] para campos invariantes
izquierdos, de aqui,
(Vx (VyZ2)) = %[X, (Vy2)]
= E (X, [Y, Z]].

4
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Por otro lado, por primera identidad de Bianchi,

(VY(VXZ)) = [Y7 [XaZ]]

(_ [X7 [Z7Y]] - [Z’ [Y7X]])

e

De estas dos ecuaciones podemos calcular

(VX (VYZ)) - (VY (VXZ)) = %([Xv [Y7 ZH + [X> [Z’ YH + [Z’ [Y>XH))

- i([x, Y, Z)) - [X,[Y, Z]) - [Z,[X,Y]]))

1 1
= —ZXY)=[XY].2].

Lo que concluye la demostracién. O



Capitulo 2

Superficies Lagrangianas en C?

2.1. Superficies Lagrangianas de dngulo constante en C>

En este capitulo (C?,J,{,), D) representa a la variedad Kaehler C?, con estructura casi

compleja J definida de la siguiente manera. Para cada campo (z,y, z, w) € X(C?),
J(z,y, z,w) = (—y,z, —w, z).
La métrica (,) es la usual de R* y D es la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica.

Definicién 2.1.1. Sean M una subvariedad de R™ y Z € X(R™) un campo constante de mag-
nitud 1. Entonces, M es llamada de dngulo constante respecto a Z, si el dngulo formado entre

T,M y Z(p) es independiente de p.

Notacion 2. Notemos que

2 i
T,C° =T,M ©T,M~-,
esto nos garantiza que existe una descomposicion tnica para el campo Z como
Z=7"+7+

donde, Z7 representa la parte tangente a M, esto es, la proyeccién ortogonal de Z sobre TM

y Z* la parte normal a M, es decir, la proyeccién ortogonal de Z sobre TM*.

Proposicién 2.1.2. Sean M una subvariedad de R™ y Z € X(R™) un campo constante. Los

siguientes enunciados son equivalentes,

19
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1. La subvariedad M es de dngulo constante respecto a Z,
2. |ZT| es constante,
8. |Z+| es constante.

Demostracion. El angulo formado por el campo Z y los espacios tangentes, es justamente el
angulo formado entre los vectores Z y su proyeccién sobre el espacio tangente, en este caso Z7,
por lo que el angulo satisface,

(zzh)y _(znzh) 7|7

Clzizty o zlzt o zIzT o |z)”

cos ()
de aqui, si suponemos que el angulo es constante, tenemos que,
27| = cos(6)| 2],
es constante. Ahora, si suponemos que |ZT| es constante, entonces,
1z =12 - |27

garantizando que |Z1| es constante. Por tltimo, si |Z1| es constante, tenemos que |ZT] es

constante, por lo que el angulo entre Z y el espacio tangente satisface,

ZT|
cos(0) = ’|7|,

es decir, 0 es constante. O

Proposicion 2.1.3. Sea M una subvariedad de dngulo constante respecto al campo constante

Z de C?, entonces, si X € X(M) las ecuaciones siguientes se satisfacen,
VxZl' = A, X,
VxZ' =—-hX,2"),
A 7T =0,
Ve Z' =0.

Demostracion. Por un lado, como Z es un campo constante, es decir, un campo paralelo en
C?, tenemos

0=DxZ=DxZ'+DxZ",
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ahora, se sigue de las ecuaciones de Gauss, Weingarten proporcionadas en la Definicion 1.2.1
0= Ay X +VyZt+VxZ" + h(X,ZF),
al comparar las partes normales y partes tangentes obtenemos las ecuaciones,
VxZ' = A, X,

VxZ+=-hX,2").

Por otro lado, utilizando el hecho que, |Z7| es constante, también lo es <Z Tz T>, esto implica
que,

0=X(ZT,Z") =2(VxZ", Z7) = 2(A,. X, Z7) = 2({A,. Z7, X).
Es decir, A, ZT = 0. Por tltimo, ya que, VxZ7 = A, X, tenemos VrZT = 0. O

A partir de este momento supondremos siempre a M como una superficie Lagrangiana de

C? y de angulo constante respecto a un campo paralelo Z € C2.

Lema 2.1.4. Si M es una superficie Lagrangiana de dngulo constante respecto a Z en C2.

Entonces M es de dngulo constante respecto a JZ.

Demostracion. Primero, como C? es una variedad Kaehler, para cada campo X € C2,
DxJZ =JDx7Z =0,
es decir, JZ es un campo paralelo. Ahora,
JZ =JZ"+ 72 =JZ") + J(Z7h),

del hecho que M es una variedad Lagrangiana al igualar partes normales y partes tangentes,
se sigue,

J2)' =7+, (2.1)
(J2)t=Jz". (2.2)

A continuacién se sigue de la ecuacion 2.1 que,

(I, (I =(Jz+, 025 = (Z+,Z+) = /1 — |ZT|? = cte,

esto es, por la Proposicion 2.1.2; se puede concluir que, M es de angulo constante respecto a

JZ en C2. m
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Corolario 2.1.5. Para cada campo X € X(M), las siguientes ecuaciones son verdaderas,

VxJZt = A X, (2.3)
VxJZT = —h(X,JZF), (2.4)
AyrJZt =0, (2.5)
Vi JZE =0. (2.6)

Demostracion. Del Lema 2.1.4, sabemos que M es de angulo constante respecto a JZ, ahora
estamos bajo las hipotesis de la Proposicién 2.1.3, por lo que las ecuaciones se siguen bajo una

simple sustitucion. O

Definicién 2.1.6. Sean v : (a,b) — R™ una curva, y Z un campo constante. En R"™ definimos
el cilindro sobre v por Z como, la superficie x : [ x J — R™ como, z(s,t) = v(t) + sZ donde

J = (—¢,€), para algin e > 0.

Lema 2.1.7. Si Z es un campo normal (tangente) a la superficie M, entonces la superficie
M localmente es un cilindro sobre una curva plana v. Mds aun, v estd contenida en un plano

complejo.

Demostracion. Ya que M es una superficie Lagrangiana, y Z un campo normal entonces JZ
es tangente a M. Por la Proposicion 2.1.4, M es de angulo constante respecto a JZ, en este
caso, el angulo es cero.

Sean p € M, W un campo unitario tangente a M y ortogonal a JZ,y v : [ — M la curva
integral de W, tal que, v(0) = py 4(0) = W. Observemos que, como 7 esta en la superficie, 7 es
ortogonal a Z, y ortogonal a JZ. Al considerar Il como el plano que pasa por p y es ortogonal a
los vectores Z y JZ resulta que la curva v esta contenida en II. Ahora, las curvas integrales de
JZ, son rectas paralelas, esto es, por cada punto y(t) existe un segmento de recta en la direccién
JZ, pues JZ es paralelo, y la cual se queda contenida en M. Por lo anterior garantizamos que
en una vecindad de p, la superficie M es un producto de la curva v con segmentos de recta
en direccion JZ, es decir, M localmente es un cilindro. Ademds si Z es tangente, por el Lema
2.1.4 sabemos que M es de angulo constante respecto a JZ, el cual es normal, por lo anterior

se concluye que M es un cilindro. O]
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Corolario 2.1.8. Sea M es una superficie Lagrangiana de C%. Si M esta contenida en un
hiperplano, entonces M localmente es un cilindro sobre una curva plana v contenida en un

plano complejo.

Demostracion. Consideramos a Z el campo ortogonal unitario constante al hiperplano en el
que se encuentra contenida la superficie M. Es sencillo percatarse que Z es ortogonal a M, lo
cual quiere decir que, el angulo entre Z y cualquier plano tangente de M es siempre igual a
E, esto es, M es de angulo constante respecto a Z. Estamos pues, dentro de las hipotesis del

Lema 2.1.7, con lo que concluimos la prueba. O

2.2. Caso Z' y JZ* linealmente dependientes

En esta seccion ademas de suponer que M es una superficie Lagrangiana de angulo constante
respecto al campo paralelo Z, supondremos el caso particular en el que los campos Z7 y JZ+

son linealmente dependientes, en otras palabras existe una funcién A, tal que, Z7 = AJZ*.
Proposicién 2.2.1. La funcion \ es constante.

Demostracion. De la hipétesis,

7T = \Jz+,
tenemos |Z7| = [A\JZ1| = |A\Z*]| o equivalentemente,

Z7]
Al = 1Z1] cot(6),

en donde 0, es el angulo formado entre Z1 vy Z, en otras palabras, 6 es el dngulo entre Z y T'M.

Como M es de angulo constante, A es constante. O]

Lema 2.2.2. El plano complejo Q2 generado por Z y JZ contiene a los campos ZT, Z+, JZ+
y JZT. Mds aiin, si W € X(M) ortogonal a Z* y de magnitud 1, entonces 2 es ortogonal al
plano complejo generado W y JW.

Demostracion. Sea W un campo tangente a M, ortogonal a Z7 y de magnitud 1. Como W es

tangente a M, se garantiza que,

(W,JZ%) =0, (W,Z4) =0,
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yaque JZT y Z+ son normales a M. De la hipétesis, tenemos Z7 = \JZ* para alguna constante
A, esto se sigue de la Proposicion 2.2.1, sustituyendo, esto en las igualdades anteriores tenemos,
0= (W,JZ") = (W, JNJZ+) = —(W,\Z7),

1 1
0= (W, Z%) = (W, =3I 2") = =W, Z"),

Aplicando que J preserva la métrica, las ecuaciones anteriores, garantizan,
(W, ZT) =0, (JW,Z%) =0, (JW,JZ7) =0,

(JW,JZ+) = 0.

Sea € el plano complejo generado por Z v JZ, asi es claro que Z7, Z+, JZ+ v JZT se quedan
contenidos en el plano ). Mas aun, las mismas ecuaciones garantizan que, €2 es ortogonal al

plano generado por Wy JIW. [

Teorema 2.2.3. El campo Z* es un campo paralelo en C* a lo largo de M, y por tanto, M es

un ctlindro.

Demostracion. Sabemos de la Proposicién 2.1.3 que V,rZ7 = 0, entonces de la férmula de

Gauss presentada en la Definicién 1.2.1 se reduce a,
Dy 2% = hZ", Z7),

como ZT y JZ* son linealmente dependientes se sigue de la Proposicién 2.2.1, que existe una

constante \, tal que, Z7 = A\JZ*, por lo cual se sigue,
DyrZ" = DyrNJZH = N (Dyr Z+) = NI (= Ay  ZF 4+ V50 Z) = NI (Ve Z71),

la tiltima igualdad es cierta ya que, se sabe que A, ZT = 0 por la Proposicién 2.1.3. Al comparar
partes tangentes y partes normales, se sigue, Dyr ZT = h(Z", Z7) = NI (V3 Z+) = 0.
Por otro lado, sea W € X(M) ortogonal a ZT de magnitud 1, como C? es Kaehler,

DwAJZ+ = ANJDwZ* = N (—A, W + Vi Z14),

y ademas,

DwZt =VwZ' + h(Z' W) = Ayu W — Vi, Z+.
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Comparando partes normales y partes tangentes tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,
NV 2+ = A W,
NAZW = Vi, 77,

Al resolver el sistema se deduce que, (1 + A\?)Vi,Z+ = 0, la tnica opcién, es por tanto que,
Vi, Z+ = 0. Como consecuencia, Az W = 0y por lo tanto, Dy ZT = 0. En resumen, se ha
probado que,

D77 =0,

DwZ" =0.

Esto quiere decir que, Z7 es paralelo en C? a lo largo de M.

Ademas notemos que, por el Lema 1.2.7
h(ZE W) = h(AJZ+ W) = —JA . W = —JA, W = 0.

Sea 7 la curva integral de W. Como W es ortogonal a Z y a JZ entonces automaticamente ~
es ortogonal a Z y JZ, lo cual garantiza que v estd contenida en el plano generado por W' y
JW , y por lo tanto, M es un cilindro sobre 7 con segmentos de recta en direccién del campo

paralelo Z7. ]

2.3. Caso Z' y JZ* linealmente independientes

En esta seccién supondremos que los campos Z7 y JZ*, son campos linealmente indepen-
dientes, en otras palabras, {ZT, JZ*}, son un marco local del haz tangente de M.
Definicién 2.3.1. Sean M wuna superficie Lagrangiana en C* y Z € X(C?). Definimos la

funcion f: M — R, definida por,

fp)={Z"(p), JZ*-(p)) .

Observacién 1. Sea M una superficie Lagrangiana de angulo constante respecto a Z en C?, si
ZT vy JZ* son campos linealmente independientes. Entonces la funcién f depende del dngulo
entre los campos tangentes Z7 y JZ*.

En efecto, partiendo de la definicién de la funcién f, tenemos,

f(p) =(Z"(p), JZ* (p)) = |Z|"|Z"| cos(B(p)),
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donde, S(p) es el angulo formado entre Z7(p) y JZ*(p) en el plano tangente de p.

Lema 2.3.2. Un marco ortonormal para el espacio tangente de la superficie M viene dado por,

ZT
Sl
|ZTPgzt - 27"

6 Y
S ZVA
donde, A =| ZT |?| Z+ |* —f2.

Demostracion. Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, se obtiene que el

primer campo del marco es,
ZT
€1 = T~
|27

Ahora, para obtener el segundo campo, el cual es ortogonal a e, realizamos los siguientes

calculos,
ey = JZL_<J2L’61>€1 ) JZL_<JZL7’§_7T“|>|§_;’
= e ) ; :
[JZE — (JZ%,e)) ey |Jzi_<JZL7%>%
_ JZL—<JZL’ZT>% gz gt
= \JZ+ —(JZ+, Z7) |ZZTT|2| = \ZTPIZt = 27

Por tltimo, calculamos,
1ZTPRIZY — f27)2 = (ZTPJzt — f27, |27 225 — §27)
— TS 4 | 2T 2R 4 fR AT
= |ZTP(ZT P2 - ) = 127 PA
Con lo que se concluye la demostracion. O

Proposicion 2.3.3. El operador de forma de la superficie M, queda determinado por,

A 7T =0= A, J74,

zt.
AgpnJzt = JZ_f (—=fZ"+ | Z" > JZ7F),
ZT.
AygrZt = Tf (lz- Pzt =117+,

donde, A =| ZT |?| Z+ |* —f2.
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Demostracion. Las ecuaciones, Ay, Z7 = 0y A;,rJZ+ = 0, se probarén en la Proposicién
2.1.3 y Corolario 2.1.5 respectivamente. Dado que, A,1JZ* es tangente y {ZT, JZ1} es una

base, existen funciones a y b, tales que,
Ay JZt =aZt + b7,

para determinar a y b, resolvemos la siguiente ecuaciéon matricial,

z7p f\ fe 0
rozie) \s) \uztey
a
las soluciones para son,
1 (1Z- —f 0 a
A\ —f yzmp) \uzt-y b)

donde, A =| ZT |2| Z+ |> —f2. En otras palabras,

Lz b Lzt
a=5 (=f(JZ"- D), b= (12"P(JZ" - f),
es decir,
L,
ApJzZt = %f (—f2"+ 12" P Jz7).

De manera anéloga, si suponemos que A;,rZ7 = aZT + bJZ*, para algunas funciones a y b,

para encontrar dichas funciones se resuelve la ecuaciéon matricial,

|zt f a zr - f
Foo1zip) \b 0o )
que al resolver se tiene al igualdad deseada. O

Proposicion 2.3.4. La sequnda forma fundamental de la superficie M esta determinada por,

h(Z",Jz*+) =0,

T T 7ZT'f 1 12 T
h(z",Z") = X (fZr+|Z2+PJz"h),
J‘-
h(JZ+,JZ*) = Iz 7 (12" P z++fiz").

A
Donde, A =| ZT 12| Z+ | —f2.
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Demostracion. Del hecho, que Z7 y JZ+ son campos linealmente independientes entonces
JZT y Z+ también lo son, en otras palabras, son un marco local del espacio normal a M. En
particular, cualquier campo normal se puede representar como una combinacion lineal de JZ7
y Z+. Sabemos del Corolario 2.1.5, y de la relacién entre la segunda forma fundamental y el

operador de forma que
(WMZ",JZ*"),Z") =(Z", Ay dZ") =0,

mas aun,

(W(Z",024),02") = {12+, 477" 77 <o,

es decir, h(ZT, JZ+) = 0. Para probar las otras igualdades aplicamos el Lema 1.2.7,

T T\ _ T z" - f 142 T 1 _ZT'f 142 75T i
WMZ 27 )= JAyzn 2" =J T(|Z |Z—fJZ) —T(]Z 1= JZ +fZ),
y también,
i 1y L_JZL'JF T2 7L T
WJZ+, JZH) = —JAy JZ _T(|Z PZ++ fJz").
Lo que concluye la prueba. O

Proposicién 2.3.5. La conexion de la superficie M queda determinada por,

VyrZt =0=V,,.J7",

ZL.
Vg 2" = JTf (—fZ2"+ 2" P az),
ZT.
VyrJZt = Tf (|z- )P 2" - fJzb),

donde, A =| ZT |?| Z+ |* —f2.

Proposicién 2.3.6. En el marco ortonormal dado en el Lema 2.3.2 la conexion, la sequnda

forma fundamental y el operador de forma de la superficie M, estan dadas por,

VY Y = ¢ Y = e,

X =¢ 0 0

IZT\(JZL-J")e _\ZTI(JZ*f)6
A 2 A !
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hX,Y) Y = e Y — o,
X=¢ |Z;T'|£J€1 - {Z(f‘%bieg E;ﬁé‘) Ter + fT(ZZTTg-Af) Je,
X = ey %ﬁ/g)‘]el i JCT(ZZT—;Af)JeQ %hl n 3z f|)Z—T’|3ZAZI/62(JZL - f) e
AxY V=e Y =e
o Ep i

Demostracion. Del hecho que e;, es es un marco ortonormal para la superficie M,
Ve =bey y Ve eq = —be;.

Para calcular b, notemos primero,

zZT 1
277 |27
127

Veer = V VarZt =0.
Esta ultima igualdad es consecuencia de la Proposicion 2.1.3. Por lo que también, como ya se
habia mencionado, V., e; = 0.

De manera similar, sabemos que,
Ve,e1 = aea, Ve,eq = —ae;.

Con lo cual sera suficiente encontrar el valor de a, para ello, optamos por calcular V., e;, como
sigue,

v _ v zT B 1
€l = \ZT 2 gzt — f27 i 1Z712/A
|ZT|V/A

(1Z7PV . 27 = [N 2 Z7)

JZ+. JZ+. ZT\(JZ+ -
_ A3/2f(_fZT_i_|ZT|2JZL): AS/Zf(|ZT|\/Z)e2: | |(A f)62‘
1Z1(JZ - f) —1Z"(JZ" - f)

En consecuencia a = , ¥y por lo tanto también tenemos V., es =

A A “1;

completando los cédlculos para la conexi’on.
Ahora, para realizar calculos de la segunda forma fundamental, comenzamos por h(ey, 1), como

sigue,

ZT ZT 1 T T ZTf L 112 1
h‘(ebel) = h’ <|ZT‘7 |ZT‘) = |ZT’2h(Z 7Z ): m(fz + |Z | JZ )7
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esta ultima igualdad se sigue de la Proposicién 2.3.4. Luego, para escribirlo como combinacién
lineal de ey, y es, resolvemos la siguiente ecuaciéon, para ciertas funciones c y d,

c o bf )JZT d|ZT‘
ZT| |27 |VA VA

Zt . f
A|ZT]2

(fZ++|ZHPTZ5) = cler +dJey = ( -7

al resolver el sistema podemos concluir que

20 —HET )

c= ) - )
12T} | ZT 13V A
se sigue que,
z' - f 1zt
h = J
oo =T grpva

Luego, por la simetria de la segunda forma fundamental, es suficiente calcular h(e;,es) o
h(es, e1), por lo que calculamos sélamente h(eq, e3), como se muestra enseguida,
7T 2T Pzt - fZT) f
h(er,es) = h , :—h ,JZ A
( 1 2) (sz‘ |ZT|\/Z \/Z ( ) |ZT|2\/Z ( )
fozZtf

- 1 112 T
- —ZmvE A (fZ++ |25 2T Z").

Necesitamos escribir este resultado como combinacién lineal de Je; y Jes, es decir,

Z \ZT 2 gzt — f27
h(ei,es) = aJey+bJey =ua +0
(eves) = aJert e =0 TR

_ ( a . bf )JzT_b|ZT|ZL’
7 A VA

de aqui, al comparar coeficientes tenemos,
fA(Z" - f)

—f(Z" - f)
1 Z7|4/A Jer + IZT]3A

El dltimo célculo para la segunda forma fundamental es, h(ey, €2) vy lo hacemos como sigue,

h(@l,eg) = J@z.

R A ARV A Al
h(eg,ez) = h s
ZTIVA ZTIVA

1
— mh (1Z"Pazt — fz"|Z"PJz" — fZ7)

1
= _‘ZTlgA (|ZT|4h(JZL7JZL) +f2h(ZT,ZT))

1 ZT1*IZ5 - f e P f) 12 7T
= \ZT|2A( A (127 )z +fJZ)+T(fZ +|Z+H2I27)

W2z N+ 220 -zt + ((ZN 25 - ) + P2 P2 - )T Z7
|ZT|2A2 ’
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Como en el caso anterior, para escribir este resultado como combinacién lineal de Je; y Jeg,

igualamos con,

h(es, e2) = aJey + bJey = (|ZaT| _ \Z%i/ﬁ) g7 ML\/;'ZJ_7
por lo que, al resolver esta ecuacién vectorial se obtiene,
I AR R M AR Dl VAl OV 4P )
|ZTPA | ZT|3 A3/ ,
es decir,
h(es, e5) = Jﬁ(zzz“—wjel L e f|)Z—T||3ZAT3|/62(JZL D e,

con lo que completamos los calculos para la segunda forma fundamental. Procedemos ahora, a
calcular el operador de forma. Comenzamos con A ., ey, haciendo uso de la Proposicion 2.3.3,

como se muestra enseguida,

Zr 1 s 2T f

JZ 7T T |27 714 1ZT|2A
1271

Ajeey = A (|Z+122" — fJZ4Y).

Para escribirlo como combinacion lineal de ey y es, igualamos con,

zZr |\ZT12Jz+ — f27 < a bf ) (b|ZT|>
Ajee1 = ae;+bey =a +0b = — ZT + JZ+,
Je1 €1 1 2 |ZT| |ZT’\/Z |ZT| ‘ZT|\/Z \/Z
al igualar estas dos ecuaciones y resolverla tenemos que,
AJ €1 = ZT.fel—f(ZT.f)eg.
e1 ‘ZTF’ |ZT|3\/Z

Continuamos con A ., e; realizando las siguientes operaciones,

|ZT|2JZL—fZT> 1 L
Ajeea = A = AjgrJZ— — ————=A 07
Je1©2 JzT ( |ZT‘ /—A /—A JzT |ZT’ /—A JzT
|Z7]
f (ZT-f Lp2,T ¢>
= — 217 — fJZ )
VAN ST
Para escribir esto en combinacién lineal de e; y ey igualamos con,
zT \ZT)2Jz+ — f27 ( a bf ) (b\Zﬂ)
Ajeea = aep+bey=a +b = — ZT + JZ+,
et SR VY \ZT|VA 1ZT] | ZT)VA VA

igualando estas combinaciones tenemos lo que buscabamos, esto es,

[z | rzZr-p
Aje,€2 = |ZT|3\/Z e + ZTPA €.
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En este caso, como estamos trabajando en una base ortonormal, se tiene la siguiente igualdad,
AJe1€2 = AJegel-

Por tltimo para completar la prueba calculamos A ., eq,

A A (|ZT|2JZJ‘—fZT>
Jexs€2 = T|2 1 T
; \ZH |2 JZ+ — fZ 1ZT|VA
1ZT|VA

1
- |ZT|2AA<—|ZT|2ZL—fJZT)(\ZTPJZL —fZ")
1
— m (—|ZT|4A2LJZJ_ - f2AJ2TZT)
_ 1 ZTNIZE - ) T r o0y L2 e T
— s (FERE ez 2z - D Dz par - gy
_ ZIZE D = PIZRET ) e —\ZTPOZE )+ TS
- |ZT|2A2 - |ZT|2A2 )
Al comparar con,
zZT \ZT12Jz+ — f27 < a bf > (b|ZT|>
Aje,eo = + beg = +b = — z + JZ+,
Jeos €2 aeq €9 a|ZT| |ZT’\/Z |ZT| ‘ZT|\/Z \/Z

y resolver se obtiene,

£zt PE ) -2 Z - )
ZTpA | ZT|3 A3/ €2-

AJeg €a =

Lo que concluye la prueba. O

Corolario 2.3.7. La curvatura Gaussiana y la curvatura media son,

K:%(ZT-f)(JZL.f),
ZJ‘2ZT-f —fZTQZJ‘ZZT-f +2f3ZT'f—ZT6JZJ"f
2H:<\ ||Z<TIA >)J61+( 2112 >|ZT|3A<3/2 ) = 12715 >)J€2,

Mds atin, se tiene la relacion,
2T (JZE )+ 2RI ) = —3F(I 2 T ).

Demostracion. En los calculos siguientes se aplicaran la Proposicion 1.2.2 y el Lema 2.3.2, asi
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como la Proposicion 2.3.6,

(Reyene1,€2) = (h(er,er), hlez, ea)) — (h(er, e2), hier, ea))
/72T f e_f(ZT'f) . fQ(ZT'f)J€>
CONZTETT | zryATY 1ZTRA
<ZT'fJ f(ZT'f)J f?’(ZT'f)—\ZT’6(JZL'f)J€2>

2T A PG
HZTf) PRI fET AT
_<_|Z(T|3\/Z)Jel+ ‘<ZT|3A>J627_|Z(T|3\/Z)J€1+ |(ZT|3A)J€2>
_ P P22 )
|ZT|6A |ZT|6A2
_PE ) g
’ZT|6A |ZT|6A2
- Lz,

Podemos calcular la curvatura directamente sin utilizar la ecuacion de Gauss, como sigue,

Rel,ezel - V[el,eg]el - velvegel + vezvelel

YIS (|ZT|<T ~ f)€2)

T 1. T 1.
¢ (W, W2 DG
- (\Z% 25 F) 2T 2 e A)) TRz g
- A2 2 A2 2

T ZT

\ZT!é—T, 024 )= 122 )y D)+ |ZTPUZE £

= Az €9

- (ZT (JZE ) +2f (U2 - ) + |22 f>2) :
A? B

De manera que también,

ZT-(JZ- ) +2f(JZH- N(ZT- ) +ZTPIZ - f)
<R61,€261’62> == A2 )

es decir, tenemos la ecuacion,

equivalentemente,

Z0-(JZH- )+ |ZTP(IZ - f)? = =3f(Z - (2T f), (2.7)
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luego como,

zt- (JZL -f) = Hessf(ZT,JZi) NI VY f
T
= Hessf (27,075 + Zg (2L - 1924
— Hessf(Z7, 7Y + ’ZLP(iT S ivAR fXJZL 3]

sustituyendo tenemos,

Hessf(ZT,JZJ‘)—|—|ZL|2(ZT ) f)Q_f(ZT i f)(JZL ) f>+|ZT|2(JZJ_f)2 _ —?)f(JZJ'f)(ZTf),

A A
con lo que obtenemos la férmula para el Hessiano de f evaluado en (Z7,JZ%1),
|zt 8y f(Z7- HJZ* - f)

Hessf(Z",J7*) = | ZTPIZ P32 P)Z )+

A A

Para la curvatura media un calculo directo lleva al resultado,

2H = h(€1,€1)+h(62,62)
SRS SRR (USRS )R i USRS DS W USRS )k VA MCLlB )
C o zmE |ZT13/A ? |ZT|3A | ZT|3A3/2

_ (ZT-f fQ(ZT-f))JelJF(_f(ZT-f)+f3(ZT-f)—|ZT!6(JZL-f)> e

Jey +

J62

+

|ZT]3 |ZT]BA |ZT\3\/Z | ZT[3A3/2
_ (E DA I DY o, (<G DA+ PET ) 1202 )
|ZTBA 1 | ZT[3A3/2 2
ZT 2 ZJ_ 2 ZT X f
- (EHZEE
N (—f|ZTl2|ZL|2(ZT-f)+2f3(ZT-f) - |ZT|6(JZL-f)> Te
| ZT[3A3/2 2
ZJ‘QZT~f —fZTQZJ‘QZT~f +2fSZT-f—ZT6JZJ‘-f
(LE DY oy (AELZPE D28 Z N T POZ 1Y),
Lo que concluye la prueba. O

2.4. Parametrizaciones en C2

2.4.1. Familia de superficies de Angulo constante en C?

Definicién 2.4.1. Sean S una superficie Riemanniana y g : S — R una funcion de clase C*.

Definimos y denotamos el gradiente de g, como el inico campo Vg € X(5), que satisface, para
todo campo, X € X(9),
(Vg, X) = X - g =dg(X).



2.4. PARAMETRIZACIONES EN C? 35

Definicién 2.4.2. Sean S una variedad Riemanniana, y g funcion g : S — R. La funcion g es

llamada eikonal si, |Vg| es constante.

Proposicién 2.4.3. [22, Prop. 4.1] Sean S una superficie en R> C C?, tal que, R? es el
hiperplano ortogonal a e4 = (0,0,0,1), y g : S — R una funcion eikonal. Entonces, la grafica
de la funcion,

M = {(p,g(p)) : p € S},

es una variedad de angulo constante respecto al campo ey.

Demostracion. Sea ¢ : U C S — M la funcién definida por ¢(p) = (i(p),g(p)) = (p,9(p)),

\Y
donde la funcién i : S — R3. Sea X = ﬁ, y Y € X(S) un campo unitario ortogonal a X, es
g

claro, por la eleccion de Y que,

dg(Y) = (Vg.Y) = |Vl <|§—§|Y> o

En otras palabras, {X, Y} forman un marco ortonormal del espacio tangente a M.

\Y
Denotamos los campos canénicos de R*, como 8y, 9y, 9, y 9y, se sigue que, dg(X) = <V, |V_g|> =
g

|Vgl|, con lo que podemos calcular los campos asociados a X y Y en M, es decir,

X = dp(X) = dX + dg(X) = di(X) + |Vg|d,,

Y =do(Y) = di(Y) +dg(Y) = di(Y).
Afirmamos que {X,Y} son campos ortogonales y de magnitud constante, en efecto,
(XY = (di(X) + [Vglo,, di(Y)) = (di(X), di(Y)) = (X, Y} =0,

(X, X) = (di(X) + V9|9, di(X) + |Vg|d,) = | X" + [Vg| = 1+ Vg,
(Y, V) = (di(Y),di(Y)) = [V = 1.

Para probar que M, es de angulo constante respecto a eq = d,, hay que probar que la parte
tangente 8yT es de magnitud constante, esto es suficiente por la Proposicion 2.1.2. Entonces al
escribir,

35 =aX +0bY,
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y por el hecho de estar escrita en un marco ortonormal de M podemos calcular facilmente las

funciones a y b como sigue,
y también,
b= (0).di(Y)) =0.
Asi el cuadrado de la magnitud del campo 8yT es,
072 = (|VgIX, [Vg|X) = [VgPIX[2 = [Vgl*(1 + [Vg]).
Lo que concluye la prueba. O
De manera més general tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.4. Consideramos una superficie totalmente real M inmersa en C* C C**! y
una funcion real eikonal g : M — R. Entonces la inmersion ¢ = (i,0, g) dondei : M — C™ es la

inclusion, es una inmersion totalmente real y de dngulo constante respecto a eq, = (0,...,0,1).

Demostracién. Notemos que un campo X de M es levantado por ¢ a X = X + (X - g)ea,. Para
probar que esta superficie es totalmente real, observemos que para cualesquiera X,Y € X(M)

linealmente independientes, X,Y € X(¢(M)) son linealmente independientes, es decir, son una

base de ¢(M ), ademas,
(X, JY) = (X + (X - g)ean, JY + (Y - g)Jes,) = 0,

lo que implica que ¢(M) es una superficie totalmente real. Ahora, la prueba de que ¢(M) es

de angulo constante es andloga a la prueba de la Proposicion 2.4.3. n

2.4.2. Superficies como graficas de funciones.

Teorema 2.4.5. [11, Teor. 2.2] Sean Ly, Ly : M — C2, dos inmersiones Lagrangianas con

sequnda forma fundamental h* y h? respectivamente. Si
<h1(X, Y), J(dLlZ)> = <h2(X, Y), J(dLgZ)>,

para cualesquiera campos, X,Y,Z € X(M), entonces existe una isometria ® de C?, tal que,

L1:L20(I).



2.4. PARAMETRIZACIONES EN C? 37

Definicién 2.4.6. Sean M una superficie de C* y ¢ : U € R?> — M C C? una carta. Los

coeficientes de la primer forma fundamental los denotamos por,

E = <¢a:7¢ac>’ G = <¢y:¢y>v F = <¢x7¢y>

Observacién 2. Sea M una superficie de R*, es posible escribirla, localmente como la grafica de
una funcién (f, g) : U C R* — R? donde f, g : U C R? — R, de manera que existen veinticuatro
posibilidades, las cuales, podemos reducir a doce, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que
las funciones f y g se pueden renombrar. Podemos reducir a seis posibilidades, ya que, podemos

suponer lo mismo con las variables del conjunto U C R2.

Lema 2.4.7. Sea ¢ : M — C? una superficie Lagrangiana, entonces la sequnda forma funda-

mental en la base {¢,, ¢y}, es para cada i,j € {z,y},
(EG — F)h(¢i, ¢;) = ({3, Jbu) G — (bij, Jby) F) Ty + (— (hij, Jou) F + (¢, Jby) E)J ¢y

Demostracion. La segunda forma fundamental h(¢;, ¢;), es la parte normal de Vy,0; = ¢i5,
para cada i,j € {z,y}. Por lo tanto, es posible expresarla en el marco local {J¢,, J¢,} como
sigue,

h((bza ¢]) = aJ¢m + bz]¢y7

para ciertas funciones a, b. Para descubrir a estas funciones, es necesario resolver el siguiente

sistema de ecuaciones, el que se presenta en su forma matricial,

E F a <¢’L’j7 J¢x>

FoGJA\b (Dijr Jdy)

Resolviendo el sistema tenemos que,

1 G —F\ [(di, Jou) a
EG=F\_F E ) \(¢.19,) b

con lo que finalizamos la prueba. O

De aqui en adelante supondremos que supondremos que la superficie M es Lagrangiana.

Proposicién 2.4.8. Sean f y g dos funciones definidas en un abierto U C R2. Entonces las

parametrizaciones siguientes son lagrangianas, si satisfacen la condicion respectiva.



38 CAPITULO 2. SUPERFICIES LAGRANGIANAS EN C?

Parametrizacion Condicién para ser Lagrangiana
o1(z,y) = (2,9, f(z.y), 9(2,y)) faGy = fy9e = —1
¢a2(z,y) = (z, f(2,9),y,9(z,y)) fy =9
¢3(z,y) = (f(z,y),2,y,9(z,y)) fy =9
o4(z,y) = (f(z,y),2,9(x,y),y) fy =Y
¢s(z,y) = (f(z,y),9(x,y), z,y) fa9y = fy9: = —1
¢6(z,y) = (z, f(2,9), 9(z,y), y) fy =0

Demostracion. En cualquier parametrizacion la condicion para ser una superficie Lagrangiana,

es proporcionada por la ecuacién (0, .J0,) = 0. Entonces para la parametrizacién ¢y,

0 = (0, Jay) =((1,0, fz,92), J(0,1, fy, 9y))
- <<17 0, fxagl')7 (_17 0, — 3Gy, fy)> =—-1- fmgy + gxfy'

Ahora para la parametrizacion ¢o,

O = <8$’ Jay) = <(17f$707.gx)7 J(O7fya 17gy)>
= <(17 fmv 07993)7 <_fy; 0, — Gy, 1>> = _fy + Gz

En el caso de la parametrizacién ¢,

0 = <axv‘]ay> = <(fza17079x)7‘](fy70a179y)>
= ((/2,1,0,92), (0, fy, =gy, 1)) = fy + Ga-

Para la parametrizacion ¢,

0 = (0:J0y) = ((f2,1,92,0), J(fy,0, 9y, 1))
= <(fwa 1799670)7 (07 fya _179y)> = fy — G-

Ahora para la parametrizacion ¢s,

0 = (0:J0y) = ((f2, 92, 1,0), J(fy, 94,0, 1))
= <(f967g$7 1’0)’ (_gy? fy7 _170)> = _fxgy + gﬂ?fy —1
Por ultimo para la parametrizacion ¢g,
0 = <aﬂw Jay> = <(17fxagasao>7 J<07 fyagy> 1))
= <(17f1’agx70)7 (_fyv()a _Lgy)) = _fy — Gx-

Con lo que finalizamos la prueba. n



2.4. PARAMETRIZACIONES EN C? 39

Lema 2.4.9. Consideramos las isometrias ®; : C*> — C2, i = 1,2 definidas por,
q)1<x7y7z7w) = (’Zuwaxay)u (I)2<x71/727w) = (y7$7w72)-
Entonces ®1 es holomorfa y ®5 es antiholomorfa.

Demostracion. Vamos a probar que d®; = ®; (pues ®; es una transformacion lineal), es holo-

morfa. Para ello consideramos (z,vy, z,w) = X € X(M) procederemos calculando,
(I)l(J(x? Y, =, w)) = q)l(_ya r, —w, Z) = (_wa Z, =Y, x)a
por otro lado,
‘]q)l((xv Y, =, w)) = ‘](Zv w, T, y) = (_w7 <z, Y, x)a
por lo que concluimos que ®; es holomorfa. Por otro lado, hacemos los mismos calculos para
ddy = Oy en X = (z,y, 2, w),
(I)2J<33, Y, z, w) = (1)2(—% €, —w, Z) = (-7:7 -y, %, —U)),
y ademas,
JOy(x,y, z,w) = J(y,z,w, z) = (—x,y, —z,w).
Es decir, ®, es antiholomorfa, lo cual concluye la prueba. O

Corolario 2.4.10. Las posibles parametrizaciones como grdficas de funciones f,qg: U C R* —

R, salvo isometrias son ¢1, ¢o Y ¢3.

Demostracion. Ya se mencioné que la tabla de la Proposicion 2.4.8 enumera las posibilidades
salvo el nombre de las funciones f y g y las variables independientes x y y. Del hecho de sus
condiciones para ser variedades lagrangianas, las iinicas opciones que se pueden comparar son,

@1 con @5, ¢o con ¢g, v (3 con ¢g. La relacion que existe entre ellas claramente es,

O1 = D10 @5, P2 = Py 0y, P3 = Dy 0 .

Se sigue del Lema 2.4.9 y del Lema 1.2.12, que las parametrizaciones ¢; con ¢s, ¢o con ¢y,
y ¢3 con ¢g son, en efecto, equivalentes. Por lo que, es posible considerar ¢, ¢ y ¢3 las tres

posibilidades salvo isometrias. O

Corolario 2.4.11. Los coeficientes de la primera forma fundamental son,

E=1+ 49, G=1+ fl+g,. F= fofy+ 920
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Demostracion. Un célculo directo sobre las posibles 6 parametrizaciones, deja en evidencia
que, el orden de aparicion de las variables x y y, asi, como de las funciones es independiente,

al momento de realizar el producto interno (,) el orden es irrelevante. O

Corolario 2.4.12. Sea ¢; : M — C? una superficie Lagrangiana con i = 1,2,3,4,5,6. El

determinante de la métrica viene dado por
EG — F? =14 |VofI> + [Vogl* + (fogy — f49:)*.
Demostracion. Un calculo directo lleva a

EG—F* = (1+ 24 )+ f7+90) — (fofy + 929,)°
= 1+ o+ g+ o+ L+ 9+ o fe + 93g; — 1217 — 2fafy929y — 930,
= 1+ |Vof PP +Vogl* + (f29; = 2fufy9ugy + 397)

=1 + ’v0f|2 + IVOQP + (fxgy - fygx)Q-

Lo que concluye la demostracion. O

Observacién 3. Sea M una superficie Lagrangiana de angulo constante respecto a Z en C2,
entonces bajo un movimiento por una isometria se puede considerar que M es una superficie

lagrangiana de dngulo constante respecto al campo ey.

Demostracion. Sean p € M, y la base ortonormal ey, e; para el espacio tangente a M en p. Por
la condicion de ser lagrangiana, se tiene Jep, Jey una base ortonormal para el espacio normal,

es decir, e;, es, Je; v Jey es una base para el espacio tangente a p en C2. Consideremos la
. . €4 X = Z
transfromacién ® : C? — C2, definida por, ®(X) = ’ ’ O
por, ®X) = L, x—Jz.
Proposicién 2.4.13. Sea M C C? una superficie Lagrangiana con parametrizacion ¢;, ( vedse
la tabla de la Proposicion 2.4.8). Entonces la magnitud de la parte tangente de los campos

paralelos eq 1y e3 es,
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Parametrizacion lel'|2 4k
é 1+ [Vogl? 1+ [Vof|?
1 2+ Vo fJ2 + [Vog]? 2+ [Vof +]VogP
¢2 |v09’ + (fxgy x) 1 + ’Vof‘

L+ |Vof|?+|Vog|? + (fxg% 2% | 14+ |Vofl?2+|Vogl? + (fagy — 92)?

" Vogl? + (fzgy + 92) 1+ |Vof]?
L+ |Vof2+ |Vogl? + (fagy +92)? | 14+ |Vof]? + 5 Vogl|? + (fzg %Jrgx)
" 1+ Vo f]? IVogl® + (fegy — x)
1+ |Vofl?2+ |Vogl? + (fagy — 92)? | 1+ |Vof]? + |Vog|2 (fmgy 92)?
& 1+ f2+g 1+f +gy
° 2+ ’V0f|22+ ’YOQP 2+ ’V20f|2+ ’V09|2 )
5 L+ fo—f; —g2+ 92 + (fegy + 92)
6

L+ | Vof® + Vogl? + (fagy +92) | 1+ |Vof® + [Vogl* + (fagy + g2)?

Demostracion. Como {(¢;)s, (¢i),} es un marco local del espacio tangente de M, entonces
existen funciones a y b tales que, el = a(¢;), + b(¢;),. Podemos escribir el siguiente sistema

para poder encontrar los coeficientes a y b,

E F a (€4, (Pi)z)

FGJADb (e, (@i)y)

por lo que, la soluciéon para a y b viene dada por,

Y

¢ —F\ [{en(@))) _ [a
EG-F? _F E <e4, (¢Z)y> b )
En otras palabras,
oy = e (90)s) = Flea, (60)y)
EG — F? ’
b= —F <e47 (¢'L>x> +E <€4, (¢z)y>
B EG — F? '

Para reducir la notacién, pondremos (e4, (¢i)z) = 11 ¥ (ea, (¢:)y) = 72, entonces la magnitud

de el viene dada por,

EG — F**el]? = a®E + 2abF + V*G
4
= (Gy— Fp)’E+2(Gn — Fyp)(=Fy + Ep)F + (=Fn + Byp)’G
= G°Eni —2GFEyy + F2Evy; — 2GF?] + 2GEF 17, + 2F° 11y
—2F?E~2 + F?°Gy? — 2FEGy,v2 + GE?*~2
= G(EG — F>)¥? + 2F(F* — EG)y1vy: + E(GE — F?)y2

= (EG - F?)(Gvi —2Fnye + E4),



42 CAPITULO 2. SUPERFICIES LAGRANGIANAS EN C?

con lo cual,
‘eT‘Q — GW% - 2F'71’72 + E’Y%
1 EG — F? '
De aqui, sustituimos los valores de ~v; y s,
Parametrizacion | (ey, (¢:)z) =71 | (e, (¢i)y) = 72 EG — F?
®1 Gz Gy 2+ |Vof]* + [Vogl?
¢2 gz gy 1 + |V0f‘2 + |V09‘2 + (.f:cgy - 95)2
¢3 9z gy 1 + ‘VOJC|2 + IVOg’2 + (fxgy + 92)2
Oy 0 1 L+ |Vofl? + [Vogl* + (fogy — 92)°
®s 0 1 2+ |Vof? +|Vogl?
on 0 1 L+ |Vof? + [Vogl* + (fogy + 92)°

Con lo cual obtenemos, en las primeras tres parametrizaciones que la magnitud de el esta

dada por,

|€T|2 — ’vog|2 =+ (f:vgy - fyg:v)2
4 EG — F? ’

y en las tres ultimas tenemos,
|€T|2: 1+f§+g:%
! EG—-F? "~

Utilizando las condiciones de las parametrizaciones mostradas en la Proposicion 2.4.8, obtene-

mos la tabla deseada. 0
Proposicion 2.4.14. En R™ una funcion etkonal f con laplaciano constante es afin.

Demostracion. Utilizamos la férmula de Bochner, esta es, si M es una variedad y f: M — R,

una funcion C'*° entonces,
VI 2
A — = (VAS,Vf)+ |Hessf|* + Ric(Vf,Vf).

En este caso tenemos que el lado izquierdo es igual a cero, ya que f es una funcion eikonal. El
lado derecho se anula la curvatura de Ricci, ya que R” tiene curvatura cero. Ademas VA f = 0,

del hecho que fifyy — fy =0=Af =0, por lo que,
Z 5% = |Hessf|* = 0.
1,J

Concluimos, que todas las derivadas mixtas son idénticamente cero, por lo que, al integrar la

segunda derivada f,, ., respecto a x; tenemos para cada i = 1,2, n,

fxi (l‘) = G,
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para alguna constante ¢;, e integrando nuevamente, ahora, respecto a x;, se tiene que, f(z) =

cixi + gi(xy, -+ i1, Tiq1, -+ ,x,) y derivando, ahora, respecto a zj, es claro que,

far = (9i)2n = C,

y por lo tanto tenemos,
n

f(z) = Zcﬂri‘di = (c,z) +d.

Lo que concluye la prueba.

Proposicién 2.4.15. Sea M C C? una superficie Lagrangiana con parametrizacion,

(z,y, f(x),9(y))-

Entonces M es un plano.

Demostracion. La condicién, para que esta parametrizacion sea lagrangiana se reduce a,

facgy = —1.

Es consecuencia de que las funciones f y g dependen sélo de x y y respectivamente. Tenemos,

por lo tanto, que las funciones f, y g, son constantes, lo que implica que las funciones f y ¢

son funciones lineales, en otras palabras, un abierto de un plano.

Corolario 2.4.16. Sea M C C? una superficie Lagrangiana con parametrizacion ¢1(z,y)

(x,y, f(x,y),9(x,y)), tal que, f y g son funciones eikonales o |Vof|* = |Vog|?, entonces M

de dngulo constante respecto a ey.

]

Demostracion. La condicién de ser de angulo constante respecto a e4 es que su proyeccion sobre

el espacio tangente tenga magnitud constante, esto se sabe de la Proposicién 2.1.2. Sabemos

de la Proposicién 2.4.13 que la magnitud de el es,

T|2 1+ ‘VOQP

e = s
< 24 |Vof|> + |Vog|?

el cual es constante bajo nuestros hipotesis.

]

Proposicién 2.4.17. Sea M C C? una superficie Lagrangiana con parametrizacion ¢(z,y) =

(x,y, f(x,y),9(x,y)), tal que, f y g son funciones eikonales, tales que, |Vof| = |Vog| = 1.

Entonces M es un abierto de un plano.
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Demostracion. Sabemos del Corolario 2.4.16 que M es de angulo constante. De la condicion de

lagrangiana podemos hacer,
futgy = fygz - 17 (28)
elevando al cuadrado,

szg; = f;gi +1- 2fygx7

sustituyendo que f y g son eikonales, esto es f2 + ny =1lyg*+ 933 =1,

ffl—g2)=(1—=f)g:+1—2f,0,

que es equivalente a,
fx2 = 9325 +1- 2fygza

y de nuevo, como f es eikonal,

0= 932: - nygx + f; = (gx - fy)2'

Esto tdltimo implica que, g, = f, y por lo tanto,
fo=1-fl=1-g =g,

en otras palabras, tenemos las siguientes dos posibilidades f, = gy, o f; = —g,. En el primer

caso, es decir, f, = ¢z, f» = g, tenemos,

fo=fy—1=0-f)-1=-f

lo cual es sélo posible si, g, = f, = 0, lo cual también implica g2 = fy2 =1, esto es, f depende
solo de y, y la funcion ¢, depende solamente de x. Asi, f y ¢ son funciones afines, y por lo tanto
M es un plano. Ahora, en el otro caso, supongamos que f, = —g,, derivando esto respecto a x
se obtiene,

fxac = —Gyzx,

por otro lado derivando la ecuacién f, = g, respecto a y, se tiene,

Jyy = Gay

lo que implica que, Aof = foz + fyy = —Guy + 9oy = 0, de manera similar Agg = gz + gyy = 0,
entonces, se sigue de la Proposicién 2.4.14, que, f y ¢ son funciones afines, y por lo tanto, M

es un abierto de un plano. O
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Proposicion 2.4.18. Sea M una superficie Lagrangiana de dngulo constante respecto a ey.
Supongamos que tiene parametrizacion ¢o(x,y) = (z, f(z,v),y,9(z,y)). Si F =0, y g. # 0,

entonces M es un abierto de un plano.

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 2.4.8 que, f, = ¢,, ademas, de la hipdtesis,

0=F= fxfy + 929y = fxgx +g€€gy = gx(fl’ +gy)

lo cual garantiza que, f, + g, = 0. Por lo cual tenemos,

IVofl? = fo+ fl=(—g9,)"+ 9. = Voy|"

Por la Proposicién 2.1.2 y teniendo en cuenta que,

Vo flPIVogl* = (f7 + £;)((=9,)* + g2) = ((=9,)* + 92)* = (fogy — 92)°,

se obtiene,
Bt Vogl® + (fegy — g2)? _ [Vogl? + Vo fI*[Vogl|?
4 L+ |Vofl2+1|Vog|> + (fogy — 2)* 14+ |Vofl?2+[Vog|> + |Vof|?|Vog|?
IVof >+ [Vofl|!

L+ 2[Vof2+ [Vof[*

Lo que es equivalente a la ecuacion,
(lexl* = DIVof[* + @les|* = DIVof* + ez |* = 0,

al resolverla,

—(20ei? 1) £/ @lef P — 1) —4(lef P — D]ef?  —2lej>+1+1

2 _
Vol = 20l — 1) T AP
en otras palabras, las soluciones son |V f|? = —1, solucién que no es posible, o,
2 IeTl2 leil”
Vofl" = lef]? — T 1- e ]’
esto es,
Vof| =[Vog| = 4]

VI=Tlef?
Ya que la superficie M es de dangulo constante respecto a e tenemos que la magnitud |el| es

constante, por lo que f y g son funciones eikonales.



46 CAPITULO 2. SUPERFICIES LAGRANGIANAS EN C?

Por otro lado, al derivar las ecuaciones, f, = —g,, ¥ fy, = g» respecto a las variables = e y

respectivamente, y comparar se tiene,

fxm = —Gzy = —Gyz = _fyya Jzz = fyx = fa:y = —Gyy-

Estas 1ltimas dos ecuaciones son equivalentes a, Agf = 0y Apg = 0. Se sigue de la Proposicién

2.4.14 que f y g son funciones afines, y por tanto, M es un abierto de un plano. O

Corolario 2.4.19. Sea M wuna superficie Lagrangiana con parametrizacion ¢;, © = 1,2,3.

Entonces la curvatura queda determinada por,

(EG - FZ)SK - (<¢M:7 J¢:c> <¢yy7 J¢x> - <¢a¢y’ J¢m>2)G
_(<¢zm; J¢y> <¢yy’ J¢m> - <¢zy7 J¢y> <¢my7 J¢z>)F
+({Daw, JOy) (Dyy, TOy) = (Days T Oy) (Duy, TOy)) E.

Demostracion. Para calcular la curvatura utilizamos la ecuacién de Gauss, esto es

K = <h(¢x; ¢m)7 h(¢y7 ¢y)> B <h(¢x; ¢y>7 h(¢xa ¢y)>
EG — F? ’

para esto calculamos por separado cada sumando, primero (h(¢s, ¢.), h(dy, ¢y)) utilizando la

Proposicién 2.4.7

(h( s B), Dy, b)) _ (Paa; S O0) G = (aws TOy) F)((byy, JPa) G = (Dyy, J&y) F)E

(BG — F2)?
+(<¢>m, Jbs) G — (Puz, JOy) F) (= (Byy, JOu) F' + (Dyy, JOy) E)F
(EG — F2)?
+(_ <¢Z‘1‘a J¢x> F + <¢aﬁx7 J¢y> E)(<¢yy7 ng:v) G — <¢yy7 J¢y> F)F
(EG — F?2)?

(= (Pazs JOu) F 4 (buas JOy) E)(= (byy, JPu) F + (Pyy, JOy) E)G

* (EG — F2)2 7
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por tanto,

(BEG = F)* (Mg, bu), by, by)) = (buws JOu) (Dyy, Jb2) (GPE — 2GF? + F*@)
Dz JOu) (Pyys Jb,) (-GFE + 2GEF — FEG)
+ Gy JOy) (Dyy, JOz) (~GFE + F? — EFG + EFG)
1 (Baws JOy) (Dyys Jy) (F2E — F2°E — F*E + E*Q)
= {Guzs J02) (Dyy, J$2) G(EG — F?)
~Puws Tby) (byys Tbu) F(GE — F?)
+{bras JOy) (Dyys Tby) E(EG — F?),

por tanto,

(EG = F)* (M(¢r, by), M(Pr, by)) = (Puws JOu) (byy, Jb2) (GPE — 2GF? + F*@)
+ (Pozs JO2) (Pyy, Jby) (~GFE +2GEF — FEG)
+ <¢:cm, J¢y> <¢yy7 Jﬁbx) (_
+(Pua, JOy) (Syy, JOy) (FE — F*E — F*E + E°G)

GFE + F? — EFG + EFG)

= <¢:Ca:a J¢:c> <¢yy> J¢x> G(EG - F2)
- <¢wa J¢y> <¢yyv J¢x> F(GE - FQ)
+(Guws Tby) (Dyys Jby) E(EG — F?).

Ahora,

(Pay, JO2) G = (bay, S y) F)({Pay, JO) G — (Puy, Jby) F)E
(BG — F2)?

(<¢xy7 J¢w> G — <¢my= J¢y> F)(_ <¢xy7 J¢w> F+ <¢xy7 J¢y> E>F
(EG — F?)2

(_ <¢:L‘yv J¢x> F + <¢xy’ J¢y> E)(<¢xy7 J¢ac> G — <¢:vy7 J¢y> F)F
(EG — F?2)?

(_ <¢xya J¢x> F+ <¢xya J¢y> E)<_ <¢xy> J¢x> F+ <¢xy> J¢y> E)G

(EG — F?)? ’

(W(Dw; Dy), WDy y)) =

+

_|_

+
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con lo cual,

(EG - F)2 <h(¢xa ¢y)7 h(¢xa ¢y)> = <¢wy7 J¢x> <¢ﬂcy7 J¢l’> G(EG - F2)
- <¢wy7 J¢y> <¢my7 J¢m> F(GE - F2)
+ <¢$y7 J¢y> <¢my7 J¢y> E(EG - FZ)?

Por lo tanto,

(EG - F2)2K = (<¢m;7 J¢a:> <¢yy7 J¢w> - <¢a:y’ J¢x> <¢a:yv J¢w>)G
_(<¢I1‘a quy) <¢yy) J¢$> - <¢zy7 J¢y> <¢xy’ J¢w>)F
+({Daw, JOy) (Dyy, JOy) = (Days JOy) (Duy, JOy)) E.

Lo que concluye la prueba. O

Corolario 2.4.20. Sea M wuna superficie Lagrangiana con parametrizacion ¢, y de dngulo

constante respecto a eq. St f, = g, entonces M es plana.

Demostracion. De la igualdad f, = g, v f, = g tenemos que E = G, ademds de la siguiente

relacion, que se obtiene al derivar f, = g, y fy, = g respecto a x e y respectivamente,

fyy = Gzy = Gya = f:):xa

analogamente g,, = fzy = gyy, de aqui, sustituyendo en la férmula de la curvatura,

K = ————0 | Edet(H Gdet(H — Fdet
(EG ) et(Hess(g)) + Gdet(Hess(f)) € .

]

Ejemplo 12. Sea M un cilindro (z, f(z),y, my + ¢). Entonces M es Lagrangiana y de dngulo

constante respecto a ey. Ademds la funcién (ZT,JZ+) no es una funcidn constante.



2.4. PARAMETRIZACIONES EN C?

49

Demostracion. En este caso particular tenemos f, = 0 = g,, es decir, M es Lagrangiana pues

satisface la condicién dada en la Proposicién 2.4.8. Conlocual E =1+ f2, G = 1+g

y F' =0, por la Proposiciéon 2.4.13 tenemos que

gpo Grlel)” om0t
* L+ 2402+ (9502)7 1+ f2+m?(14f2) 1+m?

Esto garantiza que M es de angulo constante respecto a e4. Para lo ultimo, tenemos

(Z¥,JZ+) = —mE,

2_
y

1+m?

el cual es constante, si y solo si, F es constante. E es constante, si y sélo si f es lineal, esto es,

si y so6lo si M es un plano.

]



Capitulo 3

Variedad de Sekigawa

3.1. Meétrica y estructura casi compleja de Sekigawa.

La variedad nearly Kaehler que estudiaremos en el resto de la tesis es propuesta por K.
Sekigawa a E. Abbena y S. Garbiero en [1, Ejem. 3|, en el articulo muestran que este es, en
efecto, una variedad nearly Kaehler y Einstein. Aqui se utilizaran otras técnicas para probar
esto.

En este capitulo, supondremos que G es un grupo de Lie con métrica bi-invariante g. Denotamos

su algebra de Lie con g y su conexiéon de Levi-Civita por V.

Definicién 3.1.1. En el grupo de Lie producto G X G definimos y denotamos, los vectores

vertical y horizontal, en T 0)(G x G) respectivamente por,

X":=(0,X), X":= (%X %X) ,

para cada vector X € T,G.

Proposicién 3.1.2. Sea { X1, Xy, ..., X,} una base de T,G. Entonces el conjunto,
(XP X0 X XY XY XY
es una base para Ti. (G x G).

Demostracion. Sea (X,Y) € Tie)(GXG). Yaque {X;, Xy, ..., X, } es una base de T.G, existen

escalares, ay, as, ..., ay, by, by, ..., by, tales que, X = Z%‘Xi yY = sz-Xi. Por un lado,
1

i=1 =

20
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primero,

Después, de manera analoga,

YU = (0,Y) = <o,zn:bixi> = ibi(Xi)”.

i=1

El caso XV =" | a;(X;)" es idéntico. Por otro lado, se sigue de un célculo directo que,

ﬁXh_lXﬂ_i_yv — \/g(i)gi
V3 V3

: : v X) _ % (0, X) + (0,Y)
_ (X, %X) — (0,%){) F(0,Y) = (X,Y).

En otras palabras,
(X,)Y) = @ ia-()()h + ! ia'(X-)” + ib'(X-)”
Y 2 . (2 (2 2 . (2 (2 - (2 1 .
Lo que concluye la prueba. O

Definicién 3.1.3. Definimos el producto interior (,) : Tiee)(GXG) — R, para cada X,Y € T.G

por medio de las siquientes ecuaciones,
<Xh,Yh> =g(X,Y), <X”,Yh> = <Xh,Y”> =0, (X",Y") :=g(X,Y).

Definicién 3.1.4. Para cada campo X € X(G), definimos los campos horizontal y vertical en

el grupo de Lie producto G x G como,

X1 = (X000 J2X () X ) = (0.X(0)
respectivamente.

Proposicién 3.1.5. Sea { X1, Xo, ..., X}, un marco de campos invariantes izquierdos de G.

Entonces el conjunto,

{(Xh Xh XM XV XY XY,

es un marco de campos invariantes izquierdos en la variedad producto G x G. A este marco le

llamaremos marco de Sekigawa.
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Demostracion. Para cualquier punto (p,q) € G x G, denotamos la traslaciéon por la izquierda

por (p,q) como L, q), la que se define por la regla de correspondencia,

L) (1,8) = (Lyp(r), Ly(s)),

para cualquier (r,s) € G x G, donde L, y L, son las traslaciones izquierdas del grupo G. Como

consecuencia para cualquier campo (X,Y) € X(G x G),

AL, )l () (X (1), Y (5)) = (dLyp|r (X (1)), dLy|5(Y (5))).

Probaremos que los campos X!, X? son campos invariantes izquierdos en el grupo de Lie

producto G' x G,

dﬁ(p,q)‘(“s)(Xih(ra s)) = dﬁ(p,q)’(,

Y

AL ) l(rs) (X (r,8)) = dLpg)l(rs (0, Xi(s))
(0,dLg|s(Xi(s))) = (0, Xi(Lqg(s)))
= (0,X5)0Lpg(r,s) =X/ 0 Lpg(rs).

Por otro lado, para probar que es un marco local de las hlpOteSlS se sabe que existen funciones,

ai, Ao, ..., Gy, by, ba, ..., by, tales que, X = Za X;, Y = Zb ; X;. Notemos primero,

=1 =1

De manera similar se prueba,

Yv(p,q) = (07Y(Q)) = <O7ZbX ) ZbXU p>
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El caso X"(p,q) = Y i, a;:. X! (p, q) es andlogo. Un calculo directo prueba que,

X0 - 30+ = 5 (X)X (W) - 0.X(0) + 0.V (@)

- (x0).3x@) - (0.5¥@) + 0.v()
= (X(p),Y(2))-

En otras palabras,

\/g - h 1 - v - v
(X,Y) = =" ai(X)) +§ZaiXi +;biXi.

i=1 =1

Lo que concluye la prueba. O

Proposicion 3.1.6. El producto interior en la Definicion 3.1.3 se puede extender a una métrica
en el grupo de Lie producto G X G, extendiendo de manera invariante izquierda por medio de

las férmulas,
1. (X"(p,q), Y"(p,q)) = 9(X(e),Y (e)),
2. (X"(p,),Y"(p.q)) =0,
3. (X"(p,q), Y"(p.q)) = 9(X(e),Y(e)).

Para todos los campos invariantes izquierdos X,Y € X(G) , a esta métrica la llamaremos

métrica de Sekigawa.

Demostracion. Se probd en la Proposicion 3.1.5, que los campos horizontales y verticales son
invariantes izquierdos, es decir, la métrica aplicado a estos campos sera constante sin importar

el punto de evaluacién, se signe de la Definicién 3.1.3 que,
L (X"(p,q),Y"(p,q)) = (X"(e,e), Y"(e,e)) = g(X(e),Y(e)),
2. (XMp,q),Y"(p,q)) = (X"(e,e),Y"(e,e)) =0,
3. {X"(p, ), Y (p,q)) = (X"(e,€),Y"(e, €)) = g(X(e), Y (e)).

Lo que concluye la prueba. O
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Proposicién 3.1.7. Para cualesquiera campos invariantes izquierdos X,Y € X(G) se tienen

las siguientes identidades,
[Xv7 YU] = [Xa Y]Ua
X7V = XY
V3

(X" Y = %[X, Y] + %[X, Y]

Demostracién. Procederemos la prueba en orden de aparicién, por lo tanto, si f € C®°(G x G)

[vayv}'f = [(O,X),(O,Y)]f:(O,X)((O,Y)f)—(O,Y)((O,X)f)
= 0,X-Y)- f—=(0,Y-X)-f
= (0,(X-Y)=(Y-X)-f=(0,[X,Y])- f=[XY]" [.

Para la segunda parte,

[(X°,Y"-f = [(O,X),(iy,iy) :

Por ultimo tenemos,

[Xhayh] : f =

Lo que concluye la prueba. O
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Definicién 3.1.8. En la variedad producto G x G, definimos la funcion Jieey : Tiee)(G X G) —
Tie,e)(G x G), de la siguiente manera, para cada X, € TG,

Jeo)(XY) = X", Jieo(X") = —X".

Proposicién 3.1.9. La funcion J.) se extiende a un tensor en G x G. Este tensor esta

definido por,

Joa)(X(0),Y(q) = —= (2dLygY (q) — X (p), —2dLgp2 X (p) + Y (q)) - (3.1)

1
V3
Para cada (X,Y) € X(G x G)

Demostracion. Sea (X (p),Y(q)) € Tipq(G x G), aplicamos a este vector la derivada de la

traslacién por la izquierda de (p~!, ¢71),
dﬁ(pflﬂfl)(X(p), Y(q)) = (dele(p), dL(rlY(q)) S T(e,e)(G X G),

a este vector aplicamos el operador J.) de la Definicién 3.1.8, y después aplicamos dL; q),

T (X(0).Y () = % (2L Y (q) = X(p), —2dL 1 X (p) + Y (q))

con lo cual obtenemos el resultado deseado. O

Lema 3.1.10. El tensor Jyq) @ Tipo(G x G) = T (G x G) queda determinado por las

formulas,

Ja)( X (p,q)) = X"(p,q),

Jo (X" (p,0)) = —X"(p,q).

Demostracion. Para cualquier campo invariante izquierdo X € X(G) el tensor J aplicado al

campo horizontal generado por X es,

o X" 0.0) = o (%X@),%w)

— % (zdeq1 (%X(q)) — %X(p), 2d Ly, (j_X(p)> + %X(Q))
= % (%X(p) - %X(p% (%X(Q)) + %X(q)) = —(0,X(q))
= —X"(p,q),
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y aplicado al campo vertical generado por X,

Jo.) (X (p,0) = Jpg(0,X(q)) = (Qdeq1(X(Q)),X(Q))=(iX(pLiX(Q))

= X"(p,q).

1
V3
Lo que termina la prueba. O

Lema 3.1.11. El tensor J de tipo (1,1), definido en la Proposicion 3.1.9, es una estructura

casi compleja de la variedad producto G X G.
Demostracion. Sea (X,Y) € X(G x @), entonces por la Proposicién 3.1.9 sabemos,

1
‘](p,q) (Xpa Yq) = % (2deq*1Yq - va _Qqup”Xp + Yq) ) (3-2)

aplicamos nuevamente el operador J en la ecuacién anterior y obtenemos,

(X Vo) = S(QLygs (2L X, 1 Y,) — (LY, — X,)
y =2dLgp-1(2dLpg1Yy — Xp) 4 (=2dLgp1 X + 7))
= (3%, -3
= (XY,

Lo que garantiza que J es una estructura casi compleja. 0
Proposicién 3.1.12. La variedad (G x G, J,{(,)), es una variedad casi Hermitiana.

Demostracion. Lo tnico que hace falta probar para que sea una variedad casi Hermitiana es,
que la estructura casi compleja J preserva la métrica de la Propocion 3.1.6, y esto se sigue de

los siguientes calculos,

<JX(}1LD,Q)’ ‘]Y(Z,q)> = <XU Y(q;),q)> =g9(X.,Ye) = <X(I;,q)’Y(h > ’

(p,9)° »,q)

<JXEJp,q)’ ’]Y(Z,q)> = <Xh Y(Z,q)> =g(X.,Ye) = <XZJP,Q)’Y(U >’

(p,9) »,q)

<JX(1;97q)’ JY(Z,q)> = <X(I;77q)’Y(U > =0= <XU Y(Z,q)>'

D,q) (,9)°

Con lo que concluimos la prueba. n
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3.2. Conexion y curvatura

Proposicién 3.2.1. Sean X,Y € X(G) campos invariantes izquierdos. La conexion de Levi-
Civita de la variedad casi hermitiana (G X G, J,(,)), en las partes horizontales y verticales
vienen determinadas por,

2 1
DY = = (VxY)" = 2 (VyY)"
Xh \/g(vx ) 3(VX )",
DxoY? = (VxY)’,

1
Dy Y" = g(vxy)h,

2 Uy

-1
DYV = —(VXY)"+\/§

3

A esta conexion la llamaremos conexion de Sekigawa.

Demostracién. Comenzamos por calcular la parte horizontal de Dx»Y" en cualquier punto
(p,q) € G x G, como estos campos son invariantes izquierdos los cdlculos son andlogos en
cualquier punto, por lo tanto, en la prueba se omitira el punto donde se estan evaluando. Sea
Z € X(G) un campo invariante izquierdo, entonces por la férmula de Koszul del Teorema 1.1.9

se sigue,

2({DxnY" 2"y = —(]
-
_ g(

v zZM, X" = (X", 2N, v — (Yt X", 2
v, Z]", X > — <ﬁ[X’ Z\"Y > — <%[Y,X]h,2h>

)+ () ()
Y2, X]) =g (X, 2],Y) —g([Y, X], 2))

ma

De la Proposicién 1.3.20 podemos concluir,

2 2 4
%g([X,Y],Z)) = %QQ(VXY,Z) \/5

Ahora, para obtener la parte vertical, se procede de la misma manera,

i

(VxY)", Z").
2(DxnY", Z") (Y z°, X"y — ((x", z°,Y") = ([Y", X", 2")
2 =4 (31x11.2) = 5 (o (Vv 2)

(VxY)", Z%).
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De estos dos calculos tenemos que,

2 (V) - L (VY.

DynYh =
Xh \/g 3

Calculamos la parte horizontal de Dx.Y",
2(Dx.Y", Z") =

Y, z", X > (X", 2", Y") = ([Y",X"], Z")

—(

) (s

(- { ) (.
<% ")

- - g([YZ1,X>—g<[X7ZLY>—g([mwmg(%[mw)

_ %g (VxY,2) — g (%[X, ) Z)

- %gWXY,Z)—%gWXY,Z):o,

v la parte vertical es,
2Dy ¥, 2% = — (Y7, 2, X°) — (X, 2°), ¥*) — {[V*, X", 2°)

= (V. 2]",X") = ([X, 2", Y") —([V. X]", Z")
= —g(Y, 7], X) —([X,Z2],Y) = ([\, X], Z)
= 29(VxY,2) =2((VxY)", Z").

Asi,
Dx.Y" = (VxY)".
Calculamos ahora la parte horizontal de Dx. Y™,
2(Dxo Y™ Z") = —([Y" 2", X") - ([X", 2", Y") - (Y", X", Z")

= (2P X = (V2. X) = (v X).2)

_ %g([X,Y],Z)—gg(VXKZ) §<[XY 2"
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mientras la parte vertical queda determinada por,

2(Dx.Y" Z") =

Con lo cual,

—([Y", Z°), XY = ([X°, Z2°),Y") = ([Y", X*], Z°)
Y,Z]”,X”> - <%[Y,X]”,Z”>

(%[Y,ZJ,X) —g (%[Y,XJ,Z)

—3[Y, Z],X) —g (%[X, Z],Y) g (—3[Y,X],Z)

| |
S o~
=

w

_g(

+g (%[X,Z],Y)

2 1

%g(VXY Z)—ﬁg([X Y], Z)

2 2

—39(VXY Z)—ﬁg(VXYZ)zo
DY = L ()
v _5( xY)".

Por 1ltimo, calculamos la parte horizontal de DynY",

2(DxnY", Z")

y su parte vertical es,

2(Dn YV, Z%) =

= (Y, 2", X"y — (X", 2", Y)Y — ([Yy*, X"], Z")
_ <é[x, Z}”,Y”> —y (%[X, Z],Y) B (%[X,Y],Z)

2

= —50(VxY.Z) = —§ ((VxY)"2"),

— (v, 2], X" = (X", 2], 7)) = (Y, X", 27)
1 v v 1 v v
{gmar)- ()

() G -o(gn)
+g (%[Y,Z],X)
2

2 (VXY Z) g ( v, X],Z)

(VxY)", Z%)

v
w

(VxY)", Z%) +

SISl
S

<(VXY)U7 Zv) :

59
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Por lo que,

-1 h 2 v
DY = — Y — Y) .
X 3 (VX ) + \/g (VX )

Con lo que concluimos la prueba. O]

Teorema 3.2.2. La variedad casi Hermitiana (G x G, J,(,)) es una variedad nearly Kaehler,

llamada variedad de Sekigawa.

Demostracion. Sean XY € X(G) campos invariantes izquierdos. Probaremos que G(X,Y") es
antisimétrico. De manera obvia, G(X", X") = G(X?, X?) = G(X", X?) = 0, ya que, todos estos

valores quedan en términos de corchetes de Lie de iguales entradas. Sélo falta probar,
G(X" YY) =—-G(Y", X", G(X",Y") = —G(X", YY), G(X", V") = —G(Y", X").

Calculamos primero el lado izquierdo de la primer igualdad,

h v _ v v h -1 h 2 v
GX" YY) = DxnJ(Y)' — JDxn(Y)" = Dyn(Y)! — J <—3 (V)" = (VxY) )

P L1 L1 . 2 ho 2 .

= %(VXY) —g(VXY) —g(VXY) _E<VXY) =3 (VxY)".

Por otro lado,

GY", X" = Dy.J(X)" = JDy.(X)" = —Dy.(X)" — %J (VyX)"
—2

1 v v 1 v v
= “Dyo(X) 4 5 (VyX)" = = (VyX)" + o (VyX)" = — (Vv X)".
En los otras dos igualdades por orden de apariciéon tenemos,

G(X"Y") = DxoJ(Y)" = JDxo(Y)" = Dxo(Y)" — J (VxY)"
= % (VxY)' = (VxY)" = %2 (VxY)".

G(Y", X") = Dy.J(X)" — JDyv(X)" = Dyo(X)" — J (VyX)"
= % (Vy X)) — (Vy X)) = %2 (VyX)".

h yhy h h_ v -1 v l h
G(X" Y™ = DxuJ(Y)" — JDxu(Y)" = —Dyn(Y) J( 5 (VxY) +\/§(VXY)>

2 (VyY) = ; (ViY)"

o 1 noo 1 no 2
= _%<VXY) +§(VXY) +§<VXY) —l-%
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h h _ h h __ v —1 v 2 h
GY". X") = DynJ(X)" — JDyn(X)" = =Dyn(X)" — J (? (VyX) +%(VYX) >
2 v ]. h ]_ h 2 v 2 h
- -z (Vv X)"+ 2 (Vv X)" + 2 (V) 75 (VyX)" =2 (Vv X)".

Ahora, de la Proposicién 1.3.20, se sigue 2VxY = [X,Y] = VxY — Vy X en otras palabras,
VxY =-VyX.

Asi, por ejemplo,

-2 —2

GO ) = 29y = (0 = - (2wyx)) = -0 X,

En el resto de las ecuaciones se procede de la misma manera. Concluimos entonces que la

variedad (G x G, J, (,)) es una variedad nearly Kaehler. O

Teorema 3.2.3. Sean X,Y,Z € X(G) campos invariantes izquierdos. La curvatura de la va-
riedad de Sekigawa en los campos horizontales y verticales en la variedad de Sekigawa viene

dada por las siguientes formulas,

v 1 v h __ i)
Ry 2" = 2(IX,Y], 2)", Ryn 2" = 25 (I1X,Y], 2))",
1 . D v
Rynyn Z" = Z([[X,Y],Z])h, Rynyn Z° = %([[X,Y],Z]) ,

1 v 2 v
RyopnZ" = o (XY, 2)" + o (X[ Z)"

h __ 1 v 2 v
RXhYUZ _%(HX7Y]7Z]> _%QY’ [X’ZH) )
Ry 2 = 2o (I6,Y], 2)" + o ([, 21D

o 1 R 2 h
RX”YhZ - %([PQY]’Z]) _%QY? [X7ZH) :

Demostracion. Sabemos de la Proposicion 1.1.11,
(Rxy Z,W) =(RyxsyJZ,JW),
esto reduce los cédlculos considerablemente, ya que, tenemos por ejemplo,
(RxnynZ" W'Y = — (Rxwyv Z°,W"),

(RyxnynZ"\W") = (Rxoy» Z°,W")
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es decir, salvo un signo, tienen los mismos coeficientes, por tanto, sélo calcularemos 4 de estos
términos, a saber, RxvyvZ", RxvyvZ", Ryoyn Z" v Ryoyn Z¥. Vamos en orden de aparicién de
las ecuaciones, asi con un calculo directo, en los cuales usamos los resultados de las Proposicién

3.2.1, Proposicién 1.3.20 y el Lema 1.3.22,

RyeyrZ" = Dixoy(Z)" — Dxo(Dyo(2)") + Dy+(Dxe(2)")
= Dixyp(2)" = Dx+((VyZ)") + Dy+((VxZ)")
= (VixmiZ)" = (Vx (Vv 2))" + (Vy (VxZ))"

= (RXYZ)U = i HX7Y]7Z] :

RXvaZh - D[X“,Yv] (Z)h - DXU (Dyv(Z)h) + Dyv (DXU (Z)h)

— Dy (2)" - DXv(% (Vy2)") + Dyv(% (Vx2)")

= % (Ve 2)" - é (Vx (Vy2)" + % (Vy (VxZ))"
= 2 (Vin?) + 5 (Ven2)" — 5 (Vx (T 2)" + 5 (Vy (Vx2))"
- g (View 2)" + 5 (Rxv2)!
= 2KV, 2) X, 21 = (%), 20
RyuynZ" = Dixoyn(Z)" — Dxo(Dyn(Z)") + Dyn(Dx+(2Z)")
_ %D[X,Y]U(Z)h - va(j5 (Vy2)" — é (Vy2)") + Dyn(Vx2)")
- % (Vi) - %DXU«VYZ)’L) 2D (V3 2)") + 3 Dra((Vx2)")
_ % (View 2)" - 3—35 (Vx (Vy2) + % (Vx (Vy2))’
+3 (5 (9 (w32 = S (9r (Vx2)))
= 5 R0 = = ((Vx (Vr2)" = (Vs (Ta2)") + 5 (Vx (V5 2))
5 (Vx (Vv 2))" = (Vv (Vx2))")
= SN2 - S Y] 2 XY] 2 X )
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Rvath = D[Xv’yh] (Z)v — DXU(Dyh(Z)U) + Dyh (DXv <Z>U>
2

— %D[X,Y}v(z)v — va(_31 (Vv Z)" + e (VyZ)") + Dyn((Vx Z)")
1 o 1 o 2 v 1 h
= 5 (Vixy1Z)" + 5 (VxVy2)" = 7 (VaVyZ)" = 2 (VyVxZ)
2
+—3 (VYVXZ>
- %((V[X,Y}Z)U —2((VxVyZ)" = (VyVxZ)"))
1 h 1
3K 20" - S (Y1, Z]))
1 h 1 h 1 h
- _?([z, X, Y] — ?([Y, 1Z, X])" - ?([K X, Z1)
= —1%@2, (X, Y] —2%([5” (X, Z])" = 5 (VL [X, Z])°
= (Y] 2)" = (X, 2])

Lo que concluye la prueba.

63

]

Proposicién 3.2.4. La curvatura seccional de la variedad de Sekigawa (G x G, J,{,)), viene

dada por, ) X ,
K(Xh,Yh): Z<[X7Y] 7[X7Y] > -,
(Xh, XPY (YR YRY — (Xh Yh)
h vy __ 1 <[ ]U [X7 Y]v)
K(X’Y)_ <Xh Xh)(Y’U’Yv> )
Ky - HXYXYT)

<XU7 XU> <Yv= YU> - <Xv7 YU>2.
Demostracion. Sean X,Y € X(G) campos invariantes izquierdos, entonces,
(X" XM (YR YR — (XYY K(XM YT = (Ryuyn X" YH)
1 1
= Z <[[X7 Y]7X]hvyh> = qu[X) Y],X],Y)

= J0(X VLX) =

4
Para la segunda de ellas, tenemos,
(X" XM (Y Y NK (X" YY) = (Rxny. X" YY)
1 1
= X, Y], X]", YY) = X, Y], X],Y
25 (LY X% YY) = g (X Y], X,Y)
1 1

= (X YLIXY]) =

259 (X, Y] X, Y],

36

(XY XY
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Por 1ltimo,
(<Xv7 XU> <Yv> YU> - <Xv> YU>2>K(XU7 Yv) = <RX”Y”XU7 YU>
v v 1
<[[X7 Y]a X} 7Y > = =g ([[Xa Y]>X]> Y)

g([X,Y],[X,YD: <[X7Y]U7[X7Y]U>'

e R
1=

Lo que finaliza la demostracion. O

Proposicién 3.2.5. Sean X,Y € X(G). La curvatura de Ricci de la variedad de Sekigawa en
los campos horizontales y verticales viene dada por,

n

10

Rie(X",Y") = 20 (X E]" V. E]").
, 10 &
Rie(X"Y") = o Z (X, Ej]". [V, Ej]"),

Ric(X",Y") = 0.

Demostracion. Sea Ey, Es, ..., F, un marco ortonormal para G, entonces sabemos por la Pro-
posicién 3.1.5 que EF, EX ... E" EY EY. ..., E? forman un marco ortonormal para la variedad
de Sekigawa, entonces los siguientes cdlculos muestran, cuando se consideran ambos campos

horizontales,

Rie(X"Y") = Y <RXhE§1Yh, EJ’?> +3 <RXhE;Yh, E;>
j=1

= iZ (BB + 3 (55X BT - ZE, YT B
- i;gmx, ELYLE)+ 3 (55l Bl - (B (.71, )
1 n

4

j=1

= TG B ED + 5 >0 (X B Y B

n

+% ;g([Ej,Ej], [X.Y])
B % g ([X, E;]. [V, Ej]) = £Z<[X7Ej]h,[Y,Ej]h>.

j=1 j=1
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Cuando se considera un campo vertical y el otro horizontal,

Rie(X*,Y") = Y <RXUE§LY’Z, EJ’?> +3 <RXUE;_JY’1, E;f>

— ; <%HX, E;],Y]" + %[X, [Ej,Y]]v7E§L> +; <%HX7 Ej]’Y]h’E;;> _0

Por tltimo, si consideramos ambos campos verticales,

Ric(X"Y") = Y (R V", Bl) + 3 (Ryomy Y, B
=1 =

_ i<3_16[[X7Ej],y]h_%[Ej,[X,YHh,E]}-‘>+ <}1[[X,Ej],Y]v,E}’>

j=1 J=1
10 < 10 < ) )
- 56 g(LX;£%}7DCE%D ::géj£:<LX}£%]7[Y3E%]>'
j=1 j=1
Lo que concluye la demostracion. O]

Corolario 3.2.6. Si el grupo G es una variedad de Einstein, entonces la variedad de Sekigawa

es de Einstein.

Demostracion. Sean X,Y € X(G) campos invariantes izquierdos, entonces como G es Einstein,

S0 (1X, B, V. E]) = Rica(X,Y) = 19 (X,Y).

i=1
Entonces, segun los cdlculos de la Proposicion 3.2.5 tenemos,

10 — 10 101 5
— X.E;.[Y.E]) = —=Rica(X. V)= — (=g (X.Y)) = — (X" v
36 g([ ) 3]7[ ) ]]) 36RZCG( ) ) (49( ) )) 79 < ) >’

Ric(X" Y™ =

De igual manera tenemos,

Ric(X",Y") = 10 g([X,Ej],[Y,Ej]):LORicG(X,Y)ZEZ(X”,Y”>.

36 4 36 72 4
J=1 j=1
Y de una manera mas sencilla,
5
Ric(X" V") =0= - (X" Y").
(X' Y) =0 = 2 (X" ")
Lo que termina la prueba. O

Proposicién 3.2.7. La curvatura escalar de la variedad Sekigawa (G x G, J,{,)), es,

10 .
S = %dzm(G).
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Demostracion. Sea Ey, Es, ..., E, un marco ortonormal para G, entonces E', Bl ... E" EY.

E3. ..., E’ es un marco ortonormal para G x GG,. Por medio del siguiente calculo obtenemos,

n

S = > Ric(E} E})+ Y Ric(E}, E})

k=1 k=1
10 < 10
= = > EGEIP+ o2 Y B B
6 36 -
Ji:k=1 j,k=1
5 n
= 2> BB
k=1
Lo que concluye la demostracion. O]

Lema 3.2.8. La curvatura seccional de un plano casi complejo €2 generado por los vectores

unitarios X = (X1, Xs), JX esta dada por

2
K(Q) = §|[X1,X2H2-
Demostracion. Notese primero que,

- 3 1 —V/3 1
JX = J(%—X{Z—EX{’+X§):T\/_X{’—§X{L+X§
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de aqui tenemos que,

\/g h v v
Fxaxd = Bfxt-pxrexy) (5 xp-pxtext) <7X1 Tptit

3v/3 3 , 3 , 3 V3 ;
= _TRX{LX}’X? + gRX{LXle - ZRX{LX’;XQ - gRX{LX{LX{L + ?RX{LX{le

3 3 3 3 3
_§RX{LX{1X§ + ZRX{LXQX{L - \/T—RX{’XQXf + %RX?XQX;) + gRXfoX{Z
V3 V3 V3 1

—g By XU+ - Ry X3+ - R Xi' = R X+ 5

) 4 8
3 V3

V3 1 , 1 ; v

4
V3 V3 V3
2

Ty e e o

1 v v
_§RX§’X£LX1 + Rxyxp Xy

32 31
- _Z% [le [leXQHh T ZZ [[leXQ] ’Xl]h

V35 v, V35 v
— g X0 X X0+ 2 o (X0, X)X

12
BVET (X1, [ X1, Xa])" —
11
‘I'Z% [[XlaXQ] 7X1]h -

1

3 RX;’X{L Xy

1 v 1 v
Ryyxp X1 + ZRXg’X{LXl - §RX5X{1X2 + - Ryyxp XJ'

X2, Xa], X" o (X, [Xa, X))
X0, X)Xl = o [Xa, [X2, 5]1")

V31

i [[X27X1]7X1]v_TZHX%Xl]aXQ]U

_Z% [[Xm X1] 7X1]h +

S, X

11 h
_5% [[X27X1] 7X2]

12
= %[[XlathXl]hﬂL

e

[0 X1], X" = o (X, o], X))

—~
&l

12
(X, [Xo, Xq]]" + 336 Xy, [ X2, X1])"

g 100 2] X0+ 5 60, X] X))

|§I »-lk—:_r—\ "p|$l

_l_
RO
| o

=]
| W
D

=l

Con lo cual,

(RaaxX,0X) = = (X0, X0 X0 + o2 (1%, X 30" X
+% <[[X1,X2] ,Xl]h,Xf> _ % (X0, Xa] . X)L XD

- %g ([X1, Xo], [X1, Xa]) — %g ([X1, Xo, [X2, Xu])

- ;—zg([Xl,Xg],[Xl,XQ])+;—29([X1,X2],[X1,X2])

2
= Z|[Xy, X%
510, X
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3.3. El operador P

Definicién 3.3.1. En la variedad de Sekigawa, definimos el operador P : T(GxG) — T(GxG)

por medio de la ecuacion,
Py (X(p),Y(q)) = (dLpg1Y (q), dLgp-1 X (p))-

Observacion 4. En el caso particular de X,Y € X(G) son campos invariantes izquierdos,

Py (X(p),Y(q) = (Y(p), X(q))-

Notacion 3. A la variedad G x GG se le puede asignar la métrica producto, y por tanto la conexion

producto. A estas las denotaremos por medio de h(,) y D¥, respectivamente

Corolario 3.3.2. La relacion entre la métrica producto h y la métrica de Sekiagawa (,), viene
dada por,

(X.0) = (X,0) - 51 (X, PD), (3.3)
donde X,U € X(G x G) son campos invariantes izquierdos.

Demostracion. De un calculo directo tenemos,

(X, V), (UV)) = <?Xh 2X”+Y” \f %U”+V”>

3 ]' v v ]' v v 1 v v v v
= XU+ XU = S (X0 V) = S (VU7 + (Y V)

= G(XU) g (V) = 5 (g (X, V) +g(V.1)
= W((X,Y),(UV) ~ h((X,Y), P V).
Se concluye la prueba. O

Lema 3.3.3. El operador P preserva la métrica de Sekigawa.

Demostracion. Es claro que el tensor P preserva la metrica producto, esto es, para cualesquiera

campos invariantes izquierdos X,U € X(G x G),
h(PX,PU) =h(X,U).
Un calculo directo entonces muestra,
— — 1 — — _ _ —
(PX,PU)=nh (PX,PU) — §h (PX,P(PU)) =h (X,U) ——h (PX,U) = (X,U).

ue es lo que se queria probar. O
Q q q p
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Lema 3.3.4. Para cualesquiera X = (X,Y), U = (U,V) € X(G x G), campos invariantes

izquierdos en la variedad de Sekigawa, la relacion entre la conexion nearly Kaehler y la conexion

producto esta determinada por,

—_

Dx(U) = Dx

(U) - 3 (DEPU - D U) .

Demostracion. Por medio de un céalculo directo, usando la Proposicién 3.2.1,

\/g 1 v v
D(X}Y)(U, V) D(?Xh—%XV—&-YU) <7Uh — §U + V
3 V3o VB L, V3 L
ZDXhUh = DU+ - Dxn V' = TDXUU}‘ + 4 DxU
1 1
_§DXUV” + ?DYUU}L N §DY”UU + Dy V"
3/ 2 | ; V3 (1 Lo 2 )
(@) = a0y ) = L (G 0+ 2 vaoy)
V3 [ 1 B, 2 D V3 [1 h
+7 <—§ (VxV)" + 3 (VxV) > B (g (VxU) )
1 , 1 . V3 /1 1 ) .
+4_1 (VxU)" — 3 (VxV)" + \/7_ (g (VyU)h> —3 (VyU)" 4+ (VyV)
3 h 1 v \/g h 1 v
2—\/§<VxU) Z(VXU) ?(VXV) +§(VXV)
V3 1 v v
+5 (VyU)" — 5 (VU)"+ (VyV)
1 1 1 1
<VxU — §V)(V -+ gVyU7 §VXV — 5VyU + VyV)
— 1 _ —
DET) ~ £ (DEPT - DET).
Lo que concluye la prueba. O

Lema 3.3.5. Sean X,Y,U,V € X(G) campos invariantes izquierdos, entonces,

2

G(X,Y),(U,V)) = —=(VxU + VxV + VyU — 2Vy V,2VxU — VxV — VyU — Vy V).

3V/3

Demostracion. En los siguientes calculos hacemos uso de la demostracion de la Proposicion
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3.2.2 donde se calculan los valores para el tensor G,

G((X,Y),(U,V)) = g (ﬁxh Y +Y", ﬁUh — %U” +vv>

9 9 9
3 V3 V3

_ = h hy _ V*Y h 17V Ve h v
— 4Q(X,U) 4Q(X,U)+ 2Q(X,V)

1
_§Q(Xva Uh) + }lg(XU7 Uv) - §Q<XU> VU)
1
g, - Lo+ gorn v

2
(VxU)" + V3 (VxU)" + E (Vi V)" — V3 (VxV)"

3 3 3
3 , 1 9
—g (VyU)" + 3 (VyU)" — 3 (Vy V)"

9
3v3

Lo que termina la prueba. O

+

W[

(VxU 4+ VXV +VyU =2VyV,2VxU — VxV — VyU — VyV).

Corolario 3.3.6. La relacién entre la conexion producto denotada por DF y la conexion de

Sekigawa D es,
— — 1 — -
DEU = DU + 3 (JG(X,PU)+ JG(U, PX)),

donde X = (X,Y) y U = (U, V) para cualesquiera campos invariantes izquierdos U, V,X,Y €
X(G).

Demostracion. Aplicamos el tensor J al campo G((X,Y), (U,V)) que nos proporciona el Lema

3.3.5
JOX,T) = ; (Val = ViV — VyU, ViV — VyU + Vy V),
con lo cual,
JG(X,PU) = ; (VxV —VxU - VyV,VxU - VyV +VyU),

Y

(VoY = VX = VY, VX — VY + Vi X)

WD W N

(=VyU+VxU +VyV,=VxU+ VyV —VxV),
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y por lo tanto,

o o 2
JG(X.PU) + JGU.PX) = S(VxV = VyU,VyU = VxV)

2 _ _
— 2 (DEPT - DT,

aplicando el Lema 3.3.4 se concluye la prueba. O

Lema 3.3.7. Sea X € X(G) un campo invariente izquierdo. El operador P aplicado a la parte

horizontal y vertical de un campo invariante izquierdo X € X(G),

pxt— iy 3y pxv— Y3y Ly

2 23 2 2

Demostracion. Recordemos que el operador P en el campo invariante izquierdo U = (U, V) €
X(G x G), esta dado por,
PUy, Vy) = (Vp, Uy).

Por tanto el siguiente calculo muestra, omitiendo el punto de evaluacién,

2 1 1 2
3.1 1,1 ., 2 .
= 7(%)( )_§(ﬁx )+(%X)

1 3
= —Xh4 —_Xv
2 23

PX" = P( )

Por otro lado,

3 1
PX® = P(0,X)=(X,0) = \/T—Xh -5 X".
Lo que concluye la demotracion. O]
Corolario 3.3.8. El operdor P anticonmuta con la estructura casi compleja, esto es,

PJ=—-JP.

Demostracion. Sea X € X(G) un campo invariante izquierdo, aplicado a la parte horizontal,

pixt — _pxv— Y3xn_ Ly
2 2
y
1 1
JPXh = J=X"+ iX”) Iy 3 o Cpyxn

2 V3 2 2/3
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Luego, por otro lado, aplicado a la parte vertical,

1 3
PJX" = PXh=_X"4+ _—_X"
2 2V/3
Y
3 1 3 1
JPX? = J(£Xh —-X") = —L_X” — —Xh=—PJX".
2 2 2 2
Después de comparar, tenemos lo que se queria probar. O

Lema 3.3.9. Sen XY € X(G) campos invariantes izquierdos, entonces la derivada covariante

del tensor P, en la parte horizontal y vértical de los campos invariantes izquierdos X,Y € X(G)

satisface,

-1
(Dxn P)Y" = —(VXY)”,

(Do P)Y" = %(W)’%
(DxvP)Y" = \/—l(vxy)h,
(Dxs P)Y" = ﬁ(vxy)v.

Demostracion. Tenemos, utilizando el Lema 3.3.7 y la Proposicién 3.2.1,

(DxnP)YY" = DwPY" — PDY"
3 2

= Da(gV"+ Q—ﬁm - P (V) = 3 (V)

= 55 (V) = S (TaV)) (G (V) + = (V¥))
-G )+ (TR - )

_ %(v ).

(Dx+P)Y" = DxiPY® = PDxiY"

= DXh(?Yh - %Y“) - P(%l (VyY)" + % (VxY)")

- f(%(vm S (VaY)) = (5 (VxY)" 4 %(W)”)
ST+ S (V1)) = (ST - (7))

~ Lo

3
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(DxvP)Y" = DxvPY"— PDx.Y"

3 1
— DXﬂ(é_Yh — YY) = P(VxY)"

2

V3,1 1 )

= 7(§ny)h = 5(VxY)" = (
= —?(vxy)h:

| %

(VaY)' = (VYY)
1

5TV

Por tltimo,

(Dx.P)Y" = Dx.PY" - PDx.Y"

1 3 1
= Dxo(zY"+ —2Y") — P(zVxY)"
= LT (VY ) - (S (VA (V)
o6 2/3 32t 23
1 v
Con lo que concluimos la prueba. O]

Lema 3.3.10. Para cualesquiera campos invariantes izquierdos X,U € X(G x G),
DpxPU = PDxU. (3.4)

Demostracion. Notemos primero que esta propiedad es valida para la conexién producto, en

efecto,

E
YY7

DEPU = Dg(X’Y)P(U, V) = D@,X)(V, U)=(VyV,VxU) = PD

por lo anterior y la Proposicion 3.3.4,

1

__ 1 _ _ _
DpxPU = DiPU— = (DixP°U — D5, PU) = PDEU — .

3 P2X
1
3

(PDEPU — PDELU)

= P (Df}U — — (DEXPU - Df;“XU)> = PDxU.

Y asi se concluye la prueba. O]

Teorema 3.3.11. Para todos los campos X,U € X(G x G) invariantes izquierdos se satisfacen
las siguientes ecuaciones.
PG(X,U)+G(PX,PU) =0, (3.5)

(D P)JU = J(DxP)U (3.6)
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G(X,PU) + PG(X,U) = —2J(DxP)U, (3.7)
(DxP)PU + P(DxP)U =0, (3.8)
(DxP)PU + (DpxP)U = 0. (3.9)

Demostracion. Comenzamos con la primer ecuacién, esto se sigue de los siguientes calculos,

PG(X,U) = P(DxJU —JDxU) = PD+JU — PJDxU
= DpxPJU + JPDxU = —DpxJPU + JDpxPU
—~ —G(PX,PD).

Para la segunda ecuacién probaremos que esto es valido para cualesquiera campos hori-
zontales y verticales generados por los campos invariantes izquierdos X,Y € X(G), para estos
calculos recurrimos al Lema 3.3.9, en el caso de que ambos sean horizontales,

-1
(DxnP)JY" = —(DxnP)Y" = ?(ny)h
y por otro lado,
h 1 v —1 v —1 h
J((DxnP)Y") = J(—g(vxy) ) = ?J(VXY) = ?(VXY) :

En el caso en el que ambos son verticales,

-1
DxoP)JY" = (DxoP)Y"= —(VyxY)"
(DxvP) (Dx»P) ﬁ( xY)
Y,
J((DxvP)Y?) = J(—l(v Y)”)—_—lJ(V Y)h——i(v Y)Y
Por dltimo en el caso mixto se tiene
1
Dyx.P)JY" = —(Dx.P)YY’=—(VyxY)"
( X ) ( X ) \/g( X )
1
(DxnP)JY" = (DXhP)Yh:?(VXY)”
Y,
J(DxeP)Y") = J(—=(VxY)) = —=J(TxY)’ = —=(VxY)"
X \/g X \/§ X 3 X .
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1 1 1
J((Dx»P)Y") = J(g(VXY)h) = §J(VXY)h = —3(VxY)".
Lo que finaliza la prueba de la segunda ecuacion. Para la tercera ecuacion tenemos,

G(X,PU)+ PG(X,U) = DxJPU — JDxPU + P(D<JU — JD<U)
= —D<PJU — JDxPU + PD+JU + JPDxU
= —D<PJU + PD<JU — JDxPU + JPD<xU

= —(DgP)JU — J(DxP)U = —2J(D+P)U.

Que es exactamente lo que se queria probar. Ahora, para probar la cuarta ecuacién tenemos,

(DxP)PU = D%PPU— PDxPU = DxU — PDxPU
= P(PDxU — DxPU) = —P((DxP)U).

En el caso de la quinta y ultima ecuacion, utilizamos el Lema 3.3.10,

(DxP)PU = D%PPU— PDxPU = PPDxU — PDxPU
= PDpxPU — DpxU = —P((DpxP)U).

Lo cual concluye la prueba. O]



Capitulo 4

Angulos de una Subvariedad

Lagrangiana de G x GG

4.1. Existencia de angulos

Proposicién 4.1.1. Sea M una subvariedad lagrangiana de la variedad de Sekigawa. Existen
A, B:TM — TM endomorfismos tales que, el operador P se puede descomponer como, P =
A+ JB.

Demostracion. El hecho que M es lagrangiana garantiza que el espacio tangente de G x GG

restringido a M, se descompone como una suma directa
T(GxG)=TM&TM*=TM & JTM,

por lo que, el operador P aplicado a un campo X € X(M), se puede factorizar de manera tinica

como,

P(X) = [PX)]" + [P(X)]

de aqui se define,

Lo que concluye la prueba. O

Lema 4.1.2. Los operadores A y B definidos en la Proposicion 4.1.1, satisfacen la siguientes

relaciones,

76
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1. A2+ B*=1,

2. AB = BA,

3. (AX,Y) = (X, AY) y (BX,Y) = (X, BY),
Para cualesquiera X,Y € X(M).

Demostracion. Vamos a probar que A y B son simétricos, esto es, probaremos el tercer inciso,

para ello utilizaremos,
PJX =—-JPX =—-J(AX +JBX)=BX — JAX.
Con lo cual, haciendo uso del Lema 3.3.3 tenemos,
(AX)Y) = (PX,Y)=(X,PY) = (X, AY)
(BX,)Y)=(PJX,Y)=—(JPX)Y)=(PX,JY)=(X,PJY) =(X,BY).
Por otro lado,

X = P?X = P(AX 4+ JBX) = PAX + PJBX = (A’X + JBAX) — JPBX
— (42X + JBAX) — J(ABX + JB*X) = (A> + B))X + J(BA — AB)X,

comparando parte normal y parte tangente obtenemos las dos primeras afirmaciones. O

Corolario 4.1.3. 5@ M es una subvariedad Lagrangiana de la variedad de Sekigawa, entonces

existen un marco ortonormal Ey, Es, ..., E, € X(M) y n funciones 0; : M — [0, 7), tales que,
PE; = cos(20;)E; + sen(20;)JE;.

Demostracion. Del hecho que A y B conmutan y son operadores simétricos, se sigue que, son

simultaneamente diagonalizables, esto es, existen campos ortogonales F1, F», ..., E,, tales que,
BE; = B,

estas 1ltimas ecuaciones aseguran que,
1 = (E;, E)) = (PE;, PE;) = (\Ei + piJ Ei, N Ei + i Ei) = X} + 12,

de aqui, existen funciones 6;, con imagen en [0, 7), tales que, \; = cos(20;) y p; = sen(26;) O
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Observacion 5. La eleccion natural del argumento de las funciones seno y coseno del Corolario
4.1.3 son simplemente 6;. En este caso se modifica, pues este argumento es ttil para simplificar

los calculos de las demostraciones siguientes.

Teorema 4.1.4. Sean Ei, Fs, ..., E, los campos que se garantizan que existen en Corolario

4.1.3, entonces, para cada eleccion de i, k,j € {1,2,--- ,n},

(—cos(26) + cos(26;)) (gj; + waj) = 4sen(20;)(E; - 0;)0,1, + 2(sen(20y) + Sen(2(9j))hk

159

(sen(20y) — sen(26;)) (g{j z-j) = 4cos(20;)(E; - 0;)0; + 2(cos(20) + 003(29j))hk

177

donde G = (G(E;, E), JEy), hly = (h(E;, E;), JE) y wi; = (Dp,Ej, Ey) = (Vi,Ej, Ey) =
<Z?:1 wi; B, Ek> son los simbolos de Christoffel de la conexion de M. En particular, si j = k,

Demostracion. Vamos a utilizar la Ecuacion 3.7,
G(X,PU)+ PG(X,U) = —2J(DxP)U,

para ello, calculamos el lado izquierdo por separado, esto es, utilizando la Proposicién 1.1.6 se

sigue, que para cualesquiera E;, IE/;, JE,
<g(EZ7 PEj), JEk> = <g(EZ, COS(QQj)Ej + S€TL(20j)JEj), JEk>
= (G(E;, cos(20;)E;), JE,) + (G(E;, sen(20;)JE;), JEy)
= (G(E;, cos(20;)E;)), JE,) — (JG(E;, sen(20,)E;), JEy)
= 003(26’j)gfj.

En el caso del otro sumando,

(PG(Ei, E;), JE,) = (G(Ei, Ej), PJEL)
— _(G(E,,E,), JPE)
— _(G(E,, E}), J(cos(204) Ey + sen(265).TEy))
= —(G(E;, Ej),cos(20y)J Ey, — sen(26y)Ey))

= —cos(29k)
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El lado derecho es,
(=2J(Dpg,P)E;, JE,) = (=2(Dpg,P)E;, Ex) = —2(Dg,PE;, Ey) +2(PDg,E;, Ey) .
Calculamos por separado cada uno de los sumandos, el primero primero es,

—2(Dg,PE;, Ey) = —2(Dg,(cos(20;)E; + sen(20;)JE;), Ey)
= —2(FE; - cos(20;)E;, Ey) — 2(cos(20;)Dg, E;, E})
—2(E; - sen(20;)JE;, Ey,) — 2 (sen(20;)Dg, JE;, E))
= 4sen(20;)(E; - 0;)0,, — 2005(29j)wfj — 2sen(20;) (A g, Ei, Ey)

= 4sen(20;)(E; - ;)0 — 2cos(20;)wl; — 2sen(26;) ki),
y ademas,

2(PDp,E;, Ey) = 2(DpE,, PE)
= 2(Dg,E;, cos(20y)Ey, + sen(26y)J Ey,)
= 2(Dg,E;j, cos(20,)Ex) + 2 (Dg,E;, sen(260;)J Ey)

= 2005(29k)wfj + 236n(29k)hfj-

Al igualar tenemos la primer ecuacién. Por otro lado, para cualesquiera Fj;, Ej, E, el primer

sumando de la Ecuacién 3.7,

(G(E;, PE;)), Ey) = (G(E;, cos(20;)E; + sen(20,)JE;), Ey)
= (G(E;, cos(20;)E;), Ex) + (G(E;, sen(26;)JE;), Ex)
= <Q(EZ, COS(QQj)Ej), Ek> — (JQ(E“ sen(29j)Ej), Ek>

= sen(26;)GL,
el segundo sumando es,

(PG(E;, Ej), Ey) = (G(Ei, Ej), PEy)
= (G(E:, E;), cos(20,) Ey + sen(20;) JEy)
— (G(E,, E;), cos(26:) Ex + sen(26,) T Ey))
= sen(20,)GL.
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Por el otro lado, la parte derecha es,
(=2J(Dg,P)E;,Ey) = 2(Dg,PE;, JE,) —2(PDg,E;, JE)) .
Calculamos primero,
2(Dg,PE;, JE,) = 2(Dg,(cos(20;)E; + sen(20,)JE;), JEy)
= 2((E;-cos(20)))E;, JEy) 2 (cos(20;)Dg,E;, JEy)
+2((E
= 2c0s(26;)h;; + 4cos(26;)(E; - 0;)5

;- sen(20;))JE;, JE) + 2 (sen(20;)Dg, JE;, JE)

2sen(20;) (Vg JE;, JE)
= 2003(29])h’C + 4cos(20;)(E; - 6,)0,

2sen(20;) (JV g, E;, JE) + 2sen(20;) (G(E;, E;), JEy)
= 4cos(260;)(E; - 0;)6;c + 2sen(20;)ws; + 2cos(20;)h;

—{—28671(29])95,

Y
2(PDgE;, Ey) = 2(Dg,E;, PEy)
= 2(Dg,E;, cos(20y)Ey, + sen(26y)J Ey,)
= 2(Dg,E;j, cos(20y)Ex) + 2 (Dg,E;, sen(20;)J Ey)
= 2005(29k)wfj + 236n(29k)hfj.
Igualando, tenemos la segunda ecuaciéon. En particular si hacemos k& = j las dos ecuaciones se

reducen a,

0 = 4sen(26,)E; - 0, + 4sen(20;)h].

’L]7
0 = 4cos(20,)E; - 0; + 4cos(20;)h]

2]7

las cuales al sumarlas implican que,
((Ez -0;) + h{j) (cos(26;) + sen(26;)) = 0,
ya que las funciones cos y sen no se anulan al mismo tiempo entonces,
— J i

Lo que concluye la prueba. O
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Teorema 4.1.5. Una subvariedad lagrangiana conexa M, de G x G es minima si y solo si la

suma de los angulos es constante.

Demostracion. Sean Ey, Ey, -+, E, € X(M) los campos que diagonalizan a los operadores A y

B, que se obtienen en el Corolario 4.1.3, aplicamos el Teorema 4.1.4 para obtener,

dim(M) dim(M)

dim(M)
Ei- > 0 = Y E-0;=- Y (h(E;E) JE)
j=1

i=1 Jj=1

dim(M)
1

j=

dim (M)
Por lo que si suponemos que Z 6;, es constante, entonces para cada i = 1,2,--- , dim(M),
j=1
(dim(M)H, JE;) =0,
dim (M)
en otras palabras, M es minima. Por otro lado, si M es minima dim(M)H = Z h(E;, E;) =0,
j=1
esto es, para todo i = 1,2, -+, dim(M),
dim(M)
E;- ) 6;=0,
j=1
dim(M)

esto es, Z 0 es constante. ]

j=1

4.2. Subvariedades lagrangianas totalmente geodésicas

en G x G

En esta seccién vamos a probar que las inmersiones del grupo de Lie G en la variedad de
Sekigawa GG x (G son inmersiones isométricas, Lagrangianas y totalmente geodésicas. En algunos
casos esto se prueba sin ninguna hipétesis adicional, en caso de existir alguna condicion extra

la mencionaremos en el ejemplo.

Ejemplo 13. La inmersion ¢o : G — G x G, definida como ¢o(p) = (e,p) donde e es la
identidad en G.



82 CAPITULO 4. ANGULOS DE UNA SUBVARIEDAD LAGRANGIANA DE G x G

Demostracion. Sea {Xi, Xs,---, X, } un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. Notemos que, dopo(X;) = (0, X;) = X/, se sigue que, para cualesquiera i # j,
<d¢2X¢,d¢2 <XU X”> = 9 XZ7X ) = 513‘7

esto es, la inmersién es isométrica. Luego, para probar que la inmersion es lagrangiana, los
calculos,

(Jdpa X, dpaX;) = (JX!, X)) = (X]', X)) =0,

2

prueban que la inmersion es Lagrangiana. Ahora, para probar que es una subvariedad totalmente
geodesica, sabemos por lo anterior que si, X1, Xy, -+, X,, € X(G) es marco ortonormal para
G. Entonces dp. X7 = X7,dpa Xy = XJ,--- ,dpaX,, = X es un marco ortonormal de la

subvariedad inmersa. Ahora, de la férmula de Gauss, y de la Proposiciéon 3.2.1, se sigue,
Vo X+ h(X7, X7) = Dx» X7 = (Vx, X;)" = dp2(Vx, X;).

Al comparar las partes normales y partes tangentes obtenemos que, h(X}, X H ) = 0 para todo
1,7, esto es, la inmersién ¢, es totalmente geodésica.
Por 1ltimo, vamos a calcular, en esta base, cuales son los angulos que le corresponden a esta

inmersion, para ello utilizamos el Lema 3.3.7. esto es,

1 4n am
Pdg,(X;) = P(X?) = ?th — in” = ——Xv _ iJX” = cos < 3 ) X! + sen ( 3 ) JX}.

En este caso los angulos son independientes del marco ortonormal, los cuales son en cada caso,

9
g, = <~ O
3

Ejemplo 14. La inmersion ¢, : G — G X G definida por ¢1(p) = (p,e).

Demostracion. Sea {Xi, Xy, -+, X, } un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos de
G. La diferencial satisface, d¢y(X;) = (X,0) = ‘[X " — 1X?. Los célculos siguientes muestran

que ¢1, es una inmersion isométrica,

3 1 3 1 3 1

din X;, do X ;) = ,
{dén ¢1J><2121212 4 4

Por otro lado, el que sea una subvariedad lagrangiana lo prueba el cédlculo siguiente,

2 ' 2- v T 2
— 1 1
- <_\/§X,U_—X,h \/_gxh__xv>:().

(Jdpr X;,dp1 X;) = <J(£X.h— 1X.v) \/—gx’?— 1X;>

2 o2t 27 27
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Por dltimo utilizando la férmula de Gauss y la Proposicién 3.2.1,

V3 1.,
Dk = Digug o (56035

- Lwax) -ty

= d®(Vy,Xj),
el cual es tangente a la inmersion. Esto es, la segunda forma fundamental se anula, lo que es
equivalente a que la inmersion sea totalmente geodésica. Una prueba maés sencilla de este mismo
hecho se hace utilizando que la funcién p : G x G — G x G, definida por, p(g, h) = (h, g) es una
isometria. Ademas es claro que, dp = P. Sabemos por el Corolario 3.3.8, que p es antiholomorfa
(Definicién 1.2.11). El hecho que ¢; = po ¢9, garantiza que al aplicar el Lema 1.2.12, ¢; es una
inmersion lagrangiana. Ademas ¢; es una inmersion isométrica, ya que es composiciéon de una

inmersion isométrica y una isometria y por lo tanto también totalmente geodésica. Por tltimo

para calcular los angulos que le corresponden a esta base ortonormal hacemos,

Pds(X) = P (?X{L— %XZ’>

3 /(1 3 1 (V3 1
2 \2 2 2\ 2

Por otro lado para variables a y b tenemos,

1 1
adgy(X;) + bJdoi(X;) = a (?X{’ - 5X§’) +bJ (?Xih - §Xf>
\/g h 1 v \/§ v 1 h
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Estas dos ecuaciones son iguales si y sélo si, a = —% y b= —*/75, esto hace que,

Pd¢1<Xi>=—§d¢1<Xi>—§Jd¢1<X,->=cos( )dm >+sen<46)Jd¢1< SRNTRY

Lo que garantiza que cualquier base diagonaliza a los operadores A y B, por lo tanto los angulos

correspondientes a esta base (y a cualquiera) son ¢; = 4,?“. ]
Ejemplo 15. La inmersion diagonal, esto es, A : G — G x G definida por A(p) = (p,p).

Demostracion. Sea {Xi, Xs,---, X,,} un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. La imagen bajo la derivada es, dA(X;) = (X;, X;) = ‘[Xh + $X". Calculamos,
(dA(X:), dA(X;)) = (X, X0), (X5, X5))
1
= h((Xi, Xy), (Xj, Xj)) = 5h((Xi, Xi), P(X;, X))
1
= h((Xs, Xi), (X, Xp)) = 5h((X Xa), (X5, X))
(Sija

con lo cual se comprueba que la inmersién es isométrica. Por otro lado, para comprobar que A

es una inmersion Lagrangiana hacemos,
(AA(X), JopdA(X;)) = (X, X5), (X X))
= < Xi, Xi), X —-X; )>

= (h((XZ,X) (X;, —Xj))—%h((Xi,Xi),P(Xj,—Xj)))

(08 X0, 065, ,0) = Fh(0X X0, (-5,X,) )

=5l 5l-

Ahora, para probar que la inmersiéon A es totalmente geodésica, calculamos,

V3 1oy
DinxpydA(X;) = D(@X{%%X}’) <7X§L+§Xj

3 V3 . V3 1 ;
= Z—lDXZ,LX]’.uLTDX,LX. 1 DXUXh+4DXUX
3/ 2 1 2 .
= E(VXZXJ') (VXX —3(VxX)) +7(VXin)
V3 (1 N 3
Vo2V X, X)) = —— X,
#52 (FT0X)) + 700 = (T )"+ (T

= dA(Vx,X;).
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Con lo cual podemos afirmar que la segunda forma fundamental se anula y por tanto, la
inmersion es totalmente geodésica. Por tltimo, para calcular los angulos que le corresponden a

esta base observamos que,
Esto es, el angulo que le corresponde a cada campo X; es #; = 0. O

Ejemplo 16. Seano € G yv : G — G X G la funcion dada por v(g) = (g, Ry(g)). La condicion
general para que la inmersion v sea inmersion isométrica, Lagrangiana y totalmente geodésica

es o0 € Z(G). Mientras por separado tenemos,

1. Ad, + Ad,-1 = 2Id si y solo si v es inmersion isométrica.
2. Ad,2 = Id si y solo si v es inmersion Lagrangiana.

3. adx(Ad,(Y)) = —ady (Ad,(X)) para cada campo invariante izquierdo X,Y € X(G) si y

solo si v es inmersion totalmente geodésica.

Demostracion. Sea {X1, X, ..., X, } un marco ortonormal de G. La imagen bajo la diferencial
dv(X;) = (X;,dR,(X;)). Primero, veamos que es una inmersién isométrica, para ello hacemos
para todo i,7 € {1,2,...,n},

((Xi, dR,(X5)), (X, dRs(X5))) = h((Xi, dRs (X

1

), (X, 4R, (X))
(X)), (X, dR, (X,))

= (X0 R (X)), (X5, ARy (X))

g (X AR, (X)), (AL (AR, (X)), AL, (X))

= By 9(dRo(X0), R, (X)) = 59(Xe dLgmr (AR, (X;)

~S0(dR,(X,), ALy (X,))

= 20— 300X, Ady1 (X)) — 30(Ad,1(X0), X))

— 20— 39(Ads(X,),X,) — S0(Ady1 (X)X,

= %, Lo(Ady(X)) + Ady-1 (X)), X))

Por lo que, v es una inmersion isométrica si y solo si,

(X, dR,(X3)), (X, dRo (X)) = 0,
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si y sélo si,

1
59(Ado (Xi) + Ady—1(X3), X)) = 0y,

si y solo si,

AdU(XZ> + Ado.—l(XZ’) = QXZ - 2[d(XZ>
En otras palabras, la condicion equivalente para que la inmersiéon v sea isométrica es,
Ad, + Ad,-+ = 21d.

Por otro lado, la hipétesis o0 € Z(G) es equivalente a que Ad, = Id por la Proposicién 1.3.18,

se sigue que Ady,-1 = Id, con lo que es posible concluir que,
Ad, + Ad,-1 = 21d.

Asi, v es una inmersién isométrica. Para probar que v es una inmersién Lagrangiana, calculamos

(dv(Xy), Ieordv(X;)) = ¢

1
¢ = <<Xi,dRa<Xl->>,7<2dLU-1czRa<Xj>—Xj,—ZdLa<Xj>+dRa<Xj>>>

= h (Xi,dR (X)), T(QdL o-1dRy(X;) — X;, —2dL,(X;) —|—dRU(Xj)))

b ((XZ,dR (X)), 7 P(2dL, dR,(X;) — X;,—2dLy(X,) + dR (Xj))>
_ ((Xi,dR (X )),%(2@0 VAR, (X;) — X, —2dL0(X;) +dRU(Xj)))

—h ((XZ,dR (XZ)),%(dLU (=2dLo (X;) + dRo(X,))), dLo(2dLy ARy (X;) —Xj))
_ ((Xi,dR (X )),%(2@0 VAR, (X;) — X;, —2dL0(X;) +dRU(Xj)))

1

—5h ((X“dR (X2)), —=(—2X; + dLy—1dRy(X;))), 2dRy(X;) — dLo(X; )))

5-
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Usamos la definicién de la métrica producto y obtenemos,

1 1
¢ = s (Xi,zAdal<Xj> - X))+ J=g(dR,(X,), 2L, (Xj>+dRa<Xj>)
~ X, —2X, + Ad, (X)) — %g(dRa(X) 2dR,(X;) — dL,(X;))

2
- %g(xi, Ad, (X)) - %5”. - %g(Ada_1(Xi),Xj) 4 %5@-
%&j — %Q(Ada()(i), X;) — %(5”’ + %g(AdJ—l(Xi),Xj)
= 0 Ad(X0). X)) = by = —g(Ad (X), X,) + =0
Vil 2@( (X0).X,) = b+ S=0(Ad,1(X). X)
X,)

= _g(Ad, (X)),
= 2 g(Ad(Xy) — Ady (X0, X).
Entonces, v es una inmersion Lagrangiana si ( = 0, lo cual ocurre si y sélo si,
9(Ad,(X;) — Ady1(X0), X;) =0,

si y solo si,

Ad, — Ad,-+ = 0.
Equivalentemente si
Ad, = Ad,-1,
0
Ad,2 = Id,

lo cual, en nuestro caso es cierto ya que Ad, = Id. Es conveniente hacer una observacion aqui,

las condiciones para que la inmersion sea isométrica y Lagrangiana son respectivamente,
1. Ad, + Ad,- = 2Id,
2. Ad,> = Id.

y estas son equivalentes a que o € Z(G), lo cual, es equivalente a que la representacién adjunta
cumpla Ad, = Id, esto por la Proposicién 1.3.18. Para probar esta afirmacion, notemos que es

evidente que la condicién Ad, = Id implica que las ecuaciones se satisfacen. Reciprocamente,
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si suponemos validas estas ecuaciones podemos aplicar la representacion adjunta a la primera
de ellas obteniendo,

Ady + Id = 2Ad,,
luego, utilizando la segunda de ellas y sustituyéndola en esta ecuacion obtenemos,

21d = 2Ad,,

lo que es equivalente a Id = Ad,. Por ultimo, para probar que v es totalmente geodésica, como

en los casos anteriores calculamos,
Dayxydv(X;) = D(x,ar,x))(X;, dBs (X))

1
— N (X Y
B D(%(Xi)h*%(Xi)”rng(Xi)v) < (X]) Q(XJ) +dRU(X]) >

W
S

1
(5(Tamcx0)") = 5(Vam 000X + (Va5 R )"

V3

1 v
= T X) - (T - Y

(VxdRo(X)" + 5(Vx,dRo(X;))"

1
(Var,(x)X;)" + (Var, x,)dRs (X;))".

= (Var,xnX;)" — 5

Notemos que, el ultimo término
1 1
Var, (x) Ao (Xi) = SldRo(Xi), dRo (X;)] = 5dR([Xi, Xj]) = dRo(Vx, X;).

En los términos tres y cuatro, sustituyendo la Definicién 3.1.4, de un campo horizontal o vertical,

se tiene,

Y R (3,))" ST (X)) = (=T, (X,). VxR ().
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De manera analoga, con los términos cinco y seis,

V3 1 , 1
?(Van(Xi)Xj)h - §(VdRa(Xi)Xj) = g(VdRo(Xi)Xja ~Var, (x)X;)-

En otras palabras tenemos,

V3 1 ;
Dayxpdv(X;) = T(VXin)h— é(inXj> + dR,(Vx,X;)
1 1
3 (VX dRo (X5), Vi, dBo (X5)) + 5 (Var, () X5, = Var, (x) Xj)

1
= dV(VXin) + g(—inng<Xj), indRa(Xj))

1
+§(VdRa(Xi)Xj, ~Var,(x)X;)-

De esto tenemos que v es una inmersion totalmente geodésica si y solo si,

1 1
5 (X dRy (X)) = VxdBo (X)) = Var, (xpXj = 5ldBq (Xi), X,

al aplicar a la ecuacién la derivada de L' el cual es un difeomorfismo obtenemos la expresion

equivalente,

1 1
§[X27 Ado-—l(Xj)] = VXiAdo'_1<Xj> - vAdofl(Xi)Xj = §[Ada—1<Xi), X]]

La cual es equivalente a,

adx,Ad,—1(X;) = —adx,; Ad,(X;),

al utilizar la condicion Ad, = Id, la cual implica, en particular que, Ad,-1 = Id, tenemos que,
adx,Ad,(X;) = —adx, Ad,—(X;),

es verdadero y por lo tanto, v es una inmersion totalmente geodésica. O]

Ejemplo 17. Sea 0 € G. La funcion ¥ : G — G x G definida como 9(p) = (p~',pop™?!) =

(i(p), (Ro(p),i(p)))-

Demostracion. Sea {Xi, Xs,---, X, } un marco ortonormal de campos invariantes izquierdos

de G. La imagen bajo la derivada de ¥ en la identidad para cada k € {1,2,...,n} es,

dleV(Xk> - (dl(Xk)v d(:U’(RU?Z))(Xk)) = (_Xk7 dRU<Xk> - dLU(Xk>)
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La inmersién ¢ es isométrica si para cada k,j € {1,2,...,n},

0 = (dd(Xy), dI(X;)) = (=X, dRs(Xi) — dLo(Xy)), (=X, dRs(X;) — dLs (X))

= h((=Xk, dRo(Xy) — dLy(X)), (=X}, dR,(X;) — dL,(X})))
_%h((—Xk,dRo(Xk) Lo(Xi)), P(—=Xj, dRs(X;) — dLs(X;)))
= (=X, dRo(Xy) — dL,(Xy)), (= Xj, dRy(X;) — dL,(X;)))

—%h((—Xk,ng(Xk) o) (ALg-1 (dRo(X;) — dLy (X)), —dLy(X;))

L,(X
= g(Xk, Xj) + g (dRy(Xk) — dLy(Xy), dRy(X;) — dLo (X))

5 (9 (=X, Ady (X)) = X)) + g (dRo(Xe) — dLo(Xi), ~dLo(X;))).

Hacemos uso del hecho que la métrica de G es bi-invariante tenemos que,

(d9(Xg), dI(X;)) = 30k — g (dRs(Xy),dLs (X)) — g (dLo(Xk), dRy(X;))
—% (20k; — 9 (Ad,(Xy), X;j) — g (Ady-1(Xk), X;))

= 26y — 30/(Ad,(X5) + Adys(X0), X;)
Por lo tanto la inmersion es isométrica si y solo si,
Ady(Xk) + Ady-1(Xy) = 2X;.
Por otro lado, la inmersién 1 es una inmersién Lagrangiana si para cada k,j € {1,2,...,n},

0 = (d(Xy), JieoydI(X;)) = ((=Xp, dRy(Xy) — dLo(X1)), Je.) (=X, dR (X;) — dLo(X;)))

= (X o (X5) = AL, (X0)), T (2Ad (X)) = X5, LX) + AR X))
_ h((—xk,dRa<Xk> L4(X0)), 75 (2Aders (X)) = X, dL <Xj>+dRa<Xj>>)

g (X0 AR (X0) = AL (X0)), P (A (X)) = X3, dLa(X,) 4 (X))

\/_
- %h((—Xk,dRa(Xk) AL, (X)), (2Ady+(X;) — X;.dLo(X,) + dRy(X,)))
—%%h((—Xk,ng(Xk) AL, (X)), (Adys (X)) + X, 2dRy(X;) — dLo(X;)) .

Utilizando ahora que la métrica en GG es bi-invariante, tenemos que la inmersion es Lagrangiana
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si y sélo si,

0 = h((=XpdRo(Xs) — dLo (X)), (24dy+(X;) = X;, dLo(X;) + ARy (X;)))
_%h ((_Xk> dRa(Xk:) - dLJ(Xk))a (Ada*l(Xj) + Xj> 2dRU(Xj) - dLU(Xj)))
= g(=Xy,24d,1(X;) + X;) + g (dR,(Xy) — dL,(Xy),dL,(X;) + dR,(X;))

5 (0 (=X, Adyr(X,) + X;) + 9 (ARo(X0) = dLo(X0), 2Ry (X;) = dLo(X;))
= By = 29 (X, Ady 1 (X)) + g (ARo(X0), dLo(X,) — 9 (dLo(Xe), dRo(X,)
1

—5 (2055 = g (Xi, Ado-1(X;)) = 9 (dRo (Xi), dLo(X;)) = 29 (dLo(Xy), dRs (X))
= Okj — 29 (Ady(Xy), Xj) + g (Ado—1(Xy), X;j) — g (Ado(Xk), Xj)

—0j + %g (Ady(Xy), X;) + %9 (Ady—1(Xy), X;5) + g (Ado(Xi), X;)
- g(—g (Ady (X0), X;) + g (Ady1 (X)), X;))-

Por lo que la inmersién es Lagrangiana si y solo si,
Ady, — Ad,-1 =0,
lo cual ocurre si y sélo si,

Ad,» = Id.
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