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Capitulo 1

Prodlogo

Una vez que un concepto es explorado y comprendido en gréaficas, es natural
querer expanderlo hacia graficas dirigidas, que a su vez encuentran aplicaciones en
redes y, por ejemplo, en ciencias de la computacién.

Para este fin, esta tesis se basé inicialmente en el articulo Token Graphs, escrito
por Ruy Fabila Monroy et al y citado en [9]. La idea original era ver qué aspectos
analizados en ese articulo se podian generalizar si en lugar de usar graficas se usaban
digraficas, y observar qué aspectos cambian radicalmente, asi como las causas de
estos cambios.

Al no encontrar una fuente donde se estudiaran las digraficas de fichas, el primer
paso fue extender el concepto y preguntarse si tenia sentido. Posteriormente, se es-
tudian propiedades basicas de las digraficas de fichas, como las conexidades fuerte
y débil, las condiciones bajo las cuales existen trayectorias entre sus vértices, y se
mencionan resultados cuya demostracion es idéntica a aquella en [9].

Después de que estos aspectos son analizados, se procede a estudiar las digréaficas
de fichas de algunas familias comunes de digraficas, como los torneos, los arboles y
los ciclos.

En el ultimo capitulo, se habla sobre el juego Policias y Ladrones, y se mencionan
las reglas que éste necesita para poder jugarse sobre digraficas de fichas. Una vez que
el juego esta explicado, se seleccionan varias familias de digraficas; para cada una se
crea algoritmo para poder capturar a un ladron sobre su digrafica de fichas, y se da
una cota de tiempo para garantizar dicha captura. Algunas de estas familias constan
de digraficas cuyas propiedades no se aprecian en los casos pequenos, por lo que no
fueron examinadas en el capitulo correspondiente.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

2.1. Graficas y digraficas

Dado un conjunto no vacio V', una grafica simple sobre V' es una pareja ordenada
(V,E), donde E C (‘2/), y cada uno de sus elementos recibe el nombre de arista.
Una digrafica estricta sobre V' es una pareja ordenada (V, A) donde A C {(u,v) €
V xV: u#v},y cada elemento de A es una flecha. En ambos casos, los elementos
del conjunto V reciben el nombre de vértices. A lo largo de esta tesis, G representa
una grafica con conjunto de vértices V(G) y conjunto de aristas F(G), y D representa
una digréfica con conjunto de vértices V(D) y conjunto de flechas A(D), al menos
que se indique lo contrario. Si en el contexto no hay lugar a ambigliedades, estos
conjuntos se denotaran tnicamente V', E'y A.

Decimos que el orden de una grafica (digréfica) es |V, y su tamano es |E|(|A]).
Por lo general, denotaremos con n al orden y con m al tamano, aunque este ultimo
pardmetro se utiliza menos. Dada e € FE, si e = {u,v}, entonces u y v son los
extremos de e y son adyacentes entre si, y son vecinos uno del otro. También
decimos que e incide tanto en v como en v, y por lo general, nos referimos a una
arista inicamente por sus extremos. Para facilitar la notacion eliminamos las llaves,
es decir, la arista {u,v} se denota por uv. Por otro lado, si a es la flecha (u,v),
entonces u es su cola, v es su cabeza, y ©« domina a v. En este caso, u es invecino
de v, y v es exvecino de u. Una flecha (u,v), en una digrafica D, es simétrica si
(v,u) también es una flecha en D.

Para un vértice v en una grafica G, el conjunto {u € V(G): wu es vecino de v}
es llamado vecindad de v, y se denota por Ng(v). El grado de v, denotado por

!'Dados un conjunto X y un natural k, ()k() ={aCX: |a| =k}

3



4 CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS

dg(v), corresponde a |Ng(v)|. En una digrifica D, la exvecindad de un vértice v
es el conjunto {u € V(D): v domina a u}, y su cardinalidad es el exgrado de v,
denotado por dj,(v). Andlogamente, la invencindad de v es el conjunto de vértices
que dominan a v, su cardinalidad se llama ingrado, y se denota por d(e). Decimos
que un vértice es una fuente (sumidero) si su ingrado (exgrado) es 0. Una grafica
es regular si todos los vértices tienen el mismo grado, y es r-regular si ese grado es
r. Similarmente, una digrafica es inregular (exregular) si el ingrado (exgrado) es
el mismo para todo vértice. Si una digrafica es inregular y exregular, el ingrado y
el exgrado son el mismo, recibe el nombre de dirregular. Es facil demostrar que si
una grafica es inregular y exregular, también es dirregular, sin embargo, una grafica
puede ser inregular sin ser exregular, como se muestra en la Figura [2.1

O—=0—0

Figura 2.1: Una digréfica inregular, pero no exregular

Dada una digrafica D, su grafica subyacente U(D), es la gréfica que tiene el
mismo conjunto de vértices, y para la cual el conjunto de aristas es {uv: (u,v) €
A(D)}. Similarmente, para una grafica G podemos generar una superorientacién
de G, que es una digrafica cuya grafica subyacente es G. Una biorientacion es
una superorientacion donde todas las flechas son simétricas, y una orientacién es
una superorientacion sin flechas simétricas. De manera similar, una digréafica es una
grafica orientada si no tiene flechas simétricas.

2.2. Subgraficas y subdigraficas

Dos operaciones comunes en las graficas son la remocién de vértices y aristas. La
notacion para remover la arista e de G es simplemente G—e, y el resultado es la grafica
(V(G), E(G) — {e}). La notacién para remover un vértice es G — v, y el resultado es
la grifica (V(G) — {v}, E(G) —{e € E(G): v € e} ] Ademas de estas dos, podemos
definir la remocién en GG de un conjunto de vértices X de manera recursiva como G,
si X =0,0 (G- (X —{z})) —x, si x € X. Las remociones de vértices y flechas
se definen analogamente para las digraficas, y se pueden realizar iteradamente para
resultar en una subgréafica (subdigrafica). Para denotar que H es subgréfica o
subdigrafica de G, escribimos H C G. Una subgrafica (subdigréfica) es inducida si
se puede obtener de la grafica original aplicando inicamente la operacion de remocién
de vértices, y decimos que es generadora si puede obtenerse eliminando tinicamente
aristas (flechas). Se puede notar que en cualquier grafica (digrafica), las subgraficas
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(subdigraficas) inducidas estdn determinadas tinicamente por los vértices que tienen
o que remueven, es decir, si X C V, la subgrafica de GG inducida que contiene solo los
vértices en X es unica. Esta subgrafica (subdigréfica) se denota por G[X]. Decimos
que G tiene una copia de H si existe X C V(G) tal que G[X| = H.

2.3. Isomorfismos y homomorfismos

Dadas dos gréficas G y H, un isomorfismo es una funcién ¢ : V(G) — V(H)
biyectiva que preserva adyacencias y no-adyacencias, es decir, uv € E(G) siy solo si
o(u)p(v) € E(H). Si G es isomorfa a H, solemos escribir G = H. La relacién “ser
isomorfa a” es de equivalencia, por lo que podemos trabajar con la clase de todas to-
das las graficas isomorfas entre si como si fueran la misma grafica. Los isomorfismos
para digraficas se definen de manera similar. Un automorfismo es un isomorfismo
de una grafica a ella misma, y una grafica (digrafica) es vértice-transitiva si dados
cualesquiera dos vértices u y v existe un automorfismo ¢ tal que ¢(u) = v. Gene-
ralizando este concepto, una grafica (digrafica) es k-vértice transitiva si dados dos
k-conjuntos de vértices {vy,va, ..., vx} v {ug, us, ..., ux} existe un automorfismo ¢
tal que p(v;) = u; para toda i. Ademas, es arista-transitiva (flecha-transitiva) si
para cualesquiera dos aristas (flechas) existe un automorfismo que mande una en la
otra.

Por otro lado, un homomorfismo de G a H es una funcién ¢: V(G) — V(H)
que preserva adyacencias en el caso de las graficas, y dominancias en el caso de
las digraficas. A diferencia de un isomorfismo, un homomorfismo no necesita ser
biyectivo, asi que, intuitivamente, puede “comprimir” una grafica en una subgréfica
de otra grafica.

2.4. Caminos y conexidad

En una grafica, un camino es una sucesion alternante de vértices y aristas que
empieza y termina en un vértice, y en la que cada arista entre dos vértices incide en
ellos. Analogamente, un camino dirigido es una sucesién alternante de vértices y
flechas, donde cada flecha une al vértice anterior con el siguiente. Si un camino (di-
rigido) esta dado por la sucesion (vo, €, vy, €1, . .., €, v;), su longitud es [. El primer
y el ultimo vértice en un camino, ya sea dirigido o no, reciben el nombre de extre-
mos del camino, y cualquier otro vértice recibe el nombre de vértice interno. Un

2Esto es posible ya que las aristas son conjuntos.
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uY-camino es un camino que empieza en u y termina en v, y un uv-camino dirigido
se define de forma andloga, Un camino (dirigido) es cerrado si sus extremos son
iguales, y una trayectoria es un camino que no repite vértices, mientras que una
trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices. Una trayectoria
es hamiltoniana si utiliza todos los vértices de una grafica, una grafica es hamilto-
nianamente conexa si cualesquiera dos vértices estan unidos por una trayectoria
hamiltoniana.

Las graficas que sean trayectorias con n vértices se denotan por P,, o ?n en
caso de ser dirigidas. Decimos que una grafica es conexa si entre cualesquiera dos
vértices existe un camino que los una, e inconexa en el caso contrario. De hecho,
es posible demostrar que si existe un camino entre dos vértices, también existe una
trayectoria entre ellos. Una digréfica es fuertemente conexa (también llamada
“fuerte”) si para cualesquiera dos vértices existe un camino dirigido que los une, y
es débilmente conexa (o “débil”) si su grafica subyacente es conexa.

Generalizando el concepto de conexidad, una grafica con al menos un par de
vértices no adyacentes es k-conexa si no existe un (k — 1)-conjunto de vértices
cuya remocién resulte en una grafica inconexa, y el nimero de conexidad de una
grafica es el nimero més pequeno k para el cual existe un k-subconjunto X de V tal
que G — V es inconexa. Similarmente, una digrafica es k-conexa si es fuertemente
conexa y no existe (k — 1)-conjunto alguno de vértices cuya remocion resulte en una
digrafica que no sea fuertemente conexa. La k-conexidad de una digrafica y la de
su grafica subyacente no necesariamente son la misma, por ejemplo, la gréfica con
vértices {vg, v1,...,v9} y aristas {vgvy, v10, ..., Ugtg} es 2-conexa, pero la digrafica
obtenida al convertir la arista v;v;41 en la flecha (v;,v;11) no es 2-conexa, pues al

quitar cualquier vértice, el resultado es P9, que no es fuertemente conexa.

Dados dos vértices v y v en una grafica (digrafica) G, la distancia (distancia
dirigida) de u a v, denotada por dg(u,v) es la longitud de la uv-trayectoria mas
corta en la grafica (digrafica) en caso de que exista, y se define como oo en caso de
no existir. A pesar de que la distancia es una métrica en las graficas, no es simétrica
en las digrédficas. De hecho, si la digrafica en cuestion no es fuertemente conexa y de
tamano al menos 1, existen vértices u y v tales que d(u, v) es un entero, pero d(v,u) es
oo. Tanto para graficas como digraficas, la eccentricidad de un vértice v, denotada
por e(v) se define como méx,cy d(v,u), Apoydndose de esta definicién, el radio y el
didmetro son min,cy e(v) y méx,cy e(v) respectivamente. Es facil demostrar que si
H CGyu,veV(H), entonces dg(u,v) > dg(u,v).
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2.5. Ciclos y graficas circulantes

Un ciclo en una gréfica es un camino cerrado de longitud al menos 3 que no repite
aristas, en el cual el primer y el tltimo vértice son iguales, y cualesquiera dos vértices
internos son distintos entre si y distintos a los extremos. En una digrafica, un ciclo
dirigido es un camino dirigido cerrado de longitud al menos 2 en el que el tnico
vértice repetido es el primero, que aparece dos veces: una como extremo inicial y otra
como extremo final. Decimos que un ciclo es impar o par dependiendo del nimero
de vértices que tenga, y decimos que es inducido en una grafica G (digrafica D), si
para cualesquiera dos vértices v;, v; del ciclo sucede que v;v; € E%(vi, vj) € Ap) si
y solo si j =4 + 1. Los ciclos con n vértices se denotan por C,,, o C',, en caso de ser
dirigidos, y decimos que una grafica es hamiltoniana si contiene un ciclo que use
todos sus vértices. Notemos que para cualquier n > 3, las graficas y digraficas C), y

» son vértice-transitivas, arista-transitivas o flecha-transitivas y hamiltonianas.

Una grafica G de orden n es panciclica si para cualquier k € {3,4,...,n} sucede
que G contiene un ciclo de longitud k. La grafica en cuestién es vértice panciclica si
por cada vértice pasa un ciclo de longitud k para toda k € {3,4,...,n}. Un ejemplo
de grafica panciclica se verd en la Seccién [2.7]

Una manera de generalizar los ciclos es mediante las graficas circulantes . Estas
a su vez son un caso particular de las Graficas de Cayley, vy se definen de la siguiente
manera. Sea (Z,,+) el grupo aditivo de enteros médulo n y sea S C Z, — {0} tal
que —s € S siempre que s € S, la gréfica circulante C'(n,S) tiene como conjunto de
vértices Z, y dos vértices 7, j son adyacentes si y solo si j —¢ € S. En particular,
C, = C(n,{1,—1}). Las digraficas circulantes se definen de manera similar: sus
vértices son los elementos de Z,, el conjunto S también es subconjunto de Z,, — {0},
pero no necesita cumplir que —s € S para todo s € S, e i domina a jsi j —i € S.
Para distinguirlas de las graficas circulantes, las digraficas circulantes se denotaran

B(n,S).

_>
Figura 2.2: La digrafica circulante C(8,{1,2}).
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2.6. Arboles

Un arbol es una grafica conexa aciclica (es decir, sin ciclos), y un arbol dirigido
es una digrafica sin flechas simétricas cuya grafica subyacente es un arbol. Es facil
demostrar que en un arbol, cualesquiera dos vértices estan unidos por exactamente
una trayectoria, y si estos vértices son vy v y el arbol es T, esta trayactoria se denota
uTv. Todo arbol de orden mayor o igual que 2 tiene al menos dos vértices de grado 1,
que reciben el nombre de hojas. La siguiente es una caracterizacion de los arboles.

Teorema 1 ([12]). Si G es una grifica, entonces las siguientes son equivalentes.
1. La grdfica G es un arbol.

La grdafica G es aciclica de tamarnio n — 1

La grdafica G es conexa de tamano n — 1.

La grdafica G es aciclica, y ol anadirle cualquier arista se forma un ciclo.

S

La grdafica G es conexa, y se vuelve inconexa cuando se remueve cualquiera de
sus aristas.

6. Dados dos vértices en G, el camino que los une es 1unico.

En el contexto de graficas, un arbol enraizado es un arbol 7' con un vértice
distinguido r, que recibe el nombre de raiz. En un arbol de este tipo se pueden
definir varias funciones, de las cuales nos importan dos, la de parentesco y el nivel.
Para un vértice v, el nivel I7(v) se define como dp(r,v), mientras que el padre de v
es el pentltimo vértice de rT'v.

En un arbol enraizado dirigido, cada flecha va de un vértice con nivel ¢ a uno
con nivel ¢ + 1. En particular, la raiz es la tnica fuente, y todos los vértices sin hijos
(es decir, que no son padres de ningin otro vértice) son sumideros. En un arbol
enraizado dirigido, un vértice es un sumidero si y solo si es una hoja.

2.7. Torneos y graficas completas

Una grafica es completa si entre cualesquiera dos de sus vértices existe una
arista. La gréfica completa de n vértices se denota por K, es (n — 1)-regular, y por
convencion, es (n — 1)-conexa. Cualquier funcién biyectiva definida sobre sus vértices
es un automorfismo, y no existen homomorfismos biyectivos de K, a ninguna gréfica
distinta de K,.
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Un torneo es el resultado de orientar una grafica completa, y una digréafica es
semicompleta si su gréfica subyacente es completa. A pesar de las similitudes,
las digraficas semicompletas pueden tener flechas simétricas, pero los torneos no.
Decimos que un torneo es transitivo cuando es aciclico, esto para remarcar el hecho
de que la relacién definida por el conjunto de flechas es transitiva. En [19], Moon
demostré lo siguiente.

Teorema 2 (De Moon). Sea G un torneo de orden n, entonces G es fuertemente
conexo si y solo si es vértice-panciclico.

Como corolario, un torneo es fuerte si y solo si es hamiltoniano.

2.8. Producto cartesiano

Ademas de remover vértices y aristas, una operacion comun es el producto
cartesiano de dos graficas, definido a continuacion.

Definicién 1. Dadas dos gréficas G y H, el producto cartesiano, de G con H,
denotado por GOH, es la gréfica con conjunto de vértices V(G) x V(H), donde dos
vértices (u,z) y (v,y) son adyacentes siu =vyay € E(H) osiz =y y uv € E(G).

Graficamente, esta operacién sustituye cada vertice de H por una copia de Gy
viceversa. Es facil demostrar que GLH = HUG, y para graficas Gy, Gy, ..., Gy, el
producto se define de manera recursiva. Este producto se define de manera andloga
para digraficas, y da lugar a algunas familias interesantes, varias de las cuales se
definen a continuacion.

= Un prisma es una gréfica de la forma C,[1P,

El cubo @), se define recursivamente como ()1 = Ky y Q1 = QUK.

Una rejilla es una grafica de la forma P,[1F,,. En particular, la rejilla de n xm
es la grafica P,[1P,,.

Una rejilla cilindrica es una gréfica de la forma C,[1P,,

Una rejilla toroidal es una gréafica de la forma C,,0JC,,.

En una rejilla cilindrica, C,,0F,,, si  es un vértice en V(F,,), un nivel serd
cualquier copia de C), inducida por un conjunto de la forma {(v,z): v € C,}. Si
es el i-ésimo vértice, llamaremos a la copia correspondiente el “i-ésimo nivel”.
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D 3
R 2
D 3

L 2

O¢——0O0¢—0O
O¢———0O«——O
L 2
O¢——0O0¢—0O
O¢——0O0¢—0O

0 2
0 2

e - =
Figura 2.3: De izquierda a derecha: P3L1P,, Csl1P, y Cgl1Cs.

Cuando trabajemos con rejillas orientadas, supondremos que las orientaciones de

C, vy P, son C, y P, respectivamente. Varios ejemplos de estas rejillas se pueden
observar en la Figura [2.3



Capitulo 3

Graficas y Digraficas de Fichas

Para una grafica G con n vértices y un niimero natural k£ < n, se define la grafica
de k fichas Fj(G) de la siguiente manera. Cada vértice de Fi(G) es un k-conjunto
de V(G), y dos vértices A y B son adyacentes en Fy(G) si AAB € E(G).

De manera alternativa a la definicién anterior, podemos pensar los vértices de
Fi(G) como configuraciones de k vértices, donde cada uno de estos tiene una ficha,
y dos vértices A y B de F,(G) son adyacentes si es posible pasar de la configuracién
A ala configuracion B deslizando una ficha a través de una arista. La idea de ver los
vértices como configuraciones fue propuesta en [9], y es andloga a pensar en las “dis-
tintas maneras de colocar k fichas sobre los vértices”, lo que motiva el nombre de la
grafica de fichas. En este mismo articulo se muestran resultados sobre conectividad,
didmetro, clanes, nimero cromatico, trayectorias hamiltonianas, y producto carte-
siano de las gréficas de fichas. Asi mismo, se menciona que las Graficas de Johnson
son casos particulares de las graficas de fichas, por lo que éstas ultimas generalizan
algunos resultados de las primeras. Una de las conjeturas propuestas en este articulo
dice que si G es t- conexa con t > k, entonces Fi(G) es k(t — k + 1)-conexa. Dicha
conjetura fue demostrada en [I5], y tres anos después, en [16] muestra que si G es
t-conexa por aristas y t > k, entonces Fi(G) es al menos k(t — k + 1)-conexa por
aristas; en ese mismo articulo se muestran familias de graficas que cumplen con esta
cota.

Como se menciona en [4], Alavi et al estudiaron las gréficas de dos fichas en
1991 en [2], llamandolas “gréficas de vértices dobles”. Varias de las propiedades
de éstas son mencionadas en [3], y en este mismo articulo se menciona cémo estas
graficas pueden ser generalizadas para tomar mas de dos vértices. En 1992, Virginia
Wright escribié una tesis titulada n-Tuple vertex gmphsﬂsobre el mismo tema. Una

!Esta informacién se encuentra en [3], aunque no se pudo hallar dicha tesis.

11
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manera distinta de generalizar las graficas de vértices dobles que se propuso en [13]
es mediante “graficas completas de vértices dobles”. Dada una grafica G, la gréfica
completa de vértices dobles de G, denotada por CUy(G), tiene como vértices las
(”;1) parejas no ordenadas de V(G), incluyendo aquellas con repeticion, es decir, las
de la forma {v,v}. De nuevo, dos vértices {u,v} y {z,y} de CUs(G) son adyacentes
si {u, v} A{x,y} es una arista de G. A pesar del nombre, estas graficas son distintas
a las “Gréficas dobles” tratadas en [I7]. Las gréficas de dos fichas de caminos de
longitud n muestran ser de suma importancia en [I1], donde se utilizan para resolver

un problema abierto de codigos binarios.

En [5] se estudian las propiedades de las gréficas de k-fichas, llamadas en el articu-
lo “k-ésimas potencias simétricas”, desde una perspectiva algebraica, y se presentan
resultados relacionados con la mecdnica cuantica. Ademas, se presenta una férmula
para la matriz de adyacencia de Fi(G), que utiliza productos tensoriales.

Posteriormente, en [4], se hallan férmulas para el nimero de independencia de
Fy(Kp,,) v de F5(C,), asi como una férmula por casos para encontrar o acotar el
nimero de apareamiento v de Fj(G) cuando v(G) = |n/2].

En [7], los autores caracterizan las graficas que tienen al menos una grafica de
fichas regular, y muestran que para n > 10, las tnicas gréaficas de fichas planas son
F5(P,), y por consiguiente, F,,_5(P,). Ademds, se muestra que si H es un menor de
G, entonces Fi(H) es menor de Fi(Q).

Un ano més tarde, en [§] se estudiaron las propiedades del espectro laplaciano
de las gréficas de fichas. En este articulo, se define al espectro laplaciano Spec(G)
de una gréafica G como el conjunto de valores propios de D(G) — A(G), donde D(G)
es la matriz diagonal que en la i-ésima entrada diagonal tiene el grado del vértice
v;, y A(G) es la matriz de adyacencia. Uno de los resultados més sobresalientes
presentados aqui nos dice que dados dos enteros h y k tales que 1 < h < k < |n/2],
se tiene que Spec(F(G)) C Spec(Fi(G)). Ademas, se muestra que si Spec(Fi,(G)) =

{)\1,)\2,...,)\(2)}, y Spec(Fy(G)) = {,ul,,ug,...,u(z)}, entonces Spec(F(K,)) =
{1+ 1, Ao+ pas - 7)\(2) + M(Z)}-

A lo largo de esta tesis, se pretende trasladar el concepto de graficas de k fichas
hacia digréaficas, y se exhiben ciertas propiedades que se cumplen tanto en graficas
de fichas como en digraficas, asi como otras que solo pueden cumplirse en graficas.
A continuacién, se presenta la definicion de una digréafica de fichas.
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3.1. Propiedades basicas

Dada una digrafica D de orden m y un nimero natural & < n, se define la
digrafica de k fichas Fy (D) como la digrafica cuyos vértices son los k-conjuntos de
V(D), y en la cual para dos vértices A, B, sucede que (A, B) € A(Fy(D)) siy solo si
AAB ={a,b}, cona € A, b€ By (a,b) € A(D). En seguida se presentan algunas
propiedades que cumplen las digraficas de fichas.

Proposicién 3. Sea D una digrdfica de orden n y U(D) su grifica subyacente, para
cualquier k < n se tiene que U(Fy(D)) = F,(U(D)).

Demostracion. Es facil ver que en ambos casos, el conjunto de vértices es (V(kD )), por
lo que basta demostrar que los conjuntos de aristas son iguales. Supongamos primero
que AB € E(F(U(D))), entonces AAB es una arista en U(D), lo que corresponde
a al menos una flecha en D. De este modo, AAB corresponde a una flecha en Fj (D),
por lo que AB es una arista en la grafica subyacente U(F(D)). De la misma forma,
si AB es una arista en U(F)(D)), entonces le corresponde a una flecha en Fj (D), asi
que AAB es una arista en U(D). O

Otro resultado facil de demostrar pero menos intuitivo es el siguiente.

<liroposicién 4. Dada una digrifica D y k < n = |Vp|, se tiene que Fy(D) =
F (D).

Demostracion. Sabiendo que (Z) = (nfk), se propone la funcién ¢ definida por
p(A) =V — A. Observemos que si (A, B) es un(a_ﬂecha de Fy(D), entonces AAB =
{a,b}, cona € A, b€ By (a,b) € A(D). En F,_,(D), esto se traduce como una
flecha de V' — B (conjunto que contiene a a) a V' — A (conjunto que contiene a b).
El mismo razonamiento puede aplicarse para ver que toda flecha (V — A)(V — B) en

%
F D corresponde a una flecha de la forma (B, A) en Fj(D). O

Un corolario de esta Proposicién es que para una grafica G de orden n, se tiene
que Fi(G) =2 F,,_,(G). En virtud de este ultimo resultado, podemos suponer siempre
k < mn/2. Este corolario se presenté en [9].

A continuacion veremos mas propiedades de las digraficas de fichas. Como se
menciond anteriormente, Fi (D) tendrd orden () cuando D tenga n vértices. Para
contar las flechas, podemos observar que cada flecha (A, B) de Fi(D) proviene de
una flecha (a,b) de D, con a € Ay b € B. Por otro lado, dada una flecha (a,b) de
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D, podemos tomar un conjunto S de (Z:f) vértices de V' — {a, b}, y de este modo

(Su{a}, SU{b}) serd una flecha de Fi(D). Este razonamiento nos hace ver que hay

(7)1

flechas en F(D). Tanto este resultado como su prueba son andlogos a los obtenidos
en [9].

Para encontrar la exvecindad de un vértice A, tenemos que fijarnos en cada uno
de los vértices de D que componen a A. En concreto, cada vecino de A se ve de la
forma AU{b} —{a}, dondea € A;b ¢ Ay (a,b) € A(D). Esto significa dos cosas. En
primer lugar, la cantidad de flechas con cola en A (es decir, su exgrado) es el niimero
de flechas con cola en A y cabeza en V — A, y en segundo lugar, que la exvecindad
de Aes J,ca{AU{b} —{a}: b & A, (a,b) € A(D)}. Los resultados correspondientes
al ingrado de A se obtienen de manera similar.

Antes de poder analizar aspectos mas complicados de las digraficas de fichas, es
conveniente saber como obtener caminos en una digrafica de fichas a partir de los
caminos en la digrafica original.

Proposicién 5. Sea k € N, D una digrafica de orden al menos k, y a y b dos de sus
vértices. Dado un (k—1)-conjunto X CV —{a, b}, existe una trayectoria de X U{b}
a X U{a} en Fp(D) siy solo si existe una ab-trayectoria en D.

Demostracion. Primero supondremos que existe una ab-trayectoria en D. Sean A =
X U{a}y B=XU{b}. Sea P dado por (ag,ay,...,b) un ab-camino, llamemos a; al
ultimo vértice P que se encuentra en A. De esta forma,

(A7 AU {ai—l-l} - {ai}7 AU {ai—i-?} - {a’i}v s >A U {b} - {al})

es un camino en Fi(D) que empieza en A y termina en AU {b} — {a;}. Pensando en
Fi(D) como una gréfica de acomodos de fichas, esto corresponde a deslizar una ficha
de a; a b a través de P. Para completar el camino en Fy(D), solo debemos mover
la ficha de a; a aj4q para j € {i — 1,7 —2,...,0}. Al final del procedimiento, los
vértices de D con fichas son los de AU {b} — {ao}, que son precisamente los de B.
En general, este camino recibe el nombre de A5’ B. Es importante mencionar que
esta implicacion, asi como la construccién de AP B se realiz6 en [9] usando graficas
no dirigidas.

Para la otra implicacién, tomamos una (X U {a})(X U {b})-trayectoria P, dada
por la sucesién de vértices (X1, Xo,..., X)), y llamamos S a la sucesion de flechas
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de P. Para construir la ab-trayectoria en D, se usard el Algoritmo [I] Si S tiene una
sola flecha, ésta es en realidad (X U {a}, X U {b}), lo que implica que (a,b) es una
ab-trayectoria en D. Como este caso ya esta cubierto, supondremos que S tiene méas
de una flecha. Podemos ver que en caso de que el ciclo de la Linea[T][f] termine, T" serd
un ab-camino. Para demostrar que este ciclo siempre termina, primero se argumenta
por qué la Linea [IJ[§] siempre puede ejecutarse. Supongamos que el algoritmo estd
en su ¢-ésima iteracién, y que u es el ultimo vértice que fue anadido a 1. En este
momento, puede suceder cualquiera de los siguientes casos.

e Siu =0, el algoritmo ha terminado.

e Si u € X, sabemos que cada vez que “saquemos” a u de un elemento de la
trayectoria P, debemos “meterlo” en algiin momento posterior. Formalmente, por
cada i tal que X; — X1 = {u} existe j, con j > i, tal que X1 — X; = {u}.

e Siué¢ X yu+# a, tenemos un argumento similar al del caso anterior, y por cada
i tal que X; 11 — X; = {u} existe j, con j > i, tal que X; — X;11 = {u}.

e Por ultimo, si u = a, u sale de X; en la primera iteracion, y cada vez que entre,
tiene que volver a salir, por lo que existen exactamente p + 1 indices 7 tales
que X; — X;11 = {a} siempre que existan exactamente p indices j tales que
Xjn — Xj ={a}.

Los razonamientos en los casos anteriores implican que cada vez que se tenga una
flecha (X;, X;11), con X;11 — X; = {u}, se tendrd una flecha (posiblemente antes en
Sp) de la forma (X, X;41), con X; — X;11 = {u}, por lo que la linea siempre
puede ejecutarse.

Ahora veamos que, eventualmente, el ciclo en el algoritmo alcanza a b. Suponga-
mos por el contrario que el algoritmo se detiene sin encontrar a b, y que x es el ultimo
vértice de T. Por construcciéon de P, {x} = X;;; — X; para alguna ¢ € {1,...,l}.
Por lo que cae en algin caso de la lista anterior. Estos casos indican que siempre se
puede continuar la ejecuciéon, por lo que siempre se puede salir de z cuando = # b.

[
A continuacién se presenta una consecuencia inmediata de la Proposicién [5

Corolario 6. Si una digrdfica D de orden n tiene un ciclo dirigido de longitud ¢ y
1 < k < n, entonces Fi(D) tiene un ciclo dirigido de longitud (.

Demostracion. Sea C' = (vg,v1,...,v_1,V) un ciclo de longitud ¢ en D,y sea P =
(vo,v1,...,v—1) y sea X un (k — 1)-conjunto de V — {wg,v,_1}. Consideremos los
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Algoritmo 1 Reconstruccién de caminos
ENTRADA: lista de flechas de una trayectoria de X U{a} a X U{b} en Fj(D).
SALIDA: un ab-camino en D.

1: Procedimiento RECONSTRUCCION(SS)

a < Sl — Sl

b+ Sl — Sl

U< a

T ]

Mientras u # b ejecutar:
anadir v al final de 7.
A < primer elemento de S de la forma (Z U {u}, Z U {v})
U= v
quitar A de S

Terminar ciclo

anadir v al final de 7.

13: Regresar T'

14: Terminar procedimiento

ol
T

vértices X U{vo} y X U{v,_1} en Fj,(D). Por la Proposicién [, X U{vo} 7" X U{ve—1}
es una trayectoria de longitud ¢ — 1, y como X U {v,_;} domina a X U {v,}, se tiene
un ciclo de longitud ¢ en Fi(D). O

Es importante recalcar que la conversa del Corolario [0 es falsa, como se ve en la
Figura [3.1] La versién para gréficas de la primera implicacién de la Proposicién
fue presentada en [9], y tiene como consecuencia que la digréfica de k fichas de una
digrafica débilmente conexa siempre es débilmente conexa. La siguiente proposicién
nos hace ver que la conversa de la version para graficas es verdadera, es decir, que
una grafica es conexa si y solo si su grafica de fichas es conexa.

Proposicién 7. Si una grdfica G es inconezxa, entonces Fi,(G) es inconexa para toda
k.

Demostracion. Al tratar con graficas, podemos suponer que k < n/2. Si G es inco-
nexa, podemos tomar una particiéon (4, V3) de V' de tal forma que no haya aristas
de Vi a V4, y sin pérdida de generalidad podemos suponer que |Vi| < k. Se sigue
que el conjunto de vértices (‘2) de Fy(G) no tiene aristas que lo conecten con su
complemento, pues una arista de este tipo se ve de la forma {4, AU v — {u}}, con
v € Va. Esta arista de Fj(G) corresponde en G a la arista uv, con u € Vi y v € Vs,
lo que contradice que G sea inconexa. O
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Este mismo razonamiento se usara en el futuro para encontrar cémo se comporta
la conexidad fuerte con respecto a las digraficas de fichas. Una consecuencia de las
Proposiciones [f] y [7] es la siguiente.

Proposicién 8. Sean 07(X) y 0~ (X) un excorte y un incorte en una digrdfica D,
con |X| < k, entonces el conjunto {0t({I € (}): [INX|=1t}: 1<t <|X[|}
es una coleccion de excortes en Fi(D) cuyas flechas corresponden inicamente a las

flechas de 07(X) y 0~ (X), y que toda flecha proveniente de 0 (X)U 0™ (X) estd en
alguno de estos cortes.

Demostracién. Para cada t se define el conjunto S; como 07{I € (Z) I N X| =t}
Por definicién, S; es un excorte por ser de la forma 0 (A) para algin A C V(Fi(D)).
Gracias a esto, solo basta ver que todas las flechas de S; corresponden a flechas de
OH(X)U 0 (X), y que todas las flechas de 07 (X) U 9~ (X) corresponden a una de
S; para al menos una t.

Para la primera parte, queremos tomar una flecha arbitraria de S; y verificar que
proviene de alguna flecha de 0% (X) U 0~ (X). Para esto, tomemos un k-conjunto I
de V(D) tal que |[I N X| = t, y pongdmosle una ficha a cada uno de los vértices de
I. Fijémonos unicamente en las flechas de D con cola en I y cabeza fuera de I, es
decir, en 9},(I). Si queremos deslizar una ficha en I por una flecha de 95 (1), de tal
forma que el conjunto con fichas resultante no tenga exactamente t vértices de X,
tenemos a lo mas dos opciones.

1. Tomar una ficha en un vértice de INX y pasarla, mediante una flecha de 9;,(1),
a un vértice de V' — X. En este caso, el vértice resultante de Fj(D) tendra ¢ —1
vértices de X, o

2. tomar una ficha de I — X y pasarla, a través de una flecha de 9},(I), a un
vértice de X. En este otro caso, el vértice resultante de Fj(D) tendrd ¢ + 1
vértices de X.

En la primera opcién estamos usando una flecha de 9% (X), y en la segunda, una de
07 (X). Esto indica que todas las flechas de S; corresponden a flechas de 97 (X) U
0~ (X).

Para la segunda correspondencia, tomemos cualquier flecha uv de 9% (X)U0~(X)
y cualquier (k — 1)-conjunto I de V(D) — {u,v}. En Fj(D), tendremos la flecha
(I U{v}, I U{u}), que estard en el corte Sjsuguy)nx|- O

Ademas, existe una relacion entre las digraficas de fichas y los productos de
digraficas, que es expresada en la siguiente proposicién. La version para graficas fue
demostrada en [9], y el argumento para su demostracion en digréficas es idéntico.



18 CAPITULO 3. GRAFICAS Y DIGRAFICAS DE FICHAS

Proposicién 9. Sean Hy,..., H,, subdigrificas inducidas de D ajenas por vértices
dos a dos. Si 1l <s; <|V(H;)| y> i, s =k, entonces Fi,(D) contiene una copia

Como corolario, para k = 2 se tiene que si H y H' son subdigraficas ajenas
inducidas de D, entonces HOH' es subdigréfica inducida de Fy(D).

3.2. Conexidad fuerte

Una vez que sabemos qué sucede con las trayectorias en las graficas de fichas,
podemos ver qué sucede con las componentes fuertes. Para analizar este fenémeno,
supongamos que D es una digrafica con al menos una componente fuerte H, y pen-
semos en los siguientes dos casos. El primero es que |V(H)| < k + 1, y el segundo
que |[V(H)| > k+1.

Para el primer caso, supongamos primero que H tiene mas de un vértice y fijemos
un conjunto X C V(D) —V(H) de cardinalidad k+ 1 — |V (H)|. Notemos que por la
cota de |V (H)|, X puede ser vacio. El siguiente paso es notar que por cada flecha (a, b)
de H, tenemos la flecha (X UV (H) —{b}, X UV (H) —{a}) en F}(D), lo que implica
que la grafica inducida por {X UV (H)—{a}: a € V(H)} es una copiade H en D,y
por lo tanto es fuertemente conexa. Esto significa que por cada componente fuerte H
de D con menos de k+ 2 vértices hay (‘fol?&%ﬁ') subdigraficas fuertemente conexas
en Fi(D) que son isomorfas a H, y ademds son ajenas por vértices. Es importante
observar que éstas pueden no ser maximas por contencién con la propiedad de ser
fuertemente conexas, pues esto depende del conjunto X que se tome. En la Figura
3.1] se puede observar que los vértices de color rojo en D forman una componente
conexa. Las tres copias de dicha componente han sido marcadas con colores en la
digrafica de fichas a la derecha, pero solo la copia roja es una componente, ya que
las otras dos no son méaximas por contencion.

Observemos de nuevo la Figura[3.1} Al fijar H como la componente de la primera
digrafica formada por los vértices 4 y 5 podemos notar que al definir X = {2,3} (o
X = {1,3}), es inmediato ver que los vértices verdes (respectivamente, los azules)
en la gréafica de tres fichas no forman una componente conexa, y en ambos casos esto
parece ser consecuencia de que exista un camino cerrado que empiece y termine en
X pero que pase por vértices de V — (X U V(H)). A raiz de esta observacién, uno
puede intuir la siguiente proposicién.

Proposicion 10. Dadas D una digrafica, k un natural, H una componente fuerte de
D con al menos dos y a lo mads k + 1 vértices, y X C V(D) —V(H) de cardinalidad
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D “ e J
D F5(D) F5(D)

Figura 3.1: Del lado izquierdo, una digrafica débilmente conexa, y en el centro y a
la derecha, sus digraficas de tres fichas y dos fichas respectivamente. Las flechas en
las digraficas de fichas han sido coloreadas para identificar a qué flecha de la grafica
original corresponden.

k+1—|V(H)|. Si se define Xy = {X UV (H) - {a}: a € V(H)}, entonces la
digrdfica inducida por Xy es una componente fuerte en Fj,(D) si y solo si no existe
componente fuerte alguna de G que contenga vértices de X y de V(G — H) — X.

Demostracion. Para cada v € V(H), se define el vértice H, de Fi(D) como {X U
V(H)—{v}}. Para la primera implicacién, procedemos por contrapositiva. Suponga-
mos que existe un camino cerrado P en D — H con vértices de X y de V(G—H)— X.
Sea P = (vy,...,v,), con vy € X,y sea v, el vértice de P tal que

ey, 1 €X

o v, ¢ X

e Existel € {0,1,...,p—q—1} tal que v; ¢ X paratodai € {q,q+1...,q+1}.
e v € X paratodaje{¢g+1+1,... p}

Se sigue que para cada a € V(H), el vértice H, estd en el camino de dos vértices
(Hy, Ho—{vg-1}U{v,}). Como P es cerradoy H,—{v,—1 }U{v 1} AHy = {Vg41,Vg-1},
podemos concatenar este camino con el camino (H, — {v,—1} U {v,41}) P Ha, que
podemos obtener usando la Proposicién [f. Esto quiere decir que Xy no es maxima
por contencién con la propiedad de ser fuerte, lo que concluye la primera implicacion.

Para la otra implicacién, supongamos que Xz no induce una componente fuerte,
asi que para algin Hy; € Xy dado por X U V(H) — {hy} existe un vértice A €
N*T(Hy) N Nt(Xpg) para el cual existe un AH;-camino. Demostremos primero que
X g A

Si X C A, entonces A = (X UV(H)) — {h1,ha}) U {s}, con hy € V(H), s €
V(D) — (XUV(H)),y (he,s) € A(D). Sin embargo AAH; = {s, hs}, y usando el
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Algoritmo , podemos ver que el AH;-camino en Fi(D) nos da un shy- camino en
D, lo que contradice que H sea una componente fuerte de D.

Ahora sabemos que A es de la forma X UV (H) — {hy,z1} U {s}, con z; € X.
Notemos que si s = hy, entonces (1, hy) € A(D), y de nuevo, sabiendo que AAH; =
{hy, 21} y usando el Algoritmo , existe una h,xi-trayectoria en D, lo que contradice,
de nuevo, que H sea una componente fuerte.

Una vez analizado ese caso, sabemos que A = X UV(H) — {hy, 21} U {s}, con
r1€XyseV—(XUV(H)). Como ANH, = {s, 2}, en virtud del Algoritmo [1]
tenemos un camino cerrado en D que contiene a x y a s, que era lo que estabamos
buscando. A diferencia de los casos anteriores, la existencia de este camino cerrado
no contradice que H sea una componente fuerte de D. O

Si ademés se tiene la desigualdad |V (H)| < n — k + 1, podemos tomar cualquier
subconjunto X de V(D — H) de tamano k — 1, y la subdigrafica de Fj(D) inducida
por {X U{h} : h € V(H)} serd una copia de H. Este ultimo resultado se puede
generalizar de la siguiente manera: si Hy, Ho, ..., H, son componentes fuertes tales
que Y., |V(H;)| <n—k+r, entonces el conjunto {{hy,..., Ay, x1..., 25} h; €
V(H;)} es una copia de [0/_, H; en Fi(D) para cada (k — r)-conjunto {1, ..., o5}
de V(D —U._, H;). Para que {{h1,...,hy,x1..., 24—, }: h; € V(H;)} sea una com-
ponente fuerte de Fj(G), debemos pedir que no exista una componente fuerte en D
con vértices de {xy,..., x5} yde V(D) —{z1,..., 21—, }, y el argumento es andlogo
al de la Proposicion (10}

Como consecuencia de la Proposicion [10] se tiene el siguiente corolario.

Corolario 11. Si H es una componente fuerte de D con exactamente k+ 1 vértices,
entonces el conjunto (V(kH)) induce una componente fuerte en Fy(D).

Notemos que en el andlisis de la proposicién anterior, el conjunto {X UV (H) —
{a}: a € V(H)} se convierte en {X} si H es una componente fuerte cuyo tnico
vértice es v. Esto nos dice que en Fy (D), cualquier k-conjunto X de V(D) — {v} (es
decir, cualquier vértice de Fi(D)) es una copia de H. Esto puede parecer antiintuitivo,
sin embargo, al considerar la Proposicién [4] sucede en realidad que todos los vértices
son copias de esta componente. Es importante recalcar que esto no quiere decir que
todos los vértices de Fy(D) tengan las flechas que inciden en la componente unitaria
en cuestion, pues es en la Figura [3.1] el vértice 234 no tiene flechas color ni
violeta. Una vez analizada esta situacion, podemos encontrar las flechas que unen a

la componente unitaria con el resto de la gréafica de la siguiente forma.

Observacion 12. Sea H una componente fuerte unitaria de una digrafica D formada
por el vértice v ysea X CV —(NT(v)UN~(v)U{v}) de cardinalidad k£ — 1. Entonces
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la subgréfica de Fj(D) inducida por {X U{s}: s€ {v} UNT(v)UN"(v)}} es una
copia de D[{v} U N*(v) U N~ (v)].

Esta observacién facilita entender por qué las digréaficas de dos y tres fichas de
la Figura tienen vértices terminales con flechas asimétricas, a pesar de que la
digrafica original no los tiene.

Los resultados anteriores se pensaron para componentes fuertes pequenas, es de-
cir, con a lo mas un vértice mas que la cantidad de fichas con las que se esté traba-
jando. A continuacion, se analizara el caso en el que las componentes tienen mas de
k + 1 vértices.

Proposicién 13. Sea H una digrdifica de orden n y sea k < n, H es fuertemente
coneza, si y solo si su digrdfica de fichas F(H) es fuertemente conera.

Demostracion. Para la primera implicacién, supongamos que H es fuertemente co-
nexa y que A, B € (V(kH)). Si A ={ay,ag,...,ax} vy B = {by,bo,..., b}, sabemos
que en H existen a;b;i-trayectorias para toda i, y al usar la Proposicién 5| k veces,
obtenemos un AB-camino en Fy(H).

Para la segunda implicacién, tomamos u,v € V(H) y X € (‘;;(_h;)) tal que X N
{u,v} = 0. Como Fi(H) es fuertemente conexa, existe una (X U {u}X U {v})-

trayectoria en Fy(H), y usando el Algoritmo [I} tenemos un uv-camino en D. O

La segunda implicaciéon en la Proposicion puede ser demostrada sin usar el
Algoritmo (1] de la siguiente manera.

Recordemos que si H no es fuertemente conexa, existe una particién de V(H) en
conjuntos Vi y V5 tales que todas las flechas entre estos van de V; a V. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que |V;| > kﬂ De este modo se tiene que

v - (%Yo {xe (YO xgn).

Por un razonamiento similar al de la Proposicién [7 no existen flechas de {X €
(V(kH )) : X € Vi}a (Vkl), ya que una flecha de este tipo corresponderia en H a una
flecha de V5 a V;.

Notemos que el Corolario[I1]y la Proposicién [I3|pueden usarse para ver que si H es
una componente fuerte de D con al menos k + 1 vértices, entonces el conjunto (V(kH ))
induce una componente fuerte en Fy(D). Para extender las subdigréficas fuertes
encontradas en esta seccién hasta obtener componentes fuertes, podemos, notar que
todas las proposiciones son en realidad casos particulares del siguiente teorema.

2Si k > n/2, trabajamos con F,,_;(H) y usamos la Proposicién
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Teorema 14. Sean Hy,..., H, componentes fuertes distintas de D. Si 1 < s; <
\V(H;)| y D", si = k entonces la copia de O, Fy,(H;) inducida en Fy(D) es una
componente fuertemente conexa de Fi(D).

Demostracion. La copia de O, Fy.(H;) en Fi(D) es inducida por el conjunto {X; U
XoU---UX,: X; € (V(SH))} Dicha copia es fuerte por ser producto de digréaficas
fuertes, asi que solo falta ver que es maxima por contencién con esa propiedad. Si
por el contrario, existiera un vértice X fuera de la copia para el cual existiera un
camino cerrado con al menos un vértice en dicha copia, la Proposicion [5| nos hace
ver que al menos una de las subdigraficas H; no es maxima por contencion, lo que
contradice las hipétesis. O

Mds aun, para todo vértice X de Fp(D) podemos encontrar m componentes
fuertes Hy, Hs, ..., Hy, de D, tales que [ XNV (H;)| =s;paral <i<my> " s =
k, por lo que toda componente fuerte de Fj(D) esta inducida por conjuntos de la

forma V(H
{Xluxgu---uxm; X, € ( ( ))}
Si
Pensando a las graficas como digréaficas en las que todas las flechas son simétricas,

el resultado anterior arroja el siguiente corolario, enlistado como teorema en [9].

Corolario 15. Sea G una grdfica de orden n y sean Hy, Ho, . .., H,, componentes co-
nexas de G. Si 1 < s; < |V(H;)| para todat y >"\" | s; =k, entonces las componentes
conezas de Fi.(G) son las inducidas por los conjuntos de la forma

{XluXQU---UXm: X, € (V(Hi)>}.

Si

3.3. Ciclos y circulantes

A continuacién se estudia el comportamiento de las digraficas de fichas obtenidas a
partir de orientaciones de ciclos. El primer caso particular corresponde a las digraficas

de fichas de ciclos dirigidos, los cuales se denotaran por €, cuando tengan orden n.

3.3.1. Ciclos dirigidos

Notemos que gracias al Corolario @, F(C,) tiene al menos un ciclo dirigido de
longitud n, sin embargo, veremos a continuacion que existen mas ciclos en ella. Para

H
ilustrar las propiedades de F(C,), usaremos la Figura . En este ejemplo, los
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vértices grises tienen exgrado e ingrado unitarios. En ambas graficas de fichas hay
seis de estos por una sencilla razon: cada uno de ellos corresponde a un arreglo de

2(3) fichas en vértices consecutivos en 06, es decir, 12,23,34, ... y 123,234,345, ...
En ambos casos, estos vértices yacen en un ciclo comin. Este resultado se generaliza
en la Proposicion [16] Por otro lado, la Figura [3.2] también parece indicar que existe
un homomorfismo de Fj(C),) a C—>'n Esta propiedad se demuestra en la Proposicién

vk

— — —
Figura 3.2: De izquierda a derecha: Cg, F5(Cs), v F3(Cp)

Proposicién 16. Pam_} <k<|n/2], Fk((/Tn)) contiene un ciclo dirigido de longitud
nk. Si k> |n/2], F(C,) tiene un ciclo dirigido de longitud n(n — k).

Demostracion. Supongamos que el ciclo dirigido C’_>n estd formado por los vértices
(vo, Vo, « .+, Up—1,09). Tomemos los n vértices {vg,vq,...,ve_1}, {v1,02, ..., 0k}, ..+,
{vn_1,v0, ..., 52} y lamémoslos Vy, Va, ..., V,,_; respectivamente. En la Figura[3.2]
estos vértices estan de color gris. Usando la Proposicién [5], sabemos que la distancia
de V; a Vi1 es k. Sillamamos P; a la trayectoria de V; a V;,; dada por esta proposicion
y P, a la trayectoria de V,,_; a V; dada por la misma proposicién, basta demostrar
que estas trayectorias son internamente ajenas dos a dos para tener un nk-ciclo. En
la Figura [3.2] los vértices internos de las trayectorias estén indicados de color blanco.
Para esto, cada vértice A de P; corresponde a un k-conjunto de vértices de C Estos
vértices son consecutivos si A es un vértice extremal de P;, o no consecutivos si A es
un vértice interno de P;. En este segundo caso, hay un tnico espacio entre ellos, es
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decir: el j-ésimo vértice de P; es {v;, Vi1, - -+, Vighejs Vithm(j—2)s - - - » Vit } PaTa j > 1.
En particular, esto significa si ¢ # j, los vértices internos de P; son distintos a los de
P;, por lo que su concatenaciéon forma un kn-ciclo en FC,. Vale la pena notar que
este ciclo no necesariamente es inducido, como se puede ver en la tercera grafica de

la Figura [3.2] La segunda implicacién es consecuencia de la Proposicién [} O
Proposicién 17. Para toda k € {1,...,n—1} existe un homomorfismo suprayectivo

de Fk(C'—>n) a C—:L

Demostracion. Supongamos que V(C,,) = {0,...,n—1}, A(C,) = {(i,i+1 mdéd n): 0 <
i < n— 1} y definamos la funcién o : (V(kc")) — V(Cy) como o(X) = Y ..yt
mod n. Notemos que si A y B son dos vértices en Fy(C),) tales que A domina a B,
entonces A = X U {a} y B = X U{b} para algin X C V — {a,b}, con b = a + 1.
De esta forma, 0(B) = 0(A) +1 mdd n, por lo que o(A) domina a o(B), asi que o
es un homomorfismo. Notemos que si A = {ag, a1, a;_1}, existe al menos un vértice
a, € Atal que a, +1 méd n ¢ A. De este modo, si 0(A) = j existe A" € V(Fk(C’_:L))
tal que o(A’) = 7+ 1 mdd n, lo que implica que o es suprayectiva. A manera de
ilustracién, los vértices en las graficas de fichas de la Figura estan acomodados

por las clases dadas por la funcién o. O

Notemos que en general, Fi(C,,) no serd hamiltoniana cuando las o-clases tengan
tamano distinto. Sin embargo, hay combinaciones de n y k tales que todas las o-clases
de Fy(C,) tienen el mismo tamano, y la digrafica aun asi no es hamiltoniana.

3.3.2. Ciclos no dirigidos

En general, si la digrafica a tratar D es un ciclo no dirigido, existen tantas fuen-
tes como sumideros, y existe al menos una de cada uno. Para examinar un caso
particular, supongamos que D,, es un ciclo no dirigido en el que todo vértice es una
fuente o un sumidero, y que U(D,,) es el ciclo (vg,vy,...,v,-1). A partir de este
momento, podemos suponer que v; es una fuente si 7 es par, y es un sumidero si
i es impar. Notemos que para k par, cualquier k-conjunto de V(D,,) formado por
vértices consecutivos tendréd exfrontera e infrontera no vacias, por lo que no existen
homomorfismos de Fy(D,) a D,,. Por otro lado, si k es impar, podemos tomar k — 1
vértices consecutivos, y luego tomar otro vértice de tal forma que el resultado no
sean k vértices consecutivos. Al hacer esto, el k-conjunto resultante no es fuente ni
sumidero, asi que tampoco hay homomorfismos entre la grafica de fichas y el ciclo.

De manera general, se conjetura que si un ciclo no es dirigido, entonces no existen
homomorfismos de su gréafica de k fichas a él, siempre que 1 < k < n.
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3.3.3. Graficas circulantes

Sucede en este caso que la funcién o definida en la Proposicién [17] también sirve
como homomorfismo entre Fi(C'(n,S)) y 8(71, S), ya que cada flecha en C'(n,S)
va de un vértice ¢ al vértice i + s mod n para algin s € S, lo que significa que la
flecha correspondiente en Fy(C'(n,S)) va de un vértice A cuya imagen bajo o es
o(A) a un vértice cuya imagen es 0(A) +s mdd n. En virtud de esta observacion,
las digréaficas de fichas de digraficas circulantes se ven como las digraficas de fichas
de ciclos dirigidos, salvo con las flechas extra.

3.4. Arboles

Recordemos que un arbol enraizado 7'(r) es un arbol dirigido cuya unica fuente
es r, y ésta puede alcanzar cualquier vértice. A pesar de que la Proposicién [5| nos
asegura que la digrafica de fichas de un arbol es aciclica, ésta tiene ciclos no dirigidos,
como se aprecia en la Figura [3.3] A lo largo de esta seccién T indicard un arbol
enraizado de orden n, y k serd cualquier entero menor o igual que n.

©
LN IR SN
(13 ) 07
15

5 TR NI

/
@ e @?@??

S

50/ 67

Figura 3.3: Un arbol enraizado de orden 8 y altura 3, con su respectiva digrafica de
dos fichas.

Hay varios aspectos que se pueden notar en esta figura que pueden ser genera-
lizados. En primer lugar, no existen un vértices en Fy(7T") que alcance a todas las
las no-fuentes. Para que una digréfica de fichas Fy(D) tenga fuentes que alcancen a
todos sus demas vértices, podemos pedir varias cosas. Puede ser, por ejemplo, que
D tenga una trayectoria dirigida de longitud al menos k, en la que el tultimo vérti-
ce pueda alcanzar a cualquier otro vértice fuera de esta trayectoria. Otra opcion es



26 CAPITULO 3. GRAFICAS Y DIGRAFICAS DE FICHAS

que D tenga al menos k fuentes, y que cada fuente pueda alcanzar a cualquier otro
vértice. En ambos casos, la digrafica en cuestion deja de ser un arbol enraizado, por
lo que no nos ocuparemos de ellos.

Como se aprecia en la Figura [.3] un vértice A de F,(T) es una fuente si y
solo si T'[A] es un subérbol con raiz r. Para encontrar cudntas fuentes tiene Fy(T),
definimos (7,v,q) como el numero de subdarboles de T' enraizados en v de orden
q, v aclaramos que (7,v,0) = 1. Posteriormente, definimos el conjunto X; como
{x € N': Y pex P = k—1}. Notemos que para encontrar (7,7, k) de forma recursiva,
podemos contar todos los subarboles de orden k£ — 1 enraizados en cada exvecino de
r, y a ese numero sumarle la cantidad de subarboles que usan dos exvecinos de r, y
seguir asi hasta sumar la cantidad de subéarboles que usan a todos los exvecinos de
r. De esta forma, el numero de fuentes de Fi(7'(r)) estd dado por la expresién

(T7 r, k) - Z (T7 Uhl'l)(T, ?}27172)...<T, Ud+(T)7xd+(T))a

$€Xd+ (r)

donde & = (x1,22,...,%qt()). A pesar de que esta digrafica no es un drbol ni tiene
una unica fuente, conserva la nocién de nivel, que se formaliza a continuacion.

Definicién 2. Para un vértice A dado por {ay,as,...,a} en la grafica de fichas
de un drbol T', se define el nivel de A en Fi(T') (Ip,(r)(A)) como Zle lr(a;) —

ml'nXe(Z) S ().

Al igual que el nivel en los arboles, éste empieza en 0, y nos permite dibujar
Fy.(T) de forma que todas las flechas vayan de un nivel al nivel siguiente. Ademés
gracias a esto, dados Ay B en Fi(T), d(A, B) = [(B) — l(A), siempre que A pueda
alcanzar a B. A pesar de estas similitudes, las raices de Fy(T") no siempre tienen el
mismo nivel, como se muestra en la Figura |3.4]

VN Y/
Q4 a2

Figura 3.4: Subdigréfica de la grafica de 3-fichas del arbol de la Figura|3.3

3.4l La altura de la digréfica de fichas de un drbol enraizado se define de manera
analoga a la altura del arbol:

h(F(T)) = 52?5{) I(A)
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3.5. Digraficas semicompletas

Decimos que una digréafica es un torneo si es la orientacion de una grafica com-
pleta. Por definicién, un torneo no tiene flechas simétricas, por lo que se introduce
el concepto de digrafica semicompleta en la Seccién [2.7]

En [9], se caracterizan los clanes de Fi(G) para una grafica G, utilizando una
versién para gréaficas del Teorema y se da a conocer una formula para encontrar
el nimero de clan w de Fj(G). La validez de los Teoremas [18]y [19] en digréficas es
consecuencia de la Proposicién [3]

Teorema 18. Sea X un conjunto de vértices en Fy(D), Entonces Fy(D)[X] es una

subdigrdfica semicompleta de Fy(D) si y solo si existe una subdigrifica semicompleta
K de D y un conjunto S C V(D) — V(K), tal que

(o) X ={SU{v}:veV(K)}y|S|=k—-1,0
(b)) X ={(SUK)\{v}:ve(K)} y|S|+I|K|=k+1.

Teorema 19. Si D es una digrdfica de orden n, entonces w(Fg(D)) = min{w(D), max{k+
I,n—k+1}}

En el contexto del Teorema [18] Fy(D)[X] es una copia de D[K], por lo que es
fuerte cuando D[K] es fuerte, y transitivo cuando D[K] es transitivo. La gréfica de
k fichas de la grafica completa K, se conoce como la Grafica de Johnson J(n, k).
Se sabe que estas gréaficas son vértice-transitivas y Hamiltoniamanente-conexas, y
recientemente se demostré en [I8] que ademds son panconexas y panciclicas, lo que
implica que son vértice-panciclicas. Para que estas propiedades se conserven en las
digraficas, solo es necesario ver qué sucede con las direcciones de las flechas. Durante
esta seccion, T serd un torneo de orden n.

Ademas de las propiedades conocidas de las graficas de Johnson, la Proposicién
nos muestra lo siguiente.

Teorema 20. Para 1 < k < n, la grifica J(n, k) tiene un homomorfismo hacia K,.

Demostracion. Sean 0,1,...,n — 1 los vértices de K,. Usando la Proposicion [17],
Fi(C,) tiene un homomorfismo o hacia C,.X U {i} y X U {j} son adyacentes en
J(n,k), Dpex @+ i # Y ex® + J, ast que o(Xu{i}) # o(Xu{j}). Como K, es
completa, esta condicién es suficiente para asegurar que o(X_{i})o(X {j}) es una
arista en K, lo que indica que ¢ es un homomorfismo. O
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3.5.1. Dirregularidad

Una incognita que no surge en graficas no dirigidas es saber cuando una digrafica
de la forma Fy(D) es dirregular, es decir, cuando d*(v) = d~(v) = d para todo
vértice v de Fi(D). Saber cuando no es dirregular nos ayudard a descartar que sea
vértice-transitiva, por lo que ésta sera la primera propiedad a explorar.

Proposicién 21. La digrifica Fy(T) es dirregular si y solo si T' es dirregular.

Demostracion. Para esta prueba, demostraremos que |07 (X)| es la misma para todo
k-conjunto X de V(7). Si T es dirregular, sabemos que cada vértice tiene (n —1)/2
exvecinos. Sea X = {vy,vq,...,v;}. Para cada v;, definimos n; = |[N*(v;) N X|. Se
tiene entonces que

k I k
d;k(T)(X) = Z (df(v;) —ny) = §(n —-1)— an

Como T'[X] es un torneo y n; = dJTF[X](vi), y entonces Zle n; = (5). Asi,

U X) = 500 -1 = (5) = la— 1) = 1) = EZH,

En cambio, si Fy(T) es dirregular con d;ik(T) (X)=0y X ={x1,29,...,2}, entonces

4t i (X) = id;@o ()

—dr(v) = if@(vi) - (g) —5

1=2

Esta igualdad es vélida para cualquier k-conjunto de V' (T'). En particular, si tomamos
Xy (X —{wn})U{v} con v ¢ X, obtenemos d*(v;) = d*(v). Como v y v; son
arbitrarios, T es dirregular. O]

Como se ve en la Figura [3.2] esta prueba solo es vélida cuando la digrafica en
cuestién es un torneo. Como corolario, se exhibe una condicién necesaria para que
la digrafica de k fichas de un torneo T' sea vértice transitiva.

Corolario 22. Si Fy(T') es vértice-transitiva, entonces T es dirreqular.
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3.5.2. Panciclicidad

En gréficas, la transitividad por vértices de J(n, k) es consecuencia de la k-
transitividad por vértices de K. Sin embargo, la Figura [3.5| nos hace ver que no
existen torneos k-transitivos para k > 2, por lo que el analisis de esta propiedad
requiere de un acercamiento distinto.

@, W @, @,

Figura 3.5: Los cuatro torneos no isomorfos de orden 4, como se muestran en [10].
Ninguno de ellos tiene un automorfismo ¢ tal que ¢(x) = vy ¢(u) = z, por lo que
ninguno es 2-vértice-transitivo.

A pesar de que no podemos garantizar panciclicidad en F(T), el Corolario []
implica que Fi(T) tiene ciclos dirigidos de longitud ¢ para toda 3 < ¢ < n, para
k < |p/2], tiene ciclos de longitud kp para toda 3 < p < n. M4és aun, la Proposicién
nos garantiza que si el torneo es hamiltoniano (es decir, si es fuertemente conexo),
existe una funcién ¢ : (VsﬁT)) — V(T) que preserva las flechas del ciclo hamiltoniano
de T. Puede suceder que preserve todas, como en la Figura [3.6, Sin embargo si
volteamos la flecha azul del torneo en esa misma figura, también se voltean las flechas
azules de la grafica de fichas. Como todo homomorfismo debe preservar las flechas
del ciclo hamiltoniano, los vértices {0, 1} y {2,4} deben pertenecer a una clase, y los
vértices {0,4} y {1,3} a otra. En este caso, las flechas entre estas dos clases no van
todas en la misma direccién, por lo que no existe homomorfismo alguno de la gréfica
de fichas al torneo cuando volteamos la flecha azul.

Como se vio en la Seccién si queremos garantizar la existencia de dicho
homomorfismo, basta que el torneo sea una digrafica circulante.

3.6. Diametro

Recordemos que una digrafica tendra didmetro infinito siempre que no sea fuer-
temente conexa, aunque su grafica subyacente sea conexa. En virtud de esta ultima
observacion, durante esta seccion se trabajara unicamente con digraficas fuertemen-
te conexas. De todos modos, los resultados presentados a continuaciéon se pueden
extender a cada componente fuerte de una digrafica.
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0
’7 *‘.((
A

Figura 3.6: Un torneo de orden 5 y su digrafica de 2 fichas.

La versién para graficas del siguiente teorema se debe a [9], y la demostracion
para digraficas es idéntica a la original.

Teorema 23. Sea D una digrdfica con didmetro 0, entonces Fy(D) tiene didmetro
al menos k(6 —k +1) y a lo mds ké.

Para encontrar una digrafica de fichas Fj(D) cuyo didmetro sea kd, necesitamos
dos k-conjuntos A y B de V(D) tales que d(a,b) = § para cualesquiera a € Ay
b € B. A continuacién, se presenta una construccion para generar una digrafica con
dichas caracteristicas.

1. Dados k y 6, se toma el conjunto de vértices uy, usg, ..., ug, V1,2, ..., V%, P1, P2,
"ap5—17a7b‘

2. Anadir las flechas (u;, p1) v (ps_1,v;) para toda 1 < i < k.
3. Agregar las flechas necesarias para que (py, po, - - ., Ds—1, p1) sea un ciclo dirigido.
4. Parai,j € {1,2,...,k}, agregar las flechas (v;, u;).

5. Agregar las flechas (p1,a), (b,ps_1), y para cada i € {1,2,...,k}, agregar las
flechas (v, 0) y (a,u;).
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Para la cota inferior, notemos que para § > k, el ciclo 85,1 tiene diametro 6 — 1,
y los vértices {1,2,...,k} y {6,0 = 1,...,0 — k + 1} estdn a distancia k(6 — k + 1).
Tanto para la cota superior como la inferior, los ejemplos se derivan de los obtenidos
en [9].

3.7. k-conexidad

Dos conceptos importantes en graficas son la k-conexidad y la k-conexidad por
aristas. En este contexto, decimos que un vértice v en una grafica G es de corte
si G — v tiene mas componentes conexas que (G, y una arista e es un puente si
(G — e tiene més componentes conexas que G. Para trasladar el concepto a digraficas,
decimos que un vértice v en una digrafica D es un separador si D — v tiene mas
componentes fuertes que D, y una flecha a es un puente fuerte si D — a tiene
mas componentes fuertes que D. Los conceptos de conjunto de corte por vértices y
por aristas en digraficas son idénticos a su versién en graficas: dada una digréfica
D(x,y), un (z,y)-corte es un excorte 07 (X) tal que z € X y y € V — X ([0, pag
159]), y un (z,y)-corte por vértices es un conjunto S de V' — {z,y} tal que en D — S
no existen zy-trayectorias. Es importante recalcar que un (z,y)-corte por vértices
no necesariamente es un (y, x)-corte por vértices, y que un (z,y)-corte (por flechas)
puede no ser un (y,x)-corte. En esta seccién, es conveniente recordar las versiones
del Teorema de Menger para digréficas.

Teorema 24. En una digrdfica D(z,y), con x yy no adyacenets, el mdzimo nimero
de (x,y)-trayectorias internamente ajenas dos a dos es igual al nimero minimo de
vértices en un (x,y)-corte por vértices.

Teorema 25. En una digrdfica D(z,y), el mdzimo numero de (x,y)-trayectorias
ajenas por flechas dos a dos es igual al nimero minimo de flechas en un (z,y)-corte.

A continuacién se muestran dos resultados cuya versién para graficas fue presenta-
da en [9]. En ambos, la demostracién para digraficas solo requiere tomar trayectorias
dirigidas.

Lema 26. Sea A un k-conjunto en una digrdfica D. Seana € A yb ¢ A y sean P
y Q dos (a,b)-trayectorias dirigidas internamente ajenas en D. Entonces A A" y
A QA" son dos trayectorias internamente ajenas en Fy(D), donde A’ = A—{a}U{b}.

Lema 27. Sea H una digrafica bipartita completa con partes Y y Z tales que |Y] <
|Z|. Supdngase que las flechas de H estdn coloreadas de colores azul y rojo, y que en



32 CAPITULO 3. GRAFICAS Y DIGRAFICAS DE FICHAS

cada vértice en Y incide a lo mds una flecha roja. Entonces H tiene un conjunto de
flechas azules M tal que cada vértice en'Y es incidente a exactamente una flecha en
M, y la union de M y flechas rojas resulta en una digrdfica cuya grafica subyacente
es aciclica.

Gracias al Lema[26] la t-conexidad en las digréficas de fichas es una consecuencia
de la t-conexidad en las digréaficas de las que provienen.

Teorema 28. Si D es fuertemente t-conezxa, entonces Fy(D) es fuertemente t-conezxa
para toda k > 1.

En [9], se menciona un lema que indica que si una gréfica G es t-conexa, con t > k,
entonces existen k(t — k + 1) AB-trayectorias internamente ajenas en Fj(G) siempre
que |[AAB| = 2. Sin embargo, para su demostracién, es crucial poder recorrer cierta
arista en ambos sentidos, por lo que este lema no tiene una versién para digraficas.
A pesar de esto, en la Figura [3.7] se muestra una digrafica 3-conexa, cuya digrafica
de 2 fichas si tiene 2(3 — 2 + 1) trayectorias internamente ajenas para cualesquiera
dos vértices con diferencia simétrica de 2.

Figura 3.7: Una orientacion de K.



Capitulo 4

Policias y Ladrones

En [20], los autores introducen el juego de Policias y Ladrones con las siguientes
reglas.

1. Hay dos jugadores: C'(policia) y R(ladrén), cada uno con una ficha.

2. El jugador C' coloca su ficha sobre cualquier vértice de la grafica, y posterior-
mente R coloca su ficha sobre otro vértice.

3. Los jugadores, empezando por C, mueven sus fichas a través de las aristas de
la grafica. R puede elegir no mover su ficha, y C' puede tener dos fichas en el
mismo vértice.

4. El jugador C' gana si logra atrapar a R en un tiempo finito, y R gana si tiene
una estrategia para que C' nunca lo atrape.

En esta version del juego, existen graficas para las cuales el jugador C' siempre
puede ganar, llamadas de clase C, como los arboles, y otras para las cuales R tiene
una estrategia que le permite escapar por siempre, llamadas de clase R, como los
ciclos. Un parametro que surge naturalmente en este juego es el tiempo de captura
capt(@G), que es el minimo niimero de turnos en los que C' captura a R sobre la grafica
G. Posteriormente, en [I] se anadié una variante para el juego, donde C' puede tener
mas de un policia, y puede mover cualquier nimero de policias por turno. Bajo esta
nueva condicidn, aparece un nuevo parametro para las graficas, llamado nimero de
policias , denotado por ¢(G), que indica el menor nimero de policias necesario para
que C' tenga una estrategia ganadora. Al menos que se indique de otra forma, para
calcular el tiempo de captura, pensaremos que estamos trabajando con ¢(G) policias.

Para jugar sobre una digrafica, lo Unico que cambia son los movimienos per-
mitidos, que ahora son sobre las flechas. Es evidente que este cambio restringe los

33
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movimientos de los jugadores, por lo que una grafica en la clase C puede orientarse
de forma que el resultado quede en la clase R. Un ejemplo sencillo es el de cualquier
arbol que tenga al menos dos hojas con ingrado cero. En este caso, el ladron siempre
puede colocarse en una de ellas, por lo que el policia no podra atraparlo.

En este capitulo se estudiard la relacién entre el nimero de policias de una digrafi-
ca y el numero de policias de su grafica de k fichas. El primer caso que se revisara
es el de ciclos dirigidos.

4.1. Ciclos

Veamos la Figura [3.2 para tener un ejemplo de cémo encontrar el nimero de
policias en una digrafica. En los tres casos, es inmediato observar que un policia no
basta para atrapar al ladron, pero a continuacion se mostrard que en cada caso, dos
son suficientes. Para Cg, y en general para C,, cualquier configuracion inicial de dos
policias sirve, solo es necesario que uno de los dos policias persiga al ladron hasta que
éste quede atrés del otro policia. En Fy(Cy) y F5(Cg) existen vértices cuya exvecindad
es toda clase siguiente, a saber {2,5},{1,4} y {0,3} en FQ(C_>’6) y{1,3,5} vy {0,2,4}
en F3(Cg). En ambas digraficas, la estrategia ganadora de los policias consiste en
colocar un policia en cualquiera de esos vértices, y el otro policia en cualquier otro
vértice. El segundo policia solo necesita perseguir al ladréon hasta que éste llegue al
nivel donde estda el primer policia. y dicho policia lo atrapara en el siguiente turno.

Aunque esta estrategia se ve prometedora, la Figura nos hace ver que no
siempre existe un vértice que domine a toda la clase siguiente. En este caso, los
vértices marcados en verde dominan a toda la clase posterior, asi que una estrategia
con tres policias consiste en colocar un policia en cada vértice verde, y el tercer
policia perseguird al ladréon hasta que éste se encuentre en la misma clase que los
policias en los vértices verdes. A pesar de esto, la proposicién siguiente nos muestra
que uno de los policias esta demas.

%
Proposicién 29. Para F5(Cs) solo son necesarios dos policias para atrapar al ladron.

Demostracion. Coloquemos al policia a en {1,4} y al policia b en {0,5}. Indepen-
dientemente de donde empieza el ladron r, eventualmente el policia b puede acercarse
suficiente hacia él, hasta que el ladron esté en algiun vértice de la clase 5, es decir,
la clase donde esté el policia a. Esto puede suceder incluso si b no esta en un vértice
que domine a la posicién de r, y sucederd en a lo més seis movimientos de r, ya que
“lo mas atras” que puede estar de los policias es en la clase 7.
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ﬁ
Figura 4.1: F»(Cs)

Una vez que r esta en algin vértice de la clase 5, solo tiene tres opciones para
moverse, pues si se queda quieto, eventualmente b puede atraparlo. De esas tres
opciones, {0,6} es la tnica que no estd dominada por a, asi que es la tnica que
puede tomar el ladrén. Una vez ahi, a pasa a {1,5}, y r solo puede pasar a {0,7}
para evitar su captura. Cuando pase a {0, 7}, a pasa a {1,6}, y en el siguiente turno
en el que r se mueva, a realiza la captura. O

Aunque esta estrategia puede visualizarse en la digrafica de fichas, es conveniente
saber qué significa cada posicién en la digréfica original. Notemos que jugar en la
digrafica de k-fichas con un ladréon y ¢ policias es equivalente a jugar en la gréfica
original, solo tanto el ladrén como los policias constan de k fichas, y los policias
ganan si un policia logra cubrir a todas las fichas del ladrén.

En el ejemplo de la Figura , las fichas de los policias son de tonos azules (M
y M), y las del ladrén de color naranja. En esta misma figura podemos observar que
si el ladrén estd en {0,6} y hay un policia en {1,5}, el ladrén eventualmente serd
atrapado, independientemente de donde esté el otro policia. Dicha observacién se
generaliza a una familia infinita de configuraciones en el resultado siguiente.

Proposicién 30. Sean 1 <p<qg<s<n. Sien F2(C'7L) hay dos policias tales que
uno de ellos tiene sus fichas en 1 y s y el ladron tiene sus fichas en p y q, existe
una estrategia ganadora para los policias, sin importar la ubicacion de las fichas del
policia restante.
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Figura 4.2: Visualizacién sobre Cg de una parte de la estrategia ganadora para dos
—
policias en Fy(Cs)

Demostracion. Supongamos que la configuracion es similar a la de arriba, aunque no
conozcamos la ubicacién de la ficha derecha del ladrén. Podemos suponer también
que es turno del ladron, ya que si es turno del policia, siempre podemos mover las
fichas del otro color. A continuacion se muestran los movimientos del policia, segun
lo que haga el ladrén.

= Si el ladréon mueve su ficha izquierda, el policia mueve su ficha izquierda, para
volver a una configuracién similar.

= Si el ladréon mueve su ficha derecha, y ésta se encuentra ahora en el mismo
vértice que la ficha derecha del policia, el policia captura al ladrén moviendo
su ficha izquierda.

= Si el ladréon mueve su ficha derecha y ésta no se encuentra ahora en el mismo
vértice que la ficha derecha del policia, el policia mueve su ficha izquierda. En
los turnos siguientes, se mueve al otro policia hasta que el ladron mueva su
ficha izquierda, y regrese a una configuracion similar a la del dibujo, aunque
mas corta. Si el ladron solamente mueve la ficha derecha, sera capturado en a
lo mas s — g+ 1 pasos.
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Al realizar este procedimiento de forma recursiva, eventualmente se atrapara al
ladréon. Vale la pena notar que la ficha derecha del policia nunca se mueve, por
lo que este procedmiento se puede realizar en un ciclo sin la posibilidad de que el
policia se estorbe a si mismo. Mas aun, si un policia empieza con sus fichas en los
vértices 0 y 1, el otro policia siempre puede forzar al ladrén para que mueva alguna
de sus fichas, y como estan jugando sobre un ciclo, alguna de las fichas del ladrén
eventualmente estard en el vértice 2, lo que asegura que la posiciéon de las hipdtesis
de la Proposicion se puede alcanzar sin importar como se mueva el ladron. En

virtud de lo anterior, ¢(F»(C,,)) = 2 para toda n. O
La estrategia anterior se generaliza mediante el siguiente teorema.

Teorema 31. Para cualquier n y para toda 1 < k <n, C(Fk(an)) =2

La prueba se realizarda mediante el Algoritmo [2] En este algoritmo, los policias y
el ladrén deben verse como un conjunto de fichas que estan en ciertos vértices, y no
como un conjunto de vértices en si. Para facilitar la notacién, podemos suponer que
las fichas rq, 71, ...,7x_1 del ladrén estdan etiquetadas en sentido contrario de las ma-
necillas del reloj, empezando por la ficha cuya distancia desde el vértice 0 es minima.
Similarmente, los policias a y b constan de fichas ag,aq...,ar_1 v b, b1,...,0p_1, ¥
las fichas a; y b; empiezan sobre el vértice .

Si las fichas del ladrén estan en los vértices vy, vy,...,vx_1, €l policia a puede
alcanzarlo en Zi:ol d(i,v;) turnos, lo que significa que debe moverse antes de que
llegue ese turno. Como la ficha a; no puede pasar la ficha r;, ninguna ficha del ladrén
puede quedarse inmévil durante todo el juego. Eventualmente, esto hara que la ficha
rr—1 esté en el vértice k — 1, con la ficha b,_;. Cuando esto sucede, los movimientos
de b en el algoritmo indican que éste solo movera fichas para retomar las fichas de r
en caso de que éstas se alejen, por lo que la cantidad de fichas de r capturadas por b
no puede disminuir después de cada iteracién de la Linea [2|[f] En virtud de que cada
ficha r; esta obligada a pasar por el vértice ¢ en algiin momento, y que una vez que
eso sucede, el policia b no deja escapar al ladron por mas de un turno, es inevitable
que b atrape a r.

Veamos como se compara el tiempo de captura de Fk(gn) con el de 8n Para

n, la configuracion inicial que garantiza un tiempo menor es aquella en la que los
policias estan en los vértices 0 y [n/2], y la estrategia ganadora consiste en mover
unicamente al policia mas cercano al ladrén hasta que éste iltimo llegue al vértice
donde esta el otro policia. Esta estrategia tomard a lo mas [n/2]| pasos. Aunque

colocar a los policias en vértices diametralmente opuestos tiene sentido en C',,, esta
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Algoritmo 2 Estrategia ganadora para dos policias en F(C,,)
ENTRADA: ciclo dirigido de longitud n dos policias a y b de k fichas en los
vértices 0,1,...,k — 1 y un ladrén de k fichas en un vértice arbitrario.
SALIDA: Una configuracién donde un policia ha capturado al ladrén.
Sean r = {ro,r1,...,7_1}, a = {ag,a1,..., a1} y b =4{bo,b1,..., b1}
1: Mientras Los policias no hayan capturado a r ejecutar:
inicia turno de a:
i <~ max{j: a; y r; no estan sobre el mismo vértice}
3: Mover a; un vértice
inicia turno de b:
4: Si r movid una ficha de un vértice cubierto por b a uno que no lo estd en-
tonces:
b mueve la ficha en cuestion.
Terminar condicional
Si Ningun policia ha capturado al ladréon entonces:
Turno del ladron
Terminar condicional
10: Terminar ciclo

configuracion inicial puede resultar contraproducente en F; k(ﬁn) La razén es que en

n, Solo hay una ficha para el ladrén, y ésta siempre estara de un lado o del otro.

. = .

Para encontrar una cota superior para capt(Fy(C,)) necesitamos pensar en las
distintas configuraciones iniciales que puede tomar el ladrén. Primero supongamos
que la ficha ry no estd en el vértice 0. En este caso, la numeracién de las fichas
indica que cuando rq llegue a 0, el ladrén sera capturado. Asi que solo tenemos que
contar cuantos turnos pueden pasar antes de que esto suceda. Para colocar la ficha
ro lo mas lejana del 0, podemos pensar que el ladron coloca la ficha r; en el vértice
1+ 1 para toda 7. Posteriomente, para asegurar que la ficha ry se mueve, necesitamos
que ninguna otra ficha pueda moverse. La manera mas tardada de lograr esto es
trasladando la ficha rp_; al vértice 0, la ry_o al vértice n — 1, y continuar de esta
forma. Esta sucesion se realiza en (k — 1)(n — k) movimientos, y al terminar, las
fichas del ladrén estaran en los vértices n —k —2,n—k—1,...,n—1,0,1. Si el
policia a no ha capturado al ladrén en este momento, el ladrén solo puede mover la
ficha rg, y la forma mas tardada de colocar ésta en 0 es mover las fichas en el orden
To,Tk—1,Tk_2,---,71, V¥ Tepetir esta secuencia tantas veces como sea posible. Cada
iteracion de la secuencia tiene k£ movimientos, y como ry debe moverse n veces, la
ficha ry llegard a 0 en a lo mas kn movimientos.
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De este modo, si ¢ no inicia en 0, el ladrén serd capturado usando esta estrategia
en a lo mas (k — 1)(n — k) + kn movimientos. Si el ladrén elige pasar, el policia a
acorta su distancia hacia el ladrén en una unidad, por lo que el ladrén podra pasar
a lo més Zf:_ol d(i,v;) veces. Esta cantidad toma el valor méximo k(n — k) cuando la
posicién inicial es {n —k,n—k+1,...,n—1}, por lo que el el ladrén sera capturado
en a lo més (2k — 1)(n — k) 4+ kn turnos.

Si rg empieza en 0, es necesario que dé una vuelta al ciclo para que las demés
fichas de R estén cubiertas por fichas de b, lo que puede realizarse en a lo mas kn
movimientos. Asi, capt(Fy(C,)) < (2k — 1)(n — k) 4 2kn.

4.2. Trayectorias

Usando un enfoque similar al del Teorema |31}, es posible encontrar el niimero de
policias de la grafica de k-fichas de cualquier trayectoria.

Teorema 32. Para cualquier n y para toda 1 < k < n, C(Fk(?n)) =1

Demostracion. Supongamos que los vértices de P, son 1,2, ..., ny estan acomodados
de izquierda a derecha, llamemos cq, ..., ¢; a las fichas del policia, y coloquemos a la
1-ésima ficha en el vértice 7. Las fichas del ladrén de nuevo son rq, ..., rg, y podemos
suponer que las acomoda de izquierda a derecha, Notemos que independientemente
de la configuracion incial del ladrén, podemos asegurar que a partir de cierto indice
1, la ficha r; esta mas a la derecha que el vértice 7, ya que de otra forma, el ladrén
iniciarfa en el mismo vértice de Fj(P,) que el policia. La estrategia ganadora se
presenta en el Algoritmo [3] O

Calcular el tiempo de captura de esta digrafica resulta sencillo, pues solo es nece-
sario llevar las fichas del policiade {1,2,...,k} a{n—k+1,n—k+2,...,n—k+k}.
Esto se logra moviendo cada ficha n— k veces, por lo que necesitamos k(n— k) turnos.
Gracias a esto, capt(Fy(P,)) = k(n — k) .

Tanto en esta seccién como en la anterior, resulté que el niimero de policias de
la digréfica de fichas es el mismo que el de la digrafica original, sin embargo esto
suele ser falso en otros casos. A continuacién analizaremos una familia para la cual
el nimero de policias puede crecer bastante rapido.

4.3. Arboles

En un arbol enraizado, basta colocar un policia en la raiz para asegurar que éste
atrapara al ladrén, sin embargo, el nimero de policias va creciendo segun la cantidad
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Algoritmo 3 Estrategia ganadora para un policia en Fj(P,)

ENTRADA: Trayectoria de longitud n con k fichas de policia ¢ en los primeros
k vértices y otras k fichas de un ladrén r en otros vértices.
SALIDA: Una configuracién donde el policia ha capturado al ladron.
1: Procedimiento CAPTURA(P,, ¢, )
2 Mientras ¢ no haya capturado a r ejecutar:
3 f < méx{c;: ¢ y r; no estan sobre el mismo vértice}
4 Mover f un vértice a la derecha.
5: Si ¢ no ha capturado al ladrén entonces:
6 Turno del ladron
7 Terminar condicional
8 Terminar ciclo
9: Terminar procedimiento

«(®

S

NS

TR, I &

e
\ ! /
@

Figura 4.3: Digrafica de fichas de un arbol enraizado con un policia en cada fuente y
un ladrén en algin vértice.
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de fichas en la digrafica. Tomemos por ejemplo la Figura [4.3; en la digrafica de 2
fichas de este arbol, hay tres fuentes: a saber 01,02 y 03, por lo que se necesitan al
menos tres policias en dicha digrafica. Mas aun, como la digrafica de fichas también
es aciclica, se necesitan exactamente tres policias. A continuacién se encontrara el
nimero de policias para esta familia de digréficas.

Como Fy(T) es aciclica, sabemos que encontrar su nimero de policias se reduce
a contar sus fuentes, que como se vio en la Seccién [3.4] es

(T,r, k) = Z (T, v1,21)(T, v2, w2) - .. (T, g+ (r), Tat ()

mGX(ﬁ.(T)

y el algoritmo para atrapar al ladron es el Algoritmo [4] Se puede apreciar en la Figura

que el tiempo de captura de Fy(T) es h(Fy(T)).
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Algoritmo 4 Estrategia ganadora para (7,7, k) policias en Fi(T},)
ENTRADA: Digréfica de fichas de un arbol enraizado con un policia en cada
fuente y un ladron en algin vértice.
SALIDA: Una configuracién donde el policia ha capturado al ladrén.
: Procedimiento CAPTURA(T,,,C, R)
Mientras C' no haya capturado a R ejecutar:
¢ < policia mas cercano al ladron.
Mover ¢ hacia el ladrén una flecha.
Terminar ciclo
: Terminar procedimiento
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Figura 4.4: La rejilla rectangular Ps[JP;, con un 8-conjunto de infrontera vacia mar-
cado en negro.

4.4. Rejillas

Para capturar a un ladrén en una rejilla P,[1P,,, necesitamos tnicamente un
policia, ya que la digrafica en cuestion es aciclica y tiene solo una fuente. Como
F.(P,0P,,) también es aciclica, su nimero de policias es el nimero de fuentes
que tiene. Por simplicidad, pensaremos que V(FP,) = {0,1,...,n} y que V(P,,) =
{0,1,...,m}.

Como se mencioné anteriomente, las fuentes en la digrafica de k fichas corres-
ponden a los k-conjuntos de vértices cuya infrontera es vacia. Supongamos que X
es uno de estos k-conjuntos en la rejilla de la Figura . Si (u,v) € X, entonces
(u—1,v) e Xsiu>0,y (u,v—1) € X si v >0, por lo que X contiene todos los
vértices de la subrejilla comprendida entre los vértices (0,0) y (u,v). Es importan-
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te notar que la subdigrafica inducida por X puede no verse como una rejilla, pues
puede tener los vértices (2,2) y (3,1) y no tener al vértice (3,2). En realidad, si
D = POP,, D[X] se ve como la unién de varias rejillas, posiblemente unidimen-
sionales, que contienen al vértice (0,0). En Fi(P,0P,,), podemos asegurar que cada
fuente es la unién de a lo mas min{n + 1, m + 1} de estas rejillas, y que a lo més dos
de ellas son unidimensionales. Por la forma que tienen las rejillas, podemos llamarlas
Q(u,v), donde (u,v) es el vértice de @ que esta méas alejado de (0,0), es decir, (u,v)
es el maximo de la funcién f(z,y) = x +y con dominio V(Q). Estas rejillas tendran
(u+ 1)(v + 1) vértices cada una, y si tenemos s rejillas Q(ug, vg), ... Q(us—1,vs-1),
ordenadas de tal forma que w; < u; cuando @ < j ﬂ en total tendran

(uo + 1)(vo + 1) + (ug —uo)(vy + 1) + -+ + (Us—1 — Us—2)(vs—1 + 1)
vértices, y este nimero, por construccion, es k.
De esta forma, para contar el total de policias necesarios en Fy(P,0F,,), solo

tenemos que sumar las fuentes formadas por s rejillas para 1 < s < minn + 1, m + 1,
tomando en cuenta que para s fijo, hay

‘{ ((uo, vo), (u1,v1), ..., (Us—1, Us_l)) :

UV(Q(UuUi))‘ = k}

fuentes, donde 0 < u; <n—1,0 <v; <m—1, (u;) es creciente, y (v;) es decreciente.

4.5. Rejillas cilindricas

Para asegurar la captura de un ladrén en C'_lel?m, necesitamos colocar dos po-
licias en cualesquiera vértices de la primera copia del ciclo, es decir, en el conjunto
{(v,0): v € V(C,)}. Si el ladrén inicia en el i-ésimo nivel, los policias se trasladan a
ese nivel y empiezan la persecucion sobre esa copia del ciclo mediante el Algoritmo
[2] Si el ladrén decide moverse hacia un nivel distinto, se repite el procedimiento. El
ladréon puede pasar de un nivel a otro a lo mas m veces, y si lo hace, los policias
pueden llegar al mismo nivel, y aplicar la estrategia para capturarlo en un ciclo. Este
caso puede verse como la grafica de una ficha de la rejilla cilindrica. Posteriormente
se examina qué sucede con mas de una ficha.

'Esto hace que v; > v; cuando i < j
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4.5.1. Con dos fichas

A continuacion se muestra una estrategia con la cual el ladrén puede evadir a dos
policias por tiempo indefinido en Fy»(C,,00F,,) con n > 3.

— —
Algoritmo 5 estrategia de evasién para un ladrén y dos policias en Fy(C,[0P,,) con

m>1
1: Procedimiento EVASION(un ladrén R, dos policias A y B.)
2: {(AY, AT, (AS, A}, {(BY, BY), (BY, B})} «+ posiciones iniciales de las fichas
de los policias A y B respectivamente.
Si max{ A}, A%, B, By, } > 0 entonces: > SPG, B} >0
4: R inicia en {(AY —1,0), (A} —1,0)}
Como se tiene solo un policia en el nivel 0, R puede evitar su captura por tiempo
indefinido.

@

5: Si no:

6: G «+ F»(C,0PR,)

7: ) (z,y) < min{(u,v): dg(A,{(u,0),(v,1)}) > 2,da(B,{(u,0),(v,1)}) >
8: R inicia en {(z,0), (y,1)}

> El algoritmo continia en la siguiente pagina.

Afirmacion 33. Usando el Algoritmo 5], un ladrén puede evitar su captura por tiempo
indefinido.

Demostracion. Para mostrar que con el Algoritmo [5] el ladron escapa de forma in-
definida, recordemos que para que un policia capture al ladréon, debe capturar cada
una de sus fichas. Gracias a la Linea [5][I3] el ladrén no puede “entregar” una ficha
a un policia para que éste capture la ficha restante en el siguiente turno. Debido a
esto, el policia que capture al ladrén debe capturar una ficha, evitar que escape, y
posteriomente capturar la otra ficha. A su vez, la Linea garantiza que el policia
que atrape al ladron no puede pasar en su ultimo turno. En virtud de lo anterior,
podemos analizar los distintos casos en los que una ficha del ladrén puede ser captu-
rada. Para el resto de la demostracion, supondremos que P es el policia a distancia
1 de Ren FQ(C_:LDI?;), y que z es la ficha de R que P no ha capturado.

Si solo una ficha ha sido capturada, el condicional de la Linea nos dice que
hay dos casos posibles, los cuales se ejemplifican en las primeras dos rejillas de la
Figura[4.5 En el primer caso, el ladrén mueve su ficha en el nivel 1, y en el segundo
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9: Mientras el ladron no haya sido capturado ejecutar:

10: Si Existe un policia a distancia 1 de R en F5(C,0F,,) entonces:

11: P «+ Primer policia a distancia 1 de R, en orden lexicografico

12: x < ficha del ladrén no capturada por P

13: Si x puede moverse sobre su nivel sin colocar a R a distancia 0 o
1 de un policia entonces:

14: mover a x sobre su nivel

15: Si no:> si x se mueve, el ladron es capturado al terminar el turno
de los policias

16: mover la otra ficha del ladrén sobre su nivel

17: Terminar condicional

18: Si no:

19: R pasa

20: Terminar condicional

21: Terminar ciclo

22: Terminar condicional

23: Terminar procedimiento

la ficha en el nivel 0. En ambos casos, el ladrén se aleja del policia P, y el otro policia
no presenta amenaza alguna después del turno del ladrén.

Si dos policias capturan a la misma ficha, tenemos cualquiera de los casos 3, 4, y
5 de la Figura [4.5] En los casos 3 y 4, el algoritmo indica que ladrén mueve la ficha
no capturada y escapa de los policias, y en el caso 5 mueve la ficha capturada y logra
evadir a los policias.

Por 1ltimo, revisemos el caso en el que cada policia captura una ficha distinta del
ladrén, como se muestra en las rejillas 6 y 7 de la Figura En la rejilla 6, los dos
policias estan a distancia 1 del ladrén, y el desempate lexicografico nos ayudara a
definir qué ficha se mueve. Independientemente de qué ficha sea, el ladrén dejara de
estar a distancia 1 de ambos policias después de hacer su movimiento. En la rejilla
7, la ficha del nivel 1 no ha sido capturada por P, y si se mueve, el ladréon no queda
a distancia 0 ni 1 de ningin policia, por lo que éste es el movimiento siguiente de R.

En todos los casos analizados, el ladron puede aumentar en una unidad su distan-
cia desde el policia més cercano cuando esta distancia es 1, por lo que es imposible

que dos policias atrapen al ladrén con esta estrategia.
m

Posteriomente se presenta el Algoritmo [7], que asegura que con tres policias es
posible atrapar a un ladrén. Este algoritmo supone que en todo momento hay a lo
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Figura 4.5: La rejilla C,[JP, con un ladrén de dos fichas de color naranja M, y dos
policias de dos fichas, uno de color cyan I y otro en color azul .

mas una ficha del ladréon por nivel, pues de otro modo, se usa el Algoritmo [2|hasta que
esta condicién se cumpla o hasta que el ladron sea atrapado. A su vez, el algoritmo
requiere de varias rutinas que se presentaran a continuacion.

Proposicién 34. El Algoritmo[7 siempre termina.

Demostracion. Para esta prueba, podemos suponer que los tinicos movimientos de
las fichas del ladrén son sobre vértices del mismo nivel. Notemos que si el ladrén
pasa, B acorta su distancia hacia él en una unidad. Como el ladrén no puede pasar
indefinidamente, en algin momento una de las fichas debe pasar por un vértice donde
haya una ficha de C'. Supongamos que estamos en ese turno, y que la ficha del ladrén
atrapada por C' esta en el nivel i. A partir de este turno, la ficha del ladrén en el
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Rutinas 6 Subrutinas necesarias para Policias y Ladronres sobre una rejilla cilindri-

ca.

1: Procedimiento N1VELAR(Ladrén, policias)

Mientras Exista un nivel [ con mas fichas de ladrén que de algin policia
ejecutar:
Para cada Policia P con menos fichas en [ que el ladréon ejecutar:
1 < primer nivel donde hay mas fichas de P que de R
mover una ficha de Pdeiai+1
Terminar ciclo
Terminar ciclo
Terminar procedimiento

Procedimiento ACECHAR(policia)
Si el ladrén tiene una ficha a distancia 1 de una ficha x del policia entonces:
Mover x para capturar dicha ficha.
Si no:
El policia pasa.
Terminar condicional
Terminar procedimiento
Procedimiento PERSEGUIR(Policia P, nivel )
las fichas de P sobre el nivel ¢ imitan un turno de a en el Algoritmo [2]
persiguiendo las fichas de R que estan sobre el nivel ¢
Terminar procedimiento

nivel 7 puede moverse a lo mas n — 2 veces, ya que esta es la mayor distancia a la
que puede estar la ficha de C' sobre el nivel j.

Si el ladrén decide mover inicamente la ficha del nivel 7, B capturara la ficha del

nivel 7 después de a lo mas n — 1 turnos, y la ficha del nivel i del ladrén caerd en el
mismo vértice que la ficha del nivel 7 de B en a lo mas n — 2 movimientos después
de eso.

Esto nos indica que el ladrén debe mover su ficha del nivel j eventualmente, sin

embargo, al hacer eso, se dirige hacia la ficha del nivel 5 del policia C.

Similarmente, si la primera ficha atrapada por C es la del nivel 7, el ladrén puede

ser capturado por A o por C, dependiendo de sus movimientos. O
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Algoritmo 7 Estrategia ganadora para tres policias en FQ(C_;DIE;)
ENTRADA: una rejilla cilindrica con 3 policias de 2 fichas cada uno en los
vértices (0,0) y (1,0) y un ladrén R de 2 fichas en un vértice arbitrario.
SALIDA: una configuraciéon donde alguno de los policias ha atrapado al ladrén.
1: N1VELAR(Ladroén, Policias)

2: i <~ min{¢ € {0,...,m — 1}: R tiene una ficha en el nivel ¢}
3: j < max{l € {0,...,m — 1}: R tiene una ficha en el nivel ¢}
4: Mientras el ladrén no haya sido capturado ejecutar: > turno del ladréon

5: Si el ladrén pasa entonces:

6: A PERSIGUE la ficha més cercana que no esté tocando

7: B PERSIGUE la ficha més cercana que no esté tocando

8: C ACECHA

9: Si no: Si el ladrén mueve la ficha sobre el nivel i entonces:
10: A PERSIGUE con ficha en el nivel ¢

11: B PERSIGUE con ficha en el nivel j

12: C' ACECHA

13: Si no: Si el ladrén mueve la ficha sobre el nivel j entonces:
14: A PERSIGUE con ficha en el nivel j

15: B PERSIGUE con ficha en el nivel ¢

16: C' ACECHA

17: Si no: > El Ladrén movié una ficha a otro nivel.
18: NIVELAR

19: Terminar condicional

20: Terminar ciclo

4.5.2. Generalizacion para k£ <m

— =

A pesar de que los algoritmos anteriores son estrictamente para Fy(C,0F,,), la

idea detras de ellos se puede generalizar a Fy(C,0P,,) siempre que k < m. Primero,

empecemos por ver que, para k < m, un ladrén puede escapar indefinidamente de &
policias. La estrategia para lograrlo se presenta en el Algoritmo [§]

Afirmacion 35. Usando el Algoritmo[8] un ladrén puede evitar su captura por tiempo
. . e i o
indefinido en Fi(C,0OP,,).

Demostracion. A pesar de que este algoritmo es, en esencia, idéntico al Algoritmo
[, esta demostracién no puede realizarse por casos, ya que en principio no sabemos
cuantos de ellos hay. En lugar de analizar los casos, observemos varios aspectos de
la persecusion.
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Algoritmo 8 Estrategia de evasién para un ladrén y k policias en Fi(C,00F,,) con
1<k <m.

1: Procedimiento EVASION(un ladrén R, k policias Py, ..., Py 1)

2 S <« {(zo,x1,...,25-1): z; € V(Cy)}

3: ordenar a S en orden lexicografico

4 s < primer elemento de S tal que dg(P;, {(20,0), (z1,1),..., (zp—1,k—1)}) >

2 para cadai € {0,1,...,k—1}}

5: R inicia en la posicién {(s[0],0), (s[1],1),...s[k — 1],k — 1}.

6: Mientras el ladrén no haya sido capturado ejecutar:

7: Si Existe un policia a distancia 1 de R en Fi(C,OP,,) entonces:

8: P < Primer policia a distancia 1 de R, en orden lexicogréfico

9: x < ficha del ladréon no capturada por P

10: Si x puede moverse sobre su nivel sin colocar a R a distancia 0 o 1 de
un policia entonces:

11: mover a x sobre su nivel

12: Si no:

13: x < primera ficha que al moverse sobre su nivel no coloca a R a
distancia 0 o 1 de algin policia.

14: mover a x sobre su nivel

15: Terminar condicional

16: Si no:

17: R pasa

18: Terminar condicional

19: Terminar ciclo

20: Terminar procedimiento

Notemos que si R tiene a lo mas una ficha en cada nivel, en cada turno puede hacer
k movimientos, correspondientes cada uno a una de sus k fichas. Si en algin momento
hay policias O, O, ..., O, cuya distancia hacia R es 1 en Fk(C_ﬁDIZ), entonces hay
a lo mas k—s policias “adelante” de él, es decir, policias cuya distancia desde R es a lo
mas 2, a los que llamaremos Q1 . . ., Q_s. En este momento, cualquier movimiento de
R agranda la distancia desde los policias O;, y como R tiene k movimientos posibles,
alguno de éstos no acorta la distancia hacia los policias ;. Este movimiento hace
que R quede libre otro turno, y pasara de turno hasta que, de nuevo, exista al menos
un policia O; con distancia 1 hacia R. O]

Ahora que sabemos que k policias son insuficientes para atrapar a un ladron en
F,(C,0OP,,) para 2 < k < m, el Algoritmo [J] generaliza la idea del Algoritmo [7] para
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atrapar al ladrén usando k£ + 1 policias.

Proposicién 36. Usando el Algoritmo[9, los policias pueden atrapar al ladron en
tiempo finito.

Demostracién. De acuerdo a la linea [0]27] si el ladrén mueve su ficha sobre el nivel
1, cada policia distinto de P, persigue sobre un nivel distinto, y P, acecha al ladron.

Supongamos de nuevo que los tnicos movimientos de las fichas del ladron son
sobre flechas que no pasan de un nivel a otro, pues de otra manera, solo nivelamos
y repetimos el procedimiento. De forma similar a como ocurrié en el Algoritmo [7]
cada vez que el ladrén pasa, hay policias que acortan su distancia hacia él en una
unidad, lo que significa que no puede pasar por siempre. Similarmente, siempre que
R se mueve, su distancia hacia P, permance igual (si Py se mueve) o disminuye en
una unidad (si P no se mueve). Debido a esto, en algin momento una de las fichas
de R debe pasar por un vértice donde haya una ficha de Py.

Notemos que si cada ficha del ladrén da una vuelta al nivel en el que esta, cada
ficha de Py habra capturado a una ficha del ladrén, lo que terminara el juego. Esta
condicién se cumplird si no existe un turno a partir del cual R decide no volver a
mover ciertas fichas, asi que solo necesitamos garantizar que si el ladrén mueve un
subconjunto propio de fichas a partir de cierto turno, también puede ser atrapado
por los policias.

Pensemos que a partir de cierto turno, R decide mover tinicamente las fichas de
cierto conjunto de niveles X. Si X = {z} con = # 0, P, se dedicard a atrapar a las
fichas en todos los niveles distintos de x. Cada vez que R decida mover una ficha
que no esté sobre sobre el nivel z + s indicado en la linea 9|27, P, se acercara a la
ficha del nivel z + s, hasta que la atrape y pase al siguiente nivel. Una vez que acabe
con estos niveles, P, acechara a R sobre el nivel x, por lo que el juego terminara con
la captura del ladrén. En cambio, si x = 0, el policia 0 eventualmente atrapara las
demaés fichas de R. Posteriomente, cada policia P; con 0 < ¢ < k atrapara a las fichas
de todos los niveles distintos de 0, y perseguird a R para que mueva la ficha en 0,
donde P, estara acechando.

Si X no es unitario, cada policia P, con x € X intentara atrapar a las fichas de los
demds niveles, tanto dentro como fuera de X. En este caso no podemos asegurar que
el ladrén seréd capturado por algtin policia P; con i ¢ X, asi que debemos demostrar
que los policias P, con x € X — {0} se acercan a R. Consideremos un policia P, con
x € X. Como X no es unitario y R debe mover las fichas de todos los niveles de X,
habra turnos en los cuales el ladréon no movera la ficha del nivel  + s indicado en la
Linea [0]27] Cuando esto suceda, P, se acercard a la ficha del nivel  + s del ladrén,
y como este procedimiento se repetird las veces necesarias, eventualmente alcanzara
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esta ficha. Cuando la ficha en cuestion sea atrapada, el procedimiento se repetira con
la siguiente, hasta que P, logre atrapar todas las fichas, salvo la del nivel x. Al llegar
a este punto, es solo cuestién de tiempo para que el ladrén mueva la ficha del nivel
x,y P, capture al ladrén.

m

El andlisis para encontrar el tiempo de captura se realizara después de la gene-
ralizacién siguiente.

4.5.3. Generalizacién para k > m

Cuando tenemos mas fichas que niveles, inevitablemente tendremos al menos
un nivel con més de una ficha. Como el algoritmo [9] puede manejar ese caso, solo
necesitamos adaptar el nimero de policias. Primero veamos que si k > m, no son
suficientes m policias para atrapar al ladron.

Observemos que si R coloca sus fichas sobre todos los niveles, en cada turno tiene
entre m y k movimientos disponibles, dependiendo de qué tanto “se estorben” sus
fichas. Si en algtn turno R tiene solo m movimientos disponibles, hay a lo mas m
policias a distancia 1 desde él, por lo que puede elegir pasar y asi no ser atrapado
en ese turno. Si hay s policias cuya distancia hacia R sea 1, R tiene a lo més m — s
policias a distancia 1 desde él, por lo que tiene al menos s posibles movimientos para
evitar ser capturado en ese turno. Esto implica que R no puede ser atrapado con m
policias en Fi(C,,0P,,) cuando m > k.

Ahora veamos como atrapar al ladrén usando m + 1 policias. Nétese que el Al-
goritmo [10] es idéntico al Algoritmo [J] salvo en el nimero de policias, por lo que el
argumento para mostrar que sirve también es analogo.

Proposicién 37. Usando el Algoritmo m policias pueden atrapar a un ladron
en tiempo finito.

Demostracion. Podemos suponer por simplicidad que a partir de cierto turno, el
ladrén no cambia sus fichas de nivel, pues si lo hace, el algoritmo reacomoda a los
policias para que en cada nivel haya la misma cantidad de fichas de cada jugador.

De forma similar al Algoritmo [9) R no puede pasar indefinidamente, ya que P,
lo persigue en cada turno que pase. Si a partir de cierto momento, R decide mover
unicamente la(s) ficha(s) que tenga en el nivel [ durante toda la partida, cada policia
P; con 1 <1i < m capturara las fichas de los demas niveles, y posteriormente acechara
sobre el nivel [ hasta que R sea capturado.

Para seguir una demostracién similar a la del Algoritmo [9] supongamos que es-
tamos en el primer turno en el que todas las fichas del nivel [ han sido capturadas
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por P,,. Como se argument6 anteriormente, si R elige mover solo las fichas del nivel
l, serd capturado, asi que debe mover fichas en algtin otro nivel. Cada vez que R
mueva una ficha en un nivel distinto a [, se acerca en una unidad a P,,, y cada vez
que mueva una ficha en el nivel [, los policias P; con 1 < i < m se acercan a las fichas
de R en otro nivel en una unidad.

O
Para encontrar el tiempo de captura, consideremos los siguientes aspectos:
1. Lo més lejos que un policia puede estar de R es k(m +n — 2).
2. Si R pasa esa cantidad de turnos, P lo atrapa.

3. El ladrén puede realizar a lo mas k(m — 1) movimientos que pasen de un nivel
a otro, y si los hace, terminara en el nivel mas bajo de la rejilla.

4. Cada ficha del ladrén necesita n movimientos para dar una vuelta al nivel,
aunque puede dar mas de una vuelta si el ladron asi lo desea.

5. Si el ladrén hace (K — 1)n movimientos sobre el mismo nivel, hay un policia
que habra capturado todas las fichas del ladron en los demas niveles, y estara
acechando sobre ese nivel. Cuando se llegue a este punto, el ladrén puede hacer
a lo més capt(Fy (C,)) movimientos, donde f’ es el nimero de fichas que tiene
sobre el nivel en cuestiéon. Como solo estamos buscando una cota, podemos
hacer k' = k.

En total, R puede hacer k(m — 1)+ k(k — 1+ 4kn — 2k*> —n+ k) movimientos y pasar
. —
k(m 4 n — 2) turnos, por lo que el tiempo de captura capt(Fy(C,0C,,)) es menor o
igual que
k(4kn — 2k* + 2k + 2m — 4).

4.6. Rejillas toroidales

Para concluir con el estudio del juego en las rejillas, debemos adentrarnos en la
ultima rejilla definida en la Seccién [2.8] Para obtener una rejilla toroidal a partir
de una cilindrica C,JF,,, sélo debemos agregar las flechas del nivel m — 1 al nivel
0 para cada par de vértices (v;, m — 1) y (v;,0). Aunque esta gyeracién es sencilla,

y . : . P . .
la digréafica resultante cambia una propiedad importante: en C,,[JC,,, los “niveles
se pueden recorrer de forma ciclica. Como consecuencia, no podemos perseguir al
ladrén sobre las copias de C), y nivelar en caso de que el ladron se mueva sobre C,,,
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ya que en principio puede moverse sobre C),, de forma indefinida. En virtud de lo
anterior, para este problema se presentaran tinicamente cotas superiores e inferiores
para c (Fk (C—‘;DCT)WL))

Al estudiar rejillas toroidales, vale la pena extender el concepto de nivel para
abarcar tanto las copias de C),, como de C,,. De esta forma, podemos pensar que un
nivel en C,[1C,, es una subdigréfica inducida por un conjunto de la forma V' (C,,) x{v}
con v € V(Cy,), o de la forma {u} x V(C,,) con u € V(C,). Estas digraficas seran
llamadas n-niveles y m-niveles respectivamente. Cada m-nivel intersecta a cada n-
nivel en un tunico vértice, y cada vértice puede verse como la intersecciéon de un
m-nivel y un n-nivel inicos.

Primero observemos que en C,L1C,,, dos policias son insuficientes para atrapar
a un ladrén. Supongamos que tenemos al ladrén en el vértice (u,v) a una distancia
mayor que 1 de ambos policias. Si los tres jugadores estan sobre un mismo m-nivel
(n-nivel), el ladrén solo debe moverse al m-nivel (n-nivel) siguiente para mantenerse
a distancia mayor que 1. Si sélo un policia estd en el mismo m-nivel (n-nivel), el
ladrén debe fijarse en que éste policia no esté a distancia 1 de él. Si no lo esta, el
ladrén puede no moverse, pero si lo estd, alguno de sus dos movimientos posibles lo
alejara del policia sin colocarlo a distancia 1 del otro policia. Si ningin policia esta
sobre su m-nivel (n-nivel), el ladrén no tiene por qué moverse.

Como toda rejilla toroidal es 2-exregular y 2-inregular, el ladrén siempre tiene
dos opciones para moverse. Si usamos tres policias, la estrategia ganadora consiste
en colocar dos de ellos sobre el mismo m-nivel que el ladrén, y colocar al tercero
sobre el mismo n-nivel que el ladrén. Si el ladrén se mueve sobre el m-nivel, uno de
los policias ahi lo persigue mientras que el otro acecha, y el policia restante se mueve
para acercarse a €l sobre su propio m-nivel. Si el ladrén decide cambiar de m-nivel,
los primeros dos policias lo siguen, mientras que el tercero ajusta su posicion sobre
su m-nivel para bloquearle el paso al ladrén cuando éste se acerque suficiente. Si el
ladron llega al m-nivel del tercer policia sin ser capturado, la estrategia sigue siendo
la misma. Como ambos ciclos son finitos, el ladrén volvera a pasar por ese nivel,
y cada vez que lo haga, el tercer policia estara més cerca, por lo que este proceso
siempre terminara.

—
En vista de lo anterior, ¢ (Fk (CHDC’m>> = 3. La primera parte de este resultado

se generaliza en las siguientes dos proposiciones. Una vez mas, es conveniente partir
los casos dependiendo del valor de k.

Proposiciéon 38. Para k < min(m,n), se necesitan mds de k + 1 policias para
—
atrapar a un ladron en Fj, (CHDC'm)
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Demostracion. Si jugamos con k fichas, existen (’:) n* formas distintas de acomodar

al ladréon con a lo més una ficha en cada m-nivel. Como n,m > 3 entonces 2k(k +
1) < (’:) n*, lo que significa que existe al menos una configuracién donde el ladrén
esta a distancia mayor que 1 desde el policia mas cercano. Tomemos una de estas
configuraciones como posicion inicial.

Desde aqui, el ladrén tiene k formas distintas de mover una ficha sobre su m-nivel,
y puede mover al menos una ficha para cambiarla de m-nivel manteniendo la con-
dicién de tener a lo mds una ficha en cada m-nivel (porque k < m). Siguiendo un
argumento usado en la seccién anterior, si el ladrén tiene s policias a distancia 1
hacia él, tiene al menos k + 1 — s policias a distancia 1 desde él, y como en esta
configuracion tiene k£ + 1 movimientos posibles, siempre puede elegir un movimiento
que lo coloque en una configuraciéon segura (es decir, que no esté a distancia 1 de
ningin policia) en la que tenga otros k + 1 movimientos posibles para repetir este
procedimiento. O

Proposicién 39. Si k > min(m,n), se necesitan mds de min(m,n) policias para
) —
atrapar a un ladron en Fy, (CnDCm>.

Demostracion. Supongamos que m < n. Si acomodamos al ladrén para que cada m-
nivel tenga |k/m| o [k/m] de sus fichas, en cada turno tiene al menos m movimientos
posibles. Bajo un argumento similar al de la demostraciéon anterior, el ladrén siempre
puede mover una ficha sobre un m-nivel para escapar de los policias. A pesar de la
similitud, no podemos asegurar que el ladrén pueda mover una ficha sobre un n-nivel,
ya que si k es multiplo de n, el ladrén puede tener la mala fortuna de cubrir solo
n-niveles completos. Esta diferencia hace que la cota que se puede garantizar sea m,
en lugar de m + 1. O

Ahora veamos como acotar el nimero de policias superiomente. Como la estructu-
ra de la digrafica es similar a la de una rejilla cilindrica, podemos usar una estrategia
similar a la de esa rejilla. Notemos que a diferencia de una rejilla cilindrica, aqui po-
demos “nivelar” los policias infinitas veces. Para evitar que esto suceda, agregamos
mas policias al juego.

Proposicion 40. Para cualesquiera m,n > 3 y k < 7% bastan 2k + 1 policias para
—
atrapar a un ladron en Fy, (CnDCm).

Demostracion. Ennumeremos a los policias como Py, Py, ..., Po;. En una rejilla to-
roidal, el ladréon tiene a lo mas 2k movimientos posibles, por lo que debemos cubrir
todas las posiciones a las que puede moverse, y posteriomente atraparlo con el policia
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restante. Cuando hay 2k movimientos posibles para el ladrén, k£ de estos son sobre
m-niveles, y los otros k sobre n-niveles.

Para bloquear los movimientos, seleccionamos k policias para imitar los movi-
mientos de los policfas P, ..., Py del Algoritmo [J] sobre los m-niveles, y otros k
policias para imitarlos sobre los n-niveles. El policia restante imitara a F, sobre los
m-niveles y posteriomente los n-niveles, forzando al ladréon a recorrer la rejilla en
ambas dimensiones.

Si el ladron decide moverse solo sobre una dimension después de cierto turno, su
captura serd en un escenario idéntico al proporcionado por el Algoritmo [0 Si decide
moverse en ambas dimensiones, llegara un turno en el que una de ellas esté bloqueada
por los policias, lo que nos lleva al caso anterior. O
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-  —
Algoritmo 9 Estrategia ganadora para k+ 1 policias en Fi(C,0P,,) cuando k < m.

ENTRADA: una rejilla cilindrica con policias Py, Py, ..., P de k fichas cada uno
en los vértices (0,0), (1,0),...,(k—1,0) y un ladrén R de k fichas en un vértice
arbitrario.
SALIDA: una configuracion donde alguno de los policias ha atrapado al ladrén.
1: N1VELAR(Ladroén, Policias)
2: Renombrar los niveles de tal forma que el nivel ¢ sea el i-ésimo nivel donde el
ladrén tiene una ficha, empezando desde 0.

3: N < maéax{niveles donde haya una ficha del ladrén}
4: Mientras el ladrén no haya sido capturado ejecutar: > turno del ladréon
5: S < {s>0: Fy no ha capturado a R en el nivel s}.
6: Si S = () entonces:
7 Py ACECHA en el nivel 0
8: Para cada Policia P; con 0 < i < k ejecutar:
9: S« {s:0<s <N, P no esté capturando a R en el nivel s}
10: Si S = () entonces:
11: P, PERSIGUE en el nivel 0
12: Si no:
13: s <— min(S)
14: P, PERSIGUE en el nivel s
15: Terminar condicional
16: Terminar ciclo
17: Si no: Si el ladron pasa entonces:
18: Py PERSIGUE la ficha mas cercana que no esté tocando
19: P, ACECHA
20: Si no: Si el ladrén mueve la ficha sobre el nivel j entonces:
21: Para cada Policia P, con 0 < i < k ejecutar:
22: S <+ {s: 0 < s < N tal que P, no esté capturando a R en el nivel i + s méd N}
23: Si S = () entonces:
24: P, ACECHA en el nivel ¢
25: Si no:
26: s < min(9)
27: P, PERSIGUE en el nivel ¢ + s méd N
28: Terminar condicional
29: Terminar ciclo
30: P, ACECHA
31: Si no: > El ladrén movié una ficha a otro nivel.
32: NIVELAR
33: renombrar los niveles de tal forma que el nivel i sea el i-ésimo nivel donde
el ladrén tiene una ficha, empezando desde 0.
34: Terminar condicional

35. Terminar ciclo




56 CAPITULO 4. POLICIAS Y LADRONES

Algoritmo 10 Estrategia de captura para m + 1 policias en Fy(C,0P,,) si k > m
ENTRADA: una rejilla cilindrica con policias Py, Py, ..., P, de k fichas cada uno
en los vértices (0,0), (1,0),...,(m—1,0) y un ladrén R de k fichas en un vértice
arbitrario.

SALIDA: una configuraciéon donde alguno de los policias ha atrapado al ladrén.
1: N1VELAR(Ladron, Policias)
2: Renombrar los niveles de tal forma que el nivel ¢ sea el i-ésimo nivel donde el

ladrén tiene una ficha, empezando desde 0.

N + méx{niveles donde haya una ficha del ladrén}

Mientras el ladrén no haya sido capturado ejecutar: > turno del ladron
S < {s > 0: Py no ha capturado a R en el nivel s}.

Si S = () entonces:
Py ACECHA en el nivel 0
Para cada Policia P; con 0 < i < m ejecutar:
S < {s:0<s<m P, no esté capturando a R en el nivel s mdd N}
10: Si S = () entonces:

11: P, PERSIGUE en el nivel 0

12: Si no:

13: s <— min(S)

14: P, PERSIGUE en el nivel s méd N

15: Terminar condicional

16: Terminar ciclo

17: Si no: Si el ladron pasa entonces:

18: Py PERSIGUE la ficha mas cercana que no esté tocando

19: P, ACECHA

20: Si no: Si el ladrén mueve la ficha sobre el nivel j entonces:

21: Para cada Policia P, con 0 < i < m ejecutar:

22: S < {s: 0 < s <k tal que P; no esté capturando a R en el nivel i + s méd N}

23: Si S = () entonces:

24: P, ACECHA en el nivel ¢

25: Si no:

26: s < min(9)

27: P, PERSIGUE en el nivel ¢ + s mod N

28: Terminar condicional

29: Terminar ciclo

30: P, ACECHA

31: Si no: > El ladrén movié una ficha a otro nivel.

32: NIVELAR

33: renombrar los niveles de tal forma que el nivel i sea el i-ésimo nivel donde
el ladron tiene una ficha, empezando desde 0.

34: Terminar condicional

35. Terminar ciclo




Capitulo 5

Conclusiones

Entre los resultados presentados en esta tesis, los mas destacados son, en mi
opinién, aquellos que se valen de algoritmos para ser demostrados. Algunos de ellos
son muy sencillos de obtener (como el nimero de policias de la digrafica de fichas
de un arbol enraizado). Sin embargo, existen otros, como el resultado del Algoritmo
[1, que pueden aportar informacién para problemas mds grandes, como saber si una
digrafica estd determinada por sus digraficas de fichas.

Varios de los problemas a los que se enfrenté este proyecto estuvieron relacionados
con el orden que tienen las digraficas de fichas con respecto a las digraficas originales.
Por ejemplo, la rejilla dirigida mas pequena cuya grafica subyacente no es un ciclo
ni una trayectoria es P,[1P;, y su estudio no revela ninguna informacién sobre cémo
se ven las digraficas de fichas de las rejillas, a diferencia de lo que sucedié cuando se
estudiaron los ciclos. A pesar de eso, los resultados obtenidos fueron satisfactorios,
ya que se lograron extender varios conceptos de [9], y se hicieron las modificaciones
correspondientes para poder trasladar dichos conceptos a digraficas.

Se pueden tomar varios caminos para extender esta tesis. Uno de ellos es mejorar
los tiempos de captura presentados en el Capitulo[4] ya sea mejorando los algoritmos
presentados o haciendo un analisis mas exhaustivo sobre los mismos. También se
pueden estudiar las propiedades de las digraficas de fichas de los distintos tipos
rejillas, tomando en cuenta que una vez que se estudien las rejillas rectangulares,
solo se necesitan agregar las flechas correspondiente para tener rejillas cilindricas o
toroidales. Estudiar las digraficas de fichas de las rejillas a fondo podria darnos un
algoritmo general de persecucion sobre ellas, aunque también se podria estudiar el
juego sobre clases distintas de graficas.
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