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Resumen

Motivado por modelos poblacionales que utilizan procesos de difusién, Feller caracterizo
todos los movimientos brownianos en [0, c0). Un subproducto notable de dicha caracterizacién,
fue el descubrimiento de un comportamiento pegajoso en la frontera. En este trabajo genera-
lizamos la caracterizaciéon dada por Feller a una clase amplia de procesos de Lévy, a saber,
aquellos sin saltos negativos y cuyas trayectorias tienen variaciéon no acotada. En particular,
encontramos procesos con un comportamiento pegajoso en la frontera, a los cuales nombramos
procesos de Lévy pegajosos. Exhibimos una representacion de estos tultimos como solucion a
una ecuacién de cambio de tiempo dirigida por un proceso Lévy. Tal soluciéon es adaptada a la
filtracion cambiada de tiempo del proceso Lévy que dirige la ecuacion. Esto contrasta con la
ecuacion diferencial estocastica que describe a un movimiento browniano pegajoso, la cual es
conocida por no tener soluciones adaptadas. Se sabe que esa no adaptabilidad es una limitante
para que aproximaciones naturales a la solucién de la ecuaciéon diferencial estocéstica, converjan
en probabilidad a pesar de converger débilmente. En cambio, nosotros encontramos un esquema
de aproximacién fuerte para la solucién de nuestra Ecuacién de Cambio de Tiempo (adaptando
el método de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias), siempre que podamos aproximar
fuertemente al proceso de Lévy que dirige la ecuacion.
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Abstract

Motivated by population models using diffusion processes, Feller characterized all Brownian
motions on [0,00). A remarkable by-product of that characterization was the discovery of
a sticky boundary behavior. In this work, we generalize the characterization given by Feller
to a broad class of Lévy processes, namely those without negative jumps and whose paths
have unbounded variation. In particular, we find processes with a sticky boundary behavior,
which we name sticky Lévy processes. We exhibit a representation of the latter as a solution
to a Time Change Equation driven by a Lévy process. Such a solution is adapted to the
time-changed filtration of the Lévy process driving the equation. This is in contrast to the
Stochastic Differential Equation describing a sticky Brownian motion, which is known to have
no adapted solutions. A known consequence of such non-adaptability is that certain natural
approximations to the solution of the corresponding SDE do not converge in probability, despite
they do converge weakly. Instead, we provide strong approximation schemes for the solution
of our TCE (by adapting Euler’s method for ODEs), whenever the driving Lévy process is
strongly approximated.
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Introduccion

Al comenzar este trabajo, pretendiamos usar al movimiento browniano pegajoso para mos-
trar un contexto donde las ecuaciones de cambio de tiempo (que abreviaremos como ECT)
presentan cierta ventaja sobre las ecuaciones diferenciales estocésticas (o EDE). Con ello que-
riamos honrar la memoria de Wolfgang Doeblin, el precursor de las ECT, pues por razones
histéricas que narraremos mas adelante, la representaciéon de procesos de difusion dada por
Doeblin usando este tipo de ecuaciones, es menos conocida que aquella dada por Kiyosi It
mediante EDE. Sin embargo, nuestro deseo de describir situaciones mas generales, nos llevo
a reemplazar el movimiento browniano por otros procesos de Lévy en la ECT considerada, lo
cual inevitablemente nos condujo al anélisis de procesos de Markov en [0, c0). Usando la teoria
de excursiones de It6, alcanzamos una caracterizacion similar a la dada por William Feller pa-
ra el movimiento browniano en [0, 00), ahora para procesos de Lévy espectralmente positivos
con variaciéon no acotada y que toman valores no negativos. Es asi como esta tesis estudia las
condiciones de frontera de procesos de Lévy en [0,00), haciendo énfasis en el caso pegajoso.
Basamos nuestro trabajo en dos herramientas: la teoria de excursiones y los cambios de tiempo,
estos ultimos en el sentido probabilistico, pero también en el sentido literal, pues viajamos en
la historia para descubrir como los trabajos de distintos autores se entrelazan.

Empezamos nuestro viaje en la década de 1950, época en la que Feller analizaba los procesos
de difusién con valores en un subespacio de la recta real y estudiaba su comportamiento en la
frontera. Entre las razones que lo motivaron a realizar ese trabajo, se encontraba su interés en
genética. Si modelamos el tamafio de una poblaciéon por medio de una difusiéon, entonces tal
proceso debe ser no negativo y resulta natural preguntarse ;qué sucede después de que llega
a 0?7 Usando la teoria de semigrupos, Feller descubrié que ademas de las clasicas condiciones
de frontera conocidas hasta entonces (Dirichlet, Neumann y Robin), existen otros comporta-
mientos posibles. Al respecto relata en [Fel52]: “Various probability considerations and a long
outstanding problem in genetics made it increasingly clear that, in addition to the classical types
of boundary conditions there exist some of a new type. Physically speaking, there exist diffusion
processes where a particle can be absorbed, and stay absorbed for a finite time, after which it
penetrates slowly back into the interior”. Por medio del generador infinitesimal, Feller descri-
bié todos los posibles comportamientos en la frontera de cualquier movimiento browniano en
[0, 00), i.e., cualquier proceso fuerte de Markov con valores no negativos que se comporta como
el movimiento browniano hasta la primera vez que llega a 0. Mas precisamente, Feller expreso
el dominio del generador infinitesimal de cualquier movimiento browniano en [0,00) como el
siguiente subconjunto de las funciones dos veces continuamente diferenciables en [0, co)

{F € C0,50) : puf 0) = puf (0) + 22070) = [~ (£(9) = £(O))u(dy) = 0},

donde pg, p1 ¥ p2 son constantes no negativas y p es una medida en (0, 00), las cuales satisfacen

Po+Dp1+p2+ /(y ADu(dy) = 1.
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La novedad en el hallazgo de Feller fue la aparicion de la segunda derivada en la condicion de
frontera. En particular, descubrié la condicién f/'(0) = v/2f”(0) para alguna constante vy > 0,
la cual corresponde al caso donde 0 es un punto regular e instantdneo! en cual el proceso pasa
una cantidad positiva de tiempo c.s. Denominamos movimiento browniano pegajoso (en 0) al
proceso con este tipo de comportamiento en la frontera.

Es importante destacar que el resultado de Feller es de caracter analitico. En este punto, un
problema que surgié de forma natural fue construir todos los procesos de difusion correspondien-
tes a las condiciones de frontera halladas. Feller no establecié un procedimiento para hacerlo,
pero conjeturd la posibilidad de usar el tiempo local para construir el proceso correspondiente
a la condicion de frontera elastica { f(0) = po/p1f'(0)}. Al respecto It6 relata en [It607]: “Feller
had just finished his works on the most general one-dimensional diffusion process [...]. I learned
about these from Henry McKean, a graduate student of Feller, while I explained my previous
work to McKean. There was once an occasion when McKean tried to explain to Feller my work
on the stochastic differential equations [...]. It seemed to me that Feller did not fully understand
its significance, but when I explained Lévy’s local time to Feller, he immediately appreciated its
relevance to the study of the one-dimensional diffusion. Indeed, Feller later gave us a conjectu-
re that the Brownian motion on [0, 00) with an elastic boundary condition could be constructed
from the reflecting barrier Brownian motion by killing its local time [...] at the origin by an
independent exponentially distributed random time, which was eventually substantiated in my
joint paper with McKean [IM63]”. En tal articulo, 1t6 y McKean dieron una construccién pro-
babilistica de todos los movimientos brownianos en [0, 00); su método involucra tiempos locales
y excursiones fuera de cero. Anos més tarde, It extendié esas ideas en [[t672], donde consider6
un proceso de Markov estandar X para el cual un punto especifico a es recurrente. Su objetivo
era determinar todas las posibles extensiones recurrentes del proceso X* obtenido al detener
el proceso X en el tiempo de primera llegada a a, denotado aqui por T,. En otras palabras,
pretendia describir la clase de todos los procesos fuertes de Markov que se comportan como X
hasta llegar a a. La idea de [t es que la totalidad de las excursiones fuera de a de tales procesos,
puede formularse como un proceso de Poisson puntual estacionario con valores en cierto espacio
de funciones. It6 mostré que la ley de cualquier extension recurrente estd inicamente determi-
nada por la medida caracteristica de un proceso de Poisson puntual asociado y por la ley de
X®. También prob6 que dicha medida caracteristica satisface ciertas condiciones y aludié a la
posibilidad de revertir el procedimiento para construir todas las posibles extensiones recurren-
tes de un proceso dado. Itd no enuncié tal procedimiento de manera rigurosa. Anos més tarde
Robert Blumenthal [Blu83] y Thomas Salisbury [Sal86] mostraron que de hecho, se requieren
condiciones mas fuertes. Asi, dado un proceso fuerte de Markov X con trayectorias cadlag y
recurrente en un punto a, se alcanzé una correspondencia biunivoca entre las extensiones re-
currentes de X* y la medida caracteristica del proceso puntual de excursiones. En la primera
parte de este trabajo, dado un proceso de Lévy espectralmente positivo X con trayectorias de
variacion no acotada, encontramos una descripcion precisa de cualquier extension recurrente de
X0 en términos de tres constantes no negativas y de una medida en (0, 0o). Identificamos tales
parametros con las condiciones de frontera de la extension, obteniendo un resultado similar al
de Feller para caracterizar el dominio del generador infinitesimal.

Para enunciar nuestros resultados de forma precisa, dada una extensién recurrente Z de X°,
denotamos por L = (L;,t > 0) a su tiempo local en 0, el cual es normalizado para satisfacer
la condicién E[[5° e *dL;] = 1. Sea T = (7, > 0) el inverso continuo por la derecha de L y n

'En el capitulo 1 recordamos definiciones y aclaramos la notacién.
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y n las medidas de excursiones de Z y del proceso X reflejado en su infimo respectivamente,
recordando que este tltimo estd dado por R, = X;—X, donde X, = inf{ X : s < t}. Escribamos
Y para representar al proceso de excursiones fuera de 0 de Z.

Teorema 1. Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo cuyas trayectorias tienen va-
riacién no acotada. Sea Z una extension recurrente del proceso detenido X°. Entonces existen
tres constantes no negativas pe, pq, px y una medida p en (0,00) que satisfacen:

1. [ u(dx)E.[1 A Ty] < oo.
2. Sip.=0y u((0,00)) < oo, entonces pg > 0.

3. La medida caracteristica del proceso de excursiones de Z fuera de O esta dada por
n=pn+ /u(d:p)Pg.

4. Pa+ e+ 0 [(L—e)dn + [ p(de)EJ[1 —e "] = 1.

5. El inverso del tiempo local T puede ser recuperado al matar a tasa p, al subordinador
Tt = pat + ngt TO(Ys)-

Teorema 2. Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo cuyas trayectorias tienen va-
riacion no acotada. Cualquier funcion f en el dominio del generador infinitesimal G de Z
satisface:

Pef(0) = pef (04) + paGF(04) = [ (f(y) = F(O))uldy) = 0. M

(0,00)

donde p.,pqg y p. cumplen la condiciones del teorema 1.

Al igual que en el resultado de Feller, vemos que una posible condiciéon de frontera esta
descrita por f'(0+) = vG f(0+) para alguna constante v > 0. Generalizando el caso browniano,
diremos que un proceso de Lévy en [0,00) es pegajoso (en 0) si el origen es un punto regular e
instantaneo en el que el proceso pasa una cantidad positiva de tiempo c.s. Es bien sabido que
el movimiento browniano pegajoso satisface una EDE de la forma

t t
7 =z +/ 1(Z, > 0)dB, + 7/ (Z, = 0)ds, t>0, 2)
0 0

donde B es un movimiento browniano estandar, ¥ > 0 e I denota la funcién indicadora. Se
sabe que dicha ecuacién no tiene soluciones fuertes, lo cual significa que cualquier proceso que
satisface (2) involucra cierta aleatoriedad extra a la del movimiento browniano B. Este resul-
tado fue conjeturado por A. V. Skorohod e inicialmente probado por R. Chitashvili en [Chi97]
y posteriormente por algunos otros autores [War97, EP14,Bas14]. En contraste con la represen-
tacion del movimiento browniano pegajoso como solucion a una EDE, en la segunda parte de
la tesis proponemos una representacion de los procesos de Lévy espectralmente positivos con
frontera pegajosa como soluciéon a una ECT. La particularidad de esta representacion es que no
requiere alguna aleatoriedad extra a la generada por el proceso de Lévy que dirige la ecuacion.

Para precisar a que nos referimos con ECT, viajemos otra vez al pasado, ahora a la época de
la segunda guerra mundial, concretamente a febrero de 1940, cuando el mateméatico Wolfgang
Doeblin, aleman de nacimiento pero nacionalizado francés, recurrié al procedimiento de Pli ca-
cheté de la Académie des Sciences para resguardar su trabajo sobre la ecuacion de Kolmogorov.

VI



Tal procedimiento es una herramienta que le permite a un cientifico establecer su autoria en un
descubrimiento, cuando por alguna razén no es capaz de publicarlo por el momento. Los manus-
critos registrados bajo este procedimiento permanecen cerrados un siglo a menos que el autor
o sus familiares lo reclamen. Doeblin tenia razones de peso para emplear dicho procedimiento.
Tras defender su tesis doctoral en 1938, fue enlistado en el servicio militar e incorporado a un
batallon. Alejado de cualquier contacto cientifico e inmerso en el ambiente de la segunda guerra
mundial, luchaba contra la depresion haciendo matematicas. Doeblin sabia que el tema de la
ecuacion de Kolmogorov estaba atrayendo mucho interés y temia ser precedido o plagiado. Lo
angustiaba la idea de morir en la guerra y que los resultados de su investigacion se perdieran.
Por ello tomé sus precauciones: en una carta fechada el 12 de marzo de 1940, alerté a su mentor
Maurice Fréchet sobre el envio del Pli y en un correo separado registrado el 13 de marzo de
1940, envié una copia de sus memorias a la Académie. Doeblin creia que la guerra no iba a
durar mucho y que podria recuperar su manuscrito, o que Fréchet lo haria por él. Todo parecia
estar bien planeado, pero las cosas no salieron como esperaba. Doeblin muri6 en junio de 1940.
La guerra duro 5 anos mas. Después de la liberacion de Francia la vida fue dificil. Fréchet olvidé
completamente el Pli y la carta de Doeblin. Mas de medio siglo transcurrié antes de que esa
carta fuera encontrada. En mayo del 2000, los esfuerzos de Doeblin para preservar sus ideas
finalmente alcanzaron el éxito y el contenido de su manuscrito fue dado a conocer. Entre las
ideas que aparecen en tal documento se encuentra una avanzada? representacién de los procesos
de difusion no-homogéneos R-valuados. De manera precisa, Doeblin describe las trayectorias de
un tal proceso que empieza en x y cuyos coeficientes de deriva y difusiéon son respectivamente

(a(y,s))y (o(y,s)), como
t
Xt =x+ Bfotoz(Xs,s)ds +A CL(XS, S)d87

donde B es un movimiento browniano. Pocos anos después de que Doeblin encontrara dicha
expresion, Ito6 hallé una representacién de los mismos procesos como solucion a la EDE

¢ R t
Xt:x—i—/ U(Xs,s)st—i—/ a(X,, s)ds,
0 0

donde B también denota a un movimiento browniano. La relacion entre ambas expresiones
dada por
t
_ 2 3
Bfta_Q(Xs’s)ds _/0 0°(Xs, s)dBs,

0
podria ser entendida hasta anos después con los trabajos de Dubins-Schwarz y Dambis, ambos
en 1965.

En la segunda parte de esta tesis, nuestro resultado principal expone una situacion en la
que resulta mas conveniente la representacion de un proceso mediante una ECT que mediante
una EDE. Para enunciar dicho resultado, fijemos (£2,.%,P) un espacio de probabilidad en el
cual consideramos (%, t > 0) una filtracion que satisface las hipétesis habituales.

Teorema 3. Sea X un proceso de Lévy espectralmete positivo, adaptado a (F,t > 0), con
trayectorias de variacion no acotada y tiempo de vida infinito. Dados un pardmetro v > 0 y
un punto z > 0, existe un par de procesos estocdsticos C = (Cy,t > 0) y Z = (Z;,t > 0) que
satisfacen

¢ ¢
Zy=z+ X¢, + 7/ I(Z; =0)ds, donde C}= / I(Zs; > 0)ds, (3)
0 0

2Es importante destacar que la nocién de martingala no existia en la época en que el Pli fue escrito.

VII



para toda t > 0. Dicho par es dnico en el sentido de indistinguibilidad. Dado un par (C,Z)
que verifica la ecuacion (3), se cumple que C' es un (F;)-cambio de tiempo, Z es adaptado a la
filtracion cambiada de tiempo (3/5;,25 > 0) dada por ffAt = Z¢, Yy Z es una extension recurrente
de X° con frontera pegajosa.

Para explicar la hipétesis de variacion no acotada, recordemos que esta implica que las
derivadas de Dini de X son infinitas (como se prob¢ originalmente en [Rog68]; ver [AHUB20]
para una extensiéon y mas aplicaciones). En otras palabras, en cualquier tiempo de paro T’
(como el tiempo de primera llegada a 0), se cumple que
Xryn — Xr

. O . C
—liminf —— =limsup —— = o0.
h—0+ h h_— 0+ h

Esta condiciéon nos permite probar que 0 es regular e instantaneo para Z. El siguiente (contra)
ejemplo también muestra indirectamente su relevancia: la ecuacién

h(t) = B /0 (h(s) > 0)ds + /0 “(h(s) = 0)ds

no admite solucién si § < 0 < . La dificultad con la ECT (3) es la discontinuidad de las
funciones indicadoras en (0,00) y en {0}. El éxito de su andlisis se sigue de una descripcion
explicita de la soluciéon en términos del procesos reflejado en el sentido de Skorohod, como
veremos en la primera parte del Capitulo 3.

Nuestro tltimo resultado exhibira una consecuencia positiva de la adaptabilidad de la so-
lucion a la ECT. En [Basl4] se estudia un sistema equivalente a la EDE (2), en particular
se argumenta que la no existencia de soluciones fuertes a dicho sistema, tiene como secuela
que ciertas aproximaciones naturales a las soluciones de la EDE correspondiente, no conver-
gen en probabilidad a pesar de converger débilmente. Nosotros presentamos un esquema de
aproximacién simple para la solucién de la ECT (3) que converge casi seguramente.

Establecemos dicho resultado de convergencia, partiendo de una aproximacién al proceso de
Lévy X que dirige la ECT (3). Supongamos que tenemos (X™,n > 1) una sucesiéon de procesos
discretos en tiempo tal que cada X" estd indexado por N/n. Denotemos también por X" a la
extension a [0,00) del proceso correspondiente, tal que sus trayectorias pertenecen al espacio
de funciones cadlag D y son constantes entre puntos consecutivos de N/n. Supongamos que
X™ — X en la topologia de Skorohod, donde la convergencia puede ser débil o casi segura.
Consideremos (z,,n > 1) una sucesién de reales no negativos que converge a z. Para cada
n > 1, definiremos un par de procesos C" y Z™ que aproximen a la solucién de la ECT (3), ya
sea débil o casi seguramente, dependiendo el tipo de convergencia de (X", n > 1). Definimos
los procesos C™ y Z™ como C"(0) = 0,

(1) = C*([nt]/n=) + (t = [nt] /n) I(Z"(t) > 0) (4)

Z"(t) = (zn + X" =y 1d)(C"([nt]/n)) +~[nt]/n. ()

Observemos que C™ también se pueden escribir como
t
Cy = / [(z, + X" o C"(|ns]/n) + v(|ns]/n — C"(|ns]/n)) > 0)ds, t>0, (6)
0
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Teorema 4. Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo con wvariacion no acotada.
Denotemos por (C, Z) a la unica solucion a la ECT (3). Consideremos (X", n > 1) una sucesion
de procesos con trayectorias en D, tal que cada X" es la extension constante por pedazos de
algin proceso discreto en tiempo indexado en N/n que empieza en 0. Supongamos que X™ — X
en la topologia de Skorohod, ya sea débilmente o casi sequramente. Sea (z,,n > 1) una sucesion
de reales no negativos que convergen al punto z. Para cada n > 1, definamos los procesos C™ y
Z"™ como en (4) y (5) respectivamente. Entonces el par (C™, Z™) converge a (C,Z). El tipo de
convergencia serd débil o casi sequra, dependiendo del tipo de convergencia de (X", n > 1).

Observemos que este procedimiento corresponde a una aproximaciéon tipo Euler para las
soluciones de la ECT (3). Si considerdramos esa misma ecuacién pero ahora dirigida por un
proceso para el cual no podamos garantizar la existencia de alguna solucion, nuestro esquema
de aproximacion podria converger pero el limite podria no ser solucién, como se muestra en el
siguiente ejemplo simple pero ilustrativo. Sean X = —1Id, 2z = 0, v = 1 y X"(t) = —|nt]/n.
Entonces las aproximaciones propuestas en (4) y (5) se reducen a

Cm(?/{:—1>zcn<2k>:k y Z"<k>:{? s%kes%oar
n n n n = si k es impar

n

para todo k € N. Estas sucesiones convergen a C*(t) = t/2 y Z* = 0, pero claramente dichos
procesos no satisfacen la ECT (3).
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Capitulo 1

Notacion y preliminares

“Bad notation can make good exposition bad and bad exposition worse; ad hoc
decisions about notation, made mid-sentence in the heat composition, are almost
certain to result in bad notation”. [Hal70]

A lo largo de este trabajo adoptamos la notacién C0,00) para representar al espacio de
funciones continuas u : [0,00) — R dotado con la métrica uniforme. Denotamos por Cy[0, 00),
Cy[0,00) v C*[0, o0) a los subespacios de funciones continuas que se anulan al infinito, acotadas
y k-veces continuamente diferenciables respectivamente. Mas generalmente, dada una funciéon
u € C|0, 00) simbolizamos por «'(z+) a su derivada por la derecha en un punto z, cuando esta
exista, y consideramos la norma |||/, = sup;sg |[u(t)|. Como es usual, abreviamos por cdadlig a
la propiedad de una funcién de ser continua por la derecha y tener limite por la izquierda en
cada punto. Denotamos por D al espacio de funciones cadlag u : [0,00) — R U {A}, donde A
denota un punto aislado que funge como cementerio. Hacemos la convencion de que cualquier
funcion en [0, 00) puede extenderse a [0,00) U {A} definiendo f(A) = 0. Denotaremos también
por A a la funcién constante que toma el valor A, entendiéndose si nos referimos al punto
cementerio o a la funcién constante A segin el contexto. A los elementos de I los llamamos
trayectorias. Escribiremos Dy = {u € D : u(0) = 0} para denotar el subespacio de trayectorias
que empiezan en 0. Para una trayectoria u € D, definimos su tiempo de vida como

C(u) =inf{s > 0:u(s) = A},

acordando que inf @ = oo. Dado un espacio topolégico (F,.7 ), denotaremos por B(E) a la
o-algebra de los subconjuntos de Borel de un espacio E. En particular consideramos R con la
topologia usual y D dotado con la topologia de Skorohod (ver [Bil99, Capitulo 3, Seccién 12]).
Dado A € Z(R) consideramos el tiempo aleatorio

Ta(u) =inf{s > 0:u(s) € A},

al cual llamamos el tiempo de primera llegada de u a un conjunto A si u(0) ¢ A, o el tiempo de
primer retorno a A si u(0) € A. Para aligerar la notacién, omitiremos el término u cuando no
haya riesgo de confusién y denotamos por 7T al tiempo de primera llegada (o tiempo de primer
retorno) al conjunto {x}. A las trayectorias que son constantes a partir de su tiempo de primer
retorno a 0, las llamamos excursiones fuera de 0.

Para seguir la simbologia usual introducimos la llamada notacién canénica para los procesos
estocdsticos con trayectorias cadlag. Sean 2 = D y .# su o-dlgebra de Borel. Al proceso



X = (X, t > 0) en Q dado por Xy(w) = w(t) sit > 0, lo llamamos proceso candnico. La familia
de mapeos 6; : Q@ — € con t > 0, definidos por fyw(s) = w(t + s) para toda s > 0, es llamada el
operador traslacion. También escribimos X; vy AX; = X; — X; para denotar respectivamente
al limite por la izquierda y al salto de X en el tiempo t € (0, ().

Denotaremos por P a una medida de probabilidad en (£2,.%), bajo la cual X es un proceso
de Lévy, esto es, un proceso estocastico R-valuado, con trayectorias cadlag, con incrementos
independientes y estacionarios y tal que P(Xy = 0) = 1. Para cualquier real z, escribimos
P, para referirnos a la ley de X 4 x bajo P. De acuerdo a esto, escribimos E y E, para
representar a los operadores esperanza correspondientes. A menos que se especifique lo contrario,
supondremos que (%, t > 0) es la filtracion natural de X completada con todos los conjuntos
P-nulos de .%. Cabe recordar que al completar la filtracién natural de un proceso de Lévy, la
filtracion resultante es continua por la derecha [Pro05, Capitulo I, Teorema 31].

Note que en todos nuestros resultados establecimos dos hip6tesis para el proceso de Lévy X:
ser espectralmente positivo y tener trayectorias de variacién no acotada. En [Rog68] se prueba
que si X tiene variacién no acotada, entonces 0 es regular para (—oo,0) y para (0,00), i.e.,
Po(T(—s00)=0) = 1y Po(T(0,00)=0) = 1 respectivamente. Usaremos esta implicacién una y otra
vez a lo largo del trabajo, pues la condicion de regularidad nos permite aplicar otros resultados
conocidos, por ejemplo el teorema 3.1 de [Mil77], el cual asegura que para cualquier proceso de
Lévy X tal que —X no es un subordinador y para el cual 0 es regular para (0, 00), se cumple que
todas las trayectorias de X son continuas en los minimos, esto es, si 1" es un tiempo aleatorio
y M € [0,T] es el punto donde se alcanza el infimo X, entonces condicional a {M < T}, se
cumple X, = X4 c.s. Este resultado se generaliza en [AHUB20]) para el caso de procesos con
incrementos intercambiables.

Por otro lado analicemos la hipdtesis de X de ser espectralmente positivo, i.e., AX; > 0
para toda t > 0. Se sabe que los procesos de Lévy cuyos saltos tienen el mismo signo presentan
una enorme ventaja al momento de realizar cdlculos sobre aquellos cuyos saltos cambian de
signo. En particular, la ausencia de saltos de algin signo facilita trabajar con el exponente de
Laplace v de X en vez del exponente caracteristico. Dicho exponente satisface la igualdad

/N = Ble M X > 0.

Usando la desigualdad de Holder se puede ver que % es una funcién estrictamente convexa y
tiende a infinito cuando A tiende a infinito. Denotemos por ®(0) a la solucién mas grande de
la ecuacién ¥(A) = 0. Como el mapeo 1 : [®(0),00) — [0,00) es continuo y estrictamente
creciente, podemos considerar su inversa de ¢ dada por

O(q) =sup{A>0:9(\)=q}, q=>0.

Un resultado fundamental de la teoria de fluctuaciones que involucra a ®, es el teorema 1 de
[Ber96, Capitulo VII], el cual asegura que el infimo acumulado X, dado por X, = inf{ X, : s <t}
es un tiempo local para el proceso reflejado en su infimo R = X — X y que su inverso

T)=inf{s >0: X, < -2} =T_w-a), >0

es un subordinador (proceso de Lévy con trayectorias no decrecientes) con exponente de Laplace
®. Dicho de otro modo, T satisface

E,[e"TO0] = E[eT®@] = ¢=2@z 5 >, (1.1)
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La propiedad fuerte de Markov del proceso reflejado en su infimo, esta garantizada por la
proposicion 1 de [Ber96, Capitulo VI]. Mientras que la proposicién 3 de la misma referencia
asegura que los pares de variables (R,, —X,) y (X, R;) tienen la misma distribucién bajo P,
donde X; = sup{X, : s < t} es el supremo acumulado de X y R = X — X es el proceso reflejado
en su supremo.

Otro concepto importante en la teoria de fluctuaciones son las funciones de escala, las cuales
son una familia de funciones (W@, ¢ > 0) tales que W@ (x) = 0 si z < 0, mientras que en para
q € [0,00), W@ es la tinica funcién continua por la derecha cuya transformada de Laplace
satisface

o0 1
/ e PPW D (2)da = para [ > ®(q).

0 Vv(B) —q
La funciéon W@ es llamada la funcidn de q-escala. Mas propiedades de las funciones de escala se
pueden consultar en [KKR12]. En particular, el lema 2.4 de [KKR12] asegura que bajo la hipé-
tesis de variacion no acotada de las trayectorias de X, su funcién de g-escala es continuamente
diferenciable en (0,00), y el teorema 2.7 de la misma referencia garantiza que si A € %([0,0))
y q > 0, entonces

Extﬁﬂme_WHX¥ej®d4::[;@—M@ﬂywxy)_LV@Ny—ﬂﬂ)d% (1.2)

para todo x > 0. Retomaremos estas identidades en la Seccién 2.1.

Recordemos también la llamada descomposicién de Lévy-Ito, la cual describe la estructura
de cualquier proceso de Lévy en términos de tres procesos de Lévy auxiliares, cada uno con
diferente comportamiento trayectorial. Consideremos N el proceso puntual de los saltos de X
dado por

Ny = ds.ax.)s

s>t

donde la suma se considera sobre los tiempos s tales que AX; # 0. En [Ber96, Capitulo 1,
Teorema 1] se prueba que N es un proceso puntual de Poisson' con intensidad 7(ds,dz) =
dsv(dz). A la medida caracteristica v, la cual estd dada por v(A) = E[|{s € [0,1] : AX, € A}|]
para todo A € Z(R), se le conoce como la medida de Lévy de X y satisface la condiciéon de
integrabilidad [i .y (1 A 2%)v(dr) < co. Escribimos la descomposicién de Lévy-Itd de X como

X = XU 4 x® 4 x®) (1.3)

donde
XV =at+ 0B,

es un movimiento browniano independiente de N, con coeficiente de difusién o2 > 0y coeficiente

de deriva a,
X® :/ / xN(ds,dx)
(0,t] J[1,00)

es el proceso de Poisson compuesto formado por los saltos grandes de X, y finalmente

X® = / / x(N(ds,dz) — v(dz)ds)
04 J(0,1)

'Para la teorfa general de procesos puntuales de Poisson se puede consultar [[t615]. En particular en la
seccion 1.1 recordamos algunos resultados importantes sobre procesos puntuales de Poisson.



es una martingala cuadrado integrable. A lo largo de este trabajo supondremos que X tiene
variacién no acotada, lo cual es equivalente a que o sea estrictamente positivo o que se satisfaga
3 zv(dz) = co. Bajo tal hipétesis se cumple que X tiene una cantidad numerable de saltos
en cualquier intervalo finito, cuya magnitud es menor que uno.

Para las definiciones y propiedades relacionadas con procesos de Markov (incluyendo pero
no limitando a esperanza condicional, funciones de transicién, propiedad fuerte de Markov,
procesos de Feller, generador infinitesimal, problema de la martingala), referimos a los libros
de [EK86] y [RY99] y adoptamos la notacién de este tltimo. Para los conceptos relacionados
a calculo estocdstico, seguimos el libro de [Pro05] y adoptamos la notacién empleada ahi. En
particular, si X es una semimartingala denotaremos por [X, X| a su variaciéon cuadrética y
escribiremos indiscriminadamente [ HidX, o H - X para referirnos a la integral estocastica de
H con respecto a X, donde el integrando H es un proceso predecible, i.e., una funcion definida
en (2, R, ) medible con respecto a la sigma dlgebra generada por todos los procesos adaptados
y continuos en R .

A continuacién enunciaremos algunos de los resultados de dichas referencias que aplicaremos
mas adelante.

Recordatorio 1.1. (Férmula de It6) Sea X una semimartingala y sea f una funcién C*(R).
Entonces f(X) también es una semimartingala y se cumple la formula

FOD=F(X0) = [ Pty [ PN X 3 (FX) = (X )= (X )AX).

0<s<t

Recordatorio 1.2. ( [Pro05, Capitulo II, Teorema 20]) Sea X una martingala local
localmente cuadrado integrable y sea H un proceso adaptado con trayectorias caglad. Entonces
la integral estocdstica H - X también es una martingala local localmente cuadrado integrable.

A veces es ttil saber cuando una martingala local en realidad es una martingala. Los si-
guientes dos resultados nos dan condiciones suficientes para asegurarlo. Denotemos por X; =
* *
SUPsgt ‘XS| Yy por X" = SupsZO |X |

Recordatorio 1.3. ( [Pro05, Capitulo I, Teorema 51]) Sea X una martingala local. Si
E[X}] < oo para toda t > 0, entonces X es una martingala. Si E[X*] < oo entonces X es una
martingala uniformemente integrable.

Recordatorio 1.4. ( [Pro05, Capitulo II, Corolario 27.3]) Sea M una martingala local.
Entonces M es una martingala con E[M?] < oo para toda t > 0 si y sélo si E[[M, M];] < oo
para toda t > 0 y en tal caso E[M?] = E[[M, M],].

Antes de recordar los resultados relacionados con los cambios de tiempo, formalicemos la
idea natural de cambiar la velocidad a la que se recorren las trayectorias de un proceso.

Definicién 1.1. Un cambio de tiempo C' es una famila de tiempos de paro (Cy,t > 0) tal que
los mapeos t — Cy son crecientes c.s. y con trayectorias continuas por la derecha. Dado un
proceso X, la composicion Xo = X o C' es llamada el proceso cambiado de tiempo.

Definicién 1.2. Decimos que un proceso X es adaptado a un cambio de tiempo C si, X es
contante en cada intervalos [Cy_, Cy].

Note que para un cambio de tiempo continuo C, cualquier proceso es adaptado a C'.
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Recordatorio 1.5. ( [RY 99, Capitulo V, Ejercicio 1.12]) Considere un cambio de tiem-
po C y sea D un cambio de tiempo relativo a la filtracion cambiada de tiempo (Fc,,t > 0).

Entonces el mapeo t — Cp, es un cambio de tiempo y la o-dlgebra cambiada de tiempo es
(ﬁth ,t>0).

Recordatorio 1.6. (Parte de [Jac79, Teorema 10.17]) Si X es adaptado a un cambio
de tiempo C, entonces el proceso [ X, X| también es adaptado a C y [Xc, Xc] = [X, X]e.

Recordatorio 1.7. ( [Jac79, Lema 10.18]) Sea X adaptado al cambio de tiempo C. Para
todo proceso previsible y acotado H se cumple que (H - X))o = (He-) - (Xe).

Finalmente, dado que nuestro interés se centra en los procesos que se comportan como X
fuera de 0 y en su comportamiento en este punto, dedicaremos un apartado en este capitulo
para aclarar la nocién referente a extensiones recurrentes e introducir la teoria de excursiones.

1.1. La teoria de It6 sobre procesos puntuales de excur-
sion

“After several years it became my habit to observe even finite dimensional facts

from the infinite dimensional viewpoint. This habit led me to reduce the problem
above [The description of all possible extensions of a minimal diffusion up to the
hitting time of the boundary point] to a Poisson point process with values in the
space of excursions”. [1t687]

Dado un proceso de Markov X, definimos el proceso detenido en su tiempo de primera
llegada a 0 como
Xl? - Xt/\Tm t Z 07

donde empleamos la notacion a A b para referirnos al minimo entre los valores a y b. Escribimos
(P, x > 0) para denotar las leyes de X empezando en x. Por simplicidad escribimos P° = PY.

Decimos que X es recurrente en 0 si para todo > 0, el proceso llega a 0 en tiempo finito
P.-c.s., lo que formalmente se escribe como P, (Ty < oo) = 1 para toda x > 0. En particular
notemos que cuando X es recurrente en 0, entonces no deriva a +00, y de acuerdo al Teorema 12
de [Ber96, Capitulo VI] sélo hay otro comportamiento posible, la oscilacion. Esto significa que
lim sup,_, ., X; = limsup,_, . (—X;) = oo c.s. Inversamente, si X oscila, entonces la ausencia de
saltos negativos implica que empezando en cualquier punto, el tiempo que tarda X en tocar el 0
es finito. Por lo tanto, oscilar es una condicién necesaria y suficiente para que X sea recurrente
en 0.

Definicion 1.3. Decimos que un proceso fuerte de Markov Z = (Zy,t > 0) con trayectorias
cadlag, con valores en [0,00) y con leyes (P,,x > 0), es una extensién recurrente de X° si 0
es recurrente y bajo P, el proceso detenido Z° tiene ley PO para todo punto x > 0.

Igual que antes omitiremos el subindice 0 para denotar la ley Py.

Si conociéramos la forma en que una extensioén recurrente Z empieza desde 0, en principio,
podriamos reiniciar el proceso cada vez que Z regresa al origen. Entonces las leyes de probabi-
lidad de Z estarfan determinadas por (P2, z > 0) y P. Este andlisis se torna delicado cuando
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empezando en 0, el proceso Z deja instantaneamente el origen y vuelve a él inmediatamente.
Para precisar tal comportamiento, usamos la ley 0 — 1 de Blumenthal, gracias a la cual sabemos
que el evento “Z regresa a 0 en tiempos arbitrariamente pequenos” es trivial, o sea P(7T, = 0) es
cero o uno. Decimos que 0 es irreqular en el primer caso y regular en el segundo. Cuando 0 es
regular, consideramos Sy = inf{t > 0 : Z; # 0} el tiempo de la primera salida de 0. Nuevamente
la ley 0 — 1 de Blumenthal asegura que P(Sy; = 0) es cero o uno, en otras palabras, el evento
“Z deja el origen instantaneamente” también es trivial. Decimos que 0 es un punto instantdneo
cuando esta probabilidad es uno. El estudio de las excursiones fuera de 0 es particularmente
interesante cuando 0 es regular e instantaneo, hipétesis que asumiremos a partir de ahora.

Una forma adecuada de estudiar las extensiones recurrentes de un proceso de Markov,
recae en la teorfa de excursiones introducida por Ité en [[t672]. Denotemos por II al espacio
de las funciones puntuales con valores en (D, Z(D)), i.e, el conjunto de todas las funciones
p:]0,00) — D tales que p(t) = A excepto para una cantidad numerable de tiempos t. Sea &
la o-dlgebra generada por la funciéon p — N(A,p), donde N cuenta el nimero de veces t en
las que se se satisface (¢,p(t)) € A para cualquier conjunto A € A([0,00)) ® H(D). Diremos
que p es o-discreto si existe una sucesion de conjuntos U,(t) C (D) tal que D = U, U,(t) y
N((0,t] x Up(t),p) < oo para todo t > 0y todo n > 1. Dada una funcién puntual p € IT y un
conjunto A € #([0,00)) @ Z(D), definimos la restriccion de p a A, denotada por p|4, como
sigue

_p(t),  si(tp(t)) € A,
Plalt) = {A, si (t,p(t)) ¢ A.

En particular, si T € £([0,00)), la restriccién al conjunto T' x D es llamada la restriccion al
dominio y la denotamos por p|. Si en cambio restringimos a conjuntos de la forma [0, 00) x U
con U € A(D), entonces la llamamos la restriccion al rango y escribimos plf;.

Dado (€2,.%#,P) un espacio de probabilidad, una funcién Y : Q — II es llamada proceso
puntual si es medible relativo a % y &. Decimos que un proceso puntual Y = (Y, ¢ > 0) es de
Poisson si satisface:

1. Es o-discreto.

2. Para toda t > 0, la restriccion al dominio Y\‘("O’t] y el proceso trasladado ;Y son indepen-
dientes.

3. Para toda t > 0, el procesos trasladado 6;Y tiene la misma distribucién que Y.

Se sabe que dado un proceso puntual de Poisson Y, existe una medida o-finita n en D, tal
que
E[N((0,1) x U, )] = tn(U),

para todas t > 0y U € #(D). Dicha medida determina la ley de probabilidad de Y, razén
por la cual se le llama la medida caracteristica de Y. Mas atn, Itd prueba en [[t672, Teorema
4.2] que dada n una medida o-finita en D, existe un proceso puntual de Poisson cuya medida
caracteristica es n. Observemos que en la definicién de funciones puntuales (y por lo tanto de
procesos puntuales), la eleccion del espacio D no juega algun papel especial, por lo que podemos
sustituirlo por cualquier otro espacio V. Dados un proceso puntual de Poisson Y : [0,00) — D
con medida caracteristica n y dada una funcién f : D — V medible relativo a B(D) y Z(V),
la composicién foY :[0,00) — V también resulta ser un proceso puntual de Poisson y su
medida caracteristica est4 dada por nf~!. Similarmente, si Y es un proceso puntual de Poisson



con valores en V' y medida caracteristica n, entonces la restriccién al rango de Y a un conjunto
U € (V) también es un proceso puntual de Poisson y su medida caracteristica es la restriccion
de n a U, como se muestra en [[t672, Teorema 4.7].

Regresando a las extensiones recurrentes de X It6 observé en [[t672] que dada una ex-
tensiéon recurrente Z, si parametrizamos de forma adecuada su conjunto de ceros {t : Z; = 0},
entonces las excursiones de Z fuera de 0, corresponden a los d4tomos de un proceso puntual
de Poisson. La parametrizacion propuesta por It6 se basa en la existencia de un proceso no
decreciente que c.s. sélo crece en el conjunto de ceros de Z, llamado el tiempo local de Z en 0,
y denotado aqui por L = (L4, t > 0). Dicha existencia esté garantizada en la teoria general de
procesos de Markov, como se puede consultar en [Ber96, Capitulo IV] o [BG64]. Se sabe que
el tiempo local es tnico salvo constantes multiplicativos. Para fijarlo, elijamos aquel tal que
E[[;° e tdL,] = 1. Es bien sabido (ver por ejemplo el teorema 8 de [Ber96, Capitulo IV]) que el
inverso continuo por la derecha del tiempo local

Ts=mf{t: Ly >s}, s>0

es un subordinador posiblemente matado en un tiempo exponencial independiente e,, con algin
parametro p,, > 0, al cual llamamos la tasa de muerte. Adoptamos la convencién de que e, = oo
si ps, = 0 (una forma de interpretar la muerte de 7 es notando que si la tasa de muerte es cero,
entonces 0 es recurrente para Z, mientras que una tasa de muerte positiva implica que 7 muere
en tiempo finito y por lo tanto 0 es transitorio). De esta manera, podemos escribir 7 como

o Jpas + Y s — 7)) sis <ey,
’ A sis > ey,

para alguna constante p; > 0 a la que llamamos deriva. De hecho, el corolario 6 de [Ber96,
Capitulo TV] asegura que la constante p, se relaciona con el tiempo que el proceso X pasa en
0 de la siguiente manera

t
/ (X, = 0)ds = paL;,  para toda t > 0. (1.4)
0

Observemos que c.s. el complemento del conjunto de ceros de Z consiste de todos los inter-
valos abiertos maximales de (0,00) en los cuales Z es estrictamente positivo. Parafraseando,
si (g,d) es uno de esos intervalos, entonces el pedazo de trayectoria Z,,. toma valores estric-
tamente positivos en (0,d — g). Resulta 1til extender esos pedazos de trayectorias a [0, 00).
Para hacerlo basta definirlas como 0 si t > d — g. Nos referiremos a esa trayectorias como las
excursiones de Z fuera de 0 y a los intervalos [g, d) como los intervalos de excursién. De manera
formal, consideremos el proceso puntual Y = (Y, s > 0) con valores en D definido para s < L,
como
Z(ty +1) si0<t<Tty—1,,

0 sit>T1s—1,,

Yi(t) = { (15)
siT, <7,y Ys=Asit, = 7, El resultado principal de la teoria de excursiones de [[t672]
asegura que Y es un proceso puntual de Poisson al que llamamos el proceso de excursiones de
Z fuera de 0. El esquema 1.1 puede ayudarnos a entender la definicién de este proceso.

La medida caracteristica de Y se llama la medida de excursiones de Z y se denota por n.
Usando la correspondencia entre los saltos de 7 y la longitud de los intervalos de excursion de
Z, el exponente de Laplace de 7 se expresa como

O(A) = pe + paX + /(1 — e MWn(du), X>0. (1.6)
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Figura 1.1: Un bosquejo del proceso de excursiones. En (i) graficamos sélo las excursiones
grandes del proceso Z, pero recordemos que estamos bajo la hipdtesis de que 0 es regular
e instantaneo, razén por la cual el tiempo local en 0 se comporta como en el esquema (i).
Pongamos especial atencion a los puntos de discontinuidad del inverso del tiempo local, que se
puede apreciar en (iii), pues son los atomos del proceso puntual Y representado en (iv). Dado
que Y toma valores en el espacio de trayectorias, la funcién Y, se grafica como un punto en .
Agregando un sistema de coordenadas en cada uno de esos puntos, graficamos la correspondiente
excursion de Z fuera de 0, cuya longitud es el tamano del salto de 7 correspondiente.



En consecuencia n[1 A Tp] es finito. Aqui hemos adoptado la notacién p[f] = [ f(z)u(dz) para
cualquier medida p y cualquier funcién integrable f.

La descripcién de Z a través de su proceso de excursiones nos permite realizar muchos
calculos de manera explicita usando férmulas de procesos puntuales de Poisson. Un resultado
importante de la teoria de excursiones al que recurriremos méas adelante, es la llamada formula
de Maisonneuve (ver [Mai75]), la cual nos dice que

E

S Y,fo eg] —n(NE| [ vidL] (1.7)

geG

para todo proceso predecible y positivo Y y para cualquier funcién medible f en la o-algebra
de Z completada.

Decimos que una extensién recurrente Z de X° deja 0 continuamente si su medida de
excursiones n satisface que n(Zy > 0) = 0. Si en cambio n(Z, = 0) = 0, diremos que la extension
deja 0 por un salto c.s. Definimos la restriccién de n a las excursiones que dejan 0 continuamente
como n(-) = n(- N {Zy = 0}) y la restriccién a las excursiones que dejan 0 por un salto como
n?(-) = n(-N{Zy > 0}). En caso de que n? no sea identicamente cero, resulta ttil conocer en
qué punto empiezan las excursiones que dejan 0 por un salto. Sea e : D — (0, 00) U{A} definido
como e(u) = u(0) si u(0) > 0y e(u) = A si u(0) = 0. Entonces e o Y es un proceso puntual
de Poisson con medida caracteristica 4 = ne™* = n({Z; € -} N {Zy > 0}). Llamaremos a u la
medida de saltos. El teorema 2.3.3 de [[t015] asegura que n? estd determinada por la medida
de saltos p y por la ley de X de la siguiente forma:

nd(U) = /(0700) p(da)PO(X0 € U), (1.8)

para todo U € #A(D).

Como comentamos anteriormente, dada una medida o-finita n en D, existe un proceso
puntual de Poisson con ella como su medida caracteristica, pero saber bajo que condiciones
corresponde a la medida de excursiones de alguna extensiéon recurrente de X requiere un
analisis mas profundo. El teorema 6.4 de [It672] establece algunas condiciones necesarias para
que esto suceda. En particular asegura que se debe cumplir alguno de los siguientes casos:

1. Caso discreto: n es una medida de probabilidad concentrada en Dj.

2. Caso de permanencia exponencial: n es finita pero no idénticamente cero y esta concen-

trada en {u € D : u(0) # 0} v fp(1 — e~ P®n(du) < 1,
3. Caso instantaneo: n es infinita y n(IDy) es cero o infinito.

Finalmente recordemos el teorema 2.3.5 de [[t615], que asegura que en el caso 2, se cumple
que pg > 0 en general y pg > 0 si p es finita.



Capitulo 2

Procesos de Lévy espectralmente
positivos en |0, c0)

“The theory of general Markov processes is doubtless one of the most fascinating
fields of probability, but it is also one of the most demanding. Nonetheless, the
special case of Lévy processes is much easier to handle, thanks to techniques of
Fourier analysis and the spatial homogenity”. [Ber96]

En este capitulo, dado un proceso de Lévy espectralmente positivo X cuyas trayectorias
tienen variacién no acotada, encontramos una descripcion precisa de la medida de excursiones
de cualquier extensién recurrente de X en términos de tres constantes no negativas y de una
medida en (0, 00).

Teorema. (1) Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo cuyas trayectorias tienen
variacion no acotada. Sea Z una extension recurrente del proceso detenido X°. Entonces existen
tres constantes no negativas pe, pq, px y una medida p en (0,00) que satisfacen:

1. [ u(dx)E.[1 A Ty] < oo.
2. Sip.=0y p((0,00)) < oo, entonces pg > 0.

3. La medida caracteristica del proceso de excursiones de Z fuera de 0 esta dada por
n=pn+ /u(d:p)Pg.

4. Pa+De+pe [(L—e)dn + [ p(de)EJ[1 —e ™) = 1.

5. El inverso del tiempo local T puede ser recuperado al matar a tasa p, al subordinador
Tt = pat + ngt TO(Y;)-

La existencia de las constantes p; y p. se sigue del capitulo anterior recordando que son
la deriva del inverso del tiempo local de Z y su tasa de muerte respectivamente. Por lo que
inmediatamente se cumple la condicién 5 del teorema 1. Similarmente la medida p es la medida
de saltos que satisface (1.8). En particular, la condicién de integrabilidad 1 del teorema 1 se
sigue de (1.8) y el hecho de que n[1 A Tp] < co.
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Recordando que definimos n® y n? como la restriccién de n a las excursiones que dejan 0
continuamente y a las excursiones que dejan 0 por un salto respectivamente, deducimos que n
admite la descomposicion

n=n+ p(dx)PY.
(0,00)

Entonces para concluir la descomposicion de n enunciada en el teorema 1, debemos probar
que n° es un multiplo de la medida de excursiones del proceso reflejado en el infimo (la cual
hemos denotado por n). Nos encargaremos de este asunto en la siguiente seccién. Teniendo
establecida la descomposicion de la medida caracteristica en términos de las contantes p., pg v
la medida g, la condicién 2 se deduce de que la medida de excursiones n satisface alguno de los
tres casos enunciados en el capitulo de preliminares. Suponiendo que p. = 0y u((0,00)) < oo,
se debe cumplir el caso 2 y en consecuencia p; > 0. Finalmente, la condicién (4) se verifica de
la normalizacién del tiempo local L y la representacién del exponente de Laplace (1.6) de la
siguiente manera:

-1

1=F |:/ etst:| —E [/ €Tsd8:| — / efs(pd+pn+n[lfe—TO})d8 — [pd + P+ n[l _ e*TO]:|
0 0 0

2.1. Extensiones recurrentes que dejan 0 continuamente

“Describing the excursion measures for the Feller Brownian motions is only a
simple exercise; but the decomposition into a part attributable to paths which
leave the origin continuously and a part coming from paths which leave by a
jump gives a good illustration of what happens also in the most general

case”. [Blu92]

Nuestro objetivo ahora es describir n® en términos de n. Empezaremos analizando todas
las extensiones que dejan 0 continuamente que no pasan tiempo positivo en dicho punto, para
descubrir que se tratan del proceso reflejado en el infimo.

Proposicién 2.1. Existe a lo mds una extension recurrente de X° con tiempo de vida infinito,
la cual c.s. deja 0 continuamente y no pasa tiempo positivo en 0.

Demostracion. Sea Z una extensiéon recurrente de X con las caracteristicas enunciadas. Mos-
traremos que los operadores resolventes (Ry, A > 0) sélo dependen de X° y no de la extensién
Z. De hecho, es bien sabido que basta considerar un sélo valor de A (ver por ejemplo [Blu92, Ca-
pitulo 1, Seccién 9]). Por simplicidad, tomaremos A = 1. Por la propiedad fuerte de Markov
para toda f € Cy[0,00) y para toda x > 0,

7(0)
/O et f(Zt)dt] +E,

e 10 /000 64]"1(Z15+T(0))al75 = R f(2) +E, [eiT(O)]RIﬂO%

donde (R, X > 0) representa los operadores resolventes de X°. Analicemos Ry f(0). Sea ¢ > 0
y definamos recursivamente dos sucesiones de tiempos aleatorios como T=! = T, o,

D =T "+ Tyolpn vy T =DF 4T yolpen, k>1.
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Entonces D** es el extremo derecho del intervalo correspondiente a la k-ésima excursiéon de Z
tal que su altura mayor o igual que € y T* es la primera vez que Z pasa el nivel € en la k-ésima
excursién de altura es mayor o igual que €. Con la convencién de que DY = 0, podemos escribir

=[50

—E lz / o F(Zy) dt] li e < /O Pt f(Zt)dt> ° eTa,k] . (2.1)

D& Jk+1

e ' f Zt)dt]

Notemos que en los intervalos de la forma [D=*, T=**+1) se satisface que Z; < &, permitiéndonos
acotar la primera esperanza en (2.1) por || f||E [/~ e " I(Z; < £)dt]. Dado que Z no pasa tiempo
positivo en 0, este término converge a cero si € — 0. Para analizar el segundo término de (2.1),
introducimos la siguiente funcién

E, [ S et f(Zu)dt]

F(x) = [fo _tdt}

. z>0. (2.2)

Observemos que en la definiciéon anterior podemos remplazar a Z (incluyendo su tiempo de
llegada a 0 y la medida IP) por X sin afectar su valor

. EO UTO (X9 _tf(XO)dt} E, UOTO(X) e_tf(Xt)dt]
= B [ emtat) By [y etar]

Lo cual significa que F s6lo depende de X° y no de la extensién recurrente Z. Probaremos que
existe el limite de F'(z) cuando x — 0+, el cual coincide con el limite del segundo término
en (2.1) cuando € — 0 y por lo tanto con R;f(0). Para verificar la existencia, haremos uso
de las funciones de escala. Empezaremos suponiendo que f es la funcién indicadora sobre
algin conjunto de Borel compacto A C (0, 00). Recordemos que en el capitulo de preliminares
introdujimos el tiempo de paro T'(x) = inf{s > 0 : X; < z}. Como 0 es regular para (—o0c,0),
entonces P(7T'(0) = 0) = 1. Gracias a la ausencia de saltos negativos y a la propiedad fuerte de
Markov, deducimos que P,(7(0) = T5(X)) = 1 para todo > 0. Entonces podemos calcular
F(z) remplazando Ty(X) por T'(0). Usando las identidades (1.1) y (1.2) escribimos

Ja (e7 Do () — WO (y — x)) dy

1 — 2z

Dado que el numerador y denominador convergen a cero cuando z — 0+, se cumple que

Ja (@@ " WO () + ZWO(y — ) dy
lim F(z) = lim :
z—0t z—0t (I)(l)
donde el intercambio en el orden de la derivada con la integral se justifica gracias a la regla de
Leibniz [PM91, Teorema 11.1], pues W) € C*(0,00) y A es compacto. Usando nuevamente el

hecho de que (W) es continua y el teorema de convergencia dominada, podemos intercambiar
el orden del limite y la integral para deducir que

1)y
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cuando f es la funcién indicadora sobre algtin conjunto de Borel compacto A. Concluimos el caso
general argumentando con el teorema de clases monétonas y denotamos F'(0) = lim,_,o4 F'(x).

Usaremos este limite para terminar el calculo de R;f(0) que dejamos pendiente en (2.1).
Gracias a la propiedad fuerte de Markov podemos escribir el segundo término del lado derecho
de (2.1) como

E [i e T By, VTO e_tf(Zt)dtH :
k=1 o

Multiplicando por uno de forma adecuada obtenemos

) To
E lz e—Tska (ZTs,k) EZTE % |:/ e_tdt‘|‘| .
’ 0

k=1

Aplicando la propiedad fuerte de Markov, esto es lo mismo que

00 T
E [Z E le_Ts’kF (ZTE,k) (/ ’ e_tdt> @) eTs,k
k=1 0

que a su vez se puede escribir como

E Li e Tt ( /0 b e—tdt> 0 Open {F(Zpek) — F(O)}] (2.3)

ﬁj?s7k‘|‘| ’

+E li e~ T ( /0 " e_tdt) 0 eTE,k] F(0). (2.4)

k=1
Veamos que el término en (2.3) converge a cero cuando € — 0. La definicién de F'(0) se traduce
en que para toda constante ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si 0 < z < ¢, entonces |F(z) — F(0)| < c.
Lo anterior nos permite acotar (2.3) por

o0 Dk o0 T
cE lz </ e_tdt> I(Zper < 8)| +2||f||ocE lz e T (/ ’ e_tdt> 0 Oper 1(8 < Zper)| .
k=1 0

k=1 \/T*"
(2.5)
Observemos que la primera esperanza es menor o igual que uno y como ¢ > 0 es arbitrario,
podemos tomar ¢ suficientemente pequenio para que el primer término en (2.5) sea desprecia-
ble. Para analizar la segunda esperanza denotamos por G* al extremo izquierdo del k-ésimo
intervalo de excursion de Z cuya altura es mayor o igual que . Sea G el conjunto de extremos
izquierdos de las excursiones de Z fuera de 0. Notemos que para todo k > 1 se tiene

ek To ¢ Gek To t
e / e 'dt | olper < e~ / e 'dt | obOgenr.
0 0

De esta desigualdad se desprende que la esperanza involucrada en el segundo término de (2.5)

esta acotada por
e e,k TO TO

E [Z =G ( / etdt> 0 0 1(0 < Zpe) S e { ( / etdt> 16 < Zn, w))} o0,| .
k=1 0 9eG 0 ’

<E

Aplicando la férmula de Maisonneuve para excursiones que recordamos en (1.7) vemos que la
ultima esperanza coincide con

n|(1—e ™10 < Zy )|E [/Ooo etst] :
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Notemos que para ¢ > 0 fija, esta cantidad converge a 0 cuando € — 0+ pues Z deja 0
continuamente. Por lo tanto, toda la expresién (2.5) converge a cero cuando ¢ — 0. Ahora
analicemos el término (2.4), el cual se puede reescribir como

D&» Jk+1

S o= (5[ L

y esta ultima expresién converge a F'(0) cuando e — 0, pues por hipdtesis Z no pasa tiempo
positivo en 0. Por lo tanto tomando el limite en (2.1) cuando € — 0, concluimos que

TE> Jk+1

tdtD F(0),

R1f(0) = F(0) = lim F(x).

z—0+
En consecuencia Ry f(x) s6lo depende de X y no de su extensiéon Z. ]

El siguiente paso es verificar que el proceso reflejado en el infimo R es la tinica extension
recurrente de X que satisface las condiciones de la proposicién 2.1. Consideremos los procesos
infimo acumulado y supremo acumulado dados por

X, =inf{X,:s <t} X =sup{X,:s <t} t>0,
asi como los procesos reflejados en su infimo y en su supremo respectivamente
Et:Xt_KtJ Et:Yt_Xta tZO

Lema 2.1. Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo con variacion no acotada. Enton-
ces el proceso reflejado en su infimo R es una extension de X° que c.s. deja 0 continuamente
y mo pasa tiempo positivo en 0. Ademads tiene tiempo de vida infinito.

Demostracion. La definicion del proceso reflejado en su infimo asegura que R toma valores no
negativos y como dijimos en los preliminares, R posee la propiedad fuerte de Markov. Para
mostrar que c.s. deja 0 continuamente, probaremos que si g es el extremo izquierdo de algin
intervalo de excursion, entonces R, = 0 c.s. En efecto, la ausencia de saltos negativos implica
que X es continuo y que E; =0, 1ie, X g = X g = X, donde la tdltima igualdad nuevamente
se sigue de la ausencia de saltos negativos. Como g es el extremo izquierdo de algin intervalo
de excursién, entonces existe € > 0 tal que R > 0 en (g, g + ¢), garantizando que el minimo de
X en [0,g + ¢) se alcanza en g. La variacién no acotada de X implica que 0 es regular para
(0, 00). Aplicando el resultado de [Mil77] que recordamos en el capitulo de preliminares, el cual
nos dice que bajo la hipdtesis de regularidad, el proceso es continuo en el minimo, obtenemos
que X es continuo en g, i.e., X, = X . Asf X, = X o equivalentemente R, = 0 c.s. como
queriamos. Para ver que c.s. R no pasa tiempo en 0, recordemos que los pares de variables
(R,, —X,) v (X4, R;) tienen la misma distribucién bajo P. En consecuencia

P(X, = X,) = P((B,, —X,) € {0} x [0,00)) = P((X;, Ry) € {0} x [0,00)) < P(X, =0).

Usando nuevamente la regularidad de 0 para (0,00), vemos que esta ultima probabilidad es
cero. Por lo tanto

E [/OOOI(RS — O)ds] - /OOOP(XS — X,)ds = 0,

Finalmente, dado que el tiempo de vida de X es infinito, deducimos lo mismo para X y en
consecuencia para R. O
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Finalizaremos esta seccién usando la proposiciéon 2.1 y el lema 2.1 para mostrar que, dada Z
una extension recurrente de X, la parte continua de su medida de excursién n¢ coincide con la
medida de excursién del proceso reflejado en el infimo n salvo alguna constante multiplicativa.
La idea de la prueba es utilizar Z para construir otra extensiéon recurrente Z¢ de Z° que cumpla
las condiciones de la proposicion 2.1.

Proposicién 2.2. Sea Z una extension recurrente de X° y sea n su medida de excursiones.
Entonces existe una constante no negativa p. tal que la restriccion de n a las excursiones que
empiezan continuamente estd dada por n® = p.n.

Demostracion. Como 0 es un punto regular, n es una medida infinita, y como vimos en el
capitulo de preliminares, sélo hay dos posibilidades para su parte continua n¢ o bien es idén-
ticamente cero, o bien es una medida infinita. En el primer caso se sigue trivialmente que n¢
es un multiplo de n. Supongamos por tanto que n® es infinita. Sea Y el proceso puntual de
las excursiones de Z fuera de 0. Consideremos el proceso puntual de las excursiones de Z que
dejan 0 continuamente, o sea la restriccién al rango Y¢ = Y'|f; . Como observamos en el capitulo
de preliminares, la restriccion Y también es un proceso puntual de Poisson y que su medida
caracteristica es n°. Definimos 7. = (7.(s), s > 0) como el subordinador obtenido al considerar
la longitud de las excursiones de Y, esto es,
T(s) = Z(TT -7, ) l(Z(7,) = 0).
r<s

Este proceso nos auxiliard en la construccién de Z¢ indicandonos como realizar el pegado de
las excursiones de Z que empiezan continuamente. Escribimos L¢ = (L{,t > 0) para denotar el
inverso continuo por la derecha de 7., el cual estda dado por L{ = inf{s > 0 : 7.(s) > t}. Dado
t >0, sea s = L7 y definamos

Z = {Y;(t—fc‘(sD si 77 (s) S 1< 7e(s),
0 si 7. (s) = 7(s).

La figura 2.1 nos ayuda a entender la definicion de Z°¢.

Supongamos por un momento que Z¢ = (Z¢,t > 0) es un proceso fuerte de Markov. Obser-
vemos que Z° no pasa tiempo positivo en 0 pues la deriva de 7, es cero, como se puede deducir
de la igualdad (1.4). Aplicando la proposicién 2.1 y el lema 2.1, deducimos que Z° tiene la
misma distribucion que el proceso reflejado en el infimo R.

En este punto es necesario recordar que los tiempos locales son tinicos salvo constantes
multiplicativas, por lo que el inverso continuo por la derecha de un tiempo local depende de
la constante considerada. Veamos como dicha eleccién afecta a la medida caracteristica. Si L
v L son dos versiones del tiempo local de un proceso W, entonces existe una constante ¢ > 0
tal que L = ¢L. Por consiguiente, el inverso del tiempo local T esta dado por 7, = inf {s: Ly >
t/c} = 7(t/c) parat > 0. Sea Y y Y los procesos puntuales de excursiones definidos en (1.5)
obtenidos al considerar los tiempos locales L y L respectivamente. Denotemos por n y i a sus
medidas caracteristicas. Observemos que si 7~ (s/c) < 7(s/c), entonces .

oo [WI(T(s/e)+1t) si0<t<TF(s/c) =T (s/c),
Y(t) = {0 sit>7(s/c) =7 (s/c).

Mientras que Y, = A si 77 (s/c) = 7+ (s/c). En otras palabras, Y/ = Y./e. Esto implica que
para todo conjunto U € #(D) y para todo s > 0 se cumple que

si(U) = N((0,s) x U,Y) = N((0,¢s) x U,Y) = esn(U).
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Figura 2.1: Construccion del proceso Z¢ a partir de Z. En (i) graficamos el proceso original Z
y en azul su tiempo local en 0. En (ii) observamos en azul 7 el inverso del tiempo local y en
negro un bosquejo del proceso de excursiones Y. Dado que este proceso toma valores en D, la
representacion aqui debe entenderse como la presencia de una excursion en cada discontinuidad
de 7. En (iii) restringimos Y a las excursiones que comienzan continuamente y construimos
7. al sumar los saltos de 7 correspondientes a las excursiones que empiezan continuamente.
Finalmente en (iv) pegamos las excursiones de Y¢ de acuerdo a 7.
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Por lo tanto n = cn.

Aplicando esta observacion al proceso Z¢ concluimos que existe una constante no negativa
pe tal que n® = p.n.

Resta verificar la propiedad fuerte de Markov, para hacerlo requerimos algunos preparati-
vos. Empezaremos notando que 7. es estrictamente creciente. Recordemos que estamos bajo la
hip6tesis de que n¢ es una medida infinita, i.e., n°(D) = oo. Entonces para todo ¢t > 0 se cumple

E[N((0,¢) x Dy, Y)] = tn(Dy) = tn°(D) = oco.

Interpretando esta identidad en términos del proceso de excursiones que empiezan continuamen-
te Y¢, deducimos que en cualquier intervalo (0, ), el proceso de Poisson Y tiene una infinidad
de atomos, los cuales corresponden a puntos de discontinuidad de 7.. En otras palabras, para
cualesquiera 0 < s < t, se satisface

() = 7e(s) = Y (n—7,)1(Z(1,7) =0) >0,

s<r<t

como querfamos. A continuacién definiremos un cambio de tiempo o = («(t),t > 0) de forma
que Z¢ pueda expresarse como el proceso Z cambiado de tiempo. Si denotamos por (FZ°, ¢ > 0)
a la filtracién natural de Z¢ y por (FZ,t > 0) a la correspondiente a Z, tendremos que
FEC ﬁaz(T) para cualquier (.ZZ")-tiempo de paro T. Esta contencién nos facilitard concluir
la propiedad fuerte de Markov de Z¢ a partir de la de Z en el tiempo aleatorio a(T).

Para definir el cambio de tiempo «, fijemos t > 0 y supongamos primero que ¢ pertenece
a algin intervalo de excursion (no degenerado) de Z¢, en otras palabras, se da la desigualdad
7. (LY) <t < 7.(LY). La construccién del proceso con trayectorias que empiezan continuamente,
establece que

Zi = Yie(t = 7o (L)) U (Lf) < 7e(L)) = Yie(t — 7 (L)). (2.6)

Recordando que 7, se definié como la suma de los saltos de 7 correspondientes a las excursiones
de Z que empiezan continuamente, notamos que

0<t—7(L7) <7e(Li) — 7 (L) = 7(LF) — 7~ (L).

Usando la definicién del proceso puntual de excursiones Y dada en (1.5), reescribimos (2.6)
como

Zi = Z(m (LY) +t = 7. (LY))-

Observemos también que Z(77(L¢)) = 0 implica que 7.(L§) — 7. (L§) = 7(L§) — 7~ (L), por lo
que la ecuacion anterior se reescribe como

Zy = Z(t(Ly) +t — 1.(LY)). (2.7)

Analicemos ahora el caso cuando t = 7, (L§) = 7.(L§). Bajo esta hipotesis, el lado derecho de
(2.7) se reduce a Z(7(L{)). Gracias a la ausencia de saltos negativos vemos que ambos lados
de la ecuacién (2.7) se anulan. Por lo tanto la identidad (2.7) siempre se satisface. Para cada
t > 0, definamos un tiempo aleatorio estrictamente creciente de la siguiente manera

a(t) =7(LY) +t — 1.(LY).

Para verificar que a(t) es un (%7 )-tiempo de paro, fijamos r > 0 y descomponemos el conjunto
{a(t) < r} como la unién de ciertos conjuntos de acuerdo a si «(t) y r pertenecen o no al
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mismo intervalo de excursion, y en caso de que si, lo separamos dependiendo si la excursién
empezd continuamente o con un brinco. En este iltimo caso, notamos que la tnica forma en
que a(t) < r, es si r es el extremo derecho de la excursiéon. Més precisamente, escribimos
{a(t) <r} =AU BUC, donde

A={r"(L{) =7 (L), 7 (L) +t — 7. (Ly) < n Z(r~ (L)) = 0},
B={r"(Ly) =7 (L),r =7(L), Z(7" (L)) > 0},
C={r(Ly) <71 (L)}

A continuacién reescribiremos los tres conjuntos de forma adecuada para ver que son medibles
con respecto a .#Z. Afirmamos que

A={r(Ly) <t <7 (L) +7 =7 (L), Z(7" (L)) = O}.

Dado que 7 y 7. son estrictamente crecientes, deducimos que 7 (L§) = 7 (L,) equivale a
7. (L§) = 7. (L,). Suponiendo que se satisface cualquiera de estas igualdades, la condicién
T (L§) +t — 7. (LY) < r se reescribe como 77 (L,) +t — 7, (L,) < r. Ahora veamos que

B = {TC_(LT) =t= Tc(Lr>7T = T(Lr)}'

Para ello notemos que Z (77 (L,)) > 0 es equivalente a 7, (L,) = 7.(L,) e igual que en el caso
anterior, la igualdad 77 (L§) = 77 (L,) se cumple si y sélo si 7, (L§) = 7. (L,). Finalmente
mostraremos que

C={t<t (L)}

Como 7 y 7. son estrictamente crecintes, entonces la desigualdad 7(L§) < 77 (L,) es equivalente
a 7.(LY) < 7. (L) y esto sucede si y sélo si t < 7. (L,). Establecidas estas tres identidades de
conjuntos, concluimos que «(t) es un (%7)-tiempo de paro y por lo tanto ( (t),t > 0) es un
cambio de tiempo. Dado que Z¢ = (Z,«),t > 0), deducimos que FLCF a(t) para toda t > 0.

Ya estamos listos para verificar la propiedad fuerte de Markov de Z¢. Sea T un (FZ°)-
tiempo de paro. Aproximando a T" por una sucesion de tiempos de paro que solamente toman
una cantidad numerable de valores, no es complicado ver que a(T') es un (.#7)-tiempo de paro
y que F£° C eﬁzaz(T). Denotemos por Z al proceso trasladado Z o Oa(r) v sea L su tiempo local

en 0, entonces B
L,= La(T)-l—s - La(T) = La(T)—i—s - L%’

donde la segunda igualdad se obtiene al notar que 77 (L§) < a(T) < 7(L%). Sea T el inverso
del tiempo local de Z, i.e.,

= inf{u: Loerypu > LG + s} = 7(L5 + 5) — a(T).

Denotemos por 7. al subordinador obtenido al sumar la longitud de las excursiones de Z que
empiezan continuamente

T(s)=To+ > (7 —7)1(Z(77) =0),

0<r<s

aqui hemos hecho la convencién de que el primer intervalo de excursion es [ (T'), 7(L7)] (el cual
puede ser trivial si la excursiéon de Z que contiene a «(T') empieza por un salto). Escribiendo
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esta expresion en términos de Z y sus correspondientes funcionales obtenemos

Te(s) = (t(L5) —a(T) + > (r(L5+7r)— 7 (L5 +7)I(Z(r~ (LG + 7)) =0)

0<r<s

=-T+rI)+ > (n=7)UZ(7)=0)

LG <r<Lf+s

=T1.(L7 +s) —T.
Por otro lado, sea L su inverso continuo por la derecha, esto es
LS =f{u:r.(Ls +u) >T +s} = L5, — L.
Con la ayuda de los procesos trasladados, podemos escribir
Zo(rys) = Z(T(LY) + 5 — 7o(L5)). (2.8)
Denotemos por Fj al funcional que manda el proceso Z a Z,), i.e.,
Z = Z(1(Z)(L(2),) + 5 = 7(Z)(L°(2),)),

donde hemos escrito entre paréntesis el término Z para especificar la dependencia en Z de cada
uno del los procesos. Entonces la ecuacion (2.8) es equivalente a

Za(T+s) - FS(Z> = FS(Z © QQ(T)>'

Gracias a la propiedad fuerte de Markov de Z, la probabilidad condicional IP’(Z:% vs €| FE c) es
igual a

E[P(Zarrs) € |Fo0))| FF | = B[Pr, ) (Zags) € )| FE| =P (22 € ).

Esto concluye la prueba de la propiedad fuerte de Markov y con ello la unicidad de las exten-
siones recurrentes que dejan 0 continuamente y que no pasan tiempo positivo en 0. 0

2.2. Condiciones de frontera de cualquier extension re-
currente

“Feller’s greatest discovery in mathematics was sticky (or slowly reflecting)
boundary behaviour of one-dimensional diffusion processes (characterised by the
appearance of the second derivative at the boundary point). Before him
(Dirichlet, Neumann, Robin) it was not known that this was possible. A boundary
condition containing the second derivative (in one dimension) should therefore be
referred to as Feller boundary condition/...] and extensions of this condition to
higher dimensions should likewise contain the name of Feller”. [Pesl4]

En esta seccion abordamos la prueba del teorema 2, cuyo objetivo es dar una descripcion
similar a la de Feller para los posibles comportamientos en la frontera de cualquier extensién
recurrente de X°.
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Teorema. (2) Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo cuyas trayectorias tiemen
variacion no acotada. Cualquier funcion f en el dominio del generador infinitesimal G de Z
satisface:

Prf(0) = pef'(04) + paG f(0+) —/ (f(y) = f(0))ul(dy) = 0. (1)

(0,00)

donde p.,pq y px cumplen la condiciones del teorema 1.

Recordemos que Feller determiné dichos comportamientos a través del dominio de su gene-
rador infinitesimal. Cabe senialar que las extensiones recurrentes no necesariamente son procesos
de Feller, por lo que cuando hablamos del generador infinitesimal, nos referimos al operador
extendido, i.e., aquel que satisface el problema de la martingala [RY99, Capitulo VII, Definicién
1.8].

Manteniendo la notacién del teorema 1, podemos juntar la constante p, y la medida u
para definir una medida no negativa p, en el espacio extendido (0,00) U {A} de forma que la
restricciéon de p,; a (0, 00) sea u, mientras que la restriccién a {A} coincida con p,da, donde da
es la delta de Dirac centrada en A. Recordando la convencién f(A) = 0, vemos que la condicion
de frontera (1) enunciada en el teorema 2, se transforma en

—pef (04) +paGF(O0) = [ (F(y) = FO)peldy) = 0.

(0,00)U{A}

En términos probabilisticos interpretamos este cambio, como la identificacién de la muerte con
un salto al estado cementerio A.

Dividiremos la demostracion del teorema 2 en varios resultados, el primero de los cuales
aparece en [Yanl4, Lema 3.1]. Decidimos incluirlo con la intencién de que la prueba del teorema
referido esté completa.

Lema 2.2. Para cualquier A > 0 y para todo t > 0 se satisface la siguiente igualdad c.s.

Tt t
/ e 1(Z, = 0)ds = pd/ e ds.
0 0

Demostracion. Seat > 0. Recordemos que la igualdad (1.4) establece la relacion entre el tiempo
que Z pasa en 0 y el inverso de su tiempo local. Asi

/Tt 1(Z, = 0)ds = pat.
0

Sea £ > 0, entonces

/ e (Z, = 0)dr < e /

Ts

Ts4e

1(Z, = 0)dr = pgee ™,

implicando que la funciéon F(s) = [7*e *1(Z, = 0)dr es absolutamente continua, en otras
palabras, existe una funciéon localmente integrable f(r) tal que F(s) = [y f(r)dr. Notemos
también que

Ts+e

/ s+e efz\r I(Zr — O)d'f’ Z e*/\TSJFe/ I(Zr — O)dT’ — pd&?e’”s“.

Por lo tanto, la derivada por la derecha de F(s) es pge’™ para todo s > 0. En consecuencia

F(s)=paly eNsdr O
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Usaremos este resultado para verificar la siguiente relacion entre el exponente de Laplace ¢
del inverso del tiempo local, el operador resolvente y la medida de excursiones.

Lema 2.3. Para todo A\ > 0 y cualquier funcion g € Cyl0,00) se satisface

Ryg(0)(A\) = pag(0) +n /OTO e’\tg(Zt)dt] :

Demostracion. Para calcular Ryg(0) consideramos por separado los casos Z; =0y Z; > 0. El
lema 2.2 nos permite escribir

E[/OT“’ e Ng(Z)1(Z, = O)ds] _ pdg(O)]E[/Ooo e—”sds] ,

o en términos del exponente de Laplace de 7

IE{ /0 e g(Z)1(Z, = O)ds} — pag(0) /0 e gs — p;jio)). (2.9)

Por otro lado descomponemos el conjunto {Z; > 0} en la unién de los intervalos de excursion
fuera de cero, obteniendo

B[ o212, > 0)ds| —E [Z [ et = ))d'r] |

donde la suma se considera sobre todos los puntos s > 0 tales que 7, — 7, > 0. Usando que el
incremento 7, — 7, es la longitud del intervalo de excursion, reescribimos

]E[/OToo e Mg(Z)1(Zs > O)ds} =E [Zﬁ: e T /OTO(YS) e‘”g(YS(T))dr] :

Gracias a la férmula de Maisonneuve (1.7), esta esperanza coincide con

E[/OOO e‘ASdLS] n VOT e_)‘sg(Zs)ds] .

Haciendo un cambio de variable y recordando que 7 es un subordinador (posiblemente matado)
con exponente de Laplace ¢, el primer factor es lo mismo que E[ Jo e‘”ﬂds} =1/p(N). Asi,

Jo® e™g(Z,)ds]
p(A)

Concluimos la prueba sumando esta igualdad y la obtenida en (2.9). O

EUOTOO e Ng(Z)1(Zs > O)ds} _n {

A continuacién presentamos un cdlculo que necesitaremos en la prueba del teorema 2, se
trata de relacionar la medida de excursiones del proceso reflejado en el infimo con el resolvente
del proceso detenido en 0.

Lema 2.4. Para cualquier funcién g € Cy([0,00)) se cumple que:

(R39)'(0+) =n [ /0 " e—”g(zt)dtl .
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Demostracion. Recordemos que en el capitulo 1 introdujimos las letras ¢ y ® para denotar la
transformada de Laplace de Z y su inversa continua por la derecha respectivamente. Denotemos
por Z al proceso de Lévy espectralmente negativo dado por Zy = —Z, y sea n la medida de
excursiones de Z reflejado en su supremo. Definamos A~ la funcién dada por

1— €<I>(O)x
h(z) = ——=— <0
donde el cociente es entendido en el sentido de limite cuando ®(0) = 0. Siguiendo a [PPRIS,
Seccién 2.1], podemos asegurar la existencia de una constante c_ > 0 tal que

To ” To ~
-t o A -\t
E, VO e g(Zt)dt] —c i V e g(Zt)dt],

0
donde n* denota la medida imagen de f bajo la funcién que manda una trayectoria w € €2 en su
negativa —w. La constante c_ depende de la normalizaciéon del tiempo local en 0 del proceso Z
reflejado en su supremo, supondremos que lo normalizamos para que ¢ = 1. Debemos analizar
dos casos:

lim

z—0— h— (3;')

1. Si ®(0) = 0, entonces

En consecuencia

’ 1 EL VP - EL VP
Jim B | e gzt =~ B | [ e Mg(Zar

2. Si ®(0) > 0, entonces

1 To R 1— 2017 E, [foTO G‘Atg(Z)dt}
I 71@95/ AT T
0 h=(x) [o ¢ (%) ] zg(l)l—[ ®(0)x ] x
d~ To N
-2 g, / “Mo(Z2)dt

En ambos casos concluimos la igualdad

d~ To ~
— % ]Ex [/0 G_Atg(Zt)dt]

para toda funcién continua y acotada g. Dada g, definimos ¢~ como ¢~ (z) = g(—=x), entonces

e [ / b e‘”g(Z)dt] , (2.10)

0

E, UOTO e*’\tg(Zt)dt} Lk [fOTO e*)‘tg*(Zt)dt}

0 _\/ . P4 —

Aplicando (2.10) a g~ concluimos que

To

(RSg) (0+) = A* [/0 e"“g‘(Z)dt} =n [/TO e_’\tg(Zt)dtl )
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Finalmente tenemos todas las herramientas para calcular el dominio del generador infinite-
simal.

Demostracién. (Teorema 2). Definamos un operador H en C2([0,00)) como sigue

H(F) = =pef (04) +pa G 0+) = [ (F(y) = F(0))pueldy).

(0,00)u{A}

Entonces debemos probar que H(f) = 0 para cualquier funcién f en el dominio del generador de
Z. Fijemos A > 0y sea f una funcion en dicho dominio. Recordando que este conjunto coincide
con el rango del resolvente R, escribimos f = Ryg para algin g € Cy([0,00)). Aplicando la
propiedad fuerte de Markov y la linealidad de H obtenemos

H(f) = H(RYg) + Rag(0)H(E,[e™"]), (2.11)

donde E,[e~*°] denota a la funcién dada por E,[e~*°](x) = E,[e~*]. Calculemos por separado
cada término de (2.11). El primero corresponde a

H(RYg) = —pc(R39)'(0+) + pa G(R39)(0+) — / . (R3g(y) — R39(0))pu(dy).

700)

Recordando que (AId —G)R, = Id, vemos que
G(RYg) = G(Rag — Rag(0)Es[e™]) = ARrg — g — Rag(0)G(Ea[e™)).

Por otra parte

/(Oﬁoo)(Rﬁg(’y) — RO (0))u(dy) = /(O B l

Entonces podemos rescribir el primer término de (2.11) como
H(R3g) = — pe(R39)'(0+) + paARag(0+) — pag(0) — paRag(0)G (Ea[e™"]) (0+)

~pd VTO e’\tg(Xt)dt] . (2.12)

_m| e—*tg<xt>dt] u(dy) =t [ [ e—*tgo@dt] |

0

Ahora desarrollemos el segundo factor del segundo término de (2.11).

HEEL ™) = —pu(Bale 1) (04) + i SR04 = [ B i)
= —pe(Bale ™)) (04) + pa G(Eale ™)) (0+) + peda[l — e ] + n?[1 — eT] .
(2.13)

Sustituyendo las expresiones (2.12) y (2.13) en (2.11) y notando que da [f(;f‘) e*’\tg(Xt)dt} =0,
obtenemos

H(f) = —pag(0) — (prda + n° + n?) [/OTO e_)‘tg(Xt)dt] (2.14)
wu | [ g - n(a04) 2.15)
+ Rag(0+) [pad + (peda + n° +n)[1 — 7] (2.16)
— Ryg(0+) [pe(BaleP])(04)] + ne[1 — T (217)
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El lema 2.3 implica que los términos en las lineas (2.14) y (2.16) suman cero. En la proposicion
2.2 probamos que n° = p.n, por lo que el lema 2.4 garantiza que la linea (2.15) también se
anula. Aplicando nuevamente el lema 2.4 con ¢ la funcién constante g = 1 obtenemos

_pcjil; E, {e_ATo] = pciil:; E, [1 _ e—ATo} _—pm [1 B e_ATO} e [1 - e_ATO] |
Por lo tanto H(f) = 0. .

Concluiremos esta seccion exponiendo una condicion suficiente que garantice la propiedad de
Feller de las extensiones recurrentes de X°. Recordemos que un proceso Z es estocdsticamente
continuo si para todo h > 0 y para todo t > 0 se satisface

i P(|Z, — Z,| > h) = 0.

Lema 2.5. Sea Z una extension recurrente de X°. Si Z es estocdsticamente continua, entonces
tiene la propiedad de Feller.

Demostracion. Denotemos por p; al operador de transicion de Z definido en Cy[0, ), i.e.,
peg(x) = Ei[g(Zy)]  para g € Co[0,00) y z > 0.
Por la proposicion 2.4 de [RY99, Capitulo III] basta verificar que
1. para cada t > 0 fija, se cumple que p;(Cy[0, 00)) C Cy[0, 0),

2. para cada g € Cy y para toda z > 0, se cumple lim;_o prg(x) = g(x).

Consideremos un espacio de probabilidad (Q,.%, P) en el que podamos definir dos procesos
independientes X v Z tales que la ley de  + X bajo P coincide con P, si z > 0, mientras que
la ley de Z bajo P es igual a P. Sea E el operador esperanza correspondiente a P. Definamos
el proceso Z@ como

T+ X't, t < T,x<X)
Z(ﬂﬂ) —
t _ _

Zt—T,Z(XM t=> T—I(X)7

si z > 0, mientras que Zt(o) = 7, para toda t > 0. Dado > 0 y una sucesién de reales

positivos (z,,n > 1) tal que x,, — = cuando n — oo, probaremos que la sucesién de tiempos de
primera llegada (T_,, (X),n > 1) converge a T_,(X) c.s. Para aligerar la notacion, escribiremos
T" =T ,,(X)y T = T_.(X) respectivamente. Supongamos que P(liminf, ,o, 7" < T) > 0,
en particular existe § > 0 tal que P(lim inf,, .o 7" < T — §) > 0. Consideremos el infimo de
x + X sobre el intervalo [0, T — 4]

e=inf{z+ X,:te€[0,T 4]},
y denotemos por S al tiempo donde tal infimo se alcanza, esto es,
S=f{t:z+ X, =¢e}.

Supongamos que € = 0. Dado que 7' es el primer tiempo en el cual x +X llegaa 0y quesS <T,
entonces r + Xg_ < x + Xg. Esto contradice la continuidad en el minimo para las trayectorias
de X, que como expusimos en los preliminares, esta garantizada por la regularidad de X para
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(0,00). En consecuencia € > 0. La convergencia de la condicién inicial x,, — x asegura que para
toda n suficientemente grande tenemos que

0<§§xn+Xt Si0<t<T—04,

contradiciendo que P(liminf, ., 7" < T — §) > 0. Ahora supongamos que se cumple P(T <
limsup,,_, ., 7") > 0. Igual que antes existe § > 0 tal que el conjunto A = {T'+ 06 <
lim sup,, ,., T} tiene probabilidad positiva con respecto a P. Esto significa que para todaw € A
existe una subsucesion (nw), k(w) > 1) para la cual @, + X;(w)>0si0<t<T+6/2
Tomando el limite cuando k(w) — oo vemos que para toda w € A se cumple que z + X, (w) > 0
si0<t<T+3§/2. Sin embargo

Pla+X; > 0si T <t < T+0) = Py(X, > 0si Ty(X) <t < To(X)+6) = P(X, > 0si 0 <t < 6)

y esta tltima probabilidad es cero gracias al caracter regular de 0 para (—oo,0), que como vimos

anteriormente estd asegurado por la variacién no acotada de X. Por lo tanto limsup,, , 7" < T

P-c.s. y concluimos la igualdad T = lim,, o 7.

A continuacion usaremos la convergencia de los tiempos de primera llegada para mostrar la
propiedad de Feller. Para probar (1), fijemos ¢t > 0, g € Cy[0,00) y > 0. Consideremos una
sucesion de reales no negativos tales que x,, — x. Sin pérdida de generalidad suponemos que
xr, > 0 para una infinidad de indices. Si t = 0, entonces

Elg(Z")] = Eu[9(X0)) = Eulg(Xo)] = g(x) = Elg(Z").
Si ¢t > 0, acotamos E[|g(Z"™) — g(Z\™)|] de forma adecuada por
Ellg(z, + X)) — gz + X)) 1t < T AT) 4+ 2|9l P(T" AT <t <T"VT)
+ Ellg(Zir) = 9(Zi-r)|1(t > T" V T)]. (2.18)

Los primeros dos términos convergen a cero cuando n — oo. Resta verificar lo mismo para
el tercero. Observemos que para los indices {n;,j > 1} en los cuales z,,, < z, se cumple que

T" < T y en consecuencia |Z, sn; — Zy_7| — 0 cuando j — oo. Sin pérdida de generalidad
supondremos que z,, > z, por lo cual lim,,_,, Z;_7» = Z,_ c.s. Por lo tanto

1im Ellg(Zegn) — 9(Zer)| 1t > TV )| < Ellg(Zi-y) - 9(Zir)| 1t > T).

Notemos que para valores fijos s < ¢, la continuidad estocastica de Z garantiza que ]5(|Zt_5 —
Zy_| > 0) = 0, implicando que E[|g(Z;_;) — g(Z;—s)|] = 0 si s <. Dado que T' es funcién de
X, deducimos que T'y Z son independientes. Asi

Ellg(Z_y) = 9(Ze-7)|1(t = T)] = E[Ellg(Z;) — 9(Ze-s)| 1(t > $)]s=1] =0,

lo cual establece la convergencia de (2.18) a cero. )
Verifiquemos la propiedad (2). Si z > 0, entonces P(T < t) = P,(To(X) < t) — 0 cuando
t — 0. Note que

E[g(Z)) = Eulg(X) (To(X) > )] + Blg(Zi-r) To(x + X) < 1)].

El segundo término estd acotado en valor absoluto por ||g|leoP:(To(X) < t), en consecuencia
E[g(th))] — g(x). Si x = 0, entonces p,;g(0) = E[g(Z;)] = E[g(Z;)] que converge a g(0) cuando
t— 0. []
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Capitulo 3

Procesos de Lévy pegajosos como
soluciéon a una ecuaciéon de cambio de
tiempo.

“In our opinion, [the] Doeblin equation

(X (t) = Z[f, B(s, X (s5))ds] + [¢ a(s, X (s))ds] can be seen as an alternative model
to the stochastic Ito equation when Z is a general Levy process or a
semimartingale. The noise part in [this equation] is obtained from putting into
driving process Z a corresponding «random clocky called in the financial
language the «operational timey, the case which is often seen in praxis and is
desired to be modeled in many applications”. V.P. Kurenok, Statement of
research interests.

En este capitulo exponemos una situacién en la que resulta mas conveniente la represen-
tacion de cierto proceso mediante una ECT que mediante una EDE. Dicho proceso es una
extension recurrente de un proceso de Lévy espectralmente positivo, para la cual el origen es
un punto regular e instantaneo en el que pasa una cantidad positiva de tiempo. Estructuramos
la prueba del teorema 3 como sigue: primero exploramos una version determinista de la ECT
para mostrar la unicidad de las soluciones. Auxiliandonos del proceso reflejado, encontramos el
unico proceso que satisface la ECT. Posteriormente analizaremos el comportamiento en 0 de
dicha soluciéon para deducir que se trata de un proceso de Lévy pegajoso. El andlisis determi-
nista de la ECT, principalmente un resultado de monotonia obtenido en la prueba de unicidad,
serd un ingrediente esencial para mostrar también la convergencia del esquema de aproxima-
cién propuesto. Finalmente, usando calculo estocastico en lugar del teorema 2, describimos el
dominio del generador infinitesimal de un proceso de Lévy pegajoso.
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3.1. Analisis determinista

“From the pathwise viewpoint, the idea of associating with a diffusion X a
«compensated» process Z which follows the trajectories of a standard Brownian
motion is a natural one [...J. However, Doeblin’s method goes much further and
the change of time which he adopts seems to be original”. [BY02]

En esta seccién discutiremos una version determinista de la ecuaciéon de cambio de tiempo
que hemos planteado, i.e.,

t t
Z, =2+ X, + ’y/ (Z, = 0)ds, donde ;= / 1(Z, > 0)ds. (3)
0 0

Probaremos que las soluciones a la correspondiente ecuacion satisfacen cierta propiedad de
monotonia, la cual serd la clave tanto en la demostracion de la unicidad como en la convergencia
de nuestro esquema de aproximacion. Por otro lado, trataremos el problema de existencia a
través de un conocido resultado de Skorohod.

Empecemos definiendo el problema determinista asociado. Para ello seguiremos las ideas
de [CPGUBI13] y [CPGUBI17]. Si Z es una solucién a la ECT (3), c.s. sus trayectorias satisfacen
una ecuacién del tipo

h(t) = fle(®) + g(t),  c(t) = /Otl(h(s) > 0)ds. (3.1)

donde f : [0,00) — R es una funcién cadlag sin saltos negativos que empieza en algin valor
no negativo y g es una funcién continua, no decreciente y empieza en 0. (En efecto, podemos
considerar como f a las trayectorias de t — 2z + X; — vt y g(t) = ~t). Recordemos que al ser f
cadlag, podemos definir el salto de f en ¢t como Af(t) = f(t) — f(t—). Por una solucién a (3.1)
hacemos referencia tanto a la funcién h (de la cual se construye directamente ¢) como al par
(h,c). En principio no es obvio que la funcién h sea no negativa, vamos a probarlo.

Proposicion 3.1. Sean [ y g funciones cadlag y suponga que Af > 0, g es no decreciente y
f(0) + g(0) > 0. Entonces cualquier solucion a la ECT (3.1) es no negativa. Mds ain, si g
es estrictamente creciente, entonces la funcion c, dada por c(t) = [31(h(s) > 0)ds, también es
estrictamente creciente.

Demostracion. Supongamos que existe alguna funciéon h que satisface la ecuaciéon (3.1) y que
puede tomar valores en (—o0,0). La ausencia de saltos negativos de f (y en consecuencia de
h), asegura que h llega continuamente a (—oc,0). La continuidad por la derecha de f (y por
tanto de h), garantiza que existe algin intervalo con longitud positiva en el cual h es negativa.
Sea ¢ > 0 suficientemente pequena para garantizar que 7 definida por

T=mf{t>0:h<0en (t,t+¢)}

es finita. Como h es negativa en una vecindad derecha de 7, entonces

T+€

/0 "I(h(s) > 0)ds = /0 I(h(s) > 0)ds.

Lo cual nos lleva a una contradiccion, pues
T T+e
0=h(r) = f ( /0 I(h(s) > O)ds) g <t ( /0 I(h(s) > O)ds) +g(r+e)=h(r+2),
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pero h(t +¢) < 0.

A continuacién supongamos que g crece estrictamente. Por definicién ¢ es no-decreciente.
Por contradiccién, probemos que también crece estrictamente. Si ¢(t) = ¢(s) para algin s < t,
entonces h = 0 en (s,t) trabajando en un intervalo mas chico, podemos asumir que h(s) =
h(t) = 0. En consecuencia 0 = h(s) = foc(s)+g(s) < foc(s)+g(t) = foe(t)+g(t) = h(t) = 0.
Por lo tanto, ¢ debe ser estrictamente creciente. O

Si f_(t) = f(t—), el resultado anterior y una ligera modificaciéon de su prueba también son
validos para las soluciones de la desigualdad

/ Uh(r) > 0)dr < e(t) — e(s) < / "Wh(r) > 0)dr,

donde h(r) = f_oc(r)+g-(r) y f y g satisfacen las hipétesis de la proposicion 3.1. Estas
desigualdades surgen naturalmente cuando se estudia la estabilidad de (3.1) como apreciaremos
en la prueba del teorema 4.

3.1.1. Monotonia y unicidad

“The one-dimensional stochastic differential equation dX; = o(X;)dW; has been
the subject of intensive study for well over half a century. What can one say
about pathwise uniqueness when o is allowed to be zero at certain points? Of
course, a large amount is known, but there are many unanswered questions
remaining”. [Bas14]

A continuacion estableceremos un resultado de comparaciéon para las soluciones a ecuaciones
de la forma (3.1), este resultado serd la idea clave en la prueba de unicidad y lo retomaremos
en la Secciéon 3.1.3, donde también serd determinante.

Proposicion 3.2. Sean (f1, g') y (f?, g°) pares de funciones cadlag que satisfacen que Af* > 0,
g' es estrictamente creciente y f1(0) + g*(0) > 0. Supongamos que f* < f? yg' < g% Sih'y
h? satisfacen

W) = FEW)+ g0, E0)= [ 1) > 0)ds,

parai = 1,2, entonces se cumple la desigualdad ¢t < c2. En particular, la ecuacion determinista
(3.1) admite a lo mds una solucion.

Demostracion. Fijemos € > 0y definamos ¢*(t) = ¢*(e + t). Sea
T =f{t >0:c(t) > (1)}

Para obtener una contradiccion, supongamos que 7 < 00. La continuidad de ¢! y de ¢® garantiza
que c' (1) = (1) y que ¢! excede a ¢¢ en algin punto ¢ de cualquier vecindad derecha de 7. En
tales puntos, se cumple que ¢(t) — (1) < c'(t) — ¢'(7), lo que equivale a

t

/ H(h2(e + ) > 0)ds < [ 101(s) > 0)ds. (3.2)

T

Las hipdtesis sobre g' y ¢g? garantizan que g'(7) < g'(e + 7) < g?(¢ + 7). Por lo tanto

0<h(r)=floc(r)+g' (7)< fPocf(r) +¢*(e +7) = R (e + 7).
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Gracias a la continuidad por la derecha de h?, podemos elegir ¢ suficientemente cercana a 7, de
forma que h%(e + s) > 0 para todo s € [7,t). Regresando a la desigualdad (3.2), obtenemos la
contradicciéon

t—T:/tI(hQ(a—i-s) > O)ds</t1(h1(s) > 0)ds =t — .

Por lo tanto 7 = 0o y concluimos el resultado anunciado al hacer tender ¢ — 0.

En particular, si (h',c!) y (h?, ¢*) son dos soluciones a (3.1) (dirigida por las mismas fun-
ciones f y g), entonces este resultado de monotonia (aplicado dos veces) implica que ¢! = ¢? y
en consecuencia h! = focl +g= foc?+ g = h2 O

Corolario 3.1. Sean f y g son funciones cadlag tales que f no tiene saltos negativos, g es
estrictamente creciente y f(0) + g(0) > 0. Entonces la ecuacion determinista (3.1) admite a lo
mas una solucion. En particular la ECT (3) tiene a la mds una solucion.

Demostracion. La primera afirmacién se sigue por simetria y la segunda remplazando f por
las trayectorias de z + X — yId y g por v Id. O]

3.1.2. Existencia

“The Skorohod Lemma redefines our notion of Reflected Brownian motion. We
started with specular reflection, and ended with a constrained process, which,
away from the boundary of its domain, behaves as a Brownian motion. Can we
extend this idea to other driving processes?” [Dua20)|

La prueba de que la ECT (3) admite una solucién, se basa en la siguiente variante de un
resultado bien conocido de Skorohod (cfr. [RY99, Capitulo VI, Lema 2.1]).

Lema 3.1. Sea f : [0,00) — R wuna funcion cadlig sin saltos negativos y supongamos que
comienza en algin valor no negativo. Entonces eziste un unico par (r,l) de funciones definidas
en [0,00) que satisfacen que r = f+1, r es no negativa, I es no decreciente, continua, se anula
en 0 y solo crece en el conjunto {s : r(s) = 0}. Mds atun, la funcion | estd dada por

I(t) = sup(—f(s) v 0).

s<t

Este resultado puede demostrarse siguiendo la prueba de [RY99, Capitulo VI, Lema 2.1],
basta notar que como —f V 0 no tiene saltos positivos, entonces [ es continua.

Proposicién 3.3. Sea f una funcion cidlag , con Af > 0y f(0) > 0. Sea (r,1) el par de
funciones del lema 3.1 aplicado a f. Si {t > 0:r(t) = 0} tiene medida de Lebesque cero para
todo t > 0, entonces existe una solucion h a

ht) ==+ f (/Ot I(h(s) > O)ds) + ’y/otl(h(s) — 0)ds. (3.3)
FEquivalentemente, en términos de la ecuacion (3.1), la funcion h satisface
h=floctyld, )= [ I(h(s) > 0)ds, (3.4)
donde f7(t) = f(t) — ~t.
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Demostracion. Aplicando el lema 3.1 a f, deducimos la existencia de un tnico par de funciones
(r,1) que satisfacen r(t) = f(t) + [(t) con r > 0y [ continua, no decreciente, tal que {(0) =0y

/OtI(rs > 0)dl, = 0. (3.5)

Para construir la solucién a la ECT determinista (3.3), consideremos la funcién estrictamente
creciente a definida por a(t) = t + [(t)/y para todo t > 0. Denotemos por ¢ a su inversa y
consideremos la composicién h = 7 o c. La hipétesis [; I(r(s) = 0)ds = 0 para todo ¢ > 0, junto
con la no negatividad de r implican que

- /Otm«(s) > 0)ds = /Otl(r(s) > 0)(ds +~~dl,),

donde la dltima igualdad estd garantizada por (3.5). Sustituyendo el tiempo determinista ¢ por
c(t) en la expresion anterior y usando que c es la inversa de a, tenemos

o= [ “Lr(s) > 0)da(s) = / "I(h(s) > 0)ds.

Finalmente, despejando [ en la definicién de a vemos que [(t) = y(a(t) —t), lo cual implica que

1e(t)) = (¢ = e(t) = [ 1(h(s) = 0)ds.

Por lo tanto h(t) = r(c(t)) se reescribe como

ht) = f ( / "(h(s) > O)ds) +o [ “I(h(s) = 0)ds,

mostrando que h satisface la ECT determinista (3.3). O

3.1.3. Aproximacion

“There are currently no methods to simulate a sticky diffusion directly: there is
no practical way to extend existing methods for discretizing SDEs based on
choosing discrete time steps, such as Euler-Maruyama or its variants [...] to
sticky processes”. [BR20]

A continuacion discutiremos un método simple para aproximar la soluciéon a nuestra ECT
determinista (3.1), obteniendo una forma sencilla de simular la distribucién de un proceso de
Lévy pegajoso. Entre la gran cantidad de esquemas de discretizacion existentes, elegimos el
método de Euler por su simplicidad y facilidad de implementar. Una vez més, la clave de la
demostracion recae en el lema de monotonia que probamos anteriormente.

Proposicion 3.4. Sea [ una funcion cidlag con Af > 0 y f(0) > 0. Supongamos que la
ecuacion (3.3) (equivalentemente (3.4)) admite una tnica solucion (h,c). Sea f* una sucesion
de funciones cidlig que converge a f y consideremos f* = f — v|n-|/n. Definamos c* y h"
como cn(0) = c"(0—) =0

c"(t) = "(|nt]/n—) + (t — |nt]/n) I(A"(t) > 0), (3.6)
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h*(t) = f*(c"([nt]/n)) +v[nt]/n. (3.7)
Entonces h™ — h en la topologia J, de Skorohod y ¢ — ¢ uniformemente en conjuntos com-
pactos.

Recordemos que las Proposiciones 3.3 y 3.1 dan condiciones para garantizar la existencia de
una unica solucién a la ecuacién (3.1), lo cual es la hipétesis principal de la proposicién anterior.
Notemos también que h™ es constante en los intervalos de la forma [(k —1)/n, k/n) por lo cual
c" es lineal en [(k — 1)/n,k/n] y en los extremos de dichos intervalos, ¢" toma valores en
N/n. En consecuencia, ¢"(|nt|/n) = |[nc"(t)]/n. Estructuramos la prueba del teorema 4 como
sigue: probaremos que la sucesién de funciones (¢",n > 1) es relativamente compacta, esto es,
cualquier subsucesion de (¢",n > 1) tiene otra subsucesion convergente. Dada (¢"7,j > 1) una
subsucesion convergente a un cierto limite ¢*, mostraremos que la sucesién ((¢",h"),j > 1)
también converge y que el limite estd dado por (c¢*,h*), donde h* = fYoc* +yId y f7 fue
definida anteriormente como f — v Id. Modificando minimamente la prueba de la proposicién
3.2, verificaremos que el limite (c¢*, h*) no depende de la eleccién de la subsucesién (n;, 7 > 1),
deduciendo asi que las sucesién completa ((¢*, h™),n > 1) converge.

Demostracién. Como ~Id es continua, entonces la hipétesis f* — f implica que f* — f —~1d

(recordemos que en general la suma en el espacio de Skorohod no es una operacién continua,

como se ejemplifica en [Bil99][Ejercicio 12.2]). Sin embargo, el teorema 4.1 de [Whi80] asegura

la continuidad de la suma de dos funciones cuando sus puntos de discontinuidad no coinciden)
Fijemos ¢y > 0. Note que la ecuacién (3.6) puede ser escrita como

(t) = /Otl(h”(s) > 0)ds.

garantiza que las funciones ¢" son Lipschitz continuas con constante de Lipschitz igual a 1. En
particular son equicontinuas y estdn uniformemente acotadas en [0, to]. La compacidad relativa
de la familia de funciones (¢”,n > 1) en [0, o] se sigue del teorema de Arzela-Ascoli. Fijemos una
subsucesion (¢"i,7 > 1) que converge uniformemente en el espacio de funciones continuas en
[0, o], digamos a una funcién no-decreciente ¢*. La convergencia uniforme asegura la continuidad
de ¢*. Més aun, ¢* satisface que ¢*(t) —c*(s) < t—ssi s < t. Esta observacion serd fundamental
para probar que ¢ = ¢*. Dado que ¢ (|n;t|/n;) = |[n;c"(t)]/n; para toda t > 0, podemos
escribir A = f"oc™ +v|n;-|/n;. Probaremos la convergencia del par (¢, f"oc™) a (c*, foc*)
cuando j — oo. En efecto, la convergencia f™ — f7 implica que liminf, ., f"(¢t,) > f7(t—)
cuando t" — ¢. (Esta afirmacion se sigue de la proposicion 3.6.5 en [EK86], la cual asegura que
los puntos de acumulacion de {f"(¢,)} pertenecen a {f7(t—), f7(¢)}). En consecuencia

1(f7(c"(s)=) + s > 0) < lminf I(f™ ("5 (s)) + s /n > 0).

J—00

Por el lema de Fatou, se sigue que

t
[P =) + 97 > 0)dr < (1) - ¢ (s)
Argumentando como en la proposicién 3.1, vemos que f7 o ¢* + «vId es no-negativa y c* es

estrictamente creciente. Recordando que la composicion de una funcién continua y estrictamente
creciente seguida de una funcién cadlag es continua en el espacio de Skorohod (ver [Whi80,
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Teorema 3.2 ), vemos que f™ o c¢" — f7oc¢*. Como yId es continua, deducimos que h" —
h* := fYoc* +~1d, como queriamos.

Recapitulando, hemos probado la convergencia de la subsucesion ((¢",h"),j > 1). Para
ver que el limite correspondiente no depende de la subsucesion (nj, j > 1), mostraremos dicho
limite es de hecho, la tnica solucién (¢, h) de la ECT determinista (3.1). Probaremos que ¢* = ¢
verificando que se satisfacen ambas desigualdades ¢* < cy ¢* > c.

La primera desigualdad se deduce exactamente como en la prueba de la proposicion 3.2 al
aplicar el lema de Fatou para notar que

/:I(f'y oc*(r)+yr > 0)dr < c*(t) — c*(s).

Replicaremos aqui dicha prueba para facilitar la lectura. Sea ¢ > 0 y definamos ¢*(t) = ¢*(e+1).
Sea
7 =1inf{t > 0:c(t) > (t)}.

Supongamos que 7 < oo. La continuidad de ¢ y de ¢¢ garantizan que ¢(7) = ¢*(7) y que ¢
excede a ¢ en algiin punto ¢t de cualquier vecindad derecha de 7. En tales puntos, se cumple
que &(t) — c&(1) < ¢(t) — ¢(7). En consecuencia

e+t t
/: I(fY(c*(r) +yr > 0)dr < (t) — (1) < / I(f7(e(r)) +~r > 0)dr. (3.8)
ETT T
Dado que f¥(c(1))+~y7 < f¥(c* (e + 7)) +~(e +7), y gracias a la continuidad por la derecha de
f7, podemos elegir t suficientemente cercana a 7, de forma que f7(c*(r)) + yr > 0 para todo
r € [e+T,e+1t). Regresando a la desigualdad (3.8), obtenemos una contradiccién. Por lo tanto
7 = 00 y concluimos que ¢ < ¢* al hacer tender € — 0.

Analogamente se verifica la desigualdad contraria, incluimos la prueba para no pasar por
alto algin detalle. Fijemos € > 0 y definamos ¢*(t) = ¢(e 4 t). Sea

T=mf{t >0: () >c(t)}

Para obtener una contradiccion, supongamos que 7 < oo. La continuidad de ¢* y de ¢ garantizan
que ¢*(1) = (1) y que ¢* excede a ¢© en algin punto ¢ de cualquier vecindad derecha de 7.
En tales puntos, se cumple que ¢ () — ¢*(7) < ¢*(t) — ¢*(7). Como ¢* es Lipschitz continua con
constante de Lipschitz 1, vemos que

t
/ I(h(z + 5) > 0)ds < ¢*(t) — (1) < t — . (3.9)
Por otro lado observemos que
0<h"(r)=fToc(T)+yT < fToc(T)+v(e+7T)=h(c+T).

Gracias a la continuidad por la derecha de h, podemos elegir ¢ suficientemente cercana a 7, de
forma que h(e + s) > 0 para todo s € [1,t). Regresando a (3.9), llegamos a una desigualdad
absurda t — 7 < t — 7. Por lo tanto 7 = 0o y concluimos la desigualdad ¢* < ¢ al hacer tender
e —0.

Con esto concluimos que ¢* = ¢ y en consecuencia también se da la identidad h* = h. En
otras palabras, hemos probado que los limites ¢* y h* no dependen de la subsucesién considerada,
garantizando con ello, la convergencia de toda la sucesién ((c¢™, h™),n > 1) a la tnica solucién
de la ECT determinista (3.1) como queriamos. O
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3.2. Aplicacién a procesos de Lévy pegajosos

El objetivo de esta seccion es aplicar en andlisis determinista de la secciéon pasada para
probar los Teoremas 3 y 4. Mostrar la existencia, unicidad y aproximacion es sencillo, mientras
que la propiedad de Markov y el hecho de que la soluciéon Z a la ECT (3) es un proceso
de Lévy pegajoso, requieren cierto trabajo (probabilista) extra. Concluiremos la existencia y
unicidad del teorema 3, asi como la prueba del teorema 4 en la Subseccién 3.2.1. Posteriormente,
probaremos la propiedad fuerte de Markov de la solucién a la ECT (3), lo cual nos permitira
mostrar que dicha solucion es un proceso de Lévy pegajoso. Esto concluye la prueba del teorema
3, pero deja abierto el calculo del pardmetro de pegajosidad (o equivalentemente, la condicion
de frontera de su generador infinitesimal). Dicha condicién se estudia en la Subseccién 3.2.3.
También podriamos utilizar el teorema 2, pero decidimos incluir un andlisis alternativo via
calculo estocastico para independizar los resultados de los dos capitulos de este trabajo.

3.2.1. Existencia, unicidad y aproximaciéon
Abordemos ahora las pruebas de existencia y unicidad del teorema 3.

Teorema. (3) Sea X un proceso de Lévy espectralmete positivo, adaptado a (F,t > 0), con
trayectorias de variacion no acotada y tiempo de vida infinito. Dados un pardmetro v > 0 y
un punto z > 0, existe un par de procesos estocdsticos C = (Cy,t > 0) y Z = (Z;,t > 0) que
satisfacen

t t
Z, =2+ Xe, + 7/ (Z, = 0)ds, donde C;= / 1(Z, > 0)ds, (3)
0 0

para toda t > 0. Dicho par es inico en el sentido de indistinguibilidad. Dado un par (C,Z)
que verifica la ecuacion (3), se cumple que C' es un (F;)-cambio de tiempo, Z es adaptado a la
filtracion cambiada de tiempo (ﬁ\t,t > 0) dada por 5/21 = Z¢, Yy Z es una extension recurrente
de X° con frontera pegajosa.

Demostracion. (Erxistencia y unicidad) Note que la unicidad de la solucién a la ecuacién (3)
se desprende de la proposicion 3.2 remplazando la funcién cadlag f por las trayectorias de
z+ X —~Idy g = v Id. Para obtener existencia, aplicamos el lema 3.1 a las trayectorias de X
para deducir la existencia de un tinico par de procesos (R, L) que satisfacen R, = z + X; + L,
con R un proceso no-negativo y L un proceso continuo, con trayectorias no decrecientes y tales
que Lo =0y f(f I(Rs > 0)dLs = 0. De hecho, tenemos una representacién explicita de L como

L; = sup((—z — X,) vV 0). (3.10)

s<t

Observemos que R no es mas que el proceso reflejado en su infimo. De la descripcion explicita
del proceso L dada en (3.10), se sigue que P(R; =0) = P(X; = X,), donde X, = inf,<; X.
Similarmente denotamos X; = sup,., X,. Sabemos que para toa t > 0 fija, el par (X; — X, X;)
tiene la misma distribucién que (X, X; — X3), por lo cual

P(X, = X,) = P((X; = X,, X,) € {0} x [0,00)) = P((X}, X; — X;) € {0} x [0,00))

y esta probabilidad estda acotada por P(Yt = O). Gracias a la regularidad de 0 para (0, c0),
concluimos que esta probabilidad es cero para toda ¢t > 0. , Por lo tanto

]E[/OOOI(Rt _ O)dt} _ /OOOIP’(Xt — X,)dt = 0.
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En consecuencia, la proposicién 3.3 garantiza la existencia de la solucién a la ECT (3). O
Procedamos ahora a la prueba del teorema 4.

Teorema. (4) Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo con variacion no acotada.
Denotemos por (C, Z) a la unica solucion a la ECT (3). Consideremos (X™,n > 1) una sucesion
de procesos con trayectorias en D, tal que cada X" es la extension constante por pedazos de
algin proceso discreto en tiempo indexado en N/n que empieza en 0. Supongamos que X™ — X
en la topologia de Skorohod, ya sea débilmente o casi sequramente. Sea (z,,n > 1) una sucesion

de reales mo negativos que convergen al punto z. Para cada n > 1, definamos los procesos C™ y
Z"™ como C™(0) =0,

C"(t) = C*([nt]/n—) + (t — |nt]/n) I(Z"(t) > 0),
Z™Mt) = (zp + X" — v 1) (C™(|nt]/n)) + v|nt] /n.

en (4) y (5) respectivamente. Entonces el par (C™, Z™) converge a (C, Z). El tipo de convergencia
serd débil o casi sequra, dependiendo del tipo de convergencia de (X™,n > 1).

Demostracion. En el enunciado del Teorema 4, permitimos que la convergencia X" — X sea
débil o casi segura. Recurriendo al teorema de representacion de Skorohod, podemos suponer
que esta convergencia se satisface de forma c.s. en algin espacio de probabilidad adecuado.
El resultado se desprende inmediatamente de la proposicion 3.4 al considerar las trayectorias
f=24+4X—yldy f* =2, + X" —v|n:]/n. O

3.2.2. Detalles de medibilidad y propiedad fuerte de Markov

“The importance of the theory of Markov processes is due to several facts [...]
However, the usefulness of the theory will be limited by the number of processes
that can be constructed and studied. We have seen how to construct a Markov
process starting from a [transition function/, but the snag is that there aren’t
many t.f.’s which are explicitly known; moreover, in most phenomena which can
be modeled by a Markov process, what is grasped by intuition is not the t.f. but
the way in which the process moves from point to point. For these reasons, the
following notions [(infinitesimal generators)] are very important” [RY99]

Para finalizar la prueba del teorema 3, resta verificar la adaptabilidad de la tinica solucién
ala ECT (3) a la filtracién cambiada de tiempo (F, s > 0) y que dicha solucién efectivamente
es un proceso de Lévy pegajoso basado en X. Dedicaremos la presente seccién a dicho objetivo.

Por construccion el mapeo t — C; es continuo y estrictamente creciente. Recordando que C'
es la inversa del mapeo t — ¢ + L; /7, escribimos

{Cr < sy ={n(t—s) < L} € F,

para todo t > 0, i.e., el tiempo aleatorio Cy es un (Z)-tiempo de paro, pues la filtracién
es continua por la derecha. Por lo tanto el proceso C' es un (%)-cambio de tiempo y Z es
adaptado a (F;,t > 0). En este sentido decimos que Z no presenta aleatoriedad extra como

sucedia con la ecuacion diferencial estocastica que describe al movimiento browniano pegajoso
(cf. [War97, Teorema 1]).
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Verifiquemos que la tnica solucion Z a la ECT definida en (3) es una extension del proceso
matado X°. Por construccion, si Zy > 0, entonces Z coincide con z 4 X hasta que ambos llegan
a cero. Asi, los procesos matados al llegar a 0 tienen la misma ley . Supongamos ahora que Z
satisface la ECT (3) con Zy = z = 0. Por construccion,

7/ 0)ds = Lo C,

donde C; = [y 1(Z, > 0)ds y L; = —inf,<; X,. Como hemos argumentado antes, la variacién
infinita implica que L; > 0 para todo t > 0 y en consecuencia L., > 0 c.s. Dado que C es la
inversa de t — t+ L;/7, vemos que C,, = 0o y concluimos que Lo C,, > 0 c.s., implicando que
Z pasa tiempo positivo en 0.

Recordando nuevamente que la soluciéon Z a la ECT (3) es un cambio de tiempo continuo
y estrictamente creciente del proceso reflejado en su infimo R = X — X, veremos que Z hereda
el comportamiento regular e instantaneo de R en 0. En efecto,

P(To(RoC)=0)=P(nf{s >0: X o Cs=XoCs} =0)=P(inf{s >0: X, =X,} =0),

y el dltimo evento estd contenido en el evento {inf{s > 0 : Xy < 0} = 0}, que como vimos
antes, tiene probabilidad uno gracias a la variacion infinita de X. Similarmente

P(So(RoC) =0) =P(inf{s >0: X, > X} =0) > P(inf{s > 0: X, >0} =0) = 1.

Para concluir la prueba del teorema 3, solo falta verificar la propiedad fuerte de Markov.
Recordando la construccion de la tnica solucién a la ECT (3) dada en la Seccion 3.1, deducimos
la existencia de un mapeo medible F; que manda las trayectorias del proceso de Lévy X y la
condicién inicial z a la tnica solucion de la ECT (3) evaluada en un tiempo s, i.e., Z; = F5(X, 2)
para toda s > 0. Sea T un (ﬁ)—tiempo de paro. Aproximandolo por una sucesién de (%)—
tiempos de paro (T™,n > 1) que decrecen a T, cada uno de los cuales toma sélo una cantidad
numerable de valores ¢, 1,t,.2, ..., vemos que Cp es un (.%;)-tiempo de paro. En efecto,

n=1

(Cr<ty=U{C(T) <t} = U U {T" = top, Cltns) <t} € T
De la ECT (3) deducimos que
Zrve = Zr + (Xeras) — Xen) + 7 /O (Zrsy = 0)dr.

Introduciendo los procesos C, X y Z definidos por Cy = C(T+5)—C(T), X, = Xemy+s—Xer)
y 4s = Zrys respectivamente, podemos reescribir la ultima ecuaciéon como

Zy = Zr+ Xeg + 7/ 1(Z, = 0)dr, (3.11)
0

y C satisface Oy = I 1(Z, > 0)dr para s > 0. En otras palabras, el proceso Z es solucién
a la ECT (3) dirigida por X y con condicién inicial Zz, implicando que Z, = F (X, Zr).
Note que X tiene la misma distribucién que X y es independiente de /T Por lo cual, en el
conjunto {Zy = z}, la ley condicional de Zr,. dada .#r es igual a la ley de Z empezando en
z. Para establecer esta propiedad de forma rigurosa, ain en el caso en que {Zy = z} tiene
medida cero para toda z > 0, imitaremos la prueba del teorema de desintegracion (comparar
con [Kal02, Teorema 6.4]).
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Proposicién 3.5. Sea S un (F;)-tiempo de paro, Y una variable aleatoria que es Fs-medible
yg:D xR —= R una funcion medible tal que E[|g(Xst+. — Xs,Y)|] < 0o. Entonces

Elg(Xsi. — X, V)75l = [ v(dElg(X.9)]  c.s. (3.12)

donde v denota una version reqular de P(Y € -|Zg). De hecho, podemos tomar v(C) = 1(Y € C)
para todo C' € A(R).

Demostracion. Empecemos recordando que una versién regular de P(Y € -|%g) es una ver-
sion de la probabilidad condicional que ademés es un kernel de probabilidad de (€2, %g) en
(R, B(R)). Puesto que Y es Fg-medible, entonces v = [(V € -) c.s.

Sea A € Fg. Para probar la identidad

Elg(Xsy. — Xs, V) 1(4)] = E| [ v(dy)Elg(X,5)] 1(4)] (3.13)

primero mostraremos su validez para la distribuciones finito-dimensionales, en otras palabras
verificaremos por induccién que (3.13) se satisface para las funciones del tipo g = [(B,, x (),
donde C' € #B(R) y B,, es de la forma {x € D : z(t;) € [';,;i = 1,...,n} para algunos tiempos
0<t; < <t,yIy,....,T, € B(R). A tales conjuntos los llamamos finito dimensionales.
Reescribiendo (3.13) para estas funciones, debemos probar que

P(Xsyy —Xs€T,..., Xopy, — Xs €T, Y € C, A)
. EU W dy)P(X,, €T4,..., X, €TnyeC)I(A)].

Por simplicidad hemos escrito P(A, B) para denotar la probabilidad de la interseccién P(A N B).
Componiendo con la funcién h : R” x R — R” x R dada por

h(zy, ..., Tn,y) = (T1,00 — T, ..., Ty — Tp_1,Y),
es equivalente probar que
P(Xg, — Xs €1, Xogr, — Xowt, € Doy, Xogt, — Xgp, , €1, Y € CLA)
-~ ]E[/u(dy)IP’[th €T, Xy — Xo €0s.. Xy — X, €D,y eC] I(A)] L (3.14)

para cualesquiera conjuntos I'y,---,I', € %Br. Si n = 1, condicionando a %5 y usando la
independencia y estacionariedad del incremento Xg,;, — Xg, el lado izquierdo de (3.14) se
reescribe como

E[P(th emy) [vldy)ily € O) I(A)} - E[ [ vidyP(X,, €Ty € 0) I<A)] ,

verificando lo que querfamos. Supongamos que la ecuacion (3.14) se satisface para funciones
de la forma g = I(B,, x C) y probemos su validez para g = I(B,;1 x C). En este caso, el lado
izquierdo de (3.14) estd dado por

P(Xot, — Xs €T0, -+, Xsstnpy — Xspr, € Dng1, Y € CLA)

Condicionando a Fg., y usando la independencia y estacionariedad de los incrementos, esta
probabilidad es igual a

E[I(Xgts, = Xs €T1, -+, Xsat, — Xsyr,, € Dn)P(Xy,,, — Xo, € Do) 1Y € C)1(A)]
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Por hipétesis de induccion, podemos reescribir la tltima cantidad como
EU v(dy)P(Xy, € T1, Xy, — Xy €T, Xy, — Xy, € Ty € O)P(Xy,, — X, € Do) I(A)] .
Nuevamente usando la independencia de los incrementos, esto es equivalente a

E| [ v(dy)P(X, € T4, X, = X, €Ta000 X, = X,y € T Koy, = X, € Tapay € C)1(4)]

con lo que concluimos la veracidad de (3.14). Como la clase de los conjuntos finito dimensionales
es cerrada bajo intersecciones, usando el teorema de clases de Dynkin, se sigue el resultado para
funciones del tipo I(Bx C') con B € #(D) y C € #(R). Por linealidad, esta féormula se extiende
a funciones simples en D X R y usando el teorema de convergencia mondtona, la ecuacion (3.13)
se cumple para cualquier funcién medible y no negativa definida en D x R. Tomando diferencias,
vemos que también se cumple para funciones medibles e integrables, con lo cual comprobamos
la ecuacién (3.12). O

Aplicando la proposicion anterior al tiempo de paro S = C7, la variable Y = Z7 y la funcion
g = [ o Fj, la ecuacién (3.12) se convierte en

E[f(Zrso)|Fr] = [ Wd)BLIf(Z)] =Bz f(Z)) e,

lo que concluye la prueba de la propiedad fuerte de Markov.

3.2.3. Un problema de martingala

“Ito’s theory proved its versatility and efficiency, in connection with Doob’s
martingale theory, so that, enriched by the works of a large number of scientists
during the fifties and the sixties, It6’s formula would become the cornerstone,
from the seventies onwards, of a myriad of applications of stochastic calculus, of
which Wolfgang Doeblin, in his memoir «Sur l’équation de Kolmogorovy was one

of the heralds”. [BY02]

En la Seccion 2.2 describimos el dominio del generador infinitesimal de cualquier extension
recurrente de X° por medio de tres constantes no negativas p.,ps ¥ p. v una medida p en
(0,00). Acabamos de probar que la tnica solucién a la ECT (3) es una extensién recurrente
de X° que deja 0 continuamente, pasa tiempo positivo en 0 y cuyo tiempo de vida es infinito.
Esto significa que los parametros correspondientes a dicha extension satisfacen p. > 0, pg > 0,
P = 0y u = 0. El teorema 2 asegura que cualquier funcién f en el dominio de su generador
infinitesimal satisface

F1(0+) = ngf(OJr)-

A continuacién presentamos otro método para hallar esta condicién de frontera que no requiere
los resultados desarrollados en el capitulo anterior. Originalmente desarrollamos estos calculos
para mostrar que la ECT dirigida por un movimiento browniano (3) tiene solucién. Tal prueba
consiste en dar un esquema de discretizacion de la ECT y verificar que el proceso limite satisface
la ECT mediante el célculo del generador infinitesimal del limite. Pensamos que esa prueba,
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puede extenderse para estudiar ECT mas generales. Nuestra principal intenciéon es dar una
aplicacion de calculo estocastico, pues recordemos que normalmente el calculo del generador
infinitesimal se basa en técnicas de analisis de Fourier.

Proposicién 3.6. Sea X un proceso de Lévy espectralmente positivo con variacion no acotado,
sea L generador infinitesimal. Dados z > 0 y v > 0, sea Z la 4unica solucion a la ECT (3).
Entonces, para cualquier funcién f € CZ[0,00) que satisface la condicion de frontera f'(0+) =
Lf(0+), el proceso M definido por

Mt:f(Zt)—/Oth(Z ds

es una martingala y

0

51| B2 = L1

Demostracion. Sea Z la tnica solucién a la ECT (3) dirigida por un proceso de Lévy espectral-
mente positivo X. La férmula de [t6 para semimartingalas garantiza que para cualquier funcién
f € Cj0,00),

1#) =1 + [ £Z0aXe, + [ @01 = 0ds + 4 [ 10z, 2
+Z Af(Zs) = [(27)AZ,), (3.15)

Desarrollemos cada uno de estos términos. Usando la descomposicion de Lévy-1t6 de X intro-
ducida en (1.3), veremos que [j f'(Z7)dX¢, es una semimartingala de la forma

Mt+/ af (Z7)(1 - 1(Z. ds+/ £z (3.16)

para alguna martingala cuadrado integrable M. Para hacerlo, usaremos el siguiente resultado
del cual posponemos su demostracion.

Lema 3.2. Sea C un (%;)-cambio de tiempo continuo tal que C' < Id. Sea X wuna (F)-
martingala local continua por la derecha. Entonces el proceso cambiado de tiempo Xc es una
(Z#1)-martingala local continua por la derecha.

El lema 3.2 asegura que el proceso 0B + X cambiado de tiempo por C sigue siendo
martingala local. Como recordamos en los preliminares, se sabe que las martingalas locales lo-
calmente cuadrado integrables son preservadas bajo la integracion estocastica siempre y cuando
el integrando sea adaptado y con trayectorias caglad. En consecuencia la integral estocdstica
M= f'(Z7)- (UBC+X((; )) es una (Jt) martingala local. También recordamos que una condicién
necesaria y suficiente para que una martingala local sea martingala cuadrado integrable, es que
su variacién cuadrética sea integrable. Verifiquemos que E[[M, M];] < oo para toda ¢ > 0. En
el recordatorio 1.6 dijimos que la variacion cuadratica del proceso cambiado de tiempo coincide
con el cambio de tiempo de la variacién cuadratica, asi que para toda t > 0

[0Bc+ X, 0Be + X&) = [oB+X® 0B+ X

t
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Usando la independencia de B y X ®) vemos que esta variacién cuadratica es 02Cy+ {X ) X (3)]

Notemos que c.s esta cantidad estd acotada por ot + {X(?’), X(3)L. Por lo tanto

E[[M, M),] < |yf'H§oEHoB +X® 0B +X<3>}Ct] <112 <a2t +t/( . xQU(d:U)> < o0.
Con lo cual queda verificada la descomposicién (3.16). Mas tarde nos ocuparemos del dltimo
término de dicha descomposicion.

Regresando a la formula de It6 (3.15), nos toca calcular el término correspondiente a la
integral respecto a la parte continua de la variacién cuadratica de Z, primero encontramos
dicha variacion, la cual se puede escribir como

(2, 7] = [X¢, Xc] + 2[Xe, v(Id —=C)] + +*[1d —C, Id — C].

Observe que el primer término es [ X, X|c. Notemos también que y(Id —C') tiene variacién finita.
Se sabe que para un proceso A de variacién localmente finita, la variacién cuadrética [X, AJ
es solamente Y., AX,AA, c.s. (como se puede consultar en [Kal02, Teorema 26.6]). Dada
la continuidad de C', concluimos que la covariacién [X¢,v(Id —C')]s es cero c.s. Con el mismo
razonamiento deducimos que [Id —C,Id —C] = 0 c.s. Por lo tanto la variacién cuadratica de Z
queda [Z,Z] = [ X, X]c y

;/Ot f1(Z7)dZ, Z)5 = ;/Ot o’ f"(Z7)(1 = 1(Z, = 0))ds.

En el desarrollo de (3.15), tenemos pendiente el ltimo término del lado derecho, el cual
corresponde a la parte de saltos. Notemos que las discontinuidades de f o Z derivan de discon-
tinuidades de Z, que a su vez son causadas por discontinuidades de X o (', en otras palabras

{s<t:|Af(Zs)| >0} C{s <t:AZ; >0} ={s<t: A(X oC);}.
Haciendo el cambio de variable r = Cj, la suma de los saltos en (3.15) se reescribe como

S (Af(ZoA) — F(Z7 0 A)A(Z o A)), (3.17)

r<Cy

donde A denota al inverso de C. Afirmamos que A es un (ﬁ;)—cambio de tiempo. En efecto,
separando en los casos 7 < t y r >t vemos que {A; < s}N{C; <r} ={t < C;, <r} € %, para
todo r > 0. Usando el recordatorio 1.5, podemos reescribir la filtracion (ﬁ, t > 0) cambiada de
tiempo por A como la filtracién (F;, t > 0) cambiada de tiempo por CoA = Id, o sea LQ/Z\At = %.
Por lo tanto, para cualquier funcion continua g, el proceso (g(Zy,),t > 0) es (F)-predecible.

A continuacién agruparemos la suma de los saltos en (3.17) con la integral estocéstica
(f'oZ7)-(X® oC) que dejamos pendiente en (3.16). Para ello, nos conviene reescribir tal
integral como (f' o Z= 0 Ao C)-(X® o (C) y aplicar el recordatorio 1.7 para deducir que
(ffoZ7)- (XPoC)=((floZ 0A)-X@)o(C. En consecuencia

[ 120X+ S (Af(Zo A) — F(Z7 0 A)AZ 0 A)

s<C%

— /OCt /(0 . (f(ZZs + ) — f(Z4) — [(Z3 )z 1(z € (0, 1))) (N(ds,dx) — v(dx)ds)
7 Cy
+/0 /(O,Oo) (F(Za, +2) = f(Z2) = I'(Z2,)x1(x € (0,1))) v(dz)ds. (3.18)
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Definamos el proceso M como
t
~ [ [ (#(Z5 +2) — £(23) vida)ds
0 J[1,00)
t
F ) (s ) = (22)) Nds, do)
t
[ (a4 0) = F(Z3) = 1(Z5,)x) (N(ds, di) — v(da)ds).
Usando que v es una medida de Lévy notamos que

< [ f%tv([1, 00)) < oo.

E[/Ot /[1700) ’f(ZZs +z)— f(ZZS)’ v(dz)ds

Ademas desarrollando el polinomio de Taylor de orden uno de f(Z, + x) vemos que

f(Zy)x=f(Zy, +2) = [(Z4,) = R(x), x€(0,1),

donde el residuo R satisface que |R(z)| < || f”|lsz?. Por lo tanto

< 00.

B[ [, (1254 0) = 123) = F(Za)a)aolas] < 1t [ vt

El teorema 5.2.1 de [App09] garantiza que M es una (.%;)-martingala local y aplicando el
lema 3.2 deducimos que al cambiarla de tiempo con C' permanece martingala local, ahora con
respecto a (.%;). Ademads, para todo t > 0 se cumple que

E[sup [Mc,|| <E
s<t

1
sup [T < (217l + G171 ) (A wtan) < o
s<t (0,00)

En consecuencia la martingala local M resulta ser martingala, como recordamos en 1.3.
Recopilando las expresiones involucradas en la férmula de It6 (3.15), obtenemos la siguiente
descomposicion de semimartingala

f(Z) — f(z) =M, —1—/ af' (Z;) (1 —1(Z, =0))ds + /Ot v (0+)1(Zs = 0)ds
+5 / o2 f"(Z7)(1 = 1(Z, = 0))ds + Mq,
+ /ch /(O,Oo) f(Zy, +x)— f(Zy,)— f[(Zy,)x1(z € (0, 1))) v(dx)ds.
Recordemos que el generador infinitesimal de X° est4 dado por

af'(z) + %Qf”(z) + Je, (f(z+2) = f(2) = f'(z)z(z € (0,1)))v(dz), 2 >0,

y definamos L£f(0) como

Lf(0) = (a—)f(0+) + U;f”(OJr) + | (f(x) = f(04) = f/(0+)z I(z € (0,1)))v(dx),

Ry
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Notando que Lf(0) = Gf(0+) — ~vf'(0+), podemos reescribir la martingala M + M como

M+ e, = £(Z) — f(2) — /Ot GF(Z)ds + /Ot LFO)I(Z, = 0)ds.

Deducimos que si una funcién f € CZ[0,00), que satisface la condicién de frontera £f(0) =0 o
equivalentemente 7 f'(0+) = G f(0+), entonces el proceso dado por f(Z;) — f(z2) — [y Lf(Z,)ds
es una martingala. Por hipétesis, el tltimo término esta acotado por una funcion lineal de t,
por lo cual E[f(Z;)] es diferenciable en 0 y su derivada es Lf(z). O

Concluiremos la seccién con la prueba del lema 3.2.

Demostracion. (Lema 3.2) Supongamos que (8,,n > 1) es una sucesiéon de (.%;)-tiempos de
paro que localiza a X, i.e., 3, — oo cuando n — oo y para toda n > 1, el proceso X 1(3, > 0)
es una martingala uniformemente integrable. Conservando la notacion de A para el inverso de C',
probaremos que (A(f,),n > 1) es una sucesion de (.%;)-tiempos de paro que localiza al proceso
cambiado de tiempo X¢. La propiedad de ser (.%#;)-tiempo de paro se deduce al observar que

{8, < C} € Z5, N.Fc, C F, lo cual implica que
{A(B,) <t} n{C; < s} ={5, <C}n{C; < s} € Z,.
Usando que C' o A = Id, obtenemos
(Z 0 C)M = Zoyps, = 220
Dado que Z%" es una (.%;)-martingala, el teorema de paro opcional de Doob garantiza que

E [Zgy

ﬁcs} =7, 0<s<t.

Por lo tanto (Z o C)A®) es una (% )-martingala. Ademéas A(f,) — oo cuando n — oo pues
C <Id. O
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