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Introduccion

El Ultrasonido Focalizado de Alta Intensidad (HIFU), se utiliza para eli-
minar o tratar los tejidos tumorales o células malignas cancerigenas. Consta
en generar calor en la zona del tejido tumoral sin afectar el tejido sano del
cuerpo. Es un tratamiento menos riesgoso que la radiacion y es menos inva-
sivo.

Este trabajo se bas6é en modelar el ultrasonido generado por el transduc-
tor con la ayuda de la ecuaciéon de Helmholtz y con condiciones de fronteras
mixtas, es decir con 3 tipos de frontera: cf. Dirichlet no homogénea, cf. Neu-
mann homogénea y cf. Robin homogénea. Dicho problema tiene condiciones
de frontera iniciales las cuales describen la fisica del problema. Este proble-
ma fue dividido en dos partes: La primera es resolver con una frecuencia del
transductor de 30 K H z de manera serial y después con la ayuda del computo
paralelo. La segunda es resolver el problema con una frecuencia del trans-
ductor de 1M H z, de igual manera primero serial y después en paralelo.

El problema se resolvié con el Método de Elemento Finito, dicho método
se implemento completamente en MatLab para encontrar la soluciéon numeéri-
ca al problema. La matriz del sistema de ecuaciones generado tiene niimeros
complejos y no es hermitiana (solamente es simétrica), por lo que se utilizé el
resolvedor de Gradiente Biconjugado estabilizado (BiCGstab). Y para poder
lograr la paralelizacion se utilizé el complemento de Schur con resolvedores
locales LU.

Las principales dificultades computacionales fueron: La disponibilidad de
memoria, la complejidad algoritmica del resolvedor LU y el niimero de con-
dicionamiento de la matriz.
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Objetivo y Metodologia

El objetivo de este trabajo es resolver el problema de Ultrasonido Foca-
lizado de Alta Intensidad modelado con la ecuacién de Helmholtz con una
frecuencia del transductor de F' = 1000000H z = 1M H z, mediante el Méto-
do de Elemento Finito con la ayuda del cémputo de alto rendimiento. Para
lograr dicho objetivo se tiene que seguir la siguiente metodologia:

1.- Resolver el problema con frecuencia de F' = 30K H z de forma secuen-

A
cial con tamano del elemento finito de h = —, donde X es la longitud de
onda.
, A
2.- Resolver para F' = 1M Hz de forma secuencial con h = =
_ A
3.- Resolver para F' = 1M Hz de forma secuencial con h = 10

4.- Paralelizar el problema de F' = 30K Hz.
5.- Paralelizar el problema de F' = 1M H z.

El trabajo futuro serd resolver el problema con frecuencia de F' = 20M H z.
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Capitulo 1

Modelacion Fisica Matematica

1.1. Ultrazonido Focalizado de Alta Intensi-
dad (HIFU)

El ultrasonido Focalizado de Alta Intensidad HIFU por sus siglas en inglés
(High Intensity Focused Ultrasound) es un procedimiento médico ligeramente
invasivo, el procedimiento consta en dirigir ondas de sonido de alta energia
directamente a un area de células o tejidos anormales del cuerpo. Las ondas
crean un calor que destruye las células. El objetivo de esté es centralizar la
energia de un haz de ultrasonidos de alta frecuencia en un espacio pequeno de
tejido, calentandolo hasta una determinada temperatura, y consiguiendo la
destruccion y muerte de las células del tejido tumoral. Es un procedimiento
que se realiza en el quiréfano, con anestesia general o regional.

Actualmente es una alternativa a las cirugias en el tratamiento de tumores
solidos. Dichos procedimientos son ideales para tumores pequenos, localiza-
dos, y de 6rganos sélidos como el higado, rinén, bazo, entre otros. Aun es un
tratamiento en desarrollo, en consecuencia ain no estan aprobados a nivel
internacional los criterios de éxito del tratamiento.

En el figura 1.2 se ilustra el funcionamiento del aparato encargado de
generar las ondas de ultrasonido. Consta del Transductor Ultrasonico el cual
genera las ondas mediante el elemento piezoeléctrico.



Figura 1.1: Tratamiento con HIFU.

Transductor
Ultrasonico Campo Ultrasonico

/ Foco
Elemento

Piezoelectrico Campo Campo
Cercano Lejano
Tejido

Humano

Figura 1.2: Diagrama Ultrasonido
1.2. Introduccion a la Ecuacion de Helmholtz

La ecuacion de Helmholtz surge en problemas fisicos en los cuales esta de
por medio la ecuacién diferencial parcial (EDP) de onda definida en el espacio
y en el tiempo. La ecuacién de Helmholtz representa una forma independiente
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del tiempo de la ecuacién de onda, esto es, representa una onda estacionaria.
Se define como:

—V2u —Ku =0 (1.1)

Donde V? es el operador de Laplace y k? es un ntimero real positivo.

1.2.1. Relacion de la Ecuacion de Helmholtz con la
Ecuacion de Onda

Sea la ecuacion de onda:

1 O%u(w,t) 5

Supodngase que la solucién tiene la siguiente forma: u(x,t) = O(z)7T(t)

Aplicando el método de separacion de variables se obtiene la Ecuacion de
Helmholtz. El desarrollo es el siguiente. Sustituyendo la solucién en la EDP
se tiene:

1 9%(0T)

¢z Ot? = V¥(eT)

Dejando de lado derecho a los términos que implican © y de lado izquierdo
a los términos que implican 7', se obtiene:

1 0T 1_,
ar o v ° (1.2)

El lado derecho de la ecuacién 1.2 se iguala a —k2, la constante de sepa-
racién, donde k2 es un eigenvalor del operador de Laplace.

1 2 2
- S
\YALS)



Multiplicando ambos lados por © y pasando todos los términos de lado
izquierdo queda la ecuacién de Helmholtz que depende del espacio, y cuya
solucién representa una onda estacionaria.

V?0 + k*0 =0
Ahora el lado izquierdo de (ec. 1.2) también se iguala a —k?

1 9*T 5

AT a2

Multiplicando ambos lados por ¢*T y pasando todos los términos de lado
izquierdo queda una ecuacion diferencial de segundo orden que depende del
tiempo

2T, .,

cuya soluciéon general es:

T — Cle(—ickt) + Cze(ickt)

Debido a su relacién con la ecuacion de onda, la ecuacién de Helmholtz
surge en problemas en areas de la fisica como el estudio de la radiacién
electromagnética, la sismologia y la actstica.

-V -k0=0

1.3. Planteamiento del Problema

En la introducciéon de esté capitulo se hablé del Ultrasonido Focalizado de
Alta Intensidad (HIFU), la razén es porque se requiere modelar la forma en
como se lleva a cabo esta técnica de ultrasonido, en la figura 1.1, se tiene un
aparato donde se encuentra una mesa y una cavidad circular. El paciente se
recuesta sobre la mesa y por debajo de esta se encuentra el transductor (ver
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fig:1.2). Esté comienza a generar el campo ultrasénico y la cavidad circular
en la parte de arriba es la que se encarga de contener dicho campo. La idea
es apuntar el foco (focalizar) a la zona afectada del cuerpo humano para asi
poder quemar el tejido tumoral, pero dado la complejidad y poder destructivo
en las células, se debe manejar de la forma correcta.

El problema que debemos enfrentar es modelar el problema fisico con la
ecuacién de Helmholtz (ec. 1.1).

Donde k = Tﬂ se denomina el nimero de onda (wavenumber), A = ; es

la longitud de onda (wavelength), f = 20M Hz es la frecuencia de operacién
del transductor ultra sénico y v = 1500m/s es la velocidad del sonido en el
cuerpo humano (agua, grasa y musculo).

Obsérvese que la frecuencia del transductor para HIFU es de 20M H z.
Modelar computacionalmente este problema excede la capacidad tanto de
célculo como en memoria de un equipo de cémputo convencional (se requiere
resolver un sistema de ecuaciones lineales de aproximadamente 100,000,000
de incégnitas). Por este motivo se busca la paralelizacién computacional del
problema utilizando computo de alto desempeno. Como un primer pa-
so importante para alcanzar dicho objetivo, en esté trabajo se resolvera el
problema para un transductor de ultrasonido Doppler de 1M H z (se requiere
resolver un sistema de ecuaciones lineales de aproximadamente 1,500,000 de
incognitas).

1.3.1. Dominio y Condiciones de Frontera

Teéricamente el HIFU irradia hasta el infinito, pero para el modelo numé-
rico se debe limitar a la frontera artificialmente, por esta razon se considera
un tipo de frontera no reflejante que iguala la impedancia del medio con la
impedancia de la frontera y no refleja onda. Esto provoca que haya niimeros
complejos.

Trabajaremos con un dominio de la mitad de una circunferencia de radio
R, donde el radio del transductor ultrasénico es a , con a <<< R. El radio
de la semi circunferencia es R = 2Ny, donde Ny es el foco natural y se calcula
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-a a R

0
Figura 1.3: Frontera del Problema

(12

con Ny = N Véase figura 1.3.

Se tiene tres tipos de frontera:

= Condicion de frontera tipo Robin Homogénea: Se trata de con-
diciones de frontera no reflejantes que igualan la impedancia del medio
con la impedancia de la frontera, también conocida como la condicién
de radiacién de Sommerfeld [|. Es la frontera definida sobre la semi
circunferencia (frontera color azul en fig. 1.3 )

du

TR:an—l—ikuzo

= Condicion de frontera tipo Neumann Homogénea: Se trata de
condiciones de frontera de bafle libre. Es la frontera sobre el didmetro
de la semi circunferencia, fuera del transductor (frontera de color rojo
en fig. 1.3 )
ou

N g

= Condiciéon de frontera tipo Dirichlet no Homogénea: Se trata
de condiciones de frontera de bafle rigido que representan la amplitud
maxima del haz ultrasénico. Es la frontera del diametro de la semi
circunferencia pero sobre el transductor.(frontera color verde en fig. 1.3

)

0

Tp:u=c=1



Capitulo 2

Modelacion Numérica: Método
de Elemento Finito

2.1. Introducciéon

La matematica discreta es el area de las matematicas que estudia los
conjuntos discretos, es decir, los conjuntos enumerables, que comprenden los
conjuntos finitos.

La solucién de una ecuacion diferencial es una funcién que pertenece
a un espacio vectorial de dimensién infinita (series de Taylor). Cuando se
utiliza un proceso de discretizaciéon para resolver dicho problema, lo que
se busca es la mejor aproximaciéon a la solucién en un espacio vectorial de
dimension finita (polinomios de Taylor de grado P). Especificamente se utiliza
un espacio vectorial de funciones polinomiales continuos de grado P definidos
por tramos. Si P = 1 se dice que la aproximacion es con polinomios lineales
(en el sentido de linea recta).

Discretizar la solucién de una ecuacion diferencial, consiste en los siguien-
tes pasos:

s Fcuacién diferencial lineal:

Lu=f, en
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u=0, en Of)

» Formulacién Variacional "Continua” (espacio de funciones de dimen-
sién infinita) :

A —~ dQ
(ww) = [ wf
Yw eV

» Formulacién Variacional "Discreta” (espacio de funciones de dimensién
finita): Funciones polinomiales de grado N continuas definidas por tra-
mos,

Al@, @) = / BfdS
Q
Vi eV
= Sistema de Ecuaciones Lineales Algebraico:

basey; = {/m?l}z]il

j=1,..,N

Se tiene la ecuacion diferencial lineal, la cual se pesa y se integra en el
dominio, pasa a la forma variacional "Continua” , planteada en un espacio de
dimension infinita. Pero para poder realizar FEM se debe cortar el espacio
a un espacio de dimension finita, este paso es la formulacién variacional
"Discreta”; el cual se aproxima con funciones polinomiales continuas por
tramos y esto provoca el espacio de dimension finita. Por tdltimo, se obtiene
el sistema lineal algebraico, introduciendo una base del espacio de dimensiéon
finita y la solucién se expresa mediane una combinacion lineal de la base. Las
incégnitas del sistema de ecuaciones son los coeficientes de la combinacion
lineal.

El Método de Elemento finito fue sistematizado por Ciarlet. Los siguientes
teoremas son fundamentales para el Método de Elemento Finito:



= El Lemma de Du.Bois Reymond que establece la equivalencia entre el
problema diferencial y el problema variacional (integral).[2]

= El Teorema de Lax-Milgram que establece la existencia y unicidad de
la solucién del problema variacional. [2]

= El Lemma de Cea que establece la convergencia de la aproximacién de
la solucién del método FEM.[2]

La aproximacion a través del proceso de discretizacién por el método de
elemento finito tiene tres componentes:

= Triangulacion: Particién del dominio en triangulos. A medida que los
tridngulos sean més pequenos mejor sera la aproximacion y define la
geometria de los elementos [Seccion 2.9].

= Base de Funciones de peso: Es el espacio vectorial de polinomios
de grado P definidos por tramos. La solucion sera expresada como una
combinacién lineal de las funciones de base (Ahora las incognitas del
problema son los coeficientes de la combinacion lineal)[Seccion 2.8].

» Forma Cuadratica: Implica la ecuacion diferencial [Secciones 2.3, 2.4,
2.5, 2.6 y 2.7].

Véase la siguiente figura (2.1).



Figura 2.1: Particién que aproxima una circunferencia
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2.2. Generalidades del Método de Elemento
finito

Sea la siguiente ecuacion diferencial parcial lineal con condiciones de fron-
tera Dirichlet homogénea planteada en un dominio 2.

Lu=f (2.1)

La solucién esta definida en un espacio vectorial de funciones de dimension
infinita. Para comenzar con el planteamiento de FEM se multiplica en ambos
lados de la ecuacion diferencial parcial por una funciéon de peso y se integra
en el dominio:

/ (Lu)wdx = / fwdz (2.2)
Q Q
Integrando por partes el lado izquierdo !

D(u,w) + A{u,w) = /wadx (2.3)

Donde A esta constituida por una integral sobre el dominio y D por una
integral sobre la frontera del dominio. Se le llamard Forma Cuadratica al
término A(u,w) y términos de frontera a D{u, w) .

La condicién de frontera Dirichlet homogénea fuerza a que w = 0 so-
bre la frontera del dominio. Eso hace que los términos de frontera sean
cero(D(u,w) = 0). Por lo tanto solamente nos queda la forma cuadrética

(Au, w)).

Alu, w) :/wadx (2.4)

Si la condicion de frontera no es Dirichlet homogénea, entonces D no es
cero (D{u,w) # 0).

Hqwdu = [, d(wu) — [ udw = [, (wu) en — [ udw = D(u,w) + Alu, w)

11



Se introduce la aproximacién de la solucién. Se tiene un espacio de funcio-
nes polinomiales continuas por tramos, la dimensién de este espacio es finita
(N). La solucién se expresa como una combinacién lineal de la base

P

Sustituyendo en (ec.2.4) obtenemos la siguiente expresion

A(Z Cit;, W) = /Q [, (2.6)

Aprovechando las propiedades de linealidad de la forma cuadratica, las
cuales se heredan de la EDP lineal.

P — — —
;Cz’fl(wwwﬁ Z/wajdx (2.7)

Y asi se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de N ecuaciones con N
incognitas, donde v =1,.... Ny j=1,...,N.

2.3. FEM Aplicado a EDP Helmholtz

Siguiendo el procedimiento escrito en la seccion anterior para la EDP de
Helmholtz:
—V2u — k*u =0 (2.8)

Pesando e integrando:

/Q(—V2u — K*u)wdz = 0 (2.9)

Integrando por partes (sustituyendo en la ecuacién 2.2):

/ Vue Vwdr — kde/ uwdr — [ wVudr =0 (2.10)
Q Q B
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Finalmente obtenemos el principio variacional general:

— 2 —
/Qvuovwd:v k /Quwdﬂn Aﬂ(wvu)ond:v (2.11)

Este principio variacional general se especificara para los siguientes 4 ca-
SOS:

Elementos Finitos Interiores.

Elementos Finitos de Frontera Dirichlet.

Elementos Finitos de Frontera Neumann.

Elementos Finitos de Frontera Robin.

2.4. Elementos Finitos Interiores

Estos elementos son todos aquellos que se encuentran dentro de nuestro
dominio y ninguno de sus vértices toca la frontera exterior.

A

Figura 2.2: Elementos Finitos Interiores

Puesto que las funciones de peso se extienden con cero hasta la frontera
w(02) = 0, esto hace que el lado derecho de la ec.2.11 sea cero. Entonces
queda el siguiente principio variacional:

/QVU‘Vw—kQ/Quw:O (2.12)
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Introduciendo el espacio de funciones polinomiales continuas por tramos,
la aproximacion de la solucion es:

N
ur =Y U (2.13)

Resultando la siguiente contribucion de los elementos finitos interiores al
sistema de ecuaciones:

N

ZUi(/Q Vi & T, — k2/ﬂwiw]—) —0 (2.14)

2.5. Elementos Finitos de Frontera Dirichlet

Para comenzar con los elementos finitos dentro de la frontera Dirichlet
se necesita un proceso de transformacion de una Ecuacién Diferencial Par-
cial con condiciones de frontera no homogéneas a una Ecuaciéon Diferencial
Parcial equivalente, pero con condiciones de frontera homogéneas. Para esto
recordemos nuestro problema inicial Lv = f en ) con condiciones de fron-
tera no homogéneas v(J2) = g. Construiremos una funcién Ad-hoc U, que
cumpla las condiciones de frontera no homogéneas Uy(02) = g donde Uy(2)
es libre (no satisface la ecuacién diferencial).

Debemos "descontar” la funcién U, de la solucién v.
Considerese que:v(0€2) = g

Tansformando la ecuacién diferencial se obtiene:

Lv=f=Lu+Uy)=f=Lu=f— LU

y transformando las condiciones de frontera Dirichlet:

v(0Q) = g = uw(0Q) + Up(02) = g = u(0Q) + g = g = u(02) =0

14



Considérese los elementos que tienen uno o dos vértices sobre la condicion
de frontera tipo Dirichlet

AV

Figura 2.3: Elementos Finitos sobre Frontera Dirichlet

Para construir la funcién ad-hoc que cumpla con las condiciones de fronte-
ra Dirichlet no homogéneas se tiene en particular dos casos donde los vértices
de los elementos tocan la frontera como lo muestra la figura 2.4.

u=c u=c
u=c
Figura 2.4: Funcion Uy para los elementos en Frontera Dirichlet

En la figura 2.4 se muestra el resultado de la construcciéon de la funcién
ad-hoc Uy que satisfacen las condiciones de frontera Dirichlet no homogéneas
U) =c=1.

Particularizando el principio variacional general 2.11 se tiene:
/ V(u+U0)oVw—k:2/(u+Uo)w:/ (wV(u+Up)) en (2.15)
Q Q o0

En el problema transformado con condiciones de frontera tipo Dirichlet
homogéneas se tiene que w(02) = 0. Entonces el lado derecho de la ecuacién
2.15 se anula y se obtiene:
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/QV(u—i—Uo)oVw—k;Q/Q(u—ka)wzo

Desarrollamos para despejar la funcién Uy:

/QVrow—kQ/Quw:—/QVUOOVw—i-kQ/QUOw (2.16)

Puesto que la funcién Uy se construyo con la base del espacio vectorial

de funciones polinomiales de grado P continua por tramos, la funciéon Uy se
puede expresar como:

A

Uo = > (Uo)xiy
k

Resultando en la siguiente contribucién de los elementos finitos tangentes
a la frontera Dirichlet al sistema de ecuaciones:

ZijUi(/vai-ij—kz/ﬂwiwj) - —Z(U’O)k(/ngk.ij—k2/9wkwj)

k

Frontera Dirichlet
Up(0Q) =¢

g

Otro tipo de frontera
Up(0Q) =0

En otro Elementos

Finitos Uyg(0) =0

Figura 2.5: Elementos en Frontera Dirichlet No Homogéneo
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Figura 2.6: Elementos en Frontera Neumann

2.6. Elementos Finitos de Frontera Neumann

ou
Recordando la CF tipo Neumann 7y : — = 0, esta condicion de frontera
n

es homogénea y a diferencia de la CF Dirichlet , en Neumann si hay incognitas
en frontera por lo tanto w(9€) # 0. Tomando en cuenta las condiciones de
frontera Vu e n = 0 observamos que el lado derecho del principio variacional
general 2.11 se hace cero y nos queda:

/Vrow—k:Q/uw:O (2.17)
Q Q

Introduciendo el espacio de funciones polinomiales continuas por tramos,
resulta la siguiente contribucion de los elementos finitos Neumann al sistema
de ecuaciones:

N
ZUZ»(/Q Vi T —k2/ﬂwiwj) —0 (2.18)

2.7. Elementos Finitos de Frontera Robin

0
Observamos que la CF tipo Robin es 75 : a—u + tku = 0, al igual que

Neumann, Robin tiene incégnitas en frontera, eso implica que w(92) # 0.

17



Figura 2.7: Elementosen Frontera Robin

0
Despejando la CF tipo Robin 75 : a—u +1ku =0 = Vuen = —iku.
n

Sustituimos en el principio variacional general (eq.2.11) y el resultado es:

/QVrow—k:2/Quw:/mw(—iku)

Dejaremos todo de lado izquierdo

/VUOVw—kQ/uw—i—ik uw =0 (2.19)
0 Q

o0

Vemos en la ecuacién 2.19, los términos ik [, uw es la integral de
frontera y los otros [, VueVw—k? [, uw son las integrales en interiores,
ambos términos conteniendo incognitas.

Introduciendo el espacio de funciones polinomiales continuas por tramos,
resulta la siguiente contribucion de los elementos finitos Robin al sistema de
ecuaciones:

N
3 Ui(/Q Vi; o Vi, — kQ/Qwiﬁ)j —i—z’k/m Bid) =0 (2.20)

)
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2.8. Base Local de Funciones de Peso

Se requiere construir el espacio vectorial de funciones polinomiales de
grado "P” continuas por tramos. Para tal efecto primero se construye una
base local de las funciones de peso definida en cada elemento finito.

Una vez construida la base local, se construye la base global imponiendo
condiciones de continuidad. Esto es, se combinan las diferentes bases locales
de forma adecuada para formar una base global continua, construida por
funciones Chapeau ("Funciones Sombrero”).

Ver la figura 2.8.

Base Global
(funciones Chapeau)

Base Local

i

Figura 2.8: Funciones Sombrero

A continuacion se describira la metodologia usada para la construccion de
la base de funciones de peso en este trabajo, la cual se basa en los siguientes
criterios:

1. Elegir el tipo (geometria) de elementos con los cuales se particionard el
dominio del problema, en este trabajo seran triangulos.

2. Una vez asignado el tipo de elemento a utilizar, se tiene que determinar
el niimero de nodos que van a formar cada elemento; en este caso el

19



numero de nodos es 3 por el tipo de funcién de peso que son funciones
lineales o polinomios de primer grado.

W3

Vs

Figura 2.9: Elemento triangular de 3 nodos para funciones polinomiales de
grado 1.

En la fig. 2.9 cada Vj(x;, y;) es un punto en el plano W y las w; son los
valores asignados a cada V;, en otras palabras W (V;) = w;. El plano W
también recibe el nombre de funcién de interpolacion.

3. No existe una funcién de interpolacién tnica, en este trabajo se utiliza
una base local de funciones de peso de tipo Lagrange:

W(x,y) =ax+by+c (2.21)
Donde z;,y; representan las coordenadas de cada uno de los nodos

Vi que forman el elemento y los coeficientes a,b y ¢ se determinan
convenientemente.

2.8.1. Base Local de Tipo Lagrange

Para definir los 3 polinomios de Lagrange W; que conforman la base local
de las funciones de peso de polinomios de grado 1, en cada elemento triangular

20



se define la funcién: W;(V;) = 6;; es decir Wi(V;) =1sii =50 Wi(V;) =0
en otro caso. Como se muestra en la figura 2.10:

W2:0
V2

Figura 2.10: Base Local de Funciones de Peso en cada Elemento Finito

El sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes a,b y ¢ de cada
polinomio de Lagrange es el siguiente:

oy 1\ [a wy
T2 Yo 1 bl = Wo (222)
x3 ys 1) \c w3
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Donde:

w1 1 w1 0 w1 0
wa | = 0 , | W2 | = 1 , | Wa | = 0
ws 0 ws 0 ws 1

2.9. Triangulacién

GMSH es una herramienta que nos ayuda a generar mallas bidimensiona-
les y tridimensionales automaticamente dependiendo de las especificaciones
que el usuario proporciona al programa. Es un programa de descripcion, vi-
sualizaciéon y discretizacion de geometrias. Tiene la gran ventaja de ser un
software de codigo abierto, por lo cual se pueden modificar para ajustar las
caracteristicas dependiendo el problema. Otra gran ventaja es que permite
visualizar el mallado realizado a los problemas y exportar las coordenadas
de los elementos.

GMSH fue echo como un software académico, pero actualmente sirve fuera
del entorno académico. El software es libre y esta escrito en lenguaje C++ y
es multiplataforma.

Dicho lo anterior, discretizamos nuestro problema en la siguiente malla
para ayudarnos a entender cada elemento y hacerla parte de nuestro desa-
rrollo de los programas.

GMSH regresa dos tablas, donde explica la geometria del problema:

= Tabla que describe las coordenadas de todos los puntos.

= Tabla que describe los vertices de todos los elementos.
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Capitulo 3

Modelacion Computacional

3.1. Programacion Secuencial

El programa secuencial consta de 5 médulos. Ver figura 3.1:

3.1.1. Geometria

Se genera una tabla de Geometria tomando como base la tabla de Geome-
tria proporcionada por el software GMSH y enriqueciéndola con otros campos
de informacién. Los campos de la tabla son:

= id, Campo de Identificador: Identificador del nodo, numeracién de no-
dos.

= coor, Campo de Coordenadas: Coordenadas (z,y) del nodo.

= f Campo de Frontera: Identifica si el campo esta en frontera o no.

= tf, Campo Tipo de Frontera: El nodo esté sobre cf.Dirichlet, cf. Neu-
mann, cf. Robin o esta en el interior.

= gl, Campo Grado de Libertad: El nodo tiene asociado una incégnita o
no, numeraciéon de grados de libertad, tabla de mapeos local-global.
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O

Figura 3.1: Diagrama de los Médulos

= val, Campo Valor: Valor de la aproximacion de la soluciéon o bien el
valor el valor de la condicién de frontera Dirichlet.

3.1.2. Elementos Finitos

Se genera una tabla de Elementos tomando como base la tabla de Ele-
mentos proporcionada por GMSH y enriqueciéndola con otros campos de
informacion. Los campos de la tabla de Elementos son:

» id, Campo Identificador: Identificador del elemento, numeracién de ele-
mentos.
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= ext, Campo de Extremos: Identificadores de los nodos de los vertices
del elemento.

= gl, Campo de Grado de Libertad: Grados de libertad asociados a los
nodos de los vértices del elemento.

= coefW, Campo Coeficientes: Coeficientes (a, b, c) de cada una de las 3
funciones de peso de la base local del elemento.

= centroide, Campo Centroide: Coordenadas del centroide del elemento.
= area, Campo Area: Area del elemento.

» matrizL,, Campo Matriz Local: Forma cuadratica especifica a la condi-
cién de frontera o al interior del elemento valuada en las funciones de
peso de la base local.

= vectorL, Campo Vector Local: Otras contribuciones al sistema de ecua-
ciones valuada en las funciones de peso de la base local.

3.1.3. Matrices Globales

Se construyé la matriz global A y el vector de términos independientes b
del sistema de ecuaciones a resolver:

Au=1>

Se utilizan matrices dispersas (matlab:matrices tipo ”sparse”)

La matriz global se construye acumulando las matrices locales en los
renglones y columnas globales descritos por la tabla de mapeos de grados de
libertad.
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Figura 3.2: Matriz Dispersa de 30K Hz
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3.1.4. Resolvedor BiCGstab

El pseudocidogo[22] del resolvedor Gradiente Biconjugado estabilizado es
el siguiente:

function = = BiCGstab(A, b, x¢)
1. rg = b— A(xzg) y 7o arbitrario
2. Po =To

3. For j = 0,1, ... hasta converger

1 pit = Alp;)

5. a; = (rj,r5)/ (0} 75)

6. S; =Tj— Oéjp]A

7. SJA = A(s;)

8 wj = (s7,55)/ (s, 57)

9. Tjp1 = Tj + o;p;j + W;s;
10. iyl =85 — w;jsh
11. B = (21)(rjan, )/ (r,13)

Wi

12. Pj+1 = Tjx1 + Bi(p; — wipst)
13. EndDo.

Este algoritmo resuelve el sistema global del problema planteado en este
trabajo.
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3.1.5. Graficacion

Se generan 3 tipos de gréficas:

1. La gréfica de la solucion del problema:

a=0.05, f=30000, N,=0.05

2. La grafica de la traza:

Traza X=0. a=0.05, f=30000. N;=0.05

081 T~

04 1

021 1

0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3

3. La grafica de la convergencia:
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3.2. Programa en Paralelo

Con la versién en paralelo se programé de una manera un poco diferente,
desde el tratamiento del archivo generado por GMSH, hasta la manera de
resolver el problema. Para esta parte debemos entender lo que significa el
complemento de Schur

3.2.1. Complemento de Schur

Generamos archivos de la geometria en GMSH de la particiéon del do-
minio en N partes, donde N = 2,3,...,9 , a cada parte se le denominara
subdominio. Primero se tendra el dominio con la frontera exterior. Después
se establecen los N subdominios, donde cada uno de ellos tiene su propia
frontera. La diferencia de la unién de estas fronteras de los subdominios
menos la frontera exterior es la frontera interior. Cada subdominio tiene su
propia tabla de geometria, su propia tabla de elementos finitos y matrices de
subdominio. La idea general es que se resuelve la ecuacion diferencial parcial
en los nodos de la frontera interior y se logra partir el problema global en
N problemas locales bien planteados independientes, que se resolveran en
paralelo.

Por lo tanto, se generan varias listas de grados de libertad, la primera que
es la lista de grados de libertad sobre la frontera interior, se debe resolver pri-
mero para tener las condiciones de frontera de los problemas locales. También
una lista para cada subdominio con los grados de libertad en el interior del
subdominio, los cuales seran los problemas locales, se deben resolver después
del primero pero en paralelo.

Después de tener las listas de los grados para cada subdominio se debe
de reordenar la matriz global de una manera distinta, como se muestra en la
imagen (3.3).

La reordenacion de la matriz provoca una reordenacién al sistema de
ecuaciones, se considera la misma reordenacion en el vector de incégnitas u
y el vector de términos independientes b.

Habra 4 tipos de matrices:
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Nodos
Nodos Interior Subdominio Frontera

Interior

Subl  Sub2 Sub3 Sub4
e e S NS

- ;
= [] 2N 0 0 0 Wit
o = " e
— vy
= | -
g =
o o~ b0
he] b i N
o - H 0 iy 0 0
=
3 wn
—
g = i
| - -
8 %k
g 2 I 0 0 AN 0 ¥
= wv) -
w I
3 <
,
g -g I 0 0 0 1,5 \ \’\\
[} .
E b y
v U O \\ \‘\ \ \\ \\
£ s 5 F N
Sgo& :
Z L £

Figura 3.3: Matriz Global reordenada por subdominios

] A%): Matrices de grados de libertad interior relacionados con grados de
libertad interior del subdominio i-ésimo.

] A(Iilz: Matrices de grados de libertad interior relacionados con grados de
libertad de frontera interior del subdominio i-ésimo.

] Ag}: Matrices de grados de libertad de frontera interior relacionados
con grados de libertad interior i-ésima.

= Arr: Matrices de grados de libertad de frontera interior relacionados
con grados de libertad de frontera interior.

La matriz global estara conformada por las matrices de subdominio descri-
tas anteriormente. En la figura 3.4 se muestra una “matriz tipica” de elemento
finito reordenada por subdominios. Las matrices de grados de libertad inte-
rior de un subdominio relacionadas con grados de libertad interior de otro
subdominio diferente son cero, porque las funciones base y de peso w que
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pertenecen a diferentes subdominios no se traslapan y por lo tanto su forma
cuadrética es cero (las matrices cero arriba y abajo de la diagonal principal).

_ .. Nodos
Nodos Interior Subdominio o tara

Subl Sub2 Sub3 Sub4 Interior
[ —

—
el 1 1 (1
A(,) Ié EI] 4f| o g o A}r) ! i
—— -
I s~
2) (2) (2) (2
A(!) E :%l] ¢ A.El v g Afr U fl
(=]
T =
! v
Ay 3 3 @ | 40 | [,@ (9
A = E%I v g o 4 A u f
| — e
T sabis 2 3 / N
522 |40 AD 4D A (A Y || ) (|
Z2i E
Matrices — Forma Cuadratica T Integral
Subdominio A<u,w> fw

Figura 3.4: Matriz Global Tipica de FEM

Se pasa de la forma matricial a la de ecuaciones y nos quedan dos con-
juntos de ecuaciones:

» Ecuacién Matricial para cada Subdominio, donde i =1,..., F
AJul? + Affur = 57 1)

= Ecuacién matricial para la frontera interior

E . . . .
> Al + Affur = £ (3:2)
i=1

Despejando de la ecuacion 3.1 uy) se obtiene el llamado Operador de

Proyeccion:

uf) = (AN — AQur) (3.3)
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Ahora sustituiremos la ecuacién 3.3 en la ecuacion 3.2 y nos queda el
sistema de ecuaciones de Schur:

(Arr — S AL AN A up = fr =32 AL A £ (3.4)

=1 =1

Donde el lado izquierdo de la ecuacion 3.4 es la matriz de Schur y de lado
derecho es el vector de términos independientes de Schur. Dicho sistema de
ecuaciones solamente resuelve las incognitas asociadas a los nodos de frontera
interior ..

Resumiendo esto queda en el siguiente sistema de ecuaciones:

SUF = fs (35)
) 40) (0
S = Arr — Z AFI(AU)(A)AIF (3'6)
=1
) ) (i)
fs=fr =Y AL ATY (3.7)
=1

El sistema de ecuaciones 3.5 se resuelve con gradiente biconjugado esta-
bilizado. La linea 1 del pseudocddigo cambia a:

Lo—ro = fr = > Arp(A) Y 17
i=1
La linea 4 del pseudocéddigo queda como:

4. —pt = S(p;) = Arr — S (ANAD VA ()
=1

Y la linea 7 quedaria:
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7. — 83-4 = S(s;) = Arr — Z(A(rl}(Ag?)(_l)Ayr))(Sj)

i=1

La linea 1, 4 y 7 del pseudocodigo de BiCGstab se paralelizan utilizando
el modelo Fork-Join para memoria compartida (Shared Memory):

hilos

Nodo Maestro

Regién Paralela

Figura 3.5: Diagrama Fork-Join

Cada sumando de las sumatorias sera calculado en uno de los hilos bifur-

cados. A manera de ejemplo en la figura 3.6 se ilustra la paralelizacion de la
linea 4. Las lineas 1 y 7 se paralelizan de igual manera.

404 )_Irp
_ — 4@ 42 42 4
zO_érrEj L _A (AII )éll"p Pf=£o+2£,:
i=1
1, = A4 A7

Figura 3.6: Diagrama Fork-Join Implementado
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Capitulo 4

Pruebas de Desempeno

4.1. Solucion de Referencia

Puesto que no se dispone de una solucién analitica al problema se utili-
zard los resultados del trabajo Isogeometric simulation of acoustic radiation
[1], escrito por Eduardo Moreno y et al. Los resultados aqui obtenidos se
compararan con los de dicho trabajo para verificacion. Ver figuras 4.1.

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
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Figura 4.1: Resultados obtenidos en [1] para F' = 1M Hz.

4.2.

Casos de estudio Programacion Serial

Los casos de estudios corresponden a la probleméatica desarrollada en
este trabajo. Cada uno de los casos tiene una frecuencia de transductor y un
tamano de malla distintos. Véase la tabla 4.1.

Problema Frecuencia | Tamano de | Numero de | Numero de | Iteraciones
del Trans- | Elemento Incégnitas | condicio-
ductor namiento
de la
matriz
1 f = | h=)\/10 6765 3033 830
30kH =
2 f =|h=M/5 361183 52779 4215
1MHz
3 f = | h=)\/10 1438000 No se Dis- | 10790
1IMH=z pone

Cuadro 4.1: Problemas Desarrollados
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4.2.1. Problema 1

El primer caso de estudio fue el Problema de Aplicacién Simplificado, don-
de se describe el radio del transductor en a = 0,05m , la velocidad del sonido
en agua v = 1500m/s , con una frecuencia del transductor f = 30,000Hz =
30kH z y los célculos de la longitud de onda que depende de la velocidad del
sonido entre la frecuencia del transductor A = v/ f = 0,05m, el foco esta cal-
culado por Ny = a*/X\ = 0,05m, el radio de la semicircunferencia a modelar
R =0,3m y con un tamano del elemento finito en A = A/10 = 0,005m.

Este primer caso fue esencial en el desarrollo del trabajo, porque con
dicho problema se fue desarrollando los algoritmos y dando ideas para la
programacion, este problema no representa ninguna dificultad computacio-
nal al resolverlo, pero no se acerca a la realidad, dado que el tamano del
transductor es de 5¢m, es demasiado grande para un transductor real. Al
principio se consideré una semicircunferencia de radio 1m, pero lo que im-
porta observar es el campo cercano que se da cerca del foco, por eso es que
el radio del dominio se bajé a 0,3m para observar dicho campo. Ya que el
cuerpo humano tiene en el plano sagital aproximadamente 30cm de longitud.

Se observa que en las figuras fig. 4.2 se tiene el foco del transductor en
frente de la frontera Dirichlet sobre la traza x = 0, antes del foco es donde
hay mayor cantidad de oscilaciones y se denomina campo cercano y después
del foco la funcién se comporta suavemente y se denomina campo lejano.

En la figura 4.3 se muestra la grafica de la convergencia del resolvedor
BICGstab. El sistema de ecuaciones tiene 6765 incégnitas, la matriz del sis-
tema tiene un nimero de condicionamiento de 3033, convergié en 830 itera-
ciones con una tolerancia de p = 107°.
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Figura 4.2: Funcién de Helmhotlz resuelta con F' = 30K Hz y el algoritmo
BICGstab. Con vista aérea, de lado y la traza
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Convergencia: Error vs lteraciones
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Figura 4.3: Convergencia del problema
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4.2.2. Problema 2

El Segundo caso de estudio es el Problema de Aplicacién Real, donde
se describe el radio del transductor en a = 0,01m , la velocidad del so-
nido en agua v = 1500m/s , con una frecuencia del transductor de f =
1,000,000Hz = 1M Hz y los céalculos de la longitud de onda que depende
de la velocidad del sonido entre la frecuencia del transductor A = 0,0015, el
foco esta calculado por Ny = 0,06666, el radio de nuestra circunferencia a
modelar R = 0,1334 y con un tamafio del elemento finito en h = \/5.

Este problema tampoco genera ninguna complicacién computacional al
resolverlo.

El sistema de ecuaciones tiene 361183 incognitas, la matriz del sistema
tiene un nimero de condicionamiento de 52779, convergio en 4215 iteraciones
con una tolerancia de p = 1075, Véase las tablas de comparacién 4.2 y 4.3.

Al comparar estos resultados obtenidos con los resultados del equipo del
doctor Moreno [1], nos damos cuenta que nuestro programa los reproduce
adecuadamente.

4.2.3. Problema 3

La tinica diferencia con respecto al problema 2 es que este tiene un tamano
de elemento finito A = A\/10.

Este problema tampoco genera ninguna complicacién computacional al
resolverlo.

El sistema de ecuaciones tiene 1438000 incognitas, el nimero de condicio-
namiento de la matriz no fue posible calcularlo, convergi6 en 10790 iteraciones
con una tolerancia de p = 1075, Véase las tablas de comparacién 4.2 y 4.3.

En las tablas de comparacion 4.2 y 4.3, se observa que en la grafica de la
solucién de la traza x = 0 con un tamano de elemento A/10 se obtiene una
solucién con menos oscilaciones numeéricas.
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Traza X=0, a=0.01, f=1000000, N,=0.066667

Cuadro 4.2: Comparacion de las graficas del problema con frecuencia f =

1MHz
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Cuadro 4.3: Comparacion de la traza y convergencia del problema con fre-
cuencia f = 1MHz
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4.3. Pruebas en Paralelo

4.3.1. Problema 1

Ahora se analizard el primer problema (f=30kH z)en paralelo, el dominio
se particioné en 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 subdominios. Realizando una ejecucion
por cada particién, en las tablas siguientes se visualiza las particiones del do-
minio trabajado, aqui es donde entran los algoritmos paralelos para calcular
los valores de las fronteras interiores. Utilizando un resolvedor global BiCGs-
tab se calcula los valores de los nodos de las fronteras interiores y utilizando
un resolvedor local factorizacion LU se calculan los valores de los nodos en
el interior de los subdominios.

No se observaron complicaciones computacionales en ningin caso.

Analizando las graficas de convergencia del BiCGstab se observa lo si-
guinte:

= Si hay pocos subdominios las incognitas sobre la frontera interior son
pocas, por lo que el BiCGstab converge con pocas iteraciones, sin em-
bargo el nimero de incoégnitas en el interior de los subdominios son
muchas y se dificulta la factorizacion LU de la matriz A?I) debido a su
complejidad algoritmica O(n?).

= Por otro lado si hay muchos subdominios la incégnitas sobre la fronte-
ra interior son muchas, por lo que el BiCGstab converge con muchas
iteraciones, sin embargo el nimero de incognitas en el interior de los
subdominios son pocas y se facilita la factorizacion LU de la matriz

AW

Las corridas en paralelo se realizaron en una computadora con 1 pro-
cesador Intel core i7-4770 con 4 nicleos y puede utilizar hasta 8 hilos con
hyper-threading.

Se realizaron 10 ejecuciones por particion, en la siguiente tabla se ana-
lizan el promedio y su desviacién estandar en los tiempos de pared (wall
time). Cabe mencionar que dado el poder computacional mencionado ante-
riormente, de las particiones de 2 a 4 existe un paralelismo real (1 hilo por
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Dominio Particionado

Frontera Interior

Convergencia

Convergencia: Error vs lteraciones
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005
T [ T b, T
0.05 48
03 02 01 0 01 02 0 220 30 40 50 60 70 80 90 100
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procesador fisico) y de la particién 5 a 8 existe un paralelismo implementado
por el hyper-threading (paralelismo por hardware de 2 hilos por procesador)
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Subdominios Frontera Interior Convergencia: Error vs lteraciones
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K
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10
20 40 0 80 100 120 140
teraciones

Cuadro 4.4: Pruebas de desempeno Paralelo.

y para el caso de 9 existe concurrencia (paralelismo por software de 3 o mas
hilos por procesador) en uno de los procesadores. Estas 3 condiciones de
paralelismo afectan la eficiencia disminuyéndola. Ver fig 4.4 y tabla 4.6
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Procesadores Promedio de | Desviacién
(Subdomi- | Tiempo de | Estandar
nio) Pared

2 7.1732883 0.153037691
3 3.7370397 0.072583378
4 4.2545867 0.111250042
5 4.1667745 0.073702081
6 4.1195352 0.102743023
7 3.1569298 0.120682388
8 2.6000334 0.049010666
9 3.2787729 0.057252422

Cuadro 4.5: Tiempos transcurridos

Procesadores| Paquetes de | Tiempo de | Speedup Eficiencia Fraccién Se-
(Subdomi- | Procesado- | Ejecucién (Amdahl) rial
nio) res
2 1 7.1732883 1 100 %
4 2 4.2545867 1.69 84 % 0.19
6 3 4.1195352 1.74 58 % 0.36
8 4 2.6000334 2.76 69 % 0.15
\ \ \ | Promedio: | 0.23

Cuadro 4.6: Analisis de Eficiencia

En la tabla 4.6 se muestra el Speedup (Ley de Amdhal), Eficiencia y el
calculo de la fracciéon serial, que es fooria10,23, por lo que el Speedup méaximo

alcanzable seria de S(p) = 7

1

=435

ls . .
Donde el Speedup se calcula como: S(p) = o ts es el tiempo serial y ¢,

es el tiempo en paralelo. La Eficiencia se calcula: F =

numero de procesadores. La Fraccion Serial es: f =

P

p
P

S(p)

5m)

1

p—1

x 100 %, p es el

Se analizara el Speedup ideal, el Speedup obtenido de las pruebas y el
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Tiempo de Ejecucion

® Paralelismo Real

©  Hyper-Threading

Tiempo Pared [s]
N

® Concumencia

— 4= Tideal, E=100%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Procesadores (Subdominios)

Figura 4.4: Grafica del Analisis de Eficiencia del paralelismo

maximo Speedup que puede alcanzar nuestro algoritmo, Véase la figura 4.5.
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Procesadores (Subdominios)

Figura 4.5: Grafica del Analisis de Speedup
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4.3.2. Problema 2

Al paralelizar el segundo problema f = 1Mhz, h = A\/5, con aproxima-
damente 361000 incognitas se presento el problema de no poder realizar la
"Factorizacion.U” de las matrices A% 117, por su complejidad algoritmica de
O(n?). Por esta razén en lugar de realizar la Factorizacién LU local, se
aplico el resolvedor iterativo local BiCGstab.

Sin embargo se presenté un problema en la convergencia del resolvedor
local BiCGstab debido al nimero de condicionamiento de las matrices AU
Se lograron ejecuciones solamente para 2,3 y 4 subdominios. No hay conver-
gencia para 5 a 9 subdominios. Ver la siguiente tabla

’ Particion ‘ Tiempo de célculo ‘
2 49.775172
3 58.566973
4 66.210256

Cuadro 4.7: Tiempos transcurridos local BiCGsatb

Por un lado utilizar factorizaciéon LU no presenta problemas de convergen-
cia porque es un método exacto, pero si presenta problemas de complejidad
algoritmica O(n?®). Por otro lado, utilizar el resolvedor BiCGstab local no
presenta problemas de complejidad algoritmica, ero si presenta problemas de
convergencia, debido al nimero de condicionamiento de las matrices.

4.3.3. Problema 3

Se presentaron los mismos problemas que en en Problema 2., pero més
agudos, ya que el sistema de ecuaciones tiene aproximadamente 1450000
incognitas

Como trabajo futuro se utilizara un resolvedor local BiCGstab precondi-
cionado con Factorizaciéon LU incompleta para solventar estas dificultades.

Se sabe que el mejor resolvedor precondicionado para este problema en
especifico es GMRES precondicionado [1] con Complex Shifted Laplacian [16]
y [19]
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4.4.

Problema f =20MHz

Se estima que este problema tendra aproximadamente un niimero de in-
cognitas de 100 millones, los calculos se muestran en la siguiente tabla:

Para hacer la estimacién se considera un dominio rectangular de 2Ny x
4Ny, con elementos finitos de tamano h

| Datos | P.1, 30kH = | P2, 1MH= | P.3, 1IMH= | PA20MH>
v \_ 00 _ — 1500 — 1500 — 1500
Cf ~ 30000 ~ 1000000 ~ 1000000 20000000
0,05 0,0015 0,0015 = 0,000075
A? (0,05)2 (0,01)? (0,01)? (0,002)?
A 0,05 0,0015 0,0015 0,000075
0,05 0,0666 0,0666 = 0,05333
Ho 7 005 5 00015 00015 | 0,000075
cte 10 10 5
0,005 0,0003 0,00015 = 0,000015
Incégnitas | 7200 395605 1,5 millones 100 millones

Cuadro 4.8: Total de Incognitas de los problemas tratados
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Conclusiones

En el capitulo 1 se presenta el modelo fisico mateméatico del problema de
HIFU utilizando la ecuacién de Helmholtz para determinar el campo cercano
(estacionario) de radiacién ultrasénica monocromaética.

—V?u—k?u = 0 sujeta a condiciones de frontera Dirichlet no homogénea,
Neumann homogénea y Robin homogénea.

Robin Homogénea:

ou

N — =

on

| R

Tpru=c=1

L Ou i
TR : on +iku=0 Dirichlet no Homogénea:

Neumann Homogénea:

En el capitulo 2 se presenta el modelo numérico del problema menciona-
do utilizando el método de discretizacion de elemento finito, utilizando una
teselacion con triangulos y una base de polinomios de grado 1 definidos por
tramos continuos. Para calcular el mallado se utilizo el software GMSH. Se
observa que la matriz del sistema de ecuaciones de una matriz de niimeros
complejos No Hermitiana (solamente es simétrica). Por este motivo no se
puede utilizar el método iterativo de gradiente conjugado como resolvedor.
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Principio variacional general:

/Vuovwdm—k‘?/uwdx:/ (w7 u) @ ndx
Q Q o0

Este principio variacional general se especificara para los siguientes 4 ca-
SOS:

Elementos Finitos Interiores:

/vuovw—kQ/uw:O
Q Q

Elementos Finitos de Frontera Dirichlet:

/VuOVw—kQ/uw:—/VUOOVw+k2/Uow
Q Q Q Q

Elementos Finitos de Frontera Neumann:

/VUOVw—kQ/uw:O
Q Q

Elementos Finitos de Frontera Robin:

/VUOVw—kz/uw—i-ik uw =0
0 0 a0

En el capitulo 3 se presenta el modelo computacional del problema men-
cionado. Se programaron dos algoritmos, uno para el caso serial y otro para el
caso paralelo. Se utilizo el software MatLab en la medida de lo posible “’desde

cero”. En el desarrollo de empleo el tipo de matrices “’sparse” implementadas
en MatLab.

Para el caso del programa secuencial se utiliz6 un resolvedor iterativo
BiCGstab (Gradiente Bi-conjugado Estabilizado). Se programo una adecua-
cién del método BiCGstab para niimeros complejos.

En el caso paralelo se utilizé la técnica de Complemento de Schur para
calcular la solucién en la frontera interior entre los subdominios.
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Resumiendo, el complemento de Schur nos queda el siguiente sistema de
ecuaciones:

SUF = fs
@ 4 (i
S = Arr — ZAFI(AII>(_1)AIF
i=1

fo= o = 2 ARA Y1
i=1

Se utiliz6 Memoria Compartida y el modelo Fork Join. Implementado en
MatLab con las instrucciones parpool, spmd y composite.

Un ejemplo de lo paralelizado es:

=404 p

=mL;

t,=4 1, = A% (4) 4% 4 .
L=22; 2T 2y \En P P; :zo"'ZZ,
i=1

=rL;

1p = A0

=ll—

(E)y 4(E)
AN A,

Para el caso del programa en paralelo se utilizo un resolvedor iterativo
BiCGstab global combinado con un resolvedor exacto Factorizacion LU lo-
cal. También para el caso del programa en paralelo se utilizo un resolvedor
BiCGstab global combinado con un resolvedor iterativo BiCGstab local.

En el capitulo 4 se presenta un analisis del desempenio de los programas
mencionados. Se consideraron tres casos. El primer caso f = 30kHz se trata
de un problema simplificado con 6765 incégnitas que sirvié para verificar los
algoritmos. El segundo caso f = 1M Hz con h = \/5 se trata de un problema
real con un problema real con un minimo aceptable de 361183 incognitas
que presenta oscilaciones numéricas artificiales. El tercer caso f = 1M Hz
con h = A/10 se trata de un problema real con un numero adecuado de
incégnitas. Seria recomendable refinar aun mas la malla, es decir h < \/10
para reducir las oscilaciones numéricas artificiales.
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Uno de los principales problemas computacionales generales para los pro-
gramas secuencial o en paralelo son el incremento en el nimero de incognitas
que agota el recurso de memoria y que incrementa el nimero de condiciona-
miento de las matrices del sistema de ecuaciones lo cual repercute en la no
convergencia del resolvedor BiCGstab.

Otro de los principales problemas computacionales tanto para los progra-
mas secuencial y en paralelo, son que el incremento en el niimero de incognitas
hace inviable calcular la Factorizaciéon LU de las matrices en el sistema de
ecuaciones debido a la complejidad algoritmica O(n?).

Para solventar estos problemas se propone la utilizaciéon de BiCGstab
precondicionado con Factorizacion incompleta LU.

Se sabe que el mejor resolver especifico para la ecuacién de Helmholtz es
GMRES precondicionado con Complex-Shifted-Laplacian.

Se dispone un procesador Intel core i7 modelo i7-4770 con 4 cores. Por
este motivo se presenta un andlisis de speedup (Ley de Amdahl) y eficiencia
dividido por zonas de operacién de paralelismo real (un hilo por core fisico),
de paralelismo por hyper-threading (paralelismo por hardware de 2 hilos por
core) y de concurrencia (paralelismo por software de 3 o més hilos por core)
segun el nimero de subdominios (un subdominio por hilo).
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Tiempo de Ejecucion

®  Paralelismo Real

©  Hyper-Threading
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Se presenta un andlisis de fracciéon serial del algoritmo en paralelo, cal-
culada en f=0.23 (valor promedio), lo cual teéricamente limita el maximo
speddup a 4.31
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Trabajo a Futuro

Se estima que para resolver el problema de f = 20M H z se debe plantear
un sistema de ecuaciones con 100 millones de incognitas.

Ademas de investigar resolvedores precondicionados especificos para la
ecuacion de Helmholtz en el estado del arte se requiere de la utilizacion de
métodos de descomposicién de dominio en el estado del arte.

El método de descomposicion de dominio de complemento de Schur es un
método fundamental pero no eficiente computacionalmente.

Se propone la utilizacién del método de descomposicién de dominio DVS
(Derived-Vector-Space) desarrollado por Herrera 1. [22]
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