)l(l 1||n ,

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

CONCEPTOS CARACTERIZADOS MEDIANTE ORTOGONALIDAD

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA: ,
CARLOS OLDAIR RENTERIA GARCIA

DIRECTOR DE TESIS
DR. FRANCISCO MARMOLEJO RIVAS
INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM

CODIRECTOR DE TESIS
DR. HUGO JUAREZ ANGUIANO
DEPARTAMENTO DE ECONOMIA, UAM

MIEMBRO DEL COMITE TUTOR

DR. OMAR ANTOLIN CAMARENA
INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX. DICIEMBRE 2023.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Indice general

Introduccion

1. Levantamiento de morfismos
1.1. Conexidad . . . . . . . . . .

1.2. Axiomas de separacién . . . . . .. .. ...

2. Resultados Principales
2.1. Caracterizacion de morfismos Propios . . . . . . . . . . .. ..

2.2. Generalizaciones del Teorema de Taimanov . . . . . . . . . ..

A. Propiedades algebraicas
A.1. Morfismos suprayectivos . . . . . . . .. ... ...
A.2. Morfismos inyectivos . . . . . . ... ...

A.3. Modulos proyectivos y moédulos inyectivos. . . . . . . ... ..

B. Contraejemplos

III

18

33
33
35
36

39



ii

INDICE GENERAL




Introduccion

Desde su definicion formal en [16], el levantamiento de morfismos ha te-
nido un papel destacado en la teoria de categorias y en diferentes areas de la
topologia.

Recientemente Gavrilovich [9] caracterizo algunas propiedades y concep-
tos clasicos en términos de la propiedad de levantamiento de morfismos. Di-
chos conceptos incluyen propiedades algebraicas como: solubilidad, p-grupos,
grupos finitos nilpotentes, grupos libres de torsion; y propiedades topologicas
como: conexidad, axiomas de separacion, compacidad y morfismos propios.
Particularmente caracteriza los morfismos propios con dominio y codomino
Ty como aquellos que estén en la clase (({a} — {a N\ b})"5)"" (ver definicién
1.0.1 y notaciéon 1.0.3). En el mismo articulo el autor propone la siguiente

conjetura:

Conjetura 0.0.1 En la categoria de espacios topoldgicos, (({a} — {a \

b)) es la clase de morfismos propios.

Con el trabajo realizado durante los primeros semestres, en [11] dimos una
respuesta parcial a dicha conjetura (teorema 2.1.11).

Una vez enviado [11] a arbitraje, se continué trabajando en responder
completamente la conjetura 0.0.1. Al trabajar en esto, quedo6 claro que ne-
cesitdbamos saber cuando una funcién continua definida en un subespacio
denso de un espacio topolodgico se puede extender a todo el espacio. En este
sentido, uno de los teoremas mas significativos es el teorema de Taimanov
[19], este proporciona condiciones necesarias y suficientes para que una fun-

ciéon continua con codominio compacto tenga una extension continua.
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Este resultado tiene varias generalizaciones. En [1] Agnello y Cammaroto
nos presentan una de ellas, en el contexto de funciones casi continuas y espa-
cios casi compactos. Otra de estas se encuentra en |12, ahi Konami y Miwa
presentan una version en la topologia fibrada de tal teorema, recordemos que
la topologia fibrada fue introducida por I.M.James en [10]. Este punto de
vista proviene de la teoria de categorias, es un caso particular de categoria

rebanada.

Por su naturaleza, la topologia fibrada parece ser un buen ambiente para

aplicar la propiedad de levantamiento de morfismos.

Motivados por [1] y [12]| vimos posible dar una version fibrada del teorema
de Taimanov para funciones casi continuas. Para hacer esto son necesarios
algunos conceptos sobre P-funciones, es decir, funciones continuas que satis-

facen una propiedad topologica P.

El concepto de P-funciones fue introducido por B.A. Pasynkov, F. Cam-
maroto y G. Nordo para ampliar las propiedades correspondientes de P-
espacios, es decir, para una propiedad topologica P, se define una propiedad
analoga Gy para funciones, de tal modo que al considerar funciones con do-
minio un P-espacio estas cumplan evidentemente la propiedad Gy, sin que

sean estas ultimas las tinicas que cumplen la propiedad.

Esta linea de investigacion inici6é con la introduccion de funciones Ty, 17,
Ty v requlares por Pasynkov [15], luego, F. Cammaroto y G. Nordo definieron
y estudiaron las propiedades P = Urysohn, semirreqular y casi reqular (6],
después, F. Cammaroto, V.V. Fedorchuk, J.R. Porter y A. Catalioto desa-

rrollaron las funciones H-cerradas y U-cerradas en [4] y [5].

Haciendo evidente el proposito de la topologia fibrada, que es llevar a
nivel de morfismos las propiedades de espacios, notamos que es equivalente
el concepto de que una funciéon f: X — Y sea Ty con el de que el espacio
X sea un espacio Ty fibrado (sobre Y), lo mismo con las propiedades T, Ty

y algunas otras.

Con todo esto he podido demostrar un teorema de extension para funcio-

nes casi continuas fibradas (teorema 2.2.25).



Siguiendo el estudio de la extension de funciones continuas, en [14] encon-
tramos un teorema mas general, dado por Osipov. En dicho articulo el autor
introduce una nueva familia de axiomas de separacion y da un teorema de
extension. Como corolario de dicho teorema se tiene el respectivo resultado
de extension para funciones con codominio un espacio de Urysohn.

En este punto se comenzé a trabajar en una version fibrada del resultado
de Osipov. Hasta ahora se ha logrado demostrar una versiéon para funciones
fibradas con codominio una funcién de Urysohn (teorema 2.2.34).

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el primer capi-
tulo introducimos la propiedad de levantamiento de morfismos, luego, para
familiarizarnos un poco con la manera de trabajar con esta, desarrollamos ca-
racterizaciones sencillas de los conceptos topologicos de conexidad y axiomas
de separacion.

En el segundo capitulo presentamos todos los resultados obtenidos, co-
menzamos probando una serie de lemas en los que se caracterizan los morfis-
mos inyectivos, morfismos con imagen densa, morfismos cuya topologia del
dominio esta inducida por la del codominio y morfismos cuya cerradura de
la imagen de cerrados ajenos se mantiene ajena, dichos lemas los usaremos
en la demostracion del teorema 2.1.11 que es la caracterizacion de morfis-
mos propios con dominio regular, luego damos todos los conceptos necesarios
para enunciar y probar los resultados de extension en la topologia fibrada, es-
tos incluyen dos versiones fibradas del Teorema de Taimanov para funciones
casi-continuas (teoremas 2.2.25 y 2.2.27) y un resultado de extension para
funciones continuas fibradas con codominio una funcién de Urysohn (teorema
2.2.34).

Al final de este trabajo encontramos dos apéndices, el primero sobre la
aplicacion de la propiedad de levantamiento de morfismos a propiedades al-
gebraicas, y el segundo sobre algunos contraejemplos de afirmaciones que se

hacen en [9].
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Capitulo 1

Levantamiento de morfismos

Este capitulo comienza con la definicion de la propiedad de levantamiento
de morfismos y las respectivas definiciones de clases ortogonales, después,
desarrollamos algunas caracterizaciones de conexidad que se enuncian en [9),
y al final desarrollamos las caracterizaciones correspondientes para algunos

axiomas de separacion.

Definicién 1.0.1 Sea € una categoria y sean f: X — Y yg: A — B
morfismos en C. Decimos que f tiene la propiedad de levantamiento por la
izquierda con respecto a g (equivalentemente g tiene la propiedad de levanta-
miento por la derecha con respecto a f) o que f es ortogonal izquierdo a g
(f L g) si para cualesquiera morfismosi: X — A, j:Y — B en C tales

que el siguiente diagrama conmuta (gi = jf)

Xt A

fl O lg
YT>B

existe h :'Y — A morfismo en € tal que hf =1 y gh = J.

X1 A
s 2T e
Y/—j>B.
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Para una clase de morfismos M en € definimos:
M ={f € Mor(C): f L g para todo g € M}.
M"={ge Mor(C): f L gparatodof € M}.
M = (ML)

Observemos que si la categoria C tiene objeto terminal 1, la condiciéon f :
X — Y 1L g: A — 1 es equivalente a lo siguiente: para cualquier i :
X — A existe un morfismo A : Y — A tal que i = hf.

Las caracterizaciones que se proponen en [9] se presentan en términos de
familias de morfismos (funciones continuas) entre espacios topologicos finitos.
La notacién que usamos para estos espacios la tomamos del mismo articulo
y se justifica con la siguiente observacion.

Observacion 1.0.2 En un espacio topoldgico finito se tiene un preorden en
sus puntos: para x,y € X, x <y sty solo sty € m Asi x N\, y denotard
que T < .

Notacion 1.0.3 e {a} es el espacio discreto de 1 punto.

{a,b} es el espacio discreto de 2 puntos.

{a <> b} es el espacio codiscreto de 2 puntos.

{a \ b} denota el espacio de Sierpinski.

{z N\ z v y} es el espacio topoldgico de 3 puntos con la siguiente topologia.

T = {®> {$}7 {y}7 {l’, y}’ {x’ Y, Z}}

{a " ¢\ b} es el espacio topoldgico de 3 puntos con la siguiente topologia.

o ={0,{c},{c,a},{c,b},{a,b,c}}.
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Para los morfismos que tomemos entre estos espacios estaremos etique-
tando los puntos del dominio y del codominio de la misma forma, lo que
nos indicara la regla de correspondencia del morfismo, es decir, el morfismo

enviara “cada punto en si mismo”, como ejemplo los siguientes morfismos:
o f:{a} — {a \ b} estd definido como: f(a)= a.
o f:{b} — {a (b} estd dado por: f(b) = 0.

o f:{a,b} — {a\ b} como: f(a)=a y f(b) =0b.

De este modo, para ser consistentes con esto, en ocasiones el espacio de un
solo punto estara etiquetado por una cadena de igualdades entre los puntos

del dominio, por ejemplo:

o f:{z\ 2z y} — {x=y=2z} es el morfismo constante con codominio
el espacio de un solo punto, es decir, f(z) =%, f(y) =% y f(2) = *.

1.1. Conexidad

En esta seccion presentamos una caracterizacion de conexidad y una de
conexidad por trayectorias. En [9] se proponen mas pero presentar todas no

es el proposito de esta tesis. Para mas ejemplos consultar [17].

Proposicion 1.1.1 Un espacio K es conexo o vacio si y solo si f: K —»
{x} estd en ({a,b} — {a = b})".

Demostracion. Sea K un espacio topolégico conexo y consideremos el
morfismo f: K — {x}.
Supongamos que i : K — {a,b} y j : {x} — {a = b} son tales que el

siguiente diagrama conmuta.
K —>{a,b}

e

{1} —{a =1}
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Si K = (), entonces el morfismo @ : {*} — {a, b} definido como a(x) = a es
continuo y cumple que af =iy ca = j.

Ahora, si K # (), entonces i es constante. Definimos h : {x} — {a, b}
como h(x) = i(K). Claramente h es continuo y cumple que hf =iy ch = j.
Por lo tanto, (K — {*}) € ({a,b} — {a = b})".

Supongamos ahora que (K — {*}) € ({a,b} — {a =b})' y que K # 0.
Notemos que cualquier morfismo i : K — {a, b} hace conmutar el siguiente
diagrama,

K —">{a,b}
|

) —{a=1)

y va que (K — {x}) € ({a,b} — {a = b})', entonces para todo i existe
h : {x} — {a,b} tal que i = hf, pero cualquier morfismo desde {x} es

constante por lo que entonces i lo es. Por lo tanto, K es conexo. [l

Proposicion 1.1.2 Un espacio topologico X es conexo por trayectorias si y
solo st para cada espacio compacto y Hausdorff K y cada mapeo inyectivo
{z,y} — K ocurre que {z,y} — K L X — {x}.

Demostracion. Sean X un espacio conexo por trayectorias, K un espacio
compacto y Hausdorff y f : {z,y} < K un morfismo inyectivo.
Supongamos que i : {z,y} — X y j : K — {*} son morfismos tales

que el siguiente diagrama conmuta.

{w,y} ——X

)

K——={x}

Notemos que {f(z)} v {f(y)} son cerrados ajenos de K, y ya que K es
compacto y Hausdorff entonces es T, y en particular es T3%, por lo que existe
h: K — [0,1] continuo tal que h(f(z)) =0y h(f(y)) = 1.
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Por otro lado, como X es conexo por trayectorias existe o : [0, 1] — X
morfismo continuo tal que o(0) = i(z) y o(1) = i(y). De este modo, tenemos
que oh : K — X es continuo y cumple que chf =i y coh = j. Por tanto
fLe

Supongamos ahora que para cada espacio compacto y Hausdorff K y para
cada morfismo inyectivo f : {x,y} — K se tiene que f L X — {x}. En
particular f :{0,1} — [0,1] L X — {x}. Sean z¢,r; € X. Consideremos
el morfismo ¢ : {0,1} — X dado por i(0) = x¢ y i(1) = z;. Claramente ¢
es continuo y cumple que ¢i = j f para cualquier morfismo j : [0, 1] — {x}.
Entonces, existe h : [0,1] — X continuo tal que ch = j y hf = i. De
este modo h es una trayectoria de xy a x;. Por lo tanto, X es conexo por

trayectorias. [

1.2. Axiomas de separacién

Para presentar las caracterizaciones de los axiomas de separacion Ty y T
introdujimos la definicién 1.2.1 y probamos el resultado 1.2.2, en este tltimo

usamos 1 para denotar el objeto terminal en Top, que es isomorfo a {x}.

Definiciéon 1.2.1 Sean B # () y X espacios topoldgicos. Decimos que X es

B-separado si toda funcion continua f : B — X es constante.

Proposicion 1.2.2 Sea B # () un espacio topoldgico. Un espacio X es B-
separado si y solo si X — 1€ (B — 1)".

Demostracion. Sea X espacio topologico. Supongamos que X es B-separado.
Si X =0, no existe i : B— X y por tanto X — 1 € (B — 1)".

Si X # (), entonces cualquier funcién continua ¢ : B — X hace conmutar
el siguiente diagrama.
B—=X
!l O lg
1 1

_

J
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Ya que X es B-separado, i es constante, por lo que h : 1 — X definida
como h(1) = i(B) es continua y cumple que h! = i y gh = j. Por lo tanto,
X —1le(B—1).

Supongamos ahora que X — 1 € (B — 1)". Observemos que cualquier
funcién continua ¢ : B — X cumple que j! = gi, por lo que entonces
para cualquier funcién continua existe h : 1 — X tal que h! = ¢ de donde

concluimos que i es constante. Por lo tanto, X es B-separado. [

Corolario 1.2.3 Un espacio X es Ty si y solo si X — 1 € ({a +> b} —
. O

Corolario 1.2.4 Un espacio X es Ty si y solo si X — 1 € ({a \ b} —
nHr. O

Proposicién 1.2.5 Un espacio X es Ty si y solo si para cada morfismo
inyectivo {x,y} — X ocurre que {z,y} — X Lc:{x\ 2/ y} —{z=
z=1y}.

Demostraciéon. Sean X un espacio Ty y f : {z,y} — X morfismo inyectivo.
Supongamos que i : {z,y} — {x Nz y}tyj: X — {x=2=y}
son morfismos tales que el siguiente diagrama conmuta.
{z.y} —={z N2/ y}
! O c

X

—{r=2=y}

Como f(x) # f(y) existen U,V C X abiertos tales que f(z) € U, f(y) € V
y UNV = 0. Luego, si i({x,y})N{z} = 0 definimos h : X — {&x \ 2z ./ y}
como:

i(r) sizelU

hz) =13 i(y) sizeV

z sixe X\ (UUV)
asi por la topologia de {x ~\, z /" y} h es continuo y cumple que hf =iy
ch =j.
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Por otro lado, si i({x,y}) N{z} # 0 pueden ocurrir dos cosas: i({z,y}) =
{z} o il{z,y}) # {2}
Sii({x,y}) = {z}, definimos h : X — {z \ 2z " y} como h = ¢, que es
claramente continuo y cumple que hf =1y ch = j.

Si i({z,y}) # {z}, podemos suponer que i(y) # z, por lo que definimos h

W) = ily) sizeV
z sizxe X\V

CO1mo:

de esta manera tenemos que h es continuo y cumple que hf =iy ch = j.
Por lo tanto, {z,y} = X L{zr Nz y} — {r=2=y}.

Ahora supongamos que para cada morfismo inyectivo f : {z,y} — X
ocurre que f L {z N,z / y} — {z=2=y}.

Sean xg, x1 € X con zg # x1 y consideremos los morfismos f : {z,y} — X
dado por f(x) = zo, f(y) = x1, i : {x,y} — {z \ z v y} dado por
ilr) =z, i(ly) =yyj: X — {z =2 = y} el tnico morfismo que
existe en {z = z = y}. De este modo tenemos que ci = jf, entonces existe
h:X — {z\, 2z y} continuo tal que hf =iy cteh = j.

{z.y} —={z\ 2y}

f[/lc

X (o= 2=}

Asi, por la continuidad de h tenemos que h='({z}) y h='({y}) son abiertos
ajenos de X tales que g € h™'({z}) y ;1 € h™'({y}). Por lo tanto, X es Ts.
O

Al igual que en la secciéon de conexidad solo hemos presentado algunos
resultados que se proponen en [9], otros axiomas de separacion también se

encuentran desarrollados en mi tesina de maestria [17].
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Capitulo 2
Resultados Principales

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos durante el doctora-
do, en la primer seccién desarrollamos lo necesario para mostrar la respuesta
parcial que dimos a la conjetura 0.0.1 en [11], en la segunda seccion damos
los conceptos que necesitamos para enunciar y probar las generalizaciones
que tenemos del Teorema de extension de funciones continuas de Taimanov
(teorema 2.2.1).

2.1. Caracterizaciéon de morfismos Propios

Comencemos recordando la definiciéon de morfismo propio.

Definicion 2.1.1 [2] Un morfismo propio f : X — Y es una funcion

continua, cerrada y con fibras compactas.

Los siguientes lemas se mencionan en [9] sin dar una demostracion, a con-
tinuacion probamos cada uno de ellos para posteriormente usarlos en la de-

mostracion del teorema 2.1.11.
Lema 2.1.2 ({a <> b} — {a=0b})" es la clase de morfismos inyectivos.

Demostracion. Si f: X — Y € ({a <> b} — {a = b})!, entonces para
cualquier i : X — {a <> b} existe h : Y — {a <> b} tal que i = hf, asi si
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zo,x1 € X son tales que xy # x; entonces para i : X — {a <> b} definido
como: i(zg) = a 'y i(z) = b para todo x € X \ {zo} existe h: Y — {a <> b}
tal que i = hf, por lo que f(xg) # f(z1). Por lo tanto f es inyectivo.

Por otro lado, si f : X — Y es un morfismo inyectivo entonces para

cada morfismo i : X — {a <> b}, podemos definir h: Y — {a <+ b} como

_ ) ilz) sty = f(z)
h(”‘{a iy ¢ J(X)

Asi h es un morfismo continuo bien definido tal que hf =i. [

sigue:

Lema 2.1.3 ({a \, b} — {a = b})" es la clase de morfismos f: X — Y

tal que la topologia en X es inducida por'Y .

Demostracion. Sean f : X — Y € ({a \( b} — {a =0} y U
subconjunto abierto de X. Para el morfismo i : X — {a \, b} definido

, a sizelU
i(r) = .
b siz¢U.

Existe un morfismo h : Y — {a \ b} tal que i = hf. Entonces, h™1(a) es
un subconjunto abierto de Y tal que f(U) C h™!(a). Como f~'(h7!(a))) =

i~'(a) = U, entonces U = f~1(h7!(a)). Por lo tanto la topologia en X es

como sigue:

inducida por Y.

Supongamos ahora que f : X — Y es un morfismo donde la topologia
en X es inducida por Y. Para cualquier morfismo i : X — {a “\, b} tenemos
que i~ *(a) es un subconjunto abierto de X, asf que i~!(a) = f~1(V) para
algtin subconjunto abierto V' de Y. Definimos una funciéon continua h : ¥ —»

{a b} como sigue:

a siyeV
h(y) = Y
b siyeY\V

Claramente i = hf. Por tanto, f € ({a \ b} — {a =10b})". O

Lema 2.1.4 ({b} — {a \,/b})" es la clase de morfismos con imagen densa.
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Demostracion. Tomemos f : X — Y € ({b} — {a \( b})! y sea U un
subconjunto abierto de Y. Si f(X) NU = 0 considere la funcién j : Y —
{a b} definida como sigue:

. a siyeU
i(y) = .
b siye X\U

De este modo, j es continua y el siguiente diagrama conmuta.

X ———{b}

|

Y—j){a\b}

Entonces, existe h : Y — {b} continua tal que hf =cy bh = j, por lo que
J es constante, y se deduce que U = (). Por lo tanto f(X) es denso Y.

Reciprocamente, supongamos que f : X — Y es un morfismo con ima-
gen densa en Y y j : Y — {a N\, b} es un morfismo tal que jf = be.
Como j'(a) es un subconjunto abierto de Y y jf(X) = {b} entonces
J M a)N f(X) =0, asi 77 *(a) = 0, por lo que j es constante. Definimos
h:Y — {b} como h(y) = b para todo y € Y. Por tanto hf = c y bh = j.
]

Lema 2.1.5 ({a " ¢ N\ b} — {a = ¢ = b})" es la clase de morfismos
f X — Y tales que para cualesquiera A, B C X cerrados disjuntos, se

tiene que f(A)N f(B) =0.
Demostracion. Tomemos f: X — Y € ({a v ¢\ b} — {a =c = b})

y sean A, B C X cerrados disjuntos.
Definimos i : X — {a /" ¢ \( b} como sigue:

a sizeA
ilx)=q¢ b sizeB
c size X\ (AUB)
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Claramente 7 es continua, entonces existe una funciéon continua h : ¥ —
{a v ¢\ b} tal que i = hf, ast h=*(a) y h~1(b) son cerrados disjuntos de Y’
tales que f(i~(a)) € h="(a) y f(i"'(b)) € h~(b), de modo que f(g~1(a)) =
F(A) C hYa) y f(g—'(b)) = f(B) C h™1(b). Por lo tanto, f(A)N f(B) = 0.

Por otro lado, supongamos que f : X — Y es tal que para cualesquiera
A, B C X cerrados disjuntos f(A) N f(B) = 0.

Seai: X — {a / ¢\ b} funcién continua. Tenemos que i~!(a) e i1 (D)
son cerrados disjuntos de X, entonces f(i='(a)) N f(i=1(b)) = (). Definimos

h:Y —{a ¢\ b} como sigue:

a siye f(i~'(a))
hy)=q b siye f(i (b))
¢ siye X\ (f(i'(a)) U St (b)))

Asi h es continua y satisface que i = hf. [

Proposicion 2.1.6 Si X es un espacio topoldgico finito y f : X — Y es

una funcion continua, entonces f es un morfismo propio si y solo si f €

({a} — {a\0})".

Demostracion. Sea f: X — Y funcién continua con X finito. Como un
morfismo f : X — Y es propio si y solo si f es cerradoy f~!(y) es compacto
para cada y € Y, entonces, equivalentemente probaremos que f : X — Y
es cerrado si y solo si f € ({a} — {a \(b})".

Asumamos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo
{a} —/—X
al O lf

con f cerrado. Como j es continua j(b) € {j(a)}, y ya que f es cerrado y

el diagrama conmuta entonces j(b) € {j(a)} C f({i(a)}), entonces existe

xp € {i(a)} tal que f(zp) = j(b). De este modo definimos h : {a \ b} — X
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como: h(a) = i(a) y h(b) = x;. Evidentemente h es continua y satisface que
ha=1iy fh=j. Asi, f € ({a} — {a\ b})".
Ahora, supongamos que f € ({a} — {a N\ b})". Sea C' subconjunto
cerrado de X. Queremos probar quet f(C') es un subconjunto cerrado de Y.
Sea y € m Como C' es finito, existe x € C tal que cada subconjunto
abierto de Y que contiene a y contiene a f(z). La funcion j : {a \ b} — Y
definida como: j(a) = f(z) y j(b) = y es continua. Sea i : {a} — X definida

como i(a) = z; tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

{a} ——X

al O Lf

{a \ b} T Y
Entonces, existe una funcion continua h : {a \ b} — X tal que ha =iy
fh =j.Porloque h(a) =z y h(b) € C = C. Entonces, y = j(b) = f(h(D)) €
f(C). O Como es habitual | X| denotara la cardinalidad de un conjunto X.

Definicion 2.1.7 Sea M una clase de morfismos en Top. Definimos M_,, =
{f: X —=YeM:|X]|Y] <n}

Para nuestros fines hemos dado la definicién anterior en T'op aunque es claro
que se puede dar en cualquier categoria en la que tenga sentido hablar del

cardinal de cada objeto.

Observacion 2.1.8 ({a} — {a \ b})L; es la clase de morfismos propios

con dominio y codominio de cardinalidad menor o igual que 4.

Si F es un filtro en un conjunto X, definimos una topologia en el conjunto

X U{oc}, con oo ¢ X, como sigue:
T=PX)U{FU{0}: F € JF}.

Al espacio que obtenemos lo denotamos por Xg. Recordemos que tenemos

un encaje ¢ : X — X5, donde al dominio se le da la topologia discreta.
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Notas: a) Un filtro F converge a un punto x € X si F es mas fino que el
filtro de vecindades, i.e. si para cada vecindad V de z en X existe F' € JF tal
que V C F.

b) Un espacio topolégico X es Hausdorff si y solo si ningun filtro en X tiene
més de un punto limite ([2] I§8.1, p.75.).

Lema 2.1.9 Sean X un conjunto, Y un espacio topologico y F un ultrafiltro
en X. Una funcion h : X6 — Y es continua si y solo si para cada F' € F
se tiene que h(oo) € h(F).

Demostraciéon. Supongamos que h : Xg — Y es continua, y tomemos
F € F. Si h(co) € W, con W un abierto de Y, entonces oo € h™' (W) que
es abierto por la continuidad de h. Como F'y h™'(1W)\{oc} pertenecen a F,

existe un z € F N A~Y(W). Por tanto h(z) € h(F)NW,y h(co) € h(F).

En el otro sentido, supongamos que para cada F' € F, h(o0) € m Es
suficiente probar que h™' (W) \ {0} € F para cualquier abierto W de Y con
h(oo) € W. Asumamos que h™ (W) \ {oo} ¢ F, entonces L := X \ (h~H(W)\
{c}) € F. Como LN (A1 (W) \ {oo}) = 0 entonces h(L) N W = (), asi
h(oo) ¢ h(L), contradiccion. [

Teorema 2.1.10 (|2], 1§10.2, p.101.) Un morfismo f : X — Y es propio
st y solo si para cada ultrafiltro F de X se tiene que X — X5 L f.

El siguiente teorema caracteriza la familia de morfismos propios con do-
minio regular, con esto damos una respuesta parcial a la conjetura planteada
por Gavrilovich en [9)].

Teorema 2.1.11 Sean X y Y espacios topologicos con X espacio reqular.
Entonces, f : X — Y es un morfismo propio si y solo si f € (({a} —

{a\bHs)"
Demostraciéon. Aplicando la observacion 2.1.8 a la familia € = {{a <

b} — {a = bh{a N b} — {a = 0}, {0} — {a (b} {a v 0\

b} — {a = o = b}}, tenemos que € C ({a} — {a \( b}).;, entonces
(({a} — {a N\ b})s)' C €
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Tomemos g: A — B € (({a} — {a\(b})"5) C € ysea f: X —Y
un morfismo propio con X un espacio regular. Entonces, por los lemas 2.1.2,
2.1.3 y 2.1.4 tenemos que g es la inclusiéon de un subespacio denso A de B.
Necesitamos probar que g 1 f.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Ao X

10

J

Por [7, Teo. 5.3, p.216], Para definir una h : B — X tal que fh = j, es
suficiente probar que el filtro generado por la base de filtro {i(ANU)}pey,
converge para cada b € B, donde U, es la familia de subconjuntos abiertos
U de Btal quebeU.

Como jg = fi, g(A) = By j es continua, entonces j(B) = j(g(A)) C
i(g(A)) = fi(A) = f(i(A)) € f(X).

Para cada b € B, sea K, := f7'(j(b)) y F(b) = {i(ANU) N Ky}yey,- Ya
que Kj es compacto y F(b) es una base de filtro en K, entonces NF(b) # ().

Mostraremos ahora que NF(b) es un tnico punto.

En efecto, supongamos que x1, 25 € NF(b) y 21 # x2. Como X es regular
existen vecindades abiertas V; y V5 de x1 y x5 respectivamente, tales que
VinVy =0. Ya que g € € entonces i~1(V;)B Ni~1(V3)B = . Suponiendo

que b ¢ i~1(V})B, entonces b € B\ i~1(V})B, de modo que B\ i=1(V1)8 € U,
y 21 € NF(b) Ci(A\i1(V1)P) N K,.

Por otro lado, como Vi N (i(A \ i=1(V4)B) N K},) = (), entonces x; ¢
i(A\ i-1(V1)B) N K,, contradiccion. Por tanto NF(b) = {z,} para algan
T € X.

Sean b € B y J el filtro generado por {i(ANU)}yey,. Probemos que F,

converge a Iy.
Primero notemos que f(JF,) converge a j(b).
Por supuesto, como j es continua, si V' es un subconjunto abierto de Y tal
que j(b) € V existe W subconjunto abierto de B tal que b € Wy j(W) C V,
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entonces f(i(ANW)) = jg(ANW) C (W) C V, por tanto f(F;) converge
a j(b).

En consecuencia, si U es un ultrafiltro mas fino que J, entonces f(U)
converge a j(b).
Sabemos que un filtro F en un espacio X converge a un punto x si y solo si
cada ultrafiltro U mas fino que F converge a x (ver |2, [§7.2, p.69.]).

Sea U un ultrafiltro més fino que F,. Ya que f es un morfismo propio
y j(b) es un punto limite de f(U), existe un punto limite x de U tal que
f(z) = j(b), entonces = € K,. Veamos que x = xy,.

Es suficiente probar que para cada U € U, se tiene que = € m

Sea U € U,. Como U converge a x entonces para cada subconjunto abierto
W de X tal que z € W tenemos que W € U, mas aun, ya que U es més
fino que F, entonces i(ANU) € U, por lo que WNi(ANU) # (), asi que

x € i(ANU), por tanto F;, converge a .

Asi la funcién h : B — X definida como h(b) = x;, es una extension
continua de ¢ tal que fh = j. Por lo tanto g L f.

Nos resta probar que si f € (({a} — {a N\, b})%5)"" entonces f es un

morfismo propio.

Sea P la clase de morfismos propios, por la observacion 2.1.8 ({a} —
{a ™\, b})"s C P, entonces P' C (({a} — {a \(b})"5)".

Probaremos que (D — Dy) € P! para cualquier ultrafiltro F en un
espacio discreto D. Tomemos f : X — Y en P y consideremos el siguiente

diagrama conmutativo:
D—lsX
l O f
D+ — Y.

Sea H = {h(U) : U € F}; como F es un ultrafiltro en D tenemos que H
tiene la propiedad de interseccién finita, entonces existe un ultrafiltro G de
X tal que H C §. Definimos ho : D — X como ho(d) = h(d), donde X es
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discreto en los puntos de X. Asi, definimos h: Dy —> Xg como sigue:

ﬁ(d):{ ho(d) si d# oo

00 si d = oo.

Es claro que jhy = hl. Mostraremos a continuacion que h es continua.

Sea G € G; entonces G U {oo} es un conjunto abierto en Xg, y para
cualquier F € F tenemos que h(F) = ho(F) = h(F), asi (GU{oo})Nh(F) =
G N h(F) # 0. Por tanto h es continua.

Ahora, tomemos la funcion identidad i : X — X y definamos i : X g —
Y como sigue:

A. { f(z) siw# oo
ir) =

k(oo) six = oc.

Tenemos el siguiente diagrama:

D h X
NS
l )? f

Afirmamos que ¢ es continua. En efecto, sea W C Y subconjunto abierto tal
que 1(c0) € Wy sea U € G. Entonces oo € k~'(W) que es un subconjunto
abierto, asi que k(W) \{co} € F, de donde (k=1 (W)\ {cc}) € G, entonces
h(E=Y (W) \ {oo}) N U # 0. Veamos que i(h(k~1(W) \ {o0})) € W. Sea
x € h(k~'(W)\ {oco}). Entonces, existe d € k= (W) \ {oo} tal que = = h(d),
como d € k~'(W) tenemos que i(z) = tho(d) = ijho(d) = f(iho(d)) =
f(h(d)) = k(I(d)) = k(d) € W. De este modo i(h(k~(W)\ {cc})) C W, por

lo tanto ¢ es continua.
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Ya que f € Py fi = ij, existe una funcion continua 7 : Xg — X tal

que 7j =iy fr=1.
X—=X
17
Xg——Y.

7

Entonces 7h : Dy — X es continua y el siguiente diagrama conmuta.

D", x

1571,

D?T)Y
Por lo tanto D — D5 1 f. [

Corolario 2.1.12 Un espacio Hausdorff K es compacto si y solo si K —»
{x} estd en ({a} — {a N\ b})"5)". O

La pregunta natural que nos queda es la siguiente.
Pregunta 2.1.13 ;Se puede quitar la condicion de regularidad para X ¢

Al abordar esta pregunta el camino nos llevo a estudiar [12] y posteriormente
[1]. El teorema 8.14 de [12] es, en cierto modo, un resultado que se tiene de

debilitar la condicién de regularidad.

2.2. Generalizaciones del Teorema de Taima-

nov

En esta seccion daremos las definiciones necesarias para presentar los
resultados que generalizan el teorema de Taimanov.
Comenzaremos enunciando dicho teorema, una desmotracion de este se

encuentra en |[8].
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Teorema 2.2.1 Sea A un subespacio denso de un espacio topologico X y
sea [ una funcion continua de A en un espacio compacto Y. La funcion
f tiene una extension continua sobre X si y solo si para cada par By, Bs
de subconjuntos cerrados disjuntos de Y las imdgenes inversas f~1(B;) vy

f~Y(By) tienen cerraduras disjuntas en X.

A continuacion daremos las definiciones necesarias para enunciar el teorema

2.2.6.

Definicion 2.2.2 [8] Sean X un espacio topoldgico y U un subconjunto de

X. U es un abierto-reqular de X si U = int(U); y U es un cerrado-regular

de X si U =int(U).

Definiciéon 2.2.3 [18| Una funcion f : X — Y es casi-continua si y solo

st la tmagen tnversa de cada abierto-reqular de Y es un abierto de X.

Es claro que toda funcién continua es casi-continua, sin embargo (y mas
nos vale) el reciproco no siempre es cierto, un ejemplo de esto lo podemos

encontrar en [18].

Definicion 2.2.4 [20] Sea A C X, un punto x € X es un punto de § adhe-

rencia (§5-interior) de A si para cada U € N, se tiene que int(U)NA # () (si
eziste U € N, tal que int(U) C A).

Denotamos por A al conjunto de todos los puntos de § adherencia de A, y
porints(A) al conjunto de todos los puntos §-interiores de A.

Decimos que A es un conjunto d-cerrado si A = Zé, y que A es un conjunto

d-abierto si A=ints(A).

Se sabe que la familia de todos los conjuntos d-abiertos de un espacio topolo-
gico (X, 7) forman una topologia mas gruesa que 7 llamada la d-topologia de
X [3]. Si consideramos la semiregularizacion de 7 [8], es decir, la topologia en
X que resulta de tomar como base los abiertos regulares de (X, 7), tenemos
que la d-topologia de X es igual a esta, por lo que entonces cada d-abierto

(0-cerrado) de (X, 7) es la union (interseccion) de abiertos regulares (cerrados
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regulares) de (X, 7) [3]. Cuando 7 coincide con su semiregularizacion decimos

que (X, T) es un espacio semiregular [8].

Definicion 2.2.5 [2] Un espacio topoldgico X es cercanamente-compacto

si y solo si cada cubierta abierta {A;}ier de X tiene una subfamilia finita
{A; yr_, tal que Jp_,int(A;,) = X.

El siguiente resultado es una version del teorema de Taimanov para funciones

casi-continuas, su demostracion se encuentran en [1].

Teorema 2.2.6 Sean A un subespacio denso de un espacio topoldgico X y
f una funcion casi-continua de A en un espacio cercanamente-compacto Y.

Entonces, los siguientes son equivalentes:
i) f tiene una extension casi-continua a X.

it) Para cada par By, By de subconjuntos disjuntos d-cerrados de Y las

imdgenes inversas f~Y(By) y f~'(Bs) tienen cerraduras disjuntas en

X.

iii) Para cada par Cy, Cy de subconjuntos disjuntos reqularmente-cerrados
de Y las imdgenes inversas f~H(Cy) y f~1(Cy) tienen cerraduras dis-

Juntas en X.

A continuacién presentamos las definiciones de topologia fibrada, estas las
hemos tomado de [10]. Recordemos que esta construccion viene de la teoria

de categorias, denominada “categoria rebanada’.

Para introducir el concepto de conjunto fibrado es necesario dar un con-
junto fijo B que llamaremos base.

Definicion 2.2.7 Un conjunto fibrado X sobre B es un conjunto X junto

con una funcion p : X — B que llamaremos proyeccion.

En adelante llamaremos conjunto sobre B o conjunto fibrado (si no hay

ambigiiedad en la base) a un conjunto fibrado sobre B.
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Para cada B’ C B denotaremos por Xp al subconjunto p~!(B’) de X.

Ahora, si tomamos un espacio topolégico B como base, podemos definir

el concepto de espacio topologico fibrado.

Definicion 2.2.8 Sean B un espacio topologico y p : X —> B un conjunto
fibrado. Una topologia T en X es una topologia fibrada sip: (X, 7) — B es
continua.

De este modo, diremos que un conjunto fibrado X es un espacio topologico

fibrado st X estd equipado con una topologia fibrada.

Los espacios topologicos fibrados forman una categoria con la siguiente

definicién de morfismos entre estos.

Definicion 2.2.9 Sean p : X — B y q : Y — B espacios topoldgicos
fibrados. Una funcion f: X — Y es una funcion continua fibrada si f es

continua y fq = p.

De este modo resulta claro que estamos hablando de la “categoria rebanada”
Top/B.

Definicién 2.2.10 Un espacio topologico fibrado X es compacto fibrado si

su proyeccion es un morfismo propio.

Las definiciones 2.2.11, 2.2.14 y 2.2.15 las hemos tomado de [4] y [5].

Consideremos una funciéon continua f: X — Y.

Definicion 2.2.11 f es Hausdorff si para cualesquiera x,y € X con x # y
y f(x) = f(y) existen U y V wvecindades abiertas de x y y respectivamente
tales que UNV = ().

La siguiente definicion de espacio Ts fibrado es equivalente a la que se presenta
en [10].

Definiciéon 2.2.12 Un espacio topolégico fibrado X es Hausdorff (T») fibra-

do si su proyeccion es Hausdorff.
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En adelante supondremos que B es un espacio topologico regular y que los
espacios fibrados que tomemos tienen como base al espacio B.
El siguiente resultado es la version del teorema de Taimanov en la topo-

logia fibrada, su demostracion se encuentra en [12].

Teorema 2.2.13 Sea A un subespacio denso de un espacio topoldgico fibrado
X y sea'Y un espacio compacto fibrado y Ty fibrado. Una funcion continua
fibrada f : A — Y se extiende sobre X si y solo si f~1(CYX N f~1(D)X =10
para cualquier W € 15 y cualesquiera subconjuntos cerrados disjuntos C'y D
de Yy .

Definicion 2.2.14 Una funcion f : X — B es Urysohn si para cualesquie-
rax,y € X conx #y vy f(x)= f(y) existen U y V vecindades abiertas de x
y y respectivamente tales que unv =0.

Recordemos que una funcién g : 7 — Y extiendea f: X — Y si X C Z
yglx=f.

Definicion 2.2.15 Una funcion Hausdorff f : X — Y es H-cerrada si
siempre que g : 4 — Y sea Hausdorff y extienda a f se tiene que X es

cerrado en Z.
En vista de los teoremas 2.2.6 y 2.2.13 planteamos la siguiente conjetura.

Conjetura 2.2.16 Sea A un subespacio denso de un espacio topoldgico fi-
brado X y sea f: A — Y wuna funcion casi-continua fibrada. Consideremos
el siguiente diagrama:

f

A——Y

1)

con i la inclusion natural de A en X, p y q las proyecciones de Y y X
respectivamente.

Si p es una funcion H-cerrada y de Urysohn, entonces los siquientes son

equivalentes:
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i) Eziste una extension casi-continua fibrada F : X — Y de f.

i1) Para cualesquiera subconjuntos disjuntos d-cerrados Cy y Coy de Yiy,
con W € 1p, se tiene que f~1(C)X N f~1(Cy)X = 0.

ii1) Para cualesquiera subconjuntos disjuntos reqularmente-cerrados Dy y Do
de Yy, con W € 15, se tiene que f~1(D1)X N f=1(Dy)X = 0.

De esta conjetura he podido probar la equivalencia entre i) y i7), a continua-
cién presentaré algunas proposiciones que se ocuparan en la demostracion de

dicha equivalencia.

Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcién continua,
consideremos el conjunto S = {intxUX N f~1(0): U € 7(X) y O € 7(Y)}.
Denotaremos con X (.S, f) al espacio topolégico en X equipado con la topo-

logia generada por S, y por f* a la funcion f*: X (S, f) — Y definida como
fr(x) = f(=z).

Observacion 2.2.17 En (6] se prueba que (X (S, f)) C 7(X), sin embargo,

por la definicion de S se tiene que f* es continua.

Proposicion 2.2.18 [5| Si f : X — Y es H-cerrada, o una topologia en X
tal que 0 C 7(X) y f : (X,0) — Y es Hausdorff, entonces f : (X,0) — Y

también es H-cerrada.

Proposicion 2.2.19 [6] Sea f : X — Y una funcion continua. Se tiene
que f es Urysohn si y solo si f* es Urysohn.

En [6] F. Cammaroto y G. Nordo presentan las siguientes definiciones.
Definicion 2.2.20 Sea f: X — Y una funcion continua.

a) f es semireqular si para cada U € 7(X) yx € U ezisten O una vecindad
abierta de f(x) y R un abierto reqular de f~*(O) tales que v € R C
Unf10).
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b) f es regqular si para cada subconjunto cerrado FF C X yx € X \ F,
eziste una vecindad abierta V de f(x) tal que x y F N f~1(V) pueden

ser separados por abiertos disjuntos de f~1(V).

Proposicion 2.2.21 [5]| Si f : X — Y es Hausdorff, entonces f* : X (S, f) —

Y es semireqular vy Hausdorff.

Observacion 2.2.22 En [5] llaman funcion perfecta a lo que nosotros en-
tendemos por funcion propia, en dicho articulo enuncian el siguiente resul-
tado con esa terminologia, aqui he cambiado la palabra perfecta por propia

para evitar alguna confusion

Proposicion 2.2.23 [5| Una funcion Hausdorff es propia y reqular si y solo

si es H-cerrada, semiregular y Urysohn.

Observacion 2.2.24 [5] Si f : X — Y es reqular y Y es regular, entonces

X también es regular.

El siguiente resultado es la version fibrada del teorema 2.2.6, de tal modo
que generaliza dicho resultado y también al teorema 2.2.13.
Recordemos que estamos considerando al espacio base B como un espacio

topologico regular.

Teorema 2.2.25 Sea A un subespacio denso de un espacio topoldgico fibrado
X ysea f: A—Y una funcion casi-continua fibrada.

Considere el siguiente diagrama:

f

A——Y
1)

con i la inclusion natural, p y q las proyecciones de Y y X respectivamente.
Si p es una funcion H-cerrada y Urysohn, entonces los siguientes son

equivalentes:
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i) Eziste una extension casi-continua fibrada F : X — Yde f.

i) f~H(C)YXN f~YD)X =0 para cualquier W € T y cualesquiera subcon-

guntos d-cerrados disjuntos C'y D de Yy .

Demostracion. Tomemos S = {intyUY Np~'(0): U € 7(Y) y O € 7(B)}
y consideremos el espacio topologico Y (S, p) y la funcion p* : Y(S,p) — B
definida como p*(y) = p(y). Por la proposicion 2.2.21 p* es una funcion
semiregular y Hausdorff, ademas, como 7(Y (S, p)) C 7(Y"), por la proposicion
2.2.18 p* es una funciéon H-cerrada. Por otro lado, ya que p es Urysohn
entonces p* es Urysohn y, por la proposicion 2.2.23, p* es una funcion regular
y propia. Por tanto Y'(S,p) es un espacio regular, lo que implica que f :
A—Y(S,p):ar f(a) es una funcion continua.

T
X

Maés atn, f es una funciéon continua fibrada y Y'(S, p) es un espacio compacto

—_—
q

fibrado y T, fibrado. Entonces, por el teorema 2.2.13 existe una extension
continua fibrada F : X —» Y(S,p) de f si y solosi f~1(C)X N f~1(D)X =0
para cualesquiera subconjuntos cerrados disjuntos C'y D de Y (S,p)w, con
W e 7(B).

u/

Asi, cuando regresamos a la topologia de Y, tenemos que F' : X — Y

definida como: F(z) = F(z) es una extension casi-continua fibrada de f si y

solo si f~1(C)X N f~1(D)X = () para cualesquiera subconjuntos -cerrados
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disjuntos C'y D de Yy, con W € 7(B).

0
Como habiamos dicho, esto demuestra la equivalencia entre i) y i) de la

conjetura 2.2.16 que planteamos, nos queda por responder si i) implica 7).

Ahora daremos otra version del teorema anterior, esta se puede tomar co-
mo la version fibrada de un teorema dado por Velichko en [21] para funciones

Y-continuas.

Definicion 2.2.26 Sean X y Y espacios topoldgicos fibrados; dos subcon-
Juntos disjuntos By y Bs contenidos en X se dice que son Ys-separables
fibrados si y solo si existen f: X — Y wuna funcion casi-continua fibrada
y W € 7(B) tales que By = f~(C}) y By = f~Y(Cy) para algunos Cy y Cy

subconguntos d-cerrados de Yy .

Teorema 2.2.27 Cada funcion casi-continua fibrada de un subespacio denso
A del espacio fibrado X en un espacio fibrado p : 'Y — B, con p una
funcion H-cerrada y Urysohn, admite una extension casi-continua fibrada a
X sty solo si cada par de subconjuntos Ys-separables fibrados de A tienen

cerraduras disjuntas en X.

Demostracion. Sean B; y By subconjuntos Ys-separables fibrados de A y
supongamos que B_ff N B_§( # (). Por la definicion de conjuntos Ys-separables
fibrados, existen f : A — Y una funcion casi-continua fibrada y W € 7(B)
tales que By = f71(C}) y By = f~1(Cy) para algunos C} y Cy d-cerrados
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de Y. Por el teorema 2.2.25, como existen dos subconjuntos disjuntos o-
cerrados de Yy, C1 y Cs, tales que f~1(C1)X N f=1(Cy)X # 0, entonces f no

admite una extension casi-continua fibrada a X, contradiccion.

Por otra parte, sea f : A — Y una funcién casi-continua fibrada. Si
W e 7(B) y Cy y Cy son subconjuntos disjuntos d-cerrados de Yy, entonces
F~YHCy) y f71(Cy) son subconjuntos Ys-separables fibrados de A. Por hipo-
tesis f~1(C1)X N f=1(Cy)X = (), entonces por el teorema 2.2.25 ii) tenemos

que existe una extension casi-continua fibrada F': X — Y de f. O

El resutado maés reciente y mas general (hasta el momento) sobre exten-
sion de funciones continuas es el dado por Osipov en [14], en ese trabajo
se dan condiciones necesarias y suficientes para que exista dicha extension
cuando el codominio de la funcién tiene un tipo de axioma de separacion que
se introduce previamente. El corolario 3.4 de [14] nos da condiciones nece-
sarias y suficientes para que una funciéon tenga una extension continua si el
codominio de la funcién es un espacio Urysohn.

En lo que resta de este capitulo nos dedicaremos a dar las definiciones
necesarias para enunciar y demostrar una version en la topologia fibrada de

dicho corolario.

Recordemos que las definiciones y conceptos sobre topolofa fibrada los
hemos tomado de [10], salvo aquellos que hemos tenido que desarrollar por

la inexistencia de los mismos en su version fibrada.

Definicion 2.2.28 Sean B un espacio topologico yp : X — B un conjunto
fibrado sobre B. Un b-filtro en X es un par (b,F), con b un punto en B y F
un filtro en X tal que b es punto limite del filtro p,.F en B.

Note que si ¢ : X — Y es una funcion fibrada, donde X y Y son conjuntos
fibrados sobre B, entonces las imagenes directas de miembros de un b-filtro
F en X generan un b-filtro ¢, F en Y.

Si X es un espacio topolégico fibrado sobre B tenemos lo siguiente.

Definicion 2.2.29 Un punto de adherencia de un b-filtro F en X es un
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punto en la fibra X, que es de adherencia del filtro F en X. Puntos fuera de
Xy no serdn considerados como puntos de adherencia.

Sea f una funcién continua de un subconjunto denso S de X a un espacio

topologico Y, definimos la siguiente condicion.

(*) Si{Ap} es una familia de subconjuntos cerrados de Y tal que (), Ag =

0, entonces (N, f~1(As) = 0.
La siguiente proposicion nos muestra que la condicién (%) es necesaria para

que exista una extension continua de una funcién f en cualquier espacio Y.

Proposicion 2.2.30 Sea f una funcion continua de un subconjunto denso
S de X a un espacio topologico Y. Si f tiene una extension continua a X

entonces la condicion (%) se cumple.

Demostracion. Supongamos que F' : X — Y es una extension continua
de f. Sea { A} una familia de subconjuntos cerrados de Y tal que (5 Ag = 0.
Tomemos = € X, entonces existe § tal que F'(x) ¢ Ag, de modo que existe
una vecindad abierta V' de F(x) tal que V N Ag = (. Luego, F~*(V) es una

vecindad abierta de z tal que F'~*(V)NEF~!(Ag) = 0. Por tanto, z ¢ f~1(Ap).
U

En [22]| Velichko demuestra que si el espacio Y es regular, entonces la

condicion (*) es suficiente para que exista una extension continua de f.

Definicion 2.2.31 (14| Sea M un subconjunto de un espacio topoldgico X, la
O-cerradura de M es el conjunto de puntos x € X tal que cualquier vecindad

. —0
cerrada de x intersecta M, la denotaremos como M .

Proposicion 2.2.32 Sean S un subconjunto denso del espacio topologico fi-
brado q : X — B, p : Y — B un espacio topologico fibrado Urysohn,
f S — Y una funcion continua fibrada, x € X y V un subconjunto abier-

to de Y. Si la condicion (x) se cumple, tenemos lo siguiente:

1. A{FINNS) - N e N(x)}y # 0.
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2. Sin{f(NN S)H : N eN(z)} np(q(x)) #0, entonces N{f(N N S)e :
N € N(z)} Np~'(q(x)) = {y} para algin y € p~*(q(x)).

Demostracion. 1) Comoz € N{N NS : N € N(z)}, entonces N{f(N N S) :
N € N(x)} # 0,y ya que la condicion (x) se cumple, se tiene que ﬂ{me :
N e N(x)} # 0.

2) Sean y € ({FIVAS) : N € N@)} np(q(a)) v = € p(g(x)) con
2z # y. Como Y es Urysohn, existen U, y U, vecindades abiertas de y y =
respectivamente tales que U,NU, = (). Entonces f~1(U,)Nf~1(U,) = 0, luego,
como z € f~1(U,) existe W vecindad abierta de x tal que W N f~1(U,) = (.
Se sigue entonces que f(W N.S)NU, = (). Por tanto z ¢ mg. O

La siguiente definicién es nuestra version fibrada de lo que se define en

[14] como punto Xg-interior.

Definicion 2.2.33 Sean q : X — B yp : Y — B espacios topoldgicos
fibrados, S un subconjunto denso de X, f : S — Y wuna funcion continua

fibrada y'V un subconjunto de'Y . Diremos que x € X es un punto Xg-interior

fibrado de f~Y(V) si

] _
(FNAS) : N e N(z)} np(q(z)) C V.
Denotaremos por Xo(f~1(V)) el conjunto de todos los puntos Xy-interiores
fibrados de f~Y(V).
Definamos la siguiente condicion.

(x1) Xo(f~*(V)) es un subconjunto abierto de X para cada V subconjunto
abierto de Y.

El resultado que a continuacién damos es la version fibrada del corolario
3.4 de [14].

Teorema 2.2.34 Sean S un subconjunto denso del espacio topoldogico fibrado
q: X — B, p:Y — B un espacio topologico fibrado Urysohn y f : S —
Y una funcion continua fibrada. Si ({f(N N S)G : N e N(z)}np~t(q(z)) # 0

entonces los siguientes son equivalentes:
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1. Euxiste una extension continua fibrada F': X — 'Y de f.
2. Las condiciones (x) y (x1) se cumplen.

Demostraciéon. (1) = (2). Por la proposicion 2.2.30 la condicion (x) se
cumple. Sean V' un subconjunto abierto de Y y z € Xy(f~!(V)). Como F es
una funcion continua fibrada y el conjunto {NNS : N € N(x)} es una base de
filtro de un ¢(x)-filtro que converge a z, entonces F = { f(NNS) : N € N(x)}
converge a F(z) € p~'(¢(x)). Como Y es Urysohn, ﬂ{me . N €
N(z)}nptg(z)) =F(z) € V,asi z € F~}(V).

Por otro lado, si x € F~}(V), entonces F(x) € V. Por la unicidad de los
puntos de adherencia de la base de filtro F = {f(NNS): N € N(x)} de un
q(z)-filtro, tenemos que ﬂ{mg N eN(@)}nptglx)) =F(z) €V,
entonces © € Xo(f~1(V)).

(2) = (1). Definimos F : X — Y como: F(z) = ({F(NNS) : N ¢
N(z)}Np~(g(x)). Por la proposiciéon 2.2.32 F esta bien definida y es una ex-
tension fibrada de f. Sea V' un subconjunto abierto de Y. Como la condicion
(x1) se cumple, Xy(f~*(V)) es un subconjunto abierto de X. Para probar
que F es continua demostraremos que Xq(f~1(V)) = F~1(V).

Sea z € Xy(f~*(V)), entonces F(x) = ﬂ{me : N € N(z)} n
p~Y(q(z)) C V, entonces z € F~1(V). Por otro lado, si z € F~1(V), F(z) =
ﬂ{me : N € N(@)}npt(q(z)) C V, por lo tanto = € Xo(f(V)).
U

De esta manera hemos obtenido el resultado més general hasta el mo-

mento sobre la extension de una funcién continua.

Conclusiones y preguntas

Con el trabajo desarrollado en esta tesis podemos dar algunas conclusio-
nes: la primera es que la propiedad de levantamiento de morfismos nos da
una buena manera de reformular conceptos basicos de la topologia general en

un lenguaje categorico, esto por su puesto nos ofrece un camino para definir
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los conceptos correspondientes en otras categorias, eso, como cualquier otra
teoria, puede o no ser fructifero. La segunda conclusion que tenemos es que
en la topologia fibrada hay mucho trabajo por hacer, como ya vimos, muchos
resultados que se tienen en la topologia general pueden extenderse a este
contexto fibrado, ademaés, esta naturaleza fibrada nos susurra fuertemente

que apliquemos la propiedad de levantamiento de morfismos.

Ademaés de las preguntas que ya hemos puesto tenemos otras que a con-
tinuacién enunciamos.

Referente a la clase de funciones H-cerradas tenemos la siguiente.

Pregunta 2.2.35 ;FEziste una clase de morfismos M en Top tal que M o

M" sea la clase de funciones H-cerradas?
En [4] se da la siguiente definicion.

Definicion 2.2.36 Una funcion Urysohn f : X — Y es U-cerrada si siem-

pre que g : Z — Y sea Urysohn y extienda a f se tiene que X es cerrado en
Z.

Anélogamente a las funciones H-cerradas, tenemos la siguiente pregunta.

Pregunta 2.2.37 ;FEziste una clase de morfismos M en Top tal que M' o

M" sea la clase de funciones U-cerradas?
En [14] Osipov da las siguientes definiciones.

Definicion 2.2.38 Sea a > 0 un ordinal. Una vecindad U de un conjunto
A es llamada a-vecindad de A si existe {Us}p<o una familia de vecindades
de A tales que U C Ugyy para cualquier B +1<a, yU =U, = U,@’ga Us.

Definiciéon 2.2.39 Un espacio topolégico X es llamado U(«)-espacio si para
cualesquiera x,y € X existen U, y U, a-vecindades de x y y respectivamente,
tales que U, N Fy = 0.

Un trabajo que nos parece factible hacer es dar la version fibrada de estos
espacios y estudiar sus propiedades, también pensamos que podemos gene-
ralizar el teorema 2.2.34 a la posible version fibrada de esos espacios. Todo

esto queda como un trabajo a futuro.
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Apéndice A
Propiedades algebraicas

En este apéndice desarrollamos algunos conceptos algebraicos por medio
de la propiedad de levantamiento de morfismos, algunos de estos los hemos
hecho mas generales de lo que se enuncian en [9].

Como habitualmente se hace denotaremos por 0 el objeto inicial y por 1

el objeto terminal de una categoria.

A.1. Morfismos suprayectivos

Proposicion A.1.1 Sean C una categoria con objeto inicial y A un objeto
en C. Entonces (0 —> A)" es la clase de morfismos f : X — Y que inducen
una funcion suprayectiva C(A, f) : C(A, X) — C(A,Y).

Demostraciéon. Supongamos que f: X — Y € (0 — A)".

Observemos que para cada j : A — Y el siguiente diagrama conmuta.

0— > X
o |
A

J

Entonces, para cada j existe h : A — X tal que hg =!'y fh = j, de este
modo tenemos que C(A, f) : C(A, X) — C(A,Y) es suprayectiva.
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Supongamos ahora que f : X — Y induce una funcién suprayectiva
C(A, f): C(A, X) — C(A)Y).

Seani: 0 — X yj: A — Y tales que fi = jg. Como C(A, f) es
suprayectiva, existe h € C(A, X) tal que fh = j, ademas, ya que 0 es inicial
se cumple que hg = i. Por lo tanto, f € (0 — A)". O

Definicion A.1.2 Sea C una categoria. Decimos que un objeto A € C es

proyectivo si el funtor C(A,—) : € — Con preserva los epimorfismos.

Proposicion A.1.3 Sea C una categoria con objeto inicial. Si A € € es pro-
yectivo tal que el funtor C(A, —) : € — Con refleja epimorfismos, entonces
(0 — A)" es la clase de epimorfismos de C.

Demostraciéon. Sea A objeto proyectivo de € tal que el funtor C(A, —) :
€ — Con refleja epimorfismos.

Supongamos que f : X — Y € (0 — A)". Entoces, f induce un
epimorfismo C(A4, f) : C(A, X) — C(A,Y), y ya que el funtor C(A, —) refleja
empimorfismos, entonces f es un epimorfismo.

Consideremos ahora f : X — Y un epimorfismo de C. Supongamos que
1:0— X yj:A— Y son morfismos en € tales que el siguiente diagrama
conmuta.

0—s X
Jd o s
A——Y

j
Como A es proyectivo, C(A, f) : C(A,X) — C(A,Y) es un epimorfismo,
entonces existe h : A — X tal que fh = j, ademas hg = i pues 0 es inicial.
Por lo tanto,f € (0 — A)". O

Observacion A.1.4 En Con, 1 es un objeto proyectivo y el funtor Con(1, —) :
Con — Con refleja epimorfismos.

Demostracién. Si f: X — Y es un epimorfismo, entonces para cada y €
Y existe z, € X tal que f(x) =y, de este modo Con(l, f) : Con(l,X) —

Con(1,Y") es suprayectivo. Por tanto 1 es proyectivo.
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Ahora, si Con(1, f) : Con(1,X) — Con(1,Y) es suprayectivo para f :
X — Y entonces para cada iy : 1 — Y existe T : 1 — X tal que
fT =7, lo que implica que f es suprayectivo. Por lo tanto, Con(1, —) refleja

epimorfismos. [

Corolario A.1.5 En Con, (0 — 1)" es la clase de funciones suprayectivas.
O

Corolario A.1.6 En Top, (0 — 1)" es la clase de funciones suprayectivas.

Demostraciéon. En Top, el objeto terminal 1 es proyectivo y el funtor
Top(1, —) : Top — Con refleja epimorfismos, la prueba de esto es igual que
en Con. [

Corolario A.1.7 En la categoria de R-mddulos, (0 — R)" es la clase de

morfismos suprayectivos.

Demostracion. Sabemos que R es proyectivo en R-Mod, luego, ya que R
es el R-Modulo libre en un generador, tenemos que el funtor R-Mod(R, —) :
R-Mod — Con refleja epimorfismos. Por lo tanto, (0 — R)" es la clase de

morfismos suprayectivos. [

A.2. Morfismos inyectivos

Proposicion A.2.1 En la categoria de R-mddulos, (R — 0)" es la clase

de morfismos inyectivos.

Demostracion. Sean f: X — Y, i: R — X y j: 0 — Y morfismos de
R-modulos. Supongamos que f es un morfismo inyectivo y que el siguiente

diagrama conmuta.
R—>X
of o |f
j
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Entonces, i(R) es un submoddulo del nicleo de f, y ya que f es inyectivo su
ntcleo es trivial, de donde concluimos que ¢ es idénticamente neutro, es decir,
para cada r € R, i(r) = 0. De tal modo que el tinico morfismo h : 0 — X
cumple que h0 =iy fh = j. Por lo tanto f € (R — 0)".

Supongamos ahora que f € (R — 0)". Todo morfismo de R-mo6dulos
i R — X cuya imagen esté contenida en el nicleo de f cumple que
j0 = fi.

Sea © € Nuc(f). Definimos i : R — X como: i(1g) = x. De este modo
i(R) € Nuc(f), entonces para el tnico morfismo h : 0 — X se cumple que
h0 =iy fh = j, de donde concluimos que x = i(1g) = 0. Por lo tanto, f es

inyectivo. [J

A.3. Mbobdulos proyectivos y moédulos inyecti-

VOS.

Proposicion A.3.1 En la categoria de R-mddulos, un modulo P es proyec-
tivo si y solo si 0 — P € (0 — R)™.

Demostraciéon. Sean P un R-modulo, f: X —Y € (0 — R)",i:0 —
Xy j: P — Y morfismos de R-modulos.

Supongamos que P es proyectivo. Como f es suprayectivoy j: P — Y,
entonces existe un morfismo de R-moédulos h: P — X tal que fh = 7. Asi,

para cada diagrama conmutativo

0—~X
of o s
P——Y

J

h: P — X cumple que h0 =i y fh = j. Por lo tanto, 0 — P € (0 —
R)™.

Supongamos ahora que 0 — P € (0 — R)™. Como fi = 50, entonces
existe h : P — X morfismo de R-médulos tal que h0 =iy fh = j. Por lo

tanto, P es proyectivo. []
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De manera dual tenemos que en la categoria de R-moédulos, un moédulo 1
es inyectivo si y solo si I — 0 € (R — 0)'".
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Apéndice B
Contraejemplos

En este capitulo recopilamos los contraejemplos que hemos encontrado de

afirmaciones que se hacen en [9] que resultan no ser correctas.

Consideremos la clase de morfismos M = {() — {x}} en Top.

Ejemplo B.0.1 Un espacio topoldgico K es vacio si y solo si K — {x}

estd en MU,

Basta observar que @ : {a} — {a,b} estd en M! y que para el siguiente

cuadro conmutativo

) —=— {a}
J o
B E—)
no existe h : {x} — {a} tal que @h = b. Por lo que K — {*} no esta en
MU
Por otra parte, si consideramos K = {x}, entonces idgx : K — {x} L f
para cada f € M, por lo que idg € M y K # 0.

Ejemplo B.0.2 ({a} — {a,b})! es la clase de morfismos suprayectivos.
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Para probar que es falso, consideremos el morfismo {¢} — {c \ d}, dicho
morfismo es claramente continuo y si j : {¢ \, d} — {a, b} es continuo tal

que el siguiente diagrama conmuta

{c} —*—{a}

feNedh——{a0}

entonces j es constante, de este modo el tinico morfismo h : {¢ \, d} — {a}
cumple que he¢ = i y ah = j. Por tanto ¢ € ({a} — {a,b})" pero no es
suprayectivo.

Ejemplo B.0.3 ({a} — {a <> b})" es la clase de morfismos suprayectivos.

Consideremos el morfismo suprayectivo ¢ : {a,b} — {a <> b}. Notemos que
cualquier morfismo h : {a <> b} — {a,b} que sea continuo necesariamente

es constante. Entonces, para el siguiente diagrama conmutativo

{a} —==~ {a,b}

"

{a < b} —={a b}

no existe h : {a +» b} — {a,b} continuo, tal que gh = id. Por lo tanto

9 ¢ ({aj — {a = 0})"
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