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Capitulo 1

Introduccion

Los poligonos son elementos de gran relevancia en el campo de la geometria
computacional. Su estructura permite la discretizacion de espacios continuos, como
lo es el plano, lo que facilita soluciones eficientes para problemas geométricos. En
general, se suele trabajar con poligonos simples, los cuales presentan intersecciones
solamente en los extremos de aristas adyacentes y separan el plano en dos regiones
conexas.

Por otro lado, las triangulaciones son otra manera de discretizar y particionar el
plano en piezas sencillas para un manejo més facil. Dada una coleccién de puntos P
en el plano en posiciéon general, una triangulacion de P es una particion del cierre
convexo de P en tridngulos con interiores ajenos, tales que su unién es el cierre
convexo de P, donde los vértices de los tridngulos son puntos de P y sus aristas son
segmentos de recta que unen parejas de puntos en P. Decimos que dos tridangulos
son adyacentes si ambos comparten una arista. Existen también triangulaciones con
propiedades interesantes, por ejemplo, una triangulacion de Delaunay de un conjunto
de puntos P es aquella en la que tres puntos de P definen un triarigulo si y sélo si el
circulo circunscrito que definen no contiene otros puntos de P. La triangulaciéon de
Delaunay puede ser calculada en tiempo O(n) a través de su dual, el diagrama de
Voronoi, el cual puede ser construido en tiempo O(nlogn) [15].

Ahora, un poligono simple también puede ser triangulado. En este caso se busca
particionar en triangulos el interior de un poligono, donde los vértices del poligono
original se convierten en los vértices de los tridngulos generados, las aristas del po-
ligono son usadas como aristas de tridngulos que tocan la frontera del poligono y
el resto de las aristas se obtienen al generar diagonales internas entre vértices del



poligono. Chazelle [2] demuestra que es posible realizar la triangulacion de un poli-
gono en tiempo lineal, sin embargo el algoritmo que propone resulta dificil de llevar
a la implementacion. Dado esto, en la practica se opta por usar otros algoritmos mas
sencillos pero de mayor complejidad, por ejemplo, en [9] se presenta un algoritmo
que triangula un poligono en O(nlogn) tiempo por medio de la descomposicion del
poligono en piezas mondtonas.

El triangular es tutil puesto que simplifica el espacio de trabajo, por esto se ha
usado como herramienta para resolver varios problemas de geometria computacio-
nal. Un ejemplo clésico es el algoritmo de Kirkpatrick [12] el cual puede realizar
busquedas de puntos en subdivisiones planas en tiempo O(logn). Por otro lado, las
triangulaciones tienen propiedades que por si mismas son de interés estudiar, una
propiedad sencilla es que existe una 3-coloraciéon para cualquier triangulacion de un
poligono [14].

Lawson [13] presenté una transformacion que trabaja sobre triangulaciones de
puntos, esta lleva el nombre de intercambio (ezchange en inglés). En publicaciones
posteriores como en [10] y [4] los autores se han referido a esta operaciéon como
un flip. Esta transformaciéon toma una arista de triangulos adyacentes tal que al
eliminarla deja un cuadrilatero convexo, posteriormente conecta la pareja de vértices
que no eran previamente adyacentes con una arista nueva. Esta operacion nos produce
una nueva triangulaciéon y por ende, induce una grafica conexa de flips, donde cada
triangulacion es un vértice de la grafica y dos vértices estan unidos por una arista si
ambas triangulaciones asociadas estan a un flip de distancia. En [7| Fortune prueba
que se puede convertir a cualquier triangulaciéon de un conjunto de puntos en una
triangulacion de Delaunay con un nimero cuadratico de flips.

Otro problema relacionado que ha sido estudiado de manera extensa es el pro-
blema de la galeria de arte. En este se busca acotar el nimero maximo de guardias
necesarios para vigilar el interior de un museo, este tltimo modelado utilizando un
poligono simple.

El teorema de Chvatal [3] dice que || guardias son siempre suficientes y ocasio-
nalmente necesarios para vigilar cualquier poligono simple de n vértices. Para probar
este resultado se toma cualquier triangulacion del poligono para después obtener un
conjunto de vértices con a lo mas |52 elementos de tal forma que cada triangulo

tiene un vértice del conjunto.

Poco después, Fisk [6] hace uso de una 3-coloracion para dar una demostracion
alternativa pero similar al resultado de Chvatal. La demostracion de Fisk es muy
elegante y se presenta a continuacion: Sea P un poligono simple con n vértices, si
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a P lo triangulamos podemos colorear sus vértices con tres colores de tal manera
en que cada par de vértices tendran colores distintos si estos son adyacentes por
medio de una arista de la triangulacion. Sea C} el conjunto de vértices de color ¢ con
t € {1,2,3}. Sin perder generalidad, si sucede que |C}| < |Cy] < |C3| entonces esto
implica que |C1| < Z. Por esto, como todo tridngulo tiene un vértice de color 1 si
colocamos un guardia en cada vértice de ' estarfamos vigilando completamente a
P. La demostracion nos liga el problema de triangular un poligono simple con el de
vigilarlo, en la Figura 1.1 podemos ver un pequeno ejemplo al utilizar el resultado.

Figura 1.1: Coloracion de los vértices de un poligono simple usando una triangulacion,
los conjuntos de vértices de un mismo color son suficientes para vigilar el poligono.

El problema de vigilar poligonos es interesante por si mismo, y se han estudiado
otras variantes donde se busca vigilar objetos como: un arreglo de segmentos de recta,
donde una recta puede ser iluminada por cualquiera de los dos lados; el interior de
circulos que so6lo se tocan entre si en sus fronteras; o estructuras que se asemejan mas
a galerias de arte, como lo son rectangulos subdivididos en cuartos rectangulares
conectados por medio de puertas; entre otras, las cuales pueden encontrarse en el
libro de O’Rourke [14] y los articulos de revision de Shermer [16] y Urrutia [17].
Por ejemplo, el agregar propiedades nuevas a los poligonos nos permite estudiar
subclases de poligonos interesantes; una frecuentemente estudiada son los poligonos
ortogonales, cuyas aristas estan alineadas con un par de ejes coordenados ortogonales.
En su articulo, Khan, Klawa y Kleitman [11] resolvieron el problema de la galeria de
arte sobre poligonos ortogonales, mostrando que |} | guardias son siempre suficientes



y a veces necesarios para vigilar el poligono, esta diferencia de cota resalta que
restringir propiedades nos permite supuestos que objetos mas generales no cumplen.

Para esto, se da una demostracion compleja de que cualquier poligono ortogonal
puede ser particionado en cuadrilateros convexos, donde los vértices de cada cuadri-
latero son vértices del poligono y sus aristas estan contenidas en el poligono [11]. A
partir de esta cuadrilaterizacion del poligono se construye una grafica que conecta
los vértices opuestos de cada cuadrilatero por medio de diagonales (ver Figura 1.2).
Dado que la grafica generada es 4-coloreable, una clase cromatica de la coloracion
puede vigilar el poligono ortogonal de manera similar a la que una clase cromética
de una 3-coloracién vigila un poligono simple.

.k— T\
\\ \ o
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Figura 1.2: Particion en cuadrilateros de un poligono ortogonal, se puede generar una
grafica 4-coloreable al conectar parejas de vértices opuestos para cada cuadrilatero.

Por otro lado, en [5] se presenta una nueva variante del problema de la galeria
de arte, ahora aplicada a una nueva subclase que nombran ortho-unit polygons, en
este trabajo se traducira el término a poligonos 1-ortogonales. Estos son poligonos
ortogonales simples, pero su caracteristica distintiva es que todas sus aristas tienen
longitud unitaria y sus vértices tienen coordenadas enteras. Para esta clase de poli-
gonos logran mostrar que para n > 12 vértices, el poligono puede ser vigilado con a

n—4

lo mas | "5~ | guardias.

Para probar este resultado se hace uso de una particiéon del poligono en % colum-
nas de ancho unitario, posteriormente se representa esta particion con un arbol T’
donde cada vértice es una columna y dos vértices son adyacentes si la interseccion
de las fronteras de sus columnas correspondientes son no vacias (véase Figura 1.3).
A partir de esto, se nota que vigilar parejas de vértices de T es posible si se puede



conectar sus respectivas columnas por medio de un corte horizontal que esté comple-
tamente contenido en el poligono, a partir de este emparejamiento de los vértices de
T se sigue el resultado final.

Al final de su trabajo, presentan una conjetura para otra clase de poligonos,
llamados poligonos integrales ortogonales, los cuales son poligonos simples ortogonales
donde sus aristas tienen longitudes enteras. Se conjetura que estos poligonos pueden
ser vigilados siempre con a lo méas | 2] guardias, donde p es el perfmetro del poligono.

c J
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Figura 1.3: (a) Particiéon en columnas de un poligono 1-ortogonal. (b) El arbol co-
rrespondiente a la particion.

1.1. Contribucién del trabajo

Notese que los problemas que se han mencionado trabajan sobre poligonos esté-
ticos, esto es, no cambian respecto al tiempo. Permitir que un poligono 1-ortogonal
cambie ligeramente a lo largo del tiempo abre las puertas a nuevas variantes de los
problemas que se han discutido a lo largo de este capitulo. Esto motiva a la construc-
cién de una transformacion que opere sobre los poligonos 1-ortogonales y que genere
nuevos poligonos 1-ortogonales.

En este trabajo se presenta dicha transformacion, la cual modifica las aristas
de poligonos 1-ortogonales de tal manera en que nos genera nuevos poligonos de la
misma clase, esto evoca recuerdos del operador flip para triangulaciones, por esta
razéon se reutiliza el nombre de flip para esta nueva transformaciéon. La definiciéon
formal de un flip junto con una explicacion mas detallada de la transformacion se
presenta en el siguiente capitulo (ver Definicion 1).



Continuando en esta la misma linea de pensamiento, consideremos que con una
sucesion de flips se puede transformar un poligono 1-ortogonal en otro distinto, por
lo que podemos agrupar de esta manera parejas poligonos entre si, estos grupos nos
induce clases de equivalencias, donde dos poligonos son flip-equivalentes si existe una
secuencia de flips que transforme uno en otro.

A partir de lo anterior, una pregunta que surge naturalmente es la siguiente:

Problema. Sean dos poligonos 1-ortogonales ;Es posible llegar de un poligono al
otro mediante flips? Es decir, ;Seran ambos flip-equivalentes?

El principal objetivo de este trabajo es la obtencion de un algoritmo que en tiempo
O(n?) permita decidir si dos poligonos 1-ortogonales son flip-equivalentes, este serd
el Teorema 3 al final del Capitulo 3.

1.2. Estructura del trabajo

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presentan conceptos fundamentales, definiciones y propieda-
des que se usaran durante el estudio del problema, por otro lado se define nueva
terminologia relacionada a los poligonos 1-ortogonales y al operador flip.

En el Capitulo 3 se dan demostraciones para un conjunto de lemas y teoremas que
son importantes para alcanzar la solucién del problema. Seguido de esto se describen
a detalle los algoritmos resultantes y se analizan sus complejidades. Para terminar
el capitulo, se mencionan posibles estructuras de datos que sirven para modelar el
problema.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones obtenidas, junto con
esto se mencionan variantes del problema y posibles extensiones futuras del trabajo.



Capitulo 2

Conceptos y Definiciones

En este capitulo se presentan y describen los conceptos fundamentales que per-
mitiran comprender los objetos investigados. Estos seran de gran importancia para
alcanzar los resultados del estudio. Algunos de los siguientes conceptos fueron ex-
traidos del libro de O’Rourke [14] y del articulo de revision de Urrutia [17].

Un punto en el plano p = (x,y) es una pareja de nimeros reales ordenados.
Asimismo, dos puntos p y ¢ delimitan un segmento de recta que es denotado como
Dq.

Un poligono simple P se define como una sucesion de puntos en el plano P =
{vo,v1,...,v,_1} donde cada v; es un vértice de P. Las aristas de P son segmentos
cerrados de rectas que unen pares de vértices v;, v;41 con i € {0,1,...,n— 1}, donde
la suma es moédulo n. Sus aristas no se intersecan mas que en sus extremos y solo entre
aristas adyacentes. Nos referimos a P como la regién delimitada por los vértices y
aristas de P. Se dice que un vértice v = (x,,y,) se encuentra en un punto p = (x,, y,)
si T, = Xp y Yu = Yp. Para propositos de este trabajo se asume que los vértices de un
poligono P lo rodearan en sentido antihorario con respecto al interior relativo de P.

A un poligono simple P se le llama ortogonal si sus aristas son paralelas a un
par de ejes coordenados ortogonales. Estos ejes suelen ser los ejes cartesianos, asi las
aristas de P alternan entre aristas horizontales y verticales. Se pueden dividir los
vértices de los poligonos ortogonales en dos clases: concavos y convexos. Un vértice
concavo es aquel cuyas aristas incidentes a él forman un angulo en el interior del
poligono mayor a 180 grados. Un vértice convexro es aquel que no es concavo.



Ahora, se recuerda que en el capitulo anterior se defini6 el poligono 1-ortogonal, el
cual tiene dos propiedades importantes, primero que todo vértice tiene coordenadas
enteras, y segundo que la longitud de todas sus aristas se limita a que sean de tamano
unitario.

Figura 2.1: Ejemplos de poligonos 1-ortogonales.

Los poligonos 1-ortogonales presentan una estructura notablemente interesante,
ya que podemos encontrar poligonos que son casi idénticos con respecto a sus aristas.
En la Figura 2.1 se puede apreciar un claro ejemplo de esto, donde los dos poligonos
de la izquierda difieren Gnicamente en tres aristas. Notemos la arista e mas hacia
arriba del poligono de la izquierda, si e es trasladada dos unidades hacia abajo,
resultaria en el poligono de en medio. Este movimiento se puede definir como una
transformacion que opera sobre las aristas de un poligono 1-ortogonal que genera
nuevos poligonos de la misma clase.

Definiciéon 1. Sea e = (vg,v1) una arista de un poligono 1-ortogonal P tal que los
vértices u y w son adyacentes a vy y vy respectivamente, y la recta | generada por u y
w es paralela a uno de los ejes coordenados. Se define el operador flip sobre e como
una reflexion de e a través de la recta | de tal forma que genere un nuevo poligono
1-ortogonal.

Es de notar que no se puede realizar el flip sobre todas las aristas del poligono que
cumplen con la estructura de la definiciéon anterior. Si el realizar un flip sobre una
arista generaria un poligono que no es simple, entonces decimos que el flip produce
una colision y por lo tanto no es realizable.

Se describira a mayor detalle el funcionamiento del operador. Consideremos una
arista horizontal e tal que los vértices u y w que son adyacentes a los extremos de e
definen una recta horizontal [, por lo que un flip sobre e trasladaria a e dos unidades
hacia arriba, ademas, si inmediatamente después se realiza un segundo flip sobre e,
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éste se trasladaré dos unidades hacia abajo, véase la Figura 2.2; de manera anéloga
se puede definir el operador para aristas verticales.

Dado lo anterior es evidente que el flip es invertible. A pesar de esto, se pueden
producir movimientos méas complejos al realizar un conjunto secuencial de flips sobre
aristas distintas del poligono. Por ejemplo, si aplicamos un flip sobre una arista e y
luego modificamos las aristas adyacentes por medio de flips, al hacer un segundo flip
sobre e, la alejaremos atin mas de su posicion original.

A
1
1
1
i
1
1
1
1
1

flip

-/

1
1
1
1
1
1
1
1
1

\J

Figura 2.2: Ejemplo del flip aplicado sobre una arista horizontal e, esto es, se refleja
e a través de la recta [ definida por los vértices u y w. El flip izquierdo incrementa
el area del poligono y el flip derecho lo decrementa.

Considerando las observaciones anteriores, es posible asociar parejas de poligo-
nos l-ortogonales por medio de una serie de flips. Esto define la siguiente clase de
equivalencia.

Sean P y @) dos poligonos 1-ortogonales. Se dice que Py () son flip-equivalentes

. . . ‘ s
si existe una secuencia finita de flips S que transforme a P en (), y se denota P = Q).
Se les llama el poligono inicial y el poligono objetivo a Py (), respectivamente. De-
notamos como |S| al namero de flips que se encuentran en la secuencia S, tendremos
este valor en cuenta puesto que es de gran relevancia estudiar la longitud minima
que podria tener una secuencia de flips. Por ultimo, si al sumar un vector constante
a los los vértices de P, estos se encuentran en la misma posicion que los vértices de
@, entonces decimos que P y () son iguales y se denota por P = (). Claramente
poligonos que son iguales también son flip-equivalentes.
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2.1. Dualidad

A cada poligono 1-ortogonal P se le puede asociar un tnico poligono no simple P*
usando el siguiente método: Primero, se particiona el poligono original en cuadrados
unitarios. Luego, se genera una secuencia de vértices siguiendo el orden del poligono
original, utilizando como coordenadas los centros de cada cuadrado que toca la fron-
tera de P, notese que un centro puede aparecer dos veces en la secuencia. Por tltimo,
se agrega a P* una arista nueva por cada par de vértices consecutivos de la secuencia
anterior (ver Figura 2.3).

Obsérvase que esta transformacion es invertible, es decir, se puede obtener el
poligono original P a partir del poligono P*. En particular, sea GG el conjunto de
puntos en que intersecan a P* con coordenadas de la forma (z + 0.5,y + 0.5), con
xz,y € N. La unién de todos los cuadrados unitarios con centros en G produce la
frontera del poligono original P. Con la transformacion anterior se establece una
dualidad entre ambos poligonos, donde P pertenece a un espacio primal y P* al
espacio dual, a P* lo nombramos como el poligono dual asociado a P.

Figura 2.3: Transformacion del poligono primal al poligono dual. Los poligonos duales
se mostraran con una frontera azul.

Los poligonos del espacio dual pueden ser descritos de manera sencilla si se les
aplica una transformacion afin que los rota 45 grados en sentido horario alrededor
del origen y los escala por un factor de \/ii como se puede apreciar en la Figura 2.4.
Por otro lado, si se desea que cada vértice tenga coordenadas enteras estos pueden
ser trasladados.

Se puede notar que al aplicar la transformaciéon afin anterior se obtienen poli-
gonos con aristas ortogonales. Para reutilizar la terminologia referente a poligonos
ortogonales, se asume que todo poligono dual pas6é por esta transformacion. Ca-
be mencionar que los poligonos duales tienen un cierto parentesco a otros objetos
geométricos, como los poligonos integrales ortogonales ya mencionados en [5] o a
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los poliominos simples (véase [1]). A pesar de esto, los poligonos del espacio dual
presentan otras propiedades que los distinguen.

< ,

Figura 2.4: La transformacion afin aplicada al poligono dual.

De manera inmediata, es claro que para los poligonos duales, cada una de sus aris-
tas tiene una longitud de una unidad y puede suceder que existan aristas consecutivas
colineales.

A la definicién de poligono ortogonal, se le puede agregar una excepciéon para que
se permitan intersecciones entre extremos de aristas no consecutivas. Con esto se
pueden presentar dos tipos de intersecciones en la frontera del poligono, en la Figura
2.5 se muestra en el punto ¢ lo que llamaremos un contacto y en el punto p un cincho.

Figura 2.5: Si dos parejas de aristas adyacentes comparten un mismo punto, pueden
producir un contacto en ¢ (a) o un cincho en p (b).
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Sea P un poligono ortogonal que permite que dos pares de aristas consecutivas
compartan un mismo punto en sus extremos. Sea ¢ un punto en P que cumple con la
propiedad anterior. Sea Int(P) el interior del poligono P, se dice que hay un contacto
en ¢ si el conjunto Int(P) — ¢ es un conjunto disconexo. De otro modo, decimos que
existe un cincho en gq.

Dado esto, el poligono dual puede presentar contactos en sus vértices. El poligono
dual no presenta cinchos dado que al transformarlo al espacio primal produciria un
poligono con hoyos. Los flips que producen colisiones en un poligono 1-ortogonal no
se pueden aplicar en su poligono dual correspondiente y viceversa, por lo que otra
propiedad que cumplen los poligonos duales es que si se trazan rayos ortogonales
desde cada vértice convexo del poligono dual hacia su exterior relativo, hasta tocar
la frontera del poligono, estos rayos tendran una longitud minima de dos unidades.

Ahora, un flip sobre una arista e de un poligono 1-ortogonal se puede traducir
a una traslacion diagonal de un vértice v correspondiente del poligono dual de tal
manera que nos genera un nuevo poligono dual, esto se muestra en la Figura 2.6. La
operacion de flip se traduce de manera natural al espacio dual, por lo que reciclaremos
el nombre de flip para esta operacion sobre el poligono dual. Se puede notar que, en
el caso de los poligonos duales, no se les puede aplicar un flip a los vértices que son
colineales con sus vértices vecinos.

E ll:l: Jlip E ::l: i '—'Ll-: flip i
Figura 2.6: Un par de flips aplicados sobre los vértices de un poligono dual que
corresponden a las aristas de su un poligono 1-ortogonal asociado.
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El poligono dual tiene una menor cantidad de aristas y vértices que el poligono
primal, esto hace que el manejo de los flips en el espacio dual sean mas simple
visualmente, por esta razéon trabajaremos exclusivamente en el espacio dual. Dado
que nos interesa la flip-equivalencia entre poligonos, es ttil verificar que los resultados
obtenidos del poligono dual se pueden reducir trivialmente al poligono 1-ortogonal.

Teorema 1. Sean P y Q) dos poligonos 1-ortogonales, P y Q) son flip-equivalentes
sty solo si sus respectivos poligonos duales son flip-equivalentes.

Demostracién. P £ Q@ si y solo si existe una secuencia de flips S que convierte a P
en Q. Sea f el primer flip en S que se aplica sobre una arista e de P, f existe si y
solo si existe un flip ' que se puede aplicar sobre un vértice correspondiente de P*.
Aplicar a f sobre P nos genera un poligono P’ si y sélo si aplicar f’ sobre el vértice
de P* nos genera un poligono P™*. La arista y el vértice a los que se les aplico el flip

son correspondientes por lo tanto P™* es el poligono dual de P’. Por lo tanto se tiene

que P L pg y s6lo si P* L p*. Tterando el argumento sobre el resto de los flips de

S se llega a que P* = Q*. [

2.1.1. Estudio del poligono dual

Para resolver el problema de la flip-equivalencia entre poligonos duales, se utiliza-
ra un enfoque que consiste en analizar la estructura de los poligonos y establecer un
conjunto de propiedades que permitan identificar la flip-equivalencia. A continuaciéon
se definen algunas componentes de los poligonos duales que son de gran interés: Las
aristas esenciales, los rieles y las escaleras (ver Figura 2.7).

ST(to, t |

ty

Figura 2.7: Dos rieles [y y I3 que contienen a aristas esenciales ¢y y t1. Los vértices
entre to y t; componen a la escalera ST'(to, t1).
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Definicion 2. Sea P* un poligono dual.

» Una arista esencial t de P* es una union de aristas consecutivas colineales de
P* tal que las dos aristas vecinas de t se encuentran en el mismo semiplano
delimitado por la recta que contiene a t. La arista esencial puede ser de tipo
vertical u horizontal. Decimos que un vértice forma parte de una arista esencial
st incide en alguna arista de t.

s Un riel de P* es una recta vertical u horizontal que contiene a una o mds
aristas esenciales.

= Una escalera es un conjunto de vértices consecutivos de P* que no pertenecen
a aristas esenciales. Existe una escalera entre cada par de aristas esenciales
consecutivas t y t', y la denotamos como ST (t,t').

A partir de estas definiciones se pueden hacer las siguientes observaciones: un flip
puede hacer que un vértice forme parte de una arista esencial, esto nos dice que la
arista esencial se puede alargar, encoger o “mover” a lo largo del riel al que pertenece,
pero no puede ser eliminada. Esto es por el hecho de que el intentar eliminar una
arista esencial utilizando flips, produce una colisién en el poligono primal. Por otro
lado, una escalera puede ser vacia si sus aristas esenciales adyacentes se tocan en sus
extremos, en este caso, un vértice formara parte de dos aristas esenciales (véase la
Figura 2.8).

Figura 2.8: Poligono dual con su primal delineado. Por medio de varios flips se puede
hacer vacia la escalera que se encuentra entre la arista esencial vertical (verde) y la
arista esencial horizontal (rojo).

Por otro lado, la clasificacion de aristas esenciales y escaleras implica una particion
de los vértices del poligono, primero en el conjunto de vértices que se encuentran en
alguna escalera, y segundo en el conjunto de vértices que pertenecen a las aristas
esenciales del poligono; es claro que ambos conjuntos son disjuntos por definicion.
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Como observacion, el flip no puede incrementar la altura de las aristas esenciales
horizontales que se encuentran mas arriba en el poligono pues solo pueden moverse
sobre su riel, esto también aplica para las aristas esenciales que se encuentran més a la
derecha, més a la izquierda y mas abajo. Lo anterior implica que todos los poligonos
de una misma clase de equivalencia estaran contenidos en una regiéon delimitada, a
esta region se le llama el rectdngulo contenedor de un poligono dual.

Dado que los poligonos se pueden encontrar en cualquier parte del plano, por
conveniencia supondremos que la esquina inferior izquierda de sus rectangulos con-
tenedores se encuentran en el origen.

2.2. Poligonos similares

El hecho de que las aristas esenciales no pueden desaparecer del poligono dual,
implica que éstas nos da una buena descripcion del poligono. Ademas, es evidente
que el perimetro es invariante bajo flips.

Definiciéon 3. Sean P* y Q* dos poligonos duales. Decimos que P* y Q* son similares
st cumplen lo siquiente:

1. P* y Q* comparten el mismo perimetro.

2. Siguiendo el orden de ambos poligonos, existe una correspondencia uno a uno
entre las aristas esenciales de ambos poligonos, donde cada pareja correspon-
diente comparte un mismo riel.

Con el concepto de similitud a la mano se puede observar que esta no es una pro-
piedad suficiente para que dos poligonos sean flip-equivalentes, pero si es necesaria.

En la Figura 2.9 se muestran dos poligonos similares puesto que sus aristas esen-
ciales cumplen con los postulados de similitud, pero no son flip-equivalentes. Al
querer convertir el poligono inicial en el poligono objetivo, el realizar cualquiera de
los flips marcados en rojo para el poligono inicial generaria colisiones en el primal,
esto es, el primal dejarfa de ser un poligono simple. Notese que se tiene un conjunto
de flips que dependen entre si de manera ciclica, por el momento se ha mantenido
que un flip solo puede modificar un vértice a la vez, por lo que ninguno de esos
flips se pueden aplicar, esto implica que los poligonos no son flip-equivalentes. Por
otro lado, no es dificil ver que existen vértices donde se pueden realizar flips, dado
que todos son ajenos al ciclo, un flip sobre estos solo alejara al poligono inicial del
poligono objetivo.
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Figura 2.9: Pareja de poligonos que son similares pero no son flip-equivalentes.

El estudiar las estructuras de los poligonos para llegar a la soluciéon del problema
parece presentar un mayor reto de lo que inicialmente se podria pensar, en especial
considerando la clara diferencia entre poligonos duales que parecen tener formas
ajenas pero resultan ser flip-equivalentes. Un claro ejemplo de esto son los poligonos
en la Figura 3.8c presentados en el siguiente capitulo, los cuales son flip-equivalentes
por construccion.

Por estas razones se estudiara el problema utilizando la definicion de flip-equivalencia,
esto es, se buscara la construccion de la secuencia de flips que transforme el poligono
inicial en el poligono objetivo. La similitud es de gran importancia para calcular esta
secuencia ya que nos garantiza una correspondencia entre aristas esenciales y reduce
considerablemente el nimero de poligonos potencialmente flip-equivalentes.

2.2.1. Trayectorias de vértices

A continuacion, estudiaremos la trayectoria que tomarian los vértices al transfor-
mar del poligono inicial en el poligono objetivo. Para esto, primero se busca etiquetar
a cada uno de los vértices de ambos poligonos de tal manera que esto nos genere una
asociacion entre sus posiciones iniciales y sus posiciones finales. Esta asociaciéon es
importante pues nos permitird obtener la trayectoria que tomara un vértice para ir
de su posicién inicial a la posicion final. Primero se observa el comportamiento de
los vértices al aplicarles un tnico flip.

Sea v un vértice cualquiera de un poligono dual. A consecuencia de la prueba del
Lema 1 mostrada en el capitulo siguiente, es claro que el ntimero de aristas esenciales
a las que pertenece v modifica los posibles puntos a los que éste se puede mover por
medio de un flip. Puesto que v puede ser parte de a lo méas dos aristas esenciales al
mismo tiempo, tenemos tres casos (ver Figura 2.10):
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a) Si v se encuentra en los extremos de dos aristas esenciales de tipos distintos,
entonces v solo se puede alejar de ambas aristas en una direccién.

b) Si v pertenece a una escalera, entonces v se puede mover sobre una sola recta
diagonal.

c¢) Si v forma parte de una arista esencial ¢, entonces v solo puede alejarse diago-
nalmente de t en dos direcciones distintas.

—————o——o ' Y
Vo ] E}/'
\\ v
G—
b—0
v
o——o—ow» ~
(%
X p——
lj “ S—
(a)
(b) ()

Figura 2.10: Los posibles flips (marcados en rojo) que se pueden aplicar sobre un
vértice v dependiendo de su posicion en el poligono: (a) v se encuentra en dos aristas
esenciales; (b) v se encuentra en una escalera, un flip traslada a v sobre una misma
diagonal; (c) v se encuentra en una arista esencial, un flip puede mover a v a lo largo
de alguna de las dos diagonales marcadas.

En el caso ¢) se puede ver que la escalera a la que formara parte el vértice depende
de la direccion del flip que se tome, por lo que se volveria un vértice del caso b).

El caso a) es el unico en el que solo existe un flip que se puede realizar, este
flip al aplicarlo a un vértice v hace que v se incorpore a una escalera delimitada
por las aristas esenciales en las que incidia v, nétese que v sbélo podra ser parte
de esta escalera puesto que solo puede moverse sobre una diagonal. Esta propiedad
nos facilita encontrar a estos vértices dentro del poligono de la siguiente manera:
Teniendo a P* como un poligono dual, sean ¢ y ¢’ dos aristas esenciales consecutivas
en P* de donde una es una arista horizontal y la otra vertical. Sea r el punto de
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interseccion entre los rieles a los que pertenecen ¢ y t'. Sea [ una recta diagonal que
contiene a r y que ademads interseca a la escalera ST(t,t') en un vértice s, a s le
llamamos un vértice extremal.

El hecho de que poligonos similares P* y Q* tienen sus aristas esenciales en
correspondencia uno a uno, implica una correspondencia entre los vértices extremales
que se encuentran entre parejas aristas esenciales correspondientes, véase la Figura
2.11. Con esto podemos generar una correspondencia uno a uno entre todos los
vértices de ambos poligonos de la siguiente manera: siendo s, € P*y s, € Q* dos
vértices extremales correspondientes, podemos definir la funcién C' : P* — Q* que
asocia vértices de P* a vértices de Q* empezando por C(s,) = s, y para el resto de
los vértices simplemente se sigue el orden de ambos poligonos.

L

L

Figura 2.11: Dos poligonos similares con sus vértices extremales resaltados en ana-
ranjado, con s, y s, siendo extremales correspondientes. Es de notar que algunos de
ellos ya forman parte de dos aristas esenciales consecutivas.

Una vez que se tiene esta correspondencia C, cada vértice pasara por una sucesion
de puntos en el plano al momento en el que transformamos el poligono P* en Q*.
En la Figura 2.12 se puede observar la trayectoria que se forma desde un vértice
resaltado v € P* hasta su correspondiente u € Q*. Debido a la naturaleza del flip,
la trayectoria se encuentra formada por segmentos diagonales que van cambiando
de direccion cuando los vértices se incorporan a las aristas esenciales horizontales
marcadas en rojo.

Sean P*y Q* dos poligonos flip-equivalentes. Sea C'(u;) = v; conu; € P*yv; € Q*
la correspondencia entre los vértices de ambos poligonos. La trayectoria que tomara
u; para llegar a v; por medio de flips es una sucesion de puntos T' =< pg, p1, ..., P >
donde cada p; estd a un flip de distancia de p;;1 y tal que v; = py y u; = p;. AT se
le llama la trayectoria de vértices dada por u; y v;.
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Figura 2.12: Trayectoria de vértices T' generada a partir de un vértice v y su corres-
pondiente u. La trayectoria cambia de direccién cuando los vértices tocan en orden
las aristas esenciales horizontales tg, t; y ts.

El Lema 2 que se demuestra en el capitulo siguiente nos garantiza que las tra-
yectorias provenientes de vértices correspondientes son unicas. Este resultado es de
gran utilidad dado que reduce considerablemente la complejidad de calcularlas.

2.2.2. Intervalos del Poligono Dual

Teniendo en cuenta la seccion anterior se puede detallar un poco mas el compor-
tamiento de las trayectorias de vértices si solo se observa una seccion de la frontera
del poligono dual. En particular, es de notar que los vértices extremales consecuti-
vos nos permiten partir el poligono en intervalos de segmentos ortogonales. Por las
propiedades de vértice extremal es claro que las aristas esenciales que se encuentran
en estos intervalos son o todas horizontales o todas verticales. Un ejemplo de esto se
puede observar en la Figura 2.13.
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Figura 2.13: Divisién en intervalos ortogonales de un poligono dual por medio de
sus vértices extremales marcados en anaranjado. Cada intervalo tendré solo aristas
esenciales horizontales o solo aristas esenciales verticales.

Sea P* un poligono dual, sean sy y s; dos vértices extremales consecutivos en
P*. Decimos que un intervalo de P* es una sucesion de vértices delimitados por sy y
s1. Si todas las aristas esenciales que se encuentran en el intervalo son horizontales
le llamaremos un intervalo horizontal, de otro modo es un intervalo vertical. A los
conjuntos de intervalos horizontales y de intervalos verticales los denotamos por Iy
y Iy respectivamente.

Una observaciéon que se debe resaltar es que, como el flip no modifica el perimetro
ni el orden de los vértices respecto al poligono, entonces para toda pareja de vértices
del poligono, el niimero de vértices que se encuentran entre ellos es invariante bajo
flips. Por otro lado, esto implica que un vértice esta fijado en su intervalo, esto es, no
puede cambiar de un intervalo horizontal a otro vertical y viceversa. Notese ademéas
que un vértice extremal sera parte de los extremos de dos intervalos de tipos distintos.

Se busca simplificar el comportamiento de la trayectoria de un vértice. El Lema 3
presentado en el capitulo siguiente es 1til pues muestra que la trayectoria generada
por un par de vértices correspondientes es monoétona respecto a uno de los ejes coor-
denados. Esto es, una trayectoria de vértices es z-monotona (y-monotona) respecto
al eje = (eje y) si toda recta vertical (horizontal) interseca a la trayectoria en a lo mas
un punto. Por observaciones previas se puede notar que la trayectoria generada por
vértices extremales es xy-mondtona, estos vértices siempre se encuentran en ambos
tipos de intervalos.
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Por tltimo, si v es un vértice no-extremal que se encuentra en un intervalo hori-
zontal (vertical), por la monotonia de su trayectoria podemos simplemente preguntar
si su correspondiente se encuentra a su derecha o a su izquierda (arriba o abajo). Con
esto podemos dar un valor numérico a la separaciéon entre dos poligonos respecto al
numero de flips que deben realizarse para transformar uno en otro, esto nos describe
el concepto de una flip-distancia.

Definicion 4. Sean P* y Q* dos poligonos similares. Sean v = (uy,u,) € P* y
C(u) = v = (v, vy) € Q* vértices correspondientes para ambos poligonos. Definimos
la flip-distancia entre ambos vértices:

- ) el
dist(u,v) = vy — ug|  Siu,v i
v, —uy,| e.o.c.

Se denota como f, a un flip que decrementa distancia entre v y su correspon-
diente, en cambio, si el flip incrementa distancia, este se denota por f,. Ademds, se
extiende la definicion de flip-distancia ahora para el par de poligonos similares:

dist(P*,Q") = Y dist(u,C(u))

ueP*,C(u)eQ*

Es importante recordar que, al hablar de poligonos similares, estas definiciones
también se aplican sobre poligonos flip-equivalentes. Por otro lado, dado que solo
se estara trabajando con flip-distancia, nos referiremos a este concepto simplemente
con el término de distancia. Ahora, el aplicar un flip sobre un vértice solo puede
decrementar o incrementar la distancia entre él y su correspondiente por una unidad.
Con esta observacion es posible conectar el concepto de distancia entre dos poligonos
flip-equivalentes y la secuencia de flips que convierte un poligono en el otro.

En particular, sean P* y QQ* dos poligonos duales tales que P* = Q*. Sea S la
secuencia de flips que convierte a P* en Q* tal que Vf € S tenemos que f decre-
menta la distancia entre ambos poligonos, entonces decimos que S es una secuencia
decreciente. De esto se sigue la siguiente observacion:

Observacion 1. Sea S una secuencia de flips para una pareja de poligonos flip-
equivalentes, entonces S es una secuencia decreciente si y solo dist(P*,Q*) = |S]|.
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Capitulo 3

Resultados Principales

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos a partir de las observa-
ciones y conceptos mencionados sobre los poligonos duales en el capitulo anterior.
Primero se comienza mencionando los lemas que son necesarios para justificar los
algoritmos obtenidos.

Un primer aspecto a considerar es el efecto que tiene sobre un vértice el ingresar
a una arista esencial. Es decir, como el pasar por una arista esencial modifica la
direccion que tomaréd un vértice al aplicar flips consecutivos, esto se muestra en el
siguiente lema.

Lema 1. Sea v un vértice de un poligono dual P* tal que se realizo un flip f, sobre
€l y después se aplico un flip a cada uno de los vecinos de v. Si un seqgundo flip sobre
v comparte la misma direccion que f,, entonces v se encuentra en una escalera. De
otro modo, v forma parte de una arista esencial.

Demostracion. Sea p el punto al que llega v al realizar el primer flip f,. Ahora, para
que v pueda moverse de nuevo necesitamos aplicar un flip sobre sus vecinos v y w.
Sea [ la recta definida por los puntos p y u, sea ls la recta definida por los puntos p
y w respectivamente. Por ultimo, sean p’ el punto obtenido al reflejar a v respecto a
[ y p” el punto al reflejar a v respecto a [,. Sin pérdida de generalidad la Figura 3.1
muestra lo recién descrito. Para el segundo flip sobre de v se presentan dos casos:

(a) Después de mover a sus vecinos, se aplico un flip sobre v con la misma direccion
del flip anterior f, (ver Figura 3.2a). Con esto, es necesario que tanto u como
w se hayan trasladado sobre la misma direccién que v, para que esto tltimo
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Figura 3.1: El punto p es al que llegaré el vértice v al aplicar el flip f,, las rectas [y
v Iy estan definidas por los vecinos v y w y el punto p

suceda nos implica que el otro vecino de u debe estar en el punto p’ y que el
otro vecino de w debe encontrarse en el punto p”. Dadas estas observaciones,
es evidente que v es un elemento de una escalera cuando este se encuentra
posicionado en p.

Después de mover a sus vecinos, se aplico un flip sobre v con una direccion
distinta al flip anterior f,. Sin perder generalidad suponemos que v llega al
punto p” (ver Figura 3.2b). Se puede notar que para este segundo flip se requiere
que su vecino w realice previamente el mismo flip que se presentd en el caso
(a) anterior.

Ademaés, el vecino u se debidé haber movido a la posicién previa de w, para que
esto suceda se debe tener que tanto el vecino de u como el vecino de w tienen
que estar por debajo de la recta ;. Esto implica que, cuando v se encuentra
posicionado en p, la arista delimitada por los vértices v y u es una arista esencial
cuyo riel es [;.

]

El comportamiento que tienen los vértices con las aristas esenciales ayudan a en-
tender mejor las trayectorias que vértices correspondientes generarén, en particular,
se puede garantizar que estas se pueden calcular de manera sencilla. Para esto, es de
gran interés mostrar que la trayectoria de vértices es tinica. Por otra parte, se puede

25



/ 'oi
p v o
¢{ o s
e e Ol //
'o '¢ C— p
e e w
e P4
f o
u 4
¢
e l w
P4 /" 1 e 9 -
’ p 8 ~
’ >, .
[ SA—— . .
w. *« b
5“ ‘Q
A N /)
u V=D

Figura 3.2: Segundo flip (rojo) que se aplica a v después de mover a sus vecinos. (a)
La direccion de v se mantiene dado que la direccion que tomaré cada vecino es la
misma. (b) Para que se aplique un segundo flip sobre v primero se debe mover su
vecino w y luego su vecino u, la direccion de v cambiara al aplicar un segundo flip
por lo que v caera por debajo del riel [;.

considerar también la propiedad de monotonia respecto a uno de los ejes coordenados.
En los dos lemas siguientes se demuestran las propiedades mencionadas.

Lema 2. Sean P* y Q* dos poligonos flip-equivalentes. Sea C(u;) = v; con u; € P*
y v; € QF entonces la trayectoria de vértices T entre u; y v; es unica.

Demostracion. Sean u € P* y v € (Q* dos vértices correspondientes para una pareja
de poligonos flip-equivalentes. Sean T' y T" dos trayectorias de vértices entre u y v
tales que 7" # T,

Es facil notar que el primer punto de T y el primer punto de 7" deben ser el
mismo, por lo que pg € T'NT". Se recorre ahora a ambas trayectorias hasta alcanzar
un punto p; tal que para el sucesor en T' tenemos que p;11 € T pero p;y1 ¢ T'. Sea
P41 el sucesor de p; en T".

Sin pérdida de generalidad se puede decir que la direcciéon cambio6 respecto al flip
anterior para T pero no para 1’. Esto implica que para T el vértice v se incorporo a
una arista esencial, pero v se mantiene en una escalera en la trayectoria 7T".
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Como ambas trayectorias comparten los primeros ¢ puntos, el aplicar un flip sobre
v implica que sus vecinos se encuentran en las mismas posiciones respecto a v para
ambas trayectorias. Considérese ahora el flip ¢ + 1 sobre v que se podra realizar
al mover a los vecinos de v, el que v llegue a dos puntos distintos implica que sus
vecinos se encontraban en posiciones distintas respecto a v. Esto implica que el vértice
v forma parte de una arista esencial y una escalera al mismo tiempo. Esto no puede
suceder puesto que son disjuntos el conjunto de vértices que pertenecen a escaleras y
el conjunto de vértices que se encuentran en aristas esenciales. De esta contradiccion
se sigue la unicidad.

]

Lema 3. Sean P* y Q* dos poligonos flip-equivalentes. Sea C(u;) = v; con u; € P*
y v; € QF entonces la trayectoria de vértices T entre u; y v; es x-mondtona si los
vértices pertenecen a un intervalo horizontal, de otro modo es y-mondtona.

Demostracion. Se da una prueba constructiva de la z-monotonia, el proceso es ané-
logo para la monotonia respecto al eje y. Sean u € P* y v € Q* dos vértices corres-
pondientes para una pareja de poligonos flip-equivalentes, donde u y v se encuentran
en un intervalo horizontal. Sin pérdida de generalidad se asume que v se encuentra
a la derecha de u.

Por el Lema 1, el vértice u se movera por una diagonal hasta llegar a v o hasta
formar parte de una arista esencial. Es evidente que si u llega a v directamente
entonces la trayectoria de vértices generada va de izquierda a derecha y es diagonal,
esto implica que la trayectoria es x-monoétona.

Se considera ahora el hecho de que u llegue a formar parte de una arista esencial
horizontal ¢, esto sucedera cuando u y el riel que contiene a ¢t compartan la compo-
nente y. La trayectoria que se genera de u hasta llegar a la arista t es diagonal pues u
se mantiene en una escalera. Observe que t es horizontal, por lo que al aplicar un flip
sobre u mientras este forma parte de ¢t haré que el componente x de u se incremente
y haré que u se encuentre en una nueva escalera, se puede repetir el mismo proceso
hasta que u llegue a v.

El hecho de que los vértices se encuentran en un intervalo horizontal nos dice que
el componente x siempre se estard incrementando con cada flip en la trayectoria.
Dado lo anterior, la trayectoria de u a v es x-monotona.

]
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El hecho de que nuestras trayectorias de vértices sean tnicas nos dice que un
vértice llega a la posicion de su vértice correspondiente por medio de una serie de
puntos tnicos. Por otro lado, esta serie de puntos se puede determinar al observar
las aristas esenciales por las que va a pasar el vértice. Por lo anterior, es importante
saber si existe la necesidad de que un vértice incremente la distancia a su vértice
objetivo correspondiente para que sea posible transformar un poligono inicial en el
poligono objetivo. En el siguiente teorema se demuestra que siempre existird una
secuencia decreciente para cualquier pareja de poligonos flip-equivalentes.

Teorema 2. Sean P* y Q* dos poligonos duales. P* = Q* <= d una secuencia de
flips S que convierte a P* en Q* tal que S es una secuencia decreciente.

Demostracion.

*

<) Si existe S entonces por definicion P* =

=) Sea P* = @Q*, por definicién existe una secuencia de flips S que convierte a P*
en Q*. Suponiendo que S no es decreciente entonces existe un flip en S que

<_
incrementa la distancia entre P* y ¥, sea f, el ultimo flip de S que cumple
esto por medio de algin vértice v.

<_
Por lo anterior, todos los flips después de f, decrementan distancia. Sea f,
el primer flip en S sobre v que decrementa distancia después de f,. Sea p el

punto en el que se encontraba v antes de aplicar f,, sean a y b los dos vértices
adyacentes a v, esto se muestra en la Figura 3.3. Es de notar primero que tanto

a como b deben mantener su posicion entre los flips f, y f, pues si alguno de
los dos vértices se moviera, entonces un flip inverso tendria que aplicarse para

que f, se pueda realizar, contradiciendo la eleccién de f, como el ultimo flip
que incrementa distancia. Esto también implica lo siguiente: primero, que v no
puede alejarse méas de p, y segundo, que los segmentos @p y bp no pueden ser
cubiertos por ninguna otra arista que no sea adyacente a v.

Teniendo esto en cuenta se presentan tres casos:

1. Si ningin vértice pasa por p entonces no existe vértice que nos impida
reordenar a f, en S para que este se aplique inmediatamente después que
fv, haciendo ambos flips innecesarios.

2. Supongamos que p se encuentra en el interior del poligono y algtn vértice
w llegard a p por medio de un flip f,. Notese que antes de que f,, se
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%
Figura 3.3: La posicion nueva de v al aplicarle el flip f,. Es claro que los vértices
vecinos a y b no pueden moverse hasta que se le aplique un flip f, que regrese v al
punto p.

aplique, el vértice w no debe ser vecino de a o de b ya que el movimiento
fw cubriria a ap o a bp, respectivamente, impidiendo que se aplique f,;
véase la Figura 3.4. Esto implica que w debe ser colineal con v y p.

Ahora, el aplicar f, atn permite que v regrese a p pues solo generaria
un contacto sobre p, esto se permite en el poligono dual. Por otro lado,
notemos que w no puede moverse més dado que, para que este realice
cualquier movimiento, se debe aplicar un flip a ambos de sus vecinos,
por la prueba del Lema 1 la arista conectada a alguno de los dos vecinos
cubriré el segmento ap o bp. Dado lo anterior, el punto w debe terminar su
trayectoria en p, esto implica que los movimientos f, y f, son superfluos
puesto que pueden suceder uno inmediatamente después del otro.

3. Suponemos que el punto p se encuentra en el exterior del poligono, nétese
que w no puede llegar a p por medio de un flip pues implicaria una colision
en el poligono primal. Sean r y ¢ los puntos obtenidos al reflejar respec-
tivamente a los vértices a y b a través de la recta paralela al segmento ab
que contiene a p. Se puede observar que si un vértice w € P* se posiciona
en ¢ por medio de un flip f,, entonces w debe de alejarse del punto g
mediante otro flip antes de realizar f, pues de lo contrario se generaria
una colisién en el poligono primal, esto sucede de igual manera analoga si
w se posiciona en 7.

Sin pérdida de generalidad se asume el caso en el que w llega al punto q y
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Figura 3.4: En este caso el punto p se encuentra en el interior del poligono y el vértice
w llega a p por medio de un flip f,.

se debe realizar otro flip sobre w que permita a v regresar a p. Para que el
segundo flip se realice se deben aplicar flips correspondientes a los vecinos
de w, esto no es posible dado que el vértice b produciria una colision
en el poligono primal con alguno de los vecinos de w (ver Figura 3.5).
Lo anterior implica que ningin vértice del poligono puede posicionarse
en ¢ o r por medio de un flip que decremente la distancia entre ambos
poligonos, por lo que el vértice v puede regresar al punto p por medio de
f» inmediatamente después del flip f,. Se sigue que tanto f, como f, son
superfluos.

Figura 3.5: En este caso el punto p se encontraba en el exterior del poligono antes
de que w llegara a él. El mover de nuevo a w implicaria, por algiin vecino de w, una
colision en el poligono primal gracias al vértice b.
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En los tres casos podemos eliminar a la pareja }Tv y f» de la secuencia S,
generando asi una nueva secuencia S’ que tiene menos flips que incrementen
distancia. Renombrando a S’ como S podemos continuar con este argumento
de manera iterativa hasta llegar a una secuencia de flips tal que todos sus flips
decrementan distancia entre ambos poligonos.

O

El resultado del Teorema 2 es sumamente importante pues confirma que no es
necesario deshacer flips que ya se realizaron. Asi, cambiard nuestro enfoque y limi-
tamos a buscar una secuencia de flips decreciente para mostrar la flip-equivalencia
de dos poligonos duales.

Para esto, nos interesa verificar que al construir una secuencia no se llegara a
poligonos que solo tengan vértices que incrementen la distancia por medio de flips.
En otras palabras, para poligonos duales flip-equivalentes siempre existira un vértice
que nos acerque ambos poligonos por medio de un flip.

Lema 4. Sean P* y Q* dos poligonos duales tal que P* # Q*. Si P* =5 Q* entonces

existe un vértice v € P* tal que un flip sobre v nos da un poligono P’ = Q* donde

dist(P',Q*) = dist(P*,Q*) — 1.

I~

Demostracion. Sea P* algin poligono donde P* # Q* tal que P* Q*. Por el
Teorema 2 existe una secuencia S sin flips que incrementan distancia y que convierte
a P* en Q*. Sea f el primer flip de S, entonces al aplicar f sobre P* se produce un
P’ tal que dist(P’,Q*) = dist(P*,Q*) — 1. Por lo tanto, el vértice sobre el que opera
fesw.

]

Antes de continuar, recordemos que es importante generar una correspondencia
entre aristas esenciales del poligono inicial con las aristas esenciales del poligono
objetivo, si es que esta correspondencia existe. Esto es necesario para poder calcular
la similitud entre dos poligonos de manera eficiente. La siguiente observaciéon da un
buen punto de referencia para encontrar esta correspondencia:

Observacion 2. Siv € P* es el vértice mas a la izquierda que toca el lado inferior del

rectdngulo contenedor de P*, entonces v se encuentra en la arista esencial horizontal
mds a la 1zquierda a esa altura.
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En la siguientes secciones se mostraran los algoritmos necesarios para resolver el
problema de la flip-equivalencia. Se inicia por medio de un algoritmo para calcular la
similitud entre dos poligonos, esto es necesario para poder garantizar que la pareja
de poligonos es flip-equivalente ya que es indispensable generar una correspondencia
entre los vértices del poligono inicial y los vértices del poligono objetivo si se quiere
calcular la secuencia de flips que transforme uno en otro. Para que la descripciéon
sea sencilla se asume que los poligonos se encuentran en el espacio dual, esto como
veremos no afecta nuestras soluciones ya que se puede transformar trivialmente un
poligono entre el espacio primal y dual en tiempo O(n).

3.1. Algoritmo para calcular similitud

Sean P* y Q* dos poligonos duales. Como primer paso se verifica que ambos
poligonos comparten el mismo perimetro, de no ser este el caso podemos descartar
su similitud.

Después, se recorre cada poligono para obtener los vértices mas a la izquierda que
se encuentran en el lado inferior de sus respectivos rectangulos contenedores. Sean
t, € P*yt, € QF los vértices obtenidos del proceso anterior.

Recordando la Observacion 2 se ve que t, y t, seran los vértices izquierdos de
aristas esenciales para sus respectivos poligonos. Por otra parte, como en ambos
casos son las aristas esenciales mas a la izquierda de un supuesto riel correspondiente,
podemos afirmar que ambas son aristas esenciales correspondientes si P* y (Q* son
similares.

A continuacion, se recorren las fronteras de ambos poligonos para calcular sus
aristas esenciales. Una arista esencial se puede identificar al considerar las vueltas
producidas al recorrer una arista y su arista siguiente. Desglosando esto, sea una
arista e que une a los vértices v;_1 y v;, supongamos que el vértice siguiente v;, 1 esta
a la izquierda de e. Si los k — 1 vértices siguientes a v; son colineales a los vértices v;
Vv vi11 pero en el vértice v;, . se produce otra vuelta a la izquierda entonces se afirma
que las aristas delimitadas por v; y v;;x definen una arista esencial (ver Figura 3.6).

Para cada pareja nueva de aristas esenciales identificadas se compara la compo-
nente y (componente x) de ambos si estas son aristas horizontales (verticales), si
estos coinciden se guardan ambas aristas en una lista y se busca la siguiente arista
esencial, de otro modo P* y @* no son similares. Al recorrer ambos poligonos pode-
mos también confirmar si la cantidad de aristas esenciales es la misma puesto que
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Vi+k Vit2 Vit1 VU

Figura 3.6: La arista esencial, delimitada por vértices v; y v;1, se puede detectar al
tomar en cuenta los cambio en direccién generados por vértices consecutivos en un
poligono dual.

esto ya nos confirma que los poligonos son similares, de no ser este el caso podemos
descartar la similitud inmediatamente.

Al terminar obtenemos la lista de parejas para las aristas esenciales donde cada
arista esencial esta descrita por los vértices que la delimitan.

3.1.1. Complejidad de similitud

Es claro que el algoritmo descrito s6lo nos pide visitar a cada vértice de ambos
poligonos un nimero constante de veces, uno para encontrar los vértices t, y i,
y otra para encontrar las aristas esenciales de ambos poligonos, por otro lado, la
insercion en la lista L se realiza en tiempo constante puesto que las aristas esenciales
se visitan en orden respecto a los poligonos. Si |P*| = n y |Q*| = m podemos ver
que el algoritmo toma tiempo O(n +m), es claro que si consideramos que m € O(n)
entonces podemos decir que el algoritmo toma tiempo O(n).

3.2. Algoritmo para calcular flip-equivalencia

Sean P* y Q* dos poligonos duales. En primer lugar se aplica el algoritmo para
calcular similitud descrito anteriormente sobre P* y Q* para confirmar si estos son
similares, de no ser el caso se puede afirmar que los poligonos no son flip-equivalentes.

Sea L la lista de parejas de aristas esenciales generadas por el calculo de la simili-
tud. Para nuestros objetivos debemos generar la correspondencia C' entre vértices de
ambos poligonos, por lo que requerimos detectar una pareja de vértices extremales
correspondientes.
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Describiremos el proceso para calcular uno de los vértices extremales. Primero
obtenemos de L dos parejas de aristas esenciales consecutivas ty y ¢; tal que una
sea horizontal y otra vertical, calculamos el punto de intersecciéon r de los rieles en
los que viven ty y t1, por ultimo recorremos el poligono por la escalera ST(to,t)
hasta visitar un vértice tal que el segmento generado entre este y r sea un segmento
diagonal, este serda un vértice extremal.

Llamaremos s, € P*y s, € Q* a los vértices extremales obtenidos en el proceso
anterior. A partir de ellos podemos generar la correspondencia C' la cual represen-
tamos como una lista de parejas de vértices correspondientes, esta la construimos al
recorrer los poligonos comenzando en s, y s,.

Teniendo ya esto, podemos realizar el siguiente proceso para generar a la secuencia

de flips S:

(I) Iteramos sobre todos los elementos de C' de manera secuencial. Sea un elemento
de C la pareja (v,u) donde v € P*y u € Q*. Si sucede que dist(v,u) = 0
entonces v ya llegd a su posicion final y podemos ignorarlo, en cambio, si
dist(v,u) > 0 entonces revisamos si podemos realizar un flip f, que decremente
distancia entre u y v, esto es, queremos que f, no genera colisiones. Si f, se
puede realizar entonces hacemos nota de que existié un cambio en este recorrido
de C' e insertamos a f, en D. Continuamos con el siguiente elemento de C.

(IT) Al terminar (I) revisamos si dist(P*, Q*) = 0, evidentemente esto nos implica

que terminamos de calcular a S y que P* = @*. En otro caso, revisamos si se
logré realizar al menos un flip al iterar C, si no se realiz6 ninguno entonces
no existi6 un vértice que disminuyera la distancia entre los poligonos y por el
Lema 4 podemos afirmar que P* y Q* no son flip-equivalentes. Si logramos
realizar al menos un flip entonces repetimos el paso (I) para intentar acercar

P* mas a Q*.

Al terminar lo anterior sabremos si ambos poligonos son flip-equivalentes y obten-
dremos la secuencia S de ser este el caso. Notemos que este algoritmo termina dado
que en (I) se disminuye la distancia entre P* y Q*, de no ser este el caso podemos
confirmar que no son flip-equivalentes.

3.2.1. Complejidad de flip-equivalencia

Recordemos que la manera de encontrar la flip-equivalencia es por medio del
calculo explicito de la secuencia de flips .S, por lo que es necesario explorar el tamano
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que puede tener una secuencia decreciente. Esto es necesario ya que su afectara la
complejidad de cualquier algoritmo que calcule a la secuencia S.

Lema 5. Sean P* y Q* poligonos duales flip-equivalentes con n vértices, sea S la
secuencia decreciente de flips que convierte a P* en Q*, entonces |S| € O(n?).

Demostracion. Sea S una secuencia decreciente cualquiera, notemos que |S| = dist(P*, Q*).
Dado que P* y Q* comparten el mismo rectangulo contenedor, la distancia entre dos
vértices correspondientes es a lo mas un lado del rectangulo, esto es O(n). Como esto

es para cada vértice, se sigue que dist(P*,Q*) = |S| € O(n?)

]

Como ejemplo, en la Figura 3.7 se puede observar un poligono dual P* de 4n
vértices, en este caso se puede transformar a P* en R* usando (n — 1)? flips, con-
secuentemente se transforma a R* en Q* con el mismo namero de flips. De aqui, es
claro que S es decreciente pues la distancia decrementa por cada flip realizado, por
lo que |S| = 2(n — 1)? € O(n?)

AR AR AR —o—o—o—e:
S
S
...:4..."(’..~’(’..~‘4:.~’( — e ""g”’*o.”‘*o.’"‘n.0‘* _—
¢ 4 . .y#’ ..(00 ..400 ..4 ..".'*' .0." ",‘. ".‘. ’00‘

* * * .0.‘ ".‘ '0“ ‘00‘ '0"

Figura 3.7: Ejemplo de poligonos duales flip-equivalentes P* y Q* con 4n vértices,
donde todas las secuencias de flips decrecientes entre ellos tienen O(n?) flips.

Ademés de lo anterior, es necesario considerar el nimero de flips que podemos
realizar en una vuelta alrededor del poligono. Consideremos la Figura 3.8a la cual
muestra una secciéon de poligono donde se puede realizar un flip sobre el vértice v,
notemos que para todo vértice entre los vértices v y v; no podemos realizar ningin
otro flip. Por otro lado, la Figura 3.8b muestra una arista esencial ¢ que buscamos
mover a la izquierda, el movimiento de ¢ no solo esta limitada por los vértices entre
t y v, pero a pesar de que estos se puedan mover, ¢t se encuentra limitada por la
posicion de v.

En ambos casos, se busca limitar los movimientos posibles por medio del poligono
mismo. Al unir ambas ideas se construye el poligono izquierdo en la Figura 3.8c
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donde se observa que para cada vuelta alrededor de su frontera podremos realizar
solo un nimero constante de flips para llegar al poligono derecho. Es evidente que
si invertimos el orden del poligono se realizan menos vueltas, en esencia el problema
cae en la busqueda de un flip que puede crecer la secuencia, este algoritmo es sencillo
pues revisa cada vértice. Por ultimo, esto implica que para el peor de los casos, este
algoritmo realiza un nimero lineal de vueltas alrededor de P*.

(o

—b

I

(c)

Figura 3.8: (a) El vértice v es el tnico que se puede realizar en la seccion del poligono
entre los vértices vs y vy. (b) El desplazamiento hacia la izquierda de la arista esencial
t esta limitado por el vértice v, a pesar de que se realicen los flips marcados en rojo,
t solo podréa moverse mas a la izquierda si se aplica un flip sobre v. (c¢) Pareja de
poligonos duales de n vértices que requiere de O(n) vueltas para calcular su secuencia

de flips.
Por el Lema 5 y las observaciones anteriores se puede acotar la complejidad del

algoritmo, donde este tomara tiempo O(n?) en calcular a la secuencia S dados dos
poligonos de n vértices. Es evidente que el algoritmo utiliza un método muy ingenuo
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para encontrar el siguiente flip a realizar, en la siguiente seccidon se vera la manera
en la que se puede evitar el revisar todos los vértices del poligono.

3.3. Consideraciones en implementaciéon

Como ya se menciond, para los algoritmos que se presentaron en las secciones
anteriores se asume que los poligonos de entrada se encuentran en el espacio dual.
Por otro lado, se debe considerar la estructura de datos en la que esta almacenado
el poligono y cémo el flip modifica esta estructura.

A lo largo del trabajo se ha dado por hecho que el operador flip se puede llevar a
cabo en tiempo constante. Esto inicialmente suena muy evidente, pero la condicién
de que un flip no debe generar colisiones requiere un paso de verificacion. Si el
poligono dual esté representada por una lista o arreglo circular tal que cada elemento
representa un punto en el plano, entonces confirmar que el poligono resultante de
un flip sobre un vértice v es un poligono dual requiere confirmar que ningtun vértice
genera colisiones con la nueva posicién de v, esto toma tiempo lineal respecto al
tamano del poligono.

Dado que se esté trabajando con poligonos ortogonales donde sus vértices son
entradas enteras, un poligono dual P* se pueden representar por medio de un arreglo
bidimensional binario M|[1...n|[1...m], donde n y m son respectivamente la an-
chura y la altura del rectangulo contenedor de P*. Asi, M representa la particion
del rectangulo contenedor de P* en cuadrados unitarios, si un cuadrado de M se
encuentra completamente contenido en el poligono dual, entonces su valor es 1 en el
arreglo, de otro modo tendré un valor de 0. Un flip realiza la negacion de un valor
en M y para verificar si no hay una colision basta con consultar las entradas vecinas,
en la Figura 3.9 se puede observar un flip aplicado a un vértice del poligono y los
vecinos que se deben de revisar para verificar que no hay colisiones, esto se extiende
de manera analoga para el resto de las direcciones en las que un flip puede mover un
vértice. Dado que solo se revisan un ntimero constante de entradas de M, el proceso
de verificacion sera constante.

Ahora, usar una lista para almacenar el poligono también es tutil para recorrer los
vértices del poligono dual y simplifica el calculo de las aristas esenciales para calcular
la similitud entre dos poligonos. Para esto se pueden agrupar ambas estructuras para
obtener ambos beneficios, por supuesto, es importante que los cambios generados
por un flip se deben ver reflejadas tanto la lista como en el arreglo M. Bajo estas
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(a) (b)

Figura 3.9: (a) Un flip que incrementa el area del poligono se puede detectar si las
dos casillas a y b estan dentro del poligono, las casillas en rojo deben estar fuera del
interior del poligono para que el flip no genere colisiones en el primal. (b) Un flip
que decrementa el drea del poligono se puede detectar si las dos casillas a y b estan
fuera del interior del poligono, las casillas en rojo deben estar dentro del poligono
para que el flip no genere colisiones en el primal.

estructuras, se puede garantizar las complejidades de los algoritmos de las secciones
anteriores.

Cabe resaltar que la unién de estas estructuras requiere de espacio O(n?), esto
viene de que el rectangulo contenedor es cuadratico respecto al tamano del poligono
dual.

3.3.1. Optimizando el calculo de flip-equivalencia

Antes de continuar se define lo siguiente: sean dos poligonos duales flip-equivalentes

P* v Q*, donde se tiene una pareja de vértices correspondientes v € P* y u € Q* tal
que dist(v,u) > 0. Si no se puede aplicar un flip f, sobre v, entonces decimos que v
se encuentra pendiente puesto que eventualmente f, sera realizable. Si f, se puede
aplicar en ese momento entonces decimos que v es un vértice libre. Notemos que el
aplicar f, hard que v se convierta en un vértice pendiente pues para que v se pueda
volver a mover, es necesario aplicar un flip sobre cada vecino de v. El siguiente lema
muestra la manera en la que un flip afecta el estado de los vértices cercanos a un
vértice v.
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Lema 6. Sean P* y QQ* dos poligonos duales flip-equivalentes. Si se aplica un flip
fo a un vértice libre v € P*, entonces a lo mds cuatro vértices de P* pasardn de ser
vértices pendientes a ser vértices libres.

Demostracion. Sea v € P* un vértice libre al cual se le aplico el flip f,. Sean a y b
los vértices vecinos de v, es evidente que ambos pueden cambiar a ser vértices libres
dependiendo de la posicién de sus respectivos vecinos distintos a v.

Por otro lado, al observar los posibles flips que no son posibles realizar previo a
aplicar f,, se puede notar que las aristas av y vb no permiten la realizaciéon de ciertos
flips, se trabajara sobre el vecino a. Ahora, se tienen los siguientes dos casos:

1. Si a forma parte de una arista esencial ¢ entonces v llegara a formar parte de
t después de aplicar f,. Esto implica que la arista @v no permite la aplicacion
de flips sobre los vértices marcados en rojo de la Figura 3.10 a menos de que
el flip se aplique f,. Si f, incrementa el drea de P* entonces el vértice rojo es
el vecino de a, de otro modo se trata del segundo vecino de a. Asi, el aplicar
f» hace que a lo mas un vértice pueda pasar de ser un vértice pendiente a ser
un vértice libre.

Figura 3.10: Si el vecino a del vértice v se encuentra en una arista esencial. El aplicar
el flip rojo sobre v puede hacer que el vértice marcado en rojo se pueda mover por
medio de otro flip.

2. Si a no forma parte de una arista esencial, es claro que aplicar f, puede permitir
que a se vuelva un vértice libre. Si f, incrementa el area de P*, entonces la
arista @v no permite la aplicacion de un flip sobre el vértice rojo de la Figura
3.11a. Por otro lado, si f, decrementa el area de P*, entonces el vértice v no
permite la aplicaciéon de un flip sobre el vértice rojo de la Figura 3.11b. Con
esto, el aplicar f, hace que a lo méas dos vértices puedan pasar de ser vértices
pendientes a ser vértices libres.
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Figura 3.11: Si el vecino a del vértice v se encuentra en una escalera. El aplicar el
flip rojo sobre v puede hacer que tanto el vértice a y el vértice marcado en rojo se
puedan mover por medio de flips correspondientes.

Dado que ambos casos son analogos para el vértice b entonces el flip f, puede hacer
que a los mas cuatro vértices puedan pasar de ser vértices pendientes a ser vértices
libres, pues tanto el vértice a como el vértice b pueden caer en el segundo caso.

]

Suponga que se conoce el estado de todos los vértices de un poligono dual P*,
esto es, si son vértices libres o vértices pendientes. La prueba del Lema 6 dice que es
suficiente actualizar el estado de solo cuatro vértices de P* inmediatamente después
de aplicar un flip para tener el estado actual de todos los vértices de P*.

En cuanto a encontrar los cuatro vértices cercanos a v, se puede modificar la
estructura que almacena el poligono dual, se anade una referencia adicional en cada
entrada del arreglo M, la cual apunta a los vértices actualmente pendientes a cruzar
esa entrada por medio de un flip. De esta manera, acceder y actualizar el estado
de los posibles cuatro vértices cercanos a v puede realizarse en tiempo constante. A
continuacion se presenta el siguiente algoritmo para determinar la flip-equivalencia
entre dos poligonos duales, el cual hace uso de las observaciones anteriores.

3.4. Algoritmo 6ptimo para calcular flip-equivalencia

Sean P*y QQ* dos poligonos duales. Al igual que el primer algoritmo para calcular
flip-equivalencia, calculamos la similitud entre P* y Q* para obtener la lista de aristas
esenciales correspondientes L, de nuevo, si los poligonos no resultan ser similares,
entonces no son flip-equivalentes y terminamos el algoritmo.

40



A partir de la lista L se llevarda a cabo el mismo proceso de construccién de la
correspondencia entre vértices C' que se presentd en el primer algoritmo para calcular
flip-equivalencia. A partir de lo anterior, se crean dos listas Ly y L, donde L contiene
los vértices libres del poligono, y L, contiene los vértices pendientes del poligono.

Detallando esto mas, estas listas se pueden calcular de manera sencilla al iterar
por todos los elementos de C. Sea un elemento de C' la pareja (v,u) donde v € P*
y u € Q. Si sucede que dist(v,u) = 0 entonces v ya llegd a su posicion final y se
ignora, en cambio, si dist(v,u) > 0 entonces revisamos si se puede realizar un flip f,
que decremente distancia, si es el caso, se inserta a v en Ly, de otro modo se inserta
en L.

A partir de las listas generadas, se realiza el siguiente proceso para construir a la
secuencia de flips S:

(I) Sila lista Ly se encuentra vacia y la lista L, no, entonces no podemos reali-
zar mas flips y los dos poligonos no son iguales, en cuyo caso P* no es flip-

equivalente a (Q*. Por otro lado, si ambas listas son vacias entonces afirmamos

que P* = Q*. Por ultimo, si ambas listas tienen elementos entonces se elimina

el primer vértice v de la lista Ly, se realiza el flip f, y se anade a la secuencia
S. Si se tiene que dist(v,u) > 0 después de realizar f, entonces insertamos a
v en la lista L, dado que v se ha vuelto un vértice pendiente, de otro modo se
descarta a v pues este ya llegd a la misma posicion que su correspondiente w.

(IT) Por el Lema 6 el realizar f, pudo haber modificado el estado de a lo més cuatro
vértices cercanos a v, se confirma para cada uno de estos vértices si se pueden
mover por medio de un flip, de ser este el caso se eliminan de L, y se insertan
a Ly. Repetimos el paso (I) para continuar decrementando la distancia entre

Py Q.
Es claro que el algoritmo termina dado que en (I) siempre se elimina un vértice

de Ly, eventualmente esta lista se vuelve vacia y nos permite afirmar o negar la
flip-equivalencia entre los poligonos.

3.4.1. Complejidad de flip-equivalencia éptima

La construccion de las dos listas Ly y L, se puede hacer en tiempo lineal usando
M pues es facil comprobar si es posible realizar el flip de cada vértice. El punto (I)
a lo mas tarda tiempo constante dado que solo se elimina el primer vértice v de la
lista L y su flip correspondiente se puede realizar inmediatamente pues sabemos de
antemano que no generara colisiones.
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Para el punto (II) sabemos que la tltima modificacion del arreglo M nos permite
saber si el estado de los cuatro vértices cercanos a v se pueden revisar en tiempo
constante. Para poderla eliminar a un vértice cercano w de la lista en tiempo cons-
tante se puede guardar un apuntador al nodo de la lista L,, que corresponde a w, esto
claramente implica que L, se puede implementar con una lista doblemente ligada.
Por supuesto, la inserciéon de w en Ly tomard tiempo constante pues el orden de
insercién no es relevante.

Las observaciones anteriores muestran que el procesar cada flip que seré agregado
a la secuencia S se puede realizar en tiempo constante. Claramente, el hecho de
construir a S implica que el algoritmo toma tiempo O(n?) en terminar si P* es flip-
equivalente a QQ*. Notese que, dada la estrategia usada en calcular la flip-equivalencia,
este algoritmo es 6ptimo pues |S| € O(n?). Por lo tanto, se ha probado el siguiente
resultado:

Teorema 3. Sean P y Q) dos poligonos 1-ortogonales. Es posible determinar si P es
flip-equivalente a Q en tiempo O(n?).
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se mostré por medio de un algoritmo que el problema de encon-
trar si dos poligonos 1-ortogonales son flip-equivalentes se puede resolver en tiempo
O(n?) y utilizando O(n?) espacio adicional, y dado que la secuencia de flips tiene
tamaiio O(n?), el algoritmo es 6ptimo. A continuacion se presentan algunas varian-
tes y problemas abiertos interesantes que pueden ser usados como motivaciéon para
investigacion futura.

4.1. Trabajo a futuro

» La estrategia que se usod estda basada en calcular la secuencia de flips S (Se
podré saber si dos poligonos son flip-equivalentes sin tener que calcular a S7
Es evidente que la similitud es una propiedad que se debe considerar al resolver
este problema.

» En [8] se extiende el operador de flip para una triangulacion tal que es posible
realizar dos o méas flips de manera simultanea. De manera analoga se puede
extender el flip para un poligono 1-ortogonal a una variante paralela, donde un
conjunto de flips es realizable si después de aplicar cada flip sobre su respectiva
arista, el poligono resultante sigue siendo 1-ortogonal tal como muestra la Fi-
gura 4.1. Es claro que existen parejas de poligonos que se pueden transformar
entre si bajo flips paralelos que no se podian anteriormente, la Figura 2.9 del
Capitulo 2 es un claro ejemplo de esto.
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Figura 4.1: Los flips marcados en rojo se pueden realizar en paralelo si el poligono
resultante es 1-ortogonal.

= Notese que un flip puede incrementar o decrementar el area de un poligono por
una constante. Sea un poligono 1-ortogonal P y sea F(P) el conjunto de todos
los poligonos 1-ortogonales que son flip-equivalentes a P. jExiste un algoritmo
que lleve P a un poligono @) € F(P) por medio de flips tal que el area de @
sea la maxima respecto al resto de los poligonos en F(P)? Notese que existen
poligonos flip-equivalentes cuyos posibles flips solo decrementan su érea, pero
que no necesariamente tienen area maxima, un ejemplo sencillo se muestra en
la Figura 4.2. Esto implica que una estrategia glotona no garantiza un poligono
de area maxima.

Figura 4.2: Los tnicos flips que se pueden realizar en los poligonos flip-equivalentes
P y @) decrementan sus areas, a pesar de esto, solo el poligono () tiene area maxima.

= Un poligono 1-ortogonal con hoyos es una extension que agrega a la definicién
una o mas fronteras internas que delimitan regiones 1-ortogonales que no for-
man parte del interior del poligono. Para esta variante se debe tener cuidado
especial sobre la posicion de los hoyos y sobre la transformacion a un espacio
dual. Como propuesta inicial de transformaciéon dual se puede repetir para ca-
da hoyo el proceso que se aplica a la frontera externa del poligono, donde el
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interior de cada hoyo se trata como un poligono 1-ortogonal comun. Es claro
que esta transformacion trae nuevos detalles que deben ser atendidos pues los
hoyos en espacio dual pueden no tener coordenadas enteras a diferencia de la
frontera externa del poligono. A pesar de esto, un flip modifica la frontera de
estos hoyo de la misma manera que modifica la frontera externa del poligono.
Es interesante el estudio del problema de flip-equivalencia aplicado a esta nue-
va familia de poligonos. Algo que se puede decir de este problema es que, si se
tienen dos poligonos Py () donde las fronteras el P tienen una correspondencia
uno a uno con las fronteras de @), tal que los poligonos 1-ortogonales descritos
por cada pareja de fronteras correspondientes son flip-equivalentes, entonces P
y () no necesariamente son flip-equivalentes, un ejemplo de esto se puede en la
Figura 4.3.

Figura 4.3: Dos poligonos duales con hoyos, el primal se ve delineado. Estos poli-
gonos no son flip-equivalentes a pesar de que sus fronteras exteriores y sus hoyos
correspondientes si lo son.

= Retomando el problema de galerias de arte, es claro que un flip puede incre-
mentar o disminuir el nimero de guardias necesarios para vigilar un poligono
l-ortogonal, de aqui es interesante ver como se comporta el flip respecto a la
solucion de este problema. Por ejemplo, sea un conjunto minimo de guardias
que vigilan el interior de un poligono 1-ortogonal P, suponiendo que P es alte-
rado por medio de un flip para obtener otro poligono 1-ortogonal P’ jSe podré
calcular de manera eficiente un conjunto minimo de guardias que vigile a P’?

= Otro problema interesante relacionado con galerias de arte es el siguiente: Sea
un poligono 1-ortogonal P cuyo interior esté siendo vigilado por un conjunto
G de n guardias, si se realiza un flip sobre alguna arista de P tal que nos da un
nuevo poligono P’ entonces ;El nimero de guardias suficientes para vigilar a
P’ se incrementara por un valor constante? Es claro que un flip que incremente
el area del poligono genera una nueva regiéon rectangular r en su interior, por
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lo que anadir a G un guardia posicionado en r dejaria a P’ completamente
vigilado. En cambio, un flip que decrementa el area del poligono elimina de
su interior una regién rectangular r por lo que se pueden presentar dos casos:
que r no permita que un guardia g vigile puntos del poligono, esto se puede
apreciar en la Figura 4.4a; o bien que dentro de r se encuentre un guardia g € G
que debe ser eliminado como se muestra en la Figura 4.4b. En ambos casos se
puede generar un ntmero no constante de regiones no vigiladas, es importante
notar que las regiones de la Figura 4.4 pueden ser vigiladas al agregar uno o
dos guardias nuevos, se requiere de un estudio mas profundo para confirmar
que con un nimero constante de guardias es suficiente cubrir ambos casos.

(a) (b)

Figura 4.4: (a) El flip azul no permite que el guardia g vigile las cuatro regiones
sombreadas. (b) El flip azul deja fuera del poligono al guardia g, por lo que dejaria
las cuatro regiones sombreadas sin vigilar.
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