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Resumen

El objetivo de este trabajo es aplicar diversas herramientas reticulares a coleccio-
nes de clases de modulos para obtener resultados sobre moédulos, sobre la estructura
interna del anillo asociado y algunas caracterizaciones de reticulas de clases de mo-
dulos con respecto al anillo.

A lo largo de este trabajo, un anillo se entendera como un anillo asociativo con 1
que denotaremos por R.

Las principales reticulas de clases de modulos con las que trabajaremos son la
reticula de clases naturales, la reticula de clases conaturales, la reticula de clases de
torsion hereditarias y la reticula de clases libres de torsion, las cuales se definen y
exponen sus propiedades més relevantes en el capitulo 1.

En el capitulo 2 se tratan resultados de finitud en las reticulas antes mencionadas,
veremos algunas relaciones y consecuencias con modulos y el anillo.

En el capitulo 3 relacionamos algunas reticulas de clases de médulos. Aunque la
palabra relacionar es muy general, cuando se trabaja en estos temas, las técnicas
que se han ido desarrollando para obtener propiedades del anillo por medio de sus
reticulas de clases de modulos, es por medio de contenciones de clases, funciones de
generacion de clases de modulos o pidiendo alguna condicion extra al anillo.

El capitulo 4, en mi opinién, es la parte principal del trabajo, obtenemos un
teorema de caracterizacion del anillo por medio de una descomposicién en productos
de anillos de matrices usando la técnica de igualdad de reticulas de clases de modulos.

Por tltimo, concluimos este trabajo viendo a los prerradicales como operadores

entre reticulas de clases de médulos.

v
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Capitulo 1

Algunas reticulas de clases de

modulos.

A lo largo de este trabajo se estudian diversas reticulas de clases de modulos,
definidas por medio de propiedades de cerradura, asi como posibles relaciones entre
las mismas. En cada seccion de este capitulo estudiaremos las principales propiedades

de las reticulas.

1.1. La reticula de clases naturales.

La reticula de clases naturales fue introducida por John Dauns en [14], pero di-
versas propiedades reticulares aparecen en [16], asi que vamos a revisar los resultados

que nos interesan de este articulo. Empecemos con la definicién de una clase natural.

Definicion 1.1.1. Sea &/ una clase de R-mddulos. Decimos que </ es una clase
natural si o/ es cerrada bajo tomar copias isomorfas, submodulos, sumas directas

arbitrarias y capsulas inyectivas.

Notemos que las condiciones de cerradura que definen a una clase natural, permi-
ten demostrar que esta clase también es cerrada bajo tomar extensiones esenciales y

es cerrada bajo tomar extensiones.
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Definiciéon 1.1.2. Denotamos por R-Nat la coleccion (también se le dice conglome-

rado) de clases naturales.

Vamos a ver que R-Nat es cardinable usando conjuntos especiales de ideales iz-

quierdos del anillo.

Definicion 1.1.3. Decimos que un conjunto no vacio de ideales izquierdos W es un

conjgunto natural, si cumple las siguientes condiciones:
1. SileWel<J, entonces J € U.

2. Si 1 € W entonces (I : a) € U, para cualquier a € R. Recuerde que

(I:a)={r € R:rael}, es el ideal izquierdo trasladado de I mediante a.

3. Si 1 ¢ U, entonces existe un ideal izquierdo J de R tal que I < J y (I : a) ¢ U,

para cualquier a € J\ I .

Por otro lado, a una clase natural ./ le asociamos el siguiente conjunto de ideales
izquierdos del anillo A, (R) ={I < gR : R/l € &/}.
De la definicion anterior tenemos el siguiente resultado que aparece en [24, Pro-

position 2.1| y [24, Proposition 2.2].

Proposicion 1.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto U

de ideales 1zquierdos de R:
1. W= A44(R) para alguna clase natural <f .
2. W es un conjunto natural.

Con los resultados anteriores, obtenemos el siguiente teorema que nos dice que

R-Nat es cardinable y ademas da una cota para la cardinalidad de R-Nat.

Teorema 1.1.1. La asignacion ¥ : R-Nat — Z(Subg(R)), definida como
Y () = Ny (R), es inyectiva. Por lo tanto, |R-Nat| < | (Subg(R))|.

Para la demostracion de este teorema, se puede consultar |24, Proposition 2.1].

Procedamos a dar la estructura reticular de R-Nat.
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Observacion 1.1.1. Para una familia de clases naturales, {</}ic;, tenemos que

ﬂ g es una clase natural.
i€l
Definicion 1.1.4. Para cualquier clase de modulos €, definimos

nat(6) = m{sz% 1€ C o yo € R-Nat}. La clase natural £,,:(%), es la clase

natural generada por €, por lo que es la menor clase natural que contiene a % .

A partir de la definicién anterior, es claro que ./ es una clase natural si y sé6lo
si &nar () = /. Por lo tanto, para cualquier clase de modulos € se cumple que
Enat (§nat (€)) = Enar (€).

La clase natural generada por una clase de médulos tiene distintas descripciones,
a lo largo del trabajo vamos a usar la descripcién que mejor nos convenga. La de-
mostracion del siguiente lema es consecuencia de las propiedades de cerradura de una

clase natural y de la definicion de &,,,(%). Para mas detalles ver [16, Proposition 2.5].

Lema 1.1.1. Para una clase de médulos €, tenemos las siguientes descripciones para

la clase natural generada por € :

1.
Enat(6) = {M : Eziste una familia de modulos {N;}ic; C € tal que
M = E(EP N}
i€l
2.

Enat () = {M : Existe una familia de submddulos {L;}icrtal que

@Li <eM yL; > N; €%, para toda i € I}.

iel
3. &nat(€) = {M : Para cualquier submaodulo W < M, existe un submaddulo
distinto de cero V< W tal que V >> A para alguna A € €}.

En el caso particular de que tengamos un médulo C, la clase natural generada por

la clase {C}, la denotaremos por &4 (C).
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Corolario 1.1.1. Tenemos que &,4:(C) = {M : Para cualquier submddulo no cero W <

M, existe un submaodulo no cero V< W tal que V= N < C}

Definiciéon 1.1.5. Dada una clase de méodulos €. Definimos la clase natural com-
plementaria de € como &,,(6¢) = {M : Para cualquier submddulo no cero’V <

M,V ¥ A para cualquier A € €}.

El siguiente lema, que se puede consultar en |16, Lemma 2.8], muestra la relacion
que hay entre la clase natural generada y la clase natural complementaria de una

clase de modulos.
Lema 1.1.2. Para una clase de mddulos € se cumple:

1. &,,(€) es una clase natural.
2. é:;at('fzaz(cg)) = Enat (€)
3. &nar(€) N & (€) = {(0)}.

4. Para cualquier modulo M, ezisten submddulos N,L < M tales que N € &,,,(%),
Leé&u(€) yNoC <. M.

Otra observacion importante que debemos notar sobre las clases de modulos es
que si o € B entonces Ena () € Enat(B) Y Exr(B) C Ebgy (7).

Asi, juntando los resultados anteriores obtenemos la propiedad principal de esta
seccion, que se puede consultar en [16, Proposition 2.8|. La propiedad es que R-Nat

es una reticula de Boole.

Teorema 1.1.2. Para cualquier anillo R, R-Nat es una reticula completa de Boole,
donde la relacion de orden, <, es la contencion entre clases, y los operadores estdn

definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases naturales {<}icr, el infimo de la familia es

Not= ().

iel iel

2. Para cualquier familia de clases naturales {7 }icr, el supremo de la familia es

\/ o = gnat(U ~(Z71)

iel iel
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3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. El elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maodulo cero.

5. Cualquier clase natural o7 , cumple que o/ A&y, (/) ={(0)} y A VéE, (/) =R-
Mod.

6. Para cualesquiera of , B,%¢ € R-Nat, tenemos que

I NBNEC)=(ANB)V (I NGE).
Ast, (R-Nat, C,V, A, 1,0) es la reticula completa de Boole de clases naturales.

Un hecho relevante que cumplen las clases naturales, es que son principales, es
decir, son generadas por un solo moédulo. Conjuntos distintos de médulos pueden
generar la misma clase natural, pero nos basta con que sean generadas por un solo

modulo para obtener resultados interesantes. La siguiente proposicion es tutil.

Proposicion 1.1.2. Sea .o/ una clase natural y {Rx;}ic; una familia de representantes

de clases de isomorfismo de modulos ciclicos de <. Entonces o/ = &Epqr({RX;}ier)-
Demostracion. La demostracion se sigue del Lema 1.1.1 O

Lema 1.1.3. Para una familia de mddulos {M;}ic;, tenemos que f,m,(@ M;) =
i€l
\/ Enar(M;) = Enar ({Mi}ier).

i€l
Demostracion. Nuevamente usamos el Lema 1.1.1, junto con la definicién del supremo

de una familia de clases naturales. |
Los dos resultados previos permiten ver que cualquier clase natural es principal.

Teorema 1.1.3. Sea &7 una clase natural y {Rx;}ic; una familia de representantes

de clases de isomorfismo de mdodulos ciclicos de <. Entonces </ = f,mt(@ Rx;).

iel
Concluimos esta secciéon con una propiedad reticular que cumplen la reticula de

clases naturales.
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Definicién 1.1.6. Decimos que una reticula L es un marco, si para cualquier subcon-

junto D de L y para cualquier elemento a € L, tenemos que (\/ d)ANa = \/ (dNa).
deD deD

Lema 1.1.4. La reticula R-Nat es un marco.

Demostracion. Sea {%;}ic; una familia de clases naturales y &7 otra clase natural. Es

claro que V(% AN) < (\/ %;) N <. La otra desigualdad se sigue del hecho de que
i€l i€l

\/(‘5, AN = f,m,(U(CKi N 7)) y la dltima clase, por el Teorema 1.1.3, es generada

i€l i€l

por una familia de ciclicos.

O

Definiciéon 1.1.7. Decimos que una reticula L es superiormente continua, si para

cualquier subconjunto dirigido D de L y para cualquier elemento a € L, tenemos que

(\/ ) ra= \/(d/\a).

deD deD

Corolario 1.1.2. La reticula R-Nat es superiormente continua.

Demostracion. Es consecuencia del lema anterior. O
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1.2. La reticula de clases conaturales.

La forma en que se introdujeron las clases conaturales fue una cuestion meramente
reticular, como veremos mas adelante. Con las ideas que se exponen en esta seccion,
podemos ver a las clases naturales desde un punto de vista distinto al de la seccién
anterior. Los siguientes resultados aparecen en [4], que es el articulo donde se definen

las clases conaturales. Revisemos los principales resultados del articulo.

Definicién 1.2.1. Sea L una (gran) reticula completa. Para un elemento a € L, un
seudocomplemento de a en L, es un elemento b € L que cumple que a Nb =0 y

b es mdximo con respecto a esta propiedad, es decir, si b < ¢ y a A c =0 entonces

b=c.

Para una (gran) reticula L, definimos el esqueleto de L como sigue

Skel(L) ={b € L : b es seudocomplemento de algin a € L}
Para nuestros fines, nos interesa conocer los esqueletos de dos grandes reticulas.

Definicion 1.2.2. Decimos que una clase de mdodulos </ es una clase hereditaria
si &/ es cerrada bajo tomar copias isomorfas y submddulos. Denotamos a la coleccion

de clases hereditarias por R-her.

Proposicion 1.2.1. Para cualquier anillo R, R-her es una gran reticula comple-
ta, donde la relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores

definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases hereditarias {<}icr, el infimo de la familia es

Ast= ().

iel iel

2. Para cualquier familia de clases hereditarias {<}icr, el supremo de la familia

es \/JZZ:U&Z

iel iel

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.
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4. FEl elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

mddulo cero.

Un elemento de una reticula L puede tener varios seudocomplementos. Cuando
un elemento a € L tiene seudocomplemento y es tnico, lo vamos a denotar por a™.

La siguiente proposicion se puede consultar en [4, Proposition 3].

Proposicién 1.2.2. Sea A € R-her. Tenemos que /" = {M : SiA € o y f :

A M, entonces A =0} es el unico seudocomplemento de </ en R-her.

Utilizando la descripcion del seudocomplemento de una clase hereditaria, tenemos
la siguiente descripcion para el doble seudocomplemento de una clase hereditaria o7

(.af Fher)ther = {M : Para cualquier monomorfismo no cero W »» M, existe un

monomorfismo no cero V>» W con V € &/}

El siguiente resultado muestra que el seudocomplemento de una clase hereditaria

es una clase natural.

Proposicion 1.2.3. Cualquier clase hereditaria </ cumple las siguientes propiedades:
1 (@ Fher)Ther = &y ().
9. e e = £ ().

Demostracion. Es inmediato de la descripcion de una clase natural generada por una
clase de moédulos que vimos en el Lema 1.1.1 y de la definicién de una clase natural
complementaria que vimos en el Lema 1.1.5, ademas usamos que &/ es una clase

hereditaria. O
Corolario 1.2.1. Una clase natural &/ cumple que o *her = €5 ()

El siguiente resultado es otra manera de entender a la reticula de clases naturales,

la demostracion se sigue de la proposicion previa.
Teorema 1.2.1. Tenemos que Skel(R-her) = R-Nat.

Motivados por las ideas que se acaban de enunciar, vamos a dualizar los conceptos

para obtener la reticula de clases conaturales.
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Definiciéon 1.2.3. Decimos que una clase de modulos </ es una clase cohereditaria,
si & es cerrada bajo tomar isomorfismos y cocientes. Denotamos a la coleccion de

clases cohereditarias por R-coher.
La siguiente proposicion es inmediata de la definiciéon anterior.

Proposicion 1.2.4. Para cualquier anillo R, R-coher es una gran reticula comple-
ta, donde la relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores

definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases cohereditarias {7 }icr, el infimo de la familia

es /\sz,zﬂgf,

i€l iel

2. Para cualquier familia de clases cohereditarias {7 }icr, el supremo de la familia

es \/MZUQZ

i€l i€l

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. El elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maodulo cero.

Cualquier clase cohereditaria tiene un tnico seudocomplemento. La descripcion del
seudocomplemento aparece en la siguiente proposicion, cuya demostracion se puede

consultar en |4, Theorem 18]

Proposicién 1.2.5. Sea A € R-coher. Tenemos que /<" = {M : Si A € o y

f:M —» A, entonces A =0} es el inico seudocomplemento de o/ en R-coher.

Utilizando la descripcion del seudocomplemento de una clase cohereditaria, tene-
mos la siguiente descripcion para el doble seudocomplemento de una clase coheredi-
taria .o/

(g teoher)teoher — LM : Para cualquier epimorfismo no cero M - W, existe un

epimorfismo no cero W —-» V con V € &/}

Corolario 1.2.2. Para una clase cohereditaria <7, tenemos que o/ C (gf “coher)tcoher
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Demostracion. La demostracion se sigue de la definicion de seudocomplemento. O

Definicion 1.2.4. Definimos Skel(R-coher) = R-Conat. A los elementos de R-Conat

se les llama clases conaturales.

A diferencia de las clases naturales que estan determinadas por propiedades de
cerradura, para determinar que una clase de moédulos es una clase conatural nos
vamos a auxiliar de cierta propiedad, la cual queda determinada al describir el doble

seudocomplemento.

Definicion 1.2.5. Sea </ una clase de mdodulos. Decimos que </ cumple la condicion
conatural (CN) si cuando ocurre que para cualquier epimorfismo distinto de cero
M —» N existe un epimorfismo distinto de cero N —-» L tal que A - L, para algin

A € o, implica que M € o .

El siguiente teorema caracteriza a las clases conaturales por medio de la condi-
cion (CN), no olvidemos que dichas clases son los seudocomplementos de las clases

cohereditarias.

Teorema 1.2.2. Sea &/ una clase de modulos. Las siguientes condiciones son equi-

valentes:
1. o/ € R-Conat.
2. 4 satisface la condicion (CN).
3. o/ € R-coher y of = (gf ~eoher)Leoher
Demostracion. Ver [4, Theorem 23]. o

Aunque no podamos caracterizar a las clases conaturales por medio de propieda-
des de cerradura, el siguiente resultado, que esta en [4, Theorem 24|, nos dice qué

propiedades de cerradura tiene una clase conatural.

Proposicion 1.2.6. Sea &7 una clase conatural, entonces 7 es cerrada bajo tomar

cocientes 1y extensiones.
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A diferencia de la demostracion de que R-Nat es cardinable, en la cual usamos
familias de ideales izquierdos, para ver que R-Conat es cardinable vamos a usar otra
familia de modulos. Para ello, tomamos un médulo M y una clase conatural <7, y

definimos Sub (M) ={N <M : N € &/}.

Lema 1.2.1. Sea E un cogenerador inyectivo de R-Mod. Para cualquier clase cona-

tural o7 se tiene que ((Sub gy (E))*coher)teoher — of |
Demostracion. Ver |4, Lemma 7). o
Teorema 1.2.3. R-Conat es cardinable.

Demostracion. Sea E un cogenerador inyectivo de R-Mod, la funcién ¥ : R-Conat —

P (P (E)), definida como ¥ (&) = Sub;(E), es inyectiva por el lema anterior. O

Definiciéon 1.2.6. Sea K un mddulo. Decimos que K es un mddulo cociclico si

contiene un submaodulo stmple esencial.

Denotamos por R-Simp a una familia de representantes de clases de isomorfismo
de modulos simples. Para cada S € R-Simp, {U : S < U < E(S)} es un conjunto.

Ahora, U {U:8§ <U < E(S)} es una familia de modulos cociclicos que contiene
SeR-Simp
una copia de cada modulo cociclico.

Denotemos por R-cocic la familia de médulos cociclicos descrita anteriormente.
Notemos que cada clase conatural estd determinada por sus modulos cociclicos.

Si € es una clase conatural, sea €-cocic = {U € R-cocic : U € €}.
Teorema 1.2.4. 51 ¢ es una clase conatural, entonces € = &conat (€ -cocic).

Demostracion. Es claro que si -cocic C €, entonces &.opar(€-cocic) C €.

Por otro lado, es un hecho conocido que cualquier médulo distinto de cero, tiene
un cociente cociclico.

En el siguiente diagrama conmutativo observamos que Rx es un moédulo ciclico
distinto de cero, por lo que tiene un cociente simple S. Asi, existe un homomorfismo

distinto de cero ¢, porque E(S) es inyectivo.
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Rx S

Como ¢(M) es un cociente de M distinto de cero contenido en E(S), tenemos que
¢(M) es cociclico.

Sea M € €. 51 py—2. y—%. py son epimorfismos distintos de cero y U es un
modulo cociclico, entonces U € € y U es isomorfo a un moédulo en %-cocic. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que U € %-cocic.

Por todo lo anterior, todo M € % es tal que cualquiera de sus cocientes tiene un

cociente en €-cocic, por lo tanto € C &conar (€-cocic). O

Una clase conatural esta generada por sus modulos cociclicos. El siguiente teorema

es interesante.

Teorema 1.2.5. La correspondencia ¥ : R-Conat — Z(R-cocic), donde W (€) =

% -cocic, muestra que R-Conat es cardinable.
Procedamos a dar la estructura reticular de R-Conat.

Proposicion 1.2.7. Para una familia de clases conaturales, {2 }ic;, tenemos que

ﬂ a7 es una clase conatural.
i€l
Demostracion. Es claro que la clase ﬂ <7 cumple la condicion (CN), porque cada

iel
clase o7 cumple la condicion (CN). o

Definicion 1.2.7. Para cualquier clase de modulos €, definimos
Econar(€) = ﬂ{ﬂf 6 C o yo € R-Conat}. La clase conatural &,,,(%), es
la clase conatural generada por €, por lo que es la menor clase conatural que

contiene a €.

Tenemos una descripcion para la clase conatural generada por una clase cohere-

ditaria.
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Proposicién 1.2.8. Si o/ € R-coher entonces (&f *eoher)teoner = & (of).

En el caso de clases conaturales, tenemos que si dos clases cohereditarias cumplen
que &/ C B entonces Econai () C Econat (B) y PBreoher C gf Feoher
Terminamos esta seccion con el siguiente teorema, la demostracion se encuentra

en [4, Theorem 28|.

Teorema 1.2.6. Para cualquier anillo R, R-Conat es una reticula completa de Boo-
le, donde la relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores

definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases conaturales {7 }icr, el infimo de la familia es

Not=()

iel iel

2. Para cualquier familia de clases conaturales {2 }icr, el supremo de la familia

es \/ «5271 = gconat(U ‘Q{l)

i€l i€l

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. FEl elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

mddulo cero.

5. Cualquier clase conatural <7 , cumple que o/ Aa/*oher = {(0)} y o/ V.of teoher = R-
Mod.

6. Para cualesquiera o7, 8,% € R-Conat, tenemos que

I NABNEC)=(ANB)V (I NE).

Ast, (R-Conat, C,V, A, 1,0) es la reticula completa de Boole de clases conaturales.

1.3. La reticula de clases de Wisbauer.

Historicamente las clases de Wisbauer (en honor a Robert Wisbauer), también
llamadas clases de pretorsion hereditarias, se definieron como clases de médulos sub-

generadas por un moédulo M, estas clases tienen la propiedad de que son subcategorias
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plenas de R-Mod y se denotan por o[ M]. Las propiedades categoricas se pueden con-
sultar en |23, 15.1]. A nosotros, solo nos interesan las propiedades de cerradura de

estas clases.

Definicion 1.3.1. Sea &/ una clase de maodulos. Decimos que </ es una clase de
Wisbauer si es cerrada bajo tomar copias isomorfas, submodulos, cocientes y sumas

directas arbitrarias.
Definiciéon 1.3.2. Denotamos por R-Wis la coleccion de clases de Wisbauer.

De la misma manera en que vimos que R-Nat es cardinable, veremos que R-Wis es
cardinable, usando ciertas familias de ideales izquierdos llamados filtros, la siguiente

definicion aparece en [22; Chapter VI, 4].

Definiciéon 1.3.3. Decimos que un conjunto no vacio de ideales izquierdos W es un

filtro lineal, si cumple las siguientes condiciones:
1. SileWel<J, entonces J € U.
2. Si I €W entonces (I : a) € W, para cualquier a € R.
3. Sil,J el entonces INJ € U.

Por otro lado, a una clase de Wisbauer 7 le asociamos el siguiente conjunto de
ideales izquierdos del anillo, #,/(R) = {I < RR: R/I € </}.
Por la definicion anterior, tenemos el siguiente resultado que aparece en [22, Chap-

ter VI, Proposition 4.2].

Proposicion 1.3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto W

de ideales izquierdos de R:
1. W=#,(R) para alguna clase de Wisbauer < .
2. W es un filtro lineal.

Con los resultados anteriores, obtenemos el siguiente teorema que nos dice que

R-Wis es cardinable y ademés da una cota para la cardinalidad de R-Wis.
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Teorema 1.3.1. La asignacion ¥ : R-Wis — P (Subg(R)), definida como ¥ (/) =
W.7(R), es inyectiva. Por lo tanto, |R-Wis| < |22 (Subg(R))|.

Procedamos a dar la estructura reticular de R- Wis.

Observacion 1.3.1. Para una familia de clases de Wisbauer, {7 }icr, tenemos que

ﬂ a7 es una clase de Wisbauer.

i€l
Definicion 1.3.4. Para cualquier clase de méodulos €, definimos

Ewis(6) = ﬂ{,@/ 1€ C o yof € R-Wis}. La clase de Wisbauer &,5(€), es la
clase de Wisbauer generada por €, por lo que es la menor clase de Wisbauer que

contiene a €.

A partir de la definicién anterior, es claro que .7 es una clase de Wisbauer si y
s6lo si &,5(7) = 7. Por lo tanto, para cualquier clase de modulos € se cumple que
Ewis(Ewis(€)) = Ewis(€).

Tenemos la siguiente descripcion para la clase de Wisbauer generada por una clase

de modulos.

Teorema 1.3.2. Sea o/ una clase de modulos. Tenemos que
Ewis(/) = {M : Existe un monomorfismo M > L y existe un epimorfismo

P 4 » L. con {A}ies € ).

iel
En el caso particular que o = {A}, Robert Wisbauer denot6 &,,s(2/) = o[A],
nosotros usaremos la notacion &,,;5(27), porque es la notaciéon para generar clases de

modulos cerradas bajo ciertas propiedades.

Teorema 1.3.3. Para cualquier anillo R, R-Wis es una reticula completa, donde la
relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores definidos como

SIgue:

1. Para cualquier familia de clases de Wisbauer {7 }icr, el infimo de la familia es

Not=()

iel iel
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2. Para cualquier familia de clases de Wisbauer {2 }ier, el supremo de la familia

es \/Qfl = fwis(U ;).

iel iel

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. FEl elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maddulo cero.
Asi, (R-Wis, C,V, A, 1,0) es la reticula completa de clases de Wisbauer.

Las clases de Wisbauer guardan una relaciéon similar con respecto a las clases

naturales, éstas también son principales. La siguiente proposicion es ttil.

Proposicion 1.3.2. Sea &/ una clase de Wisbauer y {Rx;}ic; una familia de re-

presentantes de clases de isomorfismo de mddulos ciclicos de <. Entonces o/ =

Ewis({Rxi}tier)-
Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 1.3.2. O

Lema 1.3.1. Para una familia de mddulos {M;}icy, tenemos que fwis(@ M;) =
i€l
\/ Ewis(Mi) = Ewis({Mi}ier).

i€l
Demostracion. Nuevamente usamos el Lema 1.3.2, junto con la definiciéon del supremo

de una familia de clases de Wisbauer. m|

Los dos resultados previos permiten ver que cualquier clase de Wisbauer es prin-

cipal.

Teorema 1.3.4. Sea &7 una clase de Wisbauer y {Rx;}ie; una familia de representan-

tes de clases de isomorfismo de mddulos ciclicos de <. Entonces </ = fwis(@ Rx;).

iel



CAPITULO 1. ALGUNAS RETICULAS DE CLASES DE MODULOS. 17

1.4. Teorias de Torsion.

Definicion 1.4.1. Una teoria de torsion de R-Mod es una pareja ordenada de

clases de modulos (7 ,.F) que cumplen:
1. Homg(T,F) =0, para cualesquieraT € T y F € F.
2. Si Homg(C, F) =0 para cualquier F € %, entonces C € .
3. Si Homg(T,D) =0 para cualquier T € .7, entonces D € % .
La clase 7 se llama clase de torsion y la clase .F se llama clase libre de torsion.

Las clases de moédulos de una teoria de torsion tienen propiedades de cerradura
como lo muestra el siguiente resultado en dos incisos, que aparecen en |22, Chapter

VI, Proposition 2.1] y [22, Chapter VI, Proposition 2.2]
Lema 1.4.1. Sean 7 y F clases de mddulos. Se cumple que:
1. Las siguientes propiedades son equivalentes para la clase T :

a) 7 es una clase de torsion para alguna teoria de torsion.
b) T es una clase cerrada bajo tomar copias isomorfas, cocientes, sumas
directas arbitrarias y extensiones.

2. Las siguientes propiedades son equivalentes para la clase F :

a) F es una clase libre de torsion para alguna teoria de torsion.

b) F es cerrada bajo tomar copias isomorfas, submddulos, productos directos

arbitrarios y extensiones.

En este trabajo, nos interesa la coleccion de clases de torsion que denotamos por

R-TORS.

Definicion 1.4.2. Dada una clase de modulos €, la teoria de torsion generada

por € es la siguiente:

La clase % ={F : Homg(C, F) =0 para cualquier C € €}.
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La clase F ={T : Homg(T, F) =0 para cualquier F € F}.
En este caso, denotamos por Erors(€) = 7 y decimos que es la clase de torsion

generada por €, porque es la menor clase de torsion que contiene a C.

Tenemos una descripcion para la clase de torsion generada por una clase de mo-

dulos.

Proposicion 1.4.1. Sea € una clase de modulos. Tenemos que
Erors(€) = {M : Para cualquier epimorfismo distinto de cero M —-» N, existe un

monomorfismo L > N, y existe un epimorfismo distinto de cero T - L con

T €%}
Demostracion. Ver |22, Chapter VI, Proposition 2.5 o

Proposicion 1.4.2. Para cualquier anillo R, R-TORS es una gran reticula comple-
ta, donde la relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores

definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases de torsion {<}ier, el infimo de la familia es

Nst=()

i€l i€l
2. Para cualquier familia de clases de torsion {<}ier, el supremo de la familia es

\/ = §T0RS(U ;).

iel iel

3. Bl elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Maod.

4. El elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maodulo cero.

Definicion 1.4.3. Decimos que una teoria de torsion (7, %), es una teoria de
torsion hereditaria, si 7 es una clase cerrada bajo tomar submddulos. Equivalen-
temente, tenemos que .F es una clase cerrada bajo tomar cdpsulas inyectivas.

En este caso, diremos que 7 es una clase de torsion hereditaria v .7 es una

clase libre de torsion hereditaria.
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Observacion 1.4.1. Notemos que si # es una clase libre de torsion hereditaria

entonces . es una clase natural.

La coleccion de clases de torsion hereditarias la vamos a denotar por R-tors,
notemos que R-tors C R-TORS. Ademas, R-tors es cardinable.

Los filtros lineales nos vuelven a ayudar para ver que R-tors es cardinable, la
razon es que las clases de torsién hereditarias son clases de pretorsion hereditarias,

cumpliéndose asi que R-tors C R-Wis.

Definicion 1.4.4. Decimos que un filtro lineal W es un filtro lineal de Gabriel, s
cumple lo siguiente:

St I < grR y existe J € U tal que (J : a) € U para todo a € J, entonces I € U.

Recordemos que a una clase de modulos o7, le asociamos la familia de ideales
izquierdos del anillo, {I < xR : R/I € o/}.
Por la definicion anterior, tenemos el siguiente resultado que aparece en [22, Chap-

ter VI, Theorem 5.1]

Proposicion 1.4.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto U

de ideales izquierdos de R:
1. W={I < gR: R/I € &} para alguna clase de de torsion hereditaria <7 .
2. W es un filtro lineal de Gabriel.

Con los resultados anteriores, obtenemos el siguiente teorema que nos dice que

R-tors es cardinable y ademas da una cota para la cardinalidad de R-tors.

Teorema 1.4.1. La asignacion ¥ : R-tors — P (Subg(R)), definida como
Y(o/)={I < gR: R/l € &}, es inyectiva. Por lo tanto, |R-tors| < | (Subr(R))|.

Definicion 1.4.5. Para cualquier clase de modulos €, definimos
Eors(B) = ﬂ{d : € C o yof € R-tors}. La clase de torsion hereditaria
Eors(6), es la clase de torsion hereditaria generada por €, por lo que es la

menor clase de torsion hereditaria que contiene a € .
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Para finalizar la discusion de las clases de torsion hereditarias, vamos a revisar un
teorema que afirma que R-fors es un marco. Recordemos que una reticula completa
(L, A, V) es un marco si para cualquier elemento a € L y cualquier subconjunto no

vacio U C L, tenemos que a A (VU) =V{a Au :u € U}.

Proposicion 1.4.4. Para cualquier anillo R, R-tors es un marco, donde la relacion

de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores definidos como sigue:

1. Para cualquier familia de clases de torsion hereditarias {<}icr, el infimo de la

familia es /\ o = ﬂ ;.

iel iel
2. Para cualquier familia de clases de torsion hereditarias {7 }icr, el supremo de

la familia es \/ o = f,ors(U ;).

iel iel

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. El elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maodulo cero.

Ast, (R-tors,C,V, A, 1,0) es el marco de las clases de torsion hereditarias. En

particular tenemos que R-tors es una reticula distributiva.

Las clases de torsion hereditaria, al igual que las clases de Wisbauer y las clases
naturales cumplen que son principales. La siguiente proposicion es 1til y aparece en

[22, Chapter VI, Proposition 3.6].

Proposicion 1.4.5. Sea </ una clase de torsion hereditaria y {Rx;}ie; una familia

de representantes de clases de isomorfismo de mdodulos ciclicos de of . Entonces of =

Erors({Rxi}ier) .

Lema 1.4.2. Para una familia de modulos {M;};c;, tenemos que

‘frors(@Mi) = \/‘flors(Mi) = gtors({Mi}ieI)-

iel iel
Los dos resultados previos permiten ver que cualquier clase de torsion hereditaria

es principal.



CAPITULO 1. ALGUNAS RETICULAS DE CLASES DE MODULOS. 21

Teorema 1.4.2. Sea </ una clase de torsion hereditaria y {Rx;}ie; una familia de

representantes de clases de isomorfismo de mddulos ciclicos de <. Entonces of =

ftars(@ in)-

iel
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1.5. La (gran) reticula Z¢

A lo largo de este capitulo hemos revisado diversas clases de modulos y reticulas de
clases de modulos, por el contexto en que se estudiaron recibieron nombres peculiares.

Las principales propiedades de cerradura que estudiamos son:
1. Submédulos (<).
2. Cocientes ().
3. Sumas directas arbitrarias (@).
4. Productos directos arbitrarios (l—[)
5. Cépsulas inyectivas (E)
6. Extensiones (ext).

SiC C {g,—», o, 1_[, E, ext}, entonces denotamos la colecciéon de clases de modulos
cerradas bajo tomar las propiedades de C como Z¢.

Con lo anterior en mente, tenemos estos “nombres” para las colecciones que hemos

visto:
R-her = <
R-coher = Z.,
R-Nat = Z- ¢ F
R-Wis = %< 0

R—TORS = g_»,@,ex[

R-tors = L< s @.ext

Aunque no dimos un nombre para la coleccion de las clases libres de torsion y la
coleccion de clases libres de torsion hereditarias, tenemos, usando esta notaciéon, que
dichas colecciones son: Zx [J.ext ¥ -L<.[1.E,ext-

Hemos usado el simbolo & para generar clases de modulos por medio de propie-

dades de cerradura y asi poder dar una estructura de (gran) reticula a la coleccion

Zc.



CAPITULO 1. ALGUNAS RETICULAS DE CLASES DE MODULOS. 23

Definicion 1.5.1. Dada una clase de mddulos €, éEc(€) = m{szf 6 C A yd e

Zc}, es la menor clase en ¢ que contiene a ZL¢.

Proposicion 1.5.1. Para cualquier anillo R, Zc es una (gran) reticula, donde la
relacion de orden, <, es la contencion entre clases, con los operadores definidos como

sique:

1. Para cualquier familia de clases de modulos en Z¢, {}ier, €l infimo de la

familia es /\ o = ﬂ §78

iel iel
2. Para cualquier familia de clases de mddulos en Lc, {;}ier, el supremo de la

familia es \/ o = fc(U ;).

iel iel

3. El elemento mayor, denotado por 1, es 1 = R-Mod.

4. El elemento menor, denotado por 0, es 0 = {(0)}, la clase que sdlo tiene al

maodulo cero.

Ast, (¢, SV, A, L,0) es una (gran) reticula completa.



Capitulo 2

Mobdulos y clases de médulos

2.1. Mobdulos de tipo

Definicion 2.1.1. Decimos que dos médulos M y M’ son ortogonales, en notacion
M 1L M’', si para cualquier submddulo no cero N de M, se cumple que N y» M’, es
decir, M y M’ no comparten submddulos distintos de cero isomorfos.

Decimos que dos mdédulos N y N son paralelos, en notacion N || N’, si para
cualquier 0 # L < N, existen submddulos ciclicos 0 # Ra < L y 0 # Rb < N’ tales que
Ra = Rb, y también se cumple que para cualquier 0 # L' < N’, existen 0 # Rc < L' y

0# Rd < N tales que Rc = Rd.

Con estos conceptos, vamos a definir los submodulos de tipo, este concepto es una
forma de relacionar clases naturales con moédulos. La demostracion de la siguiente

definicion se puede consultar en [15, Definition 4.1.2].

Definicion 2.1.2. Decimos que un submaodulo N de M es un submaodulo de tipo,

en notacion N <, M, si se cumplen las siguientes condiciones equivalentes:
1. SiN<L<M conN || L, entonces N = L.
2. Si N <L <M, entonces N L K, para algin 0 # K < L.

3. Existe una clase natural o/ tal que, sobre todos los submddulos de M, N es

mdzximo con respecto a que N € <.

24
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Recordemos que en una reticula completa L, un elemento a # 0 es un atomo, si

para cualquier elemento distinto de cero b < a, se cumple que b = a.

Definicion 2.1.3. Decimos que un modulo M es atomico, si la clase natural que

genera &yt (M), como elemento de la reticula R-Nat, es un dtomo.

Es claro que una clase natural & es un atomo, si para cualquier clase de médulos
%, distinta de la clase cero, con € C o7, se cumple que &,,(%) = /. Asi, para un
moédulo atomico My 0 # N < M, tenemos que &,4:(N) = &Epar(M).

Lema 2.1.1. Supongamos que los submodulos Aq,...,A, < M son atomicos y orto-
gonales por pares con A1 ®---® A, <. M. Si By,...,B, son submddulos distintos de

cero de M ortogonales por pares, entonces m < n.
Demostracion. Ver [15, Lemma 4.1.7] o
El lema anterior permite definir el siguiente concepto de dimension en médulos.

Definicion 2.1.4. Decimos que un modulo M tiene dimension de tipo finita n,

denotado como t.dim(M) = n, si existe una familia finita {N;};_, de submodulos ato-

n
micos y ortogonales por pares de M, tales que @ N; <. M. Sino existe tal n, decimos
i=1
que la dimension de tipo de M es infinita, en cuyo caso escribimos t.dim(M) = co. Si
M =0, entonces t.dim(M) = 0.

Para concluir esta seccion, tenemos este resultado que aparece en [15, Proposition

4.1.12]

Proposicion 2.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo M :
1. La dimension de tipo de M es finita.
2. M satisface la condicion de cadena ascendente en submodulos de tipo.

3. M satisface la condicion de cadena descendente en submddulos de tipo.
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2.2. Atomicidad en R-Nat

Por la secciéon anterior, sabemos que si M tiene dimension de tipo finita, entonces
la clase natural que genera, &,,;(M), contiene un atomo de R-Nat. La razon es que

M contiene un submoédulo atémico.

Definiciéon 2.2.1. Sea L una reticula completa. Decimos que un elemento distinto

de cero a € L es semiatomico, si a es un supremo de dtomos de L.

Observacion 2.2.1. Si M tiene dimension de tipo finita, supongamos t-dim(M) = n,

n
entonces GB N; <. M, donde los submddulos N; son atomicos. Ast, por la Proposicion
i=1

n n
1.1.3, tenemos que la clase natural .fnat(@ N;) = \/f,mt(N,-), que es un supremo de
i=1 i=1

n
atomos. Por otro lado, del hecho de que @ N; <. M, el Corolario 1.1.1 permite ver
i=1

n

que fnm(@ N;) = &nar(M). Por lo tanto, &qi(M) es un elemento semiatomico de la
i=1

reticula R-Nat.

Revisemos algunas propiedades de las clases naturales de R-Nat que son atomos.

El siguiente teorema es ttil.

Teorema 2.2.1. Una clase natural 7 es un dtomo de R-Nat si y sdlo si para cua-
lesquiera dos modulos ciclicos distintos de cero Rx, Ry € o7 , existe un mddulo ciclico

distinto de cero Rz tal que Rz > Rx y Rz > Ry.
Demostracion. =] Como Rx,Ry € o/ y &/ es un atomo, tenemos que &,q(Rx) =
Enar(Ry) = of . Asi, Rx € &,4:(Ry). Por el Lema 1.1.1, tenemos la descripcion

Enar(Ry) ={M :YO# N < M,30 # L <N tal que L > Ry}

Por lo tanto, existe 0 # L < Rx tal que L » Ry. Considerando un elemento
distinto de cero z € L, tenemos que Rz < Rx y Rz > Ry.

<] Basta ver que &,4;(Rx) = o/, para cualquier modulo ciclico Rx € &7
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Sean Rx € &/ y M € o/, vamos a ver que M € &,,;(Rx). Supongamos que M # 0,
consideremos 0 # N < M y 0 # n € N. Asi, Rx,Rn € </, por hipotesis existe
Rz # 0 tal que Rz » Rn y Rz » Rx. Por lo tanto, M € &,,(Rx). En conclusion,
Enar (Rx) = o . o

Corolario 2.2.1. Si M es un mdodulo uniforme entonces &,qr(M) es un dtomo de

R-Nat.

Demostracion. Sean Rx,Ry € of = &,,,(M) dos mddulos ciclicos distintos de cero.

Asi, existen submodulos distintos de cero Rz < Rx y RZ’ < Ry y monomorfismos

f:Rz>» Myg:R »>» M. Como 0 # f(Rz) < M,0 # g(RZ) < My M es
un moédulo uniforme tenemos que 0 # f(Rz) N g(RZ'). Si 0 # Rw < f(Rz) N g(RZ)
entonces Rw < f(Rz) = Rz < Rx y Rw < g(R7Z') = R7' < Ry. Por el lema anterior se

sigue que 7 es un atomo. i

Recordemos que una reticula es atébmica si para cualquier elemento distinto de

cero a € L, existe un atomo s € L tal que s < a. El siguiente resultado es interesante.

Lema 2.2.1. Si R es un anillo neteriano izquierdo entonces R-Nat es una reticula

atomica.

Demostracion. Sabemos que cualquier modulo inyectivo inescindible es uniforme, por
el corolario anterior, tenemos que la clase natural generada por un moédulo inyectivo
inescindible es un dtomo.

Por otro lado, por el Lema 1.1.3 sabemos que para cualquier clase natural .o, existe
un modulo M tal que &7 = &,4,(M). Asi mismo, &,4; (M) = &,0:(E(M)), porque M <,
E(M). Pero el moédulo E(M) es inyectivo, como R es un anillo neteriano izquierdo

tenemos la descomposicion en submoédulos E(M) = EB Q;, donde Q; es un submoédulo

iel
inyectivo inescindible, para cada i € I. Asi, &,4;(Q;) C & (E(M)) C o v Enar(Q;) €8

un atomo. O

Notemos que si R es un anillo neteriano izquierdo entonces los 4&tomos de R-Nat

son las clases naturales generadas por modulos inyectivos inescindibles.
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Motivados por los resultados anteriores, los cuales corresponden a la propiedad de

atomicidad en R-Nat, vamos a ver otro resultado con un tipo especial de anillo.

Definiciéon 2.2.2. Dada una reticula completa L ya € L, decimos que a es compacto

st stempre que a < \/ d, con D un subconjunto dirigido de L, existe dy € D tal que

deD
c <dp.

Decimos que una reticula es compactamente generada, si cualquier elemento
es un supremo de elementos compactos; decimos que una reticula es localmente
atémica, si cualquier elemento es supremo de dtomos; decimos que una reticula es
complementada si cualquier elemento tiene complemento. El siguiente resultado

aparece en |22, Proposicion 5.5, Chapter I1I]

Teorema 2.2.2. Son equivalentes para una reticula modular L:
1. L es compactamente generada y localmente atomica.
2. L es compactamente generada y complementada.
3. L es superiormente continua y localmente atomica.

En el Teorema 1.1.2, vimos que la reticula R-Nat es complementada y en el Coro-
lario 1.1.2 vimos que es superiormente continua. El siguiente corolario es un resultado

del teorema anterior para la reticula de clases naturales.
Corolario 2.2.2. Para la reticula R-Nat son equivalentes:
1. R-Nat es compactamente generada.
2. R-Nat es localmente atomica.

Demostracion. Ya demostramos que la reticula de clases naturales R-Nat es com-
plementada y superiormente continua, por lo que el corolario se sigue del teorema

anterior. O

Vamos a ver como son los elementos compactos de R-Nat.
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Observacion 2.2.2. Supongamos que € es una clase natural que como elemento

de R-Nat es compacto. Por el Lema 1.1.5 tenemos que si {Rx;}ic; es una fami-

lia de representantes de clases de isomorfismo de mddulos ciclicos de €, enton-

ces € = f,m,(@ Rx;). Consideremos Priy(I) = {F : F C I yF es finito}, cla-
i€l

ramente Pyin(I) es un conjunto dirigido y se cumple que € = f,m,(@ Rx;) =

iel
Enar (P Rx).

FEPsin(I) iel
Como R-Nat es una reticula superiormente continua, del hecho de que € sea

compacto, tenemos que € = fna,(@ Rx;), para algin F C I finito. Asi, la clase
el
natural € es generada por el modulo @ Rx;, que es un mddulo finitamente generado
ieF
Por la observacion anterior, si una clase natural es compacta, entonces es gene-
rada por un modulo finitamente generado, vamos a revisar el concepto reciproco.
Consideremos un modulo ciclico Rx, ;Qué condiciones debe de cumplir Rx para que

€ = &na:(Rx) sea un elemento compacto?

El siguiente lema nos muestra una condicién necesaria.

Lema 2.2.2. Supongamos que Rx tiene dimension de Goldie finita. Entonces

Enat(Rx) =€ es compacto.

Demostracion. Sea I un conjunto dirigido y {.4/};c; una familia dirigida de clases

naturales tales que & < \/ ;. Por el Teorema 1.1.2, tenemos que
i€l

\ A= uar((J 4D = (M2 3L} jes € ) A el que (DL <. M),

iel i€l i€l jeJ

Como Rx € ¥, se sigue que Rx € \/ A7, por lo tanto existe una familia indepen-

iel
diente {L;}jes C UJI{, tal que @Lj <e Rx.
i€l jeJ
Por hipoétesis tenemos que la dimension de Goldie de Rx es finita, por lo tanto

la familia {L;}e; es finita. Como I es un conjunto dirigido, existe ip € I tal que

{Lj}jes S Ay Asi, @Lj € Aj,, por lo que Rx € .4j,. Por lo tanto,
jeJ
Enar(Rx) =€ C Aj,. Asi, € es compacto. O

'Un moédulo M tiene dimension de Goldie finita si existe una familia independiente finita de
submodulos uniformes Ny, No,...,N, tal que Ny ®...N, <, M
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Recordemos que un anillo R es QF D izquierdo si cualquier médulo ciclico Rx
tiene dimension de Goldie finita (dimension uniforme). Una de las propiedades im-
portantes que cumplen los moédulos con dimensién uniforme es que no existen familias

independientes infinitas.

Teorema 2.2.3. Si R es un anillo QFD izquierdo entonces R-Nat es una reticula

compactamente generada.

Demostracion. Como R es un anillo QFD izquierdo, se tiene que cualquier médulo
ciclico Rx tiene dimension de Goldie finita. Asi, &,4;(Rx) es un clase natural que es

compacto en R-Nat. Por otro lado, para cualquier clase natural &7 existe una familia

de modulos ciclicos {Rx;}ie; en o tal que & = fna,(@ Rx;) = \/fnm(Rx,-). Por lo
iel iel
tanto, toda clase natural es un supremo de clases naturales que son compactos. 0O

Por el Corolario 2.2.2; tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.3. Si R es un anillo QFD izquierdo entonces R-Nat es una reticula

localmente atomica.

Juntando los resultados de esta seccion, tenemos las siguientes implicaciones:

R anillo neteriano izquierdo = R anillo QFD izquierdo = R-Nat compactamente
generada <& R-Nat es localmente atémica & R-Nat es atomica.

Los resultados anteriores son interesantes, porque tenemos ejemplos de anillos

cuyas reticulas de clases naturales no son atémicas.

Ejemplo 2.2.1. 1. Sea R = (l_[ Zg) (@ZQ) Consideremos 0 # x + @ZQ

i=1
Como el soporte de x es infinito, podemos escribir x =y + z, con el soporte de

y y z infinito. Asi, Ry L Rz, por lo que Rx no es un maodulo atomico.

2. Sea X un conjunto, el anillo de Boole, P (X), tiene como ideal

F(X)={A:AC X, |A| <No} el subconjunto de los elementos finitos. El anillo
cociente R = P (X)/Z (X) no contiene submddulos atdmicos. Notemos que si

X =N, entonces R es isomorfo al anillo del ejemplo 1.
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2.3. Mobdulos i1soneterianos e isoartinianos

Para obtener ejemplos de anillos cuya reticula de clases naturales sea atémica,

revisemos la siguiente definicion que aparece en [11].

Definicién 2.3.1. Un mddulo M es isoartiniano (isoneteriano) si cumple que
para cualquier cadena descendente (ascendente) de submddulos de M
o <My <My <My (Mg <My <My <...) existei €N tal que para cualquier n

coni <n, M; = M,, es decir, la cadena se estaciona en submddulos isomorfos.

Definicion 2.3.2. Sea N < M, decimos que N es tsoesencial en M, en notacion
N <isoe M, si para cualquier submodulo distinto de cero L de M existe un submaodulo

distinto de cero T de L tal que T > N.

Observacion 2.3.1. Por el Lema 1.1.1, tenemos que si N <;s0e M, entonces &pqi(N) =

Enar (M).

Definicion 2.3.3. Un maodulo M distinto de cero es isouniforme, si para cuales-
quiera dos submodulos distintos de cero N1, No < M se tiene que N1||N2, es decir, Ny

y No son submodulos paralelos.

La definicién anterior corresponde al hecho de que si M es isouniforme y 0 # N <

M, entonces N <j50e M.

Proposicion 2.3.1. Un mddulo M es isouniforme si y solo si Enqr(M) es un dtomo

de R-Nat.
Demostracion. Se sigue de que N <50 M si 'y 86lo si &qr(M) = Epar(N). O
Notemos que por la proposicion previa, M es isouniforme si y sélo si M es atémico.

Lema 2.3.1. Si M es un mddulo isoneteriano distinto de cero, entonces M contiene

un submaodulo isouniforme.

Demostracion. La demostracion es por contradiccién. Supongamos que M no con-

tiene un submodulo no cero isouniforme, en particular, M no es isouniforme. Por lo
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tanto, existen L{,T) < M distintos de cero tales que Li L T7. Como Li no es isouni-
forme, existen Lo, To < L distintos de cero tales que Lo L Tb, repitiendo el proceso
obtenemos una familia infinita de submoédulos distintos de cero ortogonales por pares
2.

Consideremos la cadena ascendente Ty < T1®To < T1®To®T3 < ... de submddulos
de M. Por hipétesis M es isoneteriano, por lo tanto existe r € N tal que para cualquier
l>r, T1®...0T, =TI ® ... ®T;. En particular, tenemos que T1 & ... & T, =
T1®...0T, ®T,y. Asi, existen Rx < T,41 y Ry <T;, con 1 <i < r tales que Rx = Ry.
Contradiciendo que T,41 L T;. Por lo tanto, M contiene un submodulo distinto de cero

isouniforme. O

En la demostracion del lema anterior, que es semejante a la demostracion de
que todo moédulo neteriano contiene un submodulo uniforme, vimos que un moédulo
isoneteriano contiene un submodulo isouniforme, el cual es un moédulo atémico por
la Proposiciéon 2.3.1, en [11][Proposition 5.1] tenemos una propiedad mas fuerte y es
que cualquier modulo isoneteriano tiene dimension de Goldie finita.

Una consecuencia directa es el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1. Si cualquier maodulo ciclico es isoneteriano, entonces R-Nat es una

reticula atomica.

Tenemos las siguientes implicaciones:
Cualquier moédulo ciclico es isoneteriano = R es QFD izquierdo = R-Nat es

compactamente generada & R-Nat es localmente atémica & R-Nat es atomica.
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2.4. Mobdulos E-isoneterianos

Definiciéon 2.4.1. Decimos que un modulo M es E-isoneteriano, si para cualquier
cadena ascendente de submodulos Ny < No < ... de M existe r € N tal que pa-
ra cualquier | > r, E(N;) = E(N,). Andlogamente se tiene la condicion de ser E-

1soartiniano.
Observamos que la propiedad de ser E-isoneteriano es hereditaria.
Lema 2.4.1. Tenemos que M es E-isoneteriano si y solo si E(M) es E-isoneteriano.

Demostracion. <] Es claro, porque la propiedad de ser E-isoneteriano es hereditaria.
=] Sea N1 < Ny < ... una cadena ascendente de submodulos de E(M). Asi,
tenemos una cadena ascendente Ny "M < NoNn'M < ... de submoddulos de M.
Como M es E-isoneteriano, tenemos que existe r € N tal que para cualquier [ > r,
E(NNNM) = E(N,NM).
Notemos que si N; # 0 entonces M NN; # 0, por lo tanto N;NM <, N;NE(M) = N;
lo cual implica que E(N; N M) = E(N;).

O

Observacion 2.4.1. El hecho de que la cdpsula inyectiva de un modulo E -isoneteriano
sea E-isoneteriano, no implica que la cdapsula inyectiva es un maodulo neteriano, por

ejemplo Zy~ = E(Z,) no es neteriano.

Por [11]|Proposition 5.1], tenemos que si M es isoneteriano, entonces M tiene
dimension de Goldie finita; en este trabajo presentamos una demostracion en el Lema
2.3.1 acorde a nuestros fines de tener ejemplos de moédulos atémicos. El siguiente

resultado sigue con esta idea.

Lema 2.4.2. Si M es E-isoneteriano entonces M contiene un submddulo no cero

isouniforme.

Demostracion. La demostracion es por contradiccion. Supongamos que M no con-

tiene un submoddulo no cero isouniforme, en particular, M no es isouniforme. Por lo
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tanto, existen L{,T) < M distintos de cero tales que Li L T7. Como Li no es isouni-
forme, existen Lo, To < L distintos de cero tales que Lo L Tb, repitiendo el proceso
obtenemos una familia infinita de submoédulos distintos de cero ortogonales por pares
Ak

Consideremos la cadena ascendente Ty < T1®To < T1®To®T3 < ... de submddulos
de M. Por hipotesis M es E-isoneteriano, por lo tanto existe r € N tal que para
cualquier [ > r, E(T1®...0T,) = E(T'®...®T;) conlo que E(T))®...® E(T,) =
E(Ty)®...9 E(T)).

Como la familia de submoédulos {7;}2; son ortogonales por pares, tenemos que
{E(T;)};Z, es una familia de moédulos ortogonales por pares. Pero eso contradice que
E(T))®...9E(T,) = E(T))®...® E(T,)® E(T,+1), porque existen 0 # Rx < E(T,41)
y 0 # Ry < E(T;) tales que Rx = Ry y E(T,41) L E(T;), con 1 <i <r. O

Observacion 2.4.2. Notemos que en la demostracion previa, si M es E-isoneteriano

entonces no puede existir una familia infinita de submodulos ortogonales por pares.
Teorema 2.4.1. Si M es E-isoneteriano, entonces M tiene dimension de tipo finita.

Demostracion. Consideremos una familia independiente méxima de submodulos iso-
uniformes {N;};c; de M, por lo tanto @Ni <e M.
iel
Aunque los submoédulos N; son isouniformes, pueden generar la misma clase na-
tural que es un atomo de R-Nat. Considerando los submodulos que generan el mismo
atomo en R-Nat y tomando la suma directa de estos submodulos, que vamos a de-

notar por 7;, obtenemos una familia independiente {7} de submédulos ortogonales

por pares, porque son atémicos y generan distintos atomos. Por la Observaciéon 2.4.2

m
la familia debe ser finita, porque M es E-isoneteriano. Asi, @ N; = @ T, <. M.
i€l j=1
Por lo tanto, M tiene dimensién de tipo finita. O
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2.5. Condiciones de Z-neterianidad.

Las condiciones de isoneterianidad y E-isoneterianidad se pueden plantear desde
el punto de vista reticular de clases de modulos, recordar la Definicion 1.5.1 para

generar clases de modulos.
Definicion 2.5.1. Decimos que un mddulo M es:

1. Z<-neteriano (hereditariamente neteriano), si para cualquier cadena as-

cendente N1 < No < ... de submodulos de M, existe r € N tal que para cualquier

[ >7, §<(Ny) =E<(N)).

2. ZL< g-neteriano, si para cualquier cadena ascendente N1 < No < ... de sub-

maodulos de M, existe r € N tal que para cualquier | > r, E< p(N,) =< g(Nj).

3. L« p-neteriano (es decir, naturalmente neteriano) si para cualquier
cadena ascendente N1y < No < ... de submodulos de M, existe r € N tal que

para cualquier | 2 r, Enar(Ny) = Enar(N1).

De manera similar, se definen los conceptos de ZL<-artiniano, L« g-artiniano y L« e E-

artiniano para un modulo no cero M.

Lema 2.5.1. Para un modulo M son equivalentes:
1. M es Z< g-neteriano.
2. M es E-isoneteriano.

Demostracion. =] Tenemos que é<p(L) = {T : T > E(L)}. Sea N < Ny < ...
una cadena ascendente de submoédulos de M, como M es Z< g-neteriano existe r € N
tal que para cualquier [ > r, é< g(N,) = é<g(N;). Asi, E(N;) > E(N,) y también
E(N,) — E(N;), por lo tanto E(N;) = E(N,).

<] Sea N1 < Ny < ... una cadena ascendente de submodulos de M, por hipotesis

existe r € N tal que para cualquier [ > r se tiene que E(N,) = E(N;). Por lo tanto

N, € é<e(Ny) y Ny € é<g(N,), con lo que é< g(N,) = &< g(Ny). a
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Notemos que si un modulo M es hereditariamente neteriano, entonces la cadena
ascendente de submodulos N1 < No < ... cumple que existe [ > r, tal que N, < N;
y N; > N,. Por lo tanto, E(N,) < E(N;) y E(N;) » E(N,). Como los moédulos son
inyectivos, tenemos que E(N,) = E(N;). Asi, M es E-isoneteriano. Sin embargo, los

conceptos no son equivalentes, pues Z,~ es E-isoneteriano, porque es uniforme, pero

no es hereditariamente neteriano.

Proposicion 2.5.1. Sea M un mddulo distinto de cero hereditariamente neteriano.
Entonces existe N < M, con N finitamente generado, tal que para cualquier x € M,

Rx» N.

Demostracion. Supongamos que no se cumple lo que se pide. Sea x1 € M, con x1 # 0,
tenemos Rx; ¥» M, como Rx; es finitamente generado existe xo € M tal que Rxy -
Rxi. Asi, Rx; £ Rxy + Rxa, pero Rxj + Rxo es finitamente generado por lo cual existe
x3 € M tal que Rxs ¥» Rx1+ Rxo. Continuando de esta manera obtenemos una cadena
ascendente propia Rxi < Rx1+ Rxs < Rx1+ Rx2+ Rx3 < ..., la cual, por construccion,
no se puede estacionar hereditariamente, contradiciendo que M sea hereditariamente

neteriano. O

Proposicion 2.5.2. Si M es hereditariamente neteriano entonces para cualquier ca-
dena ascendente Ny < No < ... de submddulos de M, existe r € N, tal que para

cualquier 1 > r, tenemos que Zoc(N,) = Zoc(Ny).

Demostracion. Sea N1 < No < ... una cadena ascendente de submoédulos de M, como
M es hereditariamente neteriano existe r € N tal que para cualquier [ > r tenemos
que N; = N,.
Sea ¢; : N; — N, un monomorfismo (existe porque M es hereditariamente nete-
riano), con [ > r. Asi, Zoc(N;) = ¢;(Zoc(Ny)), pues ¢; es monomorfismo y
Wi(Zoc(Ny)) € Zoc(N,) < Zoc(N;), ya que N, < N;. Por el Teorema de Krull-

Remak-Schmidt, tenemos que Zoc(N;) = Zoc(N,), para cualquier [ > r. O
Teorema 2.5.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo M :

1. M es naturalmente neteriano.
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2. t.dim(M) < oo.
3. &Enat(M) es un elemento compacto de R-Nat.

Demostracion. 1) = 2] Por el Lema 2.1.1, recordemos que una condicién equivalente
para que el modulo M tenga dimension de tipo finita es que M satisfaga la condicion
de cadena ascendente en submoédulos de tipo de M.

Sea N1 < Ny < ... una cadena ascendente de submodulos de tipo de M, tal que
N; € 6;, con 6; € R-Nat. Como M es naturalmente neteriano, existe r € N tal que
para cualquier [ > r, &nar(N1) = &nar(Ny). Asl, Enar(Ni) = &nar(Nr) € €, por lo que
N; € 6,. Por otro lado, como N, < N; y N, es un submoédulo de tipo de M con respecto
a la clase %,, se cumple que N, = N;.

2) = 3] Se sigue de [20][Theorem 3.2].

3) = 1] Como &4 (M) es un elemento compacto de R-Nat, se tiene que la reticula
[0, &nar(M)] es finita, por [20]|Lemma 3.1|. Por lo que M es naturalmente neteriano.

O
Corolario 2.5.1. Si M es E-isoneteriano entonces M es naturalmente neteriano.

Demostracion. En el Lema 2.4.1 se demostré que un modulo isoneteriano tiene di-
mension de tipo finita, asi por el teorema anterior concluimos que M es naturalmente

neteriano. O

Las propiedades enunciadas en el corolario anterior no son equivalentes, pues el
(o]

Z-modulo @ Q es naturalmente neteriano porque es un moédulo atémico, pero no es
i=1

E-isoneteriano, ya que la cadena ascendente Q < Qe Q < Qe Q@ Q < ... no cumple

la propiedad de que las capsulas inyectivas se estacionan en isomorfismo.

Proposicion 2.5.3. Las siguientes propiedades son equivalentes para un modulo M :

1. M es naturalmente neteriano.

2. M es naturalmente artiniano.
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Demostracion. Tenemos que un moédulo naturalmente neteriano satisface la condicion
de cadena ascendente en submodulos de tipo y de forma similar un médulo natural-
mente artiniano satisface la condicion de cadena descendente en submodulos de tipo,
pero ambas condiciones son equivalentes a que el modulo tenga dimension de tipo

finita por el Lema 2.1.1. O

Corolario 2.5.2. Tenemos que grR es naturalmente neteriano si y solo si gRR es

naturalmente artiniano.
El siguiente resultado es una version del Teorema de la Base de Hilbert:

Teorema 2.5.2. Si gR es naturalmente neteriano (naturalmente artiniano) entonces

rRxR[x] es naturalmente neteriano (naturalmente artiniano).

Demostracion. Por [15][Corollary 4.2.9] tenemos que t.dim(gR) = t.dim (g R[x]). La

condicién se sigue del Teorema 2.5.1 O

Recordemos que un moédulo L es directamente finito, si L no es isomorfo a un

sumando directo propio de L.

Proposicion 2.5.4. Sea M un R-mddulo tal que E(M) es directamente finito. Tene-

mos que M es E-isoneteriano si y solo st M es E-isoartiniano.

Demostracion. =] Sea N1 > Ns > ... una cadena descendente de submodulos de
M. Asociada a la cadena anterior, tenemos una cadena descendente de submodulos
de E(M), E(N1) = E(N2) > ..., como los submoddulos de la cadena son inyectivos,
tenemos que E(M) = E(Ny) & L1, para algin L < E(M). También se tiene que
E(N1) = E(N2) ® Lo, por lo que E(M) = E(N2) ® Lo & L1, repitiendo el proceso para
E(N;), obtenemos una familia independiente {L;};2; de submoédulos de E(M).
Consideremos la cadena ascendente L1 < L1 ® Lo < L1 ® Lo ® L3 < ..., cada
submoédulo es inyectivo, como M es E-isoneteriano, existe r € N tal que para cualquier
[>r,tenemosque L1 ®... oL, =2L1®.. L, ®L,.1 ... L;.

Por otro lado, tenemos que

E(NNeLi®.. oL, =E(M)=EN)®L1®... 9L, ®L,11®... 0L
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pero E(M) es directamente finitoy L1 ®...®L, = L1®... ®L, ®L,11®...® L,
por lo cual se sigue que E(N,) = E(N;), para cualquier [ > r.
Asi, M es E-isoartiniano.

<] La demostracion es similar al caso anterior. m|

2.6. Condiciones de Z-coneterianidad.

Para garantizar la existencia de cubiertas proyectivas, en esta secciéon vamos a
suponer que el anillo R es perfecto. Para un médulo M vamos a denotar a la cubierta

proyectiva como P(M).

Definicién 2.6.1. Decimos que M es cohereditariamente neteriano, si para cual-
quier cadena ascendente N1 < No < ... de submddulos de M, existe r € N tal que

para cualquier l > r, &, (M/N,) =&, (M/N;).

IA

Decimos que M es P-isoneteriano, si para cualquier cadena ascendente Nq

IR

No < ... de submddulos de M, existe r € N tal que para cualquier I > r, P(M/N,)
P(M/Ny).

Lema 2.6.1. Sean Py y P2 maodulos proyectivos semiperfectos. Si existen epimorfis-

mos f : Py » Py y g : Po » Py entonces P; = Ps.

Demostracion. Tenemos que si P; es proyectivo y semiperfecto, entonces se puede
descomponer en una suma directa de submoédulos proyectivos directamente inescindi-
bles tal que el anillo de endomorfismos de cada sumando es local, por el Teorema de
Krull-Remak-Schmidt la descomposiciéon es tnica salvo isomorfismo. Anélogamente
con Ps.

Como f y g son epimorfismos y P1, P2 proyectivos, tenemos que existen descom-
posiciones P1 = Q1® Q2 y Py =T ® T, tales que P = Ty y Q2 = P2. De nuevo por la
descomposicion que da el Teorema de Krull-Remak-Schmidt y lo anterior comentado,

tenemos que P1 = Ps. O

Teorema 2.6.1. S7 M es cohereditariamente neteriano entonces M es P-isoneteriano.
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Demostracion. Sea N1 < No < ... una cadena ascendente de submodulos de M, por
hipotesis M es cohereditariamente neteriano, por lo tanto existe r € N tal que para
cualquier [ > r, £5,(M/N,) = &5, (M/Ny).

Sea [ > r, existen epimorfismos P(M/N,) -» M/N, -» M/N; y P(M/N;) -»
M/N; -» M/N,. Como los médulos P(M/N,) yv P(M/N;) son proyectivos semi-
perfectos, tenemos que existen epimorfismos P(M/N,) -» P(M/N;) y P(M/N;) -
P(M/N,). Por el lema anterior se tiene que P(M/N,) = P(M/N;). Por lo tanto, M es

P-isoneteriano.
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2.7. Neterianidad en la reticula R-Wis.

Definiciéon 2.7.1. Decimos que un R-mddulo es Wis-neteriano si cumple que la su-

breticula &wis(M) /0 de R-Wis es una reticula neteriana.

Ejemplo 2.7.1. En Z-Mod tenemos que Zyn es Wis-neteriano, mientras que Zp~ no
es Wis-neteriano.

Notemos que R es Wis-neteriano si y solo si R-Wis es una reticula neteriana.
Esto se sigue porque todo mddulo es cociente de un libre y asi Ewis(R) = R-Mod.

Usando los ejemplos anteriores, concluimos que Z no es Wis-neteriano.

Recordemos que cualquier clase de Wisbauer (clase de pretorsion hereditaria) tie-
ne asociado un filtro lineal de ideales izquierdos. Para un ideal izquierdo I < R,
denotamos al filtro generado por I como n[I] = {J : I < J < R}, este filtro se llama
filtro principal generado por I. Los filtros lineales principales son cerrados bajo
intersecciones arbitrarias, a la clase de Wisbauer asociada a un filtro lineal principal
se le dice que es una clase jansiana, esto porque es cerrada bajo tomar productos
arbitrarios. El regreso también es vélido, cualquier clase de Wisbauer cerrada bajo
tomar productos (clase jansiana) cumple que su filtro lineal asociado es cerrado bajo

tomar intersecciones arbitrarias, por lo que es un filtro lineal principal.

Teorema 2.7.1. Sea M un mddulo. Tenemos que M es Wis-neteriano si y solo si

todo subfiltro del filtro asociado a la clase Ewis(M) es principal.

Teorema 2.7.2. Sea R un anillo. Tenemos que R es artiniano izquierdo si y solo si

R-Wis es una reticula neteriana.

Demostracion. =) Como R es artiniano izquierdo tenemos que todo filtro lineal es
jansiano por lo cual todo filtro lineal es principal. Asi, la clase de Wisbauer asociada
a un filtro lineal principal n[I] es &éwis(R/I), que es una clase generada por un mo-
dulo ciclico por lo tanto &w;s(R/I) es un elemento compacto de R-Wis. Por lo tanto,
todo elemento de R-Wis es compacto con lo que tenemos que R-Wis es una reticula

neteriana.
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&) Como R-Wis es neteriana tenemos que R-Fil es neteriana. Asi, todo elemento
de R-Fil es compacto, pero los elementos compactos de R-Fil son los filtros lineales
principales. Por lo tanto, todo filtro es jansiano por lo que toda clase de Wisbauer es

cerrada bajo tomar productos. Por [15][6.3.15 Theorem]|, R es artiniano izquierdo. O



Capitulo 3

Relaciones entre reticulas

3.1. Sobre V-anillos semiartinianos izquierdos.

En este capitulo, veremos algunas relaciones que existen entre la reticula de clases
naturales R-Nat, con otras reticulas de clases de moédulos. Se vera como estas relacio-
nes producen caracterizaciones del anillo, asi como de la reticula R-Nat. Por ejemplo,
cito dos resultados interesantes que aparecen en [15, Theorem 6.3.9 and Theorem

6.3.10].

Teorema 3.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:
1. R es un anillo QI-izquierdo" .
2. R-Wis C R-Nat.

Teorema 3.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:
1. R es un anillo semiartiniano-izquierdo.
2. R-Nat C L« r E.ext-
3. La clase natural & ={M : Zoc(M) <, M} pertenece a L« n g ext-

4. Le g Eext €5 una reticula de Boole.

1Un anillo R es QI-izquierdo si cualquier moédulo casi inyectivo es inyectivo. Un médulo M es
casi inyectivo si es M-inyectivo.

43
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5. R-tors es una reticula de Boole.

Recientemente, en |3, Theorem 2.9, se obtuvo la siguiente caracterizacion de los

anillos semiartinianos izquierdos.
Teorema 3.1.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R

1. R es un anillo semiartiniano izquierdo.

2. Las reticulas de clases de mddulos R-Nat y R-tors son isomorfas.
Comencemos a revisar los resultados de este capitulo.
Lema 3.1.1. Si <o C ZL<r entonces R es semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Vamos a ver que para cualquier R-médulo M distinto de cero, Zoc(M) #
0. Por hipotesis, tenemos que para la clase natural generada por R-Simp, se tiene que

Enat (R-Simp) € L ,. Por lo tanto, tenemos que C := l_[ E(S) € &4/(R-Simp).
SeR-Simp
Como sabemos, C es un cogenerador de R-Mod, por lo que R-Mod = &,,:(R-Simp).

Pero es claro que &,4(R-Simp) = {M : Zoc(M) <, M} (ver el Lema 1.1.1). Asi, R

es semiartiniano izquierdo. |
Lema 3.1.2. Si Z<, C Z< o entonces R es V-anillo izquierdo.

Demostracion. Vamos a demostrar que el radical de Jacobson es el radical cero, que
es equivalente a que R sea V-anillo.

Denotemos Tgyq la clase de torsion y Frqq la clase libre de torsion asociadas al
radical de Jacobson. Por hipotesis Fryq €s cerrada bajo tomar capsulas inyectivas, en
este caso el radical de Jacobson, es un radical exacto izquierdo (cita de Stenstrom),
entonces el radical de Jacobson esta determinado por su clase de torsion Tguq. Asi
que basta ver que Tgqq = {0}.

Supongamos que Tgqq # {0}, notemos que Tg,q €s una clase hereditaria porque el
radical de Jacobson es un radical exacto izquierdo por hipdtesis.

Sea M un modulo distinto de cero en Tryy v x € M con x # 0. Tenemos que
Rx € Tgaa, por lo que Rx = Rad(Rx) < Rx, pues Rx es un modulo finitamente

generado. Lo anterior es una contradiccion. i
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El siguiente resultado, es un teorema de caracterizacion de anillos comparando

clases de médulos definidas por medio de propiedades de cerradura.

Teorema 3.1.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.
1. gs,n = fs,ea,E
2. R es V-anillo semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Solo falta demostrar 2) = 1), porque la otra implicacion se sigue de
los resultados previos.

Sea ¢ € Z<oE, para ver que € € L« , basta demostrar que es cerrada bajo
tomar productos. Consideremos una familia de modulos {M;};c; € €, como R es una
anillo semiartiniano izquierdo, por el Lema 1.1.1 tenemos que % es una clase generada
por una familia de simples. Para ver que M = 1—[ M; € €, basta con demostrar que
cualquier submoédulo simple de M esté en €, pllleels Zoc(M) < My Zoc(M) € €.

Sea § < M un submoddulo simple, por lo tanto existe i € I tal que S < M;, pero
M; € € y € es hereditaria, asi S € €. Como todos los submoédulos simples de M estan
en ¢, se tiene que Zoc(M) € €, porque es cerrada bajo tomar sumas directas, asi
M € €, porque es cerrada bajo extensiones esenciales. Por lo tanto, < ¢ g C L<x.

Para la otra contencion, consideremos una clase ¢ € Z< . Tenemos que demostrar
que ¢ € Z< o £, por lo que basta ver que ¢ es cerrada bajo tomar capsulas inyectivas.

Sea M € ¥, por hipoOtesis tenemos que R es un anillo semiartiniano izquierdo,

por lo que Zoc(M) <, M <, E(M). Supongamos que Zoc(M) = @Si, con S; un
i€l
submodulo simple, asi S; € €. Por otro lado, existe un monomorfismo vy : @ S —
i€l

1—[ S;, donde el ultimo moédulo es inyectivo porque R es un V-anillo. Asi, existe un
i€l

homomorfismoy : E(M) — l_[ S; por la inyectividad de l_[ S, tal que ¥|zoe(m) = ¥-

i€l i€l

Por la esencialidad de Zoc(M) <, E(M), tenemos que y es un monomorfismo. Como
Si€€y € e Z<n, tenemos que 1_[ S; € €, por lo tanto E(M) € €.

iel
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3.2. Cogeneracion en reticulas de clases de médulos

Dadas una clase de moédulos &7 y un conjunto de propiedades de cerradura C,
tenemos que la clase cogenerada por &7 en la reticula Z¢, si existe, es la mayor clase
cerrada bajo las propiedades de C contenida en 7. Usamos la notacion y¢ (&) C &,
para denotar a esta clase.

Dada una clase de médulos o7, podemos describir las siguientes clases cogeneradas.

x<()={M e YN <M,N € o/}

X>()={Meco VYN <M,M/N € o/}.

Ye()={Meod :EM)ed}.

Claramente se cumple que y<(27), (), ye(2/) C o/ y ademas se tiene que
x<() € Zc, x»(A) € L y xp () € L.

Mas atn, tenemos los siguientes morfismos de reticulas

X
R_Nal’ = gs’ea’E R-Z‘OFS = gg,—»,@,ext
E<E

Vamos a cogenerar clases de modulos en Z< g

Proposicién 3.2.1. Para una clase de modulos o7, tenemos que xy<p(#) = {M €

o/ :NL<EM),Led}.

Demostracion. Sea € ={M € o/ : VL < E(M), L € </}, vamos a ver que

€ = x<g(<). Primero veamos que ¢ € Z< .

Sea N < M con M € €. Tenemos que demostrar que N € €. Como M € € y
N <M < E(M) sesigue que N € &7. Por otro lado, si L < E(N), como E(N) < E(M),
entonces L < E(M) por lo que L € 7. Asi, N € €.

Es claro que si M € € entonces E(M) € €. Por lo tanto ¢ € Z< .

Por dltimo veamos que % es la mayor clase contenida en o cerrada bajo tomar
submoédulos y capsulas inyectivas. Sea # C &7, con & € L« , consideremos M € A,
vamos a ver que M € €. Como M € % C o se sigue que M € &f; si L < E(M),
como L,E(M) € A, dado que # € L, entonces L € o&/. Asi M € €, por lo que
BCEC. |
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Proposicion 3.2.2. Si o7 € Z< entonces yg() € ZL<.

Demostracion. Sean M € yg(&/) y N < M, queremos demostrar que N € yg(</).
Como M € yp (<) se sigue que M € &7 vy E(M) € /. Como N < E(N) < E(M) y
o € L« tenemos que E(N) € o/, por lo tanto N € yg (). O

Corolario 3.2.1. Para una clase o/ de modulos tenemos xg(x<(o)) € L<g. Mds
atn, xg(x<()) = x<e(Z).

Demostracion. Ya sabemos que y< (&) € £, usando la proposicién anterior obtene-
mos que yr(x<(#)) € Z<. Ast xp(x<(#)) € Z<k.
Como xye(x<(2)) € x<() C ',y x<e(<) es la mayor clase cerrada bajo sub-
modulos y capsulas inyectivas contenida en o7, tenemos que yg(x<(2)) C x<g ().
Ahora, sea M € y<pg(2), queremos demostrar que M € yg(x<(2)). Para eso
tenemos que demostrar que M € y<(&f) vy E(M) € y<(27), esto tltimo se demuestra
viendo que (M € &/ yVN < M,N € /) y que (E(M) € &/ yVL < E(M),L € </). Lo

anterior se sigue de que y<g(2/) C &. O
Notemos que xe(x<(#)) = x<,e(#)
Proposicion 3.2.3. Si o/ € L., entonces x<p(F) € L<rE.

Demostracion. Basta demostrar que y< g (%) € £;. Consideremos {M,}ie; € y< (),
para demostrar que l—[Mi € x<re(2) tenemos que ver que HM,- € o y VT <
E(nMi),L € . Como {M;}ie; C x<p() C oy o € Lcp se tiene que
[ [M: € o, mis atn (EM)Yier € x<() y [ | EM) € .

SiT < E(rl M;), como E(H M;) < l—[E(M,-), entonces T € 7. Asi, y<p() €
L. O

Proposicion 3.2.4. Sea R un anillo neteriano izquierdo. Si &/ € ZL<g entonces

X<e(H) € Lor.

Demostracion. La demostracion es anédloga a la demostracion anterior, viendo que
X<e(d) € Ly y recordando que E(®M;) < ®E(M;), como el anillo es neteriano

izquierdo, entonces @E (M;) es inyectivo. O
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Notemos que hay dos asignaciones entre reticulas de clases de modulos

X<.,E
Len LerE

X<,E
Lo L oE

Ambas son suprayectivas. Notemos que la segunda esta bien definida cuando el
anillo es neteriano izquierdo.
Considerando la reticula de clases de Wisbauer, tenemos que Z<_, o C Z<go.

Restringiendo el morfismo y< g obtenemos el siguiente diagrama:

X<,0

e
jﬁ,—»,@ gﬁ,@,E

~—

g%
Queremos hallar relaciones entre cogenerar y generar clases. El siguiente teorema

es util.
Teorema 3.2.1. Si R es un anillo QF entonces x<g o0& =1p_ Nt

Demostracion. Si W € L« e es una clase de Wisbauer entonces
X<EW) = xe(x<(W)) = xe(W'), pues # es una clase hereditaria. Lo anterior

nos dice lo siguiente:

MeW EM)eW}=xeW)=x<eW)={MecW NT<EM)TeW}

Podemos caracterizar los elementos de yg(#') en términos de los modulos inyec-
tivos inescindibles.
Consideremos los siguientes conjuntos, R-11 es el conjunto de representantes de

clases de isomorfismo de modulos inyectivos inescindibles; para una clase de modulos
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o, el conjunto &7-11 = {T € &/ : 3§ € R-1I tal que T = S}.

Como el anillo R es neteriano izquierdo, todo moédulo inyectivo se descompone en
una suma directa de médulos inyectivos inescindibles. Consideremos la clase

C={MeW :3{Ei}ics € W-II tal que M < OE;}.

Afirmamos que y<g(#') =%€. Sea M € x<g(W') = xg(W), asi M < E(M) con
E(M) € ', como el anillo es neteriano se sigue que E(M) = EB E; con E; € W-I1I.
Por lo tanto, M € . !

Para la otra contencion consideramos M € %, asi existe {E;}ie; € #-11 tal que
M < ®E;, como R es un anillo inyectivo se tiene que ®FE; es un médulo inyectivo por
lo tanto E(M) es un sumando directo de ®F;. Asi, E(M),M € # pues # € £<. Por
lo tanto M € y<g(#).

Para una clase natural & € Z< g g tenemos que é.,(&) = {T : 3A € &/ y If :
A —» T}, recordemos que la clase & se puede describir en términos de sus moédulos
inyectivos inescindibles de la siguiente manera o = {M : 3f : M »> ®F; tal que E; €

o/-11} por lo tanto tenemos la siguiente descripcion:

£,() = (N : M—L 0F, tal que E; € &/-11}
g

N

., Como son los moédulos inyectivos inescindibles de &, (7)?

Sea Q € £, (/) un modulo inyectivo inescindible, tenemos el siguiente diagrama:

M / BE;

i s

g s
#/h

o

El homomorfismo & cumple que hAf = g pues Q es inyectivo; h es suprayectiva
pues g es suprayectiva. Asi, Q es cociente de una suma directa de modulos inyectivos
inescindibles de 7.

Ahora, como el anillo R es QF y como Q es un cociente de ®F;, se sigue que

0 es isomorfo a un sumando directo de ®FE;, pues Q es proyectivo. Por el Teorema
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de Krull-Remak-Schmidt tenemos que Q = E;, para alguna i con E; € #-1I. En
conclusion tenemos que si R es un anillo QF entonces los modulos inyectivos de una
clase natural o7 y £.,(27) son los mismos.

En vista de lo anterior, tenemos lo siguiente

X<E(E () ={Meé& () : M < ®F; tal que E; € é.,(F)-11} =

{Meé, () : M < @E; tal que E; € o7/-11}

Como & C é,() y o € L se sigue que & C y<pg(é(27)). Por otro lado, si
M € y<p(é5(2)) entonces M < ®F; con E; € o/ — 11, del hecho de que & es una

clase natural tenemos que M € &7. Asi, & = y< g(é-()). O

En el teorema anterior usamos la asignacion &, : <o — L< ., ViMOs que
si R es un anillo QF entonces &, es una funciéon inyectiva y y< g es suprayectiva.
Sin embargo, bajo otras hipotesis seguimos obteniendo la inyectividad de la fun-

cion &.,.

Definicion 3.2.1. Un mddulo simple S es paraproyectivo si cumple que para cual-

quier f : M —» S existe g : S > M.

Lema 3.2.1. 5% R es un anillo en el que todo maodulo simple es paraproyectivo en-

tonces R es un anillo semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Sea M un modulo distinto de cero y x € M con x # 0, como Rx tiene un
cociente simple S por ser finitamente generado se sigue, por hipoétesis, que S » Rx,
por lo tanto M contiene un submoédulo simple. Asi, R es un anillo semiartiniano

izquierdo. m|

Lema 3.2.2. Si todo modulo simple es paraproyectivo, entonces

éy Leor — L<ve s inyectiva.

Demostracion. Como R es un anillo semiartiniano izquierdo, tenemos que toda clase

natural estd generada por una familia de simples. Supongamos que &, & € ZL<o
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cumplen que &, () = é-(%), queremos demostrar que &7 = %, basta con demostrar
que tienen los mismos moédulos simples.

Sea S € o/ un moédulo simple, tenemos que S € £€.,(H) pues A C &é.,(&7), por lo
tanto existe B € A y existe f : B — §. Por hipdtesis existe g : § > B, asi § € A.

Analogamente con los modulos simples de . Asi o7 = A. O



Capitulo 4

Retractilidad y reticulas

Los resultados que aparecen en este capitulo forman parte de la segunda seccion
del articulo On retractability and its relationships with lattices associated to a ring
publicado en febrero de 2021 en la revista Hacettepe Journal of Mathematics & Statis-
tics, dicho articulo fue una colaboracion conjunta con Oscar Alberto Garrido Jiménez,
Hugo Alberto Rincon Mejia y Manuel Gerardo Zorrilla Noriega.

Estos resultados fueron fruto de un intercambio de ideas con mi companero de
estudio Oscar Alberto Garrido Jiménez en el tltimo afio de mis estudios de doctorado
(ano 2020), también se pueden consultar los resultados de la seccion 3 y 4 del articulo
en la tesis doctoral de Oscar Alberto que lleva por titulo Caracterizaciones de anillos
por medio de propiedades de finitud en sus reticulas de clases de mddulos asociadas

publicada en el portal de tesis UNAM.

4.1. Mobdulos retractiles

Definiciéon 4.1.1. Decimos que un maodulo M es retractil, si Hom(M,N) # 0 para
cualquier submddulo no cero N < M. Decimos que un anillo R es mod-retrdctil
izquierdo (o simplemente mod-retrdctil, si no hay ambigiiedad) si cualquier mddulo

es retrdctil.

Definiciéon 4.1.2. Decimos que un modulo M es un modulo parainyectivo si para

cualquier modulo N, siempre que exista un monomorfismo f € Hom(M, N), existe un
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epimorfismo g € Hom(N, M). Decimos que un mddulo M es un mddulo paraproyec-
tivo si para cualquier modulo N, siempre que exista un epimorfismo f € Hom(N, M),

existe un monomorfismo g € Hom(M, N).

Recordemos que un moédulo es semiartiniano si cualquiera de sus cocientes no nu-
los contiene un submodulo simple. Un médulo M es coatémico si cualquiera de sus
submodulos propios esta contenido en un submédulo maximo.

Un anillo R es max izquierdo si cualquier médulo es coatémico.
Observacion 4.1.1. Las siquientes propiedades se cumplen.

1. Si cualquier mdodulo simple es paraproyectivo, entonces el anillo es semiartiniano

1zquierdo.
2. Si cualquier modulo simple es parainyectivo, entonces el anillo es max izquierdo.

3. En cualquier anillo mod-retrdctil, cualquier modulo simple es parainyectivo.
Demostracion.

1. Sea M un modulo no cero, tomamos un submodulo no cero ciclico de M, que
denotamos por Rx. Este submodulo ciclico tiene un cociente simple S (porque
es finitamente generado), como S es paraproyectivo, S se sumerge en Rx y por

lo tanto M tiene un submoédulo simple.

2. Analogamente a la idea del punto anterior, escogemos un submoédulo ciclico
no cero Rx de un médulo M y un cociente simple S de Rx. Componiendo con
el homomorfismo inclusién de § en su capsula inyectiva E(S), obtenemos un
homomorfismo no cero de Rx a E(S), que se extiende a un homomorfismo no
cero f: M — E(S). Como S es un submodulo esencial de su capsula inyectiva,
tenemos que S se sumerge en f(M). Por hipotesis S es parainyectivo, entonces
S es un cociente de f(M), por lo tanto S es un cociente de M (porque f(M) es

un cociente de M)

Otra idea es la siguiente, como S es un cociente de un submodulo de M, el
coproducto fibrado muestra que § se sumerge en un cociente de M, por la

parainyectividad del médulo simple, tenemos que S es un cociente de M.
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3. Si § es un submoédulo simple de M, entonces existe un homomorfismo no cero

de M a §, el cual necesariamente es un epimorfismo.
O

Recordemos que un V-anillo es un anillo en el que cualquier médulo simple es

inyectivo.

Ejemplo 4.1.1. Los siguientes ejemplos muestran que no se cumplen los reciprocos

de la Observacion j.1.1.

1. Un anillo semiartiniano izquierdo con un simple que no es parapro-
yectivo.

Consideremos el anillo (Z)" y sea R el subanillo generado por (Zo)W

y1l, es
decir, R consiste de todas las sucesiones que son eventualmente constantes de
ceros y unos. Tenemos que R es un anillo conmutativo que cumple que zoc(R) =
(Zo) ™) es un ideal esencial mdzimo de R. Asi, S = R/zoc(R) es un mddulo
simple singular. Como todos los maodulos semisimples son semiartinianos, y
la clase de los modulos semiartinianos es cerrada bajo tomar extensiones, la

sucesion exacta corta 0 — zoc(R) — R — § — 0 muestra que R es un

anillo semiartiniano izquierdo.

Ademds, zoc(R) = @Rei, donde e; € R tiene a 1 en el i-ésimo lugar y 0 en
todo lo demds, cada lleelii es un sumando directo simple de R, por lo tanto zoc(R)
es un modulo proyectivo semisimple. Sabemos que cualquier modulo simple es o
proyectivo o singular. Como zoc(R) es proyectivo y esencial en R, entonces R
es un anillo no singular. Por lo tanto, Hom(S, R) = 0. En particular, S es un

cociente simple de R que no se sumerge en R, por lo tanto S no es un modulo

paraproyectivo.

2. Un anillo mazx izquierdo con un stmple que no es parainyectivo.

a b

Sea R el anillo de todas las matrices de la forma ,cona,b,c €Zy. Te-
0 ¢

nemos que R es un anillo semiprimario (es decir Rad(R) es un ideal nilpotente y
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0 b
R/Rad(R) es un anillo semisimple). Notemos que Rad(R) = | b € Zs
y R/Rad(R) = Zs.

Como R es un anillo semiprimario, entonces R es un anillo perfecto izquier-

do y derecho. Por lo tanto, R es un anillo max izquierdo. Las matrices de la

a 0
forma , con a € Zy, son los elementos de un submddulo simple S que

00

es proyectivo, pero no es inyectivo. Es proyectivo porque es un sumando directo

de R y no es inyectivo, porque es un submddulo esencial propio del R-mdodulo

a

d 0

|a,d€ZQ

Supongamos que hay un homomorfismo no cero f € Hom(E(S), S), entonces

S = E(S)/ker(f). Como S no es inyectivo, se tiene que ker(f) # 0. Se sigue que
ker(f) es un submddulo esencial de E(S), por lo tanto S = E(S)/ker(f) es un
modulo singular. Esto es una contradiccion porque un mddulo simple no puede
ser a la vez singular y proyectivo. Como S se sumerge en E(S), pero no es un

cociente, entonces S no es un maodulo parainyectivo.

3. Un anillo en el que cualquier modulo simple es parainyectivo, pero

no es mod-retrdctil.

Sea R el dominio de polinomios diferenciales de Cozzens, descrito en [9] (tam-
bién se puede consultar en [7, Example B.3]). Estas referencias nos dicen que
R es un V-anillo izquierdo y es un dominio de ideales principales (ideales prin-

cipales izquierdos e ideales principales derechos).

Como R es un V-anillo izquierdo, cualquier modulo simple es inyectivo, entonces

cualquier modulo simple es parainyectivo.

Notemos que cualquier dominio de ideales principales izquierdos es un anillo he-
reditario izquierdo (todos los ideales izquierdos son proyectivos, pues para cual-

quier 0 #a € R, R = Ra).

Como R es un anillo hereditario izquierdo y derecho, cualquier cociente de un
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modulo inyectivo es un modulo inyectivo.

Afirmamos que R no es un mddulo izquierdo inyectivo (en este caso gR es
inyectivo si y sélo si gR es divisible). Recordemos la nocion de divisibilidad:
sobre cualquier anillo S, decimos que un modulo M es divisible si se cumple que

sM = M para cualquier divisor no cero s.

Como R es un dominio, cualquier elemento no cero de R es un divisor no cero.
Tomemos cualquier polinomio g € R de grado mayor que cero. Como 1 ¢ gR,
gR # R, asi gR no es divisible. Entonces, de acuerdo a [22, Chap. I, §6, Fxam-
ple 4], RR no es un mddulo inyectivo. Si existiera 0 # f € Hom(E(R),R),
entonces 0 # Im(f) seria un sumando directo propio de R, pero esto es impo-
sible porque R, siendo un dominio, es directamente inescindible (para un ele-
mento idempotente e € R, e(1—¢e) =0, asie =0 o e = 1). Por lo anterior,

Hom(E(R),R) =0, asi E(R) no es retractil y por lo tanto R no es mod-retrdactil.

Definicién 4.1.3. Decimos que un anillo R satisface la condicion (HH) si para

cualesquiera dos modulos M y N se cumple

Hom(M,N) # 0 & Hom(N, M) # 0.

Ejemplo 4.1.2. Cualquier anillo semisimple cumple la condicion (HH ).

Recordemos que un anillo R es local izquierdo si hay un solo tipo de moédulo

simple, es decir, cualesquiera dos modulos simples son isomorfos.

Ejemplo 4.1.3. Un anillo que no es semisimple, pero que cumple la con-
dicion (HH). Por el Teorema /J.1.4 que aparece después, tenemos un ejemplo de un
anillo local izquierdo que no es semisimple, pero que si sea perfecto por ambos lados
es suficiente para nuestros fines.

Consideremos el anillo conmutativo artiniano local R = Zyn, donde p es un nimero
primo y n > 1 es un numero natural. Tenemos que R no es semisimple, porque

Rad(R) # 0. Notemos que el ideal simple de este anillo es un ejemplo de un mddulo



CAPITULO 4. RETRACTILIDAD Y RETICULAS 57

parainyectivo (porque R cumple la condicion (HH)), que no es inyectivo, en caso de

que sea inyectivo, R seria un V-anillo y por lo tanto Rad(R) = 0, lo cual no es cierto.

Observacion 4.1.2. Sea R un anillo que cumple la condicion (HH ). Entonces cual-
quier modulo simple es parainyectivo y paraproyectivo, por lo tanto R es un anillo

mazx izquierdo y semiartiniano izquierdo. También se tiene que R es mod-retrdctil.

El siguiente teorema se puede consultar en [18, Theorem 3.5]|.
Teorema 4.1.1. Un anillo es mod-retrdactil izquierdo si y solo si R-TORS C R-tors.
Tenemos el siguiente corolario

Corolario 4.1.1. Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), entonces R-

TORS C R-tors.

Lema 4.1.1. Si R es un anillo que satisface la condicion (HH ), entonces cualquier

clase libre de torsion F es cerrada bajo tomar cocientes.

Demostracion. Supongamos que M € Fy f : M —-» N es un epimorfismo. Sea T la
clase de modulos tal que (T, F) es una teoria de torsion. Si N ¢ F, entonces t(N) # 0,
donde t(N) es el mayor submodulo de N que esté en T. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

M N

_ Il
SHH(N)) =—1(N)
Como f| # 0, entonces por la condicion (HH), existe un homomorfismo no cero
g € Hom(t(N), 1 (1(N))). Asi, g(t(N)) € t(f~L(t(N))) C t(M) = 0, lo cual es una

contradiccion. Asi, N € F. O

Teorema 4.1.2. Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), entonces toda

clase de torsion es una clase conatural.
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Demostracion. Sea % una clase de torsion. Entonces existe una clase de modulos Fy,
tal que (¥,Fy) es una teoria de torsiéon. Denotamos por t¢ al prerradical asociado
a (¢,Fy). Vamos a demostrar que € satisface la condicion (CN). Supongamos que
un moédulo M cumple que para cualquier epimorfismo no cero M —» N, existe un
epimorfismo no cero N -» K, donde K € €.

SiM ¢ €, entonces 0 # M [tx(M) € Fy. Como M/t (M) es un cociente no cero de
M, entonces, por hipoétesis, existe un epimorfismo no cero f : M/t (M) -» K, donde
Ke®.

Por otro lado, R satisface la condicion (HH), por lo que existe
0# g € Hom(K,M/tg(M)). Asi, g(K) = g(t¢(K)) C t¢(M/te(M)) = 0, lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto, M € €.

El siguiente resultado es parte de [1, Proposition 2.11].

Proposicion 4.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.
1. Cualquier modulo simple es un maodulo parainyectivo.
2. Cualquier clase conatural es una clase de torsion hereditaria.

Teorema 4.1.3. Si R es un anillo que satisface la condicion (HH), entonces

R-TORS = R-Conat = R-tors

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 4.1.2, la Observaciéon 4.1.2 y la

Proposiciéon 4.1.1, ademés del hecho de que R-tors € R-TORS. O
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Definiciéon 4.1.4. Decimos que un anillo R es un BKN-anillo (en honor a Bican,

Némec y Kepka), st Hom(M, N) # 0 para cualquiera dos mddulos no cero M y N.
Lema 4.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.

1. R es un BKN-anillo.

2. R satisface la condicion (HH) y es un anillo local izquierdo.

Demostracion. (1) = (2) Es claro que R satisface la condicon (HH). Como hay
homomorfismos no cero entre cualesquiera dos médulos simples, entonces todos los
modulos simples son isomorfos.

(2) = (1) Sean M y N dos moédulos no cero. Por la Observacion 4.1.2, R es un
anillo semiartiano izquierdo, existe un submodulo simple S (resp. T) de M (resp.
N). Como R es un anillo local izquierdo, § = T. Por la condicion (HH), existe un
homomorfismo no cero f : M — §. Con la composicion M —f» S =T — N obtenemos

un homomorfismo no cero de M a N. O

Recordemos que en las reticulas de clases completas R-Nat and R-Conat, para un
moédulo arbitrario M, la clase natural generada por M, &,,,(M), y la clase conatural
generado por M, &.ona:(M), tienen las siguientes descripciones (para més detalles

consultar [15] y [21]):

Enat(M) = {U € R-Mod : cualquier submoédulo distinto de cero de U

comparte un submodulo distinto de cero con M}

Econar(M) = {U € R-Mod : cualquier cociente distinto de cero de U

comparte un cociente distinto de cero con M}.



CAPITULO 4. RETRACTILIDAD Y RETICULAS 60

Teorema 4.1.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.

~

. R satisface la condicion (HH ).

2. R es mod-retractil y cualquier modulo simple es paraproyectivo.
3. Cualquier modulo simple es paraproyectivo y parainyectivo.

4. R-Nat = R-Conat.

5. R-Nat = R-Conat = R-tors.

6. R=Ri XRy X---XR,, donde cada R; es un BKN-anillo.

7. R=Ri XRyX:--XR,, donde cada R; es un anillo local izquierdo y perfecto por

ambos lados.

8. R=R;{ XRyX---XR,, donde cada R; es un anillo completo de matrices sobre

un anillo local izquierdo y perfecto derecho.

Demostracion. (1) = (2) Se sigue de la Observacion 4.1.2.
(2) = (3) Se sigue de la observacion 4.1.1.
(3) = (1) Sean M, N € R-Mod y 0 # f € Hom(M, N). Por la Observaciéon 4.1.1, R es

un anillo semiartiano izquierdo, asi, existe un moédulo simple § < Im(f).

o

Como § is paraproyectivo, existe un monomorfismo g : § — f71(S). Por otro lado,

f

M—>

(S)

como § se sumerge en N y § es parainyectivo, existe un epimorfismo & : N — S. Por
lo tanto, ¢y o goh: N — M es un homomorfismo distinto de cero.

(3) © (5) & (6) & (7) © (8) Se sigue de |2, Theorem 4.7].

Para (4) = (3) notemos que si las reticulas R-Nat y R-Conat coinciden, dado cual-
quier moédulo M, la clase natural generada por M es la misma clase que la cla-

se conatural generada por M. Asi, si § es un submoédulo simple de M, entonces



CAPITULO 4. RETRACTILIDAD Y RETICULAS 61

S € &ut(M) = Econar(M). Por la descripcion de la clase conatural generada por M,
tenemos que S es un cociente de M. Por lo tanto, S es un médulo parainyectivo.
Anélogamente, si § es un cociente simple de M, entonces S esté en &4, (M), por lo
que S se sumerge en M. Asi, S es un moédulo paraproyectivo.

(5) = (4) Es claro. O



Capitulo 5

Operadores en reticulas

5.1. Operadores en algunas reticulas de clases de mo6-
dulos

Concluimos este trabajo exponiendo algunos resultados sobre una manera en que

los prerradicales operan como funciones entre reticulas de clases de médulos.

Definicion 5.1.1. Para una clase de maodulos € y un prerradical o, definimos la

clase de médulos & (€) = {oc(M) : M € €}.
Teorema 5.1.1. Sea o un prerradical idempotente. Son equivalentes:

1. o es exacto izquierdo

2. o define un operador en ZL<.

Demostracion. 1) = 2) Sea € una clase hereditaria, M € € y N < o(M). Vamos a
ver que N € o (%).

Como o es idempotente, tenemos que o (M) € T, (la clase de torsion asociada
al prerradical o), como la clase anterior es hereditaria se sigue que N € T,. Asi,
o(N) = N. Por otro lado N < o0o(M) < M, como % es hereditaria tenemos que N € €
por lo tanto N = o (N) € & (%).

2) = 1) Para ver que o es exacto izquierdo basta con ver que para cualquier

modulo M y cualquier submoédulo N de M se tiene que oo (N) = NNo (M). Supongamos

62
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que o no es un prerradical exacto izquierdo por lo que existe M modulo y N submoédulo
de M tales que o(N) < NNo(M). Consideremos la clase hereditaria generada por M,
£<(M), por hipotesis tenemos que o define un operador en % por lo cual @ (¢<(M)) €
L. Como o(M) € 0 (é<(M)) se sigue que N N (M) € & (£<(M)) por lo que
NnNno(M) = o(L) para algin L < M. Pero o (L) < N, asi tenemos que o (L) =
o(oc(L)) < o(N) < Nno(M) = o(L) lo cual es una contradicciéon. Asi, o es un

prerradical exacto izquierdo. O

Lema 5.1.1. Sea o un prerradical con la propiedad de que para cualquier M € R-Mod

se tiene que 0 (é<(M)) € L. Entonces o define un operador en Lx.

Demostracion. Sea € € Z<, consideremos N < o°(T) con T € €. Como & (¢<(T)) €
Z se sigue que o(T) € 0(£<(T)) por hipotesis se sigue que N € o (é<(T)). Asi,
N=oc(L)con L <T,comoT € €y ¥ € % sesigue que L € € por lo tanto
N=0o(L) € o(%). Asi, 0 (%) € Z-. O

Lema 5.1.2. Si o define un operador en Z< entonces para cualquier M € R-Mod se

tiene que o (§<(M)) = E<(o(M)).

Demostracion. Esta contencion es clara o(é<(M)) C é<(o(M)). Sea o (N) € o (é<(M))
con N < M, como o es un prerradical tenemos que o(N) < o(M), por lo tanto
o(N) € &<(0(M)).

Para la otra contencion, sea N € é<(0-(M)), como N < o(M) y o (é<(M)) € Z<
se sigue que N € 0(é<(M)) € Z<. Asi, N =0 (L) con L € é<(M) es decir L < M. Por
lo tanto, N € o (é<(M)). O

Corolario 5.1.1. Supongamos que para cualquier M € R-Mod se tiene que o(é<(M)) €
L. Entonces o(é<(M)) = Eé<(ag(M)).

Corolario 5.1.2. Tenemos que o define un operador en L« si y solo si coé< = E<o0.

Definicion 5.1.2. Decimos que un prerradical o se escinde si para cualquier modulo

M, O'(M) <o M.
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Lema 5.1.3. Sea o un prerradical exacto izquierdo. Las siguientes propiedades son

equivalentes:
1. T, € ZE

2. Para cualquier mddulo inyectivo Q se cumple o(Q) <g Q (es un sumando

directo).
3. Para cualquier modulo M se cumple que E(o(M)) = o(E(M)).

Demostracion. 1) = 2) Sea Q un modulo inyectivo, como o es un prerradical idempo-
tente se sigue que o (Q) € Ty, por 1) tenemos que T, € £ con lo cual E(o(Q)) € T, .
Por otro lado, o-(Q) < Q, por lo tanto E(o(Q)) < Q, pues Q es inyectivo.

Ast, E(0(Q)) = o(E(0(Q))) < 0(Q) < E(0(Q)) pues E(0(Q)) € T,. Por lo
tanto, o(Q) = E(o(Q)) con lo que o-(Q) es inyectivo y con ello o-(Q) <g O.

2) = 1) Sea M € T,, vamos a demostrar que E(M) € T, es decir o(E(M)) =
E(M).

Por hipotesis sabemos que o (E(M)) <g¢ E(M), asi 0 (E(M)) es inyectivo. Por
otro lado, M < E(M) implica que M = o(M) < o(E(M)), al ser o(E(M)) inyectivo
se sigue que E(M) < o(E(M)), por lo tanto E(M) = o (E(M)).

3) = 2) Sea Q un modulo inyectivo, tenemos que E(o(Q)) = o (E(Q)) = 0(Q) <
Q por lo tanto o (Q) es inyectivo y asi o(Q) <g Q.

1) A2) = 3) Sea M un modulo. Por 2) tenemos que o(E(M)) <g E(M), como
M < E(M) se tiene que o(M) < o(E(M)), por ser este ultimo inyectivo tenemos
que E(oc(M)) < o(E(M)). Asi, existe K < E(M) tal que E(c(M)) ® K = o (E(M)).
Aplicando el prerradical o obtenemos o (E(M)) = o(0(E(M))) = o (E(0c(M))®K) =
oc(E(c(M))) ® o(K) = E(c(M)) & o(K), que se sigue porque o(M) € T, y de 1)
E(oc(M)) € T,.

Vamos a demostrar que o(K) = 0 para concluir que o(E(M)) = E(o(M)). Afir-
mamos que K = 0.

Como tenemos que o(E(M)) = E(oc(M)) ® K se sigue que E(c(M)) N K = 0,
asi o(M) N K = 0. También tenemos que K < o(E(M)) por lo tanto K N M <
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oc(E(M))NM = o (M), pues o es un prerradical exacto izquierdo, como K "M < K
se sigue que KNM < oc(M)NK =0 por lo tanto KNM = 0. Tenemos que M <, E(M)
y K < E(M), del hecho de que KNM = 0 se sigue que K = 0 por lo cual o(K) =0. O

Definiciéon 5.1.3. Un prerradical exacto izquierdo que cumpla alguna de las condi-

ctones equivalentes del lema previo se llama estable.

Lema 5.1.4. Si o es un prerradical exacto izquierdo estable entonces o define un

operador en L.

Demostracion. Sea o € Xg, M € o/ y o(M) € o(<7). Como o cumple 3) del lema
previo se sigue que E(o(M)) = o (E(M)) € o(</) pues E(M) € <. O

Corolario 5.1.3. Si o es un prerradical exacto izquierdo estable entonces o define

un operador en R-Nat = L< o E.

Definiciéon 5.1.4. Un prerradical o satisface la condicion ext si para cualquier su-
cesion exacta de la forma 0 — o(N) > T — o(L) — 0 existe K € R-Mod tal que

T =0(K).

Corolario 5.1.4. 5i o es un prerradical exacto izquierdo estable entonces o cumple

la condicion ext.

Demostracion. Sea 0 — o(N) —» T — o(L) — 0 una sucesién exacta corta,
consideremos la clase natural &,,,({N,L}). Por el corolario anterior tenemos que
o (&nat({N, L})) € Z< 0.k, pero cualquier clase natural es cerrada bajo extensiones,

por lo tanto T € o (&,4:({N, L})). Asi, T = 0(K) con K € &,,,({N, L}). O

Lema 5.1.5. St o es un prerradical exacto izquierdo que cumple ext entonces o

define un operador en L« ex;.

Demostracion. Por ser o un prerradical exacto izquierdo tenemos que si € € L« ox
entonces o (%) es una clase hereditaria, falta ver que es cerrada bajo extensiones.
Sean N,L € € y 0 — o(N) > T — o(L) — 0 una sucesién exacta corta, por

demostrar que T € o (%).
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Tenemos que o(N) < N, o(L) < Ly N,L € € por lo tanto oo(N), o (L) € o(%).
Asi, T € € pues es una clase cerrada bajo extensiones. Como o cumple (x), existe K
tal que T = o-(K), por ultimo tenemos que o (T) = o(0(K)) = (K) =T € o(C) pues

o es idempotente. Asi, 0(%) € L ext- O
Ahora veamos un ejemplo de un prerradical que cumpla ext.
Lema 5.1.6. Si o es un radical idempotente entonces o cumple ext.

Demostracion. Sea 0 — o (N) —» T — o (L) — 0 una sucesion exacta corta, como o
es idempotente se tiene que o (N), o (L) € T, pero la clase de torsiéon de o es cerrada

bajo extensiones por lo que T € T,. Por lo tanto T = o (T). O

Corolario 5.1.5. Si o es un radical exacto izquierdo entonces o define un operador

en L ext-
Proposicion 5.1.1. Si o define un operador en L« .y entonces o cumple ext.

Demostracion. Sean N y L moédulos tales que 0 —» oo(N) > T — o (L) — 0 es una
sucesion exacta corta. Consideremos &.4;({N, L}) € Z,x;, como o define un operador
en %, se sigue que 0 (&et({N,L})) € Loyr. Como o(N),0(L) € o(&ext({N,L}))
tenemos que T € o (&.:({N,L})), por lo tanto T = o(K) con K € o(&.:({N,L})).

Asi, oo cumple ext. O

Definicion 5.1.5. Un prerradical o preserva epimorfismos si para cualquier epimor-

fismo f: M — N se tiene que o(f) : o(M) — o(N) es un epimorfismo.
Lema 5.1.7. Si o preserva epimorfismos entonces o define un operador en L.

Demostracion. Sea o(M) € 0(%¢),con € € £,y g:0(M) » T, conT # 0.
Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo, sin pérdida de generalidad T <
N y h es la inclusiéon. Como f es un epimorfismo y o preserva epimorfismos tene-
mos que o (f) : c(M) — o(N) es un epimorfismo. Asi, o(N) = o(f)(c(M)) =
fW(o(M))) = h(g(oc(M))) = h(T) =T por lo tanto T = o (N). Pero N € € pues es

un clase cohereditaria, asi T € o (%). Por lo tanto, o (%) € Z..
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O

Corolario 5.1.6. Si o es un prerradical exacto entonces o define un operador en

Zg,—»,@ = R-Wis.

Ya demostramos que un radical exacto izquierdo define un operador en Zx ¢yt 0,

el siguiente corolario es interesante.

Corolario 5.1.7. Si o es un radical exacto entonces o define un operador en

R—Z‘OVS = D%S’_»’@’ext.
La siguiente definicién es otra manera de ver a los prerradicales como funciones.

Definicion 5.1.6. Consideremos un prerradical o y una clase de modulos €, defini-

mos o N (€) ={M : (M) € ¢}.

Proposicion 5.1.2. Si o es un prerradical ezacto izquierdo entonces o' define un

operador en L« ext.o-

Demostracion. Sea € € L« ext.@, vamos a demostrar que o 1(¥) € Le exto-

Sea N < M con o(M) € €, como o es un prerradical tenemos que o (N) < o(M)
y como % es una clase hereditaria se sigue que o-(N) € € por lo tanto N € o~ 1(%).

Consideremos una familia de médulos {M;}ic; en o (%), ast o(M;) € € para
cada i € I, como o es un prerradical se sigue que o(&M;) = ®o(M;) € €, pues € es
cerrada bajo sumas directas arbitrarias. Asi, ®M; € o1 (€). Notemos que hasta este
punto sélo se ha usado que o es un prerradical.

Sean N,L € 01 (¢) y0 > N - T — L — 0 una sucesién exacta, como o
es un prerradical exacto izquierdo se sigue que 0 — o (N) — o(T) — o (L) es una
sucesion exacta. Sea g : T — L el epimorfismo, por lo tanto podemos factorizar o (g)

a través de Im(o(g)) obteniendo una sucesion exacta corta 0 — o(N) — o(T) —
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Im(c(g)) — 0. Por hipétesis, N, L € o~ (%), con lo que o(N), (L) € € y como la
clase es hereditaria se sigue que Im(o(g)) € € pero como también es cerrada bajo
extensiones obtenemos que o(T) € € por lo tanto T € o~ (%).

Observamos que o~ ! preserva infimos. O

Proposicion 5.1.3. Si o es un prerradical exacto izquierdo estable entonces o'

define un endomorfismo de reticulas en R-Nat = Z< o k.

Demostracion. Tenemos que para cualquier M € R-Mod se cumple que o(E(M)) =
E(o(M)), pues el prerradical es estable. Asi, si M € o (%), con € € Z< o E entonces
o(M) € € y por lo tanto o (E(M)) = E(or(M)) € €. Asi, E(M) € 0~ (%).

Es claro que o~! preserva infimos, vamos a demostrar que también preserva su-
premos.

Consideremos una familia de clases naturales {%;}ic;. Sea M € 0'_1(\/ %), asi

iel

o(M) e \/ %;, por lo tanto existe una familia de modulos {N; }ief C U %; que cumple
i€l
que @Ni <. 0(M), donde N; € %; para todoi € I. Como N; < o(M) y o es un

i€l
prerradical exacto izquierdo se sigue que o (N;) = N;, por lo tanto o (N;) € %; con lo
que N; € 0~ 1(6). Asi, (M) € \/0"1(%-).
Consideremos un seudocomplemento L de (M) en M, asi c(M) ® L <, M y
por lo tanto o (L) = 0. Por lo anterior, tenemos que si o(M) € \/CK, entonces
i€l
o(M) € \/0'_1(%). Falta ver que o(M), L € \/0'_1(%-) para demostrar que M €
i€l i€l
\/0'_1(%-). Es claro que L\/O'_l(%”l-) pues o (L) = 0 € %; para cualquier i € I.
i€l i€l
Tenemos que (M) € 0'_1(\/ %), pues ya demostramos que es una clase natural y
i€l
M e 0'_1(\/ %), por lo tanto o (M) € \/0'_1(%). O
i€l i€l
Proposiciéon 5.1.4. Si o es un prerradical cohereditario entonces o' define un

operador en R-Wis.

Demostracion. Por ser prerradical ya tenemos que si ¢ € Z- _, ¢ entonces o (%) e

Z< . Falta ver que o (%) es una clase cohereditaria.
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Sea M € 0™ (¥)y f: M » N, como o es cohereditario se sigue que o (f) :
o(M) » o(N). Del hecho de que (M) € €, obtenemos que o(N) € €. Por lo tanto
N e o 1(¥). O



o~ ! define un operador en R-Nat

o1 define un operador en R-Wis

o es exacto izquierdo

o define un operador en %<

to izquierdo estable .
o es idempotente

o define un operador en R-Nat

Cto izquierdo estable

— o es un prerradical
o cohereditario

o define un operador en %<

(<oo=00¢&<

o exacto

o define un operador en R-Wis

o radical

o define un operador en R-tors
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