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Introduccion

Consideremos una superficie con métrica no degenerada inmersa en un espa-
cio ambiente riemanniano o semi riemanniano de dimension tres. Dado un
campo vectorial Z del espacio ambiente, existe una descomposicién natural
7 =Z7"+7*% donde Z' denota la proyeccién del campo vectorial Z sobre el
espacio tangente a la superficie, y Z* es la proyeccién en su espacio normal.

Conceptos como superficies de angulo constante con respecto a un campo
vectorial de norma constante Z pueden describirse en términos de tal des-
composicion. Estas superficies son aquellas en las que el angulo entre cada
plano tangente de la superficie y Z es constante. Aqui, Z y Z+ también
tienen norma constante. El estudio de este tipo de superficies fue introdu-
cido en [7] para S* x R como espacio ambiente, donde Z es d;. También se
investigd en diferentes espacios ambiente como en el espacio euclidiano de
dimension tres E? en [1, 19]. Este tipo de superficies son modelos que des-
criben algunos fenémenos fisicos de interfaces en cristales liquidos, ver [1].
Las superficies de dngulo constante en R3 generalizan el concepto de hélice,
que son curvas cuya linea tangente forma un angulo constante con un vector
fijo de R?, véase [5, 26]. Mds tarde se sigui6 el desarrollo de estas superficies
en diferentes espacios ambiente, como por ejemplo H? x R en [8], y en el
grupo de Heisenberg en [11]. Posteriormente, se estudié este concepto para
hipersuperficies en R” [15]. De manera natural, se realizaron trabajos en el
espacio de Minkowski R?, donde estas se definen como aquellas superficies
espaciales cuyo campo vectorial normal unitario forma un angulo hiperbdlico
constante con un vector de tipo tiempo del ambiente. Se puede consultar en
[18, 16].

Otro concepto que ha sido estudiado en la literatura son las superficies con
direccién principal canénica (DPC), que son superficies en las cuales Z' es
una direccién principal; es decir, el campo vectorial Z T es un vector propio del
operador de forma. Estas superficies tuvieron sus inicios en [9], donde Dillen,
Munteanu y Van der Veken las estudiaron inmersas en el espacio ambiente
S? x R. También se exploraron superficies con direccién principal canénica en
H? x R [10]. En ambos trabajos, la direccién se eligié como un vector unitario

VII
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tangente a R. Posteriormente, se investigd la naturaleza de estas superficies
en el espacio euclidiano y semi-euclidianos, véase [20, 12, 21].

Como era de esperar, se exploraron hipersuperficies con DPC consideran-
do diferentes espacios ambientes [6, 14]. Un ejemplo comin de este tipo de
hipersuperficies son las hipersuperficies rotacionales en espacios euclidianos,
que tienen direccién principal candnica con respecto a un campo vectorial
paralelo a su eje de rotacién [13].

Msés tarde, en [2], Bang-Yen Chen y Sharief Deshmukh estudiaron superfi-
cies, en el espacio euclidiano E™, con un campo vectorial conforme candnico.
Esto es, dado un campo vectorial Z y una subvariedad de E", entonces Z ',
la parte tangente de Z a la subvariedad, es un campo vectorial conforme.
Caracterizaron tales subvariedades y mostraron algunas aplicaciones.

Inspirdndose en estos estudios, a Gabriel Ruiz y Victor Hugo Patty les
surgié la idea de cuestionar el cardcter causal de Z'. Para ello, consideraron
superficies temporales inmersas en el espacio de Minkowski de dimension tres
y cuatro. Analizaron cuando la proyeccién Z ', de un campo tipo espacio Z,
es tipo luz. Asi surge el concepto de superficie con una direccion nula canénica
(DNC). Este concepto es estudiado en [25].Uno de los hallazgos destacados
es que las superficies con DNC inmersas en R} resultan ser minimas y planas.

En tiempos recientes, Victor Hugo Patty en [24] estudié las superficies
espaciales en el espacio de Minkowski de dimensién cuatro con direccion
normal nula candnica (DNNC). Esto es, una superficie espacial en R} tiene
una direccién normal nula canodnica respecto de un campo vectorial espacial
7 € X(R}) si la parte normal de Z sobre la superficie, es tipo luz. En es-
te trabajo se describen las propiedades geométricas de estas superficies y se
obtienen algunas caracterizaciones. Por ejemplo, el autor muestra que bajo
ciertas condiciones las superficies con DNNC respecto de Z pueden ser pa-
rametrizadas por ¢(x,y) = a(y) + 2Z*(y), donde a es una curva en R? y
Z"(y) denota la restriccién de ZT en .

El objetivo de este trabajo es extender el estudio realizado en [25], consi-
derando ahora diferentes espacios ambiente y campos vectoriales tipo espacio,
por ejemplo:

Espacio ambiente Campo vectorial
N xR paralelo 0,
R3 radial
S? cerrado conforme
M cerrado conforme
N x,R cerrado conforme pd;

Donde M es una variedad de Lorentz de dimension tres, N es una superficie
de Lorentz y S? es el espacio de De Sitter de dimensién tres.



IX

Esta tesis estd organizada en cuatro capitulos cuyas descripciones presen-
tamos a continuacion:

En el capitulo 1, iniciamos con los preliminares que se utilizaran a lo largo
de este trabajo y que nos ayudaran en su desarrollo. Este esta dividido en
cuatro secciones.

Comenzamos en la seccién uno con los conceptos basicos de Geometria de
Lorentz, donde se describen nociones como la Férmula de Gauss, la Ecuacion
de Gauss, la segunda forma fundamental, el operador de forma, entre otras.

En la seccién dos se abordan las superficies con direccion principal canéni-
ca (DPC), superficies regladas y superficies casi umbilicas (CU). Estos tres
tipos de superficies, como se vera a lo largo del trabajo, guardan estrecha
relacién con las superficies con DNC. Daremos énfasis a las superficies CU,
las cuales nos ayudaran a generar ejemplos gracias al Teorema 1.36.

En la seccién tres se abordan las definiciones, propiedades y ejemplos
de los conceptos de campo vectorial radial, cerrado conforme y productos
alabeados. Ademds, mostramos c6mo se relacionan entre si (ver Proposiciones
1.40 y 1.52).

Finalmente, la cuarta y tultima seccion aborda las superficies que pueden
describirse como graficas de funciones y como imagen inversa de una funcién.
Remarcamos algunas caracteristicas de interés y determinamos los criterios
para definir el caracter causal de cada tipo de superficie.

En el capitulo 2, abordaremos las superficies con DNC con respecto al
campo vectorial paralelo d;, inmersas en N x R, donde N es una superficie
de Lorentz.

En la secciéon uno, empezaremos con propiedades elementales como el
calculo del operador de forma, la segunda forma fundamental, el vector de
curvatura media y la descripcion de la conexion de Levi-Civita. De las prime-
ras propiedades que encontramos son por ejemplo que este tipo de superficies
son minimas y regladas, cuyas reglas son geodésicas tipo luz del espacio am-
biente y lineas de curvatura de . También presentamos un resultado que
consiste en cinco condiciones equivalentes que se satisfacen en una superficie
32 con DNC respecto a 0y, las cuales son:

—_

El operador de forma Ay, es diagonalizable en p € X.
2. Y es totalmente geodésica.
3. II(W, W) =0, donde W € X(X) es un campo tipo luz.

4. Oy es un campo vectorial de Killing.

v

. 2 es umbilica.



X INTRODUCCION

Ademas, si la superficie satisface cualquiera de estas condiciones, entonces
también es plana. Posteriormente, en la seccién dos, se desarrolla la relacién
que hay entre la curvatura Gaussiana K de una superficie ¥ con DNC, la
curvatura seccional K del espacio ambiente N x R y la curvatura Gaussiana
Ky de la superficie N. Se muestra primero que K = Ky haciendo uso de
la Ecuacién de Gauss. Incluimos la Proposicién 2.15 que fue demostrada en
[25], a saber:

Sea N una superficie de Lorentz y f : N — R una funcion C*°. Consi-
deremos la superficie obtenida como la grdfica de la funcion

Y ={(u,f(u)) € N xR:(u) € N},

con métrica inducida. Entonces, X tiene una direccion nula canonica respecto
a Oy siy solo si Vf es tipo luz.
Con ayuda de esta proposicién demostramos el Teorema 2.17 el cual dice:
Sea N wuna superficie de Lorentz con métrica gy vy f : N — R una
funcion C*°. Sea ¥ una superficie temporal que es imagen de 1) : N — N xR
definido por (u) = (u, f(u)), con métrica inducida g = gy + df*. Si 3 tiene
direccion nula canonica respecto a 0y, entonces K = Ky, donde K y Ky
denotan la curvatura Gaussiana de ¥ y N respectivamente.

Esto nos lleva a la conclusion de que las tres curvaturas son iguales, a lo
largo de planos tangentes a Y. En particular, si la superficie esta inmersa en
S? x R entonces su curvatura Gaussiana es constante igual a uno.

En la seccion tres, aplicamos la Proposicién 2.15 para construir ejemplos
de superficies con DNC respecto a 0;, como grafica de una funcién f : N — R
con gradiente tipo luz. Primero exploramos el caso en que la métrica de N
es de la forma g = —a(u,v)*du® + (u,v)*dv?, que es el caso méds general.
Posteriormente, demostramos la existencia de tales superficies, es decir, que
existe un abierto U C N y una funciéon f : U — R tal que Vf es tipo luz.
Luego consideramos cuando la métrica de N tiene la forma g = —a(u)2du? +
B(u)*dv? y con esto se deducen ejemplos especificos para cuando N = S? y
N =R2%

Finalmente, en la seccion cuatro, hacemos una generalizacion de la Propo-
sicién 2.15 para hipersuperficies inmersas en N xR, donde N es una variedad
de Lorentz de dimensién n, e incluimos un ejemplo.

En el Capitulo 3, se estudian las superficies temporales ¥, inmersas en
una variedad de Lorentz tridimensional M, con DNC respecto a un campo
vectorial cerrado conforme (CC), Definicién 1.41.

En la primera seccién, comenzamos desarrollando los conceptos necesarios
para este capitulo, similarmente al Capitulo 2. Entre las propiedades esta
que el vector de curvatura media siempre es distinto de cero, es decir, las
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superficies con DNC respecto a un campo vectorial CC nunca son minimas,
aunque conservan la propiedad de ser regladas.

En la segunda seccion, estudiamos las superficies con DNC en el espacio
de Minkowski R? con respecto de un campo vectorial radial, que es el caso
particular de campo CC con v = 1. Mostramos que estas superficies son casi
umbilicas (CU), ver Definicién 1.22. Gracias a este hecho y al Teorema 1.36
(véase [3]), logramos establecer una condicién para determinar qué superficies
CU son de DNC respecto a un campo radial, a saber:

Sea Y una superficie temporal casi umbilica que es imagen de

Y(u,v) = a(u) + vT (u),

cona yT como en el Teorema 1.36. Si (o, T) = 0, entonces X tiene direccion
nula candnica respecto a un campo vectorial radial Z.

Con esto, logramos establecer una forma de construir ejemplos de estas
superficies.

Posteriormente, en la seccién tres, nos enfocamos en estudiar superficies
con DNC inmersas en el espacio de De Sitter S} con respecto a un campo
CC. Aqui deducimos que las superficies bajo estas caracteristicas no son de
curvatura media constante ni planas.

En la seccién cuatro, estudiamos las superficies con DNC en un producto
alabeado de la forma I x, N, donde I C R es un abierto y N es una superficie
de Lorentz, respecto a un campo CC. Aqui logramos una extension de la
Proposicién 2.15, a saber:

Sea N una superficie de Lorentz y f : N — R una funcion C*°. Consi-
deremos la superficie obtenida como la grdfica de la funcion f

N ={(f(u),u) € I x, N[ (u) € N},

con métrica inducida g = df?*+ p*(t)gx. Entonces, 3 tiene una direccion nula
canonica respecto a Z = pdy si y solo si V f es tipo luz.

Esto nos sirve para construir ejemplos de estas superficies, de manera
similar al proceso de construccién del Ejemplo 2.25. Ademas, encontramos
que la relacién entre la curvatura Gaussiana de X y la curvatura seccional de
N, que puede expresarse como sigue: Sea N una superficie de Lorentz con
métrica gy y f: N — R una funcion C*°. Sea ¥ una superficie temporal que
es imagen de ¢ : N — I x, N definida por ¥ (u) = (f(u),u), cuya métrica
inducida es g = df? + p’gy. Si ¥ tiene direccién nula candnica respecto a
p0;, entonces K = p%KN. Donde K y Ky denotan la curvatura Gaussiana
de ¥ y N respectivamente.

Finalmente, en la seccién cinco, abordamos las superficies con DNC vistas
como imagen inversa de una funciéon f : M — R. Aqui determinamos una
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condicién que debe cumplir una superficie, que es la imagen inversa de una
funcién, para tener DNC respecto a un campo vectorial espacial del espa-
cio ambiente M. De esto, obtenemos condiciones para que estas superficies
tengan DNC respecto a un campo vectorial: paralelo, radial y cerrado con-
forme. También obtenemos férmulas para calcular la curvatura Gaussiana y
la curvatura media de estas superficies.

Antes de comenzar con la exposicién de esta tesis es necesario hacer al-
gunas observaciones:

= La mayor parte de la teoria de los capitulos uno, dos y tres estaba
basada en [23], por lo que la notacién, definiciones, proposiciones y
teoremas seran andalogos. De cualquier forma en cada seccién se ira
fijando la notaciéon que se utilizard. En el caso de varias demostraciones
solo se daran referencias. Si se considera importante la demostracion
para el desarrollo de conceptos posteriores o no aparece explicitamente
en la bibliografia consultada, entonces se incluira en esta tesis.

= En este trabajo se asumira la teoria referente a la geometria lorentzia-
na. Por ejemplo se omitirdn conceptos como: variedades y funciones C*
(por ende se omitira el simbolo C* cada vez que se mencione el término
variedad y funcién), campos vectoriales, conexion de Levi-Civita, ten-
sores, gradiente, hessiano, divergencia, etcétera.



Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo, asumiremos la mayor parte de la teoria de Geometria de
Lorentz. A continuacion, se presentan los conceptos mas relevantes que seran
fundamentales para el desarrollo de la tesis.

1.1. Conceptos basicos de Geométrica de Lo-
rentz

Se utilizard para denotar una superficie (hipersuperficie) temporal inmer-
saen M, donde M es una variedad de Lorentz de dimensién tres (dimensién
n). Los simbolos V y V representaran las conexiones de Levi-Civita de M
y 3, respectivamente. Asimismo, R y R se utilizardn para simbolizar los
tensores de curvatura de M y I, respectivamente.

Proposicién 1.1. Sean X,Y en X(X). Se denomina Fdrmula de Gauss a la
expresion o

VxY =VxY + [I(X, Y),
donde VxY es la parte tangente de VxY y II(X,Y) representa la parte
normal de VY, la cual es llamada sequnda forma fundamental.

Proposiciéon 1.2. Dados X,Y,Z y W en X(X), se satisface la siguiente
relacién

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y) 2, W)+ {II(X, W), [1(Y, 2))~(II(X, Z), [I(Y, V).
A esta ecuacion se le llama Ecuacion de Gauss.

Corolario 1.3. Si los vectores v y w forman una base de un plano no dege-
nerado tangente a X, entonces
<]]<U,U>, II(U},U}» — <]I(va)a ]](v,w))

(v, V) (w,w) — (v, w)?

K(v,w) = K(v,w) +

1
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Definicién 1.4. Sea £ campo vectorial normal unitario en ¥ C M. El (1,1)-
tensor A en X tal que

<A§(X)>Y> = <]]<X7Y>7§>

para todo X, Y € X(X), es llamado operador de forma de ¥ C M relativo de
€.

Observacién 1.5. Sea A; el operador de forma relativo a £, entonces se
satisface

—A¢(X) = (Vx€)".
Proposicién 1.6. Para todo X, Y y Z en X(X) se satisface
(R(X,Y)Z)" = (V&II) (Y, Z2) — (VLII) (X, 2),
donde
(VLII) (Y, Z) = VLII(Y, Z) — II(VxY, Z) — I1(Y,Vx Z).
A esta ecuacién se le llama Ecuacion de Codazzi.

Corolario 1.7. Consideremos a M con curvatura seccional constante. En-
tonces:
1. La Ecuacion de Codazzi para > C M es

(VxIN(Y,Z) = (VyII)(X,Z) para todo X,Y,Z € X(%).
2. 81 % es una hipersuperficie en M con operador de forma Ag, entonces
(VxAe)(Y) = (VyAe)(X) para todo X,Y € X(X).

Definicién 1.8. Un campo vectorial Z € X(M) se dice que es de Killing, si
la derivada de Lie del tensor métrico en la direccion de Z se anula, es decir,
Ly(-,-) =0, donde (-, -) denota la métrica en M.

Proposicién 1.9. Un campo Z € X(M) es de Killing si y solo si (VxZ,Y)+
(VyZ,X) =0 para todo X,Y € X(M).

Definicién 1.10. Sea p € ¥ C M. Entonces definimos el campo vectorial
de curvatura media como

. 1 &
Hp = EZ&“Z'[I(BZ',Q;)
=1

donde {ey, e, ..., e,} forma una base ortonormal de 7},(3) para cada p € X,
y &; = (e, ;) parai=1,2,... n.
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Definiciéon 1.11. Sea ¢ campo vectorial normal unitario en Y. Entonces
definimos la curvatura media como

H=(H,¢.
Una superficie temporal se dice que es minima si su curvatura media es cero.

Definicién 1.12. Una superficie temporal > C M se dice que es umbilica
si su operador de forma satisface la igualdad A¢(X) = AX, para todo X €
X(X), donde X € F(2).

Proposicién 1.13. Sean X en X(X) y £ un campo vectorial normal unitario
en Y. Se denominan Formula de Weingarten a la expresion

Vix§ = —Ae(X) + Vx¢
donde V+ representa la conerion normal de X(X)*.

Observacién 1.14. Todo espacio vectorial tipo tiempo tiene dos vectores
tipo luz linealmente independientes.

Definicién 1.15. Sean ¥ una superficie temporal y T, W € X(3) campos
vectoriales. El conjunto {T, W} se dice que es un marco tipo luz en X, si

(T'(p), T(p)) = 0= (W(p),W(p))y (I'(p), W(p)) = —1, para todo p € X.

Proposicion 1.16. El campo vectorial de curvatura media de X, represen-
tado en términos del marco tipo luz {T, W}, es

H=—I1I(T,W).
T+W T—-w
Demostracion. Sea e; = i y ey = base ortonormal de X(X),
V2 V2
tal que (e1,e1) = —1y (eg,e9) = 1. Con esta base calculamos
1

~II(er,e1) = 5 [FII(T,T) = 211(T, W) — (W, W)]

II(es, e5) = % I(T,T) — 211(T, W) + TI(W,W)]

De la Definicién 1.10 y las igualdades anteriores tenemos

F[) — %[—11(61,61)4—]](62762)]
— _II(T,W).
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1.2. Superficies con DPC, superficies regla-
das y superficies casi umbilicas

Como veremos mas adelante en el desarrollo de este trabajo, se eviden-
ciard la relacion estrecha que existe entre las superficies (hipersuperficies)
con direccién nula canénica y las superficies (hipersuperficies) con direccién
principal canénica (DPC), regladas y casi umbilicas. Por lo tanto, en esta sec-
cién abordaremos las definiciones de estas ultimas tres superficies, asi como
algunos resultados relevantes para concretar dichas relaciones.

Definicién 1.17. Un campo vectorial X € X(X) es direccion principal de
Y si Ag(X) = AX, donde A € F(X) es la curvatura principal de ¥ en la
direccion de X.

Definicién 1.18. Una superficie ¥ C M tiene direccion principal canonica,
relativa al campo vectorial Z € X(M), si la parte tangente de Z a ¥ es
direccién principal, es decir, si ZT es direccién principal.

Ejemplo 1.19. Una parametrizaciéon para las superficies con DPC en R?
tiene la forma z(u,v) = y(u) + f(v)n(u) + g(v)d, donde n y d son vectores
ortogonales. Por lo que un ejemplo en particular se obtiene al considerar a
v(u) una recta paralela al eje x, f(v) = v, g(v) = 2cos(2v), n = (1,1,0) y
d = (0,0,1), es decir, z(u,v) = (2u,u + v,2cos(2v)). Para més detalles ver
20].

Definicién 1.20. Una hipersuperficie temporal > C M, se dice que es
reglada si para cada punto p € ¥ existe una geodésica de M contenida en .

Ejemplo 1.21. Una superficie reglada en R? se puede parametrizar co-
mo x(u,v) = a(u) + vz(u), donde la curva a(u) es llamada curva directriz
y 2(u) es una recta. Un ejemplo especifico en R? se obtiene considerando

a(u) = (4,0,0) y z(u) = \(;)1173)2 Asf obtenemos x(u,v) = (u, =, =)

que parametriza un paraboloide hiperbélico.

Definicién 1.22. Sea > una superficie temporal en el espacio de Minkowski
R?. Un punto p € ¥ se llama casi umbilico si el operador de forma A¢l, es
no diagonalizable sobre C.

Proposicién 1.23. Sea V' un plano tipo tiempo en R y A:V — V una
transformacion lineal autoadjunta. Entonces A tiene alguna de las siguientes
representaciones para alguna base 3 de V :

1. [A]s es una matriz diagonal para alguna base ortogonal (3.
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0 :
2. [Alp = (_1 a) para alguna base tipo luz (5.

3. [Alg = (_ab 2) para alguna base ortogonal 3.

Demostracion. Primer caso. Supongamos que A tiene al menos un vector
propio. Sea v € V dicho vector propio, es decir, A(v) = Av. Como estamos en
un plano tipo tiempo, entonces se pueden dar las dos siguientes posibilidades:
(v,v) # 00 (v,v) = 0.

Si (v, v) # 0, entonces podemos construir una base ortonormal conforma-
da por = {v,w} para V, donde € = (w,w) = —(v,v) = —¢;. Asi,

Aw) = e(A(w), v)v+ e (A(w), w)
= e (w, A(v))v + e (A(w), w)
= Aep(w,v)v + e(A(w), w)w = hw,

g

g

donde h = e3(A(w), w). Esto quiere decir que w también es vector propio de

A, en consecuencia
A0
A= (5 1)

Si (v,v) = 0, entonces podemos construir una base tipo luz conformada
por {v, w} tales que (v,w) = 1. De aqui

Aw) = (Aw), w)v + (A(w), v)w
= (Aw),w)v + (w, A(v))w
(A(w), w)v + Mw, v)w
(A(w), w)v + Aw.

Si (A(w),w) = 0, entonces A(w) = Aw lo cual implica que
A0
A= (5 %)
Si (A(w),w) # 0, definimos otra base tipo luz formada por los vectores

r=—— = A(w), w)|v
T VY [(A(w), w)

De aqui, tenemos que
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Aly) = VI(A(w), w)|A(v) = Ay.
Asi, podemos concluir
A= (2 Y)
-1 )’
donde 5 = {z,y}.
Segundo caso. Supongamos que A no tiene ningin valor propio. Sea p(z)
el polinomio caracteristico de A, el cual tiene sus dos raices en los complejos.

Sean A = a+ b y su conjugado A = a — ib dichas raices. Por tanto, la matriz
asociada a A, en la base ortogonal /3, con entradas enteras es

a —b
= (3 )
La cual es diagonalizable sobre C. O

Observacién 1.24. Sea V' un plano tipo tiempo, A : V' — V una transfor-
macién autoadjunta.

1. Si A admite un vector propio tipo tiempo o tipo espacio v, entonces no
admite un vector propio tipo luz linealmente independiente de v y [A]

tiene la forma
A0
0 h)’

2. Si A tiene dos vectores propios tipo luz, entonces [A]s es un multiplo
de la identidad, en alguna base tipo luz (.

en una base ortonormal [3.

3. Si A admite a v como unico vector propio tipo luz, entonces A tiene
una matriz asociada [A]s de la forma

(52

Observacién 1.25. De la teoria bésica del Algebra Lineal se sabe que una
matriz como la del inciso 3 de la Observacién 1.24 es no diagonalizable sobre

C.

en alguna base tipo luz (.
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Corolario 1.26. Sean H y K la curvatura media y curvatura Gaussiana de
¥, respectivamente. Un punto p € ¥ es casi umbilico si y solo si H*> = K y
A¢l, admite una unica direccion principal, la cual es tipo luz.

Demostracion. Un punto p € X es casi umbilico si y solo si la matriz asociada
al operador de forma Ag|, tiene la forma de la matriz del inciso 3, de la
Proposicién 1.23 si y solo si H? = K y A¢|, admite una tnica direccién tipo
luz. [

Observacién 1.27. Una superficie temporal 3 en R? se dice que es casi
umbilica si todo punto p € X es casi umbilico.

Observaciéon 1.28. Las superficies umbilicas son ejemplos de superficies en
las que su operador de forma es diagonalizable sobre R y H? = K.

Definicién 1.29. Sea o : I — R} una curva y ug € I. Entonces « es:

tipo espacio o espacial si o (ug) es tipo espacio,
tipo luz o nulo si a/(up) es tipo luz,
tipo tiempo o temporal si o'(ug) es tipo tiempo.

Si el cardcter causal de o/(u) es el mismo para toda u € I, este se definira
como el caracter causal de la curva a.

Observacién 1.30. Sea p un punto en R?. Una curva o : I — R? tal que
a(u) = p, y por consiguiente o/(u) = 0, se le considera tipo espacio.

Definicién 1.31. Una curva tipo luz a : I — R? se dice que es no degenerada
sl & no es una recta.

Definicién 1.32. Una curva a : I — R} se dice que es regular si o (u) # 0,
para todo u € I.

Proposicién 1.33. Sea o : I — R} una curva. Si « es tipo luz o tipo tiempo,
entonces o es reqular.

Demostracion. Sea a(u) = (z(u),y(u), z(u)) una curva tipo luz o tipo tiem-
po. Sea ug € I tal que 2'(ugp) = 0. Como

—2'(ug)? + ¥/ (ug)* + 2'(ug)* <0,

entonces y'(ug) = 0 = 2'(up) y &(up) = 0. En consecuencia, por la Ob-
servacién 1.30, « es tipo espacio en ug. Por lo tanto a(u) # 0, para toda
uel. O]
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Corolario 1.34. Sea o : I — R? una curva tipo luz, definida por a(u) =
(x(u),y(u), z(u)). Entonces x'(u) # 0, para toda w € I. Ademds, existe un
abierto U C I tal que y'(u) # 0, o bien, 2'(u) # 0, para toda u € U.

Demostracion. De la Proposicion 1.33 es claro que z’(u) # 0, para toda
u € I. Ahora, sea U C I un abierto y supongamos que existe ug € U tal
que y'(up) = 0y 2'(ug) = 0. Pero como « es tipo luz, esto implica que
' (ug) = 0. O

Proposicién 1.35. Una curva tipo luz o« : I — R3 es no degenerada si y
solo si o y o son linealmente independientes.

Demostracion. Sea a(u) = (z(u),y(u), z(u)) una curva tipo luz en R3. Su-
pongamos que o y «” no son linealmente independientes, es decir,

" (u) = r(u)d (u), (1.1)

para una funcién real r(u).

Del Corolario 1.34, tenemos que x’(u) # 0, para toda u € I, y podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que y'(u) # 0 para toda v € U, donde
U es un abierto de 1.

De las hipétesis y la Ecuacion 1.1, se tiene que para todo u € U

o equivalentemente

) = ~log(a'(w) v r(u) = ~-log(y/(u)).

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos:

/(1) = crel "W o g (u) = erh(u) + Ky

y
y'(u) = coed T du oy y(u) = coh(u) + ko,

donde h(u) = [ el T du gy,
Ahora, como « es tipo luz, entonces

Y =o' (w) —y (W) & )=/ -GN ()

& z(u) = csh(u) + ks,
con c3 = \/c? — 3.
Por lo tanto

a(u) = h(u)C + K,
donde C = (01,62703) y K= (kl,kg,kg). ]
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El siguiente resultado, demostrado por Jeanne N. Clelland (véase [3]), nos
da una clasificacion de las superficies temporales casi umbilicas.

Teorema 1.36. Sea X una superficie temporal casi umbilica en R3. Entonces
Y es una superficie reglada cuyas reglas son lineas tipo luz, con la propiedad
adicional de que cualquier curva tipo luz v en ¥ que sea transversal a las
reglas es mo degenerada, es decir, o no es una recta. Inversamente, dada
cualquier curva tipo luz no degenerada a(u) en R y cualquier campo vectorial
tipo luz T'(u) a lo largo de «, que es linealmente independiente de o/ (u), para
toda u, la superficie reglada inmersa

U(u,v) = a(u) + 0T (u)
es cast umbilica, posiblemente conteniendo una curva de puntos umbilicos.

La siguiente observacion sera de importancia para la demostracion de la
Proposicién 3.21.

Observacién 1.37. Sean o y T' como en el Teorema 1.36, entonces:
1. Como o y " son linealmente independientes, entonces (o, o) # 0.
2. De la igualdad

o) T(0) = /() T + {0

y el hecho que o y T son linealmente independientes, se deduce que
(a, T") #0.

1.3. Campo vectorial radial, cerrado confor-
me y producto alabeado

En esta parte abordaremos los campos vectoriales radiales, definidos en
R3, que son aquellos cuyos vectores apuntan hacia o desde cualquier punto
fijo del sistema de coordenadas, y su magnitud depende unicamente de la
distancia a dicho punto. También se mencionan los campos vectoriales cerra-
dos conformes, definidos en una variedad de Lorentz, que son aquellos cuya
divergencia es nula y su comportamiento se preserva bajo transformaciones
conformes. Asi como el ampliamente estudiado en Geometria de Lorentz,
producto alabeado. Ademas, se presenta como se relacionan estos conceptos
entre si.
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Definicién 1.38. Sean {0,, 9y, 0.} campos coordenados estdndar de R¥. Un
campo vectorial, no nulo, tal que Z(z,y,2) = (x,y,2) — (a1, a2,a3) € R3,
equivalentemente

Z=(x—a1)0; + (y — a2)0y + (2 — a3)0.;

se llama campo vectorial radial. A (ay,as,a3) se le llama centro del campo
vectorial radial 7.

Observacién 1.39. Un campo vectorial radial estandar se refiere a que
su centro es el origen (0,0,0) € R. En lo sucesivo, se considerard a Z un
campo vectorial radial estandar aunque solo nos referiremos a él como campo
vectorial radial.

Proposiciéon 1.40. Sea Z un campo vectorial radial, entonces satisface
VxZ =X,
para todo X € X(R3).

Definicién 1.41. Un campo vectorial Z € X(M) es cerrado conforme (CC)
si y solo si existe una funcién pu € §F(M) tal que

VXZ = ,uX,
para todo X € X(M).

Observacién 1.42. De la Proposicion 1.40 y la Definicién 1.41 notamos que
un campo vectorial radial es un campo cerrado conforme con p = 1.

Proposicién 1.43. Sea Y™ una hipersuperficie umbilica y orientable en
la variedad de Lorentz M™, y sea Z € X(M™ 1) un campo vectorial cerrado
conforme en M™~'. Entonces Z' es cerrado conforme en N™1.

Demostracion. Sea & un campo vectorial normal unitario sobre la hipersu-
perficie ¥™~!. Por lo tanto, podemos escribir Z = Z" + f£. Dado que Z es
cerrado conforme sobre M™~! tenemos

uX =VxZ =VxZ" +I11(X,Z") — fA:(X) + V&
Al tomar la parte tangente, obtenemos la siguiente igualdad
VxZ" = puX + fA(X).
Por otra parte, como ™! es umbilica, tenemos

(Ae(X),Y) = (II(X,Y),£) = h{X,Y)



1.3. CAMPO RADIAL, CAMPO CC'Y PRODUCTO ALABEADO 11

para todo X,Y € X(X™!) y alguna funcién h € F(X™!). Por lo tanto,
VxZ" = (p+hf)X,
es decir, Z" es cerrado conforme sobre X771 O

Observacién 1.44. Recodemos que el espacio de De Sitter S7""! C RT se
define por

ST r) = {p e R : (p,p) = r*},

donde r > 0.

Ejemplo 1.45. Consideremos el espacio de De Sitter S? C R}, que es una
hipersuperficie umbilica, y el campo vectorial paralelo e* = (0,0,0,1) € R].
Denotaremos por z, y, z, w a las coordenadas de R{. Ahora vamos a calcular
e, . Para esto, notemos que e = e4 —e;. El campo vectorial normal unitario
sobre S? lo podemos calcular mediante el gradiente de la funcién f € F(S3),
definida por f(x,y,2,w) = —2?+y*+ 22 +w?, el cual estd dado por gradf =
2(—z,y,z,w). Asi,

gradf _ gradf

(grad, grad) 2

£ =

En consecuencia,

ei = (e1,6)¢ = Fgradf.

Por lo tanto, de la Proposicién 1.43, el campo vectorial
e, =(0,0,0,1) —w(—2,y, z,w) = (wz, —wy, —wz, 1 — w?),
es cerrado conforme en S?.

Ejemplo 1.46. Consideremos nuevamente el espacio de De Sitter S? C R}
como una hipersuperficie umbilica. Sea v = (z,y, z,w) € R} un campo vec-
torial radial. Ahora vamos a calcular v'. Para esto, procedemos de manera
similar que en el ejemplo anterior. Al calcular v+, obtenemos

vho= (0,6)¢
= ((m,y,z,w),(—x,y,z,w»

gradf
2

grad f
2

— (x2+y2—|—22+w2)

B 9 grad f
= (21’ —I—l) 5
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Por lo tanto,

T O _ 2 gradf
v.o= v (2x + 1) 5
($, Y, <, U)) - (2$2 + 1) (_xvya <, w)

= [-1+ 22>+ D)z, [1 — (22> + D]y, [1 — (22" + 1)]z, [1 — (22* + 1)]w] .
El cual es cerrado conforme en S?, por la Proposicién 1.43.

Observaciéon 1.47. Recordemos que dada una variedad producto A X By
(p,q) € A x B, el levantamiento & del vector x € T,(A) a (p,q) es el unico
vector en T{, ) (A) tal que dn(Z) = x, donde 7 es la proyecciéon de A x B en
A. Asi, el levantamiento del campo vectorial X € X(A) a A x B es el campo
vectorial X cuyo valor en cada (p, ¢) es el levantamiento de X (p) a (p, ¢). El
conjunto de todos los levantamientos horizontales X se define como £(A).
De manera analoga, se puede definir el conjunto de levantamientos verticales
£(B) usando la proyeccién o de A x B a B. En lo sucesivo, denotaremos al
campo y su levantamiento (horizontal o vertical) de la misma manera.

Definicién 1.48. Sea [ un intervalo abierto de R con la métrica usual, de-
notada por dt?, (N, gy) variedad de Lorentz y p € F(I). El producto alabeado
es la variedad M = I x, N con métrica g, la cual se define como

gy = 7 (dt*) + (po m)*o" (gy)
donde 7 y o son las proyecciones de [ x N en [ y N, respectivamente.
Observacion 1.49. El producto alabeado esta caracterizado por lo siguiente
(1) Para cada ¢ € N, la transformacién m|;. ¢, es una isometria sobre I.

2) Para cada p € I, la transformacién oy, «n €s una homotecia positiva
{r}
de N con factor —p(lp).

(3) Para cada (p,q) € M, la hoja I x g y la fibra p x N son ortogonales
en (p,q).

Lema 1.50. Consideremos el producto alabeado I x, N, st XY € £(I) y
V,W € £(N) entonces se satisface

(1) VxY € £(I) es el levantamiento de VxY en I.
(2) VxV =VyX = (X2)V.

p

(3) (VyW)*t = 1I(V,W) = =YW gradp.

p
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(4) (VyW)T € £(N) es el levantamiento de VYW en N.

Ejemplo 1.51. Haciendo N = S? y p = t formamos el producto alabeado
I x;S%. Si consideramos las coordenadas

x =tsinhf, y=tcoshfcos¢ y z=tcoshfsingp,

obtenemos
ds® = dt* 4+ t*(—d#* + cosh? 0 do),
la métrica inducida sobre I x; S%.

Proposicién 1.52. El campo vectorial Z = p0, € X(I x, N) es cerrado
conforme sobre I x, N.

Demostracion. Sea X, € £(I), supongamos sin perdida de generalidad que
X1 = (9t. ASf

vle = vat (pOr) = p'Oy + pVBRﬁt =0, = p'Xy.

Ahora, tomamos X, € £(NN). Como p es constante a lo largo de N, Definicién
1.48, y por el Lema 1.50, se tiene

/

Vx,Z = Vx,(pd) = (Xa - p)0 + pV x,0, = P(%)at = ' Xs.

Esto implica que VxZ = p'X, para toda X € X(I x, N). O

Proposicion 1.53. Sea M una variedad de Lorentz de dimension tres con
curvatura seccional constante ¢ € {1,—1}. Si Z € X(M) es un campo vec-
torial cerrado conforme, entonces Z = —egradu, donde p es como en la
Definicion 1.41. Por otra parte, si Z € R3, entonces u es constante, es decir,
Z es paralelo o radial.

Una demostracién puede encontrarse en [14].
Ejemplo 1.54. Considerando a M como I x;S? y p = t, obtenemos
Z =t0y = —egradt.

1.4. Superficies como grafica de una funcion
y como imagen inversa de una funcién

En esta secciéon vamos a analizar brevemente el comportamiento de las
superficies que se expresan como graficas de funciones y como imagen inversa
de valores regulares, en un ambiente Lorentziano.

Primero vamos a definir el caracter causal de superficies regulares inmer-
sas en un espacio ambiente Lorentziano.
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Definicién 1.55. Sea ¥ C M una superficie regular. Decimos que X es:

tipo espacio o espacial si T,(M) es tipo espacio, para todo p € X,
tipo luz o nulo si T,(M) es tipo luz, para todo p € X,
tipo tiempo o temporal si T,(M) es tipo tiempo, para todo p € 3.

Definicién 1.56. Sea f : N — R una funcién, entonces su grafica se define
como:

graf(f) = {(u, f(u)) € N" xR|u € N"}.

Observacién 1.57. La grafica de una funcion es una hipersuperficie regu-
lar en N™ x R. Esto se puede ver considerando la parametrizacién ¢ (u) =
(u, f(u)) cuya imagen es la grafica de f.

Observacién 1.58. Denotamos por 0; al campo vectorial unitario tangente
a {q¢} xR, donde ¢ € N.

Observaciéon 1.59. El campo vectorial normal unitario a la grafica de f es

V-0

VIVEVH+1

Proposiciéon 1.60. Sea > C N" xR una superficie y p € X. Entonces, existe
un abierto U C X alrededor de p tal que U es la grdfica de una funcion f
cuyo dominio esta en N™.

&=

Proposicién 1.61. Sea f : N — R una funcion y % una hipersuperficie
parametrizada por ¥ (u) = (u, f(u)). Entonces ¥ es:

tipo espacio o espacial siy solo si (Vf,Vf) < —1,
tipo luz o nulo si y solo si (Vf,Vf)=—1,
tipo tiempo o temporal si y solo si (Vf,Vf) > —1.

Observacién 1.62. De la Proposicién 1.61 notamos que si V f es tipo luz,
entonces la grafica de f es tipo tiempo.

Definicién 1.63. Sea f : M — R una funcién. Decimos que a € R es un
valor regular para f si para todo ¢ € f~'(a) la derivada df, : T,(M) — R es
sobreyectiva.

Teorema 1.64. Sea f : M — R una funcion. Si a es un valor reqular para
f entonces f~(a) es una superficie reqular.
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Figura 1.1: Superficie de nivel f(x,y,2) = \/y?>+ 22+ x = 1 con gradiente
tipo luz.

Proposicién 1.65. Sea f: M — R una funcion y a € R un valor reqular
para f. Entonces ¥ = f~1(a) es:

tipo espacio o espacial si y solo si Vf es tipo tiempo,
tipo luz o nulo si y solo si Vf es tipo luz,
tipo tiempo o temporal sty solo si V[ es tipo espacio.

Observacion 1.66. Para mas detalles respecto a la teoria de superficies de
Lorentz consulte [4].

Ejemplo 1.67. Consideremos el espacio ambiente M = R3 con la métrica
estdndar y la funcién f : R} — R dada por f(z,y,2) = /y2+ 22+
Observamos que la grafica de f es una hipersuperficie tipo tiempo, ya que
V f es tipo luz. Ademas, consideremos el valor regular a = 1 para f. Entonces,
la superficie de nivel ¥ = f~1(1) es tipo luz. Es decir, la grafica de f estd
foliada por superficies de nivel tipo luz (véase Figura 1.1).
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Capitulo 2

Superficie con DNC respecto
de un campo vectorial paralelo

En este capitulo abordaremos el estudio de las superficies temporales con
direccién nula canénica (DNC) respecto a un campo vectorial paralelo inmer-
sas en N x R. Después de desarrollar la teoria basica necesaria, se mostrara la
relacion que existe entre la curvatura Gaussiana de X, la curvatura Gaussiana
de N, y la curvatura seccional de N x R. Ademads, se construird una familia
de ejemplos de este tipo de superficies. Finalmente, abordaremos de manera
breve la construccién de hipersuperficies, en una variedad de dimensién n,
con DNC respecto a un campo vectorial paralelo.

2.1. Propiedades basicas y primeros resulta-
dos

Sea ¥ una superficie (hipersuperficie) temporal inmersa en el espacio
ambiente de Lorentz N x R equipada con la métrica producto, donde N
es una superficie de Lorentz (variedad de Lorentz). Los sfimbolos V y V
denotan a las conexiones de Levi-Civita de N x R y 3, respectivamente.

Definicién 2.1. Decimos que una hipersuperficie temporal > en N xR tiene
una direccion nula candnica con respecto al campo vectorial 9, € X(N x R),
si la parte tangente 9, es un campo vectorial tipo luz a lo largo de ¥, es

decir, (9,0,") = 0 para 9, # 0.

Observacién 2.2. El campo vectorial 9, satisface que V x9; = 0, para toda
X en X(N x R), es decir, el campo 9; es paralelo.

Los siguientes lemas son una extensién de los resultados desarrollados por
Victor H. Patty-Yujra y Gabriel Ruiz-Herndndez (véase [25]).

17
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Lema 2.3. Como 0; es paralelo, entonces se satisface lo siguiente
1) V0, = Agi(X),
2) Vx0+ = —I11(0],X),

para toda X € X(X).

Demostracion. Sea X € X(X). Usando las férmulas de Gauss y Weingarten,
junto con la descomposicién 9; = 9, + 9;, obtenemos

0=Vx0, = Vx9, +Vxo}
= Vx8 — Ap(X)+ 110, X) + Vx0,

los incisos 1) y 2) se obtienen al tomar parte tangente y parte normal, res-
pectivamente. O

Proposicién 2.4. Si la hipersuperficie 3 tiene una direccion nula canonica
respecto a 0y, entonces:

2) I1(0],X) =0, para toda X € X(2),

Demostracion. De lo demostrado en el Lema 2.3 y el hecho de que i es de
norma constante, se deduce

1

para toda X € X(X). Este cdlculo implica el inciso 1). El inciso 2) se sigue
de los calculos anteriores y el hecho de que la codimension de ¥ es uno.
Finalmente, el tercer inciso se deduce del inciso 1) del Lema 2.3 y el inciso
1) de esta Proposicién, es decir, vagaj = AatL(atT) = 0. O

Definicién 2.5. Una hipersuperficie temporal ¥ C N x R, con direccion
nula canodnica respecto al campo vectorial 0; se dice que es reglada si las
curvas integrales del campo vectorial 9, son geodésicas de N x R, es decir,
Vord) = 0.

Observacién 2.6. Las siguientes observaciones son consecuencia de la Pro-
posicion 2.4.
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1. Del inciso 1) de la Proposicién 2.4 y la Definicién 1.18 se deduce que
9, es una direccién principal de ¥, es decir, la superficie ¥ tiene una
direccion principal canénica respecto a 0.

2. Del inciso 3) y de la Proposicién 2.4 notamos que las curvas integrales
de 9, son geodésicas de .

Observacién 2.7. Sea W € X(X) un campo vectorial tipo luz tal que
(0, W) = —1. Entonces el conjunto {9, , W} representa un marco tipo luz
cuando se hable de superficies (véase Definicion 1.15).

Corolario 2.8. Si una superficie temporal en N X R tiene direccion nula
canonica respecto a 0y, entonces es minima y reglada.

Demostracién. De la Proposicién 2.4 tenemos que I1(9,,9,") =0y Var 0] =
0. Por lo tanto 79; 9, = 0. Por otra parte, de la Proposicién 2.4 sabemos que
I1(9],X) =0, para toda X € X(X). Por lo tanto H = —11(0],W)=0. O

Lema 2.9. La conexion de Levi-Civita de ¥ satisface las siguientes relacio-
nes:

1) Vord] =0=Vgr W,

2) Vw0, = —ad,,

3) VwW = aW,

4) (0], W] = ady,
donde a == (II(W, W), 8:").

Demostracion. 1) Del Lema 2.4 sabemos que Vr 9, = 0. Ahora, como W es
tipo luz entonces 0 = 9, (W, W) = 2(Vyr W, W). Recordando que (O] W) =
—1, se obtiene

0=08/(8], W) = (Vo8] , W) + (8], Vyr W) = (8], Vs W).

En consecuencia, al escribir VyrW en términos del marco nulo {0] , W},
concluimos

Vor W = —(Vor W,W)3] — (Vyr W,00)W = 0.

2) Dado que Z " es tipo luz, se cumple la igualdad (Vy 9, ,9,") = 0. Por otra
parte, al ser W tipo luz también, se tiene

(Vwd| , W) = (A (W), W) = (ITI(W,W),8;") = a.
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Por consiguiente
Vwd, = —(Vwd[ ,W)o] — (Vo , 0] )W = —ad; .

3) Del cardcter causal del campo W se deduce que (Vi W, W) = 0. Ahora,
de la igualdad (9, , W) = —1 se llega a

(VwW, 9]y = —(W,Vwd/]) = a(W,9]) = —a.
Por lo tanto
VwW = —(VwW,W)9, — (VwW, 0/ )W = aW.

Finalmente, combinando 1) y 2) conseguimos el resultado [9,", W] = VgrW—
VW@T = a@tT . ]

Observacién 2.10. Como ;- es de norma constante igual a uno, entonces
para cualquier X € X(X) se tiene

2Vx0;,0;) = X(0;,0;7) = 0.

Dado que ¥ es de codimensién uno y V0 es un miiltiplo escalar de 9},
deducimos la igualdad V%9 = 0, es decir, ;- es normal paralelo.

Proposicion 2.11. Sea X una superficie temporal con direccion nula canoni-
ca respecto de Oy y p € 3. Entonces los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

1) El operador de forma Agr |, es diagonalizable,
2) ¥ es totalmente geodésica en p,

3) II(W(p),W(p)) =0,

4) 8] (p) es de Killing.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que A es diagonalizable. Sean {ej, ey}
base ortonormal de T},(X) tal que Ay:(e;) = Aie;. Escribimos a esta base en

términos del marco tipo luz {97 (p), W(p)}, es decir,
e; =10, (p) + ;W (p) (2.1)
donde 7;, s; € F(X). Como consecuencia se satisface

Nei = Agi(e:) = 1:451 (9] (p)) + 5:401 (W (D)) = s:dor W (D)), (2:2)
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ya que Ay (0, (p)) = 0. Por otra parte, del inciso 1) del Lema 2.3 y el inciso
2) del Lema 2.9, se deduce lo siguiente

Aor (W (p)) = Vwd, (p) = —ad/ (p). (2.3)
Sustituyendo lo obtenido en (2.1) y (2.3) en (2.2), tenemos
im0/ (p) + X\irsW (p) = Nies = —s;a0, (p).
De aqui se siguen las siguientes ecuaciones

)\iri = —S5a 'y >\i8i =0.

Ahora, notemos que; como s; # 0 entonces \; = 0, con ¢ = 1,2. Se sigue de
(2.2) que Ay (W(p)) = 0. Asf

a = (II(W(p), W(p)),0; (p)) = (As:(W(p)), W(p)) = 0.

Lo cual implica que I1(W(p), W(p)) = 0. Si combinamos lo anterior con el
hecho de que I1(9;,X) = 0, para toda X € X(X), obtenemos el resultado
deseado.
2) = 3). Si ¥ es totalmente geodésica en p, entonces I1|, = 0, por lo que
el resultado se deduce de las igualdades a = (IT(W (p), W(p)), ;- (p)) = 0.
3) = 4). Notemos que <VatT8tT(p), 9/ (p)) = 0. Ademas,

(Vwd, (), W(p)) = (Agr (W (D)), W (p)) = (LI(W (p), W (), 9} (p)) = 0

(Vwd, (p),0/ (p)) = 0= (Vyrd, (p), W(p))

implica, por la Proposicién 1.9, que 9, (p) es de Killing.
4) = 1). Finalmente, si 9, es de Killing en p, entonces

(IT(W (p), W (p)), 0;"(p)) = (Apr (W(p)), W(p)) = (Vwd/ (p), W(p)) = 0.
Combinando lo anterior con el hecho de que I7(9,", X) = 0, nos conduce a

0= (II(X(p),Y(p)), 0 (p)) = (A2 (X(p)), Y (p)),

para todo X(p),Y(p) € T,(X). Con lo cual concluimos que Ay.|, = 0, es
decir, AatL es diagonalizable en p. O

Proposiciéon 2.12. Sea ¥ una superficie con direccion nula candnica res-
pecto de 0;. Entonces el tensor de curvatura R estd dado por R(0,,W)0,] =
9, (a)d]. Ademds, la curvatura Gaussiana de ¥ es K = 0, (a).



22 CAPITULO 2. DNC RESPECTO DE UN CAMPO PARALELO
Demostracion. Del Lema 2.9, tenemos

RO, WO = VwVard —VarVwd, + Vipr w0y
= —Va;(—aﬁf) + VaajatT
= 9, (a)9,

Finalmente
(R(D],W)d, W)

K pu—
0] PIW 2 = (07, W)

5 = 9/ (a).
[l

Corolario 2.13. Si X satisface cualquiera de las cinco condiciones de la
Proposicion 2.11, entonces también es plana.

Demostracion. Dela Proposicién 2.11 se tiene que la funcién a = (I1(W, W), 9;+)
es igual a cero. Por lo tanto, de la Proposicién anterior, se concluye K =
0. m

2.2. Relaciones entre curvaturas

Lo siguiente que uno se puede preguntar es: jqué relacion hay entre la
curvatura Gaussiana de X y la curvatura seccional del espacio ambiente N x
R? Ademas, jexiste alguna expresion que relacione la curvatura de N xR, N y
3.7 La respuesta es que resultan ser iguales. En este capitulo desarrollaremos
este resultado, asi como algunas de sus consecuencias.

Primero se hallara la relacién entre la curvatura Gaussiana de ¥ y N x R.
Posteriormente, se encontrard una relacion entre la conexion de Levi-Civita
de ¥ y N, lo cual nos llevara a demostrar la igualdad entre sus curvaturas
Gaussianas. Finalmente, como corolario se mostrara la igualdad entre las tres
curvaturas, a lo largo de planos tangentes a X.

Recuérdese que los simbolos V y V denotan a las conexiones de Levi-
Civita de N x R y M, respectivamente. Ademas, Vy denotard la conexién
de Levi-Civita de N.

Proposicién 2.14. Sea Y una superficie con direccion nula canonica respecto
a 0y, K la curvatura seccional de N X R a lo largo de planos tangentes a %
y, K la curvatura Gaussiana de . Entonces K = K.
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Demostracion. Por el Corolario 1.3 en el marco tipo luz {9, W} y la Pro-
posicién 2.4 inciso 2), tenemos

K], W) = K@, W)
(110, 8,), II(W,W)) — (I1(d], W), I1(8,,W))
@F, 05 )(W, W) — (0], W)?

= KO, W).

El siguiente resultado fue desarrollado por Gabriel Ruiz Hernandez y
Victor H. Patty Yujra, considerando como espacio ambiente al espacio de
Minkowski R? (véase [25]). Por lo tanto, la prueba es similar a la presentada
en el trabajo antes mencionado.

Proposicién 2.15. Sea N una superficie de Lorentz y f € F(N) una fun-
cion. Consideremos a la superficie obtenida como la grafica de f

Y={(u,f(u)):ue N} C N xR,

con métrica inducida. Entonces ¥ tiene una direccion nula canonica respecto
a Oy siy solo si Vf es tipo luz.

Lema 2.16. Sea N una superficie de Lorentz con métrica gy, conexion de
Levi-Civita VY y f € F(N) una funcién. Si la superficie temporal X es la
imagen de ¢ : N — N x R, definida como ¥ (u) = (u, f(u)), cuya métrica
inducida es g = gy+df?, entonces la conexidn de Levi-Civita V de Y satisface
la siguiente relacion

Hessf(X,Y)

VxY = VYY + TV

vf?

para todo X, Y € £(N). Donde Vf denota el gradiente de f bajo gy y Hess

denota el Hessiano sobre la superficie N.

Demostracion. Sean X, Y, Z € £(N). Por la férmula de Koszul y la relacién
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de las métricas g = gy + df? , tenemos

28(VxY,Z) = Xg(V,2)+Yg(Z, X)— Zg(X,Y)

— X, [V, Z]) +8(Y, [Z,X]) + 8(Z, [X,Y])
= 2v(VXY.2)+ (XY - f)(Z-[)+(Y-Z - f)(X-])
(Z-X-HY-f) = (X-HY. Z]- f+ (Y- NIZ X]- |
(Z-NIX,Y]-f
2eny(VRY, Z)+(Z- )XY - f+Y - X-[)]
Y-Nx-z-f-2-X-fl+X-NY-2-f=Z2-Y -]
X-HY. 2] f+ (Y -NZX]- [+ (Z-NIXY]-f
26y (VXY, Z) +(Z - IIX Y - f+Y - X f+[X,Y] f]
2gN(V§YZ)+2(X Y-z 1)
( (X-Y-f
(

L+ 1+

2en(VRY, Z) +2 )en(V S, Z)
= 2gy(VXY + (XY - f)Vf,2Z)

Por otra parte
g(VxY,Z) = gn(VxY, Z) + (VxY - f)(Z - f).
De las igualdades anteriores obtenemos
VxY = VY £ [X Y- f - ViV f]Vf (2.4)
Ahora vamos a determinar VxY - f, para esto usamos la igualdad (1.3)
ViV f = VY fH[X Y f =V fVA()
= VY- f+[X-Y - f=VxY - fIV/]
= VY S (XY I

Sustituyendo esta ecuacién en la férmula (1.3)

ViV = v§Y+(X.Y-f)Vf—ﬁw[vgrfﬂx-rf)ywﬁ vf
- vy - ﬁ(v%rf)v]w [1 . 1Lv|fv|;|2}(x-y.f)w
= VQY—ﬁ(V§Y-f)Vf+ﬁ|—%W
- vgy—ﬁ[x-y-f—vﬁrf}w.
_ Yy 4 el XY G,

L+ [V [P
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Figura 2.1: Curvatura Gaussiana de ¥ en el punto (u, f(u)) y curvatura
Gaussiana de N en u.

[

Teorema 2.17. Sea N una superficie de Lorentz con métrica gy y f € F(N)
una funcion. Sea ¥ una superficie temporal que es imagen de ) : N — N xR
definida como ¥(u) = (u, f(u)), con métrica inducida g = gy + df*. Si 2
tiene direccion nula candnica respecto a 0y, entonces K = Ky, donde K y
Ky denotan la curvatura Gaussiana de X y N respectivamente.

Demostracion. Los simbolos Ry y R denotaran el tensor de curvatura de N y
Y., respectivamente. Primero, de la Proposiciéon 2.15 sabemos que V f es tipo
luz. Sea {Z,W = V f} un marco tipo luz en £(N) tal que gy(Z, W) = —1.
Entonces, obtenemos

gN(Zv Z)gN(Zv Z) _gN(Zv W)2 = _17

g(Z, Z)g(W, W) - g(Z, W)2 =—1
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va que df (Vf) = gy (Vf, V) = 0. En particular

g(R(Z,W)Z, W)

KZW) = 2 20w, W) — g2, W)

- =—g(R(Z,W)Z,W)g(Z, Z).

Ahora calcularemos R(Z,W)Z = Vzw1Z — [Vz,Vw]Z. Para esto, ob-
servamos que

0=Xgy(VF, V) =2gy(VEVS, Z) =2Hessf(X,Vf) = 2Hessf(X, W),

para toda X € £(N).
De aqui, el Lema 2.16 y W = V f tenemos VxW = VW, Vi, X = VI X;

Vy,wZ =VyywZ = v@ng + Hessf(VNYW, Z)V f

VywzZ =Vyy 77 = V%VZZ + Hessf (N Z, Z)V f.
Con lo cual obtenemos el término
Vizw|Z = VigwZ + Hessf([Z, W], Z)V . (2.5)
Por otra parte, calculamos

YV VwZ =VyVNZ =VYVNZ + Hessf(Z, VN Z)V ,

y
VwVz2Z = Vw(V3yZ+ Hessf(Z,Z)Vf)
= VW(VYZ+ Hessf(Z,Z)Vf)
= VNWVYZ+ Hessf(Z, Z)V,Vf+W(Hessf(Z, Z))Vf.
Asi

V2, VwlZ = [VY,VNZ — Hessf(Z, Z)VY,Vf + hVf, (2.6)

donde hy = Hessf(Z,V§,Z)—W (Hessf(Z,Z)). De las Ecuaciones 2.5 y 2.6
obtenemos el tensor de curvatura en X, el cual estda dado por

R(Z,W)Z = Ry(Z,W)Z + Hessf(Z, Z)Vw,V f +hoVf,
donde hy = Hessf([Z, W], Z) — hy. Ahora notemos que

g(VIVE V) = gn(VXVL V) +df*(VIV V)
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para toda X € £(N). Recordemos que W = V f. Dado que gy (Z, 2)gn(Z, Z)—
en(Z W2 =1y g(Z,Z)g(W,W)—g(Z,W)? = —1, la curvatura Gaussiana
de ¥ es

—K(ZW) = g(R(ZW)Z,W)

= g(RN(Z,W)Z, W) + Hessf(Z, Z)g(Vy,V f, W)
th(Vf, W)
= g(RN(Z,W)Z, W) + h2<df(vf))2
g(Rn(Z,W)Z, W)
gn(BN(Z,W)Z,W) + df (Rn(Z, W) Z)gn(V [, W)
= gn(RN(Z,W)Z, W) = —Kn(Z,W).

+

]

Corolario 2.18. Sea X una superficie temporal con direccion nula candnica
respecto a 0y inmersa en el espacio producto N xR, donde N es una superficie
de Lorentz. La superficie 3 tiene curvatura Gaussiana constante ¢ sty solo si
N tiene curvatura Gaussiana constante igual a c. En particular, una superfi-
cie temporal inmersa en el espacio de Minkowski R? = RI xR o en el espacio
Sf x R, tiene curvatura Gaussiana igual a cero o uno, respectivamente.

Demostracion. Segun el Teorema 2.17, la primera parte de este corolario es
inmediata. Finalmente, dado que la curvatura Gaussiana de R? es cero y la
de S? es uno, se deduce que la curvatura Gaussiana de ¥ inmersa en R? x R
es cero, y si estd inmersa en S? x R es uno. ]

Corolario 2.19. Consideremos N una superficie de Lorentz y f € §(N) una
funcion. Sea ¥ una superficie temporal que es imagen de v : N — N X R,
definida como ¥(u) = (u, f(u)), con curvatura Gaussiana K. Si 3 tiene
direccion nula candnica respecto a 0y, entonces K = K = Ky, donde Ky vy
K denotan la curvatura Gaussiana de N y la curvatura seccional de N x R,
respectivamente, ambas a lo largo de planos tangentes a ..

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.14 y el Teorema 2.17. ]

2.3. Construccién de superficies con DNC res-
pecto de un campo paralelo

Gracias a la Proposiciéon 2.15, tenemos una forma de construir ejemplos de
superficies, que se pueden ver como graficas de funciones, con DNC respecto
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a 0;. La construccién se reduce a resolver ecuaciones diferenciales parciales
(EDP).

Desarrollaremos primero el caso cuando la superficie de Lorentz N tiene
métrica de la forma —a?(u,v)du® + 5%(u,v)dv?, que es el caso mds general.
Posteriormente, se establece el caso cuando N tiene métrica —a?(u)du® +
B%(u)dv?, el cual nos ayudard a obtener ejemplos explicitos de superficies
con DNC.

Proposicion 2.20. Sea N una superficie de Lorentz con métrica
gy = —a?(u,v)du® + B*(u,v)dv?,

y f € F(N) una funcion. Entonces la superficie temporal
X =A{(u,v, F(p(u,v)) : (u,v) € N}

tiene direccion nula candnica respecto a 0y. Donde las curvas de nivel p(u,v) =
k representan las soluciones de la EDO

dv  ofu,v)
du

e e {l,—1}.

Demostracion. Tomando los campos coordenados 9, y 9, de X(NV), calcula-
mos la matriz inversa de la matriz asociada a la métrica gy, la cual es

1
— 0
ij o?(u,v
)i=| “0
3*(u,v)
De esta manera, podemos expresar el gradiente de f como sigue:
Vf= Ju Oy + Jo 0.

Ca2(u,v) " B (u,v)
De aqui tenemos que (Vf,Vf) =0 siy solo si
2 2
B
a*(u,v) - B*(u,v)

Para resolver esta EDP homogénea no lineal la podemos descomponer en dos
EDP lineales homogéneas:

=0.
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Asi, sea v(u) la curva caracteristica con velocidad

dv alu,v)
du = " Bluv)

Resolver esta EDO es equivalente a resolver
0= a(u,v)du+ B(u,v)dv = o(u,v)du + o(u,v)dv = do(u,v),

cuyas soluciones se encuentran de manera implicita en las curvas de nivel
o(u,v) = k, con k una constante. Por lo que f(u,v) = F(o(u,v)) define la
solucién general de la Ecuacién 2.7, para cualquier funcién F' € F(R). Y por
tanto, el gradiente de f satisface la igualdad (Vf,Vf) = 0. Con lo que se
concluye que la superficie

2 ={(u,v,F(o(u,v))) : (u,v) € N},
donde F' es no constante, tiene direccion nula canodnica respecto a 0. O

Antes de continuar, debemos preguntarnos si dada una superficie de Lo-
rentz N, jsiempre existe una funcién f € F(NV) tal que V f sea tipo luz? Para
responder esta pregunta necesitamos un resultado respecto a la existencia de
las coordenadas isotermas Lorentzianas, el cual puede ser consultado en [17].

Lema 2.21. (Coordenadas Isotermas Lorentzianas). Sea N una superficie
de Lorentz C'™ con métrica g y cualquier punto p € N. Entonces existe una
carta (U, @) alrededor de p tal que

—811=8n=0 Y 8ip=8 =0,
para alguna funcion positiva o € F(U).

Proposicion 2.22. Sea N una superficie de Lorentz. Entonces existe un
abierto U C N y una funcion f € F(U) tal que Vf es tipo luz.

Demostracion. Sea {u,v} un sistema de coordenadas isotermas, como en
Lema 2.21, sobre un abierto U de N alrededor de un punto p, entonces la
métrica sobre U es

gy = alu,v)(—du® + dv?),

donde a € F(U) es una funcién positiva. Definimos la funcién f € §F(U) por
f(u,v) = u+ v cuyo gradiente es

Vf = gjl\llau + g?vzav = (_au + av)a

1
o
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con gy = —1, gl = g3 =0y g% = =. Con lo que se concluye

(V1.VF) = (000 0) + (00,0] = ~a—a] =0,

«

]

Observacién 2.23. Sea f € §(IV) una funcién tal que Vf es tipo luz,
entonces V(h o f) también es tipo luz, donde h : R — R. Esto se sigue de la
igualdad V(h o f)(u,v) = b'(f(u,v))VF.

La siguiente proposicién es un caso particular de la proposicién anterior,
en donde la métrica de N es de la forma —a?(u)du® + $%(u)dv?. La ventaja
de este caso es que tenemos una forma integral para la soluciéon de la EDP,
y por ende, podemos deducir ejemplos de superficies mas especificos.

Proposicién 2.24. Sea N una superficie de Lorentz con métrica
gy = —a?(u)du® + 5% (u) dv?,
y f € F(N) una funcion. Entonces la superficie temporal

Y ={(u,v, F(v+eH(u))): (u,v) € N},

tiene direccion nula candnica respecto a 0y, donde H(u) = /%du yee€
u
{1,—-1}.

Demostracion. De manera analoga a la prueba de la Proposicién 2.20 | llega-
mos a que la condicién (Vf, V f) = 0 es equivalente a resolver las siguientes
EDP:

a(u)
La curva caracteristica es v(u) con velocidad
dv(u)
du Blu)

La solucion de esta EDO de primer orden y de variables separables es
v(u) = £H(u) + k, con

_ [,
H(“)‘/ﬁw)d |
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De esta manera, la variable caracteristica es o(u,v) = v F H(u) = k.
De aqui obtenemos la solucion de la Ecuacion 2.8, la cual se expresa como
flu,v) = F(vF H(u)), para cualquier funcién F' € F(R). Por lo tanto, el
gradiente de f es

. Flo) . F(o)
VI = st B

El cual claramente satisface (V f, V f) = 0. Finalmente, por la Proposicién
2.24, concluimos que la superficie

0y, €€{1,—1}.

Y ={(u,v, F(v+eH(u))): (u,v) € N}

tiene direcciéon nula candnica respecto a 0. ]

Ahora presentamos el caso N = S? (Espacio de De Sitter), vista como
superficie de revolucién, con métrica — df? + cosh? 8 d¢?. Posteriormente se
da un ejemplo para el caso de N = R? (Espacio de Minkowski), con métrica
estandar. Estos ejemplos se deducen facilmente de la Proposicion 2.24.

Ejemplo 2.25. Consideremos N = S2, el espacio de De Sitter. Vamos a
parametrizarlo como una superficie de revoluciéon de la siguiente manera:
consideremos las coordenadas

r=senhf, y=-coshfcos¢ y z=coshfsenqp,

tales que satisfacen —x? + y* + 22 = 1. De la métrica
—da? + dy? + d2* = ds?,
obtenemos la métrica inducida en N
gy = —db? + cosh? 0 d¢?,

con matriz inversa asociada

@M”Z(?’%iw). (2.9)

Ahora escribimos al gradiente de la funcién f € F(N) en términos de los
campos coordenados {0y, O}

Vf = —fy0p + sech®d f; 0.

Aplicando la condicién de causalidad del campo V f nos da como resultado
la siguiente EDP no lineal

0= (Vf, Vf)=—fF+sech®d f3,
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o bien
fo £sech 8 fy, = 0.

Procedamos a resolverla: consideremos la curva caracteristica ¢(0) con
velocidad
dg(6)

/= ho.
70 +sechf

La solucién de esta EDO es ¢(0) = Farctan(senh 6) + k. De esta manera
obtenemos la variable caracteristica o(6,¢) = ¢ F arctan(senhd)) = k. Por
lo tanto la solucién general de fy & sechf f, = 0 estd determinada por la
funcién f(0,¢) = F(¢ F arctan(senh )), para cualquier funcién F' € F(R).
Asi, obtenemos que

Vf =eF'(p)sech 00y + F'(p)Dy, ee{l,—1}.
Esto implica, por la Proposicién 2.24, que la superficie

Y ={(0,¢, F(¢ + carctan(senh #)))}

tiene direccion nula candnica respecto a 0;.

El método que se usé para resolver las EDP del ejemplo anterior, puede
ser consultado en [3] pagina 24.

Observacion 2.26. Del Ejemplo 2.25 se pueden deducir las siguientes con-
secuencias:

= Del Corolario 2.8, > es minima y reglada.
= Del Corolario 2.18, la curvatura Gaussiana de Y es uno.

» De la Proposicién 2.14, la curvatura seccional de S? x R es igual a uno,
a lo largo de planos tangentes a .

= Del Corolario 2.13, como > no es plana entonces no es totalmente
geodésica ni umbilica.

Ejemplo 2.27. Ahora consideremos N = R? con su métrica estandar
—du? 4+ dv?, y la funcién f € F(R?). De la Proposicién 2.24, la superficie
temporal

Y = {(u,v, F(v —u)) : (u,v) € R}

tiene direccién nula candnica respecto a d;. Una superficie en particular de
este tipo se puede ver en la Figura 2.2, la cual se obtiene considerando la
funcién F(u+v) = (u+v)*.
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Figura 2.2: Superficie con DNC respecto a 0; en el espacio de Minkowski.
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Observacién 2.28. Las superficies temporales con DNC respecto a 0; en
el espacio de Minkowski son minimas y planas. Para mas detalles, consulte

[25].

Proposicion 2.29. Sea N una superficie de Lorentz con métrica
gy = —a(u,v)du® + B*(u,v)dv?.

Si Y es una superficie temporal parametrizada por

U(u,v) = (u,v, f(u,v))

donde f € F(N). Entonces se satisfacen las siguientes iqualdades.

Ju o
( -~ 2(u, v)¢u * B2 (u,v) ¢U>
1+ (V[,V[) ‘

a) 0] =

fi fa fa fa
<52(u,v) a aQ(u,v)> (1 * B2(u,v) az(u,v)>
(1 +(Vf,V[))? '

Demostracion. La matriz asociada a la métrica de X es

((@bu,wu) <¢u,¢v>)

7 (W) (Yo, )

_ ( (Ous Ou) + [ (0w, Op) + fufv>
(0w, 00) + fufs (00, 00) + f]
_ (—a2 +fi fufo )
S\ Lfe B
Dado que det g = det g(1 + (Vf,V[f)) = —a?B*(1 + (Vf,Vf)), entonces

Lk
o 1 o2 o232 o232
ST AN B R N
o232 32 a2p?
Ahora expresamos al campo vectorial 9, en términos de la base 1, 1,, con
lo cual obtenemos

a) atT = (g11<8t,¢u>+821<3t7¢u>)¢u+(822<3t>¢u>+g12<8t,¢u>)¢v
- ;[(( RO )fﬁfufva)wu

L+ (VLVHLY a2 a2p2 a3
1 . futo
+ ((E o a252)fv + azﬁsz>¢y}

_ L _fuy
B 1+<Vf,Vf>( a2¢“+52¢”)'
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Finalmente, calculamos

2 2
) L+ VEINPOTN = L) - 2L ) + L)
2 2 r2 2
- f( vh gy -odeley Je
g B
N %
:Brﬂﬂ(@—@>
fe  fa fo 13
ﬁrﬂﬁ(+@—@>
Lo que concluye la prueba. O

Corolario 2.30. S la superficie X2, de la Proposicion 2.29, tiene direccion
nula candnica respecto a Oy, entonces

B fu fo
a) 9 = —m%-lrm%-

_ Blu,v) I2 fZ
b= O GlweR  Bluwp -

Demostracion. a) Si X tiene direccién nula canénica respecto a 0, entonces
(Vf,Vf) =0, por lo que a) se sigue del inciso a) de la Proposicién 2.29.
Finalmente, b) se obtiene del inciso b) de la Proposicién 2.29 y el hecho de
que 9, es tipo luz. ]

2.4. Hipersuperficie temporal con DNC res-
pecto de un campo vectorial paralelo

En esta parte vamos a generalizar la Proposicién 2.16 para hipersuperfi-
cies inmersas en una variedad de Lorentz de dimension n.

Proposicion 2.31. Sea N una variedad de Lorentz de dimension n y una
funcion f € F(N). Consideremos a la hipersuperficie obtenida como la grifica
de la funcion f, es decir,

Y={(u,f(u)) CNxR:ueN}.

Entonces X tiene una direccion nula candnica respecto a Oy si y solo si V f
es tipo luz.
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Demostracion. Sea & el campo vectorial unitario normal a 3 dado por
V-0

VIVEV +1

donde (Vf,Vf) + 1> 0siy solosi ¥ es una superficie temporal. De aqui

&=

1

VIVEVAH+T

Con lo anterior calculamos la proyeccién de 9;- sobre &

<5t7f> =

8 —Vf

L_ =
o = (0,6 = oo T

Asi, obtenemos la parte tangente de 0,

(V£ Vo + V]

T _ 9 _ oL _
O =00 VIV +1

Entonces, obtenemos

07,07y = (V. V)2 + (VY] (VE.VF)

UV V) +1)2 (V£ V) +1
Por lo tanto 9, es tipo luz si y solo si V£ es tipo luz en N. m

Ejemplo 2.32. Consideremos f € §(R}) una funcién, cuyo gradiente esta
dado por

Vf = _fa:18:c1 + fxzaﬂﬁz +.+ fxnaxn

Si imponemos la condicién de que sea tipo luz, tenemos
_ g2 2 2
0=(VLVf)=—f; +fo,+ ..+ [0

Una solucién de esta ecuacion diferencial parcial es

flr1, 29, .., 1) =21 + \/x§+x§+...+m%.
Por lo tanto, de la Proposicién 2.31, la hipersuperficie

Y= {(21,20,..., 20, f(21,...,2,)) ERIT: (21, 29,...,2,) € R} \ {0}}

tiene direccién nula candnica respecto a 0O;.



Capitulo 3

Superficie con DNC respecto
de un campo vectorial cerrado
conforme

En este capitulo se estudiaran las superficies con DNC respecto a un
campo vectorial cerrado conforme. Dichas superficies son una generalizacién
de las superficies con DNC respecto a un campo vectorial radial, las cuales
se veran en la segunda seccion de este capitulo. Empezaremos con conceptos
preliminares que nos serviran para el desarrollo de este tipo de superficies.
Posteriormente se hard un analisis de la superficie > inmersa en diferentes
espacios ambiente. Finalmente, se estudiara a 3 vista como imagen inversa
de una funcién.

3.1. Propiedades basicas

Ahora consideremos la superficie temporal ¥ en una variedad de Lorentz
M de dimensién tres y Z un campo vectorial cerrado conforme tipo espacio
(véase Definicién 1.41). Denotamos como V y V a las conexiones de Levi-
Civita de la variedad M y la superficie X, respectivamente.

Definicién 3.1. Decimos que una superficie temporal ¥ en M tiene una
direccion nula candnica con respecto al campo vectorial cerrado conforme 7,
si la parte tangente Z' es un campo vectorial tipo luz a lo largo de ¥, es
decir, (ZT,Z7) = 0 para Z" # 0.

Observacién 3.2. Recordemos que, de la Definiciéon 2.31, un campo vec-
torial no paralelo Z € X(M) satisface VxZ = uX, para toda X € X(X) y

p# 0.

37
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Observacién 3.3. Un campo vectorial cerrado conforme, no paralelo, es de
norma no constante. Esto es evidente de la siguiente sucesion de desigualda-

des
0= X|Z? = X(2,2) = 2(VxZ, Z) = n(X, 2).

para toda X € X(R?). Lo cual implicarfa que Z = 0, pero esto no es posible.

Observacion 3.4. Nétese que el hecho de que Z no es paralelo implica que
si ¥ tiene una direccién nula canodnica respecto a Z, entonces Z no puede ser
tangente a ..

Proposicién 3.5. Sea Z € X(M) un campo vectorial cerrado conforme.
Entonces:

1) VxZT = Aye(X) + pX,
2) ViZ' = —I1(Z7, X),
para toda X € X(X).

Demostracion. Sea X € X(X). Usando las férmulas de Gauss y Weingarten,
junto con la descomposicién Z = Z" 4+ Z+, obtenemos

pX =VxZ =VxZ' +VxZ+=VxZ " +1I1(X,Z") - Ayi(X) + V5 Z+.

Tomando parte tangente y parte normal a X, se tienen las igualdades desea-
das. O

Proposicién 3.6. St X tiene una direccion nula canonica respecto a Z. En-
tonces

1) Age(Z7) = —pZ",
2) VyrZT =0,
3) II(ZT,ZT) = 0.
Demostracion. La primera igualdad se deduce del siguiente calculo

(Ayi(Z7),X) = (I(Z7,X),Z%) = —(Vx2Z*+, 724
= —%X(ZL,ZH ——%X(Z,Z)
—(VxZ,2Z) = —(uX, Z)
—(uZ", X),

para toda X € X(X).
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Para la segunda igualdad consideramos 1) de la Proposicién 3.5 y el inciso
anterior, con lo cual obtenemos

V2" =Ap(ZNY+ 2" = —pZ" +uzZ' =0.
Finalmente, de la expresion
(127, 27), 2% = (Ap (27),27) = —u(Z7,27) = 0,
y dado que X es de codimension uno, se concluye la igualdad 3. O

Definicién 3.7. Una superficie temporal > C M, con direccién nula candni-
ca respecto de un campo vectorial cerrado conforme 7, se dice que es reglada
si las curvas integrales del campo vectorial Z ' son geodésicas de M, es decir,
V72T =0.

Observacién 3.8. Del Lema 3.6 se deduce lo siguiente:

1. Del inciso 1) y la Definicién 1.18, ZT es una curvatura principal de ¥,
es decir, la superficie ¥ tiene una direccién principal candnica respecto
a /.

2. De inciso 2), las curvas integrales de Z' son geodésicas de Y.

3. De inciso 3) y la Definicién 3.7, ¥ es reglada.

Observacién 3.9. Sea W € X(X) un campo vectorial tipo luz. El conjunto
{ZT W} representa un marco tipo luz (véase Definicién 1.15).

Observacién 3.10. De la Definicién 1.10, el vector de curvatura media de
¥ estd dado por H = —II(ZT, W).

Proposicion 3.11. Si la superficie temporal 32 tiene direccion nula canonica
respecto al campo wvectorial cerrado conforme Z, entonces H = —%. En
particular, X nunca es minima.

Demostracion. Notemos que el campo vectorial normal unitario a X es
ZJ_
£= 1.
|12+
Por lo tonto, de la Definicion 1.11 y la Proposiciéon 1.16, se tiene que
H = (H,6=-(11(Z7, W),
1

= —<A£<ZT), W) = _|Z_L|<AZJ- (ZT)7 W>
I T __ Kk F
= |ZL|<MZ W) 1ZL| \Z|’

donde |Z1] = |Z| # 0. O
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Proposicién 3.12. La conezion de Levi-Ciita de 3 satisface las siguientes
relaciones

1)V ZT =0=V, W,

2) VwZ' = —aZ",

3) VW = aW,

4) (27 W] = aZ',
donde a = (IT(W, W), ZT).

Demostracion. 1) De la Proposicién 3.6 sabemos que V 7Z' = 0. Co-
mo (W, W) = 0, entonces 0 = Z (W, W) = 2(V,+W,W). Y dado que
(ZT, W) = —1, se obtiene

0=2"(Z" W)= (Vo Z" W) +(Z" Ny W) =(ZT V7 W).
Por lo que inferimos
VW =—(NygWWVZT — (Ve W, ZTYW = 0.

2) Dado que (Z"7,Z") = 0, tenemos la igualdad (Vi Z",ZT) = 0. Por
otra parte, como W es nulo

<VWZT> W> = <AZL<W) + VV) W> = <"4ZL (W)a W> = <[I(W7 W)a ZJ_> = a.
Concluimos
VwZ' = (VwZ' ,W\Z" —(VwZ", Z" YW = —aZ".

3) De la nulidad del campo W se deduce que (Vy W, W) = 0. Ahora, de
la igualdad (ZT, W) = —1 se llega a

(VW 2T) = (W, VwZ) = o(W, Z7) = —a.
Por lo tanto
VW = —(VyW,WZT — (VyW, ZW = aW.

Finalmente, combinando 1) y 2) se deduce [ZT, W] = VW — V2" =
aZ’. [
Proposiciéon 3.13. El tensor de curvatura R de Y en M satisface la siguiente

tqualdad
R(Z'W)Z" =Z"(a)Z".

En consecuencia, la curvatura Gaussiana de ¥ es K = 7' - a.
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Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion de la Proposi-
cion 2.12. ]

Proposicién 3.14. Sean K y K la curvatura seccional y curvatura Gaus-
siana de M y X, respectivamente. Entonces, se satisface

K=K+ \ﬁ|2.

Demostracion. Sustituyendo [1(Z7,Z7) =0y H = —(Z", W) en la Ecua-
ciéon de Gauss

KZ"W) = K(Z", W)

II(ZT,ZT), II(W,W)) — (II(ZT,W),11(ZT,W))
(ZT, ZTYWW W) —(ZT,W)?

- K+|H]
O

Observacién 3.15. Si K = 0 en la proposicién anterior, las Proposiciones
3.11 y 3.13 nos conducen a la siguiente sucesién de igualdades

2
2T a=K=[HP ="

Lo anterior implica que a no puede ser la funciéon constante cero.

3.2. Superficies con DNC respecto a un cam-
po vectorial radial

En esta parte vamos a considerar a Y. inmersa en el espacio de Minkowski
de dimension tres R y a Z € X(R?) un campo vectorial radial (véase Defini-
cién 1.38). Aqui, V denotard la conexién de R? y V representard la conexién
de .

Definicién 3.16. Decimos que una superficie temporal 3 en R? tiene una
direccion nula canodnica con respecto al campo vectorial radial Z, si la par-
te tangente Z' es un campo vectorial tipo luz a lo largo de 3, es decir,
(ZT,Z7) =0 para Z' #0.

Observacién 3.17. Los conceptos desarrollados en la seccién anterior son
validos para campos vectoriales radiales considerando p = 1.
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Las superficies casi umbilicas (CU) son desarrolladas en [3], donde se
construye una forma de parametrizarlas. Por lo que resulta interesante y 1til,
para la determinaciéon de ejemplos, encontrar una relacion entre las superficies
con DNC y las superficies CU. Dicha relacion se desarrolla a continuacion.

Teorema 3.18. Sea ¥ una superficie temporal en el espacio de Minkwoski R3
con direccion nula canonica respecto de un campo vectorial radial Z . Entonces
Y es una superficie cast umbilica.

Demostracion. De la Proposicion 3.14 y el hecho de que la curvatura seccional
de R? es cero, tenemos que K = |H|?. Asi, del Corolario 1.26, solo falta
demostrar que A,. admite solo un vector propio. La Proposicién 3.6 nos
dice que ZT es un vector propio de A,1. Sea V € X(X) otro vector propio
de A, linealmente independiente de Z7.

Dado que Z es tipo luz, V no puede ser tipo tiempo o tipo espacio, véase
la Observacion 1.24 inciso 1.

Ahora, supongamos que V es tipo luz, entonces podemos suponer que V'
es el campo vectorial W de la Definicién 1.15. Note que (A, (W), W) = 0 si
y solo si Az (W) = rW, para alguna funcién r € F(X). Por lo que basta con
demostrar que (Az. (W), W) # 0 para concluir la demostracién. En efecto,
de las Proposiciones 3.5 y 3.12 y la Observacién 3.15 tenemos que

(Ayr W), W) = (VwZ" =W, W) = —a(Z", W) =a #0.
O

Corolario 3.19. Una superficie temporal 3 en el espacio de Minkowski R3
con direccion nula canonica respecto de un campo vectorial radial Z, no es
plana.

Demostracion. Se sigue de la igualdad H = —‘—é' y el Teorema 3.18. O

Lema 3.20. Dado un campo vectorial espacial X en R} existen dos campos
vectoriales nulos ortogonales a X, a saber

ac+ b/ X| bc+ alX| ac — bl X| bc — a|X]|
(a2_b2’ a2_b271) y (a2_b2’ a2_b2’]‘)‘

Proposicion 3.21. Sea X una superficie temporal totalmente casi umbilica
parametrizada por
U(u,v) = afu) + 0T (u),

cona yT como en el Teorema 1.36. Si (o, T) = 0, entonces X tiene direccion
nula candnica respecto a un campo vectorial radial Z.
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Demostracion. Supongamos que {«, T) = 0. Dada la parametrizacién ¢ (u, v)
los campos coordenados inducidos son

Yo=0o +vT" vy P, =T.
Con los cuales calculamos
E = <wu7wu> = 21}<O/7TI> + U2<Tla Tl)a F = <wu7wv> = <O/7 T> y G =0.

Por otra parte, si a' representa la parte tangente de o a la superficie 3,
entonces

(a” ) = (0, vu) = {0, o) +0(a, T) y (ol 90) = {a,9h) = (0, T) = 0.

T

Ahora, escribimos a ' en términos de los campos coordenados inducidos

al = a(u,v)hy, + b(u, v)t,.

Como (o, T) # 0, dado que o/ y T son vectores linealmente independien-
tes. Entonces, los coeficientes de o' son:

() - (Fe) ()

- L (_< 0 —{, T) ) (<04a0/> +y<a,T'>)

(o, T)? o T) 20(, T + (T, T 0
0
= <Oé, O/> + y<0&, T,>
(o, T)

Con lo cual obtenemos que

/ !
OKT — <OZ7O[ > —+_1)<O{7T7>/1v7
(«,T)

es decir, a' es tipo luz (véase Observacién 1.37 ).
Puesto que el campo vectorial radial es Z = 1 (u,v), se concluye que

(Zz7,727) = @'y
(a" o’y +2yla", T) 4+ (T, T)
= 2y(a,T) =0.
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Ejemplo 3.22. Consideremos la hélice a(u) = (u,cosu,senu). Existe U
un abierto, suficientemente pequeno, tal que a(u) es tipo espacio. También
notemos que o'(u) es tipo luz. Ahora, sea T'(u) = (f(u), g(u),1) un campo
vectorial tipo luz tal que sea ortogonal a a(u), es decir (o, T) = 0. Por el Lema
3.20 se sabe que hay dos posibles vectores que satisfacen estas condiciones,
por lo que elegimos uno para ser el campo vectorial T'; a saber,

usenu + cosuv1 —u? cosusenu + uv1 — u? 1)

u? — cos?u ’ x2 — cos?u

T(u) = (
Por lo tanto, de la Proposicién 3.21, la superficie casi umbilica.

Y(u,0) = a(u) +vT(u)
( n usenu + cosuy/1 — u? cosusenu + uyv1 — u?
= (u+w

,COSU + v

I

u? — cos?u u?2 — cos?u

sen u + v)

tiene direccién nula canénica respecto a Z = 1(u,v). Véase la Figura 3.1.

3.3. Superficies con DNC en el espacio de De
Sitter

En esta parte vamos a considerar superficies inmersas en el espacio de De
Sitter de dimensién tres S?, uno de los llamados espacios modelo.

Lema 3.23. Sea ¥ C S? una superficie temporal, Z un campo cerrado con-
forme en S? y W € X(X) un campo vectorial tipo luz tal que {ZT, W} es
un marco tipo luz adaptado a Y. Entonces la funcion p es constante en la
direccion de Z7. Ademds, W - u = 1.

Demostracién. De la Proposicion 1.53 y el hecho de que Z es tipo luz
0=(Z2",2"=(Z",2) = —(Z7 , grady) = —Z" - p,

lo cual demuestra la primera afirmacion. La segunda se deduce de las siguien-
tes igualdades

—1={(Z" W) =(Z, W) = —(gradp, W) = =W - .
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Figura 3.1: Superficie casi umbilica con direccién nula canoénica.

45
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Proposicién 3.24. Sea X superficie temporal en S3, con direccion nula
canonica respecto a un campo vectorial cerrado conforme Z. Entonces se
satisfacen las siguiente igualdades

1) Vi H =0,
2) [H]2 = (VL H, 7Ty — 1,
3) VL II(W,W) =V H.
Demostracion. Primero notemos que
(H,27) = ~(II(ZT W), Z7) = ~(A52(Z7), W) = jZ", W) = —p.
Por consiguiente, de las Proposiciones 3.5 y 3.6 se tiene
0 = Z"-u
— —ZTH. 7T
= (Vi H, 24— (H,v5:27)
= (Ve H,ZY+ . 1127, 27))
— —<v%1’ﬁ, ZL>

Dado que la codimensién de 3 es uno, se deduce la primea igualdad.
La segunda igualdad se deduce del calculo siguiente:

1 = W-u
“W(H,Z")
(Vi H. 2"y~ (H V2"
— (VEH,ZTY+(H, (2T, W)
= (Vi H, Z4 - [H!
Finalmente, la iltima igualdad se obtiene de lo siguiente
Vo IIW, W) = (Vg ID(W, W) +211(V W, W)
= (VI (Z", W)
= Vi lIl(Z", W) = II(VNwZ" W) = I1(Z", VW)
— VEH +all(ZT,W) —all(ZT, W)
- v,

donde a = (II(W, W), Z+).
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Corolario 3.25. Sean K y ﬁ la curvatura Gaussiana y el campo vectorial
de curvatura media de X3, respectivamente. Entonces

K= —(ViH, 74
Demostracion. De las Proposiciones 3.13, 3.5 y 3.6, obtenemos

K = Z'(a)
= Z'II(W,W),Z+)
= (Vo II(W, W), ZH) + (IT(W, W),V 5+ Z+)
— (VLH, ZY - (1w, W), I1(ZT, Z7))
— (VEH, 7Y,

]

Corolario 3.26. Las superficies con direccion nula candnica en S3 no son
de curvatura media constante ni planas.

Demostracion. Si Y fuera de curvatura media constante entonces, del inciso

2) de la Proposicién 3.24, se tendria que |H|?> = —1, lo cual es imposible.
Ademas, como ¥ es de codimensién uno, el Corolario 3.25 implica que no
puede ser plana. n

3.4. Superficies con DNC en un producto ala-
beado

Ahora vamos a considerar al espacio ambiente como el producto alabeado
I x,N, donde N es una superficie de Lorentz, I es un intervalo abierto de R
y p € F(I) una funcién positiva. Con estas consideraciones, la métrica en el

producto alabeado es dt* + p?(t)gy, donde gy representa la métrica inducida
en N.

Proposicién 3.27. Sea N una superficie de Lorentz y f € F(N) una fun-
cion. Consideremos a la superficie obtenida como la grdfica de la funcion f,
es decir,

X ={(f(u),u) CIx,N:ue N},

con métrica inducida g = df*+ p*(t)gy. Entonces ¥ tiene una direccion nula
canonica respecto de Z = p0y si y solo si V[ es tipo luz.
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Demostracion. Sea ¢ : N — I x, N definida por
U(u) = (f(u),u),

tal que su imagen es ¥.. Denotamos en esta ocasién a la métrica en N por (-, -),
es decir, gy = (-, ). Sea {X1, Xo} un marco ortonormal local en N tal que
(X, X;) =€,y €160 = —1. Ademsds, notemos que X; y X, son ortogonales a
0. Usando a v obtenemos un marco ortonormal local inducido en X(X)

Y, =df(X;)0+ X;, j=12
Asi, la métrica inducida en X es

g= <g(Y1’Y1) g(Y'hYQ)) _ <p251 + <Vf7X1>2 <Vf7X1><Vf7X2>)
g(Y2, Y1) g(Y2,Y3) (VEXO(VEXs) pPer+ (VS X9)? )

Ahora, notemos que si Vf = 1 (Vf, X1) X1 + e2(V f, X3) X5, entonces
(VI V) =V, Xo)? +e1(Vf, X1)%
Usando la igualdad anterior y que £ = —¢&5, tenemos
det(g) = —p*(p* —a1(Vf, Xs)? —e(Vf, X1)?)
= = (102 +e2(Vf, Xo)? +&1(V ], X1>2)
=2 (0> +(VL, V).

Esto implica que 3 es temporal si y solo si (Vf, Vf) > —p.
Por otra parte, escribamos 9, = aY;+bY,. Ahora, notemos que g(d;, ;) =
g(0, df (X1)0: + X;) = (Vf, X;). Entonces los coeficientes de J; son:

(a) — 1 ( p2€2—|—<Vf,X2>2 _<Vf7X1><vaX2>) <g(at7}/1>>
b det(g) \— (VL X)WV, X)) pPer + (VX)) \g(d, Ya)
= 1 (p262(Vf, X1>) _ 1 <P251<Vf7X1>)

det(g) \p*e1(V [, X2) det(g) \pe2(Vf, X))

De esta manera obtenemos la representacién de 0,

2
8 = - dei@) (e2(V ], X0)Vi + &5(V [, X5)Y)

2
= _dei(g) (51<Vf,X1>23t+62<Vf,X2>28t
+ 51<Vf,X1>X1+52<Vf,X2>X2)

2

_ P 2
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Tomando el producto escalar de 8, consigo mismo, se tiene

T aT /04 P (Vf, V)
(0,,0,) = det(2)? VLV +p(VEV])) = W( +(Vf, V).
Como (Vf,Vf) # p?, pues det(g) es distinto de cero, se concluye que
pd, es tipo luz si y solo si (Vf,Vf) = 0. O

Ejemplo 3.28. Consideremos N = S? y p = t. La métrica de I x; S? es
dt? + t*(—df + cosh? §dp?).
Procediendo de manera similar como en el Ejemplo 2.25, obtenemos que la
superficie
¥ = {(F(¢ + e arctan(senh(0))),0,¢)} C I x;S2,
donde € € {1, —1}, tiene DNC respecto a 0;.

Lema 3.29. Sea N una superficie de Lorentz con métrica gy, conexion de
Levi-Civita V y f € §F(N) una funcion. Si la superficie temporal ¥ es la
imagen de ¢ : N — I x, N, definida por {(u) = (f(u),u), cuya métrica
inducida es g = df? + p*gy. Entonces la conexién de Levi-Civita V de ¥
satisface la siguiente relacion

Hessf(X,Y)
S viE

para todo X, Y € £(N). Aqui Vf denota el gradiente de f bajo gy y Hess
denota el Hessiano sobre la superficie N.

VxY = VY +

Demostracion. Sean X, Y, Z € £(N). Por la férmula de Koszul y la relacién
de las métricas g = df? + p’gy , tenemos

26(VxY,Z2) = Xg(Y,2)+Yg(Z X)— Zg(X.Y)
- g X, [V, Z]) + (Y, [Z,X]) + 8(Z,[X,Y])
= 20%en(VXY, 2)+ X - (Y- )Z- ) +Y-((Z- )X -f))
Z-(X-NY-H))—-X-HY. Z]- f+-NZX]f
+ Z(NHIX,YI](f)
= 20%en(VXY, 2)+ (Z- )XY - f+Y - X - f]

+ Y- HXx-z2-f-2-X-fl+(X-NHY-2--2-Y-f]
- (X NYZ]-f+(YV-NZX]-f+(Z-HIXY]-f

= 20en(VxY, 2)+ (Z- f)IX-Y - f+Y - X f+[X,Y]-[]
= 20°%n(VxY, Z2) +2(X - Y - f)(Z - f)

= 2P2gN(VXY=Z)+2(X'Y Hen(Vf, Z)
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Por otra parte

g(VxY,Z) = (VxY - f)(Z f)+p'gn(VxY,Z)
= (VxY - f)gn(Vf, Z) + p’gn(VxY, Z)
= gn((VxY - A)IVf 4+ p*VyY, Z).

De las igualdades anteriores obtenemos
P’VxY =p* VY +[X Y- f—VxY - fIVS. (3.1)
Ahora vamos a determinar V x Y (f), para esto usamos la igualdad anterior
PUXY(f) = VY -+ [X Y- f VY- fI(Vf-f)
= (VXY - f)+[X Y- f = VY- fIVS]?

1
_ W[pQ(VﬁY-fH (X-Y - NIV

Sustituyendo este resultado en la Ecuacion 3.1 obtenemos

1

VY = VY + (X YV - AVf— ——

P(VXY - f)
+ (XY ISRV

2

p? + |V fI?

VI
Rl YO
2 2

P Ny, P (x.y.

i (XY f-VYY-f]V/].

.
P>+ |V [f[?

Hessf(X,Y)
P>+ IV fP

= P’VRY - (VXY - N)Vf

= p’VYY —
= p’VYY —

- pQ[v§Y+ Vf]

]

Proposicién 3.30. Sea N una superficie de Lorentz con métrica gy y f €
S(N) una funcion. Sea ¥ una superficie temporal que es imagen de la pa-
rametrizacion ¢ : N — I x, N definida por ¢(u) = (f(u),u), con métrica
inducida g = df* + p?gy. Si ¥ tiene direccion nula candnica respecto a pd,
entonces K = p_12KN' Donde K y Ky denotan la curvatura Gausiana de ¥ y
N respectivamente.
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Demostracion. Los simbolos Ry y R denotaran el tensor de curvatura de N y
Y2, respectivamente. Primero, de la Proposicion 3.27 sabemos que V f es tipo
luz. Sea {Z, W = V f} un marco tipo luz en £(N) tal que gy(Z, W) = —1.
Entonces, obtenemos

gN(Zv Z)gN(Zv Z) - gN(Z7 W)2 =—1,
Yy
8(Z, Z)g(W, W) — g(Z,W)* = =p*(p* + IV f*) = —p";
ya que df (Vf) = gy(Vf,Vf) = 0. En particular
g(R(Z,W)Z, W) _g(R(Z, WHZ, W)

g(Zv Z)g(W7 W) _g(Zv W)2 a IO4
Ahora calcularemos R(Z,W)Z = Vzw)Z — [Vz,Vw|Z. Para esto, ob-
servemos que

0= Xgn(VF, V) =2gy(VEV, V) =2Hessf(X,Vf) =2Hessf(X,W),

para toda X € £(N).
De aqui, el Lema 3.29 y W = Vf tenemos VxW = VAW, Vi X =
VX,

K(Z,W) =

Hessf(VIW, Z)Vf

Vy.wZ =VyoywZ =VoyyZ +

2
Y N
H VwZ,Z
VowzZ = Vg2 = Vv, 2+ 688f(p2w ) )Vf.
Combinando las igualdades anteriores conseguimos
Hessf([2,W], Z)
VizwiZ = VigwZ + 7 v/ (3.2)
Por otra parte, calculamos
Hessf(Z,VY.Z
ViVwZ =V,VE2Z =VIVNZ + (p2 W )Vf
y

Hessf(Z, 7
YwViZ = Vi (V§Z+MV]”)

2

Hessf(Z,Z
oy (v Bz )

Hessf(Z, 7 Hessf(Z,7
— yyvyz . HesiZ2) )v%w+w(—e”£§ : >)Vf.
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Asi

_ Hessf(Z,Z)
2

V2. Vw|Z =V}, VylZ VNV + VY, (3.3)

donde

Hessf(Z,NN.Z) Hessf(Z,Z)
- P2 -w( P )

De las igualdades 3.2 y 3.3 obtenemos el tensor de curvatura en X, el cual
esta dado por

ha

Hessf(Z,7)

R(Z,W)Z = Rn(Z,W)Z + 7 Vi Vf+hV,

donde hy = Hessf([Z, W], Z) — hy. Ahora notemos que

(VAVLVE) = dP(VXVLVS) + Pen(VAVL V)
= d(VXVNen(VEV) +5X en(VL V) =0,

para toda X € £(N).
Recordemos que W = V f. Dado que gy (Z, Z)gn(Z, Z)—gn(Z,W)? = —1
v g(Z, Z)g(W, W) — g(Z,W)? = —p*, la curvatura Gaussiana de X es

—p*'K(Z,W) = g(R(Z,W)Z,W)

= g(Rn(Z,W)Z,W) + Hessf(Z, Z)g(VY,V f, W)
hgg(Vf,W)
= g(RN(Z,W)Z,W) + hy(df (V [))
= g(RN(Z,W)Z,W)
= p’en(RN(Z,W)Z,W) + df (Rn(Z, W) Z)gn(V f, V)
= p’en(BN(Z,W)Z,W) = —p*Kn(Z,W).

_|_

O

Observacién 3.31. Recordemos que I x;S? es isométrico a RS —{(x,0,0)},
bajo la isometria natural 1 (¢, p) = tp (véase [23]). Por lo que podemos inducir
una métrica en R — {(z,0,0)} dada por

ds® = dt* + t*(—db#* + cosh® 0 d¢?).

Por lo que podemos obtener otro método para encontrar superficies con di-
reccién nula canénica en R} — {(x,0,0)}.
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Proposicién 3.32. El campo vectorial cerrado y conforme t0; en I x; S} es
el campo vectorial radial 20, + yd, + 20, en R} — {(2,0,0)}.

Demostracién. Consideramos las coordenadas x, y v z de I x; S? definidas
por
x =tsenh#, y=tcoshfcos¢ vy z=tcoshfsenqo.

De aqui obtenemos
dxr = senh@dt+ tcosh6db,

dy cosh @ cos ¢ dt + t senh 6 df — t cosh 6 sen ¢ do,
dz = coshfsen¢dt+ tsenh@sen¢df + tcoshbcospdp.

Ahora, encontramos la base coordenada

h

0, = —senh60; + cost 689,
senh 6 cos ¢ sen ¢

0, = coshfcos¢d;, — ; Op — ——id
senh 6 sen ¢ cos ¢

0, = coshfsen¢d; — n o + tcoshGa(b'

Por lo tanto

0, +y0y+20, = tsenh? 6 9, + senh 0 cosh 0 9 + ¢ cosh? 0 cos? ¢ O,
— senh 6 cosh 6 cos® 6 9 — cos ¢ sen ¢ Oy
+ tcosh?®#sen® ¢ 9, — senh 6 cosh 0 sen® ¢ dp
+ sen¢gcos gy = to.

O

Corolario 3.33. Toda superficie con direccion nula canonica respecto a to;
en I x;S? es de direccion nula candnica respecto al campo vectorial radial
20, + y0, + 20, en R3 — {(2,0,0)}.

Demostracion. Es inmediato de la proposicion anterior O
Ejemplo 3.34. Del Ejemplo 3.28 se deduce que la superficie
¥ = {(F(¢ + e arctan(senh(0))),0, ¢)} C I x; 2,

donde ¢ € {1, —1}, tiene direccién nula canénica en R} — {(z,0,0)} respecto
al campo radial 0, + y9, + 20..
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3.5. Superficie con direccién nula candénica vis-
ta como imagen inversa de una funcién

Consideremos a M una variedad de Lorentz de dimension tres, f € F(M),
una funcién y ¢ un valor regular de f de tal manera que la superficie f~!(c) =
3 C M es tipo tiempo. El gradiente respecto a M sera denotado por grad f.
Ademads, Z € X(M) es un campo vectorial tipo espacio.

Proposicién 3.35. La superficie ¥ = f~(c) tiene direccién nula candnica
respecto a un campo vectorial Z si y solo si

|Z|2 _ (Z ) f)Q
|grad f|*
Demostracion. Dado que la superficie X es tipo tiempo, entonces el campo

vectorial grad f es tipo espacio, es decir, satisface (grad f, grad f) > 0. De la
descomposicién del campo vectorial Z = ZT + Z1, tenemos que

grad f
|grad f|’

Asi, la parte normal Z* estd dada por

(3.4)

&=

7t = (6,206 = 2 _grad .

|grad f|

En consecuencia la parte tangente Z es

Z - f
T _
7 =7 — mgradf

Por lo tanto, el resultado se deduce del siguiente calculo

Z-f Z-f
(ZT, 7Ty = |Z] - 2|—df|2(Z,gradf> + <| df|2) |grad f|?
(Z-f)?
21 - lgrad f|2°

]

Observacién 3.36. En esta parte vamos a considerar el caso especial M =
R3 con coordenadas (r,v, z). Sea f € F(R?) funcién tal que f~1(c) =3 C R}
es una superficie temporal.
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Proposicién 3.37. La superficie f~'(c) = X tiene direccién nula candnica
respecto a Z = (a,b,c) € R?, campo vectorial tipo espacio, unitario y paralelo,
sty solo si se satisface la ecuacion

(afe+bfy+cf.)>=—f2+f+f2.
Demostracion. Dado que (Z,Z) =1y la igualdad 3.4 obtenemos

(Z- 1)

:lgm—dfP@(aforbfﬁcfz) =—fetfy+ 1

]

Ejemplo 3.38. Sea Z € R} el campo vectorial paralelo (0,0,1). De la Pro-
posicién 3.37 se deduce que la funcién f satisface la ecuaciéon — f2 + fy2 =0
o equivalentemente f, &+ f, = 0. Cuyas soluciones son

f(x,y,2) = Fly Fx) - G(2),

donde F'y G son funciones de valores reales. Por lo tanto la superficie tem-
poral ¥ = f~!(c) tiene direccién nula candnica respecto a (0,0,1).

Ejemplo 3.39. Sea Z(z,y,z) = (z,y,2) € R} el campo vectorial radial. De
la Proposicion 3.37 se deduce que la funcién f satisface la ecuacion

(—?+ P+ )2+ [P+ D) = @fe+yfy + 2f.)

Una solucion de esta ecuacion es
2 2 2

e =6( -5+ %)

donde G es una funcion de valores reales. Por lo tanto la superficie temporal
¥ = f~(c) tiene direccién nula candnica respecto a (x,y, z). Un ejemplo en
particular lo podemos ver en la Figura 3.2, donde G es una funcion constante.

Proposicién 3.40. Sea f € F(R?) una funcién, c un valor regular de f,
la superficie temporal f~1(c) = X y el marco tipo luz {ZT,W}. Entonces la
curvatura Gaussiana K y curvatura media H de ¥ estdn dadas por

Hess f(ZT,I/V)]2 — Hess f(W,W)Hess f(Z",ZT)
| grad f|? ’

_ Hess f(ZT W)
| grad f|

o

H —
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Figura 3.2: Superficie ¥ = f~!(1) con DNC respecto del campo vectorial
radial Z(:E?y: Z) = (xaya Z)v donde f($7y7 Z) = _:L'z + y2 + 2’2.

Demostracion. Considerando el campo vectorial normal unitario

_gradf
|grad f|

El operador de forma esta dado por

Ae(X) = — =—X. - ———grad —_— d
(X) = —Vx¢ e 8+ T Vxarad )
para todo X, Y € X(X). Con lo cual se tiene

(A(X)Y) = X - (grad [.Y) (Vx(grad f),Y)

grad f]
Hess f(X,Y)
| grad f|

De aqui obtenemos la matriz asociada al operador de forma A en 8 =
{X, v}

1
+—
| grad f|

1 X
A5 = Getgy [(AV), X

=
=
x
=

b-.<

g , q {_(Y,Yi —(X,Y)

(Ae(Y),Y)
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donde det(gs) = (X, X)(Y,Y) — (X, Y)2.
Ahora, si consideramos el marco tipo luz 8 = {X = Z7,Y = W} tenemos
que det(gy) = -1y

A, = 1 [Hessf(ZT,zT) Hessf(ZT,W)] [0 1}

“\gradf| | Hess f(W,Z") Hess f(W,W) | |1 0

o1 Hess f(ZT,W) Hess f(Z",Z7)
= “laad[] | Hess f(W,W) Hess f(Z7, W)
Por lo tanto
tr[Als _ Hess f(ZT,Z7)
2 | grad f|

[Hess f(ZT,VV)]2 — Hess f(W,W)Hess f(Z",Z7)

K= det[A]g = |gradf|2

]

Corolario 3.41. Si la superficie ¥ tiene direccion nula candnica respecto a
un campo vectorial radial Z(x,y,z) = (z,y,z) entonces K = H?.

Demostracion. De la Ecuacién 3.35 tenemos que |grad f||Z| = £Z - f. To-
mando la direccién positiva se tiene la igualdad

<£ gradf>_
2| | grad f|”

De la igualdad anterior se deduce que

(Z gradf) ,, _ |gradf] |
grad f = ————+7" = Z.
|Z|? |2
De aqui y de la Proposicion 3.5 obtenemos
1 1

A - gra X = — = —
ﬁ(X) A|grafi§\< ) |Z|AZJ-(X> |Z| (

VxZ' - X).

Usando el marco nulo {Z ", W}, se deduce de aquf que

1
A(Z")Y = ——27T.

Por lo tanto, de la Proposicién 3.40 tenemos

Hess f(Z",W) 1
- \gradf| _<A§(ZT)7W>__

= Z
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y
P [Hess f(ZT,VV)}2 — Hess f(W,W)Hess f(Z",ZT)
N | grad f|?
{Hessf(ZT,VV)}2
| grad f]|
1
= 7

]

Observacién 3.42. En el caso en que la superficie ¥ C R} tiene direccién
nula canénica respecto a un campo vectorial paralelo se sabe que Ay (Z7) =
0, segun la Proposicion 2.4. Por lo que K = H = 0, es decir, se tratan de las
superficies minimas y planas en R3.
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