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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Teoria del control

De manera general, un sistema de control es un sistema de la forma

dy
&_f(tay7u) t>0a

y(0) =",

donde y € Y es la variable de estado (que queremos controlar), Y es un espacio de estados, y° es un dato inicial,
u € U es un control (que elegimos para actuar en el sistema), U es un conjunto de controles admisibles y f es un
operador que describe la dindamica del sistema.

Una de las preguntas que busca resolver la teorfa de control es: dados dos estados 3%,y € Y, ;existe un control
u tal que lleve a la solucién del sistema (1.1) de y° a y* en un tiempo 7' > 0 fijo? Para responder esta pregunta,
tenemos que considerar las diferentes nociones en las que el sistema puede llegar del estado 3° al estado y”:

(1.1)

Definicién 1.1 (Controlabilidad exacta). Diremos que el sistema (1.1) es exactamente controlable en el tiempo T'
si, para todo y°, y7 € Y, existe un control u € U tal que la solucién y de (1.1) satisface y(T) = y7.

Definicién 1.2 (Controlabilidad a cero). Diremos que el sistema (1.1) es controlable a cero en el tiempo T si existe

un control u € U tal que la solucién y de (1.1) satisface y(T") = 0.

Definicién 1.3 (Controlabilidad aproximada). Diremos que el sistema (1.1) es aproximadamente controlable en
el tiempo T si, para todo 4%,y € Y y todo & > 0, existe un control u € U tal que la solucién y de (1.1) satisface
ly(T) =yl <e.

Definicién 1.4 (Controlabilidad a trayectorias). Diremos que el sistema (1.1) es controlable a trayectorias en el
tiempo T si, dada una trayectoria g, es decir, dada una solucién (conocida) de

g .
a - f(tay,u)v
7(0) =7°,

existe un control u € U tal que la solucién y de (1.1) satisface y(T") = (7).

De la definicién es sencillo ver que la controlabilidad exacta implica tanto la controlabilidad a cero como la
controlabilidad aproximada (el reciproco es falso). Ademds, para sistemas lineales, la controlabilidad a cero es
equivalente a la controlabilidad a trayectorias.

La controlabilidad del sistema (1.1) dependera de la naturaleza de este. En dimensién finita, se han estudiado
muy bien las propiedades de controlabilidad de varios sistemas lineales y no lineales. Para efectos de esta tesis nos
interesa en particular el siguiente resultado cuya demostracién se encuentra en [19, Capitulo 2, p. 35]. Este resultado
nos da una condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales sea exactamente controlable:



Lema 1.5 (Criterio de Kalman). Sea T' > 0. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias lineales

dy

== T

I Ay+ Bu t€[0,T], (12)
y(0) =y° € R",

dondey e R", u e R™, A e M, (R) y B M, ,n(R) conn,m > 1. El sistema (1.2) es exactamente controlable en
el tiempo T si y solo si
rank [B | AB|--- | A" 'B] = n. (1.3)

Por otro lado, para dimensién infinita, la controlabilidad del sistema (1.1) es més complicada pues dependerd
de las propiedades de la ecuacién con la que se esté trabajando. Por ejemplo, para la ecuacién de calor no posible
obtener la controlabilidad exacta debido a su efecto regularizante, o bien, la ecuaciéon de transporte que puede ser
controlable a cero en un tiempo 7T y no ser controlable aproximablemente en ese mismo tiempo.

1.2. Preliminares

Para esta tesis nos interesa trabajar con la mecénica de fluidos, por esta razén dedicaremos las siguientes subsec-
ciones a hablar un poco sobre el sistema de Stokes y de Navier-Stokes, asi como algunos de los resultados de control
que existen para dichos sistemas.

1.2.1. Sistema de Stokes y de Navier-Stokes

Consideremos 2 C RY (N = 2,3) un dominio acotado con frontera 9 suficientemente regular. Introducimos los
siguientes espacios de funciones que son utilizados con frecuencia en la teoria de fluidos incompresibles:

H= {y € [LQ(Q)]N :divy=0 enQ, y-v=0 sobre 39} , (1.4)
v={ye @] : divy=0 en 0} (1.5)
Consideremos los siguientes dos sistemas, el de Stokes:

Oy —Ay+Vp=ul, en (0,T)x Q,
0

divy =0 en (0,7) x Q, (1.6)
y=0 sobre (0,7") x 042, ’
y(O, ) = yO en (OvT) X Q7
y el de Navier-Stokes:

Ohy—Ay+ (y-Vy+Vp=ul, en (0,7)x 9,

divy =0 en (0,7) x £, (1.7)

y=20 sobre (0,T) x 09, ’

y(oﬂ ) = y() en (O7T) x (1.

En ambos sistemas T' > 0, w C ) es un abierto no vacio y u denota un control.

Para los sistemas (1.6) y (1.7) existen varios resultados de control conocidos. Para el sistema de Stokes (1.6),
en [18] se prueba la controlabilidad a cero y en [14] se prueba la existencia de controles insensibilizantes. Por otro
lado, para el sistema de Navier-Stokes (1.7), en [10] se prueba la controlabilidad exacta local y en [15] se prueba
la existencia de controles insensibilizantes. Otro resultado de controlabilidad importante fue el presentado en [11].
En dicho articulo se prueba que si la cerradura del dominio del control intersecta a la frontera de 2, es decir,
wN O #£ B, se puede lograr la controlabilidad por trayectorias de los sistemas de Stokes, de Navier-Stokes y de
Boussinesq usando un control con una componente igual a cero. Después, dicha condicién geométrica fue removida
para el caso de Stokes en [6], para Navier-Stokes en [4] y para Boussinesq en [3].

M4s precisamente, en [6], se prueba el siguiente resultado para el sistema de Stokes:



Lema 1.6. Sea i € {1,...,N}. Entonces, para toda T > 0 y para toda y° € H podemos encontrar un control
u € L%0,T; L?(w)N) conu; =0 en (0,T) x Q y una solucion (y,p) del sistema (1.6) tal que

y(T,-) =0 en Q.
Mientras que [4], se prueba el siguiente resultado para el sistema de Navier-Stokes:

Lema 1.7. Sea i € {1,...,N}. Entonces, para toda T > 0, existe § > 0 tal que, para toda y° € V que satisface
4°]ly < 8, podemos encontrar un control u € L?(0,T; L*(w)N) con u; = 0 en (0,T) x Q y una solucién (y,p) del
sistema (1.7) tal que

y(T,) =0 en

La demostracién de los resultados antes mencionados, se basa en obtener ciertas “desigualdades de observabilidad”
utilizando las conocidas estimaciones de Carleman o desigualdades de Carleman. Esta técnica fue introducida en [12]
y se ha utilizado para probar una gran variedad de resultados de controlablidad para sistemas parabdlicos, sistemas
de Stokes, de Navier-Stokes, etc. En la siguiente subseccién hablaremos un poco mas de ellas.

1.2.2. Definicién de los pesos de Carleman

Como mencionamos anteriormente, queremos usar las desigualdades de Carleman. Para esto, vamos a definir
algunas funciones peso estandar. Primero, consideremos un dominio no vacio wg tal que Wy C w. Entonces, usando
[12, Lema 1.1], existe una funcién n° € C%(Q) que satisface

n’ >0enQ, n°=0sobre 99, mga)ixnozl, Vn® #0en Q\ wo.

De aqui que, definimos las siguientes funciones:

exp {20 + 2)} — exp{ (20 + n°(x exp{ (20 + n°(z
ol = PO OGN ) 000, .
oy (t) = mina(t,z) = exp {A(20 +2)} —exp{A(2¢+ 1)} £,(t) = méx£(t z) exp{\(2¢+ 1)} (1.10)

€ (T — ) , €0 (T -t

donde ¢ > 11 y A > 1. También, tenemos las siguientes estimaciones que nos seran tutiles mas adelante: existe C' > 0,
que depende de 2, tal que

|Ovar| + [0:€] < CTEHVY, (1.11)

|Va| = |[VE| < CAE, |Aal = |AE] < O, (1.12)

()| + (&)'| OT (&), ()| +](&)"| < OT*(&)™", |(ag)"| +(€)"| < OT? (&)™, (1.13)
C

& > 77 (1.14)

1.2.3. Resultados previos

A continuacién presentaremos algunos resultados importantes que seran utilizados a lo largo de esta tesis. El
primero es una estimacién de Carleman para el operador gradiente. La prueba se puede encontrar en [6].



Lema 1.8. Sea r € R. Existe una constante C > 0, que depende solo de r,S) y wy, tal que para toda T > 0 y toda
u € L%0,T; HY(2)), se tiene

// e=25 (&) |u)? dz dt
(0,7)x Q2

<C // e*2sa(s§)r|vu\2dxdt+// e 25 (&) |uf? dz dt |,
(0,T)xQ (0,T) xwo

para \ = C ys}CT%.

El segundo es una estimacién de Carleman para el operador de Laplace. La prueba también se puede encontrar
en [6].

Lema 1.9. Sea r € R. Eziste una constante C > 0, que depende solo de r,$) y wq, tal que para toda T > 0 y toda
u € L?(0,T; H*(Q) N HE (), se tiene

/ / &2 (€)™ ful® + (€)™ [Vuf?) d
(0, T)xQ

<C // e~ (s€)" |Aul? dz dt + // e=25 (s&) P |u)? dz dt |,
(0,T)xQ (0,T) xwo

pamA}C’ys}C(Te—i—T%).

El tercero es una estimacién de Carleman para la ecuaciéon de calor con condiciones de frontera tipo Neumann
no homogéneas. La demostracién se puede encontrar en [8].

Lema 1.10. Eziste una constante C > 0, tal que para h € L?(0,T; L*(Q)) yu € L*(0,T; HY(Q))NH(0,T; H~1(Q))
que satisfacen
Ou—Au=h en (0,T) x Q,

tenemos

// o250 ((sg)*l Vul® + s¢ |u|2) dedt < C (// e=25 (5¢) 2 |h|? da dt
(0,T)xQ (0,T)xQ

R I
(0, T)x 9

2
“‘ dydt+// e 2osg ju dzdt |
ov (0,T) X wo

para \ = C ys}C’(TZ—I—T%),

Finalmente, concluimos esta seccién con un resultado de regularidad (ver [30, Proposicién 1.2, pp. 267-269]) para
las soluciones del sistema de Stokes:

Lema 1.11. Para toda T > 0, toda y° € V y toda f € L*(0,T; L*(Q)N), el sistema
Oy—Ay+Vp=f en(0,T) x ,

divy =0 en (0,T) x Q,
y=0 sobre (0,T) x 09,
y(ov ) = yO en (OvT) x (2.
admite una unica solucion
ye L0, T; H*(Q)N)n HY(0,T;H) N L>(0,T; V) (1.15)

para alguna p € L*(0,T; H*()). Mds atin, existe una constante C' > 0, que depende de 2, tal que

9l 20,702y ~) + 11Ul i 012200y vy + Wl Loc 0,m30) + 1Pl 20 701 () < € (||f||L2(o,T;L2(Q)N) + ||2/OHV> - (1.16)



1.3. Resultados obtenidos

En esta tesis estamos interesados en estudiar problemas de control relacionados a sistemas de Navier-Stokes y
sistemas de Boussinesq. Méas particularmente, presentaremos 4 resultados. El primero de ellos es un resultado de
control a cero para un sistema que consta de varias ecuaciones de Navier-Stokes acopladas. El segundo es una
generalizacion del criterio de Kalman, enunciado en el Lema 1.5, para el caso de ecuaciones de Navier-Stokes. El
tercero es un resultado de control jerarquico para un sistema de Boussinesq. Finalmente, el dltimo es nuevamente
un resultado de control jerdrquico pero aplicado a un sistema de Stokes.

1.3.1. Control nulo de m sistemas de Stokes y Navier-Stokes acoplados

Los resultados que se enuncian aqui seran presentados con més detalle en el Capitulo 2.
Consideremos Q ¢ RY (N = 2,3) un dominio acotado con frontera 9 suficientemente regular. Sea 7' > 0 y sea
w C Q un abierto no vacio. Consideremos los siguientes m (m > 2) sistemas acoplados:

m m
oy — v, Ay + ¢ (y(i) . V) y D+ vp) = Z (Bij - V) y9) 4 ZAi,jy(j) + Dyul,, en (0,T) x €,
j=1

j=1
divy® =0 en (0,7) x Q,
y® =0 sobre (0,7") x 09,
y(0,-) = y(()l) en (0,7) x €.

(1.17)
En el sistema anterior, i € {1,...,m}, y® = 3y (t,z) € RY describe la velocidad del fluido, p* = p(®(t,z) € R
la presién, v; > 0 la viscocidad y 1, denota la funcién caracteristica en w. Ademds A; ; € My(R),B;; € RN y
D; € My ,(R) para algin r € N*. Notemos que cuando € = 0 tenemos un sistema con m ecuaciones de Stokes
acopladas, y cuando € = 1, tenemos un sistema de m ecuaciones de Navier-Stokes acopladas.
Observemos que es posible reescribir el sistema (1.17) de manera més abstracta: para e = 0 tenemos

Oy —vAy+Vp=(B-V)y+ Ay+ Dul, en (0,T) x Q,

divy =0 en (0,7) x Q, (1.18)
y=0 sobre (0,7T") x 09, ’
Yy (07 ) = Yo en Q,
Mientras que, para € = 1, tenemos
Oy —vAy+ (y-V)y+Vp=(B-V)y+ Ay + Dul,, en (0,T) x Q,
divy =0 en (0,7) x Q, (1.19)
y=0 sobre (0,T) x 09,
Yy (Oa ) =Y%o en Q,
donde
Y= (y(i))1gi<m’ vAy = (ViAy(i))1gi<m’ (y-V)y= ((y(i) -V) y(i))1<igm’ Vp = (VP(i))1gi<m’
— 7 — (1)
Veoy=(V-y ))1<1<m, Yo = (yo )1<z<m
y
m . m .
(B-V)y = (Z (Bij - V)!ﬂ”) Ay = (Z Am—y@)) , Du= (Diu) .-
j=1 1<i<m J=1 1<i<m o

Sabemos que es posible controlar un sistema de Stokes utilizando un control con N — 1 componentes (ver [6]),
pero ;sera posible controlar un sistema de m sistemas actuando en un sélo sistema? Mds ain, ;podria dicho control
tener s6lo N — 1 componentes?, asi nos gustaria responder la siguiente pregunta:



Pregunta 1. ;Bajo qué condiciones es posible controlar (1.18) o (1.19), es decir, m sistemas acoplados, actuando
con un so6lo control (en el primer sistema) y que ademds tenga una componente igual a cero?

Para responder esta pregunta, nos apoyamos del resultado obtenido en [13], el cual nos dice que para el caso
de sistemas parabdlicos acoplados, es posible controlar los m sistemas siempre que el acoplamiento esté dado en
forma de cascada. Probaremos que este mismo resultado se cumple para nuestro caso. Asi que en (1.18) y en (1.19),
consideramos

Ay A, A AL,
Al,l A1,2 Ala?’ Al’ Bl,l BLQ .. B17m
2,1 2,2 2,3 e 2,m
0 Byo ... By,
A= 0 Ass Ass e Aszm , B= . _7 ] ; (1.20)
oo A Al 0 0 ... Bum

esto es, toda la subdiagonal de la matriz A es distinta de cero y ademds todos los términos A; ; son vectores
constantes. Mas especificamente, nuestras hipotesis sobre A y B son

A@j = aivaN, Aji—1 7£ 0 (2 g ) g m), a; 5 = 0 sit 2 ] + 2, (121)

Bij=0 sii>j+1 (1.22)

Ademas, como el control que utilizaremos tendrd una componente igual a cero, nuestra hipdtesis sobre D es:
1 1 0
r=N-1, D;=0 (j>2), D1—<O> (siN=2) o D=0 1 (si N =3). (1.23)
0 0

Para enunciar nuestros resultados, recordemos los espacios H y V definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente, y
denotemos por:
H:=H", V:=V™

De aqui que, para el sistema de ecuaciones de Stokes tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.12. Supongamos (1.21)-(1.23). Entonces, para toda T > 0 y para toda yo € H, existe un control
u € L2(0,T; L?(w)N=1) tal que la solucion y = (y(l), ..,y™) de (1.18) satisface

y(T,-) =0 en Q.

Mientras que, para el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes, tenemos el siguiente resultado de control a cero
local:

Teorema 1.13. Supongamos (1.21)-(1.23). Entonces, para toda T > 0, existe un 6 > 0 tal que, para toda yo € V
que satisface
[loll <4,

existe un control u € L?(0,T; L*(w)N~1) tal que la solucion y = (y(l), e ,y(m)) de (1.19) satisface
y(T,) =0 en Q.

Es importante remarcar que bajo las hipétesis (1.21)-(1.23), hemos logrado probar la controlabilidad a cero de
N x m ecuaciones escalares usando solamente N — 1 controles escalares.



Idea de la prueba

Para probar el Teorema 1.12 seguiremos un argumento estdndar (ver [31, Teorema 11.2.1, p.357]). Para esto
necesitamos considerar el sistema adjunto de (1.18), el cual estd dado por:

—Op —Ap+Vr+(B*-V)p—A*0=0 en (0,T) x 0,

divp =0 en (0,7) x Q,
=0 sobre (0,T) x 99,
¢(T,-) = ¢r en €,

o bien, su forma expandida:

—9ip® — Ap® 4 V) £ 37 ((Bjn‘ V)W) - Aj,m(j)) = A0 ™D en (0,7) x Q, 1<i<m—1)
j=1
—0pt™ — Apt™ 4+ V(™ + 3 ((Bj,m V)W) — Aj,mgo@) =0 en (0,T) x Q,
j=1

divp® =0 en (0,T) x Q, (I1<i<m)

e =0 sobre (0,7) x 99, (1<i<m)

©N(T,-) = <p§f) en (2, (I1<i<m)

(1.24)

donde Lp(TZ) € H para i € {1,...,m}. Entonces, el resultado del Teorema 1.12 serd consecuencia de la siguiente

desigualdad de observabilidad

m ‘ 2 N—-1 9
Z/ ‘cp“)(o,x)‘ dz < C(T) Z/ Ml)’ dt dz. (1.25)
i=179 = /0w

donde gpy) (j =1,...,N) son las coordenadas de (Y. Ahora, para probar la desigualdad (1.25) utilizaremos las
conocidas estimaciones de Carleman que fueron introducidas en [12] y que han sido utilizadas para probar una
gran variedad de resultados de controlabilidad, por ejemplo, en [9] podemos encontrar un resumen de los resultados
obtenidos para sistemas parabdlicos lineales y no lineales y en [10] se usa para probar la controlabilidad del sistema
de Navier-Stokes. Luego, en [6], se usa para probar la controlabilidad del sistema de Stokes utilizando un control
con una componente igual a cero.

Es importante notar que en el lado derecho de la desigualdad (1.25) solo aparecen algunas componentes de
o) para lograr esto, seguimos las ideas utilizadas en [6]. Gracias a la naturaleza de nuestro sistema, podemos
transformar las ecuaciones de (1.24) en ecuaciones de calor (aplicando el operador V2A para deshacernos de la
presién). Luego usando estimaciones de Carleman para la ecuacién de calor (ver [8]) podemos obtener estimaciones
sobre algunas de las componentes de (¥, Finalmente usando la condicién de divergencia nula de ¢(*) recuperaremos
las demés componentes.

Una vez probada la controlabilidad nula del sistema (1.18), probaremos que el sistema

Oy —vAy+Vp=(B-V)y+ Ay+ Dul,+ f en (0,T) x Q,

divy =0 en (0,7) x Q, (1.26)
y=0 sobre (0,T") x 99,
Yy (Oa ) =% en Q,

es decir, el sistema (1.18) con un término fuente f = (f(l), . .,f(m)) también es controlable a cero usando el

método introducido en [23]. Finalmente, utilizando un argumento de punto fijo probaremos la controlabilidad de
(1.26) reemplazando los términos ( f (i))l <icm POI los términos no lineales

G I O N L B

Xt
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asi obtendremos la controlabilidad local de (1.19) y por lo tanto el Teorema 1.13.

1.3.2. Una condicién de Kalman para la controlabilidad de sistemas de Stokes aco-
plados

Los resultados que se enuncian aqui serdn presentados con més detalle en el Capitulo 3.

El objetivo de esta parte es generalizar el Lema 1.5 (Criterio de Kalman) para el caso de un sistema de ecuaciones
de Stokes o de Navier-Stokes. Consideremos 2 C R (N = 2,3) un dominio acotado con frontera 952 suficientemente
regular. Sea T' > 0 y sea w C 2 un abierto suficientemente pequeno. Consideremos las siguientes n ecuaciones con
m controles (m < n):

Oy — v Ay + vplt) 4+ ( @ ) + quy(” = Zrmu( 1, en (0,T) x €, (1<i<n)
Jj=1
divy® =0 en (0,7) x £, (I1<i<n
y® =0 sobre (0,7) x 99, (1 <i<n)
y®(0,) = 3 en 1<i<n).
(1.27)

En el sistema anterior, y*) = y(@ (¢, 2) € RY describe la velocidad del fluido, p® = p( (¢, 2) € R la presién, v; > 0 la
viscocidad y 1,, denota la funcién caracteristica en w. Las ecuaciones estdn acopladas a través de la matriz constante
(Gi,j)i,j=1,....n- Los controles estdn denotados por w9, j =1,...,m y actuan sobre el sistema a través de la matriz
constante (7;;)ic{1,....n},je{1,....m}- Ademds pedimos que los controles tengan una componente igual a cero, esto es,

w9 ey =0 (j=1,...,m),

donde (eq,...,ey) es la base canénica de RY.
Nuestro problema se centra en responder la siguiente pregunta:

Pregunta 2. ;Es posible obtener un criterio que nos diga cuéndo el sistema (1.27) es controlable?

Esta pregunta fue respondida de manera positiva en [1] para el caso en donde se tiene un sistema compuesto
por ecuaciones de calor. En dicho articulo presentan una generalizaciéon del operador de Kalman y con ella logran
obtener una condicién necesaria y suficiente para controlar un sistema de ecuaciones de parabdlicas. Basdndonos en
ese resultado, vamos a probar que dicha condicién también se satisface para sistemas de Stokes y de Navier-Stokes.

Siguiendo las ideas de [1], comenzaremos definiendo el “nuevo” operador de Kalman. Para esto consideremos una
linealizacién del sistema (1.27):

Oy — viAyD + VpD £ gy = i ull, en (0,7) x (1<i<n)
j=1 j=1
divy® =0 en (0,7) x Q, (1<i<n) (1.28)
y =0 sobre (0,7) x 99, (1<i< n)
y(0,) =y en Q. (1<i<n)

Luego, la idea es reescribir el sistema anterior de manera abstracta: recordemos los espacios H y V definidos en
(1.4) y (1.5), respectivamente, y consideremos el operador de Stokes clésico

A:=—-PA, D(A):= {y € [H*(Q)n H&(Q)]N :divy=0 en Q}, (1.29)

donde P : [LQ (Q)]N — H es el proyector de Leray. Asi, el operador de control B € L(U,H) de nuestro sistema,
puede ser definido como

N—1
Bu :=P <1w Z uie(i)> , parau= (uy,...,un—1) EU:= LQ(UJ)N_l.
i=1
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También denotamos por D,Q € M, (R) y R € M, n(R) respectivamente las matrices diag(v1,...,vn), (¢ij)i; ¥
(ri,j)i,;. Finalmente, consideramos el operador del sistema acoplado (1.28)

D(L) :=D(A)", L:=DA+Q, (1.30)

esto es, para cada y = (y(l), . ,y(")) € D(A)",

Ly := l/lAy(i) + Zqi,jy(j)
J=1 ie{l,...,n}

El operador de control del sistema acoplado es RB € L(U™,H"): esto es, para u = (u(l)7 - ,u(m)) eum™

m
RBu = Z ri,jIB%u(j)
J=1 ie{l,...,n}

Entonces, podemos reescribir (1.28) como

"+ Ly =RBu en (0,T),
{ y + Ly (0,7) 1.31)
y(0) = wo,
donde yo := (yél), . ,yén)). Para probar la controlabilidad a cero del sistema (1.31), definimos el operador de
Kalman como en [1]:
K : H™ x D(A)™ x ... x DA™ )™ 5 4, (w(l), . ,w<">) S LT Ru®. (1.32)
i=1
En la definicién anterior, notemos que para w® = (wgi), . ,wy(,?) € D(A"H™  tenemos
Ruw® = Zrkdwy) eDAHY"=D (]If_l)
J=1 ke{l,...,n}

y por lo tanto, el operador de Kalman estd bien definido. Finalmente, el adjunto del operador K estd dado por
D)= [D(A"Y)]", K'¢=[R'¢,R*L*...,R*(L*)" " ¢]. (1.33)
De aqui que, nuestro resultado principal es el siguiente:
Teorema 1.14. Sea w C Q un abierto no vacio. Entonces
KerK* = {0} (1.34)
si y solo si el sistema (1.31) es controlable a cero para cualquier tiempo T > 0.

En otras palabras, la controlabilidad nula del sistema (1.31) es equivalente a la inyectividad del operador K*.
También tenemos el resultado correspondiente para el caso con ecuaciones de Navier-Stokes:

Teorema 1.15. Sea w C Q un abierto no vacio. Si se cumple (1.34), entonces existe § > 0 tal que para toda yo € V™
que satisface

llyollv- <6,

existe un control u € L* (0,T; LQ(w)N_l)m tal que la solucidn y del sistema (1.27) satisface

y(T,-)=0en Q.

12



Idea de la prueba

Antes de continuar, vamos a introducir el sistema adjunto de (1.28):

O — v AW + V) 4 qu,,'go(j) =0 en (0,7) xQ, (1<i<n)
j=1

divp® =0 en (0,7) x Q, (1<i<n)

oM =0 sobre (0,T) x 99, (1<i<n)

®(0,-) = 80(()2) en €, (1<i<n)

el cual podemos reescribir de manera abstracta como

{(pl +L*o=0 en (0,7), (1.35)
o(

0) = o,

donde ¢q = (go(() ), ey goén)> Ahora, el adjunto del operador de control estd dado por B*R* € L(H"™,U™). Més

precisamente, si @ = (<p(1),...,<p(")) € H™ y denotamos por <p,(j), k =1,...,N las componentes de o9 e H,
entonces

B*R*p — ((]B%*R*go)(l) . (B*R*gp)(m)) cuU™, (B*R*p) Zrﬂ Z ey, (i=1,...,m).
j w

Entonces, el resultado del Teorema 1.14 se seguira de los dos siguientes resultados. El primero es:

Lema 1.16. Si el Ker K* # {0} entonces el sistema (1.35) es no observable: existe oo € H™ con po # 0 tal que la
solucion ¢ de (1.35) satisface o(T,-) #0 y

R'¢=0 en(0,T) xw

La prueba de este lema es similar a la realizada en [1]. El segundo resultado es una desigualdad de observabilidad
para el sistema (1.35):

Teorema 1.17. Sea T > 0 y sea w C Q un abierto no vacio. Si se cumple (1.34), entonces existe C >0 y £ > 0 tal

que para toda @y € H™
N-1

/|<p ) dz < Ce/T" / > IR i da dt. (1.36)

0, T)xw 1.4

Nuevamente, para probar la desigualdad de observabilidad (1.36) se necesita probar una estimacién de Carleman

de la forma
N-1

// pi el dzdt < C// p; Y IR il dudt (1.37)
(0,T)xQ (0,T)xw

k=1

donde py y p, son funciones regulares definidas en [0, T, positivas en (0,T") y valen cero en 0y T

1.3.3. Control jerarquico para un sistema de Boussinesq

Los resultados que se enuncian aqui seran presentados con mas detalle en el Capitulo 4.
Consideremos © C R? un dominio acotado con frontera 9 suficientemente regular. Sean w,® C ) abiertos no
vacios y ajenos, es decir,
wnNO = 0.
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Sea T' > 0 y consideramos el siguiente sistema de Boussinesq con dos controles f y f*:

Oy —Ay+Vrmy,+(y-V)y=1>0es en (0,T) x Q,
00 —AO+y-VO=fl,+ f*lo en (0,T) x £,

divy =0 n (0,7) x (1.38)
y=0, 6=0 sobre( )x@Q
y(0,-) =4° 6(0,-) =6° en Q.

En el sistema anterior, y = y(t,z) € R? describe la velocidad del fluido, m, = m,(t,x) € R la presién, 0 = 0(¢,z) € R
la temperatura y (e, es) es la base canénica de R2.

Pregunta 3. ;Podemos actuar sobre el sistema (1.38) con dos controles distintos y que cada uno de ellos tenga
un objetivo distinto? M4ds precisamente, queremos que se cumpla lo siguiente:
1. que el control f* mantenga la solucién (y, #) del sistema cerca de un estado (y*, 0*) € L?(0,T; L*(Q)?) deseado;
2. que el control f lleve el sistema a cero en el tiempo T, esto es, (y,0)(T,-) = 0 en .

Para tratar este tipo de problemas, se han propuesto diversas estrategias, una de ellas es la estrategia de tipo
Stackelberg (ver [20]). Este método fue introducido en la teorfa de juegos para problemas de tomas de decisiones no
cooperativas, donde uno de los jugadores toma una decision y los demas tienen que reaccionar a ella. Normalmente
el jugador que impone la estrategia es llamado “lider” y los deméas “seguidores”. Varios resultados para ecuaciones
parciales se han probado usando esta estrategia (ver [16,17,24]). De aqui que, vamos a replantear nuestro problema
para poder usar la estrategia de Stackelberg.

Primero, notemos que el primer objetivo puede ser transformado a un problema de control 6ptimo. Recordemos
los espacios H y V definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente. Entonces, fijamos

feL*0,T;L*(w), v°eV, 6°c Hi Q).

Asi, para cada f* € L2(0,T; L?(0)), se puede probar que el sistema (1.38) admite una tnica solucién (y(f*),0(f*))
y entonces podemos considerar el siguiente funcional con peso:

J(f*)::;//(ww* [|( Y =y P 0F%) — 04 dtdx—i— //omo “: dt da. (1.39)

En el funcional anterior, O* es un abierto no vacio que representa el dominio de observacién del control f* y wu es
una funcién que penaliza la accion del control seguidor f*.

Notemos que el funcional (1.39) mide la distancia que hay entre la solucién (y(f*), 0(f*)) del sistema (1.38) y el
estado (y*,0%). Por lo tanto, el objetivo de f* se traduce a buscar el

inf J(f). 1.40
f*eLQ((llflT;Lz(O)) (7 ( )

En relacion a este objetivo, el resultado que obtenemos es el siguiente:
Lema 1.18. Supongamos que
feL?0,T;L*(w)), (¥°,6°) €V xHi(Q), (y*,0%) € L*(0,T;L*(Q)?).

Asi, existe una constante C' > 0 tal que si
||NHLoo(o,T) <C,

entonces el problema de control dptimo (1.40) admite una inica solucion dada por

f* = o,
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donde (y,0,u,0) es la solucidn al sistema acoplado

Oy — Ay +Vry + (y-V)y = ey
80— A0 +y-VO=fl,+ o

—0i0 — Ao —y-Vo=us+ (0 —0*) 1o~

divy =divu =0

y=u=0, =0=0

y(oa ) = yO’ 9(0’) = 90’ u(Tv) =0, U(Tv ) =0

(
(
—0u — Au+ YV, + (Vy) u—(y-V)u+0oV0 = (y — y*) Lo eng

en (0,T) x Q,
en (0,T) x Q,
0,T) x Q,
en (0,T) x Q, (1.41)
en (0,T) x Q,
sobre (0,T) x 09,

en .

Por otro lado, el segundo objetivo es el problema cldsico de encontrar un control f € L?(0,T; L?(w)) tal que lleve
el sistema (1.41) a cero en un tiempo T > 0, es decir, probar la controlabilidad parcial del sistema (1.41). Con

respecto a este problema, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.19. Supongamos que wNO =) y que wNOq # 0. Entonces existe C > 0 y p1, po € C°([0,T]) tales que
p1(0) = p1(T) = p2(T) =0, p1>0en(0,T), p2>0enl0,T)

con la siguiente propiedad: si

ay= L>(0,T), ",07) € L*(0,T; L*(Q)*), ",6°) €V x H}(Q),

P1 P2

H(y*ﬁ*)

P2

con

L2(0,T5L2(2)3)

entonces, existe un control f € L?(0,T; L*(w)) y una solucién

+ H(yO’GO)HHl(Q)B <G,

(y,0,u,0) € L*(0,T; H*(Q)°) n C°([0, T); H()°) N H'(0,T5 L*(Q)°),  (my,ma) € L*(0,T; H'(Q)?)

de (1.41) que satisface

Idea de la prueba

Para probar el Lema 1.18, seguiremos las ideas de [2]. Usando la derivada de Gateaux del funcional J, podremos
caracterizar el control seguidor f* mediante el sistema (1.41). El procedimiento para probar el Teorema 1.19 es
muy similar al usado para probar los resultados de los capitulos anteriores. Es decir, primero se prueba el resultado

de control nulo para el sistema linealizado de (1.41) con término fuente:

Oy — Ay + Vp = ey + h(H

00 — A = f1, — poleo +h?

—0wu — Au+Vrm, =ylo« + h(3

—Oo — Ao =uy +01px + D

divy =divu =0

y=u=0, 8=0=0

y(0,-) = yov 6(0,-) = 007 u(T,)=0, o(T,)=0

(1.42)

Nuevamente, probar esto es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad usando estimaciones de Car-
leman. Posteriormente, usando un argumento de punto fijo probaremos la controlabilidad del sistema (1.42) reem-
plazando los términos ("), A h3) y R4 por los términos no lineales correspondientes

WY =—(y-V)y, h®=—y v,

B3 = — (Vo) u+ (y - VIu—0oVl—y*los, AP =y -Vo—010-,

y con ello se concluye el Teorema 1.19.
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1.3.4. Control para Stokes usando la estrategia Stackelberg-Nash

Los resultados que se enuncian aqui seran presentados con mas detalle en el Capitulo 5.
Sea 2 C RY (N = 2,3) un dominio acotado con frontera 9<2 suficientemente regular. Sea T' > 0y sean w, O, Oy C
() abiertos no vacios tales que
wﬂOi:(D (i: 1,2).
Consideremos el siguiente sistema de Stokes:

Oy — Ay + Vm, = hly, +v'lo, +0v*1o, en (0,T) x Q,

divy =0 en (0,7) x Q,
y=0 sobre (0,7") x 09, (1.43)
y(0,) =¢° en Q.

En el sistema anterior, y = y(t,z) € RY describe la velocidad de fluido, 7, = m,(¢,z) € R la presién y y° es un
dato inicial dado. El conjunto w es el dominio de control principal, O, O son dominios de control secundarios;
1y, 1o, ¥ lo, son las funciones caracterfsticas de w, 01 y Oq respectivamente; los controles son h,v!,v?, donde h
es el control lider y v! y v? los controles seguidores.

Nuestro objetivo es el siguiente:

1. que los controles seguidores v' y v? mantengan la solucién y cerca de un estado y"¢ y y*? respectivamente;

2. que el control h lleve el sistema a cero en el tiempo T'.

El primer objetivo se traduce como sigue: fijamos h € L?(0,T; L?(w)N~1) y y° € H. Asi, podemos considerar los
siguientes funcionales con peso

12
1 . 1 v*
Ji ( 1,1)2):*// |y_yl’d‘2dxdt+f// udgcdt (i=1,2). (1.44)
2 JJ0,1)x0,.4 2 JJomryxo, Hi
Entonces, queremos que v y v? cumplan lo siguiente:
Jl (1}1,@2) = H%EH Jl (fl,UQ) , JQ (’Ul, 1}2) = n%l;n J2 (’Ul,fQ) . (145)

Definicién 1.20. Cualquier par (v!,v?) que satisfaga (1.45) es llamado un equilibrio de Nash para J; y Jo.

Para probar la existencia y unicidad de este equilibrio de Nash, nos basaremos en el resultado obtenido en [16].
La idea es aprovechar la convexidad de los funcionales J; (i = 1,2) para obtener que un par (v!,v?) es un equilibrio
de Nash de (1.44) si y solo si cumple

<gﬁ (v*,0?) 7@1> =0 Vo'e L*0,T;L*(0y)) (1.46)
y

8J2 1,2 ~2 ~2 2 2

302 (v',v%),0%) =0 Vo € L*(0,T; L*(Os)). (1.47)

Asfi, probaremos el siguiente resultado, el cual nos da una caracterizacién del par (v!,v?):
Lema 1.21. Dados h € L*(0,T; L*(w)V 1), y»? € L2(0,T; L*(O;.4)) (i =1,2) y y° € H. Eziste C > 0 tal que si
||/J’iHL°°(O}oo) < C (Z = 172)a

entonces el par (vl,vz) es un equilibrio de Nash de Jy y Ja si y solo si v' = —uiy'le, (i = 1,2) donde (y,'yl,'yQ)
es solucion al sistema acoplado

oy — Ay + Vr, = hl, — my'le, — pay?lo, en (0,T) x Q,

—0t = My V= (y -yt ) 1o, en (0,T) x &,

0y =AY+ V= (y— v*%) 1o, en (0,T) x Q, (1.48)
divy =divy! =divy?2 =0 en (0,T) x Q, '
y=7'=+%2=0 sobre (0,T) x 0,

y(0,-) =4°, ANT,) =0, ~*(T,-)=0 en Q.
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Una vez probado lo anterior, buscaremos que el control h controle el sistema (1.48) a cero, para esto tenemos el

siguiente resultado:

Teorema 1.22. Sea T > 0. Supongamos que wN O; = O (i = 1,2), que O14 = O2.q =: Oq y que wN Oy # 0.

Entonces, existe C > 0 y funciones py, p2 € C°([0,T)) tales que
p1(0) = p1(T) = p2(T) =0, p1>0en (0,T), p2>0enl0,T)

con la siguiente propiedad: si

1,d ,2.d
Moz ey, W) a2y, e,
P1 P1 P2

con
1.d 2.d
(y YT ) 0
| R
L2(0,T5L%(Q)2N)

entonces, existe un control h € L2(0,T; L*(w)N 1) tal que la solucion de (1.48) satisface

y(T,-) =0 en Q.

Idea de la prueba

Para probar el Teorema 1.22, nuevamente, la idea es probar una desigualdad de observabilidad para el sistema

adjunto de (1.48), el cual estd dado por

—0z — Az + V7, = (o' + )10, en (0,T) x ,
ot — Ap' + VTl = —zlp, en (0,T) x £,

0 p? — Ap? + ng = —pezlo, en (0,7) x Q,
divz =divp! =dive? =0 en (0,7) x €,
z=pl=¢p?=0 sobre (0,7") x 09,
2T,y =27, ¢10,)=0, ¢*0,)=0 enQ,

Haciendo ¢ = ¢! + ¢?, uno puede reescribir (1.49) como

—0iz — Az + Vr, = ¢lo, en (0,7) x Q,

0tp — Ap+ Vg = —2z (u1lo, + p2lo,) en (0,T) x Q,
divz =divep =0 en (0,7) x £,
z2=¢=0 sobre (0,T) x 09,
2(T,) =2, #(0,)=0 en (.

De este modo, uno prueba una desigualdad de la forma

N
2 2
Hp]VH_E)(Z’¢)HL2(0,T;L2(Q)3N) <C Z //(0 - P?MHD |z Pdedt (M > 0).

k=1,k#j

donde p es una funcién positiva en (0,7') que cumple p(0) = p(T) =0y M > 0.
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Capitulo

Control nulo de m sistemas de Stokes y
Navier-Stokes acoplados

En este capitulo presentaremos un resultado de control a cero para sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes)
acoplados. Para esto consideraremos m sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) en dimensién N (con N = 2,3) y
probaremos que cuando el acoplamiento tiene forma de cascada es posible controlar el sistema a cero usando un
solo control en un sistema y actuando tnicamente en N — 1 componentes. Los resultados de este capitulo fueron
tomados de nuestro articulo [27].

2.1. Introduccion

Sea € un subconjunto abierto acotado de RY (con N = 2,3) con frontera 052 suficientemente regular. Sean 7' > 0
y w C © un abierto no vacio, al cual llamaremos dominio de control. Para m > 2, consideremos los siguientes m
sistemas acoplados:

8ty(l) — Vsz(z) + € (y(z) . V) + Vp(l Z 0,5 " (]) + Z Ai,jy(j) + D1U1w en (OvT) X Qa
j=1 j=1
divy® =0 en (0,7) x Q,
y =0 sobre (0,T") x 99,
y(") (0 ) — y((]l) en Q,

(2.1)
donde i € {1,...,m}, Ai; € My(R),B;; € RN y D; € My ,(R) para algiin r € N*. Notemos que si ¢ = 0,
entonces (2.1) es un sistema de m sistemas de Stokes acoplados y si € = 1, (2.1) es un sistema de m sistemas de
Navier-Stokes acoplados. También hemos denotado por 1, la funcién caracteristica en w y las constantes v; > 0 son
las viscocidades de los fluidos.
Antes de continuar, notemos que el sistema anterior se puede escribir de manera abstracta como sigue: si € = 0,
tenemos
Oy —vAy+Vp=(B-V)y+ Ay+ Dul, en (0,T) x Q,
divy =0 en (0,7) x Q,
y=20 sobre (0,7T) x 09,

Yy (07 ) = Yo en Q,

(2.2)
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y si € = 1, tenemos

Oy —vAy+(y-V)y+Vp=(B-V)y+ Ay + Dul, en (0,T) x £,

divy =0 en (0,7) x Q, (2.3)
y=0 sobre (0,7") x 09, '
y(0,)) =wo en €.

En los sistemas (2.2) y (2.3),

Y= (y(i))1<i<m7 vAy = (ViA?J(i))Kigmv (y-V)y= ((y(i) . v) y(i))1<¢<m’ Vp = (VP(i))lgigm’

divy = (divy(z))léiém’ Yo = (y((;)>1<11§m
(B-V)y = <Z<Bi7j : V)y“’) . Ay = (Z Aw(“) , Du= (D),
i=1 1<i<m g=1 1<i<m o

Como mencionamos anteriormente, el acoplamiento que consideraremos estd dado en forma de cascada, esto es,
las matrices A y B seran de la forma

Ap A Az Aim

Bii Bi2 ... Bin
A1 Az Azg Az L1 1,2 L,
0 Bss ... Bom
A=| 0 A2 A o A opo | o . (2.4)
0 0 ... Apm Amm 0 0 ... Bum

La matriz A es una matriz de vectores constantes cuya subdiagonal es distinta de cero. En otras palabras, nuestras
hipdtesis sobre A y B son

Ai,j = aw-IN, Qi i—1 #0 (2 <1 < m), ;5 = 0 sit>j+2, (25)
Bi,j =0 Sll>]+1 (26)

Este tipo de acoplamiento fue considerado en la controlabilidad nula de m ecuaciones de calor (ver [13]) y permite
controlar los m sistemas actuando solamente en uno de ellos, digamos en el primero. Por otro lado, se ha probado
que para sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) (ver [4,6]) es posible controlar el sistema en dimensién N con un
control con solo N — 1 componentes.

Nuestro objetivo sera extender ambos resultados, es decir, probaremos que es posible controlar m sistemas de
Stokes (y de Navier-Stokes) actuando solo en el primer sistema y ademds con N — 1 controles escalares. Por lo que,
sin pérdida de generalidad, supondremos

10
r=N-1, D;=0 (j>2) Dlz((1)> iN=2) or Di=|0 1| (siN=3) (2.7)
00

Para presentar los resultados obtenidos, recordemos ciertos espacios de funciones utilizados en la teoria de sistemas
de Stokes: N

H = {y € [LQ(Q)] cdivy=0 en, y-v=0 sobre 89} , (2.8)

v={ye m®]" : divy=0 en}. (2.9)

También denotaremos por
H:=H" y V:=V™ (2.10)

Asi tenemos el siguiente resultado para sistemas de Stokes:
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Teorema 2.1. Supongamos (2.5)-(2.7). Entonces, para toda T > 0 y para toda yo € H, existe un control u €
L2(0,T; L?(w)N=1Y) tal que la solucion y = (y(l), e ,y(m)) de (2.2) satisface

y(T,) =0 en
Mientras que para sistemas de Navier-Stokes tenemos un resultado de control nulo local:
Teorema 2.2. Supongamos (2.5)-(2.7). Entonces, para toda T > 0, existe un § > 0 tal que para yo € V que satisface
lvollv < 6,
existe un control u € L*(0,T; L?(w)N~1) tal que la solucion y = (yV),...,y™) de (2.3) satisface
y(T,-) =0 en Q.

Observacion 2.3. Como consecuencia, hemos deducido la controlabilidad a cero de N X m ecuaciones escalares
usando solamente N — 1 controles escalares.

Para probar el Teorema 2.1, usaremos un argumento estdndar (ver [31, Teorema 11.2.1, p.357]). Esto es, consi-
deremos el adjunto del sistema (2.2):

—0p —Ap+Vr+ (B*-V)p—A*0=0 en (0,T) x 0,

divp =0 en (0,7) x Q, (2.11)
p=0 sobre (0,T") x 99,
o(T,-) = er en €,
o bien, su forma expandida
i
—9ip® — Ap» 4 V) 13 ((BN, V)l — Aj,i<p(j)> = A0 ™D en (0,7) x Q, 1<i<m—1)
j=1
_8t(,0(m) N Aw(m) + V’ﬂ'(m) + Z ((Bj,m . V)(P(j) _ Aj,mSD(j)) =0 en (07T) x 0,
j=1
dive® =0 en (0,7) x Q, (1<i<m)
e =0 sobre (0,7) x 0, (1<i<m)
(T, ) = @53) en {2, (1<i<m)
(2.12)
con gpgf) € H parai € {1,...,m} y también denotamos por <p;-l) con j =1,..., N las coordenadas de ¢(). Notemos

que si consideramos
Sp(m+1) = 07 Am+1,z’ =0 (1 <i < m)a

podemos reescribir las ecuaciones como
—0p® — At + V) + 3" ((Bm- V)l — Aj,iga(j)) = A en (0,T) x Q, (1<i<m). (2.13)
j=1

Entonces el Teorema 2.1 serd consecuencia de probar la siguiente desigualdad de observabilidad

i:;/ﬁ‘(p(i)(O,x)rdxgC(T)g//(o

para alguna constante C > 0 que depende de T, € y w. Para probar la desigualdad anterior utilizaremos las
conocidas estimaciones de Carleman. En la siguiente seccién presentaremos las herramientas necesarias para probar

la desigualdad (2.14).

|
‘goj ‘ dtdz. (2.14)
T Xw
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2.1.1. Resultados de regularidad

En esta seccién presentaremos un resultado de regularidad adicional al mencionado en el Lema 1.11, para un
sistema de m ecuaciones de Stokes. Para esto, recordemos los espacios mencionados en (2.8)-(2.10).
Sea Py : L2(2)Y — H el proyector de Leray y consideremos la proyeccién P definida por:

P: [LQ(Q)N]m —H, y= (y(l), ... ,y(m)) — (]P’Oy(l), .. ,Poy(m)) .
Consideremos también el operador no acotado definido en H por
D(Ag) := D(A1) :=D(A) := [H* Q)N nV]™, (2.15)
Aoy = —PAy, Ayy:=-P[(B-V)y+ Ay], A:=~A)+A;. (2.16)

Es bien sabido (ver [26, 30, Teorema 2.1.1, p.128-129]) que el operador Ag es autoadjunto y positivo. Ademads, se
puede probar que
DAY) = [H2 Q)N nV]™, A" =Ag+A], (2.17)

con
Alp:=P[(B"-V)p—A"y],

donde
(A), ;= Aj; € MN(R), (B*),; = B;; €R".

En lo anterior, - T denota una matriz transpuesta en My (R). Uno puede probar que para alguna C' > 0
1/2 1/2 1/2
[882¢], = IVl V=D (85),  Iatells <C |88,

En particular, uno puede probar (ver [25, Teorema 2.1, p.80]) que —A es el generador infinitesimal de un semigrupo
analftico en H. Usando la regularidad eliptica de los sistemas de Stokes (ver [30, Proposicién 2.2, p.33]), también

tenemos que
D ((A%)?) c [H*N]™, D((A*)%) c [HS@Q)N]™.

Con la notacién anterior, podemos escribir el sistema adjunto (2.11) como
-+ A* =0 en (0,7), (2.18)
p(T) = ¢r.

Si pr € H, entonces tenemos que ¢ € C°([0,T];H), pero podemos usar las propiedades pardbolicas mencionadas
anteriormente para conseguir mayor regularidad en ¢:

Lema 2.4. Sean Ty > 0 y T € (0,Tp). Supongamos que A; j € Mn(R), B, ; € RN, (i,5 € {1,...,m}). Considere-
mos funciones 0y,61,02,03 € C3([0,T]) y una constante C > 0 tal que

0,(T) =0 (i €{0,...,3}), 105" +105]+ (61 < Clbol, 105]+][65] < Clon], 105 < Ca]. (2.19)
Entonces:
010 € H'(0,T;H) N L?(0, T; D(A*)), (2.20)
O € H*(0,T;H) N H' (0, T; D(A*)) N L*(0, T; D((A*)?)), (2.21)
03¢ € H*(0,T;H) N H?*(0,T; D(A*)) N H'(0,T;D ((A*)?)) N L*(0, T; D((A*)?)), (2.22)
y ademds
HOIQOHHl(o,T;H) + ||91‘P||L2(07T;D(A*)) <C H90<PHL2(0,T;H) ) (2.23)
||92<P||H2(07T;H) + ||02<P||H1(0,T;D(A*)) + ||92‘P||L2(0,T;D((A*)2)) <C ||‘9090||L2(0,T;H) ’ (2.24)

1031l 3 0, 755) T 10321 220,750 8%y) + 10380 111 0,751 (87)2)) T 10321 L2 0,7:D((a%)3)) < C 100l L2071 - (2:25)
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Demostracion. La prueba se basa en un argumento iterativo. De (2.18), obtenemos que para i = 1,2, 3:

(2.26)

{ — (6i0)" + A" (i) = =0} en (0,T),
(0ip) (T) =0

Como —A es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico, de (2.26) con i = 1 obtemos que (2.20) y ademés
se cumple (2.23). De aqui, considerando (2.19), obtenemos

||9/2‘P||H1(0,T;H) + H912<)0HL2(0,T;D(A*)) <C ||9080||L2(0,T;H) . (039) (T) =0, (2.27)

Ahora, consideremos (2.26) con i = 2: tomando la derivada con respecto a t, aplicando el operador A* y usando
nuevamente que —A es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico, concluimos que

||(92<P)"||L2(0,T;H) + ||(92<P)'||L2(0,T;D(A*)) + ||92%0||L2(0,T;D(A*)2) <C <||9/2<P||L2(0,T;D(A*)) + ||9/2%0||H1(0,T;H)> - (2.28)

Combinando la relacién anterior con (2.27) y considerando (2.19) tenemos (2.21) y ademds (2.24). Estas relaciones
y (2.19), nos da

||9§80||H2(0,T;H) + Heg(pHHl(O,T;D(A*)) + ||9§<P||L2(0,T;D((A*)2)) <C HQOWHLZ(O,T;H) . (O30) (T) = (9:/3%0)/ (T) =
(2.29)
Finalmente, considerando i = 3 en (2.26) y aplicando los operadores 87, A*9; y (A*)?, tenemos

||(9380)I”||L2(0,T;H) + ||(93<P)”HL2(0,T;D(A*)) + ”(93@)/’|L2(07T;D(A*)2) + ||9380||L2(0,T;D(A*)3)
< C (105012 0,2, + 10501 i1 0.10040y) + 1650l 2o manyey) - (2:30)

Combinando la relacién anterior con (2.19) y (2.29), tenemos (2.22) con (2.25). O

2.2. Estimacion de Carleman para el sistema adjunto

Ahora estamos en posicién de probar nuestra desigualdad de Carleman. La prueba la haremos para N = 2 (el caso
N = 3 se hace de manera similar) y para simplificar la notacién supondremos T' € (0,1) y v; = 1l parai =1,...,m.
En adelante consideraremos wy € w y las funciones «, ¢ introducidas en la Subseccion 1.2.2. Nuestro objetivo sera
estimar la siguiente cantidad asociada a la solucién del sistema adjunto (2.12):

2
> dz dt

Moy i= [[ e (97 [voapld[ 4 s |[v2ael?
w [ gy
0, T)xQ2

2 2 12 .
+ st + (56 [Vae?| + (5)° | At

(0,T)xQ

2
dzdt. (2.31)

Por lo que, nuestro resultado seré el siguiente:

Teorema 2.5. Existe una constante C > 0 que depende de la geometria, tal que para toda s > C(T* + T?%) y para
toda pr € H, la solucion ¢ = (ap(l), cey ap(m)) de (2.11) satisface

m

. m 2
Y I(s,9) < C / / e~ (56)2" 06 Ml)] dadt. (2.32)
i1 (0, T)xw
Para probar el resultado anterior, comenzaremos estimando cada I(s, ™) (i € {1,...,m}) de manera indepen-

diente.
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Proposicion 2.6. Sea & C Q un conjunto abierto no vacio tal que wyg € W € w. Entonces, existe una constante
C > 0 tal que para toda s > C(T* + T?) y para toda o1 € H, la solucion ¢ = (go(l), RN go(m)) de (2.11) satisface

1 & 12
N < = // e_QSa”(Sg )5 ’SD(])
2 ]; (0,T)x g

+C§//(O,T)xne_2m (s&)” (‘V3A<pu ’ + ‘VZAQD j)‘ )dxdt

—2sa (e i|?
+C e 2 (s¢)° | A
(0, T)x@

Demostracion. Primero, notemos que, tomando la divergencia en la ecuacién(2.13), tenemos

AT =0 en (0,T)xQ (1<i<m).

dx dt

dzdt (1<i<m). (2.33)

Ahora, siguiente las ideas de [6], aplicamos el operador V2A a la primera componente de (2.13) y obtenemos
i it1
—0, VA — AVPAQY) = ~ 3By, -V (vmpgﬂ)) +3 a4 VAR (1<i<m). (2.34)
Jj=1 j=1

Aplicando el Lema 1.10 a la ecuacién de arriba, obtenemos que para A > C'y para s > C(T* + T?%):

—23a BA () 2 2 dedt
(0,7)xQ (s8)" ‘V ! z
i+1
725& 3 725(1 2
Z//OT)XQ (s&)” ‘V A<p ’ dxdt+Z//OT o (s&)” ‘v A<p1 ‘ de dt

L2
+// o250k (sfﬁ)f dydt + // e 25 ‘VzAcpgl) . (2.35)
(0, T)x 0% (0,T) xwo

El resto de la prueba se divide en varios pasos:
= En el Paso 1, completamos el lado izquierdo de (2.35) con integrales con peso de 0@ y agregamos algunos
términos locales en el lado derecho.

Apl?

9 an
aVAgo

= En el Paso 2, obtenemos una cota superior para el término de frontera.
» Finalmente, en el Paso 3, estimamos todos los términos locales que no aparecen en el lado derecho de (2.33).

Paso 1. Aplicamos el Lema 1.8 con u = VA(pg yr=1:para s > C(T* + T%) y A\ > C, tenemos

N2
[ e |vad?
(0,T)xQ
. NP
// 72504 // 672sa(8§)3 IVASD(l’L)
0,T)xQ (0,T) xwo

Aplicamos nuevamente el Lema 1.8 con u = Agol yr=3:paras > C(T"+T%)y A\ > C, tenemos

Ol
J[ o emntsor|aed
(0, T)xQ2
12
<C <// e 25 (5€)3 ’VA(,O?)
(0,T)xQ
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dz dt) . (2.36)

dx dt

]2
[ emesr|ag
(0,T) xwo

) . (2.37)



Ahora, usando la condicién de divergencia nula de ¢, tenemos
’32<p§i)’ = ‘3190?)’ < ’Vﬁ) :
Luego, usando la desigualdad de Poincaré y la elipticidad del operador de Laplace con condiciones de frontera tipo

Dirichlet, obtenemos que existe C' > 0 que depende de {2 tal que

N .
/’@m dxgc/ ‘Agag“
Q Q

Combinando las relaciones anteriores con (2.35)-(2.37), obtenemos que I(s, ¢(?) definido en (2.31), satisface
_ i , L2 o1 »
I(s,pM) <C (> / / e 2 (56) 2 | V3apl?| dedt+ Y / / e 2 (5) 7 | V2Ap)
j=1 0, T)xQ =1 (0, T)xQ
9 g2ppli o[

12
+// e—25an (sgﬁ)* 5 d’}/ dt + Z/-/ —25a )572]@ ‘VkAgog’L)
(0,T)x0Q 0,7) Xwo

Paso 2. En este paso, vamos a estimar el término de frontera del lado de derecho de (2.38). Para esto, usaremos el

2
dx.

2
dx dt

) . (238)

N\w

1_
2

w\»—A
f\\m

Lema 2.4: considerando (1.11), se puede probar que
1

—sou (5¢,)37T | Oy(t) 1= e (s€y)E T

7

O5(t) == e (&)~

By = e (s&)%,  01(t) ==
satisfacen (2.19) para s > T*. De aqui que,
10201l 520,712 (22) + 10201 11 (0,12 (0)2) T 102011 L2074 (2)2)

16121 i1 0.7 22(0)2) + 1010l 12 (0.7, 112 (02)2)
+ ||95<P||H3(o r.r22) + 1039l 20,7, m2(0)2) + 10301 1 0,7, 13(0)2) + 1030 20,7, 715 (00)2
< Cllboell 200w - (2:39)

Ahora, usando una desigualdad de traza (ver [22, Teorema 2.1, p.9]) y una desigualdad de interpolacién (ver [21,

Observacién 9.5, p.46-47]), obtenemos que

, —1|0 o|?
// e ™25 (s&y) ! —VQAgog) dydt
(0,7)x9Q ov
. 1/2
<C e [+ i * 16 e 1 )
/ (s&e)” ( P e 17 Nas@y: T 119 gy H6(Q)2
c/ +3 G (st |00 Jlose®] Var (2.40)

(s&4) 020" sy 1939 || oy s&y 2" e 1939 | oy ) 46 2

(1.14), tenemos que para C > 0y s > CT?%:
Ty (s TR < (04Y)

Usandoque £ > 11y
_iq1
(s¢) " < (0a") .
Entonces, tomando C' > 0 suficientemente grande, a partir de las relaciones anteriores y usando (2.38)-(2.40)
obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda s > C(T* + T%),

I(s,0) < C Z//OT)XQ o250 (56)” (‘V3Acp(]) +’v2A¢ ”‘ )dxdt

2 2 1 2
_|_Z// e—25a (56)5—216 ‘VkA(PY) dz dt) =+ i Z// e—QSozu (Sé‘n)5 ‘(,O(J)) dz dt. (241)
(0,T)xwo =/ Jomxe

k=0
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Paso 3. Para estimar los términos locales, procederemos de manera estandar: consideramos w un abierto con
wo €W € Wy 1 una funcién tal que

m e Cf(@)a m=1lenwy, m =0.

Entonces, usando integracién por partes tenemos

2 0? 2 9 92 @) 2
— S« A d dt g — 48y A K3 d dt
//(OVT)xwo ‘ * (8$ O gp ) ! //0 T X e % <3xk8xq 71 ) !
0? 0
—2sa 7A (i) de dt
//o T) X amk %) 8xk8xq dz, L

9sa 03 8
0,T)xw k q

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda £ > 0 se tiene

N2 2
// —290485 ‘VQA(Pg // —25@ ((Sg)_l ’VSAQOE’L) ) de dt
(0,T) xwo (0, T)xQ

C —2sa 3 i) 2
+= =25 (5€) ’VA% dedl. (2.42)
€ (0,T)x®

4 . , . 7 . .,
De manera andloga vamos a estimar el término local de VAgpg ). consideramos 72 una funcion tal que

+ s¢ | v2Apl)

Ny € C3(X), m=lenw, mny=0.

Entonces, usando integracién por partes

’ 2
// 9*2504 (35)3 iA(ﬁ%) dz dt < // 772672504 (56)3 iA(pgl) dar dt
(0,T)x& oxy, 01)xe o
—2s5a o i) )
//O T)X@ 8.13k 7726 (85) ) AQOI A(,Ol dx dt
? JCANROPND
_// noe” sa (Sf) aﬁAgpl A<p1 dz dt.
(0,T)x& w2

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda £ > 0 se tiene

—290/ —25(1 3 (%) 2 ) 2
(s&) ‘VA(pl | (88) ‘VAcpl dx dt
(0,T)xw (0,T)xQ
C . )2
e I CI e
€ (0,T)X®

La estimacién de arriba junto con (2.41) y (2.42), implican (2.33) para € > 0 suficientemente pequeno. Esto concluye

V2ApY

dx dt.

la Proposicién 2.6. O
Ahora estamos en posicién para probar el Teorema 2.5.
Demostracion. Para probar este teorema usaremos el acoplamiento del sistema. Sumando (2.32) parai € {1,...,m}
y tomando s > C(T* + T?), para C > 0 suficientemente grande, tenemos
m ) m 9
S I(s, ¢ <Y / / e 25 (g¢)° ‘Agpg” dz dt. (2.43)
i1 i—1 0, T)xw
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Para deshacernos de los términos locales del lado derecho (excepto el correspondiente a ¢ = 1), introducimos una
sucesién de abiertos O; con i € {1,...,m} tales que

W=0€c0,e€...ec0;e...e0,, Cw

y las funciones
xi €C%*0;) talque x;=1len Oy, x; =0 (1<i<m).

Asi, considerando la ecuacién m — 1 de (2.13) y aplicando el operador de Laplace a la primera componente de esta
ecuacion y obtenemos:

m—1 m—1
—atAgpgmfl) — A%ﬁm’l) + Z Bjm_1- VA(pgj) — Z ajym,lAgpgj) = amm,lA(pgm) (2.44)
j=1 j=1

Usando esta relacién e integracién por partes, tenemos que

4
2 2
// e~ (5£)° ‘Acplm)’ dzdt < // x1e~ 25 (s6)° ‘A(pgm)‘ dzdt = Z Jk (2.45)
(0,T)x& (0,T)x 01 k=1
con
o —2sa 5 m) (m—1)
Ji = X1€ (s€)” Apy 0t Apg dzdt, (2.46)
am,m—1 0,T)x Oy
1 m m—
Jy 1= — // yie~ 2% (s€)° A(pg )A2<p§ D dg dt, (2.47)
Am,m—1 0,T)x 0
1 m—1 ]
Jg = / / 250 (56 Ap™ | N Bjme1 - VARY | dadt, (2.48)
Qm,m—1 0 T)><(91 j=1
1 m—1 )
Jyi=— // “2se (56)P Agz)(m) Z ajm,lA(pgj) dz dt. (2.49)
A, m—1 0 T)><(’)1 =1
Lo siguiente es estimar cada J; con i = 1,2, 3,4. Comenzamos con J;. Integrando por partes y usando que
X10: 8™ = —x1 A26(™ 4 x Z Bjm - VAGY —x1 Y ajmiel,
j=1 j=1
obtenemos que
4
Ji= Ik (2.50)
k=1
donde
Jiq = / / Y1, (e—%a (35)5) AL™ AR dz dt,
am,m—1 0,7)x 04
Jig = // e (56)° A2 Agogm Y dz dt,
Am,m—1 0 T)><(’)1
J13 = // e 25 ( s{ B - (j) Agp(m_l) dx dt,
am m—1 0,T) ><(91 Z ’ !
1 (m—1)
J1,4 = // x1e 25 ( sf a; mAcp Ay dx dt.
Gm,m—1 (0,7)x0O4 Z » !
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Usando la estimacién (1.11) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe una constante C' > 0 tal que para
toda s > C(T* + T?%) y toda e > 0

2 C _1)|?
[J11] < 6// e (56)° ‘Agogm)‘ dedt+ — // e ZsagTeTH2/t ‘Acpgm 1)‘ dz dt, (2.51)
(0,T)x € (0,T)x 01
2 C _1?
|J1,2] < 5// e 25s¢ ‘Angm)‘ dedt+ — // e 25 (5¢)? ‘A(p(lm 1)‘ dz dt, (2.52)
(0,T)xQ € (0,7)x 01
. 3w Al c (m—1)/?
|J1,3] < 62// e 25 (5€) ‘VA(plj ’ dzdt + —// e 25 (s6)7 ‘Agpl ’ dz dt (2.53)
=17/ 01)x0 € JJ(0,T)x0;
y
i (2 C 1) |2
|J1.4] < EZ// e 28 (55)5 ‘Agogj)‘ dedt+ — // e 25 (5¢)° ’Acpg 1)‘ dx dt. (2.54)
j=177(0,T)xQ € JJ(,1)x0;
Combinando (2.51)-(2.54), obtenemos que para € > 0,
m 4 C 9
|J1] < 62[(3, ey + = // RGN ‘Aap&mfl)‘ dz dt. (2.55)
= € (0,T)x O

Ahora, para estimar Jo (definido en (2.47)), notemos que usando integracién por partes, obtenemos

// X16725a (85)5 A(pYn)AQ(png—l) dr dt = // A (Xlef2sa (Sf)5> A@gm)Aw(lm_l) dz dt
(07T)><Ol (0,T)><(91
+ // x1e” 2% (s6)° A%p{™ ALY g dt
(0,T)><(91
+ / / 2v (Xle*m (35)5) VAR AG Y drdt. (2.56)
(O,T)><(’)1

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda s > C(T* + T2%) y para
todae >0

// A (Xle_zso‘ (85)5) A(plm)Agogmfl) dz dt
(0,T)><(91
2 C _1?
< E// e (56)° ‘Aapyn)‘ dedt+ — // e~ 25 (s6)? ‘Agogm 1)) dzdt. (2.57)
(0,T)x € (0,T)x 04

Nuevamente, usando el mismo argumento

‘// 2V (Xle*QS”‘ (85)5) . VAgogm)Agogm_l) dz dt
(0,T)x O
—2sa 3 (m) 2 ¢ —2sa 9 (m—1) 2
<e e (s€)” |VAyp; | dedt+ — e (s€)” | Ay dzdt. (2.58)
(0,T)x% € (0,T)x O

Combinando (2.52), (2.57) y (2.58), obtenemos que para € > 0,

2
o] < eT(s,00) + £ / / e (5)° | Ap{" | drdr. (2.59)
€ (0,T)x O
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Procedemos de manera similar para J3 (definido en (2.48)). Aplicando integracién por partes varias veces y usando
la desigualdad de Young obtenemos que, existe C' > 0 tal que para toda s > C(T* + T%) y para toda ¢ > 0

sl = s JZIBW L / /«mxa [V (e (s¢)°) Aet™ + (xae™ (5)°) VAG™ | Apl? dwat
<e//(07T)XQe—2sa ( s) ‘VA@ m>‘ + (s§) )A%m ’ )dxdt+ Z//OT o =259 (5¢) ‘Aw ’ dudt.

(2.60)

Finalmente, para estimar Jy (definido en (2.49)), usando la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal
que para toda s > C(T* + T?") y para toda ¢ > 0

m—1
2 C L2
ol < e // e 2 (5)° [Ap{™ | dedt + = Y // e~ (5)° | Al
(0,T)xQ € = (0,T)x O

Juntando todo lo anterior, tenemos que existe C' > 0 tal que para toda s > C(T* 4+ T?%) y para toda £ > 0

// o725 (s€) ‘A@(m)‘ dz dt
(0, T)xw

(2.61)

<5ZI(3,¢U))+Q// e 2 | (s€) ’Agpgm 1)‘ —|— sf ‘Agpm dx dt
j:1 € (OT)XOl j—l
m 12
<ed) I(s, W) +— // e 25 (s Q'Aapm' daz dt.
> 16s:6) ; o 60 [

m—1)

Anélogamente, para Ap; se puede probar que existe C' > 0 tal que para s > C(T* + T?%) y para toda ¢ > 0

2 m ) m—2
// e (5¢)° 'Aapgm_l)‘ daedt < EZI(S,QD(])) + ¢ Z //
(0, 7)x 01

T
e 25 (35)17 ‘Agogj)‘ dx dt.
j=1 € j=1 (0,T)x O2

Usando el argumento de manera iterativa, podemos estimar todos los términos locales, de modo que a partir de

(2.43) obtenemos
Ui . m 2
3 (s, 09) < 0// o2 (56)2 T ’Aﬁ)‘ de dt. (2.62)
(0, T)X O,

i=1

s . L 1 L 1 . . ~
Por dltimo, vamos a estimar el término local de A(pg ) en términos de <p(1 ). Para esto, consideremos un abierto w

tal que O, EW Ew y

Xe€C*@) talque Y=1en O, Xx:=0.

Entonces, usando integracién por partes, tenemos que

m 2 m 2
//( | o280 (55)2( +D 4 ’Awgl)‘ dz dt < //( ) Yo~ s (35)2( +D 4 ‘A(pgl)’ de dt
0,T)XO, 0,T)xw
_// v ()?e’zsa (sf)Z(WLH)H) A@gn ) Vgogl) da dt
0, T)yxw

/ / G2 (s6)* " T AV . vl da dt.
0,T)x
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Considerando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda s > C(T* + T%) y

para toda € > 0

m—41 2 2 2
// e s (55)2( V41 ’Agogl)’ dzdt < 5// e s ((85)5 ‘AQO?)’ + (55)3 ‘VAQO?)‘ ) dz dt
(0, T)X Oy, (0, T)xQ2
C _9sa o(m+2) _q (1) 2
+— e (s€) ‘V‘ﬁ ) dzdt. (2.63)
€ (0,T)x&

x=0

Luego, consideremos
X € C3(w) talque y=1en,

y usando integracién por partes

2 m 2
S0(1)‘ de dt g // Xe*QSa (55)2( 21 ‘V(pgl)’ dz dt
(0, T)xw

(m+2) _
J e v
(0, T)xw
_ // v (Xe_Qsa (85)2(m+2)_1> -ngl)gogl) de dt
(0,T)xw
- // e 25 (sf)zWH)_l Agogl)gogl) dx dt.
(0, T)xw

Nuevamente, considerando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C' > 0 tal que para toda

s> C(T* +T?) y para toda e > 0

m+2 2 ’
// o250 (55)2( +2)_1 ‘VSD(ll)‘ dedt < 8// e 2sa <(s€)6 ‘Vspgl)‘ + (35)5 ’Acpgl)’ > dx dt
(0,T)x& (01>

m 2
+g// o250 (5¢) ”"6’@9)‘ dedt. (2.64)
€ (0,T) xw

Juntando (2.62)-(2.64), obtenemos que existe C' > 0 tal que toda s > C(T* + T?¢) y para toda € > 0

s . 2 2 2
S I(s,00) < / [ e (<ss>6]w§”] + (56 |Ap| + (56)* [VagY)| )dxdt
(0, T)xQ
m+3 2
+ g// e 25 (55)2( e Ml)) dzdt. (2.65)
3 0, T)xw

i=1

Por otro lado, aplicando el Lema 1.9 con u = gpgl) y r = 5, obtenemos

// e s <(5§)8 ’@gl)r + (s£)° ‘Vgogl) ’2> dx dt
(0,T)xQ

2 2
<C / / o250 (55)5‘A<p§”’ dadt + / / o250 (sg)SM”’ da dt.
0, T)xQ 0, T)xw

Combinando lo de arriba con (2.65) y recordando que I(s, (") estd definido en (2.31), obtenemos que

C m3)_ 2
[
0, T)xw

m

> 15,0 W) <ell(s, M) + -
=1

para todo € > 0 y con esto concluimos el Teorema 2.5.
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2.3. Pruebas de los resultados principales

En esta seccién presentaremos las pruebas del Teorema 2.1 y del Teorema 2.2.

2.3.1. Prueba de la desigualdad de observabilidad

En esta seccién vamos a probar la desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto (2.12) a partir del
Teorema 2.5.

Lema 2.7. Sean T € (0,1) y w C Q un abierto no vacio. Entonces, existe C > 0 y £ > 11 tal que para toda o7 € H,
la solucion ¢ de (2.12) satisface

Z/‘<P (0,2) *dz < Cetr //OT) ‘gpgl)’ dz dt. (2.66)
Xw

Demostracion. Primero, consideremos una estimacién de energia del sistema adjunto (2.12). Multiplicando cada
ecuacion de (2.13) por su respectivo 0 y usando integracién por partes, obtenemos

—5&2/9‘W) dx+2/ ’W Z/ FRECIRC [(Bj,i'v)w(i)} .¢<j>)dx_

Luego, usando el lema de Gronwall, existe una constante C' > 0 tal que el mapeo

m ‘ 2
HeCtZ/ ’go(z)(ux)‘ dz
=179

es no decreciente. En particular, existe una constante C' > 0 tal que

9 3T/4 ‘ 9
Z/ ‘ap (0, z) dx< CTZ/ /‘w(’)(tw)’ dx dt. (2.67)
Q

Por otro lado, de (2.31) y (2.32) obtenemos que

NP m 2
Z// 25&,1(85’05 ’QU(Z o250 (85 2m+3_g ’(pgl)‘ dz dt. (268)
0 T)><Q (0,T) %
Usando que si t € [T/4,3T/4], entonces
372 T2
— <t(T'-t) < —,
16 2 2 4

obtenemos, a partir de (1.9), que existen dos constantes C7,Cy > 0 tales que

04(1) < g &4ll) > (b€ [T/4,37/4])

y por lo tanto, existe una constante C3 > 0 tal que
C,
025 (584)% > e T (2.69)

De manera similar, de (1.8) sabemos que existen constantes c1, ¢y > 0 tales que

C1
(T — )Y’

C2

o= T

§(t,x) < ((t,z) € [0,T] x Q)
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y por lo tanto, existe una constante cs > 0 tal que

—9sa 27n+376 _—92g—C1 C2
025 () e CET7 <5M) < c3. (2.70)

Combinando (2.67)-(2.70), se sigue que existe una constante C' > 0 tal que

m ) 2
Z/ ‘90(1)(07%)’ dz < geC(TH*#)//
i=179 T (0,T) xw

Con esto concluimos la desigualdad de observabilidad (2.14). O

2
gogl)‘ dx dt.

2.3.2. Prueba del Teorema 2.1

Recordemos que los espacios H,V,H y V estdn definidos en (2.8)-(2.10). Definimos el operador de control B €
L(U,H) dado por

U:=L*w)V", Bu=B(ui,...,un—1) := (Po ((u1,...,un-1,0)1,),0,...,0), (2.71)

donde Py es el proyector de Leray. Usando la notacién anterior y la definicién de A dada en (2.16), podemos reescribir

(2.2) como

"+ Ay =B T

y + Ay u en (0,T), (2.72)
y(0) = o

Es bien sabido (ver [31, p.357]) que el sistema (2.72) es controlable a cero para todo tiempo T' > 0 si y solo si existe

K(T) > 0 tal que

. 2 T . 2
He—” (pOHH < K(T)?/ ‘]B*e_tA @OHHdt (00 € H). (2.73)

0

Como A* estd dado por (2.17) y como

B = (A7), (A2),).

concluimos el Teorema 2.1 a partir del Lema 2.7.

2.3.3. Prueba del Teorema 2.2

Para esta demostracién usaremos el método de término fuente que fue introducido en [23] para probar la contro-
labilidad de sistemas no lineales. Primero vamos a enunciar el resultado de dicho articulo y después lo adaptaremos
para probar nuestro resultado. Consideremos H y U dos espacios de Hilbert, —A : D(A) — H un generador in-
finitesimal de un semigrupo analitico (e7**);>0 y B € £(U,H) un operador de control tal que cumple (2.73) con
K : (0,00) = [0, 00) continuo y no creciente. Sea T' > 0 y supongamos que existen funciones p, po, p1 € C°([0, 7], R*)
no crecientes, positivas en [0,7") con

p(T) = po(T) = p1(T) =0
y tales que, para algunas constantes ¢ > 1y C > 0,

plt) = (e~ T) + DR (- -0) (re |7(1-5).7]). (2.74)

po<Cp, p1<Cp, |p'lpo<Cp® (te[0,T)). (2.75)
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Denotemos por Lf, (0, T H) el siguiente espacio

L2 (0,T;H) := {feLz(O,T;H) : geLQ(o,T;H)}
1

y de manera analoga definimos el espacio Lgo (0, T;U). Asi, podemos considerar el siguiente problema de control:

{y’ +Ay=Bu+f en(0,7), (2.76)

y(0) = yo.
El resultado de [23] dice lo siguiente:
Teorema 2.8. Con las suposiciones anteriores, existe un operador acotado
&r € £ (D(A?) x L2,(0,T;H), L2,(0,T; 1))
tal que para toda yo € D(AY?) y para toda f € L;2>1 (0, T;H) la solucion y de (2.76) con u = Er(yo, f) satisface
% € L*(0,T; D(A)) N C°([0, T]; D(AY?)) N H (0, T; H).

Mds atn, existe una constante C > 0 tal que

Y

p

< C (lyollp(arrsy + 17112z 0.1 ) -
L2(0,75D(4))NCO([0,T];D(AY/2))NH* (0,T3H) '

El resultado anterior nos dice que bajo ciertas condiciones, si el sistema (2.72) es controlable a cero, entonces el
sistema con un término fuente (2.76) también es controlable a cero.

Observacién 2.9. Como p(T) = 0, el resultado anterior implica y(7') = 0.

A lo largo de este capitulo hemos definido quienes son H, U, A, B (ver (2.10), (2.16) y (2.71)) para nuestro caso.
Hay que ver si se cumplen todas las hipdtesis para aplicar el Teorema 2.8. En la Subseccién 2.1.1 probamos que —A
es un generador infinitesimal de un semigrupo analitico. Ademas en el Lema 2.7 tenemos que, para alguna constante
Ck > 0, se cumple (2.73) con

C

K(T) = Cge .

qE< (1,25) ,
C1

__Cx __C%o __%1
plt) s= 0 T, po(t) == Cie T, py(t) = G,
donde C,, Cy, Cy son constantes positivas que cumplen

_C Ok GG
Co.—W (q_1)£>27 2<C*<CO<01.

Uno puede comprobar que se tienen las relaciones (2.74), (2.75) y ademés p? < p;. Asi que, podemos aplicar el
Teorema 2.8, y obtener un resultado de controlabilidad para el sistema

Ahora, consideremos

y sean

oy — Ay 4+ vph) = Z (B1;- V) y9) + ZALjy(j) +ueily, + f en (0,7) x Q,
j=1 j=1
3ty(i) _ Ay(z’) + vp(i) — Z (Bi;-V) y(j) + Z Az‘,jy(j) + f(i) en (0,T) x Q, (2<i<m)
j=i j=i—1
divy® =0 en (0,7) x Q, (1<i<m)
y® =0 sobre (0,7) x 99, (1 <i<m)
y®(0,-) =y en Q. (1<i<m)
(2.77)
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Maés precisamente, existe
Erecl (V x L2,(0,T; [L2(@)N]™), L2, (0, T L%)))

tal que para toda yo € V y para toda f = (f1), ... fm™) e L2 (0,7 [L2()N]™), la solucién y = (y©, ... y™)
de (2.77) con el control u = Er(yo, f) satisface

% € L2(0,T; [H*(@)N]™) n CO([0, T; [H (@)N)™) N H' (0, T; H). (2.78)
Mas aun, se tiene la siguiente estimacion
Yy
H ¢ (ol + 1l o) - (279
PllL2(0,1;[H2(Q)N]™)NCO([0,T[H(Q)N]™)NH(0,T;H) o

Ahora estamos en posicion de probar el Teorema 2.2. Para esto usaremos el Teorema de Punto Fijo de Banach.

Demostracion del Teorema 2.2. Notemos que y = (y(!),...,y(™)) es solucién de (2.3) si es solucién de (2.77) con

f= (_ (yu) . V) ORI (y<m> .V) y<m)) .

Entonces, consideremos el mapeo

Ny : f € B <_ <y<1) -v) gy = (y<m>-v) y(m>)7

con

f

P1

Bgr = {f € L/231 (O,T; [LQ(Q)N]m) : ‘

donde R > 0 es tal que

<R
L2(0,T5[L2()N]™)

lyolly < R

La idea es probar que para R suficientemente pequetnio, N7(Bgr) C Bgr y por lo tanto (NT) B €8 una contraccion
estricta. Del teorema de punto fijo de Banach obtendremos que el mapeo N7 tiene un punto ﬁ_]O Asi, la solucién y
del sistema (2.77) también es solucién del sistema (2.3), y de la relacién (2.79) concluiremos que y(7,-) = 0. Por lo

que solo queda probar que efectivamente, N (Bg) C Br y que (NT)l By, €8 una contraccién. Para esto usando que

p? < p1, inclusiones de Sobolev y la desigualdad de Holder, tenemos

T 2 2 2
//” Vw dxdtg/ / (“)-v(“’) dzdt < C|2 Vw
0o Jal\P P PllLeeo,r;Le(@)N) Il P llL2(0,7;L8(Q)N)
2 2
<ot ‘“’ (2.80)
PllLee o, (Q)N) 1| PllL2(0,7;H2(Q)N)

Usando esta relacién y la desigualdad (2.79), tenemos que

‘ Nr(f)

2
2
. <C (llyolly + 1123, o.ryze@nm) < ACRE< R,

L2(0,T5[L2()N]™)

para R suficientemente pequeno. Asi, para tal R se tiene que N7 (Bg) C Bg.

Ahora, consideremos f, f € Br v sea f = f— f. Consideremos g (respectivamente ) la solucién de (2.77) asociado
al control u = ET(yO,f) (respectivamente u = ET(yO,f)). Entonces, y = § — ¥ es solucién de (2.77) asociado al
control u := Ep(0, f) y por lo tanto

Yy
H <C ||fHLgl(o,T;[L2(Q)N}’") :

PAlL2 (0,132 (@)N)™)nCO ([0, T H! ()N]™)NH* (0,TH)
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Usando lo anterior y la desigualdad (2.80), obtenemos que
<|C0)~ ()
P P

Por lo tanto, para R suficientemente pequeno, (NT)‘ B, €8 una contraccion estricta y concluimos la prueba del
Teorema 2.2. ]

Nr(f) (f)
P1 P1

4

()< ()

<CR ||f||L,2;1 (0,T5[L2()N]™) -

L2(0,T5[L2()N]™) L2(0,T[L2(Q)N]™) L2(0,T5[L2()N]™)
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Capitulo 3

Una condicion de Kalman para el
control de sistemas de Navier-Stokes

En este capitulo presentaremos una condicién necesaria y suficiente con la cual es posible controlar un sistema
de n sistemas de Navier-Stokes con m controles. Estos resultados fueron tomados de nuestro articulo [29].

3.1. Introduccion

Sea € un subconjunto abierto acotado de RY (con N = 2,3) con frontera 05 suficientemente regular. Sean 7' > 0
y w C € un abierto no vacio, al cual llamaremos dominio de control. Consideremos los siguientes n sistemas con m
controles

Oy — v Ay + vp®) + (y(i) : V) v+ gy =D i ju, en (0,T) x Q, (1<i<n)

j=1 j=1
divy® =0 en (0,7T) x €, (1<i<n) (1)
y® =0 sobre (0,T) x 0, (1<i<n)
y(0,-) = y(()z) en €. (1<i<n)

En el sistema anterior, y*) = y(i)(t,x) € RV describe la velocidad del fluido, p( = p® (t,z) € R la presion,
v; > 0 la viscocidad. Las ecuaciones estdn acopladas a través de la matriz constante (g; ;)i j=1,...n. LOs controles
estén denotados por u?), j =1,...,m y actian a través de la matriz constante (T44)ief1,...n}.je{1,...,m}- Ademads,
pedimos que los controles tengan una componente igual a cero, por ejemplo

w9 ey =0 (Gj=1,...,m),

donde (ey,...ey) es la base canénica de RY.

Nuestro objetivo es probar que el conocido criterio de Kalman para la controlabilidad de sistemas en dimensién
finita también es vélido para sistemas de Stokes. En [1], se probd que dicho criterio de Kalman puede ser extendido
para el caso de sistemas de ecuaciones de calor. De este modo, siguiendo la estrategia usada en [1], probaremos que
tal criterio se puede aplicar a sistemas de Navier-Stokes y ademads considerando controles con una componente igual
a cero.

Primero, consideremos una linealizacién del sistema (3.1):

Aoy — v Ay + vp) 4 Zqi,jy(j) = Zrmu(j)lw en (0,7) x €, (1<i<n)
j=1 j=1
divy® =0 en (0,7T) x €, (1<i<n) (32)
yW =0 sobre (0,T) x 09, (1<i<n)
y@(0,) =y en Q. (1<i<n)
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Para simplificar la notacién, vamos a escribir el sistema de manera més abstracta: recordemos los espacios H y V
definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente, y consideremos el operador de Stokes

A= —PA, D(A):= {y e [H2(Q) n HX (@)Y : divy=0 en Q} (3.3)

donde P : L2(Q)N — H es el proyector de Leray. El operador de control B € £(U,H) de nuestro sistema se puede
definir como

N-1
Bu:=P <1w Z uie(i)> . paraw = (u1,...,un_1) €U = L*(w)N L
i=1

También denotamos por D,Q € M, (R) y R € M,, ., (R) respectivamente las matrices diag(v1,...,vn), (¢ij)ij ¥
(ri,j)i,;. Finalmente, consideramos el operador del sistema acoplado (3.1)

D) :=DA)", L:=DA+Q, (3.4)

esto es, para cada y = (y(l), cee y(")) € D(A)™, tenemos

Ly := ViAy(i) Jqui,jy(j)

=1 .
J i€{l,...,n}

El operador de control del sistema acoplado es RB € L(U™, H"™): esto es, para u = (uV), ..., u(™) e y™

RBu = Z Ti,jBu(j)
j=1 ie{l,....,n}

Entonces, podemos reescribir (3.2) como

'+ Ly=RBu en (0,7T),
{ y +1Ly (0,7) (35)
y(()) = Yo,
donde yq := (yél), . ,yén)). Ahora, para probar la controlabilidad a cero del sistema (3.5), introducimos el operador
de Kalman como en [1]:
K : H™ x D(A)™ x ... x D(A™™1)™ — H", (w<1>, S ,w(")> = 3 L Ro®, (3.6)
i=1
En la definicién anterior, notemos que w® = (wgi), ... ,wﬁ,?) € D(ATH)m  asi
Ru® = | 3 g jul? e D(ATH" =D (LY)
J=1 ke{l,...,n}
y por lo tanto, el operador de Kalman esta bien definido. El adjunto del operador K esta dado por
DK") = [D(A" )], K'¢=[R¢,R'L*¢...,R (L) ¢]. (3.7)

Por lo tanto, nuestro resultado es el siguiente:
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Teorema 3.1. Sea w C Q un abierto no vacio. Entonces
Ker K* = {0} (3.8)
sty solo si el sistema (3.5) es controlable a cero para todo tiempo T > 0.

Observacion 3.2. Con controlable a cero nos referimos que para todo tiempo 7' > 0 y para toda yy € H", existe
un control u € L2(0,T; L?(w)N~1)™ tal que la solucién y de (3.5) satisface

y(T,-) =0en Q.

Para probar el resultado anterior, probaremos que (3.8) es equivalente a una desigualdad de observabilidad para
el sistema adjunto de (3.2) (o de (3.5)):

o™ — v, A + V) 4 qu,icp(j) =0 en (0,7) xQ, (1<i<n)
j=1
divp® =0 en (0,7T) x €, (1<i<n) (3.9)
e =0 sobre (0,T) x 99, (1 <i< n)
©®(0,) = ot en Q. (1<i<n)

En forma abstracta, el sistema adjunto se escribe como

"+1L*¢=0 en (0,7),
{ ¢ + L% (0,7) (3.10)
90(0) = $o,
donde g := (cp(() ),. (")) El adjunto del operador de control estd dado por B*R* € L(H"™,U™). Més precisa-

mente, si p = (90(1), el <p(”)) € H" y denotamos por <p,(c), k=1,...,N las componentes de p(*) € H, entonces

B*R*y = ((B*R*@)(l) o (B*R*g@)(m)) cu™, (B*R*yp) Zrﬂ Z oVey, (i=1,...,m).
j=

w

Siguiendo un argumento de dualidad (ver [31, Teorema 11.2.11, p.357]), el Teorema 3.1 es consecuencia de los
siguientes dos resultados:

Lema 3.3. Si el Ker K* # {0} entonces el sistema (3.9) es no observable: existe g € H™ con @ # 0 tal que la
solucion ¢ de (3.10) satisface o(T,-) #0 y

R'¢=0 en(0,T)Xw

Teorema 3.4. Sea T > 0 y sea w C Q un abierto no vacio. Si se cumple (3.8), entonces existe C >0 y £ > 0 tal

que para toda @y € H™
N-1

/|<p ) dz < Ce/T" / > IR x| da dt. (3.11)

0,T)xw 1.4

En el enunciado de arriba, el lado derecho se puede reescribir como

// Z |R* | dz dt = //
0,T)xw 1.4 (0,T)xw

Para probar la desigualdad (3.11), necesitaremos probar una desigualdad de Carleman de la forma

N-1

A7) X ) Xw

k=1
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donde py v p, son funciones regulares definidas en [0, T, positivas en (0,T") y valen cero en 0 y T'. Més precisamente:
para alguna x € (0,1) y 6,, € N*:

_ — — On,
ps=e san(sgu)S/Z 1/67 p, = e s <S§b) /27

donde las funciones oy, o, &4, v &, son las definidas en (1.8)-(1.10). De aqui que, la prueba de cémo obtener (3.11)
a partir de (3.12) es andloga a la que hicimos en el Lema 2.7.

Observacién 3.5. La prueba de este método sigue la misma idea usada en [1] para la ecuacién de calor. Se busca
reducir el problema al caso donde el sistema (3.9) estd en forma de cascada con un término en el lado derecho
particular de manera que pueda ser absorbido usando propiedades de los pesos de Carleman. Sin embargo, para el
caso de ecuaciones de Stokes, el resultado no se obtiene de manera inmediata de [1]. Especificamente, usando los
mismos pesos descritos en el Capitulo 2, una estimacion de Carleman para la ecuacién de calor tiene la siguiente
forma

// e 25 (s€)? [P dzdt < C // e~ g da dt+// e~ 25%(s€)? || da dt (3.13)
(0, T)xQ2 (0, T)xQ (0, T)xw

para 1 solucion del sistema

Oy — Ay =g en (0,T) x Q,

Y=0 sobre (0,7T) x 09,

1/)(07 ) = ’(,ZJO en (2.
En particular, si ¢ = at) con a € R, la integral de g en (3.13) se puede absorber por el lado izquierdo. Sin embargo,
para el sistema de Stokes (ver [4]) tenemos la siguiente estimacién de Carleman

/ / e 705 (s&) 9| dar dt
(0, T)xQ

<cC // ¢35 gl dadt + 3 // o200 S50 (e VT P dardt | (3.14)
(0,T)xQ =/ o)X

para 1 solucién del sistema
Y —AY+Vp=g en (0,T) x 0,

divyy =0 en (0,7) x €,
P =0 sobre (0,T") x 99,
¥(0,-) = o en .

En este caso, si g = ay) con a € R, la integral de g no se puede absorber por el lado izquierdo. Por esta razon, es
necesario considerar un sistema en cascada generalizado y probar una nueva estimaciéon de Carleman para dicho
sistema.

Finalmente, usando un argumento de punto fijo similar al que usamos en el Capitulo 2, uno puede probar un
resultado de control local para el sistema (3.1) a partir de Teorema 3.4:

Teorema 3.6. Sea w C Q es un abierto no vacio. Si se cumple (3.8), entonces existe 6 > 0 tal que para toda
Yo € V" que satisface
lyollvn <6,

existe un control u € L? (O,T; Lz(w)Nfl)m tal que la solucion y de (3.1) satisface

y(T,-) =0 en Q.
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3.2. Resultados preliminares

Recordemos que el operador de Stokes A (dado en (3.3)) es autoadjunto, positivo y con resolvente compacto. En
particular, su espectro estd compuesto de eigenvalores ('yp)p21 positivos. Consideremos una base ortonormal de H
compuesta por los eigenvectores (q’)p)p21 asociados a los eigenvalores (’yp)p21. Entonces, para toda p > 1, podemos
definir la matriz

Ky = [R(pD+Q R || (35D +Q)" " R| € My um(R) (3.15)
y su adjunta
R*
R (7D + Q")
: € Mpmn(R).
R* (7D + Q)"

Entonces, se tiene el siguiente resultado probado en [1, Proposicién 2.2]:
Proposicion 3.7. Con la notacion anterior, tenemos las siguientes equivalencias:

KerK* = {0} <= Vp>1, KerK; = {0} <= Vp=>1, rank K, =n.

La proposicién anterior nos permite probar el Lema 3.3 de la misma forma que en [1]:

Prueba de Lema 3.3. Supongamos que Ker K* # {0}. Entonces, por la Proposicién 3.7, existe pg > 1y 29 €
Ker K, C R" con zy # 0. Luego, por la condicién de Kalman estdndar (ver [31, Proposicién 1.4.7, p.13]), se tiene

que
Rre~0moDFQ0, — 0 (t € R).

Luego, para z = (z(l), ey z(")) € R" y ¢ € H, definimos
2¢ = (z(l)gb, ce z(”)d)) e H".

Uno puede probar que
p(t) i= (e m P+ 5 ) gy, (> 0)

es solucién de (3.10) con condicién inical g = zo¢p, ¥ se tiene que
o(T) = (e_(’YpoD-‘rQ*)TZO) bpo 70 vy Rp(t) = (R*e—(’YzzoD-‘rQ*)tZO) Gpo =0 (t=0).
O

Usando la Proposicion 3.7, se pueden considerar los siguientes casos particulares del Teorema 3.1. Estos casos
son también discutidos en [1].

Caso 1: todas las viscosidades son iguales. Supongamos que
Vie{l,....m} v;i=v>0.
Entonces, a partir de la Proposicién 3.7, la relacién (3.8) es equivalente a

rank [R|QR|--- | Q"'R] =n, (3.16)
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esta es la condiciéon de Kalman original para matrices () y R. En particular, el sistema

n m
Ay — vAy®D 4 vpl) 4 Z iy = Zriyju(j)lw en (0,7) x €,

(1<i<n)

j=1 j=1
divy® =0 en (0,7) x Q, (1<i<n)
y@ =0 sobre (0,7) x 99, (1<i<n)
y@(0,) = y((f) en Q, (1<i<n)

es controlable a cero si y solo si el sistema lineal de dimensién finita

%Y(i) + i:lqi,jY(j) = ilri’jU(j) en (0,7), (1 <i<n)
YOO )Y eR (<i<n)
es controlable.
Caso 2: control simultaneo. Supongamos que
Q=0, m=1, R=(ry)i=1,.n-

Entonces (3.15) se puede escribir como

n—1
i (pri)re o (W) o
re (pra)re oo ()" T
K,=|. . _ e € M, (R).
Tn (’Ypyn) Tn o - (”Yp’/n)nil Tn

En particular, usando matrices de Vandermonde, obtenemos que la condicién (3.8) es equivalente a

Vie{l,...,n}, #0, v;F#v; sii#].

En particular, tomando r; = 1 para toda i, obtenemos que el sistema

Oy — 1Ay D + vp® =M1, en (0,T) x €, (1<i<n)
divy® =0 en (0,T) x €, (1<i<n)
y@ =0 sobre (0,7) x 99, (1<i<n)
(0, ) = y” en Q, (1<i<n)

es controlable a cero usando un solo control u(!) (con una componente igual a cero) cuando todas las viscocidades
v; son distintas (y no cero). En este caso, el sistema anterior se dice ser simultdneamente controlable a cero para
todo tiempo T > 0.

Caso 3: sistemas en cascada. Supongamos

;=0 sii>2j+2, ¢,17#0 (2<i<n), R=(01i)i=1,..,n
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donde §; ; es la delta de Kronecker. Entonces, por induccién obtenemos que K, es una matriz triangular superior
de la forma

1
0 @21
0 ¢32g21
Ky,=|: 0 € M, (R).
0 0 0 HQM—I
L i=2 i

Por hipétesis, los elementos de la diagonal son distintos de cero. En este caso, el sistema (3.2) es controlable a cero
y podemos recuperar una parte de nuestro resultado obtenido en [27].

3.3. Meétodo de Kalman

Como ya mencionamentes anteriormente, para probar el Teorema 3.1, vamos a extender el método introducido
en [1] para ecuaciones parabdlicas de tipo calor acopladas. Consideremos

A:DA) —H

un operador autoadjunto positivo en un espacio de Hilbert H y B € L(U,H) un operador de control acotado.
Consideramos el problema de control dado por

n m
oy + v Ay + Zqi,jy(j) = Zri7jIBBu(j) en (0,7) x £,
— — (3.17)
_ j= j=
y(0) = 5.

donde v; >0 (i=1,...,n), Q@ = (¢i,;) € Mp(R), R = (r;;) € My, m(R). Definiendo el operador L como en (3.4)
con D = diag(v1,...,V,), €l sistema anterior se puede escribir como en (3.5) y el adjunto como en (3.10). Entonces
para probar la controlabilidad de (3.17) usamos el operador de Kalman definido en (3.6). Enunciaremos el resultado
de Kalman obtenido en [1, Teorema 2.1]. Recordemos que el adjunto de K* estd definido en (3.7).

Teorema 3.8. Supongamos (3.8). Entonces eziste una constante C > 0 tal que para toda ¢ € [D (A2"("_1))]
e HA(QTL—I)(TL—I)K* H )
[l 2 (Hmyn

El operador de Kalman nos permite reducir el problema a una familia de sistemas en cascada que describiremos a
continuacién. Sea S, el grupo de permutaciones del conjunto {1, ...,n}. Entonces, consideramos el siguiente sistema
13 ”
en “cascada’:

D7) + v (i) Ap(h) = (1) (I<i<n—1,0€S,),
D i) = 0 3 PIOD (g€, (318)
) GES, p=1
P9 (0) = ) (1<i<n, 0d€8,),
donde fP? € Rparap € {1,...,n} y 0 € S,,. Este sistema acopla n x n! ecuaciones y el estado es

z/J(i’”) (1<i<n, 0€8,).
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Esta es una generalizacién del siguiente sistema considerado en [27] y en [13] donde A es el operador de Stokes o el
operador de Laplace:

B + v A = (D (I<i<n-1)
o™ + v, Ay = Z 8PP
p=1

Usando estimaciones con peso para el sistema anterior donde A es el operador de Laplace, los autores en [1] probaron
una condicién de Kalman para la ecuacién de calor. Para el caso de Stokes, necesitamos la siguiente estimacion con
peso para el sistema (3.18):

- /7 2n—1)(n—1) ak, (1 2 T 1 2
S5 [ wolaerevapeon aco S [CaojEetow]la 6o

o€S, k=0 oES,

donde py, py, : [0,T] — R4 son funciones continuas y C' > 0 una constante. Dicha estimacién puede ser obtenida a
partir de estimaciones de Carleman.

Proposicién 3.9. Supongamos (3.8) y que para cualquier (ﬁp7g)p€{1,.,.,n},ae
tiene la estimacion con peso (3.19). Entonces existe una constante C' > 0 tal que para toda pog € H™, y para cualquier
solucidn ¢ de (3.10)

s, Y cualquier solucion de (3.18) se

T T
Aﬂﬁ(t)llw(t)HindtSC/O P () [B*R* (1) | 7gm i (3.20)

Observacién 3.10. Si p; estd acotado por abajo en algin subintervalo no vacio de (0,7 y si p, es acotado,
entonces (3.20) implica desigualdad de observabilidad

T
2 * T ¥ 2
T < i [ NRB G . (3.21)

Prueba del Proposicion 3.9. Del Teorema 3.8 y (3.7), existe C' > 0 tal que para toda ¢ € [D (Azn(”*l))]n ,
n—1 . 2
2 n—1)(n— * *
ol <03 Ao DR @yl
k=0

Supongamos que ¢ es solucién de (3.10) con dato incial ¢y € [D (A2”("_1))]n. Entonces para toda t,¢(t) €
[D (A (n=D)] " v la estimacién de arriba se convierte en

n—1 2 n—1 2
||§0||3_[n <C Z HA@nfl)(nfl)afR*wHHm -C HA(anl)(nfl)af (R*SD)(Z) B (3'22)
k=0 k=0 i=1
donde .
j=1

Ahora, probaremos que (R*gp)(z) satisface una ecuacion de evolucién. Mas generalmente, consideremos r =
(r1,...,rn) € R™ y sea

n
B0 = S ) (3.24)
j=1

donde ¢ es solucién (3.10). Escribimos

Ei = 8t —|—I/iA, M = dlag(]El,,IEn)—l-Q*,
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de este modo, la primera ecuacién en (3.10) se puede reescribir como
My = 0.
Tomando la transpuesta de la matrix de cofactores de M del sistema anterior, obtenemos que para toda j =1,...,n
det (M) o) =0

y en particular, usando (3.24) se tiene
det (M) pM) = 0. (3.25)

€ R (que depende de Q) tal que

dot (11 HE—Z S o [TE (3.20)
k=1

p=01<i1 < <ip<n

Mas aun, existe o,

......

Para o € §,,, tomamos
p—1
PPo) = H Ea(k)/(/)(l)' (3.27)
k=1
En particular, tenemos que para toda o € S,
) =W By @) = P+t (1<p<n-1), (3.28)
y usando (3.25) y (3.26)
n—1 P
Eo(nyp™?) = yp(n+19) = HIE =" N, [ Eiw®. (3.29)
p=0 1<i1 <--<ip<n k=1
Fijemos p € {0,...,n — 1}. Entonces para cualquier 1 < i1 < --- < 4, < n, existe una permutacién ¢ € S, tal que
olk)=14r (E=1,...,p).
Tomamos [P0 .= Qi ..., 1la correspondiente permutacion y (P17 .= () para cualquier otra permutacién & € S,,.

Entonces B )
Z Z Qi .y H Eikw(l) — Z Z ﬁpﬁw(pﬁ)-

p=01<i1 < <ip<n k=1 p=15€S,

Por lo tanto, combinando la relacién anterior con (3.28) y (3.29), obtenemos que para toda o € S,, (w(p’”))p

satisface el sistema en cascada dado por (3.18). En particular, podemos usar la estimacién (3.19) y deducir que
para toda 7 = (r1,...,7,) € R la funcién ¢(!) definida por (3.24) satisface

Z / a1t ar < [ o) [5u o (3.30)

Regresando a (3.22) y usando (3.23), obtenemos (3.20). Para terminar la prueba, usamos la densidad de [D (A2"("=1))] "
en H™ para obtener (3.20) para el caso donde g € H™. O
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3.4. Estimacion de Carleman

Para probar la estimacién de Carleman, usaremos las mismas funciones pesos de la Subseccién 1.2.2 (ver (1.8)-
(1.10)). Las pruebas seran muy similares a las realizadas en el capitulo anterior por lo que algunos pasos seran
omitidos. Para simplificar las cuentas, haremos la prueba para el caso N = 2 (el caso N = 3 se hace de manera
similar).

Recordemos el sistema adjunto:

) — v,y Ap(0) 4 Vr(B0) = lit1,0) en (0,7) x €, (1<i<n-10€8,)
Opb(m) — U(")Aql,(n,o) +Vrmo) — Z Zﬂp’aq/;(p’a) en (0,T) x £, (c €8n)

o FeS, p=1 (3.31)
divyp(io) =0 en (0,T) x Q, (1<i<n, 0€S,)
(o) = sobre (0,T)x 09, (1<i<n, 0d€S8,)
$(B9)(0, ) = ) en Q. (1<i<n, 0€8,)

La idea es estimar la misma cantidad que consideramos en (2.31) asociada a la solucién de (3.31):

Is.0)i= [ e (s [Vauf o+ s [T28un [+ (5€)" (VA + (56)° [0 ) do
0,T)xQ

+// e~ 2% (56,)° [o|° dedt.  (3.32)
(0, T)xQ

Nuestra primera estimacién de Carleman se enuncia a continuacién:

Teorema 3.11. Existe C > 0 que depende de la geometria y 6, € N* tal que para toda s > C(T*+T?") y para toda
w((f 7 eH, (ie{l,...,n},0 €S8,), la solucién (Z/J(Z "))i , del sistema (3.31) satisface

ZZ] ¢(10 <CZ// o250 f)én

oeS, i=1 cES,, 0,T)xw

(10)]?
1

dz dt. (3.33)

A partir de este resultado, podemos obtener la siguiente estimacién con peso:

Corolario 3.12. Supongamos k € (0,1),J, K € N. Entonces existe C > 0 que depende de la geometria y 6, € N*
tal que para toda s > C(T*+T?*) y para toda wow) €M, (ie{l,...,n},0 €S8,), la solucion (w(i’”))i_a del sistema
(3.31) satisface

dz dt

// B_QSau(Sgﬁ)S_Qﬂ ‘a{Ak¢(17g) 2
(0,T)x

2
dzdt. (3.34)

>/ /OT 2wy (g, )00

ceS,

3.4.1. Prueba del Teorema 3.11

La prueba es similar a la hecha en el Capitulo 2. Primero probaremos lo siguiente:

Proposicién 3.13. Sea & C Q un abierto no vacio tal que wy € & € w. Entonces, existe C > 0 tal que para toda
s = C y para toda (1/1(‘ ‘7)) que satisface (3.31), se tiene

3 ZI sy <oy Z// e (s6)° ‘Awg’"” ’

oeS, i=1 o€eS, i=1

dz dt. (3.35)

44



Demostracion. Siguiendo las ideas de [6]. Notemos que tomando la divergencia de las primeras dos ecuaciones en
(3.31), obtenemos que '
A7) =0 en (0,T) x Q. (1<i<n)

Considerando esto, aplicamos el operador V2A a primera componente de las primeras dos ecuaciones en (3.31) para
obtener

VAT — 1y AVART) = V2 AT en (0,T)xQ, 1<i<n—1)
n
n,o n,o d o 3.36
0 VEAY" T — vy AVEAYT = 3TN g2 AP en (0,T) x Q. (3.36)
GeS, p=1
Ahora, usando el Lema 1.10, existe una constante C' > 0 tal que para i € {1,...,n}, c € S,

2 (i,0)
+ s¢ [V2Au{"

2
dzdt + // e 25 (sgu)fl
(0, T)x 0

e—25:oz (Sf)_2 ‘V2A,¢§P75)

2
) dx dt

J/ (O
(0,T)x
<C ( / / e 20 s¢ [V Ap()
(0,T) xwo

2

9 2| ayat

ov

2
dedt ], (3.37)

pe (0,T)x2

para toda A > C, s > C(T* + T?%). La siguiente parte se dividird en 3 pasos:
= Paso 1 consistird en agregar los términos que hacen falta del lado izquierdo para completar I(s, @[J(i’“)).
= Paso 2 consistird en remover el término de frontera.
= Paso 3 consistird en quitar los términos locales que no aparecen en (3.35).

Paso 1. La estrategia es la misma que usamos en el Capitulo 2. Aplicamos el Lema 1.9 para agregar una integral

en términos de VAW"") y de Aw§i’g). Luego, usando la divergencia nula y la desigualdad de Poincaré, podemos
recuperar a () (con ambas componentes) y obtenemos

](S’w(i,a)) <C // e~ 28 (Sf ‘VQA,(AZ}U)
(0,T) xwo
— 0 i,0
+// e (s6) | -V AY)
(0,T)x 99 v

- —2sc -2 QA (p,o)
PN e v

T+ (59 [Vauf | 1 (s0)° | apt

2
)da:dt

2
dvydt

2
dzdt | . (3.38)

ceS, p=1

Paso 2. Notemos que las funciones

5
2

B0 = e (s6), O1(t) 1= e (s6) 27, Or(t) = e (€)1, a(t) o= e (sy) 2

S
lw
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satisfacen (2.19). Asi, usando el Lema 2.4 tenemos que

0 (i,0) H0 (i,0)
U; ; (H 1 H(0,T;L2(Q)2) 1 L2(0,T;H2(Q)?)
+ || + |2 + [[o2v )
H?(0,T3L2(2)?) H'(0,T:H?(2)?) L2(0.T;HA()?)
i (©:0) Hg (i,0) Hg (i,0) Hg (i,0)
+ H 3y H3(0,T;L2(Q)2) |0 H2(0,T;H2(Q)2) +|0s¢ H(0,T;H4(2)2) |0 L2(0,T;H6(Q)2)

<cy ZH%W”)

€S, i=1

(3.39)

L2(0,T;H)

Ahora, para estimar el término de frontera, usamos una desigualdad de traza y un argumento de interpolacién, asi
obtenemos

‘//OT x 00 7250“1 (sg)

2
VQAW N dydt

1/2 ) 3/2
<C =250 ( H (i,0) (i,0) H (i,0) (i,0) dt
/ (s8)™ ( ¥ H4(Q)2 ¥ H5(Q)2 ¥ H4(Q)2 H5(Q)2
1 11 / /
<C - 3 7H9 (i,0) 0301 dt.
/0 ((85“) 14(2)? oy T 5 O e 1759 o e

(3.40)

Usando que ¢ > 11 y (1.14), tenemos que para toda C' >0y s > CT?,

1

T (st THE < (0ay) T

(s6) "7 < (C1)

Tomando C > 0 suficientemente grande y considerando (3.38)-(3.40), obtenemos que existe una constante C' > 0
tal que para toda s > C(T* + T?)

DY I(s, 0
g€S, i=1
C —2sa < V2A (i,0) 2
Z //OT)xwoe 85‘ 1/)1 *

. . 2
(sg)‘f‘vmpil’”) +
g€S, i=1

(56)° | A

2) dzdt. (3.41)

Paso 3. Este paso es completamente igual al que hicimos antes (ver Paso 3 de la Seccién 2.2) por lo que omitiremos
la prueba. Esto concluye la prueba de la Proposicién 3.13. O

Ahora estamos en posicién de probar el Teorema 3.11.

Prueba del Teorema 3.11 Empezamos con (3.35), nuestro objetivo es remover los términos del lado derecho que

i,0
tengan que ver con w% "?) con i > 2. Este paso también es similar a lo que hicimos en el capitulo anterior. Primero,
consideramos una sucesién de subconjuntos abiertos O;, (0 <4 < n) tales que

0W=0,€0,1€..€0,c..e0)CEw

y funciones tales que
GeEC*0;_1) talesque G =1lenO;, =0 (1<i<n).
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Aplicando el operador A a la primera componente de cada ecuacién en (3.31), otenemos

AP — vy A2 = AT en (0,T)x€Q, (1<i<n—1,0€S8,)
n,o n,o - Pl o 3.42
DAV vy AT = 3N BTN e (0.7) x Q. (7 €8,) (3:42)
GES, p=1

Usando lo anterior, obtenemos que para toda o € S,

J[ e sg? v
(0,T)x@

-/ /(OT) e 69 (A0) (0 = vy A% ) ded. (343
)X Cn—1

2
dx dt

2
dz dt < / / Ce ™25 (s6)° ‘Agbl"’”)
(0, T)XOp—1

Vamos a estimar la ultima integral en la relacién anterior. Usando integracién por partes y (3.42) tenemos

//(O,T)xonl G (s)° (Awinﬂ)) <3tA¢§n_l’U)> da dt

= _// Cnat (e—2sa (s€)5> Awln,a)A¢§n—1,g) de dt
(OvT)XOnfl

_ /‘/( o Cne*2soz (55)5 Va(n)A%bgnﬁ) + Z ZﬁpﬁAwgp,E) A’LZJYL_LU) da dt. (3'44)
0,7)xO,—1

GES, p=1

Usando nuevamente integracién por partes, obtenemos
/] oo (s6)” A0 e = [ Cae 20 (s€)° A2 AY( ) dr dt
(0, T)XOy 1 (0, T)X Oy -1
+ / / A (gne—%a (55)5) AP A" qg dt
(OaT)Xonfl
+2 / / v (cne*m (55)5) VAP AT dz e, (3.45)
(O,T)xOn_l

Ahora, para estimar el lado derecho de (3.44) y (3.45), usamos (1.11) y (1.12), tenemos que para s > C (T +T%) :

[0: (72 (s€)%) | < Ce™ (&)™, |A(Gue™(5€)°)] < Ce™ (s6)7,  [V(Gae(s€)°)| < Cem (s)°.

De aqui que, usando la desigualdad de Young, para € > 0, se tiene
/ / ) (e*%a (35)5) A A h) qz de
(0,T)><(9n_1

2
< 6// 8725(1 (85)5 ‘A¢1TL,U) da dt + g // e72sa (85)7+2/€ ‘A¢§n—17o’)
(O,T)XQ g (0,T)><On_1

2
dzdt (3.46)

' / / A (gne—%a (85)5) A A1) 4z dt
(0, 7)XOyp 1

< 8// e (s6)°
(0,T)x 2

2

INT e dzdt  (3.47)

2 C s
dxdt+—// 20 (sg)g‘AW Lo)
€ JJ0,1)x0,
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‘ / / \Y (gne*%a (55)5) VAP Ap ) dg de
(O,T) ><(9n,1

2 2
<e / / o250 (55)3‘VA¢§"’”> dzdt + / / =250 (5¢)° ’A%"‘L") dedt (3.48)
(0,T)xQ € (0,T)x Oy _1
‘/ / Gue ™ (s6)° A%u{™ 7 Ag{" ) da dt
(0 T)><(’)n 1
2 C o2
<e / / e*QSasg‘A%Yb’”) dzdt + — / / e~ 25 (55)9]A¢§" L) dedt (3.49)
(0,T)xQ € (0,T)XOp 1
y
/] G2 (56)° AP (A" 1)) dedt
(0,T)><On_1
2 C o2
< e’:‘// e 25 (5€)° ‘A@b%p’g) dedt+ — // e (56)° ‘Azﬂin Lol dx dt. (3.50)
(0,T)x € (0,T)XOp_1
Juntando (3.43)-(3.45) con (3.46)-(3.50) tenemos que existe C' > 0 tal que para s > C ye >0
2 n .
/ / em 25 (56)° ‘Awl""’) dedt<e Y > I(s, 7))
0,T)x@ FeS, i=1
2
+ ¢ / / o725 (5¢)° ‘Ang"‘l’“) dzdt. (3.51)
€ (0,T)xOp_1
Con una prueba similar, se puede probar por induccién que para toda k € {2,...,n}
// e (s ‘Aw(’” drdt<e 3 3 I(s, )
(0.T)* O FeS, i-1
c “2sa on k34 (k—1,0)|?
+= =25 (5¢) 'Awl dedt. (3.52)
€ (0,T)x Ok _1
Combinando esto con (3.35), obtenemos
n n 2
S N sy <oy // o e 25 (5¢)2" ’Aw?’”) da dt. (3.53)
>< 1

cES, i=1 cES,

Para terminar esta prueba, estimamos la integral local de Ay(1:?) en términos de solo ¥(1?). Usando integracién
por partes:

n+1 2 n+1 2
Lo e e ol Parar [ e e
(0,T)x O, 0,T)x O
// (Cle_Qéa (36)2 n+1 +1) (A'(/J(l N ) 5-1,0) dz dt
0 T)XOO
+ / / 2V (gle*%a (s)2" ) : (vmp?vf’)) ) de dt
((LT)XO[)

n+1 o o
+ // 4-1672504 (55)2 +1 (AZLZJ;L )) wglv )d:C dt.
(O,T)XOQ
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Considerando (1.12) y usando la desigualdad de Young tenemos que existe C' > 0 tal que para toda s > C(T*+T%)
ye>0

(O,T) xO1

< e// o 2sa < s€)° ‘Aw“’
0, T)xQ2

dzdt

(s€)3 ‘vm“ o

1,0
+55‘A2 (L)

2
) dzdt
T // e (s pf0)]
€ (0,T)xOq

Combinando lo anterior con (3.53), obtenemos (3.33) con §,, = 2”72 + 1. Esto concluye la prueba del Teorema 3.11.
O

dx dt.

3.4.2. Prueba del Corolario 3.12

Ahora podemos probar el Corolario 3.12 con el resultado obtenido en el Teorema 3.11.

Prueba del Corolario 3.12. Comenzamos juntando (3.39) (con 6 (t) = e~ * (sfﬁ)g/%l/z) y (3.33):
2 2
Z // e_QSO‘“(sfﬁ)?’_Q/é (‘&tw(l’a) + ) da dt
ves, ) J0.1)x0
ey [[ et
0';71, (0, T)xw

Luego, escribiendo el sistema (3.31) como (3.18) (usando el operador (3.3)), notemos que (8tw(i"’))i oY (Aypo)).

i,0
satisfacen (3.31) (con distintas condiciones iniciales). De aqui que, de la relacién correspondiente (3.54) obtenemos

Z // 72504'1 55 )3 2/ (‘321/}(1 0 2) dx dt
cES, (0, T)xQ
~ N\ On 2
<cy / / e 27 () (\Aw?’”’ +
cES,, (0, T)xw

Ahora, para k € (0,1) existe Ag, o tal que para toda A > Ao y s = so tenemos

‘ Ay

2
P\ dadt. (3.54)

2
+ |0 A+

’AQ’l/)(l’U)

‘at/(bgl,a)

2) dzdt. (3.55)

67250% (Sé-b)(sn g Cef2nsaﬁ (5611)372/4 (356)

y por lo tanto, de las estimaciones de arriba se sigue que

Z // —2€(yu Sf )3 2/¢ (‘82w(1 ,0) ‘8tA¢(1’G) 2 n )Azw(lﬁ) 2) dedt
€S, 0,7)xQ
2
<C Z // e 2rsa (/@sfb)é" 9’0) dz dt.
0ES (0, T)xw
Por induccién, obtenemos que para toda J € N, existe C' > 0 tal que
1 2
Z 3 // o250 (5, )3-2/1 | p =10 | dzat < © Z // e (5,)% |t dadt.
0 0es, ) /(0,1)x 0,T)x
O
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Capitulo 4

Control jerarquico para un sistema de
Boussinesq

En este capitulo presentaremos un resultado de control jerarquico. Para esto consideraremos un sistema de
Boussinesq en dimensién 2 con dos controles (actuando en la ecuacién de calor) donde cada control tendrd su
propio objetivo. Los resultados presentados fueron tomados de nuestro articulo [28].

4.1. Introduccion
Sea © C R? un abierto con frontera suave. Sea T' > 0 y sean w y O dos subconjuntos de €2, abiertos no vacios con
wnNO = 0.

Consideremos el siguiente sistema de Boussinesq con dos controles f y f*:

Oy — Ay +Vm,+(y-V)y=~06ey en (0,T) xQ
80— A0 +y-VO=fl,+ flo en(0,T)xQ,

divy =0 en (0,7) x 9, (@)
y=0, 6=0 sobre (0,T) x 09,
y(0,-) = yO, 6(0,-) = 6° en (.

En el sistema anterior, y = y(t,z) € R? describe la velocidad del fluido, 7, = 7, (t,z) € R la presién, = 0(t,z) € R
la temperatura y (e, es) es la base canénica de R?. Las funciones f y f* son dos controles que tienen dos objetivos
distintos:

1. el objetivo de f* es que la solucién (y,0) se mantenga cerca de un estado (y*,6*) € L%(0,T; L?(2)3) dado;
2. el objetivo de f es llevar la solucién a cero en un tiempo T > 0, es decir, (y,0) (T,-) =0 en Q.

El primer objetivo consiste en resolver un problema de control 6ptimo, es decir, buscamos un control f* que
minimice un funcional que involucra la “distancia” entre (y, ) y un estado deseado (y*,8*). El segundo objetivo es
un problema clésico de control a cero.

A continuacion, detallaremos la formulacion del problema. Primero, recordemos la definicién de ciertos espacios:

’H:{ye [LQ(Q)]2 :divy=0 enQ, y-v=0 sobre 89},

V:{ye [Hé(Q)]Q : divy=0 en Q}
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Para el primer objetivo, hacemos una formulacién de control éptimo para f*: fijamos
feL*0,T;L*(w), y°eV, 0°c H(Q). (4.2)

Asf, para cada f* € L?(0,T; L?(0O)), uno puede probar que el sistema (4.1) admite una tinica solucién (y(f*), 8(f*)),
que depende también de los datos f,3° y 6°, v entonces podemos considerar el siguiente funcional con peso:

J(f7) = ;//(O’T)XO* [ly(F) = o + 1007 = 0*F] dxdt+;//(o, I . (4.3)

TYx0 M

donde O* es un abierto no vacio que representa el dominio de observacién del control f*, u es una funcién que
satisface

peC0,T;Ry), u(0)=pu(T)=0, p>0en(0,7). (4.4)

y que serd descrita con mayor detalle mas adelante (ver (4.7) y (4.12)). Notemos que el funcional (4.3) “mide la
distancia” que hay entre la solucién (y(f*),0(f*)) del sistema (4.1) y el estado (y*,8*), por lo tanto, el objetivo de
f* es minimizar J(f*), esto es, se busca el

J(f). (4.5)

f*ELQ(g?YE;B(O))
En relacién al problema anterior, se tiene el siguiente resultado:
Lema 4.1. Supongamos (4.2) y que (y*,0*) € L*(0,T; L*(2)3). Eziste una constante C > 0 tal que si
||MHL°°(0,T) <G,
entonces el problema de control dptimo (4.5) admite una unica solucién dada por
[ = —po,

donde (y,0,u,0) es la solucién al sistema acoplado

Oy — Ay +Vry + (y-V)y = fes en (0,T) x Q,

0l —ANO+y-Vi=fl,+ f*lo en (0,T) x Q,

—Ou— Au+Vr, + (Vy) u—(y-V)u+0oVl=(y—y*)lo. en (0,T)xQ,

—00 — Ao —y-Vo=us+ (0 —0*) Lo« en (0,T) x Q, (4.6)
divy =divu =0 en (0,T) x Q,

y=u=0, 6=0=0 sobre (0,T) x 09,

y(0,) =14 0(0,)=0° (T, )=0, o(T,)=0 en .

En el sistema anterior, -T denota la transpuesta de una matriz. La prueba del Lema 4.1 es estandar asi que
solamente daremos un pequeno esbozo de ella en la Subseccion 4.2.2.
El resultado principal de este capitulo es la controlabilidad nula parcial del sistema acoplado (4.6):

Teorema 4.2. Supongamos que wNO =0 y que wN Oy # 0. Entonces existen C' > 0 y p1, p2 € C°([0,T]) tales que
pl(()) = PI(T) = p2(T) = 0) p1 > 0 en (OaT)a p2 > 0 en [OaT)
con la siguiente propiedad: si

(y*,0%)

£ oe1=(0,7),
p1 P2

s

€ L*0,T;L%(Q)®), (% 60°) eV x HL(Q), (4.7)

con

+1/(y°,6°
120, TL2(©)%)

)||H1(Q)3 < C?
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entonces existe un control f € L*(0,T; L*(w)) y una solucién
(y,0,u,0) € L*(0,T; H*()®) n C°([0, T]; H'()°) N H'(0,T; L*(Q)°),  (my,m,) € L*(0,T; H' (Q)?)

de (4.6) que satisface
y(T,-)=0, 6(T,-)=0 enf.

Para probar el resultado anterior, seguiremos la misma estrategia que hemos usado en capitulos anteriores:
consideremos el sistema (4.6) linealizado

Ay — Ay + Vp = fey + hY en (0,7) x Q

00 — A0 = f1, — polo + h? en (0,T) x Q,

—du— Au+ Vr, =ylos + A en (0,7) x Q,

—010 — Ao = uy + 1o« + AW en (0,7) x €, (4.8)
divy =divu =0 en (0,7T) x Q,

y=u=0, 0=0=0 sobre (0,T) x 092,

y(0,) =" 0(0,-)=6° u(T,’)=0, o(T,)=0 en,

donde (M A 1B v (Y son términos fuentes. Probaremos la controlabilidad nula parcial del sistema lineali-
zado. Posteriormente, probaremos el resultado para el caso no lineal usando un argumento de punto fijo donde
reemplazaremos A, h(® b3 y B por los términos no lineales correspondientes

B3 = — (Vi) u+ (y-V)u—oVl—ylo., Y =y-Vo—01p-. (4.10)

Ahora, para probar la controlabilidad nula del sistema (4.8) usaremos un argumento de dualidad, esto implica que
probaremos una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto

—9ww — Av + Vm, = wlps + g en (0,7) x Q,

0o — Ap =y + Ylox +g?) en (0,7) x £,

Ohw — Aw + Vg, = heg 4+ g en (0,7) x £,

Op — A = —pplo + g en (0,T) x Q, (4.11)
divv =divw =0 en (0,7) x Q,

v=w=0, e=1v=0 sobre (0,7") x 09,

U(T7 ) = vov SD(T7 ) = 9007 w(07 ) =0, ’l/J(O, ) =0 en Q.

Comenzaremos probando que este sistema lineal estd bien definido siempre que ||u|| (o) sea suficientemente
pequeno. El segundo resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema 4.3. Supongamos que w N O = y que w N Oy # (). Entonces existe p € C°([0,T]) tal que
p(0)=p(T)=0, p>0en(0,T)
con la siguiente propiedad: para toda p que satisface

% e L®(0,T), (4.12)

existe C' > 0 tal que para toda solucidn (v, p,w, 1) de (4.11) se tiene

2
+// p® |o)* dedt ). (413
L2(0,T;L2(Q)°) (0,T) xw el ( )

2
szz(v,%w,¢)||L2(O,T;L2(Q)6) <C (lez (9(1)79(@79(3)79(4))‘
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4.2. Resultados preliminares

En esta seccién presentaremos las herramientas necesarias para probar los resultados antes mencionados. Primero
presentaremos un resultado de regularidad similar al mencionado en el Lema 2.4: introducimos el operador de
Laplace y el operador de Stokes:

D(A) = H* Q)N Hj (), A:=-A:D(A)— L*Q), (4.14)

D(A) = {y e [H2(Q) N HH ()] : divy=0 en Q} . A= —PA:D(A) = H, (4.15)

donde P : [LQ(Q)] S Hesel proyector de Leray. Es bien sabido que ambos operadores son autoadjuntos y positivos,
y como 0f) es regular, por la regularidad eliptica se tiene que para k € N*

D (A%) c H*(Q), D (&%) c [H*9)]". (4.16)
Para T > 0, definimos
k k
Xp = (| H/(0,T;D(AF)), Xy = () H'(0,T; D(A*7)).
7=0 j=0

En particular,
Xo = L*(0,T; L*()), X;=L*0,T;D(A))NHY0,T;L*)), X;=L*0,T;D(A)NH*0,T;H). (4.17)

Supongamos que ¥ y w son las soluciones fuertes de los sistemas

Y+ Ay = k) +KkF  en (0,T) w + Aw = kw+ kF  en (0,7) (4.18)
¥(0) =0 ’ w(0) =0 :
donde x € C*((0,T)). Supongamos jo = 1 y que para j € {0,...,Jo},
7, € C*([0,T);Ry), 7;(0) =0, (4.19)
dFr; . dF=1 (K .

Siguiendo la prueba del Lema 2.4, tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.4. Supongamos que ¥ y w son las soluciones fuertes de los sistemas (4.18), que jo > 1 y que kK, Tj,
J€10,...,jo} satisfacen las hipdtesis anteriores. Si F € X; _1, entonces para toda j € {1,...,jo} se tiene que

rweX;, 70fweL*(0,T;D(AF) (ke {l,...,5}),
y la estimacion

J

Jo
> 1m0kl oo sy < € (Irowle, + IFl,, ) -

j=1k=0

De manera similar, si F € X, _1, entonces para toda j € {1,...,j0} se tiene que
Y € Xy, Tof e L2(0,T3D(ATF)) (ke {l,....5}),

y la estimacion

Jjo J

S350 o zppassy < € (Im¥lix, + 1Pl ) -

J=1k=0
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4.2.1. Problema bien planteado

En esta subseccién probaremos la existencia y unicidad de las soluciones fuertes para el sistema adjunto (4.11).
Para simplificar la notacion, escribimos

h— (hu),h@),h(z’)),hw) vy g= (9(1),g<2>,g<3>vg<4)> B
Proposicion 4.5. Sea T' > 0. Asi, existe C' > 0 tal que si
il L= 0,1y < C,

entonces el sistema (4.11) estd bien definido: para toda g € [Xo]°, (v°,¢°) € V x HL(Q), eziste una tinica solucién
fuerte de (4.11) con

||('U7%07waw)”X1><X1><X1><X1 < C (HQH[XU]G + H(UO7SOO)HH1(Q)3) .

Demostracion. Usaremos un argumento de punto fijo: para toda ¢ € X, podemos resolver el sistema

—0w — Av + Vr, = wlos + g en (0,7) x Q,

—Op — Ap = vy + Plos + g@ en (0,T) x €,

dw — Aw + V1, = 1hes + g en (0,7) x Q,

O — Ap = —p@lo + g en (0,T) x €, (4.21)
dive =divw =0 en (0,T) x Q,

v=w=0, @e=v%=0 sobre (0,T) x 09,

o(T, ) =2, @(T,) =¢° w0,-)=0, (0,)=0 enQ,

Mas precisamente, el sistema esta en forma de “cascada”: podemos obtener de manera sucesiva ¥, w,v y ¢ con la
estimacién
0 0 ~
1,00, )l s < € (Iligs + 10 20 s gy + il o) 1B, ) -

En particular, podemos considerar el mapeo Z : Xy — Xo, ¢ — ¢, donde (v, p, w, %) es la solucién correspondiente
a (4.21). Podemos ver que de la desigualdad de arriba, si [|1]|;« o 1) es suficientemente pequeila, entonces Z es una
contraccién estricta. Aplicando el teorema de punto fijo de Banach, obtenemos que existe un tnico punto fijo para
Z y con esto finaliza la proposicion. O

De manera similar, podemos probar que el sistema (4.8) estd bien definido.

Proposicion 4.6. Sea T > 0. Entonces existe C > 0 tal que si
Il o< 0,7y < C,

entonces el sistema (4.8) estd bien definido: para toda h € [Xo]®, f € L2(0,T; L2 (w)), (y°,6°) € V x H}(Q), existe
una Unica solucion fuerte de (4.8) con

||(y797u70)||X1 x X1 xX1xX1 < C (||h||[X0]5 + ||f||L2(O,T;L2(w)) + ||(y0790)HH1(Q)3) .
Ahora, definimos los siguientes operadores

Oy — Ay + Vmy — bey
. 00 — A0+ uole
L (y7 Ty, 9; Uy Ty U) = —3tu ~ Au + Vﬂ'u - yl(j* s (422)

—0i0 — Ao — ug — 0lo«

—0w — Av + Vm, —wle-
=0 — Ap —vg — Plo~
Ow — Aw + Vm, — ey | (4.23)
oY — AY + pplo

L5 (0, Ty, @, W, Ty, ) 1=
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Esto nos permite reescribir los sistemas (4.8) y (4.11) como

L(y,my,0,u,m,,0) =h+(0,0, f1,,0,0,0) en (0,7) x Q,
divy =divu =0 en (0,7) x Q, (4.24)
y=u=0, 0=0=0 sobre (0,T) x 04, ’
y(0,)=19° 0(0,)=6° wT,-)=0, o(T,)=0 enQ,

y
L (0, Ty, 0, T, ) = g en (0,7) x Q,
dive = divw = 0 en (0,T) x €, (4.25)
v=w=0, ¢=1%=0 sobre (0,T) x 99, :

U(T7 ) = UO’ SD(Tv ) = 9007 ’U)(O7 ) =0, 1/J(O» ) =0 en.
Asf definimos la solucién por transposicién de (4.8). Para esto, consideremos (y, my, 6, u, m,, 0), una solucién fuerte
del sistema (4.8) y

(0, T, W, T, ) € [Xq 5 L2(0,T; HY(Q)/R) x X4]%, (4.26)
tal que
o(T,)=w(0,) =0, (T,-)=1(0,)=0 en . (4.27)
Notemos que si multiplicamos la primera ecuacién en (4.8) por v, la segunda ecuacién por @, la tercera ecuacién
por w, la cuarta ecuaciéon por ¥ y aplicamos integracién por partes, obtenemos

‘// (%gﬂho)‘ﬁ*@%mn¢ﬂ%ﬂwa¢)d$dt+lz/ fodudt
(0,T)x% (0,T)xw
:/@W%M@JWQWM%// h- (v, w, ) dedt. (4.28)
Q (0, T)xQ2

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 4.7. Sean h € [Xo]®, f € L2(0,T; L2(w)), (y°,6°) € H x L*(2). Diremos que (y,6,u,0) € [Xq x X,)?
es una solucion por transposicion del sistema (4.8) si para todo (v, 7y, @, w, Ty, 1) que satisface (4.26) y (4.27) se
cumple la relacién (4.28).

De aqui que, usando el resultado de la Proposicién 4.5, se tiene la unicidad de las soluciones por transposicién de
(4.8). En particular, si (y, 6, u, o) es una solucién fuerte de (4.8), entonces también es su solucién por transposicion.

4.2.2. Caracterizacion del control 6ptimo
En esta subseccién daremos un esbozo de la prueba del Lema 4.1.

Prueba del Lema 4.1. La existencia y unicidad del control éptimo se puede obtener siguiendo los argumentos de [2].
La idea es usar la convexidad de J bajo la condicién de que ||pf|p ) < C'y la diferenciabilidad Gateaux del
mapeo

G:L*(0,T;L*(0)) = X1 x X1, f* 0 (y(f*),0(f),

donde (y(f*),0(f*)) es la solucién fuerte de (4.8) asociada a f* y a (y°,6°, f) que satisfacen (4.2). A continuacién,
daremos una idea de cémo caracterizar al control éptimo. Sean f*, h* € L2( ,T; L?(0)) y escribimos

(v.0) =G(f).  (5.0) = DGy (h),
donde DG g« (h*) es la derivada de Gateaux de G en f* con direccién h*. De aqui, a partir de (4.8), podemos concluir
que (7, 6) debe satisfacer el sistema

O — AY+Vry+ G- V)y+(y-V)§=0ey en (0,T)xQ,
0,T

0,0 —ANO+7-VO+y-V0=h*1p en (0,7) x Q

divy =0 en (0,7) x €, (4.29)
7=0, =0 sobre (0,7") x 09,

7(0,) =0, 6(0,)=0 en .
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Ms4s atin, la derivada de Gateaux del funcional J, definido en (4.3), en f* con direccién h* estd dada por

~ *h*
DJs(h*) = // [(y -y )-g+(0—-0)- 9} dz dt + // ! dx dt. (4.30)
(0,T)xO* (0,T)x0 H

Por otro lado, usando que (y,0) € X; x X; y de la teoria de sistemas de Navier-Stokes, uno puede probar que existe
una unica solucién (u, o) € X3 x X; del siguiente problema

—Oiu — Au+ V7, + (Vy)Tu —(y-Vu+oVl=(y—y*)1lo- en (0,T) x £,

—0i0 — Ao —y-Vo=uy+ (0 —0*) 1o~ en (0,T) x 9,
divu =0 en (0,T) x €,
u=0, 6=0 sobre (0,T") x 09,
w(T,)=0, o(T,)=0 en ).

Ahora, multiplicando la primera ecuacién del sistema anterior por y, la segunda por ] y usando integracién por
partes, llegamos a que

// h*o da dt = // [(y—y*)-y+ (0 —0%)-0|dzdt. (4.31)
(0,7)x0O (0,T)x O*

gracias a que (¥, 0) satisfacen (4.29). Finalmente, comparando (4.30) con (4.31) concluimos que si f* es un punto
critico del funcional J, entonces

f* = —HMO,

que era lo que se queria probar. O

4.3. Estimaciones de Carleman

En esta seccién presentaremos las estimaciones de Carleman para probar el Teorema 4.3. Para esto, consideremos
wp un dominio no vacio tal que
Wy CwNO*.

Igual que en la Subseccién 1.2.2, usando [12], podemos construir una funcién n° € C%(Q) que satisface

n°>0enQ, n°=0sobre 99, mgxnozl, Vi’ #0en Q\ wp.

Para simplicar la notacién para mas adelante, definimos las mismas funciones que en la Subseccién 1.2.2 pero con
{=11:

exp (24)) — exp [A(22 + 1°(z))] exp [A(22 +1°(x))]

a(t,z) = AT — it , E(to) = T
24)\) — 22 29\

ax(t) = mixa(tr) = “LER I ) — mine(r.0) = i
24)0) — 23\ 23\

l0) = migalt) = LG, 60) = mixete) = ;i

con A > 1. Estas funciones cumplen las mismas relaciones (1.11)-(1.14). Mds adn, con estas funciones también se
tienen los resultados del Lema 1.8, Lema 1.9 y Lema 1.10, asi que podremos usarlos més adelante.
También introducimos la siguiente funcién peso

—Ssay

pi=e

Para esta funcion, tenemos los siguientes resultados:
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Lema 4.8. Sea T > 0. Para toda £ > 0, existen s, \g > 0 tales que para toda s > soT?? y X > Ao,
p<e en(0,7).

Demostracion. Notemos que existe A\g > 0 tal que para A > A\g

1
2N _ 0220 5 1240
2
asi, para A > \g v s = soT%2 se tiene
sap > spe?022!,

entonces tomando sy y Ag suficientemente grandes, tenemos

say > —Ine.

Con una prueba similar, también tenemos:

Lema 4.9. Sea T > 0, sean p,q > 0 y sea N > M. Para toda ¢ > 0, existen sg, Ao > 0 tales que para toda s > soT??

Yy )‘ 2 >\07
NP (s€)Te N5 LepM en (0,T) x Q.

Observacion 4.10. La funcién p que aparece en el enunciado del Teorema 4.3 es justamente la definida arriba,
con A = Aoy s = so(TH 4+ T22) para \g y so son suficientemente grandes. Notemos que la condicién (4.12) implica
que u < Cp'l. De aqui que, del Lema 4.8 se sigue la condicién de que 1l o< 0,7y < C (para C > 0 suficientemente

pequeno) que aparece en la Proposicién 4.5 y en la Proposicién 4.6.

Para lo que sigue, consideremos una sucesion de dominios no vacios w; tales que
w; C Wit1, Wirl CwnO* (71}0)
También consideramos la correspondiente sucesion de funciones suaves tales que

xi € C®(R*R,), x;=1enw;, consoportecompacto en wii.

4.3.1. Descomposiciéon y estimaciones para v

Para el sistema que satisface v consideremos la siguiente descomposicién que fue introducida en [5]:

2% = po(M) 4 @) 4 3)
donde v, v?) y v satisfacen lo siguiente
—9,vM 4+ ApM = plp (wlo* + g(l)) en (0,7), vM(T,)=0 enQ,
—0w® + Av® = —19p'vM en (0,7), v®(T,)=0 enQ,

/
—0w® + Av® = —20% (U(2) + 11(3)) en (0,7), vO(T,)=0 en Q.

Usando la regularidad de los sistemas de Stokes, tenemos

|

+[o]
X1

<ol (oo s )
X2

Xo
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Antes de continuar, definimos las siguientes cantidades:

2 2
Lw®) = // o2 (310)\11510 ‘Ug?»)’ + 55098 ‘Vvég')‘ ) de dt
(0,T)xQ

3

. . ) . 2 2
+y / / o250 G142 \2H2j 142 v3—1m§3>‘ dedt + / / e_2sa“ss)\9£§3‘v(3)‘ dedt (4.37)
=0/ /%0 0,T)xQ
y .
3 7
(3) k. (3)
Z Z HTJ@ ‘ L2(0,T;H2G—9)(Q)2) (4.38)
=1 k=0
donde 12
Tji=e s\ (sgﬁ) I (j=0,...,3) (4.39)

Entonces, nos dedicaremos a probar lo siguiente

Lema 4.11. Existen sq, Ao, tales que para s > so(T* +T?2), X = Xo, la solucién (v, o, w, ) de (4.11) satisface

(3) (3) 21 1|2 19 (1) 2 —250 12113 ¢12 (3)2
L@®) + 71 (0®) + [0, < C Hp (wlo- +g )‘X R ’v2 ] dzdt). (4.40)
0 0,T)Xwa

con v®) definido en (4.34).

Demostracion. La ecuacién (4.35¢) se puede reescribir como

—0,0® — Av® + vl = 20s0y; (V@ +v®) en (0,T) x €,

dive® =0 en (0,7) x Q, (4.41)
v®) =0 sobre (0,T") x 99, )
vB3(T,) =0 en Q.

Siguiendo la técnica que usamos en capitulos anteriores, aplicamos el operador V2A a la segunda componente de
v®) y obtenemos

—atv2Av§3) - szAvég) = 20say (VQAIéQ) + VzAv§3)) en (0,7) x €.

Usando el Lema 1.10, obtenemos que existen sg, Ao > 0 tales que para s > so(T!! + T22) y A > )¢ tenemos

) 2
// o250 (5)\25 ‘V3Av§3)‘ + s3N\4¢3 ’V2Avé3)’ > dx dt
(0,T)x

(//OT et ( (’Wmﬂ +]v2m ’)dxdt
><

o ,
+ / / e 25 5\, ’vm@
(0,T) x 59 ov

Usando la regularidad (4.36) podemos estimar el primer término del lado derecho de (4.42), asi obtenemos que

—2s 2 3,3 3y43 [ o2 AL, (3)]?
e sA{‘VAvQ ‘ 4PN ‘VAUQ ] de dt
(0,T)xQ
C H 19( 1 (1)) 2 2 >\£ 9 vZA (3) ’
p wlox +g ’ +// e “S% g ‘ )
Xo (0,T)x 0% Flov ?

2
+ / / e*28%3x4g3‘v2mg3>] dedt]. (4.43)
(0,T) xwo

2
dvy dt + //0 " e 2sag3\1g3 ‘vavéfi)’ dz dt) . (4.42)
Xwo

dvydt
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Para agregar los términos faltantes para recuperar Iy (v(B)), usamos dos veces el Lema 1.9, la primera con u = VAvég)

y r = 3, la segunda con u = Av;?’) y r =5, asi conseguimos

2 2
/ / o200 <35A655 VauP| "+ sTA%T Ao ) dz dt
(0, T)xQ
2 2
<C / / =250 <55A6§5 ‘vmgi”)] 4 sTASET ‘Avf)‘ )dx dt
(0,T) xwo

2
+ / / e*%as%%?"v?mgi”)] dxdt). (4.44)
0, T)xQ2

Ademas, usando Lema 1.8 con u = vg?’) y r =7, tenemos

—2sa [ 8198 @) |? 10411410 | (3|2
e STATET Vg | + 57 A8 vy dx dt
(0, T)xQ

2 2
<C // e ’v§3)’ dz dt + // e 2 gT\BET ‘Avgg)’ dedt |. (4.45)
(0,T)xwo (0,T)x

Por tltimo, usando la desigualdad de Poincaré y la condicién de divergencia nula, obtenemos
200y 81948 | (37 —2s0r (819 ¢8 3)]?
e U STNTE, ’vl ’ dedt < C e EAPNES ‘V’UQ ‘ dz dt. (4.46)
(0,T)xQ (0,T)xQ

Combinando (4.43)-(4.46), obtenemos que existen sg, Ao tales que, para toda s > so(T + T22), A > )y se tiene

2 - 9 3
+// e Mg\ ‘VZAW(
Xo (0,7) x5 “lov ?

2
+ Z // e—2sas3+2j )\4+2j£3+2j
=0 (0,T) xwo

2
L(®)<C <Hp19 (wlo* —|—g(1))’ dry dt

2—5 A, (3) 2 —2sa 1041110 |, (3) ]2
V=TI Avy™ | dadt + e STATE vy | daedt |, (4.47)
(0,T) xwo

donde I;(v(®) esta definido por (4.37). Por otro lado, podemos checar que las funciones peso definidas en (4.39),
satisfacen (4.19) y (4.20) con k = 20say, entonces aplicando el Lema 4.4 y juntdndolo con (4.47) tenemos

2
+ // e—QSans)\gﬂ ‘8v2AU§3)
Xo (0,T)x 89 ov

2
4 Z // 250 gBH2) \4+2) £3+2 ’V%J'Avé?ﬂ ’2 dz dt + // 205101110 ‘vé?’) ‘2 dz dt
j=0 (O,T)Xw() (

2
L®) + 1 0®) < C (pr (wlo- +4D)| dydt

O,T)Xw()

Para estimar el término de frontera, usamos la misma estrategia que en el Capitulo 2 (ver (2.40)), tenemos

2
// e Mg\ éVQAvég) dydt
(0,T) x 09 ov

T . 1/2 s 3/2
<O [ (o) () 050
0 H(Q) HS(Q)
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De este modo, tomando )\ suficientemente grande, podemos absorber el término C’)\’Sjl(v(S)) con el lado izquierdo.
Por tanto, obtenemos que existen sg, Ao tales que, para toda s > so(T + T22), A > )¢ se tiene

2
LE®) + 5 0®) < C (leg (w1o: +90)]

Xo

2
+3° / / o202 N2 | 2T A ’2 da dt + / /
j=0 (O,T) Xwo

2
e*“'sasl(ullglo‘vg?’)‘ dedt | . (4.48)
(O,T)Xwo

Para estimar los términos locales, usamos estimaciones de energia, esto es, hacemos el dominio un poco méas grande
y con ayuda de una funcién flan (véase (4.32) y (4.33)) e integracién por partes obtenemos

2 2
// e_28a53)\4§3( > AvéB)) dzdt < // Xoe_28a53)\4§3( > Av§3)> dz dt
(0,T) xwo Oy 0z, (0,T) Xw1 Oz 0,
9 -2 314¢3 o (3) 0 (3)
= — — sex —Avy’ —A
//(()7T)le Oy (Xoe SA%E ) Dandiz, Vs iy vy dadt

93 0

—2sar 314,43 (3) (3)

— Xo0€ s°A%E Av vy’ da dt.
//(oj)le o 836%833,1 2 Oz, 2

Luego usando la desigualdad de Young, obtenemos que para toda € > 0 se tiene

C

2 2
/ / e 2\ V2| dwat < el () + 2 / / e 257\ |Vaul? | daat.
(0,T)xwo € (0,T) x w1

Con el mismo argumento, estimamos los demds términos locales. Asi llegamos a

2 2
+// e_28a312)\13§12’v§3)’ dzdt | . (4.49)
Xo (0,T) Xws

Finalmente, para agregar un término de v usamos la identidad (4.34) y notamos que

LOE®) + He®) < C (Hp” (wio- +40)|

2o = p20@ 4 @ 4 @)

lo que implica que

9 2
P vlly, <€ (leg (wio- +9M)| ot Il(v“”)) :

Combinandolo con (4.49), se concluye (4.40). O

4.3.2. Descomposicién y estimaciones para w

Para la ecuacién de w, vamos a considerar una descomposicién similar a la que usamos para v. Consideremos

pTw = pw® +w® +w®), (4.50)
donde w™M, w® y w®) satisfacen
owM + AwM) = pop <we2 + 9(3)) en (0,7), w®(0,)=0 enQ, (4.51a)
ow® + Aw® = 16p"w™ en (0,7), w®(0,:)=0 en (4.51D)
dw® + Aw® = 17'{; (w(Z) + w(?’)) en (0,7), w®(0,)=0 enQ. (4.51c)
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Usando la regularidad de los sistemas de Stokes, tenemos que

o]+ o], <o (von o). (152)
1 Xa Xo
Definimos las cantidades
3 . L . 2 2
Lw®) =% / / o280 g142) \2+2j 142 ’V3_7Aw§3)‘ dadt + / / o200 5T ASET ‘w(3)‘ dedt (4.53)
=/ Jomxa (0,T)x %
y
3 J
=33 [[Fokw® ] (4.54)
== L2(0,T;H2G—H) (Q)2)
con
~ —sag 4 Z* 12 .
Tii=e M (&) 2T (5=0,...,3). (4.55)

Nos centraremos a probar lo siguiente:

Lema 4.12. Existen sq, Ao, tales que para s > so(T* + T?2), X > \o, la solucién (v, o, w, ) de (4.11) satisface

L)+ 1 (®) + HpmvH?{O + Lw®) + Jh(w®) + lestio

19 (1) 2 16 (3) 2 16,/ |2
<[l all, + s, vl

“asa [ 12413012 ] (3|2 718 ¢7 ®)]?
+ e SEATE T g |+ 8 A | Aws dedt |, (4.56)
(0,T) xwy

donde v y w®) estdn definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.

Demostracion. Reescribimos la ecuacién (4.51¢) como

dw® — Aw® + vrld) = —17sa; (w® +w®) en (0,T) x €,

divw® =0 en (0,7) x Q, (4.57)
w® =0 sobre (0,7T) x 99, '
w®(0,:) =0 en €.
Aplicamos el operador V2A a la segunda componente del sistema anterior
V2 AW — AV2AWSY = _17sq (vZ‘AwQ +V2AuLS ) en (0,T) x Q. (4.58)

Usando el Lema 1.10, tenemos
. 2 2
/ / o250 (53A4§5 ]vmm;?’)] FosAZE \mw;@\ ) da dt
(0, T)xQ2

<//0 T)xQ et ( ()VQA“’§2 ‘ + ‘VzAwQ ‘ )dxdt

0
—|—// e Mg\ ‘VQAwés)
(0,T)x 80 ov

2
dydt + / / e‘gsc’s?’)\“g?”VZAwé?’)‘ dedt|. (4.59)
(0,T) xXwo
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Notemos que el primer término del lado derecho de (4.59) se puede estimar con (4.52). Nuevamente, usando el
Lema 1.9 dos veces (la primera con u = VAw® | r =3 ylasegunda con u = Aw®, r = 5) y suméandolos tenemos

2 oy |2
// e 25 <85)\6§5 ’VAwéB)‘ + 87)\857 ‘Awéd)’ ) dz dt
(0, T)xQ
2 2
<C / / o250 <35A655 \mw;3>] 4 sTASET ‘Aw?)‘ )dxdt
(0,T) xwo
2
+ / / e~ 250 g3 4¢3 ’V2Aw§3)’ dydt]. (4.60)
(0, T)xQ

Luego, usando la elipticidad del operador de Laplace, también tenemos

2 2 2
/ / o 20 5T \BET (]wg3>\ + ‘Vw?)‘ )dxdt <C / / o250 gT)8¢T ‘Aw?)‘ de dt. (4.61)
(0,T)x%2 (0,T)xQ
Ademaés, usando la desigualdad de Poincaré y la condicién de divergencia nula, tenemos

2 2
// 6728%57)‘86117 ‘wg?’)’ dzdt < C // e*2sa57)\8£u7 ‘Vwé?’)’ dz dt. (4.62)
(0,T)x9 (0,7)xQ

Combinando (4.59)-(4.62), obtenemos la siguiente estimacién para Io(w®)):

2

+ // e—2sans>\£ﬁ ‘aVQAwgi)
Xo (0,T)x 09 v

2
. . . . 2
+ E // e 280 g3 2 \AH 2] £342) ‘VQ_JAwég)‘ dzdt. (4.63)
]_0 (O,T)XUJO

2
Lw®)<C (leﬁ (ves+9®)| dyadt

De nuevo, podemos checar que las funciones peso definidas en (4.55), satisfacen (4.19) y (4.20) con k = —17so¢é7
entonces aplicando el Lema 4.4 y juntandolo con (4.63) tenemos

2
+ // e—2sozns)\é—ﬁ ‘aVZA’LUéB)
Xo (0,T) x99 ov

2
- / / e 202 N2 | 2T A ‘2 dz dt.
j=0 (O,T) Xwo

2
dvydt

Lw®) + B{w®) < ¢ (Hpm (vea+9)

Para el término de frontera, hacemos una estimacion similar a la que hicimos para v de modo que si tomamos Ag
suficientemente grande, podemos absorberlo con el lado izquierdo. Luego, usando estimaciones de energia logramos

estimar los términos locales de VzAwé?’) (j =0,1,2) en términos de Awé?’). Asi obtenemos

2 2
Lw®) 4+ Jy(w®) < C pr (weg + g(3)>‘ + // e 25T \8LT ‘Awég)‘ dzdt|. (4.64)
Xo (0,T) Xws
Finalmente, para agregar el término de w, usamos (4.50) y (4.52). Juntando todo lo anterior con el Lema 4.11
concluimos el Lema 4.12. O
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4.3.3. Quitando los términos locales de v y w
En esta seccidon vamos a estimar las integrales locales de vé?’) y de Awg’) que aparecen en el lado derecho de (4.56)
en términos de ¢ y . Esto es, probaremos el siguiente resultado:

Lema 4.13. Existen sq, N\, tales que para s > so(T* + T?2), X\ > Xo, la solucién (v, o,w, ) de (4.11) satisface
L)+ 7 (0®) + szlvnio + L(w®) + Jo(w®) + lestiU

<C 18—1 (1) 2 16 (3) 2
) p g x +llp g <
0

w [ (el ) dxdt) . (465)
(0,T) xweg

donde v y w®) estdn definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.

., . 3 . .
Demostracion. Comenzamos estimando Awé ) Usando la primera ecuacién de (4.11), tenemos que

C g Hpm_%g@)‘ + 09|15
Xo 0 Xo

Awy = —8Avy — A0y + Oy, div g(l) — Agél) en (0,7) x O*
y de la descomposicién (4.50) se sigue que
wés) = p'Twy — pwél) - wéZ), (4.66)
por lo que se tiene

Awf) =pl7 (—8,5A’U2 — A%0y + 0, div g — Ag§1)> — pAwél) — Awém. (4.67)

Usando (4.32), (4.33) y el Lema 4.9 tenemos

2 1
// e—2so¢s7)\8£7 ‘Awg”‘ dzdt < // X4e—(2—7)so¢n
(0,T) xwa (0,T)xws

= // X4p(19*%)Aw£3) (thAvg — A%uy + Oy, div g(l) — Agél)) dx dt
(O,T)XOJ5

2
Awég) ‘ dz dt

— // X4p(27%)Aw§3) <pAwél) + Awf)) dzdt. (4.68)
0, T)xws

Solo haremos la estimacién del primer término en lado derecho de (4.68) ya que los demds términos se estiman de
manera similar. Aplicando integracién por partes tenemos

1
— X4p(19*%)Aw§3)8tAv2 dzxdt = 19 — = p(lsf%)p/A X4Aw§3) vo da dt
(0,T) xws (0,T) xws 7

+ // p19=P)A ()@@Au;ég)) vodzdt. (4.69)
(0,T)xws

Ahora, notemos que |p/| < Cp'~7, entonces usando (4.52), (4.54), (4.55) y la desigualdad de Young, tenemos que
parae >0

2 1
// efzs%usg]mgﬂ dzdt < C le(w(s))+7// p208=2) vy * dz dt
(0,T) Xws € JJ(0,T)xws

. 2 2 2
n les 79(1)HX n prg(s)HX I HPMQ/’HX(J) . (4.70)
0 0
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Ahora, para estimar el término de vég), usamos (4.34) y (4.36)

2
// e 2 gl2\13¢12 ’vg?’)’ dedt < C // p*0 |Ug\2 dx dt + leg (wlo* + g(l))‘
(O,T)XUJ4 (O,T)Xw4

Combinando lo anterior con el Lema 4.8, (4.56) y (4.70), se tiene

2
Xo |

L®) + 1 0®) + |05, + L(w®) + S (w®) + || p"5w]|;

<C 18—-1 (1) 2 16 (3) 2 16|12 2(18—2) 2 e d 4.71
R i e e P ] o Y [vof* dzdt | . (4.71)
0 0 1) Xws

Finalmente, vamos a quitar el término local de vy. De la segunda ecuacién en (4.11) tenemos
—0p—Ap=vy+1+g¢? en (0,T) x O*

asi, considerando (4.32), (4.33) y la descomposicién (4.34) tenemos

// PP v, dr dt < // X5p™ 7 (pvél) + o) + vé?’)) (*atsﬁ —Ap—— 9(2)) dzdt. (4.72)
(0,T)xws (0,T)xwe

Aplicando integracién por partes y considerando (4.36), (4.38), (4.39) y la desigualdad de Young, obtenemos que
para toda € > 0

// p2(18=%) va|* dz dt < edo(v®)
(0,T)Xws

1 19 (1) ‘ 2 30—12 2 2
+8<Hp (wlo*—kg ) x0+ (07T)Xw6p 7 (|<p| +|¢|)dxdt . (4.13)

Juntando esto con (4.71) obtenemos (4.65). O

2 16—3 (2)
-7
S

4.3.4. Estimaciones para ¢

Para la ecuacién de ¢, definimos la siguiente cantidad
Be)i= [[ e (SN s Vel + (50)7 (|80 +l0gl”) ) dodt,  (47a)
(0,T)xQ

para la cual probaremos lo siguiente:

Lema 4.14. Ezisten sq, \o, tales que para s > so(T +T%2), X > \o, la solucion (v, p,w,) de (4.11) satisface

]1(1,(3)) + Jl(U(S)) + Hp21v||§2§0 + IQ(’LU(S)) + Jg(w(3)) + lest?{O + I3(p) + ||P2290||§(0

<C (les—;g<1>‘

X

+ / / o (I + [P da dt) . (475)
(0,T) xwsg

donde v y w® estdn definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.

2 +H 15-2 (2)‘2 _|_H 16 (:’,)H2 +H 161/’H2
X, P g X, P g , P X,
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Demostracion. Como ¢ satisface una ecuacion de calor, aplicando un resultado estandar de Carleman para calor
(ver [9]), tenemos que existen sg, A tales que para s > so(T' +T22) y A > \g tenemos

2
I3(p) + ||p22<p||§( <C // e Hagd \igd |g0|2 drdt + He22 (vg + v+ g(2))‘ . (4.76)
© (0,T) xwo Xo
Combinando lo anterior con (4.65) se tiene (4.75). O

Ahora, antes de trabajar con 1, usaremos los acoplamientos del sistema (4.11) para obtener una nueva ecuacién
para :

Lema 4.15. Supongamos que (v, @, w,v) es una solucion suave de (4.11). Entonces
(0= A) (=01 = A)?Ap = 02, + Ags”) — 8, div g + (9, — A) (Agl) — 0, divg™)
+ (=0 — A)AGW + (8, — A) (=0 — A)AGP  en (0,T) x [0* Nw]. (4.77)
Demostracion. Del sistema (4.11), tenemos
Ay = 0,0 +divg® en (0,T)xQ y Am, =divg™ en (0,T) x O*,

de aqui que
t — wo = N + — Oy 1V en 5 X 5
6 A A 63{(? Aggg) 8 2 d g( ) 0,7 Q

(=0 — A) Avy = Awy + Agt? — 8, divg™  en (0,T) x O*.

De las dos relaciones de arriba, obtenemos
(0 — A) (=0 — A)Avy = 2 b+ AgS) — 0, divg® + (9, — A) (Agg” — 8, div g<1>) en (0,7T) x O*.
Combinando esto con la segunda ecuacién del sistema (4.11), se tiene que
(0 — A) (=0, — A)2Ap = 32,9 + Agt? — 0, divg® + (9, — A) (AggU — 8, div g<1>)
+ (0= D)0~ M)A (0 +9@) en (0,7) x O".

Finalmente, usando la cuarta ecuacién en (4.11) y recodando que w N O = ), obtenemos (4.77). O

4.3.5. Descomposicién y estimaciones para

Para 1 haremos una descomposicién similar a la usada con v y con w, para esto consideremos

P = pp™M 4+ @ 4 B (4.78)
donde M), @) y 3 satisfacen
AW + A = 12 (fusolo Jr9(4)) en (0,7), %™M(0,)=0 enQ, (4.79a)
O + Ay =129 M) en (0,7), %®(0,)=0 en, (4.79b)
/
o + Ag® = 137 (4@ +y@)  en (0,7), ¥O(0,)=0 en . (4.79¢)
p

Usando la regularidad de los sistemas de calor, tenemos

S Hp” (—Wlo + 9(4)>‘ (4.80)

o], + o]
X3

X2 XO
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Definimos las cantidades

. . . o . 2 2
1/’(5 Z// 672Sa51+2j)\2+2]§1+2j ’Vsﬂail?/)(g)‘ dx dtJr// efzsaﬁ57)\8€u7 ‘1/)(3)‘ da dt (4.81)
0,T)x (0,T)x

Yy
5 J
k 2
Z Z 17501 ¢HL2(O,T;H2(J'*’€>(Q)) ’ (4.82)
j=1k=0
con ~ \ c e
Tii=e M (&) 2T (j=0,...,5). (4.83)

Vamos a probar lo siguiente:

Lema 4.16. Ezisten sq, \o, tales que para s > so(T +T%2), X > X, la solucion (v, p,w,) de (4.11) satisface

[4(1/)(3))+J4(¢(3))+Hp14wH§(0 <C <Hp12 (_Wﬂo +g(4)>‘ ? + // e ZsagT)\8eT ‘aﬁlw(B)‘zdx dt) , (4.84)
XU (O,T)XUJQ

donde ®) estd definido por (4.78).

Demostracion. Aplicamos el operador V29?2 , a la ecuacién que satisface 1, asf obtenemos que
0, V202 ) — AV202 y®) = —13s0] (V282 @ 4 V28§1¢(3)) en (0,T) x Q.

Usando el Lema 1.10, tenemos que para A = \g y s = so(T! + T22)

2 2
/ / o250 <3A2§ (9202, 0@ 4 s\ 9202, | )dw t
(0,T)xQ

(// o202 ( (‘v%’)? v 4 7222, 4 )dxdt
(0,T)x

2 2
+ / / CRRTOYS ‘ V292 B3| dydt + / / e*“‘ms%‘g?’jv?aglw@)] dzdt | .
(0,T)x 00 (0,T) xwo

Notemos que el primer término del lado derecho en lo anterior, se puede estimar con (4.80). Ademds, usando el
Lema 1.9 dos veces (la primera con u = vaglw@‘), r =3 y la segunda con u = 3§1w(3), r = 5) y juntandolo con lo
anterior, tenemos

3
Z// o250 142 \ 2425 ¢142]
j=0 (0, T)xQ
2
<C Hp” (—us@lo + 9(4))’

X 2
vII2, 4| dwat

dvydt

2
+ // _230‘118)\5 ‘ v282 w (3)
Xo (0,T)x 8%

. . . ) 2
+ Z //0 ” —23&53+2] )\4+2]£3+2] ’v2—j ailw(Z?) da dt
X wo

Luego, usando que 2 es acotado y 1 = 0 en 0f2, tenemos

2
// e—2saﬁs7)\8£ﬂ7 ‘1/1(3)‘ dzdt < C’// o2 gT 8T
(0,7)xQ (0,T)xQ
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Juntando lo anterior tenemos que

LW)<C (Hp” (*#9010 + 9(4))‘ dydt

2 —2sa 9 202 (3) ?
+ e SNy | 5= V7O,
Xo (0,7) x99 ov
+Z / / e 2 ITH NI 342 ‘VQ‘jailqp(?’) Cardt], (485)
(0,T) xwo

para A = Ao v s = so(TH + T?2). Lo siguiente es estimar el término de frontera que aparece en el lado derecho de
(4.85). Para esto, notemos que las funciones peso definidas en (4.83) satisfacen (4.19) y (4.20) con £ = —13sa, por
lo que podemos usar el Lema 4.4 para agregar el término Jy(¢) en el lado izquierdo de (4.85) y tomando sg y Ag
suficientemente grandes tenemos

L™ + Ju(v®)

2
’ + // e 280 g3 T2 \IH 2] £312) V2_j8§1w(3) de dt]. (4.86)
Xo (0,T) xw

Hp” (—/wlo +g(4))‘

Los términos locales se pueden estimar igual que como lo hicimos con v y w. Finalmente, considerando (4.78) y
(4.80) podemos agregar un término de 1) para obtener (4.84). O

4.3.6. Prueba del Teorema 4.3
En esta subseccién vamos a juntar el Lema 4.14, el Lema 4.15 y el Lema 4.16 para probar el Teorema 4.3.

Prueba del Teorema 4.3. Tenemos que estimar el término local de 9?2 17,[1(3). Para esto, usando la descomposicién
(4.78) y el Lema 4.9 tenemos

2
/ / o250 gT 8T ‘aﬁlw@)) dedt < / / X2p® P02 ) (pw@ilz/) — p02 1) — aglw@)) de dt.
(0,T) xws (0,T) xws

Luego, usando la identidad (4.77) tenemos

// XopPP D92 P92 pdrdt = // XopP D92 ) [(9, — A)(—0, — A)? Ay
(0,T)xws3 (0,T) xws3
~8g8 + 0y, div g = (0, = ) (AgE — O, div g™ ) = (=01 = A)AGD — (8, — 8)(=0; — A)Ag?) | da at.

Aplicando integracién por partes, usando (4.82), (4.83) y la desigualdad de Young tenemos que para € > 0

// 67250457)\867
(0,T) xwa

C
+ = <Hp12 (~uelo+ 9(4)

a2 .
xlw(‘”] dedt < eJo(®)

2
+Z// dxdt—i—// PP % o dadt | .
0 T)><Q (0,T) xws3

Juntando lo de arriba, con la estimaciones (4.75) y (4.84) obtenemos lo siguiente

L®) + ) +[|p? 03, + L®) + @) + || 0P|,

+I5(0) + |0 ell, + 1@ ®) + L@ @) + [l

_1 2 _2
<o (imtolt ot o) ).
) we
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Finalmente, tomando en cuenta la condicién (4.12), podemos absorber el término p'?uple por el lado izquierdo,
asi obtenemos (4.13) y concluimos el Teorema 4.3. O

4.4. Prueba del control jerarquico exacto
En esta seccién mostraremos cémo obtener el Teorema 4.2 a partir del Teorema 4.3. Recordemos que h y g estan
definidas como
h— (h(1>,h<2>,h<3)7h<4>> vy g= (gu)’g@),g@),g(zx)) ,

Primero modificaremos la funcién peso p de (4.13) por p, definido como sigue

() vepd]

p(t) te E,T}

py(t) :=

Asi, las funciones p; y p2 mencionadas en el Teorema 4.2 son precisamente

pri=p't y pai=pf (4.87)
Ademas, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 4.17. Con las hipdtesis del Teorema 4.3, la solucidn (v, p,w,v) de (4.11) satisface
HpiQ (U"P’w’d’)H[xo}fi + [1(w(0, ), ©(0, '))||L2(Q)3 <C (HpéZQH[xo]ﬁ + Hpés(‘DHLz(O,T;L%w))) ) (4.88)
Demostracion. De (4.13), tenemos
[5? (v, 0,0, w)HL2(T/2,T;L2(Q)6) S Hpéng[xo]fs + Hptllg‘pHm(o,T;m(w)) : (4.89)

Ahora, consideremos una funcién y € C*(R;[0,1]), x = 1 en (—o00,T/2], x = 0 en [3T/4,00). Se sigue de (4.11) y
(4.23) que

L* (x (0,7, w, T, ¥)) = X9 + X' (0, 0,0, %) en (0,7) x Q,
le(X’U) = le(X’UJ) =0 en (07T) X 97
(xv) = (xw) =0, (xp) =(x¢) =0 sobre (0,T) x 99,
(XU)(Tv ) =0, (X(,O)(T, ) =0, (X’U))((L ) =0, (X"/})(Ov ) =0 en{l.

Aplicando la Proposicién 4.5 al sistem anterior tenemos

Ix (v, 0w, ) 20,7352 ()0 )0 (0,7312 (2)0) < C (HXQH[XO]G +[Ix' (U,%W,WH[XO]G) : (4.90)
Notemos que el soporte de x’ estd contenido en (1/2,37/4) y ademds

p(t) =0 (7 ) >0 (e /2Ty,

Combinando esto con (4.90), obtenemos
Hp§2 (11, ¥, W, ¢) ||L2(07T/2;L2(Q)6) + H (U(Oa ')a 4,0(0, )) ||L2(Q)3
12 22
<C (HPu g||L2(O’3T/4;L2(Q)G) + th (’U’ SD?w’w)||L2(T/2,3T/4;L2(Q)G)> ’

De esta relacién junto con (4.89), se concluye (4.88). O
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Usando el resultado anterior, vamos a probar la controlabilidad nula del sistema lineal (4.8). Para esto, definimos

el siguiente espacio de Banach
h
F = {h D =5 € [X0]6}
Pi

h
22

dotado de la norma

1Pl 7 =

[Xo]®

Proposicién 4.18. Supongamos que w N O = (, que w N O £ § y (4.12). Entonces, existe un operador lineal
continuo
MV x HE () x F = [X; x X4]* x L2(0,T; L?(w))

tal que, para toda (y°,0°) € V x H}(Q) y h € F,

((yv oaua U)a f) =M ((yO’QO)’ h)

corresponde a la solucién fuerte del sistema (4.8) asociada a las condiciones iniciales (y°,0°), a h y a un control f
tal que se tiene la estimacion

f

(y,0,u,0) g
Py’

Jr
ppt

L2(0,T;H2(Q)8)NHL(0,T;L2(2)°)

<C(Ihlr + 10 ) - (49D)
L2(0,T5L%(w))

En particular,

Demostracion. Definimos el espacio
X = {(’U,ﬂ'v,@,w,ﬂ'w,lb) e C> ([0, xﬁ)s : Veo=V-w=0 enl0,7] xQ,
v=w=0 sobre[0,T] x9Q, ¢=1 =0 sobre[0,T]x 0%, /Qm dzx = /Qﬂ'w dr=0 en [O,T]}.
Recordando que el operador L* estd definido en (4.23) y que satisface (4.25), consideramos la forma bilineal

(@ 70,00, 70y 9) (3,70, 8,0, 70 B) )

= [[ A ) 1 (e R D) drde+ [ pPopanar (192
(0,T)x 2 (0,7)xQ

y la forma lineal
(7m0 07,0) = [ (5.6.0.0) hdedet [ (50.)4° +50,96) d.
(0,T)xQ Q

Usando (4.88), podemos ver que la forma bilineal (-, -) x definida en (4.92) es un producto escalar en Xj. Denotemos
por |||, la norma correspondiente y por X la completacién de Ay con dicha norma. Se sigue de (4.88) que

HP?Q (%%%WH[XOP + H(U(07 ')790(07 ))”L?(Q)d <C ||(U77TU7SO’W,7Tw>¢)Hx-

En particular, £ € X’ con

h

1l <C| ||-2

+ H(yO’HO)HH(QP

[Xo]®
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Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Riesz y asi obtenemos la existencia y unicidad de (v, my, @, w, Ty, %) € X
tal que para toda (5, T, O, W, %u,,QZ) e X,

N

(0,70, 0,0, 0), (8,70, 8,0, 7 §) ) = (0,70, B, B, T ) (4.93)
X

Ahora, definimos
(yaeauao—) = ,0§4L* (anvagoawa’ﬂ_wﬂ/))a f = ph2690

Gracias a (4.93) tenemos que (y, 8, u, o) es una solucién por transposicién de (4.8) asociada a f y a h (en el sentido
de la Definicién 4.7). Mds aun, también tenemos la estimacién

<C
L2(0,T5L2(w))

+
[Xo]®

+ ||(y0790>HL2(Q)3

f
NES
b

[Xo]®

Luego, uno puede probar que (y, 7y, 0,u, T,,0) es solucién de

= + ( Y, 797”70)

I <(y,7Ty,0,U,’/Tu,O')> (h'(l)vh(Q) + flw,h(g),h(4)) 11PE _
12
Py Py

con

0

div [ 2 ) —div [ L) =0 en 1) x0, BB o gobre (0,7) x 00
Py Py P
(y,0) (¥°,6°) (u,0)
0,-)=|——1, T,.)=0 en Q.
< phn (0,-) Pél pél (T,-)

Aplicando la Proposicién 4.5, se obtiene (4.91). O

Finalmente estamos en posiciéon de probar el resultado de controlabilidad nula:

Prueba del Teorema 4.2. La proposicién anterior nos permite definir el siguiente mapeo
N<h) = (_ (y : v) Y, —y- vea - <Vy)—r U+ (y : v) u—oVe — y*10*7y Vo — 9*10*) ) (494)

donde ((y,0,u,0),f):=M ((yO,HO), h) para h € F. Notemos que si h es un punto fijo del mapeo N, entonces la
solucién correspondiente (y, 0, u, o) es una solucién de (4.6) (ver (4.9) y (4.10)). Usando inclusiones de Sobolev y la
desigualdad de Hélder, tenemos

2

p p P P
s d 1/ o2 L2, (@)2)nH (0.15L2(2)?)
Combinando lo anterior con (4.91), (4.94) y
(", 0%)
7w © [X0]37
Ps

obtenemos que existe una constante Cy > 0 tal que para toda h,/ﬂ € F, se tiene

h
22

(y*,0%)
22

IV (W)l = < Co
Py

+11(4°.6°) HHl(Q)3 + (4.95)

[Xo]®

[Xo]?
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- ), < (e il 0P ) -, e
Ahora, consideremos
ao L
" 8C
y tomemos
6 e <5 || <5

[Xo]?®

Entonces, usando (4.95) y (4.96), se sigue que la bola cerrada en el espacio de Banach F definida por
Br(0,R) = {he F : |lhll; < R}

es invariante bajo N y en esta bola, N es una contraccién estricta. Esto implica que existe un punto fijo y por lo
tanto se concluye el teorema. O
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Capitulo 5

Control para Stokes usando la estrategia
Stackelberg-Nash

En este capitulo usaremos la estrategia Stackelberg-Nash en un sistema de Stokes. Actuaremos en el sistema a
través de una jerarquia de controles. Obtendremos un equilibrio de Nash para los controles “seguidores” (corres-
pondientes a una optimizacién multi-objetivo no cooperativo) y el control “lider” tendrd un objetivo de control a
cero. Ademas, pediremos que este ultimo control tenga una componente igual a cero.

5.1. Introduccion

Sea Q ¢ RY (N = 2,3) un dominio acotado con frontera 95 suficientemente regular. Sea T > 0 y sean w, O1, Oy C

() abiertos no vacios tales que
wﬂOi :(Z) (i: 1,2).

Consideremos el siguiente sistema de Stokes:
Oy — Ay +Vm, = hl, +v'lp, +v%1lo, en (0,T) x Q,
divy =0 en (0,T) x £,
y=0 sobre (0,T) x 09,
y(0,) =¢° en Q.

(5.1)

En el sistema anterior, y = y(t,z) € R describe la velocidad del fluido, my, = my(t,z) € R la presién y y° es un
dato inicial dado. El conjunto w es el dominio de control principal, O;, 02 son dominios de control secundarios;
1y, 1o, ¥ lo, son las funciones caracteristicas de w, O; y Oq respectivamente; los controles son h,v*,v2, donde h
es el control lider y v! y v? los controles seguidores.

Supongamos que el control A tomé su decisién, los controles seguidores intentan conseguir un equilibrio de Nash
para los funcionales J; (i = 1,2). Es decir, fijamos

he L*0,T; L*(w)N~ Y, 4% eH, (5.2)

y consideramos los siguientes funcionales con peso

Z‘ 2
Ji (v',v?) :}// ‘y—yi’dfdxdt—i—l// udxdt (i=1,2). (5.3)
2 (0,T)xO;,q 2 0,T)x0; Hi

Buscamos controles v* € L?(0,T; L?(0;)) tales que

J1 (vl,v2) = Hilin J1 (51,1)2) ,  Jo (vl,v2) = Hll;n Jo (01,52) . (5.4)
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Cualquier par (’ul,fuz) que satisfaga (5.4) es llamado un equilibrio de Nash para J; y Js. Notemos que si los

funcionales J; (i = 1,2) son convexos, entonces (vl, v2) es un equilibrio de Nash si y sélo si

<gﬁ (v',v?) ,171> =0 Vo' € L*0,T;L*(0y)) (5.5)
y

0J2 1 1 oy -2 2 72 2

W(U’U)’U =0 Vo° e L*(0,T;L*(02)). (5.6)

Usando el resultado de [16, Corolario 3.3], obtenemos lo siguiente
Lema 5.1. Dados h € L*(0,T; L*(w)N 1), y4 € L*(0,T; L*(Oiq)) (i = 1,2) y y° € H. Existe C > 0 tal que si
||/~LiHL°°(O,oo) <C (Z = 1’2)’

entonces el par (vl,vz) es un equilibrio de Nash de Jy y Ja si y solo si v' = —puy'le, (i =1,2) donde (y,'yl,fyz)
es solucion del sistema acoplado

oy — Ay +Vr, =hl, —mye, — p2yv*lo, en (0,T) x Q,

—0yt =AY + Vil = (y —yh ) 1o, , en (0,T) x Q,

—0y? — Ay + V?T% = (y—y*") 1o, en (0,T) x Q, (5.7)
divy =divy! =divy?2 =0 en (0,T) x Q, ’
y=7'=+2=0 sobre (0,T) x 08,

y(oa ) = y07 71(T7 ) =0, 72(T7 ) =0 en (2.

Una vez que encontremos el equilibrio (vl, 1)2) para cada control h, lo que sigue es buscar el control lider h que

satisfaga el problema de control nulo. Asi que nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.2. Sea T > 0. Supongamos que wNO; = 0 (i = 1,2), que O14 = O2.4 =: Oq y que wN Oy # 0.
Entonces, existen C > 0 y funciones p1, pa € C°([0,T)) tales que

p1(0)=p1(T)=p2(T) =0, p1>0en(0,T), pz>0en]0,T)

con la siguiente propiedad: si

1,d ,2,d

B B2 o peoqo, ), W) L2(0,T; L2(Q)2N), o € A,

p1 p1 P2
con

1,d ,,2,d
(y" %, y>?) 0
| 1o <€
L2(0,T;L2(Q)2N)

entonces, existe un control h € L*(0,T; L*(w)N 1) tal que la solucién de (5.7) satisface
y(T,) =0 en

Una vez mas, probar el resultado anterior es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad para el
sistem adjunto

Oz — Az + V. = p'lo, , + ¢*lo, , en (0,7) x Q,

ot — Ap' + V7l =~ zlo, en (0,7) x Q,

Opp? — Ap? + ng = —pozlo, en (0,T) x £, (5.8)
divz = divp! =divp? =0 en (0,T) x Q, '
2=l =p?=0 sobre (0,7T) x 99,

2T,y =27, ¢10,)=0, ¢?0,)=0 enQ,
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Teorema 5.3. Sea T > 0 y sea j € {1,...,N}. Supongamos que wN O; =0 (i =1,2), que O1 4 = Oz =: Oq y
que w N Og # 0. Entonces, existe una funcion p tal que

p(0)=p(T)=0, p>0en(0,T)
con la siguiente propiedad: para toda 1, e que satisfaga

H1 o 2 0o
575 €L (O7T)a

existe C > 0 tal que para toda solucién (z, o, p?) de (5.8) se tiene

N

2
||pM+5(Z’¢1,¢2)HL2(07T;L2(Q)3N) <C Z // MY | P dadt (M > 0). (5.9)
k=1 k4] (0, T)xw

5.2. Estimaciones de Carleman

Usaremos las mismas funciones peso de la Subseccién 1.2.2. También haremos la prueba en dimensién N =2 y

usaremos
O := 01,0 =024. (5.10)

Entonces, tomando ¢ = ¢! + ¢? podemos reescribir el sistema (5.8) como:

-0z — Az + V7, = ¢lo, en (0,7) x €,

Oip — Ap+ Vg = —2 (u1lo, + peleo,) en (0,7) x Q

divz=divg =0 en (0,7) x €, (5.11)
z2=¢=0 sobre (0,7") x 09,

2(T,) =2, #(0,)=0 en .

Asi tenemos lo siguiente:

Proposicién 5.4. Supongamos que w N O; =0 (i =1,2) y que wN Oy # () . Entonces, existe C > 0 tal que para
toda 2T € M, la solucion (z,¢) de (5.8) satisface

// e 2(MEB)sag 412 qp At + // e~ 2MH2)s05 1412 4 dt < C// e 2(MHDses 1 P dgdt,  (5.12)
(0, T)xQ2 (0, T)xQ 0, T)xw

para toda s > C(T* +T?") y M > 0.
En lo que sigue consideremos p = p(t) := e ** y consideremos una sucesién de dominios no vacios w; tales que
W; Cwit1, Wit1 CwNOy (i =0), (5.13)
con sus correspondientes funciones suaves
xi € C®°(R%*R,;), x;=1lenw;, consoporte compacto en wiyi. (5.14)

5.2.1. Descomposicion y estimaciones para ¢

Las estimaciones que haremos a continuacién estan basadas en descomposiciones similares a las usadas en el
capitulo anterior (ver (4.34),(4.50),(4.78)). Asi, para el sistema que satisface ¢ consideremos la siguiente descompo-
sicién: sea M > 0 o

PM T = pd+ ¢ + 0, (5.15)
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donde @, (Z y 5 satisfacen

hd+ Ap+ VT, = —p™z (uilo, + p2le,) en (0,T) x Q,
Ohp+ Ab+Viy=Mps en (0,T) x €,
81+ A + Vi, = (M + )% (</>+¢) en (0,T) x €, (516)
divg = dlvd) dlvd) =0 en (0,7) x Q,
b=b=¢= sobre (0,7") x 09,
$(0,) = (0, ) 9(0,) =0 en .
Usando el resultado de regularidad del Lema 4.4 tenemos
315, + (3], < Cll-r=Guio, +m1o)|3, (517)

Antes de continuar, definimos las siguientes cantidades

3
= Z // e (56)T |ViAu1|2 dzdt + // e 250 (sfﬁ)7 lul® dz dt (5.18)
0, T)xQ2

i—0 (0, T)xQ

\w

3
ZZ ||Tjafu||iQ(O,T;HQ(j—k)(Q)Z)’ Tj=e 0 (5511)% o (j=0,...,3). (5.19)
Jj=1k=0

Entonces, nos dedicaremos a probar lo siguiente:

Lema 5.5. Ezisten Ao y so tales que para X\ > \g y s = so(T* +T2%), ¢ que cumple (5.15) y (5.16) satisface
~ ~ 9 9 B -2
K@)+ 1@ + |0 2lf}, < © <HpMz<mlol emtol,+ [[ e e |ady dxdt) - (5:20)
0,7T) Xwa

Demostracion. Primero, notemos que podemos escribir el sistema que satisface 5 como
0+ A+ Vig = — (M +1) say ($+$) en (0,T) x Q.

Ahora, siguiendo la misma estrategia que en capitulos anteriores, aplicamos el operador V2A a la primera compo-
nente de ¢ y obtenemos

0 VAR — AV2AG = — (M +1) sa} (v%&l n V2A$1> en (0,T) x €.

Aplicando el Lema 1.10, obtenemos que

// o2 (sg|V3A$1\2 +(s8)° |V2Aq§1|2) da dt
(0,T)x

_ 2 -
<C // e 25 (soz{i)2 (|V2A¢1|2 + ‘VQAQH‘ ) de dt + // e_QS“”sfﬁ EVQAqSl
(0,T)x (0,7) x99 ov

+ / / e~ (s£)* V2 Agy | dz dt) . (5.21)
(07T)><UJ0

2
dvydt
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para A > C' y s > C(T* + T?"). Luego, aplicando dos veces el Lema 1.8, la primera con u = VA%l yr=3yla
segunda con u = A¢; y r = 5, obtenemos

//(OT ><Qe (S5 ’VA%’ (s€) ‘A¢1‘ )dxdt
<//0T)XQ 20 (s¢)° | V2 Ad | dasdt—l—//OT)Xw o250 ((85)5‘VA$1‘2+(S€)7‘A$1‘2) dxdt), (5.22)

para A > C'y s > C(T* + T?). Por otro lado, usando la condicién de divergencia nula de 5 se tiene
| - ] < ||

Més aun, como oy y & no dependen de x, usando la desigualdad de Poincaré y la elipticidad del operador de
Laplace, obtenemos que

~|2 ~ 12
/ / e 20 (sg)" o] dvdt < C© / / @255 (s6y)" [V |t
(0,T)x (0,T)x
~ |12
<C / / o 25 (sgﬁf]mpl) dedt. (5.23)
0, T)xQ

Juntando (5.21)-(5.23), obtenemos

2
(// *2““ sa ) <|V2A¢1| + ‘V2A¢>1‘ ) dx dt + // e*2so‘”sfﬁ ’3V2A$1
0,T)x (0,T)x 8 v

+»//(0,T)><w0 e ((55)3 ]vQA&]Q + (s6)° ‘VA%F + (s6)" ‘A(Zlf) dz dt) . (5.24)

para A > C'y s > C(T* + T%). Lo siguiente es estimar los términos del lado derecho de (5.24) que no aparecen en
(5.20). Tomando en cuenta (5.17) y la estimacién

dvydt

()| +](&)| < CT (&) T°,

tenemos

- 2 =2 ~ |2 2
// e 2 (saj) <]v2A¢1] + ‘VQA@‘ )dxdt < CpMz (o, +p2lo,)|ly, - (5.25)
(0,T)xQ
También podemos notar que las funciones peso definidas en (5.19) satisfacen las condiciones (4.19) y (4.20) con
k=—(M+ l)saé, as{ que aplicando el Lema 4.4 obtenemos
~ 2
Ji (¢) <C ||p1V[Z (/~L1101 + NQlOQ)HXO . (526)

Para estimar el término de frontera, usamos una desigualdad de traza y una desigualdad de interpolacién y obte-

nemos
Mo sliws i< [ (alfl)” (o1

Por lo tanto, juntando (5.25)-(5.27) con (5.24) obtenemos que

/
oo ) dt < Ji(dh).  (5.27)

(¢1)+J1 ¢1 <C <Hp 2 (lo, + p2le,) ||X +Z// o—25 5)7722‘

T)X(»J[)

Lo~ 12
vmpl‘ da dt> :

76



para A > C'y s > C(T* + T?%). Finalmente, solo queda estimar los términos locales. Para esto, usando las mismas

estimaciones de energia que en capitulos pasados y usando la desigualdad de Young obtenemos

-2 -
// e 25 (35)3 ‘VQA(;Sl‘ drdt < 5// e 25 <s§ ‘VgAqﬁl
(0,T)xwo (0,T)x$

~ |2
+€// e 2 (sgﬂvmpl‘ de dt
€ (0,T) X w1

2 3 ~ 12
‘ + (s€) ’VQAd)l’ )dxdt

2 2 2
// e 25 (s¢)0 ‘VA%‘ dz dt < 5// e 25 ((85)3 ‘V2A¢1‘ +(s8)° ‘VA%‘ ) dzdt
(0.7) X1 (0.7)%9

~ |12
+9// o250 (35)7’A¢1‘ da dt.
€ (0,T) xws

para toda £ > 0. Con las estimaciones (5.28) y (5.29) se tiene que

(o) + J1(é) < C//(o e e 28 (85)7 ‘A(?Slr dx dt.

Por tltimo, notemos que podemos recuperar una integral en términos de ¢; de la siguiente forma

2 — 2 —~ |2 ~ (2
// ‘pIVI+2¢1| dxdth// (|p2¢1| +’p¢1‘ +’p¢1‘ )dxdt
(0, T)xQ (0, T)xQ

(5.28)

(5.29)

(5.30)

<C ([lo™z (o, + 1oy, + (@)

Juntando lo anterior con (5.30), concluimos (5.20).

5.2.2. Descomposiciéon y estimaciones para z
Hacemos la siguiente descomposicién para z:
pMTy = pz 4242,

con M >0y donde Zz,Zz y z satisfacen

—0Z+ AZ 4 V7, = pM 310, en (0,7) x Q,
—0Z+AZ+VE, = (M+3)p'z en (0,7) x 9,
—8t§+AE+V%Z:—(M+4)p—I(E+3) en (0,7) x Q,
divz=divz=divz=0 g en (0,7) x €,
Z=2z=2=0 sobre (0,7 x 042,
zZ(T,)=2(T,")=2(T,")=0 en €.

Usando el resultado de regularidad del Lema 4.4 tenemos

=12, + 1213, < C[|o™ 3610, -

Definimos
3
LE) =Y // e (56)2 VAT P de dt + // o250 ((sg)s vz + (€)' |31|2) da dt
i—0 VY /(0,T)xQ (0,T)xQ
+ / / e™ 2% (s6)° |27 dar dt
0, T)xQ2

7

O

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)



-
=l

W=

j=1k=0

Tj 6k ®3) ‘

L2(0,T;H2G k) (2)2) Tj=e o (sfﬁ) & (J=0,..., 3)' (5'35)

Nos centraremos en probar lo siguiente

Lema 5.6. Ezisten \g y so tales que para X = X\o y s = so(T* +T2%), 2 que cumple (5.31) y (5.32) satisface

Io(2) + Jo(2) + "+, < € (||pM+3¢1odH§0 + / /( R e dt) . (5.36)
»4') Xwo

Demostracion. A partir de la prueba para ¢q, es sencillo ver que se tiene

3
Z // 672804 (55)7_22' |V’LA51|2 dl} dt § O (HpM+3¢1OdH§§0
i—o (0,7)xQ
0
n —2sayy ’VQA dvydt + /
//(O,T)xasze o g 2 Z ©

para A > C'y s = C(T* + T?%). Usando el Lema 1.9 con 7 = 8 y u = 2] tenemos

// e ((s)* [Va + (s0)'° |51 do
(0,T)xQ

<C // e~ 25 (s6)" |AZ P da dt + / / e 2 ()7 )P dzdt | (5.38)
(0,T)xQ (0,T) xXwo

para A > C'y s > C(T* + T?). Més atin, usando la divergencia nula y la desigualda de Poincaré tenemos

// <ssﬁ>8\%|2dwdt<c// e (s¢)° |VE P du dt. (5-39)
(0,T)xQ (0,T)xQ

Juntando (5.37)-(5.39), obtenemos

2
M+3 2 —2sa 2 2A%
C <Hp qblodHXO +//(07T)Xge 5y ‘8VV A7z

2
+Z// e (sg)7f2iyviAzl\2dxdt+// e 2 (s)" 17 P dedt | .
i (07T)><w0 (07T)><W0

=0

e 2% (5¢)" 7% |VIAT P de dt) (5.37)

T) Xwo

dodt

Ahora, notemos que las funciones peso definidas en (5.35) satisfacen (4.19) y (4.20) con k = (M + 4)say, asi que
podemos aplicar el Lema 4.4. Més atin, tomando A > C' y s > C(T* 4+ T?") y usando una desigualdad de traza
y una desigualdad de interpolacion podemos absorber el término de frontera que aparece en el lado derecho en la
estimacién de arriba y obtener

1(2) + Do) < C (||o* 610,15,

—|—Z// I ’V Azl‘ dxdt—|—// e~ (s6)" |7 * de dt
OT)XUJO OT ><w0
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Lo siguiente es estimar los términos locales. Usando estimaciones de energia y la desigualdad de Young, podemos
obtener que

2
> / / e 2% (5¢) 2 |VIAT P de dt + / / e 2 (s6)" |z ) dz dt
i=0 (O,T)Xw()

(O,T)XUJ()

1 ~
<Clelp(2)+ - // e~ (s6)? 7P dedt |,
€ JJ(0,T)xws

para toda £ > 0. Combinando lo de arriba con (5.31) y (5.31) concluimos (5.36). O

5.2.3. Estimando ¢ en términos de z

El objetivo de esta subseccién es probar lo siguiente:

Lema 5.7. Eristen \g y so tales que para X > N\g y s > so(T* +T2%), la solucion (z,¢) de (5.11) satisface
2 ~ ~ 2 3
B+ 0+ [0, + 1@+ h@) + Mol <0 ff AP a0
0,7)Xws

donde Z y ¢ estdn definidas por (5.31) y (5.15) respectivamente.

Demostracion. Juntando el Lema 5.5 y el Lema 5.6 tenemos

Io(2) + Jo(2) + |0 +02 |5 + 1) + A (@) + |0 205

<C (HpMulzlol ||§go + ||pMu22102||§§0 + // e 2 (s6)? 2P dar dt
(0,T) xway

+ / /( e 26, da dt) . (5.41)

—0iz—Az+Vr,=¢ en (0,T)x Oy

Notemos que

y que L
P =pp+ b+ 0.
Por lo tanto, " ~
A¢1 = pM+1 (—8tA2,’1 - A2Z1) - PA$1 - A¢1 (542)
Entonces, usando (5.13),(5.14) y la identidad (5.42) tenemos

-2
// e 25 (sf)7 ‘Aqﬁl‘ dzdt < // )(46_%30”i
(0,T) Xwa (0,T)Xws

= // X4PM+%A<;1 (—3tA21 — A221) dx dt
(0, T)xws

~ |2
Aqbl‘ de dt

— // X4efésanA$1 (PA$1 + Aa)\l) dx dt.
(0, T)xws

Ahora, usando integracién por partes y la desigualdad de Young tenemos que para toda € > 0

~ 2 c
// e~ 25 (s6)" ‘Aqﬁl‘ dedt <eJp (¢) + — (HpMulzlol ||32€o + oM p2z10, Hio
(0,T) Xws €

—l—// pZ(M+%)|z1|2dxdt . (5.43)
(0,T)xws
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Finalmente, notemos que

// 72 (56)? | [* dw dt < // PN |2 4 21z 2 45 P dedt
(0,T) Xwy (0,T) X wa

< // PPR) [P dzdt + )M H2lo, || . (5.44)
(0,T)xws

Considerando las estimaciones (5.43) y (5.44) en (5.41), obtenemos (5.40) siempre que p; < p° (i = 1,2).
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Capitulo 6

Comentarios finales

En esta tesis logramos probar algunos problemas de controlabilidad para los sistemas de Stokes, de Navier-Stokes
y de Boussinesq. Primero, en el Capitulo 2, trabajamos con un sistema de m sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes)
acoplados y probamos que si el acoplamiento estd en forma de cascada es posible controlar el sistema a cero usando
un solo control con una componente igual a cero.

En el Capitulo 3, trabajamos con un sistema de n sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) con m controles
(m < n) actuando en ella y probamos que dicho sistema es controlable a cero si y solo si se satisface una condicién
de tipo Kalman.

En el Capitulo 4 y en el Capitulo 5, trabajamos con control jerarquico. En el Capitulo 4, usamos una estrategia
de Stackelberg para controlar un sistema de Boussinesq. En este sistema tenemos 2 controles, donde uno se encarga
de controlar el sistema a cero y el otro resuelve un problema de control éptimo. Por otro lado, en el Capitulo 5,
usamos una estrategia de Stackelberg-Nash para el control de un sistema de Stokes. Aqui tenemos 3 controles, uno
se encarga de controlar el sistema a cero mientras que los otros dos resuelven un equilibrio de Nash que corresponde
a un problema de optimizacién multiobjetivo.

6.1. Trabajos a futuro

Como continuacion a esta tesis se planea trabajar con los siguientes problemas.

6.1.1. Control para Navier-Stokes usando la estrategia Stackelberg-Nash

Buscamos probar un resultado similar al obtenido en el Capitulo 5 pero para un sistema de Navier-Stokes. Mas
precisamente, consideremos el siguiente sistema con 3 controles:

Oy —Ay+ (y-V)y+Vm, = hl, +v'lo, +v*lp, en (0,T) x Q,

divy =0 en (0,7) x £, (6.1)
y=0 sobre (0,7T) x 09, '
y(0,) =4° en Q.

Queremos que los controles h,v' y v? cumplan lo siguiente:
= el objetivo de cada v* es mantener la solucién y cerca de un estado "% en Oia (1=1,2);
= el objetivo de h es de control a cero en el tiempo T: y(7,-) = 0 en Q.

Asi como en el Capitulo 5, el primer objetivo se puede transformar en un problema de control éptimo. Consideremos
los dos funcionales con peso:

i2
Ji (hyv' 0?) = %// \y—yi’dfdxdwr%// —M dedt (i=1,2), (6.2)
(0,T)xOj,q 0,T)x0; Hi
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Queremos que el control v! minimice el funcional .J; y que el control v? minimice el funcional .Jo. De aqui tenemos
la siguiente definicién:

Definicién 6.1. Diremos que el par (vl, vz) es un equilibrio de Nash si cumplen

Ji (v!0?) = Irﬂuin Ji (o', 0%),
Jo (vl,UQ) = H%12n Jo (vl,ﬁz) .

La principal dificultad que encontramos a la hora de encontrar el equilibrio de Nash es que, como el sistema (6.1)
es no lineal, el funcional J; no es convexo. Por lo tanto, el equilibrio de Nash obtenido para el caso lineal (el sistema
de Stokes) puede no ser el adecuado. Una opcién es trabajar con un quasi-equilibrio de Nash.

Definicién 6.2. Diremos que el par (vl, 02) es un quasi-equilibrio de Nash si satisfacen el sistema

Oy — Ay + (y-V)y + Vr, = hl, —v'lo, — 0?10, en (0,T) x Q,

—0yt — A+ Vﬂi/ +(Vy) ' = (y- V) = (y - yi’d) lo,, en (0,7)xQ, (i=1,2)
divy = divy! =divy?2 =0 en (0,7) x €,
y=vt=+2=0 sobre (0,7T") x 09,

y(0,) =y°, ANT,) =0, +*T,))=0 en (2.

vi=—uivtle, (i=1,2).

6.1.2. Controles en L para un sistema de Stokes

Para este problema, buscamos probar la existencia de controles en L para un sistema de Stokes. En el articulo [7]
se prueba que se puede probar el control a cero y control aproximado para una ecuacién de calor quasi-lineal
(con ciertas condiciones) usando un control interno o un control en la frontera, ambos perteneciendo a L. Més
precisamente, consideremos los sistemas

O — Ay + f(y,Vy) =ul, en (0,T) xQ,

y=20 sobre (0,7") x 99, (6.3)
y(ov ) =1%o en Qv
y
O —Ay+ f(y,Vy) = en (0,T) x €,
y=ul, sobre (0,T") x 99, (6.4)
y(0,) =wo en €.

Prueban que si el término f(y, Vy) crece més lento que
lyllog®2 (1 + [y| + [Vy]) + [Vy| log®? (1 + |y| + [Vy])
entonces se tiene lo siguiente:
= el sistema (6.3) es controlable a cero y aproximadamente controlable y el control u € L>((0,T) x w);
= el sistema (6.4) es controlable a cero y aproximadamente controlable y el control w € L>((0,T) x 7).

Nuestro objetivo es conseguir adaptar los argumentos de dicho articulo para aplicarlos a un sistema de Stokes.
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