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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Teoŕıa del control

De manera general, un sistema de control es un sistema de la forma
dy

dt
= f(t, y, u) t > 0,

y(0) = y0,
(1.1)

donde y ∈ Y es la variable de estado (que queremos controlar), Y es un espacio de estados, y0 es un dato inicial,
u ∈ U es un control (que elegimos para actuar en el sistema), U es un conjunto de controles admisibles y f es un
operador que describe la dinámica del sistema.
Una de las preguntas que busca resolver la teoŕıa de control es: dados dos estados y0, yT ∈ Y , ¿existe un control

u tal que lleve a la solución del sistema (1.1) de y0 a yT en un tiempo T > 0 fijo? Para responder esta pregunta,
tenemos que considerar las diferentes nociones en las que el sistema puede llegar del estado y0 al estado yT :

Definición 1.1 (Controlabilidad exacta). Diremos que el sistema (1.1) es exactamente controlable en el tiempo T
si, para todo y0, yT ∈ Y , existe un control u ∈ U tal que la solución y de (1.1) satisface y(T ) = yT .

Definición 1.2 (Controlabilidad a cero). Diremos que el sistema (1.1) es controlable a cero en el tiempo T si existe
un control u ∈ U tal que la solución y de (1.1) satisface y(T ) = 0.

Definición 1.3 (Controlabilidad aproximada). Diremos que el sistema (1.1) es aproximadamente controlable en
el tiempo T si, para todo y0, yT ∈ Y y todo ε > 0, existe un control u ∈ U tal que la solución y de (1.1) satisface∥∥y(T )− yT

∥∥
Y
⩽ ε.

Definición 1.4 (Controlabilidad a trayectorias). Diremos que el sistema (1.1) es controlable a trayectorias en el
tiempo T si, dada una trayectoria y, es decir, dada una solución (conocida) de

dy

dt
= f(t, y, u),

y(0) = y0,

existe un control u ∈ U tal que la solución y de (1.1) satisface y(T ) = y(T ).

De la definición es sencillo ver que la controlabilidad exacta implica tanto la controlabilidad a cero como la
controlabilidad aproximada (el rećıproco es falso). Además, para sistemas lineales, la controlabilidad a cero es
equivalente a la controlabilidad a trayectorias.

La controlabilidad del sistema (1.1) dependerá de la naturaleza de este. En dimensión finita, se han estudiado
muy bien las propiedades de controlabilidad de varios sistemas lineales y no lineales. Para efectos de esta tesis nos
interesa en particular el siguiente resultado cuya demostración se encuentra en [19, Caṕıtulo 2, p. 35]. Este resultado
nos da una condición necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales sea exactamente controlable:
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Lema 1.5 (Criterio de Kalman). Sea T > 0. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias lineales
dy

dt
= Ay +Bu t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ Rn,
(1.2)

donde y ∈ Rn, u ∈ Rm, A ∈ Mn(R) y B ∈ Mn,m(R) con n,m ⩾ 1. El sistema (1.2) es exactamente controlable en
el tiempo T si y solo si

rank
[
B | AB | · · · | An−1B

]
= n. (1.3)

Por otro lado, para dimensión infinita, la controlabilidad del sistema (1.1) es más complicada pues dependerá
de las propiedades de la ecuación con la que se esté trabajando. Por ejemplo, para la ecuación de calor no posible
obtener la controlabilidad exacta debido a su efecto regularizante, o bien, la ecuación de transporte que puede ser
controlable a cero en un tiempo T y no ser controlable aproximablemente en ese mismo tiempo.

1.2. Preliminares

Para esta tesis nos interesa trabajar con la mecánica de fluidos, por esta razón dedicaremos las siguientes subsec-
ciones a hablar un poco sobre el sistema de Stokes y de Navier-Stokes, aśı como algunos de los resultados de control
que existen para dichos sistemas.

1.2.1. Sistema de Stokes y de Navier-Stokes

Consideremos Ω ⊂ RN (N = 2, 3) un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular. Introducimos los
siguientes espacios de funciones que son utilizados con frecuencia en la teoŕıa de fluidos incompresibles:

H =
{
y ∈

[
L2(Ω)

]N
: div y = 0 en Ω, y · ν = 0 sobre ∂Ω

}
, (1.4)

V =
{
y ∈

[
H1

0 (Ω)
]N

: div y = 0 en Ω
}
. (1.5)

Consideremos los siguientes dos sistemas, el de Stokes:
∂ty −∆y +∇p = u1ω en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en (0, T )× Ω,

(1.6)

y el de Navier-Stokes: 
∂ty −∆y + (y · ∇)y +∇p = u1ω en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en (0, T )× Ω.

(1.7)

En ambos sistemas T > 0, ω ⊂ Ω es un abierto no vaćıo y u denota un control.
Para los sistemas (1.6) y (1.7) existen varios resultados de control conocidos. Para el sistema de Stokes (1.6),

en [18] se prueba la controlabilidad a cero y en [14] se prueba la existencia de controles insensibilizantes. Por otro
lado, para el sistema de Navier-Stokes (1.7), en [10] se prueba la controlabilidad exacta local y en [15] se prueba
la existencia de controles insensibilizantes. Otro resultado de controlabilidad importante fue el presentado en [11].
En dicho art́ıculo se prueba que si la cerradura del dominio del control intersecta a la frontera de Ω, es decir,
ω ∩ ∂Ω ̸= ∅, se puede lograr la controlabilidad por trayectorias de los sistemas de Stokes, de Navier-Stokes y de
Boussinesq usando un control con una componente igual a cero. Después, dicha condición geométrica fue removida
para el caso de Stokes en [6], para Navier-Stokes en [4] y para Boussinesq en [3].

Más precisamente, en [6], se prueba el siguiente resultado para el sistema de Stokes:
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Lema 1.6. Sea i ∈ {1, . . . , N}. Entonces, para toda T > 0 y para toda y0 ∈ H podemos encontrar un control
u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N ) con ui ≡ 0 en (0, T )× Ω y una solución (y, p) del sistema (1.6) tal que

y(T, ·) = 0 en Ω.

Mientras que [4], se prueba el siguiente resultado para el sistema de Navier-Stokes:

Lema 1.7. Sea i ∈ {1, . . . , N}. Entonces, para toda T > 0, existe δ > 0 tal que, para toda y0 ∈ V que satisface
∥y0∥V ⩽ δ, podemos encontrar un control u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N ) con ui ≡ 0 en (0, T ) × Ω y una solución (y, p) del
sistema (1.7) tal que

y(T, ·) = 0 en Ω.

La demostración de los resultados antes mencionados, se basa en obtener ciertas “desigualdades de observabilidad”
utilizando las conocidas estimaciones de Carleman o desigualdades de Carleman. Esta técnica fue introducida en [12]
y se ha utilizado para probar una gran variedad de resultados de controlablidad para sistemas parabólicos, sistemas
de Stokes, de Navier-Stokes, etc. En la siguiente subsección hablaremos un poco más de ellas.

1.2.2. Definición de los pesos de Carleman

Como mencionamos anteriormente, queremos usar las desigualdades de Carleman. Para esto, vamos a definir
algunas funciones peso estándar. Primero, consideremos un dominio no vaćıo ω0 tal que ω0 ⊂ ω. Entonces, usando
[12, Lema 1.1], existe una función η0 ∈ C2(Ω) que satisface

η0 > 0 en Ω, η0 = 0 sobre ∂Ω, máx
Ω

η0 = 1, ∇η0 ̸= 0 en Ω \ ω0.

De aqúı que, definimos las siguientes funciones:

α(t, x) =
exp {λ(2ℓ+ 2)} − exp{λ(2ℓ+ η0(x))}

tℓ(T − t)ℓ
, ξ(t, x) =

exp{λ(2ℓ+ η0(x))}
tℓ(T − t)ℓ

, (1.8)

α♯(t) = máx
x∈Ω

α(t, x) =
exp {λ(2ℓ+ 2)} − exp{2λℓ}

tℓ(T − t)ℓ
, ξ♯(t) = mı́n

x∈Ω
ξ(t, x) =

exp{2λℓ}
tℓ(T − t)ℓ

, (1.9)

α♭(t) = mı́n
x∈Ω

α(t, x) =
exp {λ(2ℓ+ 2)} − exp{λ(2ℓ+ 1)}

tℓ(T − t)ℓ
, ξ♭(t) = máx

x∈Ω
ξ(t, x) =

exp{λ(2ℓ+ 1)}
tℓ(T − t)ℓ

, (1.10)

donde ℓ ⩾ 11 y λ > 1. También, tenemos las siguientes estimaciones que nos serán útiles más adelante: existe C > 0,
que depende de Ω, tal que

|∂tα|+ |∂tξ| ⩽ CTξ1+1/ℓ, (1.11)

|∇α| = |∇ξ| ⩽ Cλξ, |∆α| = |∆ξ| ⩽ Cλ2ξ. (1.12)∣∣(α♯)
′∣∣+ ∣∣(ξ♯)′∣∣ ⩽ CT (ξ♯)

1+1/ℓ
,
∣∣(α♯)

′′∣∣+ ∣∣(ξ♯)′′∣∣ ⩽ CT 2 (ξ♯)
1+2/ℓ

,
∣∣(α♯)

′′′∣∣+ ∣∣(ξ♯)′′∣∣ ⩽ CT 3 (ξ♯)
1+3/ℓ

, (1.13)

ξ♯ ⩾
C

T 2ℓ
, (1.14)

1.2.3. Resultados previos

A continuación presentaremos algunos resultados importantes que serán utilizados a lo largo de esta tesis. El
primero es una estimación de Carleman para el operador gradiente. La prueba se puede encontrar en [6].
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Lema 1.8. Sea r ∈ R. Existe una constante C > 0, que depende solo de r,Ω y ω0, tal que para toda T > 0 y toda
u ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), se tiene∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
r+2 |u|2 dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
r |∇u|2 dxdt+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
r+2 |u|2 dxdt

)
,

para λ ⩾ C y s ⩾ CT 2ℓ.

El segundo es una estimación de Carleman para el operador de Laplace. La prueba también se puede encontrar
en [6].

Lema 1.9. Sea r ∈ R. Existe una constante C > 0, que depende solo de r,Ω y ω0, tal que para toda T > 0 y toda
u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)), se tiene∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
(sξ)

r+3 |u|2 + (sξ)
r+1 |∇u|2

)
dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
r |∆u|2 dxdt+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
r+3 |u|2 dxdt

)
,

para λ ⩾ C y s ⩾ C
(
T ℓ + T 2ℓ

)
.

El tercero es una estimación de Carleman para la ecuación de calor con condiciones de frontera tipo Neumann
no homogéneas. La demostración se puede encontrar en [8].

Lema 1.10. Existe una constante C > 0, tal que para h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y u ∈ L2(0, T ;H1(Ω))∩H1(0, T ;H−1(Ω))
que satisfacen

∂tu−∆u = h en (0, T )× Ω,

tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
(sξ)

−1 |∇u|2 + sξ |u|2
)
dxdt ⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2 |h|2 dxdt

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ)
−1

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dγ dt+ ∫∫

(0,T )×ω0

e−2sαsξ |u|2 dxdt

)
,

para λ ⩾ C y s ⩾ C
(
T ℓ + T 2ℓ

)
.

Finalmente, concluimos esta sección con un resultado de regularidad (ver [30, Proposición 1.2, pp. 267-269]) para
las soluciones del sistema de Stokes:

Lema 1.11. Para toda T > 0, toda y0 ∈ V y toda f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)N ), el sistema
∂ty −∆y +∇p = f en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en (0, T )× Ω.

admite una única solución
y ∈ L2(0, T ;H2(Ω)N ) ∩H1(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V) (1.15)

para alguna p ∈ L2(0, T ;H1(Ω)). Más aún, existe una constante C > 0, que depende de Ω, tal que

∥y∥L2(0,T ;H2(Ω)N ) + ∥y∥H1(0,T ;L2(Ω)N ) + ∥y∥L∞(0,T ;V) + ∥p∥L2(0,T ;H1(Ω)) ⩽ C
(
∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)N ) +

∥∥y0∥∥V) . (1.16)
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1.3. Resultados obtenidos

En esta tesis estamos interesados en estudiar problemas de control relacionados a sistemas de Navier-Stokes y
sistemas de Boussinesq. Más particularmente, presentaremos 4 resultados. El primero de ellos es un resultado de
control a cero para un sistema que consta de varias ecuaciones de Navier-Stokes acopladas. El segundo es una
generalización del criterio de Kalman, enunciado en el Lema 1.5, para el caso de ecuaciones de Navier-Stokes. El
tercero es un resultado de control jerárquico para un sistema de Boussinesq. Finalmente, el último es nuevamente
un resultado de control jerárquico pero aplicado a un sistema de Stokes.

1.3.1. Control nulo de m sistemas de Stokes y Navier-Stokes acoplados

Los resultados que se enuncian aqúı serán presentados con más detalle en el Caṕıtulo 2.
Consideremos Ω ⊂ RN (N = 2, 3) un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sea T > 0 y sea

ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Consideremos los siguientes m (m ⩾ 2) sistemas acoplados:
∂ty

(i) − νi∆y
(i) + ε

(
y(i) · ∇

)
y(i) +∇p(i) =

m∑
j=1

(Bi,j · ∇) y(j) +

m∑
j=1

Ai,jy
(j) +Diu1ω en (0, T )× Ω,

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω,
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en (0, T )× Ω.

(1.17)
En el sistema anterior, i ∈ {1, . . . ,m}, y(i) = y(i)(t, x) ∈ RN describe la velocidad del fluido, p(i) = p(i)(t, x) ∈ R
la presión, νi > 0 la viscocidad y 1ω denota la función caracteŕıstica en ω. Además Ai,j ∈ MN (R), Bi,j ∈ RN y
Di ∈ MN,r(R) para algún r ∈ N∗. Notemos que cuando ε = 0 tenemos un sistema con m ecuaciones de Stokes
acopladas, y cuando ε = 1, tenemos un sistema de m ecuaciones de Navier-Stokes acopladas.
Observemos que es posible reescribir el sistema (1.17) de manera más abstracta: para ε = 0 tenemos

∂ty − ν∆y +∇p = (B · ∇) y +Ay +Du1ω en (0, T )× Ω,

div y = 0 en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y (0, ·) = y0 en Ω,

(1.18)

Mientras que, para ε = 1, tenemos
∂ty − ν∆y + (y · ∇)y +∇p = (B · ∇) y +Ay +Du1ω en (0, T )× Ω,

div y = 0 en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y (0, ·) = y0 en Ω,

(1.19)

donde

y =
(
y(i)
)
1⩽i⩽m

, ν∆y =
(
νi∆y

(i)
)
1⩽i⩽m

, (y · ∇) y =
((
y(i) · ∇

)
y(i)
)
1⩽i⩽m

, ∇p =
(
∇p(i)

)
1⩽i⩽m

,

∇ · y =
(
∇ · y(i)

)
1⩽i⩽m

, y0 =
(
y
(i)
0

)
1⩽i⩽m

y

(B · ∇)y =

( m∑
j=1

(Bi,j · ∇)y(j)
)

1⩽i⩽m

, Ay =

( m∑
j=1

Ai,jy
(j)

)
1⩽i⩽m

, Du =
(
Diu

)
1⩽i⩽m

.

Sabemos que es posible controlar un sistema de Stokes utilizando un control con N − 1 componentes (ver [6]),
pero ¿será posible controlar un sistema de m sistemas actuando en un sólo sistema? Más aún, ¿podŕıa dicho control
tener sólo N − 1 componentes?, aśı nos gustaŕıa responder la siguiente pregunta:
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Pregunta 1. ¿Bajo qué condiciones es posible controlar (1.18) o (1.19), es decir, m sistemas acoplados, actuando
con un sólo control (en el primer sistema) y que además tenga una componente igual a cero?
Para responder esta pregunta, nos apoyamos del resultado obtenido en [13], el cual nos dice que para el caso

de sistemas parabólicos acoplados, es posible controlar los m sistemas siempre que el acoplamiento esté dado en
forma de cascada. Probaremos que este mismo resultado se cumple para nuestro caso. Aśı que en (1.18) y en (1.19),
consideramos

A =


A1,1 A1,2 A1,3 . . . A1,m

A2,1 A2,2 A2,3 . . . A2,m

0 A3,2 A3,3 . . . A3,m

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . Am,m−1 Am,m

 , B =


B1,1 B1,2 . . . B1,m

0 B2,2 . . . B2,m

...
...

. . .
...

0 0 . . . Bm,m

 , (1.20)

esto es, toda la subdiagonal de la matriz A es distinta de cero y además todos los términos Ai,j son vectores
constantes. Más espećıficamente, nuestras hipótesis sobre A y B son

Ai,j = ai,jIN , ai,i−1 ̸= 0 (2 ⩽ i ⩽ m), ai,j = 0 si i ⩾ j + 2, (1.21)

Bi,j = 0 si i ⩾ j + 1. (1.22)

Además, como el control que utilizaremos tendrá una componente igual a cero, nuestra hipótesis sobre D es:

r = N − 1, Dj = 0 (j ⩾ 2), D1 =

(
1
0

)
(si N = 2) o D1 =

1 0
0 1
0 0

 (si N = 3). (1.23)

Para enunciar nuestros resultados, recordemos los espacios H y V definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente, y
denotemos por:

H := Hm, V := Vm.

De aqúı que, para el sistema de ecuaciones de Stokes tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.12. Supongamos (1.21)-(1.23). Entonces, para toda T > 0 y para toda y0 ∈ H, existe un control
u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución y =

(
y(1), . . . , y(m)

)
de (1.18) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Mientras que, para el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes, tenemos el siguiente resultado de control a cero
local:

Teorema 1.13. Supongamos (1.21)-(1.23). Entonces, para toda T > 0, existe un δ > 0 tal que, para toda y0 ∈ V
que satisface

∥y0∥ ⩽ δ,

existe un control u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución y =
(
y(1), . . . , y(m)

)
de (1.19) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Es importante remarcar que bajo las hipótesis (1.21)-(1.23), hemos logrado probar la controlabilidad a cero de
N ×m ecuaciones escalares usando solamente N − 1 controles escalares.
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Idea de la prueba

Para probar el Teorema 1.12 seguiremos un argumento estándar (ver [31, Teorema 11.2.1, p.357]). Para esto
necesitamos considerar el sistema adjunto de (1.18), el cual está dado por:

−∂tφ−∆φ+∇π + (B∗ · ∇)φ−A∗φ = 0 en (0, T )× Ω,

divφ = 0 en (0, T )× Ω,

φ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

φ(T, ·) = φT en Ω,

o bien, su forma expandida:

−∂tφ(i) −∆φ(i) +∇π(i) +

i∑
j=1

(
(Bj,i · ∇)φ(j) −Aj,iφ

(j)
)
= Ai+1,iφ

(i+1) en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m− 1)

−∂tφ(m) −∆φ(m) +∇π(m) +

m∑
j=1

(
(Bj,m · ∇)φ(j) −Aj,mφ

(j)
)
= 0 en (0, T )× Ω,

divφ(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)
φ(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)

φ(i)(T, ·) = φ
(i)
T en Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)

(1.24)

donde φ
(i)
T ∈ H para i ∈ {1, . . . ,m}. Entonces, el resultado del Teorema 1.12 será consecuencia de la siguiente

desigualdad de observabilidad

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(0, x)
∣∣∣2 dx ⩽ C(T )

N−1∑
j=1

∫∫
(0,T )×ω

∣∣∣φ(1)
j

∣∣∣2 dtdx. (1.25)

donde φ
(i)
j (j = 1, . . . , N) son las coordenadas de φ(i). Ahora, para probar la desigualdad (1.25) utilizaremos las

conocidas estimaciones de Carleman que fueron introducidas en [12] y que han sido utilizadas para probar una
gran variedad de resultados de controlabilidad, por ejemplo, en [9] podemos encontrar un resumen de los resultados
obtenidos para sistemas parabólicos lineales y no lineales y en [10] se usa para probar la controlabilidad del sistema
de Navier-Stokes. Luego, en [6], se usa para probar la controlabilidad del sistema de Stokes utilizando un control
con una componente igual a cero.
Es importante notar que en el lado derecho de la desigualdad (1.25) solo aparecen algunas componentes de

φ(1), para lograr esto, seguimos las ideas utilizadas en [6]. Gracias a la naturaleza de nuestro sistema, podemos
transformar las ecuaciones de (1.24) en ecuaciones de calor (aplicando el operador ∇2∆ para deshacernos de la
presión). Luego usando estimaciones de Carleman para la ecuación de calor (ver [8]) podemos obtener estimaciones
sobre algunas de las componentes de φ(i). Finalmente usando la condición de divergencia nula de φ(i) recuperaremos
las demás componentes.
Una vez probada la controlabilidad nula del sistema (1.18), probaremos que el sistema

∂ty − ν∆y +∇p = (B · ∇) y +Ay +Du1ω + f en (0, T )× Ω,

div y = 0 en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y (0, ·) = y0 en Ω,

(1.26)

es decir, el sistema (1.18) con un término fuente f =
(
f (1), . . . , f (m)

)
también es controlable a cero usando el

método introducido en [23]. Finalmente, utilizando un argumento de punto fijo probaremos la controlabilidad de
(1.26) reemplazando los términos

(
f (i)
)
1⩽i⩽m

por los términos no lineales(
f (i)
)
1⩽i⩽m

:=
(
−
(
y(i) · ∇

)
y(i)
)
1⩽i⩽m

,
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aśı obtendremos la controlabilidad local de (1.19) y por lo tanto el Teorema 1.13.

1.3.2. Una condición de Kalman para la controlabilidad de sistemas de Stokes aco-
plados

Los resultados que se enuncian aqúı serán presentados con más detalle en el Caṕıtulo 3.
El objetivo de esta parte es generalizar el Lema 1.5 (Criterio de Kalman) para el caso de un sistema de ecuaciones

de Stokes o de Navier-Stokes. Consideremos Ω ⊂ RN (N = 2, 3) un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente
regular. Sea T > 0 y sea ω ⊂ Ω un abierto suficientemente pequeño. Consideremos las siguientes n ecuaciones con
m controles (m ⩽ n):

∂ty
(i) − νi∆y

(i) +∇p(i) +
(
y(i) · ∇

)
y(i) +

n∑
j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,ju
(j)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω, (1 ⩽ i ⩽ n).

(1.27)
En el sistema anterior, y(i) = y(i)(t, x) ∈ RN describe la velocidad del fluido, p(i) = p(i)(t, x) ∈ R la presión, νi > 0 la
viscocidad y 1ω denota la función caracteŕıstica en ω. Las ecuaciones están acopladas a través de la matriz constante
(qi,j)i,j=1,...,n. Los controles están denotados por u(j), j = 1, . . . ,m y actuan sobre el sistema a través de la matriz
constante (ri,j)i∈{1,...,n},j∈{1,...,m}. Además pedimos que los controles tengan una componente igual a cero, esto es,

u(j) · eN = 0 (j = 1, . . . ,m),

donde (e1, . . . , eN ) es la base canónica de RN .
Nuestro problema se centra en responder la siguiente pregunta:

Pregunta 2. ¿Es posible obtener un criterio que nos diga cuándo el sistema (1.27) es controlable?
Esta pregunta fue respondida de manera positiva en [1] para el caso en donde se tiene un sistema compuesto

por ecuaciones de calor. En dicho art́ıculo presentan una generalización del operador de Kalman y con ella logran
obtener una condición necesaria y suficiente para controlar un sistema de ecuaciones de parabólicas. Basándonos en
ese resultado, vamos a probar que dicha condición también se satisface para sistemas de Stokes y de Navier-Stokes.

Siguiendo las ideas de [1], comenzaremos definiendo el “nuevo” operador de Kalman. Para esto consideremos una
linealización del sistema (1.27):

∂ty
(i) − νi∆y

(i) +∇p(i) +
n∑

j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,ju
(j)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ n)

(1.28)

Luego, la idea es reescribir el sistema anterior de manera abstracta: recordemos los espacios H y V definidos en
(1.4) y (1.5), respectivamente, y consideremos el operador de Stokes clásico

A := −P∆, D(A) :=
{
y ∈

[
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
]N

: div y = 0 en Ω
}
, (1.29)

donde P :
[
L2(Ω)

]N → H es el proyector de Leray. Aśı, el operador de control B ∈ L(U ,H) de nuestro sistema,
puede ser definido como

Bu := P

(
1ω

N−1∑
i=1

uie
(i)

)
, para u = (u1, . . . , uN−1) ∈ U := L2(ω)N−1.
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También denotamos por D,Q ∈ Mn(R) y R ∈ Mn,m(R) respectivamente las matrices diag(ν1, . . . , νn), (qi,j)i,j y
(ri,j)i,j . Finalmente, consideramos el operador del sistema acoplado (1.28)

D(L) := D(A)n, L := DA+Q, (1.30)

esto es, para cada y =
(
y(1), . . . , y(n)

)
∈ D(A)n,

Ly :=

νiAy(i) + n∑
j=1

qi,jy
(j)


i∈{1,...,n}

.

El operador de control del sistema acoplado es RB ∈ L(Um,Hn): esto es, para u =
(
u(1), . . . , u(m)

)
∈ Um

RBu =

 m∑
j=1

ri,jBu(j)


i∈{1,...,n}

.

Entonces, podemos reescribir (1.28) como{
y′ + Ly = RBu en (0, T ),

y(0) = y0,
(1.31)

donde y0 :=
(
y
(1)
0 , . . . , y

(n)
0

)
. Para probar la controlabilidad a cero del sistema (1.31), definimos el operador de

Kalman como en [1]:

K : Hm ×D(A)m × . . .×D(An−1)m → Hn,
(
w(1), . . . , w(n)

)
7→

n∑
i=1

Li−1Rw(i). (1.32)

En la definición anterior, notemos que para w(i) =
(
w

(i)
1 , . . . , w

(i)
m

)
∈ D(Ai−1)m, tenemos

Rw(i) =

 m∑
j=1

rk,jw
(i)
j


k∈{1,...,n}

∈ D(Ai−1)n = D
(
Li−1

)
y por lo tanto, el operador de Kalman está bien definido. Finalmente, el adjunto del operador K está dado por

D(K∗) =
[
D
(
An−1

)]n
, K∗φ =

[
R∗φ,R∗L∗φ . . . , R∗ (L∗)

n−1
φ
]
. (1.33)

De aqúı que, nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 1.14. Sea ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Entonces

KerK∗ = {0} (1.34)

si y solo si el sistema (1.31) es controlable a cero para cualquier tiempo T > 0.

En otras palabras, la controlabilidad nula del sistema (1.31) es equivalente a la inyectividad del operador K∗.
También tenemos el resultado correspondiente para el caso con ecuaciones de Navier-Stokes:

Teorema 1.15. Sea ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Si se cumple (1.34), entonces existe δ > 0 tal que para toda y0 ∈ Vn

que satisface
∥y0∥Vn ⩽ δ,

existe un control u ∈ L2
(
0, T ;L2(ω)N−1

)m
tal que la solución y del sistema (1.27) satisface

y (T, ·) = 0 en Ω.
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Idea de la prueba

Antes de continuar, vamos a introducir el sistema adjunto de (1.28):
∂tφ

(i) − νi∆φ
(i) +∇π(i) +

n∑
j=1

qj,iφ
(j) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

divφ(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
φ(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

φ(i)(0, ·) = φ
(i)
0 en Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

el cual podemos reescribir de manera abstracta como{
φ′ + L∗φ = 0 en (0, T ),

φ(0) = φ0,
(1.35)

donde φ0 :=
(
φ
(1)
0 , . . . , φ

(n)
0

)
. Ahora, el adjunto del operador de control está dado por B∗R∗ ∈ L(Hn,Um). Más

precisamente, si φ =
(
φ(1), . . . , φ(n)

)
∈ Hn y denotamos por φ

(i)
k , k = 1, . . . , N las componentes de φ(i) ∈ H,

entonces

B∗R∗φ =
(
(B∗R∗φ)

(1)
, . . . , (B∗R∗φ)

(m)
)
∈ Um, (B∗R∗φ)

(i)
=

 n∑
j=1

rj,i

N−1∑
k=1

φ
(j)
k ek

∣∣∣∣∣∣
ω

(i = 1, . . . ,m).

Entonces, el resultado del Teorema 1.14 se seguirá de los dos siguientes resultados. El primero es:

Lema 1.16. Si el KerK∗ ̸= {0} entonces el sistema (1.35) es no observable: existe φ0 ∈ Hn con φ0 ̸= 0 tal que la
solución φ de (1.35) satisface φ(T, ·) ̸= 0 y

R∗φ = 0 en (0, T )× ω.

La prueba de este lema es similar a la realizada en [1]. El segundo resultado es una desigualdad de observabilidad
para el sistema (1.35):

Teorema 1.17. Sea T > 0 y sea ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Si se cumple (1.34), entonces existe C > 0 y ℓ > 0 tal
que para toda φ0 ∈ Hn ∫

Ω

|φ(T, ·)|2 dx ⩽ CeC/T ℓ

∫∫
(0,T )×ω

N−1∑
k=1

|R∗φk|2 dx dt. (1.36)

Nuevamente, para probar la desigualdad de observabilidad (1.36) se necesita probar una estimación de Carleman
de la forma ∫∫

(0,T )×Ω

ρ2♯ |φ|
2
dx dt ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω

ρ2♭

N−1∑
k=1

|R∗φk|2 dxdt (1.37)

donde ρ♯ y ρ♭ son funciones regulares definidas en [0, T ], positivas en (0, T ) y valen cero en 0 y T .

1.3.3. Control jerárquico para un sistema de Boussinesq

Los resultados que se enuncian aqúı serán presentados con más detalle en el Caṕıtulo 4.
Consideremos Ω ⊂ R2 un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sean ω,O ⊂ Ω abiertos no

vaćıos y ajenos, es decir,
ω ∩ O = ∅.
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Sea T > 0 y consideramos el siguiente sistema de Boussinesq con dos controles f y f⋆:
∂ty −∆y +∇πy + (y · ∇) y = θe2 en (0, T )× Ω,
∂tθ −∆θ + y · ∇θ = f1ω + f⋆1O en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0, θ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0 en Ω.

(1.38)

En el sistema anterior, y = y(t, x) ∈ R2 describe la velocidad del fluido, πy = πy(t, x) ∈ R la presión, θ = θ(t, x) ∈ R
la temperatura y (e1, e2) es la base canónica de R2.

Pregunta 3. ¿Podemos actuar sobre el sistema (1.38) con dos controles distintos y que cada uno de ellos tenga
un objetivo distinto? Más precisamente, queremos que se cumpla lo siguiente:

1. que el control f⋆ mantenga la solución (y, θ) del sistema cerca de un estado (y⋆, θ⋆) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3) deseado;

2. que el control f lleve el sistema a cero en el tiempo T , esto es, (y, θ)(T, ·) = 0 en Ω.

Para tratar este tipo de problemas, se han propuesto diversas estrategias, una de ellas es la estrategia de tipo
Stackelberg (ver [20]). Este método fue introducido en la teoŕıa de juegos para problemas de tomas de decisiones no
cooperativas, donde uno de los jugadores toma una decisión y los demás tienen que reaccionar a ella. Normalmente
el jugador que impone la estrategia es llamado “ĺıder” y los demás “seguidores”. Varios resultados para ecuaciones
parciales se han probado usando esta estrategia (ver [16,17,24]). De aqúı que, vamos a replantear nuestro problema
para poder usar la estrategia de Stackelberg.

Primero, notemos que el primer objetivo puede ser transformado a un problema de control óptimo. Recordemos
los espacios H y V definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente. Entonces, fijamos

f ∈ L2(0, T ;L2(ω)), y0 ∈ V, θ0 ∈ H1
0 (Ω).

Aśı, para cada f⋆ ∈ L2(0, T ;L2(O)), se puede probar que el sistema (1.38) admite una única solución (y(f⋆), θ(f⋆))
y entonces podemos considerar el siguiente funcional con peso:

J(f⋆) :=
1

2

∫∫
(0,T )×O⋆

[
|y(f⋆)− y⋆|2 + |θ(f⋆)− θ⋆|2

]
dtdx+

1

2

∫∫
(0,T )×O

|f⋆|2

µ
dtdx. (1.39)

En el funcional anterior, O⋆ es un abierto no vaćıo que representa el dominio de observación del control f⋆ y µ es
una función que penaliza la acción del control seguidor f⋆.
Notemos que el funcional (1.39) mide la distancia que hay entre la solución (y(f⋆), θ(f⋆)) del sistema (1.38) y el

estado (y⋆, θ⋆). Por lo tanto, el objetivo de f⋆ se traduce a buscar el

ı́nf
f⋆∈L2(0,T ;L2(O))

J(f⋆). (1.40)

En relación a este objetivo, el resultado que obtenemos es el siguiente:

Lema 1.18. Supongamos que

f ∈ L2(0, T ;L2(ω)),
(
y0, θ0

)
∈ V ×H1

0 (Ω), (y⋆, θ⋆) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3).

Aśı, existe una constante C > 0 tal que si
∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C,

entonces el problema de control óptimo (1.40) admite una única solución dada por

f⋆ := −µσ,
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donde (y, θ, u, σ) es la solución al sistema acoplado

∂ty −∆y +∇πy + (y · ∇) y = θe2 en (0, T )× Ω,
∂tθ −∆θ + y · ∇θ = f1ω + f⋆1O en (0, T )× Ω,

−∂tu−∆u+∇πu + (∇y)⊤ u− (y · ∇)u+ σ∇θ = (y − y⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
−∂tσ −∆σ − y · ∇σ = u2 + (θ − θ⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
div y = div u = 0 en (0, T )× Ω,
y = u = 0, θ = σ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0, u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω.

(1.41)

Por otro lado, el segundo objetivo es el problema clásico de encontrar un control f ∈ L2(0, T ;L2(ω)) tal que lleve
el sistema (1.41) a cero en un tiempo T > 0, es decir, probar la controlabilidad parcial del sistema (1.41). Con
respecto a este problema, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.19. Supongamos que ω∩O = ∅ y que ω∩Od ̸= ∅. Entonces existe C > 0 y ρ1, ρ2 ∈ C0([0, T ]) tales que

ρ1(0) = ρ1(T ) = ρ2(T ) = 0, ρ1 > 0 en (0, T ), ρ2 > 0 en [0, T )

con la siguiente propiedad: si

µ

ρ1
∈ L∞(0, T ),

(y⋆, θ⋆)

ρ2
∈ L2(0, T ;L2(Ω)3), (y0, θ0) ∈ V ×H1

0 (Ω),

con ∥∥∥∥ (y⋆, θ⋆)ρ2

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω)3)

+
∥∥(y0, θ0)∥∥

H1(Ω)3
⩽ C,

entonces, existe un control f ∈ L2(0, T ;L2(ω)) y una solución

(y, θ, u, σ) ∈ L2(0, T ;H2(Ω)6) ∩ C0([0, T ];H1(Ω)6) ∩H1(0, T ;L2(Ω)6), (πy, πu) ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2)

de (1.41) que satisface
y(T, ·) = 0, θ(T, ·) = 0 en Ω.

Idea de la prueba

Para probar el Lema 1.18, seguiremos las ideas de [2]. Usando la derivada de Gateaux del funcional J , podremos
caracterizar el control seguidor f⋆ mediante el sistema (1.41). El procedimiento para probar el Teorema 1.19 es
muy similar al usado para probar los resultados de los caṕıtulos anteriores. Es decir, primero se prueba el resultado
de control nulo para el sistema linealizado de (1.41) con término fuente:

∂ty −∆y +∇p = θe2 + h(1) en (0, T )× Ω
∂tθ −∆θ = f1ω − µσ1O + h(2) en (0, T )× Ω,

−∂tu−∆u+∇πu = y1O⋆ + h(3) en (0, T )× Ω,
−∂tσ −∆σ = u2 + θ1O⋆ + h(4) en (0, T )× Ω,
div y = div u = 0 en (0, T )× Ω,
y = u = 0, θ = σ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0, u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω.

(1.42)

Nuevamente, probar esto es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad usando estimaciones de Car-
leman. Posteriormente, usando un argumento de punto fijo probaremos la controlabilidad del sistema (1.42) reem-
plazando los términos h(1), h(2), h(3) y h(4) por los términos no lineales correspondientes

h(1) = − (y · ∇) y, h(2) = −y · ∇θ,

h(3) = − (∇y)⊤ u+ (y · ∇)u− σ∇θ − y⋆1O⋆ , h(4) = y · ∇σ − θ⋆1O⋆ ,

y con ello se concluye el Teorema 1.19.
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1.3.4. Control para Stokes usando la estrategia Stackelberg-Nash

Los resultados que se enuncian aqúı serán presentados con más detalle en el Caṕıtulo 5.
Sea Ω ⊂ RN (N = 2, 3) un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sea T > 0 y sean ω,O1,O2 ⊂

Ω abiertos no vaćıos tales que
ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2).

Consideremos el siguiente sistema de Stokes:
∂ty −∆y +∇πy = h1ω + v11O1 + v21O2 en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en Ω.

(1.43)

En el sistema anterior, y = y(t, x) ∈ RN describe la velocidad de fluido, πy = πy(t, x) ∈ R la presión y y0 es un
dato inicial dado. El conjunto ω es el dominio de control principal, O1,O2 son dominios de control secundarios;
1ω, 1O1 y 1O2 son las funciones caracteŕısticas de ω,O1 y O2 respectivamente; los controles son h, v1, v2, donde h
es el control ĺıder y v1 y v2 los controles seguidores.
Nuestro objetivo es el siguiente:

1. que los controles seguidores v1 y v2 mantengan la solución y cerca de un estado y1,d y y2,d respectivamente;

2. que el control h lleve el sistema a cero en el tiempo T .

El primer objetivo se traduce como sigue: fijamos h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) y y0 ∈ H. Aśı, podemos considerar los
siguientes funcionales con peso

Ji
(
v1, v2

)
=

1

2

∫∫
(0,T )×Oi,d

∣∣y − yi,d
∣∣2 dxdt+ 1

2

∫∫
(0,T )×Oi

∣∣vi∣∣2
µi

dxdt (i = 1, 2). (1.44)

Entonces, queremos que v1 y v2 cumplan lo siguiente:

J1
(
v1, v2

)
= mı́n

v1
J1
(
v1, v2

)
, J2

(
v1, v2

)
= mı́n

v2
J2
(
v1, v2

)
. (1.45)

Definición 1.20. Cualquier par (v1, v2) que satisfaga (1.45) es llamado un equilibrio de Nash para J1 y J2.

Para probar la existencia y unicidad de este equilibrio de Nash, nos basaremos en el resultado obtenido en [16].
La idea es aprovechar la convexidad de los funcionales Ji (i = 1, 2) para obtener que un par (v1, v2) es un equilibrio
de Nash de (1.44) si y solo si cumple〈

∂J1
∂v1

(
v1, v2

)
, v̂1
〉

= 0 ∀v̂1 ∈ L2(0, T ;L2(O1)) (1.46)

y 〈
∂J2
∂v2

(
v1, v2

)
, v̂2
〉

= 0 ∀v̂2 ∈ L2(0, T ;L2(O2)). (1.47)

Aśı, probaremos el siguiente resultado, el cual nos da una caracterización del par (v1, v2):

Lema 1.21. Dados h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1), yi,d ∈ L2(0, T ;L2(Oi,d)) (i = 1, 2) y y0 ∈ H. Existe C > 0 tal que si

∥µi∥L∞(0,∞) ⩽ C (i = 1, 2),

entonces el par
(
v1, v2

)
es un equilibrio de Nash de J1 y J2 si y solo si vi = −µiγ

i1Oi
(i = 1, 2) donde

(
y, γ1, γ2

)
es solución al sistema acoplado

∂ty −∆y +∇πy = h1ω − µ1γ
11O1 − µ2γ

21O2 en (0, T )× Ω,

−∂tγ1 −∆γ1 +∇π1
γ =

(
y − y1,d

)
1O1,d

en (0, T )× Ω,

−∂tγ2 −∆γ2 +∇π2
γ =

(
y − y2,d

)
1O2,d

en (0, T )× Ω,
div y = div γ1 = div γ2 = 0 en (0, T )× Ω,
y = γ1 = γ2 = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, γ1(T, ·) = 0, γ2(T, ·) = 0 en Ω.

(1.48)
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Una vez probado lo anterior, buscaremos que el control h controle el sistema (1.48) a cero, para esto tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 1.22. Sea T > 0. Supongamos que ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2), que O1,d = O2,d =: Od y que ω ∩ Od ̸= ∅.
Entonces, existe C > 0 y funciones ρ1, ρ2 ∈ C0([0, T ]) tales que

ρ1(0) = ρ1(T ) = ρ2(T ) = 0, ρ1 > 0 en (0, T ), ρ2 > 0 en [0, T )

con la siguiente propiedad: si

µ1

ρ1
,
µ2

ρ1
∈ L∞(0, T ),

(
y1,d, y2,d

)
ρ2

∈ L2(0, T ;L2(Ω)2N ), y0 ∈ H,

con ∥∥∥∥∥
(
y1,d, y2,d

)
ρ2

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω)2N )

+
∥∥y0∥∥

L2(Ω)N
⩽ C,

entonces, existe un control h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución de (1.48) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Idea de la prueba

Para probar el Teorema 1.22, nuevamente, la idea es probar una desigualdad de observabilidad para el sistema
adjunto de (1.48), el cual está dado por

−∂tz −∆z +∇πz = (φ1 + φ2)1Od
en (0, T )× Ω,

∂tφ
1 −∆φ1 +∇π1

φ = −µ1z1O1
en (0, T )× Ω,

∂tφ
2 −∆φ2 +∇π2

φ = −µ2z1O2 en (0, T )× Ω,
div z = divφ1 = divφ2 = 0 en (0, T )× Ω,
z = φ1 = φ2 = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
z(T, ·) = zT , φ1(0, ·) = 0, φ2(0, ·) = 0 en Ω,

(1.49)

Haciendo ϕ = φ1 + φ2, uno puede reescribir (1.49) como
−∂tz −∆z +∇πz = ϕ1Od

en (0, T )× Ω,
∂tϕ−∆ϕ+∇πϕ = −z (µ11O1

+ µ21O2
) en (0, T )× Ω,

div z = div ϕ = 0 en (0, T )× Ω,
z = ϕ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
z(T, ·) = zT , ϕ(0, ·) = 0 en Ω.

(1.50)

De este modo, uno prueba una desigualdad de la forma

∥∥ρM+5(z, ϕ)
∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)3N )

⩽ C

N∑
k=1,k ̸=j

∫∫
(0,T )×ω

ρ2(M+1) |zk|2 dxdt (M > 0). (1.51)

donde ρ es una función positiva en (0, T ) que cumple ρ(0) = ρ(T ) = 0 y M > 0.
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Caṕıtulo 2

Control nulo de m sistemas de Stokes y
Navier-Stokes acoplados

En este caṕıtulo presentaremos un resultado de control a cero para sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes)
acoplados. Para esto consideraremos m sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) en dimensión N (con N = 2, 3) y
probaremos que cuando el acoplamiento tiene forma de cascada es posible controlar el sistema a cero usando un
sólo control en un sistema y actuando únicamente en N − 1 componentes. Los resultados de este caṕıtulo fueron
tomados de nuestro art́ıculo [27].

2.1. Introducción

Sea Ω un subconjunto abierto acotado de RN (con N = 2, 3) con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sean T > 0
y ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo, al cual llamaremos dominio de control. Para m ⩾ 2, consideremos los siguientes m
sistemas acoplados:

∂ty
(i) − νi∆y

(i) + ε
(
y(i) · ∇

)
y(i) +∇p(i) =

m∑
j=1

(Bi,j · ∇) y(j) +

m∑
j=1

Ai,jy
(j) +D1u1ω en (0, T )× Ω,

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω,
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω,

(2.1)
donde i ∈ {1, . . . ,m}, Ai,j ∈ MN (R), Bi,j ∈ RN y Di ∈ MN,r(R) para algún r ∈ N∗. Notemos que si ε = 0,
entonces (2.1) es un sistema de m sistemas de Stokes acoplados y si ε = 1, (2.1) es un sistema de m sistemas de
Navier-Stokes acoplados. También hemos denotado por 1ω la función caracteŕıstica en ω y las constantes νi > 0 son
las viscocidades de los fluidos.
Antes de continuar, notemos que el sistema anterior se puede escribir de manera abstracta como sigue: si ε = 0,

tenemos 
∂ty − ν∆y +∇p = (B · ∇) y +Ay +Du1ω en (0, T )× Ω,

div y = 0 en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y (0, ·) = y0 en Ω,

(2.2)
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y si ε = 1, tenemos
∂ty − ν∆y + (y · ∇)y +∇p = (B · ∇) y +Ay +Du1ω en (0, T )× Ω,

div y = 0 en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y (0, ·) = y0 en Ω.

(2.3)

En los sistemas (2.2) y (2.3),

y =
(
y(i)
)
1⩽i⩽m

, ν∆y =
(
νi∆y

(i)
)
1⩽i⩽m

, (y · ∇) y =
((
y(i) · ∇

)
y(i)
)
1⩽i⩽m

, ∇p =
(
∇p(i)

)
1⩽i⩽m

,

div y =
(
div y(i)

)
1⩽i⩽m

, y0 =
(
y
(i)
0

)
1⩽i⩽m

y

(B · ∇)y =

( m∑
j=1

(Bi,j · ∇)y(j)
)

1⩽i⩽m

, Ay =

( m∑
j=1

Ai,jy
(j)

)
1⩽i⩽m

, Du =
(
Diu

)
1⩽i⩽m

.

Como mencionamos anteriormente, el acoplamiento que consideraremos está dado en forma de cascada, esto es,
las matrices A y B serán de la forma

A =


A1,1 A1,2 A1,3 . . . A1,m

A2,1 A2,2 A2,3 . . . A2,m

0 A3,2 A3,3 . . . A3,m

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . Am,m−1 Am,m

 , B =


B1,1 B1,2 . . . B1,m

0 B2,2 . . . B2,m

...
...

. . .
...

0 0 . . . Bm,m

 . (2.4)

La matriz A es una matriz de vectores constantes cuya subdiagonal es distinta de cero. En otras palabras, nuestras
hipótesis sobre A y B son

Ai,j = ai,jIN , ai,i−1 ̸= 0 (2 ⩽ i ⩽ m), ai,j = 0 si i ⩾ j + 2, (2.5)

Bi,j = 0 si i ⩾ j + 1. (2.6)

Este tipo de acoplamiento fue considerado en la controlabilidad nula de m ecuaciones de calor (ver [13]) y permite
controlar los m sistemas actuando solamente en uno de ellos, digamos en el primero. Por otro lado, se ha probado
que para sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) (ver [4,6]) es posible controlar el sistema en dimensión N con un
control con solo N − 1 componentes.
Nuestro objetivo será extender ambos resultados, es decir, probaremos que es posible controlar m sistemas de

Stokes (y de Navier-Stokes) actuando solo en el primer sistema y además con N − 1 controles escalares. Por lo que,
sin pérdida de generalidad, supondremos

r = N − 1, Dj = 0 (j ⩾ 2), D1 =

(
1
0

)
(si N = 2) or D1 =

1 0
0 1
0 0

 (si N = 3). (2.7)

Para presentar los resultados obtenidos, recordemos ciertos espacios de funciones utilizados en la teoŕıa de sistemas
de Stokes:

H =
{
y ∈

[
L2(Ω)

]N
: div y = 0 en Ω, y · ν = 0 sobre ∂Ω

}
, (2.8)

V =
{
y ∈

[
H1

0 (Ω)
]N

: div y = 0 en Ω
}
. (2.9)

También denotaremos por
H := Hm y V := Vm. (2.10)

Aśı tenemos el siguiente resultado para sistemas de Stokes:
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Teorema 2.1. Supongamos (2.5)-(2.7). Entonces, para toda T > 0 y para toda y0 ∈ H, existe un control u ∈
L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución y =

(
y(1), . . . , y(m)

)
de (2.2) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Mientras que para sistemas de Navier-Stokes tenemos un resultado de control nulo local:

Teorema 2.2. Supongamos (2.5)-(2.7). Entonces, para toda T > 0, existe un δ > 0 tal que para y0 ∈ V que satisface

∥y0∥V ⩽ δ,

existe un control u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución y =
(
y(1), . . . , y(m)

)
de (2.3) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Observación 2.3. Como consecuencia, hemos deducido la controlabilidad a cero de N ×m ecuaciones escalares
usando solamente N − 1 controles escalares.

Para probar el Teorema 2.1, usaremos un argumento estándar (ver [31, Teorema 11.2.1, p.357]). Esto es, consi-
deremos el adjunto del sistema (2.2):

−∂tφ−∆φ+∇π + (B∗ · ∇)φ−A∗φ = 0 en (0, T )× Ω,

divφ = 0 en (0, T )× Ω,

φ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

φ(T, ·) = φT en Ω,

(2.11)

o bien, su forma expandida

−∂tφ(i) −∆φ(i) +∇π(i) +

i∑
j=1

(
(Bj,i · ∇)φ(j) −Aj,iφ

(j)
)
= Ai+1,iφ

(i+1) en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m− 1)

−∂tφ(m) −∆φ(m) +∇π(m) +

m∑
j=1

(
(Bj,m · ∇)φ(j) −Aj,mφ

(j)
)
= 0 en (0, T )× Ω,

divφ(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)
φ(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)

φ(i)(T, ·) = φ
(i)
T en Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)

(2.12)

con φ
(i)
T ∈ H para i ∈ {1, . . . ,m} y también denotamos por φ

(i)
j con j = 1, . . . , N las coordenadas de φ(i). Notemos

que si consideramos
φ(m+1) ≡ 0, Am+1,i = 0 (1 ⩽ i ⩽ m),

podemos reescribir las ecuaciones como

−∂tφ(i) −∆φ(i) +∇π(i) +

i∑
j=1

(
(Bj,i · ∇)φ(j) −Aj,iφ

(j)
)
= Ai+1,iφ

(i+1) en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m). (2.13)

Entonces el Teorema 2.1 será consecuencia de probar la siguiente desigualdad de observabilidad

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(0, x)
∣∣∣2 dx ⩽ C(T )

N−1∑
j=1

∫∫
(0,T )×ω

∣∣∣φ(1)
j

∣∣∣2 dtdx. (2.14)

para alguna constante C > 0 que depende de T , Ω y ω. Para probar la desigualdad anterior utilizaremos las
conocidas estimaciones de Carleman. En la siguiente sección presentaremos las herramientas necesarias para probar
la desigualdad (2.14).
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2.1.1. Resultados de regularidad

En esta sección presentaremos un resultado de regularidad adicional al mencionado en el Lema 1.11, para un
sistema de m ecuaciones de Stokes. Para esto, recordemos los espacios mencionados en (2.8)-(2.10).
Sea P0 : L2(Ω)N → H el proyector de Leray y consideremos la proyección P definida por:

P :
[
L2(Ω)N

]m → H, y =
(
y(1), . . . , y(m)

)
7→
(
P0y

(1), . . . ,P0y
(m)
)
.

Consideremos también el operador no acotado definido en H por

D(A0) := D(A1) := D(A) :=
[
H2(Ω)N ∩ V

]m
, (2.15)

A0y := −P∆y, A1y := −P [(B · ∇) y +Ay] , A := A0 + A1. (2.16)

Es bien sabido (ver [26, 30, Teorema 2.1.1, p.128–129]) que el operador A0 es autoadjunto y positivo. Además, se
puede probar que

D(A∗) =
[
H2(Ω)N ∩ V

]m
, A∗ = A0 + A∗

1, (2.17)

con
A∗

1φ := P [(B∗ · ∇)φ−A∗φ] ,

donde
(A∗)i,j := A⊤

j,i ∈ MN (R), (B∗)i,j := Bj,i ∈ RN .

En lo anterior, ·⊤ denota una matriz transpuesta en MN (R). Uno puede probar que para alguna C > 0∥∥∥A1/2
0 φ

∥∥∥
H
= ∥∇φ∥L2(Ω)N2m , V = D

(
A1/2

0

)
, ∥A∗

1φ∥H ⩽ C
∥∥∥A1/2

0 φ
∥∥∥
H

En particular, uno puede probar (ver [25, Teorema 2.1, p.80]) que −A es el generador infinitesimal de un semigrupo
anaĺıtico en H. Usando la regularidad eĺıptica de los sistemas de Stokes (ver [30, Proposición 2.2, p.33]), también
tenemos que

D
(
(A∗)2

)
⊂
[
H4(Ω)N

]m
, D

(
(A∗)3

)
⊂
[
H6(Ω)N

]m
.

Con la notación anterior, podemos escribir el sistema adjunto (2.11) como{
−φ′ + A∗φ = 0 en (0, T ),

φ(T ) = φT .
(2.18)

Si φT ∈ H, entonces tenemos que φ ∈ C0([0, T ];H), pero podemos usar las propiedades parábolicas mencionadas
anteriormente para conseguir mayor regularidad en φ:

Lema 2.4. Sean T0 > 0 y T ∈ (0, T0). Supongamos que Ai,j ∈ MN (R), Bi,j ∈ RN , (i, j ∈ {1, . . . ,m}). Considere-
mos funciones θ0, θ1, θ2, θ3 ∈ C3([0, T ]) y una constante C > 0 tal que

θi(T ) = 0 (i ∈ {0, . . . , 3}), |θ′′′3 |+ |θ′′2 |+ |θ′1| ⩽ C |θ0| , |θ′′3 |+ |θ′2| ⩽ C |θ1| , |θ′3| ⩽ C |θ2| . (2.19)

Entonces:
θ1φ ∈ H1(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;D(A∗)), (2.20)

θ2φ ∈ H2(0, T ;H) ∩H1(0, T ;D(A∗)) ∩ L2(0, T ;D((A∗)2)), (2.21)

θ3φ ∈ H3(0, T ;H) ∩H2(0, T ;D(A∗)) ∩H1(0, T ;D
(
(A∗)2

)
) ∩ L2(0, T ;D((A∗)3)), (2.22)

y además
∥θ1φ∥H1(0,T ;H) + ∥θ1φ∥L2(0,T ;D(A∗)) ⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) , (2.23)

∥θ2φ∥H2(0,T ;H) + ∥θ2φ∥H1(0,T ;D(A∗)) + ∥θ2φ∥L2(0,T ;D((A∗)2)) ⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) , (2.24)

∥θ3φ∥H3(0,T ;H) + ∥θ3φ∥H2(0,T ;D(A∗)) + ∥θ3φ∥H1(0,T ;D((A∗)2)) + ∥θ3φ∥L2(0,T ;D((A∗)3)) ⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) . (2.25)
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Demostración. La prueba se basa en un argumento iterativo. De (2.18), obtenemos que para i = 1, 2, 3:{
− (θiφ)

′
+ A∗ (θiφ) = −θ′iφ en (0, T ),

(θiφ) (T ) = 0
(2.26)

Como −A es el generador infinitesimal de un semigrupo anaĺıtico, de (2.26) con i = 1 obtemos que (2.20) y además
se cumple (2.23). De aqúı, considerando (2.19), obtenemos

∥θ′2φ∥H1(0,T ;H) + ∥θ′2φ∥L2(0,T ;D(A∗)) ⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) , (θ′2φ) (T ) = 0, (2.27)

Ahora, consideremos (2.26) con i = 2: tomando la derivada con respecto a t, aplicando el operador A∗ y usando
nuevamente que −A es el generador infinitesimal de un semigrupo anaĺıtico, concluimos que

∥(θ2φ)′′∥L2(0,T ;H) + ∥(θ2φ)′∥L2(0,T ;D(A∗)) + ∥θ2φ∥L2(0,T ;D(A∗)2) ⩽ C
(
∥θ′2φ∥L2(0,T ;D(A∗)) + ∥θ′2φ∥H1(0,T ;H)

)
. (2.28)

Combinando la relación anterior con (2.27) y considerando (2.19) tenemos (2.21) y además (2.24). Estas relaciones
y (2.19), nos da

∥θ′3φ∥H2(0,T ;H) + ∥θ′3φ∥H1(0,T ;D(A∗)) + ∥θ′3φ∥L2(0,T ;D((A∗)2)) ⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) , (θ′3φ) (T ) = (θ′3φ)
′
(T ) = 0.

(2.29)
Finalmente, considerando i = 3 en (2.26) y aplicando los operadores ∂2t ,A∗∂t y (A∗)2, tenemos

∥(θ3φ)′′′∥L2(0,T ;H) + ∥(θ3φ)′′∥L2(0,T ;D(A∗)) +
∥∥(θ3φ)′∥∥L2(0,T ;D(A∗)2)

+ ∥θ3φ∥L2(0,T ;D(A∗)3)

⩽ C
(
∥θ′3φ∥H2(0,T ;H) + ∥θ′3φ∥H1(0,T ;D(A∗)) + ∥θ′3φ∥L2(0,T ;D((A∗)2))

)
. (2.30)

Combinando la relación anterior con (2.19) y (2.29), tenemos (2.22) con (2.25).

2.2. Estimación de Carleman para el sistema adjunto

Ahora estamos en posición de probar nuestra desigualdad de Carleman. La prueba la haremos para N = 2 (el caso
N = 3 se hace de manera similar) y para simplificar la notación supondremos T ∈ (0, 1) y νi = 1 para i = 1, . . . ,m.
En adelante consideraremos ω0 ⋐ ω y las funciones α, ξ introducidas en la Subsección 1.2.2. Nuestro objetivo será
estimar la siguiente cantidad asociada a la solución del sistema adjunto (2.12):

I(s, φ(i)) :=

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

−1
∣∣∣∇3∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
5
∣∣∣φ(i)

∣∣∣2 dxdt. (2.31)

Por lo que, nuestro resultado será el siguiente:

Teorema 2.5. Existe una constante C > 0 que depende de la geometŕıa, tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para
toda φT ∈ H, la solución φ =

(
φ(1), . . . , φ(m)

)
de (2.11) satisface

m∑
i=1

I(s, φ(i)) ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
2m+3−6

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.32)

Para probar el resultado anterior, comenzaremos estimando cada I(s, φ(i)) (i ∈ {1, . . . ,m}) de manera indepen-
diente.
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Proposición 2.6. Sea ω̂ ⊂ Ω un conjunto abierto no vaćıo tal que ω0 ⋐ ω̂ ⋐ ω. Entonces, existe una constante
C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda φT ∈ H, la solución φ =

(
φ(1), . . . , φ(m)

)
de (2.11) satisface

I(s, φ(i)) ⩽
1

2

m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
5
∣∣∣φ(j)

∣∣∣2 dxdt
+ C

m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2

(∣∣∣∇3∆φ
(j)
1

∣∣∣2 + ∣∣∣∇2∆φ
(j)
1

∣∣∣2)dxdt

+ C

∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2 dxdt (1 ⩽ i ⩽ m). (2.33)

Demostración. Primero, notemos que, tomando la divergencia en la ecuación(2.13), tenemos

∆π(i) = 0 en (0, T )× Ω (1 ⩽ i ⩽ m).

Ahora, siguiente las ideas de [6], aplicamos el operador ∇2∆ a la primera componente de (2.13) y obtenemos

−∂t∇2∆φ
(i)
1 −∆∇2∆φ

(i)
1 = −

i∑
j=1

Bj,i · ∇
(
∇2∆φ

(j)
1

)
+

i+1∑
j=1

aj,i∇2∆φ
(j)
1 (1 ⩽ i ⩽ m). (2.34)

Aplicando el Lema 1.10 a la ecuación de arriba, obtenemos que para λ ⩾ C y para s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ):∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

−1
∣∣∣∇3∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2)dxdt

⩽ C

 i∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇3∆φ

(j)
1

∣∣∣2 dx dt+ i+1∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇2∆φ

(j)
1

∣∣∣2 dx dt
+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆φ
(i)
1

∣∣∣∣2 dγ dt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαsξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt) . (2.35)

El resto de la prueba se divide en varios pasos:

En el Paso 1, completamos el lado izquierdo de (2.35) con integrales con peso de φ(i) y agregamos algunos
términos locales en el lado derecho.

En el Paso 2, obtenemos una cota superior para el término de frontera.

Finalmente, en el Paso 3, estimamos todos los términos locales que no aparecen en el lado derecho de (2.33).

Paso 1. Aplicamos el Lema 1.8 con u = ∇∆φ
(i)
1 y r = 1: para s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y λ ⩾ C, tenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα(sξ)3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dx dt
⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαsξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα(sξ)3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt) . (2.36)

Aplicamos nuevamente el Lema 1.8 con u = ∆φ
(i)
1 y r = 3: para s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y λ ⩾ C, tenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα(sξ)5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2 dx dt
⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα(sξ)3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα(sξ)5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2 dxdt) . (2.37)
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Ahora, usando la condición de divergencia nula de φ(i), tenemos∣∣∣∂2φ(i)
2

∣∣∣ = ∣∣∣∂1φ(i)
1

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∇φ(i)
1

∣∣∣ .
Luego, usando la desigualdad de Poincaré y la elipticidad del operador de Laplace con condiciones de frontera tipo
Dirichlet, obtenemos que existe C > 0 que depende de Ω tal que∫

Ω

∣∣∣φ(i)
∣∣∣2 dx ⩽ C

∫
Ω

∣∣∣∆φ(i)
1

∣∣∣2 dx.
Combinando las relaciones anteriores con (2.35)-(2.37), obtenemos que I(s, φ(i)) definido en (2.31), satisface

I(s, φ(i)) ⩽ C

 i∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇3∆φ

(j)
1

∣∣∣2 dxdt+ i+1∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇2∆φ

(j)
1

∣∣∣2 dxdt
+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆φ
(i)
1

∣∣∣∣2 dγ dt+ 2∑
k=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
5−2k

∣∣∣∇k∆φ
(i)
1

∣∣∣2 dxdt) . (2.38)

Paso 2. En este paso, vamos a estimar el término de frontera del lado de derecho de (2.38). Para esto, usaremos el
Lema 2.4: considerando (1.11), se puede probar que

θ0 := e−sα♯ (sξ♯)
5
2 , θ1(t) := e−sα♯ (sξ♯)

3
2−

1
ℓ , θ2(t) := e−sα♯ (sξ♯)

1
2−

2
ℓ , θ3(t) := e−sα♯ (sξ♯)

− 1
2−

3
ℓ

satisfacen (2.19) para s ⩾ T ℓ. De aqúı que,

∥θ1φ∥H1(0,T ;L2(Ω)2) + ∥θ1φ∥L2(0,T ;H2(Ω)2) + ∥θ2φ∥H2(0,T ;L2(Ω)2) + ∥θ2φ∥H1(0,T ;H2(Ω)2) + ∥θ2φ∥L2(0,T ;H4(Ω)2)

+ ∥θ3φ∥H3(0,T ;L2(Ω)2) + ∥θ3φ∥H2(0,T ;H2(Ω)2) + ∥θ3φ∥H1(0,T ;H4(Ω)2) + ∥θ3φ∥L2(0,T ;H6(Ω)2)

⩽ C ∥θ0φ∥L2(0,T ;H) . (2.39)

Ahora, usando una desigualdad de traza (ver [22, Teorema 2.1, p.9]) y una desigualdad de interpolación (ver [21,
Observación 9.5, p.46-47]), obtenemos que∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆φ
(i)
1

∣∣∣∣2 dγ dt
∣∣∣∣∣

⩽ C

∫ T

0

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

(∥∥∥φ(i)
∥∥∥
H4(Ω)2

∥∥∥φ(i)
∥∥∥
H6(Ω)2

+
∥∥∥φ(i)

∥∥∥1/2
H4(Ω)2

∥∥∥φ(i)
∥∥∥3/2
H6(Ω)2

)
dt

⩽ C

∫ T

0

(
(sξ♯)

−1+ 5
ℓ

∥∥∥θ2φ(i)
∥∥∥
H4(Ω)2

∥∥∥θ3φ(i)
∥∥∥
H6(Ω)2

+ (sξ♯)
− 1

2+
11
2ℓ

∥∥∥θ2φ(i)
∥∥∥1/2
H4(Ω)2

∥∥∥θ3φ(i)
∥∥∥3/2
H6(Ω)2

)
dt. (2.40)

Usando que ℓ ⩾ 11 y (1.14), tenemos que para C > 0 y s ⩾ CT 2ℓ:

(sξ♯)
−1+ 5

ℓ ⩽
(
C4ℓ

)−1+ 5
ℓ y (sξ♯)

− 1
2+

11
2ℓ ⩽

(
C4ℓ

)− 1
2+

11
2ℓ .

Entonces, tomando C > 0 suficientemente grande, a partir de las relaciones anteriores y usando (2.38)-(2.40),
obtenemos que existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ),

I(s, φ(i)) ⩽ C

 m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2

(∣∣∣∇3∆φ
(j)
1

∣∣∣2 + ∣∣∣∇2∆φ
(j)
1

∣∣∣2)dxdt

+

2∑
k=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
5−2k

∣∣∣∇k∆φ
(i)
1

∣∣∣2 dx dt)+
1

4

m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
5
∣∣∣φ(j)

∣∣∣2 dxdt. (2.41)
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Paso 3. Para estimar los términos locales, procederemos de manera estándar: consideramos ω̌ un abierto con
ω0 ⋐ ω̌ ⋐ ω̂ y η1 una función tal que

η1 ∈ C2
c (ω̌), η1 ≡ 1 en ω0, η1 ⩾ 0.

Entonces, usando integración por partes tenemos∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαsξ

(
∂2

∂xk∂xq
∆φ

(i)
1

)2

dxdt ⩽
∫∫

(0,T )×ω̌

η1e
−2sαsξ

(
∂2

∂xk∂xq
∆φ

(i)
1

)2

dx dt

= −
∫∫

(0,T )×ω̌

∂

∂xk

(
η1e

−2sαsξ
) ∂2

∂xk∂xq
∆φ

(i)
1

∂

∂xq
∆φ

(i)
1 dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω̌

η1e
−2sαsξ

∂3

∂x2k∂xq
∆φ

(i)
1

∂

∂xq
∆φ

(i)
1 dx dt.

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal que para toda ε > 0 se tiene∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαsξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

−1
∣∣∣∇3∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω̌

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.42)

De manera análoga vamos a estimar el término local de ∇∆φ
(i)
1 : consideramos η2 una función tal que

η2 ∈ C2
c (ω̂), η2 ≡ 1 en ω̌, η2 ⩾ 0.

Entonces, usando integración por partes∫∫
(0,T )×ω̌

e−2sα (sξ)
3

(
∂

∂xk
∆φ

(i)
1

)2

dxdt ⩽
∫∫

(0,T )×ω̂

η2e
−2sα (sξ)

3

(
∂

∂xk
∆φ

(i)
1

)2

dxdt

= −
∫∫

(0,T )×ω̂

∂

∂xk

(
η2e

−2sα (sξ)
3
) ∂

∂xk
∆φ

(i)
1 ∆φ

(i)
1 dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω̂

η2e
−2sα (sξ)

3 ∂2

∂x2k
∆φ

(i)
1 ∆φ

(i)
1 dx dt.

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal que para toda ε > 0 se tiene∫∫
(0,T )×ω̌

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

3
∣∣∣∇∆φ

(i)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∇2∆φ

(i)
1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2 dx dt.
La estimación de arriba junto con (2.41) y (2.42), implican (2.33) para ε > 0 suficientemente pequeño. Esto concluye
la Proposición 2.6.

Ahora estamos en posición para probar el Teorema 2.5.

Demostración. Para probar este teorema usaremos el acoplamiento del sistema. Sumando (2.32) para i ∈ {1, . . . ,m}
y tomando s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ), para C > 0 suficientemente grande, tenemos

m∑
i=1

I(s, φ(i)) ⩽ C

m∑
i=1

∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(i)

1

∣∣∣2 dx dt. (2.43)
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Para deshacernos de los términos locales del lado derecho (excepto el correspondiente a i = 1), introducimos una
sucesión de abiertos Oi con i ∈ {1, . . . ,m} tales que

ω̂ =: O0 ⋐ O1 ⋐ . . . ⋐ Oi ⋐ . . . ⋐ Om ⋐ ω

y las funciones
χi ∈ C2

c (Oi) tal que χi ≡ 1 en Oi−1, χi ⩾ 0 (1 ⩽ i ⩽ m).

Aśı, considerando la ecuación m− 1 de (2.13) y aplicando el operador de Laplace a la primera componente de esta
ecuación y obtenemos:

−∂t∆φ(m−1)
1 −∆2φ

(m−1)
1 +

m−1∑
j=1

Bj,m−1 · ∇∆φ
(j)
1 −

m−1∑
j=1

aj,m−1∆φ
(j)
1 = am,m−1∆φ

(m)
1 (2.44)

Usando esta relación e integración por partes, tenemos que∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dxdt = 4∑
k=1

Jk (2.45)

con

J1 := − 1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆φ

(m)
1 ∂t∆φ

(m−1)
1 dxdt, (2.46)

J2 := − 1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆φ

(m)
1 ∆2φ

(m−1)
1 dxdt, (2.47)

J3 :=
1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆φ

(m)
1

m−1∑
j=1

Bj,m−1 · ∇∆φ
(j)
1

 dxdt, (2.48)

J4 := − 1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆φ

(m)
1

m−1∑
j=1

aj,m−1∆φ
(j)
1

dxdt. (2.49)

Lo siguiente es estimar cada Ji con i = 1, 2, 3, 4. Comenzamos con J1. Integrando por partes y usando que

χ1∂t∆φ
(m)
1 = −χ1∆

2φ
(m)
1 + χ1

m∑
j=1

Bj,m · ∇∆φ
(j)
1 − χ1

m∑
j=1

aj,m∆φ
(j)
1 ,

obtenemos que

J1 =
4∑

k=1

J1,k (2.50)

donde

J1,1 :=
1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1∂t

(
e−2sα (sξ)

5
)
∆φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt,

J1,2 :=
−1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆2φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dx dt,

J1,3 :=
1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5

 m∑
j=1

Bj,m · ∇∆φ
(j)
1

∆φ
(m−1)
1 dxdt,

J1,4 :=
1

am,m−1

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5

 m∑
j=1

aj,m∆φ
(j)
1

∆φ
(m−1)
1 dxdt.
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Usando la estimación (1.11) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe una constante C > 0 tal que para
toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y toda ε > 0

|J1,1| ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sαs7ξ7+2/ℓ
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt, (2.51)

|J1,2| ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαsξ
∣∣∣∆2φ

(m)
1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt, (2.52)

|J1,3| ⩽ ε

m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(j)
1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα(sξ)7
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dx dt (2.53)

y

|J1,4| ⩽ ε

m∑
j=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt. (2.54)

Combinando (2.51)-(2.54), obtenemos que para ε > 0,

|J1| ⩽ ε

m∑
j=1

I(s, φ(j)) +
C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt. (2.55)

Ahora, para estimar J2 (definido en (2.47)), notemos que usando integración por partes, obtenemos∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆φ

(m)
1 ∆2φ

(m−1)
1 dxdt =

∫∫
(0,T )×O1

∆
(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
∆φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt

+

∫∫
(0,T )×O1

χ1e
−2sα (sξ)

5
∆2φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt

+

∫∫
(0,T )×O1

2∇
(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
· ∇∆φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt. (2.56)

Usando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para
toda ε > 0∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×O1

∆
(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
∆φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dx dt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt. (2.57)

Nuevamente, usando el mismo argumento∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×O1

2∇
(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
· ∇∆φ

(m)
1 ∆φ

(m−1)
1 dxdt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(m)
1

∣∣∣2 dx dt+ C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dxdt. (2.58)

Combinando (2.52), (2.57) y (2.58), obtenemos que para ε > 0,

|J2| ⩽ εI(s, φ(m)) +
C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dx dt. (2.59)
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Procedemos de manera similar para J3 (definido en (2.48)). Aplicando integración por partes varias veces y usando
la desigualdad de Young obtenemos que, existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0

|J3| =

∣∣∣∣∣∣ −1

am,m−1

m−1∑
j=1

Bj,m−1 ·
∫∫

(0,T )×O1

[
∇
(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
∆φ

(m)
1 +

(
χ1e

−2sα (sξ)
5
)
∇∆φ

(m)
1

]
∆φ

(j)
1 dx dt

∣∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

3
∣∣∣∇∆φ

(m)
1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2)dxdt+
C

ε

m−1∑
j=1

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2 dx dt.
(2.60)

Finalmente, para estimar J4 (definido en (2.49)), usando la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal
que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0

|J4| ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

m−1∑
j=1

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2 dxdt. (2.61)

Juntando todo lo anterior, tenemos que existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(m)

1

∣∣∣2 dxdt
⩽ ε

m∑
j=1

I(s, φ(j)) +
C

ε

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα

(sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 + m−2∑
j=1

(sξ)
7
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2
 dx dt

⩽ ε

m∑
j=1

I(s, φ(j)) +
C

ε

m−1∑
j=1

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2 dx dt.
Análogamente, para ∆φ

(m−1)
1 se puede probar que existe C > 0 tal que para s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0∫∫

(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆φ(m−1)

1

∣∣∣2 dx dt ⩽ ε

m∑
j=1

I(s, φ(j)) +
C

ε

m−2∑
j=1

∫∫
(0,T )×O2

e−2sα (sξ)
17
∣∣∣∆φ(j)

1

∣∣∣2 dx dt.
Usando el argumento de manera iterativa, podemos estimar todos los términos locales, de modo que a partir de
(2.43) obtenemos

m∑
i=1

I(s, φ(i)) ⩽ C

∫∫
(0,T )×Om

e−2sα (sξ)
2(m+1)+1

∣∣∣∆φ(1)
1

∣∣∣2 dx dt. (2.62)

Por último, vamos a estimar el término local de ∆φ
(1)
1 en términos de φ

(1)
1 . Para esto, consideremos un abierto ω̃

tal que Om ⋐ ω̃ ⋐ ω y
χ̃ ∈ C2

c (ω̃) tal que χ̃ ≡ 1 en Om, χ̃ ⩾ 0.

Entonces, usando integración por partes, tenemos que∫∫
(0,T )×Om

e−2sα (sξ)
2(m+1)+1

∣∣∣∆φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×ω̃

χ̃e−2sα (sξ)
2(m+1)+1

∣∣∣∆φ(1)
1

∣∣∣2 dx dt
= −

∫∫
(0,T )×ω̃

∇
(
χ̃e−2sα (sξ)

2(m+1)+1
)
∆φ

(1)
1 · ∇φ(1)

1 dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω̃

ζ̃e−2sα (sξ)
2(m+1)+1

∆∇φ(1)
1 · ∇φ(1)

1 dx dt.
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Considerando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y
para toda ε > 0∫∫

(0,T )×Om

e−2sα (sξ)
2(m+1)+1

∣∣∣∆φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

5
∣∣∣∆φ(1)

1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(1)
1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω̃

e−2sα (sξ)
2(m+2)−1

∣∣∣∇φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.63)

Luego, consideremos
χ ∈ C2

c (ω) tal que χ ≡ 1 en ω̃, χ ⩾ 0

y usando integración por partes∫∫
(0,T )×ω̃

e−2sα (sξ)
2(m+2)−1

∣∣∣∇φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×ω

χe−2sα (sξ)
2(m+2)−1

∣∣∣∇φ(1)
1

∣∣∣2 dx dt
= −

∫∫
(0,T )×ω

∇
(
χe−2sα (sξ)

2(m+2)−1
)
· ∇φ(1)

1 φ
(1)
1 dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω

χe−2sα (sξ)
2(m+2)−1

∆φ
(1)
1 φ

(1)
1 dx dt.

Nuevamente, considerando (1.12) y la desigualdad de Young, obtenemos que existe C > 0 tal que para toda
s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0∫∫

(0,T )×ω̃

e−2sα (sξ)
2(m+2)−1

∣∣∣∇φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

6
∣∣∣∇φ(1)

1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆φ(1)

1

∣∣∣2)dx dt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
2(m+3)−6

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.64)

Juntando (2.62)-(2.64), obtenemos que existe C > 0 tal que toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y para toda ε > 0

m∑
i=1

I(s, φ(i)) ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

6
∣∣∣∇φ(1)

1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆φ(1)

1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇∆φ

(1)
1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
2(m+3)−6

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.65)

Por otro lado, aplicando el Lema 1.9 con u = φ
(1)
1 y r = 5, obtenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

8
∣∣∣φ(1)

1

∣∣∣2 + (sξ)
6
∣∣∣∇φ(1)

1

∣∣∣2)dxdt

⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆φ(1)

1

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
8
∣∣∣φ(1)

1

∣∣∣2 dxdt.
Combinando lo de arriba con (2.65) y recordando que I(s, φ(i)) está definido en (2.31), obtenemos que

m∑
i=1

I(s, φ(i)) ⩽ εI(s, φ(1)) +
C

ε

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
2(m+3)−6

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt
para todo ε > 0 y con esto concluimos el Teorema 2.5.
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2.3. Pruebas de los resultados principales

En esta sección presentaremos las pruebas del Teorema 2.1 y del Teorema 2.2.

2.3.1. Prueba de la desigualdad de observabilidad

En esta sección vamos a probar la desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto (2.12) a partir del
Teorema 2.5.

Lema 2.7. Sean T ∈ (0, 1) y ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Entonces, existe C > 0 y ℓ ⩾ 11 tal que para toda φT ∈ H,
la solución φ de (2.12) satisface

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(0, x)
∣∣∣2 dx ⩽ Ce

C

Tℓ

∫∫
(0,T )×ω

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.66)

Demostración. Primero, consideremos una estimación de enerǵıa del sistema adjunto (2.12). Multiplicando cada
ecuación de (2.13) por su respectivo φ(i) y usando integración por partes, obtenemos

−1

2

d

dt

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)
∣∣∣2 dx+

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∇φ(i)
∣∣∣2 dx =

m∑
i,j=1

∫
Ω

(
Aj,iφ

(i) · φ(j) +
[
(Bj,i · ∇)φ(i)

]
· φ(j)

)
dx.

Luego, usando el lema de Grönwall, existe una constante C > 0 tal que el mapeo

t 7→ eCt
m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(t, x)
∣∣∣2 dx

es no decreciente. En particular, existe una constante C > 0 tal que

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(0, x)
∣∣∣2 dx ⩽

2

T
eCT

m∑
i=1

∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(t, x)
∣∣∣2 dx dt. (2.67)

Por otro lado, de (2.31) y (2.32) obtenemos que

m∑
i=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
5
∣∣∣φ(i)

∣∣∣2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
2m+3−6

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt. (2.68)

Usando que si t ∈ [T/4, 3T/4], entonces
3T 2

16
⩽ t(T − t) ⩽

T 2

4
,

obtenemos, a partir de (1.9), que existen dos constantes C1, C2 > 0 tales que

α♯(t) ⩽
C1

T 2ℓ
, ξ♯(t) ⩾

C2

T 2ℓ
(t ∈ [T/4, 3T/4])

y por lo tanto, existe una constante C3 > 0 tal que

e−2sα♯(sξ♯)
5 ⩾ e−

C3
T2ℓ . (2.69)

De manera similar, de (1.8) sabemos que existen constantes c1, c2 > 0 tales que

α(t, x) ⩾
c1

tℓ(T − t)ℓ
, ξ(t, x) ⩽

c2
tℓ(T − t)ℓ

((t, x) ∈ [0, T ]× Ω)
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y por lo tanto, existe una constante c3 > 0 tal que

e−2sα (sξ)
2m+3−6 ⩽ e

−2s
c1

tℓ(T−t)ℓ

(
s

c2
tℓ(T − t)ℓ

)2m+3−6

⩽ c3. (2.70)

Combinando (2.67)-(2.70), se sigue que existe una constante C > 0 tal que

m∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣φ(i)(0, x)
∣∣∣2 dx ⩽

C

T
eC(T+1+ 1

Tℓ )
∫∫

(0,T )×ω

∣∣∣φ(1)
1

∣∣∣2 dxdt.
Con esto concluimos la desigualdad de observabilidad (2.14).

2.3.2. Prueba del Teorema 2.1

Recordemos que los espacios H,V,H y V están definidos en (2.8)-(2.10). Definimos el operador de control B ∈
L(U,H) dado por

U := L2(ω)N−1, Bu = B
(
u1, . . . , uN−1

)
:=
(
P0

((
u1, . . . , uN−1, 0

)
1ω
)
, 0, . . . , 0

)
, (2.71)

donde P0 es el proyector de Leray. Usando la notación anterior y la definición de A dada en (2.16), podemos reescribir
(2.2) como {

y′ + Ay = Bu en (0, T ),

y(0) = y0.
(2.72)

Es bien sabido (ver [31, p.357]) que el sistema (2.72) es controlable a cero para todo tiempo T > 0 si y solo si existe
K(T ) > 0 tal que ∥∥∥e−TA∗

φ0

∥∥∥2
H
⩽ K(T )2

∫ T

0

∥∥∥B∗e−tA∗
φ0

∥∥∥2
H
dt (φ0 ∈ H). (2.73)

Como A∗ está dado por (2.17) y como

B∗φ =

((
φ
(1)
1

)
|ω
, . . . ,

(
φ
(1)
N−1

)
|ω

)
,

concluimos el Teorema 2.1 a partir del Lema 2.7.

2.3.3. Prueba del Teorema 2.2

Para esta demostración usaremos el método de término fuente que fue introducido en [23] para probar la contro-
labilidad de sistemas no lineales. Primero vamos a enunciar el resultado de dicho art́ıculo y después lo adaptaremos
para probar nuestro resultado. Consideremos H y U dos espacios de Hilbert, −A : D(A) → H un generador in-
finitesimal de un semigrupo anaĺıtico (e−tA)t⩾0 y B ∈ L(U,H) un operador de control tal que cumple (2.73) con
K : (0,∞) → [0,∞) continuo y no creciente. Sea T > 0 y supongamos que existen funciones ρ, ρ0, ρ1 ∈ C0([0, T ],R∗)
no crecientes, positivas en [0, T ) con

ρ(T ) = ρ0(T ) = ρ1(T ) = 0

y tales que, para algunas constantes q > 1 y C > 0,

ρ0(t) := ρ1(q
2(t− T ) + T )K((q − 1)(T − t))

(
t ∈

[
T

(
1− 1

q2

)
, T

])
, (2.74)

ρ0 ⩽ Cρ, ρ1 ⩽ Cρ, |ρ′|ρ0 ⩽ Cρ2 (t ∈ [0, T ]) . (2.75)
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Denotemos por L2
ρ1
(0, T ;H) el siguiente espacio

L2
ρ1
(0, T ;H) :=

{
f ∈ L2(0, T ;H) :

f

ρ1
∈ L2(0, T ;H)

}
y de manera análoga definimos el espacio L2

ρ0
(0, T ;U). Aśı, podemos considerar el siguiente problema de control:{

y′ + Ay = Bu+ f en (0, T ),

y(0) = y0.
(2.76)

El resultado de [23] dice lo siguiente:

Teorema 2.8. Con las suposiciones anteriores, existe un operador acotado

ET ∈ L
(
D(A1/2)× L2

ρ1
(0, T ;H), L2

ρ0
(0, T ;U)

)
tal que para toda y0 ∈ D(A1/2) y para toda f ∈ L2

ρ1
(0, T ;H) la solución y de (2.76) con u = ET (y0, f) satisface

y

ρ
∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ C0([0, T ];D(A1/2)) ∩H1(0, T ;H).

Más aún, existe una constante C > 0 tal que∥∥∥∥yρ
∥∥∥∥
L2(0,T ;D(A))∩C0([0,T ];D(A1/2))∩H1(0,T ;H)

⩽ C
(
∥y0∥D(A1/2) + ∥f∥L2

ρ1
(0,T ;H)

)
.

El resultado anterior nos dice que bajo ciertas condiciones, si el sistema (2.72) es controlable a cero, entonces el
sistema con un término fuente (2.76) también es controlable a cero.

Observación 2.9. Como ρ(T ) = 0, el resultado anterior implica y(T ) = 0.

A lo largo de este caṕıtulo hemos definido quienes son H,U,A,B (ver (2.10), (2.16) y (2.71)) para nuestro caso.
Hay que ver si se cumplen todas las hipótesis para aplicar el Teorema 2.8. En la Subsección 2.1.1 probamos que −A
es un generador infinitesimal de un semigrupo anaĺıtico. Además en el Lema 2.7 tenemos que, para alguna constante
CK > 0, se cumple (2.73) con

K(T ) = CKe
CK
Tℓ .

Ahora, consideremos

q ∈
(
1, 2

1
2ℓ

)
,

y sean

ρ(t) := e
− C⋆

(T−t)ℓ , ρ0(t) := CKe
− C0

(T−t)ℓ , ρ1(t) := e
− C1

(T−t)ℓ ,

donde C⋆, C0, C1 son constantes positivas que cumplen

C0 :=
C1

q2ℓ
− CK

(q − 1)ℓ
>
C1

2
,

C1

2
< C⋆ < C0 < C1.

Uno puede comprobar que se tienen las relaciones (2.74), (2.75) y además ρ2 ⩽ ρ1. Aśı que, podemos aplicar el
Teorema 2.8, y obtener un resultado de controlabilidad para el sistema

∂ty
(1) −∆y(1) +∇p(1) =

m∑
j=1

(B1,j · ∇) y(j) +

m∑
j=1

A1,jy
(j) + ue11ω + f (1) en (0, T )× Ω,

∂ty
(i) −∆y(i) +∇p(i) =

m∑
j=i

(Bi,j · ∇) y(j) +

m∑
j=i−1

Ai,jy
(j) + f (i) en (0, T )× Ω, (2 ⩽ i ⩽ m)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ m)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ m)

(2.77)
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Más precisamente, existe

ET ∈ L
(
V× L2

ρ1
(0, T ;

[
L2(Ω)N

]m
), L2

ρ0
(0, T ;L2(ω))

)
tal que para toda y0 ∈ V y para toda f = (f (1), . . . , f (m)) ∈ L2

ρ1
(0, T ; [L2(Ω)N ]m), la solución y =

(
y(1), . . . , y(m)

)
de (2.77) con el control u = ET (y0, f) satisface

y

ρ
∈ L2(0, T ; [H2(Ω)N ]m) ∩ C0([0, T ]; [H1(Ω)N ]m) ∩H1 (0, T ;H) . (2.78)

Más aún, se tiene la siguiente estimación∥∥∥∥yρ
∥∥∥∥
L2(0,T ;[H2(Ω)N ]m)∩C0([0,T ];[H1(Ω)N ]m)∩H1(0,T ;H)

⩽ C
(
∥y0∥V + ∥f∥L2

ρ1
(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

)
. (2.79)

Ahora estamos en posición de probar el Teorema 2.2. Para esto usaremos el Teorema de Punto Fijo de Banach.

Demostración del Teorema 2.2. Notemos que y =
(
y(1), . . . , y(m)

)
es solución de (2.3) si es solución de (2.77) con

f =
(
−
(
y(1) · ∇

)
y(1), . . . ,−

(
y(m) · ∇

)
y(m)

)
.

Entonces, consideremos el mapeo

NT : f ∈ BR 7→
(
−
(
y(1) · ∇

)
y(1), . . . ,−

(
y(m) · ∇

)
y(m)

)
,

con

BR :=

{
f ∈ L2

ρ1

(
0, T ;

[
L2(Ω)N

]m)
:

∥∥∥∥ fρ1
∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

⩽ R

}
donde R > 0 es tal que

∥y0∥V ⩽ R.

La idea es probar que para R suficientemente pequeño, NT (BR) ⊂ BR y por lo tanto (NT )|BR
es una contracción

estricta. Del teorema de punto fijo de Banach obtendremos que el mapeo NT tiene un punto fijo. Aśı, la solución y
del sistema (2.77) también es solución del sistema (2.3), y de la relación (2.79) concluiremos que y(T, ·) = 0. Por lo
que solo queda probar que efectivamente, NT (BR) ⊂ BR y que (NT )|BR

es una contracción. Para esto, usando que

ρ2 ⩽ ρ1, inclusiones de Sobolev y la desigualdad de Hölder, tenemos∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣v · ∇wρ1

∣∣∣∣2 dx dt ⩽ ∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣(vρ
)
· ∇
(
w

ρ

)∣∣∣∣2 dxdt ⩽ C

∥∥∥∥vρ
∥∥∥∥2
L∞(0,T ;L6(Ω)N )

∥∥∥∥∇wρ
∥∥∥∥2
L2(0,T ;L6(Ω)N )

⩽ C

∥∥∥∥vρ
∥∥∥∥2
L∞(0,T ;H1(Ω)N )

∥∥∥∥wρ
∥∥∥∥2
L2(0,T ;H2(Ω)N )

. (2.80)

Usando esta relación y la desigualdad (2.79), tenemos que∥∥∥∥NT (f)

ρ1

∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

⩽ C
(
∥y0∥V + ∥f∥L2

ρ1
(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

)2
⩽ 4CR2 ⩽ R,

para R suficientemente pequeño. Aśı, para tal R se tiene que NT (BR) ⊂ BR.

Ahora, consideremos f̃ , f̂ ∈ BR y sea f = f̃−f̂ . Consideremos ỹ (respectivamente ŷ) la solución de (2.77) asociado

al control ũ = ET (y0, f̃) (respectivamente û = ET (y0, f̂)). Entonces, y = ỹ − ŷ es solución de (2.77) asociado al
control u := ET (0, f) y por lo tanto∥∥∥∥yρ

∥∥∥∥
L2(0,T ;[H2(Ω)N ]m)∩C0([0,T ];[H1(Ω)N ]m)∩H1(0,T ;H)

⩽ C ∥f∥L2
ρ1

(0,T ;[L2(Ω)N ]m) .
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Usando lo anterior y la desigualdad (2.80), obtenemos que∥∥∥∥∥NT (f̃)

ρ1
− NT (f̂)

ρ1

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

⩽

∥∥∥∥( ỹρ
)
· ∇
(
y

ρ

)∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

+

∥∥∥∥(yρ
)
· ∇
(
ŷ

ρ

)∥∥∥∥
L2(0,T ;[L2(Ω)N ]m)

⩽ CR ∥f∥L2
ρ1

(0,T ;[L2(Ω)N ]m) .

Por lo tanto, para R suficientemente pequeño, (NT )|BR
es una contracción estricta y concluimos la prueba del

Teorema 2.2.
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Caṕıtulo 3

Una condición de Kalman para el
control de sistemas de Navier-Stokes

En este caṕıtulo presentaremos una condición necesaria y suficiente con la cual es posible controlar un sistema
de n sistemas de Navier-Stokes con m controles. Estos resultados fueron tomados de nuestro art́ıculo [29].

3.1. Introducción

Sea Ω un subconjunto abierto acotado de RN (con N = 2, 3) con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sean T > 0
y ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo, al cual llamaremos dominio de control. Consideremos los siguientes n sistemas con m
controles

∂ty
(i) − νi∆y

(i) +∇p(i) +
(
y(i) · ∇

)
y(i) +

n∑
j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,ju
(j)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ n)

(3.1)

En el sistema anterior, y(i) = y(i)(t, x) ∈ RN describe la velocidad del fluido, p(i) = p(i)(t, x) ∈ R la presión,
νi > 0 la viscocidad. Las ecuaciones están acopladas a través de la matriz constante (qi,j)i,j=1,...,n. Los controles
están denotados por u(j), j = 1, . . . ,m y actúan a través de la matriz constante (ri,j)i∈{1,...,n},j∈{1,...,m}. Además,
pedimos que los controles tengan una componente igual a cero, por ejemplo

u(j) · eN = 0 (j = 1, . . . ,m),

donde (e1, . . . eN ) es la base canónica de RN .
Nuestro objetivo es probar que el conocido criterio de Kalman para la controlabilidad de sistemas en dimensión

finita también es válido para sistemas de Stokes. En [1], se probó que dicho criterio de Kalman puede ser extendido
para el caso de sistemas de ecuaciones de calor. De este modo, siguiendo la estrategia usada en [1], probaremos que
tal criterio se puede aplicar a sistemas de Navier-Stokes y además considerando controles con una componente igual
a cero.

Primero, consideremos una linealización del sistema (3.1):
∂ty

(i) − νi∆y
(i) +∇p(i) +

n∑
j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,ju
(j)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ n)

(3.2)
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Para simplificar la notación, vamos a escribir el sistema de manera más abstracta: recordemos los espacios H y V
definidos en (1.4) y (1.5), respectivamente, y consideremos el operador de Stokes

A := −P∆, D(A) :=
{
y ∈

[
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
]N

: div y = 0 en Ω
}
, (3.3)

donde P : L2(Ω)N → H es el proyector de Leray. El operador de control B ∈ L(U ,H) de nuestro sistema se puede
definir como

Bu := P

(
1ω

N−1∑
i=1

uie(i)

)
, para u = (u1, . . . , uN−1) ∈ U := L2(ω)N−1.

También denotamos por D,Q ∈ Mn(R) y R ∈ Mn,m(R) respectivamente las matrices diag(ν1, . . . , νn), (qi,j)i,j y
(ri,j)i,j . Finalmente, consideramos el operador del sistema acoplado (3.1)

D(L) := D(A)n, L := DA+Q, (3.4)

esto es, para cada y =
(
y(1), . . . , y(n)

)
∈ D(A)n, tenemos

Ly :=

νiAy(i) + n∑
j=1

qi,jy
(j)


i∈{1,...,n}

.

El operador de control del sistema acoplado es RB ∈ L(Um,Hn): esto es, para u =
(
u(1), . . . , u(m)

)
∈ Um

RBu =

 m∑
j=1

ri,jBu(j)


i∈{1,...,n}

.

Entonces, podemos reescribir (3.2) como {
y′ + Ly = RBu en (0, T ),

y(0) = y0,
(3.5)

donde y0 :=
(
y
(1)
0 , . . . , y

(n)
0

)
. Ahora, para probar la controlabilidad a cero del sistema (3.5), introducimos el operador

de Kalman como en [1]:

K : Hm ×D(A)m × . . .×D(An−1)m → Hn,
(
w(1), . . . , w(n)

)
7→

n∑
i=1

Li−1Rw(i). (3.6)

En la definición anterior, notemos que w(i) =
(
w

(i)
1 , . . . , w

(i)
m

)
∈ D(Ai−1)m, aśı

Rw(i) =

 m∑
j=1

rk,jw
(i)
j


k∈{1,...,n}

∈ D(Ai−1)n = D
(
Li−1

)
y por lo tanto, el operador de Kalman está bien definido. El adjunto del operador K está dado por

D(K∗) =
[
D
(
An−1

)]n
, K∗φ =

[
R∗φ,R∗L∗φ . . . , R∗ (L∗)

n−1
φ
]
. (3.7)

Por lo tanto, nuestro resultado es el siguiente:
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Teorema 3.1. Sea ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Entonces

KerK∗ = {0} (3.8)

si y solo si el sistema (3.5) es controlable a cero para todo tiempo T > 0.

Observación 3.2. Con controlable a cero nos referimos que para todo tiempo T > 0 y para toda y0 ∈ Hn, existe
un control u ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1)m tal que la solución y de (3.5) satisface

y (T, ·) = 0 en Ω.

Para probar el resultado anterior, probaremos que (3.8) es equivalente a una desigualdad de observabilidad para
el sistema adjunto de (3.2) (o de (3.5)):

∂tφ
(i) − νi∆φ

(i) +∇π(i) +

n∑
j=1

qj,iφ
(j) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

divφ(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
φ(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

φ(i)(0, ·) = φ
(i)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ n)

(3.9)

En forma abstracta, el sistema adjunto se escribe como{
φ′ + L∗φ = 0 en (0, T ),

φ(0) = φ0,
(3.10)

donde φ0 :=
(
φ
(1)
0 , . . . φ

(n)
0

)
. El adjunto del operador de control está dado por B∗R∗ ∈ L(Hn,Um). Más precisa-

mente, si φ =
(
φ(1), . . . , φ(n)

)
∈ Hn y denotamos por φ

(i)
k , k = 1, . . . , N las componentes de φ(i) ∈ H, entonces

B∗R∗φ =
(
(B∗R∗φ)

(1)
, . . . , (B∗R∗φ)

(m)
)
∈ Um, (B∗R∗φ)

(i)
=

 n∑
j=1

rj,i

N−1∑
k=1

φ
(j)
k ek

∣∣∣∣∣∣
ω

(i = 1, . . . ,m).

Siguiendo un argumento de dualidad (ver [31, Teorema 11.2.11, p.357]), el Teorema 3.1 es consecuencia de los
siguientes dos resultados:

Lema 3.3. Si el KerK∗ ̸= {0} entonces el sistema (3.9) es no observable: existe φ0 ∈ Hn con φ0 ̸= 0 tal que la
solución φ de (3.10) satisface φ(T, ·) ̸= 0 y

R∗φ = 0 en (0, T )× ω.

Teorema 3.4. Sea T > 0 y sea ω ⊂ Ω un abierto no vaćıo. Si se cumple (3.8), entonces existe C > 0 y ℓ > 0 tal
que para toda φ0 ∈ Hn ∫

Ω

|φ(T, ·)|2 dx ⩽ CeC/T ℓ

∫∫
(0,T )×ω

N−1∑
k=1

|R∗φk|2 dx dt. (3.11)

En el enunciado de arriba, el lado derecho se puede reescribir como

∫∫
(0,T )×ω

N−1∑
k=1

|R∗φk|2 dxdt =
∫∫

(0,T )×ω

N−1∑
k=1

m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

rj,iφ
(j)
k

∣∣∣∣∣∣
2

dx dt.

Para probar la desigualdad (3.11), necesitaremos probar una desigualdad de Carleman de la forma∫∫
(0,T )×Ω

ρ2♯ |φ|
2
dx dt ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω

ρ2♭

N−1∑
k=1

|R∗φk|2 dxdt (3.12)

37



donde ρ♯ y ρ♭ son funciones regulares definidas en [0, T ], positivas en (0, T ) y valen cero en 0 y T . Más precisamente:
para alguna κ ∈ (0, 1) y δn ∈ N∗:

ρ♯ = e−sα♯(sξ♯)
3/2−1/ℓ, ρ♭ = e−κsα♭ (sξ♭)

δn/2 ,

donde las funciones α♯, α♭, ξ♯, y ξ♭ son las definidas en (1.8)-(1.10). De aqúı que, la prueba de cómo obtener (3.11)
a partir de (3.12) es análoga a la que hicimos en el Lema 2.7.

Observación 3.5. La prueba de este método sigue la misma idea usada en [1] para la ecuación de calor. Se busca
reducir el problema al caso donde el sistema (3.9) está en forma de cascada con un término en el lado derecho
particular de manera que pueda ser absorbido usando propiedades de los pesos de Carleman. Sin embargo, para el
caso de ecuaciones de Stokes, el resultado no se obtiene de manera inmediata de [1]. Espećıficamente, usando los
mismos pesos descritos en el Caṕıtulo 2, una estimación de Carleman para la ecuación de calor tiene la siguiente
forma∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα(sξ)3 |ψ|2 dxdt ⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα |g|2 dx dt+
∫∫

(0,T )×ω

e−2sα(sξ)3 |ψ|2 dxdt

)
(3.13)

para ψ solución del sistema  ∂tψ −∆ψ = g en (0, T )× Ω,
ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
ψ(0, ·) = ψ0 en Ω.

En particular, si g = aψ con a ∈ R, la integral de g en (3.13) se puede absorber por el lado izquierdo. Sin embargo,
para el sistema de Stokes (ver [4]) tenemos la siguiente estimación de Carleman∫∫

(0,T )×Ω

e−5sα♯(sξ♯)
4 |ψ|2 dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−3sα♯ |g|2 dxdt+
∑
i<N

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα♭−3sα♯(sξ♭)
7 |ψi|2 dxdt

)
(3.14)

para ψ solución del sistema 
∂tψ −∆ψ +∇p = g en (0, T )× Ω,
divψ = 0 en (0, T )× Ω,
ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
ψ(0, ·) = ψ0 en Ω.

En este caso, si g = aψ con a ∈ R, la integral de g no se puede absorber por el lado izquierdo. Por esta razón, es
necesario considerar un sistema en cascada generalizado y probar una nueva estimación de Carleman para dicho
sistema.

Finalmente, usando un argumento de punto fijo similar al que usamos en el Caṕıtulo 2, uno puede probar un
resultado de control local para el sistema (3.1) a partir de Teorema 3.4:

Teorema 3.6. Sea ω ⊂ Ω es un abierto no vaćıo. Si se cumple (3.8), entonces existe δ > 0 tal que para toda
y0 ∈ Vn que satisface

∥y0∥Vn ⩽ δ,

existe un control u ∈ L2
(
0, T ;L2(ω)N−1

)m
tal que la solución y de (3.1) satisface

y (T, ·) = 0 en Ω.
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3.2. Resultados preliminares

Recordemos que el operador de Stokes A (dado en (3.3)) es autoadjunto, positivo y con resolvente compacto. En
particular, su espectro está compuesto de eigenvalores (γp)p⩾1 positivos. Consideremos una base ortonormal de H
compuesta por los eigenvectores (ϕp)p⩾1 asociados a los eigenvalores (γp)p⩾1. Entonces, para toda p ⩾ 1, podemos
definir la matriz

Kp :=
[
R | (γpD +Q)R | · · · | (γpD +Q)

n−1
R
]
∈ Mn,nm(R) (3.15)

y su adjunta

K∗
p :=


R∗

R∗ (γpD +Q∗)
...

R∗ (γpD +Q∗)
n−1

 ∈ Mnm,n(R).

Entonces, se tiene el siguiente resultado probado en [1, Proposición 2.2]:

Proposición 3.7. Con la notación anterior, tenemos las siguientes equivalencias:

KerK∗ = {0} ⇐⇒ ∀p ⩾ 1, KerK∗
p = {0} ⇐⇒ ∀p ⩾ 1, rankKp = n.

La proposición anterior nos permite probar el Lema 3.3 de la misma forma que en [1]:

Prueba de Lema 3.3. Supongamos que KerK∗ ̸= {0}. Entonces, por la Proposición 3.7, existe p0 ⩾ 1 y z0 ∈
KerK∗

p0
⊂ Rn con z0 ̸= 0. Luego, por la condición de Kalman estándar (ver [31, Proposición 1.4.7, p.13]), se tiene

que
R∗e−(γp0

D+Q∗)tz0 = 0 (t ∈ R).

Luego, para z =
(
z(1), . . . , z(n)

)
∈ Rn y ϕ ∈ H, definimos

zϕ :=
(
z(1)ϕ, . . . , z(n)ϕ

)
∈ Hn.

Uno puede probar que

φ(t) :=
(
e−(γp0

D+Q∗)tz0

)
ϕp0

(t ⩾ 0)

es solución de (3.10) con condición inical φ0 = z0ϕp0 y se tiene que

φ(T ) =
(
e−(γp0D+Q∗)T z0

)
ϕp0

̸= 0 y R∗φ(t) =
(
R∗e−(γp0D+Q∗)tz0

)
ϕp0

= 0 (t ⩾ 0).

Usando la Proposición 3.7, se pueden considerar los siguientes casos particulares del Teorema 3.1. Estos casos
son también discutidos en [1].

Caso 1: todas las viscosidades son iguales. Supongamos que

∀i ∈ {1, . . . ,m} νi = ν > 0.

Entonces, a partir de la Proposición 3.7, la relación (3.8) es equivalente a

rank
[
R | QR | · · · | Qn−1R

]
= n, (3.16)
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esta es la condición de Kalman original para matrices Q y R. En particular, el sistema
∂ty

(i) − ν∆y(i) +∇p(i) +
n∑

j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,ju
(j)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

es controlable a cero si y solo si el sistema lineal de dimensión finita
d

dt
Y (i) +

n∑
j=1

qi,jY
(j) =

m∑
j=1

ri,jU
(j) en (0, T ), (1 ⩽ i ⩽ n)

Y (i)(0, ·) = Y
(i)
0 ∈ R (1 ⩽ i ⩽ n)

es controlable.

Caso 2: control simultáneo. Supongamos que

Q = 0, m = 1, R = (ri)i=1,...,n.

Entonces (3.15) se puede escribir como

Kp :=


r1 (γpν1) r1 · · · (γpν1)

n−1
r1

r2 (γpν2) r2 · · · (γpν2)
n−1

r2
...

...
. . .

...

rn (γpνn) rn · · · (γpνn)
n−1

rn

 ∈ Mn(R).

En particular, usando matrices de Vandermonde, obtenemos que la condición (3.8) es equivalente a

∀i ∈ {1, . . . , n}, ri ̸= 0, νi ̸= νj si i ̸= j.

En particular, tomando ri = 1 para toda i, obtenemos que el sistema
∂ty

(i) − νi∆y
(i) +∇p(i) = u(1)1ω en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

div y(i) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)
y(i) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

y(i)(0, ·) = y
(i)
0 en Ω, (1 ⩽ i ⩽ n)

es controlable a cero usando un solo control u(1) (con una componente igual a cero) cuando todas las viscocidades
νi son distintas (y no cero). En este caso, el sistema anterior se dice ser simultáneamente controlable a cero para
todo tiempo T > 0.

Caso 3: sistemas en cascada. Supongamos

qi,j = 0 si i ⩾ j + 2, qi,i−1 ̸= 0 (2 ⩽ i ⩽ n), R = (δ1,i)i=1,...,n
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donde δi,j es la delta de Kronecker. Entonces, por inducción obtenemos que Kp es una matriz triangular superior
de la forma

Kp :=



1
0 q2,1
... 0 q3,2q2,1
...

... 0
. . .

...
...

...

0 0 0 · · ·
n∏

i=2

qi,i−1


∈ Mn(R).

Por hipótesis, los elementos de la diagonal son distintos de cero. En este caso, el sistema (3.2) es controlable a cero
y podemos recuperar una parte de nuestro resultado obtenido en [27].

3.3. Método de Kalman

Como ya mencionamentes anteriormente, para probar el Teorema 3.1, vamos a extender el método introducido
en [1] para ecuaciones parabólicas de tipo calor acopladas. Consideremos

A : D(A) → H

un operador autoadjunto positivo en un espacio de Hilbert H y B ∈ L(U ,H) un operador de control acotado.
Consideramos el problema de control dado por ∂ty

(i) + νiAy(i) +
n∑

j=1

qi,jy
(j) =

m∑
j=1

ri,jBu(j) en (0, T )× Ω,

y(i)(0) = y
(i)
0 .

(3.17)

donde νi > 0 (i = 1, . . . , n), Q = (qi,j) ∈ Mn(R), R = (ri,j) ∈ Mn,m(R). Definiendo el operador L como en (3.4)
con D = diag(ν1, . . . , νn), el sistema anterior se puede escribir como en (3.5) y el adjunto como en (3.10). Entonces
para probar la controlabilidad de (3.17) usamos el operador de Kalman definido en (3.6). Enunciaremos el resultado
de Kalman obtenido en [1, Teorema 2.1]. Recordemos que el adjunto de K∗ está definido en (3.7).

Teorema 3.8. Supongamos (3.8). Entonces existe una constante C > 0 tal que para toda φ ∈
[
D
(
A2n(n−1)

)]n
,

∥φ∥Hn ⩽ C
∥∥∥A(2n−1)(n−1)K∗φ

∥∥∥
(Hm)n

.

El operador de Kalman nos permite reducir el problema a una familia de sistemas en cascada que describiremos a
continuación. Sea Sn el grupo de permutaciones del conjunto {1, . . . , n}. Entonces, consideramos el siguiente sistema
en “cascada”: 

∂tψ
(i,σ) + νσ(i)Aψ(i,σ) = ψ(i+1,σ) (1 ⩽ i ⩽ n− 1, σ ∈ Sn),

∂tψ
(n,σ) + νσ(n)Aψ(n,σ) =

∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

βp,σ̃ψ(p,σ̃) (σ ∈ Sn),

ψ(i,σ)(0) = ψ
(i,σ)
0 (1 ⩽ i ⩽ n, σ ∈ Sn),

(3.18)

donde βp,σ ∈ R para p ∈ {1, . . . , n} y σ ∈ Sn. Este sistema acopla n× n! ecuaciones y el estado es

ψ(i,σ) (1 ⩽ i ⩽ n, σ ∈ Sn).
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Esta es una generalización del siguiente sistema considerado en [27] y en [13] donde A es el operador de Stokes o el
operador de Laplace: 

∂tψ
(i) + νiAψ(i) = ψ(i+1) (1 ⩽ i ⩽ n− 1)

∂tψ
(n) + νnAψ(n) =

n∑
p=1

βpψ(p).

Usando estimaciones con peso para el sistema anterior donde A es el operador de Laplace, los autores en [1] probaron
una condición de Kalman para la ecuación de calor. Para el caso de Stokes, necesitamos la siguiente estimación con
peso para el sistema (3.18):

∑
σ∈Sn

n−1∑
k=0

∫ T

0

ρ♯(t)
∥∥∥A(2n−1)(n−1)∂kt ψ

(1,σ)(t)
∥∥∥2
H
dt ⩽ C

∑
σ∈Sn

∫ T

0

ρ♭(t)
∥∥∥B∗ψ(1,σ)(t)

∥∥∥2
U
dt, (3.19)

donde ρ♯, ρ♭ : [0, T ] → R+ son funciones continuas y C > 0 una constante. Dicha estimación puede ser obtenida a
partir de estimaciones de Carleman.

Proposición 3.9. Supongamos (3.8) y que para cualquier (βp,σ)p∈{1,...,n},σ∈Sn
y cualquier solución de (3.18) se

tiene la estimación con peso (3.19). Entonces existe una constante C > 0 tal que para toda φ0 ∈ Hn, y para cualquier
solución φ de (3.10) ∫ T

0

ρ♯(t) ∥φ(t)∥2Hn dt ⩽ C

∫ T

0

ρ♭(t) ∥B∗R∗φ(t)∥2Um dt. (3.20)

Observación 3.10. Si ρ♯ está acotado por abajo en algún subintervalo no vaćıo de (0, T ) y si ρ♭ es acotado,
entonces (3.20) implica desigualdad de observabilidad

∥φ(T )∥2Hn ⩽ k2T

∫ T

0

∥R∗B∗φ∥2Um dt. (3.21)

Prueba del Proposición 3.9. Del Teorema 3.8 y (3.7), existe C > 0 tal que para toda φ ∈
[
D
(
A2n(n−1)

)]n
,

∥φ∥2Hn ⩽ C

n−1∑
k=0

∥∥∥A(2n−1)(n−1)R∗ (L∗)
k
φ
∥∥∥2
Hm

.

Supongamos que φ es solución de (3.10) con dato incial φ0 ∈
[
D
(
A2n(n−1)

)]n
. Entonces para toda t, φ(t) ∈[

D
(
A2n(n−1)

)]n
y la estimación de arriba se convierte en

∥φ∥2Hn ⩽ C

n−1∑
k=0

∥∥∥A(2n−1)(n−1)∂kt R
∗φ
∥∥∥2
Hm

= C
n−1∑
k=0

m∑
i=1

∥∥∥A(2n−1)(n−1)∂kt (R∗φ)
(i)
∥∥∥2
H

(3.22)

donde

(R∗φ)
(i)

=

n∑
j=1

rj,iφ
(j) (1 ⩽ i ⩽ m). (3.23)

Ahora, probaremos que (R∗φ)
(i)

satisface una ecuación de evolución. Más generalmente, consideremos r =
(r1, . . . , rn) ∈ Rn y sea

ψ(1) :=

n∑
j=1

rjφ
(j) (3.24)

donde φ es solución (3.10). Escribimos

Ei := ∂t + νiA, M := diag(E1, . . . ,En) +Q∗,
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de este modo, la primera ecuación en (3.10) se puede reescribir como

Mφ = 0.

Tomando la transpuesta de la matrix de cofactores de M del sistema anterior, obtenemos que para toda j = 1, . . . , n

det (M)φ(j) = 0

y en particular, usando (3.24) se tiene
det (M)ψ(1) = 0. (3.25)

Más aún, existe αi1,...,ip ∈ R (que depende de Q) tal que

det (M) =

n∏
i=1

Ei −
n−1∑
p=0

∑
1⩽i1<···<ip⩽n

αi1,...,ip

p∏
k=1

Eik . (3.26)

Para σ ∈ Sn, tomamos

ψ(p,σ) :=

p−1∏
k=1

Eσ(k)ψ
(1). (3.27)

En particular, tenemos que para toda σ ∈ Sn

ψ(1,σ) = ψ(1), Eσ(p)ψ
(p,σ) = ψ(p+1,σ) (1 ⩽ p ⩽ n− 1), (3.28)

y usando (3.25) y (3.26)

Eσ(n)ψ
(n,σ) = ψ(n+1,σ) =

n∏
i=1

Eiψ
(1) =

n−1∑
p=0

∑
1⩽i1<···<ip⩽n

αi1,...,ip

p∏
k=1

Eikψ
(1). (3.29)

Fijemos p ∈ {0, . . . , n− 1}. Entonces para cualquier 1 ⩽ i1 < · · · < ip ⩽ n, existe una permutación σ̃ ∈ Sn tal que

σ̃(k) = ik (k = 1, . . . , p).

Tomamos βp+1,σ̃ := αi1,...,ip la correspondiente permutación y βp+1,σ̃ := 0 para cualquier otra permutación σ̃ ∈ Sn.
Entonces

n−1∑
p=0

∑
1⩽i1<···<ip⩽n

αi1,...,ip

p∏
k=1

Eikψ
(1) =

n∑
p=1

∑
σ̃∈Sn

βp,σ̃ψ(p,σ̃).

Por lo tanto, combinando la relación anterior con (3.28) y (3.29), obtenemos que para toda σ ∈ Sn,
(
ψ(p,σ)

)
p

satisface el sistema en cascada dado por (3.18). En particular, podemos usar la estimación (3.19) y deducir que
para toda r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn la función ψ(1) definida por (3.24) satisface

n−1∑
k=0

∫ T

0

ρ♯(t)
∥∥∥A(2n−1)(n−1)∂kt ψ

(1)(t)
∥∥∥2
H
dt ⩽ C

∫ T

0

ρ♭(t)
∥∥∥B∗ψ(1)(t)

∥∥∥2
U
dt. (3.30)

Regresando a (3.22) y usando (3.23), obtenemos (3.20). Para terminar la prueba, usamos la densidad de
[
D
(
A2n(n−1)

)]n
en Hn para obtener (3.20) para el caso donde φ0 ∈ Hn.
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3.4. Estimación de Carleman

Para probar la estimación de Carleman, usaremos las mismas funciones pesos de la Subsección 1.2.2 (ver (1.8)-
(1.10)). Las pruebas serán muy similares a las realizadas en el caṕıtulo anterior por lo que algunos pasos serán
omitidos. Para simplificar las cuentas, haremos la prueba para el caso N = 2 (el caso N = 3 se hace de manera
similar).
Recordemos el sistema adjunto:

∂tψ
(i,σ) − νσ(i)∆ψ

(i,σ) +∇π(i,σ) = ψ(i+1,σ) en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n− 1, σ ∈ Sn)

∂tψ
(n,σ) − νσ(n)∆ψ

(n,σ) +∇π(n,σ) =
∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

βp,σ̃ψ(p,σ̃) en (0, T )× Ω, (σ ∈ Sn)

divψ(i,σ) = 0 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n, σ ∈ Sn)

ψ(i,σ) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω, (1 ⩽ i ⩽ n, σ ∈ Sn)

ψ(i,σ)(0, ·) = ψ
(i,σ)
0 en Ω. (1 ⩽ i ⩽ n, σ ∈ Sn)

(3.31)

La idea es estimar la misma cantidad que consideramos en (2.31) asociada a la solución de (3.31):

I(s, ψ) :=

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
(sξ)

−1 ∣∣∇3∆ψ1

∣∣2 + sξ
∣∣∇2∆ψ1

∣∣2 + (sξ)
3 |∇∆ψ1|2 + (sξ)

5 |∆ψ1|2
)
dxdt

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
5 |ψ|2 dx dt. (3.32)

Nuestra primera estimación de Carleman se enuncia a continuación:

Teorema 3.11. Existe C > 0 que depende de la geometŕıa y δn ∈ N∗ tal que para toda s ⩾ C(T ℓ+T 2ℓ) y para toda

ψ
(i,σ)
0 ∈ H, (i ∈ {1, . . . , n},σ ∈ Sn), la solución

(
ψ(i,σ)

)
i,σ

del sistema (3.31) satisface

∑
σ∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ)) ⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα (sξ)
δn
∣∣∣ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt. (3.33)

A partir de este resultado, podemos obtener la siguiente estimación con peso:

Corolario 3.12. Supongamos κ ∈ (0, 1), J,K ∈ N. Entonces existe C > 0 que depende de la geometŕıa y δn ∈ N∗

tal que para toda s ⩾ C(T ℓ+T 2ℓ) y para toda ψ
(i,σ)
0 ∈ H, (i ∈ {1, . . . , n},σ ∈ Sn), la solución

(
ψ(i,σ)

)
i,σ

del sistema

(3.31) satisface

J∑
j=0

K∑
k=0

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
3−2/ℓ

∣∣∣∂jtAkψ(1,σ)
∣∣∣2 dx dt

⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2κsα♭ (sξ♭)
δn
∣∣∣ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt. (3.34)

3.4.1. Prueba del Teorema 3.11

La prueba es similar a la hecha en el Caṕıtulo 2. Primero probaremos lo siguiente:

Proposición 3.13. Sea ω̂ ⊂ Ω un abierto no vaćıo tal que ω0 ⋐ ω̂ ⋐ ω. Entonces, existe C > 0 tal que para toda
s ⩾ C y para toda

(
ψ(i,σ)

)
i,σ

que satisface (3.31), se tiene

∑
σ∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ)) ⩽ C
∑
σ∈Sn

n∑
i=1

∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(i,σ)

1

∣∣∣2 dx dt. (3.35)
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Demostración. Siguiendo las ideas de [6]. Notemos que tomando la divergencia de las primeras dos ecuaciones en
(3.31), obtenemos que

∆π(i,σ) = 0 en (0, T )× Ω. (1 ⩽ i ⩽ n)

Considerando esto, aplicamos el operador ∇2∆ a primera componente de las primeras dos ecuaciones en (3.31) para
obtener

∂t∇2∆ψ
(i,σ)
1 − νσ(i)∆∇2∆ψ

(i,σ)
1 = ∇2∆ψ

(i+1,σ)
1 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n− 1)

∂t∇2∆ψ
(n,σ)
1 − νσ(n)∆∇2∆ψ

(n,σ)
1 =

∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

βp,σ̃∇2∆ψ
(p,σ̃)
1 en (0, T )× Ω.

(3.36)

Ahora, usando el Lema 1.10, existe una constante C > 0 tal que para i ∈ {1, . . . , n}, σ ∈ Sn∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

−1
∣∣∣∇3∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∇2∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2)dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαsξ
∣∣∣∇2∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ψ
(i,σ)
1

∣∣∣∣2 dγ dt

+
∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇2∆ψ

(p,σ̃)
1

∣∣∣2 dx dt
 , (3.37)

para toda λ ⩾ C, s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). La siguiente parte se dividirá en 3 pasos:

Paso 1 consistirá en agregar los términos que hacen falta del lado izquierdo para completar I(s, ψ(i,σ)).

Paso 2 consistirá en remover el término de frontera.

Paso 3 consistirá en quitar los términos locales que no aparecen en (3.35).

Paso 1. La estrategia es la misma que usamos en el Caṕıtulo 2. Aplicamos el Lema 1.9 para agregar una integral

en términos de ∇∆ψ
(i,σ)
1 y de ∆ψ

(i,σ)
1 . Luego, usando la divergencia nula y la desigualdad de Poincaré, podemos

recuperar a ψ(i,σ) (con ambas componentes) y obtenemos

I(s, ψ(i,σ)) ⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
sξ
∣∣∣∇2∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(i,σ)

1

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ψ
(i,σ)
1

∣∣∣∣2 dγ dt

+
∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
−2
∣∣∣∇2∆ψ

(p,σ̃)
1

∣∣∣2 dx dt
 . (3.38)

Paso 2. Notemos que las funciones

θ0 := e−sα♯ (sξ♯)
5
2 , θ1(t) := e−sα♯ (sξ♯)

3
2−

1
ℓ , θ2(t) := e−sα♯ (sξ♯)

1
2−

2
ℓ , θ3(t) := e−sα♯ (sξ♯)

− 1
2−

3
ℓ
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satisfacen (2.19). Aśı, usando el Lema 2.4 tenemos que

∑
σ∈Sn

n∑
i=1

(∥∥∥θ1ψ(i,σ)
∥∥∥
H1(0,T ;L2(Ω)2)

+
∥∥∥θ1ψ(i,σ)

∥∥∥
L2(0,T ;H2(Ω)2)

+
∥∥∥θ2ψ(i,σ)

∥∥∥
H2(0,T ;L2(Ω)2)

+
∥∥∥θ2ψ(i,σ)

∥∥∥
H1(0,T ;H2(Ω)2)

+
∥∥∥θ2ψ(i,σ)

∥∥∥
L2(0,T ;H4(Ω)2)

+
∥∥∥θ3ψ(i,σ)

∥∥∥
H3(0,T ;L2(Ω)2)

+
∥∥∥θ3ψ(i,σ)

∥∥∥
H2(0,T ;H2(Ω)2)

+
∥∥∥θ3ψ(i,σ)

∥∥∥
H1(0,T ;H4(Ω)2)

+
∥∥∥θ3ψ(i,σ)

∥∥∥
L2(0,T ;H6(Ω)2)

)
⩽ C

∑
σ∈Sn

n∑
i=1

∥∥∥θ0ψ(i,σ)
∥∥∥
L2(0,T ;H)

. (3.39)

Ahora, para estimar el término de frontera, usamos una desigualdad de traza y un argumento de interpolación, aśı
obtenemos∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×∂Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ψ
(i,σ)
1

∣∣∣∣2 dγ dt
∣∣∣∣∣

⩽ C

∫ T

0

e−2sα♯ (sξ♯)
−1

(∥∥∥ψ(i,σ)
∥∥∥
H4(Ω)2

∥∥∥ψ(i,σ)
∥∥∥
H6(Ω)2

+
∥∥∥ψ(i,σ)

∥∥∥1/2
H4(Ω)2

∥∥∥ψ(i,σ)
∥∥∥3/2
H6(Ω)2

)
dt

⩽ C

∫ T

0

(
(sξ♯)

−1+ 5
ℓ

∥∥∥θ2ψ(i,σ)
∥∥∥
H4(Ω)2

∥∥∥θ3ψ(i,σ)
∥∥∥
H6(Ω)2

+ (sξ♯)
− 1

2+
11
2ℓ

∥∥∥θ2ψ(i,σ)
∥∥∥1/2
H4(Ω)2

∥∥∥θ3ψ(i,σ)
∥∥∥3/2
H6(Ω)2

)
dt.

(3.40)

Usando que ℓ ⩾ 11 y (1.14), tenemos que para toda C > 0 y s ⩾ CT 2ℓ,

(sξ♯)
−1+ 5

ℓ ⩽
(
C4ℓ

)−1+ 5
ℓ , (sξ♯)

− 1
2+

11
2ℓ ⩽

(
C4ℓ

)− 1
2+

11
2ℓ .

Tomando C > 0 suficientemente grande y considerando (3.38)-(3.40), obtenemos que existe una constante C > 0
tal que para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ)

∑
σ∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ))

⩽ C
∑
σ∈Sn

n∑
i=1

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
sξ
∣∣∣∇2∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇∆ψ

(i,σ)
1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(i,σ)

1

∣∣∣2)dxdt. (3.41)

Paso 3. Este paso es completamente igual al que hicimos antes (ver Paso 3 de la Sección 2.2) por lo que omitiremos
la prueba. Esto concluye la prueba de la Proposición 3.13.

Ahora estamos en posición de probar el Teorema 3.11.

Prueba del Teorema 3.11. Empezamos con (3.35), nuestro objetivo es remover los términos del lado derecho que

tengan que ver con ψ
(i,σ)
1 con i ⩾ 2. Este paso también es similar a lo que hicimos en el caṕıtulo anterior. Primero,

consideramos una sucesión de subconjuntos abiertos Oi, (0 ⩽ i ⩽ n) tales que

ω̂ =: On ⋐ On−1 ⋐ ... ⋐ Oi ⋐ ... ⋐ O0 ⋐ ω

y funciones tales que
ζi ∈ C2

c (Oi−1) tales que ζi ≡ 1 en Oi, ζi ⩾ 0 (1 ⩽ i ⩽ n).
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Aplicando el operador ∆ a la primera componente de cada ecuación en (3.31), otenemos
∂t∆ψ

(i,σ)
1 − νσ(i)∆

2ψ
(i,σ)
1 = ∆ψ

(i+1,σ)
1 en (0, T )× Ω, (1 ⩽ i ⩽ n− 1, σ ∈ Sn)

∂t∆ψ
(n,σ)
1 − νσ(n)∆

2ψ
(n,σ)
1 =

∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

βp,σ̃∆ψ
(p,σ̃)
1 en (0, T )× Ω. (σ ∈ Sn)

(3.42)

Usando lo anterior, obtenemos que para toda σ ∈ Sn∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(n,σ)

1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
∣∣∣∆ψ(n,σ)

1

∣∣∣2 dxdt
=

∫∫
(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
(
∆ψ

(n,σ)
1

)(
∂t∆ψ

(n−1,σ)
1 − νσ(n−1)∆

2ψ
(n−1,σ)
1

)
dx dt. (3.43)

Vamos a estimar la última integral en la relación anterior. Usando integración por partes y (3.42) tenemos∫∫
(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
(
∆ψ

(n,σ)
1

)(
∂t∆ψ

(n−1,σ)
1

)
dx dt

= −
∫∫

(0,T )×On−1

ζn∂t

(
e−2sα (sξ)

5
)
∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dx dt

−
∫∫

(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5

νσ(n)∆2ψ
(n,σ)
1 +

∑
σ̃∈Sn

n∑
p=1

βp,σ̃∆ψ
(p,σ̃)
1

∆ψ
(n−1,σ)
1 dx dt. (3.44)

Usando nuevamente integración por partes, obtenemos∫∫
(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
∆ψ

(n,σ)
1 ∆2ψ

(n−1,σ)
1 dxdt =

∫∫
(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
∆2ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dxdt

+

∫∫
(0,T )×On−1

∆
(
ζne

−2sα (sξ)
5
)
∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dxdt

+ 2

∫∫
(0,T )×On−1

∇
(
ζne

−2sα (sξ)
5
)
· ∇∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dx dt. (3.45)

Ahora, para estimar el lado derecho de (3.44) y (3.45), usamos (1.11) y (1.12), tenemos que para s ⩾ C
(
T ℓ + T 2ℓ

)
:∣∣∂t (e−2sα(sξ)5

)∣∣ ⩽ Ce−2sα (sξ)
6+1/ℓ

,
∣∣∆(ζne

−2sα(sξ)5)
∣∣ ⩽ Ce−2sα (sξ)

7
,
∣∣∇(ζne

−2sα(sξ)5)
∣∣ ⩽ Ce−2sα (sξ)

6
.

De aqúı que, usando la desigualdad de Young, para ε > 0, se tiene∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×On−1

ζn∂t

(
e−2sα (sξ)

5
)
∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dx dt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(n,σ)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
7+2/ℓ

∣∣∣∆ψ(n−1,σ)
1

∣∣∣2 dx dt (3.46)

∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×On−1

∆
(
ζne

−2sα (sξ)
5
)
∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dxdt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(n,σ)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆ψ(n−1,σ)

1

∣∣∣2 dx dt (3.47)
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∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×On−1

∇
(
ζne

−2sα (sξ)
5
)
· ∇∆ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dxdt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇∆ψ

(n,σ)
1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆ψ(n−1,σ)

1

∣∣∣2 dx dt (3.48)

∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
∆2ψ

(n,σ)
1 ∆ψ

(n−1,σ)
1 dx dt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαsξ
∣∣∣∆2ψ

(n,σ)
1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆ψ(n−1,σ)

1

∣∣∣2 dx dt (3.49)

y ∣∣∣∣∣
∫∫

(0,T )×On−1

ζne
−2sα (sξ)

5
∆ψ

(p,σ̃)
1

(
∆ψ

(n−1,σ)
1

)
dx dt

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(p,σ̃)

1

∣∣∣2 dxdt+ C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(n−1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt. (3.50)

Juntando (3.43)-(3.45) con (3.46)-(3.50) tenemos que existe C > 0 tal que para s ⩾ C y ε > 0∫∫
(0,T )×ω̂

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∆ψ(n,σ)

1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε
∑
σ̃∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ̃))

+
C

ε

∫∫
(0,T )×On−1

e−2sα (sξ)
9
∣∣∣∆ψ(n−1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt. (3.51)

Con una prueba similar, se puede probar por inducción que para toda k ∈ {2, . . . , n}∫∫
(0,T )×Ok

e−2sα (sξ)
2n−k+2+1

∣∣∣∆ψ(k,σ)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε
∑
σ̃∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ̃))

+
C

ε

∫∫
(0,T )×Ok−1

e−2sα (sξ)
2n−k+3+1

∣∣∣∆ψ(k−1,σ)
1

∣∣∣2 dxdt. (3.52)

Combinando esto con (3.35), obtenemos∑
σ∈Sn

n∑
i=1

I(s, ψ(i,σ)) ⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
2n+1+1

∣∣∣∆ψ(1,σ)
1

∣∣∣2 dxdt. (3.53)

Para terminar esta prueba, estimamos la integral local de ∆ψ(1,σ) en términos de solo ψ(1,σ). Usando integración
por partes:∫∫

(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
2n+1+1

∣∣∣∆ψ(1,σ)
1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×O0

ζ1e
−2sα (sξ)

2n+1+1
∣∣∣∆ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt
=

∫∫
(0,T )×O0

∆
(
ζ1e

−2sα (sξ)
2n+1+1

)(
∆ψ

(1,σ)
1

)
ψ
(1,σ)
1 dxdt

+

∫∫
(0,T )×O0

2∇
(
ζ1e

−2sα (sξ)
2n+1+1

)
·
(
∇∆ψ

(1,σ)
1

)
ψ
(1,σ)
1 dxdt

+

∫∫
(0,T )×O0

ζ1e
−2sα (sξ)

2n+1+1
(
∆2ψ

(1,σ)
1

)
ψ
(1,σ)
1 dxdt.
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Considerando (1.12) y usando la desigualdad de Young tenemos que existe C > 0 tal que para toda s ⩾ C(T ℓ+T 2ℓ)
y ε > 0∫∫

(0,T )×O1

e−2sα (sξ)
2n+1+1

∣∣∣∆ψ(1,σ)
1

∣∣∣2 dxdt
⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)5

∣∣∣∆ψ(1,σ)
1

∣∣∣2 + (sξ)3
∣∣∣∇∆ψ

(1,σ)
1

∣∣∣2 + sξ
∣∣∣∆2ψ

(1,σ)
1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×O0

e−2sα (sξ)
2n+2+1

∣∣∣ψ(1,σ)
1

∣∣∣2 dx dt.
Combinando lo anterior con (3.53), obtenemos (3.33) con δn = 2n+2+1. Esto concluye la prueba del Teorema 3.11.

3.4.2. Prueba del Corolario 3.12

Ahora podemos probar el Corolario 3.12 con el resultado obtenido en el Teorema 3.11.

Prueba del Corolario 3.12. Comenzamos juntando (3.39) (con θ1(t) = e−sα♯ (sξ♯)
3/2−1/ℓ

) y (3.33):

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
3−2/ℓ

(∣∣∣∂tψ(1,σ)
∣∣∣2 + ∣∣∣Aψ(1,σ)

∣∣∣2)dx dt

⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα♭ (sξ♭)
δn
∣∣∣ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dx dt. (3.54)

Luego, escribiendo el sistema (3.31) como (3.18) (usando el operador (3.3)), notemos que
(
∂tψ

(i,σ)
)
i,σ

y
(
Aψ(i,σ)

)
i,σ

satisfacen (3.31) (con distintas condiciones iniciales). De aqúı que, de la relación correspondiente (3.54) obtenemos

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
3−2/ℓ

(∣∣∣∂2t ψ(1,σ)
∣∣∣2 + ∣∣∣∂tAψ(1,σ)

∣∣∣2 + ∣∣∣A2ψ(1,σ)
∣∣∣2)dxdt

⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2sα̂
(
sξ̂
)δn (∣∣∣Aψ(1,σ)

1

∣∣∣2 + ∣∣∣∂tψ(1,σ)
1

∣∣∣2)dxdt. (3.55)

Ahora, para κ ∈ (0, 1) existe λ0, s0 tal que para toda λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0 tenemos

e−2sα♭ (sξ♭)
δn ⩽ Ce−2κsα♯(sξ♯)

3−2/ℓ (3.56)

y por lo tanto, de las estimaciones de arriba se sigue que

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
3−2/ℓ

(∣∣∣∂2t ψ(1,σ)
∣∣∣2 + ∣∣∣∂tAψ(1,σ)

∣∣∣2 + ∣∣∣A2ψ(1,σ)
∣∣∣2)dxdt

⩽ C
∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2κsα♭ (κsξ♭)
δn
∣∣∣ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dx dt.
Por inducción, obtenemos que para toda J ∈ N, existe C > 0 tal que

J∑
j=0

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯(sξ♯)
3−2/ℓ

∣∣∣∂jtAJ−jψ(1,σ)
∣∣∣2 dx dt ⩽ C

∑
σ∈Sn

∫∫
(0,T )×ω

e−2κJ−1sα♭ (sξ♭)
δn
∣∣∣ψ(1,σ)

1

∣∣∣2 dxdt.
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Caṕıtulo 4

Control jerárquico para un sistema de
Boussinesq

En este caṕıtulo presentaremos un resultado de control jerárquico. Para esto consideraremos un sistema de
Boussinesq en dimensión 2 con dos controles (actuando en la ecuación de calor) donde cada control tendrá su
propio objetivo. Los resultados presentados fueron tomados de nuestro art́ıculo [28].

4.1. Introducción

Sea Ω ⊂ R2 un abierto con frontera suave. Sea T > 0 y sean ω y O dos subconjuntos de Ω, abiertos no vaćıos con

ω ∩ O = ∅.

Consideremos el siguiente sistema de Boussinesq con dos controles f y f⋆:
∂ty −∆y +∇πy + (y · ∇) y = θe2 en (0, T )× Ω,
∂tθ −∆θ + y · ∇θ = f1ω + f⋆1O en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0, θ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0 en Ω.

(4.1)

En el sistema anterior, y = y(t, x) ∈ R2 describe la velocidad del fluido, πy = πy(t, x) ∈ R la presión, θ = θ(t, x) ∈ R
la temperatura y (e1, e2) es la base canónica de R2. Las funciones f y f⋆ son dos controles que tienen dos objetivos
distintos:

1. el objetivo de f⋆ es que la solución (y, θ) se mantenga cerca de un estado (y⋆, θ⋆) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3) dado;

2. el objetivo de f es llevar la solución a cero en un tiempo T > 0, es decir, (y, θ) (T, ·) = 0 en Ω.

El primer objetivo consiste en resolver un problema de control óptimo, es decir, buscamos un control f⋆ que
minimice un funcional que involucra la “distancia” entre (y, θ) y un estado deseado (y⋆, θ⋆). El segundo objetivo es
un problema clásico de control a cero.
A continuación, detallaremos la formulación del problema. Primero, recordemos la definición de ciertos espacios:

H =
{
y ∈

[
L2(Ω)

]2
: div y = 0 en Ω, y · ν = 0 sobre ∂Ω

}
,

V =
{
y ∈

[
H1

0 (Ω)
]2

: div y = 0 en Ω
}
.
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Para el primer objetivo, hacemos una formulación de control óptimo para f⋆: fijamos

f ∈ L2(0, T ;L2(ω)), y0 ∈ V, θ0 ∈ H1
0 (Ω). (4.2)

Aśı, para cada f⋆ ∈ L2(0, T ;L2(O)), uno puede probar que el sistema (4.1) admite una única solución (y(f⋆), θ(f⋆)),
que depende también de los datos f, y0 y θ0, y entonces podemos considerar el siguiente funcional con peso:

J(f⋆) :=
1

2

∫∫
(0,T )×O⋆

[
|y(f⋆)− y⋆|2 + |θ(f⋆)− θ⋆|2

]
dxdt+

1

2

∫∫
(0,T )×O

|f⋆|2

µ
dxdt, (4.3)

donde O⋆ es un abierto no vaćıo que representa el dominio de observación del control f⋆, µ es una función que
satisface

µ ∈ C0([0, T ];R+), µ(0) = µ(T ) = 0, µ > 0 en (0, T ). (4.4)

y que será descrita con mayor detalle más adelante (ver (4.7) y (4.12)). Notemos que el funcional (4.3) “mide la
distancia” que hay entre la solución (y(f⋆), θ(f⋆)) del sistema (4.1) y el estado (y⋆, θ⋆), por lo tanto, el objetivo de
f⋆ es minimizar J(f⋆), esto es, se busca el

ı́nf
f⋆∈L2(0,T ;L2(O))

J(f⋆). (4.5)

En relación al problema anterior, se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.1. Supongamos (4.2) y que (y⋆, θ⋆) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3). Existe una constante C > 0 tal que si

∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C,

entonces el problema de control óptimo (4.5) admite una unica solución dada por

f⋆ := −µσ,

donde (y, θ, u, σ) es la solución al sistema acoplado

∂ty −∆y +∇πy + (y · ∇) y = θe2 en (0, T )× Ω,
∂tθ −∆θ + y · ∇θ = f1ω + f⋆1O en (0, T )× Ω,

−∂tu−∆u+∇πu + (∇y)⊤ u− (y · ∇)u+ σ∇θ = (y − y⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
−∂tσ −∆σ − y · ∇σ = u2 + (θ − θ⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
div y = div u = 0 en (0, T )× Ω,
y = u = 0, θ = σ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0, u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω.

(4.6)

En el sistema anterior, ·⊤ denota la transpuesta de una matriz. La prueba del Lema 4.1 es estándar aśı que
solamente daremos un pequeño esbozo de ella en la Subsección 4.2.2.
El resultado principal de este caṕıtulo es la controlabilidad nula parcial del sistema acoplado (4.6):

Teorema 4.2. Supongamos que ω∩O = ∅ y que ω∩Od ̸= ∅. Entonces existen C > 0 y ρ1, ρ2 ∈ C0([0, T ]) tales que

ρ1(0) = ρ1(T ) = ρ2(T ) = 0, ρ1 > 0 en (0, T ), ρ2 > 0 en [0, T )

con la siguiente propiedad: si

µ

ρ1
∈ L∞(0, T ),

(y⋆, θ⋆)

ρ2
∈ L2(0, T ;L2(Ω)3), (y0, θ0) ∈ V ×H1

0 (Ω), (4.7)

con ∥∥∥∥ (y⋆, θ⋆)ρ2

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω)3)

+
∥∥(y0, θ0)∥∥

H1(Ω)3
⩽ C,
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entonces existe un control f ∈ L2(0, T ;L2(ω)) y una solución

(y, θ, u, σ) ∈ L2(0, T ;H2(Ω)6) ∩ C0([0, T ];H1(Ω)6) ∩H1(0, T ;L2(Ω)6), (πy, πu) ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2)

de (4.6) que satisface
y(T, ·) = 0, θ(T, ·) = 0 en Ω.

Para probar el resultado anterior, seguiremos la misma estrategia que hemos usado en caṕıtulos anteriores:
consideremos el sistema (4.6) linealizado

∂ty −∆y +∇p = θe2 + h(1) en (0, T )× Ω
∂tθ −∆θ = f1ω − µσ1O + h(2) en (0, T )× Ω,

−∂tu−∆u+∇πu = y1O⋆ + h(3) en (0, T )× Ω,
−∂tσ −∆σ = u2 + θ1O⋆ + h(4) en (0, T )× Ω,
div y = div u = 0 en (0, T )× Ω,
y = u = 0, θ = σ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0, u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω,

(4.8)

donde h(1), h(2), h(3) y h(4) son términos fuentes. Probaremos la controlabilidad nula parcial del sistema lineali-
zado. Posteriormente, probaremos el resultado para el caso no lineal usando un argumento de punto fijo donde
reemplazaremos h(1), h(2), h(3) y h(4) por los términos no lineales correspondientes

h(1) = − (y · ∇) y, h(2) = −y · ∇θ, (4.9)

h(3) = − (∇y)⊤ u+ (y · ∇)u− σ∇θ − y⋆1O⋆ , h(4) = y · ∇σ − θ⋆1O⋆ . (4.10)

Ahora, para probar la controlabilidad nula del sistema (4.8) usaremos un argumento de dualidad, esto implica que
probaremos una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto

−∂tv −∆v +∇πv = w1O⋆ + g(1) en (0, T )× Ω,
−∂tφ−∆φ = v2 + ψ1O⋆ + g(2) en (0, T )× Ω,
∂tw −∆w +∇πw = ψe2 + g(3) en (0, T )× Ω,
∂tψ −∆ψ = −µφ1O + g(4) en (0, T )× Ω,
div v = divw = 0 en (0, T )× Ω,
v = w = 0, φ = ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
v(T, ·) = v0, φ(T, ·) = φ0, w(0, ·) = 0, ψ(0, ·) = 0 en Ω.

(4.11)

Comenzaremos probando que este sistema lineal está bien definido siempre que ∥µ∥L∞(0,T ) sea suficientemente
pequeño. El segundo resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema 4.3. Supongamos que ω ∩ O = ∅ y que ω ∩ Od ̸= ∅. Entonces existe ρ ∈ C0([0, T ]) tal que

ρ(0) = ρ(T ) = 0, ρ > 0 en (0, T )

con la siguiente propiedad: para toda µ que satisface

µ

ρ11
∈ L∞(0, T ), (4.12)

existe C > 0 tal que para toda solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) se tiene

∥∥ρ22(v, φ,w, ψ)∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)6)

⩽ C

(∥∥∥ρ12 (g(1), g(2), g(3), g(4))∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)6)

+

∫∫
(0,T )×ω

ρ26 |φ|2 dxdt

)
. (4.13)
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4.2. Resultados preliminares

En esta sección presentaremos las herramientas necesarias para probar los resultados antes mencionados. Primero
presentaremos un resultado de regularidad similar al mencionado en el Lema 2.4: introducimos el operador de
Laplace y el operador de Stokes:

D(A) := H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), A := −∆ : D(A) → L2(Ω), (4.14)

y

D(A) :=
{
y ∈

[
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
]2

: div y = 0 en Ω
}
, A := −P∆ : D(A) → H, (4.15)

donde P :
[
L2(Ω)

]2 → H es el proyector de Leray. Es bien sabido que ambos operadores son autoadjuntos y positivos,
y como ∂Ω es regular, por la regularidad eĺıptica se tiene que para k ∈ N∗

D
(
Ak
)
⊂ H2k(Ω), D

(
Ak
)
⊂
[
H2k(Ω)

]2
. (4.16)

Para T > 0, definimos

Xk :=

k⋂
j=0

Hj(0, T ;D(Ak−j)), Xk :=

k⋂
j=0

Hj(0, T ;D(Ak−j)).

En particular,

X0 = L2(0, T ;L2(Ω)), X1 = L2(0, T ;D(A)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)), X1 = L2(0, T ;D(A)) ∩H1(0, T ;H). (4.17)

Supongamos que ψ y w son las soluciones fuertes de los sistemas{
ψ′ +Aψ = κψ + κF en (0, T )
ψ(0) = 0

,

{
w′ + Aw = κw + κF en (0, T )
w(0) = 0

(4.18)

donde κ ∈ C∞((0, T )). Supongamos j0 ⩾ 1 y que para j ∈ {0, . . . , j0},

τj ∈ C∞([0, T ];R+), τj(0) = 0, (4.19)∣∣∣∣dkτjdtk

∣∣∣∣ ⩽ Cτj−k (k ∈ {0, . . . , j}),
∣∣∣∣dk−1 (κτj)

dtk−1

∣∣∣∣ ⩽ Cτj−k (k ∈ {1, . . . , j}). (4.20)

Siguiendo la prueba del Lema 2.4, tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.4. Supongamos que ψ y w son las soluciones fuertes de los sistemas (4.18), que j0 ⩾ 1 y que κ, τj,
j ∈ {0, . . . , j0} satisfacen las hipótesis anteriores. Si F ∈ Xj0−1, entonces para toda j ∈ {1, . . . , j0} se tiene que

τjw ∈ Xj , τj∂
k
t w ∈ L2

(
0, T ;D

(
Aj−k

))
(k ∈ {1, . . . , j}),

y la estimación
j0∑
j=1

j∑
k=0

∥∥τj∂kt w∥∥L2(0,T ;D(Aj−k)
⩽ C

(
∥τ0w∥X0

+ ∥F∥Xj0−1

)
.

De manera similar, si F ∈ Xj0−1, entonces para toda j ∈ {1, . . . , j0} se tiene que

τjψ ∈ Xj , τj∂
k
t ψ ∈ L2

(
0, T ;D

(
Aj−k

))
(k ∈ {1, . . . , j}),

y la estimación
j0∑
j=1

j∑
k=0

∥∥τj∂kt ψ∥∥L2(0,T ;D(Aj−k)
⩽ C

(
∥τ0ψ∥X0

+ ∥F∥Xj0−1

)
.
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4.2.1. Problema bien planteado

En esta subsección probaremos la existencia y unicidad de las soluciones fuertes para el sistema adjunto (4.11).
Para simplificar la notación, escribimos

h =
(
h(1), h(2), h(3), h(4)

)
y g =

(
g(1), g(2), g(3), g(4)

)
..

Proposición 4.5. Sea T > 0. Aśı, existe C > 0 tal que si

∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C,

entonces el sistema (4.11) está bien definido: para toda g ∈ [X0]
6
, (v0, φ0) ∈ V ×H1

0 (Ω), existe una única solución
fuerte de (4.11) con

∥(v, φ,w, ψ)∥X1×X1×X1×X1
⩽ C

(
∥g∥[X0]

6 +
∥∥(v0, φ0)

∥∥
H1(Ω)3

)
.

Demostración. Usaremos un argumento de punto fijo: para toda φ̃ ∈ X0, podemos resolver el sistema

−∂tv −∆v +∇πv = w1O⋆ + g(1) en (0, T )× Ω,
−∂tφ−∆φ = v2 + ψ1O⋆ + g(2) en (0, T )× Ω,
∂tw −∆w +∇πw = ψe2 + g(3) en (0, T )× Ω,
∂tψ −∆ψ = −µφ̃1O + g(4) en (0, T )× Ω,
div v = divw = 0 en (0, T )× Ω,
v = w = 0, φ = ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
v(T, ·) = v0, φ(T, ·) = φ0, w(0, ·) = 0, ψ(0, ·) = 0 en Ω,

(4.21)

Más precisamente, el sistema está en forma de “cascada”: podemos obtener de manera sucesiva ψ,w, v y φ con la
estimación

∥(v, φ,w, ψ)∥X1×X1×X1×X1
⩽ C

(
∥g∥[X0]

6 +
∥∥(v0, φ0)

∥∥
H1(Ω)3

+ ∥µ∥L∞(0,T ) ∥φ̃∥X0

)
.

En particular, podemos considerar el mapeo Z : X0 → X0, φ̃ 7→ φ, donde (v, φ,w, ψ) es la solución correspondiente
a (4.21). Podemos ver que de la desigualdad de arriba, si ∥µ∥L∞(0,T ) es suficientemente pequeña, entonces Z es una
contracción estricta. Aplicando el teorema de punto fijo de Banach, obtenemos que existe un único punto fijo para
Z y con esto finaliza la proposición.

De manera similar, podemos probar que el sistema (4.8) está bien definido.

Proposición 4.6. Sea T > 0. Entonces existe C > 0 tal que si

∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C,

entonces el sistema (4.8) está bien definido: para toda h ∈ [X0]
6
, f ∈ L2(0, T ;L2(ω)), (y0, θ0) ∈ V ×H1

0 (Ω), existe
una única solución fuerte de (4.8) con

∥(y, θ, u, σ)∥X1×X1×X1×X1
⩽ C

(
∥h∥[X0]

6 + ∥f∥L2(0,T ;L2(ω)) +
∥∥(y0, θ0)∥∥

H1(Ω)3

)
.

Ahora, definimos los siguientes operadores

L (y, πy, θ, u, πu, σ) :=


∂ty −∆y +∇πy − θe2
∂tθ −∆θ + µσ1O

−∂tu−∆u+∇πu − y1O⋆

−∂tσ −∆σ − u2 − θ1O⋆

 , (4.22)

y

L∗ (v, πv, φ, w, πw, ψ) :=


−∂tv −∆v +∇πv − w1O⋆

−∂tφ−∆φ− v2 − ψ1O⋆

∂tw −∆w +∇πw − ψe2
∂tψ −∆ψ + µφ1O

 . (4.23)
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Esto nos permite reescribir los sistemas (4.8) y (4.11) como
L (y, πy, θ, u, πu, σ) = h+ (0, 0, f1ω, 0, 0, 0) en (0, T )× Ω,
div y = div u = 0 en (0, T )× Ω,
y = u = 0, θ = σ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, θ(0, ·) = θ0, u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω,

(4.24)

y 
L∗ (v, πv, φ, w, πw, ψ) = g en (0, T )× Ω,
div v = divw = 0 en (0, T )× Ω,
v = w = 0, φ = ψ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
v(T, ·) = v0, φ(T, ·) = φ0, w(0, ·) = 0, ψ(0, ·) = 0 en Ω.

(4.25)

Aśı definimos la solución por transposición de (4.8). Para esto, consideremos (y, πy, θ, u, πu, σ), una solución fuerte
del sistema (4.8) y

(v, πv, φ, w, πw, ψ) ∈
[
X1 × L2(0, T ;H1(Ω)/R)×X1

]2
, (4.26)

tal que
v(T, ·) = w(0, ·) = 0, φ(T, ·) = ψ(0, ·) = 0 en Ω. (4.27)

Notemos que si multiplicamos la primera ecuación en (4.8) por v, la segunda ecuación por φ, la tercera ecuación
por w, la cuarta ecuación por ψ y aplicamos integración por partes, obtenemos∫∫

(0,T )×Ω

(y, θ, u, σ) · L∗ (v, πv, φ, w, πw, ψ) dx dt+

∫∫
(0,T )×ω

fφdxdt

=

∫
Ω

(
y0, θ0

)
· (v(0, ·), φ(0, ·)) dx+

∫∫
(0,T )×Ω

h · (v, φ,w, ψ) dx dt. (4.28)

Esto nos lleva a la siguiente definición:

Definición 4.7. Sean h ∈ [X0]
6
, f ∈ L2(0, T ;L2(ω)),

(
y0, θ0

)
∈ H × L2(Ω). Diremos que (y, θ, u, σ) ∈ [X0 ×X0]

2

es una solución por transposición del sistema (4.8) si para todo (v, πv, φ, w, πw, ψ) que satisface (4.26) y (4.27) se
cumple la relación (4.28).

De aqúı que, usando el resultado de la Proposición 4.5, se tiene la unicidad de las soluciones por transposición de
(4.8). En particular, si (y, θ, u, σ) es una solución fuerte de (4.8), entonces también es su solución por transposición.

4.2.2. Caracterización del control óptimo

En esta subsección daremos un esbozo de la prueba del Lema 4.1.

Prueba del Lema 4.1. La existencia y unicidad del control óptimo se puede obtener siguiendo los argumentos de [2].
La idea es usar la convexidad de J bajo la condición de que ∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C y la diferenciabilidad Gateaux del
mapeo

G : L2(0, T ;L2(O)) → X1 ×X1, f⋆ 7→ (y(f⋆), θ(f⋆)) ,

donde (y(f⋆), θ(f⋆)) es la solución fuerte de (4.8) asociada a f⋆ y a
(
y0, θ0, f

)
que satisfacen (4.2). A continuación,

daremos una idea de cómo caracterizar al control óptimo. Sean f⋆, h⋆ ∈ L2(0, T ;L2(O)) y escribimos

(y, θ) = G(f⋆), (ỹ, θ̃) = DGf⋆(h⋆),

donde DGf⋆(h⋆) es la derivada de Gateaux de G en f⋆ con dirección h⋆. De aqúı, a partir de (4.8), podemos concluir

que (ỹ, θ̃) debe satisfacer el sistema

∂tỹ −∆ỹ +∇πỹ + (ỹ · ∇) y + (y · ∇) ỹ = θ̃e2 en (0, T )× Ω,

∂tθ̃ −∆θ̃ + ỹ · ∇θ + y · ∇θ̃ = h⋆1O en (0, T )× Ω,
div ỹ = 0 en (0, T )× Ω,

ỹ = 0, θ̃ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

ỹ(0, ·) = 0, θ̃(0, ·) = 0 en Ω.

(4.29)
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Más aún, la derivada de Gateaux del funcional J , definido en (4.3), en f⋆ con dirección h⋆ está dada por

DJf⋆(h⋆) =

∫∫
(0,T )×O⋆

[
(y − y⋆) · ỹ + (θ − θ⋆) · θ̃

]
dxdt+

∫∫
(0,T )×O

f⋆h⋆

µ
dxdt. (4.30)

Por otro lado, usando que (y, θ) ∈ X1×X1 y de la teoŕıa de sistemas de Navier-Stokes, uno puede probar que existe
una única solución (u, σ) ∈ X1 ×X1 del siguiente problema

−∂tu−∆u+∇πu + (∇y)⊤ u− (y · ∇)u+ σ∇θ = (y − y⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
−∂tσ −∆σ − y · ∇σ = u2 + (θ − θ⋆) 1O⋆ en (0, T )× Ω,
div u = 0 en (0, T )× Ω,
u = 0, θ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
u(T, ·) = 0, σ(T, ·) = 0 en Ω.

Ahora, multiplicando la primera ecuación del sistema anterior por ỹ, la segunda por θ̃ y usando integración por
partes, llegamos a que ∫∫

(0,T )×O
h⋆σ dxdt =

∫∫
(0,T )×O⋆

[
(y − y⋆) · ỹ + (θ − θ⋆) · θ̃

]
dxdt. (4.31)

gracias a que (ỹ, θ̃) satisfacen (4.29). Finalmente, comparando (4.30) con (4.31) concluimos que si f⋆ es un punto
cŕıtico del funcional J , entonces

f⋆ = −µσ,

que era lo que se queŕıa probar.

4.3. Estimaciones de Carleman

En esta sección presentaremos las estimaciones de Carleman para probar el Teorema 4.3. Para esto, consideremos
ω0 un dominio no vaćıo tal que

ω0 ⊂ ω ∩ O⋆.

Igual que en la Subsección 1.2.2, usando [12], podemos construir una función η0 ∈ C2(Ω) que satisface

η0 > 0 en Ω, η0 = 0 sobre ∂Ω, máx
Ω

η0 = 1, ∇η0 ̸= 0 en Ω \ ω0.

Para simplicar la notación para más adelante, definimos las mismas funciones que en la Subsección 1.2.2 pero con
ℓ = 11:

α(t, x) =
exp (24λ)− exp

[
λ(22 + η0(x))

]
t11(T − t)11

, ξ(t, x) =
exp

[
λ(22 + η0(x))

]
t11(T − t)11

,

α♯(t) = máx
x∈Ω

α(t, x) =
exp (24λ)− exp (22λ)

t11(T − t)11
, ξ♯(t) = mı́n

x∈Ω
ξ(t, x) =

exp (22λ)

t11(T − t)11
,

α♭(t) = mı́n
x∈Ω

α(t, x) =
exp (24λ)− exp (23λ)

t11(T − t)11
, ξ♭(t) = máx

x∈Ω
ξ(t, x) =

exp (23λ)

t11(T − t)11
,

con λ > 1. Estas funciones cumplen las mismas relaciones (1.11)-(1.14). Más aún, con estas funciones también se
tienen los resultados del Lema 1.8, Lema 1.9 y Lema 1.10, aśı que podremos usarlos más adelante.
También introducimos la siguiente función peso

ρ := e−sα♯ .

Para esta función, tenemos los siguientes resultados:
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Lema 4.8. Sea T > 0. Para toda ε > 0, existen s0, λ0 > 0 tales que para toda s ⩾ s0T
22 y λ ⩾ λ0,

ρ ⩽ ε en (0, T ).

Demostración. Notemos que existe λ0 > 0 tal que para λ ⩾ λ0

e24λ − e22λ ⩾
1

2
e24λ0

aśı, para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0T
22 se tiene

sα♯ ⩾ s0e
24λ0221,

entonces tomando s0 y λ0 suficientemente grandes, tenemos

sα♯ ⩾ − ln ε.

Con una prueba similar, también tenemos:

Lema 4.9. Sea T > 0, sean p, q > 0 y sea N > M . Para toda ε > 0, existen s0, λ0 > 0 tales que para toda s ⩾ s0T
22

y λ ⩾ λ0,
λp (sξ)

q
e−Nsα ⩽ ερM en (0, T )× Ω.

Observación 4.10. La función ρ que aparece en el enunciado del Teorema 4.3 es justamente la definida arriba,
con λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T

11 + T 22) para λ0 y s0 son suficientemente grandes. Notemos que la condición (4.12) implica
que µ ⩽ Cρ11. De aqúı que, del Lema 4.8 se sigue la condición de que ∥µ∥L∞(0,T ) ⩽ C (para C > 0 suficientemente
pequeño) que aparece en la Proposición 4.5 y en la Proposición 4.6.

Para lo que sigue, consideremos una sucesión de dominios no vaćıos ωi tales que

ωi ⊂ ωi+1, ωi+1 ⊂ ω ∩ O⋆ (i ⩾ 0). (4.32)

También consideramos la correspondiente sucesión de funciones suaves tales que

χi ∈ C∞(R2;R+), χi ≡ 1 en ωi, con soporte compacto en ωi+1. (4.33)

4.3.1. Descomposición y estimaciones para v

Para el sistema que satisface v consideremos la siguiente descomposición que fue introducida en [5]:

ρ20v = ρv(1) + v(2) + v(3), (4.34)

donde v(1), v(2) y v(3) satisfacen lo siguiente
−∂tv(1) + Av(1) = ρ19P

(
w1O⋆ + g(1)

)
en (0, T ), v(1)(T, ·) = 0 en Ω, (4.35a)

−∂tv(2) + Av(2) = −19ρ′v(1) en (0, T ), v(2)(T, ·) = 0 en Ω, (4.35b)

−∂tv(3) + Av(3) = −20
ρ′

ρ

(
v(2) + v(3)

)
en (0, T ), v(3)(T, ·) = 0 en Ω. (4.35c)

Usando la regularidad de los sistemas de Stokes, tenemos∥∥∥v(1)∥∥∥
X1

+
∥∥∥v(2)∥∥∥

X2

⩽ C
∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)

)∥∥∥
X0

. (4.36)
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Antes de continuar, definimos las siguientes cantidades:

I1(v
(3)) :=

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
s10λ11ξ10

∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 + s8λ9ξ8
∣∣∣∇v(3)2

∣∣∣2)dxdt

+

3∑
j=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs1+2jλ2+2jξ1+2j
∣∣∣∇3−j∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s8λ9ξ8♯

∣∣∣v(3)∣∣∣2 dxdt (4.37)

y

J1(v
(3)) :=

3∑
j=1

j∑
k=0

∥∥∥τj∂kt v(3)∥∥∥2
L2(0,T ;H2(j−k)(Ω)2)

, (4.38)

donde
τj := e−sα♯λ

9
2 (sξ♯)

4−j 12
11 (j = 0, . . . , 3). (4.39)

Entonces, nos dedicaremos a probar lo siguiente

Lema 4.11. Existen s0, λ0, tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω4

e−2sαs12λ13ξ12
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dx dt) . (4.40)

con v(3) definido en (4.34).

Demostración. La ecuación (4.35c) se puede reescribir como
−∂tv(3) −∆v(3) +∇π(3)

v = 20sα′
♯

(
v(2) + v(3)

)
en (0, T )× Ω,

div v(3) = 0 en (0, T )× Ω,
v(3) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
v(3)(T, ·) = 0 en Ω.

(4.41)

Siguiendo la técnica que usamos en caṕıtulos anteriores, aplicamos el operador ∇2∆ a la segunda componente de
v(3) y obtenemos

−∂t∇2∆v
(3)
2 −∆∇2∆v

(3)
2 = 20sα′

♯

(
∇2∆v

(2)
2 +∇2∆v

(3)
2

)
en (0, T )× Ω.

Usando el Lema 1.10, obtenemos que existen s0, λ0 > 0 tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22) y λ ⩾ λ0 tenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
sλ2ξ

∣∣∣∇3∆v
(3)
2

∣∣∣2 + s3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2)dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs2
(
α′
♯

)2(∣∣∣∇2∆v
(2)
2

∣∣∣2 + ∣∣∣∇2∆v
(3)
2

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆v
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt) . (4.42)

Usando la regularidad (4.36) podemos estimar el primer término del lado derecho de (4.42), aśı obtenemos que∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
sλ2ξ

∣∣∣∇3∆v
(3)
2

∣∣∣2 + s3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2)dx dt

⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆v
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt) . (4.43)
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Para agregar los términos faltantes para recuperar I1(v
(3)), usamos dos veces el Lema 1.9, la primera con u = ∇∆v

(3)
2

y r = 3, la segunda con u = ∆v
(3)
2 y r = 5, aśı conseguimos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
s5λ6ξ5

∣∣∣∇∆v
(3)
2

∣∣∣2 + s7λ8ξ7
∣∣∣∆v(3)2

∣∣∣2)dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
s5λ6ξ5

∣∣∣∇∆v
(3)
2

∣∣∣2 + s7λ8ξ7
∣∣∣∆v(3)2

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt) . (4.44)

Además, usando Lema 1.8 con u = v
(3)
2 y r = 7, tenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
s8λ9ξ8

∣∣∣∇v(3)2

∣∣∣2 + s10λ11ξ10
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2)dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs10λ11ξ10
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∆v(3)2

∣∣∣2 dxdt) . (4.45)

Por último, usando la desigualdad de Poincaré y la condición de divergencia nula, obtenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s8λ9ξ8♯

∣∣∣v(3)1

∣∣∣2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs8λ9ξ8
∣∣∣∇v(3)2

∣∣∣2 dxdt. (4.46)

Combinando (4.43)-(4.46), obtenemos que existen s0, λ0 tales que, para toda s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0 se tiene

I1(v
(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆v
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs10λ11ξ10
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dx dt
 , (4.47)

donde I1(v
(3)) está definido por (4.37). Por otro lado, podemos checar que las funciones peso definidas en (4.39),

satisfacen (4.19) y (4.20) con κ = 20sα′
♯, entonces aplicando el Lema 4.4 y juntándolo con (4.47) tenemos

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆v
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs10λ11ξ10
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dxdt
 .

Para estimar el término de frontera, usamos la misma estrategia que en el Caṕıtulo 2 (ver (2.40)), tenemos

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆v
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
⩽ Cλ−8

∫ T

0

(
τ2

∥∥∥v(3)2

∥∥∥
H4(Ω)

)1/2(
τ3

∥∥∥v(3)2

∥∥∥
H6(Ω)

)3/2

dt ⩽ Cλ−8J1(v
(3))
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De este modo, tomando λ0 suficientemente grande, podemos absorber el término Cλ−8J1(v
(3)) con el lado izquierdo.

Por tanto, obtenemos que existen s0, λ0 tales que, para toda s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0 se tiene

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs10λ11ξ10
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dxdt
 . (4.48)

Para estimar los términos locales, usamos estimaciones de enerǵıa, esto es, hacemos el dominio un poco más grande
y con ayuda de una función flan (véase (4.32) y (4.33)) e integración por partes obtenemos

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
(

∂2

∂xk∂xq
∆v

(3)
2

)2

dxdt ⩽
∫∫

(0,T )×ω1

χ0e
−2sαs3λ4ξ3

(
∂2

∂xk∂xq
∆v

(3)
2

)2

dx dt

= −
∫∫

(0,T )×ω1

∂

∂xk

(
χ0e

−2sαs3λ4ξ3
) ∂2

∂xk∂xq
∆v

(3)
2

∂

∂xq
∆v

(3)
2 dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω1

χ0e
−2sαs3λ4ξ3

∂3

∂x2k∂xq
∆v

(3)
2

∂

∂xq
∆v

(3)
2 dx dt.

Luego usando la desigualdad de Young, obtenemos que para toda ε > 0 se tiene∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt ⩽ εI1(v
(3)) +

C

ε

∫∫
(0,T )×ω1

e−2sαs5λ6ξ5
∣∣∣∇∆v

(3)
2

∣∣∣2 dxdt.
Con el mismo argumento, estimamos los demás términos locales. Aśı llegamos a

I2(v
(3)) + J2(v

(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω4

e−2sαs12λ13ξ12
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dxdt) . (4.49)

Finalmente, para agregar un término de v usamos la identidad (4.34) y notamos que

ρ21v = ρ2v(1) + ρv(2) + ρv(3),

lo que implica que ∥∥ρ21v∥∥2X0
⩽ C

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+ I1(v
(3))

)
.

Combinandolo con (4.49), se concluye (4.40).

4.3.2. Descomposición y estimaciones para w

Para la ecuación de w, vamos a considerar una descomposición similar a la que usamos para v. Consideremos

ρ17w = ρw(1) + w(2) + w(3), (4.50)

donde w(1), w(2) y w(3) satisfacen
∂tw

(1) + Aw(1) = ρ16P
(
ψe2 + g(3)

)
en (0, T ), w(1)(0, ·) = 0 en Ω, (4.51a)

∂tw
(2) + Aw(2) = 16ρ′w(1) en (0, T ), w(2)(0, ·) = 0 en Ω, (4.51b)

∂tw
(3) + Aw(3) = 17

ρ′

ρ

(
w(2) + w(3)

)
en (0, T ), w(3)(0, ·) = 0 en Ω. (4.51c)
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Usando la regularidad de los sistemas de Stokes, tenemos que∥∥∥w(1)
∥∥∥
X1

+
∥∥∥w(2)

∥∥∥
X2

⩽ C
∥∥∥ρN (ψe2 + g(3)

)∥∥∥
X0

. (4.52)

Definimos las cantidades

I2(w
(3)) :=

3∑
j=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs1+2jλ2+2jξ1+2j
∣∣∣∇3−j∆w

(3)
2

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s7λ8ξ7♯

∣∣∣w(3)
∣∣∣2 dx dt (4.53)

y

J2(w
(3)) :=

3∑
j=1

j∑
k=0

∥∥∥τ̃j∂kt w(3)
∥∥∥2
L2(0,T ;H2(j−k)(Ω)2)

(4.54)

con
τ̃j := e−sα♯λ4 (sξ♯)

7
2−j 12

11 (j = 0, . . . , 3). (4.55)

Nos centraremos a probar lo siguiente:

Lema 4.12. Existen s0, λ0, tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

+ I2(w
(3)) + J2(w

(3)) +
∥∥ρ18w∥∥2X0

⩽ C

(∥∥∥ρ19g(1)∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ16g(3)∥∥∥2

X0

+
∥∥ρ16ψ∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω4

e−2sα

(
s12λ13ξ12

∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 + s7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2)dxdt

)
, (4.56)

donde v(3) y w(3) están definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.

Demostración. Reescribimos la ecuación (4.51c) como
∂tw

(3) −∆w(3) +∇π(3)
w = −17sα′

♯

(
w(2) + w(3)

)
en (0, T )× Ω,

divw(3) = 0 en (0, T )× Ω,
w(3) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
w(3)(0, ·) = 0 en Ω.

(4.57)

Aplicamos el operador ∇2∆ a la segunda componente del sistema anterior

∂t∇2∆w
(3)
2 −∆∇2∆w

(3)
2 = −17sα′

♯

(
∇2∆w

(2)
2 +∇2∆w

(3)
2

)
en (0, T )× Ω. (4.58)

Usando el Lema 1.10, tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
s3λ4ξ3

∣∣∣∇2∆w
(3)
2

∣∣∣2 + sλ2ξ
∣∣∣∇3∆w

(3)
2

∣∣∣2)dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs2
(
α′
♯

)2(∣∣∣∇2∆w
(2)
2

∣∣∣2 + ∣∣∣∇2∆w
(3)
2

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆w
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆w

(3)
2

∣∣∣2 dxdt) . (4.59)
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Notemos que el primer término del lado derecho de (4.59) se puede estimar con (4.52). Nuevamente, usando el
Lema 1.9 dos veces (la primera con u = ∇∆w(3), r = 3 y la segunda con u = ∆w(3), r = 5) y sumándolos tenemos∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
s5λ6ξ5

∣∣∣∇∆w
(3)
2

∣∣∣2 + s7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2)dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
s5λ6ξ5

∣∣∣∇∆w
(3)
2

∣∣∣2 + s7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s3λ4ξ3
∣∣∣∇2∆w

(3)
2

∣∣∣2 dγ dt) . (4.60)

Luego, usando la elipticidad del operador de Laplace, también tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s7λ8ξ7♯

(∣∣∣w(3)
2

∣∣∣2 + ∣∣∣∇w(3)
2

∣∣∣2)dx dt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2 dx dt. (4.61)

Además, usando la desigualdad de Poincaré y la condición de divergencia nula, tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s7λ8ξ7♯

∣∣∣w(3)
1

∣∣∣2 dx dt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs7λ8ξ7♯

∣∣∣∇w(3)
2

∣∣∣2 dxdt. (4.62)

Combinando (4.59)-(4.62), obtenemos la siguiente estimación para I2(w
(3)):

I2(w
(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ16 (ψe2 + g(3)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆w
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∆w

(3)
2

∣∣∣2
dxdt. (4.63)

De nuevo, podemos checar que las funciones peso definidas en (4.55), satisfacen (4.19) y (4.20) con κ = −17sα′
♯,

entonces aplicando el Lema 4.4 y juntandolo con (4.63) tenemos

I2(w
(3)) + J2(w

(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ16 (ψe2 + g(3)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆w
(3)
2

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∆w

(3)
2

∣∣∣2
dx dt.

Para el término de frontera, hacemos una estimación similar a la que hicimos para v de modo que si tomamos λ0
suficientemente grande, podemos absorberlo con el lado izquierdo. Luego, usando estimaciones de enerǵıa logramos

estimar los términos locales de ∇2∆w
(3)
2 (j = 0, 1, 2) en términos de ∆w

(3)
2 . Aśı obtenemos

I2(w
(3)) + J2(w

(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ16 (ψe2 + g(3)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2 dx dt) . (4.64)

Finalmente, para agregar el término de w, usamos (4.50) y (4.52). Juntando todo lo anterior con el Lema 4.11
concluimos el Lema 4.12.
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4.3.3. Quitando los términos locales de v y w

En esta sección vamos a estimar las integrales locales de v
(3)
2 y de ∆w

(3)
2 que aparecen en el lado derecho de (4.56)

en términos de φ y ψ. Esto es, probaremos el siguiente resultado:

Lema 4.13. Existen s0, λ0, tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

+ I2(w
(3)) + J2(w

(3)) +
∥∥ρ18w∥∥2X0

⩽ C

(∥∥∥ρ18− 1
7 g(1)

∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ15− 5

7 g(2)
∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ16g(3)∥∥∥2

X0

+
∥∥ρ16ψ∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω6

ρ30−
10
7

(
|φ|2 + |ψ|2

)
dxdt

)
, (4.65)

donde v(3) y w(3) están definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.

Demostración. Comenzamos estimando ∆w
(3)
2 . Usando la primera ecuación de (4.11), tenemos que

∆w2 = −∂t∆v2 −∆2v2 + ∂x2
div g(1) −∆g

(1)
2 en (0, T )×O⋆

y de la descomposición (4.50) se sigue que

w
(3)
2 = ρ17w2 − ρw

(1)
2 − w

(2)
2 , (4.66)

por lo que se tiene

∆w
(3)
2 = ρ17

(
−∂t∆v2 −∆2v2 + ∂x2

div g(1) −∆g
(1)
2

)
− ρ∆w

(1)
2 −∆w

(2)
2 . (4.67)

Usando (4.32), (4.33) y el Lema 4.9 tenemos∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫
(0,T )×ω5

χ4e
−(2− 1

7 )sα♯

∣∣∣∆w(3)
2

∣∣∣2 dx dt
=

∫∫
(0,T )×ω5

χ4ρ
(19− 1

7 )∆w
(3)
2

(
−∂t∆v2 −∆2v2 + ∂x2

div g(1) −∆g
(1)
2

)
dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω5

χ4ρ
(2− 1

7 )∆w
(3)
2

(
ρ∆w

(1)
2 +∆w

(2)
2

)
dxdt. (4.68)

Solo haremos la estimación del primer término en lado derecho de (4.68) ya que los demás términos se estiman de
manera similar. Aplicando integración por partes tenemos

−
∫∫

(0,T )×ω5

χ4ρ
(19− 1

7 )∆w
(3)
2 ∂t∆v2 dxdt =

∫∫
(0,T )×ω5

(
19− 1

7

)
ρ(18−

1
7 )ρ′∆

(
χ4∆w

(3)
2

)
v2 dxdt

+

∫∫
(0,T )×ω5

ρ(19−
1
7 )∆

(
χ4∂t∆w

(3)
2

)
v2 dxdt. (4.69)

Ahora, notemos que |ρ′| ⩽ Cρ1−
1
7 , entonces usando (4.52), (4.54), (4.55) y la desigualdad de Young, tenemos que

para ε > 0∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∆w(3)

2

∣∣∣2 dxdt ⩽ C

(
εJ1(w

(3)) +
1

ε

∫∫
(0,T )×ω5

ρ2(18−
2
7 ) |v2|2 dxdt

+
∥∥∥ρ18− 1

7 g(1)
∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ16g(3)∥∥∥2

X0

+
∥∥ρ16ψ∥∥2

X0

)
. (4.70)
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Ahora, para estimar el término de v
(3)
2 , usamos (4.34) y (4.36)∫∫

(0,T )×ω4

e−2sαs12λ13ξ12
∣∣∣v(3)2

∣∣∣2 dxdt ⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω4

ρ40 |v2|2 dxdt+
∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)

)∥∥∥2
X0

)
.

Combinando lo anterior con el Lema 4.8, (4.56) y (4.70), se tiene

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

+ I2(w
(3)) + J2(w

(3)) +
∥∥ρ18w∥∥2X0

⩽ C

(∥∥∥ρ18− 1
7 g(1)

∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ16g(3)∥∥∥2

X0

+
∥∥ρ16ψ∥∥2

X0
+

∫∫
(0,T )×ω5

ρ2(18−
2
7 ) |v2|2 dxdt

)
. (4.71)

Finalmente, vamos a quitar el término local de v2. De la segunda ecuación en (4.11) tenemos

−∂tφ−∆φ = v2 + ψ + g(2) en (0, T )×O⋆

aśı, considerando (4.32), (4.33) y la descomposición (4.34) tenemos∫∫
(0,T )×ω5

ρ2(18−
2
7 ) |v2|2 dx dt ⩽

∫∫
(0,T )×ω6

χ5ρ
36− 4

7

(
ρv

(1)
2 + v

(2)
2 + v

(3)
2

)(
−∂tφ−∆φ− ψ − g(2)

)
dx dt. (4.72)

Aplicando integración por partes y considerando (4.36), (4.38), (4.39) y la desigualdad de Young, obtenemos que
para toda ε > 0∫∫

(0,T )×ω5

ρ2(18−
2
7 ) |v2|2 dx dt ⩽ εJ2(v

(3))

+
1

ε

(∥∥∥ρ19 (w1O⋆ + g(1)
)∥∥∥2

X0

+
∥∥∥ρ16− 5

7 g(2)
∥∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×ω6

ρ30−
10
7

(
|φ|2 + |ψ|2

)
dxdt

)
. (4.73)

Juntando esto con (4.71) obtenemos (4.65).

4.3.4. Estimaciones para φ

Para la ecuación de φ, definimos la siguiente cantidad

I3(φ) :=

∫∫
(0,T )×Ω

e−44sα
(
s3λ4ξ3 |φ|2 + sλ2ξ |∇φ|2 + (sξ)−1

(
|∆φ|2 + |∂tφ|2

))
dxdt, (4.74)

para la cual probaremos lo siguiente:

Lema 4.14. Existen s0, λ0, tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

+ I2(w
(3)) + J2(w

(3)) +
∥∥ρ18w∥∥2X0

+ I3(φ) +
∥∥ρ22φ∥∥2

X0

⩽ C

(∥∥∥ρ18− 1
7 g(1)

∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ15− 5

7 g(2)
∥∥∥2
X0

+
∥∥∥ρ16g(3)∥∥∥2

X0

+
∥∥ρ16ψ∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω6

ρ30−
10
7

(
|φ|2 + |ψ|2

)
dxdt

)
, (4.75)

donde v(3) y w(3) están definidos por (4.34) y (4.52), respectivamente.
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Demostración. Como φ satisface una ecuacion de calor, aplicando un resultado estándar de Carleman para calor
(ver [9]), tenemos que existen s0, λ0 tales que para s ⩾ s0(T

11 + T 22) y λ ⩾ λ0 tenemos

I3(φ) +
∥∥ρ22φ∥∥2

X0
⩽ C

(∫∫
(0,T )×ω0

e−44αs3λ4ξ3 |φ|2 dxdt+
∥∥∥e22 (v2 + ψ + g(2)

)∥∥∥2
X0

)
. (4.76)

Combinando lo anterior con (4.65) se tiene (4.75).

Ahora, antes de trabajar con ψ, usaremos los acoplamientos del sistema (4.11) para obtener una nueva ecuación
para φ:

Lema 4.15. Supongamos que (v, φ,w, ψ) es una solución suave de (4.11). Entonces

(∂t −∆)(−∂t −∆)2∆φ = ∂2x1
ψ +∆g

(3)
2 − ∂x2

div g(3) + (∂t −∆)
(
∆g

(1)
2 − ∂x2

div g(1)
)

+ (−∂t −∆)∆g(4) + (∂t −∆)(−∂t −∆)∆g(2) en (0, T )× [O⋆ ∩ ω] . (4.77)

Demostración. Del sistema (4.11), tenemos

∆πw = ∂x2
ψ + div g(3) en (0, T )× Ω y ∆πv = div g(1) en (0, T )×O⋆,

de aqúı que

(∂t −∆)∆w2 = ∂2x1
ψ +∆g

(3)
2 − ∂x2 div g

(3) en (0, T )× Ω,

(−∂t −∆)∆v2 = ∆w2 +∆g
(1)
2 − ∂x2 div g

(1) en (0, T )×O⋆.

De las dos relaciones de arriba, obtenemos

(∂t −∆)(−∂t −∆)∆v2 = ∂2x1
ψ +∆g

(3)
2 − ∂x2 div g

(3) + (∂t −∆)
(
∆g

(1)
2 − ∂x2 div g

(1)
)

en (0, T )×O⋆.

Combinando esto con la segunda ecuación del sistema (4.11), se tiene que

(∂t −∆)(−∂t −∆)2∆φ = ∂2x1
ψ +∆g

(3)
2 − ∂x2 div g

(3) + (∂t −∆)
(
∆g

(1)
2 − ∂x2 div g

(1)
)

+ (∂t −∆)(−∂t −∆)∆
(
ψ + g(2)

)
en (0, T )×O⋆.

Finalmente, usando la cuarta ecuación en (4.11) y recodando que ω ∩ O = ∅, obtenemos (4.77).

4.3.5. Descomposición y estimaciones para ψ

Para ψ haremos una descomposición similar a la usada con v y con w, para esto consideremos

ρ13ψ = ρψ(1) + ψ(2) + ψ(3), (4.78)

donde ψ(1), ψ(2) y ψ(3) satisfacen
∂tψ

(1) +Aψ(1) = ρ12
(
−µφ1O + g(4)

)
en (0, T ), ψ(1)(0, ·) = 0 en Ω, (4.79a)

∂tψ
(2) +Aψ(2) = 12ρ′ψ(1) en (0, T ), ψ(2)(0, ·) = 0 en Ω, (4.79b)

∂tψ
(3) +Aψ(3) = 13

ρ′

ρ

(
ψ(2) + ψ(3)

)
en (0, T ), ψ(3)(0, ·) = 0 en Ω. (4.79c)

Usando la regularidad de los sistemas de calor, tenemos∥∥∥ψ(1)
∥∥∥
X1

+
∥∥∥ψ(2)

∥∥∥
X2

≲
∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)

)∥∥∥
X0

. (4.80)
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Definimos las cantidades

I4(ψ
(3)) :=

3∑
j=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs1+2jλ2+2jξ1+2j
∣∣∣∇3−j∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt+ ∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα♯s7λ8ξ7♯

∣∣∣ψ(3)
∣∣∣2 dxdt (4.81)

y

J4(ψ) :=

5∑
j=1

j∑
k=0

∥∥τ̂j∂kt ψ∥∥2L2(0,T ;H2(j−k)(Ω))
, (4.82)

con
τ̂j := e−sα♯λ4 (sξ♯)

7
2−j 12

11 (j = 0, . . . , 5). (4.83)

Vamos a probar lo siguiente:

Lema 4.16. Existen s0, λ0, tales que para s ⩾ s0(T
11 + T 22), λ ⩾ λ0, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface

I4(ψ
(3))+J4(ψ

(3))+
∥∥ρ14ψ∥∥2

X0
⩽ C

(∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt) , (4.84)

donde ψ(3) está definido por (4.78).

Demostración. Aplicamos el operador ∇2∂2x1
a la ecuación que satisface ψ, aśı obtenemos que

∂t∇2∂2x1
ψ(3) −∆∇2∂2x1

ψ(3) = −13sα′
♯

(
∇2∂2x1

ψ(2) +∇2∂2x1
ψ(3)

)
en (0, T )× Ω.

Usando el Lema 1.10, tenemos que para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T
11 + T 22)∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα

(
sλ2ξ

∣∣∣∇3∂2x1
ψ(3)

∣∣∣2 + s3λ4ξ3
∣∣∣∇2∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2)dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs2
(
α′
♯

)2(∣∣∣∇2∂2x1
ψ(2)

∣∣∣2 + ∣∣∣∇2∂2x1
ψ(3)

∣∣∣2)dxdt

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∂2x1
ψ(3)

∣∣∣∣2 dγ dt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3λ4ξ3
∣∣∣∇2∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt) .

Notemos que el primer término del lado derecho en lo anterior, se puede estimar con (4.80). Además, usando el
Lema 1.9 dos veces (la primera con u = ∇∂2x1

ψ(3), r = 3 y la segunda con u = ∂2x1
ψ(3), r = 5) y juntandolo con lo

anterior, tenemos

3∑
j=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs1+2jλ2+2jξ1+2j
∣∣∣∇3−j∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt

⩽ C

(∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∂2x1
ψ(3)

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt

 .

Luego, usando que Ω es acotado y ψ = 0 en ∂Ω, tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯s7λ8ξ7♯

∣∣∣ψ(3)
∣∣∣2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt.
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Juntando lo anterior tenemos que

I4(ψ
(3)) ⩽ C

(∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)
)∥∥∥2

X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sλξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∂2x1
ψ(3)

∣∣∣∣2 dγ dt
+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dx dt

 , (4.85)

para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T
11 + T 22). Lo siguiente es estimar el término de frontera que aparece en el lado derecho de

(4.85). Para esto, notemos que las funciones peso definidas en (4.83) satisfacen (4.19) y (4.20) con κ = −13sα′
♯, por

lo que podemos usar el Lema 4.4 para agregar el término J4(ψ) en el lado izquierdo de (4.85) y tomando s0 y λ0
suficientemente grandes tenemos

I4(ψ
(3)) + J4(ψ

(3))

⩽ C

∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)
)∥∥∥2

X0

+

2∑
j=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sαs3+2jλ4+2jξ3+2j
∣∣∣∇2−j∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt

 . (4.86)

Los términos locales se pueden estimar igual que como lo hicimos con v y w. Finalmente, considerando (4.78) y
(4.80) podemos agregar un término de ψ para obtener (4.84).

4.3.6. Prueba del Teorema 4.3

En esta subsección vamos a juntar el Lema 4.14, el Lema 4.15 y el Lema 4.16 para probar el Teorema 4.3.

Prueba del Teorema 4.3. Tenemos que estimar el término local de ∂2x1
ψ(3). Para esto, usando la descomposición

(4.78) y el Lema 4.9 tenemos∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dxdt ⩽ ∫∫

(0,T )×ω3

χ2ρ
(2− 1

7 )∂2x1
ψ(3)

(
ρ13∂2x1

ψ − ρ∂2x1
ψ(1) − ∂2x1

ψ(2)
)
dxdt.

Luego, usando la identidad (4.77) tenemos∫∫
(0,T )×ω3

χ2ρ
(15− 1

7 )∂2x1
ψ(3)∂2x1

ψ dxdt =

∫∫
(0,T )×ω3

χ2ρ
(15− 1

7 )∂2x1
ψ(3)

[
(∂t −∆)(−∂t −∆)2∆φ

−∆g
(3)
2 + ∂x2

div g(3) − (∂t −∆)
(
∆g

(1)
2 − ∂x2

div g(1)
)
− (−∂t −∆)∆g(4) − (∂t −∆)(−∂t −∆)∆g(2)

]
dx dt.

Aplicando integración por partes, usando (4.82), (4.83) y la desigualdad de Young tenemos que para ε > 0∫∫
(0,T )×ω2

e−2sαs7λ8ξ7
∣∣∣∂2x1

ψ(3)
∣∣∣2 dx dt ⩽ εJ4(ψ

(3))

+
C

ε

(∥∥∥ρ12 (−µφ1O + g(4)
)∥∥∥2

X0

+

4∑
i=1

∫∫
(0,T )×Ω

ρ28−
2
7

∣∣∣g(i)∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω3

ρ28−
2
7 |φ|2 dxdt

)
.

Juntando lo de arriba, con la estimaciones (4.75) y (4.84) obtenemos lo siguiente

I1(v
(3)) + J1(v

(3)) +
∥∥ρ21v∥∥2X0

+ I2(w
(3)) + J2(w

(3)) +
∥∥ρ18w∥∥2X0

+ I3(φ) +
∥∥ρ22φ∥∥2

X0
+ I4(ψ

(3)) + J4(ψ
(3)) +

∥∥ρ14ψ∥∥2
X0

⩽ C

(∥∥ρ12µφ1O∥∥2X0
+
∥∥∥ρ12g(4)∥∥∥2

X0

+
∥∥∥ρ14− 1

7

(
g(1), g(2), g(3)

)∥∥∥2
[X0]5

+

∫∫
(0,T )×ω6

ρ28−
2
7 |φ|2 dxdt

)
.
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Finalmente, tomando en cuenta la condición (4.12), podemos absorber el término ρ12µφ1O por el lado izquierdo,
aśı obtenemos (4.13) y concluimos el Teorema 4.3.

4.4. Prueba del control jerárquico exacto

En esta sección mostraremos cómo obtener el Teorema 4.2 a partir del Teorema 4.3. Recordemos que h y g están
definidas como

h =
(
h(1), h(2), h(3), h(4)

)
y g =

(
g(1), g(2), g(3), g(4)

)
.

Primero modificaremos la función peso ρ de (4.13) por ρ♮ definido como sigue

ρ♮(t) :=


ρ

(
T

2

)
t ∈

[
0,
T

2

]
ρ (t) t ∈

[
T

2
, T

] .

Aśı, las funciones ρ1 y ρ2 mencionadas en el Teorema 4.2 son precisamente

ρ1 := ρ11, y ρ2 := ρ22♮ . (4.87)

Además, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 4.17. Con las hipótesis del Teorema 4.3, la solución (v, φ,w, ψ) de (4.11) satisface∥∥ρ22♮ (v, φ,w, ψ)
∥∥
[X0]6

+ ∥(v(0, ·), φ(0, ·))∥L2(Ω)3 ⩽ C
(∥∥ρ12♮ g∥∥[X0]6

+
∥∥ρ13♮ φ∥∥L2(0,T ;L2(ω))

)
. (4.88)

Demostración. De (4.13), tenemos∥∥ρ22♮ (v, φ,w, ψ)
∥∥
L2(T/2,T ;L2(Ω)6)

≲
∥∥ρ12♮ g∥∥[X0]6

+
∥∥ρ13♮ φ∥∥L2(0,T ;L2(ω))

. (4.89)

Ahora, consideremos una función χ ∈ C∞(R; [0, 1]), χ ≡ 1 en (−∞, T/2], χ ≡ 0 en [3T/4,∞). Se sigue de (4.11) y
(4.23) que 

L∗ (χ (v, πv, φ, w, πw, ψ)) = χg + χ′ (v, φ,w, ψ) en (0, T )× Ω,
div(χv) = div(χw) = 0 en (0, T )× Ω,
(χv) = (χw) = 0, (χφ) = (χψ) = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
(χv)(T, ·) = 0, (χφ)(T, ·) = 0, (χw)(0, ·) = 0, (χψ)(0, ·) = 0 en Ω.

Aplicando la Proposición 4.5 al sistem anterior tenemos

∥χ (v, φ,w, ψ)∥L2(0,T ;H2(Ω)6)∩H1(0,T ;L2(Ω)6) ⩽ C
(
∥χg∥[X0]6

+ ∥χ′ (v, φ,w, ψ)∥[X0]6

)
. (4.90)

Notemos que el soporte de χ′ está contenido en (T/2, 3T/4) y además

ρ♮(t) ⩾ ρ♮

(
3T

4

)
> 0 (t ∈ (T/2, 3T/4)).

Combinando esto con (4.90), obtenemos∥∥ρ22♮ (v, φ,w, ψ)
∥∥
L2(0,T/2;L2(Ω)6)

+ ∥(v(0, ·), φ(0, ·))∥L2(Ω)3

⩽ C
(∥∥ρ12♮ g∥∥L2(0,3T/4;L2(Ω)6)

+
∥∥ρ22♮ (v, φ,w, ψ)

∥∥
L2(T/2,3T/4;L2(Ω)6)

)
.

De esta relación junto con (4.89), se concluye (4.88).
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Usando el resultado anterior, vamos a probar la controlabilidad nula del sistema lineal (4.8). Para esto, definimos
el siguiente espacio de Banach

F :=

{
h :

h

ρ22♮
∈ [X0]

6

}
dotado de la norma

∥h∥F :=

∥∥∥∥∥ h

ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]6

.

Proposición 4.18. Supongamos que ω ∩ O = ∅, que ω ∩ O⋆ ̸= ∅ y (4.12). Entonces, existe un operador lineal
continuo

M : V ×H1
0 (Ω)×F → [X1 ×X1]

2 × L2(0, T ;L2(ω))

tal que, para toda (y0, θ0) ∈ V ×H1
0 (Ω) y h ∈ F ,

((y, θ, u, σ), f) := M
(
(y0, θ0), h

)
corresponde a la solución fuerte del sistema (4.8) asociada a las condiciones iniciales (y0, θ0), a h y a un control f
tal que se tiene la estimación∥∥∥∥∥ (y, θ, u, σ)ρ11♮

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;H2(Ω)6)∩H1(0,T ;L2(Ω)6)

+

∥∥∥∥∥ f

ρ13♮

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(ω))

⩽ C
(
∥h∥F +

∥∥(y0, θ0)∥∥
H1(Ω)3

)
. (4.91)

En particular,
y(T, ·) = 0, θ(T, ·) = 0 en Ω.

Demostración. Definimos el espacio

X0 :=
{
(v, πv, φ, w, πw, ψ) ∈ C∞ ([0, T ]× Ω

)8
: ∇ · v = ∇ · w = 0 en [0, T ]× Ω,

v = w = 0 sobre [0, T ]× ∂Ω, φ = ψ = 0 sobre [0, T ]× ∂Ω,

∫
Ω

πv dx =

∫
Ω

πw dx = 0 en [0, T ]

}
.

Recordando que el operador L∗ está definido en (4.23) y que satisface (4.25), consideramos la forma bilineal〈
(v, πv, φ, w, πw, ψ) ,

(
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

)〉
X

:=

∫∫
(0,T )×Ω

ρ24♮ L
∗ (v, πv, φ, w, πw, ψ) · L∗

(
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

)
dx dt+

∫∫
(0,T )×Ω

ρ26♮ φφ̂dxdt (4.92)

y la forma lineal

ℓ
((
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

))
:=

∫∫
(0,T )×Ω

(
v̂, φ̂, ŵ, ψ̂

)
· hdxdt+

∫
Ω

(
v̂(0, ·) · y0 + φ̂(0, ·)θ0

)
dx.

Usando (4.88), podemos ver que la forma bilineal ⟨·, ·⟩X definida en (4.92) es un producto escalar en X0. Denotemos
por ∥·∥X la norma correspondiente y por X la completación de X0 con dicha norma. Se sigue de (4.88) que∥∥ρ22♮ (v, φ,w, ψ)

∥∥
[X0]6

+ ∥(v(0, ·), φ(0, ·))∥L2(Ω)3 ⩽ C ∥(v, πv, φ, w, πw, ψ)∥X .

En particular, ℓ ∈ X ′ con

∥ℓ∥X ′ ⩽ C

∥∥∥∥∥ h

ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]6

+
∥∥(y0, θ0)∥∥

L2(Ω)3

 .
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Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Riesz y aśı obtenemos la existencia y unicidad de (v, πv, φ, w, πw, ψ) ∈ X
tal que para toda

(
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

)
∈ X ,〈

(v, πv, φ, w, πw, ψ) ,
(
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

)〉
X

= ℓ
(
v̂, π̂v, φ̂, ŵ, π̂w, ψ̂

)
. (4.93)

Ahora, definimos
(y, θ, u, σ) := ρ24♮ L

∗ (v, πv, φ, w, πw, ψ) , f := ρ26♮ φ.

Gracias a (4.93) tenemos que (y, θ, u, σ) es una solución por transposición de (4.8) asociada a f y a h (en el sentido
de la Definición 4.7). Más aún, también tenemos la estimación∥∥∥∥∥ (y, θ, u, σ)ρ12♮

∥∥∥∥∥
[X0]6

+

∥∥∥∥∥ f

ρ13♮

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(ω))

⩽ C

∥∥∥∥∥ h

ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]6

+
∥∥(y0, θ0)∥∥

L2(Ω)3

 .

Luego, uno puede probar que (y, πy, θ, u, πu, σ) es solución de

L

(
(y, πy, θ, u, πu, σ)

ρ11♮

)
=

(
h(1), h(2) + f1ω, h

(3), h(4)
)

ρ11♮
+

11ρ′♮
ρ12♮

(−y,−θ, u, σ)

con

div

(
y

ρ11♮

)
= div

(
u

ρ11♮

)
= 0 en (0, T )× Ω,

(y, θ, u, σ)

ρ11♮
= 0 sobre (0, T )× ∂Ω

y (
(y, θ)

ρ11♮

)
(0, ·) =

(
(y0, θ0)

ρ11♮

)
,

(
(u, σ)

ρ11♮

)
(T, ·) = 0 en Ω.

Aplicando la Proposición 4.5, se obtiene (4.91).

Finalmente estamos en posición de probar el resultado de controlabilidad nula:

Prueba del Teorema 4.2. La proposición anterior nos permite definir el siguiente mapeo

N (h) :=
(
− (y · ∇) y,−y · ∇θ,− (∇y)⊤ u+ (y · ∇)u− σ∇θ − y⋆1O⋆ , y · ∇σ − θ⋆1O⋆

)
, (4.94)

donde ((y, θ, u, σ) , f) := M
(
(y0, θ0), h

)
para h ∈ F . Notemos que si h es un punto fijo del mapeo N , entonces la

solución correspondiente (y, θ, u, σ) es una solución de (4.6) (ver (4.9) y (4.10)). Usando inclusiones de Sobolev y la
desigualdad de Hölder, tenemos∥∥∥∥∥ (y · ∇) y

ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]2

⩽ C

∥∥∥∥∥
((

y

ρ11♮

)
· ∇

)(
y

ρ11♮

)∥∥∥∥∥
[X0]2

⩽ C

∥∥∥∥∥ y

ρ11♮

∥∥∥∥∥
2

L2(0,T ;H2(Ω)2)∩H1(0,T ;L2(Ω)2)

.

Combinando lo anterior con (4.91), (4.94) y
(y⋆, θ⋆)

ρ22♮
∈ [X0]

3,

obtenemos que existe una constante C0 > 0 tal que para toda h, ĥ ∈ F , se tiene

∥N (h)∥F ⩽ C0

∥∥∥∥∥ h

ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]6

+
∥∥(y0, θ0)∥∥

H1(Ω)3

2

+

∥∥∥∥∥ (y⋆, θ⋆)ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]3

(4.95)
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y ∥∥∥N (h)−N
(
ĥ
)∥∥∥

F
⩽ C0

(
∥h∥F +

∥∥∥ĥ∥∥∥
F
+
∥∥(y0, θ0)∥∥

H1(Ω)3

)∥∥∥h− ĥ
∥∥∥
F
. (4.96)

Ahora, consideremos

R :=
1

8C0

y tomemos ∥∥(y0, θ0)∥∥
H1(Ω)3

⩽ R,

∥∥∥∥∥ (y⋆, θ⋆)ρ22♮

∥∥∥∥∥
[X0]3

⩽
R

2
.

Entonces, usando (4.95) y (4.96), se sigue que la bola cerrada en el espacio de Banach F definida por

BF (0, R) := {h ∈ F : ∥h∥F ⩽ R}

es invariante bajo N y en esta bola, N es una contracción estricta. Esto implica que existe un punto fijo y por lo
tanto se concluye el teorema.
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Caṕıtulo 5

Control para Stokes usando la estrategia
Stackelberg-Nash

En este caṕıtulo usaremos la estrategia Stackelberg-Nash en un sistema de Stokes. Actuaremos en el sistema a
través de una jerarqúıa de controles. Obtendremos un equilibrio de Nash para los controles “seguidores” (corres-
pondientes a una optimización multi-objetivo no cooperativo) y el control “ĺıder” tendrá un objetivo de control a
cero. Además, pediremos que este último control tenga una componente igual a cero.

5.1. Introducción

Sea Ω ⊂ RN (N = 2, 3) un dominio acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular. Sea T > 0 y sean ω,O1,O2 ⊂
Ω abiertos no vaćıos tales que

ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2).

Consideremos el siguiente sistema de Stokes:
∂ty −∆y +∇πy = h1ω + v11O1 + v21O2 en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en Ω.

(5.1)

En el sistema anterior, y = y(t, x) ∈ RN describe la velocidad del fluido, πy = πy(t, x) ∈ R la presión y y0 es un
dato inicial dado. El conjunto ω es el dominio de control principal, O1,O2 son dominios de control secundarios;
1ω, 1O1

y 1O2
son las funciones caracteŕısticas de ω,O1 y O2 respectivamente; los controles son h, v1, v2, donde h

es el control ĺıder y v1 y v2 los controles seguidores.
Supongamos que el control h tomó su decisión, los controles seguidores intentan conseguir un equilibrio de Nash

para los funcionales Ji (i = 1, 2). Es decir, fijamos

h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1), y0 ∈ H, (5.2)

y consideramos los siguientes funcionales con peso

Ji
(
v1, v2

)
=

1

2

∫∫
(0,T )×Oi,d

∣∣y − yi,d
∣∣2 dxdt+ 1

2

∫∫
(0,T )×Oi

∣∣vi∣∣2
µi

dxdt (i = 1, 2). (5.3)

Buscamos controles vi ∈ L2(0, T ;L2(Oi)) tales que

J1
(
v1, v2

)
= mı́n

v1
J1
(
v1, v2

)
, J2

(
v1, v2

)
= mı́n

v2
J2
(
v1, v2

)
. (5.4)
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Cualquier par
(
v1, v2

)
que satisfaga (5.4) es llamado un equilibrio de Nash para J1 y J2. Notemos que si los

funcionales Ji (i = 1, 2) son convexos, entonces
(
v1, v2

)
es un equilibrio de Nash si y sólo si〈

∂J1
∂v1

(
v1, v2

)
, v̂1
〉

= 0 ∀v̂1 ∈ L2(0, T ;L2(O1)) (5.5)

y 〈
∂J2
∂v2

(
v1, v2

)
, v̂2
〉

= 0 ∀v̂2 ∈ L2(0, T ;L2(O2)). (5.6)

Usando el resultado de [16, Corolario 3.3], obtenemos lo siguiente

Lema 5.1. Dados h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1), yi,d ∈ L2(0, T ;L2(Oi,d)) (i = 1, 2) y y0 ∈ H. Existe C > 0 tal que si

∥µi∥L∞(0,∞) ⩽ C (i = 1, 2),

entonces el par
(
v1, v2

)
es un equilibrio de Nash de J1 y J2 si y solo si vi = −µiγ

i1Oi
(i = 1, 2) donde

(
y, γ1, γ2

)
es solución del sistema acoplado

∂ty −∆y +∇πy = h1ω − µ1γ
11O1 − µ2γ

21O2 en (0, T )× Ω,

−∂tγ1 −∆γ1 +∇π1
γ =

(
y − y1,d

)
1O1,d

en (0, T )× Ω,

−∂tγ2 −∆γ2 +∇π2
γ =

(
y − y2,d

)
1O2,d

en (0, T )× Ω,
div y = div γ1 = div γ2 = 0 en (0, T )× Ω,
y = γ1 = γ2 = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, γ1(T, ·) = 0, γ2(T, ·) = 0 en Ω.

(5.7)

Una vez que encontremos el equilibrio
(
v1, v2

)
para cada control h, lo que sigue es buscar el control ĺıder h que

satisfaga el problema de control nulo. Aśı que nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.2. Sea T > 0. Supongamos que ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2), que O1,d = O2,d =: Od y que ω ∩ Od ̸= ∅.
Entonces, existen C > 0 y funciones ρ1, ρ2 ∈ C0([0, T ]) tales que

ρ1(0) = ρ1(T ) = ρ2(T ) = 0, ρ1 > 0 en (0, T ), ρ2 > 0 en [0, T )

con la siguiente propiedad: si

µ1

ρ1
,
µ2

ρ1
∈ L∞(0, T ),

(
y1,d, y2,d

)
ρ2

∈ L2(0, T ;L2(Ω)2N ), y0 ∈ H,

con ∥∥∥∥∥
(
y1,d, y2,d

)
ρ2

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω)2N )

+
∥∥y0∥∥

L2(Ω)N
⩽ C,

entonces, existe un control h ∈ L2(0, T ;L2(ω)N−1) tal que la solución de (5.7) satisface

y(T, ·) = 0 en Ω.

Una vez más, probar el resultado anterior es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad para el
sistem adjunto 

−∂tz −∆z +∇πz = φ11O1,d
+ φ21O2,d

en (0, T )× Ω,
∂tφ

1 −∆φ1 +∇π1
φ = −µ1z1O1

en (0, T )× Ω,
∂tφ

2 −∆φ2 +∇π2
φ = −µ2z1O2 en (0, T )× Ω,

div z = divφ1 = divφ2 = 0 en (0, T )× Ω,
z = φ1 = φ2 = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
z(T, ·) = zT , φ1(0, ·) = 0, φ2(0, ·) = 0 en Ω,

(5.8)
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Teorema 5.3. Sea T > 0 y sea j ∈ {1, . . . , N}. Supongamos que ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2), que O1,d = O2,d =: Od y
que ω ∩ Od ̸= ∅. Entonces, existe una función ρ tal que

ρ(0) = ρ(T ) = 0, ρ > 0 en (0, T )

con la siguiente propiedad: para toda µ1, µ2 que satisfaga

µ1

ρ5
,
µ2

ρ5
∈ L∞(0, T ),

existe C > 0 tal que para toda solución (z, φ1, φ2) de (5.8) se tiene

∥∥ρM+5(z, φ1, φ2)
∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)3N )

⩽ C

N∑
k=1,k ̸=j

∫∫
(0,T )×ω

ρ2(M+1) |zk|2 dx dt (M > 0). (5.9)

5.2. Estimaciones de Carleman

Usaremos las mismas funciones peso de la Subsección 1.2.2. También haremos la prueba en dimensión N = 2 y
usaremos

Od := O1,d = O2,d. (5.10)

Entonces, tomando ϕ = φ1 + φ2 podemos reescribir el sistema (5.8) como:
−∂tz −∆z +∇πz = ϕ1Od

en (0, T )× Ω,
∂tϕ−∆ϕ+∇πϕ = −z (µ11O1 + µ21O2) en (0, T )× Ω,
div z = div ϕ = 0 en (0, T )× Ω,
z = ϕ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
z(T, ·) = zT , ϕ(0, ·) = 0 en Ω.

(5.11)

Aśı tenemos lo siguiente:

Proposición 5.4. Supongamos que ω ∩ Oi = ∅ (i = 1, 2) y que ω ∩ Od ̸= ∅ . Entonces, existe C > 0 tal que para
toda zT ∈ H, la solución (z, ϕ) de (5.8) satisface∫∫

(0,T )×Ω

e−2(M+5)sα♯ |z|2 dxdt+
∫∫

(0,T )×Ω

e−2(M+2)sα♯ |ϕ|2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω

e−2(M+1)sα♯ |z1|2 dxdt, (5.12)

para toda s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y M > 0.

En lo que sigue consideremos ρ = ρ(t) := e−sα♯ y consideremos una sucesión de dominios no vaćıos ωi tales que

ωi ⊂ ωi+1, ωi+1 ⊂ ω ∩ Od (i ⩾ 0), (5.13)

con sus correspondientes funciones suaves

χi ∈ C∞(R2;R+), χi ≡ 1 en ωi, con soporte compacto en ωi+1. (5.14)

5.2.1. Descomposición y estimaciones para ϕ

Las estimaciones que haremos a continuación están basadas en descomposiciones similares a las usadas en el
caṕıtulo anterior (ver (4.34),(4.50),(4.78)). Aśı, para el sistema que satisface ϕ consideremos la siguiente descompo-
sición: sea M > 0

ρM+1ϕ = ρϕ+ ϕ̂+ ϕ̃, (5.15)
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donde ϕ, ϕ̂ y ϕ̃ satisfacen

∂tϕ+∆ϕ+∇πϕ = −ρMz (µ11O1
+ µ21O2

) en (0, T )× Ω,

∂tϕ̂+∆ϕ̂+∇π̂ϕ =Mρ′ϕ en (0, T )× Ω,

∂tϕ̃+∆ϕ̃+∇π̃ϕ = (M + 1)
ρ′

ρ

(
ϕ+ ϕ̂

)
en (0, T )× Ω,

div ϕ = div ϕ̂ = div ϕ̃ = 0 en (0, T )× Ω,

ϕ = ϕ̂ = ϕ̃ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

ϕ(0, ·) = ϕ̂(0, ·) = ϕ̃(0, ·) = 0 en Ω.

(5.16)

Usando el resultado de regularidad del Lema 4.4 tenemos∥∥ϕ∥∥2X1
+
∥∥∥ϕ̂∥∥∥2

X2

⩽ C
∥∥−ρMz (µ11O1

+ µ21O2
)
∥∥2
X0
. (5.17)

Antes de continuar, definimos las siguientes cantidades

I1(u) :=

3∑
i=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆u1

∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
7 |u|2 dxdt (5.18)

y

J1(u) =

3∑
j=1

j∑
k=0

∥∥τj∂kt u∥∥2L2(0,T ;H2(j−k)(Ω)2)
, τj := e−sα♯ (sξ♯)

7
2−j 12

11 (j = 0, . . . , 3). (5.19)

Entonces, nos dedicaremos a probar lo siguiente:

Lema 5.5. Existen λ0 y s0 tales que para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T
ℓ + T 2ℓ), ϕ que cumple (5.15) y (5.16) satisface

I1(ϕ̃) + J1(ϕ̃) +
∥∥ρM+2ϕ

∥∥2
X0

⩽ C

(∥∥ρMz (µ11O1 + µ21O2)
∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dxdt) . (5.20)

Demostración. Primero, notemos que podemos escribir el sistema que satisface ϕ̃ como

∂tϕ̃+∆ϕ̃+∇π̃ϕ = − (M + 1) sα′
♯

(
ϕ+ ϕ̂

)
en (0, T )× Ω.

Ahora, siguiendo la misma estrategia que en caṕıtulos anteriores, aplicamos el operador ∇2∆ a la primera compo-
nente de ϕ̃ y obtenemos

∂t∇2∆ϕ̃1 −∆∇2∆ϕ̃1 = − (M + 1) sα′
♯

(
∇2∆ϕ1 +∇2∆ϕ̂1

)
en (0, T )× Ω.

Aplicando el Lema 1.10, obtenemos que∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
sξ|∇3∆ϕ̃1|2 + (sξ)

3 |∇2∆ϕ̃1|2
)
dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
sα′

♯

)2(∣∣∇2∆ϕ1
∣∣2 + ∣∣∣∇2∆ϕ̂1

∣∣∣2)dxdt+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ϕ̃1

∣∣∣∣2 dγ dt
+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
3 |∇2∆ϕ̃1|2 dxdt

)
, (5.21)
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para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Luego, aplicando dos veces el Lema 1.8, la primera con u = ∇∆ϕ̃1 y r = 3 y la

segunda con u = ∆ϕ̃1 y r = 5, obtenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2)dx dt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇2∆ϕ̃1

∣∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
(sξ)

5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2)dx dt

)
, (5.22)

para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Por otro lado, usando la condición de divergencia nula de ϕ̃ se tiene∣∣∣∂2ϕ̃2∣∣∣ = ∣∣∣∂1ϕ̃1∣∣∣ ⩽ C
∣∣∣∇ϕ̃1∣∣∣ .

Más aún, como α♯ y ξ♯ no dependen de x, usando la desigualdad de Poincaré y la elipticidad del operador de
Laplace, obtenemos que∫∫

(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
7
∣∣∣ϕ̃∣∣∣2 dx dt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
7
∣∣∣∇ϕ̃1∣∣∣2 dx dt

⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dxdt. (5.23)

Juntando (5.21)-(5.23), obtenemos

I1(ϕ̃) ⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
sα′

♯

)2(∣∣∇2∆ϕ1
∣∣2 + ∣∣∣∇2∆ϕ̂1

∣∣∣2)dx dt+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ϕ̃1

∣∣∣∣2 dγ dt
+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα

(
(sξ)

3
∣∣∣∇2∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2)dxdt

)
, (5.24)

para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Lo siguiente es estimar los términos del lado derecho de (5.24) que no aparecen en
(5.20). Tomando en cuenta (5.17) y la estimación∣∣(α♯)

′∣∣+ ∣∣(ξ♯)′∣∣ ⩽ CT (ξ♯)
1+1/ℓ

,

tenemos ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
sα′

♯

)2(∣∣∇2∆ϕ1
∣∣2 + ∣∣∣∇2∆ϕ̂1

∣∣∣2)dx dt ⩽ C
∥∥ρMz (µ11O1 + µ21O2)

∥∥2
X0
. (5.25)

También podemos notar que las funciones peso definidas en (5.19) satisfacen las condiciones (4.19) y (4.20) con
κ = −(M + 1)sα′

♯, aśı que aplicando el Lema 4.4 obtenemos

J1(ϕ̃) ⩽ C
∥∥ρMz (µ11O1

+ µ21O2
)
∥∥2
X0
. (5.26)

Para estimar el término de frontera, usamos una desigualdad de traza y una desigualdad de interpolación y obte-
nemos∫∫

(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆ϕ̃1

∣∣∣∣2 dγ dt ⩽ ∫ T

0

(
τ2

∥∥∥ϕ̃1∥∥∥
H4(Ω)

)1/2(
τ3

∥∥∥ϕ̃1∥∥∥
H6(Ω)

)3/2

dt ⩽ J1(ϕ̃1). (5.27)

Por lo tanto, juntando (5.25)-(5.27) con (5.24) obtenemos que

I1(ϕ̃1) + J1(ϕ̃1) ⩽ C

(∥∥ρMz (µ11O1
+ µ21O2

)
∥∥2
X0

+

2∑
i=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
7−2i

∣∣∣∇i∆ϕ̃1

∣∣∣2 dxdt) ,
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para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Finalmente, solo queda estimar los términos locales. Para esto, usando las mismas
estimaciones de enerǵıa que en caṕıtulos pasados y usando la desigualdad de Young obtenemos∫∫

(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
3
∣∣∣∇2∆ϕ̃1

∣∣∣2 dxdt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
sξ
∣∣∣∇3∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
3
∣∣∣∇2∆ϕ̃1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω1

e−2sα (sξ)
5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2 dxdt (5.28)

y ∫∫
(0,T )×ω1

e−2sα(sξ)5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2 dx dt ⩽ ε

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα

(
(sξ)

3
∣∣∣∇2∆ϕ̃1

∣∣∣2 + (sξ)
5
∣∣∣∇∆ϕ̃1

∣∣∣2)dxdt

+
C

ε

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dxdt. (5.29)

para toda ε > 0. Con las estimaciones (5.28) y (5.29) se tiene que

I1(ϕ̃) + J1(ϕ̃) ⩽ C

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dxdt. (5.30)

Por último, notemos que podemos recuperar una integral en términos de ϕ1 de la siguiente forma∫∫
(0,T )×Ω

∣∣ρM+2ϕ1
∣∣2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

(∣∣ρ2ϕ1∣∣2 + ∣∣∣ρϕ̂1∣∣∣2 + ∣∣∣ρϕ̃1∣∣∣2)dxdt

⩽ C
(∥∥ρMz (µ11O1 + µ21O2)

∥∥2
X0

+ I1(ϕ̃)
)
.

Juntando lo anterior con (5.30), concluimos (5.20).

5.2.2. Descomposición y estimaciones para z

Hacemos la siguiente descomposición para z:

ρM+4z = ρz + ẑ + z̃, (5.31)

con M > 0 y donde z, ẑ y z̃ satisfacen

−∂tz +∆z +∇πz = ρM+3ϕ1Od
en (0, T )× Ω,

−∂tẑ +∆ẑ +∇π̂z = (M + 3) ρ′z en (0, T )× Ω,

−∂tz̃ +∆z̃ +∇π̃z = − (M + 4)
ρ′

ρ
(z + ẑ) en (0, T )× Ω,

div z = div ẑ = div z̃ = 0 en (0, T )× Ω,

z = ẑ = z̃ = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

z(T, ·) = ẑ(T, ·) = z̃(T, ·) = 0 en Ω.

(5.32)

Usando el resultado de regularidad del Lema 4.4 tenemos

∥z∥2X1
+ ∥ẑ∥2X2

⩽ C
∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0
. (5.33)

Definimos

I0(z̃) :=

3∑
i=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
(sξ)

8 |∇z̃1|2 + (sξ)
10 |z̃1|2

)
dx dt

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
8 |z̃|2 dxdt (5.34)
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y

J0(z̃) :=

3∑
j=1

j∑
k=0

∥∥∥τj∂kt v(3)∥∥∥2
L2(0,T ;H2(j−k)(Ω)2)

, τj := e−sα♯ (sξ♯)
4−j 12

11 (j = 0, . . . , 3). (5.35)

Nos centraremos en probar lo siguiente

Lema 5.6. Existen λ0 y s0 tales que para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T
ℓ + T 2ℓ), z que cumple (5.31) y (5.32) satisface

I0(z̃) + J0(z̃) +
∥∥ρM+5z

∥∥2
X0

⩽ C

(∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
12 |z̃1|2 dx dt

)
. (5.36)

Demostración. A partir de la prueba para ϕ1, es sencillo ver que se tiene

3∑
i=0

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dxdt ⩽ C
(∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×∂Ω

e−2sα♯sξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆z̃1

∣∣∣∣2 dγ dt+ 2∑
i=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dx dt) (5.37)

para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Usando el Lema 1.9 con r = 8 y u = z̃1 tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα
(
(sξ)

8 |∇z̃1|2 + (sξ)
10 |z̃1|2

)
dxdt

⩽ C

(∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
7 |∆z̃1|2 dxdt+

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
10 |z̃1|2 dx dt

)
(5.38)

para λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ). Más aún, usando la divergencia nula y la desigualda de Poincaré tenemos∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯ (sξ♯)
8 |z̃|2 dxdt ⩽ C

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα (sξ)
8 |∇z̃1|2 dxdt. (5.39)

Juntando (5.37)-(5.39), obtenemos

I0(z̃) ⩽ C

(∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×Ω

e−2sα♯sξ♯

∣∣∣∣ ∂∂ν∇2∆z̃1

∣∣∣∣2 dσ dt
+

2∑
i=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
10 |z̃1|2 dxdt

)
.

Ahora, notemos que las funciones peso definidas en (5.35) satisfacen (4.19) y (4.20) con κ = (M + 4)sα♯, aśı que
podemos aplicar el Lema 4.4. Más aún, tomando λ ⩾ C y s ⩾ C(T ℓ + T 2ℓ) y usando una desigualdad de traza
y una desigualdad de interpolación podemos absorber el término de frontera que aparece en el lado derecho en la
estimación de arriba y obtener

I0(z̃) + J0(z̃) ⩽ C
(∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0

+

2∑
i=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
10 |z̃1|2 dxdt

)
.
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Lo siguiente es estimar los términos locales. Usando estimaciones de enerǵıa y la desigualdad de Young, podemos
obtener que

2∑
i=0

∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
7−2i ∣∣∇i∆z̃1

∣∣2 dxdt+ ∫∫
(0,T )×ω0

e−2sα (sξ)
10 |z̃1|2 dxdt

⩽ C

(
εI0(z̃) +

1

ε

∫∫
(0,T )×ω4

e−2sα (sξ)
12 |z̃1|2 dxdt

)
,

para toda ε > 0. Combinando lo de arriba con (5.31) y (5.31) concluimos (5.36).

5.2.3. Estimando ϕ en términos de z

El objetivo de esta subsección es probar lo siguiente:

Lema 5.7. Existen λ0 y s0 tales que para λ ⩾ λ0 y s ⩾ s0(T
ℓ + T 2ℓ), la solución (z, ϕ) de (5.11) satisface

I0(z̃) + J0(z̃) +
∥∥ρM+5z

∥∥2
X0

+ I1(ϕ̃) + J1(ϕ̃) +
∥∥ρM+2ϕ

∥∥2
X0

⩽ C

∫∫
(0,T )×ω5

ρ2(M+ 3
2 ) |z1|2 dxdt, (5.40)

donde z̃ y ϕ̃ están definidas por (5.31) y (5.15) respectivamente.

Demostración. Juntando el Lema 5.5 y el Lema 5.6 tenemos

I0(z̃) + J0(z̃) +
∥∥ρM+5z

∥∥2
X0

+ I1(ϕ̃) + J1(ϕ̃) +
∥∥ρM+2ϕ

∥∥2
X0

⩽ C

(∥∥ρMµ1z1O1

∥∥2
X0

+
∥∥ρMµ2z1O2

∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×ω4

e−2sα (sξ)
12 |z̃1|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dxdt) . (5.41)

Notemos que
−∂tz −∆z +∇πz = ϕ en (0, T )×Od

y que
ρM+1ϕ = ρϕ+ ϕ̂+ ϕ̃.

Por lo tanto,
∆ϕ̃1 = ρM+1

(
−∂t∆z1 −∆2z1

)
− ρ∆ϕ1 −∆ϕ̂1. (5.42)

Entonces, usando (5.13),(5.14) y la identidad (5.42) tenemos∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dx dt ⩽ ∫∫

(0,T )×ω5

χ4e
− 1

2 sα♯

∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dx dt
=

∫∫
(0,T )×ω5

χ4ρ
M+ 3

2∆ϕ̃1
(
−∂t∆z1 −∆2z1

)
dx dt

−
∫∫

(0,T )×ω5

χ4e
− 1

2 sα♯∆ϕ̃1

(
ρ∆ϕ1 +∆ϕ̂1

)
dx dt.

Ahora, usando integración por partes y la desigualdad de Young tenemos que para toda ε > 0∫∫
(0,T )×ω2

e−2sα (sξ)
7
∣∣∣∆ϕ̃1∣∣∣2 dx dt ⩽ εJ1 (ϕ) +

C

ε

(∥∥ρMµ1z1O1

∥∥2
X0

+
∥∥ρMµ2z1O2

∥∥2
X0

+

∫∫
(0,T )×ω5

ρ2(M+ 3
2 ) |z1|2 dxdt

)
. (5.43)
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Finalmente, notemos que∫∫
(0,T )×ω4

e−2sα (sξ)
12 |z̃1|2 dxdt ⩽

∫∫
(0,T )×ω4

ρ2(M+4) |z1|2 + ρ2 |z1|2 + |ẑ1|2 dx dt

⩽
∫∫

(0,T )×ω5

ρ2(M+ 3
2 ) |z1|2 dxdt+

∥∥ρM+3ϕ1Od

∥∥2
X0
. (5.44)

Considerando las estimaciones (5.43) y (5.44) en (5.41), obtenemos (5.40) siempre que µi ⩽ ρ5 (i = 1, 2).
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Caṕıtulo 6

Comentarios finales

En esta tesis logramos probar algunos problemas de controlabilidad para los sistemas de Stokes, de Navier-Stokes
y de Boussinesq. Primero, en el Caṕıtulo 2, trabajamos con un sistema de m sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes)
acoplados y probamos que si el acoplamiento está en forma de cascada es posible controlar el sistema a cero usando
un solo control con una componente igual a cero.
En el Caṕıtulo 3, trabajamos con un sistema de n sistemas de Stokes (y de Navier-Stokes) con m controles

(m < n) actuando en ella y probamos que dicho sistema es controlable a cero si y solo si se satisface una condición
de tipo Kalman.
En el Caṕıtulo 4 y en el Caṕıtulo 5, trabajamos con control jerárquico. En el Caṕıtulo 4, usamos una estrategia

de Stackelberg para controlar un sistema de Boussinesq. En este sistema tenemos 2 controles, donde uno se encarga
de controlar el sistema a cero y el otro resuelve un problema de control óptimo. Por otro lado, en el Caṕıtulo 5,
usamos una estrategia de Stackelberg-Nash para el control de un sistema de Stokes. Aqúı tenemos 3 controles, uno
se encarga de controlar el sistema a cero mientras que los otros dos resuelven un equilibrio de Nash que corresponde
a un problema de optimización multiobjetivo.

6.1. Trabajos a futuro

Como continuación a esta tesis se planea trabajar con los siguientes problemas.

6.1.1. Control para Navier-Stokes usando la estrategia Stackelberg-Nash

Buscamos probar un resultado similar al obtenido en el Caṕıtulo 5 pero para un sistema de Navier-Stokes. Más
precisamente, consideremos el siguiente sistema con 3 controles:

∂ty −∆y + (y · ∇)y +∇πy = h1ω + v11O1
+ v21O2

en (0, T )× Ω,
div y = 0 en (0, T )× Ω,
y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en Ω.

(6.1)

Queremos que los controles h, v1 y v2 cumplan lo siguiente:

el objetivo de cada vi es mantener la solución y cerca de un estado yi,d en Oi,d (i = 1, 2);

el objetivo de h es de control a cero en el tiempo T : y(T, ·) = 0 en Ω.

Aśı como en el Caṕıtulo 5, el primer objetivo se puede transformar en un problema de control óptimo. Consideremos
los dos funcionales con peso:

Ji
(
h, v1, v2

)
=

1

2

∫∫
(0,T )×Oi,d

∣∣y − yi,d
∣∣2 dxdt+ 1

2

∫∫
(0,T )×Oi

∣∣vi∣∣2
µi

dxdt (i = 1, 2), (6.2)
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Queremos que el control v1 minimice el funcional J1 y que el control v2 minimice el funcional J2. De aqúı tenemos
la siguiente definición:

Definición 6.1. Diremos que el par
(
v1, v2

)
es un equilibrio de Nash si cumplen

J1
(
v1, v2

)
= mı́n

v1
J1
(
v1, v2

)
,

J2
(
v1, v2

)
= mı́n

v2
J2
(
v1, v2

)
.

La principal dificultad que encontramos a la hora de encontrar el equilibrio de Nash es que, como el sistema (6.1)
es no lineal, el funcional Ji no es convexo. Por lo tanto, el equilibrio de Nash obtenido para el caso lineal (el sistema
de Stokes) puede no ser el adecuado. Una opción es trabajar con un quasi-equilibrio de Nash.

Definición 6.2. Diremos que el par
(
v1, v2

)
es un quasi-equilibrio de Nash si satisfacen el sistema

∂ty −∆y + (y · ∇)y +∇πy = h1ω − v11O1 − v21O2 en (0, T )× Ω,

−∂tγi −∆γi +∇πi
γ + (∇y)⊤γi − (y · ∇)γi =

(
y − yi,d

)
1Oi,d

en (0, T )× Ω, (i = 1, 2)

div y = div γ1 = div γ2 = 0 en (0, T )× Ω,

y = γ1 = γ2 = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,

y(0, ·) = y0, γ1(T, ·) = 0, γ2(T, ·) = 0 en Ω.

vi = −µiγ
i1Oi

(i = 1, 2).

6.1.2. Controles en L∞ para un sistema de Stokes

Para este problema, buscamos probar la existencia de controles en L∞ para un sistema de Stokes. En el art́ıculo [7]
se prueba que se puede probar el control a cero y control aproximado para una ecuación de calor quasi-lineal
(con ciertas condiciones) usando un control interno o un control en la frontera, ambos perteneciendo a L∞. Más
precisamente, consideremos los sistemas ∂t −∆y + f(y,∇y) = u1ω en (0, T )× Ω,

y = 0 sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en Ω,

(6.3)

y  ∂t −∆y + f(y,∇y) = en (0, T )× Ω,
y = u1γ sobre (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0 en Ω.

(6.4)

Prueban que si el término f(y,∇y) crece más lento que

|y| log3/2 (1 + |y|+ |∇y|) + |∇y| log3/2 (1 + |y|+ |∇y|)

entonces se tiene lo siguiente:

el sistema (6.3) es controlable a cero y aproximadamente controlable y el control u ∈ L∞((0, T )× ω);

el sistema (6.4) es controlable a cero y aproximadamente controlable y el control u ∈ L∞((0, T )× γ).

Nuestro objetivo es conseguir adaptar los argumentos de dicho art́ıculo para aplicarlos a un sistema de Stokes.
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