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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los mas grandes logros conceptuales de la humanidad en el siglo XX,
es la teoria cudntica. Con ella se establece un nuevo paradigma para entender
el universo y nuestro papel en él. ;Como es el mundo en pequenas escalas?
..Se pueden separar las cosas? ;Qué es un atomo? ;Pueden ocurrir fendmenos
sin que tengan una causa? ;Coémo es la relacién entre la parte y el todo?
Estas preguntas encuentran nuevas respuestas en la teoria cuantica, y la vision
del mundo es una vision holistica, donde todo puede ser entrelazado con todo,
y donde la diferencia entre aqui y alla es superficial.

Y es que, la mera existencia de una longitud universal para la mecanica
cuantica, la longitud de Planck, como que nos sugiere que para describir los
espacios en estas escalas, debemos considerar una nueva geometria donde se
pueda definir una longitud absoluta. En esta geometria, no se deben incluir
a las homotecias como parte de las simetrias del espacio, pues se requiere
distinguir lo grande de lo pequeno, y para evitar dificultades de divergencias
de algunas cantidades fisicas, como lo es la energia, quizd debemos suponer
que el espacio no se comporta como una variedad clasica en las pequenas
escalas.

La geometria cuantica también conocida como geometria no conmutativa,
propone romper con la suposicion de que en los espacios se pueden definir
coordenadas y nos invita a pensarlos, como espacios formados de tejidos que
no se pueden fragmentar infinitamente. Los espacios cuanticos estan descritos
por *-algebras no conmutativas, cuyos elementos son “funciones” de cierta
naturaleza (por ejemplo continuas) sobre el espacio cudntico asociado. Y
cuando las algebras son conmutativas, estamos de regreso en la geometria
clasica.

Entonces podemos decir que la geometria cuantica es una especie de
hermana platénica de la fisica cuantica, donde en lugar de estudiar atomos,
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moléculas, particulas elementales, objetos grandes y pequenos y sus fenémenos,
estudiamos los espacios. Estos espacios, son diferentes a los estudiados en
la geometria estandar. Alli, el espacio siempre se ve como una coleccion de
puntos equipada con la estructura apropiada adicional (ya sea, topologia,
atlas, métrica, sistema de rectas, planos y circulos, etc.) dependiendo del
nivel geométrico de nuestras consideraciones. Sin embargo, los espacios en la
geometria cuantica por lo general, no tienen ni puntos ni partes.

(a) Espacio cldsico (b) Espacio cudntico
Figure 1.1: Espacios

Para describir los espacios cudnticos, usamos como principales componentes
al andlisis funcional, a las x-algebras no conmutativas y a las simetrias. Cuando
las algebras son C*, éstas se pueden ver como algebras de operadores en un
espacio de Hilbert, encontrando de esta manera, enlaces directos con la teoria
cuantica. Podemos pensar a los elementos hermitianos del algebra como
observables de un sistema, los vectores del espacio de Hilbert como estados
del sistema y los valores propios correspondientes, como los valores que toman
las observables.

Existe una biyeccién entre cada algebra C* conmutativa y el algebra de
funciones continuas que desaparecen en el infinito, sobre un espacio topoldgico
localmente compacto naturalmente asociado al algebra dada. De manera
que cada propiedad geométrica del espacio se puede traducir a su propiedad
algebraica andaloga y viceversa, creando asi un diccionario que relaciona
dichas propiedades. Por ejemplo, decimos que el espacio asociado a una
algebra C* conmutativa es compacto si el algebra es unital, o podemos
estudiar las simetrias del espacio a través de los automorfismos del algebra,
los puntos del espacio a través de los caracteres del algebra, las medidas
de probabilidad a través de los estados del algebra, etc. Ampliamos esta
correspondencia, permitiendo algebras no conmutativas y dando lugar a



los espacios cuanticos. En esta ampliaciéon podemos encontrar ahora que
algunas propiedades algebraicas tales como caracter del algebra, estado puro
y clase de equivalencia de representaciones irreducibles corresponden a una
misma definicién del concepto de punto, pero lejos de hacer ambigua la teoria,
solamente puede ayudar a enriquecer nuestros conocimientos del espacio
asociado. Incluso la mayoria de los teoremas de geometria clasica, se pueden
demostrar de una forma més sencilla y elegante usando conceptos de geometria
cuantica.

Los grupos juegan un papel muy importante en el desarrollo de la geometria
de los espacios. Para el caso de los espacios cuanticos, diremos que las simetrias
de éstos estan dadas por los automorfismos de su algebra asociada. Aqui
podemos observar y resaltar que en todas las algebras no conmutativas siempre
existen automorfismos internos, es decir, los espacios cuanticos siempre tienen
simetrias. Por otro lado, a la traduccion de la estructura de grupo en términos
de un algebra de funciones sobre el grupo, se le conoce como &lgebra de
Hopf y es a lo que llamamos grupo cuantico. Esta manera de introducir
grupos cuanticos a través de las dlgebras de Hopf se debe a Stanislaw Lech
Woronowicz, y por nuestra parte haremos uso de estas algebras como los
analogos cuanticos de los grupos. En esta definiciéon cuantica de grupo siempre
existe al menos un punto clasico que corresponde al elemento unidad. Existen
otras formulaciones de grupo que permiten la introduccién de grupos cuanticos
sin ninguin punto. Una de ellas es el lenguaje diagramético profundizado por
Micho Durdevich. Este se puede ver como una categoria, donde los objetos
son los ntimeros naturales y los morfismos son ciertos diagramas que si los
realizamos en un universo de espacios cuanticos da lugar al concepto de grupo
cuantico.

Una forma de estudiar la geometria de los espacios es a través del estudio de
las propiedades que no cambian cuando aplicamos un grupo de simetrias. En
esta tesis, estudiamos la geometria a través de la teoria de haces principales
cuanticos que podemos encontrar en los articulos de Purdevich llamados
Geometria de haces principales cudnticos parte I, I y III [4, 5, 6] y de
la teoria de grupos cuanticos introducida por Woronowicz en sus articulos
Pseudogrupos de matrices compactas, Calculos diferenciales en pseudogrupos
de matrices compactos y Un ejemplo de cdlculo diferencial no conmutativo
sobre el grupo cudntico SU(2) [22, 23, 24]. Con estas teorias, los objetos
estudiados, como los planos cuanticos, se ven de manera natural, como los
invariantes bajo la accién de un grupo que actia sobre un haz principal
cuantico. También podemos decir que al espacio base de un haz principal, le
podemos asociar un calculo diferencial que precisamente se ve como el espacio
de formas horizontales invariantes.

La unificacién de todo lo mencionado anteriormente da lugar a resultados
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interesantes sobre los planos hiperbdlicos cuanticos. La tesis se organiza de
la siguiente manera: en el Capitulo 2, presentamos una breve introduccién
sobre la fisica y la geometria cuantica. A manera de motivaciéon, hablaremos
de algunos experimentos que dieron lugar a la necesidad de crear una nueva
teoria para explicarlos: la mecanica cuantica. Y que el lenguaje para descri-
birlos en su totalidad son los operadores en espacios de Hilbert, los cuales
no siempre conmutan. De la mano con esto, surge la geometria cuantica
que permite la introduccién de nuevos espacios totalmente diferentes a los
espacios clasicos, los espacios cuanticos. Podremos encontrar en este capitulo
las equivalencias entre los lenguajes de algebra y geometria. También usaremos
como herramienta complementaria al entorno general no conmutativo, a los
espacios de Hilbert de funciones holomorfas. Con éstos, reproducimos espacios
cuanticos considerando el algebra no conmutativa generada por los operadores
de multiplicacién z y su adjunto z*. Estos espacios de Hilbert de funciones
holomorfas tienen asociadas ciertas funciones nucleos reproductores, que
unifican el lenguaje de puntos y ondas y que nos permite, entre otras cosas,
calcular la métrica de estos espacios.

La teoria de algebras C* conmutativas la encontraremos en el Capitulo 3.
Aqui establecemos la equivalencia entre algebras C* conmutativas con unidad
y algebras de funciones continuas sobre espacios topoldgicos compactos.
Mostramos como algunos de los conceptos geométricos del espacio, se pueden
reformular en términos de conceptos algebraicos. Por ejemplo, se muestra
que los puntos del espacio se corresponden con los siguientes conceptos: con
ideales maximales, caracteres, estados puros y clases de equivalencia de rep-
resentaciones irreducibles del algebra asociada, coincidiendo todos ellos en
este caso conmutativo. Se muestra ademas por qué unitalizar un algebra
es equivalente a compactificar el espacio asociado, encontrar proyectores es
equivalente a que el espacio sea disconexo, que los estados del algebra se
corresponden con medidas de probabilidad del espacio, los x-automorfismos
con simetrias del espacio y que las algebras de Hopf son el analogo de la
estructura de grupo.

Es aqui donde desarrollamos uno de los ejemplos mas sencillos no conmu-
tativos: el algebra de matrices de tamano 2 x 2 y coeficientes complejos. Para
dicha algebra mostramos que las diferentes generalizaciones de punto no son
equivalentes y que a pesar de no contener puntos, su grupo de simetrias esta
determinado por el grupo de rotaciones en el espacio tridimensional real, lo
que sugiere que el espacio geométrico asociado a dicha algebra es una esfera
cuantica. También, a manera de ejemplo, exploramos la estructura de dlgebra
de Hopf sobre el circulo unitario, que nos servira y usaremos més adelante en
las exploraciones de esta tesis.

Los Capitulos 4 y 5 estan dedicados a exponer las contribuciones de



Woronowicz y Purdevich sobre los cdlculos diferenciales cuanticos y los haces
principales cuanticos, que forman la base de los resultados originales de esta
tesis que seran presentados en el Capitulo 6. En el Capitulo 4 veremos
que un grupo cuantico puede ser dotado de diferentes calculos diferenciales,
contrario al caso clasico donde hay un unico calculo diferencial natural. Cabe
mencionar, que también podemos equipar a los espacios clasicos, como el
circulo o grupos finitos, de calculos diferenciales cuanticos no triviales. El
concepto de célculos diferenciales covariantes es especialmente importante,
pues se refiere a la construccién de calculos que permiten la extensibilidad de
las acciones al nivel del calculo. Para cada célculo covariante sobre un algebra
podemos encontrar un ideal derecho contenido en el kernel de la counidad del
algebra que reproduce el calculo diferencial completo, si el ideal es pequeno
entonces el calculo se vuelve complicado desde el punto de vista operacional
y si el ideal es grande puede acercarse a lo trivial. Cuando el algebra es
conmutativa, podemos recuperar el calculo diferencial clasico considerando el
cuadrado del nicleo de la counidad.

También podemos encontrar en este capitulo las construcciones principales
de calculo diferencial trenzado y de calculo envolvente universal. El célculo
diferencial trenzado o exterior, directamente generaliza la construccion de
De Rham en el caso clasico. Por otro lado el calculo envolvente universal
se puede obtener como el dlgebra cociente del algebra tensorial y el ideal
cuadratico generado por los minimos requerimientos de consistencia interna.
Se puede demostrar que si se construye un calculo diferencial de més alto
orden sobre un grupo cuantico tal que el coproducto se extiende a un morfismo
de dlgebras diferenciales graduadas, entonces el calculo universal se proyecta
sobre dicho céalculo y este ultimo a su vez se proyecta al calculo exterior. De
esta manera, estos dos calculos representan las construcciones maximas y
minimas de calculos diferenciales no triviales. Ademaés en el caso de que el
algebra de Hopf sea clasica y el calculo diferencial de primer orden también
lo sea, entonces las dos construcciones de calculos diferenciales completos
coinciden.

En el Capitulo 5, abordamos la teoria de haces principales en su version
cuantica [4], [5] y [6]. Para ver el contraste, entre la teoria clasica y la
cudntica presentamos algunos de los conceptos en las dos versiones. Aqui
encontraremos la definicién de haz principal cuantico, asi como también los
conceptos de conexion, curvatura y derivada covariante. Este es el lenguaje
que utilizamos a lo largo de la tesis para hablar de las estructuras geométricas
sobre espacios cuanticos.

Por 1ltimo, en el Capitulo 6 mostramos las aportaciones originales de esta
tesis. Usamos la teoria de Woronowicz para construir un calculo diferencial
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sobre el grupo cuéntico SU,(1,1) cuya geometria codificada, corresponde a
una geometria hiperbdlica. Ademas, dado que la parte clasica de este grupo es
el circulo, podemos obtener de manera natural, un célculo diferencial cuantico
sobre el circulo donde el generador principal y su diferencial no conmutan.

Podemos ver al grupo SU,(1,1) como un haz principal cuantico, donde
el grupo estructural esta dado por el circulo y la base del haz corresponde
geométricamente a un hiperboloide cuantico, motivo por el cual llamamos a
este haz, haz hiperbdlico. Haciendo un cambio de coordenadas y permitiendo
la extensién de SU,(1,1) por medio de la introduccién de las inversas y
funciones apropiadas de los generadores o y a*, podemos ver a este grupo
cuantico de una forma mas sencilla: estara generado por dos “coordenadas”
z y w, donde la primera corresponde cldsicamente a la coordenada compleja
del plano hiperbdlico en el modelo del disco unitario y la segunda, a una
transformacién unitaria que correspondera a la rotaciéon alrededor del origen
y que cumple la relacion

2z = (") = f(22"),

donde 1 es un automorfismo interno del dlgebra dado por ¥ (a) = w*aw y f
un homeomorfismo en el intervalo [0, 1].

Desde estas nuevas coordenadas podemos ver a SU,(1,1) como un haz
principal cudntico con grupo estructural dado por el circulo y base dada por
la x-algebra generada por el elemento z. Si consideramos el mismo céalculo
diferencial de Woronowicz, obtenemos una férmula muy interesante de la
métrica en la variedad base de este haz:

ds® = 2 1 dz dz*
(1 —=1(22))(1 — 22%) '

En el caso clasico cuando p = 1y en el caso u = —1, el automorfismo
1 se trivializa y obtenemos de la féormula anterior la métrica hiperbdlica,
confirmando el hecho de que se trata de una generalizacion cuantica del
modelo del disco de Poincaré.

En este capitulo se desarrolla la teoria para encontrar las funciones f que
satisfacen la relaciéon principal que define al dlgebra y que nos dan versiones
cuanticas de los planos hiperbdlicos y que ademaés retienen las simetrias clasicas
del grupo SU(1,1). También consideramos representaciones en espacios de
Hilbert cuyos elementos son funciones holomorfas sobre cierto dominio comun.
Resulta que si queremos que se retengan las simetrias clasicas el dominio
comun es todo el disco unitario, y si se retienen las simetrias cuanticas, el
dominio comun es el disco unitario sin el cero.



Inspirados en los resultados obtenidos para el haz hiperbdlico dado por
SU,(1,1), generalizamos la manera de obtener planos hiperbdlicos cuanticos
considerando algebras que se pueden ver como producto cruzado entre un
algebra S generada por un elemento positivo y equipada por un automorfismo
y un &lgebra asociada a dicho automorfismo. Aqui hay diferentes maneras de
proceder a la hora de definir un calculo diferencial sobre estas algebras. La
primera de ellas es considerar un calculo diferencial clasico en S de manera
que la diferencial y el automorfismo conmuten y la segunda, es no poner
condiciones sobre la conmutatividad de la diferencial y el automorfismo.
Abordamos estos dos caminos y calculamos las principales componentes
geométricas como la conexién, la curvatura y la derivada covariante.
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Capitulo 2

Antecedentes: Fisica y
Geometria cuantica

2.1 Fisica cuantica

El universo esta lleno de grandes misterios y entre ellos se encuentra el
surgimiento de ésta nuestra tierra y el de nuestra existencia. Como parte del
desarrollo de intentos para desenvolver tales misterios, los cientificos se han
dado a la tarea de entender como es la materia en sus niveles mas profundos.
Se sabe que la materia esta formada por unidades diminutas entre las que
se encuentran los atomos, moléculas, electrones, protones, neutrones, quarks,
fotones, etc. A todas estas unidades diminutas podemos llamarlas cuantos.
Y es la mecéanica cuantica, la encargada de describir y explicar todos los
fenémenos relacionados con los cuantos. Uno de éstos fenémenos que ademas
dan lugar al nacimiento de ésta es la luz y el misterio de la estabilidad de la
materia en algunas de sus configuraciones bésicas.

Segun la fisica clasica, la luz es una manifestacién del campo electro-
magnético cuyos fenémenos se describen a través de las ecuaciones de Maxwell.
En particular, segin esta teoria, la luz exhibe propiedades ondulatorias. Uno
de los fenémenos que distinguen a las ondas de las particulas es que las
primeras manifiestan propiedades de difraccion e interferencia. La difraccion
es la desviacién que ocurre cuando una onda se ve interrumpida por un
obstaculo o barrera y la interferencia ocurre cuando dos o més ondas se
encuentran en un punto en el espacio y éstas dan lugar a una nueva onda que
surge de la superposicion de ellas.

Por ejemplo, encontramos como una bella ilustracién del fenémeno de
interferencia el experimento de la rendija efectuado por primera vez por el

11
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fisico inglés Thomas Young en 1801, donde se observan senales de que la luz
interfiere.

Las particulas reflejan la idea de lo localizado; una idealizacion extrema es
el concepto de punto material: el punto geométrico, equipado con propiedades
fisicas como por ejemplo, energia, velocidad y masa. Y por otro lado, las
ondas son extendidas; su existencia estd siempre vinculada a una region del
espacio y tiempo. Una estructura fisica subyacente proporciona la geometria
fisica para las ondas.

Podemos decir que en la fisica clasica, por lo general, los fenémenos
se describen con base en los conceptos de particulas y ondas posiblemente
interactuando en un espacio tiempo tetradimensional.

La visiéon ondulatoria de la luz que nos da la fisica clasica cambié profun-
damente a inicios del siglo X X cuando Max Planck, estudiando teéricamente
la radiacion del cuerpo negro se dio cuenta de la necesidad légica de algo
completamente diferente de la imagen clasica: que la energia de radiacién de
un cuerpo negro se puede recibir y emitir solamente en cantidades discretas
de cuantos de energia para cada frecuencia de radiacién dada. Estos cuantos
de energia tienen cantidad minima directamente proporcional a la frecuencia
de oscilaciones a través de una nueva constante fundamental de la naturaleza,
h, ahora conocida como constante de Planck. Asi este cuanto de la energia
de radiacion del cuerpo negro se puede calcular con la férmula:

E=hv

donde v es la frecuencia de la radiacién. La energia total emitida o absorbida
en cualquier situacién para una frecuencia dada v es siempre un multiplo
entero de la cantidad elemental.

Fue asi como empieza a surgir la teoria cudantica, donde aparecia la hipotesis
cuantica de la energia de Planck en la que se afirma que la energia de la luz
tiene valores discretos y la posterior hipotesis cuantica de la luz de Einstein
que afirma que la luz puede ser tratada como una coleccién de particulas,
donde la particula de luz en la frecuencia v tiene su energia dada por esta
férmula de Planck. Esto permitia a los fisicos explicar cosas sobre la luz
que la teoria clasica no podia esclarecer y la cual describe un mundo que es
invisible a simple vista.

Planck ademas se dio cuenta de algo muy interesante: que era posible
combinar las dos constantes universales de la naturaleza; la constante de
gravitacion Gy la velocidad de la luz ¢, con su constante encontrada, y
obtener una unidad de longitud, conocida como longitud de Planck:

[hG
gp - C—3
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Recordemos que Einstein pensaba que la geometria era el lenguaje para
describir a la naturaleza. Por lo tanto, la mera existencia de una unidad
fundamental de longitud absoluta, como que nos indica que la geometria de
la naturaleza es una geometria no-euclideana pues la geometria euclideana
no sabe distinguir lo grande de lo pequeno. Si observamos el tamano de
la longitud de Planck ~ 10733cm, ésta es algo extremadamente pequeilo,
la misma naturaleza nos indica, que en esta escala espacio-temporal de lo
exorbitantemente pequeno en términos humanos, algo completamente nuevo
pasara con la geometria.

Asociado a ésto, también se puede introducir el tiempo de Planck que es
el tiempo que tarda la luz en atravesar una distancia igual a la longitud de
Planck y esta dado por la férmula

hG
Tp = ?,

que mide aproximadamente 10™** segundos. Asi, es natural preguntarnos,
,qué estructura geométrica debemos cambiar si nos interesa algo tan pequeno?

Desde tiempos de Euclides sabemos que cuanto-dtomo de geometria se
interpreta naturalmente como punto y que el espacio geométrico es una
estructurada coleccién de sus puntos. Lo cual nos indica que el cambio que la
geometria cuantica promovera tendra que ver con la idea de punto y todas
las nociones basadas en ella.

La materia quiere estabilidad, en particular el atomo de hidrégeno es
estable, sin embargo este fendémeno tan simple fue imposible de explicar con
los métodos de la fisica clasica. Ademas fenémenos de absorcién y emision de
luz por parte de los atomos resultaban inexplicables ya que los experimentos
mostraban espectros discretos de luz.

Niels Bohr resuelve ésto, y asi nace el primer modelo cuantico del atomo,
postulando que solamente existen érbitas discretas estables para el electrén
en el atomo, incluyendo la orbita estable de la energia minima base. Y que
pasando de una a otra de tales drbitas, el electron emite o absorbe energia en
multiplos enteros del elemental cuanto de Planck.

En la escuela de Copenhague dirigida por Bohr, se cristalizo la estruc-
tura matematica de esta nueva teoria que rompe con los paradigmas de la
fisica clasica y que unifica conceptos que la fisica clasica consideraba muy
diferentes. Una manifestacion matematica de este profundo cambio es la no
conmutatividad de observables fisicas. En particular, para el sistema fisico
mas simple de una particula unidimensional, su coordenada ¢ y su momento
p cumplen la siguiente relacién de Heisenberg:

h
—gp = —. 2.1
Pg—ap =5 (2.1)
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Otro cambio profundo es el rompimiento con el determinismo y con el con-
cepto de estado del sistema individual. Viendo-desarrollando esta fisica no
conmutativa a fondo, resulta que lo nuevo de la mecénica cudntica como tal,
surge de esta primordial no conmutatividad de observables fisicas.

2.2 Geometria cuantica

La no conmutatividad de observables fisicas como posicion y momento dadas
por la relacién de Heisenberg (2.1), nos invita a considerar una nueva geometria
que describird los espacios que emergen de estas estructuras no-conmutativas.
Es claro que para describir dichos espacios, las nociones geométricas fun-
damentales, incluyendo la de punto del espacio, deben ser profundizadas,
generalizadas y reinterpretadas, obteniendo asi estos nuevos espacios que
llamaremos espacios cudnticos.

Para describir cémo son los espacios cuanticos, fue necesario desarrollar
un nuevo vocabulario geométrico que dio lugar a la ahora conocida geometria
cudntica. En ésta se unifican las ideas y conceptos de otras areas como
el andlisis funcional, la geometria diferencial, la topologia, y el algebra. El
principal vocabulario matematico usado, es el mismo que usa la fisica cudntica:
bésicamente la teoria de operadores en espacios de Hilbert. Pero en lugar de
estudiar sistemas fisicos se estudian los espacios.

Dentro de las estructuras algebraicas de la geometria cuantica se encuen-
tran las algebras C*. Cuando estas algebras son conmutativas siempre se
pueden ver como las de funciones continuas sobre un espacio localmente
compacto (desapareciendo en la infinidad topolégica del espacio).

Y en otros contextos clasico-geométricos — como de variedades suaves,
algebraicas o complejas, o bien, de espacios medibles — siempre es posible
traducir y completamente expresar las propiedades geométricas del espacio en
términos de sus correspondientes funciones (como suaves, polinomiales, holo-
morfas o medibles). Y estas funciones siempre generan un sistema algebraico
conmutativo. En resonancia con esto, existe una correspondencia uno a uno
entre las propiedades geométricas del espacio y las propiedades algebraicas
del &lgebra.

En geometria cuantica ampliamos esta correspondencia permitiendo las
algebras no conmutativas desarrollando de tal forma el concepto de espacio
cuantico. Algebras no-conmutativas siempre llevan un enlace con algebras C*,
y resulta que estas algebras se pueden representar por medio de operadores
en un espacio de Hilbert, regresandonos asi al primordial entorno matematico
de la fisica cuantica.
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Los espacios de Hilbert hechos de funciones holomorfas son particularmente
interesantes y nos muestran una manera sencilla y elegante de desarrollar
espacios cuanticos con sus algebras no-conmutativas de operadores.

Existe una biyeccién entre estos espacios de Hilbert H y ciertas funciones
niucleos reproductores K : € x 2 — C donde 2 es el dominio comun de las
funciones de H. La funcién K (w, z) es holomorfa en z y antiholomorfa en w,
y para w fijo, se manifiesta como una funcién w(z) del espacio H. Resulta
que estas funciones de onda de puntos generan todo el espacio H y cumplen
con la propiedad basica del nicleo reproductor:

(w(z)[¢(2)) = ¢ (w) (2.2)

donde (|) es el producto escalar en H.

Observemos que ésta tultima igualdad, de forma similar con lo que ocurre
en la férmula de De Broglie, unifica en una sola expresion el lenguaje de
puntos y ondas.

El ntcleo reproductor K también debe satisfacer una serie de condiciones
de positividad, para poder reproducir la estructura del espacio de Hilbert.

Para construir el espacio cuantico asociado al espacio de Hilbert holomorfo
H, podemos considerar z (o alguna otra funcién apropiada) como el operador
de multiplicacién dentro de H y con su adjunto z* generar el algebra, que
siempre resulta ser no-conmutativa.

Estos espacios proporcionan un interesante entorno transformacional,
donde podemos comenzar con un algebra, modificandola para que sea inter-
pretable como una de sus asociadas algebras no-conmutativas.

Las funciones de onda de puntos w(z) permiten una interpretacion intere-
sante en términos de puntos estocasticos de la formulacién de Prugovecki,
como aproximaciones de ondas de lo posible en algo localizado alrededor del
punto clasico dado. Esto por su parte, establece otro vinculo natural con el
concepto de estado coherente. En particular, la formula

v(u) = K(v,u) = (u(z)lv(2)) (2.3)

se puede ver en esta nueva luz como parte de la geometria de los puntos
estocdsticos, dandonos la amplitud de probabilidad de transiciéon de un punto
a otro. Con esta informacion, entre otras cosas, podemos calcular la métrica
clasica.

Un ejemplo donde directamente se utiliza esta teoria es para el plano
cudntico dado por la relacién de Heisenberg (2.1). En lugar de utilizar
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coordenadas p y ¢ podemos considerar coordenadas complejas z y z* definidas
de la siguiente manera

Bl R )
2r == — ), z2=4/—q—i—,
2h ¢ mw 2h 1 mw
donde los parametros m y w tienen la interpretaciéon fisica de la masa y
velocidad angular del oscilador arménico simple unidimensional.
Asi la relacion (2.1) ahora se convierte en la siguiente relacién entre las
coordenadas z y z*:
[2%, 2] = 2"z — 22" = 1. (2.4)
Podemos considerar H como el espacio de Hilbert de todas las funciones
enteras tal que la norma

1 2
1P = 1 [ PR a

es finita y pensar a z como el operador de multiplicacion y la adjunta z* como
el operador de derivacién por z en dicho espacio de Hilbert. Asi las funciones
de onda de punto w(z) para cada w € C estan dadas de la siguiente manera:

w(z) = exp wz.

Se puede demostrar que se satisface la propiedad béasica de ntcleos reproduc-
tores. Obsérvese que si definimos |u) y |v) en H como las funciones de onda
normalizadas dadas por

[u) = exp(—|ul*/2) exp(iz), |v) = exp(—[v]*/2) exp(v2),

entonces

(ulv) = exp(=(Jul* + [v[*) /2){exp(uiz)| exp(v2)) =
ju—vf?

5 + 4 imuv).

= exp(—(|uf® + [v[*)/2) exp(uT) = exp(~
Y por lo tanto la probabilidad de transicion del punto estocéstico u al punto
estocéstico v, dada por el cuadrado del médulo de su producto escalar, resulta
ser
[(ufo)[* = exp(—Ju — o)

Asi la probabilidad de no-transicién nos ayuda a recuperar la métrica eu-
clideana considerando puntos u y v suficientemente cercanos:

L~ [{ulo)* = |u —vf?,
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lo que nos da una de las razones por las que llamamos al espacio asociado al
algebra generada por estas dos coordenas z y z* con la relacién (2.4)—plano
euclideano cudntico.

En la fisica cudntica, como mencionamos en la seccion anterior, se puede
definir de manera natural una unidad fundamental de longitud, por lo que es
de esperarse, que la geometria que describa a los sistemas fisicos cuanticos, y
en este caso al oscilador armoénico simple, debe tener una unidad de medida
que pueda ser construida con pura geometria. Es facil calcular que esta
algebra tiene como simetrias a las siguientes transformaciones:

T(z) =az+0b,

donde a,b € Cy |a| = 1. Es decir, s6lo mantiene las simetrias euclideanas
que le son necesarias para poder hablar de una escala absoluta de distancia y
una orientacién natural: rotaciones y traslaciones, excluyendo las homotecias
y las reflexiones. Podemos decir que este espacio cuantico es més rico en la
geometria que su contraparte clasica. Y la métrica y orientacién en este caso,
surgen de la geometria del espacio.

También podemos decir que la riqueza de la estructura geométrica que
encontramos en los espacios cudnticos, es un fenémeno general.

Existe una variedad de ejemplos de espacios cudnticos que surgen de este
entorno holomorfo. En particular, como veremos més adelante, el algebra
generada por los operadores z y z* con la tnica relacion

2*z = f(zz"), (2.5)

nos da toda una variedad de ejemplos de planos hiperbdlicos cuanticos.

En el caso mas simple cuando f = 1, obtenemos el algebra de Toeplitz
generada por el “operador de shift” (u “operador de corrimiento”). El espacio
cuantico asociado a esta algebra, no puede ser un plano euclideano cuéntico,
pues las transformaciones de la forma T'(z) = z 4+ b, para algin b € C \ {0},
no son simetrias del algebra. Sin embargo, cdlculos directos nos muestran que
este espacio tiene como simetrias al grupo de transformaciones hiperbdlicas
SU(1,1), reforzando con esto la afirmacién de que se trata de un espacio
hiperbdlico.

Otro ejemplo muy importante que abunda en propiedades cuanticas, es
basado en el algebra C* no-conmutativa mas simple—la de las matrices
complejas 2 x 2. Aqui se destaca la base dada por la matriz identidad y las
matrices de Pauli:

o1 = <(1) (1)) . oy = (? _OZ> . o3= (é _01) . (2.6)
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Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones, que determinan completa-
mente al dlgebra

— . * * *
0102 = —0201 = 103, 0| =01, Oy =032, O03=03,
0903 = —0309 = 107, ) ) ) 1 0 (2.7)
0301 = —0103 = 103, 0 1

En concordancia con lo que mencionamos en los ejemplos anteriores, para
desarrollar la intuicién geométrica podemos investigar cudles son las simetrias
naturales. Como veremos en detalle mas adelante, los automorfismos de esta
algebra forman el grupo de Moebius M(2) sin considerar la estructura *; y el
grupo SO(3) si incluimos la preservacién de dicha estructura. En ambos casos
reconocemos las mismas simetrias fundamentales de la esfera clasica: tanto
de nivel holomorfo como métrico. Entonces, se trata de un objeto cuantico
esférico—una verdadera esfera cudntica podemos decir.!

Como parte de la riqueza de este mundo cuantico, podemos mencionar
que un mismo concepto clasico se puede ver profundizado y multiplicado en
diferentes versiones cudnticas no-equivalentes. Es este el caso del concepto de
punto en el espacio. Para la geometria clasica podemos expresar el concepto
de punto en términos algebraicos como caracter del algebra, estado puro
6 como clase de equivalencia de representaciones irreducibles, todas ellas
equivalentes en este contexto.

Todos estos conceptos, de alguna forma reflejan “punto”. Sin embargo,
la geometria cuantica es una nueva tierra en la que debemos desarrollar un
lenguaje para que pueda ser explorada. De manera similar como se hizo para
la fisica cuantica usando las ideas y conceptos de la fisica clasica, desarrollamos
para tal lenguaje: ideas, dibujos y metéaforas de la tierra ya conocida, la
geometria clasica. La misma problematica de como explorar nuevas tierras,
también se encuentra en las discusiones de los fundadores de la mecanica
cuantica [15].

Asi, en la nueva tierra: geometria cudntica, podemos conocer las estruc-
turas geométricas de estos espacios, a través de las de la vieja tierra: la
geometria clasica. Por ejemplo, si pensamos a los puntos del espacio en
términos de caracteres, podremos encontrar espacios cuanticos sin puntos.
El algebra que describe al oscilador arménico y el adlgebra de matrices com-
plejas de 2 x 2 no contienen ningun caracter, sin embargo ésta tltima, tiene
etiquetados a los estados puros con los puntos de la 2-esfera.

Por otro lado, el algebra de Toeplitz tiene como caracteres a todos los
puntos del circulo unitario, podemos pensar asi, con lo que ya dijimos antes

1Un Bebé Cuéntico, como la llamamos en el Seminario de Geometria Cuantica en el
Instituto de Matematicas de la UNAM.
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de su grupo de simetrias, que se trata de la version cuantica del modelo del
disco de Poincaré.

Relacionado con los estados p, podemos mencionar la construccién de
Gelfand-Naimark-Segal, que es fundamental para el universo de algebras C*.
Esta establece una biyeccién entre el conjunto de estados del dlgebra A y las
ternas (H,, ) que consisten de un espacio de Hilbert, una representacién
del algebra en H y un vector ciclico de norma uno para la representacion, tal
que se cumple la siguiente relacién

pla) = (| (a)E),

para cada a € A.

Como veremos mas adelante, los estados en algebras C* generalizan a las
medidas de probabilidad, asi que esta construccién GNS entre otras cosas
establece el puente entre probabilidad y representaciones.

Un corolario importante de esta construccién es que toda algebra C* la
podemos ver como un algebra de operadores en un espacio de Hilbert. En
el siguiente capitulo, veremos en mas detalle este resultado y mostraremos
como algunos conceptos geométricos se traducen en conceptos algebraicos.

En este trabajo, para desarrollar y estudiar las estructuras geométricas
de los espacios cuanticos, seguiremos el camino clasico de simetrias, como
lenguaje unificante, tal y como lo establece Felix Klein en su programa de
Erlangen en 1872. En éste, afirma que la geometria es el estudio de las
propiedades que no cambian bajo la accién de un grupo de transformaciones.

Por lo tanto, para seguir este camino, necesitamos establecer el concepto
cuantico de grupo. Otro pilar de la geometria clasica, muy en resonancia
con el Programa de Erlangen, es la teoria de haces principales. Esta teoria
integra simetrias al nivel fundamental de geometria del espacio, y establece
la visién del espacio geométrico no solo como un espacio de puntos sino que
también como una estructura viva en el que los puntos se ven enriquecidos con
elementos de la estructura geométrica, y son estos elementos que constituyen
el haz principal, y se transforman a lo largo de las fibras, por medio del grupo
de simetrias.

Asi que la teoria de haces principales toma un papel fundamental e
importante para el desarrollo de la geometria clasica, como lo podemos
apreciar en el libro de Shoshichi Kobayashi y Katsumi Nomizu [16].

Otro entorno teodrico donde aparecen naturalmente haces principales es
en las teorias de norma, o también conocidas como teorias de Yang Mills.
Esto incluye varios modelos de particulas elementales y sus interacciones, en
particular el Modelo Estandard. Aqui, en cierta forma, la idea de espacio
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vivo asume dimensiones fisicas. Los elementos estructurales que enriquecen
puntos del espacio-tiempo fisico, se relacionan con las simetrias locales que se
pueden realizar.

Esta idea de espacio vivo reaparece en la geometria cuantica si tomamos
en cuenta el marco conceptual de espacios de Hilbert de funciones holomorfas
mencionado anteriormente, donde los puntos clasicos se ven como funciones
de onda. En esta tesis usaremos este lenguaje y las contrapartes cuanticas
de la teoria de grupos y haces principales para estudiar la geometria de los
espacios cuanticos.

Por lo ya mencionado, de cémo se incorporan los conceptos matematicos
en el desarrollo de la geometria cuantica, nos damos cuenta que es a través
de esta teoria que podemos unificar los grandes pilares de las matematicas
como el andlisis, la geometria, el adlgebra, la probabilidad, la topologia y la
teoria de grupos, entre otras, con la teoria fisica que describe a los sistemas
cuanticos. Esto de nuevo nos indica en su propia forma que las matematicas
y la fisica van de la mano [21].



Capitulo 3

Teoria de algebras C*

El estudio de las algebras C* comienza con los trabajos de Gelfand y Naimark
quienes obtuvieron el resultado fundamental de que todas las algebras C*
conmutativas son isomorfas a ciertas algebras de funciones continuas complejas
sobre los espacios topolédgicos localmente compactos.

Usando este resultado, podemos decir que a cada dlgebra C* conmutativa
le corresponde un espacio topoldgico localmente compacto. Cada propiedad
geométrica del espacio se corresponde con una propiedad algebraica, y vicev-
ersa. A lo largo de este capitulo, mostraremos algunas formulaciones al-
gebraicas que se corresponden con conceptos como punto, parte, medida,
compactificacion por un punto y simetrias de un espacio.

Para los fines de la geometria cuantica, y con analogia a como se desarrolld
la fisica cuantica, ampliamos esta correspondencia permitiendo que el dlgebra
C* sea no conmutativa, y es entonces, que conoceremos a los espacios cuanticos
a través de lo ya conocido en los espacios clasicos. Por lo tanto, si el algebra
es no conmutativa, ésta debe corresponderse con un espacio que llamamos
cuantico y que puede ser estudiado desde los ojos clasicos.

3.1 Algebras C*

Recordamos que un algebra asociativa A, es un espacio vectorial sobre C,
dotado de una operacion multiplicacion tal que se satisfacen las siguientes
igualdades:

(a+bc=ac+be, alb+c)=ab+ac, a(bc)= (ab)c,

Aab) = (Aa)b = a(\b), (31)

para todo a,b,c € Ay A € C.

21
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Decimos que A es unital si existe un elemento 1 (necesariamente tinico)
en dicha algebra tal que
la = al = a,

para todo a € A.

Una estructura * en un algebra A es una transformacién * : A — A, deno-
tada también por a — a*, que es un antiautomorfismo antilineal involutivo,
es decir, que cumple con las siguientes propiedades:

(Aa +b)* = Xa* +b*,  (ab)* =b*a*, (a)" =a, (3.2)

para todo a,b € Ay A € C.
Decimos también que A es una x—algebra, si A estda equipada con una
estructura *.

Un algebra normada A es un algebra equipada con una norma (como
espacio vectorial complejo) tal que la norma es submultiplicativa:

labll < {lallo]],

para todo a,b € A.

Un algebra de Banach es un algebra normada que es un espacio de Banach,
en otras palabras completa en su norma.

Definicion 3.1.1. Sea A un dlgebra de Banach equipada con una estructura .
Decimos que A es una dlgebra C* si se satisface la propiedad C*:

lall* = [la*al, (3.3)
para cada a € A.

Més adelante veremos que cuando A es una algebra C* hay una conexién
intrinseca entre la * y la norma: la estructura * determina completamente la
norma, y viceversa; dada una norma en una algebra C*, ésta determina por
completo la .

Un punto interesante que cabe resaltar es que cuando el dlgebra es no
conmutativa entonces podemos definir multiples estrellas; *, y por lo tanto
multiples normas. Y en el caso conmutativo que marca la frontera de los
espacios clasicos, ambas estructuras la * y la norma, estan completamente
determinadas por el algebra compleja.

FEjemplos. Los ejemplos més sencillos de dlgebras C* conmutativas con unidad
son los espacios C™ para cada n € N. En estos espacios definimos la suma y
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la multiplicacién por coordenadas, la involucién de un elemento de C" estéd
dada por la conjugacion compleja:

(CLl?”' 7a’n>*: (a_h’” 7a’n)7

y la norma con la que se vuelve C* estd dada por la norma del maximo de
las intensidades de las coordenadas:

(a1, - -+ an) | = maxfla| = j =1,....n}.

De hecho, todas las algebras conmutativas y de dimensién finita tienen esta
forma.

Para el siguiente ejemplo consideramos un espacio localmente compacto®
X y sea Cy(X) el algebra de funciones continuas en X que se anulan al
infinito, es decir,

Co(X)={f:X = C: f continua y le_>rr010|f(x)| = 0}.

En esta dlgebra, definimos las operaciones de suma y producto puntualmente
y consideramos la norma del supremo:

If1l = sup | f(z)].
reX

Definiendo la involucién para cada funcién continua f como f*(z) = f(x),
tenemos que Cp(X) es una algebra C* conmutativa. De hecho, mostraremos
que toda algebra conmutativa es de esta forma. El algebra Cy(X) tendrd
unidad si y s6lo si X es compacto, y en tal caso coincide con C'(X), el dlgebra
de todas las funciones continuas sobre X.

Como tltimo ejemplo, sea H un espacio de Hilbert, y B(H) el dlgebra de
operadores lineales acotados en H, con la suma usual y el producto dado por
la composicién de operadores. Si ademas definimos la % como el operador
adjunto y la norma como la norma uniforme de operadores:

17 ()]

Jzll
entonces tenemos una algebra C* con unidad. En el caso finito-dimensional
donde podemos poner H = C", tendremos una estructura C* natural en
las matrices complejas M, (C) de tamano n x n, ya que podemos identificar
M,(C) = B(H). Recordemos que en espacios de Hilbert de dimensién
finita, cada mapeo lineal es continuo. Aqui la involucién * esta dada por

la transpuesta conjugada y la norma es dada por la norma uniforme de
operadores-matrices.

|| = sup
x7#0

IPara nosotros la nocién de compacto es la combinacién de la condicién de subcubierta
abierta y el segundo axioma de separabilidad de Hausdorff.
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Observacion 3.1.1. Si A es un algebra normada, entonces la multiplicacién
S AXA— A
es continua en ambas entradas, y si A es una dlgebra C* entonces
[lal| = [la"],

y por tanto la operacién * es una funcién continua.

3.2 Homomorfismos e ideales

Definicion 3.2.1. Sean A y B dlgebras, decimos que un mapeo lineal m : A — B
es un homomorfismo si
m(ab) = w(a)m(b),

donde a,b € A. Si ademds A y B son *~dlgebras, decimos que el homomorfismo
T es un x-homomorfismo si cumple que

para todo a € A. Y si las dlgebras A y B son unitales, decimos que 7 es
unital si w(1y) = 1p.

Si B es el algebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert H,
diremos que 7 es una representacion del algebra A en el espacio de Hilbert
H, si m es un x-homomorfismo tal que se cumple la siguiente condicion de
regularidad

{m(A)H} =H.
Esta condiciéon implica que en caso de que A sea unital, el homomorfismo 7
debe ser unital.
En el caso particular cuando A es un algebra de Banach y B = C, decimos
que kK : A — C es un caracter de A, si k es un homomorfismo no cero.

Observacion 3.2.1. Si k es caracter y el algebra es unital, entonces x es unital
también.

Definicion 3.2.2. Un espacio vectorial I C A, es un ideal izquierdo del dlgebra
A siy solo si
an € 1,

para todo a € A yn € I. Similarmente, decimos que I es un ideal derecho de
A siy solo si
na € I,
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para todo a € A yn € I. Finalmente, decimos que I es un ideal bilateral,
o simplemente ideal, si es izquierdo y derecho. Ademds, I es x-ideal si es
x-gnvariante.

Obsérvese que si [ es un ideal unilateral (izquierdo o derecho) y ademés
x-invariante es necesariamente bilateral. Esto es la consecuencia directa de la
antimultiplicatividad de *. Cada ideal es una subdlgebra.

Se puede demostrar que si 7 : A — B es un homomorfismo, entonces el
ker(m) siempre es un ideal de A. Més atn, si 7 es *-homomorfismo, entonces
ker(m) es un x-ideal. En particular, si A tiene pocos ideales, entonces permitira
pocos homomorfismos.

Definicion 3.2.3. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A. Decimos que I
es propio si es diferente de {0} y de A. FEstos dos los llamaremos ideales
triviales.

Definicion 3.2.4. Sea A un dlgebra y I un ideal de A. Decimos que I es
mazximal si es ideal propio y no existe otro ideal propio J tal que I C J y
I#J.

Obsérvese que si I es un ideal de cualquier tipo introducido arriba, y A
un algebra de Banach entonces su cerradura I es también un ideal del mismo
tipo.

Obsérvese también que en caso de algebras conmutativas los conceptos de
ideal derecho, izquierdo o bilateral, coinciden.

Mas adelante veremos que todo ideal maximal en un algebra de Banach
conmutativa es cerrado. Ademas, si A tiene ideales propios, entonces como
consecuencia del lema de Zorn existen ideales maximales.

Ejemplo. Los ideales maximales del algebra de funciones continuas sobre un
compacto X son de la forma

L ={f € C(X) | f(z) = 0},

para cada x € X. Ademads si x # y se tiene que [, # I,. Por lo tanto
existe una correspondencia uno a uno entre puntos del espacio X e ideales
maximales del dlgebra C(X).

Los ideales bilaterales nos permiten pasar al dlgebra cociente A ~~ A/I.
Si A es conmutativa entonces A/l es conmutativa también. Si A es unital e
I C A, entonces el algebra cociente es unital. Si A es x-dlgebra y I un *-ideal,
la estructura * se proyecta naturalmente a A/I.

Si A es un algebra de Banach y I = I, entonces A/I es un algebra de
Banach con la norma

llalll = inf{{ja +n[| | n < I}.
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Proposicion 3.2.1. En todas las dlgebras C* los ideales cerrados siempre son
x-1deales. 0

Ademas si A es una algebra C* e I es un ideal cerrado de A entonces el
algebra cociente equipada con la estructura proyectada, es una algebra C*.

3.3 Unitalizacion

En general, podemos encontrar algebras C* sin unidad, como es el caso
de Cy(X) cuando X es no compacto (y localmente compacto). O bien, la
subdlgebra C* de operadores compactos del dlgebra B(#H) para un espacio de
Hilbert de dimensién infinita separable.

En estos casos, siempre podemos extender el dlgebra llegando a un algebra
unital. Presentaremos ahora la construccion de la extensién minima.

Sea A una algebra C* y sea A" = A @ C. Definimos la suma, el producto
por escalar, multiplicacién y * en A" de la siguiente manera:

(a>)‘)+(b>5) = ((I—i—b,)\—{-ﬁ), M(CL,)\) = (:uawﬂi‘)a
(a, \) (b, B) = (ab+ \b+ Ba, \B), (a,\)* = (a*, \),

para todo a,b € Ay A\, € C. Entonces A es una x-algebra y el elemento
(0,1) es la unidad en AT.

Definimos la norma en A como
I(a, A)|| = sup{[lab+ Ab]la - [|b]la = 1},

donde ||||4 es la norma en el algebra A. Se puede demostrar que AT es una
algebra C* con dicha norma y que el x-homomorfismo

0: A= Al as (a,0)
es isométrico. Por otra parte, el x-homomorfismo
VAT 5 C, (a,\) = A

tiene como kernel al dlgebra A, de manera que A es un ideal cerrado de A' y
AT/A > C.

De esta manera si A es una algebra C* no unital, definimos la unitalizacién
de A como AT, la cual es la minima &lgebra C* unital que contiene a A como
su ideal.
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3.4 El espectro de un elemento

A continuacion mencionaremos algunos elementos especiales en las dlgebras,
éstos de cierta forma reflejan el tipo de operador en el que se convierten
cuando consideramos algebras de operadores en un espacio de Hilbert.

Definicion 3.4.1. Sea A una *x-dlgebra y a € A. Entonces a es

autoadjunto o hermitiano st a = a*;
normal si aa™ = a*a;

idempotente si a = a?;
proyector st a = a* = a
1sometria parcial st aa*a =a &  a*aa® = a*.

2.
’

Si A es unital entonces a es

e invertible si existe a=' € A tal que aa™t = a"ta = 1;

e unitario st aa* = a*a = 1.

El siguiente teorema es uno de los mas importantes sobre la existencia de
elementos invertibles en un algebra.

Teorema 3.4.1. Sea A un dlgebra de Banach unital y a € A tal que ||a|| < 1.
Entonces el elemento 1 — a es invertible y

1 n
1-a Z a-
n>0
Proposicion 3.4.2. El conjunto GL(A) de los elementos invertibles en el dlgebra

A, forma un conjunto abierto y ademds es un grupo respecto al producto del
algebra.

Demostracién. Sea a € GL(A) y € = |ja™!||7*. Consideremos b en la vecindad

¢ de a y observemos que b = a(l —a~*(a — b)). Por un lado, por la definicién
de € tenemos que
la="[lla — 0] <1, (3.4)

y por el otro, dado que A es un dlgebra de Banach obtenemos que
la™(a = b)| < lla™"[[la — b

Por lo tanto |la™*(a — b)|| < 1 y usando el Teorema (3.4.1) concluimos que
1—a'(a—0b) € GL(A). Asi, como a € GL(A) y 1 —a'(a —b) € GL(A)
entonces b € GL(A). Por lo tanto GL(A) es abierto.

Finalmente, si a y b son invertibles, es claro que ab es invertible con
(ab)™t =b"tat O
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Observacion 3.4.1. Observemos que en el caso de algebras de Banach conmu-
tativas unitales, si ab € GL(A) entonces a y b también son invertibles. De
hecho, esto es una consecuencia de un resultado mas general que establece
que en algebras unitales, si el producto de dos elementos que conmutan entre
si es invertible, entonces tales elementos son invertibles.

Dada un dlgebra A de Banach unital, definimos los autormorfismos internos
de A, como aquellos de la forma

F,: A— A, Fy(a) = gag™", (3.5)

para todo g € GL(A). Observemos que tenemos un homomorfismo natural
entre el grupo GL(A) de los elementos invertibles de A y el grupo Aut(A)
de automorfismos de A. La existencia de estas simetrias es un fenémeno
completamente cudntico: si A es conmutativa, el automorfismo F}, se trivializa.

En la mecénica cuantica describimos los sistemas fisicos en términos de
sus propiedades. Cada propiedad se representa por medio de un proyector
ortogonal en el espacio de Hilbert de funciones de onda asociado al sistema
fisico. Estos proyectores se pueden construir por medio de diadas de Dirac a
través de vectores unitarios en dicho espacio. Por otro lado, en la geometria
cuantica es a través de los proyectores que describimos importantes aspectos
estructurales de los espacios cuanticos, como conexidad, haces vectoriales e
invariantes topoldgicos de K-teoria.

Proposicion 3.4.3. Sea A una dlgebra C* yu € A. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

u*u es proyector;
uu* es proyector;
u = uutu;

Lo o =~

u* = wruu®. ]

Por lo tanto, en algebras C* las isometrias parciales pueden ser definidas
por cualquiera de estas 4 condiciones equivalentes.

Los elementos unitarios representan simetrias en las dlgebras C*. En este
caso, los automorfismos internos F, de A, cuando u es un elemento unitario,
en realidad son x-automorfismos.

Proposicion 3.4.4. Sea A una *-dlgebra unital. El conjunto U(A) de los
elementos unitarios de A forman un grupo. [

Observemos que hay un homomorfismo natural entre el grupo de elementos
unitarios de A y el grupo de x-automorfismos de A.
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Proposicion 3.4.5. Sea A un dlgebra de Banach y sea I un ideal mazimal de
A, entonces I es cerrado.

Demostracion. Los ideales I # A siempre contienen elementos no-invertibles.
Y estos elementos, forman un conjunto cerrado, siendo el complemento de
GL(A) que es abierto (en caso de A unital, si A no es unital pasamos a Af).
Por lo tanto, la cerradura de un tal ideal no puede ser todo A. O

Lema 3.4.6. Sea A dlgebra de Banach unital. Entonces el mapeo de la inversa
GL(A) — GL(A) dado por a — a™' es continuo.

Demostracion. Primero veamos que es continuo en 1 € GL(A) y luego que es
continuo en cualquier a € GL(A).

Sea {a,} C GL(A) una sucesion de elementos invertibles de A tal que
lima, = 1. Observemos que b, = 1 — a,, tiene limite cero, y por tanto, sin
perder generalidad podemos suponer que ||b,|| = ¢, < 1. Por el Teorema
(3.4.1) se puede concluir que a,, = 1—b, € GL(A) y a,,;* = >~ bk. Entonces

an

Tim [l =1 —gggoll;bn 1| —T}ggloII;an < lim ———=0.

an

Por lo tanto, lima,! = 1. Asf el mapeo de la inversa es continuo en 1.

Sea ahora {a,} C GL(A) una sucesién de elementos invertibles de A tal
que lim a,, = a. Observemos que lima,a~! = 1, de manera que aplicando la
primera parte de la demostracion tenemos que

: 1 _ ~1y-1
lim aa,” = lim (a,a™ )" = 1.

Ahora como la multiplicacién es continua

. -1 __ 1 . -1 _ . -1 _
lim aa,,” = lim a lim a," = a lim q," =1,

n—oo n—oo n—oo n—oo
por lo que
lim a,' =a™"
n—oo
lo que completa la demostracion. O

Definicion 3.4.2. Sea A un dlgebra de Banach unital, para todo a € A definimos
el espectro del elemento a como

o(a)={\eC : (A\—a) ¢ GL(A)}.

Decimos que p(a) = C\ o(a) es el conjunto resolvente de a y Ry(a) =
(A —a)~! es la resolvente de a. En donde Ry(a) la interpretamos como una
funcion definida sobre p(a) con valores en A.
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Ejemplos. Consideremos el dlgebra M, (C) de matrices complejas de tamano
n X n, para cada matriz a tenemos

ola) ={AeC| AN —a¢ GL(M,(C))} ={Ae C | det(\] —a) =0}
= {A € C| X es valor propio de a}.

Es decir, el espectro de una matriz es igual al conjunto de todos sus valores
propios.

Sea X un espacio topoldgico compacto y C(X) el algebra de funciones
continuas sobre X. Entonces para cada funcién continua f : X — C tenemos

o(f)={AeClA-[¢GLICX))}={reC|TzeX : (A\-[)(z)=0}
={AeCl|FzeX : N=f(r)}={f(x) |z e X} = f(X).

Por lo tanto, podemos concluir que el espectro de una funciéon continua
del tipo mencionado arriba, es igual a la imagen o rango de la funcién.

Pensamos al espectro de un elemento en un algebra como la generalizacién
del rango de una funcién y de los valores propios de una matriz cuadrada de
dimension finita.

Proposicion 3.4.7. Sea A un dlgebra de Banach unital y a € A. Si A > ||a||
entonces A € p(a). Es decir, el espectro o(a), estd acotado por ||al|.

Demostracién. Si A > ||a|| entonces A —a = A1 — a/)\) € GL(A) pues
lla/A|l < 1. Lo que nos dice que A € p(a). O

Proposicion 3.4.8. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y a € A. Entonces
el espectro o(a), es cerrado.

Demostracion. Sea A € p(a), entonces A — a € GL(A), pero como GL(A) es
abierto existe un € > 0 tal que la vecindad de A\ — a de radio € esta contenida
en GL(A). Si p >0y |\ — pu| < € entonces

A =a) = (p—a)| = [A—pnl <e

por lo que u —a € GL(A), es decir, u € p(a). Asi que p(a) es abierto, y por
lo tanto o(a) es cerrado. O

Observemos que las dos proposiciones anteriores implican que el espectro
de un elemento es un conjunto compacto, siempre que A sea un algebra de
Banach con unidad.

Proposicion 3.4.9. Sea A un dlgebra de Banach unital. La funcion resolvente
Ry(a) : p(a) — GL(A) es holomorfa. O
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Teorema 3.4.10 (Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach unital y a € A.
Entonces el espectro o(a), es no vacio.

Demostracion. Supongamos que o(a) =
A, definimos F' : p(a) — C, tal que F'())
acotada se tiene que

FN)=F(@B) _ (. Rala) = Rs(a)
UL, =)

Dicho limite existe pues la resolvente es diferenciable. Por lo tanto F' es una
funcion entera.

() y para cada f en el dual A* de
= f(Rx(a)). Como f es lineal y

lim

A—8 A—p

Ademas observando que

lim {|F(A)[| =0,

A—00

obtenemos por el Teorema de Liouville que F' es constante y /' = 0. Lo
cual es una contradiccién al Teorema de Hanh-Banach que afirma que los
puntos del algebra se pueden separar por funciones del dual. Por lo tanto,

o(a) # 0. O
Proposicion 3.4.11. (Gelfand-Mazur) Sea A un dlgebra de Banach unital tal
que GL(A) = A\ {0}. Entonces A = C. O

Proposicion 3.4.12. Sean A un dlgebra de Banach unital y a € A. Para todo
polinomio en A,
pla) = cpa™ 4 cp1a™ 4+ + ¢,

se cumple que
o(p(a)) = p(o(a)),

en otras palabras, los operadores de espectro y de polinomio conmutan. [

Definicion 3.4.3. Sea A un dlgebra de Banach unital, para todo a € A definimos
el radio espectral de a, r(a), por

r(a) = max{|\| : A € o(a)}.

Observacion 3.4.2. Dado que o(a) estd acotado por la norma de a, se tiene
entonces que 7(a) < ||a||. Es particularmente interesante considerar los casos
extremos 7(a) =0y r(a) = ||lal|.

Lema 3.4.13 (Férmula del radio espectral). Sea A un dlgebra de Banach

unital. Se tiene que
r(a) = lim |[a" ([,
n—oo

para todo a € A. O
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Corolario 3.4.14. Sea A una dlgebra C* unital y a € A un elemento normal,
entonces
r(a) = [lall.

Demostracion. Como a es normal tenemos:

4 2 2
la]” = [a"a]” = [(a"a)*| = |(a®)"a®| = |a|".
Iterando la expresion anterior tenemos que

2—n
lal = la*" 1",

e

que es una subsucesién de |a . Por lo tanto

|

_ 1 _ 1 n|l/n _
la = lim [a = lim [a"["" = r(a),

y nuestra formula queda demostrada. O]

Corolario 3.4.15. Sea A una dlgebra C* unital. Se cumple que
lall = v/r(a*a), (3.6)
para todo a € A. O

Observacion 3.4.3. Este simple pero muy importante corolario indica que la
norma en una algebra C* con unidad esta completamente definida por la
estructura algebraica y por lo tanto es tnica. Obsérvese que la norma se
escribe en términos del espectro como

lall = max{|A|'* : (\ — a*a) & GL(A)}.

Mas adelante veremos que el fenémeno es simétrico, es decir que la norma
también determina por completo a la .

Obsérvese que si 7 : A — B es un homomorfismo entre dos algebras de
Banach unitales, entonces si A — a es invertible para cualquier a € A, entonces
A — m(a) es invertible, por lo que

o(m(a)) C o(a). (3.7)

En particular, si A es un dlgebra de Banach unital y x : A — C es un caracter
entonces
k()] < r(a) < laf],
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lo cual demuestra que k es continuo y ||| < 1. Més ain, dado que A es
unital tenemos que ||| = 1. Por lo tanto el caracter x pertenece al dual A*
de Ay

{k(a) : k€ A" y Kk caracter de A} C o(a).

Por otro lado, observemos que si 7 : A — B es un *-homomorfismo entre
algebras C* unitales entonces usando la féormula (3.6) y la contencién (3.7)
tenemos que para todo a € A se satisface

Im(a)ll = V/r((a)*m(a)) = Vr(n(a*a)) < \/r(a*a) = [|a],

es decir el x-homomorfismo 7 es automaticamente continuo. En particular
cada *-isomorfismo es isométrico en el mundo de algebras C*.

3.5 Espectro de algebras de Banach conmu-
tativas

Lema 3.5.1. Sea A un dlgebra de Banach unital y x : A — C un caracter,
entonces ker(k) es un ideal maximal.

Demostracion. Es claro que ker(x) es un ideal. La conclusién se obtiene al
observar que ker(k) tiene codimensién uno. O

Lema 3.5.2. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa unital y sea I C A un
ideal mazimal entonces A/ = C.

Demostracion. Sea I un ideal maximal, entonces por la Proposicion (3.4.5)
tenemos que I es cerrado y por lo tanto A/I es un algebra de Banach unital.

Supongamos que A/I 2 C, entonces por la Proposicién (3.4.11) existe un
elemento [a] € A/I tal que [a] # [0] v [a] ¢ GL(A/I). Sea J = aA entonces
J es un ideal de A tal que I C Jy J # A. Lo cual contradice que I es un
ideal maximal. Por lo tanto A/I = C. O

Estos dos tltimos lemas nos muestran que si A es un algebra de Banach
conmutativa unital entonces existe una biyecciéon natural entre el conjunto
de ideales maximales de A y el conjunto de caracteres xk : A — C. En mas
detalle, el mapeo entre caracteres e ideales maximales dado por

K +— ker(k),
tiene como inverso al mapeo entre ideales maximales y caracteres:

I — K,
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donde x : A — C es el tnico caracter cuyo ntcleo es 1.

De esta manera, para toda algebra A de Banach conmutativa unital,
definimos el espectro del dlgebra A, denotado por Spec(A), como el conjunto
de sus caracteres, es decir,

Spec(A) ={r: A — C : k es caracter de A}. (3.8)
Y por la biyeccion anterior tenemos que

Spec(A) = {I | I es ideal maximal de A}. (3.9)

Observemos que cuando A es un algebra de Banach unital el conjunto de
caracteres es un subconjunto de la bola cerrada con centro en cero y radio
uno en el dual de A, la cual por el teorema de Alaoglu es compacta con la
topologia *-débil. Se puede demostrar que Spec(A) es un subconjunto cerrado
de dicha bola con la topologia *-débil y por lo tanto es compacto.

Proposicion 3.5.3. Sea A una dlgebra C* unital y sea k : A — C un caracter.
Entonces para todo a € A, a = a*, se tiene que k(a) € R. ]

Obsérvese que si a es un elemento en una algebra C* unital entonces
podemos escribir al elemento a como a = b + ic donde b y ¢ son elementos
hermitianos. En maés detalle tenemos que b = (a +a*)/2 y ¢ = (a — a*)/2i.
Por lo tanto, si k es un caracter entonces

k(a*) = k(b —ic) = k(b) —ir(c) = Kk(b) + ir(c) = Kk(a)*,
lo que demuestra que k es automaticamente un *-homomorfismo.

Proposicion 3.5.4. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad.
Entonces el espectro de un elemento a € A estd dado por

o(a) ={k(a) : Kk es un caracter de A}, (3.10)

para todo a € A. [

Corolario 3.5.5. Sea A una dlgebra C* conmutativa con unidad. Si I es un
ideal mazimal de A entonces I = I*.

Demostracion. Por la correspondecia entre ideales maximales y caracteres
tenemos que [ es el kernel de un caracter k : A — C, pero al ser A una
algebra C* unital, automaticamente k es un *-homomorfismo, lo que muestra
que I es un *-ideal. O
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3.6 Teorema de Gelfand-Naimark

Definicion 3.6.1 (Transformada de Gelfand). Sea A una dlgebra C* conmuta-
tiva con unidad. Llamamos a la funcion

A:A— C(Spec(A))
a— a(k) = k(a)

transformada de Gelfand.

De la definicién de la topologia *-débil tenemos que @ es un funcional
continuo para todo a € A. Ademas si a,b € A entonces

~

[ab](r) = r(ab) = w(a)r(b) = a(x)b(r) = [a0](k).

De modo que A es homomorfismo de algebras. Por otro lado, si kK y w
pertenecen al Spec(A) y son distintos, es porque existe algin a € A tal que
k(a) # w(a) es decir, a(k) # a(w). Por lo tanto im(A) separa los puntos de
Spec(A), por lo que aplicando el teorema de Stone Weierstrass se tiene que
la imagen es toda el algebra de las funciones continuas sobre el Spec(A).

Ademas
||| = sup{|a(k)| : k € Spec(A)} =sup{|A\|: A€ g(a)} =r(a). (3.11)

Teorema 3.6.1. (Gelfand-Naimark) Sea A una dlgebra C* conmutativa con
unidad. La transformada de Gelfand definida sobre A es un x-isomorfismo
1sométrico.

Demostracion. Para cada elemento a de A, tomando en cuenta la igualdad
dada en (3.11) se tiene que

2 S ~12
la]” = r(a*a) = |a*a] = [a]".

Por lo tanto es una isometria. Por los comentarios previos a este teorema ya
se ha visto que A es un homomorfismo de algebras, sélo falta ver que es un
x-homomorfismo, lo que es consecuencia de que los caracteres k € Spec(A)
son *-homomorfismos:

~

a*(k) = r(a") = K(a)" = (a)" (k).

Por lo tanto la transformada de Gelfand es un #-isomorfismo isométrico. [
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Este teorema nos muestra que toda algebra C* conmutativa unital se
puede ver como el espacio C'(X) de funciones continuas sobre un espacio
compacto.

Ahora, sea X un espacio topolégico localmente compacto y X = X U{oo}
su compactificacién por un punto. Entonces la unitalizacién de Co(X) y C(XT)
son isomorfas: el *-homomorfismo

fx)+X st zeX
b Co(X)T = C(xT), PI(f,N)] =

A St T = 00

es biyectivo. De esta manera vemos que compactificar el espacio es quivalente
a unitalizar el algebra, y que en general la unitalizacién minima corresponde
a “compactificar” espacios cuanticos por un punto.

Teorema 3.6.2. Las categorias de dlgebras C* conmutativas con unidad, C*-dlg,
y de espacios compactos, Comp, son duales. FEsto es, existe un funtor con-
travariante de la categoria Comp en la categoria C*-dlg. [

En otras palabras, cada *-homomorfismo unital 7 : A — B entre dlgebras
C* conmutativas y unitales se corresponde con una funciéon f : Y — X
continua, donde A = C(X) y B = C(Y). Si 7 es inyectivo, entonces f es
sobre, si 7 es sobre entonces f es inyectivo y si m es x-automorfismo entonces
f es homeomorfismo.

Corolario 3.6.3. Sea A una dlgebra C* unital y B C A una subdlgebra C*
unital. S1b € B yb e GL(A) entonces b € GL(B), es decir

oa(b) = op(b).

En otras palabras el espectro de un elemento no depende del dlgebra que lo
contiene. [

Proposicion 3.6.4. Sean A una dlgebra C* unital y a € A un elemento normal
de A. Entonces la dlgebra C* generada por a y a* y denotada por C*[a,a*], es
isomorfa al dalgebra de las funciones continuas definidas sobre o(a). Es decir,

C*la,a] = C(o(a)).

Demostracion. La funcién ¢ : C(o(a)) — C*[a,a*] tal que ¥(z) = a, donde
z(A) = Aparatodo A € o(a), es un *—homomorfismo isométrico biyectivo. [J

FEjemplo. Sea A una algebra C* conmutativa con unidad y u € A. Entonces
u es unitario si y solamente si o(u) C S':={z € C | |z| = 1}.



3.6. TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK 37

En efecto, si u es unitario entonces por la transformada de Gelfand se
tiene que r(u) = ||u||. Como u*u = 1, entonces

lull* = [l = 1] = 1.

Por lo tanto r(u) = 1. De manera anéloga r(u*) = 1. De esta manera
tenemos que si A € o(u) entonces || < 1. Por otro lado, también se tiene que
A1 € o(u*) de manera que |1/\| < 1. Por lo tanto |A| = 1 lo que implica que
o(u) C St

Inversamente, si o(u) C S*. Por la transformada de Gelfand tenemos que
C*lu, u*] = C(o(u)). El x-isomorfismo estd dado por ¢ : C*[u, u*] = C'(o(u)),
Y(u) = z, donde z(A\) = A para todo A € o(u) C S'. También se tiene que
2*(A) = A, para todo \ € o(u) C S*.

Por lo tanto, 22*(\) = |M\|? = 1 = z*z(\), por ser ¥ isomorfismo isométrico
se debe cumplir

wu® =1 =u"u.

Asi tenemos que u es unitario.

Definicion 3.6.2. Sea A una dlgebra C* unital y a € A tal que a = a*. Decimos
que a es positivo, y escribimos a > 0, si o(a) C [0, 00).

Observacion 3.6.1. Observemos que en una algebra C* conmutativa si a € A
es positivo, entonces existe un tnico elemento y/a tal que \/52 = a. También
podemos afirmar que si a = a* entonces existen tnicos ay > 0y a_ > 0
tal que a = ay —a_ y ara_ =0 =a_a,. En ambos casos estos elementos
adicionales y/a, a+ pertenecen al dlgebra C*[al.

Proposicion 3.6.5. Los elementos positivos en una dlgebra C* se pueden definir
equivalentemente como aquellos de la forma a*a donde a es arbitrario. O

Proposicion 3.6.6. Sea A una dlgebra C* unital. Entonces cada a € A es una
combinacion lineal de no mas de 4 elementos unitarios.

Demostracién. Sea a = a* tal que |la|| < 1, entonces a*> > 0y 1—a? > 0. Por
lo tanto estd bien definida la raiz cuadrada de 1 — a?. Definimos los elementos
unitarios en A como

u=a+i1vV1l—a? u" =a—ivV1—ad3

De esta forma se tiene que

u+ u*
5
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Ahora supongamos que a # a* y que se cumple que |[(a +a*)/2|| < ay
(e —a*)/(20)]] < . Entonces

B a+a* 4 a—a*
(252 o0 (55)

Aplicamos la primera parte de la demostracion a cada una de las componentes
de la suma anterior de manera que podemos escribir a cualquier elemento en
el dlgebra como combinacién lineal de no mas de 4 operadores unitarios. [

Observacion 3.6.2. Se puede demostrar que para algebras C* en general,
podemos definir que un operador u es unitario si y sélo si, u es invertible y se
cumple que

lull =1 = flu™"]. (3.12)

Esto nos ensena que ser unitario en un algebra C* depende exclusivamente de
la norma. Y por otro lado, la x actia sobre los unitarios transformandolos en
sus respetivos inversos. De esta manera, tomando en cuenta la proposicién
anterior podemos definir la estructura * exclusivamente a través de la norma.
Conjuntamente con la observacién 3.4.3, podemos decir que la norma y la *
se determinan mutuamente.

Sea A una algebra C* conmutativa unital y p € A un proyector. Entonces
sabemos que o(p) = {0,1}. Sean

X = {x € Spec(A) | 1} =p '({1}),
Y = {k € Spec(4) | k(p) =0} =p '({0}),

donde ~ denota la transformada de Gelfand. Como p es continua, entonces X
y Y son conjuntos cerrados tales que X NY = () y Spec(A) = X UY. Ademés
como X = Spec(A) \Y y Y = Spec(A) \ X entonces son abiertos. Lo que
nos muestra que el espacio asociado al algebra es disconexo.

De esta forma, los proyectores a nivel topoldgico clasico corresponden
a las manifestaciones de la desconexidad del espacio. Por otro lado, si el
espacio geométrico X es disconexo, entonces para los abiertos U y V que
forman la desconexion del espacio, definimos la funcién ¢ : X — C como la
caracteristica de uno de ellos, digamos V. Es decir ¢(U) = {0} y ¢(V) = {1}.
Esta funcién es continua sobre X y ¢ = ¢*> = ¢*. Esto es, si el espacio es
disconexo, entonces el dlgebra asociada contiene proyectores.

Observacion 3.6.3. En algebras C* conmutativas cada idempotente es proyec-
tor.
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Los ideales cerrados de un algebra C* conmutativa unital A nos definen en
un sentido geométrico las partes del espacio asociado. Podemos considerar la
proyeccion p : A — A/ entre el dlgebra A y el dlgebra cociente A/I, donde
A=C(X)y A/I =C(Y). Esto a nivel dual, nos define una funcién inyectiva
f Y — X entre los espacios topoldgicos asociados, de manera que podemos
ver al espacio Y como subconjunto cerrado de X, y en un nivel intuitivo,
pensar a Y como parte de X. Por tanto, entre mas ideales tenga un algebra,
mas partes podemos encontrar en el espacio cuantico asociado. En particular,
si el algebra es simple, entonces el espacio asociado no tiene ninguna parte.

Ejemplo. Vamos a demostrar que el algebra M;(C) no tiene ideales propios.
Usando la notacion de Dirac definimos los vectores

de manera que el conjunto

{0l DL, 12)() [2)21}

es la base candnica de M(C). Notemos que la matriz identidad I, se escribe
como I = |1)(1] +]2)(2].

Suponamos que J # {0} es un ideal de My(C) y T': C* — C? un operador
no cero en J. En particular si a,b € C*\ {0} y Ta # 0 tenemos que la diada
|T'a)(b| = T'|a){b| € J. Por lo tanto,

ITal 16172} il = [} {Tal(|ITa)b])Ib) (il € J.

donde ¢ = 1,2. Observando que J es en particular un espacio vectorial,
obtenemos que la matriz identidad pertenece al ideal. Por lo tanto J = M(C).
Esto demuestra que el dlgebra M;(C) no tiene ideales propios.

El mismo argumento funciona para demostrar que el algebra M,,(C) no
tiene ideales propios, es decir, que es un algebra simple. Mas atn, si H es
un espacio de Hilbert de dimensién infinita separable, las sumas de diadas
son operadores de rango finito y éstas forman el minimo ideal no-trivial. Y el
méaximo ideal propio en B(#H) es el ideal de operadores compactos K (H).

Proposicion 3.6.7. Sea A una dlgebra C* con unidad y a € A un elemento
hermitiano. Entonces a > 0 si y sélo si a = b, con b € A tal que b = b*.

También, si existe unt > 0 tal que ||t — al| <t entonces a es positivo. En
tal caso podemos siempre poner t > ||al|.

Demostracion. Supongamos que se cumple que a > 0, entonces existe una
tnica rafz cuadrada positiva b > 0 tal que a = b.
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Inversamente si b = b* y a = b2, entonces el espectro del elemento b esta
contenido en el intervalo [—||0]|, ||b]]] ¥ o(a) = o(b?) = a(b)* C [0, ]|0]|?], y por
lo tanto a > 0.

~Y

Observemos que para a = a* se tiene que C*[1,a] = C(o(a)) (por la
transformada de Gelfand), o(a) C [—||al], ||lal|] ¥

[t —all = It = zlloc = sup [t —2(A)| = sup [t—Al
Xeo(a) Ao (a)

donde z(A) = A para todo A € o(a). Sea a > 0, si t > |la|]| entonces
o(a) C[0,¢] y por tanto

[t —all = sup |t =A< sup [t =A<t
A€o (a) A€[0,¢]

Ahora supongamos que ||t — al| <t para algin t > ||a||. Supongamos que
o(a) N (—o00,0) # (), entonces existe u < 0 tal que u € o(a). Por lo tanto

[t —all= sup [t = A > [t —pul=1t+|ul >¢,
A€o (a)

lo cual contradice lo supuesto. Luego o(a) C [0, ||al|]. Por lo tanto a > 0, lo
que completa la demostracion. O

3.7 Estados y representaciones

Definicion 3.7.1. Sea A una dlgebra C* unital. Un mapeo p: A — C es un
estado si p es lineal, positivo y normalizado, es decir, para todo a,b € A y
A € C se satisface:

1. pla+ Ab) = p(a) + Ap(b),
2. p(a) > 0 para todo a > 0,
3. p(1) =1.

)

Denotamos por S(A) al conjunto de todos los estados sobre A.

Proposicion 3.7.1. Sea A una dlgebra C* unital y f : A — C un funcional
lineal tal que f(1) = 1. Entonces f es un estado si y sélo si f es acotado y

Il = 1.
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Demostracion. Supongamos f es un estado, es decir f(a*a) > 0, para todo
a € A. Entonces tomando en cuenta que a*a < ||a*al| se tiene

[f(a)]* < f(1)f(a"a) = f(a"a) < [|a*al| = [|a]*.

Es decir, f es acotado y ||f|| < 1, pero como f(1) =1, entonces ||f] = 1.

Inversamente, si || f|| =1 = f(1) y a > 0, escribimos f(a) = o+ if3, donde
a, B € R. Queremos ver que 3 =0y que a > 0. Seab=a—a+itf € A,
t € R. Entonces

[FOF =[f(a) —a+atB] = [iB(L+t)]> = B*(1 + 1),
y dado que la norma de f es igual a uno, tenemos
[FOF < o* = 170 = l|(a — @) + £287|| < [la — of* + 757
Juntando las dos ultimas expresiones tenemos que
BFA+1)?< |la—al® +8*, VteR.

Es decir
B2 +2tB* < |la—«al?, VteR.

Observando ademas que t puede ser tan grande como deseamos, se debe tener
que B = 0.

Ahora bien, como a > 0 entonces o(a) C [0, ||al|], lo que nos lleva a que
o(1—a/llal|) € [0,1]. De esta manera ||[1 —a/||a|||| < 1y por lo tanto

1—-L<1
‘f( la mg“ ol <

Ademsds como f(1 —a/||al]) =1 — «/||al|, insertandolo en la dltima ecuacién
se tiene que

‘1 R Y
ol
lo que muestra que a > 0, por lo que f es positivo. (]

Definicion 3.7.2. Un conjunto S de un espacio afin es convexo si para cua-
lesquiera a,b € S todo el segmento que conecta a y b también pertenece al
conjunto S.

Proposicion 3.7.2. Sea A una dlgebra C* unital, el conjunto S(A) de estados
de A forman un conjunto convexo no vacio en el espacio dual A* que ademds
es compacto con la topologia *-débil. ]
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Definicion 3.7.3. Sea S un conjunto convexo y z € S. Decimos que z es un
punto extremal de S, si para todo a,b € S tales que z =ta+(1—1)b, t € (0,1)
entonces z =a 0 z = b.

Denotamos por ext(.S) al conjunto de todos los puntos extremales de S.

Definicion 3.7.4. Sea A una dlgebra C* unital, llamamos estados puros a los
elementos del conjunto ext(S(A)).

Sea X un espacio afin topoldgico localmente convexo y S C X. Denotamos
por co(S) a la céscara convexa de S, es decir, a la interseccién de todos los
conjuntos convexos que contienen a S. Los elementos de co(.S) son todas las
combinaciones convexas finitas de los elementos de S.

Teorema 3.7.3 (Krein-Milman). Sea X un espacio afin topoldgico localmente
convero y S C X un subconjunto compacto y convero no vacio de X, entonces

S = co(ext(9)),
es decir, S es la cerradura de la cdscara convexa de sus puntos extremales. [

Observacion 3.7.1. Como consecuencia del teorema anterior se tiene que el
conjunto ext(S) # (). En particular, en las dlgebras C*, siempre existen los
estados puros y ellos son suficientes para reconstruir el espacio completo de
todos los estados del algebra. En el caso que A es una algebra C* conmutativa
unital se puede demostrar que el conjunto de estados puros del algebra coincide
con el conjunto de caracteres, que como habiamos mencionado anteriormente,
corresponden a los puntos del espacio. Asi, estado puro y caracter son dos
formas equivalentes de describir los puntos del espacio clasico asociado.

Ejemplo (Estados en M,(C)). Existe una correspondencia biunivoca entre
elementos p del espacio dual de M,(C) y matrices p tal que

p(b) = Tr(pb).

En particular, p es un estado si y solo si la matriz p es positiva y de traza 1.

Consideremos la base en M»(C) dada por las matrices de Pauli y la matriz
identidad. Como las matrices de Pauli tienen traza cero, entonces

1 1 /(142 x—1y
p—5(1+x01+y02+z03)—§(x_i_iy 1_2).

Como p = p* entonces x,y, z € R. Ademés como p es positiva entonces sus
valores propios son positivos y por lo tanto det(p) =1 — 2% —y* — 22 > 0. Es



3.7. ESTADOS Y REPRESENTACIONES 43

decir, cada estado en las matrices queda determinado por un punto de la bola
unitaria en R3. Ademé&s podemos observar que el conjunto de estados puros
estdn en correspondencia con los puntos (z,v, z) € R? tales que

P4y =1.

De esta forma se tiene que los estados puros de M(C) forman una esfera. Por
lo tanto, podemos imaginar que el dlgebra de matrices Ms(C) tiene asociado
un espacio cuantico esférico.

Teorema 3.7.4 (Teorema de representacién para funcionales lineales). Sea
X un espacio localmente compacto. Para cada funcional lineal positivo y
continuo ¢ sobre Co(X) existe una unica medida de Borel reqular i sobre X
tal que

o = [ fao)
para todo f € Cy(X). O

Observacion 3.7.2. Como consecuencia de este teorema existe una correspon-
dencia uno a uno entre los estados de una algebra C* conmutativa unital y
las medidas de probabilidad en el espacio subyacente. Mas atn, los estados
puros seran interpretados como aquellas medidas de probabilidad que no
pueden escribirse como mezcla de otras. Es decir, las medidas donde no hay
incertidumbre. Estas medidas cuando toman el valor uno, nos dicen el evento
ocurre con certeza y cuando toma el valor cero corresponde a la situacién
que nunca sucede. El conocimiento completo del sistema es equivalente a la
especificacién de su estado fisico, que es un punto del espacio X. El evento
A C X ocurre con certeza si y solo si A 3 z y no ocurre si y solo si x ¢ A. Por
lo tanto, podemos decir que los puntos del espacio estan en correspondencia
biunivoca con los estados puros (las medidas de Dirac) del algebra, como ya
habiamos mencionado.

Diremos que una representacién 7 : A — B(H) es irreducible si el conjunto
m(A) es irreducible, esto es, los unicos subespacios lineales cerrados de H
que son invariantes bajo todos los operadores de m(A) son los subespacios
triviales {0} y H.

En particular, cada x-representacién 7 : A — B(H) donde dim(H) =1 es
irreducible. Estas representaciones se pueden ver como caracteres del dlgebra
y por lo tanto podemos decir que corresponden a puntos cldsicos del espacio.

Una representaciéon 7 : A — B(H) es ciclica, si existe un vector £ € H tal
que

m(A)¢ =H.

Al vector £ se le llama vector ciclico para la representacion .



44 CAPITULO 3. TEORIA DE ALGEBRAS C*

Teorema 3.7.5. Sea m : A — B(H) una *-representacion no trivial. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 es irreducible;
2. Cada vector no cero de H es un vector ciclico para m;

3. Los unicos operadores acotados que conmutan con todos los operadores
de w(A), son los operadores escalares, es decir de la forma N, con

A € C el el operador identidad. [

Por 1ltimo, mencionaremos un teorema que establece el puente entre
estados y representaciones del algebra. Cuando los estados son puros, es
decir, que corresponden a puntos del espacio clasico, las representaciones son
irreducibles. En el contexto conmutativo, como hemos visto a lo largo de
este capitulo, existen diferentes formulaciones equivalentes para punto de un
espacio compacto: caracter, ideal maximal, estado puro y como veremos ahora,
los estados puros tienen una interesante conexion con las representaciones
irreducibles.

Teorema 3.7.6 (Gelfand-Naimark-Segal). Sea A una dlgebra C* unital y sea
p: A— C un estado en A. Entonces existe una x-representacion ciclica
m:A— B(H) de A sobre un espacio de Hilbert H y un vector ciclico & € ‘H
tal que [[§]l =1y

pla) = (¢lm(a)§),

para todo a € A. La representacion es unica salvo equivalencia unitaria.
Demostracion. Para todo a,b € A definimos un producto escalar en A como

(alb) = p(a*b). Sin embargo, notemos que puede pasar que (ala) =0y a # 0.
Para tener un producto escalar no degenerado, sea

I={a€A:pla*a) =0} ={a € A:p(a*b) =0, Vbe A}.

Observemos que I es un ideal izquierdo de A y por lo tanto podemos
considerar el espacio cociente L = A/I. Este espacio vectorial es un espacio
pre-Hilbert con el producto escalar inducido:

(a+Ib+ 1) = p(a*d).

Sea m: A — B(L) el mapeo lineal de A en los operadores acotados sobre
L dado por 7(a) = D,y Do(b+ 1) =ab+ 1.
Para cada a € Ay b ¢ I se cumple que

[Da(b+ D> flab+ 1] _ p(b*a*ab)
1+ 112 16+ 117 p(b*D)

< [lall®,
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lo que nos indica que ||D,|| < ||a]|. Por lo tanto D, es un operador acotado
sobre L.

Obsérvese que 7 es un *-homomorfismo pues para todo a, b, c € A se tiene
que

m(ab)(c+ 1) = Dgp(c+ I) = (ab)e+ I = a(be) + 1
= D,Dy(c+I) =n(a)m(b)(c+ I),

es decir, es multiplicativo. Ademds también tenemos que

(Da(b+ Dle+ 1) = {ab+ Ile+I) = p((ab)*c) = p((b"a*)c) = p(b"(a’c))
=+ 1I|la*c+ 1) = (b+ I|Dys(c+ 1)),

es decir Df = D,- y por lo tanto 7 respeta la *. Finalmente 7(1) = I, donde
I es el operador identidad en B(L). De esta manera hemos demostrado que
7 es un *-homomorfismo.

Sea H la completacién de L a un espacio de Hilbert, y sea D, la tnica
extension de D, a un operador lineal acotado en H. Podemos ver inmedia-
tamente que si £ = 1+ I entonces [|£]| = 1 y para todo a en A se tiene
que

pla) = (1 +Ila+ 1) = ({]Da(E)) = (€[m(a)§).

La representacion 7 es ciclica con vector ciclico £ pues

{D.(§) :ac Ay ={a+1:a€ A} =H.

Para demostrar la unicidad de la representacion salvo operadores unitarios,
suponemos que existen dos representaciones ciclicas m : A — B(H;) y
7o : A — B(Hs) con vectores ciclicos & y &, respectivamente, tal que

(&|ma(a)&y) = pla) = (& |mi(a)é), Va € A.

Entonces para todo a,b € A se satisface

(ma(a)€a|ma(b)Ea) = (§2|m2(a™b)Ea) = (§i]mi(a"0)E1) = (mi(a)&i|mi(D)Er).

De esta forma, si a es igual a b en la ecuacién anterior, se tiene que

[m2(a)éell = l[mi(a)éull,

para todo a € A.

Sea ug : m(A)Er — m(A)&s tal que m1(a)é; — ma(a)és. Notemos que
||uo(m1(a)ér)]] = ||mi(a)&q ||, es decir, ug es un operador unitario de un lineal
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denso de H; a un lineal denso de Hs, y por lo tanto se puede extender a un
operador unitario u : H; — Hs. Este operador verifica que

umy(a)u~" (my(b)&s) = umy(a) (w1 (b)&r) = umy(ab)éy = ma(ab)é

= ma(a) (m2(b)&2) -
Por lo tanto umi(a)u™' = my(a), lo que demuestra que la representacién es
Unica salvo equivalencia unitaria. O

Asi, con este teorema podemos establecer una correspondencia entre esta-
dos que representan medidas de probabilidad y la teoria de representaciones
sobre espacios de Hilbert. Las medidas de probabilidad que corresponden
a estados puros, las podemos identificar como representaciones irreducibles
como lo mencionamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7.7. Sean A una dlgebra C* unital, p : A — C un estado y
7, la x-representacion del Teorema GNS anterior. Entonces p es puro si y
solamente si w, es irreducible. O]

3.8 Simetrias y grupos cuanticos

Los grupos de simetria juegan un papel fundamental para describir geométri-
camente a los espacios clasicos: es a través de los invariantes bajo un grupo
de simetrias que se estudia la geometria del espacio. Asi que es de vital
importancia tener una traduccion cuantica de estas estructuras para describir
la geometria de los espacios cudnticos.

Ya hemos visto que existe una correspondencia entre algebras C* conmuta-
tivas (unitales) y los espacios topoldgicos localmente compactos (compactos).
En términos de esta correspondencia los elementos del algebra se interpretan
como las funciones continuas sobre el espacio correspondiente (que desapare-
cen en la infinidad topolégica del espacio en el caso no-compacto) topoldgico
compacto.

Las transformaciones continuas propias (es decir cuyas pre-imagenes de
compactos son compactos) entre los espacios se corresponden, en forma
contravariante, con x-homomorfismos de sus algebras, de manera que las
simetrias del espacio se corresponden con *-automorfismos de su dlgebra.

Asi, para los espacios cuanticos, diremos que las simetrias de éstos estan
dadas por los automorfismos del algebra. Y obsérvese que en este caso, cuando
las algebras no son conmutativas, siempre existen automorfismos internos.
Tenemos entonces, ejemplos de espacios cuanticos sin puntos pero con muchas
simetrias, un ejemplo de este tipo de espacio, es el dado por el algebra de
matrices 2 X 2.
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FEjemplo (Simetrias de conjuntos finitos). Supongamos que X es un conjunto de
n elementos. Este conjunto es compacto con la topologia discreta. Entonces
por la teoria de Gelfand-Naimark, estudiar este espacio es equivalente a
estudiar el dlgebra de funciones continuas sobre dicho espacio. Dado que X
es finito, el dlgebra C'(X) es isomorfa a C" y por lo tanto la dimensién de
C(X) es igual al numero de elementos de X.

De hecho, los espacios clasicos finitos asi son caracterizados con la dimen-
sionalidad finita de su algebra C* conmutativa.

Ahora bien el grupo de simetrias de X consiste de todos sus homeomor-
fismos. Observemos que todas las funciones en la topologia discreta son
continuas y por lo tanto, el grupo de simetrias de X esta dado por el grupo
de permutaciones de sus n elementos.

Ejemplo (Simetrias de M(C). Estudiemos ahora las simetrias del espacio
asociado al algebra C* mas simple no conmutativa: Ms(C); el algebra de
matrices con coeficientes complejos de tamano 2 x 2.

Como primer paso veremos que todos los automorfismos de M,(C) son
internos. En efecto, sea F' : My(C) — M>(C) un automorfismo entre las
matrices cuadradas de tamafio 2 X 2 y sea w € C? un elemento tal que
|lw|| = 1. Observemos que F(Jw)(w|) # 0 pues |w){w| es idempotente.
Fijemos z € C*\ {0} tal que F(|Jw)(wl|)|z) # 0, y definamos el operador
lineal g : C* — C?, g(Ju)) = F(Ju)(w|)|z). Como g(|w)) # 0 entonces el
operador g no es el operador cero y ademas como F' es automorfismo, dado
un vector [¢)) € C? siempre existe una matriz a tal que F(a)g|lw) = |¢). Por
lo tanto tenemos que g(|law)) = F(Jaw){w|)|z) = F(a)g(|w)) = |¢), lo que
nos muestra que el operador lineal es sobre y por lo tanto g debe ser inyectivo.
Es decir, g es invertible.

Asi que, para todo a € My(C) se tiene que
galu) = glau) = F(lau)(w|)|z) = F(a)F(ju)(w|)|z) = F(a)g|u).

Por lo que ga = F(a)g, o bien, F(a) = gag™', para todo a € My(C) y
g € GL(2,C), es decir, F' es un automorfismo interno.

Maés ain, si F': My(C) — M3(C) es un s-automorfismo de M(C), veamos
que F(a) = vau* donde u* = u~'. En efecto, por la parte anterior tenemos
que existe g € GL(M5(C)) tal que F' es el automorfismo interno dado por g.
Usando que F' es x-automorfismo tenemos que

—1% % x 1

g ta*gt =ga*g ",

para todo a en M(C). Por lo tanto g*g pertenece al centro del algebra de
las matrices, es decir, existe A > 0 tal que g*g = A\I. Tomando u = g/ VA
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tenemos que w es unitario y que

Por lo tanto los *-automorfismos de M;(C) son de la forma F(a) = uau®,
donde u es un elemento unitario.

Veamos que si no consideramos la estructura % entonces el grupo de
automorfismos de My(C) es isomorfo al grupo cociente GL(2,C)/C,, donde
C, = C\ {0}, el cual a su vez es isomorfo al grupo de transformaciones de
Moebius M(2).

En efecto, el homomorfismo de grupos GL(2,C)) — Aut(M,(C)) dado por
g+ F, es sobre y el kernel estéd dado por el conjunto {\ : A € C\ {0}} =
C\ {0} = C,. Sumarizando este analisis, se tiene que

GL(2,C))/C, = SL(2,C)/{I, —I} = M(2) 2 Aut(M,(C)).

Similarmente, si restringimos el homomorfismo anterior al grupo SU(2)
tenemos que el kernel consta de las matrices unitarias de determinante uno
que conmutan con todas las matrices, es decir, el kernel esta constituido
por la matriz identidad y menos la matriz identidad. De esta forma, por el
primer teorema del isomorfismo tendremos que el grupo de x-automorfismos
de M;(C) es isomorfo al grupo especial unitario factorizado por las matrices
Iy —1I, esto es,

Aut(M,(C), ) = SU(2)/{I,—1I}. (3.13)

Ademds, podemos ver al campo no-conmutativo de cuaterniones H, como
una subdlgebra real de Ms(C), identificando a los imaginarios i, j, k con las
matrices —ioy, —ioe, —i03, respectivamente. Y diremos que un cuaternion
es imaginario si y sélo si 1* = —1) y los identificamos con los vectores de R3.

Notemos que si ¥ = § + ai + Sj + vk es un cuaternion de norma uno,
entonces se corresponde con la matriz

o= (5—@'7 —ﬁ—ia)
v \B—ia d+iy )
unitaria de determinante uno, es decir, oy € SU(2). De esta manera, podemos
ver a los elementos de SU(2) como el conjunto de cuaterniones de norma uno,
estableciendo también la identificacién topolégica de SU(2) y la 3-esfera S2.
Consideremos el morfismo de grupos F' : SU(2) — SO(3) dado por o +— F,,

donde F, : R? — R? es la transformacién dada por F,(¢)) = oio*. Primero
que nada, veamos que F, estd bien definida: en efecto, si ¢ € R3, es decir,
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Y* = —), entonces (opo*)* = —oipo*, lo que nos lleva a concluir que
oo* € R3, y por tanto F, estd bien definida. Ademds

1F- ()" = (0vo™) (avo™) = 4],

implica que F, € O(3). También tenemos por la continuidad de la construccién
que el determinante de F, = 1, es decir, F, € SO(3).

Veamos que F es sobre: sea f € SO(3) una rotacién de R? por un angulo
alrededor de la recta generada por el vector unitario . Definimos el cuaternion
unitario o = cos(6/2) + nsin(6/2). Si 1) pertenece a la recta generada por 7,
es decir ¢ = A\ para algun A € R, entonces

F,(¢) = (cos(0/2) 4+ nsin(6/2)) An (cos(6/2) — nsin(6/2)) = An = 1.
Por otro lado, si ¥ es perpendicular a 1 entonces

F, () =(cos(6/2) + nsin(0/2)) 1 (cos(0/2) — nsin(6/2))
=1 cos?(0/2) + 2sin(6/2) cos(8/2)(n x 1) — 1psin®(6/2)
s cos(8) + (1 x 1) sin(6),

lo que nos lleva a concluir que F, = f y por lo tanto F' es sobre. Notando
que el kernel de F' estd dado por las matrices o € SU(2) tales que oypo* = 1),
es decir, en términos de cuaterniones, son los cuaterniones unitarios que
conmutan con todos los imaginarios, y estos son los cuaterniones que tienen
parte imaginaria igual a cero. Por lo tanto ker(F) = {I, -1}, lo que nos lleva
usando el primer teorema de isomorfismo de grupos que

SU(2)/{I, —I} = SO(3). (3.14)
Uniendo (3.13) y (3.14) obtenemos
Aut(M;(C), ) =2 SO(3).

Resumiendo, hemos visto que el grupo de automorfismos de M(C) esté
dado por el grupo cociente GL(2,C)/C, el cual es isomorfo al grupo de
transformaciones de Moebius. Y si consideramos al dlgebra de matrices
con su estructura x se tiene que el grupo de *-automorfismos es isomorfo a
SU(2)/{I,—1} el cual a su vez es isomorfo al grupo SO(3). Notemos que
ambos grupos en geometria clasica corresponden a las simetrias de la 2-esfera,
sea como superficie de Riemann (simetrias holomorfas) o bien equipada con su
métrica Euclideana. Notemos también, que aunque el dlgebra es de dimension
finita — invitandonos de pensar intuitivamente sobre un espacio cudntico finito
subyacente — su grupo de simetrias considerando o no la * no lo es. Esto se
puede decir que es un fenémeno particular de los espacios cuanticos.
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Ya hemos visto que podemos pensar a las simetrias de un espacio como los
automorfismos de su algebra asociada. Sin embargo, no hemos mencionado
aun la generalizacion cuantica de todo el grupo de simetrias de un espacio,
donde lo colectivo se cuantiza y las simetrias individuales dejan de existir
como tales. ;Qué estructura algebraica se corresponde con la estructura de
grupo? Los grupos de simetrias son de vital importancia para estudiar la
geometria de los espacios cldsicos. De hecho, segin Felix Klein y su programa
de Erlangen, cada geometria es el estudio de las propiedades que no cambian
bajo un grupo de simetrias, y de la mano con esto, aparecen naturalmente
los haces principales como fuente natural para describir la geometria de los
espacios.

Asi, para desarrollar un nuevo lenguaje que describa la geometria de
los espacios cuanticos, necesitamos introducir los grupos cudnticos. Resulta
que para la formulacién cuantica del grupo de simetrias, se destaca por su
simplicidad y generalidad el lenguaje diagramético [11].

Este lenguaje, puede ser formalizado como una categoria donde los objetos
son los niimeros naturales y los morfismos son diagramas que introduciremos a
continuacion. En general, el grupo cudntico se puede definir como realizacion
de diagramas en un universo de espacios cuanticos. O bien, en términos
formales, como un funtor de la categoria diagramatica en la categoria de los
espacios cuanticos.

Los principales elementos estructurales del lenguaje diagramatico son

NV

Los diagramas se leen de arriba hacia abajo y la transformacién identidad se
representa por una linea vertical. Morfismos-diagramas arbitrarios son las
combinaciones finitas de los diagramas de producto y coproducto.

Como un eco de la idea de asociatividad, entonces se piden las siguientes
igualdades diagramaticas:

AT

Estas identidades, las complementamos con el postulado de que los siguientes
diagramas mutuamente simétricos que mezclan 2 simbolos primarios, sean
invertibles:
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Por ultimo, vamos a suponer que los diagramas cumplen la ley de cancelacion:
si dos diagramas encapsulados entre lineas verticales resultan asi iguales,
entonces la igualdad sigue valida después de quitar dichas lineas verticales.
Esta propiedad es basica para el concepto de identidad en nuestra categoria
diagramatica.

Con estas simples propiedades podemos hablar de grupo en cualquier
contexto matematico, sea clasico o cuantico. En particular, se puede deducir
la existencia universal del ‘elemento neutro’ y ‘la inversa’.

Una importante realizacion de este programa es introducir grupos cuanticos
a través de algebras de Hopf. Aqui, el punto de partida es saber cudl es la
estructura sobre un algebra de funciones que refleja la estructura de grupo.

Para un grupo clasico G podemos escribir la estructura del grupo por
medio de los mapeos de multiplicacién m : GxG — G, dado por m(z,y) = zy,
de los inversos s : G — G, dado por s(g) = g~! y el mapeo que corresponde
al neutro e : {1} — G definido como e(1) = e, donde e € G es el elemento
neutro. Aqui nos interesa principalmente la estructura geométrica de G, que
puede ser por ejemplo medible, topolégica, suave (de Lie) o algebraica. En
cada uno de estos contextos geométricos, como ya habiamos explicado, la
estructura se especifica con el dlgebra A de funciones apropiadas sobre G.

Si consideramos los ‘pullback’ de los mapeos que definen la estructura del
grupo obtenemos sus contrapartes duales

p:A— AR A, ki A— A, e: A— C,

definidas de la siguiente manera:

S(f)(x,y) = flxy), K@) =f@), e(f)Q)=fle)

Observemos que los mapeos ¢, k y € son homomorfismos de algebras.

A lo largo de estas notas, usaremos la notacién de Sweedler para simplificar
la notacién de ¢(f) para todo f € A. Es decir, si ¢(f) = >\, g; ® h;, para
algunos g;, h; € A entonces escribimos lo mismo como ¢(f) = f @ f@.
Notemos que la propiedad de asociatividad en un grupo, es equivalente a la
identidad f((xy)z) = f(z(yz)) para cada f € Ay z,y,z € G. Esto se escribe
en términos del homomorfismo ¢ de la siguiente manera:

Fl(xy)2) = ¢(f)(zy, 2) = fD(ay) @ FP(2) = o(fV)(2,y) © fP(z)
= (¢ @id)o(f)(z,y, 2),
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y por otro lado:

fx(y2) = o(f)(z,yz) = fD(2) © fP(yz) = fD(2) @ (fP)(y, 2)
= (id® @)o(f)(x,y, 2).

Asfi la propiedad de asociatividad en G es equivalente a la siguiente propiedad
de co-asociatividad en el algebra A:

(6 ®id)¢ = (id ® ¢)6. (3.15)

De manera analoga, la propiedad del neutro e en el grupo G nos lleva a la
siguiente relacion entre los homomorfismos € y ¢:

(e®id)p =id = (id ® €) o, (3.16)

y por ultimo, la relacién que se obtiene de la propiedad de los inversos se
traduce a la siguiente relacién:

m(id ® k)¢ = 146 = m(k ® id) g, (3.17)

donde m : A ® A — A ahora es la multiplicacién (dada por m(a ® b) = ab)
en el algebra de funciones sobre el grupo y 14 es la funcién constante 1, es
decir la unidad, en A. Las tres ecuaciones (3.15), (3.16), (3.17), traducen la
estructura de grupo a nivel de funciones sobre el grupo, y las algebras que las
satisfacen se les llama algebras de Hopf. Asi, esta es una manera de traducir
la estructura de grupo en términos de un algebra de funciones sobre el grupo.

Definicion 3.8.1. Una bidlgebra es un dlgebra asociativa A equipada con el
homomorfismo ¢ : A — A ® A llamado co-producto, tal que

(p®id)¢ = (id @ ¢)¢. (3.18)

Un dlgebra de Hopf es una bidlgebra con unidad tal que existen mapeos lineales
e: A— C llamado co-unidad y k : A — A llamado antipoda, cumpliendo
con las siguientes relaciones:

(e®id)¢p =id = (id ® €), (3.19)
m(k ®1id)¢p = 146 = m(id ® k). (3.20)
Observacion 3.8.1. Para cada a € A, sea ¢(a) = 'V ®a®. Usando la notacién

de Sweedler podemos escribir la propiedad (3.18) de la definicién anterior,
conocida como co-asociatividad, de la siguiente manera:
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Esta notacién nos dice que la ecuacién (3.19) de la definicién anterior se
reescribe como e(a") ® a® = a = aV ® €(a?), la cual usando el hecho de
que C® A2 A= AR C la podemos reescribir simplemente como

e(aM)a® = a = aWe(a®).
Y la propiedad (3.20) en esta notacién se vera como

k(aMa? = e(a)ly = aVr(a?).

Para los principales ejemplos de esta tesis, consideraremos precisamente a
las dlgebras de Hopf como los andlogos cuanticos de los grupos. En estos con-
textos cuanticos A es un algebra no conmutativa. En lo que sigue, escribiremos
simplemente 1 para 14, si el contexto descarta posible ambigiiedad.

Proposicion 3.8.1. Sea A un dlgebra de Hopf. Entonces los mapeos co-unidad
y antipoda son unicamente determinados y se cumple lo siguiente:

€K = €, k(1) =1, (3.21)

(1) =1®1, e(ab)  e(a)e(h). (3.22)

k(ab) = k(b)k(a), or(a) = k(a?) @ k(aV), (3.23)

para todo a,b € A. O

Observemos que el mapeo € : A — C, es entonces un caracter del dlgebra
de Hopf A, es decir, el grupo cuantico G correspondiente a A tiene al menos
un punto clasico. Ademas, el conjunto de todos los caracteres de A forman
un grupo que geométricamente corresponde a la parte clasica G, de G. La
estructura de grupo clésico es dada por

gh = (g® h)o, h™t = hs, (3.24)
y elemento neutro es la counidad e.

Definicion 3.8.2. Sea A un dlgebra de Hopf. Decimos que A es una x-dlgebra
de Hopf si A tiene una involucion x : A — A tal que para todo a € A se
cumple que

¢(a*) = ¢(a)" = a'V* @ o', (3.25)

es decir, el co-producto es un x-homomorfismo.

Proposicion 3.8.2. Sea A una x—dlgebra de Hopf. Entonces e(a*) = €(a).

Ademas k es invertible y k™1 = xk*.

=
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Observacion 3.8.2. La propiedad anterior para la inversa de k se puede rees-
cribir como k * k * = id y es conocida como condicién de Woronowicz.

El siguiente ejemplo de algebra de Hopf, es el que utilizaremos extensiva-
mente a lo largo de esta tesis. Esta algebra corresponde al circulo unitario.

Ejemplo (Estructura de &lgebra de Hopf sobre el circulo unitario). Sea S* el
circulo unitario de ntimeros complejos v u : S' < C la inclusién canénica.
Es claro que u* = u~!. Consideremos la *-algebra A generada por u y u*.
Entonces A es una x-algebra de Hopf definiendo los mapeos de co-producto,
co-unidad y antipoda de la siguiente manera:

by =uou, S =u@u,  du)=1=c),

k(u) = u*, k(u*) = u. (3.26)

De hecho, A es una *-dlgebra conmutativa unital y como vimos antes, natu-
ralmente se completa en el dlgebra C* dada por A = C(S') donde o(u) = S*.
Asi el grupo clasico asociado a dicha algebra de Hopf no es otra cosa que el
grupo de nimeros complejos unitarios U(1).



Capitulo 4

Calculos diferenciales

En este capitulo abordaremos una generalizacién cuantica del calculo integral
y diferencial.

En el calculo diferencial 1-dimensional real, uno de los teoremas mas
importantes es el Teorema Fundamental del Calculo el cudl entrelaza la
derivada y la integral como un tipo de operadores opuestos. En este célculo
diferencial, la diferencial de una funcién suave y cualquier funciéon suave
conmutan, es decir, el calculo unidimensional es siempre conmutativo en el
caso clasico. Para obtener un teorema fundamental del cdlculo en dimensiones
mas altas necesitamos definir un integrando que nos de un nimero al integrar
sobre dominios orientados.

Las k-formas son los integrandos correctos para integrar sobre dominios
orientados k-dimensionales. Podemos pensar a las k-formas en R"™ como
funciones que toman k vectores y regresan un numero ¢(vy, ..., v;) tal que
¢ es multilineal y antisimétrica como una funcion de los vectores. O mas
intuitivamente, las k-formas toman k vectores, juegan con ellos para obtener
una matriz de tamano k x k y formar un paralelogramo de tal forma que
arroja como resultado el area con signo de dicho paralelogramo.

Y una k-forma diferencial en un subconjunto U de R™ la pensamos como
un mapeo ¢ que toma paralelogramos anclados en los puntos x de U y regresa
nimeros de acuerdo a la siguiente férmula:

O(Py(vy, ... v5)) = o(x)(v1, ..., Uk),

donde () es una k-forma.
También podemos escribir a las formas diferenciales en U como expresiones
de la forma

Y= Z ailv"-’ik (:U> dxil VANKIERIVAN dinH

1< << <n

95
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donde las a;, ., () son funciones de U en los reales. De esta manera, las
formas diferenciales son nuevos objetos que incluyen a las diferenciales del
calculo 1-dimensional.

El espacio de formas diferenciales forma un algebra graduada
0=k
k=0

donde Q° contiene a todos los elementos de grado cero los cuales son funciones
suaves en las coordenadas locales z1, . . ., x,, de la variedad; en Q' encontramos
todos los elementos de grado 1 que son todos los polinomios en las diferenciales
con coefientes en Q°, y asf sucesivamente y se cumple que si w,n € € son
homogéneas, entonces

wn = (=1)%Mw,

donde 0 es el operador de grado de formas diferenciales homogéneas.

Resumiendo lo anterior, se define la diferencial exterior como un operador
lineal d : 2 — Q que satisface las siguientes propiedades:

1. Aumenta el grado por 1.
2. Actia en Q° como la diferencial.

3. Satisface la regla graduada de Leibnitz, esto es, para todo w,n € €2 se
cumple

d(wn) = d(w)n + (=1)*wd(n).

4. Su cuadrado es cero:
d?=0.

En lo que sigue de este capitulo veremos una realizaciéon cuantica de este
programa.

4.1 Calculo diferencial sobre espacios
cuanticos

Dada una variedad suave M, podemos considerar el algebra A = C*°(M)
de funciones suaves sobre la variedad. La estructura completa del algebra
Q(M) de formas diferenciales sobre M, se puede reconstruir conociendo las
uno formas T’ = QY (M), las cuales forman un bimédulo sobre A equipado con
la diferencial d: A — T.
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En el caso cuantico, formulamos de manera analoga la nocién de calculo
diferencial. Consideraremos un algebra compleja A, en general no-conmutativa
y la pensaremos como un algebra de funciones apropiadas sobre una variedad
cuantica. Consideraremos un bimoédulo sobre esta algebra equipado con la
diferencial d: A — T.

Definicion 4.1.1. Sean A un dlgebra unital, I' un bimddulo unital sobre el
dalgebra A y d : A — T" un mapeo lineal. Decimos que (I';d) es un cdlculo
diferencial de primer orden sobre A si

1. El operador d es una derivacion de A con valores en I'. Es decir
d(ab) = (da)b + adb,

para todo a,b € A.

2. Para cada elemento p € T, existe una cantidad finita de elementos
ay, by, a,, b, € A tales que

p = Z adby.
k=1

De aqui en adelante, cuando el contexto lo permita usaremos la notacién
>~ adb para referirnos a las sumas finitas de la forma ) ;_, a,db; para algunos
a, by, ..., a,,b, € Ay también escribiremos Y a ® b en lugar de la suma
finita >, _, ax ® by, para algunos ay, by, ..., an, b, € A.

Observemos que en la definicion anterior hemos omitido la condicién
de que las ‘funciones suaves’ conmuten con d, es decir los elementos de A,
conmuten con las diferenciales. La primera propiedad es basicamente la regla
de Leibnitz y la segunda nos dice que las diferenciales generan algebraicamente
a todo el bimédulo T'.

Observacion 4.1.1. Aplicando la regla de Leibnitz al elemento 1 en el dlgebra
A, tenemos que necesariamente d(1) = 0. Por lo tanto, dado que d es lineal,
tendremos que

para todo A € C.

Definicion 4.1.2. Dos cdlculos diferenciales (I'1,dy) y (I'y,d2) sobre A son
iguales si existe un isomorfismo ¢ : I'y — [y de bimddulos tal que 1(d1a) = dya
para todo a € A.
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Presentaremos a continuacién la construcciéon dada en [23] de célculos
diferenciales de primer orden sobre un algebra unital A. Sea m el mapeo
multiplicacién de A. Definimos el subespacio vectorial A? del dlgebra A @ A
como

A2 ={ge A® A | m(qg) =0}. (4.1)

El subespacio A? tiene estructura de A-bimédulo definiendo para todo
¢ € A las acciones izquierda y derecha como:

c(Za@b)cha@b, <Za®b)c=2a®bc. (4.2)
El operador D : A — A? dado por
Da)=1®a—-a®]1, (4.3)
para todo a € A, es un operador diferencial pues si a,b € A, entonces

D(a)b+aD(b)=(1®a—a®1)b+a(l®b-b®1)=1®ab—a®b+
a®b—ab®1l=1®ab—ab® 1= D(ab).

Es decir, D satistace la regla de Leibnitz. Por otro lado, si ¢ = Y a®b € A?,
entonces

daDb)=> a(l@b-b@1)=» a®b-Y ab@1l=q.

Por lo tanto podemos concluir que (A%, D) es un calculo diferencial de primer
orden sobre A conocido como el cdlculo universal sobre A.

El siguiente teorema nos muestra que todo calculo diferencial sobre un
algebra, se puede obtener como el calculo cociente del calculo universal.

Teorema 4.1.1. Sea N" un A sub-bimddulo de A*> yT = A?/N el A bimddulo
cociente. Si Il : A2 — T es el epimorfismo candnico y 6 = Il o D, entonces
(I, 9) es un cdleulo diferencial de primer orden sobre A. Mds ain, cualquier
cdlculo diferencial de primer orden sobre A se puede obtener de esta manera.

Demostracion. Es obvio que el operador § satisface la regla de Leibniz pues
IT es un morfismo de A-mdédulos. Ademaés como II es epimorfismo, para
todo elemento v € T existe ¢ € A%, ¢ =Y. a® b tal que v = I(q). Por la
construccién anterior tenemos que ¢ = »_ aD(b), lo que nos lleva a que

y=Ti(q) = ) ad(b).
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Por lo tanto, (I",d) es un cdlculo diferencial de primer orden sobre A. Por otra
parte, si (I',d) es otro cdlculo diferencial de primer orden sobre A, definimos
el mapeo lineal II : A% — T, dado por

0} awb| =" adw).

Entonces II es un morfismo de A-bimédulos. En efecto, para todo ¢ € A
tenemos:

11 [C(Za@)b)} :ﬁ(an@)b) :cZad(b) = [Za@b} :

es decir, IT es un morfismo de A-médulo izquierdo. Por el otro lado, también
se tiene que

IT [(Za@ b)c]

11 [Za ® bc] = Zad(bc) = [Z ad(b)} c
II [Z a® b] c,

es decir, II es un morfismo de A-médulo derecho. Por lo tanto II es un
morfismo de A-bimddulos.

€ I' entonces el elemento q =

Notemos ademéds que si p = > ad(b)
(q) = p, lo que demuestra que II es

S>a®b— > ab® 1 € A? satisface que
sobre.

Asif, dado que II es morfismo de A-bimédulo entonces N = ker(IT) es un
A-sub-bimédulo de A% y por el primer teorema de isomorfismo se tiene que
P=T=A%/N.

Observemos que II induce un isomorfismo II : I' — T’ de A-bimédulos
y ademds observemos también que I' es un célculo diferencial sobre A con
mapeo diferencial dado por § = I o D, donde II : A% — T es la proyeccién
canénica y D : A — A? es la diferencial dada por la férmula (4.3). Veamos
que los calculos (I',6) y (I, d) son iguales. En efecto,

[16(b) = I(II(D(D))) = (1 ®b—b® 1) = 1d(b) — bd(1) = d(b),
lo que termina la demostracion. ]

En general, en un algebra podemos definir mas de un calculo diferencial
sobre ésta. En el caso de que NV = A? obtenemos el célculo diferencial trivial
y si N = {0} entonces tenemos el cdlculo inicial universal. Denotaremos por
§ a la diferencial del factor cdlculo A?/N, es decir, § = ITo D.
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Definicion 4.1.3. Sean A una *-dlgebra y (I';d) un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A. Decimos que (I',d) es un x-cdlculo si se cumple que

Z adb =0, entonces Z d(0*)a* = 0.
En tal caso, la formula
(adb)* = (db*)a” (4.4)

determina de manera consistente y unica un operador antilineal x: I' — T" que
se puede pensar como x-estructura inducida de A a T'.

Observemos que si (I',d) es un *-calculo, entonces como consecuencia de
la ultima igualdad en la definicion anterior, se tendra que d y las * conmutan
y ademas podemos ver facilmente que se satisfacen las siguientes igualdades

*

de la definicién del operador * en I'.

Definicion 4.1.4. Sea ¥ un bimddulo sobre una x-dlgebra A. Decimos que W
es un x-bimddulo sobre A, si existe una operacion x : W — W definida como
x(0) = 0" y que satisface las siguientes propiedades:

(Ao +6)" = Xo" + 07, () = o, (a0)" = o"a*,
para todo a € A, 0,0 € ¥ y A\ € C.

Observacion 4.1.2. Si (I',d) es un *-célculo, entonces I' es automdticamente
un *-bimodulo tal que la diferencial d intercambia la estructura x de A y I'.
Por la definicién de *-calculo, como ya mencionamos, la operaciéon * en I'
queda unicamente determinada.

Observacion 4.1.3. Si A es una x-algebra entonces el A-bimédulo A% es un
x-bimddulo donde la operacién * : A% — A% estd dada por

(Za@b)* = —Zb*@a*.
Observemos ademas que D y * conmutan:
D@)=1®ad —-ad"®]l)=(1®a)—(a®1) =(1®a—a®1)" = D(a)",

para todo a € A. Es decir, el cdlculo universal (A%, D) es un *-célculo con la
estructura * dada arriba.
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Proposicion 4.1.2. Sea A una x-dlgebra y N un A-sub-bimdédulo de A%, en-
tonces (A%/N, ) es un *-cdlculo si y sélo si N* = N.

Demostracién. Supongamos que (A%/N, ) es un *-cdlculo, y consideremos
I1: A2 — A?/N el x-epimorfismo canénico, entonces para todo q € N, se
satisface que I1(¢*) = TI(¢)* = 0, es decir ¢* € N. Por lo tanto A es invariante
bajo la estructura .

Inversamente, si N* = N y > ad(b) = 0, para a,b € A, entonces obser-

vando que
0= as(b) =Y all(D(b)) = T(>_ aD(b)).

tenemos que Y aD(b) € N, lo cual, usando que N es invariante bajo x,

implica que

() aD(b))* =) D(b*)a" € N.
Por lo tanto

> 6(b")a" =T()_ D(b*)a”) =0,

es decir, A*/N es un x-cdlculo. O

4.2 Calculo diferencial sobre grupos
cuanticos

En esta seccion veremos como son los calculos diferenciales sobre las algebras de
Hopf. Como hemos mencionado, estas dlgebras nos proporcionan estructuras
bésicas para definir el concepto de grupo cuantico.

Asi que la probleméatica natural con los calculos diferenciales sobre un
algebra de Hopf (en general no conmutativa) es investigar en qué forma la
estructura de grupo cuéntico (dada por el coproducto) se relaciona con la del
calculo.

Definiremos primeramente los conceptos de cédlculo diferencial covariante.
Este concepto se divide en izquierda, derecha y bicovariante. Estos nos dan
versiones cuanticas de la idea de extensibilidad de las acciones izquierda y
derecha del grupo al nivel del calculo. Obtendremos también una variedad de
formulas explicitas para conocer el calculo diferencial con el que comenzamos.

Definicion 4.2.1. Sean A un dlgebra de Hopfy (I',d) un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A. Decimos que el cdlculo (I';d) es izquierda covariante
si se cumple que cada vez que Y ad(b) =0 en I', entonces

Y o) ide d)pd) = ab @ a@d(p?) = 0.
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Similarmente el cdlculo (I',d) es derecha covariante si cada que ) ad(b) =0
en I', entonces

Y sl d@id)ed) = Y aVdp?) @ a®b = 0.

Finalmente, el calculo (T',d) es bicovariante si es izquierda y derecha covari-
ante.

Al igual que la multiplicacion del grupo tiene su mapeo dual ¢, podemos
pensar en la version dual de una accién.

Definicion 4.2.2. Sea A un dlgebra de Hopf y VW un bimddulo sobre A. Decimos
que ¥ es un bimoddulo izquierda covariante si estd equipado con un mapeo
lineal ¢ - ¥ — A VY que es una co-accion izquierda de A en ¥, es decir los
diagramas

\\J —£> AR W \IJLA@MIJ
4 lcb@id idl le@id
AQU —— AQAQU vV — CeUu

d®/e ~

son conmutativos, y ademds se cumple

l(ag) = ¢(a)l(o), l(0a) = l(0)¢(a),
para cada a € Ay pe V.

Notemos que si usamos stper indices negativos para indicar los elementos
del dlgebra y super indice cero para los elementos del bimédulo, obtendremos
que si £(0) = o™V ® 0, entonces el diagrama del lado izquierdo de la
definiciéon anterior nos dice que

Q(—Z) R (Q(—l) ® Q(O)> — (Q(_Q) R Q(—l)) ® Q(O),

Por otro lado, el diagrama del lado derecho de la definicién anterior nos
dice que
(@) =0 (4.5)

Lema 4.2.1. Sea A un dlgebra de Hopf y A? = ker(m) el bimddulo definido
anteriormente. Entonces A? es un bimddulo izquierda covariante con co-accion
izquierda definida como

Za@b—a D a?® ®bp@ (4.6)

para todo a,b € A. ]
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De manera andloga, podemos definir .A-bimoddulo derecha covariante:

Definicion 4.2.3. Sea A un dlgebra de Hopf y ¥ un bimddulo sobre A. Decimos
que W es un bimodulo derecha covariante si estd equipado con un mapeo lineal
p: VU — VA que es una co-accion derecha de A en ¥, es decir los diagramas

@ P

v o — UAa VvV — A
0| |ideo id | lidee
VoA — VAR A vV — IeC
p®id =
son conmutativos, y ademds se cumple:
plae) = ¢(a)p(o), ploa) = p(o)d(a),

para todo p € ¥ y a € A.

Si ahora usamos el stper indice cero para indicar los elementos del
bimoédulo, y stiper indices positivos para indicar a los elementos del algebra,
se tiene que para p(p) = 09 ® oM entonces el diagrama del lado izquierdo
de la definicién anterior nos dice que

(0¥ @ o) @ o® = 0@ @ (o @ o). (4.7)
Por otro lado, el diagrama del lado derecho de la definicién anterior es
equivalente a decir
0Ve(eM) = o. (4.8)
Lema 4.2.2. Sea A un dlgebra de Hopf y A? = ker(m) definido en (4.1).
Entonces A? es un bimddulo derecha covariante con co-accion derecha dada
por la formula:

p(z a®b) = Z 'V @ b @ @b, (4.9)
para todo a,b € A. ]

Definicion 4.2.4. Sea A un dlgebra de Hopf y ¥V un bimddulo sobre A. Decimos
que VU es un bimodulo bicovariante si estd equipado con una co-accion izquierda
{ y una co-accion derecha @ con las que se convierte en bimddulo izquierda y
derecha covariante respectivamente y ademds el siguiente diagrama

v Y5 w4
i |¢eia (4.10)

AT —— AT A
id® p

es conmutativo.
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Lema 4.2.3. Sea A un dlgebra de Hopf y A? = ker(m) el bimédulo definido
en (4.1). Entonces A* es un bimddulo bicovariante con co-acciones izquierda
y derecha dadas por las formulas (4.6) y (4.9), respectivamente. O

Definicion 4.2.5. Sean A un dlgebra de Hopf, ¥ un bimoddulo izquierda co-
variante sobre A y £: ¥V — A® YV la co-accion izquierda. Decimos que un
elemento o € ¥ es izquierda invariante si

l(o) =1® 0.

Denotamos por Vi, al espacio vectorial de todos los elementos izquierda
mvariantes de V.

De aqui en adelante escribiremos (¥, ¢) para referirnos al bimédulo ¥
izquierda covariante con su co-accién izquierda ¢. De la misma manera,
escribiremos (W, p) para referirnos al bimédulo ¥ derecha covariante con
su co-accién derecha p y escribiremos (¥, ¢, o) para referirnos al bimédulo
bicovariante W con sus co-acciones izquierda y derecha ¢ y @, respectivamente.
También escribiremos simplemente W, si el contexto lo permite.

Cada bimdédulo ¥ se corresponde geométricamente con un haz vectorial
sobre el grupo, equipado con una accion del grupo, es decir, con un haz
covariante. En este caso, W;,, sera el espacio de todas las secciones del haz
que son invariantes bajo la accion izquierda del grupo.

Observacion 4.2.1. Obsérvese que estamos usando bimoédulos y no moédulos
izquierdos o derechos como se usa en K-teoria algebraica o en la formulacion
de Alain Connes. Los bimddulos como andlogos de haces vectoriales, también
aparecen naturalmente en la teorfa de haces principales cuanticos [8] como
sus haces vectoriales cuanticos asociados.

De esta manera, cuando A es conmutativa, le corresponde un grupo clésico,
y la formulaciéon cuantica incluye como caso particular toda esta teoria clasica.

Proposicion 4.2.4. Sea A un dlgebra de Hopf y W un bimddulo izquierda
covariante sobre A. Entonces existe una unica proyeccion p : V — Wy, tal
que

p(bo) = €(b)p(o), (4.11)

para todo b € A y o € V. Mds atin, se cumple que si {(9) = o™ @ o©
entonces

0=0""p(e"), (4.12)

para todo o € V.
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Demostracion. Definimos el mapeo lineal p : ¥ — W, como

p(o) = r(0") 0.

Primeramente veamos que la imagen de p esta en los elementos izquierda
invariantes. En efecto, para todo o € ¥ se tiene que

es decir, p(0) € Wi,y Por otro lado, observemos que £(bo) = b o= @ b(2) o(®)
implica que:

p(bo) = k(B o= 0 = k(o061 0 = e(b)p(0),
y por lo tanto p satisface (4.11). Ademas,

0" p(e?) = oPr(07)e” = e(o)0@ = o,

lo que muestra que p también satisface (4.12).

Finalmente debido a que ¢(p(0)) = 1 ® p(0), se tiene entonces que p?(p) =
k(1)p(e) = p(o) y si 0 € Wiy entonces p(p) = k(1)o = p. Lo que demuestra
que p es una proyeccion.

Para demostrar la unicidad, sea ¢: ¥ — W;,, otra proyecciéon con las
propiedades de la proposicién. Entonces tenemos que

0=0"p(0") = o Vq(o),

y de esta forma se tiene que

4(0) = q("Vq(0)) = e(e")q(0) = e(e")p(0!”) = p(e(e" ")) = p(0),
lo que demuestra la unicidad. O

Proposicion 4.2.5. Sea A un dlgebra de Hopf y ¥V un A-bimddulo izquierda
covariante. El espacio Vi, posee una estructura natural de A-mddulo derecho
definiendo la accion derecha o : Wy, X A — Wy, como

00b=r(b1)eb?. (4.13)
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Demostracion. Observemos que el elemento #(b(V))gb? efectivamente es
izquierda invariante:

k(b)) ab®) = o (s (b)) (0)$(b*)) =

Y veamos ahora que o define una accién derecha. Por la definicién se tiene
que go 1 = k(1)pl = p, para todo g € Vy,,. Ademsds,
(00a)ob= (r(aV)ea?) o b= r(bW) (r(a")0a?) b?
= k(a Mp ))Qa( W = po (ab),

para todo a,b € Ay o € ¥y,,. Lo que muestra que efectivamente o es una
accién derecha de A en Uy, O

Si ademas es el caso que ¥ es un bimoédulo bicovariante entonces se
satisface que

p(qjinv) g \Ijinv ® A

Es decir, el espacio ¥;,, ademds de ser un médulo derecho sobre A también
esta equipado con una estructura de comédulo derecho.

Proposicion 4.2.6. Las estructuras de médulo y de comodulo en Wy, satisfacen
la siguiente identidad de compatibilidad mutua:

pBoa)= (0" o0a?)® k(aM)gVa®. (4.14)
Demostracion. El calculo directo nos lleva a

p(0 0 a) = p(x(a' ) ) o (a’ )) (0)6(a®)
= (,{(a( ) (9 ) (a(3) ® a(4))
= k(al )Q(O) ) ® H(a(1))9(1)a(4)
= (09 0 a®) @ r(aM)gWa®),

por lo tanto se cumple la identidad de compatibilidad. O

Proposicion 4.2.7. Sea A un dlgebra de Hopf y ¥ un bimddulo sobre A
izquierda covariante. Entonces A ® W, posee una estructura de A-bimodulo
naturalmente isomorfo a V.
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Demostracion. Para todo a,b € Ay o € ¥y, definimos la accién izquierda
de A en A ® V;,, de la manera natural, es decir

a(b® p) = ab® p.
La accion derecha de A en A ® ¥, la definimos como:
(a® 0)b=ab @ (pob?), (4.15)

para todo o € ¥y, v a,b € A. Con las acciones asi definidas A ® Wy, se
convierte en bimédulo sobre A.
Ademsés, /: A® ¥y, - AR AQ® Vi, definida como

b®o) = o) ®o=0" 20y, (4.16)
define una co-accion izquierda de A en A ® ¥;,,. En efecto,

(6 ®id)l(b® o) = (¢ ®id)(6(b) ® 0) = 6(bV) @ b @ o
( ®1d) (b) ® o= ([d® ¢)o(b) ® ¢

2 () ® 0= @ (b @ o)

(1d®€)( (b) @ 0) = (iId @ £)i(b® o),

para todo b € Ay p € ¥;,,. Nbtese que el mapeo id es el mapeo identidad
en A® ¥;,,. Por otra parte también se tiene que

(c@id)l(b® o) = (c®id)(d(0) ® 0) = (b)) @b ® 0 =b &,

para todo b € Ay o € ¥;,,. Por lo tanto, ¢ define una co-accién izquierda.
Ademas por la definicién se tiene que

Ua(b® o)) = U(ab® o) = ¢(ab) @ o = ¢(a)(b) @ ¢ = B(a){(b @ ).
Y por otra parte también tenemos que
i((a® p)b) = i(abV ® [00 b)) = $(ab) @ [0 0 b
= aPpM @ @b @ [p0b¥] = VY @ (@ @ 0)b?
= [V ® (a® @ 0)]0(b) = l(a @ 0)(b).

Lo que demuestra que el bimédulo A ® ¥y, es izquierda covariante.

Finalmente, si denotamos por ¢ a la co-accién izquierda de A en U,
entonces el mapeo ¢ : ¥ — A ® ¥y, definido como

¢ = (id ® p)¢,
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es un isomorfismo de bimoédulos. Aqui id es el mapeo identidad definido en
A v p es la proyeccién sobre Uy, dada en la proposicién 4.2.4.

Mas explicitamente tenemos
u(0) =60 @ p(e®),

donde /() = 6V ® 0. Veamos primeramente que ¢ es un morfismo de
bimoédulos. Para todo a € Ay 6 € ¥ se tiene que

((ah) = ¢(a)l(8) = aVo @ aPeO),
pues (¥, ¢) es un bimédulo izquierda covariante. Por lo tanto,

1(af) = aPeD & p(a(2)g(0)) = qWp-b & 6(a(2))p(g(0))
= a6V @ p(0Y) = au(0),

es decir, ¢ es un morfismo de médulo izquierdo. Por otro lado

1(0a) = 00Va® @ p(0©a®@) = 92D ® k(D@90
= 0200 @ k(a@)k(0D)IO B = 9-DgM @ (5(O1)9O o ¢@)
= (072 @ r(0°)0)a = (07 @ p(0))a = 1(0)a,

donde hemos usado la derecha ¢-linealidad de ¢ y también que el mapeo
proyeccién se define como p(#?) = k(A1) Asi que tenemos que ¢ es un
morfismo de A-bimddulos.

Finalmente, ¢ es biyectivo pues el mapeo multiplicacion m : A ® ¥y, — ¥
es su mapeo inverso. Por lo tanto los bimddulos izquierda covariantes ¥ y
A ® VU, son isomorfos. O

Lema 4.2.8. Sea A un dlgebra de Hopf y (A%, D) el cdlculo universal con
co-acciones definidas por las ecuaciones (4.6) y (4.9). Entonces, (A?, D) es
un cdlculo bicovariante. [

Proposicion 4.2.9. Sea A un dlgebra de Hopf y (I',d) un cdlculo diferencial
de primer orden sobre A izquierda covariante. Entonces I' es un bimddulo
izquierda covariante equipado con una unica co-accion izquierda £ : ' — AQT,
tal que

((d(a) = a'V @ d(a"),

para todo a € A.
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Demostracion. Sea ¢ : ' - AR definida como

() ad(b)) => aMb) @ a®d®?). (4.17)

Entonces ¢ es una co-accion izquierda que satisface la condicion de la proposicion.
En efecto, primeramente observemos que ¢ estd bien definida pues el calculo
(I',d) es izquierda covariante.

El mapeo lineal ¢ satisface lo siguiente:

(6 @id)e() " ad(b)) =) ¢ WMy @ oD d(b@)
=3 a6 © 0@ @ a®d(b®)
=> aV g é(a@)d(b(?)))
= (id® e)(z o @ aPd(b?))
= (id® 0)() _ ad(b)).

Asf mismo, también se cumple que
(e@id)((d_ad®)) = e(@p)a?d(p®)
= Z e(aM)e(8M)aPd (@)
- Z (€<a(1))a(2)) d(e(bM)p@)
= ad(b)

Es decir ¢ es una co-accién izquierda. Ademas,

(> ad®) =>ab @a®d(p®) = (oW @ o) @ d(b?))
= o(a)l(d(b))
y también
0> d(b)a) = e(d(ba)) — £(bd(a))

_ Z bMa® ® d(b?a®) — 5Va® © @ d(a®)
— Zb(l)a(l) ® (d(bPa®) — @ d(a?))
=> WM @d(®)a® = " (d(b)é(a)

Por lo tanto I' es un bimoédulo izquierda covariante tal que

((d(a)) = aV @ d(a®).
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Para demostrar la unicidad, sea ¢ otra co-acciéon izquierda tal que se
cumple la misma propiedad de covarianza

i(d(a)) = aV @ d(a?).

Entonces como todo elemento de I' se escribe como suma finita de elementos
de la forma ad(b) se tiene que

(D" ad(v)) =" sla)e(d®) =Y ¢(a)l(d(b)) = £( " ad(b)),

es decir, £ = {. Lo que termina la demostracién. n

Observacion 4.2.2. Como consecuencia de esta proposiciéon tenemos que la
co-accién izquierda de A en el bimédulo A% dada por la férmula (4.6), es la
Unica co-accion izquierda tal que

UD(b)) =" @ D(OP),

para cada b € A.

De forma andloga, si el calculo diferencial (I',d) es derecha covariante,
entonces I' es un bimédulo derecha covariante tal que la co-accion derecha, g
de A en I' satisface que

p(d(a)) = d(a") @ a?,

para todo a € A. La co-accién derecha es tinica y esta definida por la férmula

o) ad(®) => " aMd(pM) @ a®p®, (4.18)

para todo a,b € A.

Como consecuencia, también tendremos que la férmula (4.9) para la co-
accién derecha de A en el bimédulo A2, define una tinica co-accién derecha
tal que se satisface la correspondiente propiedad de covarianza.

Corolario 4.2.10. Sea A un dlgebra de Hopf y (I',d) un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A bicovariante. Sean € y ¢ las co-acciones izquierda y
derecha, definidas en (4.17) y (4.18) respectivamente. Entonces

(l®id)p = (id ® p)L.
Es decir, I' es un bimaodulo bicovariante. [

Definicion 4.2.6. Sean A un dlgebra de Hopf y (I',d) un cdlculo diferencial

de primer orden sobre A. Definimos el mapeo de gérmenes w: A — T' como
m(a) = k(aM)da®.
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Observacion 4.2.3. Observemos que el mapeo de gérmenes 7 se puede definir
para cualquier calculo diferencial de primer orden. En el caso particular
cuando el célculo (T',d) es izquierda covariante, tenemos que el mapeo 7 es la
composicion de la diferencial d y la proyeccion p dada en la Proposicion 4.2.4.
En particular se tiene que los gérmenes m(a) estdn en 'y

Proposicion 4.2.11. Sea A un dlgebra de Hopf y (I'; d) un cdlculo diferencial
sobre A izquierda covariante. Entonces el mapeo de gérmenes w es sobre I'yy,, .

Demostracion. Sean p € 'y, v £ la co-accién izquierda de A en I'. Como I’
es calculo diferencial de primer orden sobre A, entonces todo elemento en I'
se escribe como combinacién lineal finita de elementos de la forma ad(b), con
a,b € A. Observemos que

D t(ad() =) " apM @ a®d(p?) = 1® p.

Aplicando m(k ® id) en ambos lados de la ultima ecuacién tendremos que

0= Z k(aWbM)aP (b)) = Z KB k(aM)a®d (@)
= w(0)e(@)d(0®) = e(a)m(0),

lo que nos muestra que 7 es un mapeo sobre. ]

Observacion 4.2.4. Dado un calculo diferencial (I, d) de primer orden sobre un
algebra de Hopf A, podemos en general definir el espacio I'y,, como la imagen
del mapeo de germenes 7 y la estructura de o en I'y,, esta bien definida.

Lema 4.2.12. Sean A un dlgebra de Hopf, (I';d) un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A y w el mapeo de gérmenes. La estructura de A-mddulo
derecho en 'y, se relaciona con m de una forma particularmente simple:

m(ab) = m(a) o b+ €(a)m(b).

Esto lo podemos interpretar como la regla de Leibniz localizada en el ‘elemento
neutro’ del grupo.

Demostracion. Por la definicion del mapeo de gérmenes se tiene que

m(ab) = m(a(l)b(l))d(a(z)b@)) — m(b(l))n(a(l)) (d(a@))b(z) + a(2)d(b(2)))
=7(a)ob+ e(a)m(b),

para todo a,b € A. ]
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Observacion 4.2.5. Sea R = ker(e) N ker(m), entonces como consecuencia
directa del lema anterior tenemos que para todo a € R y b € ker(e) se cumple
que

m(ab) =7m(a)ob=00b=0, €(ab) = €(a)e(b) = €(a)0 = 0,

es decir, ab € R y por lo tanto R es un ideal derecho de ker(¢). Ademds como
A =ker(e) ® C y 7(C) = 0, entonces

iy = im(7) = ker(e)/R. (4.19)

Dada un algebra de Hopf A y un célculo diferencial (I',d) izquierda
covariante sobre A, jpodemos definir en el bimédulo A ® I'j,, una estructura
diferenciable sobre A que defina el mismo célculo diferencial sobre A dado
en I'? En lo que sigue veremos que efectivamente, podemos definir una tal
estructura. El producto tensorial aqui, se debe entender como A-médulo
izquierdo libre.

Proposicion 4.2.13. Sea (I', d) un cdlculo diferencial de primer orden sobre
A. Entonces A® Iy, tiene una estructura diferencial sobre A definida como

d(a) = aW @ w(a?).

Mas ain, (A ® Ty, d) es un cdlculo diferencial de primer orden sobre A
izquierda covariante.

Demostracion. En la proposicién (4.2.7) ya hemos visto que A ® I,y es un
bimoédulo sobre A, con accién izquierda dada por

a(b® o) = ab® o,
y accion derecha
(b® o0)a =baY @ (poa?).

Es claro que d es lineal pues es la composicion de los mapeos lineales
(1®7)y ¢. Ademés

d(ab) = aMo @ 7(a@p®)
— WM & (ﬂ(a@)) o b(2)) +aMpM & E(a(2))7r(b(2))
= (a(l) ® 7T(CL(2))) b+a (b(l) ® 7T(b(2)))
— d(a)b + ad(b),
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por lo tanto se cumple la regla de Leibnitz. Ademés, como 7 es un mapeo
sobre, entonces todo elemento p € Ty, se puede escribir como p = m(c), para
algtin ¢ € A. Por lo tanto, para todo a € Ay p € I'y,, tenemos

(cm(c(l))) de® = ar(cV) (0(2) ® 7T(C(3))) =a (FL(C(I))C@)) @ m(c®)
ae( M @n(c?)=a@7(c) =a®p.

Por lo tanto (A ® Iy, d) es un calculo diferencial de primer orden sobre el
grupo cuantico.

Similarmente como en 4.2.7 definimos la co-accién izquierda como

l(a®0) = ¢(a) @ 0

Entonces A ® Iy, es un cédlculo diferencial de primer orden sobre .A izquierda
covariante. Hay que ver que si > adb = 0 entonces Y aMbM @ aPdb® = 0.
Sea entonces Y adb = 0 es decir, > ab) @ 7(b?) = 0 entonces

Z aWpD & ¢ gp@ — Z a5V @ (a@b@ @ 7(b®)) =
> o)) @x(b?) =" ¢(ab)@m(d®) = (> abV@r(b?)) = 0.

Por lo tanto el calculo (A ® [y, d) es izquierda covariante. d

Al célculo diferencial (A ® Ty, d) izquierda covariante mencionado en
la proposiciéon anterior, lo podemos pensar como una envolvente covariante
del célculo diferencial (I',d). De esta manera, siempre podemos asociar un
calculo covariante a un calculo diferencial dado.

Teorema 4.2.14. Sea (I, d) un cdlculo diferencial de primer orden sobre A
izquierda covariante. Entonces los cdlculos diferenciales (AR, d) y (T', d)
de primer orden sobre A son iguales.

Demostracion. Por la proposicion (4.2.9) el bimédulo T es un bimédulo
izquierda covariante y por la proposicién (4.2.7) A® I'y,, tiene una estructura
de bimédulo isomorfo a I'.

El isomorfismo de bimédulos ¢ : T' — A® Ty, dado por t(8) = 81 @p(6@)
cumple que:

((da) = 'V @ p(d(a?)) = a!V @ 7(a?) = d(a),

donde usamos que la co-accién izquierda en I' cumple ¢(da) = ™™ @ d(a®).
Por lo tanto los calculos son iguales. O
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Observacion 4.2.6. Observemos que el mapeo multiplicaciéon m : A ® I'y,, —
I' dado por m(b ® p) = bo es el mapeo inverso del isomorfismo ¢ de la
demostracion anterior.

Asi que tenemos que si (I', d) es izquierda covariante, entonces el morfismo
m (6 bien ¢) es isomorfismo.

Por otro lado, si (I',d) es un cdlculo diferencial de primer orden sobre A
y m es un isomorfismo entonces

m(d(a)) = m(aW @ 7(a?)) = aWY7r(a?) = aWk(a?)d(a®) = da.

Es decir, los célculos (I',d) y (A & Ty, d) son iguales.
Ahora, como (A ® Iy, d) es un cdlculo diferencial izquierda covariante
(véase proposicion 4.2.13) entonces (I, d) es izquierda covariante también.
Por lo tanto, el cdlculo (T, d) es izquierda covariante si y solo si el mapeo
multiplicacion m : A ® I'y,y, — I' es isomorfismo.

Ya hemos visto que cualquier calculo diferencial (I',d) de primer orden
sobre A se obtiene como factor calculo del cdlculo universal (A2, D), es decir,
(T',d) = (A?/N,§) donde N es un sub-bimédulo de A% § =110 D y II la
proyeccion de A% sobre A% /N

Ademas tenemos que el cdlculo universal es un calculo diferencial bicovari-
ante. {Qué condiciones debemos poner sobre el sub-bimédulo N para que el
factor calculo sea bicovariante también?

Proposicién 4.2.15. Sea N un sub-bimddulo de A*> y 6 : A — A*/N la
diferencial del teorema 4.1.1. Entonces (A*/N,0) es un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A izquierda covariante si y solamente si N es izquierda
invariante, es decir, {(N) C AR N.

Demostracién. Supongamos que el cdlculo (A?/N,§) es izquierda covariante.
Sean ¢ la tinica co-accién izquierda de A en A%*/N dada en la proposicién
429y II: A* — A%/N la proyeccién canénica. Entonces para todo elemento
q € A%/N se cumple lo siguiente

(id ® N(q) = (id © )¢V ® ¢) = ¢V @ () = (¢ @ ¢©)
=1I(¢(q)) = ((I(q))-

En particluar, si g € N, £(q) € ker(id®1I) € AR N, es decir, N es izquierda
invariante.

Inversamente, supongamos que el sub-bimddulo N es izquierda invariante
y que Y ad(b) = 0. Entonces como II(> aD(b)) = > ad(b) tenemos que



4.2. CALCULO DIFERENCIAL SOBRE GRUPOS CUANTICOS 75

> aD(b) € N. Asi, aplicando nuestra hipétesis de que N es izquierda
invariante tendremos que £(>" aD(b)) € AQ N.

Por lo tanto,

0=(d@ (> aD®) = ({doM)(>_ o) @ a® D))
=5 aV @ a®@5(0?).

Es decir, (A%/N, §) es un calculo diferencial de primer orden sobre A izquierda
covariante. O]

Proposicion 4.2.16. Sea N un sub-bimddulo de A*> y 6 : A — A*/N la
diferencial del teorema 4.1.1. Entonces (A*/N,8) es un cdlculo diferencial
de primer orden sobre A derecha covariante si y solamente si N es derecha
invariante, es decir, p(N) CN @ A. O

Corolario 4.2.17. Sea N un sub-bimddulo de A% y & : A — A%/N la diferencial
del teorema 4.1.1. El factor cdlculo (A*/N,0) es un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A bicovariante si y solamente si N es izquierda y derecha
mvariante. ]

Como veremos en seguida, el célculo diferencial sobre un algebra de Hopf
no es unico. En este contexto, ocurre un fenémeno completamente cuantico,
existe una multitud de calculos diferenciales y cuando el algebra de Hopf
es conmutativa este fenémeno sigue valido. Algunos de estos célculos se
proyectan al célculo diferencial clasico, y otros en general no.

Observacion 4.2.7. Asi ejemplos de espacios triviales a primera vista dados
por los grupos finitos, por ejemplo, donde el calculo clasico se trivializa a
0, esconden una nueva naturaleza que solo se hace visible en el contexto
cuantico.

Sea A un élgebra de Hopf, y seanr: AQA - ARAys: ARA — AR A
mapeos lineales dados por las siguientes férmulas:

r(a®b) = (a®1)p(b) = abV @ b?, (4.20)
s(a®b) = (1®a)p(b) = bV @ ab®. (4.21)

Se puede ver que ambos mapeos son biyectivos y la inversa de cada uno esta
dada por los mapeos

rHa®b) =ax(dV) @ b2, (4.22)
s a®b)=bs(a?)®aV, (4.23)
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respectivamente.

Podemos definir en el espacio vectorial A @ ker(e) una estructura de A-
bimoédulo izquierda covariante de la siguiente manera: las acciones izquierda
y derecha de A en A ® ker(e€) estdn dadas por

cla®b) =ca®b, (a ®b)e = act @ bel?,
para todo a,c € Ay b € ker(e). La co-accién izquierda esta dada por
la®b)=¢(a) @D, (4.24)

para todo a € Ay b € ker(e).

Observacion 4.2.8. Todos nuestros calculos para este caso, se pueden ver
como caso particular de los anteriores realizados para cédlculos diferenciales I'
izquierda covariantes arbitrarios.

Los elementos izquierda invariantes de A ® ker(€) son todos los elementos
del espacio 1 ® ker(e) = ker(e).

En efecto, /(1 ®b) = ¢(1) ®b=1® 1 ® b, para todo b € ker(e). Es decir,
1 ® b es izquierda invariante.

Por otro lado, si suponemos que Y a ® b es izquierda invariante, para una
suma finita de elementos a € A y b € ker(e), entonces

(D aeb) =) da)@b=12() axb) =Y 18axb.

Obsérvese que

([de@e@id)() 10a0b) =) 10ca)@b=Y 1),

y también

([d@e@id)() d¢la)@b) = (id@e)p(a) @b=Y a®b.

Por lo tanto

Za@szl@e(a)b.

Asi, como cada b € ker(e) entonces > a ® b € 1 ® ker(e).

Observacion 4.2.9. Sea A un édlgebra de Hopf y A% = ker(m). Entonces
r(A?) = A ® ker(e). En efecto, primeramente observemos que se satisface la
siguiente relacién:

mr~! = (id ® ¢).
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Por lo tanto, para todo ¢ € A? tenemos que
(id ® €)r(q) = mr~'r(g) = m(q) =0,

lo cual implica que 7(A%) C A ® ker(e).
Por otro lado, dado que r ya es biyectivo, entonces su restriccién a A? es
inyectiva. También si a € A y b € ker(e) entonces

mr(a®b) = (id®e)(a®b) =0,

es decir, r~1(a ® b) € A2. Por lo tanto r(A?) = A ® ker(e).

Observacién 4.2.10. La biyeccién r restringida a A? = ker(m) es un isomor-
fismo de A-bimddulos y el siguiente diagrama

A2 I A®ker(e)
el M ® id (4.25)
AR A2 —— A® AR ker(e)
der
es conmutativo.

Corolario 4.2.18. Un elemento q¢ € A? es izquierda invariante si y sélo si
qg=1r"Y1®0b) para algin b € ker(e). O

Observacion 4.2.11. El isomorfismo r mueve la parte invariante de A% en la
parte invariante de A ® ker(¢). Por lo tanto, A2 =1 ® ker(e) = ker(e).

Observacién 4.2.12. Sea A un algebra de Hopf y (A2, D) el cédlculo universal.
Aplicando el teorema 4.2.14, tenemos que éste es igual al calculo (A ®
A2 d) = (A®ker(e),d), donde d(a) = a) @ 7(a?), para todo a € A. Més
explicitamente, usando que el mapeo de gérmenes esta dado por la féormula
m(a) = aV D(a®) se tiene lo siguiente:

d(a) = a® @ 7(a®) = o @ k(a®)D(a®?)
=V ® k(a® )(1®a —a¥ ®1)
(a )®a(3) ()®e( (2))®1
= @r(a?)©d® —a01®1
:a( 'or1®add?)—a0rt(1®1)

I

para todo a € A.
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Cabe observar que éste calculo para d(a) se puede obtener de forma més
directa notando que para el célculo diferencial universal el ideal R = {0} y
m(a) = a — €(a), para cada a € A, es decir, los cdlculos anteriores se reducen
al siguiente:

d(a) = aW @ n(a?) = aV @ (a® — e(a?)) = aV @ a? —aWVe(a®) @ 1
=¢la) —a® 1.

Por lo tanto el célculo universal es igual al calculo (A ® ker(¢), d) donde
d(a) = ¢(a) —a® 1.

Podemos traducir el teorema 4.1.1 para clasificar todos los calculos difer-
enciales de primer orden sobre A en términos del célculo (A ® ker(e),d). Ya
hemos visto que los calculos cocientes seran izquierda (o derecha) covari-
antes cuando el sub-bimddulo por el que se factoriza es izquierda (o derecha)
invariante.

Notemos que si consideramos R C ker(e) un ideal derecho arbitrario
del ker(e), entonces A ® R es un sub-bimddulo de A ® ker(e). Recordemos
que la co-accién izquierda ¢ de A en A ® ker(e) estd dada por la férmula
l(a®b) = ¢(a) ®b, de manera que

(ADR)=p(A) @R CARA®R,

es decir, A ® R es izquierda invariante.

Por lo tanto el célculo diferencial que se obtiene de A ® ker(¢) factorizando
por el sub-bimédulo A ® R es izquierda covariante.

De hecho, como anunciaremos a continuacién, todos los calculos diferen-
ciales izquierda covariantes sobre un algebra de Hopf son de este tipo. Esta
clasificacion la realiza por primera vez Woronowicz en su articulo [23].

Teorema 4.2.19. Sea A un dlgebra de Hopf y R un ideal derecho de A contenido
en kere. Entonces N = A® R es un sub-bimddulo de A ® ker(e) y el cdlculo
(A @ ker(e)/N,0), donde 6 =Tl od, d(a) = ¢(a) —a® 1 yII es la proyeccion
candnica 11 : A @ ker(e) — A @ ker(e) /N, es izquierda covariante.

Mads ain, cualquier cdlculo diferencial de primer orden sobre A izquierda
covariante es de la forma (A ® ker(e)/(A®R), ), para algin ideal derecho
R C kere. O

Resumiendo, si (I',d) es un célculo diferencial izquierda covariante de
primer orden sobre un algebra de Hopf A, entonces por el teorema 4.2.14,
tenemos la igualdad de este calculo con el calculo diferencial (A & [y, d).
Ahora por el teorema 4.2.19, existe un ideal derecho R C ker(e) tal que

(AR Ty, d) = (AR ker(e) /(AR R),0).
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Por lo tanto, como ya habfamos mencionado (ver observacién 4.2.5) llegamos
por otro camino a la misma conclusién, es decir, para cada calculo diferencial
izquierda covariante, existe un ideal derecho R del ker(e) tal que

Ciny = kere/R, (4.26)

y el calculo es igual al célculo diferencial (A ® Iy, d).

Asi cada calculo izquierda covariante estd en correspondencia con un ideal
derecho R contenido en el kernel de la co-unidad. Si el ideal es muy pequeno,
entonces el calculo correspondiente se vuelve mas complicado desde el punto
de vista operacional. Por otro lado, si el ideal es grande, el calculo resultante
se puede acercar a lo trivial.

Hay un teorema andlogo que clasifica a los cédlculos diferenciales de primer
orden derecha covariante, no lo mencionaremos en esta tesis, sin embargo se
puede ver en [23].

Definicion 4.2.7. Sea A un dlgebra de Hopf, definimos la accion adjunta
ad: A — A® A como el mapeo lineal

ad(a) = a®¥ ® k(aM)a®, (4.27)
para todo a € A.

Observacion 4.2.13. Consideremos los isomorfismos r y s definidos en las
ecuaciones (4.20) y (4.21), entonces
sr 1@ a) = s(k(a) @ a?) = (1@ k(a)p(a?) = a® @ k(aM)a®
= ad(a),
es decir, ad = sr—1.

Proposicion 4.2.20. El mapeo ad es una co-accion derecha de A en si mismo.
En otras palabras

(id ® ¢)ad = (ad ® id)ad,
(id ® €)ad(a) = a,
para cada a € A.

Demostracion. En efecto, para todo a € A se cumple lo siguiente:
(id ® p)ad(a) = a® @ ¢ (k(a)a?) = o™ @ ¢(r(aV))p(a™)
=¥ (,{(a(2))a(4) ® ,{(a(l))a(@)
= ad(a®?) ® k(aM)a® = (ad ® id)ad(a).
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Adems3s
(id ® €)ad(a) = a® @ e(k(aM)a®) = a® @ e(aV) = a.
Asf ad es una co-accién derecha de A en s{ mismo. O

Definicion 4.2.8. Sea V' un subespacio lineal de A. Decimos que V es ad
movariante st

ad(V) C Ve A

Observemos que si V' es un subespacio ad-invariante entonces la restriccién
ad: V — V ® A es una co-accién derecha.

Proposicion 4.2.21. Sea A un dlgebra de Hopf, entonces el ideal ker(e) es ad
mvariante.

Demostracion. Para todo a € A se satisface lo siguiente:
(e ®id)ad(a) = e(a?) @ k(aM)a® = k(a)a® = €(a).
Es decir, € es ad-invariante. Y en particular el ideal ker(€) es ad invariante. [

Lema 4.2.22. Supongamos que (I, d) es un cdlculo diferencial bicovariante
con una co-accion derecha p de A en I'. Entonces el siguiente diagrama es

conmutativo:
ad, 4eA

wl ln ®id (4.28)
Finv p ? Finv ®A

Demostracion. La co-accién derecha actia en el espacio I'y,, de la siguiente
manera:

o(r(a)) =p (H(a(l))da@)) = (K(a(z)) ® /i(&(l))) (da(?’) ® a(4))
— /ﬁ(a@))da(:}) ® ,i(a(l))a(ll) — 7T(CL(Z)) ® /@(a(l))a(?’),

es decir, el diagrama 4.28 conmuta. Por lo tanto p coincide con la accion
proyectada adjunta ad en el espacio 'y, . O

Proposicion 4.2.23. Sea A un dlgebra de Hopf y I'iny = ker(€)/R para un ideal
derecho R de ker(e). Sea (I' = A ® iy, d) el cdlculo diferencial izquierda
covariante de la proposicion 4.2.13. Entonces (I',d) es bicovariante si y sdlo
st R es ad invariante. ]
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Proposicion 4.2.24. Sea A un dlgebra de Hopf y I'iny = ker(€)/R para un ideal
derecho R de ker(e). Sea (I' = A ® Dy, d) el cdlculo diferencial izquierda
covariante de la proposicion 4.2.13. Entonces (I',d) es *-cdlculo si y sdlo si
k(a)* € R para todo a € R. En este caso se cumple

m(a)" = —7lr(a)’]; (4.29)
para todos a € A.
Demostracion. Notemos que si (I',d) es #-cdlculo entonces se cumple lo

siguiente

*

m(a)* = (/ﬁ(a(l))d(a@))) = d(a®*)k(aV)*
A(a®* r(aM)") - a®*d(x(aV))
= d(e(a)") — a®*d(r(a™)")
= —a®"d(r(aV)") = —k[r(a?)]d(r(aD)") = —7[r(a)"].
En particular si a € R se debe satisfacer que x(a)* € R. Es decir, R = k(R)*.
Inversamente, supongamos que R = (R)*. Por la observacién 4.1.2, la *
queda definida de manera tinica en el bimdédulo I' de tal manera que d y *

conmutan. Asi que si encontramos una estructura * en I' habremos terminado.
Definamos primero la estructura x en el espacio de los izquierda invariantes

por la férmula
m(a)" = —m(k(a)").

Obsérvese que si m(a) = w(b) para elementos de ker(e) entonces a — b € R,
y por la hipétesis entonces k(a — b)* = k(a)* — k(b)* € R. Asi se tiene que
m(a)* = m(b)*, es decir la formula para la estrella en los elementos izquierda
invariantes estd bien definida.

El bimédulo A ® I'y,, es isomorfo al bimédulo I' por medio de la identifi-
cacion a ® 0 ~» afl. La estructura x en I' se define como

(af)" = 0%a”,

para todoa € Ay 0 € TI'y,,.
Observemos que la estructura de A-moédulo derecho en I' se ve como

r(a)b = bV7(a — e(a))p®),

de manera que
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para todo b € A.
Asi que

[ad(b)]* = [abD7(b@)]" = 7(b@)*(abM)* = —7[k(bP)* oV a* = d(b")a",
para todo a,b € A. Por lo tanto (I, d) es un *-calculo. ]

Como se puede ver en el articulo [23], se puede definir el operador de
intercambio ¢ entre los espacios de elementos izquierda invariantes, para
cada bimédulo bicovariante (y en particular para los cdlculos bicovariantes de
primer orden). Y en [4] encontramos la férmula explicita

o(n®6) =09 ® (nosh), (4.30)

donde ad(#) = ) ® V) es la accién derecha en bimédulos.

Observacion 4.2.14. En el caso clasico se cumple que
0oa=c¢e(a)d,

para todo 0 € 'y, v a € A, de manera que el operador ¢ definido anterior-
mente cumple

o(n®0) =000y n=0n,

es decir, el operador ¢ en el caso clasico coincide con la transposicion estandar.
Proposicion 4.2.25. El operador o satisface la ecuacion de trenza, es decir,
(e ®id)(id®o)(c ®id) = (id ® o) (0 ® id)(id ® o). (4.31)
Demostracion. Sean 1,0, 0 € Tiny, ad(f) = 000 @ 1) y ad(p) = 0 ® oM
entonces
(e ®id)(id® o) (0 ®id)(n® 0 ® 0)=(0 @id)(id ® ¢) (" & (10 8V) ® o)
= (0@id) (0 @0V @ ((no8") o)) =(0" @ (6 coV) @ (no (8" 0®))),

por otro lado tenemos:
([d@o)(o@id)(id©o)(n® b @ 0)=(id® 0)(0 @id)(n © 0 @0 0 o)
= (id®0) (0" @ (no o) @ (60 0?))

= (Q(O) ® (09 0 o) ® (77 o oMo (,€<Q(2))‘9(1)Q(4))))
_ Q(O) ® (9(0) o Q(2)) ® (770 <€(Q(1))9(1)Q(3))):Q(0) ® (9(0) o Q(l)) ®(no (9(1)9(2)))7

por lo tanto se cumple la ecuacion de trenza. O
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4.3 Algebra tensorial

Definicion 4.3.1. Sean B un dlgebra con unidad y A un dlgebra de Hopf.
Decimos que B es un dlgebra bicovariante sobre A si B es un bimddulo
bicovariante tal que los co-acciones de A en B son homomorfismos de dlgebras.

Si B es un dlgebra bicovariante sobre A, decimos que B es un dlgebra
graduada bicovariante sobre A, si

Ay
B=> B
n=0
es un dlgebra graduada y las co-acciones preservan el grado, es decir
((B") C AR B, P(B") CB" ® A,

para todo n € N. Denotamos en este caso por lyn, Y pmn a la restriccion de
Cy o aB", respectivamente.

Observemos que toda algebra de Hopf es un algebra bicovariante sobre
si misma, donde las co-acciones izquierda y derecha estan dadas por el
coproducto.

Definicion 4.3.2. Sea (¥, ly, pg) un bimddulo bicovariante sobre un dlgebra
de Hopf A. Decimos que un dlgebra graduada bicovariante (B, ¢, @) estd
construida sobre W si

1. (%076%07 @‘B“) - (Av ¢7 ¢);
2. El bimddulo bicovariante (B, b1, pwu1) coincide con (U, by, pg);

3. El dlgebra *B estd generada por elementos de grado uno, es decir, si
TEB" n=273,..., entonces

T = Zn, donde 7; es producto de n elementos de V.

Dado un bimédulo ¥ sobre A, denotamos por U™ al producto tensorial
sobre el algebra A de W consigo mismo n veces, n = 2,3, ... es decir,

\11®n=\1/®A\I’®A~~~®A\I/.

De aqui en adelante, si el contexto lo permite, escribiremos simplemente
a1 ®as®- - Ray, en lugar de la expresion a; ® 4 as X 4+ + - ® 4 @, que representa
a los elementos del producto tensorial U®" es decir, omitiremos los subindices
que acompanan al producto tensorial.
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Proposicion 4.3.1. Sea ¥ un bimddulo sobre un dlgebra de Hopf A. Entonces
U es un bimddulo sobre A con acciones dadas por las siguientes férmulas

a(01® 02 @+ ®0,) = (a01) ® 02 @ -+ @ 0y,
(01 ®0® - ®@oy)a=01® 0 ® (0na),

para todo a € A y 01,...,0, € V. ]

Proposicion 4.3.2. Sea ¥ un bimddulo bicovariante sobre un dlgebra de Hopf
A. El bimdédulo ¥®" es bicovariante con las co-acciones izquierda y derecha
dadas por las siguientes formulas:

(01 @ 0@ ®0,) =aVay) - aD @0 @0y @ - @ o,
01202 @) =0 @0 @ @0 @b b,

donde ((0;) = agl) ® QEO) y (o) = QZ(-O) ® bgl), i=1,...,n. ]
Definimos (U0, (0, 90) = (A, 6, ) y (U1, (1, g¥) = (W, [, ).
Sean

U® — ZOEB pen, ® = ZOEB e p® _ ZEB p®n'

n=0

Observemos que U® es un dlgebra graduada que contiene a A como subdlgebra,
de elementos de grado cero y a ¥ como subespacio de todos los elementos de
grado uno. Los mapeos £® y ©® son mapeos lineales multiplicativos actuando
de U® a A @ U® y a U® ® A, respectivamente. Y por lo tanto obtenemos el
siguiente resultado:

Proposicion 4.3.3. Sea ¥ un bimddulo bicovariante sobre un dlgebra de Hopf
A, entonces (V2 (¥ ©®) es un dlgebra graduada bicovariante construida

sobre (U, £, p). O

Proposicion 4.3.4. Sea A un dlgebra de Hopf y W un bimddulo bicovariante
sobre A, entonces los mapeos definidos como

oO) =L@ @ p6), e(0)=0,  rx(O)=—0Vx(6"),

para todo 0 € V,,, se extienden naturalmente al dlgebra tensorial V® ddndole
una estructura de dlgebra de Hopf. [

Observacion 4.3.1. Consideremos A un élgebra de Hopf y ¥ un bimédulo
sobre A. En la proposicién anterior podemos considerar el coproducto ¢
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definido sobre el dlgebra tensorial U® al algebra tensorial U#@W® donde @
es el producto tensorial graduado. Es decir si a ® § y a ® b son elementos de
UPQWU® entonces

(a® B)(a®b) = (—1)""aa ® Bb. (4.32)

De esta manera, ¥® se convierte en una super dlgebra de Hopf, donde el
coproducto en los elementos de grado uno es la suma de la coaccién izquierda
y la coaccion derecha, asi como también la counidad y la coinversa estan dadas
como en la proposiciéon anterior, médulo el simple cambio de la coinversa
inducido por la graduacion.

Proposicion 4.3.5. Sean U un bimddulo izquierda covariante, con co-accion
izquierda £ y U2, n € N el espacio de elementos izquierda invariantes de

nv’

U con respecto a la co-accion izquierda (2", Entonces

U — g, @ ® Wiy - (4.33)

mv N

-~
n

Podemos extender la co-acciéon derecha ad : ¥y, — ¥, ® A, a una
co-accién derecha en ¥y, ® ¥;,, sobre A, de tal forma que el siguiente
diagrama

gIinV ® \I[inv a—d> \:[Jinv X \Ijinv X -’4

ad®adl Tid@id@m
\Dinv®A®\Pinv®A E— \Pinv®\pinv®A®A

sea conmutativo. Donde hemos usado la transposicion estandar entre los
elementos de posiciéon 2 y 3 en la flecha inferior. Es decir, si n y 6 son
elementos izquierda invariantes, entonces el diagrama nos dice que

ad(n®0) =1 6 @ nMeW, (4.34)

De igual forma, también extendemos la acciéon derecha o de A en Wy, a
una acciéon derecha de A en V;,, ® ¥;,, de manera que el siguiente diagrama

\Ijinv X \I}inv X A é \Ijinv X \Ilinv
deideo| Jowo
\I/inv®\IjinV®A®A —_— \I[inv®A®\I}inv®A

sea conmutativo. En la flecha inferior, usamos la transposicion estandar entre
elementos de posicién 2 y 3. Es decir,

(n®8#)oa=(noaV)® (hoa?), (4.35)
para todo 1,0 € ¥y, v a € A.
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Proposicién 4.3.6. El operador o definido en la ecuacion (4.30) es un auto-
morfismo de modulo derecho.

Demostracion. Seaa € Ay n®0 € ¥, ® V;,, entonces

o((n@0)oa)=0(noa)®(0oa?))

=o(n®o)

Por lo tanto o es un homomorfismo de mdédulo derecho. Y ademds como
también es invertible, se tiene que es automorfismo. O

El siguiente diagrama nos muestra que el automorfismo o conmuta con la
accion adjunta ad.

Proposicion 4.3.7. El siguiente diagrama

\Dim/ & \I]im; a—d> ‘P'mv & \Ilim; & -’4

al Ja ®id (4.36)
\Ilim; & \Ijz'm; T \Ilim; & \I/im; ® Au
a

es conmutativo.
Demostracion. Sean 0,1 € Vi, v ad(d @ n) = 00 @ n© @ 6051 entonces
(0 @id)ad(d @ 1) = (0 ®id)(6© @ n© @ §My1)
— 1© & (80 6 M) & §VH>),
y por otro lado se tiene que

ado(d ®@n) = ad(’r](o) ® (0o 77(1)))
0 & (00 6 1) @ Vs (52)0 00
_ 0 & (00 6 1) @ e(nV)gWn®)
_ 0 @ (09 0 5 1) @ gy

por lo que el diagrama (4.36) conmuta. ]
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4.4 Algebra exterior

En esta seccion nos basamos en las notas del libro Principal Bundles, the
Quantum Case [20]. Para cada entero j > 0 tal que 1 < j < n definimos la
permutacion 7; € Sy, en el grupo de permutaciones de n elementos, como el
2-ciclo que intercambia j y j + 1, es decir, 7; = (j,j + 1). Estos satisfacen las
siguientes relaciones para todo 1 <i<ny 1 <j <n:

TiTy = T5Ti s |l _]| > 27 TiTjTy = TiTiTj S1 |Z —j’ = 1, T = e.

Sabemos que el grupo de permutaciones de n elementos, S, es isomorfo al
grupo abstracto generado por n — 1 simbolos, 7, -+ , 7, 1 que satisfacen las
relaciones antes mencionadas.

El grupo trenzado B, para n > 2 se define como el grupo generado
por n — 1 simbolos, o1, -+ ,0,_1 que satisface solamente las relaciones de
conmutacion y de trenza, y no las de involutividad. Es decir,

0,05 =0j0; sili—j|>2, 0i0j0; = 0j0;05  sili—j| =1

Existe un tinico homomorfismo de grupos p, : B, — S, sobreyectivo, para
todo n > 2, definido como

poloy) =7, i=1,...,n—1.

El grupo trenzado B,,, se puede representar naturalmente como un grupo de
automorfismos de ¥®" haciendo

o~ id® - 0idee® - ®id, (4.37)

donde o es el operador de intercambio que aparece en la i-ésima entrada y la
funcién id ocurre n — 2 veces.

Sea T' = {7,...T,_1} el conjunto de transposiciones de S, antes men-
cionadas. Denotamos por I(7) al minimo nimero de transposiciones en T en
las que se descompone la permutacion 7.

Por definicién diremos que I(e) = 0 para e la permutacién identidad.
Si T € 95 se tiene que su descomposicién con elementos de T' es tinica, sin
embargo la descomposicién de cada permutacién en S, para n > 3, ya no lo
es.

Supongamos que 7 € S, se descompone con elementos de T" como 7 =
Tiy\Tin * + * Ti,, donde I(7) = m. Definimos la funcién 7, : S,, — B, como

Tn(T) = 04,04, - 0

m*
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Por definicién tendremos que 7,(e) = e, y la funcién m, no depende de la
descomposicion de 7 en transposiciones con elementos de T" pues los elementos
o;, cumplen la ecuacion de trenza.

Sin embargo 7, no es un morfismo de grupos, ya que al elemento neutro en
S, se puede escribir como el cuadrado de una transposicién, pero el cuadrado
de la imagen de la transposicién no da el elemento neutro de B,,. Observemos
que p,, o m,(7) = 7, por lo tanto la funcién m, es inyectiva.

k

Proposicion 4.4.1. Si o, 8 € S, son dos permutaciones de n elementos tales
que I(af) = I(a) + I(B), entonces m,(af) = mp(a)mn(B). O

Definicion 4.4.1. Para cada n > 2 definimos el operador antisimetrizador,
Ay, OO 5 WO como

An = Z Sigﬂ(@)ﬂn(OZ),
a€Sy

donde sign(a) = (—=1)® y 1,(a) € B, actiia naturalmente en U™ como en
(4.37). Ademds, definimos Ag =id4 y A; = idr.

Sean h un entero 0 < h <ny
SEm:{TE&‘ﬂD<TQ)$@§i<j§héh<i<j§@}

Proposicion 4.4.2. Sea 7 € S, entonces para todo 0 < h < n, existen
permutaciones unicas «, [ y v de n elementos tal que o deja fijos a los
numeros h+1,h+2,...,n, B deja fijos a los primeros h nimeros yv € SH,
tal que

T =vaf. (4.38)

Definimos el h-operador de antisimetrizador A, 5 : ¥¥" — ¥®" como
Aup= Y sign(a)m,(a).
CMGSHnyh

Como consecuencia directa de la proposicion anterior, para todo 0 < h <n
se satisface

An - An,h(Ah & An—h)a
por lo tanto podemos concluir:

Proposicién 4.4.3. Si K,, == ker A, C ¥®", entonces

K:jggm

es un ideal bilateral graduado de W®. [
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Definimos el dlgebra exterior trenzada UV asociada al bimédulo ¥, como
el cociente del algebra tensorial y el ideal K, es decir,

AN D L) S A (4.39)
n=0 n=0

Esta dlgebra, es un dlgebra graduada con el producto cociente tal que V0 = A
y UVl =W, Siw, € ¥y w, € ¥V denotamos su producto como

w1 ANwy € \If\/k+l,

el cual es llamado producto cuna (trenzado) 6 bien, producto exterior (tren-
zado).

El mapeo A,, es un morfismo de ¥®" de A co-médulo derecho e izquierdo,
y el ideal K, es invariante bajo las co-acciones izquierdas y derechas fyen y
pyen. Denotamos por

o0 oo
= o
Vo \% Vo Vv
0 = E 0, P’ = g O s
n=0 n=0
a las co-accién izquierda y derecha, respectivamente, de A en UV,

Teorema 4.4.4. El dlgebra (VV, £V, oY) es un dlgebra graduada bicovariante
construida sobre el bimddulo bicovariante (V, {, ).

Las dlgebras bicovariantes sobre un algebra A se pueden ver como bimdédulos
bicovariantes sobre A, los cuales forman una categoria. Las flechas entre W
y ® son las transformaciones A-lineales F': ¥ — @ tales que los siguientes
diagramas

LA AN v oagw
Fl lF@id Fl lid@F
»— 5 doA d— s Ad

o ly

son conmutativos. Dentro de esta categoria, las algebras bicovariantes forman
una subcategoria. En efecto, si F': ¥ — ® es un morfismo en la categoria de
bimdédulos se satisface que los operadores de intercambio correspondientes y
F®? conmutan, es decir,

F®2
VR0 —— PRy

ow | |os

\I’®_A‘If E— (I)®.A(I)
Fe2
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y por lo tanto también el diagrama

es conmutativo, donde A = Z@ A, y el subindice ¥ y ® indican que
es el antisimetrizador del &lgebra tensorial correspondiente. Por lo tanto
K= Z@ K, es invariante bajo F'®, lo que implica que pasa al cociente ¥V
y por lo tanto tenemos un morfismo FY : UV — ®V de &lgebras graduadas
bicovariantes.

Teorema 4.4.5. El dlgebra exterior trenzada es un funtor covariante entre
la categoria de bimddulos bicovariantes sobre A y la categoria de dlgebras
bicovariantes sobre A.

Woronowicz prueba en su articulo [23], que el dlgebra exterior construida
sobre el bimédulo bicovariante tiene la siguiente propiedad:

Teorema 4.4.6. Sean W y ® bimodulos sobre A tales que ® es sub-bimddulo
de U entonces la inyeccion ® — VU induce un morfismo inyectivo entre las
dlgebras exteriores ®V y WV,

De hecho, el dlgebra ¥V de Woronowicz es una super algebra de Hopf
que extiende a A, donde el coproducto en el primer orden esta dado por la
suma de acciones izquierda y derecha, como lo vimos en el caso del dlgebra
tensorial (ver observacién (4.3.1)). De hecho se puede demostrar que el ideal
ker(A) es el coideal en el dlgebra tensorial.

4.5 Calculo diferencial de mas alto orden

4.5.1 Calculo exterior trenzado

En esta seccion veremos la construccion del cdlculo diferencial exterior presen-
tada por Woronowicz en el articulo [23], el cual consiste de diferenciales en el
algebra exterior trenzada que son andlogos de las diferenciales de De Rham
en el caso clésico, para la construccion usaremos el método de bimoédulos
extendidos presentado en [24].
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Consideremos (T", d) un célculo diferencial de primer orden sobre A. Como
ya hemos notado antes, A se puede ver como bimédulo bicovariante sobre si
mismo, con las co-acciones dadas por el co-producto. Consideramos la suma
directa de A-modulos izquierdos

F=Aorl. (4.40)

Notemos que I es naturalmente un A-médulo izquierdo. Ademds, si denota-
mos por X := (1,0) € I', al elemento de I, entonces cualquier elemento & en
I', se puede escribir de manera tnica como

w=aX4+w, acAywel. (4.41)

Notemos que si en la ecuacién (4.41) hacemos a = 0, tenemos naturalmente
incluido a I"en I'.

Proposicién 4.5.1. El mddulo izquierdo T es un bimddulo con accidn derecha
dada por
Wb = abX + ad(b) + wb, (4.42)

para todob € A yw = (aX +w) € T.
Demostracion. En efecto, si © = aX + w entonces
wl = (al)X +ad(l) +wl =aX +w =0,

pues d(1) = 0. Ademas si by, by € A, entonces usando la asociatividad de A
se tiene que

(@Wb1)by = (abi X + ad(by) + wby) by
= (aby)be X + (aby)d(bs) + (ad(by))bg + (wby)bs
= a(b1b) X + ad(b1bs) + w(b1by)
= (aX + w)(b1by) = @(b1by),

asi que tenemos una accién derecha de A en I’

Ahora veamos que I' es un bimédulo sobre A. Sean entonces b,c € Ay
w € I', entonces

b(we) = blacX + ad(c) +we) = blac) X + b(ad(c)) + b(wce)
= (ba)cX + (ba)d(c) + (bw)c = (baX + bw)c = (bw)c,

por lo tanto las acciones son compatibles y T' es un bimédulo sobre A. [
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Observacidn 4.5.1. Por definicién de la accién derecha de A sobre T, tenemos
que Xa = aX + 1d(a) = aX + da, por lo que

Xa—aX = da, (4.43)

es decir la diferencial de T se ve como el conmutador con X de T.

Para obtener un &lgebra exterior sobre I' debemos darle estructura de
bimddulo bicovariante sobre A.

Proposicion 4.5.2. Sea (I, £, ) un bimddulo bicovariante sobre A. Entonces
(T, ¢, 9) es un bimddulo bicovariante sobre A, donde las co-acciones izquierda
y derecha 0: T — A®T, 5:T - T ® A, estin dadas por

(@) =aV @a?PX + (w),
o(@0) = aMX ®a? + p(w),

para todo w = aX + w.

Demostracion. Veamos que { es una co-accién derecha de A en I'. Sea
@ = aX 4 w, notemos que ¢(w) = ¢(w), asi
(¢ ®id){(@) = (¢ ®id)(a) ® a®X) + (¢ ® id)(w)
= (¢(a™) ® a?PX) + (id ® 0)f(w)
= (e ®a?) ®a®X) + (id® 0)6(w)
= (e ® (a? ® a¥ X)) + (id ® O)¢(w)
W @ 0(a?X) + (id @ 0)¢(w)
= (id® )V @ a®X 4 ((w))

= (id ® 0){(®),
por lo tanto, (¢ ® id)l = (id ® £)/.

Por otro lado,
(e @id){(@) = (e ®id)(aY ® aP X) + (¢ ® id)l(w)
= (e(aV) ® a? X) + (e @ id)l(w)
=1® (e(aM)aPX) + (1 ®w)
=1® (X +w)=0.

Ademsds, para todo b € A tenemos

(@) = ¢(b) (@ @ a®X) + 6 (b)¢(w)

= o(b)l(),
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donde usamos que ¢ es una co-accion izquierda de A en I'. Por otra parte:

((@b) = 0((aX + w)b) = £(abX + adb + wb)
= (W ® aPp@ X) + aWbV @ aPdb® + £(w)(b)
a) (B @ b@X + b1 @ db®) + £(w)¢(b)
a)(bM @ X)) 4 £(w)p(D)
= ((©)$(b)-

Por lo tanto ¢ es una co-accion izquierda de A en I'. De manera andloga se
prueba que @ es una co-acciéon derecha de A en T'.

Por 1ultimo veamos que (f, l, ©) es un bimédulo bi-covariante, es decir,
(id @ g)l(@) = ((®id)g(@),
para todo @ € I'. En efecto:

(id @ 9)(@) = (id @ §)(aV ® a? X) + (id @ p)l(w)
=aW @ 3(aPX) + (id ® p)l(w)

Por lo tanto, (T, /, ¢) es un bimédulo bicovariante sobre A. O
Observacién 4.5.2. Observemos que en el bimédulo T el elemento X satisface
(X)=19X, §X)=X®1,

es decir X es un elemento invariante por la izquierda y por la derecha.

Proposicion 4.5.3. Sea I' un bimddulo bicovariante sobre un dlgebra de Hopf
A, entonces la estructura de A-mddulo derecho en 'y, se extiende a Iy, como

Xoa=m(a)+e(a)X, (4.44)
para todo a € A.
Demostracién. Sea X € I entonces por la definicién de o se tiene que
Xoa=r(aM)Xa® = k(aV) (d(a@)) + a(Q)X) =m(a) + €(a)X,

para todo a € A. ]
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Definicion 4.5.1. Sea T el bimddulo construido anteriormente. Definimos el
conmutador graduado en TV de sus dos elementos homogéneos como

[0.0] = 0 A O — (=1)7°G A o. (4.45)

Teorema 4.5.4. Sean (', ¢, ©) un cdlculo diferencial bicovariante de primer
orden sobre A y (TV, 0¥, ©Y) el dlgebra exterior trenzada construida sobre
(T, 4, ). Entonces existe un unico mapeo lineal d : TV — TV de grado uno
tal que

1. La restriccion d : A =TY" — T =TV coincide con la diferencial inicial

d;
2. El mapeo d es derivada graduada:

d(oNO) =doNbO+ (—1)20 A dp;

3. Su cuadrado se anula, es decir, d*> = 0.

Ademds, se cumple que d es bicovariante, es decir,

Vd = (id @ d)¢",
p'd=(d®id)p".

Demostracién. Consideremos T el bimédulo bicovariante definido en (4.40),
y sea (IV, £V, ¢V) el lgebra exterior construida sobre (I, 7, {).
Definimos la diferencial de #, como el conmutador graduado de X con 6,
es decir,
d =X N0 —(=1)P0 A X =[X,0). (4.46)

Por la observacién 4.5.2 y por la definicion del operador de trenza & se
tiene que

Ademsds, como el grupo de permutaciones de dos elementos se compone de la
permutacion identidad e y la permutacion 7 que transpone a dichos elementos,
se tiene que

A (X @ X) =m(e)(X @ X) —m(m)(X ® X)
=e(X®X)—-d(X®X)=0,

es decir, X ® X € ker (As), por lo que X A X = 0.

Veamos que las condiciones del teorema se satisfacen para d. Observemos
que por la definicién de d y debido a que X tiene grado 1, se tiene que d
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incrementa el grado por uno y por la ecuacién (4.43) se tiene que d coincide
con la derivada en elementos de grado cero.

Por la construccion se cumple que d es una derivada graduada. En efecto,
si o v 0 son elementos homogéneos en I' entonces

do N0+ (=120 ANdf = [X, 0] A0+ (—1)%20 A [X, 6]
XAoAO—(=1)P2%AX N0+ (1) AX A0 — (1) A0 N X
XANoNO— (1) NOANX =d(oNB),

y por lo tanto d es una derivada graduada (como siempre lo son los operadores
dados por los conmutadores graduados con primer argumento fijo).
Ademas,

d(df) = X Ndf — (=1)"THdINX = X AN(X A0 — (=1)P9 A X)
(DT XAOANX — (—1)POANX A X)
= (DY TXAOANX — (“1)PTXAOANX =0.
Ahora veamos que d es bicovariante. Por la definicién de ¢V tenemos que
V) =6"Y 200
VXA =60 @ (X A0
MOAX)=0"D® 09 AX),
Por lo que
0V (d(9) = (X, 0) = 0¥ (X A — (—1)P0 A X)
=0V @ (X A00) — (—=1)?0Y @ (0O A X)

=0V @ [X,09] = (id @ d)£¥(0),

es decir, d es covariante a la izquierda.
De forma similar, la co-accién derecha ¢V satisface que

0V () = ORI
GV(XAB) = (X A ® oW
0VOANX)= (00 AX)20W,

y por lo tanto
0" (d) = $"([X,0]) = 6" (X A0 — (~1)"I A X)
= (X A0 @00 — (—1)?00 A X) @ oW
= [X,09] ® Y = (d ®id)g" (6),
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asi tenemos que d es derecha covariante, y por lo tanto d es bicovariante.

Hasta el momento hemos construido d sobre el bimédulo extendido I'. Lo
que procede ahora es ver que I'V se queda invariante bajo d, es decir, si § € 'V
entonces df € I'V. Sea 6 € I'V dado por

sz%dal/\---/\dak.

Entonces es inmediato usando las propiedades de d enunciadas en este teorema
que
o = " dag Aday A+ A day,

por lo que d(I'V) C TV y autométicamente se prueba la unicidad de d, pues
éste queda completamente determinado por sus propiedades. O

Observacidn 4.5.3. Como mencionamos antes, I'V también se puede ver como
una super algebra de Hopf y por este tltimo teorema ademds diferencial. Por
lo tanto el coproducto ¢ en dicha algebra se extiende a un homomorfismo
®Y : TV — I'VRI'Y de super &algebras diferenciales, es decir, entrelaza las
diferenciales correspondientes.

Observacion 4.5.4. En el caso clasico, cuando G es un grupo de Lie compacto,
el calculo diferencial Q(G) = T' sobre el célculo de primer orden clésico nos
da el dlgebra de formas diferenciales clasicas.

Ademss la identificacién natural de Q(G x G) con Q(G)®Q(G) nos muestra
que el mapeo ¢V, es precisamente el pullback a nivel de formas diferenciales
del mapeo producto m : G x G — G y que a nivel cero corresponde al
coproducto ¢ : A — AR A.

4.5.2 Calculo envolvente universal diferencial

Consideremos para esta seccion que A es un algebra asociativa con unidad
y (', d) un célculo diferencial de primer orden sobre A. Sea ademés S” el
ideal graduado de I'® generado por el conjunto

{Q:Zda®db‘ Zadb:o}. (4.47)
Definimos el calculo diferencial universal como el dlgebra cociente
M =r%/s"

Notemos que S° = S!' = 0 lo que implica que 'Y = Ay I'" =T. La
multiplicacion del algebra cociente la indicaremos por yuxtaposicion.
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Proposicion 4.5.5. Sea T' un cdlculo diferencial de primer orden sobre A.
Entonces existe un tinico mapeo lineal d : T — T' de grado uno que satisface
las siguiente propiedades:

1. La restriccion d : A =T"° — T' = T' coincide con la diferencial inicial
d;

2. El mapeo d es una derivada graduada:
d(vn) = dw)n + (~1)*vd(),
para todo v,n € T'";
3. El cuadrado de d se anula, es decir, d* = 0.

Demostracién. Sea d: T' — I' definida como
d(> " adb) = dadb. (4.48)

Notemos que si Y adb = 0 entonces > da®db € S” lo que implica que en
el dlgebra cociente I'"* se tiene que Y dadb = 0 y por lo tanto d es un mapeo
lineal bien definido.

Veamos que dicho d es una derivada graduada en los elementos donde estd
definida. En efecto sea v € I tal que v = > bdc y a € A, entonces

d(av) = " d(ab)de =Y (da)b(de) + Y _ adbde = dav + adv,

y por otro lado
d(va) = d(bd(ca) — beda) = dbd(ca) — Y d(be)da
= dbdca+ Y dbeda - d(be)da
= dbdca — " b(dc)da = dva — vda,

ademads d(ab) = (da)b + a(db) para todo a,b € A pues (I',d) es un célculo
diferencial, y por lo que d definida en (4.48) es una derivacién graduada.

También se tiene que para cada a € A se cumple que
d(da) = d(1lda) = dlda = 0, (4.49)

es decir d? = 0.

El mapeo d admite una tnica extensién a I'® tal que si 9, ¢ € I'® entonces

d(Vp) = d()IL(p) + (=1)"I(V)d(), (4.50)
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donde IT : I'® — I es el mapeo proyeccion.
Observemos ademas que

d(> da®db) = d(da)TI(db) — Y " TI(da)d(db) = 0.

Por lo tanto S” C ker(d), y de esta manera existe un tinico mapeo d : I'* — T'"
definido como la factorizacién del d definido anteriormente a través de II,
dicho d satisface las propiedades de la proposicién. O

Este calculo diferencial tiene las siguientes propiedades universales que
pueden ser vistas en [4] o en el libro [20]:

Proposicion 4.5.6 (Propiedad universal uno). Sean (2, dq) un dlgebra diferen-
cial y (T, d) un cdlculo diferencial de primer orden sobre A. Sean también
0 A=T"° = Q un morfismo de dlgebras y ' : T' = T — Q un mapeo
lineal tal que

¢ (adb) = ¢"(a)da (4" (b)),

para todo a,b € A. Entonces existe un inico mapeo lineal ©" : T"" — Q para
cada n > 2 tal que
o
Y= Z " TN — Q)

n>0

es un morfismo de dalgebras diferenciales.

Observacion 4.5.5. Si consideramos I'V el dlgebra exterior trenzada asociada al
calculo diferencial de primer orden (I', d), entonces existe un inico monomor-
fismo de &dlgebras ¢ : ' — I'V que es la identidad en los elementos de grado
Cero y uno.

Proposicion 4.5.7 (Propiedad universal dos). Sean (£2,dq) un dlgebra difer-
encial y (I, d) un cdleulo diferencial de primer orden sobre A. Sean
@ A=T" — Q un morfismo antimultiplicativo de espacios vectoriales y
ol : T =T — Q un mapeo lineal tal que

@' (adb) = do(£°(b))¢"(a),

para todo a,b € A. Entonces existe un tinico mapeo lineal ¢ : T — Q que es
morfismo de espacios vectoriales tal que

1. El morfismo ¢ y d conmutan, es decir, pd = dgp;

2. El morfismo ¢ es graduadamente antimultiplicativo, es decir, p(0n) =
(=1)2%0(n) (), para todo 0,n € T,
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Teorema 4.5.8. Sea A un dlgebra de Hopf con coproducto ¢ : A — AR Ay
(T',d) un cdlculo diferencial de primer orden sobre A bicovariante. Entonces
existe un unico morfismo de dlgebras diferenciales graduadas

o: T 5T I

que extiende al coproducto y tal que

~

¢(0) = £(0) + p(0), (4.51)

para todo 0 € I'. En particular si w € T'y,, entonces ¢E(w) =1®w+ad(w).
Ademds, el mapeo ¢ es homomorfismo de algebras diferenciales y cumple

(id ® ¢)p = (¢ @ id)¢. (4.52)

Demostracion. Notemos que I' estd generado por los elementos de la forma
> adb. Ademads, como ¢ debe ser morfismo de algebras diferenciales y que
ademas extiende al coproducto, entonces necesariamente se debe satisfacer

o> adb) =" ¢(a) = ¢(a)de(b)

para los a, b € A. Por lo tanto, usando la notacién de Sweedler, gg queda
definido en los elementos de I' como:

o> adb) = Z(a“) ® a<2>)d(b<1> ® b@)
=Y (a" )(db ®b(2 +Z M @ a®) (6D @ db?)
:Za“)db(” ®a®b® +> " aWp ® a?dp®
:p(z adb) + €(Z adb).

En general, para un elemento § = > agda, - - - da,, se define

= ¢(a)(d@id +id @ d)p(ay) - (d ®id + id @ d)p(ay).
En particular,
qg(da) - (da(l) ® a(2)) + (a(l) ® da@)).

Lo que, conjuntamente con la multiplicatividad de q3 y del hecho de que I'" es
generada como algebra diferencial por A, implica que este mapeo entrelaza
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las diferenciales correspondientes. Por la construccion gg es un morfismo de
algebras diferenciales graduadas. La unicidad se da pues las condiciones
del teorema determinan por completo a la extension. Ahora consideremos
w=m7(b), b € A. Entonces

((m(b)) =t(k(BM)db?) = (k(b?P) @ k(M) (B®) ® db@)
=e(0?) @ k(OM)db® =1 @ k(OM)db® =1 @ 7(b).

Y también se tiene para la co-accién derecha

p(m (b)) =p((B)db?) = (k(b?) @ £(BM))(db? @ bW)
=7(b?) @ k(BD® = ad(n (D).

Por 1o que ¢(w) =1 ® w + ad(w), para todo w € iy

Y para demostrar la coasociatividad de qg, basta observar que ambos lados
de la identidad son homomorfismos entre dlgebras graduadas diferenciales I'*
yI"RQT"QT", y que ¢: A — A® A es coasociativo. O

Proposicion 4.5.9. Sea A un dlgebra de Hopf y (I',d) un cdlculo diferencial
de primer orden sobre A izquierda covariante. Entonces se cumple que

d(r(a)) = —m(a)m(a®),

en T (y por la universalidad, en cualquier cdlculo diferencial extendiendo el
de primer orden-1I") para todo a € A.

Demostracion. Sea a € A entonces,

d(7(a)) =d (H(a(”)d( (2))) = d(ﬁ(a(”))d(a@’)

= r(a)a®d(x(a®))d(a) ~ x(a)d(a D r(a®))d(a?)
P ) = —aa)r(a?)

y la proposicion queda demostrada. ]

Definicion 4.5.2. Sean A un Algebm de Hopf y I' un cdlculo diferencial de
primer orden sobre A. Entonces el conmutador transpuesto de Lie, denotado
por ¢¥ : Tiny — Tiny @ Dy, Se define como el mapeo

cT(0) = (id @ m)ad(h) = 00 @ 7(M),

para todo 0 € Ty, .



4.5. CALCULO DIFERENCIAL DE MAS ALTO ORDEN 101

Definicion 4.5.3. Sea I" un cdlculo diferencial de primer orden sobre un dlgebra
de Hopf A. Definimos un encaje diferencial § : Iy — Tiny ® Tinw como el
mapeo

i(v) = ~(m @ m)¢(a) = —m(aV) @ 7(a?),

donde v =m(a) ya € L, con L siendo un apropiado complemento covariante
de R en ker(€) tal y como estd explicado en [4]. Tal complementacion, entre
otras cosas nos permite identificar I';,, con L.

Proposicion 4.5.10. Sea I' un cdlculo diferencial de primer orden sobre A,
ct y & el conmutador transpuesto y el encaje diferencial, respectivamente.
Entonces los siguientes diagramas

Finv A Finv & A Finv a—d> 1—\inv & -’4

6l Jé@id CTJ lcT®id

1—‘inv & 1—‘inv T Finv ® Finv ® A Finv & Finv —d> 1—‘inv & 1—‘inv & A
a a

son conmutativos. FEs decir, § y ¢’ son covariantes respecto a la accion
adjunta.

Demostracion. Sea a € L, entonces

(6 ®id)ad(r(a)) = (6 ®@id)(7(a®) @ k(aM)a®)
— —7r(a<2)) ® 7T(a(3)) ® /@(a(l))a(‘*).
Y por otro lado,
add(7(a)) = ad(—m(aV) @ 7(a?))
— _W(a@)) ® 7T(a(5)) ® H(a(l))a(3),€(a(4))a(6)
= —m(a?) @ 7(a®) @ k(a)e(a®)a®
= —71(a®) @ 7(a®) ® k(aM)a?,
por lo tanto, el primer diagrama es conmutativo.
Por otro lado, si 6 € T'y,, entonces
ad(cT(0)) = ad(0© @ 7(01)) = 0 @ 7(#®) @ 0V (#)9W
=09 27(0?) @ e(01)® =90 @ 7(V) © 4
= (c' ®@id)ad(9),

lo que termina la demostracion. O
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Proposicion 4.5.11. Sea I un cdlculo diferencial de primer orden sobre A
1zquierda covariante. Sea o el operador de intercambio definido como en
(4.30), § un encage diferencial y c* el conmutador transpuesto. Entonces se
satisface la siguiente identidad

' =06—6. (4.53)

Demostracion. Sea a € ker(e) tal que 0 = 7(a), entonces

—0(6(0)) = o (r(aW) @ 7(a?)) = 7(a?) ® [r(a!) o ( (a®)a™)]
=7(a®)® [ﬂ (a(l),{(a@)) (4)) e(a (1))7T( (a®)a (4))]
= m(a?) @ 7(e(a)a?) — 7 (a’®) @ w(r(a)a!?)
= () @ 7(a'?) — (n(a)) = —5(6) — ' (0),
como se queria demostrar. O

Observacion 4.5.6. En el caso clésico, si 0,1 € T,y se tiene que o(0®n) = n®6
y ademés pasando del algebra tensorial al dlgebra cociente I'* se tiene que
d(m(a)) se proyecta a la diferencial en 7(a) y o(d(m(a))) se proyecta a —dn(a)
por lo que

L g

d=——c".
2

Es decir, la férmula (4.53) corresponde en el caso clasico a la ecuacién de
Maurer-Cartan.

Regresemos por un momento a los bimédulos extendidos y consideremos
el operador de trenza 6 : I’ — I'. Si § € T entonces por una parte como X es
derecha invariante se tiene que

F®X)=X®(@ol)=X®4. (4.54)
Y por otro lado usando la ecuacién (4.44) tenemos que
F(X®0) =002 (Xo0oV)=00x (7(0V) +(0M)X) =
=c"(0)+0® X. (4.55)

El operador ¢ satisface la ecuacion de trenza y por lo tanto obsérvese que si
0 € I';,, entonces
(®id)(id®a)(@id)( XX ®0)=(®id)(ild® ) (X @ X ®0)
=(F®id)(Xec @)+ X0 X)
= (" @id)"@) + 00 2 X @7 + @) @ X + 00 X @ X.
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Y por otro lado,

(id®5)(6 ®id)(F ®id)(X © X ® 0) = (id ® §)(F ® id)(X @ ¢*(8)
+X200X)=(1d28) ("0 @ @) +600 o X @ (V)
+c)@X+00X®X)=(i[deo)(c" ®id)c" () + (d®@ ") (0)

+d0X+00Xor@Y)+00 X @ X.

Por lo que igualando ambos resultados obtenemos la ecuacion
(' ®@id)c" = (id® o) (c' @id)c" + (id ® et (4.56)

que corresponde en caso clasico a la identidad de Jacobi.

Por otro lado, con calculos directos se tiene que la ecuacién de trenza
aplicada a los elementos X @ 0@ X, 0@ X ® X y # ®n® X no genera nuevas
relaciones, para 6,7 € T'y,.

Calculemos ahora el valor de la ecuacién de trenza en los elementos de la
forma X ® 6 ® n, donde 6,1 € ['j,,:

(6®@id)(i[d®#)(6 @id)(X ®00n1)=(6 ®id)(id®)(c"(0) @n+ 0 X @1n)
= (6 ®id)([d@o)(c' @id)(@en) +0@c (n)+02ne X)
= (0®id)(i[d®o)(cf ®id)(0@n) + (c®@id)(id®@c ) (@@n)+ (@ @n) @ X
y por otro lado
(ided)(d®id)(e @id)(X ®0®n) =(id®d)(0 ®id)(X ® 0( @ n))
= (i[d®d) (T @id)o(@@n) + 10 @ X @ (0 onV))
= (i[d®o)(c"®@id)o(@@n) + ([d®cNo(@®@n) + 0@ @n) @ X,

lo que nos lleva igualando ambas ecuaciones a la siguiente relacion

(0 ®id)(id ® 0)(c" ®id) + (¢ ®id)(id ® c') =
= (i[d®o)(c" ®id)o + (i[d®c")o. (4.57)

Calculando la ecuacién de trenza en los elementos de la forma 6 ® X ® n
obtenemos

(e®id)(ld®a) (6 @id)(# X @n) =(c®id)(id®7)(X @0 @n)
=(®id)( X®al@xn))
=(c"® id)o(d @n) + 77(0) RX®(@o 77(1)),
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y por otro lado

(id®6)(f@id)(FRid)(0® X ®n) = (Id®§)(6 ®id)(0 @ c' (1)
+H0eneX)=(d®d)((c®id)(idec)@en) +0@®n) @ X)
= ([d®o)(o®id)(id®c") (@ @n) +n” @ X @ (@ onv),

lo que nos lleva a una nueva ecuacion:
(" ®id)o = (id ® o) (0 ®@id)(id @ c"). (4.58)

Observacion 4.5.7. En el caso clasico cuando el operador de trenza es trivial
las ecuaciones (4.57) y (4.58) siempre se cumplen.

Podemos definir entonces el concepto de algebra de Lie cuantica, du-
alizando esta construccion y extrayendo el contenido algebraico abstracto.
En otras palabras, consideraremos un espacio vectorial g equipado con un
operador de trenza 0: g® g — g ® g y un conmutador [,]: g ® g — g tal que
las siguientes ecuaciones se satisfacen:

Llde [ ))=[](d® [])(c ®id)+[,]([,] ®id);
o(id®[,])=([,| ®id)(id ® )(c @ id);
(id®[,])(c ®id)(id ® 0)+([,] ® id)(id ® 0)=c(id ® [,])(0c ® id)+o([,] ® id).

Observacion 4.5.8. Esto todavia no incluye la propiedad

doorey) =) oy = Y 5y =0

que es la version cuantica de la antisimetricidad del corchete de Lie.

Proposicién 4.5.12. El espacio Sh2 C Ty @ Tiny estd formado por todos los
elementos de la forma

g =m(aV)®m(a?),
donde a € R.

Demostracidn. El espacio S{\? consiste de las proyecciones izquierda invari-
antes de los elementos @ = > da ® db, donde ) adb = 0.

Identificando T'® con A ® T'®

mv

Q= Za(l)b(l) ® {(71’((1(2)) o b)) ® 7r(b(3))} '

se tiene que
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Asi que

(e@id)(@) =) _e(@Vo) @ {(x(a®) 0 b)) @ n(b*)}
=Y 1 (n( ob(l))®7r(b(2)
= " w(ab) @ 7 () = > e(a)m(bV) @ 7 (b))
:—Zem Nerb?) e s,

donde hemos usado que > adb = > ab® @ 7(b®) = 0. Finalmente observe-
mos que los elementos Y e(a)b cubren todo el espacio ker(r) = C® R, de
manera que obtenemos el resultado de la proposicion. O

Observacion 4.5.9. El espacio S22 genera a todo el ideal S\, en I'S | es decir

mv’
', es un algebra cuadratica.

mv

Observacién 4.5.10. En vista de los elementos que generan al ideal S7)

mv?

observemos que podemos considerar el mapeo (7 ® 7)¢ definido en todo A y
se cumple que

(m @ m)¢(ab) = ( Do) @ m(ab)

= (m(a ”) W)@ (1(a®®) 0 b®) + ()7 (V) @ (w(a®) 0 )
+ ((al )Ob(”)®€(a Nm(0®) + e(a)m (04 ) ( 2))7r(b(2))
= (n(a™) 0 b) @ (w(a®) 0 b)) + 7(
+ (m(a) o b)) @ w(0®) + e(a)m ((”)®7r(b<2)),

para todo a,b € A.

En particular, si a € R entonces
(m @ m)¢(ab) = (w(a') 0 W) @ (n(a?) 0 b?),
para todo b € A.

Proposicion 4.5.13. Si V' es un espacio lineal de generadores del ideal derecho
R, entonces los elementos

q= (m(aV) o b)Y ® (r(a®) 0 b?), (4.59)
generan al espacio ShZ2, para todo a € V y b € A. ]

Observacion 4.5.11. Sea I'V el dlgebra exterior trenzada construida sobre T'.
En vista de la universalidad de I'* existe un tinico morfismo P : I'* — 'V
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de algebras graduadas diferenciales que se reduce a la identidad tanto en I'
como en A. En particular

S C ker(I — o).

El mapeo P es sobre, pero generalmente no es inyectivo. Mds ain, el dlgebra
'V no siempre es cuadratica.

Proposicion 4.5.14. Sea I" un calculo diferencial de primer orden sobre un
dlgebra de Hopf A bicovariante. Sea ) un cdlculo diferencial sobre A de mds
alto orden tal que ¢ : A — AR A se extiende a un morfismo de dlgebras
diferenciales graduadas. Entonces el cdlculo universal T se proyecta sobre €)
y Q se proyecta sobre el cdlculo exterior T'V.

Ademas, en el caso cuando el dlgebra de Hopf es cldsica y el cdlculo
diferencial I’ también lo es, entonces I'* =TV, ]

Observacion 4.5.12. Para que un calculo diferencial de primer orden se pueda
extender a un calculo de mas alto orden, tal que el coproducto ¢ se extiende
a nivel de tal calculo diferencial, necesariamente debe ser bicovariante, pues
si el coproducto se extiende a un homomorfismo entre cdlculos diferenciales
ngS, entonces

o(d(a)) = d(é(a)) = d(aV ® a?) = d(a') ® a® + oY ® d(a'?
= p(da) + ((da).
Observando que el célculo que extiende al de primer orden esta generado

por éste, se tiene que la extension del coproducto es igual a la suma de las
co-acciones izquierda y derecha.



Capitulo 5

Haces principales

Segtn el programa de Erlangen de Felix Klein, la geometria es el estudio
de las propiedades de un espacio que son invariantes bajo un grupo de
transformaciones. Por ejemplo la geometria Euclidiana estudia las propiedades
de los cuerpos que no cambian cuando se les aplica una transformacién de
desplazamiento, rotacién 6 reflexion.

El estudio de geometrias no Euclidianas surge a principios del siglo X 1.X
negando el V postulado de Euclides sobre las paralelas y que da lugar a
nuevas geometrias como lo son la eliptica y la hiperbdlica. En la geometria
eliptica se tiene que por un punto exterior a una recta no existe paralela
alguna y en la geometria hiperbdlica se especifica que por un punto exterior a
una recta hay més de una paralela.

Los conceptos de la mecanica clasica son invariantes bajo simetrias Eu-
clidianas del espacio y tiempo. Por lo que podemos pensar que la geometria
que le corresponde debe ser una geometria Euclidiana.

Sin embargo la existencia de una longitud universal para la mecéanica
cuantica: la longitud de Planck, acoplada con la visiéon de Einstein que fisica
en su naturaleza mas profunda es geometria, sugiere que debemos considerar
una nueva geometria que describa a los espacios en estas escalas y que con
puros conceptos geométricos podamos definir una longitud absoluta.

En la geometria Euclidiana, no es posible definir una longitud universal
pues entre sus simetrias se encuentran las homotecias las cuales no distinguen
lo grande de lo pequeno. Sin embargo en las geometrias no Euclidianas como
lo son la eliptica y la hiperbdlica se puede definir de forma geométrica una
unidad de longitud. ;Estas geometrias pueden describir completamente los
fenémenos cuanticos?

En la teoria cuantica, existen algunas dificultades profundas sobre canti-
dades fisicas donde aparecen divergencias de las cantidades fisicas claves, como

107
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energia por ejemplo. La inspeccién méas detallada revela que estas dificultades
estdn asociadas a la suposicion de que el espacio y tiempo se comportan como
una variedad clésica suave en todas las escalas, incluyendo las arbitrariamente
pequenas. Y que precisamente en las escalas de lo ultra-pequeno de Planck,
debemos considerar la introduccién de una nueva geometria.

Un posible y prometedor camino es romper con la suposiciéon de que
se pueden definir coordenadas y pensar que el espacio esta formado de un
tejido que no es posible fragmentar infinitamente. Es decir, suponer que el
espacio no estd formado de puntos como tales. Asi que las geometrias no
Euclideanas, ni las otras aiin mas generales que proporciona el entorno de
geometria diferencial, no son aptas para modelar lo que pasa en estas escalas.

Es asi como surge, a principios del siglo X X una nueva geometria, la
cuantica, con el fin de dar vida a nuevos espacios, los espacios cudnticos.
Esta nueva geometria recurre a los conocimientos clasicos, los transforma
y profundiza, y lo que propone es explorarlos desde una éptica distinta
permitiendo estos espacios cuanticos mucho més elaborados y generales, que
no se pueden reducir a partes, incluyendo puntos como atomos de geometria.

La geometria diferencial tiene una larga historia. Hay diversos enfoques
fundacionales. Nosotros tomaremos el enfoque de Kobayashi y Nomizu de
describirla y desarrollarla a través de haces principales.

Los haces principales expresan una bella simbiosis entre la filosofia del
programa de Erlangen, y la vision de la estructura geométrica como algo que
surge del espacio, internamente, localmente. Es pensar al espacio como un
‘espacio vivo’, donde los elementos de la estructura geométrica se conectan y
mueven a través de la accién del grupo.

Es muy importante también mencionar, que haces principales tienen un
papel fundamental en fisica. En particular, nos permiten describir de una
manera natural los conceptos basicos de fisica tedrica, especialmente los
que aparecen cuando consideramos teorias con simetrias locales, como las
teorfas calibracionales (conocidas también como las de Yang-Mills). Otro
ejemplo de la inexplicable efectividad de matematicas para la descripcion de
la naturaleza [21].

Usaremos la versién cudntica de haces principales desarrollada en [4, 5, 6].
Con esta teoria, conocemos cémo son las simetrias del espacio alrededor
de cada ‘punto’ que ni siquiera existe. Es decir, conocemos localmente la
geometria del espacio, ademas de describir las propiedades de éste en términos
de céalculo, conexiones, curvatura y otras estructuras.

A lo largo de este capitulo, desarrollaremos a fondo el formalismo cudntico
de haces principales comparandolo cuando sea apropiado, con su analogo
clasico. Para tal desarrollo, mencionaremos las definiciones de geometria
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clasica y después explicaremos como se traduce cada una de ellas en la
geometria cuantica.

5.1 Haces principales clasicos y cuanticos

Definicion 5.1.1. Sea M una variedad y G un grupo de Lie. Un haz principal
P(M,G,II) sobre M y con grupo estructural G consiste de una variedad P
y una accion derecha P x G — P de G en P, que satisface las siguientes
condiciones:

1. El grupo G actua libremente en P, es decir, para cada p € P la trans-
formacion G — P, dada por g — pg es inyectiva. En otras palabras,
el estabilizador en cada punto respecto de la accion derecha dada, es
trivial.

2. El espacio M es el cociente de P por la relacion de equivalencia inducida
por la accion (donde las clases de equivalencia son las drbitas), y la
proyeccion canonica I1: P — M es diferenciable.

3. Bl haz P es localmente trivial, es decir, existe una cubierta abierta U
de M tal que para cada U € U existe un difeomorfismo 1y tal que el
siguiente diagrama

PO Y(U) by Ux G

T,

UCM

es conmutativo. Donde la flecha diagonal derecha es la proyeccion
canonica. En particular podemos ver que el difeomorfismo 1 ‘preserva’
los puntos de U.

Observacion 5.1.1. Las condiciones 1 y 2 de la definiciéon anterior se pueden
deducir de la condiciéon 3.

En la versién cuantica de haz principal, consideramos en lugar de las
variedades P y M apropiadas #-algebras unitarias (asociativas), y en lugar
de grupo de Lie, consideramos un grupo cuantico GG dado al nivel primario
algebraico por un algebra de Hopf A tal y como hemos explicado antes.

Definicion 5.1.2. Un G-haz principal cudntico sobre un espacio cudntico M
descrito por una x-dlgebra unital V, es una terna P = (8,1, F'), donde B es
una *-dlgebra unital yi:V — B y F : B — B R A, son x-homomorfismos
unitales, tales que
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1. El mapeo i:V — B es inyectivo y ademds b € i(V) si y sélamente si,
F(b) =b® 1 para todo b € *B.

2. Se cumple que F' es una co-accion de A en B, es decir, las siguientes
tgualdades se satisfacen:

id = (id® €)F,
(id®¢)F = (F ®id)F.

3. El mapeo lineal X : B @B — B ® A definido por
X(a®b) =aF(b)
es sobre.

En la definicién anterior podemos notar que en la condicién (1), el ho-
momorfismo ¢ es la versién dualizada del mapeo Il y la condicién que le
contintia corresponde a la propiedad clasica de que M se puede identificar
con el espacio de las orbitas de la accién derecha.

La propiedad (2) es la version dualizada de que G actia por la derecha
en P,y por tltimo la condicién (3) nos dice que la accion es libre. Notemos
que no hay una condicion analoga a la de localidad trivial pues las algebras
que representan a las variedades cuanticas que constituyen el haz por lo
general no poseen caracteres, es decir, los espacios no necesariamente tienen
‘puntos’ ni ‘partes’ sobre los cuales algo se puede trivializar.

Si P es un haz principal cldsico, para cada punto p € P, podemos definir
un mapeo ¢, : G — P como (,(g9) = p - g, para todo g € G. Podemos pensar
que el grupo empuja por medio de la accion a los elementos de P a lo largo
de las fibras y que cada fibra ¢,(G) es un conjunto vertical arriba del punto
xz e ll(p) € M.

P9
P92

P93 T




5.1. HACES PRINCIPALES CLASICOS Y CUANTICOS 111

Debido a que ¢,(e) = p, entonces tenemos un mapeo inducido entre los
espacios tangentes

(tp) 19 =T.G = T,P. (5.1)

Por lo que podemos definir un vector vertical en 7, P como aquellos vectores
que caen en la imagen de (¢,).. Denotamos al espacio de vectores verticales en
p como Vert(T,P). Esto es simplemente el espacio tangente en p a la érbita
de la accién derecha. Por lo que vimos

Vert(T,P) = Im(tp)« = (¢p)4(9)-

Por la construccién, se satisface que dim|[Vert(7,P)] = dim(G) y el mapeo
(tp)« €s un isomorfismo de espacios vectoriales.

De forma equivalente se puede definir también el espacio de vectores
verticales como
Vert(7T,P) = ker[(IL,),],
y las direcciones en el espacio base M corresponden a direcciones horizontales.
Para cada A € g se denota el vector vertical correspondiente en el punto
p por
A¥(p) = (1)« (A) € Vert(T,P),

de manera que podemos definir el campo vectorial fundamental en P asociado
a A como el mapeo
A P TP, p— A¥p).

Definicion 5.1.3. Una conexion en un haz principal cldsico P es una asignacion
suave que a cada punto p € P le asigna un subespacio vectorial Hor(T,P) del
espacto tangente T, P, tal que

1. Vert(1T,P) @ Hor(1T,P) = T, P.
2. La condicion de G-invarianza se cumple:
(Ry)«(Hor(T,P)) = Hor(T,, P),
para todo g € G, pe P y R, : P — P, definido como R,(p) = pg.

A los elementos de Hor(7,P) se les llama vectores horizontales de P
en p con respecto a la conexidn, la dimensién de Hor(7,P) es igual a la
dimensién de M para cada punto p € P y la diferencial del mapeo II nos da
un isomorfismo de espacios vectoriales

Hor(T,P) — T, M,
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donde p € Py Il(p) = x.

Cada conexion de un haz principal nos define de manera natural una
proyeccion pr, : T,P — Vert(T,P). Ademds como el espacio de vectores
verticales Vert(7,P) es isomorfo al algebra de Lie g podemos definir de
manera natural un mapeo lineal

wp : T,P — g,

1

donde w, = (,);" o pr,. Este nos define una 1-forma g-valuada

w:TP — g,
tal que
o W|TpP = Wp,
e w,(A(p)) = A, paratodo A€ gypeP,
e ker(w,) = Hor(7,P).

De esta manera podemos definir conexion de Ehresmann en términos de
1-formas en un haz principal.

Definicion 5.1.4. Sea P un haz principal cldsico. Decimos que una conexion
de Ehresmann en este haz es una forma g-valuada, w : TP — g, tal que para
todo p € P se satisfacen las siquientes condiciones:

1. w, (A¥(p)) = A, para todo A € g,
2. wo (Ry)x =Ady-1 ow.

En la definicién anterior Ad,—1 : g — g es la diferencial en el elemento
neutro de la accion adjunta

adg-1(h) =g 'hg, g,he€G.

Esta caracterizacion de conexion basada en covectores tangentes es justo
la representacién dual de la definiciéon 5.1.3 basada en vectores tangentes.
Como nos podemos dar cuenta, la teoria de conexiones clasica involucra la
parte diferencial de la variedad y del grupo. Para extender esto al nivel no
conmutativo, es necesario introducir la nocién de calculo diferencial sobre el
haz cuantico.

Definicion 5.1.5. Una x-dlgebra diferencial graduada Q(P) es un cdlculo
diferencial sobre un haz principal cudntico P = (8,4, F'), si se satisfacen las
siquientes propiedades:
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1. Como dlgebra diferencial, Q(P) estd generada por B = Q°(P).
2. El homomorfismo F : B — B ® A se extiende a un homomorfismo
F:QP) — QP)T"
de dlgebras diferenciales graduadas.
Proposicion 5.1.1. El homomorfismo F satisface las siguientes dos propiedades:
1. (F®id)F = (id® ¢)F,
2. ﬁ*z(*@*)ﬁ
Demostracion. Sea ¢ € Q"(P), tal que
v = Zsﬁod@l -+ dep.
Por la definicién de F se tiene que

(F@id)F(p) = (F @id)()_ F(go)dF(¢1) - dF(g,))

=Y [(F®id)F(g)]d[(F ®id)F(¢1)] - - d [(F @id) F ()]
= " [(id ® ¢) F(g0)] d[(id @ ¢) F(p1)] -+ - A [(id @ ¢) F (ip,,)]
= (id ® ¢) [F(po)dF (1) -+ dF ()]
= (id® §)F(p).

También tenemos que

F(™) = FO_(-1)""V2dg; - - deip)

—1)" VAR (p7) - - - dF (9]) F )

Lo que completa la demostracion. [

Al igual que en el caso clasico, en el caso cuantico podemos hablar del
espacio horizontal y vertical del haz. Podemos pensar a los elementos del
espacio vertical ver(P), como formas diferenciales verticalizadas en el haz.
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Sea P = (8,14, F') un G-haz principal cudntico sobre M. Sea I' un *-cdlculo
diferencial de primer orden sobre A bicovariante. Definimos el espacio vertical
en el haz cudntico P, como el espacio vectorial graduado

per(P) =B I],.

Este espacio tiene una estructura de x-algebra diferencial graduada, tal
que esté generada por B = vet’(P).

Lema 5.1.2. Las siguientes formulas determinan en vet(P) la estructura de
x-dalgebra diferencial graduada:

(q@n)(b®J) =g @ (nob), (5.2)
dy(b® ) = b® d9 + b @ 7(bM)y, (5.4)
donde F(b) = b @ b, O

Proposicion 5.1.3. Como dlgebra diferencial ver(P) estd generada por B =
vet?(P). O

Proposicion 5.1.4. Fxiste un unico homomorfismo

~

E, : ver(P) — ver(P)QI

de dlgebras diferenciales graduadas que extiende a la co-accion F y tal que
(F,®id)F, = (id ® 3)F,,

Fy = (x*® *)ﬁv

Demostracion. Como ver(P) estd generada por ‘B, entonces si existe F), éste
debe ser tnico.

Definimos entonces el mapeo lineal F), : ver(P) — ver(P)&I" como
E,(b@¥) = b9 @ 9© g pMym), (5.5)

donde F(b) = b @ bV y ad(¥) = 9O @ 9.
Es facil ahora ver que F, es un homomorfismo de algebras diferenciales
que satisface las condiciones de la proposicién. O]

También podemos definir el algebra que representa a las formas horizontales
cuéanticas y los podemos caracterizar como aquellos elementos de (P) que
tienen propiedades diferenciales triviales sobre las fibras verticales.
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Definicion 5.1.6. Supongamos Q(P) es un cdlculo diferencial sobre B y
P = (B,i, F) un haz principal cudntico. Entonces la x-subdlgebra graduada

hot(P) = F~((P) @ A),
es llamada el dlgebra de formas horizontales. Ademds se cumple B = hot’(P).

Recordemos que en el caso clasico el espacio horizontal quedaba invariante
por la accién del grupo. En este nuevo contexto, una vez definido calculo
diferencial sobre el haz cuantico, tenemos una propiedad analoga.

Proposicién 5.1.5. La restriccion de F a hor(P) C QP) satisface que
F (hot(P)) C hor(P) © A.

En otras palabras, la restriccion de F sobre hot(P) coincide con la accion F™,
donde F* = (id ® po)F y po : T — A es la proyeccion.

Observemos que el mapeo F” : Q(P) — Q(P) ® A extiende a la coaccién
F'y es un x-homomorfismo que satisface

(F" ®id)F" = (id ® ¢)F",
(id ® €) F" = id,
(d®id)F" = F/\d,
es decir, F* es una coaccién derecha de A en el espacio de formas Q(P).
Los célculos diferenciales sobre los haces principales cuanticos, nos dan
una manera natural de equipar al espacio base de un céalculo diferencial. Este

consiste de una x-subdlgebra graduada diferencial Q(M) C Q(P) de formas
horizontales invariantes por la derecha, es decir,

QM) ={p e QP) : Flp)=p®1}. (5.6)

Definicion 5.1.7. Sea P un haz principal cudntico con cdlculo diferencial
Q(P). Definimos el espacio de formas pseudotensoriales en P, ¥(P), como
el espacio de todos los mapeos lineales ¢ : Ty — Q(P) tal que el diagrama

Finv _ Q(P)

ad | |7 (5.7)
lw® A — QP)® A
(®id
es conmutativo.

Decimos que una forma ¢ € 1(P) es una forma tensorial si ((9) € hor(P).
Al espacio de formas tensoriales en P lo denotamos por 7(P).
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Observacion 5.1.2. Los espacios ¢(P) y 7(P) son naturalmente espacios
graduados:

Y(P)=) WH(P),  T(P)=) THP),

k>0 k>0

donde 1*(P) consiste de mapeos lineales ¢ : I'y,, — QF(P) y 7%(P) de mapeos
lineales 7 : Ty — hor®(P). Ademas cada 7%(P) es un subespacio vectorial

de ¥*(P).

Proposicion 5.1.6. El espacio de formas pseudotensoriales (P) en P es
naturalmente un bimodulo sobre el dlgebra de formas invariantes por la
derecha.

Demostracion. Sea ¢ € (P)y ¢ € Q(P) tal que F"(¢) = ¢ ® 1 entonces se
cumple

FNp¢(0)) = (9 @ 1)((¢C @ id)ad(0)) = (¢ ® 1)(C(0) @ 00
= p¢(0) @ 01 = (¢ @ id)ad(h),
es decir, p(¢ € ¥(P). Andlogamente
FN¢(0)p) = (¢ @id)ad(0) (e @ 1) = (¢(07) @ 0D)(p @ 1)
= ((0D)p ® 0V = (¢p ®id)ad(0),

es decir, (p € ¥(P). Por lo tanto, ¥)(P) es un bimédulo sobre las formas
invariantes por la derecha. O

Observacién 5.1.3. Dado que F y F coinciden en hot(P) se tiene también
que ¥ (P) es un bimédulo sobre Q(M).

5.2 Conexiones cuanticas

Definicion 5.2.1. Sean I' un cdlculo diferencial de primer orden sobre A y
Q(P) un cdlculo diferencial graduado sobre el haz (98,1, F'). Decimos que un
mapeo lineal de primer orden w : Iy, — Q(P) es una conexion cudntica del
haz P si y solamente si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. La conezion es hermitiana, es decir, w(V*) = w(d)*;
2. Se cumple que Fw(¥) = (w ® id)ad(¥) + 1 ® 9,

donde ad : 'y — Tinw ® A es la co-accion derecha adjunta de A, introducida
anteriormente como adn(a) = 7(a®) @ k(a™)a'®.
Denotamos por en(P) al conjunto de todas las conexiones en P.
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Definicion 5.2.2. Sean w y @ dos conexiones cudnticas en el haz P. Denotamos
a la diferencia de éstas por

Aw:=w—®,

y lo llamamos el desplazamiento (de las conexiones).
Denotamos por qcd al espacio vectorial formado por todos los desplaza-
mientos.

Observacion 5.2.1. Por la definicién del desplazamiento es inmediato observar
que se cumple la siguiente igualdad

F[Aw(®)] = (Aw @ id)ad (¥). (5.8)
Observacion 5.2.2. Si w es una conexion cuantica en el haz, cualquier otra
conexién cuantica @ se puede escribir como la suma de w con un desplaza-
miento Aw:
W =w+ Aw. (5.9)
En diversos ejemplos importantes, tanto clasicos como cuanticos, la estructura
geométrica del haz promueve una conexién especial, como por ejemplo, la
conexién trivial en haces triviales y la conexién de Levi-Civita en Geometria
Riemanniana. En tales casos los desplazamientos se ven como una manera
natural de parametrizar todas las conexiones.

Proposicion 5.2.1. Si Aw es un desplazamiento en el haz P, entonces
Aw(V) € hor(P).
Demostracion. Como Aw es un desplazamiento, entonces se cumple
F[Aw(®)] = (Aw ® id)ad (¥),

para todo ¥ € I'y,,. Notando que la imagen de la accién adjunta es un
subconjunto de I'y,, ® A se tiene que

~

FlAw(9)] € Q(P) ® A.
Por lo tanto Aw(?) € hor(P). O
Observacion 5.2.3. Por la ecuacion (5.8) y la proposicién 5.2.1 se tiene la
conmutatividad del siguiente diagrama

| . AL> hot(P)

ad | |

My ®A —— hor(P)® A
Aw ® id

Es decir, Aw es una forma tensorial.



118 CAPITULO 5. HACES PRINCIPALES

Proposicion 5.2.2. El espacio qc0 de todos los desplazamientos es naturalmente
un x-bimodulo sobre V.

Demostracion. Sea f € V y ¥ € T'y,,, entonces ﬁ(f) = f® 1 y ademads
escribiendo ad(¥) = 9 @ 9™ se tiene que

FlfAw®)] = (f©1) (Aw®@?) ® 9V) = fAw®®) @ 9O
= (fAw @ id)ad(¥).

De manera analoga tenemos que

FlAw(@)f] = (Aw@) @ 9W) (f @ 1) = Aw@O) f @ 9O

= (Awf ®id)ad (V).
Por lo tanto fAw y Awf también son desplazamientos.
Si Aw es un desplazamiento, definimos
Aw*(¥) = Aw(97)*". (5.10)

Entonces
(fAW) (V) = (fAw())" = Aw(")"f* = Aw" (D) f* = Aw" f*(V),
es decir, ¢cd es un *-bimddulo sobre V. O

Definicion 5.2.3. La conexion cudntica w es multiplicativa si y solamente si,
para todo a € R
wr(aMwr(a?) = 0.

Cuando la conexién es multiplicativa entonces existe una unica extension,
wh TP — Q(P), unital y multiplicativa sobre el célculo diferencial de més

mv

alto orden del grupo.

Observacion 5.2.4. En la teoria clasica, donde el calculo diferencial tanto en
el haz como en el grupo estructural es basado en formas diferenciales clasicas,
todas las conexiones son multiplicativas.

Observacion 5.2.5. Si w es una conexion en el haz P, entonces el mapeo

Ty R — Q(P) definido como
ro(a) = wr(aW)wr(a®), (5.11)

mide la falta de multiplicatividad de la conexién.
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Proposicion 5.2.3. Sea w una conexion cudntica en el haz P. El mapeo r,
satisface las siguientes igualdades.

ro(h(a)’) = —ro(a)’,

Fry(a) = F'ry(a) = (r, ® id)ad(a).
En particular, r,(a) € hor*(P), para cada a € R.

Demostracion. Se a € R, entonces la primera igualdad se obtiene directa-
mente:

ro(a)’ = —wr(a?)*wr(aV) = —wr(k(a®))wr(k(@D)*) = —ry(k(a)*).

Para demostrar la segunda igualdad, sea a € R entonces m(a) = 0 y ademés
observando que se cumplen las siguientes igualdades:

d(r (b)) = —a (V)7 (6®),  d(b) =W (b®),  w(b) = £(BV)AB?),

para todo b € A se tiene lo siguiente:

Fro(a) = Flo(m(a™))w(r(a®))]
=[w® 1d>ad< (@)][(w @ id)ad(r(al?))]
+1@a(@M)][l @ r(a®)] + 1@ (a (”)][(w®ld)ad( (a®))]
+we 1d>ad<rr<a“>>>n @ w(a®)]
= [w(r(a?)) ® r(aM)a@w(r(a®)) & r(a™)al®)]
+1@a(aM)m(a®) + [1 @ (aV)]w w<a<3>>> ® r(a®)a?)]
+ [w(ﬂ(a@))) ® K a(l))a(3)

]
= w(r(a®))w(r(a?)) © r(alV

(
[1@m(a®)]
)a(4) —1®dn(a)
@ m(aM)r(@?)a? + w(r(a?)) ® k(@a®)a®r(a®)
® k(@Ma® — w(r(a™®)) ® k(@®)r[aVr(a®)]a®
3 ) ) (2)

[
Ja(a®)]a® + w(r(@®)) @ r(a®)da®
(

(a'))a®
)Mma ))a
®MWWD—www@D®adem®
( @))d(k(aM))a®

a® = (r, @ id)ad(a).

d(k

Por lo tanto, r,(a) € horQ(P), para cada a € R, como se queria demostrar. [



120 CAPITULO 5. HACES PRINCIPALES

En esta teoria cuantica-geométrica, las conexiones son interpretadas como
formas verticales. La proposicion anterior nos muestra un fenémeno totalmente
cuantico, que una combinacién cuadratica de formas verticales nos da como
resultado una forma horizontal.

Definicion 5.2.4. Una conexion cudntica w es reqular si y sélo si para todo
¥ €'y y @ € hor(P) se satisface

w(®)p = (=17 Vw(@ o oY),
donde F(p) = o @ W),

Observacion 5.2.6. Observemos que si w es una conexion cuantica regular y ¢
es una forma diferencial en la variedad base, es decir, F*(¢) = ¢ ® 1 entonces

w(®)p = (=1)"pw(d 0 1) = (=1)"pw(9).

Es decir, las conexiones regulares conmutan graduadamente con las formas

de la variedad base Q(M).

Observacion 5.2.7. En el caso de haces principales clasicos, donde el calculo
diferencial tanto en el haz como en el grupo estructural es clasico también,
todas las conexiones son regulares.

Proposicion 5.2.4. Sea w una conexion cudntica reqular en el haz P y mgq la
multiplicacion en Q(P). Entonces

mofw ® ¢} = (=1)%ma{p ® w}o, (5.12)
para cada ¢ € T(P).
Demostracion. Observemos que si n € 'y, v ¢ € 7(P) entonces
Fe(n) = (¢ ®id)ad(n) = ¢(n@) @ 5.
Por lo tanto si 6 € T'y,, se tiene que
ma{p@wlo(@@n) = ma{pew}(n'® ®(@on™)) = ma{e(®)w(@on™)}
= (" )w(@ onW) = (=1)*w(9)e(n) = (~1)*mae{w® ¢}(¢ @ n),
concluyendo asi la demostracién. O
Observacion 5.2.8. El mapeo £, : 'y, X hor(P) — Q(P) definido como
lo(V,0) = w(¥)p — (=1)"Vw () 0 1), (5.13)

mide la falta de regularidad de una conexién cuantica w. Obviamente se tiene
que /4, = 0 si y sélamente si w es regular.
Este mapeo entonces, mide que tanto se desvia w de ser regular.



5.2. CONEXIONES CUANTICAS 121

Proposicion 5.2.5. La evaluacion del mapeo {,, de falta de reqularidad de una
conerion w es horizontal, es decir, siempre se cumple £,(9, ) € hor(P).

Demostracion. Sea ¥ € iy v @ € bot(P). Escribimos ad(?) = 9 @ 9
F(p) = 0 @ ") de manera que

F,(9,0) = Flw (19> — (10" %w@op)] = [(w®id)ad ()¢ @ "]
+ 1@ @ W] - (- 1)8‘p[90( '@ pW][(w ®id)ad(d) 0 o))
— (=1)%%0© @ D (Y 0 M)
= w(®)p® @ IV M 4 (—1)%0® @ Y — (—=1)22xO (YO o Y@
® pW k(@)W @ — (—=1)20® @ Uk (@)9p®)
= W)@ @I M 4 (—1) O QY —(—1)22 V(YD o) @YD
— (_1)390@(0) ® YV = gw(g(o)’ ¢(0)) ® WM

donde usamos que ad(¥ o ¢) = (9 0 o) @ k()Y D). Y por lo tanto
podemos concluir que £, (9, ) € hor(P). O

Observacion 5.2.9. Cabe observar que la falta de regularidad de una conexién
es un fenémeno exclusivamente cuantico en el que la combinacion algebraica
de una forma horizontal y una vertical da lugar a una forma horizontal.

Proposicion 5.2.6. Sea w una conexion cudntica en el haz P. Entonces

&J(ﬁa ‘;Ow) = €w<19a 30)¢ + (_1)8%0 £ (19 o 90 ¢) (5'14)
Co(0,0)" = =L (97 0 k(M)*, 00), (5.15)

para todo ¥ € Ty, ¢, € hor(P).

Demostracion. Sean 0 € Ty, v ¢, € hor(P), entonces

Co(9, ) + (—1)%20 00, (0 0 oW ) = [w(W)p — (—1)PpVw(® 0 oM)]
+ (1) [w(¥ 0 pW)h — (=1)? 9O (9 0 ) 0 1 )} = w(V)ptp
— (=120 o (W) = £,(3, 1))

Por otro lado, observemos que se satisface lo siguiente

0 0 k()" = w(r(P) ) k(M) = o@D 9 k(1) = (9 0 p)*,
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donde hemos usado que se cumple la identidad x % kx = id. Por lo tanto

0, (0% 0 k(M) p0%) = w(9* 0 k(1))
= (=1%o (M) 0 o) = w(® 0 V)
— ()% w(i) = (~)*[pOw(® 0 V)] = [w(®)e]”

_gw(ﬁa 90)*7

completando asi lo que se queria demostrar. O

Proposicion 5.2.7. Sea w una conexion cudntica reqular en el haz P, si

¢ € hor(P) entonces

(0),- (1))

ro(a)p = ©Vry(ap

para todo a € R.

Demostracion. Sea w € ten, ¢ € hor(P) y a € R, entonces

ru(a)p = w(r(a"))w(r(a®))e
= (=1)%w(r(@®)eVwlr(a®) o so(”]
= ¢Pwln(a (”) pVwlr(al?) 0 o))
= pwr(@® — e(a))pWwrl(a® — e(a®))p™)]
= pOur(a )90( Nwr(aP @) — O )wﬂ(gp(l))ww(a@@))
— pOuwn(ap >>wr<so<2>>+e< (™ )w ( 2)
= V(@ eMwn(a®e?) = oOr,(ap®)

donde hemos usado que R C ker(€) es un ideal derecho. O

5.3 Derivada covariante y curvatura

Observacion 5.3.1. En el caso clasico, dado un haz principal con una conexién
w podemos definir el mapeo derivada covariante sobre el espacio de formas
diferenciales. Para cada punto en el espacio tangente T'P queda definido un
mapeo proyeccion que a cada vector tangente en TP lo manda a su parte
horizontal en Hor(7'P) asociado a la descomposicion TP = Vert(TP) &
Hor(T'P) dada por la conexién w.

Asi se define la derivada covariante asociada a la conexién w como el
mapeo D : QF(P) — QF1(P) tal que

De(’UhUZa' o 7Uk+1) - de(vl 7U2 s T 7UI£{+1)7
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donde df es la derivada exterior de la k—forma 6 € QF(P) y v es la parte
horizontal de v;.

Ademads por la definicién de derivada covariante, y dado que el mapeo que
a cada vector v le asocia su parte horizontal v/’ es una proyeccién, se tiene
que
De(vhfl}?a"' 7Uk+1) D(9<v1 7/02 PR 71}1?-1-1)’

de manera que es suficiente saber como actua la derivada covariante sobre
los vectores horizontales. Ademas se puede demostrar que D es una forma
horizontal.

Con estas observaciones en mente, se puede definir la derivada covariante
de una conexién cuantica, extendiendo la construccion clasica:

Definicion 5.3.1. Si w es una conexion cudntica en el haz y ¢ € hor(P),
definimos la derivada covariante asociada a la conexion w como el operador
D, : hor(P) — hor(P) dado por

D, (¢) = dp — (—1)?pOwr (M),
donde F"(p) = o @ oW,

En la definiciéon anterior, en general la diferencial de una forma horizontal
no es horizontal, de manera que el término restante es lo que le falta a la
derivada covariante para que el resultado sea una forma horizontal, como
verificaremos mediante un calculo directo. Podemos pensar en el término
(=122 wr (M) como la ‘parte vertical’ de de.

Proposicion 5.3.1. La siguiente igualdad se satisface
FD, = (D, ®id)F". (5.16)
En particular, D,(p) € hor(P).
Demostracion. Sea ¢ € hor(P) y F ) = ¢ @ ¢, entonces
FN(Dy()) = F" (dp = (=1 Vw(n(o1)))
= dF" () — (~1)"F"(p )FA (w(m(p™))) = d(¢"” ® V)
— (1" @ W) (w @ id)ad(n(p® )) ( )6“0( © ® P (1@ n(e®)

—(—1)8“0(90”@990 )(w(( )) (so@))so(‘”)
— (=)%Y @ M) (1 ® 7(p?))
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= @ oV + (~1)%0 @ dph — (=17 u(r() @ ()
—(-1)%0 g de™
= dgo(o) ® 90(1) _ (_1)8@0@(0)00@(90(1))) ® ¢(2) — Dw(so(o)) ® )
obteniendo asi lo que se queria demostrar. O

Proposicion 5.3.2. Sea w una conezion cudntica en el haz P y D,, la derivada
covariante asociada a la conexion w, entonces

Dw(§0¢) = Dw(90)¢ + (_1)89090Dw<¢> + (_1>a<p90(0)€w<7r(90(1)>a 1/))7
para todo ¢, € hor(P).

Demostracion. Sean ¢, € hor(P), entonces

Du(py) = d(pt) — (=) Oy Our (Vg M)
d(@)¥ + (1) pd(¢) — (=1)7 OO r (M) 0 pV]
— (_1)8w+8w¢¢(0)wﬁ(¢(1))
= [d(p) = (=) wr(pM)] v
+ (=1)%¢ [d@) (=)™ Vw@™)]
+ (=1)%9 [wr(pM)y — (1) pOulr (o) 0 V]
= D ()¢ + (1) Do (¥) + (1)L, (n(pV), 9),
demostrando asi la ecuacion. O
Proposicion 5.3.3. Sea w una conexion cudntica en P, si w es reqular entonces
Do(p) = D)t + (=1)0 Dy, (¥), (5.17)
Dy, (¢") = Du(p)", (5.18)
para todo ¢, € hor(P).

Demostracion. Sean ¢, € hot(P) y w una conexién regular entonces £, = 0
y por la proposicién 5.3.2 obtenemos la ecuacién (5.17). Para demostrar la
segunda ecuacion calculamos directamente:

Du(¢)" = d(p)* — (=1)% [Own (™))"
=d(p") —w(r(p (1)) )@
= d(¢") + wr k(" )*)90(0)*
= d(¢") + (=)@ w(m k(@) 0 1)7)
= d(¢") — (—1)% (0 “w(m(pM)) = Du(¢"),

completando asi la demostracion. n
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Proposicion 5.3.4. Sea w € en(P), entonces la derivada covariante coincide
con la derivada inicial en el espacio de las formas diferenciales sobre la

variedad base, es decir, (d — D,,)(Q(M)) = {0}.

Demostracion. Observemos que si ¢ € Q(M) entonces ﬁ(gp) = ®1y por
lo tanto

Du(p) = d(p) = (=1)"pw(n (1)) = d(p) — (=1)"gw(0) = d(¢).
Por lo tanto D,, y d coinciden en Q(M). O

Definicion 5.3.2. Sean 6, ¢’ : Tiny — Diny ® Tinv €l encaje diferencial y el con-
mutador transpuesto dados en las definiciones 4.5.3 y 4.5.2, respectivamente.
Sean también 9,n : Ty, — Q(P) dos mapeos lineales. Definimos dos nuevos
mapeos lineales (¥|n), [, n] : Tiny = Q(P) como

(9|n) = ma (¥ @ n)d, (5.19)
[0, 1] = ma(¥ @n)ct. (5.20)

Definicion 5.3.3. Sea w una conexion cudntica en el Haz Principal P. Defini-
mos la curvatura de la conexion como el mapeo R, : Ty, — QU(P) tal que

R, = dw — (w|w).
Proposicion 5.3.5. Se satisface la siguiente ecuacion:
FR,(0) = (R, ®id)ad(0),

para todo 0 € Ty En particular R, (0) € hor(P), para todo 0 € 'y, y por
lo tanto la curvatura es una 2-forma tensorial. O

Proposicion 5.3.6. Sea ¢ € hot(P) y w una conexion, entonces
DZ(p) = = (dwm (o) + wr(pW)wr(p®)) .
Demostracion. Sea ¢ € hor(P), observemos que
F(d() =d(@”) ® oW + @ @ d(p™).
También se tiene que

FeQu(r(e™M)) = pQu(r(pM)) © @ + o @ d(pD).
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Por lo tanto, calculando directamente tenemos lo siguiente:

D2 () = Du[d(p) — (=1)*¢pOwr (M)
= D,(d(yp)) — (= )WD (e Qwr (™))
= (-1)% [d(w(o))w )+ ( ) Owr(d(p™M))]
W) — oOd(wr (™))
M(@O(”)W(w(?)) <mr(d(c/)(1 )]
= —pVdwr (M) — w( ( <1>))M( @)
—©@ [dwr (M) + wr (M )wr ()],

lo que completa la demostracién. O

Observacion 5.3.2. La curvatura depende implicitamente del mapeo ¢ y esta
dependencia desaparece cuando la conexién es multiplicativa, en este caso
se tiene que R, = dw. Por lo tanto, usando la Proposiciéon 5.3.6 cuando la
conexion es multiplicativa, se tiene que

D2(p) = —p O R,m(pW). (5.21)

Se puede ampliar el concepto de curvatura, extendiendo el mapeo 7,
definido en la ecuacién (5.11) a un mapeo (denotado de la misma forma)

ry : A — Q%(P) definido como
ry(a) = dwr(a) + wr(aM)wr(a?),
para todo a € A. De esta manera tendremos que
DZ(p) = = Oru ().

Este nuevo mapeo verifica que el siguiente diagrama

A L2 ho? (P)

ad | | P

A® A —— hor*(P)® A
r, ®1id

es conmutativo. En particular r, exhibe la propiedad clave de tensorialidad.

Observacion 5.3.3. Podemos observar varios puntos respecto a los conceptos
de curvatura:
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e Como hemos explicado a lo largo de la tesis, un concepto clésico se
puede generalizar y enriquecer de diferentes maneras en el contexto
cuantico, y la curvatura cuando no es multiplicativa es uno de ellos. La
nueva generalizacién de curvatura r,, sélo se hace visible en el mundo
cuantico y no depende del encaje diferencial.

e Se tiene que la imagen de R, forma un subespacio de la imagen de r,, y
cuando la conexion es multiplicativa se relacionan mediante la férmula

Tw = IY,T.

e El mapeo que mide la falta de multiplicatividad es en realidad parte de
la curvatura y solo lo podemos percibir en el contexto cuantico.

Proposicion 5.3.7. Sea w una conexion cudntica en el haz P yr, : A —
hor?(P) la curvatura. Entonces

Dyro(a) + b, {m(aM),r,(a®)} =0, (5.22)
para todo a € A. Una version cudntica de la identidad de Bianchi. O]

Proposicion 5.3.8. Sea w una conexion cudntica en el haz P. Entonces para
todo n € T7(P) se satisface

Dyn = dn — (=1)""[n,w].

Demostracion. Sea 0 € T'y,y y n € 7(P). Entonces por la tensorialidad de 7
se tiene que F(n()) = (n @ id)ad(d) = n(0¥) @ 1) y por la definicién del
conmutador transpuesto también tenemos que ¢*(#) = 0 @ 7(8V)). Por lo
tanto

Du(n(6)) = d(n(9)) = (=1)"n(0™)w(r(61))
= d(n(6)) = (=1)""ma(new) (0 m(0)) = d(n(6))—(~1)""ma(n@w)c’ (6)
= d(n(6)) = (=1)""[n, 0,

concluyendo asi la demostracion. ]

Definicion 5.3.4. Sea w una conexion cudntica en el haz P. Definimos el
mapeo lineal q,, : Y(P) — Y(P) como el mapeo dado por:

qw () = Wlo) = (=1)*(plw) = (=1)*[p, w]. (5.23)
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Proposicion 5.3.9. El mapeo q,, satisface la siguiente igualdad
Fau(p) = (¢ @ 1d)Fp
para cada @ € T(P). En particular q,7(P) C 7(P).

Demostracion. Sea ¢ € 7(P) y 0 = mw(a) para un a € ker(e) apropiado.
Entonces escribimos
6(0) = —m(a (1))®7T( @),
ad(f) =00 @ 0" = 7(a®) @ k(aM)a®,
(0) =09 © (6) = 1(a?) © w(x(a)a®).

Entonces

F(a.(0)(9)) = Fl{wlp)0 - (=1)%(lw)f — (=1)*[p, w]6]
= —Fluwm(a®)pr(a™)]+
(1) Flpr(aM)wr(a®)](=1)% P8 )wr(6)]
— _[wﬂ(a@))@,i( ()) (3)][ m(a (5)) H<a(4))a(6)]
— 1@ m(a)]pr(a®) ® r(a®)a™]
+ (=1)%[pr(a®) @ x(a™M)a®][wr(a®) © K(a)a®)]
+ (=1)%[er(a®) @ r(aM)a?[1 @ 7(a™)]
— (=1)%[p(8") © 8V [wn(6P) @ x(6®)6Y]
— (=1)%[p(0) @ 61 @ w(6®))]
= —wr(a®)pr(a®) @ k(aM)a® — ( D% or(a®) @ 7(aV)k(a?)a®
(

+ (=1)%pr(a®wr (@) @ w(aM)a™ + (1) r(a®) @ r(a!V)d(a®)
—(—1)‘9“"90(9 )W(Q(”)®9@) (—1)%p(¢" )®d(9(l))

= {{wlp)m(a®) = (=) {plw)m(@®) = (-1)*[p, w]m(a®)} ® r(aM)a®

+(=1)° WT( @) @ d(x(al ))6(a(2))a(4)+(—1)a“"90(7r(a( ’))®f~’v( W)d(a®)

— (=1)%p(r(a®)) @ d(r(aV)a'®) = q.()(0”) @ 0,

lo que completa la demostracion. O

Proposicion 5.3.10. Sea w una conexion regular en el haz P. FEntonces se
satisface que

para todo ¢ € 7(P).
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Demostracion. Sea w una conexién cudntica regular y ¢ € 7(P) entonces
usando la igualdad

mof{w ® ¢} = (=1)%my, (¢ @ w)o,

donde o es el operador de trenza, se tiene que si ¥ = w(a) y a € ker(e)
entonces

(wle)d = —wr(a®)pm(a®)

lo que implica que ¢,(¢) = 0. O]

Observemos que aplicando la definicién de curvatura dada en 5.3.3 y
usando 5.3.8, entonces tenemos que para toda conexion cudntica w en el haz
P se satisface

D, (R,) — qu(Ry) = dRy — [Ry, w] — (w|Ry) + (Ru|w) + [Ry, ]
= d(dw — (w|w)) — (wldw) + (wW[{w|w)) + (dwlw) — ({w]w) |w)
= (wl{wlw)) = ((wlw)|w).

Observacion 5.3.4. La identidad
(Do = qu)(Ry) = (w|(w]w)) — ({w|w)|w), (5.24)

es otra contraparte cuantica de la identidad clasica de Bianchi.

Observemos que si la conexién w es multiplicativa entonces la ecuacion
(5.24) se convierte en (D,, — q,)(R,) = 0 y si ademads la conexién w es una
conexion cudntica regular entonces ¢, (R,) = 0, y por lo tanto se recupera la
identidad clasica de Bianchi: D, (R,) = 0.

En general, en el caso cuantico, no todas las conexiones regulares son
multiplicativas, de modo que si consideramos dichas conexiones la identidad
(5.24) nos mostrard que la derivada covariante de la curvatura no se anularé,
contrario a lo que ocurre en el caso clasico. Por lo tanto es interesante calcular
dichos términos pues nos muestran un fenémeno que sélo puede ocurrir en el
contexto cuantico.
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Capitulo 6

Haz hiperbdlico cuantico de
Hopf

En este capitulo desarrollaremos de acuerdo a la teoria de S. L. Woronowicz
[23], la construccién de un calculo diferencial cudntico sobre el grupo SU (1, 1),
analogamente a la ya construida versiéon de SU(2) presentada en [24]. Como
veremos, hay una muy sutil diferencia de signo en las relaciones de conmutacion
entre los elementos del dlgebra, pero que conllevan a grandes diferencias tanto
geométricas como algebraicas. La geometria codificada en el grupo cuantico
SU,(2) de Woronowicz corresponde a una geometria eliptica mientras que la
de SU,(1,1) a una geometria hiperbdlica.

Abordaremos este ejemplo desde la visién de haces principales desarrollada
a detalle en el capitulo anterior.

6.1 Grupo cuantico SU,(1,1)

Recordemos que el grupo clasico U(1, 1) esta formado por las matrices com-
plejas T de tamano 2 x 2 que satisfacen

1 0 . (1 0
r(10)r(1 ) o
Esta 1ltima ecuacién es equivalente a la condicion
(1 0 (1 0
m(o 5= 5)

El grupo SU(1, 1) es un subgrupo de U(1, 1) que consta de los elementos de
determinate igual a 1. Este grupo puede ser descrito también equivalentemente

131
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como

SU(1,1) = {( j 7 ) € Mao(C) : [af? = 7 = 1}.

«

Es importante observar que si definimos 7' como la matriz

T = ( * 7 > .
v
Entonces la condicién (6.1) es equivalente a la ecuacién de determinante
o = [7[* = det(T') = 1.

Este es el punto inicial para construir SU,(1,1), la versién cudntica
de SU(1,1). Esta consiste de una *-algebra B generada por las entradas

matriciales de
u= < © > (6.2)
v«

donde postulamos que u cumple las relaciones dadas en (6.1). Aqui el
numero pu € [—1,1] \ {0}. Lo anterior implica las siguientes relaciones de
conmutatividad entre los generadores de B:

ac* — Py =1,  afa—vy=1 =7y,
—1_* =

* * ¥ . —1 * _ kK (63)
ay' =pya, &y =ptyat, ay=pya, oy = ytal

Observacién 6.1.1. Los elementos a™y*y* forman una base para el algebra
B, donde m € Z, k,l € N. Entendemos a las potencias negativas de o como
las correspondientes potencias positivas de o*, de esta manera o~ = a*.

Observacion 6.1.2. Los puntos cldsicos de SU,(1, 1) estan dados por todos los
caracteres de B que respetan las relaciones.

Obsérvese que si k : 2B — C es un caracter de B, entonces la relacion

w(a)r(y) = pr(y)k(a),

se debe satisfacer en C, lo cual si p # 1, pasa sélo si k(a) =0 6 k() = 0.

Por otro lado, cualquiera de las relaciones aa* — pu?yy* = 1 = a*a — y*y
independiente del valor de p implica que x(a) = k(a*) # 0.

Por lo tanto k(y) = 0y |s(a)| = 1. Esto es, si u # 1 entonces cada
caracter estd etiquetado por un punto z € C del circulo unitario. Asi la parte
clasica de este grupo cuantico es un circulo.

Por ultimo observemos que si = 1, el dlgebra B es conmutativa y los
puntos clésicos coinciden con SU(1, 1).
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Proposicion 6.1.1. El dlgebra B es una *-algebra de Hopf, con coproducto
@:B — BKRB, counidad € : B — C y antipoda k : B — B dados por

Sluig) = Y up @urg,  e(ugy) = 0y,

O explicitamente

Pla) =a®@a+puy" ®7, e(a) =1, K(a) = o,
pla’) =a"@a" +puy ey, ela’) =1, K(a") = a,

P(7) =7®@a+a’ @7, e(v) =0, K(Y) = =1,
(V) =7 ®@a" a9, e(v) =0, wpr(y)=-" O

6.1.1 Calculo diferencial cuantico de primer orden so-

bre 8 = SU,(1,1)

Usando la teoria de Woronowicz expuesta en el capitulo 4, construimos un
célculo diferencial (¥, d) de primer orden sobre 8 = SU,(1,1). Este calculo
diferencial se puede ver como el bimddulo B ® U, donde Wy, = ker(e)/ 7,
para un ideal derecho 7.

Para fines de esta tesis consideraremos el ideal:

(%t ar =, oyt =, oy =, oty =,
pa+at—(1+4°)1) =7 (6.4)

y exploraremos cémo es dicho calculo diferencial.

Recordemos que el mapeo de gérmenes 7 : 8 — W;,, es un mapeo sobre,
es decir, recuperamos el espacio Wy,, mediante la férmula 7(b) = x(b1))db®),
para cada b € B. Ademéds, se satisface que 7(b) = 0 para todo b € 7, lo cual
nos lleva a las siguientes igualdades en Wy, :

m(v?) = 0, m(ay) = 7(v), T ) = m(v"),
m(y*?) =0, m(ay) = 7(7"), m(a*) = —pPr(a),
m(vy*) =0, m(a*y) = m (), Pr(e?) = (1+ p?)m().
Proposicion 6.1.2. Los elementos
ny =7(v), n- = pur(y"), ns = m(a—a’), (6.5)

generan el espacio WV,,,. ]
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El espacio V;,, tiene estructura de moédulo derecho definiendo la accion
derecha o como en (4.13). Observando ademéds que se satisface la ecuacién

w(ab) = w(a) o b+ e(a)w(b),

para todo a,b € B, tenemos la accién derecha de 8 sobre V;,, dada por las
siguientes ecuaciones:

m(a)oa=pw(e),  m(a)oa*=p’n(a),  w(a)o{y,7} =0,
m(a*)oa=pu*n(a”), w(a)oa" =pr(a®), mw(a)o{y,v} =0,

m(y) oo = p (), m(y) o a” = um(y), (7)o {7,7"} =0,
T(v)oa=p"tw(y), w(y)ead =pun(v), 7wy o{y,y}=

Proposicion 6.1.3. La accion o : W, X B — W, dada por:

e o=, 13 0 0 = 2,
N o’ = g, 1s 0 o = pPn, (6.6)
7’}:&0{777*} :Oa 7730{’%’7*} = 0.
es una accion derecha de B en el espacio V;,,. L]

Proposicion 6.1.4. Sea (V,d) el cdlculo diferencial de primer orden sobre B
determinado por el ideal J definido anteriormente. Las siquientes reglas de
conmutacion se satisfacen

ma = plang,  msat = pltatng,  nsy = tams, meYt = oy s,
nea = plony,  neat =patne, ey =p e, eyt = e
Demostracion. El célculo diferencial (¥, d) de primer orden sobre B se
identifica con el calculo diferencial (8 ® Wy,,,d) mediante el isomorfismo
i:B® Uy, — ¥ dado por i(b® ) = bl, para todo b € B y 0 € Uy, (ver el

Teorema 4.2.14). De esta manera, tenemos que la multiplicacién de § € ¥
con un elemento b € B queda determinada por la siguiente ecuacion:

0b = b1 (0 0 b®).

De esta manera los calculos directos nos llevan a las reglas de conmutacién
en YV establecidas en la proposicion. O

Proposicion 6.1.5. El espacio WV, tiene estructura de x-mddulo definiendo en
los generadores las siguientes igualdades:

n3 = —1N3, ne = g (6.7)
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Demostracion. La estructura x queda determinada mediante la férmula
7(a)* = —7[k(a)*] como se puede ver en (4.29). De esta manera los calculos
directos nos llevan a

* -1

=—m(a®), 7(y)* =pr(y"), ©(Y) =p w(y)

Por la defincion de ny y n3 se tiene el resultado. ]

* *

()" = —7m(a), w(a¥)

Proposicion 6.1.6. La diferencial d : 8 — U queda determinada mediante la
siguientes formulas

1 2

* * /’L *
d — - d = — P _ 68
0= T s ) T s (6.8)
2
* * M * —1
dy = dv* = — . 6.9
%t 1+M27n3+0zn+7 v 1+M27n3+/~t an (6.9)

Demostracion. Observemos que la diferencial d en 8 ® V;,, estd dada por la
formula db = b @ 7(b?), por lo que d : B — ¥ queda determinada por la
formula

db = bW (b)),
para todo b € 9B. Esta férmula directamente nos lleva a los resultados. [

Observacion 6.1.3. Podemos escribir a los generadores del espacio V;,, en
término de las diferenciales de la siguiente manera
ns = o*da — ada™ + pPydy* — *dy,
Ny =ady —pyda, 0o = pa’dy" — 7 da’.
Observacion 6.1.4. Observemos que el ideal J se obtiene de multiplicar por
la derecha a los generadores de J por todos los elementos de B y considerar
sumas finitas de éstos. Observemos que si g € J es un generador del ideal, y

b € B entonces dado que B es un algebra de Hopf, se tiene que la antipoda
k es un mapeo lineal antimultiplicativo y por lo tanto

r(g)" = (k(b)r(g))" = K(g)"r(b)".

Ademads como k(g)* € J entonces k(gb)* € J. Por lo tanto el calculo
diferencial ¥ es un *-calculo.

6.1.2 Envolvente universal diferencial sobre SU,(1,1)

Proposicion 6.1.7. Las relaciones de conmutacion entre los generadores de
W, quedan determinadas de la siguiente manera:

Nen- = —@n-ny,  nema = —putnang,
men- = —p'n-ns,  nL=n>=n;=0.
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Demostracion. Recordemos que el espacio W) = U2 /502 donde SHZ es el

mv mv mv?

ideal cuadratico generado por los elementos de la forma
¢ =m(a") ®n(a?),

donde a € J. Ademds usando la Proposicién 4.5.13, el ideal S/ estd generado
por todos los elementos de la forma

(n(a®) 0 b)) @ (w(a®) 0 b)),

donde los elementos a son generadores del ideal J y b € B. Observando
también que la accién derecha solo genera potencias de p entonces todas las
relaciones en W;,, son cubiertas al considerar los elementos ¢ obtenidos a
partir de los generadores de J.

Por lo tanto, como 72 € J v
(V) = ®a’ +a*y ®@ya+ " @ ay + a? @47,
entonces
0 =m(a*y)m(ye) +m(va*)m(ay) = p~ () + pr(y)? = (0™ + s

Por lo tanto, n3 = 0. De manera andloga, usando que v*? € J se demuestra
que n2 = 0.
Ahora consideremos yy* € J, su coproducto esta dado por

(1) =ra®@ary +a'a®yy + 97" @ aa” + o™y @ ya.
Asi que

0 =m(ya)m(ay*) + m(@ " )m(va*) = p~ ' w(V)w(y*) + pr(y)w(y)
= 1. + oy,

es decir nyn_ = —pn_n,.
Sea ay — v € J entonces tenemos el coproducto de dicho elemento dado
por la férmula

Pplay—7) =@’ + Y y@ya+ad* @ay+py'a’ @y —y®a—a" ®7.

Por lo que
. _ 1
0 :W(OW)W(OCQ) —m(y)m(a) — w(a)m(y) = p 277+773 - mmns
2 -2 2
7 o p
+1 +M277377+ “1x2 M2U+773 + T+ u277377+,
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es decir, 7,13 = —p*n3n,.. Observemos que si aplicamos la * a esta tltima,
igualdad se tiene que n3n_ = —putn_ns.

Finalmente sea p?a + o — (1 + p?)1 € J, consideremos el coproducto de
tal elemento:

o(pla+a’ —(1+p°)1) = pa@a+ i’y @y+a" @a* +py 7' — (14 4°) 101,

Entonces

0= p*m(a)® + pr(y)m(y) + m(a”)? + pr(y)m(v")
T p 2
<1+ )2773+N77 77++m773+77+77—
A 2
(2
lo que implica que 73 = 0, como se querfa demostrar. ]

Proposicion 6.1.8. El cdlculo diferencial U de primer orden sobre el grupo
cudntico SU,(1,1) se extiende al cdlculo envolvente universal W" definiendo
las diferenciales en los generadores de la siguiente manera

dns = —(1 + p*)n-ny,

diy = p*nsns,

dn_ = pn_ns.
Demostracion. La teoria general nos muestra que si el célculo diferencial se
extiende entonces se cumple que dn(b) = —7 (b)) 7(b?), para todo b € B.

Por lo tanto,

. 1
dr(a) = = [m(a)* + pr(y)m(y)] = - {m—wﬂ% + 77—77+] =~
Anéalogamente
4
* * % 1%
dn(a) = = [ia" P+ pn(0)a(r")) = = | b | =
Por lo tanto
dng = dm(a) — dm(a*) = =n-ny +nyn- = =1+ p*)n-ny.
Calculemos ahora la diferencial en 7,
—1 >
dn. =d = — *
ny = dr(y) = = [r(y)m(@) + mla’)r()] = T=5mems + T 5m
e = gy

Finalmente obtenemos la ultima ecuacion al aplicar la * a la forma dn, y
observar que el calculo es x-calculo diferencial graduado. ]
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6.1.3 Calculo diferencial sobre el circulo U(1)

Dado que U(1) := A es la parte clasica de SU,(1,1) cuando p # 1, se puede
construir un calculo diferencial sobre A de manera natural.

Proposicion 6.1.9. Si definimos el co-producto, co-unidad y antipoda como

aU) =U®U, raA(U) =U", ealU) =1
oAU =U"eU™, rA(UTY) =0, eaU™h) = 1.
Entonces el dlgebra A se convierte en un dlgebra de Hopf. [

Consideremos la proyeccién natural I : 8 — A, es decir
(o) = U, H(a*)=U"", II(y) =0, II(v*) =0,

y proyectemos el ideal J del cdlculo sobre 9B al ideal J4 = II(J). Entonces
obtenemos de manera natural un célculo diferencial I' sobre A.

Observacion 6.1.5. El célculo diferencial I" sobre A = U(1) se identifica con
el bimédulo A ® I'y,,, donde el espacio I'y,, de los izquierdas invariantes es
isomorfo a ker(e)/J4. En este caso, tenemos directamente que

Ta={p2U + U — (14 p)1}.
Observacion 6.1.6. Se cumplen las siguientes relaciones en 'y, :
Pra(U?) = (L+ p*)ma(U),  ma(U™) = —p’ma(U).
Proposicion 6.1.10. El elemento
X =maU—-U")
genera al espacio Ty . OJ

Observacion 6.1.7. El elemento x* es antihermitiano, es decir, x* = —x.

Proposicion 6.1.11. La accion derecha de A en el espacio Iy, estd definida
como

xolU = pu 2y, xoU™t = pu?x. (6.10)
Demostracion. Observemos que se satisfacen las siguientes igualdades
ma(U) o U = p~?ma(U), AU oU = p 2 ma(U™Y),
TaU) o U™ = j2ra(U),  ma(U™Y) o U™ = pima(UY),

de manera que aplicando la accién derecha de U y U~! en el generador y
obtenemos el resultado. O



6.2. HAZ PRINCIPAL CUANTICO HIPERBOLICO 139

Proposicion 6.1.12. Sea (T',d) el cdlculo diferencial de primer orden sobre A
determinado por el ideal J4. Entonces las siguientes reglas de conmutacion
se satisfacen:

XU=pUx, xU'=p’U"x.

Demostracion. Las relaciones se obtienen al identificar ARy, con I mediante
el isomorfismo a ® 6 +— af, para todo a € Ay 6 € I'y,,. Por lo que se cumple
la férmula x o a = aM(y 0 a?), para todo a € A. O

Proposicion 6.1.13. El mapeo lineal d : A — T definido en los generadores
como

U= — Uy du—— i U~y
1+p2 7 1+ p? ’
es la diferencial en el dlgebra A. ]

Observacion 6.1.8. Primeramente observemos que (dU)* = dU~! pues

1 —1 —u?
dU)* = U* = U= Uty =dU .
(dU) 1+u2X 1+u2X 1+ p? X

También se puede observar que este calculo diferencial sobre el circulo es
no conmutativo:

AU = p~2Ud(U), AU = 12U d(U).

Y finalmente, observemos también que la extensiéon a mas alto orden del
calculo I' es igual a cero.

6.2 Haz principal cuantico hiperbdlico

Seguimos analizando al grupo cuantico SU,(1, 1), ahora por medio de la teorfa
de haces principales, donde el espacio total serda SU,(1, 1) representado por el
algebra B y el grupo estructural serd el circulo unitario U(1) representado
por el dlgebra A, introducidas anteriormente. Como veremos este haz tiene
como variedad base un hiperboloide cuantico, razén por la cudl lo llamamos
haz hiperbdlico cuantico (de Hopf). Estudiaremos las principales estructuras
geométricas como lo son la conexién, derivada covariante y curvatura.

Proposicion 6.2.1. El mapeo lineal F : B — B ® A dado por

Fla)=a®U, Fla)=a'@U", F(1)=70U, F(") =y oU",
(6.11)
es una co-accion derecha de A en $B.
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Demostracion. El mapeo F' se define de manera general como F' = (id ® IT)¢.
Cabe mencionar que F' es un x-homomorfismo unital, pues la proyeccién II,
el coproducto ¢ y la identidad son *-homomorfismos.

Por lo tanto basta ver que se cumplen las propiedades de co-accién en los
generadores « v v. En efecto, calcularemos unicamente para « pues la accion
en v se comporta de forma similar. Asi que

(FRid)F(a)=F(@)@U=aUeU=a® ¢s(U) = (id® ¢a)F(a),
([des)Fla)=a®@e4(U)=a®1=a.

Por lo tanto el *-homomorfismo F' es una co-accién derecha de A en B. [

Proposicion 6.2.2. La x-dlgebra V = {b€ B : F(b) =b® 1} estd generada
por lo elementos

*

p=77, n=ay, 7 =7a"

Demostracion. Todo elemento b € B se puede escribir como combinacion
lineal de elementos de la forma a*y™~** donde m,n € N, k € Z, y si k <0
entonces o = a*~*. De esta manera se tiene que a*y™y*™ € V si y sélamente
si k+m —n = 0. Lo anterior se satisface para combinaciones lineales de

p =7 n=ay,n" =ya’ O

Proposicion 6.2.3. Las siguientes relaciones algebraicas

p=r pn = w np, pn = 120" p,
1 1 1 1
2 — 2 —_ * = — — 2 —n* — .
(Wp+5)" —m" =7, (p+3)"=nn=7
se satisfacen en V. [

Observacion 6.2.1. Podemos pensar al elemento p como una coordenada real,
pero dado que p = yv* entonces estamos en el caso de que la coordenada
real es positiva, y también pensamos al elemento 7 como una coordenada
compleja, de manera que si p = 16 — 1, la x-dlgebra V geométricamente
correspondera a la hoja superior del hiperboloide clasico.
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Sipe (—1,1)\ {0} el dlgebra V es no conmutativa y podemos pensar que
de manera geométrica se ve como un hiperboloide cuantico.

Proposicion 6.2.4. La terna P = (98,1, F') construida anteriormente, donde
Lt:V — B es el mapeo inclusion, es un haz principal cudntico. O]

Observacion 6.2.2. Por todo lo anterior, observemos que si y = —1 tenemos
un haz principal cudntico, donde resulta que tanto el grupo estructural como
la variedad base son cldsicos. A este haz principal lo llamamos haz principal
hiperbélico cuéantico.

Proposicion 6.2.5. La co-accion F' dada en la proposicion 6.2.1 se extiende a
un homomorfismo F : Q(P) — Q(P) & T definido como

F(ns) =m@l+10y,  F) =n0U  Fn)=noU> (6.12)
donde QU(P) = ¥,

Demostracion. Observemos que el célculo diferencial Q(P) estd generado por
los elementos de B y todos los elementos 7(b), b € B. Aunque el célculo Q(P)
no es bicovariante, se puede demostrar, como consecuencia de la propiedad
de extendibilidad de los mapeos definidos sobre la envolvente universal que
vimos antes, que la co-accién F' se extiende y de manera tnica a F', donde
resulta que

F(r(b)) = 1@ (7 (b)) + 7(b®) @ M (x(b™M)p®),

para todo b € B. Aplicando directamente esta férmula para F obtenemos el
resultado. ]
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Observacion 6.2.3. El dlgebra de formas horizontales hot(P) estd generado
por los elementos de ‘B, y por los elementos 7, y 7_.

Proposicion 6.2.6. El dlgebra de formas diferenciales sobre la base se puede
escribir como

QM) = #-dlg{p, n, 1", nen-, oy, ney' e’ Y-, ey, oo, neath
Demostracion. Notemos que Q(M) C Q(P) esta formada por todos los ¢ €

kA mA*n

Q(P) tales que ]3(4,0) = p®1. Los elementos de la forma oy™~y* ! n* , donde
k€ Z,m,n,l s €N pertenecen a Q(M) siy sélosi k+m —n+2—2s=0.
Asi, el espacio de formas diferenciales en la base se escribe como sumas finitas
de productos de los siguientes elementos

p=a m=ayt, =l g,
avn-, mytal, e ey et e
Por lo que estas relaciones definen completamente a Q(M). ]

Proposicién 6.2.7. La diferencial d : V = Q°(M) — Q(M) sobre la variedad
base se define en los generadores de la siguiente manera:

dp = p~ ey ot + .,

dn = nyy™? + p e,

dn* = p~nea® + 4%
Demostracion. El resultado se obtiene aplicando a los generadores p, n y n*
las diferenciales de los elementos de B dados en las ecuaciones (6.8) y (6.9),

y aplicando las relaciones de conmutacién dadas en (6.3) que verifican los
generadores de B y la proposicién 6.1.4. O

Observacién 6.2.4. Los elementos de Q'(M) se escriben en término de los
elementos de Q°(M) =V de la siguiente manera:

ayn- = p*(1+ p@p)dp —ndn*,  nevy'a* = ndn* — p'pdp,
V- = pPntdp — pdn’, ney? = ndp — i pdn,
o’n_ = p(l+ p’p)dn — pndp, 1y = p(1+ p)dn* — pn*dp.

Observemos también que el generador de Q?(M) se escribe como combi-
nacién lineal de elementos de Q°(M) y sus diferenciales como:

nan- = — (14 (1 + ) p+ (u° — 1) p*) "~ dndoy”.

Por lo tanto, el célculo diferencial (M) sobre la variedad base repre-
sentada por el algebra V esta generado por todos los elementos de grado
cero.
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6.2.1 Conexiones, derivada covariante y curvatura

Observemos que la accién adjunta ad : I'y,y — T'iny @ A en el generador x es
igual a

ad(ma(U —U™)) = ad(ma(U)) — ad(ma(U™))
mA(U) ® () — AU Y @s(UHU!
( )
(U

mA(U ®U W —mUHeuu!
MNel=ya1.

TA
Por lo tanto una conexién cudntica en P debe satisfacer que
Fu(x) =w(x)®1+1®y.

Observando la primera igualdad de (6.12) nos damos cuenta que podemos
definir naturalmente una conexién w : I'y,y — Q(P) en el haz P como:

w(x) = 13- (6.13)

Proposicion 6.2.8. La conexion w : Uy, — Q(P) dada por w(x) = n3 es una
conexion reqular.

Demostracion. Recordemos que una conexién es regular si se cumple que

w(B)p = (1% w0 W),

para todo 0 € Ty, v ¢ € hor(P).

Por la observacién 6.2.3 se tiene que el espacio de formas horizontales
estd generado por los elementos de B y por los elementos 1, y n_, asi como
también por la proposicién 6.1.10 tenemos que el espacio I'y,, esta generado
por el elemento Y.

Por lo tanto usando las definiciones de las co-acciones F' dada en la
proposicién 6.2.1 y F en la ecuacién (6.12) y que la accién derecha estéd
definida como en (6.10) tenemos mediante calculos directos que:

S

X)a = mpa = ptany = aw(p*x) = aw(x o U),
)Y =3y = pyms = yw(p?x) = yw(x o U),

*

(X)
(X)
)" = 37" —/mns Yw(p?x) =vwlxoUY),
(X)
(X)

S

S

XN = mang = —p ey = —npw(pTtx) = —npw(x o U?),
_ 4 . 4 . *2
X)N— =n3n- = —p'n_ns = —n_w(p'x) = —n_w(x o U*).

€

€

Es decir, la conexién es regular. ]
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Proposicion 6.2.9. La conezion w : Ty — Q(P), dada por w(x) = ns es una
conexion multiplicativa.

Demostracién. Elideal Jy estd generado por el elemento p2U+U ! +(1—p?)1,
por lo que basta ver que el mapeo r, : J — Q(P), dado por r,(a) =
wra(aMwr4(a?), se anula en dicho generador. En efecto, usando que

ma(U) =1/(1+ p®)x y que ma(U™1) = —p?/(1 + p?)x se tiene que

2 N4

(14 p?

M2 (MTA(U))Z + (w?TA(U_l))Z _ i f;ﬂ)Qng +

es decir, la conexion w es multiplicativa. ]

)277§ =0,

Observacion 6.2.5. Por la proposicion 5.3.3 la derivada covariante cumple la
regla graduada de Leibniz y D, (¢*) = D, (¢)*.

Proposicion 6.2.10. La derivada covariante D, : hor(P) — hor(P) se escribe
en los generadores de la siguiente manera:

Dy (a) = py™ ny, Dy(v) = o™y, D (n4)
D, (o) =y, D,(v*) = ptan_, D.(n-)

0,
0.
Demostracion. Tenemos que Dy, (@) = dp — (—1)2pOwr 4(p™M) se cumple

por definicién para todo ¢ € hor(P). Por lo tanto, usando las ecuaciones
(6.8), (6.9) y la diferencial definida en la proposicién 6.1.8 se tiene que

Dy(a) = da — awmy(U) = da — ans = Yy ny,

14 p?

Dy(7) = dy —ywma(U) = dy — SN = A1)y,

1+ p

1
Dy(ny) = dny + nywra(U?) = dny + Emﬁ:& = 0.

Aplicando la * a las igualdades anteriores se completa la demostracion. [

Proposicion 6.2.11. La curvatura R, : Iy, — horQ(P) se define en el gener-
ador x como

R,(x) = —(1+ p®)n_n.

Mas atin, la curvatura extendida r,, : A — hor®*(P) en el generador U™ estd
dada por la expresion

. 1— ,u2n
Tw(U ) - _,l,b2(n_1)(1 _ MQ)TIJN-
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Demostracion. Por definicién R, (x) = dw(x) — (w|w)x. Sin embargo tenemos
que

(Wlwhx = 1+ ) mu(w @ w)d(ra(U)) = 1+ p2) (wra(U))* = —n2 = 0,
lo que impplica que

Ro(x) =dns = —(1 4 p*)n-n;.

Ademas, como la conexién w es multiplicativa se tiene que r, = R, 74 y por

lo tanto
1

RN

Para demostrar la expresion general en el generador U™ obsérvese que

ro(U) = Ryma(U) R,(x) = —n-n4.

2n

WA(U ) = u?(n—l)(l _ ,UQ)WA(U)’
de manera que
1— M2n 1— ’u2n
LU =d U™ = d U) =— _N,
T ( ) wﬂ-A( ) M2(n_1)(1 — ,u2) Wﬂ-A( ) ,LL2(n_1)(1 — NQ)TI N+
como se querfa demostrar. O

Observacion 6.2.6. Observemos que como la derivada covariante D, satisface
la regla graduada de Leibniz se tiene que

Dyy(Ru(x)) = —(1 + p*)Du(n-ny) = —(1 + pi®) (Do (n-)ns — n-Do(ny)
=0,

es decir, obtenemos la identidad clasica de Bianchi.

Observacion 6.2.7. En el caso cléasico, la conexion w definida en esta seccién
corresponde a la conexiéon de Levi-Civita, esta conexion es caracterizada
como la tnica conexiéon compatible con la métrica que ademas tiene torsién
idénticamente cero.

6.3 Modelo cuantico de Poincaré

La geometria hiperbdlica estd muy estrechamente relacionada con la teoria
de la relatividad y resulta ser una importante herramienta en el estudio de
las 3-variedades, nudos, superfices de Riemann, entre otras. De hecho, el
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plano hiperbdlico proporciona un marco de referencia para la construccién de
todas las superficies de Riemann compactas de curvatura constante negativa.
Resulta que todas ellas se pueden obtener factorizando este plano por una
accion libre de un grupo discreto infinito.

En esta tesis extendemos la teoria clasica a una nueva teoria hiperbdlica
cuantica, generalizando el modelo de Poincaré. Como veremos, muchas
cosas de este modelo podran ser reincorporadas naturalmente en el contexto
cuantico, preservando el espiritu de las construcciones clasicas. Sin embargo,
es natural esperar que apareceran diversos fenémenos completamente ausentes
en la teoria clésica.

Ya vimos que el grupo cuantico SU,(1,1) representado por el algebra
B se puede ver como un haz principal cuantico donde el grupo estructural
es el circulo y la base corresponde a un espacio hiperbélico. Podemos dar
un nuevo giro, y ver el algebra B como un producto cruzado entre el plano
hiperbélico y el circulo. Para esto introduciremos nuevas coordenadas, que
corresponderan clasicamente a las coordenadas del plano hiperbélico complejo
en el modelo del disco unitario, y consideraremos una transformacién unitaria
que corresponderd a la rotaciéon alrededor del origen.

Como vimos anteriormente, en geometria cuantica es crucial considerar
representaciones (aunque posiblemente no acotadas) en un espacio H de
Hilbert. Y para nuestra algebra B, se puede demostrar que existen repre-
sentaciones no acotadas en un espacio de Hilbert. Notemos que el elemento «
en B se puede ver como un operador de norma mayor o igual que uno, pues
si ¢ € H, se cumple que

loth]|* = {avblaty) = (Dlaar)) = (V|(1+ 7" y)v) = [[WI1* + Iy,

es decir, ||| > ||1]], donde hemos usado las relaciones dadas en (6.3).

Esto ultimo implica que el elemento « visto como operador es invertible y
cuya inversa tiene norma menor o igual a uno.

Comentario. De aqui en adelante supondremos que nuestra dlgebra B se puede
extender incluyendo al elemento a~! y a apropiadas funciones holomorfas de
aa® y de a*a.

Recordemos que el dlgebra ‘B esta generada por los elementos dados en
las entradas matriciales de (6.2). Dichos elementos cumplen las relaciones
de conmutatividad que surgen al considerar la propiedad de determinante
igual a uno. Por lo tanto la matriz u es invertible y podemos considerar su
descomposicién polar dada por v = |u|W, donde |u| = vuu* y W es una
matriz unitaria.
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Observacion 6.3.1. Sea u la matriz dada en (6.2) y w* su matriz adjunta,
entonces la matriz uu* se puede escribir como

wt = [ BT (o8 T L (ee” + 1Py eyt 4 pyta
ook ) \py « yor 4 paty ofat T
(200" =1 2ary*
N 2va*  2afa —1

donde hemos usado las relaciones de conmutacién dadas en (6.3) entre los
generadores de ‘B.

Proposicion 6.3.1. Es posible introducir una coordenada compleja z tal que

14 zz* 2
z
1 — zz* 1— zz*
uu* = : (6.14)
. 2 1+ 2%z
z

1 =22 1—2*2
Mas aun, zz* y 2"z se relacionan mediante las formulas

* *

ZZ ZZ

2z = , 22" = , 6.15
p? + (1= p?)zzr p? (1= p?)erz (615)
y las siguientes reglas de conmutacion se satisfacen
1 T+ (p2—1)22* . 1 L+ (2 —=1)z2"
z2=2z , z = z".
1 —zz* 1 —zz* 1 —z2* 1 —zz*

Demostracion. Consideremos el siguiente cambio de coordenadas

*—1 _x * -1

2 = a fy ) Z = 7a )
entonces

'=1-aaa* —1)a*!

a)_l,

1 — 22 =1—~ya a1y =1 — p2a'yy*at™
= (o~
es decir, a*a = 1/(1 — 2*2). Similarmente
l—zzr=1-a""Yya'=1-a"a'a—1a ' = (aa*) !,
por lo que a* = 1/(1 — zz*). Por otro lado también se tiene que

1
1— zz*

* x—1 %

z=aa*a" Ty = ay’.
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De esta manera la matriz uu* se escribe como en (6.14).

Mediante célculos directos, las dos relaciones a*a = (1 — u=2) + p2aa*
y aa* = (1 — p?) + pPa*a nos llevan a las ecuaciones (6.15).

Finalmente observemos que

1

Pz =0 ad” =y (14 p2y) = (1+977)e @taya ™!
1
= ((I=p)+paa" o™ = (L= p ) + 07" =)
14+ (2 —1)22* |
= z*.
1 —z2*
Aplicando la * a esta ultima relacién terminamos la demostracion. O]
Proposicion 6.3.2. La matriz
1 1
z
V1—z2 1 — 22"
p—
.1 V1I+ (2= 1)z
z
V1—zz* V19— zz*
es la raiz cuadrada de la matriz vu* dada en (6.14), es decir P = |ul. O

Observacion 6.3.2. Continuando con la descomposicion polar de la matriz u
tenemos que la matriz unitaria W estd dada por

w 0
=5 )

donde w = (1/vaa*)a, es obvio que el elemento w es unitario. Por lo tanto
la matriz u se escribe en coordenadas z y w como

1 1
_—w N —
V1 — zz* V91— zz*
u =
1 VIt =1z

w

2w
V91— zz* V19— zz*
Asi por la construccion se tiene que las antiguas coordenadas de la matriz
u ahora se escriben en nuevas coordenadas z y w de la siguiente manera

1 . V/1+(p2—1)z
o= ————w, o = w,
V91— zz* V91— zz*
1 1

* * *

e ——)) = — 2w,
7 V91— zz* a V91— zz*
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Cabe observar que la identidad (6.15) implica la siguiente relacién

1 VI (p? 1)z
\/1—z*z_ V1 — zz* '

Por lo tanto las relaciones de conmutacién dadas en la proposicién 6.3.1
se pueden reescribir de la siguiente manera:

(6.16)

1 1 1 1
z=1z : z* z*. (6.17)

1— zz* 1— 2z 1 — zz* 1 — 2%z

Y la igualdad entre las matrices en coordenadas «, vy y coordenadas z,w nos
da las siguientes reglas de conmutacion:

1 1 1 ) 1
—_— W= W——, — 2w = w——, (6.18
V91— zz* V31— 2%z vV1—2z*z H V91— zz* ( )
1 1 1 1
w* = w*, wr———— = p  ———zw"*. (6.19)
V1—zz¢  J1— 2z 1—2*z 1— z22*

Definimos 1 : 28 — B, como el homomorfismo dado por conjugacion, es decir,
(b) = w*bw para todo b € B. Con las relaciones anteriores podemos ver que
éste evaluado en z o en z* es igual al producto de una funcién de zz*, por z o
2", respectivamente.

Proposicion 6.3.3. El homomorfismo ¢ : B — B en las coordenadas z y w,
lo podemos ver como

1—z2* (6.20)

Mas aun, dicho homomorfismo es un automorfismo del dlgebra, con inversa
P~1(b) = wbw* para todo b € B, y que se define en las coordenadas z y w
como:

1 —z2* 1/ % 1—z2*
VN =n 2

1—2z*z

V) = T
v H(w) = w, O W) = w*

Demostracion. Observemos que si consideramos la segunda ecuacion de (6.18)
se tiene que

(6.21)
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es decir,
1—2z*2

= ¥(2").

Ahora, usando la segunda ecuacién de (6.19), conmutando z con la funcién de
zz* del lado derecho de la igualdad y usando la identidad (6.16) llegamos a

wrrw = et
1 —zz2*

1 1 1 *
1 — W w— \/ —i— zz w

Z—
K V1—z¥z V1 —z¥z \/1—22*
V1+(

=w*zw
\/1 — z*z
es decir,
wew = ptz ! = ! z
: V1t (u 2= 1)z i V1+(p 1)zz*
1— 22
_ -1 _ '
=0\ T = V)

De igual manera de las ecuaciones (6.18) y (6.19) se tiene que

1 —zzr 1—z2*

z", wzw* = pz

wZrw* =

1—2*z 1— 2%z’

teniendo de esta manera que el homomorfismo 1 ~1(b) = wbw*, b € B es la
inversa de 1. Por lo tanto v es automorfismo de B. O

Proposicion 6.3.4. El automorfismo ¢ : B — B dado por ¢ (b) = w*bw, para
todo b € B y definido en la proposicion 6.3.3 satisface la siguiente relacion

2¥z = (z2").
Demostracion. Usando la relacién (6.16) podemos reescribir el automorfismo
1 en los generadores z y z* de la siguiente manera
1 . 1
U(z)=p"" 2 (z") =
\/ 1+ 1)zz* \/ 14 zz*

y por lo tanto

U(22") = p?

V1t (p2— \/1 zz*
_ 2z zz* .
= = =z Z,
W L+ (=2 —1)zzr  p2+ (1 — p?)zz*

donde en el tltimo renglén hemos usado que se satisface (6.15). O



6.3. MODELO CUANTICO DE POINCARE 151
Observacion 6.3.3. Notemos que la igualdad

1/1( ! );,ﬂ ! S+ (1 =u?)

1 — zz* 1— 2z

se satisface, de manera que la funcién zz*/(1 — zz*) se ve como un vector
propio del automorfismo v, con valor propio x~2. Por lo tanto podemos
concluir que todas las potencias iteradas de dicho vector forman una base de
vectores propios y el espectro del operador esta dado por todas las potencias
pares de p~t.

Observacion 6.3.4. Hasta este momento, hemos reescrito el algebra B en
nuevas coordenadas z y w donde se satisfacen las siguientes reglas de con-
mutacion entre los generadores

2z = P(227"), 2w = wi(z), w* =w (6.22)

donde v es el automorfismo interno dado en la proposicién 6.3.3.
Observacidn 6.3.5. Notemos que si p = 1 se satisface que ¢(b) = b, para todo
b € B y por lo tanto recuperamos el caso conmutativo.

Definicion 6.3.1. Denotamos por S la subdlgebra conmutativa de )V generada
por el elemento zz*

Observacion 6.3.6. Equivalentemente podemos decir que § esté generada por
el elemento z*z pues se satisface la relaciéon (6.15). Ademds por la proposicién
6.3.4 también se tiene que S es -invariante.

Como el elemento zz* es autoadjunto, podemos pensarlo como una coor-
denada real y con espectro dentro del intervalo [0, 1]. Definimos entonces la
funcién f : [0,1] — [0, 1] como

t
t) = .
0= =
Notemos que por definicién se tiene la relacion

Fz = f(z27) = (z27),

es decir la funcién f y el automorfismo 1 coinciden en zz*, dandonos el
producto opuesto z*z.

(6.23)

Proposicion 6.3.5. Consideremos el grupo cudntico SU,(1,1) representado
por el dlgebra B en coordenadas z,w y el circulo unitario representado por el
dalgebra A. El x-homomorfismo T : B — B ® A definido como

Tz)=2®1, TEH)=2z®1l, Tw=weU TWw)=w eU"

es una co-accion derecha de A en $B.
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Demostracion. Es facil verificar que el *-homomorfismo T es compatible con
las relaciones dadas en (6.22). Ahora veamos que para los generadores z y w
se cumplen las propiedades de co-accién derecha:

([dRe)T(2) =2®€eq(l) =201z,
(i[dRe)T(w)=wRes(U) =w®1=Zw,

por lo tanto la relacién (id ® €)T" = id se satisface en 8. Por otro lado:

(d®oA)T(2) =2®@¢4(1) =211 =T(2)®1 = (T'®id)T(2),
([d®@p)T(w) =wRa(U) =w@U U =T(w) @ U = (T ®id)T(w),

lo que muestra que la relacién (id ® ¢4)T = (T ® id)T se satisface. Por lo
tanto 7" es una co-accién derecha de A en B. O

Observacion 6.3.7. El algebra W de todos los elementos de B que quedan
invariantes bajo la co-accion T dada en la proposicién anterior esta generada
por los elementos 1, z y z*. Esto es,

W = x-dlg{1, z, 2" }. (6.24)

Proposicion 6.3.6. Sea v : W — B el mapeo inclusion del dlgebra VW definida
en la ecuacion (6.24) en el dlgebra B que representa al grupo cudntico SU,(1,1)
en coordenadas z,w. Entonces, la terna (°B,T,1) es un haz principal cudntico,
con grupo estructural dado por el dlgebra del circulo A y donde la co-accion
T estd dada como en la proposicion 6.3.5.

Demostracion. Observemos que los elementos z y w generan al algebra B y
la relacién de conmutatividad en 8 dada en (6.22), nos dice que los elementos
de 9B van a ser sumas finitas de elementos z'4)™(z2*)"w*, donde k,I,m € Z y
n € N. También, dado que el conjunto {U™ : n € Z} genera al algebra A
tenemos que cualquier elemento de B ® A se escribe como sumas finitas de
elementos de la forma z'¢™(z2*)"w* @ UP.

Asi el mapeo lineal X : B ® B — B @ A dado por X(a ® b) = aT'() es
sobre, pues

X (2™ (22")"wh P @ wP) = 2™ (22") "W PwP @ UP = 2™ (22%)"wk @ UP
De esta forma concluimos que (8,7, ¢) es un haz principal cudntico. ]

Observacion 6.3.8. Sip =106 —1 el dlgebra VW es conmutativa pues zz* = 2*z.
En este ultimo caso de p = —1 tenemos como ya habiamos observado en la
seccion anterior, un haz principal cuantico cuyo grupo estructural y variedad
base son clasicos.
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Proposicion 6.3.7. Sea V el calculo diferencial construido sobre B dado por
el ideal J definido en la ecuacion (6.4). Entonces se cumplen las siguientes
relaciones de conmutacion entre los generadores del cdlculo y los generadores
del dalgebra:

N3z = 203, N+2 = 2N+, nsw = 1 wns, New = ol wn.

Demostracion. En efecto, calculos directos considerando las reglas de con-
mutacién dadas en la proposicién (6.1.4) nos llevan a los resultados desea-
dos. O

Proposicion 6.3.8. El cdlculo diferencial Q'(M) sobre W estd dado mediante
las siguientes formulas

dz =1 —zzrum_wv1—zz=p"" (V1- zz*w)2 n_, (6.25)
dz*= V1 -z zw'niw* V1 — 22" = p (V1 — Z*zw*)2 Ny (6.26)
Demostracion. Sustituyendo los valores de o, a*, v y 7* en términos de las

coordenadas z,w (ver pagina 149) en las ecuaciones (6.8) y (6.9) tenemos las
siguientes igualdades

1 1 1 1
d(—w) = w3 + ————2zw ., 6.27
(\/1—22* ) 14 p? /1 — 227 113 V1 —zz* 1 ( )
(2" ) = — 1 R S (6.28)
z w) = z w —_—w'n,, .
V91— zz* 14+ p? /1—2zz2% s V91— 22 T
1 12 1 1
d(—w") = — wng + ptwrt ———n_,  (6.29
(\/1—2*,2 ) 14 p? /1 —z%2 s H \/1—22*77 ( )
1 2 1 1
d( *2) = a w*zms + " (6.30)

—w'z) = — —wr_.
V1— 2%z 14 p? /1= 2%z V19— zz* g

Multiplicando la ecuacién (6.27) por la izquierda con el elemento z* y com-
pardndolo con la ecuacién (6.28) tenemos que

1 1 . . 1 .
w = w — R —FV/—2W
iz Vi—zz S VI—ze
1

* 1 * *
= —w - —Z 2w
V91— 2z T V19— 2z¥z T
=V1—zzw'n,,

d(z")

es decir,

dz* = V1 — z*zw'n w1 — zz*.
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Ademads, usando las reglas de conmutacién dadas en la ecuacién (6.19) pode-
mos reescribir lo anterior como

dz* = ,u(\/l — z*zw*)2n+,

como se queria demostrar.

Por otro lado, multiplicando la ecuacién (6.29) por la derecha por el
elemento z y comparandola con la ecuacién (6.30) tenemos

1 1 1

widz = p M —/ /———wn_ — p e _

V1—z¥z K V1 — zz* g K V91— zz*

1 1

—1 —1 *

= wn_ — wzzn_
a V1 — zz* g a V91— zz* 1
_]_ 1 %
(1 — zz")wn_

Por lo tanto,

dz = ptwv1 — 25 2V/1 — zz7wm_ = ;fl(\/l — zz*w)Qn,,

lo que concluye la demostracion. O]

Observacion 6.3.9. Podemos escribir a los elementos n_ y 7, en término de
las diferenciales de z y z* respectivamente, como

1 2
n-=p (w—) dz,
1— zz*

2
Ny =p (w—l ) dz*,
V31— 2z

Y por la proposicién (6.3.7) se tiene que w*niw = p~n.. Por lo tanto

2
pinl = <w*;) dz.
VvV1—zz*

Y por otra parte

1 2
wn_w = pw' | W'———— | dzw
" a ( vV1-— zz*)

1 2
=u (w*l—) w*dzw.
—2*z
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Igualando estas dos ultimas expresiones llegamos a que

*
1 1—2*z

widzw = p~

Similarmente

y también

1 2
wrnyw = ptw* (wﬁ) dz*w

1 2
=t (—w) wrdz"w.
1— 2%z

De esta manera, igualando ambas expresiones tenemos

1— 2( %
w'dz*w = ,u_lw 1w—(fz)dz*.
— 2*z

Observacion 6.3.10. La multiplicacién de las ecuaciones (6.25) y (6.26) nos
lleva a lo siguiente:

dz dz* = (\/1 — zz*w)2 _

= (1= 22") (1 = ¢~ (227))n-m4-
Por lo tanto tenemos que

_9 1
(1 —¢=H(zz9))(1 = 22%)

De esta manera, es claro que si u = +1, se tiene que z*z = 22* = |z|?, y por
lo tanto el automorfismo ¢ = id y

dz dz". (6.31)

N-Ny =

_dzdzr 1| 4dzd”

T AP T A =P )
es decir, obtenemos la métrica hiperbdlica en la variedad base del haz cudntico.
Se trata entonces, de una generalizaciéon del modelo cuantico del disco de
Poincaré.
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Proposicion 6.3.9. Se satisfacen las siguientes reglas de conmutacion entre
los elementos del cdlculo Q' (M) y del dlgebra W

dz* 2" = 22 de”, dzz = p?zdz,
2 -2

* * M *
zdz",  dz "= P —,u_4)z*zz dz.

Demostracion. En efecto, por la definicién de dz y usando la definicién de
1~!(z) dada en la demostracién de la proposicién 6.3.3 se tiene lo siguiente

dzz = ,u’l (\/1 — zz*w)gn,z = ;fl (\/1 — zz*w)an,

1 _ *
=1 = zz*vwV1 — z2%2 = wn_

1— 2%z

1— zz*
=1 — zz*wzV1 — z*2 wn_

1—2*z

1 _ *
= V1 — 2224/ 7 Zf w1 — zz*wn_
— 2*z
= ,uz(\/l — zz*w)277, = u’zdz.

Por otra parte, usando la definicién de dz* y que la igualdad

<1 + (/ﬂl— 1)zz*> (1 + (/ﬂl— 1)2*2) 1y (u“‘l— 1)zz*

se satisface, tendremos que

1 A%k
dz*z = p(v1— z*zw*)2n+z = V1 — 2 zw*V1 — 2%z 1 il jzw*n+
— 2z
1

=1 — 2z z2w*V1 — 2%z zw*

VI+ (2= 1)z T
1
=1 =z 2wVl — 222 wn,
V1t (p2—1)z*z

*
w4+

1— zz* 1
=+1- z*zw*\/ i

z
L+ (2= 1)z T+ (p2 = 1)2*2

/1_ *
=V1—zzw*z °z w N,

14+ (p=2—1)z*z
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1—22 V1—z*z
= V1 = 22y wny
1— 227 1—|- 2 —1)z*z
v1—2z*z .

= (1—zz)zmw1+(u2_1)z*zwm
_1 1—zz 1 . 1 —2*z .

R DY T | Py R N (Y- B § Pl o
_1 1—2"2 1 . 1 —2*z .

B T V4 B ) (Ve ) P
1 V19— 2%z . V1I—=zz .

—Hh AT (p=2— 1)z*zw 1+ (p2— 1)z*zw T

Vv1—2z*z
_ 1 = * *
S (=2 — 1)22*2 M (p=2— 1)1/1—1(zz*)w T
1 V1—2*z
— 1 * /1 o *
S (p=2— 1)22*21 + (p2 - 1)w—1(z*z)w S

-1 ! ! z(Mw*)%

I+ (u2—=1)zzr 14+ (2 —1)z*z
1 2
-2 zd 2" = A
T+ (pt—=1)zz* pt+ (1 — pt)zz*

zd 2*.

Aplicando la * a las 2 igualdades obtenidas se completa la demostracién. [J

Observacion 6.3.11. Por la Observacién 6.3.10 se tiene que

dzdz® = p?(1 — 22°) 1 (1 — 22%)n_n,.

Y por otro lado

dz*dz = (V1 - z*zw*)2 (V1= zz*w)Qn_
=p?(V1- z*zw*)2(w\/1 — 2*2)277+77,
P21 = 2" 2) (1 = 2" 2)ngn-
—(1 — 2 2)P(1 =2 2)n-n,.

De manera que se satisface la siguiente relacion

(1 — 22")P?(L — 227)

d*dz = —
=0 a (1 —zz*)=1(1 — zz*)

dzdz” (6.32)

o equivalentemente,

L Lt (2 = 1)z

(G D) (L (= D)

dz*dz = —p
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Observacion 6.3.12. Observemos que si i = 1 en la ecuacién anterior se tiene
el caso clasico como debe de ser.

Observacion 6.3.13. Célculos directos nos muestran que la siguientes igual-
dades se satisfacen

e R e
-y (z*2) 1—zzr  pd+ (1 —ph)zzr’
-y (zz")  1—9p2(z%2) pt
1—p(zzr)  1—2z2z p (1 —p )z

Por lo que usando estas igualdades en las relaciones dadas en la proposicion
6.3.9 tenemos que

L 1= H(E2) Ao L

1—¢~1(z"2) 1 —1p(z2%)

Observacion 6.3.14. El célculo Q(M) en la variedad base es el célculo en-
volvente universal del calculo de primer orden sobre W, pues derivando las
relaciones de conmutacién dadas en (6.3.9), obtenemos la tinica relacién dada
en (6.32).

dz"z=p 2dz*, dzz"=p

Proposicion 6.3.10. Las siguientes relaciones de conmutacion se satisfacen
entre los elementos del cdlculo Q' (M) y los elementos de S:

zz* zz*
dz (22%) = dz, dz* (z2%) = dz*.
=) pt (1= pt)zze &) pt (L= pt)zze

Demostracion. En efecto, los resultados se obtienen al aplicar las reglas de
conmutacion anteriores. ]

Observacion 6.3.15. Por la definicién del automorfismo v y usando la primera
relaciéon dada en (6.15) tenemos que

* *

9 o zz ok zZz
Yi(z2") = ¢(u2 +(1 —;ﬁ)zz*) - w2+ (1 — p?)zz*

*

w

*
. 2%z zz

RO T A (e

Por lo tanto, es claro que las relaciones de conmutacién entre los elementos
de Q' (M) y los elementos de S estan dados por las siguientes férmulas:

dzh = ?(h)dz, dz*h = *(h)dz*,

para todo h € S.
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6.4 Planos hiperbdlicos cuanticos

En esta seccién, daremos una generalizacién de planos hiperbdlicos cuanticos
inspirados en el ejemplo presentado en la secciéon anterior. Para este fin,
consideraremos una *-algebra conmutativa S (denotada de igual manera que
antes para seguir la analogfa) generada por un tnico elemento positivo ¢ = p*
y equipada con un x-automorfismo ¢: § — S.

Con el fin de poder generalizar la construcciéon de la secciéon anterior
seréa fundamental suponer que S admite un calculo funcional y en particular,
interpretaremos a los elementos de S como funciones de o definidas sobre su
espectro.

Definicion 6.4.1. Denotemos por U al dlgebra que surge al considerar el
producto cruzado de S con el dlgebra del circulo asociada a la transformacion .
Es decir, construimos U introduciendo un elemento unitario abstracto w, tal
que

whw™ =1 (h), (6.33)

para cada h € U.

Cabe observar que el automorfismo ¢ de esta seccion es el mismo que el
de la seccién anterior haciendo w = w*, o bien, igual al automorfismo inverso.
En la definicién, también podemos postular que se cumple la ecuacién (6.33)
para el generador h = p, y después extendemos 1 a todo U.

Con el fin de tener un andlogo cuantico del modelo del disco de Poincaré,
definiremos ‘coordenadas complejas’ en términos de los elementos o y w
anteriores.

Definicion 6.4.2. Definimos la ‘coordenada compleja’ 3 y su estrella 3* como
los elementos del dlgebra U dados por

3 = ow, 3 =w'o. (6.34)

Observacion 6.4.1. Pensaremos al elemento ¢ como una coordenada radial
abstracta y supondremos que su espectro o(g) estd contenido en el intervalo
[0, 1].

Entonces en la definicién anterior, podemos imaginar que el elemento 3 es
una coordenada compleja que pertenece al disco unitario.

Proposicion 6.4.1. Sea ¢ el x-automorfismo de U dado en la definicion 6.4.1.
Entonces se satisface la siguiente relacion

35 =0 =v("). (6.35)
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Demostracion. En efecto, dado que ¥(3) = wiw™ vy ¥(3*) = wi*w* se tiene
que
V() = womww" =wo  P(3") = wwow” = ow".

Por lo tanto,
b(373) =00 (G) = e mo = 0* = 3",

como se queria demostrar. O

En todo lo que continia, vamos a suponer que existe un homeomorfismo
f del intervalo [0, 1] que deja fijos al cero y al uno y tal que f(3*3) = 33, es
decir, se satisface la siguiente relacién

3 =0 =v(G"3) = f373)- (6.36)

Y también que existe una tnica funcién continua positiva ¢: [0,1] — R tal
que
f(t) =tq(t)*>,  Vtelo,1]. (6.37)

Observemos que lo anterior se cumple si f es una funcién analitica o méas
generalmente diferenciable en ¢t = 0.

Definicion 6.4.3. Denotamos por V' a la x-subdlgebra unital de U generada por
los elementos 3 y 3*. Supongamos que al igual que S esta subdlgebra permite
un cdlculo funcional tal que S C V.

Observacion 6.4.2. De manera equivalente, podemos definir V como la minima
subdlgebra de U que contiene a S y a las coordenadas 3 y 3*.

Lema 6.4.2. La subdlgebra V es -invariante, es decir (V) = V. Mas ain,
se satisfacen las siguientes relaciones

V() = q(337)5 = 39(373), V(") =q(3"3)5" = 37q(337). (6.38)

Demostracion. En efecto, usando (6.36), la definicién de la funcién f dada
en (6.37) y que 3 = pow se tiene que
0" = f(5"3) =5"30(5"3)" = 574(35")"% = @ 0a(0®)’ 0w = w 0%q(0®)’w
=97 [f(0*),

de manera que si aplicamos v y raiz cuadrada tendremos que ¥(g) = 0q(¢?).
Por otra parte, por la definicién de la coordenada 3, se tiene que

Y(3) = Y(ow) = Y(0)w.

Por lo tanto ¥(3) = q(0*)ow = ¢(33%)3. Finalmente, usando que 1 es un
*_automorfismo obtenemos la relacién faltante. m
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Comentario. Podemos construir todo un grupo de simetrias generalizando el
procedimiento anterior y considerando homeomorfismos g: [0, 1] — [0, 1] que
conmutan con el f inicial.

Por definicién, cada uno de ellos induce un *-automorfismo 1, of U que
actua trivialmente en . Si asumimos la misma condicién de regularidad:
g(t) = ts(t)? para g, obtenemos ¢,(0) = (14(0*))"* = (9(¢*))'/* = 0s(¢®) ¥
por lo tanto que ¢4 (3) = Vg(0)w = 5(0%)5 = 5(33")3-

Pensaremos al elemento w como el generador del algebra A que representa
al circulo. Esta dlgebra es conmutativa y la estructura de grupo en el circulo
es descrita a través del coproducto ¢4 definido como ¢ 4(w) = w @ w (P4 es
el pull-back del producto en el circulo).

Proposicion 6.4.3. Consideremos el dalgebra A que corresponde al circulo y
con generador w. FEl coproducto ¢4 : A — AR A se extiende a un unico
x-homomorfismo F : U — U R A tal que

FG3)=3®1

Es decir, ¢4 se extiende a una unica co-accion derecha de A en U.

Demostracion. En efecto, veamos que el *-homomorfismo F' es una co-accién
derecha de A en Y. Observemos que €4(w) = 1 y por lo tanto
(id®@ea)F(3) =3 ®ea(l) =3 @1 =3,
([dRes)Fw) =wRey(w) =w®1 = w,
y como U estd generado por 3 y w entonces las igualdades anteriores se
satisfacen para todo U. Por otro lado se tiene que
([d®@o)F() =@ oa(l) =310 1=F(3)©1=(F®Iid)F(),
(1 © g F(@) = @ @ pa(@) = w @@ & w = F(w) @ w = (F @ id) F(w).
Por lo tanto se satisface la ecuacion (id ® ¢p4)F = (F ®id)F en U. Por lo
tanto F' es una co-accién derecha de A en U.

La unicidad de la co-accién la determina por completo la definicién en el
generador 3. [

Observacion 6.4.3. Célculos directos nos llevan a que

F(3) = (¢ @1d)F(3).
Observacion 6.4.4. El algebra V consiste de todos los elementos derecha
invariantes bajo la co-accién F' construida anteriormente.

Proposicion 6.4.4. La terna (U, F,1) es un haz principal cudntico con base
representada por el algebra V, el grupo estructural representado por el dlgebra
A, y donde la co-accion F' estd definida en la proposicion 6.4.3 y¢:V —U
es el mapeo inclusion. O]
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6.5 Representaciones en espacios de Hilbert

Consideramos la *x-dlgebra V generada por 3 y 3* definida anteriormente. Y
sea f:[0,1] — [0, 1] una biyeccién analitica tal que f(0) =0, f(1) =1y tal
que la relacion f(33*) = 3*3 se satisface.

Observacion 6.5.1. Para nuestro ejemplo principal de la fibracion de Hopf
cuantica hiperbélica de SU,,(1, 1) sobre el plano hiperbélico cuantico tenemos
que la funcién f es una transformacion de Mobius que deja fijos a los puntos
0y 1y que preserva el intervalo (0, 1). En este caso, la funcién se define como

t 2

ft) = PR q=p (6.39)

la cual se puede reescribir de la siguiente manera

NS U D

1—f(t) ql—t q
Es decir, f se puede ver como una conjugacién de una transformacion lineal
L por el elemento g, esto es, f = g~ 'Lg, donde tenemos g(t) =1/(1 —1t) y

L(t) = (1/g)t + (1 = 1/q).
Una primera clase de representaciones surge al considerar ¢*(Z) con su

base candnica ortonormal {---| —2),| — 1),]0),]1),|2) - -} y postulando la
acciéon de la forma

sy = A2+ 1), ) = A n— 1), (6.40)

n—

tal que se satisface la relacion funcional dada. Ademas vamos a suponer que
todos los A son no negativos. Nuestros operadores se pueden ver como caso
especial de los operadores bilaterales de shift con peso.

Notemos que
3°3ln) = Anln), 357In) = Analn), (6.41)

se satisface para cada n € Z y dado que se cumple la relacién funcional se
tiene inmediatamente que

FOw) = Ansr. (6.42)

Es decir, los nimeros {---A_a, A_1, Ao, A, A2 - - - } estan en la misma érbita
bajo la accién de f en el intervalo [0, 1]. Ademds, como el 0 y el 1 son puntos
fijos para f podemos excluirlos y asumir que A, € (0, 1) para cada n € Z.
El mapeo f podria tener algunos puntos fijos dentro del intervalo (0, 1).
Sin embargo, si t € (0,1) no es un punto fijo entonces todos los elementos
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f™(t) para n € Z son mutuamente diferentes y forman una sucesién mondtona.
Es decir, si t < f(t) entonces f"(t) < f""'(t) y la sucesién seréa creciente.
Similarmente, si t > f(t) entonces f*(t) > f"(t) y la sucesién serd decre-
ciente. En ambos casos, los puntos limite para f"(t) cuando n — fo0o serdan
puntos fijos para f. Intercambiando f por f~! cambiaremos entre los modos
decrecientes y crecientes. Y por lo tanto, no existe 6rbita para f que pueda
brincar entre los puntos fijos. En particular, cuando los tinicos puntos fijos
para f son el cero y el uno, entonces cada érbita en el intervalo (0, 1) es
infinita con cero y uno como sus tnicos puntos limite. Mas atn, todas las
orbitas siempre son crecientes o decrecientes.

Si fijamos |0) como un vector de referencia, entonces las acciones sucesivas
de 3 y 3* generan la entera base

3*10) I )
Ao - Mot A1 A g

del espacio de Hilbert ¢%(Z), donde k € N.

De esta manera, cada érbita infinita de f, da lugar, de manera natural,
a una representaciéon infinito dimensional del algebra del plano hiperbdlico
cuantico.

k) = : (6.43)

Proposicion 6.5.1. Para cada orbita infinita, la representacion infinito dimen-
stonal construida es irreducible. O]

Nuestro siguiente paso es construir una realizacién de las representaciones
en espacio de Hilbert por funciones holomorfas. Vamos a empezar con el
escenario mas simple, cuando la transformacion f es tal que sus unicos puntos
fijos son el 0 y el 1, y las orbitas son crecientes. En este caso, veremos que el
dominio comin para las funciones holomorfas correspondientes es el interior
del disco unitario sin el 0.

Proposicion 6.5.2. Las identificaciones

k A1 A
k) < : C R e Y
>\0)\1"'>\k71 z

, (6.44)

para cada k € N, induce la realizacion del espacio de Hilbert por funciones
holomorfas en D\ {0}. En términos de esta realizacion, la variable compleja
cudntica 3 actia simplemente como el operador de multiplicacion por la
coordenada z.

Demostracion. En la proposicién estamos identificando |0) con 1 y la variable
cuantica compleja 3 con la coordenada compleja z. Y por lo tanto, dado que
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3|k) = VAk|k +1) tenemos que 3| — 1) = \/A_1|0), es decir, | — 1) <> \/A_1/2.
Siguiendo inductivamente identificamos | — k) con \/A_y -+ A_/z".

Asi tenemos que los elementos en el espacio de Hilbert se escriben como
D A LT EE M ICU
Co Ck 1" A~k (> Ck 0.
AoA1 -+ Ag—1 z ez
(6.45)

La férmula de Cauchy-Hadamard nos da el anillo de convergencia de esta
serie de Laurent

1/k
_ _ 1/k _
— = lim |C—k| = lim o] = Tim |epY* <1,
j=0 N ( I1;=o )‘j>

por lo que el radio exterior de convergencia R es mayor o igual a 1. Por otro
lado,

1/k

_ 1k
r = Tim (|c_k|\//\_1~~)\_k> = Tim Je_y|V* lim ( )\_1---/\_k) ~0.
k—o0 k—oo k—o0

Asi, el anillo de convergencia comun en estas series de Laurent en el espacio de
Hilbert estda dado por D\ {0}. En este anillo la convergencia es normal. [J

Vamos ahora a definir los niimeros

A, = HAk.

k>n

Por lo tanto las identificaciones dadas en la proposicion 6.5.2 ahora se simpli-
fican como

A
In) <> ¢/ ——2".
Ao
Estas expresiones ahora son validas para todo n € Z. Los nimeros A,, forman
una sucesiéon monétona en Z con 0 y 1 como puntos limites de la sucesion.

Claramente A\, = A, /A, ;1. Las potencia de z son mutuamente ortogonales
con

Ag
A,

Por lo tanto se tiene que el kernel reproductor para este espacio de Hilbert
esta dado por

(2" =

K(,2) = Aio S Ag(iz) (6.46)

kEZ
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Observacion 6.5.2. Este es un caso especial de la situaciéon cuando el kernel
se obtiene al componer el producto wz con una funcién holomorfa de un solo
argumento:

K(w, z) = K(wz).

Llamamos a la funcién K kernel generador. A la funcién K de dos argumentos
también se le conoce como nicleo o kernel generador.

Si fijamos w y hacemos correr la variable z, obtenemos la funcién de onda
|w) asociada al punto w, lo cual podemos escribir en término de los kets

iniciales como
1
w) = VA" k). (6.47)
| iy é |

Estos vectores generan un espacio lineal denso en el espacio de Hilbert H y
satisfacen que

3 lw) = wlw).
En particular vemos que tanto el espectro de 3 como el de 3* cubren el entero
disco D, como deberia de ser.

Vale la pena recordar que la identidad
(ulv) = K(v,u)

siempre se cumple en espacios de Hilbert de funciones holomorfas. También
recordemos que cuando tenemos espacios de Hilbert de funciones holomorfas
sobre un dominio 2, siempre es posible asociar de manera natural un estado
coherente a cada punto de €.

Los estados coherentes son vistos como ‘puntos estocasticos cudanticos’ en esta
interpretacion. La métrica de los operadores de Hilbert-Schmidt en H induce
una métrica en §2.

Proposicion 6.5.3. La métrica inducida en € estd dada por

2
ds* = {83811} log K(@D,w)} Jwow. (6.48)

Demostracion. La distancia, como forma cuadrética sobre el desplazamiento
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infinitesimal esta dado por

lTr{('“Ww”"‘”' B |w><w|>2} g

2 (w+ ow|lw + ow)  (w|w)

_ gy (ot dw){w + du| (Ll 2w+ dwlw)”
=5(T (<w+5w|w+5w>) 1 (<w\w>) o+ dwlw T 3wy {ww))
1 (K(w+5w,w + 0w) K (w0, w) — | K (w0, w —|—5w)]2)

B K(w 4+ dw, w + dw) K (0, w) '

2

Desarrollando en series de potencias la funcién K (w + dw, w 4 dw) alrededor
del punto (w,w), y ademds viendo la funcion K (w,w + dw) como funcién que
solo dependen de la segunda variable podemos desarrollar alrededor del punto
w de modo que los célculos anteriores se transforman de la siguiente manera

2 1 _ 0? _ s
ds® = (o w)? (K(w,w)awawl((w,w)&u&u
—iK(w w)iK(w w)owow + - - -
ow T 0w ’

0 _ 0 N -
<1+%logK(w,w)(Sw—l—%logK(w,w)dw—i—---)

2
~ 2z (K(@D,w) 0 K (w,w)éwdw —

K(w,w)? Jwow
—QK(— )QK(— Yowdw | = > log K (w, w) p dwow
90 w, w w0 W, W)owow | = Dwdw og K (w,w wow,

donde hemos descartado los términos de mas alto orden en dw y dw con-
cluyendo asi con la demostracion. O]

Observacion 6.5.3. Esta es una féormula universal valida para espacios de
Hilbert de funciones holomorfas. La interpretacion de la mecanica cudntica es
que el cuadrado del elemento de la distancia es proporcional a la probabilidad
de no transiciéon de un estado a otro. Es decir, si ¢,& € H son vectores
unitarios entonces la formula

Tr {(Je){el = 1E){ED"} = 21 = @lE)*)

se satisface.
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6.5.1 Kernel reproductor y métrica inducida en el mo-
delo cuantico hiperbdlico

Vamos a ilustrar todo esto considerando la funcién dada en (6.39) del modelo
cuantico hiperbdlico dado por SU,(1,1) ya desarrollado. Calcularemos el
kernel reproductor y la métrica cudntica inducida. Sin embargo, antes de
continuar vamos a definir algunas g-expresiones que apareceran a lo largo de
esta seccion.

Definimos los siguientes g-ntimeros

i l+qg+-+¢ 7t k>0
l—gq

(k)g = — )" k=0 (6.49)

donde suponemos que q es central en el dlgebra e invertible.

Observacion 6.5.4. Por la definiciéon de los ¢g-ntimeros podemos ver que se
satisfacen las siguientes dos férmulas:

(k + j)q = (k)q + qk(j)qa qk = (k+ 1)q - (k)q- (6.50)

Definimos también los g-simbolos como

k—1
(z 1@ =J(0 - 2¢") (6.51)
5=0
y su version con productos infinitos
(2] 9o H (1—2¢") (6.52)
7=0

que para que esté bien definido, se requieren algunas condiciones apropiadas
de convergencia. Por ejemplo si ¢ es un nimero complejo dentro del disco
unitario D, entonces el producto converge absolutamente y normalmente para
todo z en el plano complejo.

Observacion 6.5.5. Notemos que los simbolos finitos se pueden escribir en
términos de los infinitos de la siguiente manera

(2 [ @)n = (2 @)oo/ (24" | @)oo

Podemos extender la definicion de los simbolos de tal manera que queden
definidos para todo los nimeros n € Z y si ¢ € (0,1) para todos los nimeros
complejos.
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Observacion 6.5.6. Notemos que siempre se cumple lo siguiente

0] q@a=(21q0=1

Ademas por la defincién escribimos (2 | ¢)-a = (2 | oo/ (2¢7% | @)oo ¥
también (¢72 | @)a = (¢7%2 | @)oo/(G"“2¢” | @), de tal manera que la
siguiente formula de reflexién se satisface

(2| @)=ald ™z | @)a = 1.

Para calcular el kernel reproductor del espacio de Hilbert H cuando la
funcién estd dada por (6.39) fijamos \g como un punto origen de tal forma
que su orbita esta dada por

Ao 1 1

)\: —_= :1——
T Ot 1—ge o

donde k£ € Z. De esta manera tenemos que los productos que figuran en la
construccion del espacio de Hilbert se escriben como

HAk Hl—qm (<1 4)
HM—H 5 = Gl

Por lo que la serie de Laurent para el kernel generador esta dada por

K(z) = (5| q)u 2" (6.53)

nel

Recordemos la suma de Ramanujan para series infinitas dobles:

(a]l@)n » (02| @o(q/0z | Q)o@ | Doc(b/a | @)oo
neZZ [ a)n 7= (2] @)oo(b/az | Q)oo(d | @)oo(q/a | @)oo’ (6.54)

la cual converge para el anillo
|b/al < |z| < 1. (6.55)

Haciendo b = 0 en la suma anterior tenemos el caso particular que nos interesa:

neZ (2] @)sola/a | @)oo
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Proposicion 6.5.4. La serie de Laurent para el kernel generador se suma en lo
siquiente
K(z) = (22 | @oola/72 | @)oo(d | D)oo
(2 | @)oo(a/> | @)eo

Demostracion. En la formula (6.56) sustituimos a por » de manera que la
suma dada en (6.53) se convierte en la expresién de la proposicion. [

(6.57)

Proposicion 6.5.5. La métrica cudntica inducida en D\ {0} estd dada por

2 _ Suwsm ¢" o q" ) :
e {Z<1—qk|w|2>2 Z(l—zqw?)?} (659

k>0 nez

Demostracion. Aplicamos la férmula (6.48) al kernel reproductor dado por el
kernel generador calculado en (6.57), de manera que

) | o Gelwl? | g)oola/> |w]? | @)oolq | @)oc
ds® = dw dw lo
{3“’5"” i (wl* | @)o(a/5 | @) }

2
5 ——{log (e|w]? | @)oo +log (q/5|w|* | @)oo + l0g(q | @)oo

—log(|wl* | q)oe —log(q/> | @)oo}

0
awaw{log(%w | @)oot log(a/s¢|wl* | @)oc—log(|wl | @)oo}

= 5w (5’[0%2 ( 2 1 ‘I’ ) + 2 1

1—%|w| ¢ xw|fw-—g¢*trw  1—|wl g

=dwow

=dwow

k>0
e k
_5w6w2( — 2q 1+k2+ q2 k2>
=0 1—%61 le) (elwl” =g *F)? (1= |w["¢¥)
k n
_ q q
=dwow —_—— —
2 2 )
(,; (1= |w|"¢*) n% (1= |wl q")z)
lo que termina la demostracién. O

Observacion 6.5.7. La métrica exhibe dos divergencias importantes. La
primera de ellas se presenta en el horizonte cuando |w| = 1, tal como ocurre
en el modelo clasico del plano hiperbélico de Poincaré, relacionado con la
infinidad del espacio. la segunda divergencia es totalmente cuantica, ésta
ocurre cuando w = 0 y es promovida por la parte negativa de la segunda
suma, el espacio se vuelve mas y mas abundante cuando nos acercamos al
unico punto clasico, comportandose como una fuente de energia infinita.
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En el articulo [12] exploramos el caso cuando el dlgebra V = x — dlg{1, z}
satisface la relacion

3= f(357),

donde f : [0,1] — [0,1] es una funcién inyectiva no sobreyectiva tal que
f(1) =1y f(0) € (0,1]. Para este caso se tiene una realizacién del espacio de
Hilbert ‘H por funciones holomorfas cuyo dominio es el entero disco unitario D
y donde la variable compleja cuantica 3 actia simplemente como el operador
multiplicacion por la coordenada z.

También en [13] podemos encontrar a detalle la presentacién de todas las
funciones en este modelo cuya geometria retiene las mismas simetrias que en
el caso clasico. Estas funciones f resultan ser transformaciones de Mobius
parabdlicas tal que

1 1 f(0)
= = ) 6.59
@ 1-i " UTIo50 (6:39)
Mas explicitamente, la funcién f es de la forma
CA=-vt+v l—v v
ft) = — < y 14v) (6.60)

Si v toma cualquier valor real se tiene un grupo uniparamétrico de trans-
formaciones de Mobius parametrizadas por v. Ademas f se convierte en
la transformacién identidad en el limite v = 0, lo cual nos da un algebra
conmutativa y el modelo clasico de Poincaré del plano hiperbdlico.

En el caso no conmutativo v > 0 el kernel reproductor para el espacio de
Hilbert resultante esta dado por

K(@,2) = (1—w2)~, A_1+%. (6.61)

Y la métrica inducida en el espacio de Hilbert H es de la forma

Aw ow

ds® =
(1= [w])?

(6.62)

la cual, salvo por un escalar, es la métrica hiperbdlica clasica.

Observacion 6.5.8. La extension de Toeplitz la obtenemos tomando el limite
vV — 0.
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6.6 Calculo diferencial

;,Como construir el célculo diferencial en U? Presentaremos los principales
resultados dados en el articulo [12]. Para construir un tal calculo seguiremos
el siguiente procedimiento.

Primeramente, observemos que § es un algebra conmutativa, de manera
que le corresponde una variedad clasica, y por lo tanto la podemos equipar
con un calculo diferencial cldsico el cual denotaremos por S,. Observemos que
éste queda definido por una tnica relacién dada por pd(g) = d(p)e. Nuestro
automorfismo v se extiende a un uUnico *-automorfimo ¢ : S, — S, que
conmuta con la diferencial d, es decir,

dip(p) = wd(p)w” = P(dp).

Podemos construir el cdlculo diferencial en el haz P como el calculo diferencial
graduado U, = Q(P) dado por las siguientes relaciones:

wA=9pNw,  d@)A = (=)P(N)d(@),

wd(w) =d(w)w, dw)o* = —wd(x*). (6.63)

donde X\ € S,. Restringimos el cédlculo diferencial de U al dlgebra A para de
esta manera equiparla de un calculo que denotaremos como (),.

Ahora podemos definir (M) como la *-subélgebra diferencial generada
por z y z*. Observemos que

¥(dz) = w(d(p)w + pdw)w” = wdp + wpd(w)w” = Y(dp)w + (pdw)
= Y(dp)w + ¢ (p)dw = d(P(p)w) = dip(2),
es decir,
d(z) = wdzw™ = (dz).
Por definiciéon V = Q°(M). Denotamos por dys : Q(M) — Q(M) al célculo
diferencial correspondiente.

Lema 6.6.1. La co-accion F': U — URA se extiende a un inico homomorfismo
diferencial F: Q(P) — Q(P) ® O,.

Demostracion. Chequemos que F' es compatible con las relaciones dadas en

(6.63) que definen a Q(P).

F(wdw — dow) = (w @ w)(dw @ w + © Q dw)
—(dwRw+wRdw)(w® w)
wdw @ @* + w* ® wdw) — (dow ® @w* + ©w° ® dow)

wdw — dow) @ w* + @’ ® (wdw — dow) = 0,

=
=
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por lo que F es compatible con la relaciéon wdw — dww = 0. También
tenemos que

Flmr—ypNw) = (@@ o)A@ 1) — () ® 1)(w ® ©)
=wARw - YpNww = (wA —¢Y(N\)w) ®w =0,

de manera que la relacién wA = ¢¥(\)w, para todo A € Q(M) es respetada
por F. Y por tltimo

Fdw\ — (=) p(\)dw) = (do®@ @ + o ® do)(A® 1)
— ()W) @ 1)(do @ w+ w @ dw)

= (do\ @ w + (-1)PwA ® dw) — (=) (YN dw @ w+ Y (\)w @ dw)
= (dwA — ()Y (N)dw) @ @ + (=) @A — Y(\)w) ® dw = 0,

donde A € Q(M). Por lo tanto, las relaciones que definen a Q(P) son
completamente compatibles. O

Observacién 6.6.1. El homomorfismo F' es x y preserva grados: en efecto, si
> apday - - - da,, € Q(P) entonces

F[( " agday -+ da,)] = (=1)""V2F[da, - - - dajap)
= (=" VPdF (a,)* -+ dF(a1)* F(ag)*
= [F(ao)dF(a1)---dF (a,)]’
= F()_ apda; - day,)".

Dado que los elementos > agday - - - da,, cubren Q"(P) se concluye el resultado.
Es claro que F' preserva grados.

Lo anterior se cumple més generalmente siempre que el célculo diferencial
esté generado por el algebra inicial.

De esta manera tenemos un céalculo diferencial en el haz P definido por
las relaciones (6.63).

Observacion 6.6.2. El automorfismo v se extiende al cdlculo diferencial sobre
el haz y se cumple que

Fip(\) = (Y ®@id)F(V),

para todo A € Q(P).
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Observacion 6.6.3. El dlgebra diferencial (M) es preservada por el automor-
fismo 1, pues si A € Q(M) entonces F(A\) =A® 1y

Pp() = @ @id)A@1) =y @ 1.
Lema 6.6.2. Las siguientes reglas de conmutacion se satisfacen:

1 1

;dM( v H{dy(z ;} 2y (2) = v {du(2)z*}, (6.64)

Demostracion. Haciendo A = p en la ecuacién central de (6.63) se tiene que
dwp = (p)dw y por lo tanto

pwrdw = w*(p)dw = w*dwp,
es decir, p conmuta con la expresion w*dw. Asi se tiene que

1 1 1 1
ZdM(z) =w'—(dow + pdw) = @/J_I(Edg) + odw = Lb_l(EdQ + w*dw)

S

1 1 1
=y (d% + wawé) = ¢ ((dow + de)W*E) =07 (du(2)3)-
Similarmente,

Z*dy(2) = w*o(dow+odw) = " (odo) +w*0*dw = ¢~ (odo+ odww* o)
=t ((dgw - de)w*g) = (dM(z) z*)

Esto prueba el primer par de relaciones. Las segundas son simplemente las
conjugadas de las primeras. ]

Observemos que el dlgebra 2(P) tiene dos componentes:
= {QM)A} & {QUM)A} " dw, (6.66)
por lo que las formas horizontales del haz estan dadas por
hot(P) = Q(M)A.

Veremos en la siguiente seccion que la expresion w*dw define una conexion
canoénica en el haz P.
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6.6.1 Conexiones, derivada covariante y curvatura

Vamos a considerar la expresion w = w*dw. Este elemento es precisamente
el mapeo de germen en el generador w, es decir w = 4 (w) = k(w)dw.

Observacion 6.6.4. El elemento w es antihermitiano, es decir,
w* = (dw")w = —w'dw = —w.
Por otro lado, viendo a w como elemento de Q(P) se tiene que
Flw =(@"0a)dvew+w®do)=w®l+1 (@"do).

Por lo tanto, se puede definir naturalmente una conexion w : Oy — Q(P)
en el haz P. Esta asigna al germen 7 4(w) su representacion en el calculo
diferencial del haz.

En efecto, observemos que aunque w es antihermitiano, como mapeo se
tiene que

wma(@)?) = —w(ma(ka(@)?)) = —w(Ta(®)) = —w = wW" = w(Ta(@))".

Observacion 6.6.5. La conexion w superconmuta con todos los elementos de
Q(P). Pues para A € Q(M) y w™ € A, n € Z se tiene que

(o) (w*dw) = Mw*dw w" = w*p(\)dw " = (—1)(w*dw)(A=™).

Y por lo tanto usando (6.66) se concluye lo deseado.

Observacion 6.6.6. Dado que el algebra A generada por el elemento w es
conmutativa se tiene que

TaA(w) 0w = Kka(@)Ta(@)w = @ Ta(@w)w = TA(D).
Maés ain, m4(w) o w™ = m4(w), para todo n € N.
Proposicion 6.6.3. La conexion w en el haz P es reqular.

Demostracion. Para cada ¢ € hor(P) existe una cantidad finita de A\, € Q(M)
tales que
Y = Z )\kwk
k

Por lo que

Flp) =Y FOWF(@) =Y (nel)(z"ozf) =) Naoo"

k
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Por lo tanto, usando que la expresiéon w conmuta graduadamente con todos
los elementos de Q(P) se tiene

wp = (=1)%pw = (1) () Mw")w = (=)%Y Mwtw(ma(w)om®),

es decir, la conexién es regular. ]

Observacion 6.6.7. Como comentamos en la Observacion 5.2.6, es una propiedad
universal para conexiones regulares que éstas superconmutan con las formas
de Q(M). Es decir,

W = (=1) w(0), (6.67)

para todo A € Q(M).

Observacion 6.6.8. Si la estructura dada por o en el espacio Oy, de uno-
formas izquierda invariantes en el grupo cuantico estructural () es trivial
en el sentido de que se satisface la relacién ¥ o a = €(a)d, para todo a € O
y ¥ € Omy, entonces la regularidad para una conexién w : Oy — Q(P) es
equivalente a que w(¥) superconmuta con las formas horizontales.

Observemos que lo anterior se satisface para grupos estructurales clasicos
equipados con calculos diferenciales clasicos.

Ahora analicemos como son todas las posibles conexiones regulares. Cada
tal conexién debe ser de la forma w+ ¢ donde € es un elemento antihermitiano
de Q'(M), el ‘tensor de desplazamiento’ superconmuta con todas las formas
horizontales. En otras palabras

Ep = (=),

donde ¢ € hor(P). En particular, se tiene que £ conmuta con w, lo cual es
equivalente a decir que £ es invariante bajo el automorfismo ¢: & = ¥(§). Y
ademds £ debe superconmutar con todos los elementos de 2(M). Claramente
estas dos condiciones son equivalentes a la superconmutatividad con hor(P),
y por la construccion del calculo en el haz, se tiene la superconmutatividad
con todo 2(P). En resumen:

Lema 6.6.4. Eziste una correspondencia afin natural entre las conexiones en
el haz P 1y los elementos antihermitianos de Q(M).

La conexion es reqular, si y solamente si, el desplazamiento £ es -
invariante y supercentral en Q(M). O

Ahora calculemos la curvatura de tales conexiones. Primeramente observe-
mos que si la conexién w es regular entonces el tensor de desplazamiento &
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superconmuta con todas las formas horizontales, en particular consigo mismo,
lo cual nos lleva a que £ = 0. También por la observacién (6.6.5) se tiene
que wé + &w = 0. Por lo tanto, usando la definicién 5.3.3 tenemos que

Tore = d(w + &) + (W + &) = d(§) + & + &w +wg = d(9), (6.68)

donde hemos usado que dw = dn(w) = —7(w)?> = —w?. Observemos que

dado que el grupo es abeliano, y la ecuacién
Fry(9) = (r, ® id)ad(d)

se satisface, entonces la curvatura es de Q*(M). Sea D = D, ¢ la derivada
covariante correspondiente. Esta extiende a la diferencial dy;: Q(M) — Q(M)
a una antiderivacion hermitiana covariante de primer orden de hot(P).

Como tal, es completamente determinada por su valor en el generador w.
De tal forma que

Dw)=dw —w(w+¢§) =dw —ww'do — wé = —wl. (6.69)

En este contexto particular comparamos el cuadrado de la derivada covariante
con la curvatura:

DX(@) = ~D(@)¢ — wd(£) = ~@rase, (6.70)

en concordancia con la teoria general.

6.6.2 Solucién universal

En esta secciéon consideraremos el caso general donde no se pide ninguna
propiedad de compatibilidad entre el automorfismo 1 y la diferencial d,.
Y donde admitimos conexiones regulares. Supondremos que (M) es una
x-algebra graduada diferencial y que ¢: Q(M) — Q(M) es un x-automorfismo
graduado. Construiremos el dlgebra producto cruzado hot(P) de la misma
manera como antes, es decir, pidiendo que

@A = v\,

para cada A € Q(M).

La existencia de conexiones regulares esta intrinsecamente relacionada con
la posibilidad de extender la diferencial dy; a un mapeo derivada covariante
D: hor(P) — hor(P), la cual es una antiderivacién hermitiana de primer
orden y que es covariante; en el sentido de que el siguiente diagrama es
conmutativo:
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bor(P) —-— bor(P) @ A
D| |peid (6.71)
hotr(P) T hot(P) ® A

Cada tal mapeo, esta completamente determinado por su valor en w, y
debido a la covarianza, éste debe ser de la forma

D(w) = — ¢, (6.72)
donde ¢ € QY(M). Como D es hermitiano, tenemos que
0=D(1) = D(@")w + @ D(w) = (£ +9),
es decir, ¢ debe ser antihermitiano.

Proposicion 6.6.5. Se satisface la siguiente igualdad:
EX — (5)PNE = dur(N) — ™ dup(N), (6.73)

para cada X € Q(M).

Inversamente, si & es un elemento antihermitiano de primer orden en
Q(M) que satisface dicha igualdad, entonces la formula (6.72) define consis-
tentemente una unica antiderivacion hermitiana de primer orden covariante
D: hor(P) — hor(P) que extiende a la diferencial dyr: QM) — Q(M).

Demostracion. Aplicando D a la relacion del producto cruzado obtenemos

0=—@*{D(@)A + wdy () — duy(N)w — (=) (A\)D(w)} =
=N —duy(\) + ¢~ 1de< ) = (m)7AE

En otras palabras se satisface (6.73). Como el dlgebra de formas horizontales
estd definida por la unica relacion de producto cruzado, una condicién nece-
saria y suficiente para la consistencia y extendibilidad a D de manera tinica
como una antiderivacion, es la compatibilidad con esta tnica relacion. [

Observacion 6.6.9. En la seccién anterior consideramos como caso especial,
cuando @ preserva dy; y vimos que era equivalente a que £ superconmutara
con todos los elementos de Q(M). Ahora vemos, que la situacién general
no es muy diferente: aunque ¥ y dyy no cunmutan, la diferencia entre las
diferenciales dy; y 1~ 'dy1) es, de cierta manera pequeiia; es la derivacién
interior asociada a &.
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Cabe recordar que las superderivaciones interiores siempre forman un
ideal de la superalgebra de Lie de todas las superderivaciones. La férmula de
la proposicion 6.73 fija completamente la extension del automorfismo v, de
YV = Q%M) a todo Q(M), todo esto gracias a que estamos suponiendo que
Q(M) esté generada como algebra diferencial por V.

Ahora calculemos el operador de curvatura para tales conexiones. De
acuerdo con la teoria general, la curvatura es un mapeo op: A — hor(P) que
se define de manera tnica por la férmula

D*(p) = —pWop(pM),

donde F\(p) = o ® M), En nuestro contexto, como el grupo del circulo es
abeliano, la curvatura debe ser (M )-valuada. Tenemos entonces

op(w) = —w* D*(w) = @' D(w€) = @ (D(w)¢ + wdy(€)) = du(§) — €.
Esto se extiende facilmente a todas las potencias de w:

Proposicion 6.6.6. Las siguientes igualdades se satisfacen:

n—1 n
op(@") =Y v Fdu(©) =€), en(@) ==Y v*[du() - €,
k=0 k=1
(6.74)
para cada n € N.
Demostracion. El cuadrado D? es una derivacién. Entonces,
n—1
QD(wn) _ —w_”D2(w") _ _w—nzwn—k—lDQ(w)wk _
k=0
n—1 n—1
=w ") @ wldy(€) -t =) M du(E) — €]
k=0 k=0
Y similarmente
n—1
QD(w_n) _ wnDQ(w—n) B Z w1+k:—nD2(w*)w—k _
k=0
n—1 n
="y @S —dy())wrEF =) P [E — du(9)),
k=0 k=1

donde hemos usado el hecho de que D conmuta con *, y que la expresion
dyr(€) — €% es antihermitiana. O
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De la teoria general, sabemos que la derivada covariante del operador
curvatura es cero. Esto es la identidad cuantica de Bianchi para conexiones
regulares. En nuestro caso, como la curvatura toma valores de (M), esto
significa que todos los op(w™), para m € Z, deben ser cerrados. Equivalente-
mente

dy ™ [y (€) — €%] = 0, (6.75)

para cada m € Z. La m4s simple de estas identidades de Bianchi es dy(£%) =
0. La curvatura también conmuta con todos los elementos de Q(M). En
particular tenemos que

v (€)€ = Edrr (8), (6.76)

lo que es equivalente como mencionamos antes, a que £2 es cerrada.

Observacion 6.6.10. El operador curvatura define de manera natural, el
minimo calculo diferencial compatible en el grupo estructural. Este calculo
esta basado en el ideal derecho R en el kernel de la counidad ¢: A — C
que consiste precisamente de todos los elementos que son anulados por la
curvatura.

También podemos considerar, en lugar de una conexion particular preferida,
el espacio afin de todas ellas (incluyendo todas las posibles realizaciones via
derivadas covariantes). Como vimos en las expresiones anteriores para la
curvatura, en general, dicho calculo podria ser arbitrariamente diferente al
calculo cléasico. Incluyendo al céalculo universal sobre el algebra del circulo
(correspondiente al kernel trivial R = {0}).

6.7 Conclusiones

En el estudio del grupo SU,(1,1) a través de la teoria de haces principales
cuanticos, pudimos ver que se trata de un modelo hiperbdlico cuantico, cuya
version clésica es el haz hiperbdlico de Hopf. El grupo estructural de este
haz cuantico estd dado por el circulo y la variedad base es un hiperboloide
cuantico. Ademds, con la teoria de calculos diferenciales cuanticos, hemos
estudiado en detalle un simple y natural calculo diferencial 3-dimensional
sobre este grupo cudntico y sobre su parte clasica U(1), donde el principal
generador U del circulo y su diferencial dU, no conmutan.

Permitiendo que el algebra que representa al grupo cudntico SU,(1,1)
se pueda extender, incluyendo las inversas y funciones apropiadas de los
generadores a y o, pudimos hacer una generalizacion cuantica del modelo
de Poincaré del plano hiperbodlico clasico. Resulté que dicha dlgebra se puede
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escribir como producto cruzado entre el plano hiperbdlico y el circulo, donde
se cumple la tnica relacion

2z =(z22%) = f(z27).

Aqui ¥ es un automorfismo interno del algebra asociado al elemento unitario
y f es un homeomorfismo en el intervalo [0, 1]. Para el ejemplo estudiado del
haz hiperbdlico cuantico, f esta dado por

*

o 2z
fle') = p+ (1= p?)zzr

El célculo diferencial sobre el haz respalda la interpretacion de que se
trata de un modelo cuantico de Poincaré. Pues para los casos p = £1 se
recupera la métrica hiperbdlica. Para el resto de los casos se tiene una pequena
modificacién de la métrica que involucra al automorfismo ¢ que como hemos
visto representa la clase de las creaturas puramente cuanticas:

L dzdz*
T AT ) - )

Una primer interrogante que nos surgié fue: ;Para qué funciones f la
relacion principal que define al dlgebra nos da versiones cuanticas de planos
hiperbdlicos y tal que su geometria retiene las simetrias clasicas de SU(1,1)?

La respuesta fue que lo anterior se cumple precisamente para aquellas
transformaciones de Mobius dadas por

(1—-v)t+v
—vt+ (1 —v)’

ft) =

v € (0, 00].

Incluimos el caso limite cuando v = oo. Para este caso, la funcién f no es
homeomorfismo. Sin embargo, también describe una geometria hiperbélica
representada por la extension de Toeplitz. Toda esta familia de espacios se
describe a detalle en el articulo [12].

Otro camino que abordamos en esta tesis fue considerar representaciones
en espacios de Hilbert cuyos elementos son funciones holomorfas sobre cierto
dominio comun, para el caso de las dlgebras que retienen las simetrias clésicas
el dominio donde éstas estan definidas corresponde al disco unitario . En el
caso del dlgebra que trabajamos, las de simetria cuantica, el espacio de Hilbert
consta de funciones que se escriben como series de Laurent cuyo dominio
comun de todas ellas es el disco unitario sin el cero. Esta singularidad en
cero muestra un fenémeno completamente cudntico en la métrica inducida.
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Entonces este espacio cuantico asociado al algebra SU,(1,1) lo podemos
pensar como un cilindro holomorfo.

La métrica inducida muestra dos divergencias, una de ellas aparece en
el horizonte, caso cuando consideramos puntos del circulo unitario, y que al
igual que en el caso clasico se relaciona con el horizonte de la infinidad del
espacio. Otra divergencia ocurre cuando estamos en el punto clasico asociado
a 0, y en ese caso, el espacio se comporta como una fuente de energia ilimitada
que se vuelve cada vez més abundante conforme nos acercamos a este punto.

En el modelo hiperbdlico del disco de Poincaré estudiado, consideramos
el calculo arriba mencionado 3D de Woronowicz, ahi pudimos calcular las
principales componentes geométricas como lo son la conexion, la derivada
covariante y la curvatura. Un tema de interés separado, que va mas alld de los
calculos desarrollados aqui, es ver si el automorfismo 1 que define al algebra
se extiende al calculo diferencial de mas alto orden de manera que v y la
diferencial d conmuten. Tal extension, si existe, siempre es tnica.

De manera mas general, consideramos ya no solo el modelo cuéntico dado
por el dlgebra asociada a SU,(1,1), sino que consideramos cualquier algebra
que se pueda ver como producto cruzado de un algebra S generada por un
elemento positivo y equipada con un automorfismo v, donde la parte radial
correspondiente al elemento positivo, se mueve con la apropiada funcién de
22" 0 2*z.

Luego construimos el haz hiperbdlico como producto cruzado de S y el
circulo representado por el algebra A y cuyo generador es el elemento unitario
asociado al automorfismo 1. La base de este haz corresponde al espacio
generado por la coordenada compleja z. Una manera directa de definir el
calculo diferencial en dicha dlgebra, fue considerar un calculo diferencial clasico
en S tal que el automorfismo interno y la diferencial conmutan. Para este
caso, el algebra diferencial sobre la base se preserva por el automorfismo ¢ y
el calculo diferencial en la base tiene relaciones de conmutacion condicionadas
por el automorfismo.

En estos espacios hay una conexion regular natural que superconmuta con
todos los elementos del calculo diferencial en la base.

Ademas, hemos explorado la condicién de que el automorfismo interno
del haz y la diferencial no conmuten. Aqui la diferencia entre la diferencial
en la base y ¥ ~'dv es en cierto sentido pequena.

En el articulo [12], hemos presentado en detalle todos los cdlculos diferen-
ciales que se le pueden asociar al circulo. Y se ha estudiado de manera mas
profunda el caso cuando el algebra que representa al haz se puede ver como
producto cruzado entre el algebra conmutativa generada por una coordenada
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real y el dlgebra de Toeplitz. En este caso, 1) no es automorfismo sino homo-
morfismo y el generador U del algebra de Toeplitz verifica que U*U =1y
UU* = (1) es proyector ortogonal. Ahi se responde, cuél de tales calculos
diferenciales sobre el grupo estructural del haz, recupera el calculo diferencial
de SU,(1,1).

Esta serie de modelos cuanticos hiperbdlicos proporciona una base que nos
permite construir y conocer las versiones cuanticas de todas las superficies de
Riemann compactas de curvatura constante negativa. Para tal construccion
serd necesario factorizar dicho plano cuéantico por la accién libre del grupo
discreto infinito (isomorfo al grupo fundamental de la superficie). Aqui
la construccion cuantica sigue la filosofia clasica, de ver estas superficies
de Riemann como base de un haz principal, cuyo espacio total es el plano
hiperbdlico y el grupo estructural es dado por el grupo discreto correspondiente.
En una publicacién separada [14] se presentard esta construccién, que incluird
enlaces con las superficies cudnticas desarrolladas en [9, 10].

Otro interesante camino de exploracion, es determinar como es la geometria
del haz basado en el calculo 4D de Woronowicz, o el cdlculo minimo admisible
en las algebras desarrolladas y exploradas en esta tesis. Aqui vale la pena
mencionar que el calculo minimo admisible se puede definir para cualquier
grupo cuantico compacto [4]. Es el minimo calculo bicovariante compatible
con todas las funciones de transicion para haces localmente triviales sobre
variedades clasicas, cuyo grupo estructural es dado grupo cuantico G. También
se puede definir como el minimo céalculo bicovariante sobre el grupo G, que se
proyecta al calculo clasico sobre la parte clasica de G. En general, la parte
clasica de un espacio cuantico, es una importante invariante geométrica del
espacio. Como tal, se preserva por todas las simetrias clasicas del espacio
cuantico (automorfismos del algebra correspondiente). También, al nivel
algebraico, se puede asociar naturalmente al conmutante del algebra, es decir
el ideal generado por todos los conmutadores—Ila parte clésica le corresponde el
factor algebra que por la construccién es el maximo factor dlgebra conmutativo.

Para el grupo SU,(1,1) su calculo minimo admisible es de dimensién
infinita. Su estructura base serd presentada en la versién extendida de [12].
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