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Introduccion

Una red compleja es un conjunto finito de vértices (nodos) y aristas (conexiones o enlaces),
en la cual las aristas representan relaciones existentes entre parejas de vértices. Por ejemplo,
los vértices pueden simbolizar personas, especies, neuronas, ciudades, computadoras, etc.,
mientras que, las aristas pueden simbolizar relaciones de amistad, relaciones depredador-presa,
sinapsis entre neuronas, rutas comerciales entre ciudades, intercambio de informacién entre
computadoras en internet, etc.

Las redes complejas tienen por objetivo modelar los sistemas en red del mundo real para
tratar de comprender sus comportamientos, por esa razén poseen propiedades estadisticas
y estructurales (topolégicas) basadas en datos observables, que les confieren caracteristicas
especificas, tales como: vértices cuyo nimero de aristas tienen ciertas distribuciones de proba-
bilidad, configuraciones jerarquicas, correlaciones entre nodos y presencia de comunidades.

En afos recientes, el estudio de sistemas dindmicos sobre redes complejas (|115]) ha
permitido generar modelos matematicos para verificacion de observaciones empiricas previas y
prediccién de resultados en diversas areas del conocimiento, como por ejemplo: ecologia ([6]),
bioquimica (|7} §]), neurociencias (]9, |10]), epidemiologia (|11} 12]), aprendizaje automdtico
([13]) y ciencias sociales ([14+18]).

En este trabajo se realiza el modelado y analisis de sistemas dinamicos sobre redes com-
plejas en dos areas de conocimiento: resolucion de conflictos sociales y dinamica de opinién.
En ambas dreas, se analiza la variacion temporal del estado u opinién de los nodos (actores)
de la red cuando estos son actualizados tomando en cuenta su estado previo, su inercia al
cambio y la cantidad y tipo de conexiones existentes entre ellos. Esto tltimo se refiere a
la estructura (o topologia) de la red y a las proporciones de retroalimentacién cooperativa,
competitiva y mixta con las que los actores se relacionan entre si.

La primera etapa de investigacién de este trabajo se enfoca en el area de resolucién de
conflictos sociales (los resultados se encuentran publicados en [19]). En esta fase del trabajo
de investigacion se realiza un esfuerzo complementario al hecho en [15] para investigar las
propiedades dindmicas obtenidas al generalizar el modelo de conflicto de dos actores de
Liebovitch et al. (|20]) a un modelo de conflicto de N actores (ver la seccién sobre redes
con topologias diversas.

A pesar de que Liebovitch et al. (]20]) desarrollaron el modelo de conflicto social de dos



actores a partir de los trabajos de Gottman et al. (|21, 22]) y los conocimientos intuitivos
de Deutsch (23, [24]), previamente este tipo de modelos ya se habian usado en otras areas
del conocimiento, como por ejemplo el modelo de redes neuronales tipo Hopfield ([25]), que
posee gran relevancia en neurocomputacion artificial (]26]).

La diferencia fundamental entre el trabajo realizado en [15] y el aqui desarrollado es
que en [15] los procedimientos fueron implementados sobre redes de mundo pequeno (|27,
28]), mientras que, en el presente trabajo se usan redes de libre escala (|29:31]) y algunas
variaciones de estas redes que se obtienen al considerar estructuras jerarquicas ([32+34]),
diferentes niveles de mezcla asortativa ([35, 36]) vy presencia de clubes de ricos ([37, [38]).
Cabe mencionar que en la literatura cientifica se ha explorado muy poco sobre la influencia
de las interacciones cooperativas y competitivas en las dindmicas de redes de libre escala con
diferentes niveles de correlacién de grados entre nodos y con presencia de clubes de ricos.

La relevancia de utilizar redes de libre escala reside en que estas redes poseen distribucio-
nes de grado mas parecidas a las redes sociales del mundo real que otros modelos de redes.
Especificamente, las redes de libre escala permiten representar de manera adecuada los nodos
con un numero excepcionalmente grande de enlaces (hubs), asi como la proporcién de dichos
nodos respecto a los nodos escasamente enlazados. Un ejemplo de hub son los influencers en la
red social digital instagram con la relacion x ~ y si x es seguido por y. De esta manera, con el
uso de redes de libre escala es factible estudiar la influencia que los hubs y sus tipos de correla-
ciones tienen sobre la evolucién dinamica de todo el sistema y algunas situaciones inaccesibles
para otro tipo de redes, como por ejemplo, la presencia de élites en el sistema (clubes de ricos).

El objetivo de la primera etapa de investigacién consiste en identificar las condiciones de
topologia, de correlacién de grados y de grado de cooperacién o competencia en la red que
conducen a un sistema a sus configuraciones con menos dispersion de estados (i.e. estados
mds cercanos al valor cero) o con estados més parecidos entre si porque justamente estas dos
situaciones podrian representar los casos con menor posibilidad de surgimiento de conflicto
en la red. La primera situacién por la cercania con el estado neutro (representado por el
valor numérico cero) y la segunda debido a que si todos los actores poseen valores de estados
semejantes entre si, entonces el consenso es factible.

Los resultados obtenidos en la primera etapa de investigacién permiten establecer que las
redes de libre escala preservan la situacién reportada en [15], la cual dice que la presencia
de cantidades similares de vinculos cooperativos y competitivos en una red generan las
configuraciones finales con menor dispersion y més parecidos entre si, este hecho es muy
interesante porque se opone a la creencia popular de que los entornos cooperativos a diferencia
de los competitivos, son los tinicos que pueden propiciar la ausencia de conflictos.

La segunda etapa de investigacion se sitia en el area de dindmica de opinién. En esta
etapa se propone un modelo de dinamica de opinién con enfoque en persuasion que actualiza
las opiniones de los actores tomando en cuenta aspectos de diversos principios y teorias de la
psicologia social que rigen la evolucién de las opiniones humanas de manera intrapersonal e
interpersonal, como son: sesgo de confirmacion ([39+43]), teorias de persuasién fallida ([44-46]),
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principio de simpatia ([47450]) y principio de autoridad ([51+53]), ver la seccién [2.4] para una
descripcion detallada de estos principios.

El modelo de dinamica de opinién que se propone no sélo considera la fuerza de la
influencia de las ideologias de los vecinos en la formacion y variacion de las opiniones de un
individuo, sino también caracteristicas relacionadas con la complejidad del propio individuo,
como resistencia al cambio y filias. Abordar de manera simultanea las dos dimensiones
anteriores en un s6lo modelo no es una caracteristica comun en los modelos de dindmica
de opinién existentes ([54457]), por lo cual este estudio comprende el anédlisis de un enfoque
novedoso en el campo de la dindmica de opinién.

Como el modelo de dinamica de opiniéon propuesto esta basado en el modelo de conflicto
de N actores, entonces permite estudiar las consecuencias de la cooperacion y la competencia
entre agentes en la formacion de opiniones, esto es relevante porque en general los modelos
de dindmica de opinién han prestado poca atencién a dicho aspecto ([58, [59]).

El objetivo de la labor que se realiza en el area de dinamica de opinién es establecer
un modelo que considere de manera efectiva los rasgos importantes de diversos principios
psicolégicos relacionados con la persuasion para estudiar la formacién, permanencia y cambio
de opinién de un actor que constantemente autoafirma su opinién (esto se especifica con la
condicién cy; > 0, la cual describe una relacion de cooperacion entre un actor consigo mismo,
para mas detalles ver la seccién y cémo influyen sobre él dos actores que promueven (o
apoyan) posturas contrarias.

En la psicologia social no se sabe con precisiéon como o si es posible extrapolar la dindmica
de opinién de pocos actores a contextos grupales (|60562]). De este modo, otra implicacién
positiva del desarrollo de este trabajo consiste en que podria ayudar a arrojar luz sobre esta
cuestion.

El modelo que se propone permite estudiar la accién simultdnea de dos o mas rasgos
psicologicos relacionados con la persuasion, por lo que constituye una herramienta til para
establecer hasta que punto una persona es capaz de mantener su opinién inicial (basada
en educacion, valores, costumbres, etc.), antes de que ciertos factores externos (como la
persuasion) logren cambiarla. En este sentido, uno de los resultados mas relevantes de la
investigacién confirma la creencia popular de que los cambios de las posturas originales de
los actores son mas dificiles cuanto més fuerte es la simpatia inicial que los actores sienten
por dichas posturas originales.

En este trabajo las evoluciones de los estados u opiniones de los actores al implementar
los respectivos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, se obtienen a través de simu-
laciones numéricas, mientras que, los andlisis de las configuraciones finales del sistema se
realizan usando métricas que son estudiadas por medio de enfoques tanto numéricos como
analiticos. Ademads, en el caso del trabajo referente a dindmica de opinién se estudian las
respectivas versiones de ecuaciones en diferencias de los sistemas originales porque permiten
incluir parametros de manera conveniente y conseguir resultados analiticos mas directos



acerca de las evoluciones numéricas.

Es importante aclarar que en este trabajo no se modelan dindmicas de conflicto y de
opinién reales, sino versiones simplificadas de dichos procesos que podrian ser de utilidad
para la comprension de acontecimientos y el disenio de estrategias.

Estructura de la tesis
Esta tesis esta dividida en cuatro capitulos cuyos contenidos se describen a continuacion.

En el capitulo 1, se expone el estado del arte y las motivaciones que llevaron al desarrollo
de este trabajo en las dos areas que aborda: teoria de resoluciéon de conflictos y dinamica
de opinién. Ademads, en la ultima seccién del capitulo se presentan los objetivos generales y
particulares de esta tesis.

En el capitulo 2, se proporcionan definiciones, caracteristicas técnicas y notas explicativas
acerca de los conceptos de redes complejas, modelos matematicos y psicologia social que son
usados a lo largo del documento.

En el capitulo 3, se explica detalladamente la metodologia seguida para el diseno y
ejecucion de las evoluciones numéricas y métricas implementadas en este trabajo.

En el capitulo 4, se muestran los resultados de las diversas simulaciones desarrolladas
durante el trabajo de investigacion. En este capitulo, también se realiza la interpretacion y
discusion de los resultados para determinar el alcance y las limitaciones de la investigacion.

Es importante mencionar que los resultados analiticos obtenidos para los sistemas de
ecuaciones diferenciales no lineales que describen los modelos de esta tesis, asi como los
correspondientes a sus versiones de ecuaciones en diferencias, se encuentran en los apéndices
de este documento.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se presentan el estado del arte de las dos areas abordadas: teoria de
resolucion de conflictos y dindmica de opiniéon. También, se presenta la motivacion para la
realizacién de este trabajo. Ademads, en la tultima seccién se exponen los objetivos generales y
particulares de la tesis.

1.1. Teoria de resolucion de conflictos

Un conflicto puede surgir en diversas situaciones, ya sea a nivel intrapersonal, interper-
sonal, o en contextos mas amplios, como en grupos sociales, culturales, de trabajo, etc. En
psicologia, la teorfa de resolucién de conflictos es un area que se centra en comprender cémo
las personas o grupos manejan los conflictos internos y externos y como pueden encontrar
soluciones efectivas para sobrellevarlos o superarlos.

La teoria de resolucién de conflictos busca proporcionar herramientas y habilidades para
abordar los conflictos de manera constructiva, promoviendo relaciones saludables y mejorando
el bienestar individual y social. Algunos psicélogos que han realizado contribuciones valiosas
a la teoria de resolucion de conflictos desde contextos interpersonales e intergrupales, son:
Morton Deutsch ([63]), Kurt Lewin (|64]), John W. Burton ([65]), William Ury (|66]) y Mary
Parker Follett ([67]).

La teoria del conflicto cooperativo y competitivo, sobre la cual se basa este trabajo, fue
inicialmente desarrollada por Morton Deutsch ([68]) y posteriormente expandida por David
W. Johnson (|69]). Un conflicto estd integrado por mas factores que sélo los comportamientos
cooperativos y competitivos, como por ejemplo: poder e influencia, percepcién social, cogni-
cién, creatividad, y personalidad. Sin embargo, las orientaciones cooperativas o competitivas
en un conflicto son decisivas para determinar su curso y resultados ([24]).

En la teoria del conflicto cooperativo y competitivo se identifican dos tipos basicos de
interdependencia entre las metas de las personas involucradas: cooperativa (o positiva) donde
la probabilidad de que una persona logre su meta esta positivamente correlacionada con la
probabilidad de que la otra logre su meta (i. e. ambas personas se hunden o nadan juntas);



y competitiva (o negativa) donde la probabilidad de que una persona logre su meta esta
negativamente correlacionada con la probabilidad de que la otra persona alcance su meta (si
una persona se hunde, la otra nada, y viceversa).

En los articulos [704{73] se desarrollan investigaciones con enfoques psicoldgicos y sociales
acerca de aprendizaje cooperativo en el siglo XXI, dinamicas cooperativas y competitivas
entre hermanos, colaboracién en un sistema de crowdsourcing gamificado y facetas de las
orientaciones competitivas, respectivamente.

Los estudios de cooperacion y competencia en el area de teoria de juegos evolutivos son
de particular interés porque fueron los primeros en demostrar que las propiedades topoldgicas
de la red pueden ser determinantes en la evolucién dindmica de los sistemas (|74476]). En
[77{79] se abordan mecanismos de surgimiento de cooperadores en redes de libre escala,
cooperaciéon en el dilema del prisionero y robustez de la cooperacién en redes de libre escala,
respectivamente.

Con base en los trabajos de Deutsch, en [20] se propuso un modelo matemético no lineal
de conflicto cooperativo-competitivo entre dos actores que tuvo un excelente desempeno al ser
contrastado con observaciones experimentales previas. Dicho modelo proporcioné predicciones
comprobables de forma cuantitativa sobre los conflictos, como por ejemplo, que un conflicto
intratable de retroalimentacién negativa-negativa (con un ganador y un perdedor claros)
puede transformarse en una relaciéon neutra para las partes que lo integran, mediante el
cambio unilateral, de la retroalimentacion negativa de uno de los actores a retroalimentacion
positiva.

En la referencia [15], se estudiaron las consecuencias dindmicas de la cooperacion y
competencia obtenidas al generalizar el modelo propuesto en [20] a un modelo de N actores
sobre redes con topologias de mundo pequenio. Un hallazgo importante reportado en [15]
fundamenta que los actores evolucionan a opiniones mas cercanas entre si y mas cercanas
a la opinién neutra (representada por el valor 0), cuando las cantidades de interacciones
cooperativas y competitivas de la red son similares, contrario al pensamiento intuitivo de
que un sistema social humano funciona mejor cuando todas sus interacciones son cooperativas.

En la presente investigacion se realizara un esfuerzo complementario al realizado en |15]
para examinar las propiedades dinamicas obtenidas al generalizar el modelo de conflicto de
cooperacién-competencia de dos actores de Liebovitch et al. ([20]) a un modelo de conflicto
de N actores sobre redes con diferentes topologias. Especificamente, se analizara la accién del
modelo de conflicto de N actores propuesto en [15] sobre redes con topologias de libre escala.

Un cambio importante entre el presente trabajo y el realizado en [15] es que aqui las
interacciones cooperativas y competitivas se estableceran en términos de las aristas y no de
los nodos, esto permitira simular escenarios sociales mas realistas al suponer que un actor es
capaz de interactuar simultaneamente de manera cooperativa con algunos de sus vecinos y de
manera competitiva con otros, en vez de tener un comportamiento homogéneo con su vecindad.



Las redes de libre escala, satisfacen que las distancias entre cualesquiera dos nodos de la
red son extraordinariamente pequenas, ademas a diferencia de las redes de mundo pequeno,
estas redes permiten modelar adecuadamente la existencia de una reducida porcién de vértices
con una gran cantidad de vecinos (influencers o hubs), mientras que, al mismo tiempo, la red
es tal que la mayoria de los vértices tienen muy pocos vecinos, esta situacion se ha reportado
en numerosas redes sociales y no sociales del mundo real, ([29-31]).

Usando redes de libre escala se estudiara la dinamica global del sistema al considerar
diferentes porcentajes de interacciones cooperativas, competitivas y diversos factores estruc-
turales de la red, como: presencia de configuraciones jerarquicas, clubes de ricos y distintas
correlaciones entre los hubs. Este analisis es valioso porque en el ambito de la teoria de
resolucién de conflictos se ha explorado muy poco sobre la accién conjunta de las interacciones
cooperativas o competitivas y las caracteristicas estructurales mencionadas.

Otro factor importante para el desarrollo de este trabajo es que se ha reconocido que en
las interacciones sociales, el porcentaje de cooperadores y competidores no es del todo claro,
ademas es probable que haya cambios con el tiempo. Sin embargo, varios estudios empiricos
han reportado que la presencia de cooperacién es mayor que la de competencia |14], pero no
hay una explicacién completa para asumir un porcentaje especifico.

Muy recientemente se han considerado dindmicas de cooperaciéon y competencia en con-
textos de redes multicapa ([80-82]) y otras configuraciones, incluidas las denominadas de
orden superior en las que las interacciones entre las unidades no se limitan a pares, sino que
pueden ocurrir en grupos de mayor tamano ([83-85]).

En general, la identificacién y comprensién de las condiciones que conforman o promueven
un entorno conflictivo, tales como la presencia de conductas cooperativas y/o competitivas,
se consideran importantes para el desarrollo de estrategias que conduzcan a alcanzar acuer-
dos satisfactorios entre las partes, o en su defecto, a mantener un estado regulado de las
hostilidades.

1.2. Dinamica de opinion

La dinamica de opinion es un area de estudio multidisciplinaria con presencia en diversos
campos de conocimiento, como son: psicologia, sociologia, economia, finanzas, ciencias politi-
cas y ciencia social computacional ([54} 57} |86590]).

Los objetivos de la dindmica de opinién son investigar, modelar y evaluar los procesos de
evolucién de las opiniones de los actores (o agentes) en el curso de sus interacciones sociales
para comprender su surgimiento, permanencia, variacion y difusion.

Algunos conceptos clave en dindmica de opinién son: polarizacién, consenso y fragmenta-
cion de opinidén, los cuales estan relacionados con sucesos como: voto politico, persuasion,
manipulacién, propagacion de informacién en redes sociales y surgimiento de caracteristicas



culturales.

Un punto de partida de los estudios desarrollados en dinamica de opinién lo constituye
la teoria de la aguja hipodérmica de Laswell publicada en 1927 ([91]), la cual sugiere que
los medios de comunicacion son una herramienta capaz de inyectar opiniones, creencias y
actitudes en la mente de las personas de manera rapida y efectiva, sin importar las diferencias
individuales o el contexto social. Con el paso de los anos, los investigadores comenzaron
a darse cuenta de que la influencia de los medios de comunicacién no era tan directa ni
unidireccional como sugiere esa teoria y que las interacciones y la influencia social entre los
ciudadanos contribuyen de manera importante en los procesos de construccion de opinion.

Algunos principios y teorias (reportados por la psicologia social) que son fundamentales
en la construccién y variacion de las opiniones tanto en las interacciones intrapersonales como
en las interpersonales, son: principio de prueba social ([92]), principio de reciprocidad ([93]),
efecto de mera exposicién ([94497]), principio de simpatia ([47450]), sesgo de confirmacién
([39+43]), principio de autoridad (|51+53]), efecto de halo (]|98]), perseverancia de opiniones
(199]) v teoria del balance estructural ([1007103]). De este modo, para obtener un modelo
que describa debidamente la dinamica de las opiniones de un sistema, es necesario tomar
en cuenta estos principios psicolégicos segiin el enfoque de la investigacion a desarrollarse,
justamente esto es lo que se hace en este trabajo desde el enfoque de la persuasion.

El sesgo de confirmacién es la tendencia de las personas a buscar, interpretar y recordar
informacion que apoya sus propias creencias, expectativas o hipdtesis, mientras que se discri-
mina o se da menor importancia a las ideas contrarias. Como advierte Kahneman, incluso
los cientificos que se comprometen con una teoria tienden a ignorar los datos inconsistentes,
concluyendo que los datos son incorrectos, no la teoria ([42]).

El sesgo de confirmacién conduce a la polarizaciéon principalmente cuando las personas se
rodean de informacién que respalda sus puntos de vista y evitan o desestiman informacion
que los contradice. En |104] se propone un modelo de dindmica de opinién para estudiar las
implicaciones del sesgo de confirmacion en el surgimiento de grupos de actores con opiniones
homogéneas.

El modelo de dindmica de opiniéon que sera propuesto en este trabajo pretende anali-
zar el efecto de la persuasion sobre individuos que estan permanentemente bajo el efecto
de autoafirmacion de opinién (caracteristica fundamental del sesgo de confirmacién), para
determinar si dichos individuos pueden ser encaminados a adoptar opiniones diferentes a su
opinion original cuando son expuestos a ideas que rebaten sus posturas.

En los modelos matematicos de dinamica de opinién se usan valores numéricos para
representar las opiniones (estados) de los actores. De manera clasica, estos modelos se dividen
en dos categorias segin la cardinalidad del conjunto de opiniones que consideran, a saber:
modelos discretos y modelos continuos. Dentro del bloque discreto tenemos: modelo de
Sznajd ([105]), modelo del votante ([106} |107]) y modelo de la mayoria ([108]). Por otra
parte, algunos ejemplos de modelos continuos son: modelo DeGroot ([109]), modelos de
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confianza acotada (como Deffuant-Weisbuch y Hegselmann-Krause, ver [110} |111]) y modelo
de opiniones continuas y acciones discretas ([112]).

Varias investigaciones han demostrado la utilidad de los modelos matematicos de dinamica
de opinién en diversos dmbitos, como son: comercio electrénico ([113]), anticonformidad
estratégica y polarizacién ([114]), finanzas y negocios (|89]), transformacién de opiniones
minoritarias en opiniones mayoritarias ([115]), influencia de los medios en la ideologia del
contenido en las redes sociales en linea (|104} 116]), dindmica de opinién en grupos sociales
heterogéneos ([117]) y democracia en sistemas de votacién de dos niveles (|118]).

En esta investigacién se construird un modelo de dindmica de opinion del tipo opiniones
continuas y acciones discretas (CODA por sus siglas en inglés). La caracteristica principal de
este tipo de modelos es que los actores tienen una opinién que es continua, pero muestren
una actitud (postura) discreta. El modelo CODA seminal fue propuesto por Martins en 2008
([112]). Martins argumenta que muchas actitudes importantes de la vida real son discretas,
por ejemplo: manifestarse contra un régimen o no; votar por demécratas, republicanos o
abstenerse; fumar o no fumar; elegir entre varias parejas, etc., en todos estos casos la eleccion
de una actitud especifica es el resultado de cambios continuos y graduales de opinién.

Los modelos CODA han sido usados en diversos ambitos, como son: impacto de las
opiniones de los companeros en la iniciacién al tabaquismo adolescente (|119]), surgimiento
de opiniones extremas ([120]), modelos discretos que se pueden obtener como casos limite del
modelo CODA ([121]), modelos CODA con M acciones discretas posibles ([122]), efectos de
la atencién selectiva en la promocién de nuevos productos ([123]) e impacto de los lideres de
opinidn en las acciones grupales ([124]).

El modelo de dindmica de opinién que serd propuesto se basara en el modelo de conflicto
de N actores ([15]), de esa manera, al igual que los modelos CODA, el modelo contard con
presencia de memoria (la opinién de un actor al tiempo ¢ afecta su opinién al tiempo ¢+ 1) lo
cual le brindara la capacidad de modelar situaciones inaccesibles para los modelos discretos
clasicos de dinamica de opinién que se caracterizan por la ausencia de memoria, lo que es
poco realista en diversos escenarios ([53} (92, 99]).

Dos cambios trascendentales entre el modelo de dindmica de opinién que sera propuesto
respecto a los modelos CODA son: 1) las reglas de actualizacién de opiniones estardn basadas
en ecuaciones diferenciales, mientras que, en los modelos CODA se usa un enfoque probabilis-
tico de actualizacién bayesiana, 2) las opiniones de los actores estaran acotadas, mientras
que, en los modelos CODA varian sin restricciones en toda la recta real.

Se desea obtener un modelo de dindmica de opinién capaz de modelar sin inconvenientes
las interacciones con y sin presencia de homofilia, de esta manera, lograria superar la limitacién
de los modelos clésicos de confianza acotada que establece que las interacciones entre agentes
unicamente pueden existir cuando hay cierto grado de homofilia entre ellos. En particular,
en dichos modelos de confianza acotada se tiene que cuando las opiniones de dos actores
distan mucho, entonces no hay interaccion entre ellos. Sin embargo, en varios estudios se ha
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reportado que la interaccion entre dos agentes con opiniones muy dispares puede resultar en
un alejamiento ain mayor de sus posturas (|1255127]).

Los modelos de dinamica de opinién que pueden describir sin inconvenientes las interaccio-
nes con y sin presencia de homofilia podrian ayudar a modelar adecuadamente el principio de
autoridad, pues dicho principio implica que en ciertas ocasiones las personas se ven obligadas
a seguir la opinién de una figura de autoridad, incluso si esa opinién es incorrecta o contraria
a la suya (|51, 52]).

De manera general, los modelos de dindmica de opinién, han prestado poca atencién al
efecto de la cooperacion y la competencia entre agentes en la formacion de opiniones, de hecho
algunos estudios existentes se enfocan principalmente en la cooperacién dejando de lado la
competencia ([58]). En este trabajo se usaran digraficas signadas para describir cooperacion
y competencia en los procesos de generacion de opiniéon en entornos persuasivos, la direccion
y el signo de las aristas de las digraficas permitira asignar roles cooperativos y competitivos
entre los nodos de la red.

Un trabajo pionero en dindmica de opinién sobre graficas signadas es |59, en dicha
referencia Altafini estudia protocolos de consenso en presencia de interacciones cooperativas
y competitivas que le permiten llegar a la conclusién de que es posible lograr una forma de
consenso en presencia de interacciones antagonicas. Otros trabajos sobre dindmica de opinién
en redes signadas han estudiado como un lider influye en la formacién de las opiniones de sus
seguidores ([58, [128]). La principal diferencia entre estos modelos y el que serd desarrollado
reside en que en el tltimo la actualizacion de los estados de los actores se basara en el modelo
de conflicto de IV actores en lugar del modelo de Altafini.

Es relevante mencionar que tanto en los trabajos de Altafini como en el aqui presentado se
usan actualizaciones de opiniones basadas en ecuaciones diferenciales y no el enfoque de mode-
lacion basada en agentes que ha imperado en los tiltimos anos en el area de dinamica de opinion.

Recientemente se han desarrollado diversos trabajos con la intencién de determinar un

conjunto de principios unificadores que permitan comparar todos los modelos de dindmica de
opinién dentro de un solo marco (|55, [129, [130]).

1.3. Objetivos de investigacion

A continuacién se presentan los objetivos generales y particulares de este trabajo de
investigacion.

Objetivo general

Investigar las propiedades dinamicas del modelo de conflicto de N actores sobre redes con
distintas topologias de libre escala.
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Objetivos particulares

1. Realizar estudios analiticos del modelo de conflicto de N actores para establecer algunos
comportamientos generales del sistema.

2. Construir redes de libre escala jerarquicas y no jerarquicas.
3. Elaborar el coédigo para simular el modelo de conflicto de IV actores.

4. Realizar evoluciones numéricas del modelo de conflicto de N actores sobre redes de
libre escala y comparar los resultados con los obtenidos de manera analitica para el
modelo de conflicto de N actores.

5. Proponer e implementar métricas para estudiar la dindmica generada por los estados
finales de los actores.

6. Proponer un modelo de dinamica de opinién con enfoque en persuasion, basado en el
modelo de conflicto de N actores, sobre digréaficas de tres nodos.

7. Realizar estudios analiticos del modelo de dinamica de opinién para establecer compor-
tamientos generales del sistema.

8. Elaborar el codigo para simular el modelo de dinamica de opinién.

9. Realizar evoluciones numéricas sobre las digraficas y comparar los resultados con los
obtenidos de manera analitica para el modelo de dindmica de opinion.

10. Modelar y analizar caracteristicas fundamentales de diversos principios reportados por
la psicologia social mediante el modelo de dinamica de opiniéon propuesto.

1.4. Justificacion

La realizacién de este trabajo consiste en, investigar las propiedades dinamicas obtenidas
al generalizar el modelo de conflicto de dos actores de Liebovitch et al. (|20]) a un mode-
lo de conflicto de N actores (ver la seccién sobre redes de libre escala con topologias
diversas. Para ello considera la investigacién desarrollada por [15], en redes de mundo pequeno.

En particular, esta investigacién se enfoca en estudiar el modelo de conflicto de N actores
usando redes de libre escala ([29531]) vy algunas variaciones de estas redes que se obtienen
al considerar estructuras jerarquicas ([32-34]), diferentes niveles de asortatividad ([35} |36])
y presencia de clubes de ricos ([37, 138]). De esta manera, este trabajo permitird analizar el
modelo de conflicto de N actores sobre redes que poseen distribuciones de grado mas alla
de mundo pequeno, en las cuales se representan los nodos con un nimero excepcionalmente
grande de enlaces (hubs), asi como su proporcion respecto al resto de nodos de la red, permi-
tiendo saber cémo la presencia de este tipo de nodos, y las formas en las que se relacionan
entre si y con el resto de los nodos de la red, afectan la evoluciéon dindmica de todo el sistema
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en escenarios que son inaccesibles para otros tipos de redes, como las redes de mundo pequeno.

Por otra parte, en este trabajo también se explorara si el modelo de conflicto de N actores
o ligeras variaciones de este, pueden ser de utilidad para modelar caracteristicas importantes
de fendmenos del drea de dindmica de opinién, como por ejemplo la persuasién, una resolucién
favorable de esta proposicién permitiria expandir el alcance del modelo de conflicto de N
actores.

1.5. Hipodtesis de investigacion

En cualquier version de las redes de libre escala la presencia de cantidades similares de
interacciones cooperativas y competitivas genera la menor divergencia de los valores de los
estados de los actores. A medida que los hubs poseen grados mas grandes en las redes de libre
escala (es decir, para valores bajos del exponente de la distribucién de grado) las dispersiones
de las métricas son mayores en los casos donde las interacciones son mayoritariamente
cooperativas o competitivas.
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Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se incluyen las definiciones, referencias, notas técnicas y notas explicativas
de los conceptos de redes complejas, modelos matematicos y psicologia social que son usados
a lo largo de la presente tesis.

2.1. Generalidades de las redes

Definicién 1 Una red G es un par ordenado G = (V, E), donde V' es un conjunto finito de
vértices (nodos) y E es un conjunto de aristas (coneziones o enlaces) que relacionan parejas
de nodos de V. Los elementos de E se representan como parejas ordenadas de elementos de
V,esdecir E CV x V. En la figura se muestra un ejemplo de una red.

Definicién 2 El orden de una red, G = (V, E), se define como la cantidad de elementos
del conjunto V.

Definicién 3 Sea G = (V, E) una red. Se dice que G' es una red no dirigida si las parejas
ordenadas (a,b) y (b,a) representan la misma arista para cada par de elementos a,b € V.
Por ejemplo, una red en la cual las aristas representan carreteras entre ciudades es una red
no dirigida, pues si existe una carretera de una ciudad A a una ciudad B, entonces también
existe una carretera de la ciudad B a la ciudad A. Por otro lado, se dice que G es una red
dirigida (o digrdfica) si existen a,b € V tales que las parejas ordenadas (a,b) y (b,a)
representan distintas aristas. Por ejemplo, una red en la cual las aristas representan relaciones
de confianza entre personas es una red dirigida, pues si una persona A confia en una persona
B, no es cierto que necesariamente la persona B también confia en la persona A.

Nota 1 La definicién [3], implica que la presencia de una arista en el conjunto de aristas de
una red esta determinada por el tipo de la red en cuestién, es decir, si es una red dirigida o
no dirigida. Por ejemplo, si G = (V, E) es una red no dirigida y (v, w) € E, entonces se tiene
que (w,v) € E.

Definicién 4 Dada una red G = (V,E) yv € V, se dice que w € V' es un nodo vecino del
nodo v si y sdlo si (v,w) € E .
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Definicién 5 Dada una red G = (V, E), el grado de un nodo v € V se define como la
cantidad total de nodos vecinos que tiene v. Al minimo (respectivamente mdzimo) nimero
que es igual al grado de algun nodo de la red, se le conoce como grado minimo de la red
(respectivamente grado mdximo de la red).

Definicién 6 Dada una red G = (V. E), yv € V se dice que v es un hub de G, si el grado
de v es excepcionalmente grande comparado con el grado de la mayoria de los vértices de G.
En la prdctica generalmente se considera que un nodo es un hub de una red si estd enlazado
(mediante una arista) al menos al 80 % del total de nodos de la red y la proporcion entre los
nodos que son hubs respecto a los que no lo son es de 20% a 80 %.

Definicién 7 Dada una red no dirigida G con conjunto de vértices {vy,...,vn}. Se dice que
una sucesion {p1,...,py} es una sucesion de grados de la red G si para cada 1 <i < N
se tiene que el nodo v; posee grado p;. En general, las sucesiones de grado de las redes suelen
ordenarse de manera decreciente.

Definicién 8 Sea G = (V, E) una red. Las aristas de la forma (a,a) para cada a € V', son
conocidas como lazos.

La siguiente definicion es importante porque constituye una forma de representar redes
usando matrices. Esto es fundamental cuando se introducen dindmicas sobre una red a través
de ecuaciones diferenciales vinculadas a las aristas de la red, tal como se hace en este trabajo.

Definicién 9 Sea V = {v1,...,v,}. La matriz de adyacencia, A, de una red dirigida
G = (V,E) es aquella que satisface: 1) A es una matriz cuadrada de dimension n, 2) A;; =1
si y solo si (v, v;) € Ey 8) Ay =0 siy solo si (vi,v;) ¢ E.

Si ahora suponemos que G es una red no dirigida, entonces por la nota |1 la matriz de
adyacencia de G se define como en el caso en que G es dirigida, pero suponiendo que
si (vj,v;) € E, entonces (vj,v;) € E. Esta tltima condicién implica que las matrices de
adyacencia de las redes no dirigidas siempre son simétricas. La figura muestra un ejemplo
de la matriz de adyacencia de una red no dirigida.

Definicién 10 Se dice que una red es una red signada si sus aristas son asignadas con
signos positivos y negativos. De este modo, las aristas de una red signada permiten especificar
los tipos de interacciones entre vértices. En este trabajo las aristas negativas denotaran
retroalimentacion competitiva y las positivas retroalimentacién cooperativa.

Definicién 11 Sea A € Myyn la matriz de adyacencia de una red de orden N. Dados
cij €ER, con1<1,5 <N, sedice que una matriz C' € Myxn es la matriz de interaccion
de la red si se cumple que: si A;j = 0, entonces Ci; = 0; y si A;; # 0, entonces Cyj = ¢;j.
En otras palabras, la matriz de interaccion se obtiene a partir de la matriz de adyacencia al
considerar diversos valores numéricos (tanto positivos como negativos) en sus entradas no
nulas. De esta manera, la matriz de interacciéon describe una red cuyas aristas tienen peso
(|cij]) v signo (sgn(c;;)). La figura [2.1) muestra la matriz de interaccién de una red.
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Definicién 12 El porcentaje de entradas positivas en la matriz de interaccion,
denotado por p+, se refiere al porcentaje de entradas positivas respecto a las entradas no
nulas de la matriz de interaccion (ver la figura . De esta manera, cuando p™ = 0 todas
las interacciones entre los actores de la red son competitivas (en este trabajo dos entradas
negativas de la matriz de interaccion asociadas a una arista significan que la arista describe
una interaccion competitiva entre los vértices correspondientes a dichas entradas), en cambio,
st pt = 100 todas las interacciones entre los actores de la red son cooperativas (en este
trabajo dos entradas positivas de la matriz de interaccion asociadas a una arista significan
que la arista describe una interaccion cooperativa entre los vértices correspondientes a dichas
entradas).

Matriz de adyacencia 1 Matriz de interaccién

: : \ 1 2 3 4 5
2

1

N

3

/0 1 0 1 O 1 0 -5 0 -5 0
211 0 1 0 1 2 1-5 0 5 0 -5
210 1.0 1 O = 0 ) 0 5 0
211 0 1 0 0 > 15 0O -5 0 0
>\0 1 0 0 O s 0 5 0 0 0

4

Figura 2.1: Las matrices de adyacencia y de interaccién de una red no dirigida con 5 vértices
y 5 aristas. En esta red el porcentaje de entradas positivas en la matriz de interaccion es de
40 % (ver la definicién y las aristas (2,3), (1,4) y (2,5) denotan interacciones cooperativa,
competitiva y mixta, respectivamente (ver la definicién .

Definicién 13 Se dice que una red es completa si cualesquiera dos nodos de la red
conforman una arista de la red. Las redes completas son las que poseen el maximo ntimero
de aristas (sin considerar lazos) dentro del conjunto que contiene a todas las redes con un
mismo conjunto de vértices.

Definicién 14 Sea V = {vi,...,v,} y sea G = (V, E) una red. Dados dos vértices vg,,vs, €
V, se dice que una sucuencia de vértices de la red, vs vs, ... Vs, Vs, €5 un camino entre los
vértices vs, Y vs,, si se cumple que: 1) v, # Vg1, 2) (Vs;,0s,,,) € E y 3) todas las aristas
conformadas por vértices consecutivos de la secuencia son diferentes. Si v, Vs, ... Vs, €5 un
camino entre los vértices vy, y v,,, y ademas vy, = v,,, entonces se dice que el camino es
cerrado.

Definicién 15 La longitud de un camino es la cantidad de nodos presentes en la secuencia
del camino menos uno. Por ejemplo, se tiene que el camino abc posee longitud 2.

Definicién 16 La distancia entre dos nodos a,b, la cual es denotada por d(a,b), se define
como la minima longitud que posee un camino entre ellos, es decir

d(a,b) = min{s|eziste un camino entre a y b de longitud s}.

Cuando no existen caminos entre dos vértices la distancia entre ellos no esté definida.
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Definicién 17 Decimos que una red es conexa si entre cualesquiera dos vértices existe un
camino entre ellos.

Definicién 18 Sea G = (V, E) una red coneza. El didmetro de G se define como
didmetro(G) = méx{d(a,b)|a,b € V'}.

Definicién 19 El coeficiente de correlacion de grados, r, propuesto en [35], se define
como

_ M7 gk — M1, %(]z + k;)]?
MY G AR — MY 50+ k)

donde j;, k; son los grados de los vértices que forman la i-ésima arista, coni € {1,..., M}.

r

Definicién 20 La deﬁmcién implica que v € [—1,1]. Decimos que la red es: asortativa,
si r > 0; disortativa, sir < 0; y neutra, si r = 0. A grandes rasgos, una red es asortativa,
si las aristas unen nodos de grados altos con nodos de grados altos; disortativa, cuando las
aristas unen nodos de grados altos con nodos de grados bajos; y neutra, si los enlaces entre
nodos se realizan de manera aleatoria respecto a su grado. En [35] se comprueba que la red
de coautores cientificos en fisica es asortativa; la red alimentaria marina es disortativa; y la
red del modelo de Barabasi-Albert es neutra.

Definicién 21 La expresion correlacion entre nodos de una red se refiere a la diversidad
de tipos de redes segin su coeficiente de correlacion de grados (asortativas, disortativas o
neutras). En algunos trabajos también se le suele llamar mezcla asortativa de la red. En
esta tesis se estudia como la correlacion entre nodos afecta las configuraciones de las opiniones
finales de un sistema social.

Definicién 22 Sea G = (V, E) una red. El coeficiente de clustering o simplemente clus-
tering de G, denotado por C', es un valor que nos permite cuantificar el nivel de transitividad
existente en la red, donde la relacion sobre la cual se define la transitividad es “formar
una arista”. De esta manera, la red es transitiva si siempre que (a,b), (b,c) € E, entonces
(a,c) € E. El coeficiente de clustering se define como

numero de caminos cerrados de longitud tres

C =

numero de caminos de longitud dos
De este modo, C € [0, 1], donde C = 1 significa que la red posee transitividad perfecta. Es
importante mencionar que segun la definicion dados u,v,w € V, se tiene que los caminos
uvw y wovu son distintos, por lo cual deben ser contados separadamente para el célculo de C.

Definicién 23 Dada una red G, una subred de G es una red formada por un subconjunto
del conjunto de vértices de G y por todas las aristas de G formadas por la union de vértices
en dicho subconjunto.
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Definicién 24 Dada una red G, un club de ricos de G es una subred de G formada por un
subconjunto de los hubs de la red, tal que sus vértices cumplen dos condiciones: 1) estdn bien
conectados entre si (es decir, existe una cantidad elevada de aristas entre ellos) y 2) estdn
preferentemente unidos entre ellos que con el resto de los vértices de la red. A la primera
condicién se le llama conectividad del club de ricos, y a la segunda, distribucion de enlaces
nodo-nodo (para més detalles ver [37]).

Definicién 25 FEl coeficiente de club de ricos se define como el cociente entre el total
de aristas existentes y el total de aristas posibles entre los nodos que conforman el club de
ricos. En esta tesis se construyen clubes de ricos que poseen coeficiente de club de ricos igual
a 1, es decir, clubes de ricos en los cuales sus vértices forman una red completa.

Definicién 26 La distribucion de grado de una red, P(k), donde k es el grado, es una
funcion de densidad de probabilidad que determina la posibilidad de que un vértice elegido de
manera aleatoria tenga grado k. La distribucion de grado de la red permite describir varias
propiedades relacionadas con la conectividad de la red.

Definicién 27 Se dice que una red es de mundo pequeno si la red tiene un coeficiente
de clustering alto y se satisface que el promedio de la distancia entre sus nodos es de orden
log(N ), donde N es el orden de la red. Generalmente, la distribucién de grado de una red de
mundo pequeno es aproximada mediante distribuciones de tipo Poisson. Las referencias |27,
28,130, 1131-133] dan ejemplos y descripciones de propiedades de las redes de mundo pequeno.

Nota 2 La propiedad de mundo pequeno (o de seis grados de separacion) establece que
cualesquiera dos personas en el planeta, sin importar su posicion geogréfica, pueden ser
conectadas a través de una cadena de seis o menos conocidos comunes. Esto constituye la
base de los modelos de redes de mundo pequeno, en las cuales la distancia entre cualesquiera
dos nodos de la red es pequena.

Definicién 28 Las variables aleatorias con funciones de densidad de la forma
P(k)=Ck™“,

donde o > 0 es una constante y C' es una constante de normalizacion de la densidad,
se conocen como distribuciones de tipo ley de potencias, a la constante o se le llama
exponente de la ley de potencias.

Definicién 29 Se dice que una red es de libre escala si se satisface que su distribucion
de grado es de tipo ley de potencias y su didmetro es de orden log(N), donde N es el orden de
la red. Se ha observado que el promedio de la distancia entre los nodos de una red de libre
escala es de orden log(log(N)). La principal caracteristica de estas redes es que permiten
modelar adecuadamente la existencia de una pequena cantidad de vértices con una gran
cantidad de vecinos (hubs), mientras que, al mismo tiempo la mayoria de los vértices en la
red presentan muy pocos vecinos.
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Nota 3 Las redes de libre escala han desempenado un papel trascendental en la comprencion
de procesos dindmicos en areas muy diversas como: comunicaciones digitales (|134} 135]), nivel
de sistema auténomo de internet (|37, |136]), redes de colaboradores en proyectos de codigo
abierto (|137]), inteligencia artificial ([138, |L39]), optimizacién ([140]), transporte ([141, 142]),
neurologia ([143, 144]), epidemiologia ([145, 146]), redes de sensores inaldmbricos ([147]),
biologia ([148, |149]), evolucién de comportamientos cooperativos ([150, 151]) y dindmica de
opinién ([152, 153]).

Definicién 30 Se dice que una red es jerdrquica si la red es de libre escala y posee un
alto valor de coeficiente de clustering.

Nota 4 En [32] se argumenté que varias redes reales tienen estructura jerarquica, entre
ellas estan: world wide web, red de actores de Hollywood, internet en el nivel de dominio, red
de comercio mundial y redes metabdlicas.

2.2. El modelo de conflicto de N actores

El modelo de conflicto de N actores que se usa en la primera etapa de investigacion de
este trabajo fue tomado de [15] y estd dado por:

dt

N

Jj=1

donde x;(t) es el estado del actor ¢ al tiempo ¢, m; > 0 es la tendencia hacia la opinién
neutral del actor ¢ (o la inercia al cambio del actor i), N es el nimero de actores (nodos)
de la red, A es la matriz de adyacencia de la red (4; = 0, 1 < i < N), |¢;;| es la fuerza
de la retroalimentacion que el actor z; ejerce sobre el actor x;, sgn(c;;) describe el tipo de
retroalimentacion que el actor z; ejerce sobre el actor ; (positiva para cooperacién y negativa
para competencia) y tanh es la funcién tangente hiperbdlica.

Nota 5 Debido a que dx;(t)/dt = —m;z;(t) tiene por solucién e ™" (donde m; > 0), se
sigue que si un actor no recibe retroalimentacion por parte de sus vecinos, entonces su estado
evolucionard al estado neutro (el estado neutro esté representado por el valor 0 y es un estado
sin posibilidad de surgimiento de conflicto), lo cual es un comportamiento deseado del modelo,
pues el surgimiento de un conflicto entre actores es imposible en ausencia de interacciones
entre ellos, justamente este hecho es el motivo por el que se pide que m; > 0, para 1 <7 < N.

Nota 6 La hipotesis A; =0, 1 <1i < N, implica que el primer sumando del lado derecho de
la igualdad describe completamente la dindmica autodependiente de un actor, esta condicion
determina la ausencia de lazos en las redes sobre las que se usa el modelo de conflicto
de N actores. Esto implica que en la primera etapa de investigacion los actores nunca se
retroalimentan a si mismos, lo cual cambia en la segunda etapa de investigacion, donde los
actores si pueden retroalimentarse a si mismos.
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Nota 7 La retroalimentacion cooperativa y competitiva entre actores es definida conforme al
trabajo desarrollado por el psicélogo social Morton Deutsch ([23] 24]), quien es considerado
uno de los fundadores de la teoria de resolucién de conflictos. Las ideas de cooperacion y
competencia de Deutsch [23, [24] pueden describirse de la siguiente manera: un actor ejerce
retroalimentacion cooperativa sobre otro, si al poseer estado positivo, entonces incrementa
el estado positivo del otro actor, y al poseer estado negativo, entonces incrementa el estado
negativo del otro actor; en tanto que, un actor ejerce retroalimentacion competitiva sobre
otro, si al poseer estado positivo, entonces incrementa el estado negativo del otro actor, y
al poseer estado negativo, entonces incrementa el estado positivo del otro actor. De este
modo, en el modelo de conflicto se tiene que cuando ¢ > 0, entonces ctanh(z;) describe
retroalimentacién cooperativa por parte de z;, y cuando ¢ < 0, entonces c¢tanh(z;) describe
retroalimentaciéon competitiva por parte de ;.

Definiciéon 31 Sean z;,z; dos nodos de una red. Decimos que la interaccién entre los
actores x;, x; seqin el modelo de conflicto es: cooperativa, si c;;,c;; > 0; competitiva,
st ¢, ¢ < 0; y mixta, si c;,cj tienen signos opuestos. En la figura podemos ver
que las aristas (2,3), (1,4) y (2,5) denotan interacciones cooperativa, competitiva y mixta,
respectivamente.

Nota 8 Si tomamos ¢;; € {q,—q} para algin ¢ € R, 1 < ,57 < N, entonces ctanh(z;)
satisface tres condiciones referentes al modelo de conflicto establecidas en [20]: 1) los actores
influyen proporcionalmente entre ellos, 2) a niveles altos de influencia la retroalimentacion
de los actores no tiende a infinito, sino que converge a un valor fijo, 3) el cambio de la
retroalimentacion ejercida de un nodo hacia otro se pueda dar cambiando simplemente el
signo de un parametro del modelo.

2.3. El modelo de dinamica de opinién

El modelo de dinamica de opinién, con enfoque en persuasion, que se propone en la
segunda etapa de investigacion de este trabajo esta dado por:

dxo(t)/dt = —moxo(t) + coz tanh(xs(t))
dzri(t)/dt = —myxi(t) + c1otanh(zo(t)) + c11 tanh(zq(t)) + c12 tanh(zy(t)) (2.2)
dao(t)/dt = —moxa(t) + coo tanh(x(t))

donde cgpa, co0 < 0, c19,¢12 > 0, ¢11 > 0, x;(t) es el estado del actor z; al tiempo ¢, m; > 0
representa la tendencia hacia la opinién neutra del actor z; (o la inercia al cambio del
actor x;), |c;;| es la magnitud de la fuerza de autoridad que el actor x; ejerce sobre el actor
x;, sgn(c;;) describe el tipo de retroalimentacién que el actor z; ejerce sobre el actor x;
(cooperacién/competencia) y |tanh(x;(¢))| es la magnitud de la fuerza de la persuasién al
tiempo t que es emitida por el actor z;.

Nota 9 En el modelo de dinamica de opinién se consideran exclusivamente redes con tres
actores, xg,x1, T, en las que se satisface que los actores xg, x5 conforman un subsistema
de ecuaciones de dos actores del tipo (2.1]), es decir, la dindmica de las opiniones de los
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actores xo y x9 en el modelo de dinamica de opinién esta dada por el modelo de conflicto
(con N = 2). Note que en particular, en el modelo de dindmica de opinién los actores zg, T2
no estan influenciados por el actor z; sin embargo, el actor z; si estd influenciado por los
actores Ty, T2. Esto tltimo implica que las redes sobre las cuales se usa la ecuacion ([2.2)) son
redes dirigidas (digréficas).

Nota 10 Todos los parametros del sistema de ecuaciones son iguales a los del sistema
, pero en el modelo de dindmica de opinién se consideran dos maneras en que un actor
influye sobre otro, a saber, fuerza de autoridad y fuerza de persuasién, mientras que en el
modelo de conflicto no se hace distincién entre dichas formas de influencia.

Nota 11 En el modelo se piden restricciones especificas sobre los signos de los términos
cij, esto es justamente lo que posibilita el estudio de la persuasiéon en la red, pues los actores
Zo, T3 brindan retroalimentacién cooperativa al actor x; atrayéndolo hacia sus respectivas
posturas (ver la nota, mientras que entre ellos la retroalimentacién es competitiva, generando
que evolucionen hacia posturas iguales en magnitud pero contrarias en signo (ver la parte de
retroalimentacién fuerte negativa-negativa en [20]).

Nota 12 Dos diferencias esenciales entre el modelo de dindmica de opinién y el modelo de
conflicto de N actores son: 1) el modelo de dindmica de opinién si considera redes con lazos,
esto debido a la presencia del término ¢;; > 0 que indica que el actor x; se retroalimenta
positivamente a si mismo a través del tiempo (ver la nota|14]), 2) en el modelo de dindmica de
opinién, a diferencia del modelo de conflicto, se piden restricciones especificas sobre los signos
de los términos ¢;;, esto permite estudiar la postura adoptada por z; cuando es persuadido
por dos actores que defienden posturas contrarias en constante relacion de competencia entre
si.

Nota 13 Cuando el actor z1 no recibe influencia por parte de los actores xg, xo para adoptar
sus respectivas opiniones, se tiene que el modelo (2.2)) satisface las siguientes tres condiciones
fundamentales relacionadas con la autoafirmacion de opinién y por ende con el sesgo de
confirmacién (ver la definicién [33)): 1) si la opinién inicial del actor @1 es cero (opinién neutra),
su opinién final serd también cero, 2) si la opinién inicial del actor z; es ligeramente positiva
su postura final serd mas positiva, 3) si la opinién inicial del actor z; es ligeramente negativa
su postura final serd mas negativa. Estos tres hechos se ilustran en la tabla

La siguiente definicién es propia de este trabajo y se formula porque tiene consecuencias
positivas en la estructura de la tesis.

Definicién 32 En este trabajo se dice que un escenario es simple cuando puede describirse
mediante la variacion de un solo parametro del modelo de dindmica de opinion y, ademds,
el valor de todos los pardametros no se modifica externamente durante el desarrollo de cada
simulacion (ver la tabla . Por otra parte, se dice que un escenario es compuesto
st su descripcion requiere de la variacion simultanea de mas de un parametro del modelo
de dindmica de opinion o de la variacion de manera externa de algun pardmetro en algiun

momento de cada simulacidn (ver la tabla|3.4)).
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2.4. Principios de psicologia social

En esta seccion se definen algunos principios, sesgos y efectos de la psicologia social que
se mencionan a lo largo de la tesis, los cuales han sido reportados como fundamentales en
la formacion y variacién de las opiniones. Algunas caracteristicas de estos principios fueron
descritas adecuadamente por el modelo de dindamica de opinién propuesto en este trabajo.

Definicién 33 El sesgo de confirmacion es la tendencia de las personas a buscar, inter-
pretar y recordar informacion que reafirma sus creencias, expectativas o hipdtesis preexistentes,
mientras que, ignoran o dan mucho menor crédito a la informacion que las contradice (para
mdas detalles consultar [39445]).

Nota 14 La hipotesis ¢;1 > 0 en el modelo de dinamica de opinion implica que el
actor x; autoafirma permanentemente su opinion, pues se retroalimenta cooperativamente a
s{ mismo todo el tiempo (ver la definicién B1] y la nota [7)). Esta caracteristica del actor z; se
mantiene presente durante todo el trabajo desarrollado en dindmica de opinién debido a su
estrecha relacion con el sesgo de confirmacion, el cual ha sido descrito como un fenémeno
ubicuo en las interacciones sociales (ver [39)]).

Definicién 34 FEn este trabajo la persuasion fallida se refiere a una situacion en la que,
a pesar de los intentos de los actores persuasores por persuadir a un receptor para adoptar
sus posturas esto no sucede. En la psicolgia social se han analizado situaciones que pueden
dar lugar a la persuasion fallida, o generar que los receptores se vuelvan mds resistentes a
cambiar su opinion o comportamiento, algunos conceptos y teorias relacionadas con estos
sucesos son: teoria de la inoculacion, teoria de la disonancia cognitiva y reactancia psicologica

(1441140, | 154} [159]).

Definicién 35 En este trabajo el término persuasion inicial se usa para referirse a las
diferentes capacidades persuasivas de los mensajes o argumentos que influyen en la opinion
o comportamiento de una persona en el primer contacto. Hay varios factores que pueden
aumentar la fuerza de persuasion inicial, por ejemplo: mensajes claros y simples ([156-158]),
mensages presentados en forma narrativa ([1591161)), si el receptor se encuentra en deuda
con el emisor debido a algin favor o acto de generosidad (principio de reciprocidad, ver [55,
162]), la percepcion de que una oferta es limitada en cantidad o tiempo (principio de escasez,
ver [53]), argumentos que son aceptados por la mayoria (principio de sancion social, ver [48])
y argumentos dificiles de refutar (modelo de la inoculacion, ver [154), |165]).

Definicién 36 La homofilia o principio de simpatia sugiere que las personas tienen
una tendencia a favorecer y relacionarse con individuos cuyas opiniones son semejantes a las
suyas en detrimento de miembros de otros grupos de opinion ([47{50]).

Definicién 37 El principio de autoridad manifiesta que las personas suelen sentirse
mds inclinadas a sequir las ordenes o consejos de una persona que perciben como una figura
de autoridad o experta en un tema determinado. En particular, las personas pueden ser
persuadidas para actuar en contra de sus propias convicciones y valores si se les da una orden
por parte de una figura de autoridad ([51:55]).
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Definicién 38 El principio de sancion soctial dice que en ciertas situaciones las personas
determinan su actitud o forma de pensar con base en las acciones o la forma de pensar
de la mayoria. Una posible causa de este comportamiento es que las personas creen que la
posibilidad de equivocacion disminuye si se guian por el comportamiento de la mayoria. ([55,

164)).

Definicién 39 La teoria del balance estructural dice que las personas o grupos tienen
una necesidad innata de mantener un equilibrio entre sus pensamientos, sentimientos y
comportamientos en sus relaciones interpersonales o intergrupales, ante el desequilibrio, se
experimenta una incomodidad psicologica que las motiva a restaurar el equilibrio. Algunas
formas de restauracion de equilibrio pueden involucrar cambios de opinion sobre el tema en
cuestion, intentos de persuadir a los demds de adoptar nuestras opiniones o rompimientos de
relaciones con las partes discrepantes ([100-105]).
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Capitulo 3

Metodologia

A continuacién expondremos la metodologia seguida en este trabajo de investigacién. Para
una adecuada descripcion de los procesos realizados, este capitulo se divide en dos secciones
la primera para describir el trabajo referente a teoria de resolucién de conflictos y la segunda
para dinamica de opinion.

3.1. Teoria de resolucion de conflictos

La dinamica de los estados de los actores que conforman la red fue introducida mediante
el modelo de conflicto de N actores (para més detalles del modelo, ver la seccién , el cual
esta dado por:

N
di = —mzxz(t) + Z Aijcij tanh(xj(t)), 1 S 1 S ]\/v7

Jj=1

donde x;(t) es el estado del actor ¢ al tiempo ¢, m; > 0 es la tendencia hacia la opinién
neutral del actor ¢ (o la inercia al cambio del actor i), N es el nimero de actores (nodos)
de la red, A es la matriz de adyacencia de la red (4; = 0, 1 < i < N), |¢;;| es la fuerza
de la retroalimentacion que el actor z; ejerce sobre el actor x;, sgn(c;;) describe el tipo de
retroalimentacién que el actor x; ejerce sobre el actor z; (cooperacién/competencia) y tanh
es la funcion tangente hiperbdlica.

El modelo de conflicto de N actores fue implementado sobre redes de orden 1200 (redes no
jerdrquicas) y 625 (redes jerarquicas). Dichas redes se tomaron no dirigidas, de esta manera
si un actor ¢ brinda retroalimentacién a un actor j, entonces el actor j también lo hace so-
bre el actor 7. Ademas, la condicion A;; = 0 determind la ausencia de lazos en las redes usadas.

Basados en [20] se tomaron los valores m; = 0.9 y |¢;;| =5, 1 <4, < N, donde lo tltimo
se debid a que se observo que la estabilizacién del sistema de dos actores se da de manera
mas rapida cuando tomamos |¢;;| = 5 en lugar de |¢;;| = 3. Por otro lado, como se satisface
la condicién m; < |¢;;], 1 < 4,57 < N, entonces la retroalimentacién entre cualesquiera dos
actores de la red es del tipo retroalimentacién fuerte, en[20] se determiné que este tipo de
retroalimentacién genera configuraciones finales diversas y que cuando ocurre que m; > |¢;j|
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todos los actores evolucionan al estado neutro, 0.

La diversidad de interacciones cooperativas, competitivas y mixtas se fijaron mediante los
porcentajes de entradas positivas en la matriz de interaccion, p* (ver las definiciones [11]y
. Las cantidades y tipos de interacciones en la red para diversos valores de p* siguen el
patrén mostrado en la figura [3.1}, una explicacion sobre la simetria en dicha figura se da en el

apéndice [1.2.2]

La evolucion temporal de los estados de los actores x;, 1 < i < N, fue descrita mediante
el uso de integracion numérica Runge-Kutta de cuarto orden con 1000 pasos en el tiempo,
donde los estados iniciales de los actores fueron asignados usando distribuciones uniformes en
el intervalo (—1, 1), esto implica que al tiempo inicial, ¢y, la red posee cantidades similares de
actores con estados positivos y negativos. La implementacién de la integraciéon numérica se
hizo utilizando el lenguaje de programacion Python.
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Figura 3.1: Porcentajes totales de los tres tipos de interacciones obtenidas en la red para
diferentes valores de p*.

3.1.1. Construccién de redes y métricas

En este trabajo se realizaron dos bloques de construccién de redes. Todas las redes
construidas fueron conexas, pues por las caracteristicas del modelo de conflicto de NV actores,
los nodos aislados no influyen en el estado final del sistema.

El primer bloque de construccion de redes consideré redes de libre escala no jerarquicas
de orden 1200, con grado minimo 2, diversos exponentes de distribucién de grado y tres
tipos de correlaciéon entre nodos: asortativa, disasortativa y neutra (ver figura . Los
exponentes se tomaron en el intervalo [2.125, 3.5] con saltos de longitud 0.125. A medida
que el exponente decrece los hubs de la red tienen grados mas altos. Por otro lado, si r
denota el coeficiente de correlaciéon de grados (ver las definiciones , y , se instaurd
que la red es: asortativa, si r > 0.15; disortativa, si r < —0.15; y neutra, si —0.030 < r < 0.030.
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En el primer bloque de construccion de redes se utilizé la técnica de construccién de redes
de libre escala llamada modelo de configuracién, la cual permite crear sucesiones de grados
de redes de libre escala con un exponente predeterminado sobre un conjunto arbitrario de
nodos, dos aspectos importantes del modelo de configuracion son la determinacién del grado
maximo de la red ([165]) y el método para generar los grados de los nodos (se usé probability
transformation method descrito en [166]).

Una vez creadas las sucesiones de grados se usoé el procedimiento introducido por Doyle et
al. (|[167]) para producir tres configuraciones de mezcla asortativa. Brevemente, los nodos se
ordenaron de mayor a menor segun su grado. Luego, para generar una red asortativa, primero
se consideré el nodo con el grado mas alto y se agregaron enlaces a otros nodos en orden
descendente hasta completar su grado, después se hizo lo mismo con el resto de los nodos. De
manera opuesta, para generar una red disasortativa, se partié del nodo con mayor grado y
se anadieron, en primer lugar, los enlaces a los nodos de menor grado en orden ascendente.
Finalmente, para generar una red neutra, los nodos se vincularon de forma aleatoria sin
tomar en cuenta sus grados. En todos los casos considerados, se evité la repeticion de enlaces
y la creaciéon de lazos.

En el segundo bloque de construccion de redes se crearon redes jerdrquicas deterministas
de Ravasz-Barabdsi de orden 625 (ver (d) en la figura [3.2)), esto se realizé siguiendo las
indicaciones de la referencia [32], en la cual se justifica que dichas redes poseen exponente de
distribucién de grado o = 2.161.

En este trabajo los 6rdenes de las redes fueron elegidos considerando un valor factible de
implementar computacionalmente en una computadora convencional de uso personal. En el
caso de las redes jerarquicas, el orden fue de 625 debido a que el orden de las redes jerarquicas
deterministas de Ravasz-Barabdasi aumenta en potencias de 5, de tal manera que el siguiente
orden de una red de Ravasz-Barabasi con orden mayor a 625 es 3125, pero usar redes de orden
3125 generaba complicaciones por la limitacién de la capacidad computacional disponible.

Usando como base las redes jerarquicas se crearon otros dos tipos de redes: la primera
consistente de unir nodos no enlazados mediante el cruce de aristas (preservando el grado de
los nodos) y la segunda, en la construccién de un club de ricos con el 4% de los hubs mas
conectados de la red, de tal manera que el coeficiente de club de ricos es 1, ver las definiciones
y[25L A las redes obtenidas en la primera modificacion de las redes jerarquicas se les llamo re-
des aleatorias y a las de la segunda modificacion se les llamo redes jerarquicas con club de ricos.

La construccién de redes aleatorias permitié obtener redes de libre escala no jerarquicas
de orden 625 con el propdsito de realizar comparaciones entre este tipo de redes y redes
jerarquicas del mismo orden. Por otro lado, las redes jerarquicas con club de ricos se usaron
para estudiar la influencia global que tienen las élites en el sistema y lo que sucede cuando
estas son totalmente cooperativas o competitivas.

Con la intencion de medir los cambios en los estados de los actores a través del tiempo,
en funcién de la topologia de la red y de la cantidad inicial de interacciones cooperativas,

27



Figura 3.2: Casos ilustrativos de las redes de libre escala usadas en este trabajo. (a) red
disortativa, (b) red neutra, (c) red asortativa y (d) red jerarquica determinista de Ravasz-
Barabasi de orden 625. Los nodos de mayor tamano y colores profundos representan los hubs
de la red.
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competitivas y mixtas, se usaron las métricas globales que se enlistan a continuacién. En
todas las métricas N denota el orden de la red.

= El promedio de los valores absolutos de los estados finales,

o L
-1

(ML

1

donde |z;| es el valor absoluto del estado final del i-ésimo actor.
» La distancia de acuerdo al signo,
L=|z" -7 |, (3.2)

donde T (Z7) representa el promedio de todos los estados finales positivos (negativos)
de la red.

= La distancia global media,
9 N N
D:mgém—m, (3.3)
donde z;, z; denotan los estados finales del i-ésimo y j-ésimo actor, respectivamente.

= El rango normalizado del nimero de nodos negativos y positivos,

[NT - N7

(5 =
N )

(3.4)

donde N (N7) es el nimero total de estados finales positivos (negativos) y N =
Nt + N~

Cada una de las métricas anteriores fue calculada usando el promedio sobre 20 evoluciones
independientes.

3.2. Dinamica de opinién

Como se mencioné en la seccion el modelo de dindmica de opiniéon usado en este
trabajo de investigacién esta dado por:

dxo(t)/dt = —mgxzo(t) + cop tanh(xo(t))
dry(t)/dt = —myx1(t) + c1o tanh(xg(t)) + c11 tanh(z1(t)) + 12 tanh(za(t))
dao(t)/dt = —maoxa(t) + cop tanh(xg(t))

donde cga, co0 < 0, c19,¢12 > 0, c11 > 0, x;(t) es el estado del actor z; al tiempo t, m; > 0
representa la tendencia hacia la opinién neutra del actor x; (o la inercia al cambio del actor
x;), |cij| es la magitud de la fuerza de autoridad que el actor x; ejerce sobre el actor z; (donde
c11 > 0), sgn(c;;) describe el tipo de retroalimentacion que el actor x; ejerce sobre el actor x;
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(cooperacién/competencia) y |tanh(x;(¢))| es la magnitud de la fuerza de la persuasién al
tiempo t que es ejercida por el actor z;.

Con base en el estudio referente al modelo de conflicto de N actores desarrollado en [19],
se tom¢ el valor constante m; = 0.9 para ¢ = 0, 1,2, esto implica que todos los actores de
la red experimentan la misma velocidad de evolucién hacia el estado neutral en ausencia
de interacciones. Por otra parte, de acuerdo a [20], cuando se cumple que m; < ¢;;, se
tiene que las interacciones entre actores son de retroalimentacion fuerte, lo cual genera una
mayor diversidad de comportamientos en el sistema que en el caso contrario. En esta tesis se
consideraron unicamente interacciones de retroalimentacién fuerte.

Para representar la influencia (retroalimentacién) entre los actores de la red se usé una
digrafica con tres nodos y su respectiva matriz de interaccién que especifica las fuerzas y
tipos de influencia entre pares de nodos. De acuerdo con el modelo de dinamica de opinién
los actores xg, rs no estan influenciados por el actor z1, pero el actor x; si estd influenciado
por los actores xg, T2, ver la figura [3.3] Ademds, el actor z; siempre recibe retroalimentacién
cooperativa de si mismo (se tomé c¢q; = 5).

A lo largo de este trabajo se supuso que xg,rs se relacionan de manera competitiva
entre ellos (se tomo coe = 9 = —H), de esta manera existe repulsiéon entre sus estados
(opiniones). Por otro lado, tanto zy como x5 ejercen una retroalimentacién cooperativa sobre
x1 (10, c12 > 0), lo cual implica que ambos ejercen atraccién sobre x; con la intencién de
persuadirlo a adoptar la postura que cada uno de ellos apoya (ver nota .

En este trabajo los actores zg, zo son actores persuasores que apoyan una postura (accién)
postiva (@) y una postura negativa (©), repectivamente, por esa razon, en todos los experi-
mentos desarrollados z fue asignado con un estado (opinién) inicial positivo (xy(ty) > 0)
y Z2 con uno negativo (z2(ty) < 0). Es relevante decir que las dos posturas & y ©, estan
dadas por los valores numéricos w; y —w;, respectivamente, donde w; € R, es tal que
(w1, —wy) y (—wy,w;) son puntos de equilibrio del modelo de conflicto de dos actores con
retroalimentacién negativa (ver la proposicién [3| del apéndice [4.2.2)).

Los estados iniciales de xg, x2, x1 fueron asignados usando distribuciones uniformes y
consideraciones especificas (ver tablas [3.2] y sobre los intervalos (0,1), (—1,0) y
(—1,1), respectivamente. Los estados iniciales se eligieron en esos intervalos con la intencién
de poder observar adecuadamente los refuerzos de opinién inherentes a la autoafirmacién
descrita por el sesgo de confirmacion.

La opinién inicial del actor x; varié dependiendo del experimento en cuestion, por ejemplo,
cuando se model6 que el actor x; poseia una opinién neutra acerca de las dos posturas &, S,
entonces se supuso que x1(ty) = 0 (donde t, es el tiempo inicial de las evoluciones, ¢t = 0),
en cambio cuando se modelé que el actor x; poseia afinidad por alguna de las dos posturas,
@ o ©, se supuso que z1(tg) # 0 y que su signo representaba la postura por la cual el actor
x1 sentia atraccion (+ para @ y — para ©). En la tabla se especifican los valores e
interpretaciones de todos los parametros que fueron usados.
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Figura 3.3: Digrafica y su matriz de interaccion asociada. En esta imagen se ilustra que los
actores xg, Ty reciben retroalimentacién negativa uno del otro (cga, oo toman valores negativos),
pero no reciben retroalimentaciéon de ningin tipo por parte del actor 1 (co1, c21 = 0). Por

otro lado, el actor x; recibe retroalimentacién positiva de si mismo (¢1; = 5) y de los actores
xg, T2 (€10, 12 toman valores positivos).

Tabla 3.1: Valores e interpretacién de los parametros usados.

Parametro Descripcién Valores usados
m; Tendencia hacia el estado 0. 0.9
c11 =9 Autoretroalimentacién cooperativa (o 5

positiva) del actor x;.

+ (cooperacion),

sgn(c;j) Tipo de retroalimentacién ejercida por - (competencia)
el actor x; sobre el actor z;

|ci] Fuerza de la autoridad ejercida por el 2,8]
actor z; sobre el actor ;.

x1(tp) =0 El actor z; posee una opinién neutra 0

respecto a las dos posturas existentes.

+ (preferencia por @),

sgn(xy(to)) #0 El actor z; tiene preferencia por una de | :
las dos posturas existentes. (preferencia por ©)
|tanh(x;(t))|, j € {0,2} | Fuerza de la persuasién al tiempo ¢ que (0,1)

es emitida por el actor ;. La fuerza
de la persuasion inicial, |tanh(z;(to))],
fue de gran relevancia para modelar di-
versas caracteristicas de los principios
psicologicos abordados.

Todas las evoluciones temporales de las opiniones de los actores fueron realizadas con
Python usando el esquema de diferencias finitas (@ del modelo de dindmica de opinién, sobre
1000 o 1300 pasos de tiempo.
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3.2.1. Escenarios del modelo de dinamica de opinion

Con la finalidad de establecer un vinculo entre el modelo de dinamica de opinién y
los principios de psicologia social de la seccion [2.4] se estudiaron ocho escenarios definidos
en términos de las opiniones iniciales de los actores (z;(ty)) y los valores de las fuerzas de
autoridad (¢;;). Cada uno de los escenarios abordados en esta tesis fue analizado usando 500
simulaciones independientes.

Los ocho escenarios considerados en esta tesis fueron divididos en dos bloques. El primero
consistente de casos en los cuales la autoafirmacion de opinién del actor z; carece de
retroalimentacién por parte de los actores zy y xo (ver la tabla y el segundo de casos en
los cuales la autoafirmacion del actor z; si posee retroalimentacién por parte de los actores
To V To, ver las tablas y 3.4} donde la primera tabla comprende escenarios simples y la
segunda escenarios compuestos (ver la definicién [32).

Tabla 3.2: Digraficas y parametros de los escenarios modelados cuando x; no recibe retroali-
mentacion por parte de los actores xg, xs.

Autoafirmacién de opinién sin retroalimentacion
Escenario Digraficas y parametros usados
' Digrafica Matriz de zo(to) € (0,1)
Escenario 1: para . interaccidon T (t ) -0
. 1(%o
verificar el refuerzo (o @ B
y : 2(to) € (—1,0)
preservacion) de la oD ®/0 0 -5
opinién neutra : 10 5 0
FA\-5 0 0
Digréfica Matriz de zo(to) € (0,1)
Escenario 2: para 1r‘ter1acgron z1(to) € (0,1)
verificar el refuerzo de + a(to) € (—1,0)
s D ®/0 0 -5
opiniones no neutras 1 n 0 5 ( | Tembién se analizé el
P caso
A 00 ) e (-0
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Tabla 3.3: Digréaficas y pardametros de los escenarios simples modelados cuando z; recibe
retroalimentacién por parte de los actores xg, zs.

Autoafirmacién de opinién con retroalimentacién

Escenario simple

Digraficas y parametros usados

persuasores

Digréafica Matriz de zo(ty) € ( 1)
Escenario 3: para © H;terlacglon z1(to) =
i ¢ ¢ - to) = —xo(t
estudiar un (Ealslgdde _\gl_D ®/0 0 —5 2 ( 0) xO( 0)
persuasion fallida / 5 5 5
@®\-5 0 0
Escenario 4: para Digréfica Matrlz de zo(to) € (0,1)
estudiar el efecto @ 1r2er?c%on z1(to) =0
' d.eila p.erSL‘lasio’n _\g‘l‘i ®/0 0 :5 |22(to)| < 2o(to)
inicial ejercida por / 5 5 5 También se analizé el
los persuasores * @ 50 0 caso
- |z2(to)| > zo(to)
Escerlar(iic') 5:1para Digrafica Matriz de zo(to) € (0,1)
estudiar la interaccién
evolucion de las .\§”5 @ xf (lt(()t)(]):e_(g(; (120)
opiniones cuando - P ®/0 0 -5 Tambic it ol
existe filia por / E) 5 5 5 am lencsaesjna 10 ¢
alguna de ellas F\-2 0 0 21(to) € (~1,0)
Escerlar(;(') 6:1para Digrafica Matriz de o(to) € ( 1)
estudiar la ® interaccién 21 (to) =
influencia causada . ® O
* ZEQ(to) = —l’g(to)
por las fuerzas de '\gjb ®/0 0 -5 c12 €1.6,5
autoridad de los / 3 5 5 19 - ;2 [ ’1_), |
{z _5 0 O almpilen se anallzo e

caso ci2 € (5,8.4]
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Tabla 3.4: Digraficas y pardmetros de los escenarios compuestos modelados cuando x; recibe
retroalimentacién por parte de los actores xg, zs.

Autoafirmacion de opinién con retroalimentacion

Escenario
compuesto
Escenario 7: para
estudiar la

Digraficas y parametros usados

influencia causada Digrafica Matl"iz df? c12 € [1.6,5), t < 150
por las fuerzas de H;terlacgon c12 € (5,8.4], t > 150

toridad de ] ¢ : wo(to) € (0,1)
s cnto | TS50 @ (0D 8 =
P / DD | ay(ty) = —ao(to)

se da un cambio de

. ®\-50 0
la autoridad
dominante
. Digrafica Matriz de zo(to) € (0,1)
Escenario 8: para ® interacciéon 21 (to) € (0,1)
estudiar los + ® e ’
% 1 to)| < t
escenarios 4 y 5 de - -\CD ®/0 0 =5 ) |walto)| < zo(to)
: 2) [xa(to)| > wo(to)
manera conjunta / |5 5 5
@®\_5 0 o0 También se analiz6 el

caso x1(to) € (—1,0)
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Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados de las dos etapas de investigacion desarrolladas:
teoria de resolucién de conflictos y dinamica de opiniéon. Ademads, se realiza la interpretacion
y discusién de los resultados para determinar el alcance y las limitaciones de la investigacion.

4.1. Teoria de resolucion de conflictos

Con el propésito de efectuar una mejor exposicion de los resultados, con base en las
métricas descritas en la subseccién esta seccion fue dividida en dos subsecciones, la
primera referente al trabajo realizado con redes no jerarquicas de orden 1200 y la segunda
con redes jerarquicas de orden 625.

4.1.1. Redes de libre escala con mezcla asortativa

En la figurafd.I] se muestran las evoluciones numéricas para tres porcentajes de entradas
positivas en la matriz de interacciéon (p* = 15, p™ = 50 y p™ = 85) y tres configuraciones de
correlacién entre nodos (asortativa, disasortativa y neutra).

Para determinar como se distribuyen los signos de los estados finales, se calculd la métrica
rango normalizado del nimero de nodos negativos y positivos (), que refleja el hecho de que
el sistema puede llegar a los casos en los que todos los estados son positivos (negativos) o
existen cantidades similares de estados finales positivos y negativos. En el primer caso § = 1
y en el segundo § = 0. La figura presenta los valores obtenidos de d para las redes no
jerdrquicas en términos de p* y a.

Como puede verse en la figura |4.2| a medida que a aumenta, el coeficiente d disminuye
hacia una configuracién mds simétrica respecto al valor p* = 50, lo que sugiere que la ausencia
de hubs con grandes nimeros de conexiones favorece una distribucién méas equilibrada o
simétrica de los estados finales positivos y negativos. Por otro lado, el hecho de que los valores
mads grandes de § se alcancen en la esquina inferior derecha (donde dominan las interacciones
cooperativas o positivas) podria estar ligado al teorema [2| pues las redes con el exponente
mas pequeno (o = 2.125) son las que mds se parecen a las redes completas porque tienen las
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Figura 4.1: Evoluciones temporales de los estados de los actores para tres tipos de mezcla
asortativa en redes de libre escala con exponente de distribucion de grado o = 2.125. Se
observa que para el caso en que la mayoria de las interacciones son competitivas, el sistema
evoluciona hacia configuraciones donde los actores tienen estados estables pero opuestos
(péaneles (a-c)), lo que se nota principalmente en el estado disortativo (panel (a)). Por el
contrario, para el caso en el que la mayoria de las interacciones son cooperativas (paneles
(g-1)), el sistema evoluciona para alcanzar mayores amplitudes donde los estados de los
actores tienden a ser marcadamente similares entre si, y los centros (que corresponden a los
indices pequenos en el eje horizontal) son los que alcanzan mayor amplitud, excepto en el caso
disasortativo (panel (g)), donde la amplitud es menor. Para el caso con una presencia similar
de interacciones cooperativas y competitivas (paneles (d-f)), los actores se caracterizan por
poseer estados inestables con valores mas cercanos al estado neutro que en los otros casos.

mayores cantidades de aristas.
En la figura también se observa que el caso disasortativo exhibe el menor desequilibrio,

seguido por el caso neutro y luego el caso asortativo. Esto revela que la correlacién entre
nodos juega un papel significativo en las configuraciones finales del sistema.
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Figura 4.2: Comportamiento de ¢ en términos de p* y el exponente de la distribucién de
grado de la red para los tres tipos de mezcla asortativa considerados en esta investigacion.
En los tres casos (disasortativa, neutra y asortativa), conforme p™ aumenta, el coeficiente
d disminuye llegando a un minimo (alrededor de p* ~ 50) y luego aumenta, indicando que
los signos de los estados de los actores alcanzan una distribucion simétrica con respecto
a 0 cuando hay cantidades similares de interacciones cooperativas y competitivas; y que
alcanzan el valor maximo de signos similares cuando todos las interacciones son cooperativas
(p™ =100). Adema4s, se observa que los valores cercanos a 1 sélo se obtienen para valores de
« cercanos a 2.125.

Los hallazgos realizados usando la métrica ¢ podrian significar que la posibilidad de
consenso es mayor cuando las interacciones de la red son cooperativas porque la cantidad de
estados finales con el mismo signo es muy alta; y que dicho consenso solo podria alcanzarse
en presencia de hubs con enormes cantidades de vecinos.

Para saber cémo se distribuyen los estados finales de los actores, se construyeron las
correspondientes funciones de densidad de probabilidad, p(x), para varias realizaciones inde-
pendientes que se muestran en la figura 4.3

Se encontré que p(x) cambia para diferentes configuraciones de correlacién de nodos y
diferentes valores de p™. Especificamente, p(x) es considerablemente mas amplio para el
caso asortativo en comparaciéon con el caso disortativo, mientras que, en el caso neutro la
distribucion es maés estrecha. Estos resultados, en el contexto de nuestro modelo de red,
revelan que en las relaciones cooperativas o competitivas las interacciones entre parejas
acumulan valores fuertemente influenciados por las mesetas de la funcion de interaccién
tangente hiperbdlica, siendo marcadamente diferenciada cuando un tipo de interaccion domi-
na, es decir, una mayor amplitud para el caso cooperativo en comparacion al caso competitivo.

Es importante senalar que, dado que en la figura [4.3| se representan los resultados de
20 realizaciones independientes, algunas de las cuales tienen mas actores en estados finales
positivos y otros en estados finales negativos, entonces las medias generales de z; en todos
los casos son cercanas a cero, y la densidad de probabilidad resultante muestra una simetria
aproximada respecto al valor 0.
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Figura 4.3: Distribuciones de densidad de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) de los
estados finales de los actores en las evoluciones numéricas (zf) para diferentes valores de p*
y diferentes niveles de mezcla asortativa de las redes de libre escala. (a-c) Casos de PDF
para redes con interacciones competitivas dominantes, p* = 15. (d-f) Casos de PDF para
redes con cantidades similares de interacciones competitivas y cooperativas, p* = 50. (g-i)
Casos de PDF para redes con interacciones cooperativas dominantes, p™ = 85. Cada PDF
representa los resultados de 20 realizaciones independientes.

La ﬁgura muestra que, para un valor fijo de o, a medida que p™ aumenta, la distancia
promedio entre los actores exhibe un comportamiento decreciente hasta un minimo (alrededor
de p™ = 50) y luego aumenta hasta un maximo, cuando todos los actores son cooperadores.
Se observa un comportamiento similar para valores mayores de «, excepto que las amplitudes
son de menor intensidad, debido a que los hubs son cada vez mas pequenos en orden.

En la métrica distancia global media, cuando se comparan las tres configuraciones de
correlacion de nodos, se observa que la divergencia mas pequena se da para el caso disortativo,
seguida por el caso neutro y luego por el caso asortativo (ver las ﬁguras-y . Se observan
patrones similares para las otras dos métricas, de las cuales la métrica promedio de los valores
absolutos presenta los valores mas bajos.

Los hallazgos indican que la mayor divergencia en los estados finales corresponden a los
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casos en los que todas las interacciones son cooperativas o competitivas, mientras que el
sistema es mas estrecho cuando la poblacién entre cooperadores y competidores esta equili-
brada. Ademas, en general, la divergencia mas grande se da para el caso asortativo y la mas
pequena para el caso disortativo. Lo anterior podria significar que debido a la mayor cercania
de las métricas con el estado neutro, 0, el surgimiento de un conflicto podria ser menos
probable en presencia de correlaciones disortativas entre nodos y de cantidades equilibradas
de interacciones cooperativas y competitivas (p™ = 50), este hecho no fue verificado en este
trabajo, pero se desea estudiar en el futuro.
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Figura 4.4: Resultados de las simulaciones para las métricas D, |z| y L. (a—c) Comportamiento
de la distancia global media (D). (d—f) Comportamiento del promedio de los valores absolutos
(Jz). (g-i) Comportamiento de la distancia segiin el signo (L). Se observa que en los tres
tipos de correlacién de nodos: disortativa, neutra y asortativa, las métricas tienen valores
bajos cuando p™ ~ 50, y estos valores disminuyen ain mds a medida que el exponente crece
(es decir, cuando los hubs tienen menos conexiones). Es de destacar que se observa una
mayor divergencia en el caso asortativo en comparacién con el caso disortativo. Cada valor
representa el promedio de 20 realizaciones independientes.

Se observd que para las redes asortativas y neutras, la separacién entre los promedios
(positivos y negativos) medidos por L, refleja una relacién asimétrica con respecto al valor
p™ = 50 (figurald.5| (e)), siendo mayor en el caso donde todas las interacciones son competitivas
en comparacién con el caso en el que todas las interacciones son cooperativas, porque en el
ultimo caso, los estados finales tienden a ser todos positivos o todos negativos, lo que conduce
a una separacion menor. El caso disortativo L tiende a ser mas simétrico, indicando que las
correlaciones de grado negativas conducen a una separacién de los promedios (positivos y

39



negativos) de la misma magnitud.

Cuando el exponente « es mayor (figura (b),(d),(f)), la separacién entre las curvas
correspondientes a los diferentes tipos de mezcla asortativa casi desaparece, probablemente
esto estd relacionado a que la reduccién del tamano del orden de los hubs es responsable de
una menor dispersién de los estados de los actores en toda la red.
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Figura 4.5: Perfiles de la distancia global media (D), el promedio de los valores absolutos
(Jz]) y la distancia segiin el signo (L) para dos valores de exponente a. Para el exponente
a = 2.125 (péneles (a,c,e)), la asimetria de las métricas con respecto a el valor p™ = 50 se
acentia cuando la red es asortativa; para D y m, el sistema es menos divergente para el
caso en que los competidores dominan (paneles (a,c)), y lo contrario ocurre para L (panel
(e)). Para el caso en el que el exponente es a = 3.5 (péneles (b,d,f)), el sistema es menos
sensible a los diferentes tipos de mezcla asortativa. Las regiones en colores claros representan
la desviacion estandar determinada a partir de 20 realizaciones independientes.
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4.1.2. Redes de libre escala jerarquicas y clubes de ricos

En esta seccién se muestran y discuten los resultados sobre las redes jerarquicas de libre
escala y el efecto de construir un club de ricos con los hubs mas conectados en dichas redes.
También, se analizan las consecuencias de suponer que todas las interacciones del club de
ricos son cooperativas (o competitivas).

Como se menciond en la subseccion las redes aleatorias que se construyeron a
partir de las redes jerarquicas fueron de utilidad para realizar comparaciones entre los resulta-
dos obtenidos para redes no jerarquicas y los obtenidos para redes jerarquicas del mismo orden.

Al igual que en el caso de las redes no jerarquicas, en las redes jerarquicas y con club se
ricos se observé que la métrica rango normalizado del nimero de nodos negativos y positivos
(0) es muy cercana a 1 para valores de p* muy cercanos a 100.

En los paneles (a), (c), (e) de la figura [4.6 se observa que las métricas D, x| y L tienen
comportamientos visiblemente diferenciados para las redes jerarquicas, aleatorias y jerarquicas
con club de ricos. La presencia de un club de ricos genera la mayor asimetria respecto al valor
pt = 50, es decir, la mayor discrepancia entre los escenarios donde la red es completamente
cooperativa y completamente competitiva. La agregacién de vinculos entre hubs, al crear el
club de ricos, genera una marcada elevacién (disminucién) de los valores de las métricas en
ambientes altamente cooperativos (competitivos).

En la métrica |z| (figura 4.6| (c)) podemos ver que las redes jerdrquicas (sin club de ricos)
producen valores mas cercanos al estado neutro en comparacién con las redes aleatorias;
sin embargo, esto no implica que los estados finales de los actores en las redes jerarquicas
sean siempre mas cercanos entre si (figura (a)) o que la distancia entre los promedios de
estados positivos y negativos sea menor que en las redes aleatorias (e)). Lo anterior se
debe a que para ambientes mayoritariamente cooperativos las redes aleatorias poseen muchos
mas estados finales con el mismo signo que las redes jerarquicas. Otra implicacion de esta
ultima afirmacién es que las redes aleatorias generan mas probabilidad de consenso que las
redes jerarquicas debido a sus valores menores para la métrica D (figura (a)).

A diferencia de las redes de libre escala no jerdarquicas (como la red aleatoria) se observa
que en las redes jerdrquicas las métricas siguen un patrén especifico en funcién de p*: cuando
la mayoria de las interacciones son competitivas, las métricas son relativamente bajas, siendo
la méas baja para el caso jerarquico con club de ricos. A medida que p™ aumenta hacia el
valor 50, las métricas decaen hacia un minimo y luego conforme los valores de p™ aumentan
hacia su valor maximo las métricas crecen continuamente también hacia sus valores maximos.

Al comparar los casos en los que el club de los ricos es enteramente cooperativo y compe-
titivo (ver figura (b,d,f)), se puede observar que las métricas exhiben un comportamiento
muy diferenciado; mientras que el caso cooperativo se describen por valores altos y con cierta
simetria respecto al valor p* = 50, en el caso competitivo son bajos y mds asimétricos.
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Es importante mencionar que aunque el club de ricos competitivo genera valores mas
cercanos al estado neutro en comparacién con el cooperativo (4.6| (d)) esto no implica que
la distancia entre los promedios de estados positivos y negativos sea menor en este tipo de
redes (figura 4.6/ (f)). Lo anterior se debe a que en ambientes mayoritariamente cooperativos
el club de ricos cooperativo produce muchos mas estados finales con el mismo signo que en el
caso de un club de ricos competitivo. Por otra parte la figura (b), implica que aunque un
club de ricos cooperativo genere una gran cantidad de estados finales del mismo signo (en
ambientes marcadamente cooperativos), estos estados finales pueden estar muy separados
entre si, lo cual no es idoneo para el surgimiento de consenso.

Los hallazgos indican que la menor divergencia en los estados finales corresponden a los ca-
sos en los que: 1) las interacciones mixtas dominan el sistema (o andlogamente, las cantidades
de interacciones cooperativas y competitivas son iguales), 2) la red posee estructura jerarquica
en vez de estructura aleatoria y 3) el club de ricos es competitivo. Lo anterior podria significar
que debido a la mayor cercania de las métricas con el estado neutro, 0, el surgimiento de un con-
flicto podria ser menos probable en estos tres casos, este hecho no fue validado en este trabajo,
pero en el futuro se espera poder estudiar cada uno de los casos para confirmarlo o descartarlo.
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Figura 4.6: Resultados de las simulaciones para las métricas D, |3:_| y L en las redes jerarquicas
y redes con clubes de ricos. Se observa que la presencia de un club de ricos genera la mayor
asimetria respecto al valor p™ = 50 en las tres métricas (péneles (a,c,e)). Los paneles (b,d,f)
muestran los comportamientos de las métricas cuando las interacciones entre los hubs que
forman el club de ricos son todas cooperativas o competitivas (en todas las métricas la curva
que representa la red jerarquica con club de ricos y la que representa la red con club de ricos
sin condiciones son iguales, esto se hizo asi con propdsitos de comparacion entre todos los
paneles). En los diagramas puede observarse que los clubes de ricos cooperativos aumentan
significativamente la divergencia de todo el sistema, mientras que la presencia de clubes de
ricos competitivos la reduce. Las regiones en colores claros representan la desviacién estandar
determinada a partir de 20 realizaciones independientes.

4.2. Dinamica de opinion

En cuanto al trabajo realizado en el area de dinamica de opinién se estudié céomo la
opinién inicial de un actor que estd permanentemente bajo el efecto de la autoafirmacion
de opinién se ve influenciada por sus filias y la influencia que ejercen sobre él dos actores
persuasores, quienes apoyan posturas contrarias.
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En el modelo de dinamica de opinién propuesto, se tiene que siempre existe interaccion
entre los actores xg y o2 con el actor x; ain cuando sus opiniones sean muy dispares, de este
modo el modelo propuesto es capaz de describir sin inconvenientes las interacciones con y
sin presencia de homofilia, lo cual supera la limitacién de los modelos clasicos de confianza
acotada que solo describen interacciones entre actores con presencia de homofilia.

En todas las simulaciones realizadas se supuso que xg y zs se relacionan de manera
competitiva entre si. Como los valores iniciales de xy y x5 siempre se tomaron positivo y
negativo, respectivamente, entonces xy y xo convergen a las posturas @ y ©, respectivamente
(ver las proposiciones [4| y |5 del apéndice), donde @& = wy, © = —w; y wy; € RT satisface la
ecuacién w = 5 tanh(w)/0.9.

Es importante mencionar que los resultados de todas las simulaciones realizadas (ver
tablas [4.1] y [4.3) fueron consistentes con los puntos de equilibrio reportados para el
modelo de dindmica de opinién en el teorema [4]

4.2.1. Autoafirmacién de opinién sin retroalimentacion

Como se muestra en la tabla cuando el actor x; no recibe retroalimentacién por parte
de los actores xg, 9, entonces su opinion inicial determina su postura final. Esto se ajusta
correctamente al efecto esperado por la autoafirmacion de opinién de un individuo quien no
recibe influencias externas para cambiar sus creencias.

4.2.2. Autoafirmacién de opinién con retroalimentacién

Para una exposicién mas precisa de los resultados, esta seccion fue dividida en dos subsec-
ciones: escenarios simples y escenarios compuestos (ver la definicién [32)).

Escenarios simples

Los resultados de las evoluciones numéricas para los escenarios simples se muestran en la
tabla A continuacién, se discuten aspectos importantes de cada uno de esos principios.

La persuasion fallida puede ocurrir por varias razones, por ejemplo, cuando las personas se
sienten presionadas o que su libertad de eleccion esta siendo amenazada, es més probable que
rechacen la persuasién y mantengan sus creencias originales (esto se conoce como reactancia
psicoldgica, ver [45]). Otra causa de persuasion fallida es la disonancia cognitiva (ver [155]),
la cual sugiere que cuando las personas se enfrentan a informacién persuasiva que contradice
sus creencias preexistentes, entonces pueden experimentar un malestar psicologico interno
que los lleva a a resistir la persuasion y reforzar sus creencias originales con el propdsito
de reducir dicho malestar. En el escenario 3 la frustacion de la persuasion se da porque los
actores z y Ty ejercen exactamente el mismo poder persuasivo sobre el actor z; (pero en
direcciones opuestas), lo cual genera un efecto de suma cero que impide la modificacién de la
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Tabla 4.1: Resultados de los escenarios analizados cuando x; no recibe retroalimentacién
por parte de los actores xg, 2. Los graficos muestran 20 simulaciones independientes de las
evoluciones de las opiniones de xg, x1 y Z2, en las cuales una de ellas fue trazada con colores
profundos y las demés con colores claros.

Autoafirmaciéon de opinién sin retroalimentacion
Escenario Resultado

—4— X postura @
—8— X, postura ©
X1

Como se observa en el gréfico,
cuando la opinion inicial de x; es
neutra respecto a ambas posturas,
entonces dicha opinién se preserva a
través del tiempo.

Escenario 1

Debido a la autoafirmacion de
opinién, cuando z; tiene simpatia
por & (grafico grande), entonces
dicha opinion se refuerza y x; — &.
Analogamente, cuando z; tiene

o simpatfa por © (gréafico pequeiio),
se tiene que 1 — ©.

—4— Xp postura @
—e— X, postura ©

Escenario 2

opinién neutra de x; (ver el punto 2 de la proposicién .

En el modelo de dinamica de opinién propuesto la persuasion inicial es estudiada en el
escenario 4 que modela la magnitud del impacto sobre el receptor, causado por los mensajes
persuasivos iniciales de los emisores, por esa razén la persuasion inicial se define en términos
de z;(t9), i € {0,2}. Como se menciono en la definicion [35] existen diversos motivos por los
cuales la influencia inicial de un mensaje o argumento pueden tener mas o menos fuerza
persuasiva sobre un receptor, algunas de esas causas podrian estar relacionadas con la claridad
y simplicidad de los mensajes, el principio de sancién social, el principio de reciprocidad y
el modelo de la inoculacién. De esta manera, el modelo propuesto tiene la versatilidad de
tomar en cuenta diversas causas que generan diferencias en el poder persuasivo inicial de
los mensajes o argumentos. En general, se observa que el receptor adopta la postura con la
mayor fuerza de influencia inicial.

Respecto al escenario 5 (ligado al principio de simpatia), se observé que existe una

dependencia positiva entre |z1 ()| y la rapidez con la que el actor x; converge a la postura
por la cual siente preferencia. Se observa que pese a que x;(ty) # 0 sea muy cercano a cero,
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la simpatia inicial de x; determina la evolucion de su opinién.
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Tabla 4.2: Resultados de los estudios de escenarios simples. Los graficos muestran 20 simula-
ciones independientes, en las cuales una de ellas fue trazada con colores profundos.

Autoafirmaciéon de opinion con retroalimentaciéon

Escenario
simple

Resultado

Escenario 3

—4— X postura @
—e— X, postura ©
X1

o =B N w & U o

Opinién

Todo el tiempo, xy v xo influyen
sobre x; con la misma autoridad y
fuerza de influencia (ver la
proposicion , en consecuencia
conserva su opinién neutra inicial a
lo largo del tiempo.

Escenario 4

—4— Xxg postura ®
—8— X3 postura ©

H o B N W s U o

Opinion

X1

T T T T T
200 400 600 800 1000

En este escenario, xg y x9 influyen
sobre x; con la misma autoridad.
En el grafico grande, la fuerza de
influencia inicial ejercida por xg
sobre x; es mayor que la ejercida
por xs sobre x1, en consecuencia
adopta la postura @. Cuando se
intercambian los papeles de xg v x2,
se tiene que x; adopta la postura &
(gréfico pequeno).

Escenario 5

—4— Xg postura @
—e— X, postura ©

400 600 800 1000

En este escenario, xg y x9 influyen
sobre x; con la misma autoridad y
fuerza de influencia. Si x; tiene
simpatia por @& (respectivamente,
©), entonces 1 — @
(respectivamente, z; — ©). El
grafico grande muestra el caso

xr1 — @ y el pequeno z; — ©.

Escenario 6

54 W
a4 i 5.0 1
3 ‘.’!V "
<, i 2.5 i —4— X postura @
o ()
‘c ( —e— X3 postura @

.
£ 11 ff 001"
AR
[} X
@] i —25 L t

En este escenario, xy v x5 ejercen la
misma fuerza de influencia sobre z;.
Cuando xg tiene mayor fuerza de
autoridad sobre x; que x9, entonces
x1 tiende hacia posturas afines a @
(grafico grande). Cuando se
intercambian los papeles de zg y x2,
se tiene que x; tiende hacia
posturas afines a © (grafico
pequeno).




En cuanto a la fuerza de autoridad (estudiada en el escenario 6), se obtuvo que la fuerza
de autoridad que un actor posee sobre x; es decisiva para especificar su postura final, el actor
persuasor con la mayor fuerza de autoridad lograra persuadir a x; para adoptar su postura.
Es importante mencionar que en este caso la postura final de z1 no fue exactamente & o &,
sino valores que estdn positivamente relacionados con la distancia de las fuerzas de autoridad
|c10 — ¢12|, es decir, entre més grande sea el valor |c;p — ¢12| més grande serd la asimetria
respecto al eje horizontal entre la postura final de x; y la postura del actor que ejerce menos
fuerza de autoridad sobre x;.

Escenarios compuestos

La capacidad del modelo propuesto para permitir el analisis de diversos escenarios com-
puestos pone de manifiesto su relevancia, debido a que estos principios involucran la mezcla
de creencias preexistentes, homofilia e impacto de influencias externas actuando de manera
simultanea sobre un actor que pretende definir su postura respecto a un tema.

En este caso, las dindmicas observadas en el sistema son mucho mas diversas que aquellas
de los experimentos anteriores. Los resultados de las evoluciones numéricas de los escenarios
compuestos se muestran en la tabla 4.3, En seguida, se discuten aspectos importantes de
cada uno de estos escenarios.

En el escenario 7 se observé que cuando se realiza un cambio de la autoridad dominante
sobre x1, entonces la tendencia causada por la opinién inicial de x; gira con direccion hacia
la postura promovida por el nuevo actor con autoridad dominante. A diferencia de lo que
sucedia en el escenario 6, cuando se realiza un cambio de la autoridad dominante, entonces
la postura final del actor x; no necesariamente estd proxima a la postura del nuevo actor
con autoridad dominante. Se not6 que se requiere un cambié fuerte de autoridad dominan-
te (valores grandes de la nueva fuerza de autoridad dominante respecto al antiguo valor
dominante) para que la postura final del actor x; sea afin a la postura del nuevo actor
dominante (ver las figuras en la tercera fila de la tabla donde se muestran tres valo-
res diferentes de cambio de autoridad y la autoridad antigua tiene un valor constante igual a 5).

El escenario 8 describe sin lugar a dudas la situaciéon méas compleja analizada en este
trabajo. El caso mas interesante de dicho escenario surge cuando el actor x; tiene simpatia
por alguna de las dos posturas, & o ©, pero el actor que promueve la postura contraria tiene
la mayor de las fuerzas de influencia inicial (ver el grafico pequetio de la figura ubicada en la
cuarta fila de la tabla . A pesar de que en muchos casos x; converge a la postura por
la cual siente simpatia, interesantemente, se observd que esto no siempre ocurre, pues en
ocasiones la persuasion inicial del actor con simpatia contraria es capaz de jalar a x; hacia su
postura. De este modo, tal como ocurre en situaciones de la vida real, el modelo es capaz de
describir situaciones en las que es posible persuadir a una persona a adoptar una postura
por la cudl originalmente no sentia simpatia. De hecho, en la figura |4.7| se puede observar
que cuanto mayor es la simpatia de x; hacia la postura @ (respectivamente ©) menor es la
posibilidad de que la postura final de 1 sea © (respectivamente @).
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Tabla 4.3: Resultados de los estudios de escenarios compuestos. Los graficos muestran 20
simulaciones independientes de las evoluciones de las opiniones de xg, 1 y 2, en las cuales
una de ellas fue trazada con colores profundos y las demds con colores claros.

Autoafirmacién de opinién con retroalimentacién

Escenario Resultado
compuesto

c12 =6, t> 150 1z = 8.4, t > 150

—4— Xp postura @

64
5
44
N —e— X, postura © |
c 21 1 ™ e =815 t>150|| o X1
Q1 -1
£ 1 -2
8_ 01 i 4 xopostura® | || -3
17 3 —e— X, postura © ::
Y
61
—31 71
—4+ 1| -8
: 1000 -9 4
Escenario 7 -5 1 ol

Como se observa en todos los graficos, cuando ¢19 > ¢15 (t < 150) se
tiene que x; tiende a valores afines a @, pero cuando ocurre el cambio
c10 < c12 (para t > 150) la tendencia de z; gira hacia ©. Sucede algo
analogo cuando x5 posee la autoridad dominante inicial y luego esta
autoridad dominante cambia a xg.

se identificaron cuatro situaciones:

w sixy(tg) > |xa(to)|, entonces
T — D.

—4— Xxp postura @

—e— X, postura @

X1 simpatia @

m sl |$2(t0)| < l’o(to) + ZL‘l(to),
entonces 1 — @.

T T T T
400 600 800 1000

= si |{E2(t0)| — Jfo(to) <0.18y
x1(to) > 0.08, entonces
po T — D.

Escenario 8
Cuando x; tiene simpatia por &, se
tienen dos casos: 1) si la influencia
inicial de xy sobre x; es mayor que
la de x5 sobre x1, entonces x;

m si |$2(t0)| — l’o(to) > 0.3,
$1(t0) < 0.08 y l’o(tg) < 06,
entonces r; — S.

tiende a @ (grafico grande), 2) Por otro lado, cuando x; tiene
cuando la influencia inicial de x, simpatia por &, ocurren

sobre 1 es mayor que la de g situaciones andlogas a las
sobre z1 (grafico pequeno), reportadas anteriormente.
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En el escenario 8 se puede observar que cuando x; tiene simpatia hacia la postura & no
existe una relacién lineal entre la postura final de z; y las influencias iniciales de x¢ y x»
(ver los mapas de calor del primer renglén de la figura , esto provoca que en multiples
situaciones x; converja a la postura por la cual siente simpatia a pesar de que suceda que
x1(to) < |za(to)|, como por ejemplo, cuando el valor inicial zo(ty) es lo suficientemente grande
para provocar que |za(to)| < xo(to) + z1(tp). Sin embargo, existen casos en las cuales no se
cumple que |z2(to)| < xo(to) + x1(to), pero atn asi x; converge a la postura @ (ver las zonas
del primer renglén de la figura 4.7] donde los valores de z((tg) son cercanos a cero).

~ N ©
¢ o o o o

X1(ty) =0.05

X1(tg) = 0.99

S o o @ o o

© o o

0o

© o o o~
s o ~ S o
-1.0 6

0.9

4 -
0.8 x
(]
o7 2 ©
’_cr 0.6 E
= 0.5 0=
~N
% 0.4 o
23
03 8
0.2
a0
0.1
0.0 -6
~ ~ ~ e ] hd n © ~ @ bl o
o =} o =) =} o o < o o ~
X1(t0)= —-0.99
— — 1.0 6
4
>
()]
2 T
AV E
S o E
- =
~
< s
-2 3
)
w0
]
Y-

-6

o
&

Xo(to) Xo(to)

Figura 4.7: Relacién existente entre las fuerzas de persuasién inicial zo(to), z2(to) v las
posturas finales del actor x; cuando x; tiene simpatia inicial por alguna de las dos posturas
@ o ©. Se muestran dos valores diferentes de xy(tg) que describen la simpatia inicial del
actor 1 hacia la postura @ (graficos del primer renglén) y hacias la postura © (graficos del
segundo renglén). En todos los gréficos la separacién entre las posturas finales positiva (zona
roja) y negativa (zona azul) no es una linea recta.

En la figura [4.7] se observa que cuando el actor z; tiene preferencia por alguna de las
dos posturas (& o ©) y recibe casi nula retroalimentacién por parte del actor persuasor que
respalda su postura, entonces una opinién inicial por parte del actor persuasor que no apoya
la postura de x; con valor de aproximadamente el doble del valor de z(ty) serd capaz de
provocar que la opinién del actor x; evolucione hacia la postura por la cual originalmente no
tenia preferencia.

En esta investigacion se trabajé exclusivamente con redes de tres actores, esto es una
limitante para el estudio de los factores que rigen la persuasion en el mundo real. El incremento
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del niimero de actores en el modelo podria repercutir positivamente en la descripcion de
caracteristicas fundamentales de nuevos principios psicolégicos tales como el principio de
sancion social y la teorfa del balance estructural (ver las definiciones [38|y |39| de la seccion

2.4).

En el desarrollo de la investigacion siempre se supuso que todos los individuos tienen la
misma inercia al cambio de opinién (m; = 0.9); sin embargo, es relevante mencionar que el
modelo permite estudiar los casos donde esto no sucede, lo cual podria ampliar el alcance del
modelo, por ejemplo a entornos donde existen individuos cerrados a los cambios de postura.
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Conclusiones

En el trabajo referente a teoria de resolucién de conflictos se analizaron los resultados de
dindmicas de cooperacion y competencia para un grupo de actores dispuestos en redes de
libre escala (donde las conectividades estén dominadas por un pequeno grupo de hubs). Los
hallazgos reflejan que la presencia de hubs en la red y la forma en que estos se enlazan entre
si y con el resto de los nodos de la red (correlacion entre nodos) impactan significativamente
las configuraciones finales del sistema.

Los resultados de esta investigacién posibilitan la identificacion de los casos en los cuales
el sistema genera dispersiones menores en los estados de los actores (métricas |z| y L) y
en los cuales los estados de todos los actores son cercanos entre si (métricas § y D), esto
es importante porque justamente en estos dos casos podria existir la menor posibilidad de
surgimiento de un conflicto, en el primer caso debido a la cercania con el estado neutro y en
el segundo debido a que las opiniones altamente similares, en toda la red, conducen al consenso.

Las redes de libre escala disortativas y las redes jerarquicas con clubes de ricos competitivos
se caracterizaron por poseer las divergencias minimas de entre todos los tipos de correlacion
de grados entre nodos y redes con clubes de ricos analizadas, respectivamente.

El desarrollo de este trabajo corroboré que conforme aumenta la presencia de hubs con
enormes cantidades de vecinos (valores bajos del exponente de la distribucién de grado)
también aumentan las dispersiones de las métricas cuando se consideran redes donde las
interacciones dominantes son cooperativas o competitivas, lo cual corrobora la hipétesis de
investigacion.

Los descubrimientos realizados podrian significar que la posibilidad de consenso es mayor
en presencia de hubs con enormes cantidades de vecinos y presencia dominante de interaccio-
nes cooperativas (valores altos de p™) porque es en estos casos cuando existen mds opiniones
similares en todo el sistema. Ademds, parece ser que las redes no jerarquicas generan mas
posibilidad de consenso que las redes jerarquicas.

Las métricas de las redes jerarquicas siempre mostraron un patrén especifico de comporta-
miento en funcién del pardmetro p*™, mientras que, las de las redes no jerarquicas mostraron

mucha variacién.

Tanto en los resultados reportados aqui sobre redes de libre escala como en los resultados
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anteriores reportados sobre redes de mundo pequeno (ver [15]) se encontré el mismo resultado,
que la presencia de cantidades similares de interacciones cooperativas y competitivas generan
como resultado la menor divergencia de los valores de los estados de los nodos de entre todas
las configuraciones estudiadas, lo cual verifica la hipétesis de investigacion.

La cuestién de si una estrategia similar (ya sea cooperativa o competitiva) adoptada por
un grupo de hubs bien conectado es capaz de guiar la dindmica resultante de todo el sistema
ha sido parcialmente respondida en esta investigacién. En el esquema del modelo utilizado,
un club de ricos cooperativo conduce a una mayor divergencia del sistema, mientras que, un
club de ricos competitivo conduce a una divergencia menor.

Los hallazgos de este trabajo son relevantes en el contexto de los estudios sobre la impor-
tancia de la presencia de interacciones negativas o antagdnicas, que se consideran cruciales
en la dindmica de los sistemas sociales (|14, |1684170]). Ademas, los resultados de esta in-
vestigacién podrian ser de utilidad para modelar aspectos referentes a polarizacién politica
([1714180]), disenar estudios de modelos de conflicto en redes temporales ([80, [1811184]) y
analizar comportamientos cooperativos relacionados con la teoria de juegos evolutivos ([33,

74| [185//188)).

En cuanto al trabajo realizado en dinamica de opinién, se observd que el modelo pro-
puesto es capaz de describir de manera adecuada la accién particular y conjunta de varias
caracteristicas fundamentales de diversos principios psicoldgicos ligados a las creencias pre-
existentes, homofilia, resistencia al cambio e impacto de influencias externas en los procesos
de permanencia, formacién y difusion de opiniones sociales en ambientes donde se considera
que el actor receptor esta permanentemente bajo el efecto de la autoafirmacién de opinién
(caracteristica fundamental del sesgo de confirmacién).

El modelo propuesto describe sin inconvenientes las interacciones con y sin presencia de
homofilia, lo que le brinda la capacidad de modelar adecuadamente la fuerza de autoridad
que es ejercida por un actor persuasor sobre un actor receptor a pesar de que sus opinio-
nes originales sean muy dispares, lo cual no es posible en otros modelos de dinamica de opinion.

Una de las caraceristicas méas destacadas del modelo propuesto es que permite analizar
el efecto simultdaneo de dos acciones que promueven posturas contrarias en un proceso per-
suasivo donde el actor receptor esta permanentemante autoafirmando su opinién. Gracias
a lo anterior es posible determinar de forma cuantitativa hasta que punto un individuo es
capaz de mantener su opinién preexistente antes de que la persuasién ejercida sobre él sea
capaz de modificarla. Es relevante mencionar que en realidad el modelo permite estudiar las
consecuencias dinamicas de tres acciones simultaneas sobre un receptor, a saber: persuasién
inicial (escenario 4), homofilia (escenario 5) y fuerza de autoridad (escenario 6), pero dicho
andlisis se pretende desarrollar en trabajos posteriores.

Este trabajo sugiere que a pesar de que las personas estén permanentemente bajo el efecto

de la autoafirmacién de opinion, es posible que las interacciones que tienen con quienes los
rodean sean capaces de persuadirlas a adoptar posturas diferentes a aquellas con las que sim-
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patizaban originalmente. Una pregunta interesante que surge de este resultado es ;las personas
estamos constantemente bajo el efecto de la autoafirmacién de opinién en nuestra vida diaria?.

En trabajos subsecuentes, se pretende extender el modelo a digraficas con mas de tres
actores, asi como estudiar lo que sucede cuando se permite que xg y x5 se relacionen de manera
cooperativa entre si y de manera competitiva con x1, se espera que algunas combinaciones
de esos tipos de interacciones sean capaces de predecir situaciones de consenso, ya que con
los tipos de interacciones consideradas actualmente el consenso es imposible porque xg y -
siempre tienden hacia posturas contrarias.

Otros aspectos que podrian considerarse en investigaciones futuras son: el efecto sobre la
dindmica del sistema cuando se permite que x; ejerza retroalimentaciéon (positiva o negativa)
sobre los actores que pretenden influenciarlo, métodos para agregar mas posturas finales al
sistema y estrategias que le confieran al modelo la capacidad de tomar en cuenta la influencia
ejercida por los medios digitales de comunicacion.

El modelo de dindmica de opiniéon propuesto podria contribuir positivamente en la
comprension de las posturas adoptadas por las personas cuando son expuestas a tacticas
persuasivas especificas. De esta manera, el modelo podria ayudar a los decisores, gerentes y
profesionales de la comunicacion a disenar mejores estrategias de persuasion o igualmente
beneficiar a los receptores, quienes al reconocer ciertas estrategias persuasivas podrian tomar
medidas para contrarrestarlas.
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Apéndice A. Las variables aleatorias

G_yG+

En este apéndice se mostrara que los valores de los porcentajes de entradas positivas
en la matriz de interaccién de una red (ver la definicién determinan las cantidades de
interacciones cooperativas, competitivas y mixtas de la red (ver la definicién . Dicha
relacion esta descrita por dos variables aleatorias, G_ y G, que poseen una relaciéon de
simetria entre ellas (ver el teoremaI)).

Definicién 40 Dada una red arbitraria G con un total de a aristas y tal que su matriz de
interaccion contiene un porcentaje r de entradas positivas, 0 < r < 100 (los porcentajes 0 y
100 no se incluyen porque estos generan cantidades evidentes de interacciones cooperativas,
competitivas y miztas en la red), definimos las variables aleatorias G_ y G4 como aquellas
que describen la cantidad total de aristas negativas-negativas (interacciones competitivas) y
positivas-positivas (interacciones cooperativas) existentes en la red, respectivamente.

A continuacién se determinaran las funciones de densidad de G_ y G4. Primero se estu-
diara la variable aleatoria G'_.

Sea M el total de configuraciones de la matriz de interaccién con un porcentaje r
de entradas positivas y exactamente m aristas negativas-negativas y sea T el total de

configuraciones de la matriz de interaccion con un porcentaje r de entradas positivas, entonces
la funcién de densidad de la variable aleatoria G_(a,r) esta dada por

En seguida, se procedera a describir M y T' en terminos de a y 7.

La matriz de interacciéon de una red con a aristas posee 2a entradas no nulas, las cuales
pueden ser positivas (+1) o negativas (-1). De esta manera, si hay un porcentaje r de entradas
positivas en la matriz de interaccion, entonces el total de entradas positivas estarda dado por

2a(r/100), lo cual implica que
r={(
2a(r/100)
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Matriz de interaccion con 2a entradas no nulas

(0 OO0 ... 0 O H
0 0 O o ] [l [l
I:‘ 0 0 0 |:| Aristas neg-neg Aristas mixtas

a a—m
m 2a(1 = 155) — 2m

Anstas negneg Aristas mixtas
0 00 0 0
\DOD...D0) EINEIEIREI e
1 .. a

m  m+1

—

D = Entradas no nulas

Figura 4.8: Visualizacion de dos configuraciones que poseen exactamente m aristas negativas-
negativas (interacciones competitivas) sobre una red con a aristas, en la que se ha fijado un

porcentaje r de valores positivos en las entradas no nulas de la matriz de interacciéon de la
red.

Es importante notar que T esta bien definida s6lo cuando 2a(r/100) € N, por ejemplo, T
estard bien definida para todas las redes tales que a es multiplo de 100 (i.e. a =¢p 0).

Por otro lado, se tiene que el total de entradas negativas en la matriz de interaccion es
2a(1 — 55), para obtener todas las configuraciones de la matriz de interaccién que tienen
exactamente m aristas negativas-negativas, podemos recurrir a generar arreglos como los
que se muestran en la figura [4.8] una vez especificadas las m aristas que serdn negativas,
el resto de entradas negativas de la matriz de interaccién formaran aristas mixtas, en total
la red tendra 2a(1 — 555) — 2m aristas mixtas. Es importante notar que una misma arista
mixta puede obtenerse de dos maneras, la primera siendo el extremo inicial de la arista y la
segunda siendo el extremo final (esta es la razén del factor que contiene una potencia de 2 en
la siguiente expresién), en consecuencia

M= a a—m 22&(1—%)—2771
m) \2a(1 — 155) — 2m '
Por todo lo hecho anteriormente, se concluye que la funcién de densidad de la variable
aleatoria G_(a,r) es
a a—m 22a(1—ﬁ)—2m
m) \2a(l — 155) — 2m

(2@(1”2/&100)>

Procediendo de manera andloga a lo hecho para GG_ se puede comprobar que la funcién de

P(G_=m)=

(4.1)
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densidad de la variable aleatoria G (a,r) es

I ) (2a<r7100?”;a )2
(2@(r/100)>

Es importante mencionar, que al igual que en el caso G_, la anterior funcién de desnsidad
estd bien definida sélo cuando 2a(r/100) € N.

(4.2)

Teorema 1 (Simetria entre G_ y G.) Dada una red arbitraria con un total de a aristas,
si T es un numero tal que 0 < r < 100 y 2a(r/100) € N, entonces

G_(a,r) = Gy(a,100 — ).

Dem. Como las variables aleatorias son discretas bastard ver que sus funciones de densidad
coinciden. De la ecuacién se tiene que la funcién de densidad de G (a, 100 —r) es

(a) ( a—m ) 22(1( 101%6T)72m
100—r
m) \2a(=5") — 2m .

(s

Los numeradores de la expresiéon anterior y el dado por la ecuaciéon coinciden, en con-
secuencia la demostracién estara concluida si se demuestra que los denominadores también
coinciden,

PGy =m) =

( 2a ) 2a!
2a(1%%0) ) (20 — 2a[l — £5))!(2a[l — 55])!

por lo tanto, G_(a,r) = G (a, 100 — r). |

En particular, el teorema anterior permite afirmar que para cualquier red con a aristas,
se cumple que G_(a,50) = G4 (a, 50).

Por otra parte, si 2a(r/100) € N, entonces al graficar las esperanzas de las variables
aleatorias G_ y G, se obtendra por resultado el patréon simétrico mostrado en la figura |3.1
De esta manera, el teorema [l| demuestra que la diversidad de interacciones cooperativas,
competitivas y mixtas de una red esta determinada por el porcentaje de entradas positivas
en su matriz de interaccion.
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Apéndice B. Resultados analiticos del

modelo de conflicto de /N actores

4.3. Preliminares

Nota 15 Las funciones hiperbdlicas tanh(x) y sech(z) se definen como

et —e " 2

tanh(x) = e sech(x) = o

Usando las definiciones anteriores se puede verificar que

tanh'(z) = sech®(x) y sech’(z) = — tanh(z)sech(z).

-1.0; s )

Figura 4.9: Ilustraciones de las graficas de las funciones tanh(z) y sech(z) en el intervalo
(-7,7). La funcién tanh(z) es una funcién impar tal que —1 < tanh(z) < 1 Vz € R y sech(z)

es una funcién par tal que 0 < sech(z) <1 Vz € R.

Definicién 41 Dado un sistema de ecuaciones diferenciales

dx

—1 = Fl(ZL'l,...,ZEN)
A,

E = Fg(l'l,...,l']\[)
dx

d—;v = FN(Jfl, . ,[EN)7
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donde Fy,...,Fy : RN — R. Decimos que un vector (y1,...,yn) € RY es un punto de
equilibrio si se cumple que
Nota 16 El sistema de ecuaciones diferenciales (4.3) es auténomo porque la variable

independiente (¢) no aparece explicitamente en las ecuaciones del sistema. Todos los sistemas
de ecuaciones diferenciales abordados en esta tesis son sistemas auténomos.

Nota 17 La matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales (4.3]) en un punto de
equilibrio Z = (z1, ..., zy) estd dada por

8F1 8F1 aFl
3_x1<zl""’ZN> 8_@(217'..721\[) %(217'”7ZN)
8F2 8F2 aFQ
J(é) _ a—ﬁ(zl,...,ZN) 8_532(,217...,2]\[) M(Zl,...,ZN) (44)
8FN 8FN aFN
axl (ZI;-- ,ZN) ax2 (21,...,ZN) %(21,...,21\/)

Teorema 2 (Primera Aproximacién o Principio de linealizacién) Si 2 es un punto
de equilibrio del sistema tal que su matriz Jacobiana, J(Z), tiene todos sus eigenvalores
con parte real distinta de cero, entonces

1. Z es asintdticamente estable si y sdlo si todos los eigenvalores de J(2) poseen parte real
negativa.

2. % es inestable si y solo si J(Z) posee un eigenvalor con parte real positiva.

Las siguientes notas seran de gran utilidad en el desarrollo de este apéndice.
Nota 18 En la figura se ilustran las tres soluciones de la ecuacién
y1 = [5(N — 1) tanh(y;)]/0.9,

las cuales son precisamente las intersecciones de las graficas de las funciones h(z) = = y
gn(z) = [B(N — 1) tanh(x)]/0.9. Como la funcién tanh(z) es impar, entonces las soluciones no
nulas son simétricas respecto al valor 0. Haciendo aproximaciones numéricas se puede verificar
que las soluciones positivas de la ecuaciéon anterior para N =2y N = 3 son w; ~ 5.5553 y
wy ~ 11.1111, respectivamente.

Nota 19 En la figura se ilustran las tres soluciones de la ecuacién
y1 = [btanh(y;) + (5 — ¢) tanh(w)]/0.9, (4.5)

donde la constante c es tal que ¢ € [2,8] y w; € R es la solucién positiva de la ecuacién de
la nota [18 para N = 2 (i. e. wy ~ 5.5553).

Nota 20 En la figura se muestran las tres soluciones de la ecuacion (4.5)) con las mismas
graficas de la figura y ademads se ilustran las intersecciones de esas graficas con las rectas
r=wyr=—wdondew € RT y —w son las dos soluciones de la ecuacién

0 = —0.9 + 5sech?(x). (4.6)
Nétese que esta ecuacién tiene dos soluciones por la paridad de la funcién sech?(x) (ver la

nota [15)). Ademds, haciendo aproximaciones numéricas se puede verificar que w ~ 1.502.
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15* /\X
g “~._ 10tanh(y

0.9
\ 5tanh(x)
| 15 0.9

Figura 4.10: Las funciones h(z) = z y gn(x) = [5(N —1) tanh(z)]/0.9 tienen tres intersecciones.
En esta imagen se muestran los casos para N = 2 (curva amarilla) y N = 3 (curva verde).

Noétese que la funcién gy (x) es tal que gy(z) € (_5(15;1)’ 5(N— 1)) Ve € R.

10} | 10f ; —
: // : w/

S w; 5

Stanhx "‘5 2 ta"h(wl) 5tanh(x) + (5- 5)tanh(L ;)

of \ 1 .
r 1 - 0.9
: / \ 5tanh(x) + (5 - 4) tanh( w1) 1 w J\\ Stanh(e) + 5- 6)tanh(ww))
50 ] -5t ! R L
L 4 / \
:/ 5tanh(x)+(5 Stanh(0)+(6-5)tann(10;) — \ Stanhi + (5-8) ann(10)
[ 0.9 ] e
10k 1 -10L~ 0.9

210 10 -10 -5 0 5 10

Figura 4.11: Las funciones h(m) =22y g.(x) = [Gtanh(z) + (5 — ¢) tanh(w,)]/0.9 tienen tres
intersecciones para cada ¢ € [2,8]. En la imagen izquierda se muestran las intersecciones para
¢ < 5, mientras que, en la imagen derecha se muestran las intersecciones para ¢ > 5.

X=-W— —X=W X==-W— —X=Ww X

10} "\/ 10F : —
f /ﬁ // w/

50 — 0, 1 5k P

L } o
[ A

5| /é 1 st 'w/
[ “w, z A
i ~

-10F AT

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 4.12: Intersecciones de las gréficas de las funciones h(z) = x y g.(x) de la figura
con las rectas * = w y £ = —w, donde ¢ € [2,8] y w € RT es solucién de la ecuacién (4.6). En
la imagen izquierda se muestran las intersecciones para ¢ < 5, mientras que, en la imagen
derecha se muestran las intersecciones para ¢ > 5.
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4.4. Retroalimentacién positiva

4.4.1. Puntos de equilibrio

Proposicion 1 Si el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentacion
positiva sobre una red completa de orden N, entonces existen 3 puntos de equilibrio del
sistema de ecuaciones diferenciales subyacente, a saber

2=0, 0= (w,...,w)) y —=(-w,...,—w),
donde wy € R satisface la ecuacion wy = [5(N — 1) tanh(w,)]/0.9.

Dem. Cuando el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentacién
positiva, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales subyacente estd dado por:

dl’z‘ al .
i —0.92; + jZlStanh(xj), para 1 <i<N. (4.7)
J#

Sea § = (y1,...,yn) € RY tal que

N

0=—0.9y; + Y _5tanh(y;), para 1<i<N. (4.8)
=1
i
En particular, para i = 1 e ¢ = 2 se tiene que
N
0=—0.9y + Y _5tanh(y,)
j=2
N
0=—0.9y,+ Y _5tanh(y),
=1
72
si restamos a la primera expresion la segunda obtenemos
0= —0.9y; + 0.9y, + 5 tanh(y2) — 5 tanh(y,),
lo cual implica que,
0.9y, + 5tanh(y;) = 0.9y, + 5 tanh(ys). (4.9)

Procediendo de manera analoga, si consideramos ¢ = 2, ¢ = 3 y luego restamos, se obtiene que

0.9y + 5 tanh(y2) = 0.9y + 5 tanh(ys). (4.10)

De esta manera, de (4.9) y (4.10]) se sigue que
0.9y; + 5tanh(y;) = 0.9y, + 5tanh(ys) = 0.9y5 + 5 tanh(ys).
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Repitiendo el proceso anterior N veces, se deduce que
0.9y; + 5tanh(y;) = 0.9y; + 5Stanh(y;) para 1 <i,j < N. (4.11)

De la ecuacion se sigue que si evaluamos las entradas de ¢ en la funcién de una
variable real f(z) = 0.9z + 5tanh(z), entonces se obtiene el mismo valor.
Por otro lado, se tiene que la funcién f(z) = 0.9 4+ 5tanh(x) es inyectiva (funcién uno a
uno), pues su derivada siempre es positiva,

f'(x) = 0.9 4 5sech?(z) >0, VY €R,
de esta manera, se infiere que todas las entradas de ¢ son iguales, es decir
Y=Y = ... = YN-

Como todas las entradas de g son iguales, entonces sustituyendo en la ecuacion (4.8) se
deduce que

0.9y; = 5(N — 1) tanh(y;), es decir y; = [5(/N — 1) tanh(y;)]/0.9,

de lo cual se sigue el resultado que queria demostrarse (ver la nota .

4.4.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Proposicion 2 Si el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentacion
positiva sobre una red completa de orden N, entonces los puntos de equilibrio del sistema de
ecuaciones diferenciales subyacente son tales que

0 es inestable y 1w, — son asintdticamente estables,
donde w = (w1, ..., wy) y wy € RT satisface la ecuacion wy; = [5(N — 1) tanh(w,)]/0.9.

Dem. Cuando el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentacién
positiva, entonces la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales subyacente en
el punto de equilibrio w esta dada por:

—0.9 5sech?(wy) Bsech®(w;) ... Bsech?(w;) 5sech?(w;)
5sech? (w) —0.9 5sech®(wy) ... Bsech®(w;) 5sech?(w;)
J(@) = : : : (4.12)
5sech?(w;) bsech?(w;) B5sech®(wy) ... —0.9 5sech? (w;)
5sech?®(w;) 5sech®(w;) Bsech®(w;) ... 5sech®(w;) —0.9

A continuacién, se calcularan los eigenvalores de J(w), lo cual implica obtener el determi-
nante, A, de la matriz

—0.9— X Bsech?*(w;) 5sech®(w;) ... Bsech?(w;) 5sech?(w;)
5sech?(w;) —0.9 — X Bsech®(w;) ... Bsech®(w;) 5sech?(w)
J(w) — A = : : : (4.13)
5sech?(w;) Bsech?(w) Bsech®(w;) ... —0.9— X\ 5sech?(w;)
5sech?(w;) 5sech®(w;) Bsech®(w;) ... Bsech®(w;) —0.9 — A
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Sean a = —0.9 — X\ y b = 5sech?(w;). Restando a todos los renglones el primero y después
sumando a la primera columna todas las demas, se obtiene que

a b ... b a b b a+ (N —1)b b b

b a ... b b—a a—5b ... 0 0 a—>b ... 0
A=, d=1 . .= . .

b b ... a b—a 0 ... a—2>b 0 0 ... a—2b

Como el determinante de una matriz triangular superior es el producto de las entradas de
la diagonal, entonces

A=la+ (N —-1)b(a—b)N"1t
Sustituyendo los valores de a y b,
A =[-0.9 — XA+ (N — 1)5sech®(w;)](—0.9 — X — 5sech?(w; )N 1,
de este modo, los eigenvalores del sistema linealizado son
A = —0.9+ (N — 1)5sech?(w;) y Ay = —0.9 — 5sech?(w;). (4.14)
Nétese que Ay < 0 (sus dos términos son negativos). Por otro lado, tenemos que
A <0 <= (N —1)5sech?®(w) < 0.9.

A continuacién demostraremos que A; < 0. Se tiene que

(N —1)5sech®(w;) < 0.9 <= [(N —1)5/0.9]sech?(w;) < 1
usando la definicién de w, & ————sech’(w;) <1
tanh (w)
w1 —w1 9 2
usando la nota [I5] = (e re ) ( ) <1
ewl — g~ w1 ew1 + e~ w1
— dun
(e = emm)(em + e)
4w1
= <1
(6211}1 _ 6—211}1)
= 4w < P — W
tomando f(x) =e* —e* — 2z = 0< f(2u).

Debido a que
fllr)=e*+e =2, fOl)=e"—e? vy fO(z)=e"+e7,

se tiene que f(z) es creciente en R (porque f&(z) > 0 Va € R), luego como 0 = £2)(0),
se deduce que 0 < f®)(x), Vo > 0, por consiguiente,

f'(z) es una funcién creciente en el intervalo (0, 00). (4.15)
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Por otro lado, por el principio de la segunda derivada tenemos que 0 es un minimo local de
f'(x), pero 0 = f’(0), entonces por se infiere que 0 < f'(z), Vo € (0, 00). Observemos
que f’(x) es una funcién par, por lo tanto 0 < f'(x), Vo € (—o0,0). De lo anterior y del
hecho de que f(x) es una funcién continua, se deduce que f(z) es una funcién creciente en R.
De esta manera, puesto que 0 = f(0) y wy € (0,00) se tiene que 0 < f(2w,), de lo cual se
sigue que

A < 0. (4.16)

Dado que Ay, Ay < 0, por el teorema [2| se concluye que w es asintoticamente estable. Notese
que como la funcién sech(z) es una funcién par (ver nota [15]), entonces J(—w) = J(w) =,
por lo tanto, —w es también asintoticamente estable.

Finalmente, se analizard el caso del punto critico 0. De 1} y de que sech(0) = 1, se
tiene que

—-09 5 ) 5) )
5 —-0.9 5 ) 5)
J(O) = : : :
5 5} 5 ... =09 5
5) 5} 5 ... 5) —0.9

Procediendo de manera anédloga al caso del punto de equilibrio w se obtiene que los eigenvalores
del sistema linealizado en 0 son

A=-09+5N—1) v A =—09—5, (4.17)

pero N > 2 (dos es el minimo niimero de actores que se considera en el modelo de conflicto
de N actores), por consiguiente A\; > 0y Ay < 0, por lo tanto el teorema [2| permite afirmar
que 0 es inestable.

4.5. Retroalimentacion negativa

4.5.1. Puntos de equilibrio

Proposicién 3 FEl sistema de ecuaciones diferenciales subyacente al modelo de conflicto de
2 actores con retroalimentacion negativa,

d
LR —0.92; — 5 tanh(zy)

i (4.18)
% = —O.9x2—5tanh($1)a

posee 3 puntos de equilibrio, a saber

5’:0, w:(wla_wl) Yy —@:(—wl,wl),



donde wy € R satisface la ecuacion w; = 5 tanh(wq)/0.9.

Dem. Sea § = (y1,y2) tal que

0 = —Ogyl - 5tanh(y2)

0 = —0.9y — 5tanh(yy), (4.19)
si sumamos a la primera expresion la segunda obtenemos
0 =—0.9y; — 0.9y, — 5tanh(ys) — 5 tanh(yy),
lo cual implica que,
0.9y; + 5tanh(y;) = —0.9y, — 5 tanh(ys). (4.20)

De la ecuacién (4.20) se sigue que si evaluamos las entradas de ¢ en la funcién de una variable
real f(z) = 0.9z + 5tanh(z), entonces se tiene que

fy) = =f(y2).

Observemos que f(z) es una funcién impar, por consiguiente f(y;) = f(—y2). Notese que
f'(z) = 0.9 + 5sech®(z) > 0, por lo cual f(z) es una funcién creciente en R (en particular
f(z) es una funcién inyectiva en R), por lo tanto

Y1 = —Y- (4.21)

Por otro lado, de la primera ecuacion de (4.19)) se sabe que y; satisface y; = —5 tanh(y,)/0.9,
de este modo, al sustituir (4.21]) y usar que la funcién tanh es impar, se deduce que

y1 = Htanh(y;)/0.9.

de esto tultimo, la nota [18|y (4.21]) se sigue el resultado que queria demostrarse.

4.5.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Proposicion 4 Los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales subyacente
al modelo de conflicto de 2 actores con retroalimentacion negativa son tales que

0 es inestable y w,—w son asintoticamente estables,

donde w = (wy, —wy) y wy € RT satisface la ecuacion wy = 5tanh(w,)/0.9.

Dem. Las matrices Jacobianas del sistema de ecuaciones (4.18) en los puntos de equilibrio
—w, wy 0 son

0 =)= (i ™) v 0= (T 5)
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respectivamente. Notese los determinantes de J(w) — Al y J(0) — Al son iguales a los
respectivos determinantes calculados en la proposicién [2| para N = 2. De esta manera,
por las cuentas realizadas en la proposicién [2| se deduce que 0 es inestable y 0, — son
asintéticamente estables, ademads, los eigenvalores del sistema linealizado en @ (y en —w)
estan dados por

A1 = —0.9 + 5sech?(w;) y Ay = —0.9 — 5sech®(w), (4.22)
mientras que, los eigenvalores del sistema linealizado en 0 son

AM=—-0945y A=-09—5. (4.23)
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Apéndice C. Resultados analiticos del
modelo de dinamica de opinion

El modelo de dinamica de opinion con los parametros usados en este trabajo de investiga-
cion esta dado por

dxo(t)/dt = —0.920(t) — 5tanh(xs(t))
drqi(t)/dt = —0.9z1(t) + 5tanh(z(t)) + 5tanh(zo(t)) + 12 tanh(xo(t)) (4.24)
dxo(t)/dt = —0.929(t) — 5tanh(x(t)),

donde la constante ¢ es tal que ¢35 € [2,8].

En las demostraciones de este apéndice se usara de manera relevante que el subsistema
del sistema (4.24]), formado por dzo(t)/dt y dxs(t)/dt es precisamente el sistema (4.18]).

4.6. Puntos de equilibrio
Teorema 3 FEl sistema posee 9 puntos de equilibrio, los cuales tienen la forma

(O,T, 0)7 (w1757_w1) Yy (_w17q7w1)7

donde wy € RT satisface la ecuacion wy = 5tanh(w;)/0.9, r € {0, wy, —w1} y s,q toman por
valores las tres soluciones de las ecuaciones

s = [6tanh(s) + (5 — ¢12) tanh(wq)]/0.9 y
q = [5tanh(q) + (¢12 — 5) tanh(wy)]/0.9,

respectivamente.

Dem. Sea § = (yo, y1, y2) tal que

0 = —0.9yy — 5tanh(ys)
0 = —0.9y; + 5tanh(y;) + 5tanh(yy) + c12 tanh(ys) (4.25)
0 = —0.9y — 5tanh(yp).

En particular, se tiene que (yo,y2) es un punto de equilibrio del sistema (4.18)), por lo cual la
proposicién [3| nos permite afirmar que (yo, y2) € {(0,0), (w1, —wq), (—wy,w1)}.
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Caso 1. Si (yo,y2) = (0,0).
En este caso, de (4.25) se sigue que y; = 5tanh(y;)/0.9. De esta manera, usando la nota
se deduce que los puntos de la forma (0, w,0) con w € {0, w;, —w; }, son puntos de equilibrio

del sistema (4.24)).

Caso 2. Si (yo,yg) = (U)l, —wl).
En este caso, de (4.25]) se sigue que y; = [5tanh(y;) + (5 — ¢12) tanh(w;)]/0.9. De esta manera,
por la nota [19| existen exactamente tres valores de y; que satisfacen esta condicién.

Caso 3. Si (yo,yQ) = (—wl,wl).
En este caso, de se sigue que y; = [5tanh(y;) + (c12 — b) tanh(wy)]/0.9. Nétese que
para cada ci5 € [2,8] existe ¢ € [2,8] tal que ¢;o — 5 =5 — ¢, a saber ¢ = 10 — ¢19, lo cual
permite reducir este caso al caso 2. De este modo, por la nota (19| existen exactamente tres
valores de y; que satisfacen la ecuacion deseada.

4.7. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Teorema 4 Los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales , que
fueron determinados en la proposicion[3, son tales que

1. los de la forma (0,7,0) son inestables,
2. dos de la forma (wy, s, —wy) son estables y uno es inestable,

3. dos de la forma (—wy,q,w;) son estables y uno es inestable.

Dem. En general la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones (4.24)) en un punto (xo, z1, x2)
estd dada por

—0.9 0 —5sech? ()
J(Io, xq, ZEQ) = 5S€Ch2<I0) —0.9 + SGCh2($1) 0125S60h2(l’2)
—5sech? () 0 —0.9

A continuacién, se obtendréan los eigenvalores de J(xg, x1, z3). Desarrollando por cofactores
sobre el primer renglén de la matriz J(zg, x1,22) — A obtenemos que el polinomio carac-
teristico de J(zg, 1, z2) es

p(N) (—0.9 — N)[(—=0.9 4 5sech?(z1) — A\)(—0.9 — \)] — 5sech?(z5)[5sech?(x0)(—0.9 + 5sech?(x1) — \)]
(—0.9 + 5sech?(z1) — A)[(—0.9 — \)? — 5%sech?(wy)sech® ()]

(—0.9 + 5sech?(x;) — A)[(—0.9 — \) + 5sech?(x,)][(—0.9 — \) — 5sech(zq)sech(wg)]

por consiguiente los eigenvalores de J(zg, x1,x2) son

Ao = —0.9+ 5sech?(x;)
A1 = —0.9 + bsech(z)sech(zo) (4.26)
Ay = —0.9 — 5sech(zs)sech(zy).
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Caso 1. Puntos de equilibrio de la forma (0, r,0).

De se tiene que los puntos de equilibrio de la forma (g, z1,z2) = (0,7,0) son tales que
A1 = —0.9+ 5> 0. Como en este caso los tres eigenvalores son no nulos (si r € {wy, —w; }
se puede ver que \g # 0 usando la definicién de w; y la identidad sech?(z) + tanh®(z) = 1),
entonces por el teorema |2 se deduce que estos puntos de equilibrio son inestables.

Noétese que siempre se cumple que
A2 <0 (4.27)

porque sus dos términos siempre son negativos. Por otro lado, si xg,z2 € {wy, —w; }, por la

paridad de la funcién sech(z) se sigue que A\; = —0.9 + 5sech®(w; ), luego por (4.14) y (4.16)),
tomando N = 2, se obtiene que

A1 < 0. (4.28)
De esta manera, por (4.27)) y (4.28) se deduce la estabilidad de los puntos de equilibrio

que no son de la forma (0,r,0) depende completamente del signo del eigenvalor \g. Para
analizar el comportamiento de \g es importante observar que si w € R es solucién de la
ecuacién 0 = —0.9 + sech?®(z) se cumple que,

si m es tal que |m| > w, entonces —0.9 4 5sech?(m) < 0 y

4.2
si m es tal que |m| < w, entonces —0.9 + 5sech?(m) > 0, (4.29)

esto se debe a que la funcién sech?(z) es par y con comportamiento decreciente en el intervalo
(0,00), ver la nota[15]

Caso 2. Puntos de equilibrio de la forma (wy, s, —wy).
En este caso, cuando ¢ < 5 se tiene que s toma dos valores negativos y uno positivo (ver
la figura . Denotemos por si, so a los valores negativos de tal manera que s; < s y
denotemos por s3 al valor positivo. Como se tiene que |s1|,83 > w y |s2] < w (ver figura
[4.12)), entonces de (4.29) se sigue que los puntos de equilibrio (w1, s1, —w1) y (w1, s3, —w1)
son estables y (wq, so, —w;) es inestable.

Por otra parte, cuando c¢15 > 5 se tiene que s toma dos valores positivos y uno negativo
(ver la figura . Denotemos por s4 al valor negativo y por ss, s¢ a los valores positivos
de tal manera que s5 < sg. Como se tiene que [s4], 56 > w y 5 < w (ver figura 4.12)),
entonces de se sigue que (wyq, $4, —w1) y (w1, S, —w1) son puntos de equilibrio estables
y (w1, 85, —w1) es inestable.

Caso 3. Puntos de equilibrio de la forma (—wy, g, wy).
En este caso, por hipdtesis se tiene que ¢ y s son soluciones de las ecuaciones

y1 = [btanh(y;) + (c12 — 5) tanh(wy)]/0.9 y y; = [Gtanh(y;) + (5 — ¢12) tanh(w,)]/0.9,

respectivamente. Nétese que para cada cjo € [2, 8] existe ¢ € [2,8] tal que ¢c;o —5=5—¢, a
saber ¢ = 10 — ¢, lo cual permite reducir este caso al caso 2. Por lo tanto, se concluye que
dos puntos de equilibrio de la forma (—wy, g, w;) son estables y uno es inestable.
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4.8. Discretizacién del modelo de dinamica de opinién

Para discretizar el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de dinamica de opinién
usaremos un esquema no estandar de diferencias finitas. Los esquemas no estandar de dife-
rencias finitas fueron desarrollados por Mickens (|189]) y consisten en métodos numéricos
para aproximar un sistema de ecuaciones diferenciales a través de sistemas de ecuaciones en
diferencias (versiones discretas del sistema) que son consistentes con el sistema diferencial
original, especialmente con las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Teorema 5 Sea ¢(h) : R — R tal que
¢(h) = h+ O(h*) cuandoh —0 y 0< ¢(h) <1, h>0. (4.30)

Supongamos que el sistema tiene un numero finito de puntos de equilibrio y que para
cada \ € ) se satisface que A € R\ {0}, donde Q =, 0(J(9)) con T siendo el conjunto
de todos los puntos de equilibrio del sistema y o(J(y)) el conjunto de los eigenvalores
del Jacobiano del sistema en el punto de equilibrio §. Sea ¢ = max {|A| : A € Q}, si J(y)
es una matriz diagonalizable para cada § € T', entonces los siguientes esquemas de diferencias
finitas

t —x(t
1. esquema no estandar explicito de Euler 2(te+) = o(te) = F(z(ty)),

¢(hq)/q
2. esquema no estindar de Runge-Kutta de sequndo orden
w(terr) —x(te) _ Flx(te) + Fla(te) + (0(hg)/q) F(x(tk)))

o)/ 2 ’
1(tr) Fy(x(ty))

donde x(ty) = xz(,tk) y F(x(tyyr)) = Fz(x:(tk)) , son estables elementales.
oy (te) Fy(x(tk))

Dem. La demostracién de este teorema esta en la pagina 526 de la referencia [190]. Es
importante mencionar que en [190] se pide que todos los eigenvalores del Jacobiano J(7) sean
simples para cada punto de equilibrio y; sin embargo, se menciona que dicha condicién puede
ser remplazada por la condicién de que J(y) sea diagonalizable para cada punto de equilibrio
g (ver el renglén siguiente a (3.5) en la pagina 523 de [190]).

Nota 21 La condicién (4.30)) es satisfecha por la funcién ¢(h) = 1 —e™" (ver remark 14 en
la pagina 527 de [190]).

Teorema 6 El modelo de dindmica de opinion posee un esquema estable elemental
no estandar explicito de Euler de la forma

zo(n+1) = cxo(n) — Sk tanh(ze(n))
z1(n+1) = cxi(n)+ Sktanh(zy(n)) + 5k tanh(zo(n)) + c12k tanh(zs(n)) (4.31)
x2(n+1) = cxo(n) — 5k tanh(zo(n)),
[

donde ¢,k son constantes positivas, c12 € [2,8] yn € N.
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Dem. Se verificara que el sistema (4.24])) cumple las hipotesis del teorema

Por el teorema 3| el sistema tiene un numero finito de puntos de equilibrio. Para
cada A €  (donde 2 es como en el teorema [5) se tiene que A € R\ {0}, lo anterior fue
verificado en los anélisis realizados en los casos 1, 2 y 3 del teorema [4]

A continuacién se demostrara que J(7) es diagonalizable para cada punto de equilibrio .
En general la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones en un punto (zg, Ty, Trs) estd
dada por

—0.9 0 —5sech?(x5)
J(zo, 21, 72) = | Bsech?(wg) —0.9 + Bsech®(x1) casech?(xy)
—5sech?(zo) 0 —0.9

Podemos verificar que J(z, x1,22) se transforma en una matriz diagonal realizando las
siguientes operaciones elementales de matrices en ese orden: 1) restar a la primera columna el
producto de 5sech?(zq)/(—0.9 + 5sech?(z;)) con la segunda columna (los anélisis realizados
sobre el eigenvalor A\g en el teorema [4| permiten afirmar que el denominador no es cero), 2)
restar a la tercera columna el producto de cyasech?(z5)/(—0.9 + 5sech?(x1)) con la segunda
columna, 3) restar a la primera columna la tercera columna, 4) sumar al tercer renglén el
primer renglén, 5) sumar a la tercera columna el producto de 5sech?(x5)/(—0.9 + 5sech®(z5))
con la primera columna (los andlisis realizados sobre el eigenvalor Ag en el teorema |4 permiten
afirmar que el denominador no es cero).

Por todo lo hecho anteriormente y la nota , se sigue del teorema |5 que el sistema (|4.24)
posee un esquema estable elemental no estandar explicito de Euler de la forma

zo(n+1) = xo(n)+ (¢(hqg)/q)[—0.920(n) — 5tanh(za(n))]
ri(n+1) = x1(n)+ (¢(hq)/q)[—0.921(n) + 5 tanh(xi(n)) + 5tanh(ze(n)) + c12 tanh(z2(n))](4.32)
za(n+1) = x3(n) + (6(hq)/q)[=0.975(n) — 5 tanh(zo(n))]

donde ¢(y) =1—e ¥, g=max{|A[: A € Q} yt, =to+nhconn € N, ty =0y h = 1. Notese
que la ltima condicién implica que ¢(hq)/q = ¢(q)/q.

Como 0 < bsech(x)sech(y) < 5 Vz,y € R, entonces de (4.26)) se deduce que
q=|— 0.9 — 5sech?®(0)| = 5.9,

Sean ¢ :=1—0.9(¢(q)/q) v k := ¢(q)/q. Por las definiciones de ¢ y ¢ se sigue que k € R*.
Por otra parte,

0<c <= 0<1-09(¢(q)/q) < é(q) <q/0.9,

pero se cumple que 1 < ¢/0.9 y por definicién ¢(q) < 1, por lo cual se deduce que ¢(q) < ¢/0.9,
en consecuencia se concluye que 0 < c.

Por lo tanto, tomando ¢ =1 —0.9(¢(q)/q) y k = ¢(q)/q el sistema (4.32)) se transforma
en el sistema (4.31)).
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4.8.1. Propiedades del modelo discreto
Proposicion 5 FEl subsistema de diferencias finitas del sistema ,

zo(n+1) = cxo(n) — Sktanh(xge(n))

za(n+1) = cwa(n) — 5k tanh(zo(n)), (4.33)

donde c, k son constantes positivas, es tal que
1. st 2o(0) > 0 y x9(0) < 0, entonces xo(n) >0 y xo(n) <0 Vn €N,

2. s1 x9(0) = —x2(0), entonces xo(n) = —xa(n) < 0 Vn € N,

Dem. La demostracién de 1. se hara por induccion.

Paso base. Supongamos que z(0) > 0y x2(0) < 0, por demostrar que x¢(1) > 0y z5(1) < 0.
Tenemos que x¢(1) = cx(0) — 5k tanh(z2(0)), como la funcién tanh(x) respeta el signo (i. e. al
ser evaluada en nimeros positivos se obtienen niimeros positivos y analogamente con los niime-
ros negativos) y ¢, k € RT entonces xo(1) > 0. Por otro lado, z5(1) = cx2(0) — 5k tanh(zq(0)),
nuevamente, usando que la funcién tanh(z) respeta el signo y que ¢,k € RT se sigue que
x9(1) < 0.

Hipétesis de induccién. Supongamos que xo(n) > 0y z2(n) < 0.

Paso inductivo. Por demostrar que zo(n +1) >0y xo(n+ 1) < 0.

La demostracion de este hecho es similar a la realizada en el paso base.

La demostracién de 2. también se hara por induccion.
Paso base. Supongamos que xy(0) = —z5(0), por demostrar que xy(1) = —z(1).

zo(l) = cxo(0) — 5k tanh(z2(0))
= —cx2(0) — bk tanh(—xz0(0)) usando que zo(0) = —z5(0)
= —cxy(0) + 5k tanh(xy(0)) usando que la funcién tanh(z) es impar
1

= —xy(1)

Hipétesis de induccién. Supongamos que zg(n) = —x3(n).
Paso inductivo. Por demostrar que zg(n + 1) = —xo(n + 1).
La demostraciéon de este hecho es similar a la realizada en el paso base.
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