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Introducción

Una red compleja es un conjunto finito de vértices (nodos) y aristas (conexiones o enlaces),
en la cual las aristas representan relaciones existentes entre parejas de vértices. Por ejemplo,
los vértices pueden simbolizar personas, especies, neuronas, ciudades, computadoras, etc.,
mientras que, las aristas pueden simbolizar relaciones de amistad, relaciones depredador-presa,
sinapsis entre neuronas, rutas comerciales entre ciudades, intercambio de información entre
computadoras en internet, etc.

Las redes complejas tienen por objetivo modelar los sistemas en red del mundo real para
tratar de comprender sus comportamientos, por esa razón poseen propiedades estad́ısticas
y estructurales (topológicas) basadas en datos observables, que les confieren caracteŕısticas
espećıficas, tales como: vértices cuyo número de aristas tienen ciertas distribuciones de proba-
bilidad, configuraciones jerárquicas, correlaciones entre nodos y presencia de comunidades.

En años recientes, el estudio de sistemas dinámicos sobre redes complejas ([1-5]) ha
permitido generar modelos matemáticos para verificación de observaciones emṕıricas previas y
predicción de resultados en diversas áreas del conocimiento, como por ejemplo: ecoloǵıa ([6]),
bioqúımica ([7, 8]), neurociencias ([9, 10]), epidemioloǵıa ([11, 12]), aprendizaje automático
([13]) y ciencias sociales ([14-18]).

En este trabajo se realiza el modelado y análisis de sistemas dinámicos sobre redes com-
plejas en dos áreas de conocimiento: resolución de conflictos sociales y dinámica de opinión.
En ambas áreas, se analiza la variación temporal del estado u opinión de los nodos (actores)
de la red cuando estos son actualizados tomando en cuenta su estado previo, su inercia al
cambio y la cantidad y tipo de conexiones existentes entre ellos. Esto último se refiere a
la estructura (o topoloǵıa) de la red y a las proporciones de retroalimentación cooperativa,
competitiva y mixta con las que los actores se relacionan entre śı.

La primera etapa de investigación de este trabajo se enfoca en el área de resolución de
conflictos sociales (los resultados se encuentran publicados en [19]). En esta fase del trabajo
de investigación se realiza un esfuerzo complementario al hecho en [15] para investigar las
propiedades dinámicas obtenidas al generalizar el modelo de conflicto de dos actores de
Liebovitch et al. ([20]) a un modelo de conflicto de N actores (ver la sección 2.2) sobre redes
con topoloǵıas diversas.

A pesar de que Liebovitch et al. ([20]) desarrollaron el modelo de conflicto social de dos
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actores a partir de los trabajos de Gottman et al. ([21, 22]) y los conocimientos intuitivos
de Deutsch ([23, 24]), previamente este tipo de modelos ya se hab́ıan usado en otras áreas
del conocimiento, como por ejemplo el modelo de redes neuronales tipo Hopfield ([25]), que
posee gran relevancia en neurocomputación artificial ([26]).

La diferencia fundamental entre el trabajo realizado en [15] y el aqúı desarrollado es
que en [15] los procedimientos fueron implementados sobre redes de mundo pequeño ([27,
28]), mientras que, en el presente trabajo se usan redes de libre escala ([29-31]) y algunas
variaciones de estas redes que se obtienen al considerar estructuras jerárquicas ([32-34]),
diferentes niveles de mezcla asortativa ([35, 36]) y presencia de clubes de ricos ([37, 38]).
Cabe mencionar que en la literatura cient́ıfica se ha explorado muy poco sobre la influencia
de las interacciones cooperativas y competitivas en las dinámicas de redes de libre escala con
diferentes niveles de correlación de grados entre nodos y con presencia de clubes de ricos.

La relevancia de utilizar redes de libre escala reside en que estas redes poseen distribucio-
nes de grado más parecidas a las redes sociales del mundo real que otros modelos de redes.
Espećıficamente, las redes de libre escala permiten representar de manera adecuada los nodos
con un número excepcionalmente grande de enlaces (hubs), aśı como la proporción de dichos
nodos respecto a los nodos escasamente enlazados. Un ejemplo de hub son los influencers en la
red social digital instagram con la relación x ∼ y si x es seguido por y. De esta manera, con el
uso de redes de libre escala es factible estudiar la influencia que los hubs y sus tipos de correla-
ciones tienen sobre la evolución dinámica de todo el sistema y algunas situaciones inaccesibles
para otro tipo de redes, como por ejemplo, la presencia de élites en el sistema (clubes de ricos).

El objetivo de la primera etapa de investigación consiste en identificar las condiciones de
topoloǵıa, de correlación de grados y de grado de cooperación o competencia en la red que
conducen a un sistema a sus configuraciones con menos dispersión de estados (i.e. estados
más cercanos al valor cero) o con estados más parecidos entre śı porque justamente estas dos
situaciones podŕıan representar los casos con menor posibilidad de surgimiento de conflicto
en la red. La primera situación por la cercańıa con el estado neutro (representado por el
valor numérico cero) y la segunda debido a que si todos los actores poseen valores de estados
semejantes entre śı, entonces el consenso es factible.

Los resultados obtenidos en la primera etapa de investigación permiten establecer que las
redes de libre escala preservan la situación reportada en [15], la cual dice que la presencia
de cantidades similares de v́ınculos cooperativos y competitivos en una red generan las
configuraciones finales con menor dispersión y más parecidos entre śı, este hecho es muy
interesante porque se opone a la creencia popular de que los entornos cooperativos a diferencia
de los competitivos, son los únicos que pueden propiciar la ausencia de conflictos.

La segunda etapa de investigación se sitúa en el área de dinámica de opinión. En esta
etapa se propone un modelo de dinámica de opinión con enfoque en persuasión que actualiza
las opiniones de los actores tomando en cuenta aspectos de diversos principios y teoŕıas de la
psicoloǵıa social que rigen la evolución de las opiniones humanas de manera intrapersonal e
interpersonal, como son: sesgo de confirmación ([39-43]), teoŕıas de persuasión fallida ([44-46]),
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principio de simpat́ıa ([47-50]) y principio de autoridad ([51-53]), ver la sección 2.4 para una
descripción detallada de estos principios.

El modelo de dinámica de opinión que se propone no sólo considera la fuerza de la
influencia de las ideoloǵıas de los vecinos en la formación y variación de las opiniones de un
individuo, sino también caracteŕısticas relacionadas con la complejidad del propio individuo,
como resistencia al cambio y filias. Abordar de manera simultánea las dos dimensiones
anteriores en un sólo modelo no es una caracteŕıstica común en los modelos de dinámica
de opinión existentes ([54-57]), por lo cual este estudio comprende el análisis de un enfoque
novedoso en el campo de la dinámica de opinión.

Como el modelo de dinámica de opinión propuesto está basado en el modelo de conflicto
de N actores, entonces permite estudiar las consecuencias de la cooperación y la competencia
entre agentes en la formación de opiniones, esto es relevante porque en general los modelos
de dinámica de opinión han prestado poca atención a dicho aspecto ([58, 59]).

El objetivo de la labor que se realiza en el área de dinámica de opinión es establecer
un modelo que considere de manera efectiva los rasgos importantes de diversos principios
psicológicos relacionados con la persuasión para estudiar la formación, permanencia y cambio
de opinión de un actor que constantemente autoafirma su opinión (esto se especifica con la
condición c11 > 0, la cual describe una relación de cooperación entre un actor consigo mismo,
para más detalles ver la sección 2.3) y cómo influyen sobre él dos actores que promueven (o
apoyan) posturas contrarias.

En la psicoloǵıa social no se sabe con precisión cómo o si es posible extrapolar la dinámica
de opinión de pocos actores a contextos grupales ([60-62]). De este modo, otra implicación
positiva del desarrollo de este trabajo consiste en que podŕıa ayudar a arrojar luz sobre esta
cuestión.

El modelo que se propone permite estudiar la acción simultánea de dos o más rasgos
psicológicos relacionados con la persuasión, por lo que constituye una herramienta útil para
establecer hasta que punto una persona es capaz de mantener su opinión inicial (basada
en educación, valores, costumbres, etc.), antes de que ciertos factores externos (como la
persuasión) logren cambiarla. En este sentido, uno de los resultados más relevantes de la
investigación confirma la creencia popular de que los cambios de las posturas originales de
los actores son más dif́ıciles cuanto más fuerte es la simpat́ıa inicial que los actores sienten
por dichas posturas originales.

En este trabajo las evoluciones de los estados u opiniones de los actores al implementar
los respectivos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, se obtienen a través de simu-
laciones numéricas, mientras que, los análisis de las configuraciones finales del sistema se
realizan usando métricas que son estudiadas por medio de enfoques tanto numéricos como
anaĺıticos. Además, en el caso del trabajo referente a dinámica de opinión se estudian las
respectivas versiones de ecuaciones en diferencias de los sistemas originales porque permiten
incluir parámetros de manera conveniente y conseguir resultados anaĺıticos más directos
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acerca de las evoluciones numéricas.

Es importante aclarar que en este trabajo no se modelan dinámicas de conflicto y de
opinión reales, sino versiones simplificadas de dichos procesos que podŕıan ser de utilidad
para la comprensión de acontecimientos y el diseño de estrategias.

Estructura de la tesis

Esta tesis está dividida en cuatro caṕıtulos cuyos contenidos se describen a continuación.

En el caṕıtulo 1, se expone el estado del arte y las motivaciones que llevaron al desarrollo
de este trabajo en las dos áreas que aborda: teoŕıa de resolución de conflictos y dinámica
de opinión. Además, en la última sección del caṕıtulo se presentan los objetivos generales y
particulares de esta tesis.

En el caṕıtulo 2, se proporcionan definiciones, caracteŕısticas técnicas y notas explicativas
acerca de los conceptos de redes complejas, modelos matemáticos y psicoloǵıa social que son
usados a lo largo del documento.

En el caṕıtulo 3, se explica detalladamente la metodoloǵıa seguida para el diseño y
ejecución de las evoluciones numéricas y métricas implementadas en este trabajo.

En el caṕıtulo 4, se muestran los resultados de las diversas simulaciones desarrolladas
durante el trabajo de investigación. En este caṕıtulo, también se realiza la interpretación y
discusión de los resultados para determinar el alcance y las limitaciones de la investigación.

Es importante mencionar que los resultados anaĺıticos obtenidos para los sistemas de
ecuaciones diferenciales no lineales que describen los modelos de esta tesis, aśı como los
correspondientes a sus versiones de ecuaciones en diferencias, se encuentran en los apéndices
de este documento.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

En este caṕıtulo se presentan el estado del arte de las dos áreas abordadas: teoŕıa de
resolución de conflictos y dinámica de opinión. También, se presenta la motivación para la
realización de este trabajo. Además, en la última sección se exponen los objetivos generales y
particulares de la tesis.

1.1. Teoŕıa de resolución de conflictos

Un conflicto puede surgir en diversas situaciones, ya sea a nivel intrapersonal, interper-
sonal, o en contextos más amplios, como en grupos sociales, culturales, de trabajo, etc. En
psicoloǵıa, la teoŕıa de resolución de conflictos es un área que se centra en comprender cómo
las personas o grupos manejan los conflictos internos y externos y cómo pueden encontrar
soluciones efectivas para sobrellevarlos o superarlos.

La teoŕıa de resolución de conflictos busca proporcionar herramientas y habilidades para
abordar los conflictos de manera constructiva, promoviendo relaciones saludables y mejorando
el bienestar individual y social. Algunos psicólogos que han realizado contribuciones valiosas
a la teoŕıa de resolución de conflictos desde contextos interpersonales e intergrupales, son:
Morton Deutsch ([63]), Kurt Lewin ([64]), John W. Burton ([65]), William Ury ([66]) y Mary
Parker Follett ([67]).

La teoŕıa del conflicto cooperativo y competitivo, sobre la cual se basa este trabajo, fue
inicialmente desarrollada por Morton Deutsch ([68]) y posteriormente expandida por David
W. Johnson ([69]). Un conflicto está integrado por más factores que sólo los comportamientos
cooperativos y competitivos, como por ejemplo: poder e influencia, percepción social, cogni-
ción, creatividad, y personalidad. Sin embargo, las orientaciones cooperativas o competitivas
en un conflicto son decisivas para determinar su curso y resultados ([24]).

En la teoŕıa del conflicto cooperativo y competitivo se identifican dos tipos básicos de
interdependencia entre las metas de las personas involucradas: cooperativa (o positiva) donde
la probabilidad de que una persona logre su meta está positivamente correlacionada con la
probabilidad de que la otra logre su meta (i. e. ambas personas se hunden o nadan juntas);
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y competitiva (o negativa) donde la probabilidad de que una persona logre su meta está
negativamente correlacionada con la probabilidad de que la otra persona alcance su meta (si
una persona se hunde, la otra nada, y viceversa).

En los art́ıculos [70-73] se desarrollan investigaciones con enfoques psicológicos y sociales
acerca de aprendizaje cooperativo en el siglo XXI, dinámicas cooperativas y competitivas
entre hermanos, colaboración en un sistema de crowdsourcing gamificado y facetas de las
orientaciones competitivas, respectivamente.

Los estudios de cooperación y competencia en el área de teoŕıa de juegos evolutivos son
de particular interés porque fueron los primeros en demostrar que las propiedades topológicas
de la red pueden ser determinantes en la evolución dinámica de los sistemas ([74-76]). En
[77-79] se abordan mecanismos de surgimiento de cooperadores en redes de libre escala,
cooperación en el dilema del prisionero y robustez de la cooperación en redes de libre escala,
respectivamente.

Con base en los trabajos de Deutsch, en [20] se propuso un modelo matemático no lineal
de conflicto cooperativo-competitivo entre dos actores que tuvo un excelente desempeño al ser
contrastado con observaciones experimentales previas. Dicho modelo proporcionó predicciones
comprobables de forma cuantitativa sobre los conflictos, como por ejemplo, que un conflicto
intratable de retroalimentación negativa-negativa (con un ganador y un perdedor claros)
puede transformarse en una relación neutra para las partes que lo integran, mediante el
cambio unilateral, de la retroalimentación negativa de uno de los actores a retroalimentación
positiva.

En la referencia [15], se estudiaron las consecuencias dinámicas de la cooperación y
competencia obtenidas al generalizar el modelo propuesto en [20] a un modelo de N actores
sobre redes con topoloǵıas de mundo pequeño. Un hallazgo importante reportado en [15]
fundamenta que los actores evolucionan a opiniones más cercanas entre śı y más cercanas
a la opinión neutra (representada por el valor 0), cuando las cantidades de interacciones
cooperativas y competitivas de la red son similares, contrario al pensamiento intuitivo de
que un sistema social humano funciona mejor cuando todas sus interacciones son cooperativas.

En la presente investigación se realizará un esfuerzo complementario al realizado en [15]
para examinar las propiedades dinámicas obtenidas al generalizar el modelo de conflicto de
cooperación-competencia de dos actores de Liebovitch et al. ([20]) a un modelo de conflicto
de N actores sobre redes con diferentes topoloǵıas. Espećıficamente, se analizará la acción del
modelo de conflicto de N actores propuesto en [15] sobre redes con topoloǵıas de libre escala.

Un cambio importante entre el presente trabajo y el realizado en [15] es que aqúı las
interacciones cooperativas y competitivas se establecerán en términos de las aristas y no de
los nodos, esto permitirá simular escenarios sociales más realistas al suponer que un actor es
capaz de interactuar simultáneamente de manera cooperativa con algunos de sus vecinos y de
manera competitiva con otros, en vez de tener un comportamiento homogéneo con su vecindad.
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Las redes de libre escala, satisfacen que las distancias entre cualesquiera dos nodos de la
red son extraordinariamente pequeñas, además a diferencia de las redes de mundo pequeño,
estas redes permiten modelar adecuadamente la existencia de una reducida porción de vértices
con una gran cantidad de vecinos (influencers o hubs), mientras que, al mismo tiempo, la red
es tal que la mayoŕıa de los vértices tienen muy pocos vecinos, esta situación se ha reportado
en numerosas redes sociales y no sociales del mundo real, ([29-31]).

Usando redes de libre escala se estudiará la dinámica global del sistema al considerar
diferentes porcentajes de interacciones cooperativas, competitivas y diversos factores estruc-
turales de la red, como: presencia de configuraciones jerárquicas, clubes de ricos y distintas
correlaciones entre los hubs. Este análisis es valioso porque en el ámbito de la teoŕıa de
resolución de conflictos se ha explorado muy poco sobre la acción conjunta de las interacciones
cooperativas o competitivas y las caracteŕısticas estructurales mencionadas.

Otro factor importante para el desarrollo de este trabajo es que se ha reconocido que en
las interacciones sociales, el porcentaje de cooperadores y competidores no es del todo claro,
además es probable que haya cambios con el tiempo. Sin embargo, varios estudios emṕıricos
han reportado que la presencia de cooperación es mayor que la de competencia [14], pero no
hay una explicación completa para asumir un porcentaje espećıfico.

Muy recientemente se han considerado dinámicas de cooperación y competencia en con-
textos de redes multicapa ([80-82]) y otras configuraciones, incluidas las denominadas de
orden superior en las que las interacciones entre las unidades no se limitan a pares, sino que
pueden ocurrir en grupos de mayor tamaño ([83-85]).

En general, la identificación y comprensión de las condiciones que conforman o promueven
un entorno conflictivo, tales como la presencia de conductas cooperativas y/o competitivas,
se consideran importantes para el desarrollo de estrategias que conduzcan a alcanzar acuer-
dos satisfactorios entre las partes, o en su defecto, a mantener un estado regulado de las
hostilidades.

1.2. Dinámica de opinión

La dinámica de opinión es un área de estudio multidisciplinaria con presencia en diversos
campos de conocimiento, como son: psicoloǵıa, socioloǵıa, economı́a, finanzas, ciencias poĺıti-
cas y ciencia social computacional ([54, 57, 86-90]).

Los objetivos de la dinámica de opinión son investigar, modelar y evaluar los procesos de
evolución de las opiniones de los actores (o agentes) en el curso de sus interacciones sociales
para comprender su surgimiento, permanencia, variación y difusión.

Algunos conceptos clave en dinámica de opinión son: polarización, consenso y fragmenta-
ción de opinión, los cuales están relacionados con sucesos como: voto poĺıtico, persuasión,
manipulación, propagación de información en redes sociales y surgimiento de caracteŕısticas
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culturales.

Un punto de partida de los estudios desarrollados en dinámica de opinión lo constituye
la teoŕıa de la aguja hipodérmica de Laswell publicada en 1927 ([91]), la cual sugiere que
los medios de comunicación son una herramienta capaz de inyectar opiniones, creencias y
actitudes en la mente de las personas de manera rápida y efectiva, sin importar las diferencias
individuales o el contexto social. Con el paso de los años, los investigadores comenzaron
a darse cuenta de que la influencia de los medios de comunicación no era tan directa ni
unidireccional como sugiere esa teoŕıa y que las interacciones y la influencia social entre los
ciudadanos contribuyen de manera importante en los procesos de construcción de opinión.

Algunos principios y teoŕıas (reportados por la psicoloǵıa social) que son fundamentales
en la construcción y variación de las opiniones tanto en las interacciones intrapersonales como
en las interpersonales, son: principio de prueba social ([92]), principio de reciprocidad ([93]),
efecto de mera exposición ([94-97]), principio de simpat́ıa ([47-50]), sesgo de confirmación
([39-43]), principio de autoridad ([51-53]), efecto de halo ([98]), perseverancia de opiniones
([99]) y teoŕıa del balance estructural ([100-103]). De este modo, para obtener un modelo
que describa debidamente la dinámica de las opiniones de un sistema, es necesario tomar
en cuenta estos principios psicológicos según el enfoque de la investigación a desarrollarse,
justamente esto es lo que se hace en este trabajo desde el enfoque de la persuasión.

El sesgo de confirmación es la tendencia de las personas a buscar, interpretar y recordar
información que apoya sus propias creencias, expectativas o hipótesis, mientras que se discri-
mina o se da menor importancia a las ideas contrarias. Como advierte Kahneman, incluso
los cient́ıficos que se comprometen con una teoŕıa tienden a ignorar los datos inconsistentes,
concluyendo que los datos son incorrectos, no la teoŕıa ([42]).

El sesgo de confirmación conduce a la polarización principalmente cuando las personas se
rodean de información que respalda sus puntos de vista y evitan o desestiman información
que los contradice. En [104] se propone un modelo de dinámica de opinión para estudiar las
implicaciones del sesgo de confirmación en el surgimiento de grupos de actores con opiniones
homogéneas.

El modelo de dinámica de opinión que será propuesto en este trabajo pretende anali-
zar el efecto de la persuasión sobre individuos que están permanentemente bajo el efecto
de autoafirmación de opinión (caracteŕıstica fundamental del sesgo de confirmación), para
determinar si dichos individuos pueden ser encaminados a adoptar opiniones diferentes a su
opinión original cuando son expuestos a ideas que rebaten sus posturas.

En los modelos matemáticos de dinámica de opinión se usan valores numéricos para
representar las opiniones (estados) de los actores. De manera clásica, estos modelos se dividen
en dos categoŕıas según la cardinalidad del conjunto de opiniones que consideran, a saber:
modelos discretos y modelos continuos. Dentro del bloque discreto tenemos: modelo de
Sznajd ([105]), modelo del votante ([106, 107]) y modelo de la mayoŕıa ([108]). Por otra
parte, algunos ejemplos de modelos continuos son: modelo DeGroot ([109]), modelos de
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confianza acotada (como Deffuant-Weisbuch y Hegselmann-Krause, ver [110, 111]) y modelo
de opiniones continuas y acciones discretas ([112]).

Varias investigaciones han demostrado la utilidad de los modelos matemáticos de dinámica
de opinión en diversos ámbitos, como son: comercio electrónico ([113]), anticonformidad
estratégica y polarización ([114]), finanzas y negocios ([89]), transformación de opiniones
minoritarias en opiniones mayoritarias ([115]), influencia de los medios en la ideoloǵıa del
contenido en las redes sociales en ĺınea ([104, 116]), dinámica de opinión en grupos sociales
heterogéneos ([117]) y democracia en sistemas de votación de dos niveles ([118]).

En esta investigación se construirá un modelo de dinámica de opinión del tipo opiniones
continuas y acciones discretas (CODA por sus siglas en inglés). La caracteŕıstica principal de
este tipo de modelos es que los actores tienen una opinión que es continua, pero muestren
una actitud (postura) discreta. El modelo CODA seminal fue propuesto por Martins en 2008
([112]). Martins argumenta que muchas actitudes importantes de la vida real son discretas,
por ejemplo: manifestarse contra un régimen o no; votar por demócratas, republicanos o
abstenerse; fumar o no fumar; elegir entre varias parejas, etc., en todos estos casos la elección
de una actitud espećıfica es el resultado de cambios continuos y graduales de opinión.

Los modelos CODA han sido usados en diversos ámbitos, como son: impacto de las
opiniones de los compañeros en la iniciación al tabaquismo adolescente ([119]), surgimiento
de opiniones extremas ([120]), modelos discretos que se pueden obtener como casos ĺımite del
modelo CODA ([121]), modelos CODA con M acciones discretas posibles ([122]), efectos de
la atención selectiva en la promoción de nuevos productos ([123]) e impacto de los ĺıderes de
opinión en las acciones grupales ([124]).

El modelo de dinámica de opinión que será propuesto se basará en el modelo de conflicto
de N actores ([15]), de esa manera, al igual que los modelos CODA, el modelo contará con
presencia de memoria (la opinión de un actor al tiempo t afecta su opinión al tiempo t+ 1) lo
cual le brindará la capacidad de modelar situaciones inaccesibles para los modelos discretos
clásicos de dinámica de opinión que se caracterizan por la ausencia de memoria, lo que es
poco realista en diversos escenarios ([53, 92, 99]).

Dos cambios trascendentales entre el modelo de dinámica de opinión que será propuesto
respecto a los modelos CODA son: 1) las reglas de actualización de opiniones estarán basadas
en ecuaciones diferenciales, mientras que, en los modelos CODA se usa un enfoque probabilis-
tico de actualización bayesiana, 2) las opiniones de los actores estarán acotadas, mientras
que, en los modelos CODA vaŕıan sin restricciones en toda la recta real.

Se desea obtener un modelo de dinámica de opinión capaz de modelar sin inconvenientes
las interacciones con y sin presencia de homofilia, de esta manera, lograŕıa superar la limitación
de los modelos clásicos de confianza acotada que establece que las interacciones entre agentes
únicamente pueden existir cuando hay cierto grado de homofilia entre ellos. En particular,
en dichos modelos de confianza acotada se tiene que cuando las opiniones de dos actores
distan mucho, entonces no hay interacción entre ellos. Sin embargo, en varios estudios se ha
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reportado que la interacción entre dos agentes con opiniones muy dispares puede resultar en
un alejamiento aún mayor de sus posturas ([125-127]).

Los modelos de dinámica de opinión que pueden describir sin inconvenientes las interaccio-
nes con y sin presencia de homofilia podŕıan ayudar a modelar adecuadamente el principio de
autoridad, pues dicho principio implica que en ciertas ocasiones las personas se ven obligadas
a seguir la opinión de una figura de autoridad, incluso si esa opinión es incorrecta o contraria
a la suya ([51, 52]).

De manera general, los modelos de dinámica de opinión, han prestado poca atención al
efecto de la cooperación y la competencia entre agentes en la formación de opiniones, de hecho
algunos estudios existentes se enfocan principalmente en la cooperación dejando de lado la
competencia ([58]). En este trabajo se usarán digráficas signadas para describir cooperación
y competencia en los procesos de generación de opinión en entornos persuasivos, la dirección
y el signo de las aristas de las digráficas permitirá asignar roles cooperativos y competitivos
entre los nodos de la red.

Un trabajo pionero en dinámica de opinión sobre gráficas signadas es [59], en dicha
referencia Altafini estudia protocólos de consenso en presencia de interacciones cooperativas
y competitivas que le permiten llegar a la conclusión de que es posible lograr una forma de
consenso en presencia de interacciones antagónicas. Otros trabajos sobre dinámica de opinión
en redes signadas han estudiado cómo un ĺıder influye en la formación de las opiniones de sus
seguidores ([58, 128]). La principal diferencia entre estos modelos y el que será desarrollado
reside en que en el último la actualización de los estados de los actores se basará en el modelo
de conflicto de N actores en lugar del modelo de Altafini.

Es relevante mencionar que tanto en los trabajos de Altafini como en el aqúı presentado se
usan actualizaciones de opiniones basadas en ecuaciones diferenciales y no el enfoque de mode-
lación basada en agentes que ha imperado en los últimos años en el área de dinámica de opinión.

Recientemente se han desarrollado diversos trabajos con la intención de determinar un
conjunto de principios unificadores que permitan comparar todos los modelos de dinámica de
opinión dentro de un solo marco ([55, 129, 130]).

1.3. Objetivos de investigación

A continuación se presentan los objetivos generales y particulares de este trabajo de
investigación.

Objetivo general

Investigar las propiedades dinámicas del modelo de conflicto de N actores sobre redes con
distintas topoloǵıas de libre escala.
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Objetivos particulares

1. Realizar estudios anaĺıticos del modelo de conflicto de N actores para establecer algunos
comportamientos generales del sistema.

2. Construir redes de libre escala jerárquicas y no jerárquicas.

3. Elaborar el código para simular el modelo de conflicto de N actores.

4. Realizar evoluciones numéricas del modelo de conflicto de N actores sobre redes de
libre escala y comparar los resultados con los obtenidos de manera anaĺıtica para el
modelo de conflicto de N actores.

5. Proponer e implementar métricas para estudiar la dinámica generada por los estados
finales de los actores.

6. Proponer un modelo de dinámica de opinión con enfoque en persuasión, basado en el
modelo de conflicto de N actores, sobre digráficas de tres nodos.

7. Realizar estudios anaĺıticos del modelo de dinámica de opinión para establecer compor-
tamientos generales del sistema.

8. Elaborar el código para simular el modelo de dinámica de opinión.

9. Realizar evoluciones numéricas sobre las digráficas y comparar los resultados con los
obtenidos de manera anaĺıtica para el modelo de dinámica de opinión.

10. Modelar y analizar caracteŕısticas fundamentales de diversos principios reportados por
la psicoloǵıa social mediante el modelo de dinámica de opinión propuesto.

1.4. Justificación

La realización de este trabajo consiste en, investigar las propiedades dinámicas obtenidas
al generalizar el modelo de conflicto de dos actores de Liebovitch et al. ([20]) a un mode-
lo de conflicto de N actores (ver la sección 2.2) sobre redes de libre escala con topoloǵıas
diversas. Para ello considera la investigación desarrollada por [15], en redes de mundo pequeño.

En particular, esta investigación se enfoca en estudiar el modelo de conflicto de N actores
usando redes de libre escala ([29-31]) y algunas variaciones de estas redes que se obtienen
al considerar estructuras jerárquicas ([32-34]), diferentes niveles de asortatividad ([35, 36])
y presencia de clubes de ricos ([37, 38]). De esta manera, este trabajo permitirá analizar el
modelo de conflicto de N actores sobre redes que poseen distribuciones de grado más allá
de mundo pequeño, en las cuales se representan los nodos con un número excepcionalmente
grande de enlaces (hubs), aśı como su proporción respecto al resto de nodos de la red, permi-
tiendo saber cómo la presencia de este tipo de nodos, y las formas en las que se relacionan
entre śı y con el resto de los nodos de la red, afectan la evolución dinámica de todo el sistema
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en escenarios que son inaccesibles para otros tipos de redes, como las redes de mundo pequeño.

Por otra parte, en este trabajo también se explorará si el modelo de conflicto de N actores
o ligeras variaciones de este, pueden ser de utilidad para modelar caracteŕısticas importantes
de fenómenos del área de dinámica de opinión, como por ejemplo la persuasión, una resolución
favorable de esta proposición permitiŕıa expandir el alcance del modelo de conflicto de N
actores.

1.5. Hipótesis de investigación

En cualquier versión de las redes de libre escala la presencia de cantidades similares de
interacciones cooperativas y competitivas genera la menor divergencia de los valores de los
estados de los actores. A medida que los hubs poseen grados más grandes en las redes de libre
escala (es decir, para valores bajos del exponente de la distribución de grado) las dispersiones
de las métricas son mayores en los casos donde las interacciones son mayoritariamente
cooperativas o competitivas.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo se incluyen las definiciones, referencias, notas técnicas y notas explicativas
de los conceptos de redes complejas, modelos matemáticos y psicoloǵıa social que son usados
a lo largo de la presente tesis.

2.1. Generalidades de las redes

Definición 1 Una red G es un par ordenado G = (V,E), donde V es un conjunto finito de
vértices (nodos) y E es un conjunto de aristas (conexiones o enlaces) que relacionan parejas
de nodos de V . Los elementos de E se representan como parejas ordenadas de elementos de
V , es decir E ⊂ V × V . En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de una red.

Definición 2 El orden de una red, G = (V,E), se define como la cantidad de elementos
del conjunto V .

Definición 3 Sea G = (V,E) una red. Se dice que G es una red no dirigida si las parejas
ordenadas (a, b) y (b, a) representan la misma arista para cada par de elementos a, b ∈ V .
Por ejemplo, una red en la cual las aristas representan carreteras entre ciudades es una red
no dirigida, pues si existe una carretera de una ciudad A a una ciudad B, entonces también
existe una carretera de la ciudad B a la ciudad A. Por otro lado, se dice que G es una red
dirigida (o digráfica) si existen a, b ∈ V tales que las parejas ordenadas (a, b) y (b, a)
representan distintas aristas. Por ejemplo, una red en la cual las aristas representan relaciones
de confianza entre personas es una red dirigida, pues si una persona A conf́ıa en una persona
B, no es cierto que necesariamente la persona B también conf́ıa en la persona A.

Nota 1 La definición 3, implica que la presencia de una arista en el conjunto de aristas de
una red está determinada por el tipo de la red en cuestión, es decir, si es una red dirigida o
no dirigida. Por ejemplo, si G = (V,E) es una red no dirigida y (v, w) ∈ E, entonces se tiene
que (w, v) ∈ E.

Definición 4 Dada una red G = (V,E) y v ∈ V , se dice que w ∈ V es un nodo vecino del
nodo v si y sólo si (v, w) ∈ E .
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Definición 5 Dada una red G = (V,E), el grado de un nodo v ∈ V se define como la
cantidad total de nodos vecinos que tiene v. Al mı́nimo (respectivamente máximo) número
que es igual al grado de algún nodo de la red, se le conoce como grado mı́nimo de la red
(respectivamente grado máximo de la red).

Definición 6 Dada una red G = (V,E), y v ∈ V se dice que v es un hub de G, si el grado
de v es excepcionalmente grande comparado con el grado de la mayoŕıa de los vértices de G.
En la práctica generalmente se considera que un nodo es un hub de una red si está enlazado
(mediante una arista) al menos al 80% del total de nodos de la red y la proporción entre los
nodos que son hubs respecto a los que no lo son es de 20% a 80%.

Definición 7 Dada una red no dirigida G con conjunto de vértices {v1, . . . , vN}. Se dice que
una sucesión {p1, . . . , pN} es una sucesión de grados de la red G si para cada 1 ≤ i ≤ N
se tiene que el nodo vi posee grado pi. En general, las sucesiones de grado de las redes suelen
ordenarse de manera decreciente.

Definición 8 Sea G = (V,E) una red. Las aristas de la forma (a, a) para cada a ∈ V , son
conocidas como lazos.

La siguiente definición es importante porque constituye una forma de representar redes
usando matrices. Esto es fundamental cuando se introducen dinámicas sobre una red a través
de ecuaciones diferenciales vinculadas a las aristas de la red, tal como se hace en este trabajo.

Definición 9 Sea V = {v1, . . . , vn}. La matriz de adyacencia, A, de una red dirigida
G = (V,E) es aquella que satisface: 1) A es una matriz cuadrada de dimensión n, 2) Aij = 1
si y sólo si (vi, vj) ∈ E y 3) Aij = 0 si y sólo si (vi, vj) /∈ E.
Si ahora suponemos que G es una red no dirigida, entonces por la nota 1 la matriz de
adyacencia de G se define como en el caso en que G es dirigida, pero suponiendo que
si (vj, vi) ∈ E, entonces (vj, vi) ∈ E. Esta última condición implica que las matrices de
adyacencia de las redes no dirigidas siempre son simétricas. La figura 2.1 muestra un ejemplo
de la matriz de adyacencia de una red no dirigida.

Definición 10 Se dice que una red es una red signada si sus aristas son asignadas con
signos positivos y negativos. De este modo, las aristas de una red signada permiten espećıficar
los tipos de interacciones entre vértices. En este trabajo las aristas negativas denotarán
retroalimentación competitiva y las positivas retroalimentación cooperativa.

Definición 11 Sea A ∈ MN×N la matriz de adyacencia de una red de orden N . Dados
cij ∈ R, con 1 ≤ i, j ≤ N , se dice que una matriz C ∈ MN×N es la matriz de interacción
de la red si se cumple que: si Aij = 0, entonces Cij = 0; y si Aij ̸= 0, entonces Cij = cij.
En otras palabras, la matriz de interacción se obtiene a partir de la matriz de adyacencia al
considerar diversos valores numéricos (tanto positivos como negativos) en sus entradas no
nulas. De esta manera, la matriz de interacción describe una red cuyas aristas tienen peso
(|cij|) y signo (sgn(cij)). La figura 2.1 muestra la matriz de interacción de una red.
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Definición 12 El porcentaje de entradas positivas en la matriz de interacción,
denotado por p+, se refiere al porcentaje de entradas positivas respecto a las entradas no
nulas de la matriz de interacción (ver la figura 2.1). De esta manera, cuando p+ = 0 todas
las interacciones entre los actores de la red son competitivas (en este trabajo dos entradas
negativas de la matriz de interacción asociadas a una arista significan que la arista describe
una interacción competitiva entre los vértices correspondientes a dichas entradas), en cambio,
si p+ = 100 todas las interacciones entre los actores de la red son cooperativas (en este
trabajo dos entradas positivas de la matriz de interacción asociadas a una arista significan
que la arista describe una interacción cooperativa entre los vértices correspondientes a dichas
entradas).

Figura 2.1: Las matrices de adyacencia y de interacción de una red no dirigida con 5 vértices
y 5 aristas. En esta red el porcentaje de entradas positivas en la matriz de interacción es de
40 % (ver la definición 12) y las aristas (2,3), (1,4) y (2,5) denotan interacciones cooperativa,
competitiva y mixta, respectivamente (ver la definición 31).

Definición 13 Se dice que una red es completa si cualesquiera dos nodos de la red
conforman una arista de la red. Las redes completas son las que poseen el máximo número
de aristas (sin considerar lazos) dentro del conjunto que contiene a todas las redes con un
mismo conjunto de vértices.

Definición 14 Sea V = {v1, . . . , vn} y sea G = (V,E) una red. Dados dos vértices vs1 , vsp ∈
V , se dice que una sucuencia de vértices de la red, vs1vs2 . . . vsp−1vsp, es un camino entre los
vértices vs1 y vsp, si se cumple que: 1) vsi ̸= vsi+1

, 2) (vsi , vsi+1
) ∈ E y 3) todas las aristas

conformadas por vértices consecutivos de la secuencia son diferentes. Si vs1vs2 . . . vsp es un
camino entre los vértices vs1 y vsp , y además vs1 = vsp , entonces se dice que el camino es
cerrado.

Definición 15 La longitud de un camino es la cantidad de nodos presentes en la secuencia
del camino menos uno. Por ejemplo, se tiene que el camino abc posee longitud 2.

Definición 16 La distancia entre dos nodos a, b, la cual es denotada por d(a, b), se define
como la mı́nima longitud que posee un camino entre ellos, es decir

d(a, b) = mı́n{s|existe un camino entre a y b de longitud s}.

Cuando no existen caminos entre dos vértices la distancia entre ellos no está definida.
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Definición 17 Decimos que una red es conexa si entre cualesquiera dos vértices existe un
camino entre ellos.

Definición 18 Sea G = (V,E) una red conexa. El diámetro de G se define como

diámetro(G) = máx{d(a, b)|a, b ∈ V }.

Definición 19 El coeficiente de correlación de grados, r, propuesto en [35], se define
como

r =
M−1

∑
i jiki − [M−1

∑
i
1
2
(ji + ki)]

2

M−1
∑

i
1
2
(j2i + k2

i ) − [M−1
∑

i
1
2
(ji + ki)]2

,

donde ji, ki son los grados de los vértices que forman la i-ésima arista, con i ∈ {1, . . . ,M}.

Definición 20 La definición 19 implica que r ∈ [−1, 1]. Decimos que la red es: asortativa,
si r > 0; disortativa, si r < 0; y neutra, si r = 0. A grandes rasgos, una red es asortativa,
si las aristas unen nodos de grados altos con nodos de grados altos; disortativa, cuando las
aristas unen nodos de grados altos con nodos de grados bajos; y neutra, si los enlaces entre
nodos se realizan de manera aleatoria respecto a su grado. En [35] se comprueba que la red
de coautores cient́ıficos en f́ısica es asortativa; la red alimentaria marina es disortativa; y la
red del modelo de Barabási-Albert es neutra.

Definición 21 La expresión correlación entre nodos de una red se refiere a la diversidad
de tipos de redes según su coeficiente de correlación de grados (asortativas, disortativas o
neutras). En algunos trabajos también se le suele llamar mezcla asortativa de la red. En
esta tesis se estudia cómo la correlación entre nodos afecta las configuraciones de las opiniones
finales de un sistema social.

Definición 22 Sea G = (V,E) una red. El coeficiente de clustering o simplemente clus-
tering de G, denotado por C, es un valor que nos permite cuantificar el nivel de transitividad
existente en la red, donde la relación sobre la cual se define la transitividad es “formar
una arista”. De esta manera, la red es transitiva si siempre que (a, b), (b, c) ∈ E, entonces
(a, c) ∈ E. El coeficiente de clustering se define como

C =
número de caminos cerrados de longitud tres

número de caminos de longitud dos
.

De este modo, C ∈ [0, 1], donde C = 1 significa que la red posee transitividad perfecta. Es
importante mencionar que según la definición 14, dados u, v, w ∈ V , se tiene que los caminos
uvw y wvu son distintos, por lo cual deben ser contados separadamente para el cálculo de C.

Definición 23 Dada una red G, una subred de G es una red formada por un subconjunto
del conjunto de vértices de G y por todas las aristas de G formadas por la unión de vértices
en dicho subconjunto.
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Definición 24 Dada una red G, un club de ricos de G es una subred de G formada por un
subconjunto de los hubs de la red, tal que sus vértices cumplen dos condiciones: 1) están bien
conectados entre śı (es decir, existe una cantidad elevada de aristas entre ellos) y 2) están
preferentemente unidos entre ellos que con el resto de los vértices de la red. A la primera
condición se le llama conectividad del club de ricos, y a la segunda, distribución de enlaces
nodo-nodo (para más detalles ver [37]).

Definición 25 El coeficiente de club de ricos se define como el cociente entre el total
de aristas existentes y el total de aristas posibles entre los nodos que conforman el club de
ricos. En esta tesis se construyen clubes de ricos que poseen coeficiente de club de ricos igual
a 1, es decir, clubes de ricos en los cuales sus vértices forman una red completa.

Definición 26 La distribución de grado de una red, P (k), donde k es el grado, es una
función de densidad de probabilidad que determina la posibilidad de que un vértice elegido de
manera aleatoria tenga grado k. La distribución de grado de la red permite describir varias
propiedades relacionadas con la conectividad de la red.

Definición 27 Se dice que una red es de mundo pequeño si la red tiene un coeficiente
de clustering alto y se satisface que el promedio de la distancia entre sus nodos es de orden
log(N), donde N es el orden de la red. Generalmente, la distribución de grado de una red de
mundo pequeño es aproximada mediante distribuciones de tipo Poisson. Las referencias [27,
28, 30, 131-133] dan ejemplos y descripciones de propiedades de las redes de mundo pequeño.

Nota 2 La propiedad de mundo pequeño (o de seis grados de separación) establece que
cualesquiera dos personas en el planeta, sin importar su posición geográfica, pueden ser
conectadas a través de una cadena de seis o menos conocidos comunes. Esto constituye la
base de los modelos de redes de mundo pequeño, en las cuales la distancia entre cualesquiera
dos nodos de la red es pequeña.

Definición 28 Las variables aleatorias con funciones de densidad de la forma

P (k) = Ck−α,

donde α > 0 es una constante y C es una constante de normalización de la densidad,
se conocen como distribuciones de tipo ley de potencias, a la constante α se le llama
exponente de la ley de potencias.

Definición 29 Se dice que una red es de libre escala si se satisface que su distribución
de grado es de tipo ley de potencias y su diámetro es de orden log(N), donde N es el orden de
la red. Se ha observado que el promedio de la distancia entre los nodos de una red de libre
escala es de orden log(log(N)). La principal caracteŕıstica de estas redes es que permiten
modelar adecuadamente la existencia de una pequeña cantidad de vértices con una gran
cantidad de vecinos (hubs), mientras que, al mismo tiempo la mayoŕıa de los vértices en la
red presentan muy pocos vecinos.
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Nota 3 Las redes de libre escala han desempeñado un papel trascendental en la comprención
de procesos dinámicos en áreas muy diversas como: comunicaciones digitales ([134, 135]), nivel
de sistema autónomo de internet ([37, 136]), redes de colaboradores en proyectos de código
abierto ([137]), inteligencia artificial ([138, 139]), optimización ([140]), transporte ([141, 142]),
neuroloǵıa ([143, 144]), epidemioloǵıa ([145, 146]), redes de sensores inalámbricos ([147]),
bioloǵıa ([148, 149]), evolución de comportamientos cooperativos ([150, 151]) y dinámica de
opinión ([152, 153]).

Definición 30 Se dice que una red es jerárquica si la red es de libre escala y posee un
alto valor de coeficiente de clustering.

Nota 4 En [32] se argumentó que varias redes reales tienen estructura jerárquica, entre
ellas están: world wide web, red de actores de Hollywood, internet en el nivel de dominio, red
de comercio mundial y redes metabólicas.

2.2. El modelo de conflicto de N actores

El modelo de conflicto de N actores que se usa en la primera etapa de investigación de
este trabajo fue tomado de [15] y está dado por:

dxi(t)

dt
= −mixi(t) +

N∑
j=1

Aijcij tanh(xj(t)), 1 ≤ i ≤ N, (2.1)

donde xi(t) es el estado del actor i al tiempo t, mi > 0 es la tendencia hacia la opinión
neutral del actor i (o la inercia al cambio del actor i), N es el número de actores (nodos)
de la red, A es la matriz de adyacencia de la red (Aii = 0, 1 ≤ i ≤ N), |cij| es la fuerza
de la retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi, sgn(cij) describe el tipo de
retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi (positiva para cooperación y negativa
para competencia) y tanh es la función tangente hiperbólica.

Nota 5 Debido a que dxi(t)/dt = −mixi(t) tiene por solución e−mixi(t) (donde mi > 0), se
sigue que si un actor no recibe retroalimentación por parte de sus vecinos, entonces su estado
evolucionará al estado neutro (el estado neutro está representado por el valor 0 y es un estado
sin posibilidad de surgimiento de conflicto), lo cual es un comportamiento deseado del modelo,
pues el surgimiento de un conflicto entre actores es imposible en ausencia de interacciones
entre ellos, justamente este hecho es el motivo por el que se pide que mi > 0, para 1 ≤ i ≤ N .

Nota 6 La hipótesis Aii = 0, 1 ≤ i ≤ N , implica que el primer sumando del lado derecho de
la igualdad describe completamente la dinámica autodependiente de un actor, esta condición
determina la ausencia de lazos en las redes sobre las que se usa el modelo de conflicto
de N actores. Esto implica que en la primera etapa de investigación los actores nunca se
retroalimentan a śı mismos, lo cual cambia en la segunda etapa de investigación, donde los
actores śı pueden retroalimentarse a śı mismos.
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Nota 7 La retroalimentación cooperativa y competitiva entre actores es definida conforme al
trabajo desarrollado por el psicólogo social Morton Deutsch ([23, 24]), quien es considerado
uno de los fundadores de la teoŕıa de resolución de conflictos. Las ideas de cooperación y
competencia de Deutsch [23, 24] pueden describirse de la siguiente manera: un actor ejerce
retroalimentación cooperativa sobre otro, si al poseer estado positivo, entonces incrementa
el estado positivo del otro actor, y al poseer estado negativo, entonces incrementa el estado
negativo del otro actor; en tanto que, un actor ejerce retroalimentación competitiva sobre
otro, si al poseer estado positivo, entonces incrementa el estado negativo del otro actor, y
al poseer estado negativo, entonces incrementa el estado positivo del otro actor. De este
modo, en el modelo de conflicto (2.1) se tiene que cuando c > 0, entonces c tanh(xj) describe
retroalimentación cooperativa por parte de xj, y cuando c < 0, entonces c tanh(xj) describe
retroalimentación competitiva por parte de xj.

Definición 31 Sean xi, xj dos nodos de una red. Decimos que la interacción entre los
actores xi, xj según el modelo de conflicto (2.1) es: cooperativa, si cij, cji > 0; competitiva,
si cij, cji < 0; y mixta, si cij, cji tienen signos opuestos. En la figura 2.1 podemos ver
que las aristas (2,3), (1,4) y (2,5) denotan interacciones cooperativa, competitiva y mixta,
respectivamente.

Nota 8 Si tomamos cij ∈ {q,−q} para algún q ∈ R+, 1 ≤ i, j ≤ N , entonces c tanh(xj)
satisface tres condiciones referentes al modelo de conflicto establecidas en [20]: 1) los actores
influyen proporcionalmente entre ellos, 2) a niveles altos de influencia la retroalimentación
de los actores no tiende a infinito, sino que converge a un valor fijo, 3) el cambio de la
retroalimentación ejercida de un nodo hacia otro se pueda dar cambiando simplemente el
signo de un parámetro del modelo.

2.3. El modelo de dinámica de opinión

El modelo de dinámica de opinión, con enfoque en persuasión, que se propone en la
segunda etapa de investigación de este trabajo está dado por:

dx0(t)/dt = −m0x0(t) + c02 tanh(x2(t))
dx1(t)/dt = −m1x1(t) + c10 tanh(x0(t)) + c11 tanh(x1(t)) + c12 tanh(x2(t))
dx2(t)/dt = −m2x2(t) + c20 tanh(x0(t))

(2.2)

donde c02, c20 < 0, c10, c12 ≥ 0, c11 > 0, xi(t) es el estado del actor xi al tiempo t, mi > 0
representa la tendencia hacia la opinión neutra del actor xi (o la inercia al cambio del
actor xi), |cij| es la magnitud de la fuerza de autoridad que el actor xj ejerce sobre el actor
xi, sgn(cij) describe el tipo de retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi

(cooperación/competencia) y | tanh(xj(t))| es la magnitud de la fuerza de la persuasión al
tiempo t que es emitida por el actor xj.

Nota 9 En el modelo de dinámica de opinión se consideran exclusivamente redes con tres
actores, x0, x1, x2, en las que se satisface que los actores x0, x2 conforman un subsistema
de ecuaciones de dos actores del tipo (2.1), es decir, la dinámica de las opiniones de los
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actores x0 y x2 en el modelo de dinámica de opinión está dada por el modelo de conflicto
(con N = 2). Note que en particular, en el modelo de dinámica de opinión los actores x0, x2

no están influenciados por el actor x1; sin embargo, el actor x1 śı está influenciado por los
actores x0, x2. Esto último implica que las redes sobre las cuales se usa la ecuación (2.2) son
redes dirigidas (digráficas).

Nota 10 Todos los parámetros del sistema de ecuaciones (2.2) son iguales a los del sistema
(2.1), pero en el modelo de dinámica de opinión se consideran dos maneras en que un actor
influye sobre otro, a saber, fuerza de autoridad y fuerza de persuasión, mientras que en el
modelo de conflicto no se hace distinción entre dichas formas de influencia.

Nota 11 En el modelo (2.2) se piden restricciones espećıficas sobre los signos de los términos
cij, esto es justamente lo que posibilita el estudio de la persuasión en la red, pues los actores
x0, x2 brindan retroalimentación cooperativa al actor x1 atrayéndolo hacia sus respectivas
posturas (ver la nota 7), mientras que entre ellos la retroalimentación es competitiva, generando
que evolucionen hacia posturas iguales en magnitud pero contrarias en signo (ver la parte de
retroalimentación fuerte negativa-negativa en [20]).

Nota 12 Dos diferencias esenciales entre el modelo de dinámica de opinión y el modelo de
conflicto de N actores son: 1) el modelo de dinámica de opinión śı considera redes con lazos,
esto debido a la presencia del término c11 > 0 que indica que el actor x1 se retroalimenta
positivamente a śı mismo a través del tiempo (ver la nota 14), 2) en el modelo de dinámica de
opinión, a diferencia del modelo de conflicto, se piden restricciones espećıficas sobre los signos
de los términos cij, esto permite estudiar la postura adoptada por x1 cuando es persuadido
por dos actores que defienden posturas contrarias en constante relación de competencia entre
śı.

Nota 13 Cuando el actor x1 no recibe influencia por parte de los actores x0, x2 para adoptar
sus respectivas opiniones, se tiene que el modelo (2.2) satisface las siguientes tres condiciones
fundamentales relacionadas con la autoafirmación de opinión y por ende con el sesgo de
confirmación (ver la definición 33): 1) si la opinión inicial del actor x1 es cero (opinión neutra),
su opinión final será también cero, 2) si la opinión inicial del actor x1 es ligeramente positiva
su postura final será más positiva, 3) si la opinión inicial del actor x1 es ligeramente negativa
su postura final será más negativa. Estos tres hechos se ilustran en la tabla 4.1.

La siguiente definición es propia de este trabajo y se formula porque tiene consecuencias
positivas en la estructura de la tesis.

Definición 32 En este trabajo se dice que un escenario es simple cuando puede describirse
mediante la variación de un sólo parámetro del modelo de dinámica de opinión y, además,
el valor de todos los parámetros no se modifica externamente durante el desarrollo de cada
simulación (ver la tabla 3.3). Por otra parte, se dice que un escenario es compuesto
si su descripción requiere de la variación simultánea de más de un parámetro del modelo
de dinámica de opinión o de la variación de manera externa de algún parámetro en algún
momento de cada simulación (ver la tabla 3.4).
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2.4. Principios de psicoloǵıa social

En esta sección se definen algunos principios, sesgos y efectos de la psicoloǵıa social que
se mencionan a lo largo de la tesis, los cuales han sido reportados como fundamentales en
la formación y variación de las opiniones. Algunas caracteŕısticas de estos principios fueron
descritas adecuadamente por el modelo de dinámica de opinión propuesto en este trabajo.

Definición 33 El sesgo de confirmación es la tendencia de las personas a buscar, inter-
pretar y recordar información que reafirma sus creencias, expectativas o hipótesis preexistentes,
mientras que, ignoran o dan mucho menor crédito a la información que las contradice (para
más detalles consultar [39-43]).

Nota 14 La hipótesis c11 > 0 en el modelo de dinámica de opinión (2.2) implica que el
actor x1 autoafirma permanentemente su opinión, pues se retroalimenta cooperativamente a
śı mismo todo el tiempo (ver la definición 31 y la nota 7). Esta caracteŕıstica del actor x1 se
mantiene presente durante todo el trabajo desarrollado en dinámica de opinión debido a su
estrecha relación con el sesgo de confirmación, el cual ha sido descrito como un fenómeno
ubicuo en las interacciones sociales (ver [39]).

Definición 34 En este trabajo la persuasión fallida se refiere a una situación en la que,
a pesar de los intentos de los actores persuasores por persuadir a un receptor para adoptar
sus posturas esto no sucede. En la psicolǵıa social se han analizado situaciones que pueden
dar lugar a la persuasión fallida, o generar que los receptores se vuelvan más resistentes a
cambiar su opinión o comportamiento, algunos conceptos y teoŕıas relacionadas con estos
sucesos son: teoŕıa de la inoculación, teoŕıa de la disonancia cognitiva y reactancia psicológica
([44-46, 154, 155]).

Definición 35 En este trabajo el término persuasión inicial se usa para referirse a las
diferentes capacidades persuasivas de los mensajes o argumentos que influyen en la opinión
o comportamiento de una persona en el primer contacto. Hay varios factores que pueden
aumentar la fuerza de persuasión inicial, por ejemplo: mensajes claros y simples ([156-158]),
mensajes presentados en forma narrativa ([159-161]), si el receptor se encuentra en deuda
con el emisor debido a algún favor o acto de generosidad (principio de reciprocidad, ver [53,
162]), la percepción de que una oferta es limitada en cantidad o tiempo (principio de escasez,
ver [53]), argumentos que son aceptados por la mayoŕıa (principio de sanción social, ver [48])
y argumentos dif́ıciles de refutar (modelo de la inoculación, ver [154, 163]).

Definición 36 La homofilia o principio de simpat́ıa sugiere que las personas tienen
una tendencia a favorecer y relacionarse con individuos cuyas opiniones son semejantes a las
suyas en detrimento de miembros de otros grupos de opinión ([47-50]).

Definición 37 El principio de autoridad manifiesta que las personas suelen sentirse
más inclinadas a seguir las órdenes o consejos de una persona que perciben como una figura
de autoridad o experta en un tema determinado. En particular, las personas pueden ser
persuadidas para actuar en contra de sus propias convicciones y valores si se les da una orden
por parte de una figura de autoridad ([51-53]).
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Definición 38 El principio de sanción social dice que en ciertas situaciones las personas
determinan su actitud o forma de pensar con base en las acciones o la forma de pensar
de la mayoŕıa. Una posible causa de este comportamiento es que las personas creen que la
posibilidad de equivocación disminuye si se gúıan por el comportamiento de la mayoŕıa. ([53,
164]).

Definición 39 La teoŕıa del balance estructural dice que las personas o grupos tienen
una necesidad innata de mantener un equilibrio entre sus pensamientos, sentimientos y
comportamientos en sus relaciones interpersonales o intergrupales, ante el desequilibrio, se
experimenta una incomodidad psicológica que las motiva a restaurar el equilibrio. Algunas
formas de restauración de equilibrio pueden involucrar cambios de opinión sobre el tema en
cuestión, intentos de persuadir a los demás de adoptar nuestras opiniones o rompimientos de
relaciones con las partes discrepantes ([100-103]).
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

A continuación expondremos la metodoloǵıa seguida en este trabajo de investigación. Para
una adecuada descripción de los procesos realizados, este caṕıtulo se divide en dos secciones
la primera para describir el trabajo referente a teoŕıa de resolución de conflictos y la segunda
para dinámica de opinión.

3.1. Teoŕıa de resolución de conflictos

La dinámica de los estados de los actores que conforman la red fue introducida mediante
el modelo de conflicto de N actores (para más detalles del modelo, ver la sección 2.2), el cual
está dado por:

dxi(t)

dt
= −mixi(t) +

N∑
j=1

Aijcij tanh(xj(t)), 1 ≤ i ≤ N,

donde xi(t) es el estado del actor i al tiempo t, mi > 0 es la tendencia hacia la opinión
neutral del actor i (o la inercia al cambio del actor i), N es el número de actores (nodos)
de la red, A es la matriz de adyacencia de la red (Aii = 0, 1 ≤ i ≤ N), |cij| es la fuerza
de la retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi, sgn(cij) describe el tipo de
retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi (cooperación/competencia) y tanh
es la función tangente hiperbólica.

El modelo de conflicto de N actores fue implementado sobre redes de orden 1200 (redes no
jerárquicas) y 625 (redes jerárquicas). Dichas redes se tomaron no dirigidas, de esta manera
si un actor i brinda retroalimentación a un actor j, entonces el actor j también lo hace so-
bre el actor i. Además, la condición Aii = 0 determinó la ausencia de lazos en las redes usadas.

Basados en [20] se tomaron los valores mi = 0.9 y |cij| = 5, 1 ≤ i, j ≤ N , donde lo último
se debió a que se observó que la estabilización del sistema de dos actores se da de manera
más rápida cuando tomamos |cij| = 5 en lugar de |cij| = 3. Por otro lado, como se satisface
la condición mi < |cij|, 1 ≤ i, j ≤ N , entonces la retroalimentación entre cualesquiera dos
actores de la red es del tipo retroalimentación fuerte, en[20] se determinó que este tipo de
retroalimentación genera configuraciones finales diversas y que cuando ocurre que mi > |cij|
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todos los actores evolucionan al estado neutro, 0.

La diversidad de interacciones cooperativas, competitivas y mixtas se fijaron mediante los
porcentajes de entradas positivas en la matriz de interacción, p+ (ver las definiciones 11 y
12). Las cantidades y tipos de interacciones en la red para diversos valores de p+ siguen el
patrón mostrado en la figura 3.1, una explicación sobre la simetŕıa en dicha figura se da en el
apéndice 4.2.2.

La evolución temporal de los estados de los actores xi, 1 ≤ i ≤ N , fue descrita mediante
el uso de integración numérica Runge-Kutta de cuarto orden con 1000 pasos en el tiempo,
donde los estados iniciales de los actores fueron asignados usando distribuciones uniformes en
el intervalo (−1, 1), esto implica que al tiempo inicial, t0, la red posee cantidades similares de
actores con estados positivos y negativos. La implementación de la integración numérica se
hizo utilizando el lenguaje de programación Python.

Figura 3.1: Porcentajes totales de los tres tipos de interacciones obtenidas en la red para
diferentes valores de p+.

3.1.1. Construcción de redes y métricas

En este trabajo se realizaron dos bloques de construcción de redes. Todas las redes
construidas fueron conexas, pues por las caracteŕısticas del modelo de conflicto de N actores,
los nodos aislados no influyen en el estado final del sistema.

El primer bloque de construcción de redes consideró redes de libre escala no jerárquicas
de orden 1200, con grado mı́nimo 2, diversos exponentes de distribución de grado y tres
tipos de correlación entre nodos: asortativa, disasortativa y neutra (ver figura 3.2). Los
exponentes se tomaron en el intervalo [2.125, 3.5] con saltos de longitud 0.125. A medida
que el exponente decrece los hubs de la red tienen grados más altos. Por otro lado, si r
denota el coeficiente de correlación de grados (ver las definiciones 19, 20 y 21), se instauró
que la red es: asortativa, si r > 0.15; disortativa, si r < −0.15; y neutra, si −0.030 < r < 0.030.
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En el primer bloque de construcción de redes se utilizó la técnica de construcción de redes
de libre escala llamada modelo de configuración, la cual permite crear sucesiones de grados
de redes de libre escala con un exponente predeterminado sobre un conjunto arbitrario de
nodos, dos aspectos importantes del modelo de configuración son la determinación del grado
máximo de la red ([165]) y el método para generar los grados de los nodos (se usó probability
transformation method descrito en [166]).

Una vez creadas las sucesiones de grados se usó el procedimiento introducido por Doyle et
al. ([167]) para producir tres configuraciones de mezcla asortativa. Brevemente, los nodos se
ordenaron de mayor a menor según su grado. Luego, para generar una red asortativa, primero
se consideró el nodo con el grado más alto y se agregaron enlaces a otros nodos en orden
descendente hasta completar su grado, después se hizo lo mismo con el resto de los nodos. De
manera opuesta, para generar una red disasortativa, se partió del nodo con mayor grado y
se añadieron, en primer lugar, los enlaces a los nodos de menor grado en orden ascendente.
Finalmente, para generar una red neutra, los nodos se vincularon de forma aleatoria sin
tomar en cuenta sus grados. En todos los casos considerados, se evitó la repetición de enlaces
y la creación de lazos.

En el segundo bloque de construcción de redes se crearon redes jerárquicas deterministas
de Ravasz-Barabási de orden 625 (ver (d) en la figura 3.2), esto se realizó siguiendo las
indicaciones de la referencia [32], en la cual se justifica que dichas redes poseen exponente de
distribución de grado α = 2.161.

En este trabajo los órdenes de las redes fueron elegidos considerando un valor factible de
implementar computacionalmente en una computadora convencional de uso personal. En el
caso de las redes jerárquicas, el orden fue de 625 debido a que el orden de las redes jerárquicas
deterministas de Ravasz-Barabási aumenta en potencias de 5, de tal manera que el siguiente
orden de una red de Ravasz-Barabási con orden mayor a 625 es 3125, pero usar redes de orden
3125 generaba complicaciones por la limitación de la capacidad computacional disponible.

Usando como base las redes jerárquicas se crearon otros dos tipos de redes: la primera
consistente de unir nodos no enlazados mediante el cruce de aristas (preservando el grado de
los nodos) y la segunda, en la construcción de un club de ricos con el 4 % de los hubs más
conectados de la red, de tal manera que el coeficiente de club de ricos es 1, ver las definiciones
24 y 25. A las redes obtenidas en la primera modificación de las redes jerárquicas se les llamó re-
des aleatorias y a las de la segunda modificación se les llamó redes jerárquicas con club de ricos.

La construcción de redes aleatorias permitió obtener redes de libre escala no jerárquicas
de orden 625 con el propósito de realizar comparaciones entre este tipo de redes y redes
jerárquicas del mismo orden. Por otro lado, las redes jerárquicas con club de ricos se usaron
para estudiar la influencia global que tienen las élites en el sistema y lo que sucede cuando
estas son totalmente cooperativas o competitivas.

Con la intención de medir los cambios en los estados de los actores a través del tiempo,
en función de la topoloǵıa de la red y de la cantidad inicial de interacciones cooperativas,
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Figura 3.2: Casos ilustrativos de las redes de libre escala usadas en este trabajo. (a) red
disortativa, (b) red neutra, (c) red asortativa y (d) red jerárquica determinista de Ravasz-
Barabási de orden 625. Los nodos de mayor tamaño y colores profundos representan los hubs
de la red.
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competitivas y mixtas, se usaron las métricas globales que se enlistan a continuación. En
todas las métricas N denota el orden de la red.

El promedio de los valores absolutos de los estados finales,

|x| =
1

N

i=N∑
i=1

|xi|, (3.1)

donde |xi| es el valor absoluto del estado final del i-ésimo actor.

La distancia de acuerdo al signo,

L = |x+ − x−|, (3.2)

donde x+ (x−) representa el promedio de todos los estados finales positivos (negativos)
de la red.

La distancia global media,

D =
2

N(N − 1)

N∑
i=1

N∑
j≥i

|xi − xj|, (3.3)

donde xi, xj denotan los estados finales del i-ésimo y j-ésimo actor, respectivamente.

El rango normalizado del número de nodos negativos y positivos,

δ =
|N+ −N−|

N
, (3.4)

donde N+ (N−) es el número total de estados finales positivos (negativos) y N =
N+ + N−.

Cada una de las métricas anteriores fue calculada usando el promedio sobre 20 evoluciones
independientes.

3.2. Dinámica de opinión

Como se mencionó en la sección 2.3 el modelo de dinámica de opinión usado en este
trabajo de investigación está dado por:

dx0(t)/dt = −m0x0(t) + c02 tanh(x2(t))
dx1(t)/dt = −m1x1(t) + c10 tanh(x0(t)) + c11 tanh(x1(t)) + c12 tanh(x2(t))
dx2(t)/dt = −m2x2(t) + c20 tanh(x0(t))

donde c02, c20 < 0, c10, c12 ≥ 0, c11 > 0, xi(t) es el estado del actor xi al tiempo t, mi > 0
representa la tendencia hacia la opinión neutra del actor xi (o la inercia al cambio del actor
xi), |cij| es la magitud de la fuerza de autoridad que el actor xj ejerce sobre el actor xi (donde
c11 > 0), sgn(cij) describe el tipo de retroalimentación que el actor xj ejerce sobre el actor xi
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(cooperación/competencia) y | tanh(xj(t))| es la magnitud de la fuerza de la persuasión al
tiempo t que es ejercida por el actor xj.

Con base en el estudio referente al modelo de conflicto de N actores desarrollado en [19],
se tomó el valor constante mi = 0.9 para i = 0, 1, 2, esto implica que todos los actores de
la red experimentan la misma velocidad de evolución hacia el estado neutral en ausencia
de interacciones. Por otra parte, de acuerdo a [20], cuando se cumple que mi < cij, se
tiene que las interacciones entre actores son de retroalimentación fuerte, lo cual genera una
mayor diversidad de comportamientos en el sistema que en el caso contrario. En esta tesis se
consideraron únicamente interacciones de retroalimentación fuerte.

Para representar la influencia (retroalimentación) entre los actores de la red se usó una
digráfica con tres nodos y su respectiva matriz de interacción que especifica las fuerzas y
tipos de influencia entre pares de nodos. De acuerdo con el modelo de dinámica de opinión
los actores x0, x2 no están influenciados por el actor x1, pero el actor x1 śı está influenciado
por los actores x0, x2, ver la figura 3.3. Además, el actor x1 siempre recibe retroalimentación
cooperativa de śı mismo (se tomó c11 = 5).

A lo largo de este trabajo se supuso que x0, x2 se relacionan de manera competitiva
entre ellos (se tomó c02 = c20 = −5), de esta manera existe repulsión entre sus estados
(opiniones). Por otro lado, tanto x0 como x2 ejercen una retroalimentación cooperativa sobre
x1 (c10, c12 > 0), lo cual implica que ambos ejercen atracción sobre x1 con la intención de
persuadirlo a adoptar la postura que cada uno de ellos apoya (ver nota 11).

En este trabajo los actores x0, x2 son actores persuasores que apoyan una postura (acción)
postiva (⊕) y una postura negativa (⊖), repectivamente, por esa razón, en todos los experi-
mentos desarrollados x0 fue asignado con un estado (opinión) inicial positivo (x0(t0) > 0)
y x2 con uno negativo (x2(t0) < 0). Es relevante decir que las dos posturas ⊕ y ⊖, están
dadas por los valores numéricos w1 y −w1, respectivamente, donde w1 ∈ R+, es tal que
(w1,−w1) y (−w1, w1) son puntos de equilibrio del modelo de conflicto de dos actores con
retroalimentación negativa (ver la proposición 3 del apéndice 4.2.2).

Los estados iniciales de x0, x2, x1 fueron asignados usando distribuciones uniformes y
consideraciones espećıficas (ver tablas 3.2, 3.3 y 3.4) sobre los intervalos (0, 1), (−1, 0) y
(−1, 1), respectivamente. Los estados iniciales se eligieron en esos intervalos con la intención
de poder observar adecuadamente los refuerzos de opinión inherentes a la autoafirmación
descrita por el sesgo de confirmación.

La opinión inicial del actor x1 varió dependiendo del experimento en cuestión, por ejemplo,
cuando se modeló que el actor x1 poséıa una opinión neutra acerca de las dos posturas ⊕,⊖,
entonces se supuso que x1(t0) = 0 (donde t0 es el tiempo inicial de las evoluciones, t = 0),
en cambio cuando se modeló que el actor x1 poséıa afinidad por alguna de las dos posturas,
⊕ o ⊖, se supuso que x1(t0) ̸= 0 y que su signo representaba la postura por la cual el actor
x1 sent́ıa atracción (+ para ⊕ y − para ⊖). En la tabla 3.1 se especifican los valores e
interpretaciones de todos los parámetros que fueron usados.
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Figura 3.3: Digráfica y su matriz de interacción asociada. En esta imagen se ilustra que los
actores x0, x2 reciben retroalimentación negativa uno del otro (c02, c20 toman valores negativos),
pero no reciben retroalimentación de ningún tipo por parte del actor x1 (c01, c21 = 0). Por
otro lado, el actor x1 recibe retroalimentación positiva de śı mismo (c11 = 5) y de los actores
x0, x2 (c10, c12 toman valores positivos).

Tabla 3.1: Valores e interpretación de los parámetros usados.

Parámetro Descripción Valores usados
mi Tendencia hacia el estado 0. 0.9
c11 = 5 Autoretroalimentación cooperativa (o

positiva) del actor x1.
5

sgn(cij) Tipo de retroalimentación ejercida por
el actor xj sobre el actor xi

+ (cooperación),
- (competencia)

|cij| Fuerza de la autoridad ejercida por el
actor xj sobre el actor xi.

[2,8]

x1(t0) = 0 El actor x1 posee una opinión neutra
respecto a las dos posturas existentes.

0

sgn(x1(t0)) ̸= 0 El actor x1 tiene preferencia por una de
las dos posturas existentes.

+ (preferencia por ⊕),
- (preferencia por ⊖)

| tanh(xj(t))|, j ∈ {0, 2} Fuerza de la persuasión al tiempo t que
es emitida por el actor xj. La fuerza
de la persuasión inicial, | tanh(xj(t0))|,
fue de gran relevancia para modelar di-
versas caracteŕısticas de los principios
psicológicos abordados.

(0, 1)

Todas las evoluciones temporales de las opiniones de los actores fueron realizadas con
Python usando el esquema de diferencias finitas (6) del modelo de dinámica de opinión, sobre
1000 o 1300 pasos de tiempo.
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3.2.1. Escenarios del modelo de dinámica de opinión

Con la finalidad de establecer un v́ınculo entre el modelo de dinámica de opinión (2.2) y
los principios de psicoloǵıa social de la sección 2.4, se estudiaron ocho escenarios definidos
en términos de las opiniones iniciales de los actores (xi(t0)) y los valores de las fuerzas de
autoridad (cij). Cada uno de los escenarios abordados en esta tesis fue analizado usando 500
simulaciones independientes.

Los ocho escenarios considerados en esta tesis fueron divididos en dos bloques. El primero
consistente de casos en los cuales la autoafirmación de opinión del actor x1 carece de
retroalimentación por parte de los actores x0 y x2 (ver la tabla 3.2) y el segundo de casos en
los cuales la autoafirmación del actor x1 śı posee retroalimentación por parte de los actores
x0 y x2, ver las tablas 3.3 y 3.4, donde la primera tabla comprende escenarios simples y la
segunda escenarios compuestos (ver la definición 32).

Tabla 3.2: Digráficas y parámetros de los escenarios modelados cuando x1 no recibe retroali-
mentación por parte de los actores x0, x2.

Autoafirmación de opinión sin retroalimentación
Escenario Digráficas y parámetros usados

Escenario 1: para
verificar el refuerzo (o

preservación) de la
opinión neutra

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
0 5 0
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) = 0

x2(t0) ∈ (−1, 0)

Escenario 2: para
verificar el refuerzo de
opiniones no neutras

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
0 5 0
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) ∈ (0, 1)
x2(t0) ∈ (−1, 0)

También se analizó el
caso

x1(t0) ∈ (−1, 0)
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Tabla 3.3: Digráficas y parámetros de los escenarios simples modelados cuando x1 recibe
retroalimentación por parte de los actores x0, x2.

Autoafirmación de opinión con retroalimentación
Escenario simple Digráficas y parámetros usados

Escenario 3: para
estudiar un caso de
persuasión fallida

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 5
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) = 0

x2(t0) = −x0(t0)

Escenario 4: para
estudiar el efecto
de la persuasión

inicial ejercida por
los persuasores

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 5
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) = 0

|x2(t0)| < x0(t0)

También se analizó el
caso

|x2(t0)| > x0(t0)

Escenario 5: para
estudiar la

evolución de las
opiniones cuando

existe filia por
alguna de ellas

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 5
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) ∈ (0, 1)

x2(t0) = −x0(t0)

También se analizó el
caso

x1(t0) ∈ (−1, 0)

Escenario 6: para
estudiar la

influencia causada
por las fuerzas de
autoridad de los

persuasores

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 c12
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) = 0

x2(t0) = −x0(t0)
c12 ∈ [1.6, 5)

También se analizó el
caso c12 ∈ (5, 8.4]
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Tabla 3.4: Digráficas y parámetros de los escenarios compuestos modelados cuando x1 recibe
retroalimentación por parte de los actores x0, x2.

Autoafirmación de opinión con retroalimentación
Escenario
compuesto

Digráficas y parámetros usados

Escenario 7: para
estudiar la

influencia causada
por las fuerzas de
autoridad de los

persuasores cuando
se da un cambio de

la autoridad
dominante

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 c12
−5 0 0


c12 ∈ [1.6, 5), t < 150
c12 ∈ (5, 8.4], t ≥ 150
x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) = 0
x2(t0) = −x0(t0)

Escenario 8: para
estudiar los

escenarios 4 y 5 de
manera conjunta

Digráfica Matriz de
interacción 0 0 −5
5 5 5
−5 0 0


x0(t0) ∈ (0, 1)
x1(t0) ∈ (0, 1)

1) |x2(t0)| < x0(t0)
2) |x2(t0)| > x0(t0)

También se analizó el
caso x1(t0) ∈ (−1, 0)
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Caṕıtulo 4

Resultados y discusión

En este caṕıtulo se presentan los resultados de las dos etapas de investigación desarrolladas:
teoŕıa de resolución de conflictos y dinámica de opinión. Además, se realiza la interpretación
y discusión de los resultados para determinar el alcance y las limitaciones de la investigación.

4.1. Teoŕıa de resolución de conflictos

Con el propósito de efectuar una mejor exposición de los resultados, con base en las
métricas descritas en la subsección 3.1.1, esta sección fue dividida en dos subsecciones, la
primera referente al trabajo realizado con redes no jerárquicas de orden 1200 y la segunda
con redes jerárquicas de orden 625.

4.1.1. Redes de libre escala con mezcla asortativa

En la figura4.1 se muestran las evoluciones numéricas para tres porcentajes de entradas
positivas en la matriz de interacción (p+ = 15, p+ = 50 y p+ = 85) y tres configuraciones de
correlación entre nodos (asortativa, disasortativa y neutra).

Para determinar cómo se distribuyen los signos de los estados finales, se calculó la métrica
rango normalizado del número de nodos negativos y positivos (δ), que refleja el hecho de que
el sistema puede llegar a los casos en los que todos los estados son positivos (negativos) o
existen cantidades similares de estados finales positivos y negativos. En el primer caso δ = 1
y en el segundo δ = 0. La figura 4.2 presenta los valores obtenidos de δ para las redes no
jerárquicas en términos de p+ y α.

Como puede verse en la figura 4.2 a medida que α aumenta, el coeficiente δ disminuye
hacia una configuración más simétrica respecto al valor p+ = 50, lo que sugiere que la ausencia
de hubs con grandes números de conexiones favorece una distribución más equilibrada o
simétrica de los estados finales positivos y negativos. Por otro lado, el hecho de que los valores
más grandes de δ se alcancen en la esquina inferior derecha (donde dominan las interacciones
cooperativas o positivas) podŕıa estar ligado al teorema 2 pues las redes con el exponente
más pequeño (α = 2.125) son las que más se parecen a las redes completas porque tienen las

35



Figura 4.1: Evoluciones temporales de los estados de los actores para tres tipos de mezcla
asortativa en redes de libre escala con exponente de distribución de grado α = 2.125. Se
observa que para el caso en que la mayoŕıa de las interacciones son competitivas, el sistema
evoluciona hacia configuraciones donde los actores tienen estados estables pero opuestos
(páneles (a-c)), lo que se nota principalmente en el estado disortativo (panel (a)). Por el
contrario, para el caso en el que la mayoŕıa de las interacciones son cooperativas (páneles
(g-i)), el sistema evoluciona para alcanzar mayores amplitudes donde los estados de los
actores tienden a ser marcadamente similares entre śı, y los centros (que corresponden a los
ı́ndices pequeños en el eje horizontal) son los que alcanzan mayor amplitud, excepto en el caso
disasortativo (panel (g)), donde la amplitud es menor. Para el caso con una presencia similar
de interacciones cooperativas y competitivas (páneles (d-f)), los actores se caracterizan por
poseer estados inestables con valores más cercanos al estado neutro que en los otros casos.

mayores cantidades de aristas.

En la figura 4.2 también se observa que el caso disasortativo exhibe el menor desequilibrio,
seguido por el caso neutro y luego el caso asortativo. Esto revela que la correlación entre
nodos juega un papel significativo en las configuraciones finales del sistema.
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Figura 4.2: Comportamiento de δ en términos de p+ y el exponente de la distribución de
grado de la red para los tres tipos de mezcla asortativa considerados en esta investigación.
En los tres casos (disasortativa, neutra y asortativa), conforme p+ aumenta, el coeficiente
δ disminuye llegando a un mı́nimo (alrededor de p+ ∼ 50) y luego aumenta, indicando que
los signos de los estados de los actores alcanzan una distribución simétrica con respecto
a 0 cuando hay cantidades similares de interacciones cooperativas y competitivas; y que
alcanzan el valor máximo de signos similares cuando todos las interacciones son cooperativas
(p+ = 100). Además, se observa que los valores cercanos a 1 sólo se obtienen para valores de
α cercanos a 2.125.

Los hallazgos realizados usando la métrica δ podŕıan significar que la posibilidad de
consenso es mayor cuando las interacciones de la red son cooperativas porque la cantidad de
estados finales con el mismo signo es muy alta; y que dicho consenso sólo podŕıa alcanzarse
en presencia de hubs con enormes cantidades de vecinos.

Para saber cómo se distribuyen los estados finales de los actores, se construyeron las
correspondientes funciones de densidad de probabilidad, p(x), para varias realizaciones inde-
pendientes que se muestran en la figura 4.3.

Se encontró que p(x) cambia para diferentes configuraciones de correlación de nodos y
diferentes valores de p+. Espećıficamente, p(x) es considerablemente más amplio para el
caso asortativo en comparación con el caso disortativo, mientras que, en el caso neutro la
distribución es más estrecha. Estos resultados, en el contexto de nuestro modelo de red,
revelan que en las relaciones cooperativas o competitivas las interacciones entre parejas
acumulan valores fuertemente influenciados por las mesetas de la función de interacción
tangente hiperbólica, siendo marcadamente diferenciada cuando un tipo de interacción domi-
na, es decir, una mayor amplitud para el caso cooperativo en comparación al caso competitivo.

Es importante señalar que, dado que en la figura 4.3 se representan los resultados de
20 realizaciones independientes, algunas de las cuales tienen más actores en estados finales
positivos y otros en estados finales negativos, entonces las medias generales de xf en todos
los casos son cercanas a cero, y la densidad de probabilidad resultante muestra una simetŕıa
aproximada respecto al valor 0.
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Figura 4.3: Distribuciones de densidad de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) de los
estados finales de los actores en las evoluciones numéricas (xf ) para diferentes valores de p+

y diferentes niveles de mezcla asortativa de las redes de libre escala. (a-c) Casos de PDF
para redes con interacciones competitivas dominantes, p+ = 15. (d-f) Casos de PDF para
redes con cantidades similares de interacciones competitivas y cooperativas, p+ = 50. (g-i)
Casos de PDF para redes con interacciones cooperativas dominantes, p+ = 85. Cada PDF
representa los resultados de 20 realizaciones independientes.

La figura 4.4 muestra que, para un valor fijo de α, a medida que p+ aumenta, la distancia
promedio entre los actores exhibe un comportamiento decreciente hasta un mı́nimo (alrededor
de p+ = 50) y luego aumenta hasta un máximo, cuando todos los actores son cooperadores.
Se observa un comportamiento similar para valores mayores de α, excepto que las amplitudes
son de menor intensidad, debido a que los hubs son cada vez más pequeños en orden.

En la métrica distancia global media, cuando se comparan las tres configuraciones de
correlación de nodos, se observa que la divergencia más pequeña se da para el caso disortativo,
seguida por el caso neutro y luego por el caso asortativo (ver las figuras 4.4 y 4.5). Se observan
patrones similares para las otras dos métricas, de las cuales la métrica promedio de los valores
absolutos presenta los valores más bajos.

Los hallazgos indican que la mayor divergencia en los estados finales corresponden a los
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casos en los que todas las interacciones son cooperativas o competitivas, mientras que el
sistema es más estrecho cuando la población entre cooperadores y competidores está equili-
brada. Además, en general, la divergencia más grande se da para el caso asortativo y la más
pequeña para el caso disortativo. Lo anterior podŕıa significar que debido a la mayor cercańıa
de las métricas con el estado neutro, 0, el surgimiento de un conflicto podŕıa ser menos
probable en presencia de correlaciones disortativas entre nodos y de cantidades equilibradas
de interacciones cooperativas y competitivas (p+ = 50), este hecho no fue verificado en este
trabajo, pero se desea estudiar en el futuro.

Figura 4.4: Resultados de las simulaciones para las métricas D, |x| y L. (a–c) Comportamiento
de la distancia global media (D). (d–f) Comportamiento del promedio de los valores absolutos
(|x|). (g–i) Comportamiento de la distancia según el signo (L). Se observa que en los tres
tipos de correlación de nodos: disortativa, neutra y asortativa, las métricas tienen valores
bajos cuando p+ ∼ 50, y estos valores disminuyen aún más a medida que el exponente crece
(es decir, cuando los hubs tienen menos conexiones). Es de destacar que se observa una
mayor divergencia en el caso asortativo en comparación con el caso disortativo. Cada valor
representa el promedio de 20 realizaciones independientes.

Se observó que para las redes asortativas y neutras, la separación entre los promedios
(positivos y negativos) medidos por L, refleja una relación asimétrica con respecto al valor
p+ = 50 (figura 4.5 (e)), siendo mayor en el caso donde todas las interacciones son competitivas
en comparación con el caso en el que todas las interacciones son cooperativas, porque en el
último caso, los estados finales tienden a ser todos positivos o todos negativos, lo que conduce
a una separación menor. El caso disortativo L tiende a ser más simétrico, indicando que las
correlaciones de grado negativas conducen a una separación de los promedios (positivos y
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negativos) de la misma magnitud.

Cuando el exponente α es mayor (figura 4.5 (b),(d),(f)), la separación entre las curvas
correspondientes a los diferentes tipos de mezcla asortativa casi desaparece, probablemente
esto está relacionado a que la reducción del tamaño del orden de los hubs es responsable de
una menor dispersión de los estados de los actores en toda la red.

Figura 4.5: Perfiles de la distancia global media (D), el promedio de los valores absolutos
(|x|) y la distancia según el signo (L) para dos valores de exponente α. Para el exponente
α = 2.125 (páneles (a,c,e)), la asimetŕıa de las métricas con respecto a el valor p+ = 50 se
acentúa cuando la red es asortativa; para D y |x|, el sistema es menos divergente para el
caso en que los competidores dominan (páneles (a,c)), y lo contrario ocurre para L (panel
(e)). Para el caso en el que el exponente es α = 3.5 (páneles (b,d,f)), el sistema es menos
sensible a los diferentes tipos de mezcla asortativa. Las regiones en colores claros representan
la desviación estándar determinada a partir de 20 realizaciones independientes.
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4.1.2. Redes de libre escala jerárquicas y clubes de ricos

En esta sección se muestran y discuten los resultados sobre las redes jerárquicas de libre
escala y el efecto de construir un club de ricos con los hubs más conectados en dichas redes.
También, se analizan las consecuencias de suponer que todas las interacciones del club de
ricos son cooperativas (o competitivas).

Como se mencionó en la subsección 3.1.1 las redes aleatorias que se construyeron a
partir de las redes jerárquicas fueron de utilidad para realizar comparaciones entre los resulta-
dos obtenidos para redes no jerárquicas y los obtenidos para redes jerárquicas del mismo orden.

Al igual que en el caso de las redes no jerárquicas, en las redes jerárquicas y con club se
ricos se observó que la métrica rango normalizado del número de nodos negativos y positivos
(δ) es muy cercana a 1 para valores de p+ muy cercanos a 100.

En los páneles (a), (c), (e) de la figura 4.6 se observa que las métricas D, |x| y L tienen
comportamientos visiblemente diferenciados para las redes jerárquicas, aleatorias y jerárquicas
con club de ricos. La presencia de un club de ricos genera la mayor asimetŕıa respecto al valor
p+ = 50, es decir, la mayor discrepancia entre los escenarios donde la red es completamente
cooperativa y completamente competitiva. La agregación de v́ınculos entre hubs, al crear el
club de ricos, genera una marcada elevación (disminución) de los valores de las métricas en
ambientes altamente cooperativos (competitivos).

En la métrica |x| (figura 4.6 (c)) podemos ver que las redes jerárquicas (sin club de ricos)
producen valores más cercanos al estado neutro en comparación con las redes aleatorias;
sin embargo, esto no implica que los estados finales de los actores en las redes jerárquicas
sean siempre más cercanos entre śı (figura 4.6 (a)) o que la distancia entre los promedios de
estados positivos y negativos sea menor que en las redes aleatorias (4.6 (e)). Lo anterior se
debe a que para ambientes mayoritariamente cooperativos las redes aleatorias poseen muchos
más estados finales con el mismo signo que las redes jerárquicas. Otra implicación de esta
última afirmación es que las redes aleatorias generan más probabilidad de consenso que las
redes jerárquicas debido a sus valores menores para la métrica D (figura 4.6 (a)).

A diferencia de las redes de libre escala no jerárquicas (como la red aleatoria) se observa
que en las redes jerárquicas las métricas siguen un patrón espećıfico en función de p+: cuando
la mayoŕıa de las interacciones son competitivas, las métricas son relativamente bajas, siendo
la más baja para el caso jerárquico con club de ricos. A medida que p+ aumenta hacia el
valor 50, las métricas decaen hacia un mı́nimo y luego conforme los valores de p+ aumentan
hacia su valor máximo las métricas crecen continuamente también hacia sus valores máximos.

Al comparar los casos en los que el club de los ricos es enteramente cooperativo y compe-
titivo (ver figura 4.6 (b,d,f)), se puede observar que las métricas exhiben un comportamiento
muy diferenciado; mientras que el caso cooperativo se describen por valores altos y con cierta
simetŕıa respecto al valor p+ = 50, en el caso competitivo son bajos y más asimétricos.
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Es importante mencionar que aunque el club de ricos competitivo genera valores más
cercanos al estado neutro en comparación con el cooperativo (4.6 (d)) esto no implica que
la distancia entre los promedios de estados positivos y negativos sea menor en este tipo de
redes (figura 4.6 (f)). Lo anterior se debe a que en ambientes mayoritariamente cooperativos
el club de ricos cooperativo produce muchos más estados finales con el mismo signo que en el
caso de un club de ricos competitivo. Por otra parte la figura 4.6 (b), implica que aunque un
club de ricos cooperativo genere una gran cantidad de estados finales del mismo signo (en
ambientes marcadamente cooperativos), estos estados finales pueden estar muy separados
entre śı, lo cual no es idóneo para el surgimiento de consenso.

Los hallazgos indican que la menor divergencia en los estados finales corresponden a los ca-
sos en los que: 1) las interacciones mixtas dominan el sistema (o análogamente, las cantidades
de interacciones cooperativas y competitivas son iguales), 2) la red posee estructura jerárquica
en vez de estructura aleatoria y 3) el club de ricos es competitivo. Lo anterior podŕıa significar
que debido a la mayor cercańıa de las métricas con el estado neutro, 0, el surgimiento de un con-
flicto podŕıa ser menos probable en estos tres casos, este hecho no fue validado en este trabajo,
pero en el futuro se espera poder estudiar cada uno de los casos para confirmarlo o descartarlo.
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Figura 4.6: Resultados de las simulaciones para las métricas D, |x| y L en las redes jerárquicas
y redes con clubes de ricos. Se observa que la presencia de un club de ricos genera la mayor
asimetŕıa respecto al valor p+ = 50 en las tres métricas (páneles (a,c,e)). Los páneles (b,d,f)
muestran los comportamientos de las métricas cuando las interacciones entre los hubs que
forman el club de ricos son todas cooperativas o competitivas (en todas las métricas la curva
que representa la red jerárquica con club de ricos y la que representa la red con club de ricos
sin condiciones son iguales, esto se hizo aśı con propósitos de comparación entre todos los
páneles). En los diagramas puede observarse que los clubes de ricos cooperativos aumentan
significativamente la divergencia de todo el sistema, mientras que la presencia de clubes de
ricos competitivos la reduce. Las regiones en colores claros representan la desviación estándar
determinada a partir de 20 realizaciones independientes.

4.2. Dinámica de opinión

En cuanto al trabajo realizado en el área de dinámica de opinión se estudió cómo la
opinión inicial de un actor que está permanentemente bajo el efecto de la autoafirmación
de opinión se ve influenciada por sus filias y la influencia que ejercen sobre él dos actores
persuasores, quienes apoyan posturas contrarias.
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En el modelo de dinámica de opinión propuesto, se tiene que siempre existe interacción
entre los actores x0 y x2 con el actor x1 aún cuando sus opiniones sean muy dispares, de este
modo el modelo propuesto es capaz de describir sin inconvenientes las interacciones con y
sin presencia de homofilia, lo cual supera la limitación de los modelos clásicos de confianza
acotada que sólo describen interacciones entre actores con presencia de homofilia.

En todas las simulaciones realizadas se supuso que x0 y x2 se relacionan de manera
competitiva entre śı. Como los valores iniciales de x0 y x2 siempre se tomaron positivo y
negativo, respectivamente, entonces x0 y x2 convergen a las posturas ⊕ y ⊖, respectivamente
(ver las proposiciones 4 y 5 del apéndice), donde ⊕ = w1, ⊖ = −w1 y w1 ∈ R+ satisface la
ecuación w = 5 tanh(w)/0.9.

Es importante mencionar que los resultados de todas las simulaciones realizadas (ver
tablas 4.1, 4.2 y 4.3) fueron consistentes con los puntos de equilibrio reportados para el
modelo de dinámica de opinión en el teorema 4.

4.2.1. Autoafirmación de opinión sin retroalimentación

Como se muestra en la tabla 4.1, cuando el actor x1 no recibe retroalimentación por parte
de los actores x0, x2, entonces su opinión inicial determina su postura final. Esto se ajusta
correctamente al efecto esperado por la autoafirmación de opinión de un individuo quien no
recibe influencias externas para cambiar sus creencias.

4.2.2. Autoafirmación de opinión con retroalimentación

Para una exposición más precisa de los resultados, esta sección fue dividida en dos subsec-
ciones: escenarios simples y escenarios compuestos (ver la definición 32).

Escenarios simples

Los resultados de las evoluciones numéricas para los escenarios simples se muestran en la
tabla 4.2. A continuación, se discuten aspectos importantes de cada uno de esos principios.

La persuasión fallida puede ocurrir por varias razones, por ejemplo, cuando las personas se
sienten presionadas o que su libertad de elección está siendo amenazada, es más probable que
rechacen la persuasión y mantengan sus creencias originales (esto se conoce como reactancia
psicológica, ver [45]). Otra causa de persuasión fallida es la disonancia cognitiva (ver [155]),
la cual sugiere que cuando las personas se enfrentan a información persuasiva que contradice
sus creencias preexistentes, entonces pueden experimentar un malestar psicológico interno
que los lleva a a resistir la persuasión y reforzar sus creencias originales con el propósito
de reducir dicho malestar. En el escenario 3 la frustación de la persuasión se da porque los
actores x0 y x2 ejercen exactamente el mismo poder persuasivo sobre el actor x1 (pero en
direcciones opuestas), lo cual genera un efecto de suma cero que impide la modificación de la
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Tabla 4.1: Resultados de los escenarios analizados cuando x1 no recibe retroalimentación
por parte de los actores x0, x2. Los gráficos muestran 20 simulaciones independientes de las
evoluciones de las opiniones de x0, x1 y x2, en las cuales una de ellas fue trazada con colores
profundos y las demás con colores claros.

Autoafirmación de opinión sin retroalimentación
Escenario Resultado

Escenario 1

Como se observa en el gráfico,
cuando la opinión inicial de x1 es
neutra respecto a ambas posturas,
entonces dicha opinión se preserva a
través del tiempo.

Escenario 2

Debido a la autoafirmación de
opinión, cuando x1 tiene simpat́ıa
por ⊕ (gráfico grande), entonces
dicha opinión se refuerza y x1 → ⊕.
Análogamente, cuando x1 tiene
simpat́ıa por ⊖ (gráfico pequeño),
se tiene que x1 → ⊖.

opinión neutra de x1 (ver el punto 2 de la proposición 5).

En el modelo de dinámica de opinión propuesto la persuasión inicial es estudiada en el
escenario 4 que modela la magnitud del impacto sobre el receptor, causado por los mensajes
persuasivos iniciales de los emisores, por esa razón la persuasión inicial se define en términos
de xi(t0), i ∈ {0, 2}. Como se mencionó en la definición 35 existen diversos motivos por los
cuales la influencia inicial de un mensaje o argumento pueden tener más o menos fuerza
persuasiva sobre un receptor, algunas de esas causas podŕıan estar relacionadas con la claridad
y simplicidad de los mensajes, el principio de sanción social, el principio de reciprocidad y
el modelo de la inoculación. De esta manera, el modelo propuesto tiene la versatilidad de
tomar en cuenta diversas causas que generan diferencias en el poder persuasivo inicial de
los mensajes o argumentos. En general, se observa que el receptor adopta la postura con la
mayor fuerza de influencia inicial.

Respecto al escenario 5 (ligado al principio de simpat́ıa), se observó que existe una
dependencia positiva entre |x1(t0)| y la rapidez con la que el actor x1 converge a la postura
por la cual siente preferencia. Se observa que pese a que x1(t0) ̸= 0 sea muy cercano a cero,
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la simpat́ıa inicial de x1 determina la evolución de su opinión.
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Tabla 4.2: Resultados de los estudios de escenarios simples. Los gráficos muestran 20 simula-
ciones independientes, en las cuales una de ellas fue trazada con colores profundos.

Autoafirmación de opinión con retroalimentación
Escenario
simple

Resultado

Escenario 3

Todo el tiempo, x0 y x2 influyen
sobre x1 con la misma autoridad y
fuerza de influencia (ver la
proposición 5), en consecuencia x1

conserva su opinión neutra inicial a
lo largo del tiempo.

Escenario 4

En este escenario, x0 y x2 influyen
sobre x1 con la misma autoridad.
En el gráfico grande, la fuerza de
influencia inicial ejercida por x0

sobre x1 es mayor que la ejercida
por x2 sobre x1, en consecuencia x1

adopta la postura ⊕. Cuando se
intercambian los papeles de x0 y x2,
se tiene que x1 adopta la postura ⊖
(gráfico pequeño).

Escenario 5

En este escenario, x0 y x2 influyen
sobre x1 con la misma autoridad y
fuerza de influencia. Si x1 tiene
simpat́ıa por ⊕ (respectivamente,
⊖), entonces x1 → ⊕
(respectivamente, x1 → ⊖). El
gráfico grande muestra el caso
x1 → ⊕ y el pequeño x1 → ⊖.

Escenario 6

En este escenario, x0 y x2 ejercen la
misma fuerza de influencia sobre x1.
Cuando x0 tiene mayor fuerza de
autoridad sobre x1 que x2, entonces
x1 tiende hacia posturas afines a ⊕
(gráfico grande). Cuando se
intercambian los papeles de x0 y x2,
se tiene que x1 tiende hacia
posturas afines a ⊖ (gráfico
pequeño).
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En cuanto a la fuerza de autoridad (estudiada en el escenario 6), se obtuvo que la fuerza
de autoridad que un actor posee sobre x1 es decisiva para especificar su postura final, el actor
persuasor con la mayor fuerza de autoridad logrará persuadir a x1 para adoptar su postura.
Es importante mencionar que en este caso la postura final de x1 no fue exactamente ⊕ o ⊖,
sino valores que están positivamente relacionados con la distancia de las fuerzas de autoridad
|c10 − c12|, es decir, entre más grande sea el valor |c10 − c12| más grande será la asimetŕıa
respecto al eje horizontal entre la postura final de x1 y la postura del actor que ejerce menos
fuerza de autoridad sobre x1.

Escenarios compuestos

La capacidad del modelo propuesto para permitir el análisis de diversos escenarios com-
puestos pone de manifiesto su relevancia, debido a que estos principios involucran la mezcla
de creencias preexistentes, homofilia e impacto de influencias externas actuando de manera
simultánea sobre un actor que pretende definir su postura respecto a un tema.

En este caso, las dinámicas observadas en el sistema son mucho más diversas que aquellas
de los experimentos anteriores. Los resultados de las evoluciones numéricas de los escenarios
compuestos se muestran en la tabla 4.3. En seguida, se discuten aspectos importantes de
cada uno de estos escenarios.

En el escenario 7 se observó que cuando se realiza un cambio de la autoridad dominante
sobre x1, entonces la tendencia causada por la opinión inicial de x1 gira con dirección hacia
la postura promovida por el nuevo actor con autoridad dominante. A diferencia de lo que
suced́ıa en el escenario 6, cuando se realiza un cambio de la autoridad dominante, entonces
la postura final del actor x1 no necesariamente está próxima a la postura del nuevo actor
con autoridad dominante. Se notó que se requiere un cambió fuerte de autoridad dominan-
te (valores grandes de la nueva fuerza de autoridad dominante respecto al antiguo valor
dominante) para que la postura final del actor x1 sea af́ın a la postura del nuevo actor
dominante (ver las figuras en la tercera fila de la tabla 4.3 donde se muestran tres valo-
res diferentes de cambio de autoridad y la autoridad antigua tiene un valor constante igual a 5).

El escenario 8 describe sin lugar a dudas la situación más compleja analizada en este
trabajo. El caso más interesante de dicho escenario surge cuando el actor x1 tiene simpat́ıa
por alguna de las dos posturas, ⊕ o ⊖, pero el actor que promueve la postura contraria tiene
la mayor de las fuerzas de influencia inicial (ver el gráfico pequeño de la figura ubicada en la
cuarta fila de la tabla 4.3). A pesar de que en muchos casos x1 converge a la postura por
la cual siente simpat́ıa, interesantemente, se observó que esto no siempre ocurre, pues en
ocasiones la persuasión inicial del actor con simpat́ıa contraria es capaz de jalar a x1 hacia su
postura. De este modo, tal como ocurre en situaciones de la vida real, el modelo es capaz de
describir situaciones en las que es posible persuadir a una persona a adoptar una postura
por la cuál originalmente no sent́ıa simpat́ıa. De hecho, en la figura 4.7 se puede observar
que cuanto mayor es la simpat́ıa de x1 hacia la postura ⊕ (respectivamente ⊖) menor es la
posibilidad de que la postura final de x1 sea ⊖ (respectivamente ⊕).
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Tabla 4.3: Resultados de los estudios de escenarios compuestos. Los gráficos muestran 20
simulaciones independientes de las evoluciones de las opiniones de x0, x1 y x2, en las cuales
una de ellas fue trazada con colores profundos y las demás con colores claros.

Autoafirmación de opinión con retroalimentación
Escenario
compuesto

Resultado

Escenario 7

Como se observa en todos los gráficos, cuando c10 > c12 (t < 150) se
tiene que x1 tiende a valores afines a ⊕, pero cuando ocurre el cambio
c10 < c12 (para t ≥ 150) la tendencia de x1 gira hacia ⊖. Sucede algo
análogo cuando x2 posee la autoridad dominante inicial y luego esta
autoridad dominante cambia a x0.

Escenario 8

Cuando x1 tiene simpat́ıa por ⊕, se
tienen dos casos: 1) si la influencia
inicial de x0 sobre x1 es mayor que
la de x2 sobre x1, entonces x1

tiende a ⊕ (gráfico grande), 2)
cuando la influencia inicial de x2

sobre x1 es mayor que la de x0

sobre x1 (gráfico pequeño),

se identificaron cuatro situaciones:

si x1(t0) > |x2(t0)|, entonces
x1 → ⊕.

si |x2(t0)| < x0(t0) + x1(t0),
entonces x1 → ⊕.

si |x2(t0)| − x0(t0) < 0.18 y
x1(t0) > 0.08, entonces
x1 → ⊕.

si |x2(t0)| − x0(t0) > 0.3,
x1(t0) < 0.08 y x0(t0) < 0.6,
entonces x1 → ⊖.

Por otro lado, cuando x1 tiene
simpat́ıa por ⊖, ocurren
situaciones análogas a las
reportadas anteriormente.
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En el escenario 8 se puede observar que cuando x1 tiene simpat́ıa hacia la postura ⊕ no
existe una relación lineal entre la postura final de x1 y las influencias iniciales de x0 y x2

(ver los mapas de calor del primer renglón de la figura 4.7), esto provoca que en multiples
situaciones x1 converja a la postura por la cual siente simpat́ıa a pesar de que suceda que
x1(t0) < |x2(t0)|, como por ejemplo, cuando el valor inicial x0(t0) es lo suficientemente grande
para provocar que |x2(t0)| < x0(t0) + x1(t0). Sin embargo, existen casos en las cuales no se
cumple que |x2(t0)| < x0(t0) + x1(t0), pero aún aśı x1 converge a la postura ⊕ (ver las zonas
del primer renglón de la figura 4.7 donde los valores de x0(t0) son cercanos a cero).

Figura 4.7: Relación existente entre las fuerzas de persuasión inicial x0(t0), x2(t0) y las
posturas finales del actor x1 cuando x1 tiene simpat́ıa inicial por alguna de las dos posturas
⊕ o ⊖. Se muestran dos valores diferentes de x1(t0) que describen la simpat́ıa inicial del
actor x1 hacia la postura ⊕ (gráficos del primer renglón) y hacias la postura ⊖ (gráficos del
segundo renglón). En todos los gráficos la separación entre las posturas finales positiva (zona
roja) y negativa (zona azul) no es una ĺınea recta.

En la figura 4.7 se observa que cuando el actor x1 tiene preferencia por alguna de las
dos posturas (⊕ o ⊖) y recibe casi nula retroalimentación por parte del actor persuasor que
respalda su postura, entonces una opinión inicial por parte del actor persuasor que no apoya
la postura de x1 con valor de aproximadamente el doble del valor de x1(t0) será capaz de
provocar que la opinión del actor x1 evolucione hacia la postura por la cual originalmente no
teńıa preferencia.

En esta investigación se trabajó exclusivamente con redes de tres actores, esto es una
limitante para el estudio de los factores que rigen la persuasión en el mundo real. El incremento
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del número de actores en el modelo podŕıa repercutir positivamente en la descripción de
caracteŕısticas fundamentales de nuevos principios psicológicos tales como el principio de
sanción social y la teoŕıa del balance estructural (ver las definiciones 38 y 39 de la sección
2.4).

En el desarrollo de la investigación siempre se supuso que todos los individuos tienen la
misma inercia al cambio de opinión (mi = 0.9); sin embargo, es relevante mencionar que el
modelo permite estudiar los casos donde esto no sucede, lo cual podŕıa ampliar el alcance del
modelo, por ejemplo a entornos donde existen individuos cerrados a los cambios de postura.
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Conclusiones

En el trabajo referente a teoŕıa de resolución de conflictos se analizaron los resultados de
dinámicas de cooperación y competencia para un grupo de actores dispuestos en redes de
libre escala (donde las conectividades están dominadas por un pequeño grupo de hubs). Los
hallazgos reflejan que la presencia de hubs en la red y la forma en que estos se enlazan entre
śı y con el resto de los nodos de la red (correlación entre nodos) impactan significativamente
las configuraciones finales del sistema.

Los resultados de esta investigación posibilitan la identificación de los casos en los cuales
el sistema genera dispersiones menores en los estados de los actores (métricas |x| y L) y
en los cuales los estados de todos los actores son cercanos entre śı (métricas δ y D), esto
es importante porque justamente en estos dos casos podŕıa existir la menor posibilidad de
surgimiento de un conflicto, en el primer caso debido a la cercańıa con el estado neutro y en
el segundo debido a que las opiniones altamente similares, en toda la red, conducen al consenso.

Las redes de libre escala disortativas y las redes jerárquicas con clubes de ricos competitivos
se caracterizaron por poseer las divergencias mı́nimas de entre todos los tipos de correlación
de grados entre nodos y redes con clubes de ricos analizadas, respectivamente.

El desarrollo de este trabajo corroboró que conforme aumenta la presencia de hubs con
enormes cantidades de vecinos (valores bajos del exponente de la distribución de grado)
también aumentan las dispersiones de las métricas cuando se consideran redes donde las
interacciones dominantes son cooperativas o competitivas, lo cual corrobora la hipótesis de
investigación.

Los descubrimientos realizados podŕıan significar que la posibilidad de consenso es mayor
en presencia de hubs con enormes cantidades de vecinos y presencia dominante de interaccio-
nes cooperativas (valores altos de p+) porque es en estos casos cuando existen más opiniones
similares en todo el sistema. Además, parece ser que las redes no jerárquicas generan más
posibilidad de consenso que las redes jerárquicas.

Las métricas de las redes jerárquicas siempre mostraron un patrón espećıfico de comporta-
miento en función del parámetro p+, mientras que, las de las redes no jerárquicas mostraron
mucha variación.

Tanto en los resultados reportados aqúı sobre redes de libre escala como en los resultados
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anteriores reportados sobre redes de mundo pequeño (ver [15]) se encontró el mismo resultado,
que la presencia de cantidades similares de interacciones cooperativas y competitivas generan
como resultado la menor divergencia de los valores de los estados de los nodos de entre todas
las configuraciones estudiadas, lo cual verifica la hipótesis de investigación.

La cuestión de si una estrategia similar (ya sea cooperativa o competitiva) adoptada por
un grupo de hubs bien conectado es capaz de guiar la dinámica resultante de todo el sistema
ha sido parcialmente respondida en esta investigación. En el esquema del modelo utilizado,
un club de ricos cooperativo conduce a una mayor divergencia del sistema, mientras que, un
club de ricos competitivo conduce a una divergencia menor.

Los hallazgos de este trabajo son relevantes en el contexto de los estudios sobre la impor-
tancia de la presencia de interacciones negativas o antagónicas, que se consideran cruciales
en la dinámica de los sistemas sociales ([14, 168-170]). Además, los resultados de esta in-
vestigación podŕıan ser de utilidad para modelar aspectos referentes a polarización poĺıtica
([171-180]), diseñar estudios de modelos de conflicto en redes temporales ([80, 181-184]) y
analizar comportamientos cooperativos relacionados con la teoŕıa de juegos evolutivos ([33,
74, 185-188]).

En cuanto al trabajo realizado en dinámica de opinión, se observó que el modelo pro-
puesto es capaz de describir de manera adecuada la acción particular y conjunta de varias
caracteŕısticas fundamentales de diversos principios psicológicos ligados a las creencias pre-
existentes, homofilia, resistencia al cambio e impacto de influencias externas en los procesos
de permanencia, formación y difusión de opiniones sociales en ambientes donde se considera
que el actor receptor está permanentemente bajo el efecto de la autoafirmación de opinión
(caracteŕıstica fundamental del sesgo de confirmación).

El modelo propuesto describe sin inconvenientes las interacciones con y sin presencia de
homofilia, lo que le brinda la capacidad de modelar adecuadamente la fuerza de autoridad
que es ejercida por un actor persuasor sobre un actor receptor a pesar de que sus opinio-
nes originales sean muy dispares, lo cual no es posible en otros modelos de dinámica de opinión.

Una de las caraceŕısticas más destacadas del modelo propuesto es que permite analizar
el efecto simultáneo de dos acciones que promueven posturas contrarias en un proceso per-
suasivo donde el actor receptor está permanentemante autoafirmando su opinión. Gracias
a lo anterior es posible determinar de forma cuantitativa hasta que punto un individuo es
capaz de mantener su opinión preexistente antes de que la persuasión ejercida sobre él sea
capaz de modificarla. Es relevante mencionar que en realidad el modelo permite estudiar las
consecuencias dinámicas de tres acciones simultáneas sobre un receptor, a saber: persuasión
inicial (escenario 4), homofilia (escenario 5) y fuerza de autoridad (escenario 6), pero dicho
análisis se pretende desarrollar en trabajos posteriores.

Este trabajo sugiere que a pesar de que las personas estén permanentemente bajo el efecto
de la autoafirmación de opinión, es posible que las interacciones que tienen con quienes los
rodean sean capaces de persuadirlas a adoptar posturas diferentes a aquellas con las que sim-
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patizaban originalmente. Una pregunta interesante que surge de este resultado es ¿las personas
estamos constantemente bajo el efecto de la autoafirmación de opinión en nuestra vida diaria?.

En trabajos subsecuentes, se pretende extender el modelo a digráficas con más de tres
actores, aśı como estudiar lo que sucede cuando se permite que x0 y x2 se relacionen de manera
cooperativa entre śı y de manera competitiva con x1, se espera que algunas combinaciones
de esos tipos de interacciones sean capaces de predecir situaciones de consenso, ya que con
los tipos de interacciones consideradas actualmente el consenso es imposible porque x0 y x2

siempre tienden hacia posturas contrarias.

Otros aspectos que podŕıan considerarse en investigaciones futuras son: el efecto sobre la
dinámica del sistema cuando se permite que x1 ejerza retroalimentación (positiva o negativa)
sobre los actores que pretenden influenciarlo, métodos para agregar más posturas finales al
sistema y estrategias que le confieran al modelo la capacidad de tomar en cuenta la influencia
ejercida por los medios digitales de comunicación.

El modelo de dinámica de opinión propuesto podŕıa contribuir positivamente en la
comprensión de las posturas adoptadas por las personas cuando son expuestas a tácticas
persuasivas espećıficas. De esta manera, el modelo podŕıa ayudar a los decisores, gerentes y
profesionales de la comunicación a diseñar mejores estrategias de persuasión o igualmente
beneficiar a los receptores, quienes al reconocer ciertas estrategias persuasivas podŕıan tomar
medidas para contrarrestarlas.
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62. Keuschnigg, M., Lovsjö, N. y Hedström, P. Analytical sociology and computational
social science. Journal of Computational Social Science 1, 3-14 (2018).

63. Deutsch, M. Conflict resolution: Theory and practice. Political Psychology, 431-453
(1983).

64. Lewin, K. Resolving social conflicts; selected papers on group dynamics. (1948).

65. Burton, J. Conflict: Human needs theory (Springer, 1990).

66. Ury, W. The power of a positive No: Save the deal save the relationship and still say
No. New York: Bantam Dell (2007).

67. Follett, M. P. Creative experience (Longmans, Green y company, 1924).

68. Deutsch, M. A theory of co-operation and competition. Human relations 2, 129-152
(1949).

69. Johnson, D. W. Social interdependence: interrelationships among theory, research, and
practice. American psychologist 58, 934 (2003).

70. Johnson, D. W. y Johnson, R. T. Cooperative Learning in 21st Century.[Aprendizaje
cooperativo en el siglo XXI]. Anales de Psicoloǵıa/Annals of Psychology 30, 841-851
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117. Kurmyshev, E., Juárez, H. A. y González-Silva, R. A. Dynamics of bounded confidence
opinion in heterogeneous social networks: Concord against partial antagonism. Physica
A: Statistical Mechanics and its Applications 390, 2945-2955 (2011).

118. Kirsch, W. y Toth, G. Collective bias models in two-tier voting systems and the
democracy deficit. Mathematical Social Sciences 119, 118-137 (2022).

119. Sun, R. y Mendez, D. An application of the Continuous Opinions and Discrete Actions
(CODA) model to adolescent smoking initiation. Plos one 12, e0186163 (2017).

120. Martins, A. C. R. Mobility and social network effects on extremist opinions. Phys. Rev.
E 78, 036104 (3 2008).

121. Martins, A. C. Discrete opinion models as a limit case of the CODA model. Physica A:
Statistical Mechanics and its Applications 395, 352-357 (2014).

122. Martins, A. C. Discrete opinion dynamics with M choices. The European Physical
Journal B 93, 1-10 (2020).

123. Si, X.-M. et al. Effects of selective attention on continuous opinions and discrete
decisions. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 389, 3711-3719 (2010).

124. Ancona, C., De Lellis, P. y Iudice, F. L. Influencing Opinions in a Nonlinear Pinning
Control Model. IEEE Control Systems Letters (2023).

125. Mark, N. P. Culture and competition: Homophily and distancing explanations for
cultural niches. American sociological review, 319-345 (2003).

126. Balenzuela, P., Pinasco, J. P. y Semeshenko, V. The undecided have the key: Interaction-
driven opinion dynamics in a three state model. PloS one 10, e0139572 (2015).

127. Duggins, P. A Psychologically-Motivated Model of Opinion Change with Applications
to American Politics. Journal of Artificial Societies and Social Simulation 20, 13. issn:
1460-7425 (2017).

128. Shi, L., Liu, Q., Shao, J., Cheng, Y. y Zheng, W. X. A Cooperation-Competition
Evolutionary Dynamic Model Over Signed Networks. IEEE Transactions on Automatic
Control (2023).

61



129. Kozitsin, I. V. A general framework to link theory and empirics in opinion formation
models. Scientific reports 12, 5543 (2022).

130. Devia, C. A. y Giordano, G. A framework to analyze opinion formation models.
Scientific Reports 12, 13441 (2022).

131. De Sola Pool, I. y Kochen, M. Contacts and influence. Social networks 1, 5-51 (1978).

132. Newman, M., Barabási, A.-L. y Watts, D. J. The structure and dynamics of networks
(Princeton university press, 2011).

133. Backstrom, L., Boldi, P., Rosa, M., Ugander, J. y Vigna, S. Four degrees of separation
en Proceedings of the 4th Annual ACM Web Science Conference (2012), 33-42.

134. Aparicio, S., Villazón-Terrazas, J. y Álvarez, G. A model for scale-free networks:
application to twitter. Entropy 17, 5848-5867 (2015).

135. Khan, M. A. et al. A novel cooperative link selection mechanism for enhancing the
robustness in scale-free IoT networks en 2020 International Wireless Communications
and Mobile Computing (IWCMC) (2020), 2222-2227.

136. Bakhshaliyev, K. y Gunes, M. H. Generation of 2-mode scale-free graphs for link-level
internet topology modeling. Plos one 15, e0240100 (2020).

137. Gasparini, M., Izquierdo, J. L. C., Clarisó, R., Brambilla, M. y Cabot, J. Analyzing
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Apéndice A. Las variables aleatorias
G− y G+

En este apéndice se mostrará que los valores de los porcentajes de entradas positivas
en la matriz de interacción de una red (ver la definición 12) determinan las cantidades de
interacciones cooperativas, competitivas y mixtas de la red (ver la definición 31). Dicha
relación está descrita por dos variables aleatorias, G− y G+, que poseen una relación de
simetŕıa entre ellas (ver el teorema 1).

Definición 40 Dada una red arbitraria G con un total de a aristas y tal que su matriz de
interacción contiene un porcentaje r de entradas positivas, 0 < r < 100 (los porcentajes 0 y
100 no se incluyen porque estos generan cantidades evidentes de interacciones cooperativas,
competitivas y mixtas en la red), definimos las variables aleatorias G− y G+ como aquellas
que describen la cantidad total de aristas negativas-negativas (interacciones competitivas) y
positivas-positivas (interacciones cooperativas) existentes en la red, respectivamente.

A continuación se determinarán las funciones de densidad de G− y G+. Primero se estu-
diará la variable aleatoria G−.

Sea M el total de configuraciones de la matriz de interacción con un porcentaje r
de entradas positivas y exactamente m aristas negativas-negativas y sea T el total de
configuraciones de la matriz de interacción con un porcentaje r de entradas positivas, entonces
la función de densidad de la variable aleatoria G−(a, r) está dada por

P (G− = m) =
M

T
.

En seguida, se procederá a describir M y T en terminos de a y r.

La matriz de interacción de una red con a aristas posee 2a entradas no nulas, las cuales
pueden ser positivas (+1) o negativas (-1). De esta manera, si hay un porcentaje r de entradas
positivas en la matriz de interacción, entonces el total de entradas positivas estará dado por
2a(r/100), lo cual implica que

T =

(
2a

2a(r/100)

)
.
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Figura 4.8: Visualización de dos configuraciones que poseen exactamente m aristas negativas-
negativas (interacciones competitivas) sobre una red con a aristas, en la que se ha fijado un
porcentaje r de valores positivos en las entradas no nulas de la matriz de interacción de la
red.

Es importante notar que T está bien definida sólo cuando 2a(r/100) ∈ N, por ejemplo, T
estará bien definida para todas las redes tales que a es múltiplo de 100 (i.e. a ≡100 0).

Por otro lado, se tiene que el total de entradas negativas en la matriz de interacción es
2a(1 − r

100
), para obtener todas las configuraciones de la matriz de interacción que tienen

exactamente m aristas negativas-negativas, podemos recurrir a generar arreglos como los
que se muestran en la figura 4.8, una vez especificadas las m aristas que serán negativas,
el resto de entradas negativas de la matriz de interacción formarán aristas mixtas, en total
la red tendrá 2a(1 − r

100
) − 2m aristas mixtas. Es importante notar que una misma arista

mixta puede obtenerse de dos maneras, la primera siendo el extremo inicial de la arista y la
segunda siendo el extremo final (esta es la razón del factor que contiene una potencia de 2 en
la siguiente expresión), en consecuencia

M =

(
a

m

)(
a−m

2a(1 − r
100

) − 2m

)
22a(1− r

100
)−2m

.

Por todo lo hecho anteriormente, se concluye que la función de densidad de la variable
aleatoria G−(a, r) es

P (G− = m) =

(
a

m

)(
a−m

2a(1 − r
100

) − 2m

)
22a(1− r

100
)−2m

(
2a

2a(r/100)

) . (4.1)

Procediendo de manera análoga a lo hecho para G− se puede comprobar que la función de

67



densidad de la variable aleatoria G+(a, r) es

P (G+ = m) =

(
a

m

)(
a−m

2a(r/100) − 2m

)
22a(r/100)−2m

(
2a

2a(r/100)

) . (4.2)

Es importante mencionar, que al igual que en el caso G−, la anterior función de desnsidad
está bien definida sólo cuando 2a(r/100) ∈ N.

Teorema 1 (Simetŕıa entre G− y G+) Dada una red arbitraria con un total de a aristas,
si r es un número tal que 0 < r < 100 y 2a(r/100) ∈ N, entonces

G−(a, r) = G+(a, 100 − r).

Dem. Como las variables aleatorias son discretas bastará ver que sus funciones de densidad
coinciden. De la ecuación 4.2 se tiene que la función de densidad de G+(a, 100 − r) es

P (G+ = m) =

(
a

m

)(
a−m

2a(100−r
100

) − 2m

)
22a( 100−r

100
)−2m

(
2a

2a(100−r
100

)

) .

Los numeradores de la expresión anterior y el dado por la ecuación 4.1 coinciden, en con-
secuencia la demostración estará concluida si se demuestra que los denominadores también
coinciden, (

2a

2a(100−r
100

)

)
=

2a!

(2a− 2a[1 − r
100

])!(2a[1 − r
100

])!

=
2a!

(2a[ r
100

])!(2a− 2a[ r
100

])!

=

(
2a

2a( r
100

)

)
,

por lo tanto, G−(a, r) = G+(a, 100 − r). ■

En particular, el teorema anterior permite afirmar que para cualquier red con a aristas,
se cumple que G−(a, 50) = G+(a, 50).

Por otra parte, si 2a(r/100) ∈ N, entonces al graficar las esperanzas de las variables
aleatorias G− y G+, se obtendrá por resultado el patrón simétrico mostrado en la figura 3.1.
De esta manera, el teorema 1 demuestra que la diversidad de interacciones cooperativas,
competitivas y mixtas de una red está determinada por el porcentaje de entradas positivas
en su matriz de interacción.

68



Apéndice B. Resultados anaĺıticos del
modelo de conflicto de N actores

4.3. Preliminares

Nota 15 Las funciones hiperbólicas tanh(x) y sech(x) se definen como

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
y sech(x) =

2

ex + e−x
.

Usando las definiciones anteriores se puede verificar que

tanh′(x) = sech2(x) y sech′(x) = − tanh(x)sech(x).

Figura 4.9: Ilustraciones de las gráficas de las funciones tanh(x) y sech(x) en el intervalo
(-7,7). La función tanh(x) es una función impar tal que −1 < tanh(x) < 1 ∀x ∈ R y sech(x)
es una función par tal que 0 < sech(x) ≤ 1 ∀x ∈ R.

Definición 41 Dado un sistema de ecuaciones diferenciales

dx1

dt
= F1(x1, . . . , xN)

dx2

dt
= F2(x1, . . . , xN)

...
dxN

dt
= FN(x1, . . . , xN),

(4.3)
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donde F1, . . . , FN : RN −→ R. Decimos que un vector (y1, . . . , yN) ∈ RN es un punto de
equilibrio si se cumple que

Fi(y1, . . . , yN) = 0, 1 ≤ i ≤ N .

Nota 16 El sistema de ecuaciones diferenciales (4.3) es autónomo porque la variable
independiente (t) no aparece expĺıcitamente en las ecuaciones del sistema. Todos los sistemas
de ecuaciones diferenciales abordados en esta tesis son sistemas autónomos.

Nota 17 La matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales (4.3) en un punto de
equilibrio ẑ = (z1, . . . , zN) está dada por

J(ẑ) =



∂F1

∂x1

(z1, . . . , zN)
∂F1

∂x2

(z1, . . . , zN) . . .
∂F1

∂xN

(z1, . . . , zN)

∂F2

∂x1

(z1, . . . , zN)
∂F2

∂x2

(z1, . . . , zN) . . .
∂F2

∂xN

(z1, . . . , zN)

...
...

...
∂FN

∂x1

(z1, . . . , zN)
∂FN

∂x2

(z1, . . . , zN) . . .
∂FN

∂xN

(z1, . . . , zN)


. (4.4)

Teorema 2 (Primera Aproximación o Principio de linealización) Si ẑ es un punto
de equilibrio del sistema (4.3) tal que su matriz Jacobiana, J(ẑ), tiene todos sus eigenvalores
con parte real distinta de cero, entonces
1. ẑ es asintóticamente estable si y sólo si todos los eigenvalores de J(ẑ) poseen parte real
negativa.
2. ẑ es inestable si y sólo si J(ẑ) posee un eigenvalor con parte real positiva.

Las siguientes notas serán de gran utilidad en el desarrollo de este apéndice.

Nota 18 En la figura 4.10 se ilustran las tres soluciones de la ecuación

y1 = [5(N − 1) tanh(y1)]/0.9,

las cuales son precisamente las intersecciones de las gráficas de las funciones h(x) = x y
gN (x) = [5(N − 1) tanh(x)]/0.9. Como la función tanh(x) es impar, entonces las soluciones no
nulas son simétricas respecto al valor 0. Haciendo aproximaciones numéricas se puede verificar
que las soluciones positivas de la ecuación anterior para N = 2 y N = 3 son w1 ∼ 5.5553 y
w1 ∼ 11.1111, respectivamente.

Nota 19 En la figura 4.11 se ilustran las tres soluciones de la ecuación

y1 = [5 tanh(y1) + (5 − c) tanh(w1)]/0.9, (4.5)

donde la constante c es tal que c ∈ [2, 8] y w1 ∈ R+ es la solución positiva de la ecuación de
la nota 18 para N = 2 (i. e. w1 ∼ 5.5553).

Nota 20 En la figura 4.12 se muestran las tres soluciones de la ecuación (4.5) con las mismas
gráficas de la figura 4.11 y además se ilustran las intersecciones de esas gráficas con las rectas
x = ω y x = −ω donde ω ∈ R+ y −ω son las dos soluciones de la ecuación

0 = −0.9 + 5sech2(x). (4.6)

Nótese que esta ecuación tiene dos soluciones por la paridad de la función sech2(x) (ver la
nota 15). Además, haciendo aproximaciones numéricas se puede verificar que ω ∼ 1.502.
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Figura 4.10: Las funciones h(x) = x y gN (x) = [5(N−1) tanh(x)]/0.9 tienen tres intersecciones.
En esta imagen se muestran los casos para N = 2 (curva amarilla) y N = 3 (curva verde).

Nótese que la función gN(x) es tal que gN(x) ∈
(
−5(N−1)

0.9
, 5(N−1)

0.9

)
∀x ∈ R.

Figura 4.11: Las funciones h(x) = x y gc(x) = [5 tanh(x) + (5 − c) tanh(w1)]/0.9 tienen tres
intersecciones para cada c ∈ [2, 8]. En la imagen izquierda se muestran las intersecciones para
c ≤ 5, mientras que, en la imagen derecha se muestran las intersecciones para c ≥ 5.

Figura 4.12: Intersecciones de las gráficas de las funciones h(x) = x y gc(x) de la figura 4.11
con las rectas x = ω y x = −ω, donde c ∈ [2, 8] y ω ∈ R+ es solución de la ecuación (4.6). En
la imagen izquierda se muestran las intersecciones para c ≤ 5, mientras que, en la imagen
derecha se muestran las intersecciones para c ≥ 5.
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4.4. Retroalimentación positiva

4.4.1. Puntos de equilibrio

Proposición 1 Si el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentación
positiva sobre una red completa de orden N , entonces existen 3 puntos de equilibrio del
sistema de ecuaciones diferenciales subyacente, a saber

ẑ = 0̂, ŵ = (w1, . . . , w1) y − ŵ = (−w1, . . . ,−w1),

donde w1 ∈ R+ satisface la ecuación w1 = [5(N − 1) tanh(w1)]/0.9.

Dem. Cuando el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentación
positiva, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales subyacente está dado por:

dxi

dt
= −0.9xi +

N∑
j=1
j ̸=i

5 tanh(xj), para 1 ≤ i ≤ N. (4.7)

Sea ŷ = (y1, . . . , yN) ∈ RN tal que

0 = −0.9yi +
N∑
j=1
j ̸=i

5 tanh(yj), para 1 ≤ i ≤ N. (4.8)

En particular, para i = 1 e i = 2 se tiene que

0 = −0.9y1 +
N∑
j=2

5 tanh(yj)

0 = −0.9y2 +
N∑
j=1
j ̸=2

5 tanh(yj),

si restamos a la primera expresión la segunda obtenemos

0 = −0.9y1 + 0.9y2 + 5 tanh(y2) − 5 tanh(y1),

lo cual implica que,

0.9y1 + 5 tanh(y1) = 0.9y2 + 5 tanh(y2). (4.9)

Procediendo de manera análoga, si consideramos i = 2, i = 3 y luego restamos, se obtiene que

0.9y2 + 5 tanh(y2) = 0.9y3 + 5 tanh(y3). (4.10)

De esta manera, de (4.9) y (4.10) se sigue que

0.9y1 + 5 tanh(y1) = 0.9y2 + 5 tanh(y2) = 0.9y3 + 5 tanh(y3).
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Repitiendo el proceso anterior N veces, se deduce que

0.9yi + 5 tanh(yi) = 0.9yj + 5 tanh(yj) para 1 ≤ i, j ≤ N. (4.11)

De la ecuación (4.11) se sigue que si evaluamos las entradas de ŷ en la función de una
variable real f(x) = 0.9x + 5 tanh(x), entonces se obtiene el mismo valor.
Por otro lado, se tiene que la función f(x) = 0.9x + 5 tanh(x) es inyectiva (función uno a
uno), pues su derivada siempre es positiva,

f ′(x) = 0.9 + 5sech2(x) > 0, ∀ x ∈ R,

de esta manera, se infiere que todas las entradas de ŷ son iguales, es decir

y1 = y2 = . . . = yN .

Como todas las entradas de ŷ son iguales, entonces sustituyendo en la ecuación (4.8) se
deduce que

0.9y1 = 5(N − 1) tanh(y1), es decir y1 = [5(N − 1) tanh(y1)]/0.9,

de lo cual se sigue el resultado que queŕıa demostrarse (ver la nota 18).

■

4.4.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Proposición 2 Si el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentación
positiva sobre una red completa de orden N , entonces los puntos de equilibrio del sistema de
ecuaciones diferenciales subyacente (4.7) son tales que

0̂ es inestable y ŵ,−ŵ son asintóticamente estables,

donde ŵ = (w1, . . . , w1) y w1 ∈ R+ satisface la ecuación w1 = [5(N − 1) tanh(w1)]/0.9.

Dem. Cuando el modelo de conflicto de N actores es considerado con retroalimentación
positiva, entonces la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales subyacente en
el punto de equilibrio ŵ está dada por:

J(ŵ) =


−0.9 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) 5sech2(w1)

5sech2(w1) −0.9 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) 5sech2(w1)
...

...
...

5sech2(w1) 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . −0.9 5sech2(w1)
5sech2(w1) 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) −0.9

 (4.12)

A continuación, se calcularán los eigenvalores de J(ŵ), lo cual implica obtener el determi-
nante, ∆, de la matriz 4.13

J(ŵ) − λI =


−0.9 − λ 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) 5sech2(w1)

5sech2(w1) −0.9 − λ 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) 5sech2(w1)
...

...
...

5sech2(w1) 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . −0.9 − λ 5sech2(w1)
5sech2(w1) 5sech2(w1) 5sech2(w1) . . . 5sech2(w1) −0.9 − λ

 .(4.13)
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Sean a = −0.9 − λ y b = 5sech2(w1). Restando a todos los renglones el primero y después
sumando a la primera columna todas las demás, se obtiene que

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b . . . b
b a . . . b
...

...
b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b . . . b

b− a a− b . . . 0
...

...
b− a 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a + (N − 1)b b . . . b

0 a− b . . . 0
...

...
0 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Como el determinante de una matriz triangular superior es el producto de las entradas de

la diagonal, entonces

∆ = [a + (N − 1)b](a− b)N−1.

Sustituyendo los valores de a y b,

∆ = [−0.9 − λ + (N − 1)5sech2(w1)](−0.9 − λ− 5sech2(w1))
N−1,

de este modo, los eigenvalores del sistema linealizado son

λ1 = −0.9 + (N − 1)5sech2(w1) y λ2 = −0.9 − 5sech2(w1). (4.14)

Nótese que λ2 < 0 (sus dos términos son negativos). Por otro lado, tenemos que

λ1 < 0 ⇐⇒ (N − 1)5sech2(w1) < 0.9.

A continuación demostraremos que λ1 < 0. Se tiene que

(N − 1)5sech2(w1) < 0.9 ⇐⇒ [(N − 1)5/0.9] sech2(w1) < 1

usando la definición de w1 ⇐⇒ w1

tanh(w1)
sech2(w1) < 1

usando la nota 15 ⇐⇒ w1

(
ew1 + e−w1

ew1 − e−w1

)(
2

ew1 + e−w1

)2

< 1

⇐⇒ 4w1

(ew1 − e−w1)(ew1 + e−w1)
< 1

⇐⇒ 4w1

(e2w1 − e−2w1)
< 1

⇐⇒ 4w1 < e2w1 − e−2w1

tomando f(x) = ex − e−x − 2x ⇐⇒ 0 < f(2w1).

Debido a que

f ′(x) = ex + e−x − 2, f (2)(x) = ex − e−x y f (3)(x) = ex + e−x,

se tiene que f (2)(x) es creciente en R (porque f (3)(x) > 0 ∀x ∈ R), luego como 0 = f (2)(0),
se deduce que 0 < f (2)(x), ∀x > 0, por consiguiente,

f ′(x) es una función creciente en el intervalo (0,∞). (4.15)
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Por otro lado, por el principio de la segunda derivada tenemos que 0 es un mı́nimo local de
f ′(x), pero 0 = f ′(0), entonces por (4.15) se infiere que 0 < f ′(x), ∀x ∈ (0,∞). Observemos
que f ′(x) es una función par, por lo tanto 0 < f ′(x), ∀x ∈ (−∞, 0). De lo anterior y del
hecho de que f(x) es una función continua, se deduce que f(x) es una función creciente en R.
De esta manera, puesto que 0 = f(0) y w1 ∈ (0,∞) se tiene que 0 < f(2w1), de lo cual se
sigue que

λ1 < 0. (4.16)

Dado que λ1, λ2 < 0, por el teorema 2 se concluye que ŵ es asintóticamente estable. Nótese
que como la función sech(x) es una función par (ver nota 15), entonces J(−ŵ) = J(ŵ) =,
por lo tanto, −ŵ es también asintóticamente estable.

Finalmente, se analizará el caso del punto cŕıtico 0̂. De (4.12) y de que sech(0) = 1, se
tiene que

J(0̂) =


−0.9 5 5 . . . 5 5

5 −0.9 5 . . . 5 5
...

...
...

5 5 5 . . . −0.9 5
5 5 5 . . . 5 −0.9


Procediendo de manera análoga al caso del punto de equilibrio ŵ se obtiene que los eigenvalores
del sistema linealizado en 0̂ son

λ1 = −0.9 + 5(N − 1) y λ2 = −0.9 − 5, (4.17)

pero N ≥ 2 (dos es el mı́nimo número de actores que se considera en el modelo de conflicto
de N actores), por consiguiente λ1 > 0 y λ2 < 0, por lo tanto el teorema 2 permite afirmar
que 0̂ es inestable.

■

4.5. Retroalimentación negativa

4.5.1. Puntos de equilibrio

Proposición 3 El sistema de ecuaciones diferenciales subyacente al modelo de conflicto de
2 actores con retroalimentación negativa,

dx1

dt
= −0.9x1 − 5 tanh(x2)

dx2

dt
= −0.9x2 − 5 tanh(x1),

(4.18)

posee 3 puntos de equilibrio, a saber

ẑ = 0̂, ŵ = (w1,−w1) y − ŵ = (−w1, w1),
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donde w1 ∈ R+ satisface la ecuación w1 = 5 tanh(w1)/0.9.

Dem. Sea ŷ = (y1, y2) tal que

0 = −0.9y1 − 5 tanh(y2)
0 = −0.9y2 − 5 tanh(y1),

(4.19)

si sumamos a la primera expresión la segunda obtenemos

0 = −0.9y1 − 0.9y2 − 5 tanh(y2) − 5 tanh(y1),

lo cual implica que,

0.9y1 + 5 tanh(y1) = −0.9y2 − 5 tanh(y2). (4.20)

De la ecuación (4.20) se sigue que si evaluamos las entradas de ŷ en la función de una variable
real f(x) = 0.9x + 5 tanh(x), entonces se tiene que

f(y1) = −f(y2).

Observemos que f(x) es una función impar, por consiguiente f(y1) = f(−y2). Nótese que
f ′(x) = 0.9 + 5sech2(x) > 0, por lo cual f(x) es una función creciente en R (en particular
f(x) es una función inyectiva en R), por lo tanto

y1 = −y2. (4.21)

Por otro lado, de la primera ecuación de (4.19) se sabe que y1 satisface y1 = −5 tanh(y2)/0.9,
de este modo, al sustituir (4.21) y usar que la función tanh es impar, se deduce que

y1 = 5 tanh(y1)/0.9.

de esto último, la nota 18 y (4.21) se sigue el resultado que queŕıa demostrarse.

■

4.5.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Proposición 4 Los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales subyacente
al modelo de conflicto de 2 actores con retroalimentación negativa son tales que

0̂ es inestable y ŵ,−ŵ son asintóticamente estables,

donde ŵ = (w1,−w1) y w1 ∈ R+ satisface la ecuación w1 = 5 tanh(w1)/0.9.

Dem. Las matrices Jacobianas del sistema de ecuaciones (4.18) en los puntos de equilibrio
−ŵ, ŵ y 0̂ son

J(−ŵ) = J(ŵ) =

(
−0.9 −5sech2(w1)

−5sech2(w1) −0.9

)
y J(0̂) =

(
−0.9 −5
−5 −0.9

)
,
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respectivamente. Nótese los determinantes de J(ŵ) − λI y J(0̂) − λI son iguales a los
respectivos determinantes calculados en la proposición 2 para N = 2. De esta manera,
por las cuentas realizadas en la proposición 2 se deduce que 0̂ es inestable y ŵ,−ŵ son
asintóticamente estables, además, los eigenvalores del sistema linealizado en ŵ (y en −ŵ)
están dados por

λ1 = −0.9 + 5sech2(w1) y λ2 = −0.9 − 5sech2(w1), (4.22)

mientras que, los eigenvalores del sistema linealizado en 0̂ son

λ1 = −0.9 + 5 y λ2 = −0.9 − 5. (4.23)

■
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Apéndice C. Resultados anaĺıticos del
modelo de dinámica de opinión

El modelo de dinámica de opinión con los parámetros usados en este trabajo de investiga-
ción está dado por

dx0(t)/dt = −0.9x0(t) − 5 tanh(x2(t))
dx1(t)/dt = −0.9x1(t) + 5 tanh(x1(t)) + 5 tanh(x0(t)) + c12 tanh(x2(t))
dx2(t)/dt = −0.9x2(t) − 5 tanh(x0(t)),

(4.24)

donde la constante c12 es tal que c12 ∈ [2, 8].

En las demostraciones de este apéndice se usará de manera relevante que el subsistema
del sistema (4.24), formado por dx0(t)/dt y dx2(t)/dt es precisamente el sistema (4.18).

4.6. Puntos de equilibrio

Teorema 3 El sistema (4.24) posee 9 puntos de equilibrio, los cuales tienen la forma

(0, r, 0), (w1, s,−w1) y (−w1, q, w1),

donde w1 ∈ R+ satisface la ecuación w1 = 5 tanh(w1)/0.9, r ∈ {0, w1,−w1} y s, q toman por
valores las tres soluciones de las ecuaciones

s = [5 tanh(s) + (5 − c12) tanh(w1)]/0.9 y
q = [5 tanh(q) + (c12 − 5) tanh(w1)]/0.9,

respectivamente.

Dem. Sea ŷ = (y0, y1, y2) tal que

0 = −0.9y0 − 5 tanh(y2)
0 = −0.9y1 + 5 tanh(y1) + 5 tanh(y0) + c12 tanh(y2)
0 = −0.9y2 − 5 tanh(y0).

(4.25)

En particular, se tiene que (y0, y2) es un punto de equilibrio del sistema (4.18), por lo cual la
proposición 3 nos permite afirmar que (y0, y2) ∈ {(0, 0), (w1,−w1), (−w1, w1)}.
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Caso 1. Si (y0, y2) = (0, 0).
En este caso, de (4.25) se sigue que y1 = 5 tanh(y1)/0.9. De esta manera, usando la nota 18
se deduce que los puntos de la forma (0, w, 0) con w ∈ {0, w1,−w1}, son puntos de equilibrio
del sistema (4.24).

Caso 2. Si (y0, y2) = (w1,−w1).
En este caso, de (4.25) se sigue que y1 = [5 tanh(y1) + (5− c12) tanh(w1)]/0.9. De esta manera,
por la nota 19 existen exactamente tres valores de y1 que satisfacen esta condición.

Caso 3. Si (y0, y2) = (−w1, w1).
En este caso, de (4.25) se sigue que y1 = [5 tanh(y1) + (c12 − 5) tanh(w1)]/0.9. Nótese que
para cada c12 ∈ [2, 8] existe c ∈ [2, 8] tal que c12 − 5 = 5 − c, a saber c = 10 − c12, lo cual
permite reducir este caso al caso 2. De este modo, por la nota 19 existen exactamente tres
valores de y1 que satisfacen la ecuación deseada.

■

4.7. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Teorema 4 Los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales (4.24), que
fueron determinados en la proposición 3, son tales que

1. los de la forma (0, r, 0) son inestables,

2. dos de la forma (w1, s,−w1) son estables y uno es inestable,

3. dos de la forma (−w1, q, w1) son estables y uno es inestable.

Dem. En general la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones (4.24) en un punto (x0, x1, x2)
está dada por

J(x0, x1, x2) =

 −0.9 0 −5sech2(x2)
5sech2(x0) −0.9 + sech2(x1) c125sech2(x2)
−5sech2(x0) 0 −0.9


A continuación, se obtendrán los eigenvalores de J(x0, x1, x2). Desarrollando por cofactores
sobre el primer renglón de la matriz J(x0, x1, x2) − λI obtenemos que el polinomio carac-
teŕıstico de J(x0, x1, x2) es

p(λ) = (−0.9 − λ)[(−0.9 + 5sech2(x1) − λ)(−0.9 − λ)] − 5sech2(x2)[5sech2(x0)(−0.9 + 5sech2(x1) − λ)]
= (−0.9 + 5sech2(x1) − λ)[(−0.9 − λ)2 − 52sech2(x2)sech2(x0)]
= (−0.9 + 5sech2(x1) − λ)[(−0.9 − λ) + 5sech2(x1)][(−0.9 − λ) − 5sech(x2)sech(x0)],

por consiguiente los eigenvalores de J(x0, x1, x2) son

λ0 = −0.9 + 5sech2(x1)
λ1 = −0.9 + 5sech(x2)sech(x0)
λ2 = −0.9 − 5sech(x2)sech(x0).

(4.26)
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Caso 1. Puntos de equilibrio de la forma (0, r, 0).
De (4.26) se tiene que los puntos de equilibrio de la forma (x0, x1, x2) = (0, r, 0) son tales que
λ1 = −0.9 + 5 > 0. Como en este caso los tres eigenvalores son no nulos (si r ∈ {w1,−w1}
se puede ver que λ0 ̸= 0 usando la definición de w1 y la identidad sech2(x) + tanh2(x) = 1),
entonces por el teorema 2 se deduce que estos puntos de equilibrio son inestables.

Nótese que siempre se cumple que

λ2 < 0 (4.27)

porque sus dos términos siempre son negativos. Por otro lado, si x0, x2 ∈ {w1,−w1}, por la
paridad de la función sech(x) se sigue que λ1 = −0.9 + 5sech2(w1), luego por (4.14) y (4.16),
tomando N = 2, se obtiene que

λ1 < 0. (4.28)

De esta manera, por (4.27) y (4.28) se deduce la estabilidad de los puntos de equilibrio
que no son de la forma (0, r, 0) depende completamente del signo del eigenvalor λ0. Para
analizar el comportamiento de λ0 es importante observar que si ω ∈ R+ es solución de la
ecuación 0 = −0.9 + sech2(x) se cumple que,

si m es tal que |m| > ω, entonces −0.9 + 5sech2(m) < 0 y
si m es tal que |m| < ω, entonces −0.9 + 5sech2(m) > 0,

(4.29)

esto se debe a que la función sech2(x) es par y con comportamiento decreciente en el intervalo
(0,∞), ver la nota 15.

Caso 2. Puntos de equilibrio de la forma (w1, s,−w1).
En este caso, cuando c12 < 5 se tiene que s toma dos valores negativos y uno positivo (ver
la figura 4.11). Denotemos por s1, s2 a los valores negativos de tal manera que s1 < s2 y
denotemos por s3 al valor positivo. Como se tiene que |s1|, s3 > ω y |s2| < ω (ver figura
4.12), entonces de (4.29) se sigue que los puntos de equilibrio (w1, s1,−w1) y (w1, s3,−w1)
son estables y (w1, s2,−w1) es inestable.

Por otra parte, cuando c12 > 5 se tiene que s toma dos valores positivos y uno negativo
(ver la figura 4.11). Denotemos por s4 al valor negativo y por s5, s6 a los valores positivos
de tal manera que s5 < s6. Como se tiene que |s4|, s6 > ω y s5 < ω (ver figura 4.12),
entonces de (4.29) se sigue que (w1, s4,−w1) y (w1, s6,−w1) son puntos de equilibrio estables
y (w1, s5,−w1) es inestable.

Caso 3. Puntos de equilibrio de la forma (−w1, q, w1).
En este caso, por hipótesis se tiene que q y s son soluciones de las ecuaciones

y1 = [5 tanh(y1) + (c12 − 5) tanh(w1)]/0.9 y y1 = [5 tanh(y1) + (5 − c12) tanh(w1)]/0.9,

respectivamente. Nótese que para cada c12 ∈ [2, 8] existe c ∈ [2, 8] tal que c12 − 5 = 5 − c, a
saber c = 10 − c12, lo cual permite reducir este caso al caso 2. Por lo tanto, se concluye que
dos puntos de equilibrio de la forma (−w1, q, w1) son estables y uno es inestable.

■
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4.8. Discretización del modelo de dinámica de opinión

Para discretizar el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de dinámica de opinión
usaremos un esquema no estándar de diferencias finitas. Los esquemas no estándar de dife-
rencias finitas fueron desarrollados por Mickens ([189]) y consisten en métodos numéricos
para aproximar un sistema de ecuaciones diferenciales a través de sistemas de ecuaciones en
diferencias (versiones discretas del sistema) que son consistentes con el sistema diferencial
original, especialmente con las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Teorema 5 Sea ϕ(h) : R −→ R tal que

ϕ(h) = h + O(h2) cuando h → 0 y 0 < ϕ(h) < 1, h > 0. (4.30)

Supongamos que el sistema (4.3) tiene un número finito de puntos de equilibrio y que para
cada λ ∈ Ω se satisface que λ ∈ R \ {0}, donde Ω =

⋃
ŷ∈Γ σ(J(ŷ)) con Γ siendo el conjunto

de todos los puntos de equilibrio del sistema (4.3) y σ(J(ŷ)) el conjunto de los eigenvalores
del Jacobiano del sistema (4.3) en el punto de equilibrio ŷ. Sea q = máx {|λ| : λ ∈ Ω}, si J(ŷ)
es una matriz diagonalizable para cada ŷ ∈ Γ, entonces los siguientes esquemas de diferencias
finitas

1. esquema no estándar expĺıcito de Euler
x(tk+1) − x(tk)

ϕ(hq)/q
= F (x(tk)),

2. esquema no estándar de Runge-Kutta de segundo orden
x(tk+1) − x(tk)

ϕ(hq)/q
=

F (x(tk)) + F (x(tk) + (ϕ(hq)/q)F (x(tk)))

2
,

donde x(tk) =


x1(tk)
x2(tk)

...
xN(tk)

 y F (x(tk+1)) =


F1(x(tk))
F2(x(tk))

...
FN(x(tk))

, son estables elementales.

Dem. La demostración de este teorema está en la página 526 de la referencia [190]. Es
importante mencionar que en [190] se pide que todos los eigenvalores del Jacobiano J(ŷ) sean
simples para cada punto de equilibrio ŷ; sin embargo, se menciona que dicha condición puede
ser remplazada por la condición de que J(ŷ) sea diagonalizable para cada punto de equilibrio
ŷ (ver el renglón siguiente a (3.5) en la página 523 de [190]).

■

Nota 21 La condición (4.30) es satisfecha por la función ϕ(h) = 1 − e−h (ver remark 14 en
la página 527 de [190]).

Teorema 6 El modelo de dinámica de opinión (4.24) posee un esquema estable elemental
no estándar expĺıcito de Euler de la forma

x0(n + 1) = cx0(n) − 5k tanh(x2(n))
x1(n + 1) = cx1(n) + 5k tanh(x1(n)) + 5k tanh(x0(n)) + c12k tanh(x2(n))
x2(n + 1) = cx2(n) − 5k tanh(x0(n)),

(4.31)

donde c, k son constantes positivas, c12 ∈ [2, 8] y n ∈ N.
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Dem. Se verificará que el sistema (4.24) cumple las hipótesis del teorema 5.

Por el teorema 3 el sistema (4.24) tiene un número finito de puntos de equilibrio. Para
cada λ ∈ Ω (donde Ω es como en el teorema 5) se tiene que λ ∈ R \ {0}, lo anterior fue
verificado en los análisis realizados en los casos 1, 2 y 3 del teorema 4.

A continuación se demostrará que J(ŷ) es diagonalizable para cada punto de equilibrio ŷ.
En general la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones (4.24) en un punto (x0, x1, x2) está
dada por

J(x0, x1, x2) =

 −0.9 0 −5sech2(x2)
5sech2(x0) −0.9 + 5sech2(x1) c12sech2(x2)
−5sech2(x0) 0 −0.9

.

Podemos verificar que J(x0, x1, x2) se transforma en una matriz diagonal realizando las
siguientes operaciones elementales de matrices en ese orden: 1) restar a la primera columna el
producto de 5sech2(x0)/(−0.9 + 5sech2(x1)) con la segunda columna (los análisis realizados
sobre el eigenvalor λ0 en el teorema 4 permiten afirmar que el denominador no es cero), 2)
restar a la tercera columna el producto de c12sech2(x2)/(−0.9 + 5sech2(x1)) con la segunda
columna, 3) restar a la primera columna la tercera columna, 4) sumar al tercer renglón el
primer renglón, 5) sumar a la tercera columna el producto de 5sech2(x2)/(−0.9 + 5sech2(x2))
con la primera columna (los análisis realizados sobre el eigenvalor λ0 en el teorema 4 permiten
afirmar que el denominador no es cero).

Por todo lo hecho anteriormente y la nota 21, se sigue del teorema 5 que el sistema (4.24)
posee un esquema estable elemental no estándar expĺıcito de Euler de la forma

x0(n + 1) = x0(n) + (ϕ(hq)/q)[−0.9x0(n) − 5 tanh(x2(n))]
x1(n + 1) = x1(n) + (ϕ(hq)/q)[−0.9x1(n) + 5 tanh(x1(n)) + 5 tanh(x0(n)) + c12 tanh(x2(n))]
x2(n + 1) = x2(n) + (ϕ(hq)/q)[−0.9x2(n) − 5 tanh(x0(n))]

,(4.32)

donde ϕ(y) = 1−e−y, q = máx {|λ| : λ ∈ Ω} y tn = t0 +nh con n ∈ N, t0 = 0 y h = 1. Nótese
que la última condición implica que ϕ(hq)/q = ϕ(q)/q.

Como 0 < 5sech(x)sech(y) ≤ 5 ∀x, y ∈ R, entonces de (4.26) se deduce que

q = | − 0.9 − 5sech2(0)| = 5.9,

Sean c := 1 − 0.9(ϕ(q)/q) y k := ϕ(q)/q. Por las definiciones de ϕ y q se sigue que k ∈ R+.
Por otra parte,

0 < c ⇐⇒ 0 < 1 − 0.9(ϕ(q)/q) ⇐⇒ ϕ(q) < q/0.9,

pero se cumple que 1 < q/0.9 y por definición ϕ(q) < 1, por lo cual se deduce que ϕ(q) < q/0.9,
en consecuencia se concluye que 0 < c.

Por lo tanto, tomando c = 1 − 0.9(ϕ(q)/q) y k = ϕ(q)/q el sistema (4.32) se transforma
en el sistema (4.31).

■
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4.8.1. Propiedades del modelo discreto

Proposición 5 El subsistema de diferencias finitas del sistema (4.31),

x0(n + 1) = cx0(n) − 5k tanh(x2(n))
x2(n + 1) = cx2(n) − 5k tanh(x0(n)),

(4.33)

donde c, k son constantes positivas, es tal que
1. si x0(0) > 0 y x2(0) < 0, entonces x0(n) > 0 y x2(n) < 0 ∀n ∈ N,

2. si x0(0) = −x2(0), entonces x0(n) = −x2(n) < 0 ∀n ∈ N,

Dem. La demostración de 1. se hará por inducción.
Paso base. Supongamos que x0(0) > 0 y x2(0) < 0, por demostrar que x0(1) > 0 y x2(1) < 0.
Tenemos que x0(1) = cx0(0)−5k tanh(x2(0)), como la función tanh(x) respeta el signo (i. e. al
ser evaluada en números positivos se obtienen números positivos y análogamente con los núme-
ros negativos) y c, k ∈ R+ entonces x0(1) > 0. Por otro lado, x2(1) = cx2(0)− 5k tanh(x0(0)),
nuevamente, usando que la función tanh(x) respeta el signo y que c, k ∈ R+ se sigue que
x2(1) < 0.
Hipótesis de inducción. Supongamos que x0(n) > 0 y x2(n) < 0.
Paso inductivo. Por demostrar que x0(n + 1) > 0 y x2(n + 1) < 0.
La demostración de este hecho es similar a la realizada en el paso base.

La demostración de 2. también se hará por inducción.
Paso base. Supongamos que x0(0) = −x2(0), por demostrar que x0(1) = −x2(1).

x0(1) = cx0(0) − 5k tanh(x2(0))

= −cx2(0) − 5k tanh(−x0(0)) usando que x0(0) = −x2(0)

= −cx2(0) + 5k tanh(x0(0)) usando que la función tanh(x) es impar

= −x2(1)

Hipótesis de inducción. Supongamos que x0(n) = −x2(n).
Paso inductivo. Por demostrar que x0(n + 1) = −x2(n + 1).
La demostración de este hecho es similar a la realizada en el paso base.

■
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