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Introduccion

Uno de los problemas fundamentales en la comunicacién electrénica es proteger la
informacion que se transmite o almacena entre dos puntos que se encuentran sepa-
rados espacial o temporalmente. La informaciéon se envia o almacena a través de
un canal de comunicacién (la radio, la linea telefénica, un CD) el cual inevitable-
mente introduce errores en la misma debido a distintos factores (radiacién césmica,
ruido en la linea, dano en el CD). Los cédigos detectores correctores de error son
un componente comuin en muchos sistemas de comunicaciones y almacenamiento de
datos para garantizar que la informacién se reproduzca con precisién en presencia
de errores en la transmision. Su funcionamiento se basa en anadir a la informacion
redundancia de tal forma que si la informacion se corrompe sea posible su recu-
peracion. En este sentido, la teoria de cédigos aborda tanto la teoria como el diseno
de los codigos detectores correctores de error.

Una familia importante de codigos detectores correctores de error es la de los
codigos ciclicos. Los codigos ciclicos son una subclase de los codigos lineales por
bloque, la cual es utilizada ampliamente en la electrénica de consumo, la crip-
tografia, los sistemas de almacenamiento de datos, entre otros; ya que posee una
rica estructura algebraica y sus algoritmos de codificacién y decodificacion se pueden
implementar de manera eficiente. Como ejemplos de cédigos ciclicos tenemos a los
c6digos BCH y Reed-Solomon empleados en la exploracién espacial [49], los cédigos
de barra de dos dimensiones [45], los CD y DVD [34], los discos de estado sélido [46],
las tecnologfas de transmision de datos inaldmbricas [12], etc. Otro ejemplo son los
c6digos lineales con dual complementario (linear complementary dual codes o LCD
codes), utilizados en la electrénica de consumo, sistemas de comunicaciones, crip-
tografia y en el almacenamiento de datos [38].

Uno de los temas centrales dentro de la investigacién en teoria de cédigos es la
construccién de cédigos lineales o ciclicos sobre campos finitos cuya distancia minima
sea maxima para valores fijos de longitud y dimension, es decir, la construccion de
c6digos 6ptimos [3,23,27,29,58,59]. Esto es asi pues un c6digo con distancia minima
d puede corregir hasta [(d — 1)/2] errores. Un método comtinmente utilizado para
construir nuevos codigos 6ptimos es modificar cédigos éptimos previamente estu-
diados. En los tltimos anos se han desarrollado distintas técnicas para modificar
codigos; por ejemplo, se pueden concatenar dos cédigos, también se puede perforar,
extender o recortar un cédigo dado, o incluso es posible calcular sus cédigos de sub-
campo. De hecho, muchos de los codigos importantes que hay en la literatura surgen
al modificar codigos existentes. Otras caracteristicas interesantes a describir en un
c6digo lineal o ciclico, y que han llamado mucho la atencion de los investigadores
en los ultimos anos, son sus distribuciones de pesos de Hamming y completa. Cono-
ciendo la distribucion de pesos de Hamming de un c6digo es posible construir disenos
combinatorios [14], grafos fuertemente regulares [8,54], esquemas de comparticién de
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secretos [9,36,47,48,69], entre otros; mientras que la distribucién de pesos completa
puede ser utilizada en la decodificacién por decisién suave [5] o para el cdlculo de la
transformada de Walsh de funciones monomiales sobre campos finitos [22].

Recientemente, Heng y Yue [29] presentaron una clase de cédigos ciclicos 6ptimos
de tres pesos definidos sobre cualquier campo finito. El presente trabajo tiene como
finalidad exponer los resultados derivados de una profundizacion en el estudio de
dicha clase de cddigos. Estos resultados representan investigaciones originales [31—
33,61] en el drea de teoria de cédigos.

En primer lugar estudiamos los cédigos de subcampo para una subclase de los
codigos ciclicos éptimos reportados en [29] y determinamos sus distribuciones de
pesos de Hamming. Resulta que algunos de los c6digos obtenidos son 6ptimos y otros
tienen los mejores parametros conocidos. También investigamos los duales de los
cédigos de subcampo y demostramos que son casi 6ptimos. Ademads, determinamos
la estructura de cobertura de los codigos de subcampo y la utilizamos para construir
esquemas de comparticion de secretos con buenas estructuras de acceso. Mas aun,
demostramos que, bajo ciertas condiciones, los codigos extendidos de los codigos
ciclicos 6ptimos en [29] resultan en una clase de codigos lineales éptimos de dos
pesos cuyos duales son casi 6ptimos. Como una aplicacién de los cédigos lineales
obtenidos construimos grafos fuertemente regulares.

Por otro lado, también determinamos la distribucién de pesos completa para
una subclase de los codigos ciclicos 6ptimos presentados en [29]. Como veremos més
adelante, esto se logra a través de la evaluacién de un tipo de sumas exponenciales
particulares. Como resultado secundario, utilizamos la distribucién de valores de
dichas sumas para extender la clase de cddigos ciclicos éptimos de cinco pesos y
dimensién 4 recientemente reportada en [27].

Por ultimo, utilizamos las técnicas de perforado y recortado sobre los cédigos
ciclicos éptimos presentados en [29] y [27] para obtener tres nuevas clases de c6digos
lineales 6ptimos. Las distribuciones de pesos de Hamming para dichos cédigos son
determinadas utilizando el Teorema de Prange. También investigamos sus codigos
duales y demostramos que son éptimos o casi 6ptimos. Mas atn, dichos duales
contienen clases de cddigos de cuasidistancia maxima separable (almost maximum
distance separable codes 0 AMDS codes) las cuales resultan ser apropiadas para la
deteccién de errores. Ademads, algunos de los cédigos lineales obtenidos se prestan
para construir esquemas de comparticion de secretos con buenas estructuras de
acceso.

Con el objeto de hacer mas clara la exposicién de estos resultados, el presente
trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 recordamos algunas
definiciones bésicas asi como algunos resultados conocidos que seran necesarios para
el desarrollo de este trabajo. Los Capitulos 2, 3 y 4 estan dedicados a la exposicién
de los resultados de las investigaciones antes descritas. Finalmente, el Capitulo 5
estd dedicado a las conclusiones.



Capitulo 1

Antecedentes

El presente capitulo tiene como finalidad recordar algunas definiciones bésicas asi
como algunos resultados conocidos que seran necesarios para el desarrollo de este
trabajo. Para mds detalles, se recomienda la consulta del material en [34,40,45].

1.1 Campos finitos

En este trabajo estamos interesados en el estudio de codigos lineales definidos sobre
campos finitos, es decir, el alfabeto subyacente de estos codigos tiene estructura de
campo finito. Dada la importancia de dicha estructura algebraica, a continuacion
vamos a recordar su definicion.

Un conjunto IF es un campo si en IF estan definidas dos operaciones (+, ) tal
que para todo a, b, c € IF se cumple:

(i) TF es un grupo abeliano bajo (+);

(ii) IF es cerrado bajo (-), y ademés el conjunto de todos los elementos de IF que
son diferentes a cero, IF*, es un grupo abeliano bajo (-);

(iii) las operaciones (+,-) cumplen con la ley distributiva, es decir,

a-(b+c)=a-b+a-c.

En el contexto de un campo, al neutro bajo (+) se le llama neutro aditivo y se le
denota como 0, mientras que al neutro bajo (-) se le llama neutro multiplicativo y se
le denota por 1. Al grupo abeliano (IF, +) se le llama estructura aditiva del campo
IF, mientras que al grupo abeliano (IF*,-) se le llama estructura multiplicativa del
campo IF. Por conveniencia omitiremos el simbolo de multiplicacion y escribiremos
ab para denotar el producto a - b. Se dice que el campo es finito si IF tiene un
nimero finito de elementos; el nimero de elementos en IF es llamado el orden de TF.
Denotaremos un campo con ¢ elementos por IF,.

Se sabe que todos los campos finitos con el mismo nimero de elementos son
isomorfos [40, Teorema 2.5, p. 49]. Sea IF, un campo finito con ¢ elementos. La
siguiente es una lista de propiedades béasicas de IF, (ver [40, Capitulos 1 y 2]):

e ¢ = p' para algiin ntimero primo p y algiin entero positivo ¢; p es llamado la
caracteristica de I¥ .



IF', contiene a IF), como subcampo.

IF', es un espacio vectorial sobre IF,, de dimension ¢.

Cada subcampo de IF, tiene orden p” para algtin entero r divisor de ¢.

*

El grupo multiplicativo de elementos distintos de cero en IF,, IF, es ciclico.
Si v € I, es un generador de IF, entonces v es llamado elemento primitivo

de IF,. Bajo estas condiciones escribiremos IF; = (7).

Sea m > 2 un entero, IFy» una extension finita de grado m de IFy y a € IFgm.
Es una propiedad bésica que a?" = a [40, Lema 2.3, p. 48]. El polinomio ménico
f(z) € IF,[z] de grado menor tal que f(a) = 0 es llamado el polinomio minimo de a
sobre IF, y lo denotaremos por M,(x). Como a?" — a = 0, claramente M,(x) es un
divisor de 7" —z. M4s atin, M,(x) es tnico e irreducible sobre IF, (ver [45, Capitulo
4, p. 99)).

1.1.1 Las funciones traza y norma

A continuacion se presentan dos funciones importantes que van del campo finito
IF,m al subcampo finito IF, (ver [45, Capitulo 2, Seccién 3, p. 54]).
Sea a € IFym. La traza de a sobre Iy, Try_,./r,(a), se define como

TrE mr, (@) == a+a? + -+ " € IF,,

y cumple con las siguientes propiedades [40, Teoremas 2.23 y 2.26, pp. 55-56]:

(i) Tre m/w, (@ +0) = Trp . /w,(a) + Trr . e, (b) para todo a,b € IFgm.
(ii) Trg,m/w,(ca) = cTrE . /r, (@) para todo ¢ € IF, a € IFym.

(iil) Trw . /w,(a) = Trr,/w, (TrE . /r, (@) para todo a € IFym.

Las propiedades (i) y (ii) implican que la traza es una transformacion lineal, mientras
que la propiedad (iii) implica que es transitiva. La traza juega un papel fundamental
en el estudio de codigos lineales sobre campos finitos ya que estos cédigos pueden
ser representados a través de dicha funcion lo cual permite el uso de distintas he-
rramientas matematicas, como son las sumas exponenciales, para su analisis.

La norma de a sobre IFy, N .. /r,(a), se define como

m—1 -1

N]qu/]Fq(a)Z:a'aq'...‘aq =at €lF,.

Ademas, se cumple que [40, Teorema 2.28, p. 57]:

NIqu/IE‘q(CLb) = N[F‘q,,,L/IF‘q(CL>N[F‘qm/[F‘q (b) para todo a,b € Fym ,

es decir, la norma es multiplicativa.



1.2 Cobdigos lineales sobre campos finitos

Existen distintos tipos de codigos, de entre ellos, uno de los mas importantes son los
cddigos lineales. Estos codigos ofrecen varias ventajas sobre otro tipo de cédigos,
como son: su facilidad de descripcion, tienen muy buenas propiedades y son féciles
de codificar y decodificar. De hecho, la mayoria de los cédigos importantes que
encontramos en la literatura son lineales.

Sea IF} el espacio vectorial compuesto por los vectores de longitud n con entradas
en IF,. Un [n,k] cddigo lineal, C, sobre IF, es un subespacio vectorial de IF) de
dimension k; n y k son llamadas la longitud y la dimension del cédigo C, respectiva-
mente. En este contexto, los vectores de C son llamados palabras de cédigo. El codigo
lineal C tiene ¢* palabras de cédigo. Indexamos las coordenadas de las palabras de
c6digo en C con los elementos del conjunto {0,1,...,n — 1}. Para una palabra de
cddigo ¢ € C se define su peso de Hamming como el nimero de coordenadas distintas
de cero en ¢ y lo denotaremos por wg(c). La distancia minima d de un cédigo lineal
C estd dada por d = min{wg(c):c € C\ {0}} [45, Teorema 1, p. 10], donde 0 es
la palabra de cédigo cuyas coordenadas son todas iguales a cero. Un cdédigo lineal
C de longitud n, dimensién k y distancia minima d es llamado un [n, k, d| cédigo.

Los parametros [n, k, d] de un cédigo lineal C son esenciales ya que la razén k/n
determina la eficiencia de transmisidon (ver [45, p. 6]) v d es utilizada para determinar
las capacidades de deteccién y correccién de errores de C [45, Teorema 2, p. 10]. Es
precisamente por esta ultima razén que al construir un cédigo lineal es deseable
que su distancia minima sea lo mds grande posible. Un [n, k,d] cédigo lineal, C,
sobre IF, es llamado dptimo si no existe un [n, k, d’] cédigo sobre IF, con d’ > d, o si
sus parametros alcanzan la igualdad en alguna cota para codigos lineales. Por otro
lado, C es llamado casi dptimo si existe un [n, k,d + 1] cédigo éptimo sobre IF,, o
bien, si [n,k,d 4 1] alcanza la igualdad en alguna cota para c6digos lineales. Més
aun, un cddigo lineal con pardmetros [n,k,n — k + 1] es llamado distancia mdzima
separable (maximum distance separable o MDS) (ver [45, Capitulo 11, p. 317]),
mientras que un c6digo lineal con pardmetros [n, k,n — k| es llamado cuasidistancia
mdzima separable (almost maximum distance separable o AMDS).

Las dos formas més comunes de describir un cédigo lineal son a través de una
matriz generadora o una matriz de chequeo de paridad. Una matriz generadora para
un [n, k] cédigo lineal C sobre IF, es una matriz G' de tamartio k x n cuyas filas forman
una base para C sobre IF,. Por otro lado, como un cédigo lineal es un subespacio de
un espacio vectorial, éste es el nicleo de alguna transformacion lineal. En particular,
existe una matriz H de tamano (n — k) x n, llamada matriz de chequeo de paridad
de C, definida de la siguiente manera

C={zrelF,:Hz" =0},

donde 2z denota el vector transpuesto de z. Note que las matrices generadora y de
chequeo de paridad de un cédigo lineal no son tnicas.

Ejemplo 1. Sea C el cédigo lineal de longitud 4 y dimensién 2 definido sobre el campo
finito con tres elementos, IF3 = {0, 1,2}, dado por el conjunto

¢ :=1(0,0,0,0),(0,1,2,1),(0,2,1,2),(1,1,1,0), (1,2,0,1),
(1,0,2,2),(2,2,2,0),(2,0,1,1),(2,1,0,2)} C TF}.



Entonces, note que las matrices

1022 1110
¢= {0121} y = {1201}

son matrices generadora y de chequeo de paridad, respectivamente, para el cédigo
lineal C.

1.2.1 Las distribuciones de pesos de Hamming y completa

Un problema matemético de interés, pero a la vez dificil, es utilizar la riqueza
algebraica que poseen los cédigos lineales para determinar su distribucion de pesos
de Hamming (ver por ejemplo [15,24,25,27,29,31,32,36,44,51,53,58-60,72]). Dicho
problema consiste en clasificar todas las palabras de cddigo de acuerdo a su peso
de Hamming. Formalmente hablando, sea C un cédigo lineal de longitud n y sea
A;(C), con 0 < j < n, el nimero de palabras de cédigo con peso de Hamming j en
C. El enumerador de pesos de Hamming (o simplemente enumerador de pesos) de C
se define como el polinomio

1+ A (C)z+ Ay(C)22 + -+ + A (C)2"

mientras que la secuencia Ay(C) = 1, A1(C),..., A,(C) es llamada su distribucion
de pesos de Hamming (o simplemente distribucién de pesos). Note que el valor més
pequeno de 0 < d < n para el cual A4(C) # 0 corresponde a la distancia minima d del
c6digo lineal C. Diremos que el codigo C es de N pesos si la cardinalidad del conjunto
de sus pesos distintos de cero es N, es decir, N =§{j : A;(C) # 0,0 < j < n}.

Ejemplo 2. El enumerador de pesos del cédigo C en el Ejemplo 1 es el polinomio
1 + 823, mientras que su distribucién de pesos estd dada por Ag(C) = 1, A3(C) = 8.
Note que C es un codigo lineal de un solo peso con distancia minima 3.

Un problema ain mas dificil, para codigos no binarios, es calcular su distribucién
de pesos completa (ver por ejemplo [2,11,37,39,65-68,71]). Esto consiste en clasi-
ficar todas las palabras de codigo de acuerdo al nimero de simbolos de cada tipo
contenidos en cada palabra de cédigo. Sea C un cédigo de longitud n sobre IF,.

Denotemos a los elementos de IF, por ug = 0, uy, ..., u,—1 en algin orden fijo. Para
cada palabra de cddigo ¢ = (cg, c1,...,¢h—1) € C sea Z(c) el monomio en ¢ variables
(20, 21, - - -, 2g—1) dado por

Z(c) = Ao

donde la potencia w, (0 < ¢ < ¢) es el nimero de componentes ¢; (0 < j < n) de
c que son iguales a uy. Denotemos por V(n,q) el conjunto de todos los vectores
enteros t = (tp,t1,...,%,-1) talesque t; > 0y Z;’;& t; = n. Entonces, el enumerador
de pesos completo de C (ver por ejemplo [44] y [45, p. 141]) es el polinomio

CWEe:=> Z(c)= Y A(C)Z", (1.1)

ceC teV(n,g)

t _ Jto,t1 tg—1
donde Z° = z’21" -+ 2,01 y

Ay(C) :==t{ceC: Z(c)=2"} .



La secuencia (A¢(C))tev(n,q) €s llamada la distribucion de pesos completa de C. Ob-
serve que la distribucién de pesos completa coincide con la distribucién de pesos de
Hamming si ¢ = 2 y contiene mucha ma&s informacion si ¢ > 2.

Ejemplo 3. El enumerador de pesos completo del cédigo C en el Ejemplo 1 es el
polinomio

4 3 2 2 3
2o + 202] + 3202122 + 3202125 + 2025 ,

mientras que la secuencia A40,0)(C) =1, Aa30)(C) =1, A1,21)(C) =3, 40,12 (C) =
3, 41,03 (C) =1, es su distribuciéon de pesos completa.

1.2.2 Las identidades de Pless

Sea C un cédigo lineal de longitud n sobre IF,. El cddigo dual C* de C es el cédigo
lineal definido como

ct .= {v €IF) : (v,c) =0, para todo c € C} ,

donde (-,-) denota el producto escalar usual en el espacio vectorial IF.. Sesabe que si
C es un [n, k] cédigo lineal, entonces C* es un [n, n— k] cédigo lineal (ver [34, Seccién
1.3, p. 5]). Més aun, se dice que el cédigo lineal C es proyectivo si la distancia minima
de C* es al menos 3. Ahora bien, sea (A;(C*))"_, la distribucién de pesos de C*,
entonces las primeras cinco identidades de Pless (ver [34, pp. 259-260]) para C son:

ZAj(C) =q",
ZjAj(C) = ¢" " gn —n— A(CH)) ,

ZjQAj(C) = ¢"2[(¢g — )n(gn —n+1) — (2gn — ¢ — 2n + 2)A;(C*)
=0
+24,(CH)]
ngAj (C) = ¢"*[(q¢ — Dn(¢®n* — 2qn® + 3qn — g +n* — 3n + 2) — (3¢°n?
=0

—3¢°n — 6gn?® + 12qn + ¢* — 6+ 3n* — In + 6)A,(C)
+6(qn — g —n + 2)A3(C*H) — 6A3(CH)] ,

> *A(C) = ¢ (g — Dn(g®n® — 3¢°n® + 64°n° — 4g°n + ¢° + 3qn®
=0

—12gn* + 15qn — 6q — n® + 6n* — 11n + 6) — (4¢°n® — 6¢°n?
+4¢°n — ¢® — 12¢°n® + 36¢°n? — 38¢°n + 14¢* + 12¢n?

— 54qn® + T8qn — 36q — 4n® + 24n? — 44n + 24)A,(CH)

+ (12¢*°n? — 24¢°n + 14¢* — 24qn® + 84qn — T2q + 12n?

— 60n + 72)Ay(CH) — (24qn — 36q — 24n + 72) A3(C™)
+24A4,(CH)] .



Las identidades de Pless relacionan la distribucion de pesos de un cédigo lineal con
la de su codigo dual. En el presente trabajo utilizamos dichas identidades para
determinar la distancia minima del cédigo dual de un cédigo dado.

1.2.3 Cotas asociadas a un cédigo lineal

Al construir un [n, k, d] cdédigo lineal sobre IF, es deseable determinar la longitud n
minima fijando valores de k, d y q. Una cota inferior para la longitud n en términos
de estos valores es la siguiente [34, Teorema 2.7.4, p. 81]:

Teorema 1 (Cota de Griesmer). Sea C un [n, k,d] cddigo lineal sobre IF,. Entonces,

k=l
225
=0
donde [x] denota el menor entero mayor o igual a x.

Otra cota bien conocida para cédigos lineales es [45, Teorema 6, p. 19]:

Teorema 2 (Cota de Hamming). Un [n, k,d] cddigo lineal sobre IF,, debe satisfacer

¢ LXEEJ (¢ 1 (j) <q.

=0
donde |x| denota el mayor entero menor o igual a x.

La cota de Hamming resulta 1til, por ejemplo, para saber si un cédigo con ciertos
parametros existe. En el presente trabajo utilizamos dicha cota para determinar el
valor maximo que la distancia minima de un cédigo g-ario puede tomar dadas su
longitud y dimension.

1.3 Construccién de nuevos codigos a partir de
coédigos conocidos

Existen distintas técnicas para construir nuevos codigos lineales a partir de cédigos
conocidos (ver [34, Seccién 1.5, p. 13]). De hecho, muchos de los cédigos interesantes
e importantes que hay en la literatura surgen al modificar cédigos existentes. En
esta seccion discutiremos algunas formas de llevar esto a cabo.

1.3.1 Cdbdigos de subcampo

Sea gy = p', donde t es un entero positivo y p un nimero primo. Para un entero
r > 1, sea ¢ = ¢ = p'". Note que, bajo estas condiciones, IF,, es un subcampo
propio de IF,. Sea C un [n, k| cddigo lineal sobre IF,. A continuacién se describe
una forma de construir un nuevo [n, k'] cédigo lineal, C\%) sobre IF,, (ver [15]). Sea
G una matriz generadora de C. Tome una base de I, = I, sobre IF,, y represente
cada entrada de G como un vector columna de tamarno r x 1 de I} ~con respecto a
esa base. Reemplace cada entrada de G con el vector columna correspondiente de



IF, . Con este método, G' se modifica en una matriz de tamano kr x n sobre IF,,
generando un nuevo c6digo lineal, C(4) | sobre IF',, de longitud n, llamado cddigo de
subcampo. Se sabe que el cédigo de subcampo C%) es independiente tanto de la
eleccion de la base de IF, sobre IFy, como de la eleccién de la matriz generadora G
de C (ver [15, Teoremas 2.1 y 2.6]). También, debe ser claro que la dimensién &' de
C(©) satisface k' < kr.

Observacion 1. Es importante recordar que el subcodigo de subcampo de un codigo
lineal C sobre IF, es el subconjunto de palabras de cédigo en C cuyas coordenadas
estdan todas en IF,, (ver [34, p. 116]). En consecuencia, observe que un cédigo de
subcampo y un subcddigo de subcampo son codigos distintos en general. Ademas,
note que los codigos de subcampo definidos aqui también son diferentes de los cédigos
de subcampo definidos en la [53, Seccién 4.1] como cédigos ciclicos irreducibles de
un solo peso (ver [53, Proposicién 4.1]).

El siguiente es un resultado util que nos permitira representar el cédigo de sub-
campo go-ario, (%) de un cédigo lineal g-ario, C, en términos de la traza.

Lema 1 ([15, Teorema 2.5]). Sea C un [n,k| cédigo lineal sobre IF,. Sea G =
[9ijl1<i<k1<j<n una matriz generadora de C. Entonces, la representacion del cddigo
de subcampo C%) en términos de la traza estd dada por

k k
C(qo) = { (Tr[g*q/]l:qo (Z aigﬂ) PN 7TI‘]Fq/IFqO (Z aigin>) A1, ..., 0, € ]Fq} .
=1 i=1

Observe que, de acuerdo con lema anterior, para determinar el cédigo de sub-
campo C®) del cédigo lineal C basta con tomar todas las palabras de cédigo en C y
aplicar la traza de IFg a IF,, Tr /i, , a cada coordenada.

1.3.2 Cddigos extendidos

Dado un cdédigo lineal, es posible extenderlo agregando a cada palabra de codigo
una coordenada extra de tal forma que al sumar todas sus coordenadas obtengamos
como resultado cero. Sea C un [n, k, d] cédigo lineal sobre IF,. El cddigo extendido,

C, , de C es el codigo lineal definido como

C .= {(co,...,cn) €FUH 2 (o, Cp1) €CcON G+ -+ + Cuoy + ¢y =0} .

Se sabe que C es un [n+1,k, C/i\] c6digo lineal, donde d=dod+1 (ver [34, Seccién
1.5.2, p. 14)).

1.3.3 Cdbdigos perforados y recortados

Sea C un cédigo lineal de longitud n sobre IF, e ¢ un entero tal que 0 <7 <n — 1.
Se dice que perforamos el cédigo C si eliminamos la i-ésima coordenada de todas
sus palabras de cédigo. El codigo resultante es lineal, de longitud n — 1 y se denota
por C' (ver [34, Seccién 1.5.1, p. 13]). Por otro lado, recortamos el cédigo C si
seleccionamos solo aquellas palabras de cddigo que tengan un cero en su i-ésima



coordenada y eliminamos dicha coordenada de estas palabras de cédigo. El cédigo
resultante es lineal, de longitud n — 1 y se denota por C; (ver [34, Seccién 1.5.3,
p. 16]).
Observacién 2. Sean C, C' y C; como antes. Entonces, dado que (Ct)* = (C;)*
(ver [34, Teorema 1.5.7 (i), p. 17]) y (C1)+ = C, tenemos que ((C*)H)* = C;.

Los parametros de un cédigo perforado se pueden obtener a través del siguiente:

Teorema 3 ([34, Teorema 1.5.1, p. 13]). Sea C un [n,k,d] cddigo lineal sobre IF,
e i un entero tal que 0 < i < n —1. Sea C' el cédigo perforado de C cuya i-ésima
coordenada es eliminada. Si d > 1, entonces C* es un [n — 1,k,d*] cddigo lineal,
donde d* = d — 1 si C tiene una palabra de codigo de peso minimo con su i-ésima
coordenada distinta de cero y d* = d en caso contrario.

Observacion 3. Del teorema anterior es importante resaltar que la dimensién &, para
los dos cédigos lineales C y C*, permanece sin cambios.

Cuando se cumplen ciertas condiciones de uniformidad, la distribucién de pesos
de un cédigo perforado o recortado se puede determinar a partir de la distribucién de
pesos del cédigo original. Para recordar este hecho, sea C un [n, k] c6digo lineal sobre
IF, y sea M la matriz de tamafio ¢* x n cuyas filas son todas las palabras de c6digo
en C. Sea M; la submatriz de M compuesta por las palabras de cédigo con peso
de Hamming j. Se dice que el codigo C es homogéneo si para todo 0 < 57 < n, cada
columna de M; tiene el mismo peso (ver [34, Seccién 7.6, p. 271]). Prange demostré
el siguiente resultado sobre c6digos homogéneos [34, Teorema 7.6.1, p. 271]:

Teorema 4 (Prange). Sea C un [n,k,d] cddigo lineal homogéneo sobre IF,, con
d > 1, ei un entero tal que 0 < i < n — 1. Sean C' y C; los cddigos lineales
obtenidos a partir del cédigo C al perforar y recortar en la i-ésima coordenada,
respectivamente. Entonces, para cada 0 < j < n — 1 se tiene que:

n—j j+1 '
A(C) + = —An(C), v A(C) = A;(C) .

A;(Ch) =

1.4 (Cdbdigos ciclicos sobre campos finitos

Un c6digo lineal C de longitud n es llamado ciclico si (co,c1,...,¢n1) € C im-
plica (¢,-1,¢0,-.-,¢n_2) € C. Una subclase importante de los cédigos lineales es
la de los codigos ciclicos. Los codigos ciclicos son utilizados ampliamente en la
electrénica de consumo, las comunicaciones digitales, la criptografia, los sistemas
de almacenamiento de datos, entre otros; ya que poseen una rica estructura alge-
braica y sus algoritmos de codificacion y decodificacion se pueden implementar de
manera eficiente empleando registros de corrimiento con retroalimentacién lineal
(ver [45, Capitulo 7, Seccién 8, p. 209]). En esta seccién introducimos, de manera
muy breve, algunos resultados bésicos acerca de los cédigos ciclicos.

1.4.1 Factorizacién de 2" — 1 sobre IF,

Para tratar con coédigos ciclicos de longitud n sobre IF, es necesario estudiar la
factorizacién de 2™ — 1 en producto de polinomios minimos sobre IF, (ver [45, Cap.
7, Sec. 5, p. 196] y [34, Sec. 4.1, p. 122]). Con ese fin, a continuacién vamos a
introducir las clases ¢-ciclotémicas médulo n.



Observacion 4. Note que 2™ — 1 no tiene factores repetidos sobre IF, si y solo si (sii)
ged(n, q) = 1 (ver [34, Ejercicio 201 (f), p. 122]). Asi pues, a lo largo de este trabajo
vamos a asumir que ged(n, q) = 1.

Sea Z, = {0,1,2,...,n— 1} el anillo de enteros médulo n. Para cualquier
s € Zy, la clase q-ciclotomica de s mddulo n se define como

C, = {S,sq, sq’, . .. ,qus_l} (mod n) C Zy, ,

donde /, es el menor entero positivo tal que s = s¢ (mod n) y también ¢, = 4C;.
El menor entero en C es llamado el representante de la clase. Sea (1, 4 el conjunto
de todos los representantes de las clases ¢-ciclotomicas médulo n. Se tiene entonces
que Cs N Cy = 0 para cualesquiera dos elementos distintos s,t € Q4. Ademés

U c.=2z.. (1.2)

Por tanto, las distintas clases ¢-ciclotomicas médulo n forman una particion de Z,.

Sea m el menor entero tal que n divide a ¢™ — 1, es decir, m es el orden mul-
tiplicativo de ¢ modulo n. Asi pues los ceros de 2" — 1, los cuales son llamados las
n-ésimas raices de la unidad, se encuentran en la extension finita IF;m y en ningtin
campo més pequeno. Al campo IFym se le conoce como el campo de descomposicion
de " — 1. Sea vy un generador de I, y 8 = A@"=D/n  Entonces, note que f es
una n-ésima rafz primitiva de la unidad en IFym, es decir, 3" = 47" "1 =1y S es
un generador del subgrupo ciclico, (3), de I de orden! n. Sea s como antes y sea
Mpgs(z) el polinomio minimo de * sobre IF, (ver Seccién 1.1). Entonces

My () = [ (e~ #) € F, o] .

i€Cs

Por lo tanto, se sigue de (1.2) que

que es la factorizaciéon de 2™ — 1 en producto de polinomios minimos sobre IF,.

Ejemplo 4. Sea ¢ = 3 y n = 10. Note que el orden multiplicativo de 3 médulo 10
es 4 y, por tanto, IF5: es el campo de descomposicién para 1 — 1 € IF3[z]. Ahora
bien, no es dificil verificar que Q93 = {0,1,2,5} y

CO = {0}7 Cl = {1737 779}7 C(2 = {274:678}7 CS = {5} .
Sea IF3: = IF3(7), con v* + v + 1 = 0. Entonces, 8 = 7%/10 =48 y

QZlO —1= MﬁO(Q}')Mﬁl (SC)Mng(JJ)Mm(Z‘) ,

donde
Mpo(z) = (z— 8% =2+ 2,
Mg (z) = (x — ) (z — ) (@ = ) (x — B°) = 2" + 227 +2” + 20 + 1,
Mg(z) = (v = f*)(x = ') (z = %) (¢ = B%) =2 + 2% + 2 + o + 1,
Mys(a) = (z— B =2+ 1

'El nimero de elementos en un grupo finito es llamado el orden del grupo.
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1.4.2 Los polinomios generador y de chequeo de paridad

Sea (z™ — 1) el ideal generado por 2™ — 1 € IF,[z]. Entonces, todos los elementos de
IF,[z]/{z™ — 1) pueden ser representados a través de polinomios de grado a lo més
n — 1. Claramente, este anillo de clases residuales es isomorfo al espacio vectorial
IF;. De hecho, tal isomorfismo estd dado por

co+cx+ -+ cpgx™ !

€ IF [2]/(z" — 1) <— (co, c1,- .., 1) € TFY .

De lo anterior se sigue que cualquier cédigo lineal C de longitud n sobre IF, corres-
ponde a un subconjunto de IFy[z]/(z" — 1). Mds atn, el cédigo lineal C es ciclico
sii el subconjunto correspondiente es un ideal de IF,[x]/(z"™ — 1) [40, Teorema 9.36,
p. 484).

Ahora bien, como ged(n, ¢) = 1, note que cada ideal de IF,[z]/(z™ — 1) es prin-
cipal. En consecuencia, si C es un cédigo ciclico de longitud n sobre IF,, entonces
existe un 1nico polinomio ménico g(x) € IFy[x] de menor grado tal que C = (g(x)).
Dicho polinomio g(x) es un divisor de 2™ — 1 y es llamado el polinomio generador
de C (ver [45, Capitulo 7, Seccién 3, p. 190]).

Observacion 5. Note que podemos encontrar todos los cédigos ciclicos de longitud
n sobre IF, factorizando a 2" — 1 en producto de polinomios minimos sobre IF,
y tomando cualquiera de los 2¢ — 2 factores ménicos no triviales de 2™ — 1 como
polinomio generador, donde ¢ es el nimero total de clases g-ciclotémicas médulo n
distintas, es decir, £ = €, q).

Sea C = (g(x)) un [n, k] cédigo ciclico sobre IF,. Entonces, se tiene que k =
n —deg(g(z)) vy {g(x),zg(x),..., 2" tg(x)} es una base para C (ver [34, Teorema
4.2.1, p. 125]). Sea g(z) = E;:: g;x?, donde g, = 1. Por lo tanto, la siguiente es
una matriz generadora para C:

go 91 --- Gn—k 0O 0 ... 0
G- Q gp gl G 0 ... Q
00 0 ... 0 g9 ¢ - Gn-k

Por otro lado, el polinomio h(z) = (z"—1)/g(z) = Zf:o hja? es llamado el polinomio
de chequeo de paridad de C. Ademas, la matriz

o 0 ... 0 hy hg1 ... ho
o 0 O oo 0 hg hi—y ... ho O
hie hi—1 ... ho 0 0

es una matriz de chequeo de paridad para C. Més aun, el cédigo con matriz ge-
neradora H es el cddigo dual de C, que nuevamente es ciclico (ver [45, Capitulo 7,
Seccién 4, p. 194]). Si h(z) es irreducible (reducible) sobre IF,, entonces el cédigo
ciclico C es llamado irreducible (reducible).
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1.5 Sumas exponenciales

Las sumas exponenciales son una herramienta importante en teoria de niimeros para
resolver problemas que involucran niimeros enteros, y niimeros reales en general, que
a menudo son intratables por otros métodos (ver [40, Capitulo 5, p. 186]). Sumas
andlogas pueden ser consideradas en el contexto de campos finitos resultando ser de
gran utilidad, como es el caso del presente trabajo donde mediante la evaluacion de
ciertas sumas exponenciales determinamos las distribuciones de pesos de Hamming
y completa de algunos cédigos ciclicos.

Un rol bésico en las sumas exponenciales para campos finitos es jugado por un
grupo especial de homomorfismos conocidos como caracteres. Un caracter de un
grupo G es una funcién que va de G al grupo multiplicativo de niimeros complejos
de valor absoluto 1 y que ademas preserva las operaciones definidas en dichos gru-
pos. Se distinguen dos tipos de caracteres, aditivos y multiplicativos, dependiendo
de si se hace referencia al grupo aditivo o multiplicativo del campo finito. Las sumas
exponenciales se forman utilizando los valores de uno o mas caracteres y posible-
mente combinandolos con otras funciones. Si solo sumamos los valores de un solo
caracter, hablamos de una suma de caracteres.

1.5.1 Caracteres

El caracter aditivo candnico, x : IF;, — C*, de IF, se define como

x(¢) = @™V, (/p bara todo ¢ € IF,

donde Trp ,r, denota la traza de IF, a IF,. Sea a € IFy, entonces la relacién de
ortogonalidad para y estd dada por (ver [40, p. 192])

q sia=0,

> xlac) = (13)

celF, 0 en caso contrario.

Esta propiedad juega un papel importante en varias aplicaciones de campos finitos.
Entre ellas, esta propiedad resulta util para determinar el nimero de entradas iguales
a cero en un vector dado. Por ejemplo, si v = (ag,a1,...,a,-1) € Iy y Z(v)
representa el nimero de entradas iguales a cero en el vector v, entonces

Z(v) = 32 S x(yas) (1.4)

i=0 yelF,

Como consecuencia inmediata de lo anterior se tiene que el peso de Hamming del
vector v esta dado por

wy(v) =n—2Z(v) . (1.5)

Ahora bien, sea () = IF;. Paracada j =0,1,...,¢—2, lafuncién ¢; : IF, — C*
dada por

P (v) = VLR @D para k=0,1,...,q—2, (1.6)

define un caracter multiplicativo de IF, [40, Teorema 5.8, p. 191]. Comunmente, a 1)
se le conoce como el caracter multiplicativo trivial. Para cada caracter multiplicativo
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¥ de TF,, su conjugado v se define como 1(c) := 1(c™!) para todo ¢ € IF;. De hecho,
el conjunto de caracteres multiplicativos de IF, I/l*;q, es un grupo ciclico de orden
g — 1 [40, Corolario 5.9, p. 191]. Para ¢ € llA?q, el orden de 1 es el menor entero
positivo £ tal que ¢ = 1y. Al igual que para el caracter aditivo canénico, para 1 se

tiene la siguiente relacién de ortogonalidad (ver [40, p. 192])

g1 siv =1y,
> W)= (1.7)

23 0  en caso contrario.

Si g es impar, un caracter multiplicativo importante de IFy es el caracter cuadrdtico
que se denota por 1 y se define como: n(c) = 1 si ¢ es el cuadrado de un elemento
de I}, y n(c) = —1 en caso contrario. Note que 1 puede ser obtenido a partir de
(1.6) haciendo j = (¢ — 1)/2 (ver [40, Ejemplo 5.10, p. 191]).

1.5.2 Sumas Gaussianas

Uno de los tipos de sumas exponenciales para campos finitos mas importantes son las
sumas Gaussianas (ver [40, Capitulo 5, Seccién 2, p. 192]). Dichas sumas relacionan
a los caracteres aditivos de un campo finito con los multiplicativos. Sean ¢ € Iﬁ‘q
y x el caracter aditivo canénico de IF,. La suma Gaussiana, Gy, (¢, x), de ¢ y x
sobre IF, se define como

Gr, (1, x) = > _ ¥(e)x(c) .

celry

Note que, debido a (1.3), se tiene que G, (1, x) = —1. Una propiedad importante
de las sumas Gaussianas es la expansion de Fourier de la restriccién de x a IF
en términos de los caracteres multiplicativos de I, con sumas Gaussianas como
coeficientes de Fourier (ver [40, p. 195]):

W) = =7 Y G, (0 00(0)  para c € TF;. (1.9

yelF,

Si ¢ es impar, entonces dos propiedades ttiles de la suma Gaussiana G, (7, X)
son [40, Teorema 5.12, p. 193]:

Gr,(n, %) =n(-1)Gwr,(n,x) v Gr,(n,x)* =n(-1)q, (1.9)

donde 7 es el caracter cuadratico de IF, y x denota el caracter conjugado de x
definido como Y(c) := x(—c) para todo ¢ € IF,.

Ahora bien, sea x’ el caracter aditivo canénico de IF;m. Entonces, los caracteres
X v X se relacionan a través de la identidad

X(Tre,mr, (@) = x'(a)  para todo a € Fym |

lo cual es una consecuencia de la transitividad de la traza (ver [40, p. 191]). Por
otro lado, ¥ € IF, puede ser “levantado” a IF, = haciendo

Y'(a) = Y(Np,m/p,(a))  paratodo a € IF},, .
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De la multiplicatividad de la norma se sigue que v’ € ]/F\‘qm (ver [40, p. 197]). El
siguiente teorema establece una relaciéon importante entre las sumas Gaussianas

GIFq (¥, x) y GIqu (W', X')-

Teorema 5 (Teorema de Davenport-Hasse, [40, Teorema 5.14, p. 197]). Sean x y
X' los caracteres aditivos canonicos de IF, y IF m, respectivamente. Sea 1 € IF, y 1/
un levantamiento de ¢ a IFgm. Entonces

G]qu (Q/J,aX,) = (_1)m_1G]Fq(w7X)m :

1.5.3 Sumas de caracteres con argumentos polinomiales

Sea x el caracter aditivo candnico de IF, y f € IFy[z] un polinomio no constante.
A lo largo de este documento estaremos trabajando con sumas de caracteres de la
forma

> X)),

cellry

también llamadas sumas de Weil (ver [40, Capitulo 5, Seccién 4, p. 217]). El pro-
blema de evaluar explicitamente dichas sumas es en general dificil y muy pocos
resultados se tienen al respecto. Cuando f es un monomio el siguiente lema nos sera

de utilidad.

Lema 2 ([51, Lema, p. 3]). Sea x como antes, (v) =, a € IF; y d un divisor de
q—1=4IF,. Entonces

Y xlach) =d > x(ay*)=d ) x(ac).
ce{y?)

celry =0
El siguiente resultado aborda el caso en el que f es un binomio y también es-

tablece una relacion interesante con las sumas Gaussianas.

Teorema 6 ([40, Teorema 5.30, p. 217]). Sea x como antes, n > 0 entero y 1) € ]ﬁ‘q
de orden d = ged(n,q — 1). Entonces

S xfac" 1) = x(0) Y G, (87,08 @)

celFy
para cualesquiera a,b € I, con a # 0.
Cuando n = 2 y ¢ es impar, el teorema anterior alcanza una forma mas sencilla

la cual puede utilizarse para evaluar sumas de caracteres para cualquier polinomio
cuadratico.

Teorema 7 ([40, Teorema 5.33, p. 218|). Sea x como antes, q impar y f(x) =
asx?® + a1z + ag € Fylz] con ag # 0. Entonces

> x(f(e) = x (a0 — ai(4az)™") n(az) G, (1, X) .

celFy

donde n es el caracter cuadrdtico de IF,;.
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Finalizamos este capitulo presentando la versién del resultado anterior para el
caso ¢ par.

Teorema 8 ([40, Corolario 5.35, p. 220]). Sea x como antes, q par y f(x) = asx® +
a1z + ag € IF,[x]. Entonces

x(ao)q siay = a?,

c€lFy, 0 en caso contrario.



Capitulo 2

Los cédigos de subcampo y
extendidos de una subclase de
codigos ciclicos 6ptimos de tres
pesos

Recientemente, Heng y Yue [29] presentaron una clase de cédigos ciclicos 6ptimos
con respecto a la cota de Griesmer (c.r.a Griesmer), de tres pesos y dimensiéon m+1,
con m > 2 entero, definidos sobre cualquier campo finito. En este capitulo estudia-
mos algunos de los codigos de subcampo para dicha clase de cédigos ciclicos 6ptimos
cuando m = 2 y determinamos sus distribuciones de pesos. Resulta que algunos de
los cédigos obtenidos son éptimos y otros tienen los mejores parametros conocidos.
También investigamos los duales de los codigos de subcampo y demostramos que
son casi Optimos con respecto a la cota de Hamming (c.r.a Hamming). Ademsés,
calculamos la estructura de cobertura para los cédigos de subcampo mostrando asi
que algunos de ellos tienen la propiedad importante de que todas sus palabras de
cbédigo distintas de cero son minimas. Esta es una propiedad deseable que resulta
util en el diseno de un esquema de comparticion de secretos basado en un codigo
lineal. Finalmente, presentamos una clase de codigos lineales éptimos c.r.a Gries-
mer, de dos pesos y definidos sobre cualquier campo finito, cuyos duales son casi
optimos c.r.a Hamming. A través de un enfoque distinto, esta clase de codigos li-
neales éptimos de dos pesos fue reportada muy recientemente por Heng [24]. Més
aun, demostramos que estos codigos lineales se pueden utilizar para construir grafos
fuertemente regulares. Los resultados de este capitulo fueron publicados en [32].
Una version corta de [32] fue presentada en el congreso internacional “LATIN 2022:
The 15th Latin American Theoretical Informatics Symposium” [31].

2.1 Introduccion

Recientemente se presenté una clase de codigos ciclicos 6ptimos c.r.a Griesmer, de
tres pesos y dimensién 3, definidos sobre IF, [58]. Poco tiempo después, este resul-
tado fue generalizado a c6digos de dimensién m+1, con m > 2 entero [29]. Por otro
lado, en [27] se estudiaron los c6digos de subcampo go-arios de dos familias de cédigos
lineales 6ptimos g-arios, donde ¢y es una potencia de un nimero primo tal que ¢
es a su vez una potencia de go. Ademds, en [15] se obtuvieron algunos resultados

15
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bésicos sobre codigos de subcampo y se investigaron los cédigos de subcampo de
codigos ovales. Asimismo, en [10] se determinaron los cdédigos de subcampo de
varias familias de codigos lineales, y los codigos de subcampo de cédigos hiperovales
y cénicos fueron estudiados en [25]. La idea basica en estas tltimas cuatro referencias
es considerar el cédigo de subcampo de un codigo lineal éptimo, o casi 6ptimo, sobre
IF', con la esperanza de que el cédigo de subcampo sobre IF',, tenga también buenos
parametros. En todos los casos se encontraron coédigos de subcampo con parametros
muy atractivos.

Dicho lo anterior, el primer objetivo de este capitulo es estudiar los codigos de
subcampo gg-arios para una subclase de los cédigos ciclicos éptimos de tres pesos
reportados en [29] y determinar sus distribuciones de pesos. Resulta que los cédigos
de subcampo estudiados también tienen tres pesos distintos de cero, lo cual es intere-
sante ya que los cédigos lineales con pocos pesos tienen una amplia gama de aplica-
ciones en muchos campos de investigacion, tales como cédigos de autenticacion [18],
disefios combinatorios [14], esquemas de comparticién de secretos [9,36,47,48,69],
esquemas de asociacion [7], grafos fuertemente regulares [8,54] y disefio de secuencias
de salto de frecuencia [19]. Como veremos mds adelante, algunos de los cédigos de
subcampo son Optimos y otros tienen los mejores parametros conocidos. También
investigamos los duales de los cédigos de subcampo y demostramos que son casi
Optimos c.r.a Hamming.

El segundo objetivo es determinar la estructura de cobertura para los codigos
de subcampo estudiados. Por medio del Lema de Ashikhmin-Barg (ver Lema 6 mas
adelante) demostramos que algunos de estos c6digos tienen la propiedad importante
de que todas sus palabras de codigo distintas de cero son minimas. Esta es una
propiedad deseable que resulta 1til en el diseno de un esquema de comparticiéon de
secretos basado en un cédigo lineal.

Finalmente, el tercer objetivo es presentar una clase de codigos lineales 6ptimos
c.r.a Griesmer, de dos pesos sobre IF,, cuyos duales son casi éptimos c.r.a Hamming.
Esta clase de cédigos se obtiene al extender algunos de los codigos ciclicos éptimos
de tres pesos reportados en [29]. Es importante resaltar que, a través de un enfoque
distinto, esta clase de cddigos lineales éptimos de dos pesos fue reportada muy
recientemente en el [24, Teorema 6.3]. Mds atn, demostramos que estos c6digos
lineales se pueden utilizar para construir grafos fuertemente regulares.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 2.2 estable-
cemos la notacion que utilizaremos a lo largo de este capitulo y presentamos algunos
resultados preliminares. En la Seccién 2.3 determinamos los codigos de subcampo
para la subclase de cddigos ciclicos éptimos de tres pesos que nos interesa. En la
Seccion 2.4 calculamos la estructura de cobertura para los cédigos de subcampo
estudiados y la utilizamos para construir esquemas de comparticién de secretos con
buenas estructuras de acceso. Finalmente, en la Seccion 2.5 presentamos una clase
de cédigos lineales 6ptimos de dos pesos cuyos duales son casi éptimos. Més atn,
demostramos que estos cddigos se pueden utilizar para construir grafos fuertemente
regulares.

2.2 Notacion y resultados preliminares

A lo largo de este capitulo utilizaremos la siguiente:
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Notacion. Sea gy = p', donde t es un entero positivo y p es un ntimero primo. Para

un entero r > 1, sea ¢ = ¢f, = p'". Sea m > 2 entero y vy un elemento primitivo de
IF m.

q
A través del siguiente teorema recordamos la clase de cédigos ciclicos éptimos
de tres pesos para la cual estamos interesados en obtener sus cédigos de subcampo

y extendidos.

Teorema 9 ([29, Teorema 11]). Sean e, y ey enteros positivos y sea Cigme,.er) €l
codigo ciclico de longitud ¢™ — 1 sobre IF, dado por

Clgmieres) = 1c(a,b) 1a € Fy,be Fym} | (2.1)
donde

qule . . qm72
C(CL, b) = (CI/‘}/ 1 Y 4 TI']qu/]Fq (b’)/ezj)>
=0
Si se cumple que gcd(q;i—_ll,eg) =1 yged(q — 1,me; — e3) = 1, entonces Cigm.e,,e0)
esun [¢q" —1,m+1,¢q" (¢ — 1) — 1] cddigo ciclico ptimo c.r.a Griesmer, de tres
pesos, cuyo enumerador de pesos es

L4+ (g=1)(g" = 1) D 4 (qm = 1)@ (g = 1) (222)
Ademas, si q > 2, su cédigo dual es un [¢™ — 1,¢™ —m — 2,3] cddigo ciclico.
Observacion 6. En el [59, Teorema 1] se demostr6 que los enteros e y e del teorema

anterior pueden ser enteros cualesquiera.

A lo largo de esta y la siguiente seccién estamos interesados en obtener las
distribuciones de pesos para los codigos de subcampo de una subclase de los cédigos
ciclicos 6ptimos de tres pesos del Teorema 9 cuando m = 2. Asi pues, para estas

dos secciones vamos a fijar m = 2. Es decir, q;T_ll =q+1y(y)=TF.

Note que si C(g2,,,e,) €5 un cédigo ciclico éptimo perteneciente al Teorema 9
entonces, de acuerdo con el Lema 1, su cdédigo de subcampo, C((gog er,e2)’ esta dado
por (recordemos que q = qf):

C) ey = {e(a,b)®) ca e Wy be T} (2.3)
donde
Der i L\ ¢°—2
c(a,b)®) = <Tr1pq/]pq0 ((w(qJr )6”) + Try ,/w,, (bfye”)> . (2.4)
q j=0

(q0)

(g:2,e1,e2)
longitud ¢* — 1. Més atin, si h,(z) € Fy,[z] es el polinomio minimo de y~%, con «
entero, y si d es el menor entero positivo tal que agé = a (mod ¢ — 1), entonces
observe que deg(hq(x)) = d (ver Seccién 1.4.1). Por lo tanto, h(gi1)e, (x) # he,(2),

qo)

R(g+1)e, (T)he, () es el polinomio de chequeo de paridad de C((qg,ehez))
de Delsarte [13]), v si k" es su dimensién, entonces k' = dy + do, donde dy y dy son
los enteros positivos mas pequenos tales que (g + 1)elqg1 = (q+1)e; (mod ¢* — 1)
y egqg2 = ey (mod ¢? — 1), respectivamente.

Observacion 7. Al igual que Cig2.,.e.), C también es un cédigo ciclico de

(ver Teorema
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El siguiente resultado preliminar nos permltlra obtener las distribuciones de pesos

para los cédigos de subcampo de la forma C(ZOQ) er,e2)"

Lema 3. Sean x y X' los caracteres aditivos canonicos de I, y IF 2, respectivamente.
Para a € IF, y b € IFp, considere la siguiente suma exponencial

Z Z (yaz ™) (ybx) ,

yE]FqO zelF* 2
- _ @ -1 Z Z (yaz?t)x/ (ybr) .
yGIF* zelF™* 2
Entonces,
( gr—1 sia=b=0,
@+ (@' —1) sia#0yb=0,
2r—1 D —
Z(a,b) = T 90 T_ll 52' a=01yb+#0, -
(g5 +1)(¢5" —1) si(a,b)#(0,0) y Tre,r, (75 ) =0,
@t gt =1 si(a,b) #(0,0) y Trp, /i, % £ 0.

Demostracion. Claramente,

2r
q —1 1 r r
Z(0,0) = (o’ 1) +—(00— V(g —1)=gq3 — 1.
qo qo

Sia#0yb=0,entonces por el Lema 2 y (1.3), concluimos que

Z(a,0) = ( +— Z Z (yaz ™) ,

ye]F zelF™ 2
(@ (¢+1)
i LYY )
ye]F* z€IFy
2r 1 r + 1
_ (qo ) + (qo ) Z (_1>7
do do -
yelF

— (qSqu_ b _ (quJOF D go—1) = (@ + (g — 1) -

Por otro lado, si @ = 0y b # 0, utilizando (1.3) obtenemos que

_ @@= (@ -1 1
yEIF zelF* 2 yE]F;O

r—1 —1
:(QO )_(qo ):qgr—l_l.
do 4o
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Ahora bien, sea ¢ el caracter aditivo canénico de IF,, y supongamos que (a,b) #
(0,0). Por la transitividad y linealidad de la traza (ver Seccién 1.1.1), tenemos que

- (qgr _ 1) 1 q+1
Za,b) = By — 5™ N7 o (yTew e, (0277)) @ (T, (02))

o = rEF?,
2r
g —1 1
= <Oq—) + q_ Z Z ) <y (Tr]Fq/]FqD <aq;q+ —I—TI‘]F 2/TFq bl’ )))
0 0 yelF;  zelf*,

2r _1q 1 o
_ M T § E @ (y (TI“]Fq/Iqu (al‘q (:L” + _) * bx))) ’
yely, 2,

donde la udltima igualdad se cumple ya que Tr]pq2 /r, (bx) = bx + b9, Sea B =

IF \{%} Entonces, después de aplicar el cambio de variable z — w— %, obtenemos
que Z(a,b) es igual a

@ 1) ; Z:B‘P(y (Trwq/w ( <wq_i_q2>w+b<w_%)>)>'

Sin embargo, ya que a € IF, y b € F», a? = ay R — (ver Seccién 1.1). En
. b
consecuencia, como B = IF 2 \ {;}7

Z(ap = @ =D 1 > D¢ (y (Tr’Fq/]qu (aqu - quH») ’

qo qo

yE]F;‘O weB
(-1 1 1 potl
S D LS o L Y (e, (U
do do = do yery,
X Z Tr]Fq/Iqu (aqurl))) )
welF q2
2r—1 1 b g+1
=@ =D+ — Y e yTwm, () ) Do x (yaw™)
do yElF;O weIqu

donde x es el caracter aditivo candnico de IF, (note que w?™ € IF,). Pero, debido
al Lema 2 y (1.3), tenemos que

Z X (yaw®™) =1+ Z X (yaw™) |

*
welF o welF 7,

=1+ (¢+1) ) x(yaw) = —q,

welkFy

Finalmente, utilizando de nueva cuenta (1.3), concluimos que

21 1 bt
Z(a,b) = (¢ —1)—q Z ® <—Z/T1"]FQ/IFQO (T>> ;

yelFy,
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2r—1

r r— . q+1
— (@5 + (g ' —1) =i Trw, /v, (ba ) =0,
@t gt -1 en caso contrario.

2.3 Los cédigos de subcampo de una subclase de
codigos ciclicos 6ptimos

A través del siguiente resultado determinamos los cédigos de subcampo, junto con
sus distribuciones de pesos, para una subclase de los cédigos ciclicos éptimos de tres
pesos del Teorema 9.

Teorema 10. Sean r > 1, e; y ey enteros positivos y sea C el codigo de

q26 ,€2

subcampo de longitud g3 —1, sobre I, dado por (2.3). Suponga que gcd(qz—l, €) =
1 yged(q —1,2e; — ey) = 1. Entonces, las siguientes afirmaciones se cumplen:

(A) Si (¢ — 1)|(go — 1)e1, entonces Cq261 e2)
pesos sobre Iy, de longitud ¢2" — 1 y dimensidn 2r + 1, perteneciente a la
clase de cddigos ciclicos dptimos de tres pesos del Teorema 9 (tome en el
teorema m = 2r y q = qp).

es un codigo ciclico optimo de tres

(B) SeaZ un entero tal que Ieg =1 (mod ¢*—1). Si(¢g—1)t(g0—1)e; yZey =1

(mod g — 1), entonces clo es un codigo ciclico de tres pesos sobre IF

(q2€ ,€2) q0>

de longitud g2 — 1 y dimension 3r, cuyo enumerador de pesos es

r—1, r+1

1+ q5 M gem —1)(qo — 1)2% (a7 —a5—1) 4 (g2 — 1>Zq§’>_1(qo—1)

r=1(, 1 r a5 (qo—1)(g5+1) (2.5)
+aq5 (g5 — 1)(qp — qo + 1)z% (7o

d C(Qo

Mas atn, el codigo dual, C (@ 2 e1.e2)’ (g.5.e1.62)
codigo ciclico casi optimo c.r.a Hamming.

es un 2" —1,¢2" — 3r — 1, 3]

Demostracion. En primer lugar, como gcd( 62) < ged(g® —1,e3) =1y ged(q —
1,2e; — e3) = 1, observe que Ciga.e,.e,) €D efecto pertenece a la clase de cédigos
ciclicos éptimos de tres pesos del Teorema 9 (tome en el teorema m = 2).
1)e 2_
Parte (A): Sea €] = (qoqfl Claramente, (¢ + 1)e; = 30—_16,1. Sean R(gi1)e, () =

2_1
hg s ,( )s he,(z) € IF, [z] los polinomios minimos de 7~ 111 y 7, respectiva-
€1

mente Entonces de acuerdo con la Observacién 7, note que deg(hg1)e, (z)) = 1,

C=leigo = £=Le; (mod ¢ — 1). También, como () = (7°2) = Fjy = Fia..

pues

deg(he,(x)) = 2r. En consecuencia, C {a0)

(09.e1.69) tiene dimension 2r+1. De hecho, como

,1/

fy(qJ"l)el — fy q() 90—1 €1 c ]F*

> ote que el codigo C
(2.3))

(4, 2 en.e2) estd dado por el conjunto (ver
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(g¢+1)erj e\ ) 7
v Trw,/w,, (@) + Tleqz /Fqq (b’y ) ra€lF,bell,

=0
Q8T_1 /- qu 2 (2'6)
0 —-, e )

— (a,o’y q0—1 17 + TrIFqg’"/]F‘lO (b’y 2])) D Qo & ]:qu, b - Fqgr .

J=0

Ahora bien, claramente (gy—1)|(g5—1) para todo entero no negativo ¢ (es decir, g5 =
01 r— r— o—1
1 (mod q0_1>> qO, = q 1+q0 2+-|-q0—|—17 (q0—1)|(ggil 7”).

Por lo tanto, ya que €} = (qo 1)61 yqg—1= Zg—j(% — 1), tenemos que

r—1
ged(go — 1,2re] — e3) = ged(qo — 1,2r€) — ez + 2(30 1 r)ey)
o —

/

= ng<q €1 — 62) )

= ged(go — 1,2e; —e3) < ged(qg— 1,21 —eg) = 1.
Es decir, ged(go — 1 2T€1 - 62) = 1. M4s ain, debido a que ged(q® — 1,e3) = 1,

—1 o .
—, ¢2) = 1. Esto significa, en consecuencia y de acuerdo

también tenemos que gcd(

(q0)
(¢,2,e1,€2)

¢2" — 1 y dimensién 2r + 1, que pertenece a tal teorema. De hecho, de (2.6) y (2.1),
note que

con el Teorema 9, que C es un codigo ciclico 6ptimo de tres pesos, de longitud

(qo0) .
(g,2,e1,62) C(qo,%e’l,ez) )

-1
donde ¢} = @Yo
qg—1
(90)

Parte (B): Note que, por la Observacién 7, C(q2 e1.e0) €8 ciclico. Ahora bien, sean
R(g+1)e, (), hey(x) € Ty [x] como antes. Puesto que (q 1)1 (go—1)ey, observe que r
es el menor entero positivo tal que (g+1)e1q5 = (¢5+1)e1qs = (g+1)e; (mod ¢&"—1).
Entonces, deg(h(g+1ye, (¢)) = 7, y como deg(he,(r)) = 2r, la dimensién de C ;102) er.e2)
es 3r.

Sean ¢, x v X’ los caracteres aditivos canénicos de IF,,, IF, y IF 2, respectiva-

mente. Sean a € IF,, b € IF2 y c(a,b)®) € C (a0)

(g,2,e1,e2
relacién de ortogonalidad para el caracter ¢ (ver (1.5)), el peso de Hamming de la

palabra de cédigo c(a,b)®) wg(c(a,b)®), es igual a

- Entonces, de (2.4) y por la

1= 3 3 (o (Towy ey (a0 ™) £ To i, Gu))

yE]FqO welF™ 2
=¢—-1——= Z Z yaw(q+1 DX (ybw?) .
ye]qu welF* 2

Pero Zey; = 1 (mod ¢*> — 1) y Ze; = 1 (mod ¢ — 1). En consecuencia, después de
aplicar el cambio de variable w + 27, obtenemos que

wrr(c(a, b)) = ¢* —1—— YD xlyaxl TN (ybate2)

y€lFq, zelF* 22



22

|
=¢ -1~ - > xlyaxx (yba) |

yElF g4 :cGIF;2

=q¢ —1-Z(a,b),

donde Z(a,b) es como en el Lema 3. De hecho, debido a tal lema, tenemos que

( 0 sia=b=0,
qul(qu - D(gh +1) sia £0yb=0,
wy(c(a, b)(qo)) — % (g —1) sia=0yb#0,

pat+1

g (g0 — 1)(g5+1) si(a,0) #(0,0) y Trw,m,, (*5-) =0,
| % (@™ g -1 si(a,0) £ (0,0) y Ty, (75) #0,

lo cual coincide con (2.5). Ahora bien, observe que

@ . R b _
Aq(”)‘_l(q()*l)(qa“rl) (6(3?2,61762)) = ﬂ{a c ]Fq}“‘ﬂ{(aa b) € ]Fq X ]FqQ .TYIE‘q/]F‘qo ( 0 = 0}7

=<q—1>+<q—1><q+1><%—1>,

=q (66— Dlag—q+1).

Las frecuencias de los otros pesos de C((ZOQ) ere0) 5€ pueden calcular de manera similar

y por tal motivo omitimos los detalles. De esta forma, el enumerador de pesos de
(90) ,) dueda determinado.

(g,2,e1,e
Por otro lado, utilizando (2.5) y las primeras cuatro identidades de Pless, obte-

nemos que Al(C(qo)L ) = Az(C(QO)L )=0y

(9,2,e1,€2) (g,2,e1,e2)

r+2 r+1 2 r 2r
-3 +q5 +3q; — 6gp + 6 -1 —1
A3(C((Z?2),i1762)) - (QO fo % gl 6 L )(qo )<q0 ) >0.

Es decir, C((Z?Q)ih@) es un [g2" — 1,¢3" — 3r — 1,3] cddigo ciclico. Finalmente, por
la cota de Hamming (ver Teorema 2), no es dificil verificar que para un cédigo de

longitud ¢2" — 1 y dimensién ¢3" — 3r — 1, su distancia minima puede ser a lo m4s

q)-L
q,2,€1,6

4. Por lo tanto, el codigo C(( ,) €8 casi 6ptimo. n

Ejemplo 5. Los siguientes son algunos ejemplos del teorema anterior.

(a) Sean (qo,7,e1,e2) = (3,2,4,1). En consecuencia, ¢ = 9 y, claramente, (¢ —
1)|(go—1)e;. Entonces, por la Parte (A) del Teorema 10, el cédigo de subcampo
C((g,)2,4,1) = C(34,1,1) es un cddigo ciclico éptimo de tres pesos sobre IF3, de
longitud 80 y dimensién 5, cuyo enumerador de pesos es

1+ 1602° 4+ 8025 4+ 2280 .

(b) Sean (qo,7,€1,e2) = (2,2,1,1). En consecuencia, ¢ = 4, Z = 1 y, claramente,
(g —1) 1 (go — 1)e;. Entonces, por la Parte (B) del Teorema 10, el cédigo
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de subcampo C((i,)z,l,l)

enumerador de pesos

es un [15,6,6] codigo ciclico binario de tres pesos con

1+ 302° 4 152% 4 18217,
mientras que su dual es un [15,9, 3] cédigo ciclico casi 6ptimo c.r.a Hamming.

(c) Sean (qo,7,€1,e2) = (3,2,1,1). En consecuencia, ¢ =9, Z = 1 y, claramente,
(¢ —1) 1 (go — 1)ey. Entonces, por la Parte (B) del Teorema 10, el codigo de
subcampo C((s,)z,1,1) es un [80,6,51] cddigo ciclico de tres pesos sobre IF3 con

enumerador de pesos

1+ 4802° + 802°* + 1682% |

mientras que su dual es un [80, 74, 3] c6digo ciclico casi 6ptimo c.r.a Hamming.

(d) Sean (qo,7,e1,e2) = (2,4,2,2). En consecuencia, ¢ = 16, Z = 128 y, clara-
mente, (¢ —1) 1 (g0 — 1)es y Ze; = 1 (mod ¢ — 1). Entonces, por la Parte
(B) del Teorema 10, el cédigo de subcampo 055272’272) es un (255,12, 120] cédigo
ciclico binario de tres pesos con enumerador de pesos

1+ 2040220 + 2552128 4 180023¢ |

mientras que su dual es un [255,243, 3] cédigo ciclico casi éptimo c.r.a Ham-
ming.

Observacion 8. De acuerdo con las tablas de c6digos mantenidas en [21], note que el
c6digo [15,6,6] en (b) es dptimo, mientras que el cddigo [80,6,51] en (c) y su dual
son éptimos. Finalmente, el cddigo [255,12,120] en (d) tiene los mejores pardmetros
conocidos’.

Al fijar m = 2, es importante observar que la condicion sobre el entero ey es
més restrictiva en el Teorema 10 (ged(¢? — 1,e3) = 1) que en el Teorema 9 (ged(q +
1,e9) = 1). Esto, por supuesto, implica que el Teorema 10 determina los cédigos de
subcampo solo para una subclase de los cédigos ciclicos 6ptimos de tres pesos del
Teorema 9. Especificamente, esto significa que hay codigos ciclicos 6ptimos de tres
pesos pertenecientes al Teorema 9, cuyos cédigos de subcampo no pueden describirse
a través del Teorema 10. Por ejemplo, con la ayuda de un programa de computadora,
no es dificil verificar que el cédigo de subcampo C((i)Q,l,S) es un (15,6, 6] cédigo ciclico
binario de cuatro pesos con enumerador de pesos 1+ 252°% +302% + 321 + 522 (para
este ejemplo note que ged(q + 1,e3) = 1, pero ged(¢? — 1, ) # 1). Este cédigo de
subcampo, al igual que el c6digo de subcampo en el Ejemplo 5 (b), es éptimo. Sin

embargo, a diferencia del dual de C((E)Q 1.1)7 el dual de C((i)z 1,3) €5 un [15,9,4] cédigo
ciclico 6ptimo binario. Este ejemplo nos deja ver que, méas alla del Teorema 10,
aun existen otros codigos ciclicos 6ptimos de tres pesos cuyos codigos de subcampo

tienen buenos parametros.

1Se dice que un cédigo lineal tiene los mejores pardmetros conocidos si su distancia minima
alcanza la cota inferior en [21].
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2.4 La estructura de cobertura de los cédigos de
subcampo

Para cualquier ¢ = (¢, ¢1,...,Cn1) € I, el soporte de ¢ se define como el conjunto
{i:0<i<n—1.¢ # 0} Ademds, para dos vectores cualesquiera c,c’ € IFy
se dice que ¢ cubre a ¢ si el soporte de ¢ contiene el de ¢’. Una palabra de cédigo
distinta de cero es llamada minima si cubre solo a sus multiplos en un codigo lineal.
El conjunto de todas las palabras de c6digo minimas en un cédigo lineal se denomina
la estructura de cobertura del codigo. Mas atn, se dice que un codigo lineal es minimo
si todas sus palabras de codigo son minimas.

Determinar la estructura de cobertura de un cédigo lineal es en general un
problema dificil pero al mismo tiempo interesante ya que esta estrechamente rela-
cionado con la construccién de esquemas de comparticién de secretos (ver por ejem-
plo [9,36,47,48,69]). Un esquema de comparticion de secretos es un protocolo crip-
tografico cuyo objetivo principal es el de resguardar cierta informacién (un secreto)
a través de un conjunto de entidades (participantes). Esto se logra compartiendo
con dichas entidades cierta informacion (partes) aparentemente independiente del
secreto, de tal forma que solo subconjuntos autorizados (conjuntos de acceso) de las
entidades puedan acceder al contenido del secreto y que los demas subconjuntos no
puedan saber nada de él (ver [4]).

En la presente seccion determinamos la estructura de cobertura para los codigos
de subcampo del Teorema 10. Como veremos més adelante, algunos de estos codigos
son minimos y, por tanto, se prestan para construir esquemas de comparticion de
secretos con buenas estructuras de acceso. Mas atn, al final presentamos un ejem-
plo especifico de un esquema de comparticion de secretos basado en uno de dichos
codigos.

Existen distintas formas de construir esquemas de comparticion de secretos me-
diante el uso de cdédigos lineales. Una de ellas fue propuesta por Massey [47,48] y
se presenta a continuacién (ver [36,69]).

Sea C un [n, k] cédigo lineal sobre IF,. En el esquema de comparticion de secretos
basado en un cddigo lineal C, el secreto s es un elemento de IF,,. Hay un repar-
tidor Py y n — 1 participantes Py, Ps, ..., P, 1 involucrados en el esquema, siendo
el repartidor una persona de confianza. Sea G* = (gg,97,...,g. ;) una matriz
generadora del cédigo dual, C*, de C tal que g;- es el i-ésimo vector columna de G+
y g # 0 para 0 < i < n — 1. Entonces, el esquema de comparticién de secretos
basado en C se describe a continuacién:

Paso 1) Para calcular las partes con respecto a un secreto s, el repartidor P, elige

aleatoriamente un vector w = (ug, U1, ..., Uy k1) € ]FZO_’“ tal que s = ugg -
En total hay ¢2 "' vectores u € ]F’;O_k )

Paso 2) El repartidor Py trata a w como un vector de informacién y calcula la
palabra de cédigo correspondiente ¢ = uG* = (to,t1,...,t,1) en C*.
Luego envia la parte t; al participante P; para cada 1 <i<n — 1.

Paso 3) El secreto s se recupera de la siguiente manera: dado que tq = ugs = s,
un conjunto de partes {t;,,t,,...,t;,} puede determinar el secreto s sii gg
es una combinacién lineal de {g;-,g;, . .. ,g,fz}, donde 1 <iy <ipg < -+- <
ig S n—1.
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Ciertamente, si un grupo de participantes D puede recuperar el secreto combinando
sus partes, entonces cualquier grupo de participantes que contenga a D también
podra hacerlo. Se dice que el conjunto {iy,is,...,%} es un conjunto de acceso
minimo si puede recuperar el secreto s pero ninguno de sus subconjuntos propios
puede hacerlo. El conjunto de todos los conjuntos de acceso minimo en un esquema
de comparticion de secretos es llamado la estructura de acceso.

Para un cédigo lineal C, el siguiente lema presentado en [47] establece una co-
rrespondencia biunivoca entre la estructura de acceso del esquema de comparticién
de secretos basado en C y el conjunto de palabras de cédigo minimas en C cuya
primera coordenada es igual a 1.

Lema 4. Sea C un [n, k] codigo lineal definido sobre IF,,. Entonces, el conjunto

{i1,i9,...,ip} C {1,2,...,n— 1} con iy < iy < -+ < iy es un conjunto de ac-
ceso minimo en el esquema de comparticion de secretos basado en C sit existe una
palabra de cddigo minima ¢ = (cy,c1,...,¢n—1) en C tal que el soporte de c es

{O,il,ig,...,ig} Y Cop = 1.

Si c es una palabra de codigo distinta de cero cuya primera coordenada es igual

a 1y el soporte de c es {0,41,42,...,00} tal que 1 < iy < dp < -+- < iy < m—1,
entonces llamaremos al conjunto {4y, 4o, ..., } el soporte de acceso de la palabra de
codigo c.

De la discusién anterior se sigue que determinar la estructura de acceso del
esquema de comparticién de secretos basado en un cédigo lineal C es equivalente a
determinar el conjunto de soportes de acceso de las palabras de c6digo minimas en
C cuya primera coordenada es igual a 1. Asi pues, a continuacion calcularemos la
estructura de cobertura para los cédigos de subcampo del Teorema 10. Con ese fin,
los siguientes resultados que aparecen en [1] nos seréan de utilidad.

Lema 5. Sea C un cddigo lineal sobre Iy, con distancia minima d. Entonces, toda
palabra de codigo cuyo peso de Hamming sea menor o igual a % debe ser
minima.

El siguiente lema establece que si los pesos de un codigo lineal son lo suficiente-
mente cercanos entre si, entonces el codigo es minimo.

Lema 6 (Lema de Ashikhmin-Barg). Sea C un [n, k] cddigo lineal sobre IF,,, y sean
Wmin ¥ Wmax [0S pesos distintos de cero minimo y mdximo de C, respectivamente. Si
Whmin - 1
> do
Wmax qo0

)
entonces C es minimo.

Es importante notar que la condicién en el lema anterior es solo una condicion
suficiente. Existen cédigos minimos que no satisfacen dicha condicién (ver por ejem-
plo [69]).

Ahora bien, estamos en condiciones para calcular la estructura de cobertura para
los cédigos de subcampo del Teorema 10.

Teorema 11. Suponga la misma notacion que en el Teorema 10. Entonces, la
estructura de cobertura para un codigo de subcampo de la forma C((ZOQ) er,e2) estd dada
de la siguiente manera:
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(a) Si C((;ZOQ) e1.c0) Pertenece a la Parte (A) del Teorema 10, entonces todas sus pala-

bras de cddigo distintas de cero con peso de Hamming ¢3" — 1 no son minimas,
mientras que las otras palabras de codigo distintas de cero son minimas.

(b) Si C((Z?Q)’%ez) pertenece a la Parte (B) del Teorema 10, entonces el cddigo es

minimeo.

Demostracion. Parte (a): Claramente, todas las palabras de c6digo distintas de cero
con peso de Hamming ¢2” — 1 no son minimas pues la longitud de C((ZOZ) e1.c) © @ —1
(ver Teorema 10). Ahora bien, debido a que 2r > 2, no es dificil verificar que

2r+1 _ 2r 2 1
1) S qO QO QO + )

g —1
Y como qg" Hgo — 1) — 1 < ¢" (g0 — 1), la afirmacién de la Parte (a) se sigue del

Lema 5.
Parte (b): Sean Wpin ¥ Wiax como en el Lema 6. Entonces, de (2.5), Wy, =

@ (g0 —

a0 (a0 = a5 —1) Y Wiax = g6 (g0 — 1)(g5 +1). El resultado se sigue directamente
del Lema 6. [

Los cédigos minimos se prestan para construir esquemas de comparticion de
secretos con buenas estructuras de acceso tal como se describe en la siguiente:

Proposicién 1 ([69, Proposicién 2]). Sea C un [n, k| cédigo lineal sobre IFy, y sea
G =(9¢:91,---,9,_1) una matriz generadora de C tal que g, es el i-ésimo vector
columna de G y g; # 0 para 0 <i <n—1. Si C es minimo, entonces la estructura
de acceso del esquema de comparticion de secretos basado en C estd compuesta de
q'S’l conjuntos de acceso minimo, que es igual al conjunto de soportes de acceso de
las palabras de codigo distintas de cero en C cuya primera coordenada es igual a 1.

Ademds se tiene que:

(a) Si g, es un maltiplo escalar de gy, 1 <1i < mn — 1, entonces el participante P,
debe estar en cada conjunto de acceso minimo. Tal participante es llamado
dictatorial.

(b) Si g, no es un maltiplo escalar de g,, 1 <1 < mn — 1, entonces el participante
P; debe estar en (qo — 1)gi™2 de los g~ conjuntos de acceso minimo totales.
Bajo estas condiciones, el esquema de comparticion de secretos es llamado

democratico.

Finalizamos esta seccion presentando un ejemplo especifico de un esquema de

comparticion de secretos basado en uno de los codigos de subcampo del Teorema
10.

FEjemplo 6. Sean (qo,7,€1,e2) = (2,2,1,1). Entonces ¢ = 4 y, por el Ejemplo 5 (b),
sabemos que el cédigo de subcampo C((i)2,171) es un [15, 6, 6] cédigo ciclico binario de
tres pesos con enumerador de pesos 1 + 302% + 1528 + 1829, Considere el campo
finito IF15 = IFy(y) con 4* + v+ 1 = 0. Con esta eleccién, y utilizando la notacién
de la Observacién 7, hs(z) = 2> +z + 1y hi(z) = 2 + 23 + 1. Por lo tanto,
(21 —1)/(hs(2)hy(2)) = 2® +2C + 2 +at+ 2+ 1y hs(x)hy(z) = 25+ 23+ 22+ +1

son los polinomios generador y de chequeo de paridad de C((i)z 1,1)> Tespectivamente.
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. . 1 (2) VT
En consecuencia, las matrices generadoras, G y G-, para C( IRIRAL codigo dual
son:

000000001001111
- - 000000010011110
110011100100000
000000100111100
011001110010000
000001001111000
001100111001000 1
G= , G-=|000010011110000
000110011100100
000100111100000
000011001110010
000001100111001 001001111000000
- - 010011110000000

01100111100000000_

De este modo, en el esquema de comparticién de secretos basado en C((i)z 1.1); 14

participantes y un repartidor estén involucrados. Por el Lema 4, la Parte (b) del
Teorema 11 y la Proposicién 1, hay un total de qlg_l = 2° = 32 conjuntos de acceso
minimo, a saber:

{4,5,6,7,8,9,11,12,13},{1,2,3,4,6,7,8,10,14}, {1,4,10,11, 14}, {2,5,7,8, 13},
{2,3,4,6,10,11,12,13,14},{1,2,3,7,10,11,13},{5,7,9, 12,14}, {6, 7, 10,11, 12},
{1,2,4,5,6,8,12,13,14},{1,2,4,8,9,10, 11,12, 13}, {1,2,5,11,12},{1,4,5,6,9},
{1,3,4,5,7,11,12,13,14},{1,3,4,6,7,9,10, 12, 13}, {2,4, 7,9, 10}, {1, 6,8,10,13},
{1,3,7,8,9,10,11,12,14},{1,2,3,5,6,7,9,13, 14}, {2, 3,8, 10,12}, {3,9, 10, 13, 14},
{2,3,5,6,8,9,11,12,14},{2,6,7,8,9,10,11, 13, 14}, {3,4,5,8, 14}, {3,5,6,11,13},
{1,2,3,4,5,7,8,9,11},{1,3,5,6,7,8,12}, {3,4,6,8,9,10, 11}, {2,4,5,6,7, 11,14},
{4,7,8,10,12,13,14}, {1,2,6,9,10,12,14}, {1,5,8,9,11, 13,14}, {2, 3,4,5,9,12, 13} .

Maés atin, de acuerdo con la Parte (b) de la Proposicién 1, note que cualquier par-
ticipante P; (1 < i < 14) aparece en (g — 1)g5 > = 16 de los ¢f ' = 32 conjuntos de
acceso minimo totales. Es decir, el esquema de comparticion de secretos construido
es democratico.

Para apreciar el uso de los conjuntos de acceso minimo, suponga que deseamos
“dividir” un secreto s de 4 bits, en partes de 4 bits, para catorce participantes
Py, Py, ..., Py. Siguiendo [47], s € GF(2%) = Fy5 := {0,1,2,...,9,a,b,c,d,e, f} vy
suponga que s = b = [1011]. El repartidor elige al azar cuatro palabras de cédigo
C1, Co, C3 v 4 en el dual de C((i)ll,l)? con la condicién de que cada bit en el secreto
s coincida con la primera coordenada de una de estas cuatro palabras de codigo.
Supongamos que la eleccién del repartidor es:

c; = [100101110111111],
c2 = [000000000000000] ,
c3 = [100010111101011]

¢4 = [110100100100010] .

Y

Por medio de estas palabras de codigo, el repartidor procede a generar las partes de
4 bits para los catorce participantes:
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1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
N A A
b 1 0 9 2 8 b a 2 b 8 a 8 b a
N N
s P P P P P P P KR Py Py P P2 Pi3 Py

De esta forma, la parte del participante P; es 1, la del participante P, es 0 y asi
sucesivamente. Finalmente, note que cualquiera de los conjuntos de acceso minimo
anteriores puede recuperar el secreto s = b. Por ejemplo, al usar las partes del
conjunto de acceso minimo {1,4,5,6,9}, obtenemos 1 +2+ 8+ b+ b = b.

2.5 Una clase de cédigos lineales 6ptimos de dos

pesos

A través del siguiente resultado presentamos una clase de cédigos lineales 6ptimos
de dos pesos, definidos sobre cualquier campo finito, cuyos duales son casi 6ptimos.

Teorema 12. Sea CA(qym,eheQ) el cddigo extendido (ver Seccion 1.5.2) del cddigo ciclico
Clgmieres) €n el Teorema 9. Si ey = 0 (ver Observacion 6), entonces el codigo
extendido CA(qym,Om) esun [¢™, m+1,q" 1 (q—1)] cddigo lineal éptimo c.r.a Griesmer,
de dos pesos sobre IF,, con enumerador de pesos

L4g(g" — 1)z 4 (g —1)27" . (2.7)
Mads aun, si g > 2, entonces CA(qmo,ez) es proyectivo y su dual CA(J&’m’O’eQ) es un codigo
lineal casi optimo c.r.a Hamming con pardmetros [¢",¢™ —m — 1, 3].

Demostracion. Recordemos que cada palabra de cédigo en el cédigo ciclico Cgm,0,e.)
es de la forma

c(a,b) = (a + Trp,m/, (bxez))melF;m conaclF,ybeFm.
Para cada palabra de cédigo c(a,b) en Cigmo.,), Sea c(a,b) la palabra de cédigo
extendida correspondiente en Cgm.0,e,)-
A continuacién determinamos los pardmetros y el enumerador de pesos para
C(g,m,0,e5)- Por definicion, el cédigo extendido C g m.o,e,) tiene longitud ¢™ —1+4+1 = ¢™
y la misma dimensién que Cigmo.e,)- Mas atn, en los [29, Teoremas 7 y 11] se
demostré que el peso de Hamming de una palabra de cédigo en C(gm0.,) estd dado
por

0 siazb:O,
B g —1 sia#0yb=0,
wH(C(avb))_ qm—l(q_l) 31a:0yb7é07

m=l(g—1)—1 si(a,b) # (0,0).
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Asi pues, para obtener el enumerador de pesos para Cgm.0.,) Calcularemos la suma
de coordenadas de una palabra de cédigo c(a, b) en cada uno de los casos anteriores.
Primero, note que

Z a=(¢"—1a=—-a (modq).
xEF*m

11,62) =1yged(g—1,e3) =1, tenemos que ged(q™ —1, e9) =

También, como ged (%
1. Entonces,

Z TrIF‘qm/IF‘q (ber) = Z Tl"[pqm/[pq (b%) = qmi1 Z r=0.

:BEIF‘;m aJEIFj;m IEIFZ

Por lo tanto,

0 sia=b=0,
. —a sia#0yb=0,
Z (a+Trqu/Fq (bl’ 2)) - 0 S1G7_£Oyb7é07

Z‘e]FZm

—a si (a,b) # (0,0).

En consecuencia,

0 sia=0b=0,
~ m si a b=
wr(€(a, b)) = qul(iq —1) sia i 8 § b # 8:
qul(q - 1) s1 (a> b) 7£ (O’ O)
Més atin, puesto que Agm_1(Cigmo.e)) = (¢ —1) (ver (2.2)), podemos concluir
que Agm (é\(q7m70762)) = (¢ —1). También, como Agm-1(4-1)(Cigmo.e)) = (¢™ — 1)
V Agm-1(-1)-1(Clgm,0,e0)) = (¢™ — 1)(q — 1), obtenemos que

Agn1(g-1)Cgmoen) = (" = 1) +(¢" =g = 1) =q(¢" = 1) .
Esto completa la prueba de los pardmetros y el enumerador de pesos del codigo

Clgm.0.e2)-
Ahora bien, observe que

qm‘l(z—l) I G U V) qm‘l(i—l) |
= ([m - ;’”1) J(qm[ - qmq2) + w (g - 1[ +1 q= q" W

lo cual implica que C(gm,0,e,) €s Optimo c.r.a Griesmer (ver Teorema 1). Ademés, uti-

lizando (2.7) y las primeras cuatro identidades de Pless, tenemos que A; (C (m0es) =
0,conje{l,2}y

A3(Cl o) = q"(q" ~ 1)(2 ~(a-2)

Como g > 2, concluimos que C es un [¢"™, ¢™ —m — 1, 3] cédigo lineal y, en

(g;m,0,e2)
consecuencia, C(q,m70762) es proyectivo. Finalmente, por la cota de Hamming, no es
dificil verificar que para un cédigo de longitud ¢™ y dimension ¢™ —m—1, su distancia

minima puede ser a lo mas 4. Por tanto, el codigo C (gm.0e5) €S CASI 6ptimo. O
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Observacion 9. Muy recientemente se presenté en el [24, Teorema 6.3] una clase de
codigos lineales optimos, proyectivos y de dos pesos, con los mismos pardmetros y
distribucién de pesos que los cédigos del Teorema 12. Sin embargo, a diferencia de
lo realizado aqui, esta clase de codigos se obtiene considerando un tipo particular de
cuasiconjuntos de diferencia. Més ain, al final de la [24, Seccién VI] el autor afirma
correctamente que el codigo extendido de cualquier codigo ciclico en el Teorema 9
tiene parametros [¢™,m + 1,¢™ (¢ — 1) — 1] y tres pesos distintos de cero. Estos
c6digos de tres pesos no son 6ptimos. Sin embargo, al permitir e; = 0 en el Teorema
9, el Teorema 12 nos muestra que el cédigo extendido obtenido es un codigo lineal
de dos pesos el cual resulta 6ptimo.

Ejemplo 7. Los siguientes son algunos ejemplos del teorema anterior.

(a) Sean (gq,m,ey) = (3,2,1). Entonces, por el Teorema 12, el cédigo extendido
5(3727071) es un [9, 3, 6] cédigo lineal 6ptimo de dos pesos sobre [F3 con enume-
rador de pesos

142425 4227

mientras que su dual es un [9, 6, 3] c6digo lineal casi éptimo c.r.a Hamming.

(b) Sean (q,m,e2) = (4,2,8). Entonces, por el Teorema 12, el cédigo extendido
5(4,2,0,8) es un [16, 3, 12] cddigo lineal 6ptimo de dos pesos sobre IF, con enu-
merador de pesos

1+ 602" + 3210

mientras que su dual es un [16, 13, 3] c6digo lineal casi éptimo c.r.a Hamming.

(¢) Sean (q,m,es) = (5,3,9). Entonces, por el Teorema 12, el cédigo extendido
5(573,079) es un [125,4,100] cédigo lineal 6ptimo de dos pesos sobre IF5 con
enumerador de pesos

1+ 62020 4 4212

mientras que su dual es un [125,121, 3] cédigo lineal casi 6ptimo c.r.a Ham-
ming.

(d) Sean (g, m,e2) = (3,5,7). Entonces, por el Teorema 12, el cédigo extendido
5(3,5,077) es un [243,6,162] cédigo lineal 6ptimo de dos pesos sobre IF3 con
enumerador de pesos

14 7262102 4 22243

mientras que su dual es un [243,237, 3] cédigo lineal casi 6ptimo c.r.a Ham-
ming.

Observacion 10. De acuerdo con las tablas de cédigos mantenidas en [21], todos los
codigos duales del ejemplo anterior son 6ptimos.

Se sabe que los codigos lineales proyectivos de dos pesos estan estrechamente
relacionados con espacios proyectivos finitos y grafos fuertemente regulares. Lo que
es notable es que los resultados de un area se pueden trasladar inmediatamente a las
otras dos (ver [8]). A continuacién utilizamos los cédigos lineales proyectivos de dos
pesos del Teorema 12 para determinar los grafos fuertemente regulares asociados a
ellos.
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Un grafo es un conjunto V' de vértices provistos de una relacion simétrica ~ en
V llamada adyacencia, tal que ningin v € V es adyacente a si mismo. Un par de
vértices adyacentes vy,vo € V forman una arista y, bajo estas condiciones, se dice
que v; es un vecino de vy y viceversa.

Sean N, K, A\ y p enteros. Se dice que un grafo con N vértices es fuertemente
reqular con pardametros (N, K, A, i) si es regular de grado K (es decir, cada vértice
tiene exactamente K vecinos), y cualesquiera dos vértices distintos tienen A vecinos
comunes si son adyacentes y p vecinos comunes si no son adyacentes.

Calderbank y Kantor [8] propusieron una manera de construir grafos fuertemente
regulares utilizando codigos lineales proyectivos de dos pesos. Sean wy y ws los pesos
de un cédigo lineal g-ario proyectivo de dos pesos, C, de longitud n y dimension
k con matriz generadora G. Al cédigo C le asociamos un grafo de la siguiente
manera. Tome como vértices los elementos del espacio vectorial IF’;, donde dos
vértices distintos vy y vy son adyacentes sii v; —v9 es un miultiplo de alguna columna
en G. El grafo obtenido de esta manera es fuertemente regular [8, Teoremas 3.1 y
3.2] con los siguientes parametros [8, Corolario 3.7]:

q2vv1w2
¢ (2.8)
A= K’+3K — q(w1 +wa) — Kq(wy + wy) + Wi Wy

N=¢" K=n(g-1), p=

Como consecuencia directa de lo anterior, tenemos el siguiente:

Teorema 13. Asuma la misma notacion que en el Teorema 12. Si q > 2, entonces
el codigo extendido Cigmo.e,) genera un grafo fuertemente reqular con pardmetros

(@™ ¢™(q—1),¢™(q—2),¢"(q - 1)).

Demostracion. Como g > 2, entonces por el Teorema 12, el cddigo extendido
Clgm0.e2) €8 pProyectivo y de dos pesos, a saber, wi = ¢" (¢ — 1) y wo = ¢".
Ademds, C(gm,.e,) tiene longitud n = ¢™ y dimension & = m + 1. Asi pues, el

resultado se sigue de sustituir los valores anteriores en (2.8). ]

Finalizamos este capitulo presentando un ejemplo de la construccién de un grafo
fuertemente regular a partir de uno de los cédigos extendidos del Teorema 12.

Ejemplo 8. Sean (q,m,e3) = (3,2,1). Del Ejemplo 7 (a) sabemos que el cédigo
extendido CA'(3727071) es un [9,3,6] cdédigo lineal proyectivo de dos pesos sobre IFs.
Ademas, por el Teorema 13, el codigo 5(3,27071) genera un grafo fuertemente regular
con parametros (27,18,9,18). Ahora bien, para construir dicho grafo necesitamos
una matriz generadora para 6(37270,1). Como C3.20,1) es ciclico, no es dificil verificar
que una matriz generadora para este cédigo esta dada por

21220100
G=102122010
00212201

Mas atn, se sabe que una matriz generadora para 5(372,0,1) se puede obtener a partir
de cualquier matriz generadora de C(3 20,1y al agregar una columna adicional de modo
que la suma de los elementos de cada fila sea igual a 0 (ver [34, p. 15]). Por lo tanto,
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~ [212201001
G=1021220101 (2.9)
002122011

es una matriz generadora para 5(372,071).

Siguiendo el método descrito anteriormente, los vértices del grafo son los 27
vectores de IF3 = {000,001,002,...,222}. Asimismo, dos vértices distintos son
adyacentes sii su diferencia es un multiplo de alguna columna en G. La Figura 2.1
muestra el grafo fuertemente regular obtenido de esta manera a partir del codigo
extendido C320,1). El grafo se generé utilizando Maple 17.
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Figura 2.1: El grafo fuertemente regular con pardmetros (27,18,9,18) obtenido
a partir del cédigo extendido 8(372,071). Los vértices 012 y 221 son adyacentes o
vecinos ya que 2(012 — 221) = 212 aparece en la tercera columna de la matriz G en
(2.9). Por el contrario, los vértices 012 y 000 no son adyacentes pues la diferencia
012 — 000 = 012 no aparece como un multiplo de alguna columna en dicha matriz.



Capitulo 3

La distribucién de pesos completa
de una subclase de codigos ciclicos
optimos de tres pesos

La distribucion de pesos de un codigo es investigada generalmente con base en el
peso de Hamming, bajo el cual todos los componentes distintos de cero de una
palabra de cddigo se consideran idénticos. Para describir la estructura de codigos
no binarios con mas detalle, cada componente distinto de cero debe distinguirse
de los demads y esto se hace a través de la distribuciéon de pesos completa. Sin
embargo, obtener la distribuciéon de pesos completa de codigos no binarios es un
problema aun mas dificil que obtener su distribucién de pesos de Hamming. Por
tal motivo, la distribucién de pesos completa es desconocida para la mayoria de
los cédigos. Recientemente, las distribuciones de pesos completas de dos clases de
codigos ciclicos p-arios fueron reportadas por Heng y Yue [30]. El propdsito de este
capitulo es presentar la distribucion de pesos completa para una subclase de los
codigos ciclicos 6ptimos de tres pesos del Teorema 9 cuando m = 2. Los resultados
de este capitulo fueron publicados en [61].

3.1 Introduccion

La distribucion de pesos completa de un cédigo enumera las palabras de cédigo por
el nimero de simbolos de cada tipo contenidos en cada palabra de cédigo. Por tal
motivo, la distribucién de pesos completa de un cdédigo contiene mucha més infor-
macién que su distribucién de pesos de Hamming. De hecho, la distribucion de pesos
completa tiene una amplia gama de aplicaciones en muchos campos de investigacion
debido a que la informacién que contiene es de uso vital tanto en la practica como en
la teorfa. Por ejemplo, como se seniala en [5], los enumeradores de pesos completos de
los cédigos Reed-Solomon podrian ser de utilidad en la decodificacion por decision
suave. Como otro ejemplo, el enumerador de pesos completo también resulta ttil
en el calculo de la transformada de Walsh de funciones monomiales sobre campos
finitos [22]. Desafortunadamente, obtener la distribucién de pesos completa es un
problema atin més dificil que obtener la distribucion de pesos de Hamming. Como
consecuencia, la distribucién de pesos completa es desconocida para la mayoria de
los codigos.

Por esta razon, determinar los enumeradores de pesos completos de codigos li-
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neales o ciclicos sobre campos finitos ha recibido mucha atencién en los ultimos
anos (ver por ejemplo [2,11,37,39,65,606,68,71,73]). Cabe senalar que, para un
campo primo IF,, varias clases de cdédigos lineales p-arios de tres pesos, junto con
sus distribuciones de pesos completas, fueron presentadas en [35,67,68,71,73]. Por
otro lado, para codigos ciclicos, las distribuciones de pesos completas de dos clases
de cddigos ciclicos p-arios fueron recientemente calculadas en [30]. De hecho, las
distribuciones de pesos de Hamming para estas dos clases de cddigos ciclicos p-
arios fueron previamente reportadas en [42,72]. Asi pues, el objetivo principal de
este capitulo es calcular la distribucién de pesos completa para una subclase de
los codigos ciclicos 6ptimos de tres pesos del Teorema 9 cuando m = 2. Como
resultado secundario, extendemos la clase de cédigos ciclicos 6ptimos de cinco pesos
presentada recientemente en el [27, Teorema 6.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 3.2 estable-
cemos la notacién que utilizaremos a lo largo de este capitulo y estudiamos una
clase de sumas exponenciales que serd importante para determinar, en la Seccién
3.3, la distribucién de pesos completa para la subclase de cédigos ciclicos éptimos
de tres pesos que nos interesa. Por ultimo, como resultado secundario de las sumas
exponenciales estudiadas en la Seccion 3.2, en la Seccién 3.4 extendemos la clase de
codigos ciclicos 6ptimos de cinco pesos presentada recientemente en el [27, Teorema
6].

3.2 Notacién y una clase de sumas exponenciales

A lo largo de este capitulo utilizaremos la siguiente:

Notacién. Sea ¢ una potencia de un nimero primo y 7 un elemento primitivo de
[F. Sea ¢ := 47" y note que, en consecuencia,  es un elemento primitivo de
IF,. Para cualquier entero «, sea h,(z) € IF,[z] el polinomio minimo de y~“. Para
enteros ag, ay, . .., oy, tal que h, (z) # ha,(7) sil <i# j <L, Ciay an.,...ap) denotard
el cédigo ciclico de longitud ¢* — 1 sobre IF,, cuyo polinomio de chequeo de paridad
€ oy (@)has () -+ g ().

En esta seccion estudiamos una clase de sumas exponenciales que serd importante
para determinar la distribucion de pesos completa para la subclase de cédigos ciclicos
optimos de tres pesos que nos interesa.

Lema 7. Sean X' y x los caracteres aditivos canonicos de IF 2 y IF,, respectivamente.
Para enteros cualesquiera ey, es y ez, y para todo a,b € IF y c € IF 2, considere la
suma exponencial

Sterenen (.0.¢) 1= 37 (@@ 4 b 0) (ers)

aeelF;2

Sic#0 yged(qg+1,e3) =1, entonces

5(61’62,63) a, b C Z Z Z+(IZ‘61 +b.1762 + Z_lcQ+13363) )

ZGIF* :EGIF*

2
Demostracion. Como Fy, = 'L—Jo Y471 y 6 == 47T tenemos que
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q—2
5(61762,63)(% b,c) = Z X<a§iel + béi@) Z X (cw) .
1=0 weryi (ya—1)

Maés atin, debido a que ged(q + 1,e3) = 1,

% 1 % -
Yo Xlew®)= Y K(eyPw) = 1 2 X,
weY (y11) we(ya—1) welF?,
donde la 1ltima igualdad se cumple por el Lema 2. Sea ¢ € ]/15,], N = N]Fq2 /g
Y’ =1 o N un levantamiento de ¢ a IF 2 y v el caracter multiplicativo trivial de
IF 2. Asi pues, por el Teorema 6, obtenemos

Z X/(C’}/Ze3wq 1 14 Z zegwq 1 :

welF*, welF o
q
q—2

= GIF 2 ¢07 + ZGIF 2 ¢J7X )@Z_Jlj(c’yiea) ’

=Y Gr,(® oN,X)%E( ()

yelF,

= - Gr@ (N(ey™™))

YelF,

donde la ultima igualdad se cumple debido al Teorema 5. En consecuencia, como
) = N(v) = N(y)! = &' y (§) = IF,, tenemos que

1 _
Stenesen(@be) = ——= 37 (@ +ba) 3 G (0200 (3.1)
q mEIFZ d;efﬁ‘q

Por otro lado, utilizando (1.8), tenemos que para todo x, z € IF:

1

X(z et ) = =1 G, (¥, X)Y(2)P () .
YR,

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por x(z) y sumando obtenemos

Z x(z + 2z et a®s) = Z Gr, (1, X)* (" a®) .
ZEIF‘* wenz‘q
El resultado se obtiene al sustituir la ecuacién anterior en (3.1). O]

Lema 8. Con la misma notacion, considere la suma exponencial de la forma:
T(el,ez,eg)(a> b7 C) = Z S(el,eg,eg)(yav yb7 yC) .
yEIFZ

Sic#0, ged(g+ 1,e3) =1, ged(qg — 1l,ea —e1) =1 yes = e; + e (mod g — 1),
entonces
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1 sia ob es cero pero no ambos,
cd+1

T(€1,€2,63)(a7by C) fry _q2 + q+ 1 87/. a,b E IF; y a = 1117
q+1 sia,belF) ya#<

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que b # 0. Entonces, por el
lema anterior, y ya que yit! = y?

T(61762763 a, b C Z Z Z Z—|— CL—|—b$62 61)x61y+2 Cq+1x61+52 ) (3 2)

z€lFy zelFy yelFy

Supongamos que ¢ es par. Note que (a + bx®* = )%g2 = y~leatigate jj » =

e con a7 € )\ {2). Pero, como ged(q — 1,e; — 1) = 1, la dltima

igualdad se cumple sii z =
8, tenemos que

CLI+

Tatbn)? CON T € IF7\ {#}. Asf pues, aplicando el Teorema

T61762763 (a b C = l—q— Z Z Z Z+ a+bxe2 81>x61y+2 Cq+1 el+e2y ),

z€Fy ZEIF y€elF,

Ity
—1_¢g—
11 Z (a—l—bx)) ’

el \{§}

CQ+13: _
=l-q—q ) x(—z)—éo(a) ;
reirg(s) (a+ bx)

- cItly
—1-q+bdla)g—q ) X(m>,
zelF\{3}

donde §y(a) = 1 si a # 0, y 0 en caso contrario. Ahora bien, haciendo el cambio
de variable (a 4+ bz)~' — w, con x € IF, \ {%} (es decir, z = 52 con w € IF}),
obtenemos

5 1—aw

wGIFZ
_ Cq+1 Cq+1a )
=1—q+d(a)g—q ZX(bw— w ) =]
welFy
ch cha
=14 dp(a)g — 2.
@i =g 3 x (Grw - St
welFy

En consecuencia, aplicando el Teorema 8 de nueva cuenta, el caso ¢ par se sigue del
siguiente hecho

1 1 . g+1
E X w — w | = .
b b 0 en caso contrario.

welFy
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Ahora bien, supongamos que ¢ es impar y sea

fa:,z - 13261 (42_10q+1$61+e2)_1 = (42_10(1“1‘11‘62—61)—1 )

Entonces, de (3.2) y por el Teorema 7, tenemos que T{c, ¢, ¢5)(a, b, ¢) es igual a

_ Z Z Z _ a+bxe2 61) fm,z)n(2_10q+1$61+62)GFq(77’X) —X(z) s

z€Fy z€IFy
=1-q—Gr,(n,x) Z Z (z — (a+ bz )2 f, )n(z "ttt gerte)
z€lF) zelFy
=1-q—Gr,(n,x) Z Z z— (a+bx®? )2 f, In(z et
z€lFy z€lF)

donde n es el caracter cuadratico de IF, y la ultima igualdad se cumple ya que
n(x=2¢) = 1. Pero ged(q — 1,e5 — €;) = 1. Entonces, después de aplicar el cambio
de variable 21?1z~ = w (es decir, 27 = %), tenemos que T{¢, ¢, )(a, b, €)
es igual a

1—q—Gr,(n.x) Y n(w Zx(z——( +%>2> ,

wEIF* zelF*
a? ab b2wz?
— 1= 0= G0 X ) Sox (i + (17 52 )+~ g )
wEIFj; ZEIFZ

Después de aplicar el Teorema 7 de nueva cuenta, obtenemos que Tic, ¢, ¢,)(a,b, c) es
igual a

a® ab \? pw \
1—q—Gr,(n,x) Z n(w) | x T aw 1- 2ca+l et
welkFy

b*w a?
xn (—W> Gr,(n,x) — X <_@) ] .

Pero, debido a (1.9),

b2w

Gie, 001000 (~ ey ) G, 0000 = 1(=1)G (1,0 =4

Por otro lado, note que Zwem;n(w)x(()) = 0 (ver (1.7)) y si a # 0, entonces

n(w) = 77(%). En consecuencia,

Sl

0(a)Gr, (1, X) > n (%) X (—%) ,

welFy

0(a)Gr, (1, X)Gr,(n,X) = do(a)g

~Gr,(n,x) > n(w) (—x <—%)) _

welFy

Il
>l

Por lo tanto,
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— a2 ab 2 02(q+1)
Yammwﬂdzl—wwwm—q22X(&a+0—zw0 (T )

welFy

. q+1
(es decir, w = £—), tenemos que

bv

- a’bu ab \? [vcitl
Tereses)(@,0,¢) =1 =g+ do(a)g — g Z X\ T g 1= 2ca+1 b ’

velFy

:1_q+50<a>q—q2x((i;‘“)”> |

velFy

Finalmente, el resultado se sigue del siguiente hecho (ver (1.3))

cdtl

citl _ fg =
Sa((Fma)e) =gt i
—1

Vel en caso contrario.
m
Corolario 1. Asuma la misma notacion que en el lema anterior. Siged(q+1,e3) =

1,ged(g—1,e0 —e1) =1 yeg =e; +es (mod g — 1), entonces la suma exponencial
Tler,e0,e5)(a, b, ) toma seis valores distintos de acuerdo a los siguientes siete casos:

((¢—1)(¢*—1) sic=a=b=0, Caso 1,
1—¢? sic=0ya ob es cero pero no ambos, Caso 2,

qg+1 sic=0yabell, Caso 3,

1—gq sicZ0ya=0b=0, Caso 4,

1 sic#0 ya ob es cero pero no ambos, Caso 5,
—?+q+1 sic#0yabelly cona—cqb+1 Caso 6,

L qg+1 sic#0yabelly cona;écq+1 Caso 7.

Demostracion. Claramente T(e, ¢, ¢5)(0,0,0) = (¢ — 1)(¢* — 1).
Caso 2: Supongamos sin pérdida de generalidad que a = 0 y b # 0. Note que si
z € IF,, entonces glathe ¢ IF;. Asf pues, utilizando (1.3),

Tlere0e)(0,0,0) = D 3~ x(ba"™ey) = Y~ (1) = —(¢* = 1).
:tE]Fq2 y€elry a:EIFZQ

Caso 3: Por el Lema 2,

Tevenen(@:0,0) = 3 3 x(az™™Dy 4 baltezy)

yelFy a:E]Fq2

=(¢g+1) Z Z x(azy + bx?y) .

yelFy z€lFy
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Aplicando el cambio de variable 2y — v (es decir, y = —; ), obtenemos

T(€1,627€3)(aa bv O) - (q + 1) Z X(av) Z X(b?}xe2_el) )

velFy S 1O

Pero ged(q — 1,e2 — e1) = 1. Entonces, utilizando (1.3), concluimos que

Tierenen(@:0,0) = (g +1) > x(av) > x(bvz) = (¢+1) .

velFy zelFy

q
Caso 4: Como IF}, = L,JO YT, v ged(q + 1, e3) = 1, tenemos que

T(€17€2783)(0707C) = Z Z X/(C:L’e y Z Z ZX C’ngl‘ y

y€elry :CEJFZQ yelFy zelFy i=0
q
— / €3
= Y>> Xl (Py) =, > X)) =—(g-1),
zelFy yelFy i=0 z€IFy ze]Fq2

donde la ultima igualdad se cumple por (1.3). La prueba de los casos restantes
proviene del lema anterior. O

Resumimos nuestros resultados anteriores a través de la siguiente:

Observacion 11. Al considerar la frecuencia de ocurrencia de todos los casos en el
corolario anterior, obtenemos la distribucion de valores de la suma exponencial

2
g—1 1
q + 5T(617627€3) (CL, ba C) .

La Tabla 3.1 muestra dicha distribucién de valores.

Z(61:€2,63)(a, b, C) =

’ Valor \ Frecuencia \ Viene del/de los ‘
¢ -1 1 Caso 1
0 2(q—1) Caso 2
qg+1 | (g—1)*(¢*—q—1) Casos 3y 7
g—1 ¢ —1 Caso 4
q 2(¢*> —1)(g —1) Caso 5
1 (¢ —1)(g—1) Caso 6

Tabla 3.1: Distribucién de valores de Z, ¢, es)(a,b,c). Aqui ged(qg + 1,e3) = 1
ng<q_ 1762 _61) =1 Yy ez =¢€1 + €9 (mod q— 1)

Y

3.3 El enumerador de pesos completo de una sub-
clase de cdédigos ciclicos 6ptimos de tres pesos

A través del siguiente resultado obtenemos el enumerador de pesos completo para

una subclase de los cédigos ciclicos 6ptimos de tres pesos del Teorema 9 cuando
m = 2.
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Teorema 14. Para cualesquiera dos enteros ea y €3, $€a Ci(g41)es.e5) €l codigo ciclico
de longitud ¢* — 1, sobre I, definido por el conjunto:

C((Q+1)€2,€3) = {C(b, C) be IFQ’ ce IFQ2} )
donde

, . q?-2
clb.c) = (190D 1 T, (7))

Siged(es, > —1) = 1 y es = ex (mod ¢ — 1), entonces Cigri)es,es) €5 un codigo
ciclico dptimo perteneciente al Teorema 9 (tome en el teorema m = 2 y considere la
Observacion 6) cuyo enumerador de pesos completo es

=0

qg—1 q—1 qg—1
2 g (q—l)Hzqu—i— ¢ —1)z Hz +(¢# - 1) Zzgzj H 21t
i=1 j=1 i=1,i#j

Demostracion. No es dificil verificar que ged(qg—1,2e3 —e3) = 1y ged(g+1,e3) = 1,
por tanto, C((g+1)es,e5) Pertenece a la clase de codigos ciclicos 6ptimos de tres pesos
del Teorema 9 (tome en el teorema m = 2).

Ahora bien, sean ug = 0y uy = ¥4tV con ¢ = 1,2,...,¢ — 1. Note que
{uo, ur, ..., uq—1} = Iy Sea c(b,c) = (co, 1., ¢2-2) € Cl(g+1)es,es) ¥> Para 0 <
{ < g, definamos w; := wy(c(b,c)) = ${0<j <¢*—1:¢; =us}. Entonces, por
definicién de enumerador de pesos completo (ver (1.1)), tenemos que

CWEC((qH)eQ,eS) = Z Z(c(b,c)) .
(b,0)EC((g+1)ep,e5)

Seal=(1,1,...,1) el vector de longitud ¢*> — 1 cuyas coordenadas son todas iguales
a uno. Observe que

we=¢*—1—wy (c(b,c) — uel) |
B , . q*-2
— q2 — 1= wy (—Ugl + (b,y(II+1)zez + TI‘IFQQ/]FL]<C/Y’LE3)> » ) ,
= { {0 <i <=1 —uy IO by T g (ey7?) = 0} '

Sean x' y x los caracteres aditivos canénicos de IF y IFy, respectivamente. En-
tonces, por la relacién de ortogonalidad para el caracter x (ver (1.4)), obtenemos

q72

we =~ Z D x(=yuy O gyl (yey' )

1=0 yEIF‘q

= - Z Z —yupr TV oypplatDen) ! (yepes)

yElF* :BGIF*

Utilizando la notaciéon del Lema 8 y la Observacion 11, tenemos que
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¢?—-1 1
q + 5T(61,62,83)(_u€7 b> C) = Z(61,82,63)(_U’€7 ba C) 5

donde e; = 0, ged(q? — 1,e3) = 1y e3 = e5 (mod g — 1). Pero, si las condiciones
anteriores se cumplen, entonces ged(g+1,e3) = 1, ged(g—1,ea—e1) = 1y ez = e1+ey
(mod ¢ — 1). Asi pues, por la Observacién 11,

Wy =

-1 sic=b=0, Caso 1,
0 sic=0yb#0, Caso 2,
g—1 sic#0yb=0, Caso 4,
q sic#£0yb+#0, Casob.

Mientras que si 1 < ¢ < ¢ — 1, obtenemos

0 sic=b=0, Caso 2,
g+1 sic=0yb+#0, Caso 3,
wp = q sic#0yb=0, Caso b,

1 sic#0y W_cq; Caso 6,
g+1 sic#0y uz;&cbl, Caso 7.

Pero Z(c(b,c)) = 2,°2" ... z,°1", por lo tanto

2_1 .
28 sic=b=0,
q—1

1_[2;-1+1 sic=0yb#0,

i=1

1
_1Hzf sic#0yb=0,

i=1
Z(c(bc)) =
Z(q)Zl H Zz-q+1 SiC,b#Oy—UIIT
i=1,i#1
q g+1 cit
zozq,IHzi sic,b#0y —ugg = —— 2

L i=1,itq—1

En consecuencia, el resultado se sigue del siguiente hecho

ﬂ {C(b, C) € C((q+1)e2,e3) b=c= O} =1,
f {C<ba C) < C((!I+1)62,63) re=0yb# 0} =q—1,
1{c(0,¢) € Cginenes) 1 ¢ £ 0y b=0} =¢*— 1,y

g+
{ (b,C) € C((q+1)62763) : C,b7é Oy —up = T} = q2 -1,

paral=1,2,...,q— 1. n

Observacion 12. Al fijar ¢ no es dificil verificar que el nimero, N, ¢,)(¢), de codigos

ciclicos distintos de la forma C((g41)es,e5) que satisfacen las condiciones del teorema

#(¢>—1)
2

anterior es N, ¢)(q) = , donde ¢ denota la funcién de Euler!.

!La funcién ¢(n) de Euler indica el nimero de enteros m tales que 1 < m < n y ged(m,n) = 1.
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El siguiente es un ejemplo del Teorema 14.

Ejemplo 9. Sea ¢ = 4. Entonces, por el Teorema 14 y la Observacion 12, tenemos
que los 4 cddigos: Cs 1y, C5,7), Cr0,2) ¥ C(io,11) son [15,3, 11] cédigos ciclicos 6ptimos
de tres pesos sobre IFy, cuyo enumerador de pesos completo es

15 5.5.5 3,444 4, 5.5 4.5 5 4,55
20" + 3202523 + 152521 2525 + 152212525 + 152527 2025 + 1525272523 . (3.3)

3.4 (Cdbdigos ciclicos 6ptimos de cinco pesos y di-
mension 4

Como resultado secundario de la clase de sumas exponenciales estudiada en la
Seccion 3.2, ahora extendemos la clase de codigos ciclicos éptimos de cinco pesos
presentada recientemente en el [27, Teorema 6] a través del siguiente:

Teorema 15. Para enteros ey, ey y €3, s€a C(g+1)e,(q+1)enses) €l cOdigo ciclico de
longitud ¢* — 1, sobre F,, cuyo polinomio de chequeo de paridad estd dado por
hig+1)er () P(gr1yes (T) hey (). Asuma que ¢ > 2 y suponga que ged(q + 1,e3) = 1,
ged(q—1,ea —e1) =1 yes =e; + ey (mod ¢ —1). Entonces:

(A) he,(z) es el polinomio de chequeo de paridad de un cddigo ciclico de un solo
peso, dimension 2 y longitud ¢* — 1, cuyo peso distinto de cero es q(q — 1).
Mientras que higi1ye, () Y R(g11)e, () s0n los polinomios de chequeo de paridad
de dos cddigos ciclicos distintos de dimension 1 y de un solo peso (equivalentes
a un cédigo de repeticion).

(B) Cl(gt1)er,(q+1)enses) €5 un [q>—1,4,q(q—1)—2] cddigo ciclico dptimo c.r.a Gries-
mer, de cinco pesos sobre IF, cuya distribucion de pesos estd dada por la Tabla
3.2.

’ Peso \ Frecuencia ‘
0 1

g(¢—1)—2](g—1)*¢ —qg—1)

glg—1)—1] 2(¢*-1)(¢g—1)

q(qg —1) ¢ —1
> —2 (" =1D(g—-1)
¢ —1 2(¢ —1)

Tabla 3.2: Distribucién de pesos de Ci(g41)ey,(g+1)es.es)-

Demostracion. Parte (A): Como ¢ > 2, note que e; Z e (mod g — 1) y, por tanto,
hig1)er (T) 7 Pigr1ye, (). Ademas, hgi1ye, (), Pig41)es () ¥ hey () son los polinomios
de chequeo de paridad de tres codigos ciclicos irreducibles distintos de longitudes
gcd(‘f;ll’el), gcd(‘éillveg) y (¢+ 1)%, respectivamente. Por lo tanto, la prueba de
este inciso se sigue del [60, Teorema 7].

Parte (B): Claramente, el cédigo ciclico C((g+1)er,(g+1)en,es) tiene longitud ¢?—1y

su dimensién es 4. Ahora bien, por el Teorema de Delsarte [13], tenemos que
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Cl(g+1)er,(g+1)enres) ‘= {c(a, b,c) - a,belF, ce ]qu} ,
donde

2_2

‘ 4 ‘ q
C(CL, b, c) = (a,y(Q+1)ze1 + bfY(Q+1)zez + TrIFqg/IFq (C,yzeg)> |

Entonces, el peso de Hamming de cualquier palabra de cédigo c(a, b, ¢), en el cédigo
ciclico Ciigr1)er,(g+1)enses), €8 igual a ¢> — 1 — Zie, ¢, e0)(a, b, ¢), donde

Ze1,e9,e5) (0, b, €) = ﬂ{o <i<g@—1: a,y(qﬂ)iel + b,y(qﬂ)iez + TrIFq2/1pq(C’yi€3> — 0} )

Sean Y’ y y como antes. Entonces, por la relacién de ortogonalidad para el caracter
X (ver (1.4)) y utilizando la notacién del Lema 8, tenemos que

21 1
Z(61762763)(a7b, ¢) = q 4z Z Z X(yaac(q+1)el + ybx(q+1)e2)x/(ycxe3) ’
q q yEIFZ J?EIFZQ
P?—-1 1

= + =Ty en.e5)(a, b, c) .
q q (e1,e2 3)( )

Asi pues, la distribucién de pesos de C((g41)e;,(g+1)es,es) S€ sigue de la Observacién 11.
Por dltimo, como la Tabla 3.2 coincide con el enumerador de pesos del [27,
Teorema 6], cualquier cédigo de la forma Cl(g+1)er,(q+1)en,es) €8 Optimo. O

Observacion 13. Al fijar ¢ > 2, no es dificil verificar que el ndmero, N, ¢, e4)(q), de
codigos ciclicos distintos de la forma C(g41)e;,(g+1)es,e5) Que satisfacen las condiciones

del teorema anterior es Nie, ¢, ¢4)(q) = %.

Finalizamos este capitulo mostrando un ejemplo del teorema anterior.

Ejemplo 10. Sea ¢ = 4. Entonces, por el Teorema 15 y la Observacién 13, tenemos
que los 6 codigos: C(0,5,1); C(0,10,2), C(0,5,7)7 C(o,lo,n), C(5,10,3) y C(5,10,6) so1n [15747 10]
codigo ciclicos éptimos de cinco pesos sobre IF4, cuyo enumerador de pesos es

149921 + 902" + 15212 + 4521 + 621 .

Observacion 14. Note que los CédigOS C(071072), C(07577), C(0710711), C(571073) y C(5710’6) no
pertenecen a la clase de cédigos del [27, Teorema 6] a pesar de ser [15, 4, 10] c6digos
ciclicos 6ptimos sobre IF cuya distribucién de pesos coincide con la del [27, Teorema
6]. De hecho, fijando ¢ > 2, se tiene que el [27, Teorema 6] describe tan solo a uno de
108 Niey e0.5)(q) codigos ciclicos dptimos descritos por el Teorema 15. Por lo tanto,
el Teorema 15 en efecto extiende la clase de cédigos ciclicos éptimos de cinco pesos
recientemente presentada en el [27, Teorema 6.

Observacion 15. Es importante mencionar que los cddigos de subcampo para la clase
de cédigos ciclicos éptimos del [27, Teorema 6] fueron obtenidos en el [27, Teorema
8], donde también se demostré que algunos de los c6digos resultantes son Gptimos y
otros tienen los mejores parametros conocidos de acuerdo con las tablas de codigos
en [21]. Ahora bien, como se mencion6 en la observacién anterior, el c6digo C5,103)
pertenece al Teorema 15 pero no pertenece a la clase de cédigos del [27, Teorema 6].
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Con la ayuda de un programa de computadora, no es dificil verificar que el cédigo de
subcampo, C((g,)m,s)v de C(s,10,3) es un [15,6,6] cédigo ciclico binario de cuatro pesos
cuyo enumerador de pesos es 1 + 252° + 302% + 3210 + 5212, M4s atin, su dual es
un [15,9, 4] cddigo ciclico binario. Por tanto, de acuerdo con [21], el c6digo C((52)10 3)
2)
5,10,3)
la clase de cédigos de subcampo del [27, Teorema 8]. En consecuencia, este ejemplo
muestra que mas alld de los [27, Teoremas 6 y 8] atin hay otros cddigos ciclicos
6ptimos de cinco pesos (pertenecientes al Teorema 15) cuyos cédigos de subcampo,
y sus correspondientes cédigos duales, también son éptimos.

y su dual son éptimos. Ahora bien, note que C(( es completamente diferente de



Capitulo 4

Obteniendo nuevas clases de
cdodigos lineales 6ptimos
perforando y recortando coédigos
ciclicos optimos

En este capitulo utilizamos las técnicas de perforado y recortado (ver Seccién 1.3.3)
sobre las clases de cddigos ciclicos 6ptimos de los Teoremas 9 y 15 para obtener
tres nuevas clases de codigos lineales éptimos c.r.a Griesmer. Las distribuciones de
pesos para estos codigos son determinadas. También investigamos sus codigos duales
y demostramos que son 6ptimos o casi éptimos c.r.a Hamming. Maés atn, dichos
duales contienen clases de cédigos AMDS las cuales resultan ser apropiadas para
la deteccién de errores. Ademds, algunos de los codigos lineales 6ptimos obtenidos
son minimos y, por tanto, se presentan para construir esquemas de comparticién de
secretos con buenas estructuras de acceso. Los resultados de este capitulo fueron
publicados en [33].

4.1 Introduccion

Es bien sabido que existen distintas formas de construir nuevos cédigos lineales a
partir de coédigos conocidos. Por ejemplo, podemos perforar un cédigo, recortarlo,
extenderlo, también podemos concatenar dos codigos o calcular los codigos de sub-
campo de un cédigo dado. De hecho, muchos cédigos importantes e interesantes han
surgido al modificar o combinar cdigos existentes (ver [26,27,32,41,55,57,63,64]).
Por ejemplo, en [57] los autores estudiaron los c6digos de subcampo y los subcddigos
de subcampo para una clase de cédigos MDS, obteniendo como resultado una clase
de codigos LCD y una clase de coédigos que puede ser utilizada para construir 3-
disenos. Ademds, en [63] se obtuvieron varias clases nuevas de cédigos lineales
optimos perforando algunos codigos lineales binarios. Mas aun, al recortar algunos
cédigos de Hamming, Simplex, Reed-Muller y ovoides, once clases de codigos lineales
6ptimos fueron presentadas en [41].

En este capitulo utilizamos las técnicas de perforado y recortado sobre las clases
de cédigos ciclicos 6ptimos de tres y cinco pesos de los Teoremas 9 y 15 para obtener
tres clases de codigos lineales éptimos c.r.a Griesmer. Las distribuciones de pesos
para estos codigos son determinadas utilizando el Teorema de Prange (ver Teo-

45
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rema 4). Resulta que los c6digos estudiados tienen dos, cuatro, cinco o seis pesos
distintos de cero, lo cual es de interés ya que, como se menciond en la Seccién
2.1, los cédigos lineales con pocos pesos tienen una amplia gama de aplicaciones
en muchos campos de investigacion. De hecho, cddigos lineales 6ptimos con pocos
pesos fueron reportados en [3,6,7,14,16,17,23,27-29,54,63] y mas recientemente
en [24,26,32,50,52,57,61,64,70]. Asi pues, en el contexto de tales cddigos, los
codigos presentados en este capitulo son nuevos. También investigamos los duales
para las tres clases de codigos lineales 6ptimos y demostramos que son 6ptimos o casi
optimos c.r.a Hamming. Mas aun, dichos duales contienen clases de cédigos AMDS
las cuales resultan ser apropiadas para la deteccién de errores. Ademads, algunos de
los codigos lineales 6ptimos obtenidos son minimos y, por tanto, se presentan para
construir esquemas de comparticién de secretos con buenas estructuras de acceso.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccion 4.2 de-
mostramos que los codigos ciclicos son homogéneos. En las Secciones 4.3 y 4.4
utilizamos las técnicas de perforado y recortado sobre las clases de codigos ciclicos
optimos de los Teoremas 9 y 15 para obtener tres nuevas clases de codigos lineales
optimos cuyos duales son 6ptimos o casi 6ptimos. También presentamos ejemplos
de los codigos obtenidos.

4.2 Los cédigos ciclicos son homogéneos

Sea Sym,, el grupo simétrico compuesto por todas las permutaciones del conjunto
{0,1,...,n—1}. Seav = (vo,v1,...,v,-1) € IF] y 0 € Sym,,. Definimos o(v) € Iy
€como

o(v) = (Ua(o),%u)’ e 7U0(n—1)> .

Para un cédigo lineal C de longitud n, el grupo de automorfismos de C, Aut(C), se
define como

Aut(C) := {0 € Sym, : o(c) € C, para todo c € C} .

Maés atn, se dice que Aut(C) es transitivo si para cualesquiera dos coordenadas
i,7 € {0,1,...,n — 1} existe una permutacién o € Aut(C) tal que o(i) = j.

Observacion 16. Se sabe que un cédigo lineal C es homogéneo si C tiene un grupo
de automorfismos transitivo (ver [34, Ejercicio 402]).

Ahora bien, observe que si C es ciclico de longitud n, entonces por la definicién
de cédigo ciclico, la permutacién o € Sym,, definida como

o (0 12 -+ n—2 n—1>
' 123 - n—-1 0
es un elemento de Aut(C). Entonces, note que para cualesquiera dos coordenadas
i,j € {0,1,...,n — 1} se cumple que ¢/%(i) = j, donde la diferencia j — i debe
tomarse médulo n. Esto significa que Aut(C) es transitivo (ver también [43, Sec. II]
y [56, Sec. 3.4]), y por lo tanto, en vista de la Observacién 16, es importante tener
en cuenta que todos los codigos ciclicos son homogéneos.

El hecho de que los codigos ciclicos sean homogéneos es relevante ya que esta
propiedad nos permite construir nuevos cédigos lineales a partir de ellos, ya sea
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mediante las técnicas de perforado o recortado, cuya distribucién de pesos puede
ser obtenida inmediatamente a través del Teorema de Prange. Esto, por supuesto,
siempre que se conozca la distribucion de pesos de los codigos ciclicos originales.
Ademas, si los cédigos perforados y recortados son construidos a partir de codigos
ciclicos con buenos parametros, entonces existen muchas posibilidades de que los
codigos resultantes también tengan buenos parametros.

4.3 Los coédigos perforados y recortados de una
clase de cddigos ciclicos 6ptimos de tres pesos

A través del siguiente resultado presentamos dos clases de cédigos lineales 6ptimos
cuyos duales son éptimos o casi 6ptimos.

Teorema 16. Sea i un entero tal que 0 < i < n — 1, donde n = ¢™ — 1. Sean
Céq}mmm) Y Clgmier,en)i l0s codigos lineales sobre IF, obtenidos a partir del cddigo
ciclico Cigm.e,e0) del Teorema 9 perforando y recortando en la i-ésima coordenada,

respectivamente. Si q > 2, entonces se cumple lo siguiente:

(A) qumel ey) €S UN [n—1,m+1,n—q¢™ ' —1] cddigo lineal Sptimo c.r.a Griesmer,
de cuatro pesos, con enumerador de pesos

m—1

L+ (n—g¢" Ng—1)2""" 420" (g —1)2""

m— (4.1)
+ (" =) 4 (g - 1)
Ademds, el cédigo dual, Cé;m’eheQ), d.e qu7m761782) es un [n —1,n —m — 2, 3]

codigo lineal casi optimo c.r.a Hamming.

(B) Clgumieren)i €8 un [n—1,m,n — ¢™ ] cddigo lineal dptimo c.r.a Griesmer, de
dos pesos, con enumerador de pesos

m—1

14+ q™ g — 1) 4 (q" = 1)20" e (4.2)

Ademds, el codigo dual, C@m’%@)i,

codigo lineal optimo c.r.a Hamming.

de Clgmier,en)i €5 un [n—1,m —m —1,2]

Demostracion. Parte (A): Como Cigm.e, o) € ciclico, entonces por el Teorema 3

y la observacion posterior, el coédigo perforado CE'

q,m,e1,62) tiene pardmetros [n —

1,m+1,n—¢™ ' —1]. En consecuencia, como la distancia minima de CZ
n—q" 1! —1=¢""(q—1)— 2, obtenemos

[qm‘l(qq; 1)_? qu‘l(qq: 1)—2} R [qm_l(q;l)_ﬂ |

=(@" =" =)+ (" ="+ @)+ (g 1)+ 1
=q¢"—-2=n-1,

gmyer,en)
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lo cual implica que qumﬁhez) es Optimo c.r.a Griesmer. De nueva cuenta, como
Clgm,er,e0) € ciclico, es homogéneo (ver Observacion 16 y la discusion posterior). Asi
pues, por el Teorema 4 y (2.2), tenemos que Aj(Cé =0,0<j<n-1,
excepto por los siguientes casos

q,m,el,eg)>

AO(Céq7m761762)) = AO(C(q,myehez)) =1 s
(n—q™'—-1)+1

An—q’”’l—l(C(iq,m,el,eg)) — n An_anfl (C(q,m,€1762))
=(n-q¢""g-1),
i n—(n—q"")
A"*qm_l (C(q,m,e1,eg)) = n An*qm_l (C(q7m761,62))
(n—g™ ) +1
+ - Agm=1(g-1)(Clgm.er.e2))

=q¢" Mg-1)+¢" (g1 =2¢"""(qg—1),
n—(¢"g-1) ,

Aq’"’l(q—l) (ng,m,el,ez)) -

g™ 1(g-1) (C(q,m,€1,€2))

n
— m—l_l’
(n—1)+1

An_l(c(iq,m,el,eg)) = An<c(q,m,e1,ez)) =q—1,

n

lo cual coincide con (4.1). Por lo tanto, el enumerador de pesos de qumel e2) queda
determinado. Ahora bien, debido a (4.1) y las primeras cuatro identidades de Pless,

obtenemos que A; (Cfim’ehez)) =0,paral <j <2y
i (¢ —1)(g —2)(¢" —3)(¢" —4)
A3(C(;:m,61,62)> - 6 .
Como q > 2, Céim,el,eg) es un [n — 1,n —m — 2, 3] cédigo lineal. Mds ain, por la

cota de Hamming, no es dificil verificar que para un cédigo de longitud n — 1 y
dimensién n — m — 2, su distancia minima puede ser a lo mas 4. Por lo tanto, el
codigo Céqu er,e5) €S CASI optimo.

Parte (B): Como C(Lqmel?e?) es un [n,n—m— 1] cédigo lineal entonces, gracias a la
Observacién 3, el cédigo perforado (C(t S
Por otro lado, debido a 1?1 Observacion 2, tenemos que C(q’m,'ehez)i = ((Cé,m’?heﬂ)")f.
En consecuencia, el codigo recortado Cigm,e, ;)i tiene longitud n — 1 y dimensién
n—1—(n—m—1)=m. Mas atin, como C(gm.e, ¢,) € homogéneo, por el Teorema 4
y (2.2) obtenemos que A;(Cigm,er,e0)i) =0, 0 < j < n—1, excepto por los siguientes
casos

)" es un [n—1,n —m— 1] cédigo lineal.

AO(C(q,m,e1,eg)i) = AO(C(q,m,el,eg)) =1 5

nn =g )
An*qm_l (C(q,m,el,ez)i) = n An*qm_l (C(q,m,61,62))
=q¢"q—1),
n—(¢" (¢ —1))
Aqul(q—l) (C(q,m,e1,62)i) = n Aqul(q—1)<c(q,m,el,eg))

m—l_l’
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lo cual coincide con (4.2). Por tanto, el enumerador de pesos de Cigm. e, e,)i queda de-

terminado. De dicho enumerador podemos ver que la distancia minima de Cgm.e; e2)i

esn—¢" ' =q¢™"1(q—1)— 1. Entonces, tenemos que

qm”(qu)—l N qm*l(q—ll)—l T qm*l(qm—_ll)—1 |
- Lm - q:{_l -1 1 (qjl - qmi) + (Clm1 —q") [r = Jrq(cf —q) J (a—1),

=q¢"—-2=n-1,

lo cual implica que Cgm.e,,ez)i €8 6ptimo c.r.a Griesmer. Ademds, debido a (4.2) y

las tres primeras identidades de Pless, obtenemos que Al(Cé7m7€1’62)i) =0y

(q—1)(qg—2)(¢g™ —3)
5 .

1
AQ (C(q,m,el ,ez)i) =

Como ¢q > 2, C(Lqmel ¢p)i €5 UN [n—1,n —m — 1,2] cédigo lineal. Finalmente, por

la cota de Hamming, no es dificil verificar que para un cédigo de longitud n — 1 y

dimension n —m — 1, su distancia minima puede ser a lo mas 2. Asi pues, el codigo
1 ’ .

C(q7m761762)i es Optimo. m

Como casos particulares del teorema anterior obtenemos las siguientes dos clases
de codigos AMDS.

Corolario 2. Asuma la misma notacion que en el teorema anterior. Sim = 2 en
el Teorema 16, entonces C(iqL2 e1,c0) €5 U [n—1,n —4,3] cddigo AMDS casi éptimo

Y Cé72,€1762)i es un [n—1,n — 3,2] cédigo AMDS dptimo.

Demostracion. Directo de la definicién de un cédigo AMDS. O

Ejemplo 11. Los siguientes son algunos ejemplos del Teorema 16.

(a) Sean (q,m,eq,es) = (4,4,6,8) e ¢ un entero tal que 0 < i < ¢" — 2. Como
gcd(q;n%ll, es) = 1y ged(q — 1,mer — ez) = 1, Craaps) Pertenece a la clase de
c6digos del Teorema 9. Entonces, por la Parte (A) del Teorema 16, el cédigo
perforado Cé4 4,6,8) €5 UN [254, 5, 190] c6digo lineal éptimo de cuatro pesos sobre
IF, con enumerador de pesos

1+ 5732190 4 384219 4 632192 4 3,251
mientras que su codigo dual Céi4,6,8) es un [254, 249, 3] cédigo lineal casi éptimo
c.r.a Hamming. Mds atn, por la Parte (B) del Teorema 16, el cédigo recortado

Claa68) €s un [254,4,191] cédigo lineal éptimo de dos pesos sobre IFy con
enumerador de pesos

1+ 1922 + 632192

mientras que su codigo dual C(j 46,8) €S uN [254, 250, 2] cédigo lineal éptimo.
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(b) Sean (q,m,e1,es) = (9,2,4,3) e i un entero tal que 0 < i < ¢™ — 2. Como
gcd(%,eﬁ = 1y ged(g — 1,me; —e3) = 1, Co243) pertenece a la clase
de cédigos del Teorema 9. Entonces, por la Parte (A) del Teorema 16 y el
Corolario 2, el cédigo perforado 62972, 43) €S un [79, 3, 70] c6digo lineal éptimo
de cuatro pesos sobre IFg con enumerador de pesos

1456827 4+ 1442™ + 82 + 827 |

mientras que su cédigo dual CE&Z 43) €S un (79,76, 3] cddigo lineal AMDS casi
6ptimo c.r.a Hamming. Mds atn, por la Parte (B) del Teorema 16, el c6digo
recortado Cig 2,43y s un (79,2, 71] cédigo lineal éptimo de dos pesos sobre IFg
con enumerador de pesos

14722 4827

mientras que su cédigo dual C(Jé,2,4,3)i es un [79,77,2] cédigo lineal AMDS
optimo.

Los resultados anteriores fueron verificados a través de la calculadora Magmal.

Observacion 17. De acuerdo con las tablas de c6digos mantenidas en [21], los cédigos
duales [254,249,3] y [79,76, 3] obtenidos a través de la Parte (A) del Teorema 16
son 6ptimos.

Observacion 18. Con la notacién del Teorema 16, sean Wi, v Way 1l0s pesos dis-
tintos de cero minimo y méaximo de Cgm.e; )i, respectivamente. Es decir, Wy, =
" (¢ —1) = 1y Wiax = ¢" (¢ — 1). Note que

Wmax q

Whin >q_1

En consecuencia, por el Lema 6, tenemos que cualquier cédigo recortado de dos
Pes0S C(gm.er,e0)i> Obtenido a través de la Parte (B) del Teorema 16, es minimo. Por
tanto, dichos c6digos se prestan para construir esquemas de comparticion de secretos
con buenas estructuras de acceso (ver Proposicion 1).

4.4 Los cédigos perforados de una clase de cédigos
ciclicos 6ptimos de cinco pesos

A través del siguiente resultado presentamos una clase de cédigos lineales 6ptimos
cuyos duales no solo son éptimos sino también AMDS.

Teorema 17. Sea i un entero tal que 0 < i < n—1, donden = ¢>—1. Sea Digere.e5)
un codigo ciclico optimo de cinco pesos sobre I, perteneciente al Teorema 15. Sea

2%61’62783) el cédigo obtenido a partir del cédigo ciclico Dige, e,.e5) Perforando en la
i-ésima coordenada. Si q > 2, entonces quﬁhe%e‘%) es un [n—1,4,n —q— 2] cddigo

lineal éptimo c.r.a Griesmer, sobre IF,, con enumerador de pesos

!Disponible en linea: http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/


http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
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1+ (n—q)(g—1)(g—2)z"" " +3(n—q)(g—1)z"7"

- . L . (4.3)
+3q(q — 1)2" 74 (¢ — 1)) 4 (n — 1) (g — 1)2" 2+ 3(qg — 1)z" " .

Ademds, el codigo dual, DE'L ) de Dé

q,€1,€2,€3

AMDS optimo c.r.a Hamming.

deteaes) €5 un [n—1,n—"5.4] cddigo lineal

Demostracion. Dado que Dy e, e,,e5) €8 ciclico, entonces por el Teorema 3 y la obser-
., . ’ . Z . ’

vacién posterior, el cédigo perforado D(qm’e%eg) tiene parametros [n—1,4,n—q—2].

En consecuencia, como la distancia minima de D

obtenemos

[q(q —q(l)) - 3} N [Q(q —q}) - 3} N [Q(q —qi) — 3} N [q(q —qi) - 3} |

= (F—q-3)+ (- +1+1=¢-2=n-1,

7
(g,e1,e2,€3)

esn—q—2=q(g—1)—3,

lo cual implica que D’(iq erea.c5) €S optimo c.r.a Griesmer. Mas aun, por la Observacion
16 y la discusién posterior, el codigo ciclico Dy e, e, ,e5) €8 homogéneo. Entonces, por
el Teorema 4 y la Tabla 3.2, tenemos que Aj(Dé =0,0< 7 <n—1, excepto

por los siguientes casos

Q7el762763))

Ao(Dlyereres) = Ao(Digerenies)) = 1,
An—q—Q(DEq,el,eQ,eg)) = (n —4 ; 2) i 1An—q—1(D(q,61,eg,63))
=(n-q)(¢-1)-2),
An—q1(Dlyer enes) = i (”; - I)A”—Q—I(D(q,el,eg,@g))

n—qg—1)+1
+( q—1)

An*q(D(q,ehemes))
=n—-q)lg=1)+2(n—-q)(¢g—1)=3(n—-q)(¢—1),

Ay ene) = D A (D)
+ %Aq(ql)(p(q,el,eg,es))
=2¢(¢g—1)+q(¢g—1)=3q(¢—1),
AQ(Q_l)(DZq,el,eg,eg)) = wﬁlq(q—l)(pw,ewws» =q—1,
Ars(Dyy i) = PN (Dl ) = (0= Dla = 1)
A 1 (Dl s ones) = %Anlw(q,ehez,es))
+ %An(p(q,el,eg,eg))

=(g—1)+2(q—-1)=3(q—-1),
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lo cual coincide con (4.3). Por lo tanto, el enumerador de pesos de qu ere2.63) queda
determinado. Ahora bien, debido a (4.3) y las primeras cinco identidades de Pless,

obtenemos que A;(Dit )=0,paral <j <3,y

(g,e1,e2,e3)
(¢ —D(g+2)(g—2)*(¢* —3)(¢* - 5)

il
A4 (D(q,el,eg,eg)) = 24 °
Como q > 2, Daehemg) esun [n— 1,n — 5,4] cédigo lineal AMDS. Finalmente, por

la cota de Hamming, no es dificil verificar que para un cédigo de longitud n — 1y
dimension n — 5, su distancia minima puede ser a lo mas 4. Por tanto, el cédigo

AR 2 .
(ge1.e2,e5) €5 optimo. [

Observacion 19. Con la notacion del teorema anterior, sea Dy e, e, e)i €l codigo lineal
obtenido a partir del cddigo ciclico Dy, ey, recortando en alguna coordenada
0 < i < ¢>—2. Asi pues, es interesante notar que si ¢ > 2, entonces el cédigo
recortado Dy e, ey.e5)i tiene los mismos pardmetros y la misma distribucion de pesos
que el codigo perforado C(i ,) de la Parte (A) del Teorema 16 (tome en el Teorema
m=2).

Ejemplo 12. Los siguientes son algunos ejemplos del teorema anterior.

q7276178

(a) Sean (g, ey, es,e3) = (3,2,7,5) e i un entero tal que 0 < ¢ < ¢*> — 2. Como
ged(g+1,e3) =1,gcd(g—1,e2—e1) =1,y e3 = e1 +ey (mod g—1), D3 2.1,5)
pertenece a la clase de codigos del Teorema 15. Entonces, por el Teorema 17,
el cédigo perforado D23,277’5) es un (7,4, 3] codigo lineal 6ptimo de cinco pesos
sobre IF'3 con enumerador de pesos

1+ 102" + 302" + 182" + 162° + 627 ,
mientras que su coédigo dual Déi’i2,775) es un [7, 3, 4] cédigo lineal AMDS 6ptimo.

(b) Sean (q, ey, eq,e3) = (8,3,14,10) e i un entero tal que 0 < i < ¢* — 2. Como
ged(g+1,e3) =1, ged(g—1,ea—e1) =1,y e3 = e1 +ep (mod ¢—1), D s,3,14,10)
pertenece a la clase de cédigos del Teorema 15. Entonces, por el Teorema 17,
el cédigo perforado D7("87371 4,10) €8 UN (62, 4, 53] c6digo lineal 6ptimo de seis pesos
sobre IFg con enumerador de pesos

1+ 231025 4+ 11552°* + 1682%° + 72°0 4 434251 4 21252

mientras que su cédigo dual Déé_,B,M,lO) es un [62,58,4] cédigo lineal AMDS
optimo.

(c) Sean (q,eq,ez,e3) = (9,5,2,7) e i un entero tal que 0 < i < ¢ — 2. Como
ged(g+1,e3) =1, ged(g—1,ea—e1) =1,y e3 = €1 +ex (mod ¢—1), Digs27)
pertenece a la clase de cédigos del Teorema 15. Entonces, por el Teorema 17,
el codigo perforado D2975’277) es un [79,4,69] cédigo lineal 6ptimo de seis pesos
sobre IFg con enumerador de pesos

1 +39762% 4+ 170427 + 2162 + 827 + 6322 4 2427 |

mientras que su cédigo dual DE£§,5,2,7) es un [79,75,4] cédigo lineal AMDS
optimo.
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Finalizamos este capitulo mostrando que los codigos AMDS obtenidos en este
capitulo son apropiados para la deteccion de errores.

Cuando un [n, k] cédigo lineal g-ario C con distribucién de pesos (A;(C))j—, es
utilizado para la deteccién de errores en un canal simétrico g-ario con probabilidad de
error de simbolo ¢, la probabilidad de error no detectado esta dada por (ver [20, Sec.

IV])

P.(C.e) ::éAj(C)( ‘ )ju_e)w.

qg—1

Si P,.(C, €) es una funcién creciente de € en el intervalo [0, (¢—1)/¢|, entonces se dice
que C es apropiado para la deteccion de errores. En [20] se investigd la capacidad
de deteccion de errores de los cddigos AMDS y los autores encontraron la siguiente
condiciéon suficiente para que un cédigo AMDS sea apropiado para la deteccion de
errores:

Lema 9 ([20, Lemma 4]). Sea C un [n, k] cédigo AMDS sobre IF,. Entonces, C es
apropiado Si
An,k(C) < 1 n .
qg—1 —q\k

Observacion 20. No es dificil verificar que los cédigos lineales AMDS CéjZ er,e2)’
C@Q’elm)i y Df;ehezm), del Corolario 2 y el Teorema 17, satisfacen la condicién
anterior. Por lo tanto, es importante notar que estos cédigos son apropiados para

la deteccion de errores.






Capitulo 5

Conclusiones

Sea ¢ una potencia de un nimero primo y m > 2 un entero. En este trabajo se
presentaron los resultados derivados de una profundizacién en el estudio de la clase
de cédigos ciclicos éptimos g-arios de tres pesos del Teorema 9.

En el Capitulo 2 estudiamos los cédigos de subcampo gg-arios (con ¢ = ¢f)
para una subclase de los cddigos ciclicos 6ptimos del Teorema 9 cuando m = 2.
Demostramos que algunos de estos cédigos de subcampo son cédigos ciclicos éptimos
de tres pesos, de longitud ¢? — 1 y dimensién 2r + 1, que pertenecen de nueva cuenta
a la clase de cddigos ciclicos 6ptimos del Teorema 9 (Parte (A) del Teorema 10).
Para los otros cédigos de subcampo estudiados, probamos que son codigos ciclicos
de tres pesos y longitud ¢*> — 1 cuya dimensién es 3r (Parte (B) del Teorema 10).
Para estos ltimos cédigos de subcampo también determinamos la distancia minima
para sus codigos duales y con esto concluimos que dichos duales son casi 6ptimos
cr.a Hamming. Mas ain, se demostré que algunos de los codigos de subcampo
de la Parte (B) del Teorema 10 son 6ptimos y otros tienen los mejores parametros
conocidos de acuerdo con las tablas de cédigos mantenidas en [21] (Ejemplo 5 y
Observacién 8). Sin embargo, como se senald al final de la Seccién 2.3, existen
cédigos ciclicos pertenecientes al Teorema 9 cuyos cédigos de subcampo no pueden
describirse a través del Teorema 10 y los cuales tienen buenos parametros. Por lo
tanto, como trabajo futuro seria interesante estudiar a dichos cédigos.

Como una aplicacién de los cédigos lineales con pocos pesos, se determiné la
estructura de cobertura para los cédigos de subcampo del Teorema 10 (Teorema 11)
y se utilizdé para presentar un ejemplo especifico de un esquema de comparticion de
secretos basado en uno de estos cédigos al final de la Seccién 2.4 (Ejemplo 6).

Mas aun, al extender algunos de los codigos ciclicos éptimos de tres pesos del
Teorema 9, presentamos una clase de codigos lineales éptimos c.r.a Griesmer, de dos
pesos sobre IF, cuyos duales son casi 6ptimos c.r.a Hamming (Teorema 12). A través
del andlisis de varios ejemplos se sugiere que dichos duales son 6ptimos (Ejemplo 7
y Observacién 10). También utilizamos los c6digos extendidos del Teorema 12 para
construir grafos fuertemente regulares (Teorema 13 y Ejemplo 8). Es importante
notar que los parametros y la distribucién de pesos de los cédigos en el Teorema 12
coinciden con los de una clase de cddigos en el Ejemplo SU1 en [8] (tome | =k + 1
y t = k). Ademds, como se senald en la Observacién 9, también coinciden con los
de la clase de cddigos del [24, Teorema 6.3]. Por lo tanto, como trabajo futuro seria
interesante demostrar si estos codigos son equivalentes entre si.

En el Capitulo 3 estudiamos una clase de sumas exponenciales y obtuvimos su
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distribucién de valores (Lema 8, Corolario 1 y Observacién 11). Luego utilizamos
esta distribucién de valores para determinar el enumerador de pesos completo para
una subclase de los codigos ciclicos 6ptimos de tres pesos (Teorema 14) del Teorema
9 cuando m = 2. Como resultado secundario de la clase de sumas exponenciales
estudiada en la Seccién 3.2, extendimos la clase de codigos ciclicos éptimos de cinco
pesos (Teorema 15) presentada recientemente en [27]. Como se senalé en la Obser-
vacién 15, aparte de los [27, Teoremas 6 y 8], hay evidencia de la existencia de otros
codigos ciclicos 6ptimos de cinco pesos cuyos codigos de subcampo, y sus duales, son
optimos. Por tanto, como trabajo futuro seria interesante obtener una descripciéon
para dichos cédigos de subcampo.

Es importante notar que, como se muestra en el [58, Ejemplo 2], hay exactamente
12 cdédigos ciclicos 6ptimos de tres pesos sobre IFy de longitud 15 y dimensiéon 3. Por
otro lado, como se senala en el Ejemplo 9, al menos 4 de estos 12 codigos tienen
el mismo enumerador de pesos completo dado por (3.3). Mads precisamente, con
la notacién del Teorema 14, los cédigos Cio,1y ¥ C5,3) son codigos ciclicos éptimos
de tres pesos sobre IF, de longitud 15 y dimensién 3, cuyos enumeradores de pesos
completos son

15 15 15 | 15 34,44
20 + 217 + 237 + 237 + 192527 2525 +

4.3 4.4 4.4.3 4 4,443
1525272525 + 152521 2525 + 1525212525 (5.1)
y
15 5.5.5 3.6.6 36,6 36,6
20° + 3272523 + D2p2023 + D2y 25 + D2y ze +
4.5.3.3 4.3.5.3 4,335
1525272525 + 152527 2525 + 1525272525 (5.2)

respectivamente. Lo anterior muestra que no todos los cédigos ciclicos 6ptimos
de tres pesos del Teorema 9 (con m = 2) tienen el mismo enumerador de pesos
completo. De hecho, (3.3), (5.1) y (5.2) parecen ser los tres posibles enumeradores de
pesos completos para estos 12 codigos. Asi pues, como complemento de este trabajo,
creemos que podria ser interesante determinar el enumerador de pesos completo para
la parte restante de cédigos ciclicos 6ptimos de tres pesos que se encuentra mas alla
del Teorema 14. Més atn, creemos que hay exactamente ¢ —1 posibles enumeradores
de pesos completos que un cédigo ciclico 6ptimo de tres pesos y dimension 3, sobre
IF,, puede tomar.

Sea ¢ > 2. En el Capitulo 4 utilizamos las técnicas de perforado y recortado
sobre las clases de codigos ciclicos 6ptimos de los Teoremas 9 y 15 para obtener:

(i) Una clase de [¢™ — 2,m + 1,¢™ 1 (q — 1) — 2] cédigos lineales éptimos c.r.a
Griesmer, de cuatro pesos sobre IF,, cuyos duales son [¢" — 2,¢™ —m — 3, 3]
codigos lineales casi 6ptimos c.r.a Hamming (Parte (A) del Teorema 16). A
través del analisis de varios ejemplos se sugiere que dichos duales son 6ptimos
(Observacion 17).

(i) Una clase de [¢™—2,m, ¢™ *(¢—1)—1] c6digos lineales 6ptimos c.r.a Griesmer,
de dos pesos sobre IF,, cuyos duales son [¢" — 2, ¢™ —m — 2, 2] c6digos lineales
éptimos c.r.a Hamming (Parte (B) del Teorema 16). Mas ain, estos cédigos de
dos pesos son minimos (Observacién 18) y, por tanto, se prestan para construir
esquemas de comparticién de secretos con buenas estructuras de acceso.
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(iii) Una clase de [¢® — 2,4,q(q — 1) — 3] cédigos lineales 6ptimos c.r.a Griesmer,
sobre IF,, cuyos duales son [¢? — 2,¢? — 6,4] codigos lineales AMDS 6ptimos
c.r.a Hamming (Teorema 17).

Las distribuciones de pesos para estas tres clases de cddigos fueron determinadas
explicitamente. Ademads, si m = 2, entonces los cddigos duales en (i) y (ii) son
AMDS (Corolario 2). Més atin, todos los cédigos AMDS presentados en el Capitulo
4 son apropiados para la deteccién de errores (Observacién 20). También, como se
senalé al inicio de dicho capitulo, las tres clases de c6digos lineales 6ptimos en (i), (ii)
y (iii) parecen ser nuevas.

Finalmente, como resultado del presente trabajo de investigacién fueron publi-
cados dos capitulos de libro [31,62] y tres articulos en revistas indexadas [32, 33,
61], cuyas primeras paginas se encuentran en el Anexo A. También se presentaron
tres ponencias cuyas constancias se incluyen, de igual forma, en dicho Anexo. Es
importante senalar que el proyecto de investigacién [62], que fue presentado en el
congreso internacional “WAIFI 2024: International Workshop on the Arithmetic of
Finite Fields”, no fue incluido en esta tesis pues fue un trabajo que se realizé durante
el ultimo semestre de mis estudios de doctorado.
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Abstract. A class of optimal three-weight [¢" —1,k+1,¢" 1 (¢—1) —1]
cyclic codes over IFy, with k > 2, achieving the Griesmer lower bound,
was presented by Heng and Yue [IEEE Trans. Inf. Theory, 62(8) (2016)
4501-4513]. In this paper we study some of the subfield codes of this
class of optimal cyclic codes when k = 2. The weight distributions of
the subfield codes are settled. It turns out that some of these codes are
optimal and others have the best known parameters. The duals of the
subfield codes are also investigated and found to be almost optimal with
respect to the sphere-packing bound. In addition, the covering structure
for the studied subfield codes is determined. Some of these codes are
found to have the important property that any nonzero codeword is
minimal. This is a desirable property which is useful in the design of
a secret sharing scheme based on a linear code. Moreover, we present a
specific example of a secret sharing scheme based on one of these subfield
codes.

Keywords: Subfield codes - Optimal cyclic codes + Secret sharing
schemes - Covering structure - Sphere-packing bound

1 Introduction

Let IF, be the finite field with ¢ elements. An [n,!,d] linear code, C, over IF, is
a [-dimensional subspace of IF; with minimum Hamming distance d. It is called
optimal if there is no [n, [, d'] code with d’ > d, and cyclic if (cg,c1,...,¢cn_1) €C
implies (¢,—1,¢o,-..,¢n—2) € C.

Recently, a class of optimal three-weight [¢* —1,k+41,¢* 1 (¢ —1) — 1] cyclic
codes over IF, achieving the Griesmer lower bound was presented in [11], which
generalizes a result in [20] from k = 2 to arbitrary positive integer & > 2. Further,
the go-ary subfield codes of two families of g-ary optimal linear codes were studied
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Abstract

A class of optimal three-weight [qk —1,k+1, qk_1 (g — 1) — 1] cyclic codes over
IF,, with k > 2, achieving the Griesmer bound, was presented by Heng and Yue (IEEE
Trans Inf Theory 62(8):4501-4513, 2016. https://doi.org/10.1109/TIT.2016.2550029).
In this paper we study some of the subfield codes of this class of optimal cyclic codes
when k = 2. The weight distributions of the subfield codes are settled. It turns out
that some of these codes are optimal and others have the best known parameters. The
duals of the subfield codes are also investigated and found to be almost optimal with
respect to the sphere-packing bound. In addition, the covering structure for the studied
subfield codes is determined. Some of these codes are found to have the important
property that any nonzero codeword is minimal, which is a desirable property that
is useful in the design of a secret sharing scheme based on a linear code. Moreover,
a specific example of a secret sharing scheme based on one of these subfield codes
is given. Finally, a class of optimal two-weight linear codes over IF,, achieving the
Griesmer bound, whose duals are almost optimal with respect to the sphere-packing
bound is presented. Through a different approach, this class of optimal two-weight
linear codes was reported very recently by Heng (IEEE Trans Inf Theory 69(2):978—
994, 2023. https://doi.org/10.1109/TIT.2022.3203380). Furthermore, it is shown that
these optimal codes can be used to construct strongly regular graphs.

A short version of this paper appeared in the Proceedings of LATIN 2022 [1].
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Abstract

The weight distribution of a code is usually investigated on the basis of Hamming weight,
under which all the nonzero components of a codeword are regarded as identical. To
describe the structure of nonbinary codes in more detail, each nonzero component should
be distinguished from the other and this is done by means of the complete weight distribu-
tion. However, obtaining the complete weight distribution for nonbinary codes is an even
harder problem than obtaining the ordinary weight distribution. Therefore, the complete
weight distribution is unknown for most codes. The complete weight distributions of two
classes of p-ary cyclic codes were recently reported by Heng and Yue (Cryptogr. Commun.
9, 323-343, 8). The purpose of this work is to present the complete weight distribution of a
subclass of optimal three-weight cyclic codes over any finite field.

Keywords Complete weight enumerator of a code - Weight distribution - Optimal three-
weight cyclic codes

Mathematics Subject Classification (2010) 94B15 - 11T71

1 Introduction

The complete weight distribution of a code enumerates the codewords by the number of
symbols of each kind contained in each codeword. Therefore, the complete weight distribu-
tion of a code contains much more information than the ordinary weight distribution. In
fact, the complete weight distribution has a wide range of applications in many research
fields as the information it contains is of vital use in practical applications. For example,
as pointed out in [2] the complete weight enumerator of Reed-Solomon codes could be
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Abstract

In this paper we use the puncturing and shortening techniques on two already-known
classes of optimal cyclic codes in order to obtain three new classes of optimal linear
codes achieving the Griesmer bound. The weight distributions for these codes are
settled. We also investigate their dual codes and show that they are either optimal
or almost optimal with respect to the sphere-packing bound. Moreover, these duals
contain classes of almost maximum distance separable codes which are shown to
be proper for error detection. Further, some of the obtained optimal linear codes are
suitable for constructing secret sharing schemes with nice access structures.

Keywords Optimal linear codes - Almost MDS codes - Punctured codes - Shortened
codes - Griesmer bound

1 Introduction

Let g be a power of a prime number. Denote by IF, the finite field with g elements.
An [n, k, d] linear code, C, over ]Fq is a k-dimensional subspace of IF” with minimum
Hamming distance d. In this context, the vectors of C are called codewords. We index
the coordinates of the codewords in C with the elements in {0, 1,...,n — 1}. The
linear code C is called cyclic if (cy, ¢y, ..., c,_;) € C implies (c,_;,¢g, ---,C,_5) € C.
In addition, C is called optimal if there is no [n, k,d’] code over IF, with d >d or
its parameters meet a bound on linear codes. On the other hand, C is called almost
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Abstract. Obtaining the complete weight distributions for nonbinary
codes is an even harder problem than obtaining their Hamming weight
distributions. In fact, obtaining these distributions is a problem that
usually involves the evaluation of sophisticated exponential sums, which
leaves this problem open for most of the linear codes. In this work we
present a method that uses the known complete weight distribution of a
given cyclic code, to determine the complete weight distributions of other
cyclic codes. In addition we also obtain the complete weight distributions
for a particular kind of one- and two-weight irreducible cyclic codes,
and use these distributions and the method, in order to determine the
complete weight distributions of infinite families of cyclic codes. As an
example, and as a particular instance of our results, we determine in a
simple way the complete weight distribution for one of the two families of
reducible cyclic codes studied by Bae, Li and Yue [Discrete Mathematics,
338 (2015) 2275-2287].

Keywords: Complete weight enumerator - Weight distribution - One-
and two-weight irreducible cyclic codes - Cyclic codes - Gauss sums.

1 Introduction

The complete weight distribution of a code enumerates the codewords by the
number of symbols of each kind contained in each codeword. Therefore, the
complete weight distribution of a code contains much more information than
the Hamming weight distribution. In fact, the complete weight distribution has
a wide range of applications in many research fields as the information it con-
tains is of vital use in practical applications. For example, as pointed out in [2]
the complete weight distribution of Reed-Solomon codes could be helpful in
soft decision decoding. As another example, the complete weight distribution is
useful in the computation of the Walsh transform of monomial functions over

* This manuscript is partially supported by PAPIIT-UNAM IN107423. The second
author has also received research support from CONAHCyT, México.
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Lista de simbolos

Nota. Los simbolos que aparecen solo en un contexto restringido no se encuentran
listados. Se proporciona una referencia de pagina para la primera aparicion del
simbolo.

Simbolo Descripcion Pagina
fA el nimero de elementos del conjunto finito A 4
alb a divide a b 20
atb a no divide a b 20
zT el vector transpuesto del vector x 3
ged(a, b) el maximo comun divisor de a y b 9
a=0b (mod n) a es congruente con b médulo n 9
[x] el menor entero mayor o igual a x 6
|x] el mayor entero menor o igual a x 6
(n) coeficiente binomial 6
e2mV=1/p la p-ésima raiz compleja de la unidad 11
deg(f(z)) el grado del polinomio f(z) 17
gof la composicién de la funciéon f con la funcién g 35
o(+) la funcién de Euler 41
wr(+) la funcién peso de Hamming 3
ct el cédigo dual de C 5
C(a) el cédigo de subcampo de C sobre IF 6
C el cédigo extendido de C 7
Ct el cédigo obtenido a partir de C al perforar en la i-ésima

coordenada 7
C; el cédigo obtenido a partir de C al recortar en la i-ésima

coordenada 8
A;(C) el nimero de palabras de cédigo con peso de Hamming j

en C 4
CWE¢ el enumerador de pesos completo de C 4
() el grupo ciclico generado por y 2
(v el subgrupo ciclico de () generado por ¢ 13
C el campo de los niimeros complejos 11
Lo, el anillo de enteros médulo n 9
Cs la clase g-ciclotéomica de s médulo n 9
Qng) el conjunto de todos los representantes de las clases

g-ciclotémicas médulo n 9
IF,, GF(q) el campo finito de orden ¢ 1
IFym la extensioén finita de grado m de IF, 2
IFy(7) la extension de IF, obtenida al agregar la raiz ~ 9
IF; el grupo multiplicativo de elementos distintos de cero

de IF', 2
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Fy el conjunto de vectores de longitud n con entradas en IF, 3
() el producto escalar usual en el espacio vectorial Ty 5
IF,[x] el anillo de polinomios con indeterminada x sobre IF, 2
(f(x)) el ideal principal generado por el polinomio f(z) 10
IF,[z]/(z™ — 1) el anillo de polinomios con indeterminada x sobre IF, de
grado a lomés n — 1 10
TrE o /w, (a) la traza de a € IFym sobre IF, 2
NE,m /R, (a) la norma de a € IFym sobre IF, 2
M, (z) el polinomio minimo de a € IF;m sobre IF, 2
X el caracter aditivo canénico de IF, 11
X el conjugado del caracter aditivo candnico y 12
WV, un caracter multiplicativo de IF, 11
" el conjugado del caracter multiplicativo ¢ 12
o el caracter multiplicativo trivial de IF, 11
n el caracter cuadratico de IF, (¢ impar) 12
I/ﬁq el grupo de caracteres multiplicativos de IF, 12
Gr, (¥, x) la suma Gaussiana de ¢ y x sobre IFy 12
Sym,, el grupo simétrico sobre un conjunto de n simbolos 46

Aut(C) el grupo de automorfismos de C 46
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levantamiento de un, 12, 35
multiplicativo, 11
trivial, 11, 35
clase ciclotomica, 9
conjunto de acceso minimo, 25, 26
cota
de Griesmer, 6
de Hamming, 6
codigo
AMDS,; 3, 49, 51, 53
apropiado (para la deteccién de
errores), 53
casi 6ptimo, 3, 20, 28, 47
con los mejores pardametros
conocidos, 23
ciclico, 8
irreducible, 10, 42
reducible, 10
de N pesos, 4
de subcampo, 7, 20, 25
dimensién de un, 3
distancia minima de un, 3
dual, 5, 17, 20, 28, 47, 51
extendido, 7, 28, 31
homogéneo, 8, 46, 48, 51
lineal, 3
longitud de un, 3
MDS, 3
minimo, 24-26, 50
perforado, 7, 47, 50, 52
proyectivo, 5, 28, 30, 31
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recortado, 7, 47, 50, 52
optimo, 3, 17, 20, 28, 40, 42, 47,
50, 51

distribucién de pesos

completa, 5
de Hamming, 4, 42

elemento primitivo, 2, 17, 34
enumerador de pesos

completo, 4, 40
de Hamming, 4, 17, 20, 28, 47, 50

esquema de comparticion de secretos,

24
basado en un codigo lineal, 24, 50
democratico, 26, 27

estructura

de acceso, 25, 26, 50
de cobertura, 24, 25

funcién

de Euler, 41
norma, 2, 13
traza, 2, 7, 12

grafo, 31

fuertemente regular, 31

grupo

de automorfismos, 46
transitivo, 46
simétrico, 46

identidades de Pless, 5, 22, 48, 49, 52
Lema de Ashikhmin—Barg, 25

matriz

de chequeo de paridad, 3, 10
generadora, 3, 10

orden
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de un campo finito, 1

de un caracter, 12

de un grupo finito, 9
multiplicativo de ¢ médulo n, 9

palabra de cédigo, 3
minima, 24-26
soporte de acceso de una, 25, 26
soporte de una, 24
participante dictatorial, 26
peso de Hamming, 3, 11, 21, 28, 43
polinomio
de chequeo de paridad, 10, 17, 26,
34, 42
generador, 10, 26

minimo, 2, 9, 17, 34

subcédigo de subcampo, 7
suma
de caracteres, 11
con argumentos polinomiales,
13
de Weil, 13
exponencial, 11, 18, 34, 35, 38, 39

Gaussiana, 12

Teorema
de Davenport-Hasse, 13
de Delsarte, 17, 42
de Prange, 8, 47
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