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La tnica constante que no cambia es la incerti-
dumbre de la vida.

La Metamorfosis

Franz Kafka.
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Resumen

En el estudio de fenémenos con estructuras auto-organizadas, se han propuesto diversos
modelos matematicos, entre los cuales destaca el modelo de reaccién-difusién, propuesto por
Alan M. Turing en 1952, que es capaz de generar patrones espaciales. A pesar de las simplifi-
caciones inherentes a estos modelos, se han logrado explicar una amplia gama de fenémenos,
principalmente en sistemas bioldgicos, pero las aplicaciones han trascendido esta area. Sin
embargo, es importante destacar la sensibilidad que presentan estos sistemas ante las condi-
ciones iniciales, las propiedades geométricas de los dominios y los coeficientes de difusién no
homogéneos. Estas caracteristicas se manifiestan en la forma de los patrones generados, con
variaciones en las longitudes de onda y amplitudes.

En el presente estudio, se estudia el problema de la generacion de patrones de Turing en
operadores diferenciales con coeficientes de difusion no homogéneos, es decir, que dependen
explicitamente de las coordenadas espaciales. Con base en los métodos de multiples escalas,
se logran establecer dos metodologias importantes para este problema:

» La primera metodologia consiste en deducir las ecuaciones de amplitud de Stuart-
Landau, con lo que se puede caracterizar los tipos de patrones que obtienen. Esta
metodologia es ampliamente utilizada en problemas con difusion homogénea usando
la base de Fourier (como eigenfunciones del operador Laplaciano), pero el aporte de
este trabajo consiste en generalizar esta metodologia, relacionando el problema no
homogéneo con la teoria de Sturm-Liouville, proponiendo bases de funciones propias
distintas a la base de Fourier. Con esto no sélo pueden establecerse regiones de parame-
tros en las que se obtendran patrones de franjas o manchas, sino que también predicen
transiciones de manchas a franjas al aumentar el tamano del dominio. Estos resultados
se reportaron en la Ref. [1].

= La segunda metodologia consiste en aplicar la técnica de homogeneizacion, al caso
en que se tiene difusion no homogénea periddica y rapidamente oscilante. En este
caso, se muestra que las soluciones del problema no homogéneo convergen al problema
homogeneizado a medida que el parametro de periodicidad tiende a cero. Con esto, se
muestra que las condiciones de inestabilidad del sistema homogeneizado son similares a
las del problema no homogéneo, lo que se respalda tanto analitica como numéricamente.
Estos resultados se reportaron en la Ref. [2].

Con estos resultados, se ofrece una metodologia lo suficientemente sélida para analizar una
amplia variedad de fenémenos con difusion no homogénea, expandiendo tanto las ideas del
analisis lineal cldsico de sistemas de reaccion-difusion como el andlisis no lineal.

Palabras clave: Patrones de Turing, operadores diferenciales no-homogéneos, método mul-
tiescala, homogeneizacion.
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Notacion

Simbolo Definicién
€,0, b Parametros positivos pequenios
RN Espacio vectorial de listas ordenadas de N escalares (up,us,...,un), sobre el cuerpo
de los nimeros reales
Q Dominio en R™, es decir, un conjunto abierto y conexo (generalmente acotado)
o9 Frontera del dominio {2
Q Cerradura del dominio Q, es decir, Q = QU 99
X Vector en RV, que se usard para describir la variable lenta o macroscépica
Y, Z Variables rapidas o microscépicas, y = %, z = é
C>=(Q) Espacio de funciones infinitamente diferenciables en
fe Funcién de periodo € o e-periddica
i, 7,m,m Indices mudos
k Indice libre
(1) Producto interno
(f19)wx) Producto interno de funciones con peso w(x), es decir,
(F 1 9w = Jo f( (x)dx
(f)a Promed1o del campo escalar f en el dominio 2, es decir,
|Q‘ Jo f(x)dx, con Q] el volumen de €.
RIS Diferencia entre los valores internos () y los valores en la matriz (™), sobre la interfaz I'y,

£()

es decir, [[]]p, = () — ().
Matriz de difusion de la k—ésima ecuacién.
Componente de difusién ¢, j de la Matriz de difusién de la k—ésima ecuacién.

Operador eliptico en forma divergénte.
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1 Introduccion

La piel de los animales exhiben detallados caminos de colores, algunos compuestos por franjas
paralelas intercalando colores, como se ve en las zebras o en los Angelfish. Otros presentan una
compleja red de caminos altamente conectados, donde se encuentran areas aisladas o manchas,
como los patrones observados en los leopardos. Sorprenden también estructuras que crecen a partir
de una semilla creando caminos con una organizacion extremadamente compleja como las ramifica-
ciones en los arboles que se asemejan a los relampagos, fracturas en la tierra, bifurcaciones de rios,
crecimiento de extremidades en los animales. Estas estructuras naturales no solo son admiradas
por su belleza, sino también por su complejidad. Para los humanos, ha sido una fuente inagotable
de inspiracién en importantes desarrollos tecnolégicos. Por ejemplo, la morfologia de aves y peces
fue fundamental para entender el mecanismo de desplazamiento en el aire y en el agua. Las re-
des de aranas y las estructuras de los huesos son inspiraciéon para el diseno de diversos materiales
compuestos, como las fibras de carbono. La distribucion de colores en las alas de las mariposas se
estudié como un modelo eficiente para distribuir la temperatura. La comprensién de la interaccién
de estas estructuras geométricas con el medio ambiente no solo genera ideas para nuevos desarrollos
tecnoldgicos, sino que también permite entender el comportamiento de los compuestos quimicos que
subyacen a la formacién de estas estructuras.

Rayas, espirales, manchas con estrutura cuadrangular y hexagonal son patrénes espaciales
o espaciotemporales bastante regulares vistos en sistemas naturales (desiertos, puntas de los de-
dos, pelaje de animales, estrellas) [4], y resulta comin que un patrén dado aparezca en diferentes
sistemas, siendo independientes de los pequenos detalles de su entorno, lo que nos lleva a pensar
que en la naturaleza hay patrénes universales. Alan Turing ya habia comprendido esto en 1952 al
presentar su articulo “The Chemical Basis of Morphogenesis”[5], donde plantea que los patrénes
encontrados en las pieles de animales, estan relacionados con la forma en que los compuestos quimi-
cos interactian bajo activacién-inhibicion y se mueven por difusién. Se puede considerar esa teoria
de la Morfogénesis como uno de estos ejemplos de matematica aplicada que, a pesar de tener una
motivacion en la naturaleza, los supuestos con los que es construida no necesariamente son justi-
ficados desde la biologia y quimica. Sin embargo, la teoria de Turing después de ser cuestionada
durante mucho tiempo como una teoria que no explicara correctamente los procesos bioldgicos que
intervienen en la formacion de patrénes, gradualmente se han encontrado ejemplos convincentes
que la verifican [6, 7, 8]. Entre los supuestos fundamentales se encuentra en primer lugar que la
cinética debe incluir una retroalimentacion positiva, como la autocatalisis, que involucre una especie
llamada activador y un proceso inhibitorio. Estas condiciones se cumplen de manera més sencilla
en las reacciones que exhiben comportamientos biestables u oscilatorios.



Alan M. Turing plante6 la idea de que los genes actian como catalizadores en reacciones
quimicas espontaneas, regulando la producciéon de morfégenos. Turing demostré que un simple
modelo matematico podia explicar la formacién de patrénes espaciales en concentraciones quimicas,
sugiriendo que las leyes fisicas béasicas pueden dar cuenta de comportamientos complejos, de esta
manera explica que los morfégenos interactian entre si y se difunden a través de las células. Con esta
observacién, construy6 un modelo matemadtico de reaccién-difusién (R-D), en el cual los morfégenos
reaccionan y se difunden adecuadamente para generar un patrén a partir de un estado inicial de
distribuciones de concentracion uniforme en un conjunto de células.

(a) Cebras. (b) Peces angel o Escalares. (c) Mantarrayas.

Figura 1-1: patrones en la piel de algunos animales. Es de notar la variacién en el ancho de las franjas de
las cebras y los peces. También se puede notar la variaciéon del tamano de las manchas, que
parece depender de la distancia al centro de la mantarraya.

En diversas especies animales, la piel exhibe patrénes intrigantes, tales como franjas, manchas
0 mosaicos de color, que varian segin la ubicacién en el cuerpo del animal. Estos patrones revelan
una heterogeneidad evidente, manifestandose en variaciones en el ancho de las franjas o el tamafio
de las manchas, como se ilustra en la Figura 1-1. Los procesos que impulsan la formacion de
estos patrénes residen en las células encargadas de producir pigmentos y en aquellas que regulan
dicha produccién. Las complejas interacciones entre estas células y las moléculas senalizadoras
que generan, crean gradientes locales que dan origen a estos patrénes visuales en la piel. Esta
heterogeneidad no es simplemente un fenémeno estético, va maés alld y constituye una ventana
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intrigante hacia la biologia del desarrollo. La importancia de comprender estos procesos radica en su
conexion con los tejidos musculares subyacentes, que a su vez estan influenciados por una interaccién
compleja entre factores genéticos y ambientales. Estudiar la variabilidad en estos patrénes no solo
nos brinda un mayor entendimiento sobre la diversidad morfolégica en el reino animal, sino que
también arroja luz sobre los fundamentos de la morfogénesis animal.

(d) Material compuesto laminado de (e) Material compuesto particulado de (f) Material compuesto de cerdmica
titanio. aluminio. sinterizada.

Figura 1-2: Ejemplos de estructuras heterogéneas naturales (a, b, ¢) y hechas por el Hombre (d,e,f).

Cuando se aborda el fenémeno de la difusién de concentraciones en tejidos celulares, es
crucial considerar la compleja interaccién entre una amplia gama de células y fibras celulares. Esta
diversidad estructural no solo implica que las concentraciones se desplacen de manera variable
segun los grupos celulares, sino también dependiendo de la orientacion de las fibras en el tejido. Un
ejemplo de este comportamiento se observa en las corrientes eléctricas del corazén, donde diferentes
tipos de células con coeficientes de difusién distintos estdan involucradas. Ademads, estas corrientes se
desplazan con mayor rapidez en la direccién de las fibras en comparacion con la direccion transversal
a estas, lo que confirma la naturaleza anisotrépica y no homogénea de la difusién en estos casos
particulares. Esta variabilidad en la movilidad de las concentraciones es esencial para comprender
fenémenos biolégicos complejos y subraya la importancia de estudiar tanto la composicién celular
como la disposicion estructural en la investigacién de procesos de difusion en los tejidos.



La homogeneidad y la heterogeneidad desempenian papeles fundamentales en la creacién, con-
figuracién y expansién de los patrones observados en los procesos de difusién. La heterogeneidad se
refiere a la presencia de propiedades fisicas variables en un medio especifico, origindndose a partir
de las caracteristicas inherentes del material donde ocurre la difusion de sustancias concentradas.
Esta variabilidad se manifiesta en una relacién espacial o incluso en la magnitud misma del coefi-
ciente de difusiéon. Ambientes heterogéneos son comunes tanto en la naturaleza como en productos
manufacturados. Por ejemplo, en el mundo natural, estructuras como huesos, atmdsfera, suelo, are-
nisca, madera, pulmones, tejidos vegetales y animales, conglomerados celulares y tumores exhiben
heterogeneidad. En el ambito humano, productos manufacturados como compuestos laminados,
sustancias granuladas, sélidos celulares, geles, espumas, aleaciones metalicas, microemulsiones y
ceramicas también son ejemplos de heterogeneidad.

Esta diversidad en la heterogeneidad influye significativamente en los procesos de difusién
y sus resultados, como se ilustra en la Figura 1-2. Ademas, la combinacién de heterogeneidad y
periodicidad se convierte en un aspecto crucial en muchos materiales, especialmente en compuestos,
donde dos o méas componentes se integran para proporcionar propiedades Unicas y mejoradas en
comparacién con los materiales individuales. Esta estructura peridédica ofrece ventajas significativas
en diversas aplicaciones al permitir una distribucién uniforme de cargas, mejorando asi las propie-
dades mecéanicas del material. Este fendmeno puede aumentar tanto la resistencia como la rigidez
del material, y también puede influir en las propiedades térmicas, dpticas y eléctricas, ampliando
el rango de aplicaciones y destacando su importancia en el desarrollo de tecnologias innovadoras.

Recientemente, se ha encontrado que las heterogeneidades espaciales en el coeficiente de difu-
sién son trascendentales en la biologia y pueden modificar drasticamente las condiciones de Turing
para la formacion de patrénes. Un ejemplo se encuentra en dos especies de peces Genicanthus que
durante la conversién sexual comparten propiedades morfolégicas casi idénticas excepto por la di-
reccion de sus franjas; en ambas especies surgen manchas transitoriamente en posiciones aleatorias
y luego se combinan y reorganizan para formar franjas direccionales. Al respecto, se ha demostrado
que la anisotropia de la difusién es eficaz para especificar la direccion de las franjas formadas por el
modelo de R-D [9]. El grosor de la superficie se desprecia en la mayoria de los estudios, por ejemplo,
la difusién de proteinas en las bicapas lipidicas puede verse como una difusién en una superficie
curva bidimensional. El efecto de espesor y curvatura puede desempenar un papel importante en
la generacién de patrénes espaciales [10], por ejemplo, por la geometria del sustrato donde se di-
funde la especie (plano-esfera) [11] se ha encontrado la modificacién en el rango del numero de
onda. Otro factor esta relacionado con la difusién confinada; los canales iénicos tienen sitios activos
donde las reacciones quimicas ocurren, similar a la catalisis heterogénea en los poros irregulares de
las zeolitas. Las condiciones de inestabilidad de Turing pueden modificarse debido a la geometria
del canal [12]. También se ha reconocido la importancia de la difusién no homogénea en sistemas
biol6gicos, particularmente en el problema de la filotaxia (formacién de érganos laterales en las
plantas), en donde es bien sabido que la difusién de la fito-hormona auxina (principal promotora de
la formacién de los érganos de las plantas) es no homogénea y, ain més, su difusién se ve afectada
por las propiedades elasticas del domo apical. Como consecuencia, recientemente se ha propuesto
un modelo mecano-quimico para describir la formacion de los 6rganos laterales de las plantas, en
donde la matriz de difusién del sistema de R-D depende de un tensor de esfuerzos [13]. En ese
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modelo, las condiciones para la formacién de un patron espacial no estan establecidas de manera
analitica, y los resultados se obtienen mediante simulaciones numéricas para valores muy especificos
en los parametros.

Objetivos del presente trabajo

Estudiar sistemas de reaccion-difusion bajo condiciones de difusién no homogénea, es de-
cir, cuando el coeficiente de difusion tiene una dependencia explicita de las variables espaciales,
estableciendo las caracteristicas més importantes y su aplicacién en la biologia. En particular se
estudiara a detalle el caso cuando el problema de difusiéon puede plantearse como un problema de
Sturm-Liuoville.

1. Investigar las posibilidades para coeficientes de difusién no homogénea que permitan un
tratamiento analitico del problema.

2. Hacer uso de los métodos multiescala y otros métodos de andlisis no lineal para comprender
el comportamiento de los patréones de Turing en sistemas de reaccion difusién no homogénea.

3. Establecer las bases de la difusién de Sturm-Liouville en la generacién de patrénes de Turing
en 2D y encontrar posibles aplicaciones.

Contribuciones originales

1. Estudio de sistemas reaccion difusién con operadores diferenciales de Sturm-Liouville.

2. Desarrollo de una metodologia multiescala para aproximar soluciones cerca de los parame-
tros criticos que permite la caracterizacién de la regién de pardmetros dependiendo de una
estructura geométrica predefinida.

3. Desarrollo de una metodologia de homogeneizacién para sistemas de reaccién difusién con
operador diferencial periédico.

4. Derivacién de condiciones de inestabilidad de Turing en sistemas reaccién difusién con coefi-
ciente de difusién periédica junto a una metodologia no lineal para la prediccién de patrénes
en el sistemas no homogéneo.

Organizacién del trabajo

Capitulo 1: Se presentan conceptos generales en torno a la bifurcacién de Turing, poniendo
énfasis en el proceso de difusion, que extiende la idea de Fick y aborda la heterogeneidad en la
difusién, incluyendo aspectos como la difusién anisotrépica, dependiente del espacio y periddica.
Ademés, se introduce el concepto de activador-inhibidor y la teoria se aplicacrd en dos modelos: el
modelo de Schnakenberg y el de Barrio-Varea-Aragén-Maini (conocido como BVAM).



Capitulo 2: Se plantea un modelo de reaccién-difusién con un operador diferencial de Sturm-
Liouville, derivando las condiciones de Turing y realizando un analisis no lineal para la aproximacién
de amplitudes de las funciones propias criticas como soluciones de sistemas de reaccién-difusién
cerca de los parametros criticos.

Capitulo 3: Se presentan ejemplos en donde se utilizan las metodologias presentadas en el
Capitulo 2, usando como caso particular el operador de Legendre. Para este caso, se derivan las
condiciones de Turing y se desarrolla un andlisis débilmente no lineal para obtener la caracterizacién
de las regiones de parametros, en funcién de la forma de los patrénes. Finalmente, se muestra el
hallazgo de una transiciéon de franjas a manchas que se produce al aumentar el valor de un parametro
relacionado con el tamano del dominio.

Capitulo 4: Se plantean modelos con coeficientes de difusién periddicos, que se abordan
usando la técnica de homogeneizacién. Mediante esta técnica, el problema original, no homogéneo,
puede transformarse en uno homogéneo con un coeficiente de difusién efectivo. Esto permite aplicar
el andlisis no lineal conocido para sistemas con coeficientes de difusién homogéneos.

Capitulo 5: Se aplica la teoria desarrollada en el Capitulo 4 a problemas con coeficientes
diferenciales continuamente diferenciables y periddicos en una y dos dimensiones, utilizando la
técnica de homogeneizacion para obtener coeficientes de difusion efectivos y, de esta manera, obtener
las condiciones de inestabilidad de Turing para la e-familia de problemas.
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Una de las motivaciones del trabajo de Alan Turing es analizar el efecto de pequenias desvia-
ciones aleatorias de la simetria esférica en los évulos fecundados y su impacto en el desarrollo y la
estructura de organismos complejos. Aunque se espera que un 6vulo mantenga su simetria, Turing
argumenta que estas desviaciones son fundamentales, pues pueden llevar a estados de inestabilidad
donde las irregularidades crecen, permitiendo asi la formacién de estructuras bioldgicas complejas.

En su modelo de morfogénesis, Alan Turing considerd varios criterios clave en la forma con-
tinua de la teorfa [5]. Primero, destacé la importancia de las concentraciones y difusibilidades de
cada sustancia en cada punto del sistema. Para determinar los cambios de estado, Turing incorporé
los principios fundamentales de las leyes del movimiento de Newton (ley conservacién de materia),
en donde se asume que el problema es escencialmente quimico. Ademés, tuvo en cuenta los esfuer-
zos resultantes de las elasticidades y movimientos, considerando también las presiones osméticas
derivadas de datos quimicos. En tercer lugar, Turing incluyé las reacciones quimicas como un ele-
mento esencial para comprender la dindmica del sistema. Por dltimo, se ocupé de la difusion de las
sustancias quimicas, definiendo la regiéon donde esta difusién es posible a partir de datos mecanicos.
Estos criterios abordaron aspectos mecédnicos y quimicos.

En estos sistemas, las pequenas perturbaciones son esenciales, ya que el flujo y produccién
neta de sustancias quimicas dentro del dominio no son uniformes. Estas variaciones se representan
mediante un vector de concentraciones quimicas u = (u,v)?, ilustrando cémo las diferencias locales
son clave para entender la dindmica de los sistemas quimicos y bioldgicos. A partir de la ley de
conservaciéon de la materia para x € {2 C R”, se derivan las siguientes relaciones.

ot Jo o0 Q

donde j = (ju, j»)" es el flujo de concentraciones quimicas por unidad de rea, F(u; p) es un campo
vectorial que describe las tasas de produccion quimica neta por unidad de volumen, dependiente de
un conjunto especifico de parametros p, y n es un factor de escala. En este contexto, se trabaja con
un campo vectorial bidimensional relacionado con los mecanismos de activacion e inhibicién, expre-
sado como F(u;p) = (f(u;p),g(v;p))’ y D es una matriz de coeficientes de difusién. Cambiando
variables en la integral de linea a lo largo de 9€) y aplicando el teorema de Gauss a la integral, a lo

largo de la frontera 92 C R™~!, se obtiene que la ecuacién (2-1), se transforma en

(2-2) / [611 +Dgu—nF(u;p)| dx =0,
o Ot
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donde el operador diferencial £ estd relacionado con el flujo j y la geometria del dominio. Suponiendo
que €2 es un conjunto simplemente conexo, se obtiene que
Ou
(2-3) i D£u + nF(u;p).
En este caso D se representa como una matriz de coeficientes constantes, mientras que el
operador £(-) se emplea para describir las variaciones espaciales en las concentraciones de las sus-
tancias involucradas.

Recientemente, se ha descubierto que varios factores espaciales fundamentales en biologia
pueden alterar el operador £(-), lo que a su vez modifica las condiciones de Turing para la formacién
de patrones. Estos cambios en el operador tienen un impacto significativo en la manera en que los
patrones se desarrollan y evolucionan en sistemas bioldgicos. A continuacién, se presentaran algunos
ejemplos de operadores de difusion £ para ilustrar estas modificaciones y su relevancia en el estudio
de fenémenos complejos en biologia y disciplinas relacionadas.

A continuacion, se discutirdn tres modelos cinéticos del tipo activador-inhibidor, con los que
describiremos el procedimiento involucrado para deducir las condiciones de la inestabilidad que
produce patrones espaciales, también conocida como inestabilidad de Turing.

2.1. Modelos cinéticos activador-inhibidor

Para entender la idea de activacién e inhibicién, en [8] se ilustra con un ejemplo que consiste
en describir la interaccién entre saltamontes y el fuego en un campo de hierba seca. Los saltamontes
actian como inhibidores y el fuego como activador. Si los saltamontes se calientan lo suficiente, la
sudoracién genera humedad que impide la propagacién del fuego. Este proceso crea patrones espa-
ciales, limitando el drea quemada a zonas no humedecidas. La distribucién final de areas quemadas
y no quemadas, asi como la ubicacién de los saltamontes, dependen de los coeficientes de difusién
y otros parametros de la reaccién. La analogia destaca cémo las diferencias en las tasas de difusién
conducen a patrones espaciales especificos en este sistema.

Los modelos activador-inhibidor son fundamentales en diversos campos cientificos, como bio-
logia, quimica y fisica, para entender una variedad de fenémenos. Estos modelos implican la inter-
accién entre dos sustancias quimicas: el activador estimula cierta actividad o proceso, mientras que
el inhibidor la suprime o detiene. Ademaés de estos efectos, existe un proceso llamado autocatalisis,
donde las sustancias quimicas se autoinducen a través de reacciones quimicas especificas, es decir,
una sustancia quimica se genera a si misma a través de una reaccién autocatalitica, lo que signi-
fica que a medida que su concentracién aumenta, también aumenta la tasa de produccion de esa
sustancia. Cuando se combinan estos procesos de interaccion activador-inhibidor y autocatélisis, se
crean patrones espaciales complejos y dindmicas no lineales en el sistema. Esta combinacién da lu-
gar a comportamientos emergentes que son esenciales para comprender una variedad de fenémenos
bioldgicos y fisicos.
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En el planteamiento original de Turing, a las sustancias que constituyen el activador y el
inhibidor les llamé morfégenos. Si u = (u,v) es el vector de concentraciones de esos morfégenos,
£ = A, D = diag[d,, d,] son sus respectivos coeficientes de difusién y F(u;p) = (f(u;p), g(u;p))
contiene la cinética quimica de esos morfégenos con p un parametro un conjunto de parametros aso-
ciado con la cinética quimica, entonces, usando (2-3) se obtiene el siguiente problema de condiciones
iniciales y de frontera:

0 — 4, Au -+ f (u,vip), en € x [0, 00).

% = d,Av + ng(u,v;p), en 2 x [0, 00),
(2-4) + condiciones de frontera adecuadas para u y v, en 9 x [0,00),

u(x,0) = rnd(x) + up, en Q,

v(x,0) = rnd(x) + vo, en €.

donde rnd(x) son valores aleatorios en el intervalo (—e, €) para un valor pequeno €, uy = (ug, vo)
es un punto de equilibrio, el cual define una solucién estacionaria y homogénea del sistema de
reaccién-difusion, es decir, F(up) = 0.

La dindmica del sistema estd contenida en las funciones f y g, que son importantes para
comprender la evolucion y el comportamiento de los morfégenos v y v. Estas funciones controlan
la produccién, la atenuacién y disminucion de los morfégenos, de manera no lineal, y estdn estre-
chamente ligadas a los procesos de activacion, inhibicion y autocatélisis. Esta conexién implica que
las interacciones entre v y v son altamente complejas y dinamicas.

La diferencia fundamental entre los modelos matemaéticos radica en las propiedades especifi-
cas de las funciones f y g. Una de estas propiedades se encuentra en los puntos de equilibrio y su
estabilidad, ya que proporcionan informacién sobre cémo el sistema responde a pequenas perturba-
ciones alrededor de un estado estacionario. Los puntos de equilibrio estables indican estados hacia
los cuales el sistema tiende, mientras que los puntos inestables pueden dar lugar a dindmicas mas
complejas, como ciclos limite.

La inclusion de los coeficientes de difusién d,, y d,, adecuados en el modelo nos permite explorar
los conceptos de activacion local e inhibicién lateral, con raices histéricas que se remontan, al menos,
a Ernst Mach en 1885 con sus estudios sobre las bandas de Mach [8]. La activacién local se refiere a
la estimulacién de areas especificas en presencia de un estimulo, mientras que la inhibicién lateral
implica la supresién de areas circundantes. Los umbrales de d,, y d,, dan lugar a lo que se conoce como
bifurcacién de Turing, asegurando que, como solucién del sistema de reaccién-difusion, se obtengan
valores que oscilan alrededor del equilibrio, pero que en ciertos puntos espaciales permaneceran
constantes para periodos de tiempo prolongados, lo que genera un patrén espacial.
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2.2. Bifurcaciéon de Turing

En el estudio de sistemas dindmicos, las bifurcaciones son puntos criticos donde ocurren cam-
bios cualitativos en el comportamiento del sistema a medida que un parametro de control p varia.
Estos cambios pueden involucrar alteraciones en el nimero y la estabilidad de las soluciones del
sistema. En sistemas dindmicos espaciales, como los descritos por ecuaciones de reaccién-difusién
(2-4), las bifurcaciones pueden manifestarse como transformaciones en la estructura de las solucio-
nes y los patrones emergentes. En pocas palabras, la variacién del pardmetro p puede dar lugar a
cambios drasticos en la dinamica del sistema.

Para ilustrar la bifurcacién de Turing, se estudia la dindmica de sistemas de la forma (2-4)
en una dimensién Q = (a,b)". Considerando inicialmente que d,, = d, = 0, el sistema dindmico
libre de difusion es:
da
T

Dada una solucién u(x, t) del sistema (2-5), es posible examinar las propiedades de estabilidad

(2-5) F(u; p).

de esa solucién, perturbando ligeramente un punto de equilibrio ug(p), es decir:
(2_6) u(x, t) = llo(p) + %V(Xv t)v

donde 0 < k < 1. En los sistemas de reaccién-difusién los patrones de Turing son un tipo de atractor
asintético (cuando ¢ tiende a infinito), para que un punto de equilibrio ug sea asintéticamente estable
ante perturbaciones temporales, se necesita que se cumplan dos cosas:

1. Que uy sea estable (en el sentido de Lyapunov)
2. Que si u(t) es otra solucién cercana a ug, ocurra

I t) — =0
i [Ju(t) — |

Sustituyendo (2-6) en (2-5) y agrupando a primer orden en potencias de x se obtiene la
ecuacién que gobierna a la perturbacién v:

& =nJp)v, en t € (0,00),

=7) v(z,0) = rnd(x), ent=0.

Aqui J = J(p) es la matriz jacobiana asociada con F, evaluada en el punto de equilibrio
up(p). Entonces, si todos los valores propios de la matriz J son negativos, v decae con el tiempo
y se dice que ug es linealmente estable. La linealizacién que conduce a (2-7) es adecuada para
perturbaciones iniciales infinitesimales de orden O(k).

Al extender espacialmente el sistema, considerando los coeficientes de difusién d,, y d, de las
concentraciones en el dominio Q = (a,b)", el problema (2-4) linealizado tiene la forma

(2-8) (?9: =DAv +nJ(p)v,
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donde D = diag[d,, d,], junto a las condiciones de frontera y condiciones iniciales aleatorias alre-
dedor del punto de equilibrio.
Considerando ahora el problema independiente del tiempo asociado a (2-8):

AW + k*W =0, en ),
(2-9)
+ condiciones de frontera adecuadas para W, en 0f).

Por ser un sistema traslacionalmente invariante, es natural analizar la estabilidad o inestabili-

dad de los modos de Fourier W = €% en términos del niimero de onda k = ||k||. Dado el problema

espectral planteado en (2-9), parece légico considerar una solucién que sea una combinacién lineal
de las funciones propias del operador A (modos de Fourier), esto es

(2-10) V=) Vet
k

donde Vj, € R%. Sustituyendo (2-10) en (2-8), se obtiene

(2-11) Z )\VkeAtJrik.x _ Z kak26)\t+ik-x + Z nJVke””k'x,
k k &

Entonces, para obtener soluciones no triviales se requiere
(2-12) det(A\I + k*D — nJ) = 0,

donde I denota la matriz identidad de 2 x 2. Las soluciones de (2-12), también conocida como
relacién de dispersién, produce los valores propios A(k?) como funcién del cuadrado del nimero de
onda k?, de la siguiente manera:

(2-13) M) = 1= () /G — 4 (R2)]
donde

(2-14) h(k*) = k*(dy+dy) —nTr(J),

(2-15) ho(k?) = dudok® — n(dyfu + dugs)k? + 1% J).

El estado estable ug es linealmente estable si y solo si tanto h1(k?) como ha(k?) son positivos
para todo k. Esta condicién de estabilidad puede no cumplirse de cualquiera de las siguientes dos
maneras:

1. hi(k?) = 0 para algtin k., pero tanto hy(k?) como hy(k?) permanecen positivos para todo k.
2. ha(k?) = 0 para algin k., pero tanto hi(k?) como hz(k?) permanecen positivos para todo k.

En la inestabilidad de Tipo 1, la condicién hi(k?) > 0 para todo k # k. implica que
k? = 0. Por lo tanto, el pardmetro de bifurcacién, denotado como p, debe asegurar la condicién
Tr(J) = fu + gy = 0. Inicialmente, esta situacién indica que el punto de equilibrio no cumple con la
condicién de estabilidad. Sin embargo, es posible analizar este fenémeno mediante lo que se conoce
como bifurcacién de Turing-Hopf (Kuramoto, 1984), que establece una relacién entre el parametro
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Figura 2-1: Gréfica de la relacién de dispersién A como funcién del cuadrado del niimero de onda k2. En el
umbral de la inestabilidad (linea continua), Z—: = d., la parte real de la relaciéon de dispersién
tiene un corte con el eje de nimeros de onda. Modos inestables (linea discontinua), Z—: > d, la
relacion de dispersién corta en dos puntos al eje de nimeros de onda, lo que indica un cambio
de signo en una regién acotada en el dominio de nimeros de onda. Finalmente, en el caso que
produce modos estables (linea punteada), ‘;—;" < d., la curva de relaciones de dispersién no tiene

cortes, manteniéndose negativa para todo nimero de onda.

de bifurcacién de Tipo 1 y el de Tipo 2.

En este estudio, se enfocara en la inestabilidad de Tipo 2 en sistemas de reaccion-difusion, un
concepto introducido por Turing en 1952 [5]. Normalmente, el pardmetro de bifurcacién se define

como el cociente de los dos coeficientes de difusion, d = ‘Cil—“, y su valor, junto con el nimero de onda
v

critico k2, se determina a partir de las condiciones ho(k) = 0 y d};i(gk) = 0. Asi, cuando % =d., la

relacién de dispersiéon A(k?) se encuentra en el umbral de la inestabilidad con un valor de A critico,
denotado como A.. Al variar d., se obtienen los modos de Fourier inestables, como se muestra en la
Figura 2-1. La garantia de la inestabilidad de Turing o cambio de signo de A para ciertos valores
de k? se resume en las condiciones de Turing, que son [5]:

Tr(J) <0,

det(J) > 0,

& fu+ gu > 0,

(3 fu+90)* —45213] > 0.

(2-16)

Las dos primeras condiciones en (2-16) hacen referencia a la estabilidad del punto de equilibrio uy,
mientras que las dos tltimas condiciones hacen parte de la desestabilizacién del punto de equilibrio
por efecto de la difusién. A continuacién estudiamos estas dos condiciones en dos modelos muy

usados en la literatura para estudiar fenémenos quimicos o biolégicos en una, dos o tres dimensiones.
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2 Inestabilidad de Turing

2.2.1. Modelo de Schnakenberg

;} 2.0f]

1.0r

0.51

0.0r, . L | 7
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

\ 4

Figura 2-2: Regiones en el espacio de pardmetros a vs b del modelo de Schnakenberg donde ocurre inesta-
bilidad de Turing para diferentes valores de difusiéon d. Regién azul no ocurre inestabilidad de
Turing, region amarilla inestabilidad para valores d entre 1 y 50, regién naranja clara inesta-
bilidad para valores d entre 50 y 200 y regién naranja inestabilidad para valores d entre 200 y
500.

El sistema de reaccion-difusiéon de Schnakenberg ha sido una herramienta fundamental en
el estudio de patrones espaciales y dinamicas no lineales en sistemas bioldgicos y quimicos. Su
popularidad radica en su simplicidad y capacidad para modelar una amplia gama de fenémenos
complejos. Se considerard el sistema en su forma adimensional como sigue

d

(2-17a) ditL = Au+n(a—u+u),
d

(2-17b) = ddv+1 (b= ),

donde a y b son constantes positivas. El sistema tiene un tnico estado de equilibrio en (ug,v9) =
(a+b,b/(a+b)?) y las condiciones de inestabilidad de Turing (2-16) son

bt —(a+b)* <0,

a+b
(a+1b)? >0,

(2-18) ) )
o~ d(a + b)* >0,

(g;;g —d(a+ b)2) — 4d(a+b)? > 0.
Los valores criticos son

(a + b)(a + 3b) — 2/2b(a + b)°

(2-19) d, = L ,
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n(a+0) <(a +b)2 4+ V24/b(a + b)3)

2-20 k2 = )
(2-20) c T

2.2.2. Modelo de Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM)
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Figura 2-3: Regiones en el espacio parametros a vs b del modelo de BVAM donde ocurre inestabilidad
de Turing para diferentes valores del coeficiente de difusién d. En la regiéon azul no ocurre
inestabilidad de Turing, en la regién amarilla se produce inestabilidad para valores de d entre
1 y 50, y en region naranja se produce la inestabilidad para valores de d entre 50 y 200.
Finalmente, en la region naranja se produce la inestabilidad para valores de d entre 200 y 500.

El modelo de BVAM es un sistema de R-D de propésitos generales que se ha usado para
modelar una diversidad de patrones en sistemas biol6gicos, que tiene la siguiente forma [14]:

%@‘ = Au+ n(u+ av — cuv — uv?),

(2-21)
% = dAv + n(hu + bv + cuv + uv?),

donde a > 0, h < 0, b y ¢ son parametros de la cinética y 1 es un factor de escala. Este sistema
tiene tres puntos de equilibrio [14], pero para la finalidad de este capitulo consideraremos sélo el
punto de equilibrio (ug,vg) = (0,0), con el que las condiciones de Turing (2-16) para la generacién
de patrones son [14]:

ah <b< —1,
(2-22) 14db>0,
(14 db)? — 4d(b — ah) > 0.
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2 Inestabilidad de Turing

Para concluir este capitulo, es importante recalcar la importancia las Figuras 2-2 y 2-3,
que muestran las regiones de inestabilidad correspondientes a diferentes valores de difusion en el
espacio de parametros a versus b, de ambos modelos, respectivamente. Estas areas de inestabilidad
se determinan mediante la busqueda de condiciones que satisfacen los criterios de inestabilidad de
Turing, expresados explicitamente en (2-18) y (2-22) para los modelos de Schnakenberg y BVAM,
respectivamente.

En ambos casos, se observa que a medida que el coeficiente de difusion aumenta, la regién en
la que ocurre la inestabilidad de Turing se amplia. Este aumento en el coeficiente de difusién guarda
una relacién directa con el incremento en el nimero de onda, indicando una mayor variabilidad
entre los maximos y minimos de concentracion. Este fenémeno subraya la importancia de la difusién
en la generaciéon de patrones de inestabilidad de Turing, y destaca cémo ajustes en los pardametros
de difusién pueden influir significativamente en la complejidad de los patrones resultantes.

2.3. Difusién no homogénea

La difusion molecular es el movimiento térmico de particulas en liquidos o gases, causado por
la temperatura y tamano de las particulas. Este proceso aleatorio conduce al flujo de moléculas
desde areas con mas concentracién hacia areas con menos concentracién, resultando una mezcla
uniforme de material. Cuando las concentraciones se igualan, las moléculas continiian moviéndose
en un equilibrio dindmico, llevando eventualmente a una mezcla completa en ausencia de fuerzas
externas. Las leyes de Fick son fundamentales para comprender el proceso de difusion; la primera
Ley de Fick establece que el flujo de materia, representado por el vector j,, es proporcional al
gradiente de concentracién, y se puede expresar como:

ju = —@Vu,

donde ® es una funcién de proposicionalidad, en este caso es el coeficiente de difusion.

La segunda Ley de Fick se relaciona con la ley de conservacion de masa y describe cémo
cambia la concentracién local de una especie en el tiempo, debido a las moléculas que entran o
salen de un volumen finito por difusién. Esta ley se expresa como

gu =V -OdVu.
ot
En este caso el operador £(-) = V-DV(:) = dA(:) no es més que el operador de Laplace (A)
siempre y cuando © = d constante y se utiliza para describir como las variaciones espaciales en la
concentracién de una sustancia conducen a cambios en su distribucién temporal. Esta formulacién
matematica es esencial para entender cémo las sustancias se difunden y se distribuyen en sistemas
fisicos y bioldgicos.

La heterogeneidad en la difusién se refiere a las variaciones en el coeficiente de difusion © de
las concentraciones en diferentes posiciones. En este sentido, la funciéon ® varia espacialmente, es
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decir, ® = D(x). Si bien el operador £(-) = V - D(x)V(+) no se puede simplificar en un laplaciano
convencional, se puede relacionar con problemas de Sturm-Liouville [15] y, a partir de esta relacion,
las soluciones se obtienen mediante expansiones en funciones propias, un proceso que se explicara
detalladamente en el siguiente capitulo. En el contexto de patrones de Turing, es necesario que el
problema de Sturm-Liouville tenga una soluciéon conocida y este no es siempre el caso. Entre las
funciones ©(x) que se han estudiado en la literatura, destaca el trabajo [16], en donde se usa la
perturbacién espacial en el coeficiente de difusién D (z) = d + 62, controlada por el pardmetro d.

1 en regiones

En ese trabajo, logran eliminar la degeneracion del operador diferencial homogéneo
rectangulares, y adicionalmente explican las transiciones de manchas a franjas que se produce al
aumentar los valores de d. También cabe mencionar el trabajo [17], en donde se obtienen patrones
autosimilares, o semejantes a diferentes escalas, en un dominio circular, al estudiar un modelo con
super difusién generada por D(r) = r~*, donde r denota al radio de la regién circular y A es un

parametro que controla la superdifusion.

También en [18] se introduce una metodologia basada en expansiones de Galerkin, para gene-
ralizar el acoplamiento de modos de Turing, para asi poder abordar diversos tipos de heterogeneidad
espacial, es decir en presencia de operadores con coeficientes de difusién D (x) en términos genera-
les. Ademas, esta metodologia permite identificar lo que el autor denomina “multiples modos de
Turing inestables”, los cuales compiten por la dominancia en el sistema. Esto conduce a la forma-
cién de patrones que exhiben estructuras correspondientes a varios modos de Turing con diferentes
longitudes de onda, en contraposicién a la presencia de solo uno o unos pocos modos.

Un conjunto especifico de operadores diferenciales surge cuando la funcién ®(x) es periodi-
ca. En el caso particular de los materiales compuestos reforzados unidireccionalmente con fibras,
las fibras se organizan de manera periédica en una matriz (medio aglutinador) para formar una
estructura regular 2 = Qf UQ5 U, como se describe en [19]. Esta estructura se caracteriza por un
espaciado uniforme entre las fibras, del mismo orden de magnitud que el radio de cada fibra R.. En
este contexto, se considera un dominio compuesto por dos materiales, Q] y €25, que son disjuntos
(Q7 N Q5 = @) y conectados a lo largo de la frontera I'* = 095. Aqui, ©; representa la matriz o
conjunto conexo, mientras que {25 es la fibra o conjunto disconexo. Se define L como la longitud del
cuadrado 2 y [ como la longitud de la celda periddica €2;. Ademas, se considera que 0 < € = % <1
es un parametro adimensional, lo que permite introducir coordenadas locales y = %x en términos
de las coordenadas globales x.

En un material fibroso, como se describe anteriormente y se ilustra en la Figura 6-1, los
coeficientes de difusién se caracterizan mediante un tensor simétrico de segundo orden. Este tensor
varia dependiendo de si se encuentra dentro o fuera de la fibra, y se define de la siguiente manera:

1
9% sobre O3,

(2-23) Sx) =4 77

jl
’ @ﬁ) , sobre 5.

1Si bien en mateméticas el concepto de degeneracién se da en diversos contextos, en este trabajo nos
referiremos al problema de valores propios, y un operador es degenerado si un valor propio de ese operador
estd asociado con més de una funcién propia.
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Estas ideas sobre operadores periddicos se extenderan en el Capitulo 3, con un anélisis mas
detallado, utilizando un enfoque de homogenizacién en varias escalas.

Q T2

Q0| 00 Uy,
O® | OO0 —~J
S T i
00 00
oo oo

(a) (b)

Figura 2-4: a) Celda unitaria cuadrada que representa un material fibroso (Q = Q5 U Q5 UT?) organizado
periodicamente con periodo €. b) Celda periddica en coordenadas y.

Un fenémeno como el anterior se manifiesta en la difusién confinada, en el que los canales
iénicos cuentan con sitios activos en donde ocurren reacciones quimicas, similar a la catélisis hete-
rogénea en los poros irregulares de las zeolitas. Las condiciones de inestabilidad de Turing pueden
alterarse debido a la geometria del canal, como se ha explorado en investigaciones recientes [12]. Es-
te fenémeno se analiza cominmente utilizando el operador Fick-Jacobs-Zwanzig, que se aplica
para estudiar la difusién de particulas puntuales dentro de un canal estrecho con limites definidos
por funciones diferenciables yi(z) y y2(x), donde su longitud es considerablemente mayor que su
ancho, determinado por w(x) = y2(x) — y1(x):

£0) = Leszl) = 5 [Dahul@ g (5 )]

(2-24)
w(x)

El coeficiente © también se puede considerar como un tensor de orden alto, cuando la difusion

dependa de las direcciones espaciales, lo que se conoce como difusiéon anisotropica. Este fenémeno

es comun en arreglos celulares con estructura de fibras, donde el coeficiente de difusiéon ® es mayor

en la direccion de las fibras que en la direccién transversal. Esta anisotropia puede representarse

mediante el siguiente operador tensorial:

(2-25) £() =V -D(x)V() = V(o'g + (o —or e rh)V(),

donde g;; denota al tensor métrico que se reduce a la matriz identidad en un sistema de coordenadas
ortogonales. Ademés, el campo vectorial 7, junto con los coeficientes de difusién o y o, representa
las tasas de difusién a lo largo y transversal al campo vectorial, respectivamente. A modo de ejem-
plo, en un estudio realizado en [9], se mostré que en dos especies de peces Genicanthus, durante
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su conversion sexual, comparten propiedades morfolégicas casi idénticas, excepto por la direccién
de sus franjas. En ambas especies, aparecen manchas de forma transitoria en posiciones aleatorias,
las cuales luego se combinan y reorganizan para formar franjas direccionales. Este estudio concluyd
que la anisotropia en la difusion es eficaz para especificar la direccion de las franjas formadas por
el modelo de reaccién-difusiéon (R-D).

Cabe destacar que en la mayoria de los estudios se desprecia el grosor de la superficie. Por
ejemplo, la difusién de proteinas en las bicapas lipidicas puede considerarse como una difusién en
una superficie curva bidimensional. Se ha demostrado que el efecto del espesor y la curvatura puede
desempenar un papel importante en la generacién de patrones espaciales [20, 10, 11]. Dependiendo
de la geometria del sustrato donde se difunde la especie (plano o esfera), se ha observado una
modificaciéon en el rango del nimero de onda. Estas caracteristicas geométricas de la difusién
superficial estan codificadas en el operador Laplace-Beltrami, definido, para una superficie
regular X (¢,¢), en R3, como

B 1 [0 (h2 0 0 (hy 0
(2-26) 20 = 8000 =7 | (2560) + 3¢ (e3¢0
donde hy = |X¢| y ha = |X¢| estan determinados por el tensor métrico.

Se ha reconocido la importancia de la difusién no homogénea en sistemas bioldgicos, espe-
cialmente en el problema de la filotaxia, que se refiere a la formaciéon de 6rganos laterales en las
plantas. En este contexto, se sabe que la difusién de la fito-hormona auxina, que es esencial para
la formacion de los érganos de las plantas, no es homogénea y ademés, su difusién se ve influen-
ciada por las propiedades elasticas del domo apical. Como resultado, se ha propuesto un modelo
mecano-quimico para describir la formacion de los érganos laterales en las plantas, en el cual la
matriz de difusién del sistema de reaccién-difusion depende de un tensor de esfuerzos [13]. En este
tipo de modelos la ley de conservacién en forma integral en una seccién (X, t) queda formulada
de la siguiente manera

(2-27) gt /Q . C(D(s,))dV = /Q . [~V -j+ F(C)]ds,

donde aplicamos la ley de Fick j = —D®VC. Suponiendo que conocemos el campo vectorial de
deformacién 7 de (X, t), podemos utilizar el teorema de transporte de Reynolds y el teorema de la
divergencia, para deducir el modelo de reaccién-difusién en dominios con crecimiento, como sigue

[21]:
ac
(2-28) /Q ) [&dv LV (CT)] v = /Q [PV RVC O

Con esto, el operador diferencia toma la forma,

(2-29) £(-)=DV-DV()—71-V()=V-7().
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PT(X, 1)

Figura 2-5: Deformacién de un elemento de volumen por efectos del campo 7

En el contexto de dominios unidimensionales curvos deformables, asumidos en la Figura 2-
5, el dominio Q(s,t) se transforma en I'(r,t), que define una curva para cada instante t y esta
parametrizada por r. Al simplificar asi el problema, se introduce una formulacién mas adecuada,
descrita en [20], que conduce a la siguiente expresién compacta:

(2-30) 20 = oz (530 + T4 0)) - 240

(or)? o, Or

esta formulacion se deriva de la longitud de arco o(r,t) = [ /(T})? + (I'2)2 4 (I'3)2ds y el campo
vectorial 7(X,t) de deformacién queda determinado por T'y.

En los parrafos anteriores, se introdujeron diversos operadores diferenciales, algunos de los
cuales se emplearan en los proximos capitulos para analizar cémo la no homogeneidad y la aniso-
tropia contribuyen a la formacién de patrones de Turing.



3 Modelo de reaccion-difusion con
operador de Sturm-Liouville

Entre los modelos matematicos para representar fenémenos con estructuras auto-organizadas
se encuentran los sistemas de reaccién difusién que, a pesar de las simplificaciones que contienen,
constituyen un buen modelo para una gran variedad de fenémenos. Desde la propuesta de Tu-
ring, en 1952, han habido muchos avances en la generalizacién del modelo original para incluir
situaciones mas realistas. En este trabajo es de interés la generalizacién a dominios que contienen
inhomogeneidades de origen espacial, y una de las maneras de modelar esta situacién es considerar
coeficientes de difusiéon que dependan de las coordenadas espaciales. Entonces, en este capitulo
se presenta la teoria de la generacién de patrones, por medio de ecuaciones de reaccién-difusion,
en donde los coeficientes de difusion dependen de las coordenadas espaciales. Para ello, se hara
uso de la Teorfa de Sturm-Liouville para deducir las condiciones de inestabilidad de Turing y las
ecuaciones de amplitud de Stuart-Landau, extendiendo los resultados al caso de operadores a dos
dimensiones. El andlisis no lineal que se propone permite predecir las amplitudes de los patrones,
para pequenas perturbaciones en los pardmetros del sistema, asi como caracterizar las regiones de
los pardmetros por el tipo de patrén que se genera (manchas o franjas en el caso 2D).

Como una generalizaciéon a los sistemas reacciéon difusion se usara la forma presentada en
[15], en términos de operadores de Sturm-Liouville, y se extiende esa forma a varias dimensiones.
Suponiendo que (x,t) € Qx[0,00) C R" xR, un modelo de reaccién difusién en la forma divergente
de Sturm-Liouville se puede plantear de la siguiente forma

Ao — DY - D(x)Vu + qu(x)F(wip),  enQx [0,00),
(3-1) + condiciones de frontera adecuadas para u, en 9 x [0, 00),
u(x,0) = rnd(x) + uy, en €,

En esta formulacién, como se especificé previamente, rnd(x) representa valores aleatorios en el
intervalo (—e,€), donde € es pequenio. uy denota un estado critico (F(ug) = 0), y w(x) es una
funcién de peso, con la propiedad w(x) > 0 en Q. En general, el vector de morfégenos u puede tener
m > 0 componentes, pero en este trabajo nos limitaremos a considerar Unicamente dos de ellas,
denotadas como u = (u,v)?. Similarmente, para el campo vectorial no lineal F, que representa
la cinética quimica, se utilizara la notacion F(u;p) = (f(u;p), g(u;p))?. Aqui, p representa un
conjunto de pardmetros de bifurcacién de la cinética quimica, 1 es un parametro positivo de escala,
y D es una matriz de 2 X 2 que se fijard como una matriz diagonal D = diag[d, 1]. Es importante
destacar que D (x) corresponde a un tensor simétrico y definido positivo.
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3 Modelo de reaccién-difusion con operador de Sturm-Liouville

3.1. Problema de Sturm-Liouville

La relevancia de los problemas de Sturm-Liouville reside en su capacidad para generar una
base de funciones propias vinculadas a un conjunto de valores propios, los cuales constituyen un
espacio de funciones definido. Esta caracteristica permite representar el sistema de ecuaciones (3-1)
mediante estas funciones y valores propios, aprovechando ademas las propiedades de ortogonalidad
que poseen. En el contexto de la teoria de patrones de Turing, estos problemas emergen al investigar
la relacién de dispersion del problema lineal asociado a los sistemas de reaccién-difusién, como se
explorard en la proxima seccién.

En particular, en una dimension, en el intervalo €2 = (a,b), un problema de Sturm-Liouville

se describe como un problema de valores propios con la siguiente estructura:

2.9(2) Zq(x) = — w(z)q(x), en ©,

(3_2) xXr X
+ condiciones de frontera adecuadas para ¢, en Of).

Cuando los limites del dominio, marcados como a y b, estan definidos de manera finita, y las
funciones D (x), ®'(z) y w(z) muestran continuidad en el intervalo [a,b], junto con D(x) y w(x)
siendo positivas en dicho intervalo, se clasifica el problema como Sturm-Liouville regular. En caso
de que alguna de estas condiciones no se cumpla, se denomina como un problema Sturm-Liouville
no regular. Dentro de esta categoria, destacan dos tipos particulares: los problemas Sturm-Liouville
periddicos, que se caracterizan por tener condiciones de contorno periddicas, y los problemas Sturm-
Liouville singulares, donde la funcién ®(z) e incluso w(z) pueden anularse en uno o en ambos
extremos del intervalo.

Suponiendo que el problema es regular, es decir D(z) > 0y w(z) > 0, Vz € Q = [a,], se
tienen las siguientes condiciones de Robin

x1¢(a) + x2¢'(a) = 0, .
(3_3) Xi€R7Z:17"'74’ |X1’+|X2’>0’ |X3’+|X4’>Oa

x34¢(b) + xaq'(b) =0,
o, en el caso singular, es decir D(a) = 0 o ©(b) = 0, se consideran condiciones de Neumann en el
limite
(3-4) lim D(x)¢ (z) = 0.
z—at b~

Bajo estas condiciones de frontera el Teorema de Sturm-Liouville [22, Theorem 2.14] no solo
garantiza la existencia de un conjunto numerable de valores propios reales {l,}5°, sino también
la de un base ortogonal completa con funcién de peso w(x) de funciones propias {W,,}5°, para el
espacio qu(z)(a, b).

En general, y para R”, se garantiza la existencia de valores y funciones propias asociadas a
un operador eliptico en su forma divergente cuando se cumplen ciertas condiciones, como w(x) = 1
y condiciones de Dirichlet ¢ = 0 en la frontera 92 de un dominio 2 C R™. Este resultado esta
respaldado por el siguiente Teorema [23, Theorem 1, p. 335]:
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Teorema 1 Suponga que cada componente del tensor ©(x) de (3-2), satisface
= Diferenciable. D;; € C®(1Q).
» Simétrica: D;; = D ;.

» Definida positiva: ;& > #€;E&;, para todos los & = (§1,82,...,EN) € RN, donde s > 0 es
una constante positiva,

entonces
1. Cada valor propio l es real.
2. St cada valor propio se repite, seqin su multiplicidad finita, se tiene ¥ = {l}32,, donde

O0<lhh >2l>l3>---,

I = oo cuando k — oo

3. Finalmente, existe una base ortonormal {Wy}32, de L*(Y), donde Wy € H}(Q) (H{ es el
espacio de Hilbert de funciones diferenciables y de traza cero) es una funcion propia corres-

pondiente a .

V- (x) VWi = —1;; Wy en (Q,

(3-5)
Wi =20 sobre 01,
para k=1,2,3,....

Las funciones ortogonormales con respecto al peso w(x) tienen una propiedad crucial que
permite representar cualquier funcién cuadrado integrable en el espacio de Hilbert asociado a w.
En términos precisos, una funcién f(x) es cuadrado integrable con respecto al peso w(x) si satisface:

/ |f (%) [Pw(x) dx < 0.
Q

En este contexto, una coleccién de funciones {W,,(x)} se denomina ortogonal con respecto al
peso w(x) si cumple con la condicién de ortogonalidad:

(3-6) / Wi (x)Wh(x)w(x)dx =0 para n #m.
Q
Ademas, si estas funciones estdn normalizadas, es decir,

/ W (x)W,(x)w(x)dx =1,
Q

entonces se dice que son ortonormales con respecto al peso w(x).
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La capacidad de representar funciones cuadrado integrables se basa en la expansién en térmi-
nos de estas funciones ortonormales. Cualquier funcién f(x) cuadrado integrable con respecto a
w(x) puede ser expresada como una serie infinita de estas funciones ortonormales:

f(x) = Z en Wi (%),
n=0

donde los coeficientes ¢, estan dados por

b
cn:/ f(x) Wy (x)w(x) dx.

Esta representacion es poderosa porque convierte el problema de estudiar f(x) en el problema
de estudiar los coeficientes ¢, y las funciones base W, (x). La propiedad de ortogonalidad asegura
que estos coeficientes se pueden calcular de manera independiente, simplificando significativamente
el andlisis y manipulacién de las funciones en el espacio de Hilbert ponderado.

3.2. Condiciones de Turing

Siguiendo el procedimiento estdndar en 2 = [a, b]", si uy es un punto de equilibrio asint6ti-
camente estable del sistema homogéneo F(ug;p) = 0, se considera una perturbacién de la forma

(3_7) u(X7 t) =g+ MV(X, t)?

donde 0 < p < 1. Sustituyendo (3-7) en (3-1), y agrupando a primer orden en potencias de p, se
obtiene la ecuaciéon que gobierna a la perturbacién v:

% =DV - D(x)Vv + nw(x)Jv, en Q x [0,00),
(3-8) + condiciones de frontera adecuadas para v, en 9 x [0,00),
v(x,0) = rnd(x), en {2,

donde, J es la matriz jacobiana asociada a F evaluada en el punto de equilibrio ug, de aqui en
adelante se dara por hecho que estas dependen del conjunto de pardmetros p. Tomando en cuenta
el problema espectral planteado en (3-2), con condiciones de frontera adecuadas que aseguran la
existencia de valores propios I, y funciones propias W,, en el contexto de la teoria de Sturm-
Liouville, es plausible considerar la solucién como una combinacion lineal de las funciones propias
W, esto es

(3-9) v=> cu(t)Wa(x),

n=0
donde c(t) € R?. Sustituyendo (3-9) en (3-8), se obtiene

[e’¢) an [e’¢)
(3-10) — W, = > [Dc,V - DVW, + nc,wW,],
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en donde, en adelante, se entiende que ® = D(x), w = w(x), W,, = W, (x) y ¢ = c(t), pero se
omiten las variable independientes para simplificar las expresiones. Ahora, usando (3-2) en (3-10)
se obtiene

9] an [e%S)
-11 e n — -D nbn n n nj -
(3-11) W, nzo[ CulpwW,, + nJc,wi,]

n=0
Al multiplicar la ecuacién (3-11) por Wy, integrando en el dominio 2, y aplicando la propiedad
de ortogonalidad (3-6), se llega a:

dck .

T

Tomando c(t) = (c1, c2)TeM, la condicién para que el sistema algebraico (3-12) tenga solu-

cién distinta de la trivial es que se cumpla
(3-13) det(\I + ;D —nJ) =0,

lo que produce

(3-14) A+ (le(1+d) = (fu + g0)A + h(ly) = 0,
donde
(3-15) B(lk) = di = n(fu + dgo)li + 12 det(J).

La ecuacién (3-14) establece una relacién entre los valores propios temporales A y los espacia-
les lj,, que se conoce como relaciéon de dispersion, cuyo analisis de esta relacion proporciona valiosa
informacién acerca de la estabilidad del sistema en presencia de perturbaciones espaciales.

El siguiente paso en el andlisis de Turing es, una vez impuesto que ug sea un punto de equili-
brio asintéticamente estable, en ausencia de difusién, ahora debe ser inestable ante perturbaciones
espaciales. Dado que las variables espaciales aparecen al introducir la difusién, este tipo de inesta-
bilidad también se conoce como inestabilidad impulsada por la difusion. En otras palabras, a fin de
desestabilizar la solucién estacionaria y homogénea que proviene del punto de equilibrio asintéti-
camente estable se requiere que Re(A(l;)) > 0 para algin [, que a su vez requiere que h(l) sea
negativo para algtin valor [;, distinto de cero. Esto es inmediato de la solucién de (3-14), a saber

(316) AU = S+ )l + 00) £ VIO D)~ (T a0 — 4HG)

Es de notar que si l1 2 son raices de h, es decir h(l; 2) = 0, la relacién de dispersién A(l12)" = 0,
lo que indica que la raices de h son las raices de AT, por tanto, es suficiente analizar las variaciones
de signo en la funcién A(ly). De la ecuacién (3-15), es evidente que h(lj) representa una parabola
que abre hacia arriba, lo que implica la existencia de un minimo o vértice de la parabola en
las coordenadas (I, , hmin = h(lk,,)). Realizando el célculo de la abscisa del vértice o, como lo
llamaremos en adelante, valor propio critico l,,, se obtiene:

(fu + dgv)

(3-17) lk,, =1 2d
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En la teoria de Sturm-Liouville los valores propios [, deben ser positivos, en este sentido, esto
se garantiza en (3-17) con la condicién

(3-18) fu+ dgy > 0.

Entonces, la bifurcacion tiene lugar cuando se satisface la condicién Ay, = 0. Sustituyendo
(3-17) en la ecuacién de h(ly), se obtiene Ay = n%(det(J) — (fu +dgy)?/(4d)), con lo que podemos
asegurar que h(l;) < 0, para algunos valores i, con la condicién

(3-19) (fu + dgy)? — 4ddet(J) > 0.

Por otro lado, el valor de bifuracién hy,;, = 0 estd determinado por la igualdad det(J) =
(fu + dg,)?/(4d), despejando de esta expresién d se obtiene el valor umbral para el coeficiente de
difusién critica, que es

_2(2fvgu - fugv) + \/(2(2fvgu - fugv))2 - 4f3912;
297 '

(3—20) de =
El valor propio critico I, estd dado por,
(3-21) le = Iy, = n(det(J)/de) 2,

y el rango de inestabilidad I; <1 < I es obtenido de los ceros de la funcién h(l) = 0, que son

(3-22) 2 = 3 ((futdgo) ¥ /(fu +dg,)? —4ddet(D))

En resumen, se han deducido las condiciones necesarias para la generaciéon de patrones es-
paciales en un sistema de reaccién-difusién con dos especies (3-1), que contiene un operador de
Sturm-Liouville (3-2). Es importante observar que las dos primeras condiciones hacen referencia a
la estabilidad asintética del punto de equilibrio (basadas en los criterios de traza Tr(-) y determi-
nante det()), mientras que las otras dos condiciones se refieren a su desestabilizacién debido a la
difusién. Estas condiciones son las siguientes:

Tr(J) < 0,

det(J) > 0,

Ju+dgy >0,

(fu + dgy)? — 4d det(J) > 0.

(3-23)

Tal como se detall6 en el capitulo previo, las funciones que describen la cinética del modelo
satisfacen las relaciones f,, > 0y g, < 0. De este modo, la primera y tercera condiciones de (3-23)
implican que el coeficiente de difusién debe cumplir d < 1.

Las soluciones derivadas del anélisis lineal descrito en esta seccion conducen a la identificacion
de una funcién propia critica inestable, denotada como W, , la cual experimenta un crecimiento
exponencial en el tiempo. Sin embargo, es importante destacar que este incremento sera eventual-
mente contrarrestado por los términos no lineales inherentes del sistema original. Como resultado
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de esta interaccién, emerge un estado de equilibrio que presenta heterogeneidad espacial.

El conocimiento encapsulado en la funcién propia critica W, —esté estrechamente vincula-
do con la forma del patrén. Méas especificamente, las raices de estas funciones propias criticas
{z; | Wi,_(z5) = 0} determinan las longitudes de onda del patrén z;1 — z;, las cuales pueden
variar en relacion con las coordenadas espaciales. Este fenémeno es una consecuencia directa de las
caracteristicas del tensor de difusién D (x).

A pesar de haber abordado la problemaética de la forma del patrén en las proximidades de
los valores criticos, atin falta por determinar la amplitud de la funcién propia critica W;, . La solu-
cién a este interrogante se logra a través de un enfoque que aborda las no linealidades de manera
més sutil. En las referencias [3, 24, 25], se establece una metodologia para estimar el valor de las
amplitudes c(f) en el sistema (3-1), pero con D(x) = 1 y w(x) = 1. Esta aproximacién consiste
en aplicar un analisis débilmente no lineal, para obtener las ecuaciones de las amplitudes, llamadas
ecuaciones de Stuart-Landau.

El procedimiento del andlisis débilmente no lineal aplicado en [3, 24, 25], es estdndar y utiliza
el método de las multiples escalas, que se basa en desarrollos en términos de las funciones propias
del operador laplaciano, es decir, c(t)e®* + ¢(t)e~*. En nuestro problema (3-1), el operador
involucrado no es el laplaciano, por lo que proponemos una generalizacién del anélisis débilmente
no lineal, a operadores de Sturm-Liouville, proponiendo que el desarrollo puede hacerse usando
algunas funciones propias que provengan del problema de Sturm-Liouville (3-2). Esto se presenta
en la siguiente seccion.

3.3. Analisis no lineal

Para comenzar se supone una solucién de la forma

donde 0 < p < 1. También se introduce una escala temporal:

(3-25) T = o,
donde
(3-26) W = pwy + pwy + - .

La expansién de Taylor de la cinética F(u;p), en las dos variables u = (u,v), alrededor de
ug es:

(3-27) F(u;p) = Fo+nJu+ Q(u,u) + C(u,u,u) +---,
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en donde Fy = 0, y los términos J, Q vy C, son el término lineal, cuadratico y ctbico, respectiva-
mente, de la expansion, que estan dados por:

(3-28) Q(u, uy) n [ fouuruz + fruive + frv1us + f,0102
- 1, U2 = 3 )
2\ ghawaus + ghyurva + gh,vrus + gh,vive
* 3 * 2 * 2 * .3
n [ fosu® +3fr, u v+ 3fF suv + friv
9 -
(3-29) Clu) = ! aE

923713 + 39221]”21/ + 3921)2 uv? + 9;37-7

donde u = (u,v), u; = (u1,v1), ug = (ug,v2), y * denota evaluacién de las funciones en el punto
de equilibrio ug.

Al perturbar uno de los pardmetros p, cerca de los valores criticos, la relacién de dispersién
se puede expandir en serie de Taylor alrededor de esos valores criticos, como

Ape+ Ap) = Ape) + 5=| Ap+...,

(3-30) _ oA

Pc

Teniendo en cuenta que la relacion de dispersién se anula cuando se evalia en los parametros
criticos y en el valor propio critico l., es decir, A(l;;p.) = 0, como se ilustra en la Figura 3-1. Es
deseable que el desplazamiento de A, causado por la perturbacién de los pardmetros criticos, sea
vertical para mantener el maximo de la relacién de dispersion en el valor propio I.. De esta manera,
la forma del patréon se conserva y solo varfa en amplitud. Esta condicién se puede resumir como:

Ol

(3-31) e

=0

Pc

En otras palabras, la perturbacién no cambia el valor del valor propio critico y, por tanto, el
cambio en la solucién depende tnicamente de la amplitud c(t).

Y

Figura 3-1: Desplazamiento horizontal de orden p? de la relacién de dispersién critica por efectos de per-
turbacién de algin pardmetro critico.

Sustituyendo (3-24), (3-25) y (3-27) en (3-1), se obtiene

(3-32) wg; = DV -D(x)Va + nJa+ Q(a,a) + C(a) + - - - .
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Si adicionalmente el parametro p es perturbado alrededor de su valor critico

P=pc+P=pet (ppr+p’p2+---),
entonces (3-32) expandido en serie de Taylor alrededor de p., produce

96
Uf)a—; = (DV-D(x)V)0 + I+ Q°(1, 4) + C°(a, 4, @) + - - +

(3-33) A(DV - D(x)V)eh + nISa + Q5(a, @) + - --),

donde el subindice p se refiere a la derivada con respecto a p y el superindice c¢ significa la evaluacién
en pe.

Proponer una solucién de la forma (3-24), es la base del método de perturbacién usado en
este trabajo, y produce la siguiente jerarquia de ecuaciones diferenciales lineales

(3-34) O(p) : Lu; =0,
ou
(3-35) O(1?) : Luy = Q(ur,w) —prLus —wi
O(p®): Luz = Q(uy,uy) + C(uy) —p2Lyus — prLyus+

c 8UQ 6111
(3-36) p1Q°(ug,uy) — Wi~ W g
donde
(3-37) L= (—nJ — DV -D(x)V).

La existencia de una solucién en L12v(x) (€2) de los problemas (3-34), (3-35) y (3-36), se garantiza
con la alternativa de Fredholm [23, Theorem 4, p. 303]:

Teorema 2 (Alternativa de Fredholm) Si £ es un operador lineal en un espacio de Hilbert,
entonces Lq = F tiene una solucion si y solo si (F | q) = 0 para todo q que satisface el problema
adjunto homogéneo LT q = 0.

Aqui (| ) es el producto interno en L?(£2):

(3-38) (f 1 g) = /Q F(x)g(x)dx.

Para el andlisis de la ecuacién de reaccion difusion planteada en su forma divergencia en
(3-1), necesitaremos méas adelante un producto interno pesado por una funcién w(x), positiva en
el dominio de integracién:

Definicién 1 El producto interno pesado (fy | £2),,), con peso w(x), entre fi = (f1,91) y f2 =
(fa,92) donde f; € L2, . (Q) y g € L?I}(m)(ﬂ) i=1,2, estd definido por

w(x)

(3-39) (f1 [ £2) ) = ((f1,91) - (25 92))p0) = /Q(flf? + g192)w(x)dx.
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Para el caso de problemas con valores en la frontera, se puede encontrar una variacién de la
Alternativa de Fredholm como se describe en [23, Remark, p. 297] aplicando integracién por partes,
es decir (Lp | ¢) = S(p,q) + <p | L'Tq>, donde t es el adjunto y S(p, q) involucra las condiciones de
limite en p y ¢, con lo que se obtiene

Teorema 3 La solucion del problema de valor limite Lp = F, con las condiciones de contorno
Bp = g, existe si y solo si

(3-40) (F'|q)— S q) =0.

para todo q que satisfaga LTq =0 y Bfqg =0, donde 1 denota el adjunto.

3.3.1. Solucién al problema O(p)

El problema (3-34) se satisface en los valores criticos, cuando A(l.) = 0, por lo que la solucién
u; debe estar en términos de las funciones propias asociadas al valor propio critico .. En este
sentido, la degeneracién del operador diferencial £ toma un papel muy relevante en la forma del
patrén que se desea explorar. Supondremos que la soluciéon u; es una combinacion lineal de m
funciones propias propias asociadas a I.:

m

(3-41) w =V an(OWi,(x), in€S={ir,iz, ... im},

n=1

donde S corresponde al conjunto de posiciones de las funciones propias en la base contable generada
por la resolucién del problema de Sturm-Liouville. Sustituyendo (3-41) en (3-34), se obtiene

(3-42) (—nJ +1.D)V =0,

que tiene solucién:

1 -1 gy + dc lc
V(=1 go +de 10)2 + 1292 N Gu

(3-43) V=

3.3.2. Solucién al problema O(u?)

La alternativa de Fredholm, Teroema 2, para (3-35) produce

8111

Q(ui, w) + p1Lyw — w1> =0,

(3-44) <u* o7

donde u* es un elemento del espacio nulo del operador adjunto, es decir Liu* =0, y Ly es (3-37)

derivado con respecto a p y evaluado en p.. El operador adjunto £ es definido como

<F|£G>:<£TF\G>.
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De la Definicién 1, se obtiene:

(F|LG), =((f1. fo)- Llg1,g2)!) .
(A1 f2) - (=03 = DV - DY) (g1.92)") .
((=(f1. f2)03 = (1, f2)DV - DV) - (g1,2)") .
(= =09 29 1)1) (o))
(=t =09 -29) (512") - (or00))
o bien:
(3-45) Liu=—nJlu— DV -DVu.

Se puede comprobar que la relacién de dispersién A del operador adjunto £' es igual a la
relacion de dispersién del operador £, por lo que el espacio nulo se puede generar con las funciones
propias del valor propio critico I,

(3-46) ut = VW,

Continuando con (3-44), el calculo de una forma explicita de Q(uy,u;) se puede lograr ha-
ciendo uso del siguiente Teorema [26]:

Teorema 4 Teorema multinomial: Sea q1,qo, - . ., qm variables y n un numero entero no negativo.
Entonces, la expansion del binomio (q¢1 + g2 + - -+ + qm)" se puede expresar como:

m n | m
(3-47) (Z Qi> - ¥ klkzn. . [
i=1 M g

2ty ki=n
Asi, al sustituir (3-41) en (3-28) y aplicar el Teorema 4, se obtiene

ki kg -k,

2 m
(45) Quiw) — vV S 2 [Tk
ity ki=2 s=1

Ahora, expresamos el producto de funciones propias como expansion de Fourier de las mismas
funciones propias, es decir

m mo

K GRRE R
(3—49) H Wi: = Z Ps v Wsa
s=1 s=0
donde los superindices (zlfl,zgz, ...,i"m) indican el producto de funciones propias al que pertenece

el coeficiente de Fourier, adicionalmente, en caso de ks = 0 simplemente no se agrega este indice a la

notacién. Por ejemplo, el producto W;, W;, se podria escribir como W;, ng Wiy - W&, sin embargo
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los indices de funciones propias con exponente cero no se agregan, y los coeficientes de Fourier en

este caso serian ,03“’23). Con respecto a la cantidad ms, ésta depende de la base de funciones propias

y puede llegar a ser infinito. En particular

mo o
(3-50) wh =3,
s=0

De esta manera (3-48) se transforma en

m2
(3-51) Q (1, w) = QVW, V) S eV (a) W,
n=0
donde a = (ay,a2,...,ap), y
(3-52) )= Y 2 ﬁ ks p(i’s”)
n . k._le.kQII.kmszls n .
i=1Ri=

Haciendo p;1 =0y w1 = 0 en (3-44), la alternativa de Fredholm se simplifica como
(3-53) (V*1Q (V1. V) ¢ (a) Ny = 0,
donde Ny, = (Wj, | Wy),,- Representando Q(V4, V) en la base {V*, (V*)1} produce

Q(Vi, W) - (V¥)*
[(V*)H2

QWy, W) -V
V=2

(3-54) Q(Vi, Vi) = (V)* + v
De esta manera, para garantizar la alternativa de Fredholm, aproximamos Q(Vi,V;) por
medio de los términos W,ic, proyectados sobre (V*)J—. Tomando todo esto en cuenta, las soluciones

uy toman la forma

ma2
(3-55) w =Y M (@VEW,.
n=0

. 2
Las soluciones Vk( ) son

(3-56) VP = (I +4.D)PQVD, VW) sik ¢ S,

3.3.3. Solucién para el problema O(u?)

Nuevamente se aplica la alternativa de Fredholm en la ecuacién (3-35), resultando

0
(3-57) <11* Q(uy,uz) + C(uy) +p2£§u1 - wzauTl> =0.

Usando (3-28), (3-29), (3-55) y (3-41) en los términos cuadréticos y cubicos (3-57), se obtiene:

m

(3-58) Qi) = > QV, V) ascld (@)Ww;, W,
n=0

s=1
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Nuevamente aplicamos (3-49) en (3-58), lo que produce:

ms3 mso m ]
(3-59) Quiu) = 3.3 Q. V)Y aweV (@)l w;.
7=0n=0 s=1

El término cibico C(uy,uj,u;) de (3-57) se puede expresar usando el Teorema 4 de la
siguiente manera

3! e
(3-60) Cw) = ov) 3 = [ami
m k=3 ™ s=1

ms3
(3-61) Cm) = (V)Y P @w;,
j=0
donde
m st
(3:62) YW= Y e, e

S ki=3

Finalmente, las ecuaciones de Stuart-Landau se obtienen sustituyendo (3-41), (3-59), (3-61)
n (3-57), resultando

v

(3-63) + <V*

c(v® > a) + Z <V*

p2 (—n3 +1.D)C V<1>> ar, — <V*

) St

V<1>> % = 0.

3.4. Casos Particulares

En esta seccion, se presentaran casos especificos, para resaltar la utilidad de la aproximacién
de amplitudes mediante la solucién de las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63). Estos casos se
categorizaran en funcién de la cantidad de funciones propias que comparten el mismo valor propio.
Por ejemplo, al abordar la aproximaciéon de amplitudes en problemas unidimensionales, se empleara
una unica funcién propia para aproximar u;. En situaciones donde se emplean dos funciones propias
para aproximar uj, se incluyen aplicaciones como la clasificacién de regiones de parametros en
patrones de manchas con estructuras cuadrangulares y franjas en dominios cuadrados, ambas en
dos dimensiones. Para la clasificacién de patrones hexagonales, se requerird la consideracion de tres

funciones propias.
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3.4.1. Una funcidn propia

Suponiendo que con [, solo estd asociada una funcién propia, de (3-41), (3-52) y (3-62), se
obtiene que los términos de la ecuacién de Stuart-Landau son

(3-64) w = ValW,
(3-65) ) = a?p),
(3-66) P = a®p®),

con lo que la ecuacién de Stuart-Landau (3-63) se simplifica a

da 4
(3-67) o7 = oa + fa,
donde
ma
3 * i in
(3-68) o= (V'] v o+ 3 (VF|QV V) ) oo,
n=0
(3-69) 0= <V* 2 (—1J + lCD);V(1>> :
(3-70) <V* V<1>> ~ 1

La ecuacién (3-67) tiene tres puntos criticos a =0y a = +4/ %9. Se busca que las soluciones

se alejen de la solucién homogénea a = 0, lo que se logra si § > 0. Mientras que a = £/ %9 es
estable si a < 0.

3.4.2. Dos funciones propias

Suponiendo que con [, estdn asociadas dos funciones propias, en este caso, los téminos Stuart-
Landau son

(3-71) u; = V(a1 Wi, + aaWi,),
(3-72) oD = a2pi0) 1 201050072 + aZpl?
(3-73) @ = a3p{V 1 3a2a3p + 3a1a2p ) + a3 p?

las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63) se transforman en

d

(3-74) % = agl)a? + 59)a%a2 + BEQ)ala% + agz)ag’ + fay,
d

(3-75) @ agl)a‘rf + ﬁél)a%ag + ﬁ§2)a1a% + ozg)ag’ + fas,

dT
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donde
(3—76) CV](:) _ <V* C(V(l))>p,(ﬁ) + 22 <V* Q(V, Vé2))>pnzl)p§§1,n)7
n=0
(3—77) 041(3) = <V* C(V(l))> pl(jg) + iz: <V* Q(V, VTE2))> Pni%)p,(f’n)7
n=0
(3-78) 5}({1) _ <V* C(V(l))> 3P1(ﬁ’i2) n i <V* Q(v, Vn(g))> (2p(m2) n p(zﬁ) 1(;1 n)’
n=0
m2
(3-79) B2 — (v~ c(v) 3p(z'1,z'§)+ vilq (v,v® 2pg1,i2)+pg%) plizm)
= par ™ + 3 (v (Vi) ( ) i

(3-80) 0= <v* p2 (—1J + ch);V(1)> .

Los resultados expuestos en este capitulo representan una generalizacion significativa y no-
vedosa de la metodologia propuesta estandar que se ha usado hasta ahora [24, 3, 25|. La aplicacién
de esta metodologia en el contexto especifico de la presente investigacién, nos ha permitido avanzar

en la comprension de la dindmica de los sistemas de reaccién-difusion. En el proximo capitulo, va-
k

mos a profundizar en la importancia de los coeficientes de Fourier psz11 ’122""’“'{”). Estos coeficientes
desempenian un papel fundamental para establecer la influencia no lineal de las funciones propias
criticas del sistema. Al modificar el tamafio del dominio, se espera observar como estos coeficien-
tes responden y afectan la dindmica del sistema. Este enfoque permitird comprender més a fondo
cémo las propiedades no lineales de las funciones propias criticas, capturadas por estos coeficientes,

inciden en la formacién y estabilidad de patrones en sistemas de reaccién-difusién.
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4.1. Operador de Legendre

En el Capitulo 3, se dedujeron las condiciones de inestabilidad de Turing para sistemas con
difusién no homogénea. Las condiciones (3-23) revelan que no hay una discrepancia directa con
el caso homogéneo (2-16), mas alld de la redefinicién del nimero de onda mediante las funciones
propias del operador de Sturm-Liouville. La contribucién de la no homogeneidad es més clara en
las deducciones de las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63) donde los coeficientes de esteksis;cema de

1 ;k2 -km)

ecuaciones diferenciales ordinarias quedan dependiendo de los coeficientes de Fourier pg Lotz e

de los productos de las funciones propias criticas.

En esta seccién, se lleva a cabo una comparacién entre un sistema homogéneo y otro con di-
fusién no homogénea D (z) = (1 —x?). A pesar de que las condiciones de inestabilidad se satisfacen
con el mismo conjunto de parametros, las soluciones divergen y provocan cambios significativos en

los patrones como se mostrard més adelante.

Para la variacion espacial de la tasa de difusién, ©(z,y), se propone la siguiente expresion
de tensor anisotropico:

(4-1) D(z,y) =

Con esto, el problema espectral (3-2), en el dominio espacial = (—1,1)x(—1, 1), se convierte

en
0 0P 0 0P

(4-2a) o ((1 —z?) 8;) - oy ((1 — %) ay1> = —pdy,
) L 0B\ AN

Mediante el método de separacién de variables, se puede demostrar que las funciones propias
de este problema son

donde m = 1,2, y los valores propios son

(4-4) p=rkij=i(i+1)+j(+1).
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Figura 4-1: Una interpretacién grafica de la difusién producida por (4-1); para cada (x,y), se representa en
una escala de colores la diferencia en los coeficientes de difusién, (1 —x2) — (1 —y?). Los valores
positivos (colores claros) indican que las concentraciones se mueven més rapido a lo largo del
eje x, mientras que los valores negativos (colores oscuros) indican que las concentraciones se
mueven mas rapido a lo largo del eje y.

La eleccion de (4-1) se hace por simplicidad matemaética, ya que cualquier otra eleccién podria
llevar a un problema espectral que no se pueda resolver, como es el caso con una eleccion mas sim-
ple, como Dy; = Dy = (1 — 22)(1 — »?). Sin embargo, la forma (4-1) es interesante por si misma
porque, por un lado, produce una difusién altamente anisotrépica, como se describe en la Fig. 4-1,
en donde se interpreta la variacién espacial de la difusién (4-1); para cada (x,y), se representa, en
una escala de colores, la diferencia en los coeficientes de difusién (1 —22) — (1 —y?). Por lo tanto, los
valores positivos (colores claros) indican que las concentraciones se mueven més rapido a lo largo
del eje x, mientras que los valores negativos (colores oscuros) indican que las concentraciones se
mueven mas rapido a lo largo del eje y. Asi, una concentracién inicial ubicada cerca de la parte
central del borde derecho (o izquierdo), se mueve mas répido a lo largo del eje y que a lo largo del
eje z. En contraste, una concentracion inicial ubicada cerca de la parte central del borde superior
(o inferior), se mueve mas rapido a lo largo del eje x. Sin embargo, con (4-1), el operador en (4-2) es
degenerado en el cuadrado 2 = (—1,1) x (=1, 1). Por ejemplo, el nimero de onda k;o = ko; en (4-4)
tiene asociadas las funciones propias ®;o, ®g; y la combinacion lineal de ambas. Esto es necesario pa-
ra generar patrones compuestos de franjas y con manchas cerca de los valores en parametros criticos.

Dado que el analisis lineal presentado en la Seccién 3.2 es independiente de la dimensién
espacial, los valores criticos d. y I, estdn dados por (3-20) y (3-21), respectivamente. Algunos
patrones bidimensionales obtenidos numéricamente se mostraran y explicardn en la Seccién 4.1.3.
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4.1.1. Analisis no lineal para la difusién espacialmente variable: el
caso de las funciones propias de Legendre
En esta parte, se seguird el procedimiento general descrito en la Seccién 3.3, que se repetira

nuevamente para que el material sea autocontenido. Para iniciar, se considera el sistema de reaccion-
difusiéon escrito de la siguiente manera:

(4-5) ((;;l =DV - (D(x)Vu) +nF(u;p), en,

donde F(u;p) = n(f

(u;p), g(u; p))T, p es un pardmetro del sistema y 7 es un factor de escala. El
dominio es 2 = (—1,1

) x (—1,1), y se consideran condiciones de contorno de Neumann (cero flujo):
(4-6) n-(D(x)Vu) =0, en .

Ahora X se perturba alrededor de su valor de bifurcacién \., como A = A + u?, y cerca del
punto de bifurcacién se asume que la solucién de la ecuacion es

(4—7) u:u0—|—ﬁ:u0+(Mu1+u2u2+ugu3+...).

Se considera 0 < p < 1 y se introduce una escala de tiempo lenta:

(4-8) T = it
donde
(4-9) W = pwy + pPwe 4o

Una expansion en series de Taylor de F en (4-5), alrededor del punto de equilibrio ug, produce
(4-10) F(u) =nJu+ Q(a,u) + C(a,a,a) + - -,

donde nJ, Q y C son, respectivamente, los términos lineales, cuadraticos y ctbicos.
Sustituyendo (4-7) y (4-8) en (4-5), se obtiene

(4-11) wf);_Dv D(x)Vit + pJi + Q(a, &) + C(i, &, @) + - -

Si ademds el parametro p del modelo se perturba alrededor de su valor en un conjunto critico:

P =Pe+D=pet (o1 + (o +---),
entonces la expansién de (4-11) en una serie de Taylor alrededor de p. produce
. oa

Yor

= (DV-®(x)V)“a+ I + Q°(w1,0) + C*(a, &, 01) + - - +
(4-12) P ((DV-DEV)ga+nIga+ Qo a) + - ),

donde los subindices indican derivadas respecto a p y los superindices indican la evaluacién en p..
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Al proponer una solucién de la forma (4-7), este método de perturbacién produce una jerar-
quia de ecuaciones diferenciales lineales:

(4-13) O(p): Lu; =0,
ou
(4-14) O(?): Luz = Q(uy, uy) +pinIiu; — ‘“TTI’
O®) : Lug = Q(ur,u) + C(ur,ur, uy) + pandius + p1nJius+
ou ou
(4-15) p1Q°(uy,uy) — wlaiTQ - wzaiTl,

donde £ = (—nJ — DV - D(x)V). Cada una de estas ecuaciones se resuelven a continuacion.

Ecuaciones de O(p)

En presencia de una inestabilidad de Turing py, = ki.0 = koj. (ver Ecuacién 4-4), y la solucién
del problema lineal se puede escribir como la suma de N modos espaciales. Consideramos el caso
especial cuando hay dos modos espaciales presentes (N = 2):

(4-16) u; = VWa(T) P, (z) + VWDa(T) Py (y),

donde P es el polinomio de Legendre de grado k, y k; ;. satisface las condiciones de inestabilidad
impulsada por la difusion.
De (4-13) tenemos:

(4-17) (—nJ + ki, D) VY =0,

y lo mismo para VIV, La ecuacién anterior se resuelve y su solucién se normaliza para obtener

1 - +d ki,
(4-18) v = m—
V(=1 go+d ki) + 0’ 7 Gu
Dado que i, = j., entonces v = v,
En lo que sigue, para simplificar la notacién, asumimos que P, = P; (z), P, = P;.(y),

a=a(T)ya=a(T).
Ecuaciones de O(u?)
Para resolver (4-14), se aplica la alternativa de Fredholm (Teorema 2):

0
(4-19) <11* Q(uy,u) +pindyu; —w u1> =0,

Yor

donde u* esta en el nicleo del adjunto. Dado que la solucién del problema adjunto tiene la misma
forma que la solucién del caso lineal, proponemos

(4-20) u* =V*aP,



40

4 Resultados: Sturm-Liouville

(6]
(4-21) u* = V*ap;,.

La forma explicita de @Q(uy,u;) se puede obtener a partir de (3-28), usando (4-16). Al hacer
esto, obtenemos:

(4-22) Q(ur,up) = Q(VW, via2p2 +2Q(VH, VWaaP; P, + Q(VW, V)2 P2,

Un paso clave es expandir las potencias y productos de P;, usando las mismas funciones base,
para lo que usamos un resultado conocido [27]:

2q
(4-23) P} =Y &Py
n=0

donde &, es el n-ésimo coeficiente de Fourier de la funciéon. Primero se considera u*, dado por
(4-20), luego se reemplaza (4-23) en (4-22), y el resultado en (4-19), junto con (4-16), se aplica las
propiedades de ortogonalidad de las funciones propias de los polinomios de Legendre, obteniendo
* (1) 3 % | e 2 da
(424) & (VT IQVE, VD))t pun (V[ IV a2 —wi (V7| Vi)ar = 0.
En el caso de los polinomios de Legendre impares, se tiene que &, = 0. Por lo tanto, es suficiente
garantizar que el parametro de perturbacién y la escala de tiempo se anulen para asegurar patrones
no nulos estables, es decir, p; = 0 y w; = 0. De esta manera, se asegura la alternativa de Fredholm.
Una vez que se cumple la alternativa de Fredholm, para la solucién del sistema de segundo

orden se supone la siguiente forma:

i,
(4-25) w =" (V2P + VPa2P,) + VijaaPicPe,

s=0

donde V;; = Vy;(z,vy).
Sustituyendo (4-25) y (4-16) en (4-14), y recopilando términos, se obtienen los siguientes

coeficientes:

(4-26) V® = (=93 + kD)™ (V“> W),
(4-27) V) = (=03 + kos D)1 £ Q(VID, V1),
(4-28) Vi =2(-nJ + kD)~ Q(V( >,\7<1>).

Ecuaciones de O(p?)

Nuevamente se aplica la alternativa de Fredholm, de la siguiente manera:

(4-29) <u*

ou
Q(uy,uz) + C(uy, ug,uy) + pendyu; — w28T1> = 0.
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Usando (3-28) y (3-29), (4-25) y (4-16), los términos cuadraticos y cibicos de (4-29) resultan

Ser
2ic
Quiu) = Y (QVY.VP)P, P+ QVY, VP)aa?P, Pt
s=0
Q(VW, V®)aa2P, P, + Q(V), Vg 3chﬁs) n
(4-30) Q(VW,Vija*aP. P, + Q(VY, Vy;)aa® P, P,
y
C(uj,uj,u;) = C(VWO,ve2p? 1 3c(v), vIVa2apP? P, +
(4-31) 3C(VW, viyaa? P, P2 + c(VWD, Va3 p3.

Nuevamente, el producto de las funciones propias se puede representar como una expansién de las
mismas funciones propias [27]:

q+ic 3ic

(432 RP.= 3 (0P, PI=3 P
n n

donde el superindice ¢ en la primera expresién indica que el coeficiente de Fourier depende de la
g-ésima funcién propia.
Asi, sustituyendo (4-32) y (4-23) en (4-30) y (4-31), se obtine

2ic S+ic
Quiw) = Y3 (QVY, Ve P, + QVY, V®)aa?P, P, +
s=0 n=0
Q(VW, vaa®P;, P, + Q(VW, V) ((Ia* P, +
(4-33) QVY, Vij)ga*aP. P, + Q(V“%V@-j)ssaa?PicPs) :
y
3ic
Clurum) = Y (CVO, VO)xa* P, +3C(V, V)g,a%aP, Py, +
n=0
(4-34) 3c(VvW vie, aa?p, P, + C(VWY V(l))xnd315n).

Ahora, (4-33), (4-34) y u* dado por (4-20) se sustituyen en (4-29), y teniendo en cuenta que
C-(q) = 0 para q < 1., se obtiene

(2

2ic

> Qv (2))C(S > a*dio + <V*

s=ic+1

(v’

Q(V(l) : \7(()2))> a2a26,0+

Q(VW, Vij)£0> a*a*d; + <V
(V[ 30V, VD) ) a?asio + <V‘ pondg V) 250~

da
- v vD J—
(4 35) < >ad (510 0,

| (v, VD), ) atdio+
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donde &0 = [,,(P;Po)*dzdy.
La ecuacion 4-35 se puede reescribir como

1 d‘a‘ 2’Lc
(vl v * 2y 1) vy, 4
V| V) T <V 2 Qv VINGT eV v >xzc>a+
(V'] VI, Vi) + @V, V) 430V, V)G aa+
(4-36) <V*‘ pgnJgV(1)> a?

Finalmente, al repetir el mismo procedimiento, pero para el segundo vector nulo (4-21), se
obtienen las ecuaciones de amplitud de Stuart-Landau:

d|a\2 4 2112 2
(4-37a) AT = ala|® + Blal*|a|” + 0]a|7,
dlal? _4 21-12 _12
(4-37Db) 0T = alal® + Blal*|a|” + 0]al|",
donde
1
- * (1)
E=s <V v >
2%
1 . < s
(4-38) E<V > VIV +ev, V“))xic>,
s=1.+1
1 _
(4-39) B == (V'] V™ vie + Qv Vi) + 30V v)g ).
1
_ _ = * ey (1)
(4-40) o= <V pon ISV >

4.1.2. Estabilidad de las ecuaciones de Stuart-Landau

El sistema (4-37) tiene 4 puntos de equilibrio:

(4-41) 1) af® =0, ja* =0

0
(4-42) 2) la*=0, jaf* = Ca

0
(4-43) 3) lal*= = jal* =0
0 0

4-44 4 ? = al* = —
(4-44) ) lal e al ot B

Nos interesan las regiones de los parametros donde los puntos de equilibrio son estables, de
modo que los patrénes de Turing sean estacionarios. Usando las matrices Jacobianas correspon-
dientes, se pueden establecer las condiciones para la estabilidad lineal de cada punto de equilibrio
para obtener los resultados resumidos en la Tabla 4-1.
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Tabla 4-1: Estados estacionarios y condiciones para la estabilidad lineal de las funciones de amplitud.

Estado estacionario | Condiciones para la estabilidad lineal | patrén espacial
lal* =1al*=0 6<0 Ninguno
la|* =0, |a]* = =2 0>0y2>1 Franjas
la|* = =2, ]a]* =0 0>0y2>1 Franjas
la|? = |d|2:—ﬁ 0>0ya<—|f<0 Manchas

4.1.3. Simulaciones Numéricas

Todas las simulaciones numéricas en este estudio se realizaron con el software basado en
el método de elementos finitos COMSOL Multiphysics® [28], utilizando elementos cuadraticos de
Lagrange. Se utilizé6 un paso de tiempo de dt = 0.001, y las condiciones iniciales se generaron
aleatoriamente de forma uniforme alrededor del estado estacionario, con un rango de 0.1. Para
problemas unidimensionales, se consideré una malla altamente refinada con 100 nodos espaciales
equiespaciados, y para problemas bidimensionales, la malla refinada contenia 24,912 elementos de
dominio y 400 elementos de frontera. Se probaron tanto la discretizacion espacial como la temporal
comenzando con valores méas grandes y verificando que decrementos adicionales no modificaran la
forma final de la solucién.

Modelo de Schnakenberg

Este modelo se present6 en la Seccién 2.2.1 (ecuaciones 2-17).

Problema en 1D

En este caso el problema espectral (3-2,4-2), es el problema de Sturm-Liouville:

d d®
c:hs(g(x)(im> = —p®, enQ=(-1,1)
d
(4-45) @(:B)Z—:E = 0, en z€{-1,1}.

Se considera primero el caso de difusién homogénea D(x) = 1. En este caso, se tiene &) =
cos(kz) y pr, = k* = (nm)?. El sistema (2-17) tiene un tnico estado de equilibrio en (ug,vg) =
(a+b,b/(a+b)?), y los valores criticos son

(4-46) g - (a+b)(a+3b) - 2,/2b(a + b)?
¢ (a + b)4 )

Ahora, para difusién de Legendre, D (z) = 1 — 22, las eigenfunciones del problema de Sturm-
Liouville (4-45) @) = Pr(z) son los Polinomios de Legendre de grado k& € N, con valores propios



44

4 Resultados: Sturm-Liouville
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Figura 4-2: Comparacién de los patrénes obtenidos a T' = 1000 unidades de tiempo con difusién de Legendre
(linea continua negra) con los obtenidos con difusién homogénea (puntos verdes). Ademds, se
muestra la aproximacién de segundo orden del andlisis no lineal, ug = a(t)W;_(x) (puntos
azules) . Para los valores n = 1.11571 (a), n = 12.2729 (b) y n = 35.3310 (c).

pr = k(k +1). En este caso, d. también es (4-46), y

(a +b)*

(4-47) Felke +1) = 2b(a + b)3 —?Za +b)2

Resolvemos numéricamente (2-17) con a = 0.289 y b = 1.49, y con (4-46) calculamos d. obte-
niendo d. = 0.02735. Para la difusiéon de Legendre, k es un niimero entero; elegimos k. = 3,11,19 y
usando (4-47) calculamos el valor correspondiente del pardmetro de escala 7. Esto da como resul-
tado n = 1.11571, n = 12.2729 y n = 35.3311. Se observa que para la difusién homogénea, k. estd
dada por (2-20), para lo cual tenemos k. = 3.4641, k. = 11.4891 y k. = 19.4936, respectivamente.
En la Figura 4-2, se comparan los patrénes obtenidos a 1" = 1000 segundos con difusién de Legen-
dre con aquellos obtenidos con difusiéon homogénea para los valores dados anteriormente.

Se observa que para los dos primeros valores de 7, no se forma ningin patrén con difusién
homogénea, sin embargo, para difusién de Legendre, se producen patrénes con los modos espaciales
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esperados. Para n = 35.3310, ambos patrénes se forman con el modo espacial esperado y también
se observan los cambios en la longitud de onda en el caso de la difusién de Legendre.

Problema en 2D

En el caso bidimensional, para el modelo de Schnakenberg se considera el sistema:

(4-48a) i dV-9(x)(Vu)+n(a—u+ u2v) ,
(4-48b) % = V- -(@x)Vv)+1(b—u™),

en el dominio espacial @ = (—1,1) x (—=1,1), y
(4-49) D(x)Vu-n=0, y Dx)Vv-n=0,

en los bordes del cuadrado 2.

En este caso nos centraremos en el andlisis no lineal, para obtener regiones del espacio de
parametros que producen manchas y franjas, y comparar los resultados obtenidos en el caso de
difusién homogénea (D(x,y) = 1), con el caso de la difusién de Legendre propuesta en (4-1).

Se consideran el sistema (4-48) con condiciones de contorno de flujo nulo (4-49). Los resul-
tados del analisis no lineal, resumidos en la Tabla 4-1, se pueden usar para dividir el espacio de
parametros (a,b) en dominios correspondientes a diferentes patrénes espaciales. A efectos de com-
paracién, se considera la difusién homogénea, D(z,y) = 1, y la difusién de Legendre, donde D(x)
estd dada por (4-1).

Los resultados se muestran en la Figura 4-3, donde se indican las regiones donde los patrones
espaciales son franjas, manchas, cuando el andlisis no lineal no puede predecir un patrén particu-
lar y cuando las condiciones para una inestabilidad de Turing no se cumplen, mediante regiones
coloreadas. El color rojo representa franjas, el color naranja representa manchas, el color amarillo
representa patrénes que no pueden predecirse mediante el anélisis no lineal y los colores azul claro y
oscuro representan la region donde no se cumplen las condiciones para la estabilidad e inestabilidad
de Turing, respectivamente. La Figura 4-3a corresponde al caso de difusion homogénea, donde se
eligié un modo espacial k. = 4, es decir, n = 4. La Figura 4-3b corresponde al caso de difusion de
Legendre con modos espaciales k. = 3, que corresponde a k3g = kg3 = 12 en (4-4). El procedimiento
para generar los graficos es el siguiente. Para cada uno de los dos casos, con el valor establecido
de k¢, para un punto mapeado dado (a,b), se calcula un valor adecuado de 1 usando (2-20) y d. se
calcula usando (4-46). Con estos valores, se evaluaron los parametros «, 8y 6, y se utilizaron las
condiciones enumeradas en la segunda columna de la Tabla 4-1 para determinar el tipo de patrén
que se generd. Las regiones en rojo son para patréones que no pueden predecirse mediante el presente
andlisis no lineal, lo que significa que para (a,b) en estas regiones no se satisface ninguna de las
cuatro condiciones para la estabilidad lineal de las ecuaciones de Stuart-Landau, en la segunda



46

4 Resultados: Sturm-Liouville

(b)

Figura 4-3: Espacio de pardmetros (a, b) del modelo de Schnakenberg con difusién homogénea (a) y difusién
de Legendre (b). El color rojo representa franjas, el color naranja representa manchas, el color
amarillo representa patrénes que no pueden predecirse mediante el andlisis no lineal, y los colores
azul claro y oscuro representan la region donde no se cumplen las condiciones de estabilidad e
inestabilidad de Turing, respectivamente.

columna de la Tabla 4-1. Sin embargo, debido a que para estos valores de (a,b) se cumplen las
condiciones para la inestabilidad de Turing, se forma un patrén. Este patron se observa tipicamente
con una distribucién irregular de manchas.

Se observa que la region de patrénes que no pueden preverse mediante el andlisis lineal se
reduce en el caso de la difusion de Legendre en comparacién con la difusion homogénea. Por otro
lado, la regién donde no se cumplen las condiciones de estabilidad de Turing se amplia.

Para verirficar las predicciones del analisis no lineal, mostradas en la Figura 4-3, se usa
COMSOLMultiphysics® para resolver numéricamente (4-48), escogiendo adecuadamente el par de
parametros (a, b), dependiendo de la zona de interés. Nos enfocaremos en el caso de la difusién no
homogénea, de Legendre, ya que para la difusién homogénea, la Figura 4-3a ya se obtuvo para el
sistema de Schnakenberg en [3] (Figura 8b en ese trabajo) y las gréficas coinciden.

Dado que el andlisis no lineal se realiza para valores criticos, una vez seleccionado un par
(a,b), se elige d para satisfacer (4-46) y 7 se obtiene de (2-20) o (4-47) para satisfacer un valor dado
de k.. Para generar un crecimiento inicial del patrén espacial, los parametros a y b se perturbaron
con da = 0.001 y b = 0.01.

Se seleccionaron tres conjuntos de pardmetros (a,b) en diferentes regiones de la Figura 4-3b,
que se presentan en la Tabla 4-2. Se consideraron dos casos, k. = 3 (como en la Figura 4-3b) y
k. = 14. Los patrénes resultantes se muestran en la Figura 4-4. Observamos que las predicciones
del anélisis no lineal fueron validadas numéricamente. Ademds, la variacién espacial en la tasa de
difusion, de acuerdo con la Figura 4-1, se observa claramente en las figuras de la derecha.

Es de interés el efecto del parametro de escala n, porque en el caso de la difusién homogénea,
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Figura 4-4: patrénes bidimensionales obtenidos numéricamente para tres conjuntos de pardmetros (a,b)
y dos valores de k.. Los graficos izquierdos corresponden a k. = 3 y los graficos derechos
corresponden a k. = 14. Las tres filas corresponden a diferentes valores de (a,b): (a) (0.1,1.0)
en la regién de franjas, (b) (0.3,1.0) en la regién de manchas y (c¢) (0.375,1.0) en la regién
donde nuestro analisis lineal no puede predecir el tipo de patrén; en todos los casos se representa

la concentracién u del modelo Schnakenberg. Los valores de los parametros se presentan en la
Tabla 4-2.

para predecir el tipo de patrén, es posible reescalar el dominio a nimeros de onda critico bajos
[24, 3]. Esta caracteristica de la difusién homogénea se puede ver reflejada en las ecuaciones de
amplitud (4-37), con respecto al pardmetro 7, ya que los coeficientes de Fourier pg, p;f') y pgf) son
constantes al usar la base de Fourier. En la Figura 4-3 se muestra el efecto del difusién de Legendre
y el aumento de el pardmetro n en las regiones de patrénes.

Modelo BVAM

A continuacién, se presentan con mayor detalle los resultados obtenidos para el modelo BVAM
(2-21). El pardmetro ¢ en el modelo BVAM juega un papel crucial en las dindmicas observadas.
Inicialmente, se destaca que los valores criticos 7. y d. permanecen constantes en relacién con c.
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(a,b) Regién d. k. n

3 | 3.4552

(0.1,1.0) | Franjas 0.1003
14 | 60.466
3 | 1.7066

(0.3,1.0) | Manchas 0.0342
14 | 29.866
3 | 1.3078

(0.375,1.0) | No predicho | 0.0224
14 | 22.866

Tabla 4-2: Los pardmetros del modelo del sistema de Schnakenberg (4-48) utilizados en la Figura 4-4. Se
eligieron (a,b) en diferentes regiones de la Figura 4-3b. Para cada (a,b), se calculd d. usando
(4-46). Se utilizaron dos valores de k.: k. = 3 y k. = 14. Los valores correspondientes de 7 se
obtuvieron mediante (4-47).

(a) (b)

|
|
b 2.0 Bla . }

3
10
3.0
330 0.5 o 0873 7 s 20 25
C Ic

Figura 4-5: a) Regién de patrénes para el modelo BVAM con difusién de Legendre y ntimero de onda 3. b)
condicién S/« de Tabla 4-1 al aumentar el nimero de onda con (a = 3.0, b= —2.0,¢=0.0y
h = —1.0). Cédigos de colores: amarillo: franjas; naranja: manchas; rojo: el método no decide;
morado: no es Turing inestable; negro: el punto de equilibrio no es estable.

Sin embargo, su relevancia se amplifica al realizar el analisis no lineal.

En la Figura 4-5a, se muestran las regiones de patrénes del modelo BVAM al variar el pardme-
tro ¢ para un niimero de onda especifico, en este caso, k = 3. Esta representacion grafica permite

apreciar las transiciones de patrones a medida que se modifica el valor de c. Para complementar
B
a
un conjunto especifico de pardmetros (a = 3.0, b = 2.0, ¢ = 0.0, h = —1.0). Cabe recordar, segin

este andlisis, en la Figura 4-5b, se presenta la funcién = (i.) en funcién del nimero de onda i, para
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B
03
la Figura 4-5b, se observa claramente una transicién de franjas a manchas al aumentar el namero

la Tabla 4-1, que si 0 < g < 1 se generan manchas, mientras que si £ > 1, se generan franjas. En

de onda.



5 Operadores periddicos; metodologia de
homogeneizacion

La problemaética de transformar un material heterogéneo en uno homogéneo ha sido objeto
de estudio durante muchas décadas. Los primeros indicios de esta investigacién se remontan al
siglo XIX con las contribuciones de Maxwell y Rayleigh, y posteriormente, ingenieros desarrolla-
ron técnicas de expansién asintética para abordar este problema [29]. Los estudios analizados se
centran en la homogeneizacién de sistemas de transporte de masa y reaccién-difusion en medios
con estructuras periddicas o microestructuras heterogéneas. Para ello, emplean técnicas sofistica-
das como la convergencia de dos escalas y métodos de entropia, que les permiten deducir modelos
macroscopicos a partir de descripciones microscépicas detalladas [29, 30].

Estos estudios se enfocan especialmente en sistemas de difusion cruzada con coeficientes varia-
bles y en sistemas parabdlicos no lineales, enfrentando desafios inherentes a estructuras degeneradas
y acoplamientos no lineales [29]. Ademds, aplican estos enfoques a ecuaciones parabdlicas semili-
neales con condiciones de interfaz Robin, que son pertinentes en contextos como flujos en canales
porosos fisurados y medios con estructuras periddicas [31]. Es muy importante mencionar que la
estructura periddica en materiales compuestos desempena un papel fundamental, ya que mejora
significativamente las propiedades mecanicas, térmicas y eléctricas del material. Esta caracteristica
confiere ventajas notables en diversas aplicaciones tecnolégicas [29, 31, 32].

El propdsito sera buscar condiciones para la existencia de patrénes de Turing para una familia
de sistemas de reaccién-difusién no lineales, con coeficientes de difusién no homogéneos periédi-
cos y rapidamente oscilantes, a partir del andlisis de un sistema “equivalente” con coeficientes de
difusién homogéneos. La familia de problemas originales depende de un pequeno parametro rela-
cionado con la microestructura peridédica. El problema equivalente homogeneizado es el problema
limite cuando el parametro pequefio tiende a cero. Los métodos matematicos que permiten este
paso se denominan métodos de homogeneizacién, y los coeficientes del problema limite son los
coeficientes efectivos. La mencionada equivalencia significa que la solucién del problema original
converge a la solucién del problema homogeneizado, en un espacio funcional apropiado. Existen
diferentes métodos matematicos de homogeneizacién, de entre los que podemos mencionar el méto-
do formal de expansiones asintdticas conocido como método de homogeneizacion asintética (AHM)
[33, 34, 35], el método de convergencia de dos escalas (TSCM) [36, 37], y el método de desdobla-
miento periédico (PUM) [38].

Durante los ultimos anos, estos métodos se han aplicado con éxito a diferentes situaciones
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fisicas modeladas por sistemas de reaccién-difusién no lineales (ver, por ejemplo,[30], [31], [39], [29],
[32] [40] y las referencias citadas en estos trabajos).

Se adopté un enfoque basado en la consideracién de un medio heterodisperso bimodal de
caracter real, el cual exhibe una estructura periédica. En este escenario, coexisten inclusiones ca-
racterizadas por dos geometrias y tamanos distintos, los cuales muestran patrénes repetitivos en
su distribucién espacial. Ademas, establecemos la premisa de que los periodos correspondientes a
cada modo de inclusién guardan una relacién proporcional entre si. En este sentido, se introduce
una caracteristica distintiva que consiste en la incorporacién de disparidades geométricas en los
coeficientes de difusién tanto del activador como del inhibidor (Figura 5-1). Estas disparidades se
refieren a diferencias en las propiedades de periodicidad, geometria de regiones periédicas y ampli-
tudes de las funciones peridédicas. Este tipo de materiales se puede observar en fenémenos como la
actividad eléctrica en tejidos musculares donde se divide el material en intra y extracelular, cada
uno de ellos con caracteristicas de conductividad distintas. En particular, en la actividad eléctrica
cardiaca, el modelo bidominio (un sistema de reaccién difusién) integra estas caracteristicas en sus
ecuaciones.

‘ @ e o o ‘ @
@O &0
‘ .’ o o o ‘ .’
@O ©©O

(b) Difusién no continua. Regiones donde el coefiente de
(a) Difusién diferenciable periédica. difusién cambia.

Figura 5-1: Coeficientes de difusién, azul; difusién del activador y amarillo; difusién del inhibidor

5.1. EIl problema

Consideremos un dominio o medio Q =]0, L[NC RY con una estratificacién periédica, es
decir, un dominio en el que los subdominios (inhomogeneidades), con diferentes propiedades de
transporte, estan dispuestos de manera periddica. Supongamos que este arreglo periddico se des-
cribe con dos celdas de tamafnio €1 y €9, que son pequenias en el sentido de que si L es el tamano
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caracteristico del dominio €2, entonces 0 < €3 < €7 < L. Sin pérdida de generalidad, en todo es-
te estudio consideraremos L = 1, es decir, 2 =|0, 1[N , v € = (1, &2) son pardmetros adimensionales.

La presencia de dos escalas estd relacionada con la identificacién de dos celdas periddicas, Y
y Z, que representan una fraccion de €, esto es

Y :]0,61[N, A :]O,SQ[N.

. . 3 . g g

Se considera un vector de dos sustancias quimicas u*? = u(x,t;e,p) = (uj?,uy?), y una
cinética de reaccién F = F (u®?; p) = (f1 (u?;p), fo (u®P;p)), donde p es un parametro del sistema
que sera considerado como el parametro de bifurcacién. Un sistema general de reaccion-difusion de

dos componentes es

duw? — DV - D%(x)Vus? +n F (uP; p), en Q x [0,00),
(5-1) + condiciones de frontera y flujo adecuadas para u, en 99 x [0, 00),
u(x,0) = rnd(x) + g, en (.

donde 7 es un pardmetro de escala, D = diag[d;,ds] es la matriz diagonal que contiene los co-
eficientes de difusién escalares de uj y ug, respectivamente, y D°(x) = diag[D'*!(x), D?2(x)] es
una funcién dependiente del espacio y e-periddica que describe la variacién espacial de la tasa de
difusién de u®?; en N dimensiones, cada D*¢(x) puede ser a su vez una matriz de N x N.

Se identifican tres escalas espaciales en el andlisis: las coordenadas globales o lentas represen-
tadas por x, la escala de las pequenas inhomogeneidades mediante coordenadas locales o rapidas
denotadas por y = éx yZ= éx. La matriz D*¢(x) de tamafio N x N se define como D*(x,y, z),
donde k € {1,2} y i,j € {1,...,N}.

Las propiedades de ® son las siguientes:

s Periodicidad: Es e;-periddica o ex-periddica.
» Simetria: OF = D%,
17 7t

» Definida positiva: @%&Q > 3€;¢;, para todo (£1,&s,...&x) € RV, donde » > 0 es una
constante positiva.

Una de las propiedades que no se incluyeron en la lista anterior es la diferenciabilidad y
continuidad de ®(x,y,z). En este contexto, resulta relevante examinar detalladamente diversos
casos para comprender mejor las posibles variaciones y comportamientos de ® en funcién de estas
propiedades. Entre los casos a considerar se encuentran:

1. © es infinitamente diferenciable ’ij € C™(Q): en este caso, la matriz © es suave y posee
derivadas continuas en todo su dominio. La diferenciabilidad continua implica que pequenas
variaciones en las entradas de ® resultan en variaciones suaves en sus elementos y, por ende,
en su comportamiento.
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2. ® es una funcién continua a trozos: Esto implica la necesidad de establecer condiciones
de flujo y continuidad de concentraciéon en el limite entre las regiones donde se produce
un cambio abrupto en el coeficiente de difusién (interfaz). Para abordar esto, suponga que
existen tres tipos de regiones, como se observa en la Figura
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Figura 5-2: Estructura heterogénea periédica con dos interfaces I'y y I'z.

Teniendo en cuenta los resultados [41] donde se proporciona una explicacién detallada de
los fenémenos multiescala en el ambito de la conductividad térmica, aqui, se realizard una
analogia en el contexto de la difusién. En el estudio de la difusién con una configuracion
periédica de inclusiones en una matriz, con lo que se considerara un proceso de agregacion.
Las inclusiones a una escala €2 se agrupan en agregados distribuidos periédicamente a una
escala mayor €1, dando lugar a medios periédicos de dos escalas. La estructura méas grande
estd formada por inclusiones més pequenias Y (€1, y a su vez, estas estdn compuestas por
inclusiones mucho més pequetias Z(€2).

Para distinguir un medio que estd completamente agregado, completamente disperso o en
una fase intermedia, se define un parametro de agregacion o. Este parametro representa la
naturaleza del medio en términos de su dispersion o agregacién y es crucial para entender el
comportamiento del sistema. Para el modelo descrito, se establece

e e
O'—¢ 1 5

donde ¢ es la fraccion de volumen de las inclusiones en el medio, ¢, es la fracciéon de volumen

(5-2)

de los agregados y ¢ es la fraccién de volumen de las inclusiones que no estan agrupadas en
un agregado (¢ = ¢+ ¢nc). De esta manera, cuando o = 0, se tiene un medio completamen-
te disperso con una sola escala formada por inclusiones a escala 9 en la matriz, y cuando
o = 1, se tiene un medio completamente agregado con una sola escala formada por agregados
a escala 1 en la matriz.

El término de difusién ® se presenta como el tensor efectivo global en la macroescala. A

diferencia de D¢, este tensor es constante, simétrico y definido positivo. Para su definicién,
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Figura 5-3: Representacién de agregacién para diferentes valores de o.

se observa que D¢ oscila rapidamente, y se expresa de la siguiente manera:

D(y,z) =

DM size ZM ye Y™ enla matriz,
90, gsize Z0, y e Y™ en una inclusién aislada,
90 siyeY®, enlos agregados.

a) Condiciones de contacto perfecto: Se garantiza continuidad en el flujo como en las

concentraciones, esto es:

[[ui]]rs =0, sobre I'y,
H’D“Vui . n”r =0, sobre I',
u® = uy, sobre 0f2,

La interfaz entre las fases constituyentes se denota por I's = I'y U 'y Figura 5-2, y

n es el vector unitario localmente normal a I'y, apuntando hacia afuera de una fase

hacia la otra. La notacién [[¢]]r, indica el salto de ¢ a través de la superficie I's. Asi, la

continuidad del flujo de concentraciones a través de I'y se impone mediante la Ecuacion

(5-4Db). El contacto perfecto entre las fases implica la continuidad de la concentracién a

lo largo de I's.

Condiciones de contacto imperfecto: En este caso se garantiza continuidad del

flujo en la interfaz mientras que en la concentracién no, esto es

D%V - n* = By [[uf]];, sobre Ty,
H”D’%Vui . n} } . 0, sobre I',
u® = uyg, sobre 002

. , . Ej ’ 3
La dependencia del término B,;” como un parametro que representa la razén de la

resistencia interna entre la externa al difundir la concentracion. En el problema de

conducion del calor, se conoce como numero de Biot y, en ese contexto, un nimero

de Biot pequeno representa poca resistencia a la conduccién del calor y, por tanto,
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gradientes pequenos de temperatura dentro del cuerpo. Definimos Bj, de la siguiente

manera

Eflﬂf sobre I'y,

(5-5) Bi = o
€5 5 sobre I'z.

5.2. Expansiones asintéticas

El propésito del método de homogeneizacién es obtener una ecuacién limite de (5-1), conocida
como la ecuacion efectiva o homogeneizada, que describe el comportamiento global del dominio no
homogéneo, con un coeficiente de difusién efectivo D. Para calcular los elementos de la matriz de
este coeficiente de difusién efectivo, se utilizard el método de expansién asintética de la solucién
u? del problema (5-1) [35, 19]. Cabe mencionar que el método de homogeneizacién ya se ha
aplicado a ecuaciones generales de reaccién-difusion [32, 29] en un contexto més matemdatico. Uno
de los intereses principales en el estudio de la formacién de patrones en sistemas homogeneizados
es la inestabilidad de Turing. Con este propédsito, a continuacion se describen los pasos principales
del método de homogeneizacién asintdtica, siguiendo el procedimiento descrito en las referencias
[42, 19].

Utilizando la convencién de suma de Einstein, una solucién asintética formal de (5-1) hasta

el orden O(£?) tiene la forma:
ui? = u® 4 elul? + &bl = u® 4 ey + eady,
donde u,(f) = u,(j) (x,y,2,t;p) vy 1),(;) = v,(j) (x,y,2,t;p) son funciones 1-periédicas e infinitamente

diferenciables, y iy = Ezl_lu,(;), U = 612_1’01(;). En cuanto a los indices, estos perteneceran a los

siguientes conjuntos:

i,j,m,m € {1,2,..., N}, indices mudos.
k € {1,2} indice libre.

Reescribiendo en forma vectorial la solucién asintdtica formal
(5-6) WP = u® + g1t + e99.
Expandiendo un componente f de F en Taylor alrededor de (¢ = 0,2 = 0), resulta

f(ua) = fo + 61( 81@1 + f32ﬁ2) + %6%( 3111,117’% + 2f31u2ﬁ1a2 + f32u2a%)

(5-7)
Fea(fO 01+ f2,02) + 53[0, 07 + 2100, 0102 + [0, 03) + -+,

donde el superindice © indica la evaluacién en u(®. Igualmente, para cada fi, se escribe F de la
siguiente manera

(5-8) F(u®) = F(u9) 4 g1 Al + 6249 + £2Q(0) + 2Q(¥) + £3C(0) + 3C(R) + -+ -,

donde A , Q y C son el término Lineal, cuadrético y cibico, respectivamente, evaluados en u(®.
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5.3. Casol: ey =¢;=¢

En este caso, se presenta una unica celda periddica denominada Y. Ademads, se asume que
© depende exclusivamente de y, es decir, ©°(x/e) = ©°(y). Para iniciar la derivacién del sistema
homogeneizado, se procede a obtener las derivadas de los operadores diferenciales con respecto a las
variables lentas x y las variables rapidas y, partiendo de la premisa de que estas son independientes.
Se define el operador de gradiente como V, = 8%1_ mediante la aplicacién de la regla de la cadena,
se logra expresar la derivada de VO (y)V en términos de &, como sigue:

(5-9) V- -D(y)V =(Vx+e 'Vy) - D(Vx+e'Vy)
=Vx - DVx + & H(VxDVy + Vy - DVy) + 2V, - DVy.

Sustituyendo en (5-1) las expansiones de u, F y V-®(y)V presentadas en (5-6), (5-8) y (5-9),
se obtiene la jerarquia de ecuaciones

(5-10a) OE?): -V, -9Vyu =o,

(5-10b) O : -V, -2Vyul) = (v, -9V, + V, -0V, )ul?,

(5-10c¢) 0(E%: — DV, -9Vyu? = D(V, - DV, + V, - DV, )ulV
du®

+ Vi - OV,ul® 4 pF(u®) — o

donde x y y se consideran variables independientes.

5.3.1. D e C™(Q)

Considerando la suavidad de @fj en 2, la existencia de soluciones 1-periédicas para los pro-
blemas de la jerarquia de ecuaciones (5-10) se asegura mediante el siguiente lema [35, Lema 1, Cap.
4]:

Lema 1 Dadas ©;;(§) y f(&), funciones diferenciables 1-periddicas, y suponiendo que
Q.. =9.:(8),
- #(6) §i©
Dii(E)mimy = T1minis

entonces, una condicion necesaria y suficiente para que exista una solucion 1-periddica de la ecua-
cion
g (2a56©)
5-12 a2 | Dij7-G&) ) = (&),
(512) 5 (D5 0©) = 1@
es

1 1
(5-13) ) = /0 /0 F(E)dey ... e, = .

Aqui la solucion general 1-periodica de la ecuacion (5-12) se escribe como G(§) = G(§) + C, donde
G(€) es una solucion 1-periddica con promedio cero, y C es una constante arbitraria.
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El Lema 1 y (5-10a) implican que la solucién 1-periédica u® (x,y,t;p) es independiente de
y, es decir

(5-14) u@(x,y,t;p) = u(x,;p),
entonces, (5-10b) puede ser escrita como

5-15 -V, - oVyu) = v, - 9Vv,u®, enY.
( y y y

Para esta ecuacién, tomando en cuenta el Lema 1, se obtiene que la condicién necesaria y
suficiente para la existencia de una solucién periédica u®) es

- . (VRN
(5-16) <vy DVyu >Y 0.
que se satisface por la 1-periodicidad de ®(y). La solucién del problema (5-15) puede ser represen-
tada como
(0)
D) — G y) 2
-1
(517) — Gy
donde G;(y) = (G}(y), G%(y)) son soluciones Y-periédicas del problema siguiente
0 i 0 oul\ o, 0
5-18 ok (k) = Lk = (0 Y.
(5-18) dyi " Oy; ( " Oz, Oy~ ¥ O U i
Usando la convencién de suma de Einstein, la ecuacién (5-18) puede agruparse como
9 kO -k k 9 (0)
0 (9”3 G, + Dy, a—%uk =0, enY,
o bien
O e O [k _
(5-19) 50 57y (G + yn> —0, enY,

que es llamada ecuacion sobre la celda periédica o problema local. Con ayuda del Lema 1, puede
encontrarse una solucién de la ecuacién (5-19), hasta una constante arbitraria. La eleccién de la
constante estd determinada por la condicion <Gfl(y)>y = 0.

Sustituyendo (5-14) y (5-17) en (5-10c), se obtiene

(0) (0)
9 kO (2) kO kO ok Ak R O duy,

-2 — —,

(5 0) dka @Z]a dk @Z]a G + a @ G +© o 8 +77fk( ) dt
El Lema 1 establece que la condicién para la existencia de una solucién al problema (5-20) es
9 ) ouY du

21 k k k ik k ko _

(5-21) <dk<®”8 G, +8 905G + D5, oz, +nfp(u®) — o 0,

Tomando en cuenta que <aiyj©jinl(y)> = 0 debido a que D;;G¥(y) es 1-periédica, la ecua-
cién (5-21) se puede representar en la forma divergente como

du(®
dt

(5-22) = DV, OV,u® 4 nFu®),
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que, formalmente, tomando en cuenta las condiciones de frontera e iniciales, se plantea como

d‘zlio) = DV, OV,u® + nF(u®), en 2 x [0,00),
(5-23) + condiciones de frontera adecuadas para u, en 9 x [0, 00),
u®(x,0) = rnd(x) + uo, en .
donde
Ak k0 k
(5-24) D7 = <®”8G +9; >

El problema (5-23) se denomina problema homogeneizado asociado con el problema no ho-
mogéneo (5-1). Las soluciones u® — u(® cuando € — 0, lo que sugiere que las condiciones de Turing
y las aproximaciones de amplitud del problema homogeneizado tienen lugar en el estudio de Turing
del problema no homogéneo. Los coeficientes @fn son matrices con entradas constantes, simétricas
y definidas positivas.

5.3.2. Dj; suave a trozos, D(x,y,z) = D(y)

En presencia de discontinuidades en los coeficientes de difusién ¥, como se mencioné ante-

l] I
riormente, es necesario establecer condiciones de contacto en los puntos de discontinuidad, conocidos
como interfaces, que en este caso se denotardn como I'y. La formulacién implica que la difusién to-
ma valores distintos en una regién interna de la celda periddica, identificada como Y@, y en el resto
de la celda periédica o regién externa, sefialada como Y (™). Estas dos regiones son mutuamente

excluyentes y ocupan completamente la celda periddica.
(5-25) Yy=YOuym™, yOnym =g

De esta manera para el sistema de reaccién difusién (5-1) con condicién de frontera de Dirichlet y
condiciones de contacto perfecto, toma la forma

W = DV - D°(x)Vu? +n F (uip), en  x [0,00),
(fu H sobre T'y x [0, 00),

(5-26) [[@’%vuk n“ =0, sobre I’y x [0, 00),
u® = uy, sobre 99 x [0, 00),
u(x,0) = rnd(x) + uy, en €.

\

Para asegurar la existencia y unicidad de la jerarquia de ecuaciones 5-10, se requiere ajustar
el Lema 1 en el contexto de funciones suaves a trozos con condiciones de contacto perfecto. La
modificacién es [35, Lema 2, Cap. 4]:

Lema 2 Dadas @fj(é’),fo(é) y fx(&) son funciones 1-periddicas y infinitamente diferenciables a
trozos, suponiendo que D% cumple la condiciones 5-11. Para el problema siquiente

(5-27) ;2(@ SG (5)) 1(E)+ e 55(€)
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con condiciones de contacto

(5-28a) [G]lp, =0, sobre I'y,
(5-28Db) H(DZ'E@G@) - fz) nz” =0, sobre 'y,
85]‘ 'y

la condicion necesario y suficiente para que exista una solucion 1-periddica es

(5-29) )y =0.

Aqui la solucion general 1-periddica de la ecuacion (5-12) se escribe como G(&) = G(€) +C, donde
G(€) es una solucion con promedio cero, y C es una constante arbitraria.

Utilizando este Lema y siguiendo un procedimiento similar al caso infinitamente diferenciable
presentado en la subseccién anterior, se obtiene la formulacién del problema local y su correspon-
diente problema homogeneizado de la siguiente manera.

2 (Dh2Gh+ k) =0, enY — Ty,
(5-30) HGQHPY =0, sobre Iy,
H(QZ%(GQ(}’) + yn)> mHFY =0, sobreIy,
L <sz(3’)>y =0.

Aplicando un procedimiento similar al descrito en la seccién anterior, el cual no se detallara
aqui por redundancia, se consigue homogeneizar el sistema para el caso de difusiéon periddica suave
a trozos, logrando asi

dul® _ DVX@qu(O) + nF(u(O))7 en 2 x [0, 00),

dt
(5-31) ul® = ug, sobre 0€2 )
u®(x,0) = rnd(x) + ug, en .
donde
(5-32) o = (ok O gk 4 ot
m ) ayj n m

54, Caso02:c,=¢, =2y DXy, z)=D(y,z)

En el caso de tener dos escalas €1 = € y €2 = €2 el procedimiento matematico de homoge-
neizacién, para el cdlculo de la difusién efectiva se realiza en dos etapas. En la primera etapa, se
calcula una difusién efectiva “intermedia”sobre una celda peridédica formada por una fibra aislada,
representada como un circulo pequeno (celda Z), ver Figura 5-2. Finalmente, se calcula la difusién
efectiva sobre una celda periédica formada por un agregado, representada como un circulo grande(
celda Y') incrustado en una matriz cuya difusividad es la obtenida en el primer paso. Ambas celdas
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periddicas se consideran cuadrados unitarios. En la primera etapa de homogeneizacién, la fraccién
de volumen de la inclusién aislada (celda Z) se relaciona con el pardmetro de agregacién o mediante
la férmula.

Considerando el operador V,, = B%M, y asumiendo que y y z son variables independientes, por
medio de la regla de la cadena, podemos obtener la expresién del operador VO (y,z)V en términos
de €1 y €2 como sigue

(5-33) V- D(y,2)V =(Vx + 6, 'Vy +6,'V,) - D(Vx +6,'Vy +65'V,),
=Vx - DVx + e (Vx - DVy + Vy - DVy) + ¢ °Vy - DV,
+e5 (Vx - DV, + Vg - DVy) + 65,2V, - DV,
+e1te H(Vy - DV, + V, - DVy).

En este trabajo, se aborda el caso especifico donde €1 = ¢ y €3 = €2, lo cual conduce a una
simplificacién de la expresién (5-33), como sigue

(5-34) V -D(y,z)V =Vx - DVyx+e 1 (Vx-DVy + Vy - DVy) + £ %(Vy - DVy
+Vx DV, + Vy - DVy) + 3 (Vy - DV, + V, - DVy)
+e74V, - DV,.

Sustituyendo en (5-1) las expansiones de u, F y V- 9D(x,y,z)V presentadas en (5-6), (5-8) y
(5-34), se obtiene la jerarquia de ecuaciones

(5-35)  O(c1): =V, - 2V,u¥ =0,

(5-36) O (c?): =V, -9V,uV) = (Vy - OV, +V, - DV,)ul?,

(5-37)  O(e72): =V, -DV,u? = (Vy - DVy + Vi - OV, + V, - OV, u¥ + (v, -0V,
+V, -0V, )ub,

(5-38)  O(e7!): =V, - DV,u®) = (Vyx - DVy + Vy - OV, ) u® + (Vy - DV, + Vi - DV,
+V, -9V, )ul) 4 (Vy -0V, + V, - DV,)u?,

(5-39)  O(%):— DV, -9V,u¥ =D (vx - DV,u? 4 (Vi - DV, + Vy - DV, ) ul?)

+(Vy -DVy + Vs - DV, 4+ V, -0V, ) u? 4 (Vy - DV, + V, - DV,) u<3>)

du®
e (u) -5
+nkF (u 7
donde x y z se consideran variables independientes. La existencia de soluciones a los problemas
(5-35)-(5-39) estd garantizada por el Lema 2.

El Lema 2 y (5-35) implica que la solucién 1-periodica u® (x,y,2,t;p) es independiente de
z, esto es

(5-40) u(x,y,2,tp) = uO(x,y,tp).
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Entonces, tomando en cuenta esto, (5-36) puede ser escrita como

V. - OV,ult) = (V, -9V, +V, -9V, )u®,
que se simplifica como
(5-41) V. - OV,ul) = v, 9V, u®.

También el Lema 2 establece que la condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
solucién periédica uM) de (5-36) es

(5-42) <vz : @Vyu<0>>z —0,

que se satisface debido a la periodicidad de ®.
Se propone la siguiente expresiéon como solucién al problema (5-36):

o (0)
(5-43) u) = Gl G o),

donde G, (z) = (GL(z), G?(z)) representa una solucién Z-periédica del problema local (5-44) sobre
la celda periédica Z. A su vez, v(!) constituye un campo vectorial independiente de z. Sustituyendo
(5-43) en (5-41) se obtiene

i ki k k i 0) _
o bien
O~k 0 (
-44 — D — =0.
(5-44) 52 g, (G2 +20) =0

Esta ultima ecuacién es llamada ecuacién sobre la celda periddica Z o problema local sobre z. Por
el Lema 2, se puede construir una soluciéon Gg(y,z), Z-periédica, de (5-44), con una constante
arbitraria. La eleccién de la constante estd determinada por la condicién (G%(z)) = 0.

Sustituyendo las expresiones (5-40) y (5-43) en el término de orden ¢2 de la jerarquia de
ecuaciones (5-37), se obtiene:
(5-45) ~V, - OV,u? = (v, - 9V, + V, -9V )u? + (V, - DV, + V, - DV, )ull).

Nuevamente, del Lema 2 se tiene que el problema (5-45) tiene una solucién Z-periddica si se
satisface que

0 9 0, 9 9
(5-46) < ok )+ —ok ~ =0,
Ay~ oy, ko oy ot/

en donde se tomé en cuenta que <%@?i>z =0y <8%j©§inj(z)>Z = 0, debido a que @?iGZ(Z) es
Z-periédico. A (5-46) se le pueden aplicar las siguientes simplificaciones:

0 0 0
v Y 0) Y -0
o <’D,J 8yju + D 8zju >Z ,
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8<©m+© 8Gk> IO 0,

y; 79 Oy
0 ~ 0
D, —u® —p
3yiglk3yku '
Es decir:
(5-47) V,oV,u® = o,
donde
~ 0
k k k k
(5-48) @Z-j( ) = <33 +®m8 G’ >Z.

Puede verificarse que DF es simétrica y definida positiva. Adicionalmente, del Lemma 2 y el resul-
tado (5-47) se concluye que

(5-49) ul?(x,y, t:p) = u?(x, 1 p).
Sustituyendo (5-45) en (5-43), se obtiene que

(5-50) uV = v (x,y).

Entonces se propone como solucién u,(f) de (5-45) la siguiente expresién

) 8u(1) 5u(0) )
(5-51) u;>=Gz<y,z>< St g | T ),

Sustituyendo (5-51), (5-43) y (5-40) en (5-45), se obtiene

o (1) 9 (0)
2 (o (284 28) ) - Lmtd + ot ) o

0z YO0z Oy; " 0z,

ue se simplifica de la siguiente manera:

(1) (0)
0 0 k[ Ou, Ouy, 0 p 0 (0) 0 k0 (1)
(5-52) a—agija—zj (Gn ( il I o 871@” e T oD, 5 =0,

0 0 (oo o\ o, (ou  ouV)
87331 87<G”> <8yn + 0z, +87,zi©m 0z, + Oyn =0,

© 5 )
(azi%a Cn 55, > <8xn oy | =

Agrupando, se obtiene:

o (0) 9 (1)
(5-53) 9 o1 0 (Gk+zn>< R

821 K 0z; axn ayn
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Se observa que la expresién

O i O ( k _
(5-54) 55 25 (Gn + zn> =0,

es equivalente a (5-44), lo que justifica mantener la notacién de Gﬁ para u?.

Ahora, sustituyendo (5-49)-(5-51) en (5-38), se obtiene

(5-55) V- OV,u® = vy, - oV, + (v, -0V, +V,  OV,) ulV)
+(Vy - DV, +V, - DOVy)u?,

Del Lema 2, se tiene que la condicién necesaria y suficiente para que u®® sea Z-periédica es

O or 0 0 (0 gr @ 01 0 Ok 0 0 x O\ @\ _
<8yz®”8x oy 0y, T oman )" T\ 0y 00z, T os ey, ) ), T

Tomando en cuenta que u™ y u® no dependen de z, la expresién anterior se reduce a

3k3<>ik5(1>ik3<2) _
<8yi© 35z, " T oy Duay kT oy Puan ) =0

0 p 0 ol p O e kO WP =
i <@U 9 + ok~ o0 + ok~ 5 Z_o.

Sustituyendo (5-51) en la ecuacién anterior, se tiene:

a<k<3<o> 5()) k5(2>>
i + 2 4 ot o,
yi Ox; 0y; 70 P
(1) 0)
0 k(9 o, 0 (1) g O k Ouy " Oy, (2) _
83/1 <®l] (ax] U/k + — 8:]/] + @'L]a Gn(yyz) ayn + awn + Uk (X,y) . = 0,

(1) (0)
O fk (9 (©, 0 uld kO (k Ouy | Ouy, _
Ay; <© <83: oy 8yj +@”8 (Gn(y,z)> OYn + oxy, 2 =90,

que puede simplificarse para obtener la siguiente relacién entre u® y u®:

(1) (0)
9 k k9 Ouy, " Ouy” ) _
o <© 9l Ghly, )>Z ( Bt o | =0

Tomando en cuenta el coeficiente de difusién efectiva (5-48), se obtiene

a ~k 8U](€1) . 8 ~k au;c)
(5-56) By ) Gy = e ) g
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Sustituyendo (5-49) y (5-50) en la expresién anterior, se obtiene

9 =~k Gv,il)(x,y) Y aul(gO) (x)

(5-57) @Qi,n(y)T = aTﬁ@i,n(Y) oz,
Proponiendo una solucién v,gl)(x, y), de la forma
au(o) .
(5-58) u! = y) = Hiy) 5 =+ (%)
que, al sustituirla en (5-57), resulta
(0)

9 [ Ak 9 Lk Nk Ouy,” (x)
5-59 b (y)——H : —0.
(5-59) o (D)5 i) + D) )

Entonces H*(y) es una solucién Y-periédica de la ecuacién sobre Y

0

(5-60) a‘; (ivﬁmayjffﬁ(y) + iviin(y)> =0.

Para garantizar la unicidad debe cumplirse que
(5-61) <Hj§>y ~0.

Encontrar una solucién Y-periédica HE a la ecuacién (5-60), junto con la condicién (5-61),
se conoce como el problema local sobre Y.

Aplicando el Lema 2 a (5-39) se tiene que para que exista una solucién Z-periédica se debe

cumplir:

du(®
dt
+ <D(vy DVy + V- DV, + V, - @Vx)u(2)>z + <D(vy OV, + V- z)vy)u<3>>z

(5-62)

— F(u®) + <DVX . @qu<0>>z + <D(Vx - DVy + Vy - @Vx)u(1>>z

Tomando en cuenta que <VZ . @Vx)u(2)> =0y <Vz . @Vyu(3)> = 0, se obtiene

Z Z

du®
dt

(5-63) = F(u®) + <DVx : @qu<0>>z + <D(vx . DVy +Vy - @Vx)u<1>>z

+ <D(Vy “DVy + Vx - @vz)u<2>>z + <Dvy : @vzu<3>>z ‘
De igual manera, se requiere que la solucién sea y-periddica, se obtiene

du©
] — o F(u© . (0) . . ()
(5-64) —— = nF(u )+<DVX DVyu >Zy+<D(Vx DV, + Vy - DVy)u >

zY

+(D(Vy - DVy + Vs sz)u<2>>zy +(DVy- szu<3>>zy .
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Dado que ® y u® son Y-periédicas, la anterior expresién se simplifica en

du®

= P () + D (Vi DV, + Vie- OVyul) + V- DV,u)

Usando la notacion de indices, se pueden hacer las siguientes simplificaciones:

du 0 9 ok 9 () 3k3(1> aka@)
o = Ml )+d’“<ax2©ijax] T om gy, T g s, >zy’

9 [or 2 0 @ka m @ka <2>>
8%‘ zy

= (0) =

'l aul ) 9 ol oul®
k k k k 9 Ak k k
D5 ( gz, oy | TP, 5 T L

0 au() ou”
k kO ~k k k
ol +@”a Gh(y, >><8yn+8xn ,
zY
)

¥) 8u,(C n 8u,(€0)
0%y, Ox,, ’
zy

= nfp®)+d 9 ok + ok —Gk —H’“ )+ 6 o,
k kaajl ij 8 nm Iy al’m )

0
(H’“ + Bpm > 8“’(‘3).
z v O0xTm

= nfp(u®) +dy

Agrupando términos y sustituyendo (5-54), se obtiene

du” o /- 9 PO
5-65 ko — Oy 4 d il ——HE Snm k.
(5-65) = ) g (94 (5 HA) o) )
Esta ecuacién puede escribirse en la forma divergente como
du©® .
(5-66) ‘;t = DV, DV,u® + nF(u®)
que, junto a las condiciones de frontera e iniciales, resulta
d'zlio) = DV, DV,u® + nF(u®), en 2 x [0,00),
(5-67) + condiciones de frontera adecuadas para u, en 9 x [0, 00),
u®(x,0) = rnd(x) + uo, en .
donde
- Nk 9 k
(5-68) Oin = Din(¥) | 7 Hm(y) +0nm | ) -
OYn v

El problema (5-67) se denomina el problema homogeneizado relacionado con el problema no
homogéneo (5-1). Las soluciones son tales que u® — u® cuando ¢ — 0, lo que sugiere que las
condiciones de Turing y las aproximaciones de amplitud del problema homogeneizado tienen lugar
en el estudio de Turing del problema no homogéneo. Los componentes @Z son contantes y DF son
matrices simétricas y definidas positivas.
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5.5. Analisis de Turing estudio del problema
homogeneizado

5.5.1. Analisis lineal

Siguiendo el procedimiento estdndar [8], sea up un punto de equilibrio de (5-23) o (5-67),
es decir, F(up;p) = 0, y consideremos una perturbacién de la forma u® (x,t) = up + 0W. La
perturbacién W esta gobernada por el problema lineal:

aw

o =DV DOVW + nAW,

(5-69)
donde A es la matriz Jacobiana asociada a F, evaluada en el punto de equilibrio uy.

Ahora supongamos, como en las referencias [18] y [1], que existe un conjunto de funciones
propias W,, que forman una base completa para las funciones en €2, y que hay un conjunto infinito
pero numerable de valores propios reales L, = (I1,12) que satisfacen el siguiente problema de valores

propios:
(5-70) V- -OVW, =1,W,, inQ,
(@vwn) ‘n=0, ondQ.
En este caso, es razonable proponer una solucién de (5-69) como

(5-71) W(x,t) = cne Wy (x),

donde ¢, = (ck,c?) son los coeficientes de Fourier de la condicién inicial. Al sustituir (5-71) en

n-n
(5-69), teniendo en cuenta (5-67), se concluye que soluciones no triviales de los coeficientes de

Fourier se obtienen si se cumple la siguiente condicién:
(5-72) det(AI — nA + DIl,,) =0,

de donde se obtiene que los valores de A para una inestabilidad de Turing estan dados por las
soluciones de la relacién de dispersién:

(5-73) A —a(ly, )N+ B, 1%) =0,
donde

(5-74) a1t 12) = tr (nA — D1,),
(5-75) B(1L12) = det (nA — DI,).

La estabilidad lineal estd garantizada si tr(A) < 0 y det(A) > 0. Por otro lado, el estado
estacionario es inestable ante perturbaciones espaciales si Re(A) > 0, lo cual se logra si y solo si
152

B(1L,12) < 0 para algtin n. A partir de las condiciones 8(I},12) = 0 y %

ol P ot = 0, se pueden

obtener los valores criticos de D y 1, [43].



6 Resultados: difusion con propiedades
periodicas

En este estudio, se enfocaron los esfuerzos en abordar la problematica de la estratificacién
periddica del entorno, la cual estd modelada mediante un coeficiente de difusiéon periédico. Este es
el caso de la difusién en medios porosos periddicos (dominios perforados) o la difusién de productos
quimicos a lo largo de fibras dispuestas segin un campo vectorial, como ocurre en la filotaxia,
donde la difusién de la fitohormona auxina estéd dictada por la orientacién de microtibulos, que
a su vez estan dispuestos a lo largo de campos de estrés [44]. Desde una perspectiva matematica,
el problema consiste en un operador de difusiéon con un coeficiente de difusién dependiente del
espacio (periédico) y términos de reaccién no lineales. En lo que respecta al problema relacionado
Unicamente con el operador de difusién, como la conductividad térmica, se utilizan varias técnicas
matemadticas para manejarlo, y el método mas potente y general es la homogeneizacién [35], que
ha sido descrito en el Capitulo anterior y cuya idea principal es considerar un sistema equivalente
con coeficientes de difusién homogéneos.

Durante los ultimos anos, estos métodos se han aplicado con éxito a diferentes situaciones fisi-
cas modeladas por sistemas de reaccién-difusién no lineales (ver, por ejemplo, [30, 45, 46, 47, 32, 40|
y las referencias alli citadas). En esta tesis, se lleva este enfoque un paso mas alld encontrando con-
diciones para la existencia de inestabilidad de Turing, con coeficientes de difusién no homogéneos
periédicos y rapidamente oscilantes, en términos de los coeficientes efectivos del sistema homoge-
neizado equivalente. En este capitulo, se aplica los resultados del capitulo anterior a un sistema de
reaccién-difusién con cinética de Schnakenberg, y se realizaran calculos numéricos exhaustivos para
validar los resultados predichos por el procedimiento de homogeneizacién, en una y dos dimensio-
nes. En este dltimo caso, se considera un problema en el cual los productos quimicos se difunden

en un dominio en 2D que contiene fibras con una disposicién descrita por un campo vectorial dado.

En lo que sigue, se considera un dominio o medio Q =]0, L[N C RY con estratificacién pe-
ribdica, es decir, un dominio donde subdominios (inhomogeneidades) con diferentes propiedades de
transporte estan dispuestos de manera periédica. Suponemos que esta disposicion periédica esta
descrita por una celda unitaria de tamano ¢, que es pequena en el sentido de que si L es el tamano
caracteristico del dominio €2, entonces ¢ < L. Sin pérdida de generalidad, en este estudio se con-
sidera L = 1; es decir, Q =]0,1[", y ¢ es un pardmetro adimensional tal que ¢ < 1. El objetivo
aqui serd encontrar las condiciones de Turing para la formacién de patrones del sistema (5-1) con
condiciones de contorno de Neumann, considerando el problema homogeneizado o el comporta-
miento efectivo cuando € — 0, es decir, el sistema (5-23), con (5-24) y con la condicién de contorno
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Neumann. Para ello, utilizaremos el la cinética de Schnakenberg y resolveremos numéricamente los
problemas unidimensional y bidimensional utilizando el software de elementos finitos COMSOL
Multiphysics® [28]. Finalmente, los resultados numéricos del problema homogeneizado, (5-23) con
(5-24), se compararan con los del problema general, sin homogeneizar (5-1).

6.1. Difusidon periédica continuamente diferenciable

En lo siguiente, se considera un dominio o medio Q =0, L[NC R con estratificacién pe-
riédica; es decir, un dominio donde subdominios (inhomogeneidades) con diferentes propiedades
de transporte estan dispuestos de manera periddica. Se supone que esta disposicién periddica esta
descrita por una celda unitaria de tamano €, que es pequena en el sentido de que si L es el tamano
caracteristico del dominio €2, entonces ¢ < L. Sin pérdida de generalidad, en este estudio se con-
sidera L = 1; es decir,  =]0,1["V, y € es un pardmetro adimensional tal que ¢ < 1. Se considera
un vector de dos sustancias quimicas u? = u(x,t;e,p) = (uj?,u5"), y una cinética de reaccién
F =F (u*?;p) = ( fL(uer;p), f2 (usP; p)), donde p es un pardmetro del sistema que se considerard
como el pardmetro de bifurcacién. Un sistema general de reaccién-difusién de dos componentes es

ducP
dt
donde 7 es un pardmetro de escala, D = diag[d;, ds] es la matriz diagonal que contiene los

(6-1)

— DV D) VWP + 7 F (Wip), (1) € [0,00) x 2,

coeficientes de difusién escalares de u§ y uj, respectivamente, y D°(x) = diag[D1¢(x), D% (x)] es
una funcién e-periddica dependiente del espacio que describe la variacién espacial de la tasa de
difusién de u®P?; en dimensiones, cada ©*° (x) puede ser una matriz N x N a su vez.

Se asume que el sistema (6-1) estd sujeto a condiciones de contorno de Neumann o de flujo
nulo:

(6-2) (D°(x)Vu*?) -n =0, n esnormal a Jf.

Se distinguiran dos escalas espaciales; ademéds de las coordenadas globales o lentas x, se
considera la escala de las pequenas inhomogeneidades mediante coordenadas locales o rapidas y =
%X. Entonces, D% (x) = @k(%x) = D¥(y) es una matriz N x N, tal que para 4,5 € {1,...,N}y
ke {1,2}, D es:

s e-periddica en x y 1-periddica en y.
= Diferenciable: Df; € C>(Q).
. ’ . . k _ k
= Simétrica: D;; = D7;.
= Definida positiva: @Z&gj > #€;€;, para todos los £ = (§1,82,...,&N) € RY, donde » > 0 es
una constante positiva.

El objetivo es encontrar las condiciones de Turing para la formacién de patrones del sistema
(6-1) con condiciones de contorno (6-2) al considerar el problema homogeneizado o el comporta-
miento efectivo cuando € — 0.
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6.1.1. Problema en una dimensién
La solucién asintética de primer orden formal de (6-8) se convierte en

(0)
(6—3) u‘E’d = u(o) (.%', t) + gN(y)dlld;x’t) 4o

En una dimensién, definiendo G¥ = G¥, el problema local (5-19) se convierte en

k
(6-4) . <@’“(y>dey(y> n @’“@)) —o,

G*(y) = /Oy (53/?(5) - 1) ds.

La constante C se puede determinar mediante la condicién de periodicidad en G*(y), es decir,

K*(1) — G*(0) = 0. Entonces, 0 = fol (%) ds — 1,y C = (®F(y)~1)~L. Por lo tanto,

o9 0= | (e 1)

Al reemplazarlo en (5-24), se obtiene el coeficiente efectivo

cuya solucion es

(6-6) OF = (@F(y)~H .

Consecuentemente,

y Nk
(6-7) w@:%;@§$—gw.

Para el andlisis que sigue, el sistema de reaccién-difusién homogeneizado (5-23) se puede
escribir de manera mas adecuada definiendo T = D%t y 1, = én. Haciendo esto, (5-23) se convierte

en
8u(0) @1 82’[1,(0)
(6—8&) 8111 = dﬁ a:BIQ + 776]0(11(0))7
(0) 2. (0)
(6-8b) Ouy 0y o(u®),

oT  0x2
donde se estd asumiendo que f! = f, f2 =g, dy = d y dy = 1, entonces D = diag[d, 1]. Aqui, se
considera que el parametro de bifurcacién es d, es decir, p = d, pero el superindice se omite para
simplificar la notacion.

Las condiciones para la inestabilidad de Turing del sistema (6-8) son bien conocidas [8].
Considerando un punto de equilibrio estable, en términos de los coeficientes de difusién d y @k,
obtenemos que estas condiciones son:

~

@1
(6'9) fu + &dgv > 07

~

~ 2
D! ok
(6—10) <fu + @d9v> - 45(1 (fugv - gvgu) > 0.
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o . H1
Los valores criticos d. y k. se pueden encontrar [8], y buscamos condiciones en d2-, de modo

Pk
que
(6-11) 2 g 22260 — fug) + VCCRFugu — fuge)? — 4F207
552 c 2]‘3 )
(6-12) I, = n(|A|/de) 2.

Para el analisis débilmente no lineal, se propone una solucién asintética de primer orden de
(6-8), que satisface las condiciones de contorno de Neumann, como

(6-13) u® = Uy + VWa(T) cos (wnz)

donde Uy es un punto equilibrio estable, I, = (w,)? = (27n)? y a(T) es la solucién de la ecuacién
de Stuart-Landau [3, 1]:

da*(T
(6-14) ST) _ e (T) + 6a2(T).
drT
Esta ecuacién tiene dos puntos de equilibrio, a =0y a = —%, por lo tanto la condicién para

una solucién no trivial e inestable es 6 > 0.

Aplicacién a la cinética de Schnakenberg

Los resultados anteriores se aplicaran a la cinética de Schnakenberg (2-17), presentada en la
Seccién 2.2.1. En este caso, si u(D* = V*a(T) cos(wnx) es un elemento del niicleo del problema
adjunto, siguiendo el procedimiento descrito en [3, 1], obtenemos (sin mostrar los detalles) que los
coeficientes en la ecuacién de Stuart-Landau (6-14), son

(6-15) o= <V*

2V Vi) + (v, Vi) + iC<V<“>> /

(6-16) 0= <V*

(Ad1,+AaZa, +AbTa,) V),

donde A representa una perturbacién de la variable correspondiente, y los subindices del Jacobiano
A representan derivadas respecto a la variable correspondiente.

Como ejemplo, consideremos las siguientes funciones e-periddicas que describen la variacion
espacial de las tasas de difusién de u(®:

(6-17) D'(z) = 1.0 + py sin((27/e)x),
(6-18) D% (x) = 1.0 + po cos((2m /e)z),

donde 0 < p1 <1y 0<ps <.
Con las funciones (6-17) y (6-18), es posible encontrar expresiones analiticas para las solu-
ciones del problema local (6-7) en términos de las siguientes funciones

p1 +tan(¢y)]

arctan { m
oV/I=(p)®

(=1+4p2) tan(¢y)
V1=(p2)?

/1 — (p2)? ’

arctan [

(6-19) Hy(y) = Hy(y) =



6.1 Difusion periddica continuamente diferenciable

71

con las cuales las soluciones del problema local (6-7) son

Hi(y) — Hr(0) -y, si0 <z <0.5,

(6-20) GM(y) =
Hi(y) — Hy(0) + 2H,(05) —y, si0.5<a<1.

Con lo que los coeficientes efectivos (6-6) estan dados por

(6-21) OF = (Hy(1) — Hi(0) + 2H(0.5)) L.

(a)

p1=0.9

1=0.7

0.02 0.04

(b) (c) (d)

0.0 0.5 10 00 0.5 1.0 00 0.5 1.0
y y y

Figura 6-1: a) Espacio de pardmetros (d, p2) del modelo de Schnakenberg (2-17), con a = 0.1 y b = 1.5,
donde se identifican tres regiones de inestabilidad de Turing: p; = 0.1, p1 = 0.7y p1 = 0.9.
Abajo, se muestran las soluciones G de la ecuacién (6-5) para los valores correspondientes de
p1:b) p1 =0.1,¢) pr = 0.7y d) p1 = 0.9.

A partir de las condiciones de Turing (6-9) y (6-10), es posible determinar las condiciones
de p1, p2 y d para la formacién de patrones espaciales. En la Figura 6-1 se muestra el espacio de
pardametros (d, p2) para los valores de los pardmetros a = 0.1 y b = 1.5 (que da como resultado
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d. = 0.0126275643), donde se identifican tres regiones de inestabilidad de Turing: p; = 0.1, p; = 0.7
y p1 = 0.9. Observamos que las regiones de inestabilidad crecen a medida que p; se acerca a 1,y
obsrvamos que a partir de (6-20) y (6-19), las amplitudes del problema local aumentan con p;. En
consecuencia, los patrénes dados por (6-3) se deforman cada vez més, como se muestra en la parte
inferior de la Figura 6-1.

Para examinar cémo la solucién del problema no homogéneo (6-1), junto con la cinética de
Schnakenberg (2-17), se acerca a la solucién asintética (6-3) al variar el parametro ¢, se llevé a cabo
una resolucién numeérica de (6-1) utilizando la cinética de Schnakenberg segun (2.2.1). Para este
proposito, se empleé el software COMSOLMultiphysics®, una herramienta basada en elementos
finitos diseniada para la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.

FEn la Figura 6-2, se comparan las soluciones numeéricas obtenidas con las soluciones asintoti-
cas correspondientes, dadas por (6-3), para seis valores de £ (1/16, 1/32,1/64, 1/128, 1/256, 1/512),
y los tres valores de p; considerados en la Figura 6-1. Como era de esperar, la solucién numérica
se aproxima a la solucién asintética a medida que € disminuye, y también observamos que la apro-
ximacion es menos precisa a medida que p; se aproxima a 1. Es interesante notar que para valores
grandes de ¢, los patrones conservan la forma de la funcién propia critica con una amplitud mas
grande que la predicha por la solucién asintética, porque la forma de la funcién propia critica se
conserva, y solo la amplitud del problema no homogéneo es mayor. Esto sugiere una metodologia
empirica para identificar regiones de parametros asociadas con diferentes patrones bidimensionales
como franjas y manchas.

(a)

3.0

2.5
— &=1/16
— &=1/

ui- 2.0 — 5—1/2421

— &=1/128
— &=1/256

1.5 — &=1/512
— g

1.0 C C

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

X X X

Figura 6-2: Se obtuvieron soluciones numéricas u®¢ del problema no homogéneo (6-1), utilizando el soft-
ware COMSOL Multiphysics®, con la cinética de Schnakenberg (2.2.1). Estas soluciones se
representan mediante lineas negras en el gréafico, donde se han considerado varios valores de &
(1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256, 1/512), cada uno indicado por la variacién en el grosor de la
linea, segun se especifica en el recuadro. Para una comparacion visual, se incluyen también las
soluciones asintéticas formales (6-13), representadas por lineas azules en el mismo gréfico. Se
han explorado diferentes escenarios, incluyendo casos con p; = 0.1, p; = 0.7, y p1 = 0.9.
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6.1.2. Problemas bidimensionales

En esta seccidn, se considera el problema (6-1) en dos dimensiones espaciales, con la cinética
de Schnakenberg (2.2.1), y el proceso de homogeneizacién en problemas bidimensionales se ilustrara
con un problema donde las sustancias quimicas se difunden en un dominio que contiene fibras con
un arreglo descrito por un campo vectorial 7, de tal manera que la difusién a lo largo de las
fibras puede diferenciarse de la difusién en una direccién transversal. Para modelar estos tipos de
problemas, proponemos

(6-22) D = opg + (0}, — o) @ (7)7,

donde g es el tensor métrico, el superindice T' representa la transpuesta, afc y a}fc son coeficientes
de difusién longitudinal y transversal, respectivamente, que pueden depender de las coordenadas
espaciales, pero aqui se consideraran constantes.

Se asumird que los coeficientes efectivos tienen la siguiente estructura

(6-23) o=
921 922

Dado que (6-22) es simétrico, entonces (6-23) también es una matriz simétrica.

Suponga que la difusién longitudinal y transversal es la misma, es decir, afC = o). En este
caso, V- (@kV) = @kvz, y nuestro objetivo es identificar regiones del espacio de pardmetros donde
los patrones generados son franjas o manchas. Para este proposito, se propone la siguiente solucién

asintdtica de primer orden formal de (6-1):
(6-24) u® = Uy + VW (a*(T) cos(w?z) + a¥(T) cos(wly))

donde a” y a¥ son soluciones de la ecuacién de Stuart-Landau

(6-25a) d“igy — 0a®(TY* + Ba® (T)2a¥ (T2 + 0a® (T)?,
(6-25b) da¥(T)" _ aa?(T)* 4 Ba®(T)*a¥(T)* + 0a"(T)>.

dr

Podemos verificar que U* = V*a*(T) cos(wnx) y U* = V*a¥(T) cos(wny), pertenecen al
ntcleo del problema adjunto. En este caso, los coeficientes de la ecuacién de Stuart-Landau (6-25)

son [3, 1]:

(6-26) o= <V* 2V Vi) + Qv Vi) + ic<v<l>>> ,
(6-27) 5= (V'] 3V V) + VLV + Sevid) ),
(6-28) g = <v* (Adln n AagAa n AbgAb> v > .

La ecuacién (6-25) tiene 4 puntos de equilibrio que se enumeran en la Tabla 6-1, incluyendo
sus condiciones de estabilidad correspondientes. Debido a que requerimos la inestabilidad del punto
critico (0,0), esto implica § > 0.
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Estado estacionario | Condiciones para la estabilidad lineal | Patron espacial

la®|? = |a¥|* =0 6 <0 Ninguno
la*?=0,]a?)? ==L 0>0y2>1 Franjas
la*P ==L ja?P=00>0y2>1 Franjas
=]’ ==% |0>0ya<—|3<0 Manchas

Tabla 6-1: Estados estacionarios y condiciones para la estabilidad lineal de las funciones de amplitud.

Ejemplo 1: difusion isotrépica

Considere el coeficiente de difusién dependiente del espacio (6-23), donde los coeficientes
transversales y longitudinales estan dados por

2 2
(6-29) ol = ol =1+ pgcos (Wx> cos (Wy> ,
€ 5

y el campo vectorial estd definido por 77 = (1,0).

Para calcular los coeficientes efectivos, se especifican los valores de pg v €, y se resuelve
numéricamente la ecuacién (5-24). Al considerar p; = 0.9 y po = 0.5, se obtiene D1 = 0.920324
y D2 = 0.977919. Una vez que se fijan los valores de a, se pueden calcular d. y 7., y se puede
garantizar una inestabilidad de Turing alrededor de las funciones propias con w? = w! = 2.
Sin embargo, nos centraremos en la solucién numérica del problema no homogéneo (6-1), con la
dindmica de Schnakenberg y el coeficiente de difusiéon definido en (6-22) y (6-29). El objetivo es
verificar la convergencia de la solucién a medida que el pardmetro € tiende a valores pequenos.
Establecemos b = 1.5 en (2.2.1) y en la Tabla 6-2 se listan diferentes valores del parametro a,
que producen franjas o manchas segun el andlisis en las Refs. [3] y [1] (Figura 8(a) en la primera
referencia y Figura 3(a) en la segunda), junto con sus valores criticos correspondientes.

a (deyme) Patrén
0.1 | (0.053276,5.69516876) | Franjas
0.2 | (0.037322,4.4863646) | Franjas
0.3 | (0.026135,3.5456791) | Franjas
0.4 | (0.018233,2.8057204) | Manchas
0.5 | (0.012627,2.21814297) | Manchas

Tabla 6-2: Valores del pardmetro a utilizados para generar franjas o manchas (b = 1.5), y sus correspon-
dientes valores criticos. El tipo de patrén para cada valor de a se determiné a partir de las
Referencias. [3] y [1].
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O ab 44l |

Tabla 6-3: Solucién u®¢ numérica del problema no homogéneo para los valores del pardmetro a listados en
la Tabla 6-2, y b = 1.5, para diferentes valores de ¢.
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En la Tabla 6-3, se valida la convergencia hacia las predicciones reportadas en [3] y [1] a
medida que € se aproxima a cero. Para los casos de a = 0.1 y a = 0.2, se predice y forma franjas
a partir de ¢ = i. Sin embargo, para a = 0.3, las predicciones se mantienen hasta € = 3% Para
a = 0.4, el patrén predicho se obtiene para valores pequenos de ¢, especificamente para € = 3%
Finalmente, cuando a = 0.5, el patron predicho se obtiene desde el principio, es decir, € = i. A
medida que los pardmetros (a,b) se acercan al limite entre franjas y manchas, se requiere un valor
menor de € para lograr los patrénes predichos con el problema homogeneizado. La distorsion en las
franjas o manchas observadas en los patréones obtenidos con valores de ¢ = 0.1, a = 0.2 y a = 0.5
con € = % sugiere la posibilidad de un nuevo rango de patrénes vinculado a estos operadores de
difusién periédicos. Por otro lado, la falta de aproximacién a la predicciéon para valores grandes de
€ en los casos de a = 0.3 y a = 0.4 podria interpretarse como un efecto de ruido en los coeficientes
de difusion, causando alteraciones en la generacion del patrén esperado. Esto indica la sensibilidad

del modelo a los efectos no homogéneos del coeficiente de difusion.

Ejemplo 2: difusién anisotrépica

Supongamos ahora que la difusion a lo largo de las fibras es diferente que en una direccién
transversal, es decir, ot # of, y definimos:

2 2
(6-30) ok =1+ pl cos <7Tx> cos (Wy> ,

£ £

2 2
(6-31) ol =1+ p}, cos <7T:1:> sin (Wy> ,

£ £

donde el campo vectorial estd definido por 77 = (1,0). Con estas definiciones, el coeficiente de
difusion (6-22) se puede usar para modelar la difusiéon en medios anisotrépicos no homogéneos, y se
usard este caso para mostrar la aplicabilidad del proceso de homogeneizacién en dos dimensiones.
Con este propésito, se define p} = 0.9, p} = 0.8, pb = 0.5y p, = 0.4. Con estos valores, la solucién
numérica de (5-24) da como resultado:

(6-32a) D = diag(0.9214071058, 0.9388128827),
(6-32b) 92 = diag(0.9677920623, 0.9896479165).
Las funciones propias del operador diagonal V-©FV, con condiciones de contorno de Neumann
son:
(6-33) W;j = cos (wj'x) cos (wé’y) ,

v los valores propios son:

(6-34) IF = (Wf)*D + (w¥)*D%,,

donde w; = 2%, w; = 2L j y @f] (k =1,2) son las entradas correspondientes de las matrices (6-32).
Al definir:

k 2r\? o 27\? 2k \ 2 _ kg
(6-35) l” = ﬁ @11 + E @22 1 :l 1,
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21\ ? .
(6-36) 1k = (L:) Dk 2 = 1ki2,

la matriz de valores propios que determina la relacién de dispersién (5-73) es 1; = diag|[l!, 1?]i?.

En general, el operador asociado con este problema es no degenerado; asi, las regiones iden-
tificadas en un grafico (a,b) no tienen sentido. Sin embargo, es posible desestabilizar la relacién
de dispersién critica asociada con una funcién propia critica particular cuya forma es conocida.
Para esto, los valores propios y las funciones propias del operador V - DV se expresan como en
(6-33) y (6-34), en términos de los indices i y j en (6-34), y se presentan dos ejemplos, i = 2,5 =0
y ¢« = j = 2. Para cada uno de estos ejemplos, se us6 ¢« = 0.4 y b = 1.5, y los valores criticos
correspondientes se muestran en la Tabla 6-5. En el primer caso, el propdsito es obtener un patréon
a franjas correspondiente a ¢ = 2y j = 0, y este patrén se obtiene con éxito cuando ¢ = 1/64. En
la segunda simulacién, el objetivo es crear un patréon de manchas rectangulares cuando i = j = 2;
notablemente, este patrén se logra en todo el rango de valores de €, como se muestra en las Tablas
6-5 y 6-4.

2.59

1.42

515 L™ J

1.26 n

Tabla 6-4: Soluciones u®¢ de los dos ejemplos considerados en esta Seccién, con los valores dados en la

Tabla 6-5, usando cinética de Schnakenberg con a = 0.4 y b = 1.5.
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(i,7) (e, 7e)
(2,0) | (0.01915168677,2.715353668)
(2,2) | (0.0191867174,5.492029428)

Tabla 6-5: Valores criticos para los dos ejemplos considerados, usando cinética de Schnakenberg con a = 0.4
y b=1.5.

Ejemplo 3: campo vectorial irregular

En los ejemplos anteriores, utilizamos un campo vectorial a lo largo de una sola direccion

(0,1); aqui consideraremos que el campo vectorial que define las fibras del dominio no homogéneo
estd definido por

o () HE)
&30 TN i AR
donde
27
(6-38) H(z) =14 0.5cos <5x> .

En la Figura 6-3, se muestran gréficos del campo vectorial (6-37) para tres valores diferentes
de e.

(a) (b) (©)

V, e v, oY o)
W )
W 117011177000
2 // 170000077000

v / ) i,
winz % AN W17 77 //// 7 //
T )
1 i 55t Z:ﬁﬁ//

Y 0.504447 /’MM e
W7 ////// //////;5% /;/’;5? 7
g7 / 117, w7 % A 7 77

2 // W iz 71

/ ////////// i
iy, 4, / y ////4/ ///////
)
0.97% 05 10 0.0 1.0

X

Figura 6-3: Campos vectoriales (6-37) para ¢ = 0.1, 0.5 y 0.25, respectivamente.

También suponemos que los coeficientes de difusién longitudinales y transversales son cons-
tantes, en particular: Ui =1y o} =0.5. Asi, los coeficientes de difusién no homogéneos (6-22) son
superficies periédicas y diferenciables, como se muestra en la Figura 6-4, donde se muestran las
cuatro entradas de la matriz de difusién para € = 1.
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(a) (b) ©
‘ 0.94 0.24 “ 0.94
“N Y A
v <v

0.20 V 0.75

\ ‘\'
0.56 v 0.16 w 0.56

Figura 6-4: Gréfico de las superficies definidas por cada entrada de la matriz de difusién (6-22), con (6-37),
o =1,0;,=05,ye=1a) Df(y), b) Dh(y) = D5, (y) v ¢) D5 (y)

La matriz de difusién efectiva se obtiene resolviendo numéricamente (5-24), lo que da como
resultado:

. [0.7435736694 0.2208391643
(6-39) D=
0.2208391643 0.7435736694

Una matriz de difusién como la presentada anteriormente esta relacionada con difusién anisotrépi-
ca, lo que indica que las concentracién se difunden dependiendo de la direccién en particular es.

Usando esta matriz de difusion efectiva, se calculan numéricamente los valores y las funciones
propias del operador V - ®V. Los valores propios I; se ordenan segtin la magnitud creciente, y
seleccionamos el valor 16, {(16) = 105.1118462, para el cual se muestra la correspondiente funcion
propia en la Figura 6-5.

1.83

—3.64

Figura 6-5: Funcién Propia correspondiente al decimosexto valor propio /16y = 105.1118462, del operador
V - ®V donde D estd definido en (6-39)



80

6 Resultados: difusién con propiedades periddicas

2.03

1.50

Tabla 6-6: Solucién numérica u®¢ del sistema no homogéneo en ¢t = 20000, para algunos valores de . Los
valores de los pardametros de la cinética de Schnakenberg son a = 0.3, y b = 1.5.

Finalmente, el sistema (5-1) se resuelve numéricamente usando cinética de Schnakenberg
(2-17), y el valor [(1¢) se utiliza para determinar los valores criticos. En la Tabla (6-6) se muestra la
solucién numeérica para algunos valores de ¢; se observa que a partir de ¢ = 1/32, el patrén coincide
con la forma de la funcién propia predicha por el problema homogeneizado, como se muestra en la
Figura 6-5.
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En este documento, se proponen dos enfoques, complementarios, que se entrelazan para abor-
dar el problema de la generacién de patrones de Turing en sistemas con difusién no homogénea,
es decir, cuando los coeficientes de difusiéon dependen explicitamente de las variables espaciales.
Estos enfoques se destacan por su capacidad para aplicar tanto el andlisis lineal como el andlisis
no lineal, proporcionando asi una perspectiva, completa sobre las ecuaciones de reaccién-difusién
con difusién no homogénea. El primer enfoque consiste en generalizar tanto el andlisis lineal como
el débilmente no lineal con base en la descomposicién por funciones propias y el segundo enfoque
se basa en la aplicacién del método de homogeneizacién para estudiar la difusion en dominios con
inhomogeneidades distribuidas de manera periédica.

En el primer caso, en lo que respecta al anélisis lineal, proponiendo una solucién que consiste
de una serie de las funciones propias de un problema de Sturm-Liouville asociado, se derivan las
condiciones de inestabilidad de Turing en sistemas no homogéneos. Cabe senialar que este enfoque
también es usado en [18], de lo que nos percatamos después de avanzado el trabajo. A pesar de
esto, la contribucién novedosa e importante de este trabajo se encuentra en el analisis no lineal. Por
un lado, siguiendo el enfoque del analisis lineal, de la descomposiciéon por funciones propias, para el
analisis no lineal se requiere una generalizacion del procedimiento estdndar para funciones propias
diferentes a los modos de Fourier; para ello, en este trabajo se considera el caso particular del ope-
rador O, ((1 - 362)696), cuyas funciones propias son los polinomios de Legendre P,(x) y los valores
propios n(n+1). Para el problema bidimensional, se propone una forma tensorial para la variacién
espacial de la tasa de difusién, lo que conduce a un problema de Sturm-Liouville con eigenfunciones
dadas por Pjj(z,y) = P;i(x)P;j(y) y eigenvalores i(i + 1) 4+ j(j + 1). Con estas funciones, se propo-
ne una generalizacién del andlisis débilmente no lineal. Esta generalizaciéon nos permite encontrar
condiciones para la formacién de patrones de franjas o manchas, que se verifican numéricamente
y se comparan con el caso de difusion homogénea, utilizando el sistema de reaccién-difusién de
Schnakenberg como ejemplo.

Por otro lado, para operadores con coeficientes de difusién periddicos se propone y se im-
plementa la técnica de homogeneizacién, una herramienta fundamental que transforma un sistema
con difusién no homogénea periédica en un sistema homogeneizado, con coeficientes de difusion
constantes conocidos como coeficientes de difusién efectiva, simplificando asi el analisis y permi-
tiendo una comprension maéas clara de los mecanismos subyacentes en la formacion de patrones.
Como el objetivo fundamental del método de homogeneizacion es obtener un coeficiente de difusién
efectivo, transformando asi el problema original en uno caracterizado por una difusién homogénea,
mostramos como se pueden emplear métodos bien establecidos para determinar las condiciones que
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conducen a la inestabilidad de Turing. De esta manera, se logra identificar valores criticos y aplicar
los resultados derivados del andlisis débilmente no lineal para prever las amplitudes y tipologias
de los patrones generados. Los resultados se muestran en la Seccién 6.1, para dominios en una y
en dos dimensiones. En este ultimo caso, como una aplicacién del método de homogeneizacién,
se considera el caso en el que los productos quimicos experimentan procesos de difusiéon en un
dominio que contiene fibras, cuya disposicién estd determinada por un campo vectorial 7. En un
primer ejemplo, la difusién ocurre a lo largo de dicho campo vectorial, dando lugar a un patréon de
dispersion alineado con la orientacién de las fibras. En el segundo ejemplo, la difusién se desarrolla
de manera transversal al campo vectorial, generando un comportamiento distinto que se refleja en
la distribucién de los productos quimicos con respecto a la disposicion de las fibras en el dominio
2D. Este analisis detallado de las orientaciones de difusién proporciona una comprension mas pro-
funda de cémo la disposicién espacial de las fibras influye en los patrones resultantes, ofreciendo
valiosas percepciones sobre los fendmenos observados en sistemas de reaccién-difusiéon en entornos
2D complejos.

Los resultados obtenidos en este trabajo enriquecen el campo de la formacion de patrones
y la generalizacion del analisis no lineal desarrollado aqui puede también ser de interés en otros
campos como la modelizacién del clima [48, 49] y, en general, a diversos problemas de difusién en
medios estructurados.

Las perspectivas futuras del trabajo presentado son muy prometedoras. Como ejemplo men-
cionamos que, en el primer enfoque que presentamos, es tentador intentar una generalizacién del
andlisis no lineal para eigenfunciones ortogonales de cualquier problema de Sturm-Liouville, donde
las funciones de Legendre son un caso particular. Este enfoque general enfrenta varias dificultades,
principalmente con la alternativa de Fredholm, en las que estamos trabajando actualmente. En
cuanto al segundo enfoque, el método de homogenizacién, puede extenderse al estudio de sistemas
de reaccién difusién con coeficientes de difusién diferenciables a trozos (periédicos o no), condi-
ciones de frontera més generales entre las interfaces de un dominio estructurado y, finalmente, a
dominios estructurados con inhomogeneidades distribuidas de manera jerarquica.
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