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ma de México por brindarme la oportunidad de formar parte de esta prestigiosa institución.

Esta experiencia no solo me ha permitido sumergirme en su rica cultura, sino también com-

partir conocimientos con destacados investigadores que forman parte de esta comunidad.

Estos encuentros han enriquecido mi trabajo de investigación al llenarme de nuevas ideas,

cuestionamientos y una inmensa motivación para seguir desarrollando mi labor académica.

Estoy profundamente agradecido por esta experiencia enriquecedora.

Quiero expresar mi profundo agradecimiento al Dr. José Luis Aragón Vera, mi tutor y un
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Resumen

En el estudio de fenómenos con estructuras auto-organizadas, se han propuesto diversos

modelos matemáticos, entre los cuales destaca el modelo de reacción-difusión, propuesto por

Alan M. Turing en 1952, que es capaz de generar patrones espaciales. A pesar de las simplifi-

caciones inherentes a estos modelos, se han logrado explicar una amplia gama de fenómenos,

principalmente en sistemas biológicos, pero las aplicaciones han trascendido esta área. Sin

embargo, es importante destacar la sensibilidad que presentan estos sistemas ante las condi-

ciones iniciales, las propiedades geométricas de los dominios y los coeficientes de difusión no

homogéneos. Estas caracteŕısticas se manifiestan en la forma de los patrones generados, con

variaciones en las longitudes de onda y amplitudes.

En el presente estudio, se estudia el problema de la generación de patrones de Turing en

operadores diferenciales con coeficientes de difusión no homogéneos, es decir, que dependen

expĺıcitamente de las coordenadas espaciales. Con base en los métodos de múltiples escalas,

se logran establecer dos metodoloǵıas importantes para este problema:

La primera metodoloǵıa consiste en deducir las ecuaciones de amplitud de Stuart-

Landau, con lo que se puede caracterizar los tipos de patrones que obtienen. Esta

metodoloǵıa es ampliamente utilizada en problemas con difusión homogénea usando

la base de Fourier (como eigenfunciones del operador Laplaciano), pero el aporte de

este trabajo consiste en generalizar esta metodoloǵıa, relacionando el problema no

homogéneo con la teoŕıa de Sturm-Liouville, proponiendo bases de funciones propias

distintas a la base de Fourier. Con esto no sólo pueden establecerse regiones de paráme-

tros en las que se obtendrán patrones de franjas o manchas, sino que también predicen

transiciones de manchas a franjas al aumentar el tamaño del dominio. Estos resultados

se reportaron en la Ref. [1].

La segunda metodoloǵıa consiste en aplicar la técnica de homogeneización, al caso

en que se tiene difusión no homogénea periódica y rápidamente oscilante. En este

caso, se muestra que las soluciones del problema no homogéneo convergen al problema

homogeneizado a medida que el parámetro de periodicidad tiende a cero. Con esto, se

muestra que las condiciones de inestabilidad del sistema homogeneizado son similares a

las del problema no homogéneo, lo que se respalda tanto anaĺıtica como numéricamente.

Estos resultados se reportaron en la Ref. [2].

Con estos resultados, se ofrece una metodoloǵıa lo suficientemente sólida para analizar una

amplia variedad de fenómenos con difusión no homogénea, expandiendo tanto las ideas del

análisis lineal clásico de sistemas de reacción-difusión como el análisis no lineal.

Palabras clave: Patrones de Turing, operadores diferenciales no-homogéneos, método mul-

tiescala, homogeneización.
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Notación

Śımbolo Definición

ε, δ, µ Parámetros positivos pequeños

RN Espacio vectorial de listas ordenadas de N escalares (u1, u2, . . . , uN ), sobre el cuerpo

de los números reales

Ω Dominio en Rn, es decir, un conjunto abierto y conexo (generalmente acotado)

∂Ω Frontera del dominio Ω

Ω̄ Cerradura del dominio Ω, es decir, Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω

x Vector en RN , que se usará para describir la variable lenta o macroscópica

y, z Variables rápidas o microscópicas, y = 1
ε1
, z = 1

ε2

C∞(Ω̄) Espacio de funciones infinitamente diferenciables en Ω̄

f ε Función de periodo ε o ε-periódica

i, j, n,m Índices mudos

k Índice libre

⟨ | ⟩ Producto interno

⟨f | g⟩w(x) Producto interno de funciones con peso w(x), es decir,

⟨f | g⟩w(x) =
∫
Ω f(x)g(x)w(x)dx

⟨f⟩Ω Promedio del campo escalar f en el dominio Ω, es decir,

⟨f⟩Ω = 1
|Ω|
∫
Ω f(x)dx, con |Ω| el volumen de Ω.

[[·]]ΓY
Diferencia entre los valores internos (i) y los valores en la matriz (m), sobre la interfaz ΓY ,

es decir, [[·]]ΓY
= (·)(m) − (·)(i).

Dk Matriz de difusión de la k−ésima ecuación.

Dk
ij Componente de difusión i, j de la Matriz de difusión de la k−ésima ecuación.

L() Operador eĺıptico en forma divergénte.
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La piel de los animales exhiben detallados caminos de colores, algunos compuestos por franjas

paralelas intercalando colores, como se ve en las zebras o en los Angelfish. Otros presentan una

compleja red de caminos altamente conectados, donde se encuentran áreas aisladas o manchas,

como los patrónes observados en los leopardos. Sorprenden también estructuras que crecen a partir

de una semilla creando caminos con una organización extremadamente compleja como las ramifica-

ciones en los árboles que se asemejan a los relámpagos, fracturas en la tierra, bifurcaciones de ŕıos,

crecimiento de extremidades en los animales. Estas estructuras naturales no solo son admiradas

por su belleza, sino también por su complejidad. Para los humanos, ha sido una fuente inagotable

de inspiración en importantes desarrollos tecnológicos. Por ejemplo, la morfoloǵıa de aves y peces

fue fundamental para entender el mecanismo de desplazamiento en el aire y en el agua. Las re-

des de arañas y las estructuras de los huesos son inspiración para el diseño de diversos materiales

compuestos, como las fibras de carbono. La distribución de colores en las alas de las mariposas se

estudió como un modelo eficiente para distribuir la temperatura. La comprensión de la interacción

de estas estructuras geométricas con el medio ambiente no solo genera ideas para nuevos desarrollos

tecnológicos, sino que también permite entender el comportamiento de los compuestos qúımicos que

subyacen a la formación de estas estructuras.

Rayas, espirales, manchas con estrutura cuadrangular y hexagonal son patrónes espaciales

o espaciotemporales bastante regulares vistos en sistemas naturales (desiertos, puntas de los de-

dos, pelaje de animales, estrellas) [4], y resulta común que un patrón dado aparezca en diferentes

sistemas, siendo independientes de los pequeños detalles de su entorno, lo que nos lleva a pensar

que en la naturaleza hay patrónes universales. Alan Turing ya hab́ıa comprendido esto en 1952 al

presentar su art́ıculo “The Chemical Basis of Morphogenesis”[5], donde plantea que los patrónes

encontrados en las pieles de animales, están relacionados con la forma en que los compuestos qúımi-

cos interactúan bajo activación-inhibición y se mueven por difusión. Se puede considerar esa teoŕıa

de la Morfogénesis como uno de estos ejemplos de matemática aplicada que, a pesar de tener una

motivación en la naturaleza, los supuestos con los que es construida no necesariamente son justi-

ficados desde la bioloǵıa y qúımica. Sin embargo, la teoŕıa de Turing después de ser cuestionada

durante mucho tiempo como una teoŕıa que no explicara correctamente los procesos biológicos que

intervienen en la formación de patrónes, gradualmente se han encontrado ejemplos convincentes

que la verifican [6, 7, 8]. Entre los supuestos fundamentales se encuentra en primer lugar que la

cinética debe incluir una retroalimentación positiva, como la autocatálisis, que involucre una especie

llamada activador y un proceso inhibitorio. Estas condiciones se cumplen de manera más sencilla

en las reacciones que exhiben comportamientos biestables u oscilatorios.
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Alan M. Turing planteó la idea de que los genes actúan como catalizadores en reacciones

qúımicas espontáneas, regulando la producción de morfógenos. Turing demostró que un simple

modelo matemático pod́ıa explicar la formación de patrónes espaciales en concentraciones qúımicas,

sugiriendo que las leyes f́ısicas básicas pueden dar cuenta de comportamientos complejos, de esta

manera explica que los morfógenos interactúan entre śı y se difunden a través de las células. Con esta

observación, construyó un modelo matemático de reacción-difusión (R-D), en el cual los morfógenos

reaccionan y se difunden adecuadamente para generar un patrón a partir de un estado inicial de

distribuciones de concentración uniforme en un conjunto de células.

(a) Cebras. (b) Peces ángel o Escalares. (c) Mantarrayas.

Figura 1-1: patrónes en la piel de algunos animales. Es de notar la variación en el ancho de las franjas de

las cebras y los peces. También se puede notar la variación del tamaño de las manchas, que

parece depender de la distancia al centro de la mantarraya.

En diversas especies animales, la piel exhibe patrónes intrigantes, tales como franjas, manchas

o mosaicos de color, que vaŕıan según la ubicación en el cuerpo del animal. Estos patrones revelan

una heterogeneidad evidente, manifestándose en variaciones en el ancho de las franjas o el tamaño

de las manchas, como se ilustra en la Figura 1-1. Los procesos que impulsan la formación de

estos patrónes residen en las células encargadas de producir pigmentos y en aquellas que regulan

dicha producción. Las complejas interacciones entre estas células y las moléculas señalizadoras

que generan, crean gradientes locales que dan origen a estos patrónes visuales en la piel. Esta

heterogeneidad no es simplemente un fenómeno estético, va más allá y constituye una ventana
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intrigante hacia la bioloǵıa del desarrollo. La importancia de comprender estos procesos radica en su

conexión con los tejidos musculares subyacentes, que a su vez están influenciados por una interacción

compleja entre factores genéticos y ambientales. Estudiar la variabilidad en estos patrónes no solo

nos brinda un mayor entendimiento sobre la diversidad morfológica en el reino animal, sino que

también arroja luz sobre los fundamentos de la morfogénesis animal.

(a) Hueso. (b) Suelo. (c) Madera.

(d) Material compuesto laminado de

titanio.

(e) Material compuesto particulado de

aluminio.

(f) Material compuesto de cerámica

sinterizada.

Figura 1-2: Ejemplos de estructuras heterogéneas naturales (a, b, c) y hechas por el Hombre (d,e,f).

Cuando se aborda el fenómeno de la difusión de concentraciones en tejidos celulares, es

crucial considerar la compleja interacción entre una amplia gama de células y fibras celulares. Esta

diversidad estructural no solo implica que las concentraciones se desplacen de manera variable

según los grupos celulares, sino también dependiendo de la orientación de las fibras en el tejido. Un

ejemplo de este comportamiento se observa en las corrientes eléctricas del corazón, donde diferentes

tipos de células con coeficientes de difusión distintos están involucradas. Además, estas corrientes se

desplazan con mayor rapidez en la dirección de las fibras en comparación con la dirección transversal

a estas, lo que confirma la naturaleza anisotrópica y no homogénea de la difusión en estos casos

particulares. Esta variabilidad en la movilidad de las concentraciones es esencial para comprender

fenómenos biológicos complejos y subraya la importancia de estudiar tanto la composición celular

como la disposición estructural en la investigación de procesos de difusión en los tejidos.
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La homogeneidad y la heterogeneidad desempeñan papeles fundamentales en la creación, con-

figuración y expansión de los patrónes observados en los procesos de difusión. La heterogeneidad se

refiere a la presencia de propiedades f́ısicas variables en un medio espećıfico, originándose a partir

de las caracteŕısticas inherentes del material donde ocurre la difusión de sustancias concentradas.

Esta variabilidad se manifiesta en una relación espacial o incluso en la magnitud misma del coefi-

ciente de difusión. Ambientes heterogéneos son comunes tanto en la naturaleza como en productos

manufacturados. Por ejemplo, en el mundo natural, estructuras como huesos, atmósfera, suelo, are-

nisca, madera, pulmones, tejidos vegetales y animales, conglomerados celulares y tumores exhiben

heterogeneidad. En el ámbito humano, productos manufacturados como compuestos laminados,

sustancias granuladas, sólidos celulares, geles, espumas, aleaciones metálicas, microemulsiones y

cerámicas también son ejemplos de heterogeneidad.

Esta diversidad en la heterogeneidad influye significativamente en los procesos de difusión

y sus resultados, como se ilustra en la Figura 1-2. Además, la combinación de heterogeneidad y

periodicidad se convierte en un aspecto crucial en muchos materiales, especialmente en compuestos,

donde dos o más componentes se integran para proporcionar propiedades únicas y mejoradas en

comparación con los materiales individuales. Esta estructura periódica ofrece ventajas significativas

en diversas aplicaciones al permitir una distribución uniforme de cargas, mejorando aśı las propie-

dades mecánicas del material. Este fenómeno puede aumentar tanto la resistencia como la rigidez

del material, y también puede influir en las propiedades térmicas, ópticas y eléctricas, ampliando

el rango de aplicaciones y destacando su importancia en el desarrollo de tecnoloǵıas innovadoras.

Recientemente, se ha encontrado que las heterogeneidades espaciales en el coeficiente de difu-

sión son trascendentales en la bioloǵıa y pueden modificar drásticamente las condiciones de Turing

para la formación de patrónes. Un ejemplo se encuentra en dos especies de peces Genicanthus que

durante la conversión sexual comparten propiedades morfológicas casi idénticas excepto por la di-

rección de sus franjas; en ambas especies surgen manchas transitoriamente en posiciones aleatorias

y luego se combinan y reorganizan para formar franjas direccionales. Al respecto, se ha demostrado

que la anisotroṕıa de la difusión es eficaz para especificar la dirección de las franjas formadas por el

modelo de R-D [9]. El grosor de la superficie se desprecia en la mayoŕıa de los estudios, por ejemplo,

la difusión de protéınas en las bicapas liṕıdicas puede verse como una difusión en una superficie

curva bidimensional. El efecto de espesor y curvatura puede desempeñar un papel importante en

la generación de patrónes espaciales [10], por ejemplo, por la geometŕıa del sustrato donde se di-

funde la especie (plano-esfera) [11] se ha encontrado la modificación en el rango del número de

onda. Otro factor está relacionado con la difusión confinada; los canales iónicos tienen sitios activos

donde las reacciones qúımicas ocurren, similar a la catálisis heterogénea en los poros irregulares de

las zeolitas. Las condiciones de inestabilidad de Turing pueden modificarse debido a la geometŕıa

del canal [12]. También se ha reconocido la importancia de la difusión no homogénea en sistemas

biológicos, particularmente en el problema de la filotaxia (formación de órganos laterales en las

plantas), en donde es bien sabido que la difusión de la fito-hormona auxina (principal promotora de

la formación de los órganos de las plantas) es no homogénea y, aún más, su difusión se ve afectada

por las propiedades elásticas del domo apical. Como consecuencia, recientemente se ha propuesto

un modelo mecano-qúımico para describir la formación de los órganos laterales de las plantas, en

donde la matriz de difusión del sistema de R-D depende de un tensor de esfuerzos [13]. En ese
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modelo, las condiciones para la formación de un patrón espacial no están establecidas de manera

anaĺıtica, y los resultados se obtienen mediante simulaciones numéricas para valores muy espećıficos

en los parámetros.

Objetivos del presente trabajo

Estudiar sistemas de reacción-difusión bajo condiciones de difusión no homogénea, es de-

cir, cuando el coeficiente de difusión tiene una dependencia expĺıcita de las variables espaciales,

estableciendo las caracteŕısticas más importantes y su aplicación en la bioloǵıa. En particular se

estudiará a detalle el caso cuando el problema de difusión puede plantearse como un problema de

Sturm-Liuoville.

1. Investigar las posibilidades para coeficientes de difusión no homogénea que permitan un

tratamiento anaĺıtico del problema.

2. Hacer uso de los métodos multiescala y otros métodos de análisis no lineal para comprender

el comportamiento de los patrónes de Turing en sistemas de reacción difusión no homogénea.

3. Establecer las bases de la difusión de Sturm-Liouville en la generación de patrónes de Turing

en 2D y encontrar posibles aplicaciones.

Contribuciones originales

1. Estudio de sistemas reacción difusión con operadores diferenciales de Sturm-Liouville.

2. Desarrollo de una metodoloǵıa multiescala para aproximar soluciones cerca de los paráme-

tros cŕıticos que permite la caracterización de la región de parámetros dependiendo de una

estructura geométrica predefinida.

3. Desarrollo de una metodoloǵıa de homogeneización para sistemas de reacción difusión con

operador diferencial periódico.

4. Derivación de condiciones de inestabilidad de Turing en sistemas reacción difusión con coefi-

ciente de difusión periódica junto a una metodoloǵıa no lineal para la predicción de patrónes

en el sistemas no homogéneo.

Organización del trabajo

Caṕıtulo 1: Se presentan conceptos generales en torno a la bifurcación de Turing, poniendo

énfasis en el proceso de difusión, que extiende la idea de Fick y aborda la heterogeneidad en la

difusión, incluyendo aspectos como la difusión anisotrópica, dependiente del espacio y periódica.

Además, se introduce el concepto de activador-inhibidor y la teoŕıa se aplicacrá en dos modelos: el

modelo de Schnakenberg y el de Barrio-Varea-Aragón-Maini (conocido como BVAM).
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Caṕıtulo 2: Se plantea un modelo de reacción-difusión con un operador diferencial de Sturm-

Liouville, derivando las condiciones de Turing y realizando un análisis no lineal para la aproximación

de amplitudes de las funciones propias cŕıticas como soluciones de sistemas de reacción-difusión

cerca de los parámetros cŕıticos.

Caṕıtulo 3: Se presentan ejemplos en donde se utilizan las metodoloǵıas presentadas en el

Caṕıtulo 2, usando como caso particular el operador de Legendre. Para este caso, se derivan las

condiciones de Turing y se desarrolla un análisis débilmente no lineal para obtener la caracterización

de las regiones de parámetros, en función de la forma de los patrónes. Finalmente, se muestra el

hallazgo de una transición de franjas a manchas que se produce al aumentar el valor de un parámetro

relacionado con el tamaño del dominio.

Caṕıtulo 4: Se plantean modelos con coeficientes de difusión periódicos, que se abordan

usando la técnica de homogeneización. Mediante esta técnica, el problema original, no homogéneo,

puede transformarse en uno homogéneo con un coeficiente de difusión efectivo. Esto permite aplicar

el análisis no lineal conocido para sistemas con coeficientes de difusión homogéneos.

Caṕıtulo 5: Se aplica la teoŕıa desarrollada en el Caṕıtulo 4 a problemas con coeficientes

diferenciales continuamente diferenciables y periódicos en una y dos dimensiones, utilizando la

técnica de homogeneización para obtener coeficientes de difusión efectivos y, de esta manera, obtener

las condiciones de inestabilidad de Turing para la ε-familia de problemas.



2 Inestabilidad de Turing

Una de las motivaciones del trabajo de Alan Turing es analizar el efecto de pequeñas desvia-

ciones aleatorias de la simetŕıa esférica en los óvulos fecundados y su impacto en el desarrollo y la

estructura de organismos complejos. Aunque se espera que un óvulo mantenga su simetŕıa, Turing

argumenta que estas desviaciones son fundamentales, pues pueden llevar a estados de inestabilidad

donde las irregularidades crecen, permitiendo aśı la formación de estructuras biológicas complejas.

En su modelo de morfogénesis, Alan Turing consideró varios criterios clave en la forma con-

tinua de la teoŕıa [5]. Primero, destacó la importancia de las concentraciones y difusibilidades de

cada sustancia en cada punto del sistema. Para determinar los cambios de estado, Turing incorporó

los principios fundamentales de las leyes del movimiento de Newton (ley conservación de materia),

en donde se asume que el problema es escencialmente qúımico. Además, tuvo en cuenta los esfuer-

zos resultantes de las elasticidades y movimientos, considerando también las presiones osmóticas

derivadas de datos qúımicos. En tercer lugar, Turing incluyó las reacciones qúımicas como un ele-

mento esencial para comprender la dinámica del sistema. Por último, se ocupó de la difusión de las

sustancias qúımicas, definiendo la región donde esta difusión es posible a partir de datos mecánicos.

Estos criterios abordaron aspectos mecánicos y qúımicos.

En estos sistemas, las pequeñas perturbaciones son esenciales, ya que el flujo y producción

neta de sustancias qúımicas dentro del dominio no son uniformes. Estas variaciones se representan

mediante un vector de concentraciones qúımicas u = (u, v)T , ilustrando cómo las diferencias locales

son clave para entender la dinámica de los sistemas qúımicos y biológicos. A partir de la ley de

conservación de la materia para x ∈ Ω ⊂ Rn, se derivan las siguientes relaciones.

(2-1)
∂

∂t

∫
Ω
udx = −

∫
∂Ω

Dj · dS +

∫
Ω
ηF(u; p)dx,

donde j = (ju, jv)
T es el flujo de concentraciones qúımicas por unidad de área, F(u; p) es un campo

vectorial que describe las tasas de producción qúımica neta por unidad de volumen, dependiente de

un conjunto espećıfico de parámetros p, y η es un factor de escala. En este contexto, se trabaja con

un campo vectorial bidimensional relacionado con los mecanismos de activación e inhibición, expre-

sado como F(u; p) = (f(u; p), g(v; p))T y D es una matriz de coeficientes de difusión. Cambiando

variables en la integral de ĺınea a lo largo de ∂Ω y aplicando el teorema de Gauss a la integral, a lo

largo de la frontera ∂Ω ⊂ Rn−1, se obtiene que la ecuación (2-1), se transforma en

(2-2)

∫
Ω

[
∂u

∂t
+DLu− ηF(u; p)

]
dx = 0,
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donde el operador diferencial L está relacionado con el flujo j y la geometŕıa del dominio. Suponiendo

que Ω es un conjunto simplemente conexo, se obtiene que

(2-3)
∂u

∂t
= DLu+ ηF(u; p).

En este caso D se representa como una matriz de coeficientes constantes, mientras que el

operador L(·) se emplea para describir las variaciones espaciales en las concentraciones de las sus-

tancias involucradas.

Recientemente, se ha descubierto que varios factores espaciales fundamentales en bioloǵıa

pueden alterar el operador L(·), lo que a su vez modifica las condiciones de Turing para la formación

de patrones. Estos cambios en el operador tienen un impacto significativo en la manera en que los

patrones se desarrollan y evolucionan en sistemas biológicos. A continuación, se presentarán algunos

ejemplos de operadores de difusión L para ilustrar estas modificaciones y su relevancia en el estudio

de fenómenos complejos en bioloǵıa y disciplinas relacionadas.

A continuación, se discutirán tres modelos cinéticos del tipo activador-inhibidor, con los que

describiremos el procedimiento involucrado para deducir las condiciones de la inestabilidad que

produce patrones espaciales, también conocida como inestabilidad de Turing.

2.1. Modelos cinéticos activador-inhibidor

Para entender la idea de activación e inhibición, en [8] se ilustra con un ejemplo que consiste

en describir la interacción entre saltamontes y el fuego en un campo de hierba seca. Los saltamontes

actúan como inhibidores y el fuego como activador. Si los saltamontes se calientan lo suficiente, la

sudoración genera humedad que impide la propagación del fuego. Este proceso crea patrones espa-

ciales, limitando el área quemada a zonas no humedecidas. La distribución final de áreas quemadas

y no quemadas, aśı como la ubicación de los saltamontes, dependen de los coeficientes de difusión

y otros parámetros de la reacción. La analoǵıa destaca cómo las diferencias en las tasas de difusión

conducen a patrones espaciales espećıficos en este sistema.

Los modelos activador-inhibidor son fundamentales en diversos campos cient́ıficos, como bio-

loǵıa, qúımica y f́ısica, para entender una variedad de fenómenos. Estos modelos implican la inter-

acción entre dos sustancias qúımicas: el activador estimula cierta actividad o proceso, mientras que

el inhibidor la suprime o detiene. Además de estos efectos, existe un proceso llamado autocatálisis,

donde las sustancias qúımicas se autoinducen a través de reacciones qúımicas espećıficas, es decir,

una sustancia qúımica se genera a śı misma a través de una reacción autocataĺıtica, lo que signi-

fica que a medida que su concentración aumenta, también aumenta la tasa de producción de esa

sustancia. Cuando se combinan estos procesos de interacción activador-inhibidor y autocatálisis, se

crean patrones espaciales complejos y dinámicas no lineales en el sistema. Esta combinación da lu-

gar a comportamientos emergentes que son esenciales para comprender una variedad de fenómenos

biológicos y f́ısicos.
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En el planteamiento original de Turing, a las sustancias que constituyen el activador y el

inhibidor les llamó morfógenos. Si u = (u, v) es el vector de concentraciones de esos morfógenos,

L = ∆, D = diag[du, dv] son sus respectivos coeficientes de difusión y F(u; p) = (f(u; p), g(u; p))

contiene la cinética qúımica de esos morfógenos con p un parámetro un conjunto de parámetros aso-

ciado con la cinética qúımica, entonces, usando (2-3) se obtiene el siguiente problema de condiciones

iniciales y de frontera:

(2-4)



∂u
∂t = du∆u+ ηf(u, v; p), en Ω× [0,∞),

∂v
∂t = dv∆v + ηg(u, v; p), en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera adecuadas para u y v, en ∂Ω× [0,∞),

u(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω,

v(x, 0) = rnd(x) + v0, en Ω.

donde rnd(x) son valores aleatorios en el intervalo (−ϵ, ϵ) para un valor pequeño ϵ, u0 = (u0, v0)

es un punto de equilibrio, el cual define una solución estacionaria y homogénea del sistema de

reacción-difusión, es decir, F(u0) = 0.

La dinámica del sistema está contenida en las funciones f y g, que son importantes para

comprender la evolución y el comportamiento de los morfógenos u y v. Estas funciones controlan

la producción, la atenuación y disminución de los morfógenos, de manera no lineal, y están estre-

chamente ligadas a los procesos de activación, inhibición y autocatálisis. Esta conexión implica que

las interacciones entre u y v son altamente complejas y dinámicas.

La diferencia fundamental entre los modelos matemáticos radica en las propiedades espećıfi-

cas de las funciones f y g. Una de estas propiedades se encuentra en los puntos de equilibrio y su

estabilidad, ya que proporcionan información sobre cómo el sistema responde a pequeñas perturba-

ciones alrededor de un estado estacionario. Los puntos de equilibrio estables indican estados hacia

los cuales el sistema tiende, mientras que los puntos inestables pueden dar lugar a dinámicas más

complejas, como ciclos ĺımite.

La inclusión de los coeficientes de difusión du y dv adecuados en el modelo nos permite explorar

los conceptos de activación local e inhibición lateral, con ráıces históricas que se remontan, al menos,

a Ernst Mach en 1885 con sus estudios sobre las bandas de Mach [8]. La activación local se refiere a

la estimulación de áreas espećıficas en presencia de un est́ımulo, mientras que la inhibición lateral

implica la supresión de áreas circundantes. Los umbrales de du y dv dan lugar a lo que se conoce como

bifurcación de Turing, asegurando que, como solución del sistema de reacción-difusión, se obtengan

valores que oscilan alrededor del equilibrio, pero que en ciertos puntos espaciales permanecerán

constantes para peŕıodos de tiempo prolongados, lo que genera un patrón espacial.
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2.2. Bifurcación de Turing

En el estudio de sistemas dinámicos, las bifurcaciones son puntos cŕıticos donde ocurren cam-

bios cualitativos en el comportamiento del sistema a medida que un parámetro de control p vaŕıa.

Estos cambios pueden involucrar alteraciones en el número y la estabilidad de las soluciones del

sistema. En sistemas dinámicos espaciales, como los descritos por ecuaciones de reacción-difusión

(2-4), las bifurcaciones pueden manifestarse como transformaciones en la estructura de las solucio-

nes y los patrones emergentes. En pocas palabras, la variación del parámetro p puede dar lugar a

cambios drásticos en la dinámica del sistema.

Para ilustrar la bifurcación de Turing, se estudia la dinámica de sistemas de la forma (2-4)

en una dimensión Ω = (a, b)N . Considerando inicialmente que du = dv = 0, el sistema dinámico

libre de difusión es:

(2-5)
du

dt
= F(u; p).

Dada una solución u(x, t) del sistema (2-5), es posible examinar las propiedades de estabilidad

de esa solución, perturbando ligeramente un punto de equilibrio u0(p), es decir:

(2-6) u(x, t) = u0(p) + κv(x, t),

donde 0 < κ ≪ 1. En los sistemas de reacción-difusión los patrones de Turing son un tipo de atractor

asintótico (cuando t tiende a infinito), para que un punto de equilibrio u0 sea asintóticamente estable

ante perturbaciones temporales, se necesita que se cumplan dos cosas:

1. Que u0 sea estable (en el sentido de Lyapunov)

2. Que si u(t) es otra solución cercana a u0, ocurra

ĺım
t→+∞

||u(t)− u0|| = 0

Sustituyendo (2-6) en (2-5) y agrupando a primer orden en potencias de κ se obtiene la

ecuación que gobierna a la perturbación v:

(2-7)

 dv
dt = ηJ(p)v, en t ∈ (0,∞),

v(x, 0) = rnd(x), en t = 0.

Aqúı J = J(p) es la matriz jacobiana asociada con F, evaluada en el punto de equilibrio

u0(p). Entonces, si todos los valores propios de la matriz J son negativos, v decae con el tiempo

y se dice que u0 es linealmente estable. La linealización que conduce a (2-7) es adecuada para

perturbaciones iniciales infinitesimales de orden O(κ).

Al extender espacialmente el sistema, considerando los coeficientes de difusión du y dv de las

concentraciones en el dominio Ω = (a, b)N , el problema (2-4) linealizado tiene la forma

(2-8)
∂v

∂t
= D∆v + ηJ(p)v,
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donde D = diag[du, dv], junto a las condiciones de frontera y condiciones iniciales aleatorias alre-

dedor del punto de equilibrio.

Considerando ahora el problema independiente del tiempo asociado a (2-8):

(2-9)

 ∆W + k2W = 0, en Ω,

+ condiciones de frontera adecuadas para W, en ∂Ω.

Por ser un sistema traslacionalmente invariante, es natural analizar la estabilidad o inestabili-

dad de los modos de Fourier W = eik·x, en términos del número de onda k = ||k||. Dado el problema

espectral planteado en (2-9), parece lógico considerar una solución que sea una combinación lineal

de las funciones propias del operador ∆ (modos de Fourier), esto es

v =
∑
k

Vke
λt+ik·x,(2-10)

donde Vk ∈ R2. Sustituyendo (2-10) en (2-8), se obtiene∑
k

λVke
λt+ik·x = −

∑
k

DVkk
2eλt+ik·x +

∑
k

ηJVke
λt+ik·x,(2-11)

Entonces, para obtener soluciones no triviales se requiere

det(λI+ k2D− ηJ) = 0,(2-12)

donde I denota la matriz identidad de 2 × 2. Las soluciones de (2-12), también conocida como

relación de dispersión, produce los valores propios λ(k2) como función del cuadrado del número de

onda k2, de la siguiente manera:

(2-13) λ(k2) =
1

2
[−h1(k

2)±
√

[h1(k2)]2 − 4h2(k2)],

donde

h1(k
2) = k2(du + dv)− ηTr(J),(2-14)

h2(k
2) = dudvk

4 − η(dvfu + dugv)k
2 + η2|J|.(2-15)

El estado estable u0 es linealmente estable si y solo si tanto h1(k
2) como h2(k

2) son positivos

para todo k. Esta condición de estabilidad puede no cumplirse de cualquiera de las siguientes dos

maneras:

1. h1(k
2
c ) = 0 para algún kc, pero tanto h1(k

2) como h2(k
2) permanecen positivos para todo k.

2. h2(k
2
c ) = 0 para algún kc, pero tanto h1(k

2) como h2(k
2) permanecen positivos para todo k.

En la inestabilidad de Tipo 1, la condición h1(k
2) > 0 para todo k ̸= kc implica que

k2c = 0. Por lo tanto, el parámetro de bifurcación, denotado como p, debe asegurar la condición

Tr(J) = fu+ gv = 0. Inicialmente, esta situación indica que el punto de equilibrio no cumple con la

condición de estabilidad. Sin embargo, es posible analizar este fenómeno mediante lo que se conoce

como bifurcación de Turing-Hopf (Kuramoto, 1984), que establece una relación entre el parámetro
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Figura 2-1: Gráfica de la relación de dispersión λ como función del cuadrado del número de onda k2. En el

umbral de la inestabilidad (linea continua), du

dv
= dc, la parte real de la relación de dispersión

tiene un corte con el eje de números de onda. Modos inestables (linea discontinua), du

dv
> dc, la

relación de dispersión corta en dos puntos al eje de números de onda, lo que indica un cambio

de signo en una región acotada en el dominio de números de onda. Finalmente, en el caso que

produce modos estables (linea punteada), du

dv
< dc, la curva de relaciones de dispersión no tiene

cortes, manteniéndose negativa para todo número de onda.

de bifurcación de Tipo 1 y el de Tipo 2.

En este estudio, se enfocará en la inestabilidad de Tipo 2 en sistemas de reacción-difusión, un

concepto introducido por Turing en 1952 [5]. Normalmente, el parámetro de bifurcación se define

como el cociente de los dos coeficientes de difusión, d = du
dv
, y su valor, junto con el número de onda

cŕıtico k2c , se determina a partir de las condiciones h2(k) = 0 y dh2(k)
dk2

= 0. Aśı, cuando du
dv

= dc, la

relación de dispersión λ(k2) se encuentra en el umbral de la inestabilidad con un valor de λ cŕıtico,

denotado como λc. Al variar dc, se obtienen los modos de Fourier inestables, como se muestra en la

Figura 2-1. La garant́ıa de la inestabilidad de Turing o cambio de signo de λ para ciertos valores

de k2 se resume en las condiciones de Turing, que son [5]:

(2-16)



Tr(J) < 0,

det(J) > 0,

dv
du
fu + gv > 0,

( dvdu fu + gv)
2 − 4 dv

du
|J| > 0.

Las dos primeras condiciones en (2-16) hacen referencia a la estabilidad del punto de equilibrio u0,

mientras que las dos últimas condiciones hacen parte de la desestabilización del punto de equilibrio

por efecto de la difusión. A continuación estudiamos estas dos condiciones en dos modelos muy

usados en la literatura para estudiar fenómenos qúımicos o biológicos en una, dos o tres dimensiones.
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2.2.1. Modelo de Schnakenberg

1.5

2.0

1.0

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2-2: Regiones en el espacio de parámetros a vs b del modelo de Schnakenberg donde ocurre inesta-

bilidad de Turing para diferentes valores de difusión d. Región azul no ocurre inestabilidad de

Turing, región amarilla inestabilidad para valores d entre 1 y 50, región naranja clara inesta-

bilidad para valores d entre 50 y 200 y región naranja inestabilidad para valores d entre 200 y

500.

El sistema de reacción-difusión de Schnakenberg ha sido una herramienta fundamental en

el estudio de patrones espaciales y dinámicas no lineales en sistemas biológicos y qúımicos. Su

popularidad radica en su simplicidad y capacidad para modelar una amplia gama de fenómenos

complejos. Se considerará el sistema en su forma adimensional como sigue

du

dt
= ∆u+ η

(
a− u+ u2v

)
,(2-17a)

dv

dt
= d∆v + η

(
b− u2v

)
,(2-17b)

donde a y b son constantes positivas. El sistema tiene un único estado de equilibrio en (u0, v0) =

(a+ b, b/(a+ b)2) y las condiciones de inestabilidad de Turing (2-16) son

(2-18)



b−a
a+b − (a+ b)2 < 0,

(a+ b)2 > 0,

b−a
a+b − d(a+ b)2 > 0,(
b−a
a+b − d(a+ b)2

)
− 4d(a+ b)2 > 0.

Los valores cŕıticos son

(2-19) dc =
(a+ b)(a+ 3b)− 2

√
2b(a+ b)3

(a+ b)4
,
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y

(2-20) k2c =
η(a+ b)

(
(a+ b)2 +

√
2
√
b(a+ b)3

)
b− a

.

2.2.2. Modelo de Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM)

Figura 2-3: Regiones en el espacio parámetros a vs b del modelo de BVAM donde ocurre inestabilidad

de Turing para diferentes valores del coeficiente de difusión d. En la región azul no ocurre

inestabilidad de Turing, en la región amarilla se produce inestabilidad para valores de d entre

1 y 50, y en región naranja se produce la inestabilidad para valores de d entre 50 y 200.

Finalmente, en la región naranja se produce la inestabilidad para valores de d entre 200 y 500.

El modelo de BVAM es un sistema de R-D de propósitos generales que se ha usado para

modelar una diversidad de patrones en sistemas biológicos, que tiene la siguiente forma [14]:

(2-21)
∂u
∂t = ∆u+ η(u+ av − cuv − uv2),

∂v
∂t = d∆v + η(hu+ bv + cuv + uv2),

donde a > 0, h < 0, b y c son parámetros de la cinética y η es un factor de escala. Este sistema

tiene tres puntos de equilibrio [14], pero para la finalidad de este caṕıtulo consideraremos sólo el

punto de equilibrio (u0, v0) = (0, 0), con el que las condiciones de Turing (2-16) para la generación

de patrones son [14]:

(2-22)


ah < b < −1,

1 + db > 0,

(1 + db)2 − 4d(b− ah) > 0.
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Para concluir este caṕıtulo, es importante recalcar la importancia las Figuras 2-2 y 2-3,

que muestran las regiones de inestabilidad correspondientes a diferentes valores de difusión en el

espacio de parámetros a versus b, de ambos modelos, respectivamente. Estas áreas de inestabilidad

se determinan mediante la búsqueda de condiciones que satisfacen los criterios de inestabilidad de

Turing, expresados expĺıcitamente en (2-18) y (2-22) para los modelos de Schnakenberg y BVAM,

respectivamente.

En ambos casos, se observa que a medida que el coeficiente de difusión aumenta, la región en

la que ocurre la inestabilidad de Turing se ampĺıa. Este aumento en el coeficiente de difusión guarda

una relación directa con el incremento en el número de onda, indicando una mayor variabilidad

entre los máximos y mı́nimos de concentración. Este fenómeno subraya la importancia de la difusión

en la generación de patrones de inestabilidad de Turing, y destaca cómo ajustes en los parámetros

de difusión pueden influir significativamente en la complejidad de los patrones resultantes.

2.3. Difusión no homogénea

La difusión molecular es el movimiento térmico de part́ıculas en ĺıquidos o gases, causado por

la temperatura y tamaño de las part́ıculas. Este proceso aleatorio conduce al flujo de moléculas

desde áreas con más concentración hacia áreas con menos concentración, resultando una mezcla

uniforme de material. Cuando las concentraciones se igualan, las moléculas continúan moviéndose

en un equilibrio dinámico, llevando eventualmente a una mezcla completa en ausencia de fuerzas

externas. Las leyes de Fick son fundamentales para comprender el proceso de difusión; la primera

Ley de Fick establece que el flujo de materia, representado por el vector ju, es proporcional al

gradiente de concentración, y se puede expresar como:

ju = −D∇u,

donde D es una función de proposicionalidad, en este caso es el coeficiente de difusión.

La segunda Ley de Fick se relaciona con la ley de conservación de masa y describe cómo

cambia la concentración local de una especie en el tiempo, debido a las moléculas que entran o

salen de un volumen finito por difusión. Esta ley se expresa como

∂

∂t
u = ∇ ·D∇u.

En este caso el operador L(·) = ∇ ·D∇(·) = d∆(·) no es más que el operador de Laplace (∆)

siempre y cuando D = d constante y se utiliza para describir cómo las variaciones espaciales en la

concentración de una sustancia conducen a cambios en su distribución temporal. Esta formulación

matemática es esencial para entender cómo las sustancias se difunden y se distribuyen en sistemas

f́ısicos y biológicos.

La heterogeneidad en la difusión se refiere a las variaciones en el coeficiente de difusión D de

las concentraciones en diferentes posiciones. En este sentido, la función D vaŕıa espacialmente, es
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decir, D = D(x). Si bien el operador L(·) = ∇ ·D(x)∇(·) no se puede simplificar en un laplaciano

convencional, se puede relacionar con problemas de Sturm-Liouville [15] y, a partir de esta relación,

las soluciones se obtienen mediante expansiones en funciones propias, un proceso que se explicará

detalladamente en el siguiente caṕıtulo. En el contexto de patrones de Turing, es necesario que el

problema de Sturm-Liouville tenga una solución conocida y este no es siempre el caso. Entre las

funciones D(x) que se han estudiado en la literatura, destaca el trabajo [16], en donde se usa la

perturbación espacial en el coeficiente de difusión D(x) = d+ δx2, controlada por el parámetro δ.

En ese trabajo, logran eliminar la degeneración del operador diferencial homogéneo1 en regiones

rectangulares, y adicionalmente explican las transiciones de manchas a franjas que se produce al

aumentar los valores de d. También cabe mencionar el trabajo [17], en donde se obtienen patrones

autosimilares, o semejantes a diferentes escalas, en un dominio circular, al estudiar un modelo con

super difusión generada por D(r) = r−λ, donde r denota al radio de la región circular y λ es un

parámetro que controla la superdifusión.

También en [18] se introduce una metodoloǵıa basada en expansiones de Galerkin, para gene-

ralizar el acoplamiento de modos de Turing, para aśı poder abordar diversos tipos de heterogeneidad

espacial, es decir en presencia de operadores con coeficientes de difusión D(x) en términos genera-

les. Además, esta metodoloǵıa permite identificar lo que el autor denomina “múltiples modos de

Turing inestables”, los cuales compiten por la dominancia en el sistema. Esto conduce a la forma-

ción de patrones que exhiben estructuras correspondientes a varios modos de Turing con diferentes

longitudes de onda, en contraposición a la presencia de solo uno o unos pocos modos.

Un conjunto espećıfico de operadores diferenciales surge cuando la función D(x) es periódi-

ca. En el caso particular de los materiales compuestos reforzados unidireccionalmente con fibras,

las fibras se organizan de manera periódica en una matriz (medio aglutinador) para formar una

estructura regular Ω = Ωε
1∪Ωε

2∪Γε, como se describe en [19]. Esta estructura se caracteriza por un

espaciado uniforme entre las fibras, del mismo orden de magnitud que el radio de cada fibra Rε. En

este contexto, se considera un dominio compuesto por dos materiales, Ωε
1 y Ωε

2, que son disjuntos

(Ωε
1

⋂
Ωε
2 = ∅) y conectados a lo largo de la frontera Γε = ∂Ωε

2. Aqúı, Ω1 representa la matriz o

conjunto conexo, mientras que Ω2 es la fibra o conjunto disconexo. Se define L como la longitud del

cuadrado Ω y l como la longitud de la celda periódica Ωl. Además, se considera que 0 < ε = l
L ≪ 1

es un parámetro adimensional, lo que permite introducir coordenadas locales y = 1
εx en términos

de las coordenadas globales x.

En un material fibroso, como se describe anteriormente y se ilustra en la Figura 6-1, los

coeficientes de difusión se caracterizan mediante un tensor simétrico de segundo orden. Este tensor

vaŕıa dependiendo de si se encuentra dentro o fuera de la fibra, y se define de la siguiente manera:

(2-23) Dε
jl(x) =

D
(1)
jl , sobre Ωε

1,

D
(2)
jl , sobre Ωε

2.

1Si bien en matemáticas el concepto de degeneración se da en diversos contextos, en este trabajo nos

referiremos al problema de valores propios, y un operador es degenerado si un valor propio de ese operador

está asociado con más de una función propia.
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Estas ideas sobre operadores periódicos se extenderán en el Caṕıtulo 3, con un análisis más

detallado, utilizando un enfoque de homogenización en varias escalas.

Figura 2-4: a) Celda unitaria cuadrada que representa un material fibroso (Ω = Ωε
1 ∪ Ωε

2 ∪ Γε) organizado

periodicamente con periodo ε. b) Celda periódica en coordenadas y.

Un fenómeno como el anterior se manifiesta en la difusión confinada, en el que los canales

iónicos cuentan con sitios activos en donde ocurren reacciones qúımicas, similar a la catálisis hete-

rogénea en los poros irregulares de las zeolitas. Las condiciones de inestabilidad de Turing pueden

alterarse debido a la geometŕıa del canal, como se ha explorado en investigaciones recientes [12]. Es-

te fenómeno se analiza comúnmente utilizando el operador Fick-Jacobs-Zwanzig, que se aplica

para estudiar la difusión de part́ıculas puntuales dentro de un canal estrecho con ĺımites definidos

por funciones diferenciables y1(x) y y2(x), donde su longitud es considerablemente mayor que su

ancho, determinado por w(x) = y2(x)− y1(x):

(2-24) L(·) = LFJZ(·) =
∂

∂x

[
D(x)w(x)

∂

∂x

(
(·)

w(x)

)]
.

El coeficiente D también se puede considerar como un tensor de orden alto, cuando la difusión

dependa de las direcciones espaciales, lo que se conoce como difusión anisotrópica. Este fenómeno

es común en arreglos celulares con estructura de fibras, donde el coeficiente de difusión D es mayor

en la dirección de las fibras que en la dirección transversal. Esta anisotroṕıa puede representarse

mediante el siguiente operador tensorial:

(2-25) L(·) = ∇ ·D(x)∇(·) = ∇(σtgij + (σl − σt)τ ⊗ τT )∇(·),

donde gij denota al tensor métrico que se reduce a la matriz identidad en un sistema de coordenadas

ortogonales. Además, el campo vectorial τ , junto con los coeficientes de difusión σl y σt, representa

las tasas de difusión a lo largo y transversal al campo vectorial, respectivamente. A modo de ejem-

plo, en un estudio realizado en [9], se mostró que en dos especies de peces Genicanthus, durante
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su conversión sexual, comparten propiedades morfológicas casi idénticas, excepto por la dirección

de sus franjas. En ambas especies, aparecen manchas de forma transitoria en posiciones aleatorias,

las cuales luego se combinan y reorganizan para formar franjas direccionales. Este estudio concluyó

que la anisotroṕıa en la difusión es eficaz para especificar la dirección de las franjas formadas por

el modelo de reacción-difusión (R-D).

Cabe destacar que en la mayoŕıa de los estudios se desprecia el grosor de la superficie. Por

ejemplo, la difusión de protéınas en las bicapas liṕıdicas puede considerarse como una difusión en

una superficie curva bidimensional. Se ha demostrado que el efecto del espesor y la curvatura puede

desempeñar un papel importante en la generación de patrones espaciales [20, 10, 11]. Dependiendo

de la geometŕıa del sustrato donde se difunde la especie (plano o esfera), se ha observado una

modificación en el rango del número de onda. Estas caracteŕısticas geométricas de la difusión

superficial están codificadas en el operador Laplace-Beltrami, definido, para una superficie

regular X(ξ, ζ), en R3, como

(2-26) L(·) = ∆LB(·) =
1

h1h2

[
∂

∂ξ

(
h2
h1

∂

∂ξ
(·)
)
+

∂

∂ζ

(
h1
h2

∂

∂ζ
(·)
)]

,

donde h1 = |Xξ| y h2 = |Xζ | están determinados por el tensor métrico.

Se ha reconocido la importancia de la difusión no homogénea en sistemas biológicos, espe-

cialmente en el problema de la filotaxia, que se refiere a la formación de órganos laterales en las

plantas. En este contexto, se sabe que la difusión de la fito-hormona auxina, que es esencial para

la formación de los órganos de las plantas, no es homogénea y además, su difusión se ve influen-

ciada por las propiedades elásticas del domo apical. Como resultado, se ha propuesto un modelo

mecano-qúımico para describir la formación de los órganos laterales en las plantas, en el cual la

matriz de difusión del sistema de reacción-difusión depende de un tensor de esfuerzos [13]. En este

tipo de modelos la ley de conservación en forma integral en una sección Ω(X, t) queda formulada

de la siguiente manera

(2-27)
∂

∂t

∫
Ω(t)

C(Γ(s, t))dV =

∫
Ω(t)

[−∇ · j+ F (C)]ds,

donde aplicamos la ley de Fick j = −DD∇C. Suponiendo que conocemos el campo vectorial de

deformación τ de Ω(X, t), podemos utilizar el teorema de transporte de Reynolds y el teorema de la

divergencia, para deducir el modelo de reacción-difusión en dominios con crecimiento, como sigue

[21]:

(2-28)

∫
Ω(t)

[
∂C

∂t
dV +∇ · (Cτ)

]
dV =

∫
Ω(t)

[D∇ ·D∇C + F (C)] dV.

Con esto, el operador diferencia toma la forma

(2-29) L(·) = D∇ ·D∇(·)− τ · ∇(·)−∇ · τ(·).
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Figura 2-5: Deformación de un elemento de volumen por efectos del campo τ

En el contexto de dominios unidimensionales curvos deformables, asumidos en la Figura 2-

5, el dominio Ω(s, t) se transforma en Γ(r, t), que define una curva para cada instante t y está

parametrizada por r. Al simplificar aśı el problema, se introduce una formulación más adecuada,

descrita en [20], que conduce a la siguiente expresión compacta:

(2-30) L(·) = 1

(σr)2

(
∂2

∂r2
(·) + σrr

σr

∂

∂r
(·)
)
− σrt

σr
(·),

esta formulación se deriva de la longitud de arco σ(r, t) =
∫ r
0

√
(Γ1

s)
2 + (Γ2

s)
2 + (Γ3

s)
2ds y el campo

vectorial τ(X, t) de deformación queda determinado por Γt.

En los párrafos anteriores, se introdujeron diversos operadores diferenciales, algunos de los

cuales se emplearán en los próximos caṕıtulos para analizar cómo la no homogeneidad y la aniso-

troṕıa contribuyen a la formación de patrones de Turing.



3 Modelo de reacción-difusión con

operador de Sturm-Liouville

Entre los modelos matemáticos para representar fenómenos con estructuras auto-organizadas

se encuentran los sistemas de reacción difusión que, a pesar de las simplificaciones que contienen,

constituyen un buen modelo para una gran variedad de fenómenos. Desde la propuesta de Tu-

ring, en 1952, han habido muchos avances en la generalización del modelo original para incluir

situaciones más realistas. En este trabajo es de interés la generalización a dominios que contienen

inhomogeneidades de origen espacial, y una de las maneras de modelar esta situación es considerar

coeficientes de difusión que dependan de las coordenadas espaciales. Entonces, en este caṕıtulo

se presenta la teoŕıa de la generación de patrones, por medio de ecuaciones de reacción-difusión,

en donde los coeficientes de difusión dependen de las coordenadas espaciales. Para ello, se hará

uso de la Teoŕıa de Sturm-Liouville para deducir las condiciones de inestabilidad de Turing y las

ecuaciones de amplitud de Stuart-Landau, extendiendo los resultados al caso de operadores a dos

dimensiones. El análisis no lineal que se propone permite predecir las amplitudes de los patrones,

para pequeñas perturbaciones en los parámetros del sistema, aśı como caracterizar las regiones de

los parámetros por el tipo de patrón que se genera (manchas o franjas en el caso 2D).

Como una generalización a los sistemas reacción difusión se usará la forma presentada en

[15], en términos de operadores de Sturm-Liouville, y se extiende esa forma a varias dimensiones.

Suponiendo que (x, t) ∈ Ω× [0,∞) ⊂ Rn×R, un modelo de reacción difusión en la forma divergente

de Sturm-Liouville se puede plantear de la siguiente forma

(3-1)


d(w(x)u)

dt = D∇ ·D(x)∇u+ ηw(x)F(u; p), en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera adecuadas para u, en ∂Ω× [0,∞),

u(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω,

En esta formulación, como se especificó previamente, rnd(x) representa valores aleatorios en el

intervalo (−ϵ, ϵ), donde ϵ es pequeño. u0 denota un estado cŕıtico (F(u0) = 0), y w(x) es una

función de peso, con la propiedad w(x) > 0 en Ω. En general, el vector de morfógenos u puede tener

m > 0 componentes, pero en este trabajo nos limitaremos a considerar únicamente dos de ellas,

denotadas como u = (u, v)T . Similarmente, para el campo vectorial no lineal F, que representa

la cinética qúımica, se utilizará la notación F(u; p) = (f(u; p), g(u; p))T . Aqúı, p representa un

conjunto de parámetros de bifurcación de la cinética qúımica, η es un parámetro positivo de escala,

y D es una matriz de 2× 2 que se fijará como una matriz diagonal D = diag[d, 1]. Es importante

destacar que D(x) corresponde a un tensor simétrico y definido positivo.
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3.1. Problema de Sturm-Liouville

La relevancia de los problemas de Sturm-Liouville reside en su capacidad para generar una

base de funciones propias vinculadas a un conjunto de valores propios, los cuales constituyen un

espacio de funciones definido. Esta caracteŕıstica permite representar el sistema de ecuaciones (3-1)

mediante estas funciones y valores propios, aprovechando además las propiedades de ortogonalidad

que poseen. En el contexto de la teoŕıa de patrones de Turing, estos problemas emergen al investigar

la relación de dispersión del problema lineal asociado a los sistemas de reacción-difusión, como se

explorará en la próxima sección.

En particular, en una dimensión, en el intervalo Ω = (a, b), un problema de Sturm-Liouville

se describe como un problema de valores propios con la siguiente estructura:

(3-2)

 ∂
∂xD(x) ∂

∂xq(x) = −l w(x)q(x), en Ω,

+ condiciones de frontera adecuadas para q, en ∂Ω.

Cuando los ĺımites del dominio, marcados como a y b, están definidos de manera finita, y las

funciones D(x), D′(x) y w(x) muestran continuidad en el intervalo [a, b], junto con D(x) y w(x)

siendo positivas en dicho intervalo, se clasifica el problema como Sturm-Liouville regular. En caso

de que alguna de estas condiciones no se cumpla, se denomina como un problema Sturm-Liouville

no regular. Dentro de esta categoŕıa, destacan dos tipos particulares: los problemas Sturm-Liouville

periódicos, que se caracterizan por tener condiciones de contorno periódicas, y los problemas Sturm-

Liouville singulares, donde la función D(x) e incluso w(x) pueden anularse en uno o en ambos

extremos del intervalo.

Suponiendo que el problema es regular, es decir D(x) > 0 y w(x) > 0, ∀x ∈ Ω = [a, b], se

tienen las siguientes condiciones de Robin

(3-3)

 χ1q(a) + χ2q
′(a) = 0,

χ3q(b) + χ4q
′(b) = 0,

χi ∈ R, i = 1, . . . , 4, |χ1|+ |χ2| > 0, |χ3|+ |χ4| > 0,

o, en el caso singular, es decir D(a) = 0 o D(b) = 0, se consideran condiciones de Neumann en el

ĺımite

ĺım
x→a+,b−

D(x)q′(x) = 0.(3-4)

Bajo estas condiciones de frontera el Teorema de Sturm-Liouville [22, Theorem 2.14] no solo

garantiza la existencia de un conjunto numerable de valores propios reales {ln}∞n=0, sino también

la de un base ortogonal completa con función de peso ω(x) de funciones propias {Wn}∞n=0 para el

espacio L2
w(x)(a, b).

En general, y para Rn, se garantiza la existencia de valores y funciones propias asociadas a

un operador eĺıptico en su forma divergente cuando se cumplen ciertas condiciones, como w(x) = 1

y condiciones de Dirichlet q = 0 en la frontera ∂Ω de un dominio Ω ⊂ Rn. Este resultado está

respaldado por el siguiente Teorema [23, Theorem 1, p. 335]:
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Teorema 1 Suponga que cada componente del tensor D(x) de (3-2), satisface

Diferenciable. Dij ∈ C∞(Ω̄).

Simétrica: Dij = Dji.

Definida positiva: Dijξiξj ≥ κξjξj, para todos los ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN ) ∈ RN , donde κ > 0 es

una constante positiva,

entonces

1. Cada valor propio l es real.

2. Si cada valor propio se repite, según su multiplicidad finita, se tiene Σ = {lk}∞k=1, donde

0 < l1 ≥ l2 ≥ l3 ≥ · · · ,

y

lk → ∞ cuando k → ∞

3. Finalmente, existe una base ortonormal {Wk}∞k=1 de L2(Ω), donde Wk ∈ H1
0 (Ω) (H1

0 es el

espacio de Hilbert de funciones diferenciables y de traza cero) es una función propia corres-

pondiente a lk.

(3-5)

∇ ·D(x)∇Wk = −lkWk en Ω,

Wk = 0 sobre ∂Ω,

para k = 1, 2, 3, . . . .

Las funciones ortogonormales con respecto al peso w(x) tienen una propiedad crucial que

permite representar cualquier función cuadrado integrable en el espacio de Hilbert asociado a w.

En términos precisos, una función f(x) es cuadrado integrable con respecto al peso w(x) si satisface:∫
Ω
|f(x)|2w(x) dx < ∞.

En este contexto, una colección de funciones {Wn(x)} se denomina ortogonal con respecto al

peso w(x) si cumple con la condición de ortogonalidad:

(3-6)

∫
Ω
Wn(x)Wm(x)w(x) dx = 0 para n ̸= m.

Además, si estas funciones están normalizadas, es decir,∫
Ω
Wn(x)Wn(x)w(x) dx = 1,

entonces se dice que son ortonormales con respecto al peso w(x).
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La capacidad de representar funciones cuadrado integrables se basa en la expansión en térmi-

nos de estas funciones ortonormales. Cualquier función f(x) cuadrado integrable con respecto a

w(x) puede ser expresada como una serie infinita de estas funciones ortonormales:

f(x) =
∞∑
n=0

cnWn(x),

donde los coeficientes cn están dados por

cn =

∫ b

a
f(x)Wn(x)w(x) dx.

Esta representación es poderosa porque convierte el problema de estudiar f(x) en el problema

de estudiar los coeficientes cn y las funciones base Wn(x). La propiedad de ortogonalidad asegura

que estos coeficientes se pueden calcular de manera independiente, simplificando significativamente

el análisis y manipulación de las funciones en el espacio de Hilbert ponderado.

3.2. Condiciones de Turing

Siguiendo el procedimiento estándar en Ω = [a, b]n, si u0 es un punto de equilibrio asintóti-

camente estable del sistema homogéneo F(u0; p) = 0, se considera una perturbación de la forma

u(x, t) = u0 + µv(x, t),(3-7)

donde 0 < µ ≪ 1. Sustituyendo (3-7) en (3-1), y agrupando a primer orden en potencias de µ, se

obtiene la ecuación que gobierna a la perturbación v:

(3-8)


d(w(x)v)

dt = D∇ ·D(x)∇v + ηw(x)Jv, en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera adecuadas para v, en ∂Ω× [0,∞),

v(x, 0) = rnd(x), en Ω,

donde, J es la matriz jacobiana asociada a F evaluada en el punto de equilibrio u0, de aqúı en

adelante se dará por hecho que estas dependen del conjunto de parámetros p. Tomando en cuenta

el problema espectral planteado en (3-2), con condiciones de frontera adecuadas que aseguran la

existencia de valores propios ln y funciones propias Wn en el contexto de la teoŕıa de Sturm-

Liouville, es plausible considerar la solución como una combinación lineal de las funciones propias

Wn, esto es

v =
∞∑
n=0

cn(t)Wn(x),(3-9)

donde c(t) ∈ R2. Sustituyendo (3-9) en (3-8), se obtiene

∞∑
n=0

dcn
dt

wWn =

∞∑
n=0

[Dcn∇ ·D∇Wn + ηJcnwWn],(3-10)
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en donde, en adelante, se entiende que D = D(x), w = w(x), Wn = Wn(x) y c = c(t), pero se

omiten las variable independientes para simplificar las expresiones. Ahora, usando (3-2) en (3-10)

se obtiene

∞∑
n=0

dcn
dt

wWn =
∞∑
n=0

[−DcnlnwWn + ηJcnwWn] .(3-11)

Al multiplicar la ecuación (3-11) porWk, integrando en el dominio Ω, y aplicando la propiedad

de ortogonalidad (3-6), se llega a:

dck
dt

= (−Dlk + ηJ)ck.(3-12)

Tomando ck(t) = (c1, c2)
T eλt, la condición para que el sistema algebraico (3-12) tenga solu-

ción distinta de la trivial es que se cumpla

det(λI+ lkD− ηJ) = 0,(3-13)

lo que produce

λ2 + (lk(1 + d)− η(fu + gv))λ+ h(lk) = 0,(3-14)

donde

h(lk) = dl2k − η(fu + dgv)lk + η2 det(J).(3-15)

La ecuación (3-14) establece una relación entre los valores propios temporales λ y los espacia-

les lk, que se conoce como relación de dispersión, cuyo análisis de esta relación proporciona valiosa

información acerca de la estabilidad del sistema en presencia de perturbaciones espaciales.

El siguiente paso en el análisis de Turing es, una vez impuesto que u0 sea un punto de equili-

brio asintóticamente estable, en ausencia de difusión, ahora debe ser inestable ante perturbaciones

espaciales. Dado que las variables espaciales aparecen al introducir la difusión, este tipo de inesta-

bilidad también se conoce como inestabilidad impulsada por la difusión. En otras palabras, a fin de

desestabilizar la solución estacionaria y homogénea que proviene del punto de equilibrio asintóti-

camente estable se requiere que Re(λ(lk)) > 0 para algún lk, que a su vez requiere que h(lk) sea

negativo para algún valor lk distinto de cero. Esto es inmediato de la solución de (3-14), a saber

(3-16) λ(lk) =
1

2
[−(lk(1 + d)− η(fu + gv))±

√
[lk(1 + d)− η(fu + gv)]2 − 4h(lk)].

Es de notar que si l1,2 son ráıces de h, es decir h(l1,2) = 0, la relación de dispersión λ(l1,2)
+ = 0,

lo que indica que la ráıces de h son las ráıces de λ+, por tanto, es suficiente analizar las variaciones

de signo en la función h(lk). De la ecuación (3-15), es evidente que h(lk) representa una parábola

que abre hacia arriba, lo que implica la existencia de un mı́nimo o vértice de la parábola en

las coordenadas (lkm , hmin = h(lkm)). Realizando el cálculo de la abscisa del vértice o, como lo

llamaremos en adelante, valor propio cŕıtico lkm , se obtiene:

lkm = η
(fu + dgv)

2d
.(3-17)
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En la teoŕıa de Sturm-Liouville los valores propios lk deben ser positivos, en este sentido, esto

se garantiza en (3-17) con la condición

fu + dgv > 0.(3-18)

Entonces, la bifurcación tiene lugar cuando se satisface la condición hmin = 0. Sustituyendo

(3-17) en la ecuación de h(lk), se obtiene hmin = η2(det(J)− (fu+dgv)
2/(4d)), con lo que podemos

asegurar que h(lk) < 0, para algunos valores lk, con la condición

(fu + dgv)
2 − 4ddet(J) > 0.(3-19)

Por otro lado, el valor de bifuración hmin = 0 está determinado por la igualdad det(J) =

(fu + dgv)
2/(4d), despejando de esta expresión d se obtiene el valor umbral para el coeficiente de

difusión cŕıtica, que es

(3-20) dc =
−2(2fvgu − fugv) +

√
(2(2fvgu − fugv))2 − 4f2

ug
2
v

2g2v
.

El valor propio cŕıtico lkc está dado por,

(3-21) lc = lkc = η(det(J)/dc)
1/2,

y el rango de inestabilidad l1 < l < l2 es obtenido de los ceros de la función h(l) = 0, que son

(3-22) l1,2 =
η

2

(
(fu + dgv)∓

√
(fu + dgv)2 − 4ddet(J)

)
,

En resumen, se han deducido las condiciones necesarias para la generación de patrónes es-

paciales en un sistema de reacción-difusión con dos especies (3-1), que contiene un operador de

Sturm-Liouville (3-2). Es importante observar que las dos primeras condiciones hacen referencia a

la estabilidad asintótica del punto de equilibrio (basadas en los criterios de traza Tr(·) y determi-

nante det()), mientras que las otras dos condiciones se refieren a su desestabilización debido a la

difusión. Estas condiciones son las siguientes:

(3-23)



Tr(J) < 0,

det(J) > 0,

fu + dgv > 0,

(fu + dgv)
2 − 4ddet(J) > 0.

Tal como se detalló en el caṕıtulo previo, las funciones que describen la cinética del modelo

satisfacen las relaciones fu > 0 y gv < 0. De este modo, la primera y tercera condiciones de (3-23)

implican que el coeficiente de difusión debe cumplir d < 1.

Las soluciones derivadas del análisis lineal descrito en esta sección conducen a la identificación

de una función propia cŕıtica inestable, denotada como Wlkc
, la cual experimenta un crecimiento

exponencial en el tiempo. Sin embargo, es importante destacar que este incremento será eventual-

mente contrarrestado por los términos no lineales inherentes del sistema original. Como resultado
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de esta interacción, emerge un estado de equilibrio que presenta heterogeneidad espacial.

El conocimiento encapsulado en la función propia cŕıtica Wlkc
está estrechamente vincula-

do con la forma del patrón. Más espećıficamente, las ráıces de estas funciones propias cŕıticas

{xj | Wlkc
(xj) = 0} determinan las longitudes de onda del patrón xj+1 − xj , las cuales pueden

variar en relación con las coordenadas espaciales. Este fenómeno es una consecuencia directa de las

caracteŕısticas del tensor de difusión D(x).

A pesar de haber abordado la problemática de la forma del patrón en las proximidades de

los valores cŕıticos, aún falta por determinar la amplitud de la función propia cŕıtica Wlkc
. La solu-

ción a este interrogante se logra a través de un enfoque que aborda las no linealidades de manera

más sutil. En las referencias [3, 24, 25], se establece una metodoloǵıa para estimar el valor de las

amplitudes ck(t) en el sistema (3-1), pero con D(x) = 1 y w(x) = 1. Esta aproximación consiste

en aplicar un análisis débilmente no lineal, para obtener las ecuaciones de las amplitudes, llamadas

ecuaciones de Stuart-Landau.

El procedimiento del análisis débilmente no lineal aplicado en [3, 24, 25], es estándar y utiliza

el método de las múltiples escalas, que se basa en desarrollos en términos de las funciones propias

del operador laplaciano, es decir, c(t)eik·x + c̄(t)e−ik·x. En nuestro problema (3-1), el operador

involucrado no es el laplaciano, por lo que proponemos una generalización del análisis débilmente

no lineal, a operadores de Sturm-Liouville, proponiendo que el desarrollo puede hacerse usando

algunas funciones propias que provengan del problema de Sturm-Liouville (3-2). Esto se presenta

en la siguiente sección.

3.3. Análisis no lineal

Para comenzar se supone una solución de la forma

(3-24) u = u0 + û = u0 +
(
µu1 + µ2u2 + µ3u3 + · · ·

)
,

donde 0 < µ < 1. También se introduce una escala temporal:

(3-25) T = ω̂t,

donde

(3-26) ŵ = µω1 + µ2ω2 + · · · .

La expansión de Taylor de la cinética F(u; p), en las dos variables u = (u, v), alrededor de

u0 es:

(3-27) F(u; p) = F0 + ηJu+Q(u,u) +C(u,u,u) + · · · ,
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en donde F0 = 0, y los términos J, Q y C, son el término lineal, cuadrático y cúbico, respectiva-

mente, de la expansión, que están dados por:

Q(u1,u2) =
η

2

 f∗
uuu1u2 + f∗

uvu1v2 + f∗
vuv1u2 + f∗

vvv1v2

g∗uuu1u2 + g∗uvu1v2 + g∗vuv1u2 + g∗vvv1v2

 ,(3-28)

C(u) =
η

6

 f∗
u3u

3 + 3f∗
u2vu

2v + 3f∗
uv2uv

2 + f∗
v3v

3

g∗u3u
3 + 3g∗u2vu

2v + 3g∗uv2uv
2 + g∗v3v

3

 ,(3-29)

donde u = (u, v), u1 = (u1, v1), u2 = (u2, v2), y
∗ denota evaluación de las funciones en el punto

de equilibrio u0.

Al perturbar uno de los parámetros p, cerca de los valores cŕıticos, la relación de dispersión

se puede expandir en serie de Taylor alrededor de esos valores cŕıticos, como

λ(pc +∆p) = λ(pc) +
∂λ

∂p

∣∣∣∣
pc

∆p+ . . . ,

=
∂λ

∂p

∣∣∣∣
pc

∆p+ . . . ,(3-30)

Teniendo en cuenta que la relación de dispersión se anula cuando se evalúa en los parámetros

cŕıticos y en el valor propio cŕıtico lc, es decir, λ(lc; pc) = 0, como se ilustra en la Figura 3-1. Es

deseable que el desplazamiento de λ, causado por la perturbación de los parámetros cŕıticos, sea

vertical para mantener el máximo de la relación de dispersión en el valor propio lc. De esta manera,

la forma del patrón se conserva y solo vaŕıa en amplitud. Esta condición se puede resumir como:

(3-31)
∂lc
∂p

∣∣∣∣
pc

= 0

En otras palabras, la perturbación no cambia el valor del valor propio cŕıtico y, por tanto, el

cambio en la solución depende únicamente de la amplitud c(t).

Figura 3-1: Desplazamiento horizontal de orden µ2 de la relación de dispersión cŕıtica por efectos de per-

turbación de algún parámetro cŕıtico.

Sustituyendo (3-24), (3-25) y (3-27) en (3-1), se obtiene

(3-32) ŵ
∂û

∂T
= D∇ · D(x)∇û+ ηJû+Q(û, û) +C(û) + · · · .
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Si adicionalmente el parámetro p es perturbado alrededor de su valor cŕıtico

p = pc + p̂ = pc + (µp1 + µ2p2 + · · · ),

entonces (3-32) expandido en serie de Taylor alrededor de pc, produce

ŵ
∂û

∂T
= (D∇ · D(x)∇)cû+ ηJcû+Qc(û, û) +Cc(û, û, û) + · · ·+

p̂((D∇ · D(x)∇)cpû+ ηJc
pû+Qc

p(û, û) + · · · ),(3-33)

donde el sub́ındice p se refiere a la derivada con respecto a p y el supeŕındice c significa la evaluación

en pc.

Proponer una solución de la forma (3-24), es la base del método de perturbación usado en

este trabajo, y produce la siguiente jerarqúıa de ecuaciones diferenciales lineales

O(µ) : Lu1 = 0,(3-34)

O(µ2) : Lu2 = Q(u1,u1)− p1Lu1 − w1
∂u1

∂T
,(3-35)

O(µ3) : Lu3 = Q(u1,u2) +C(u1)− p2Lc
pu1 − p1Lc

pu2+

p1Q
c(u1,u1)− w1

∂u2

∂T
− w2

∂u1

∂T
,(3-36)

donde

(3-37) L = (−ηJ−D∇ · D(x)∇).

La existencia de una solución en L2
w(x)(Ω) de los problemas (3-34), (3-35) y (3-36), se garantiza

con la alternativa de Fredholm [23, Theorem 4, p. 303]:

Teorema 2 (Alternativa de Fredholm) Si L es un operador lineal en un espacio de Hilbert,

entonces Lq = F tiene una solución si y solo si ⟨F | q⟩ = 0 para todo q que satisface el problema

adjunto homogéneo LT q = 0.

Aqúı ⟨ | ⟩ es el producto interno en L2(Ω):

(3-38) ⟨f | g⟩ =
∫
Ω
f(x)g(x)dx.

Para el análisis de la ecuación de reacción difusión planteada en su forma divergencia en

(3-1), necesitaremos más adelante un producto interno pesado por una función w(x), positiva en

el dominio de integración:

Definición 1 El producto interno pesado ⟨f1 | f2⟩w(x), con peso w(x), entre f1 = (f1, g1) y f2 =

(f2, g2) donde fi ∈ L2
w(x)(Ω) y gi ∈ L2

w(x)(Ω) i = 1, 2, está definido por

(3-39) ⟨f1 | f2⟩w(x) = ⟨(f1, g1) · (f2, g2)⟩w(x) =

∫
Ω
(f1f2 + g1g2)w(x)dx.
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Para el caso de problemas con valores en la frontera, se puede encontrar una variación de la

Alternativa de Fredholm como se describe en [23, Remark, p. 297] aplicando integración por partes,

es decir ⟨Lp | q⟩ = S(p, q) +
〈
p | L†q

〉
, donde † es el adjunto y S(p, q) involucra las condiciones de

ĺımite en p y q, con lo que se obtiene

Teorema 3 La solución del problema de valor ĺımite Lp = F , con las condiciones de contorno

Bp = g, existe si y solo si

(3-40) ⟨F | q⟩ − S(p, q) = 0.

para todo q que satisfaga L†q = 0 y B†q = 0, donde † denota el adjunto.

3.3.1. Solución al problema O(µ)

El problema (3-34) se satisface en los valores cŕıticos, cuando λ(lc) = 0, por lo que la solución

u1 debe estar en términos de las funciones propias asociadas al valor propio cŕıtico lc. En este

sentido, la degeneración del operador diferencial L toma un papel muy relevante en la forma del

patrón que se desea explorar. Supondremos que la solución u1 es una combinación lineal de m

funciones propias propias asociadas a lc:

(3-41) u1 = V
m∑

n=1

an(t)Win(x), in ∈ S = {i1, i2, . . . , im},

donde S corresponde al conjunto de posiciones de las funciones propias en la base contable generada

por la resolución del problema de Sturm-Liouville. Sustituyendo (3-41) en (3-34), se obtiene

(3-42) (−ηJ+ lcD)V = 0,

que tiene solución:

(3-43) V =
1√

(−η gv + dc lc)2 + η2g2u

 −η gv + dc lc

η gu

 .

3.3.2. Solución al problema O(µ2)

La alternativa de Fredholm, Teroema 2, para (3-35) produce〈
u∗
∣∣∣∣ Q(u1,u1) + p1Lc

pu1 − ω1
∂u1

∂T

〉
= 0,(3-44)

donde u∗ es un elemento del espacio nulo del operador adjunto, es decir L†u∗ = 0, y Lc
p es (3-37)

derivado con respecto a p y evaluado en pc. El operador adjunto L† es definido como

⟨F | LG⟩ =
〈
L†F | G

〉
.
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De la Definición 1, se obtiene:

⟨F | LG⟩w =
〈
(f1, f2) · L(g1, g2)†

〉
w
,〈

(f1, f2) · (−ηJ−D∇ ·D∇) (g1, g2)
†
〉
w
,〈

(−(f1, f2)ηJ− (f1, f2)D∇ ·D∇) · (g1, g2)†
〉
w
,〈(

−ηJ†(f1, f2)
† −D∇ ·D∇(f1, f2)

†
)†

· (g1, g2)†
〉

w

,〈((
−ηJ† −D∇ ·D∇

)
(f1, f2)

†
)†

· (g1, g2)†
〉

w

,

o bien:

(3-45) L†u = −ηJ†u−D∇ ·D∇u.

Se puede comprobar que la relación de dispersión λ del operador adjunto L† es igual a la

relación de dispersión del operador L, por lo que el espacio nulo se puede generar con las funciones

propias del valor propio cŕıtico lc

(3-46) u∗ = V∗Wn.

Continuando con (3-44), el cálculo de una forma expĺıcita de Q(u1,u1) se puede lograr ha-

ciendo uso del siguiente Teorema [26]:

Teorema 4 Teorema multinomial: Sea q1, q2, . . . , qm variables y n un número entero no negativo.

Entonces, la expansión del binomio (q1 + q2 + · · ·+ qm)n se puede expresar como:

(3-47)

(
m∑
i=1

qi

)n

=
∑

∑m
i=1 ki=n

n!

k1k2 . . . km

m∏
s=1

qkss .

Aśı, al sustituir (3-41) en (3-28) y aplicar el Teorema 4, se obtiene

Q(u1,u1) = Q(V(1),V(1))
∑

∑m
i=1 ki=2

2

k1 · k2 · · · km

m∏
s=1

akss W ks
is
.(3-48)

Ahora, expresamos el producto de funciones propias como expansión de Fourier de las mismas

funciones propias, es decir

(3-49)

m∏
s=1

W ks
is

=

m2∑
s=0

ρ
(i

k1
1 ,i

k2
2 ,...,ikmm )

s Ws,

donde los superindices (ik11 , ik22 , . . . , ikmm ) indican el producto de funciones propias al que pertenece

el coeficiente de Fourier, adicionalmente, en caso de ks = 0 simplemente no se agrega este indice a la

notación. Por ejemplo, el producto Wi1Wi3 se podŕıa escribir como Wi1W
0
i2
Wi3 · · ·W 0

im
, sin embargo
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los indices de funciones propias con exponente cero no se agregan, y los coeficientes de Fourier en

este caso seŕıan ρ
(i1,i3)
s . Con respecto a la cantidad m2, ésta depende de la base de funciones propias

y puede llegar a ser infinito. En particular

(3-50) W kl
il

=

m2∑
s=0

ρ
(i

kl
l )

s Ws,

De esta manera (3-48) se transforma en

(3-51) Q (u1,u1) = Q(V(1),V(1))

m2∑
n=0

c(1)n (a)Wn,

donde a = (a1, a2, . . . , am), y

(3-52) c(1)n (a) =
∑

∑m
i=1 ki=2

2

k1 · k2 · · · km

m∏
s=1

akss ρ
(ikss )
n .

Haciendo p1 = 0 y ω1 = 0 en (3-44), la alternativa de Fredholm se simplifica como

(3-53) ⟨V ∗|Q (V1, V1)⟩ c(1)k (a)Nk = 0,

donde Nk = ⟨Wk | Wk⟩w. Representando Q(V1, V1) en la base {V ∗, (V ∗)⊥} produce

(3-54) Q(V1, V1) =
Q(V1, V1) · (V ∗)⊥

|(V ∗)⊥|2
(V ∗)⊥ +

Q(V1, V1) · V ∗

|V ∗|2
V ∗.

De esta manera, para garantizar la alternativa de Fredholm, aproximamos Q(V1, V1) por

medio de los términos W lc
k , proyectados sobre (V ∗)⊥. Tomando todo esto en cuenta, las soluciones

u2 toman la forma

u2 =

m2∑
n=0

c(1)n (a)V(2)
n Wn.(3-55)

Las soluciones V
(2)
k son

(3-56) V
(2)
k = (−ηJ+ lkD)−1Q(V(1),V(1)), si k /∈ S.

3.3.3. Solución para el problema O(µ3)

Nuevamente se aplica la alternativa de Fredholm en la ecuación (3-35), resultando〈
u∗
∣∣∣∣ Q(u1,u2) +C(u1) + p2Lc

pu1 − w2
∂u1

∂T

〉
= 0.(3-57)

Usando (3-28), (3-29), (3-55) y (3-41) en los términos cuadráticos y cúbicos (3-57), se obtiene:

Q(u1,u2) =

m2∑
n=0

Q(V, V (2)
n )

m∑
s=1

asc
(1)
n (a)WisWn.(3-58)
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Nuevamente aplicamos (3-49) en (3-58), lo que produce:

Q(u1,u2) =

m3∑
j=0

m2∑
n=0

Q(V, V (2)
n )

m∑
s=1

asc
(1)
n (a)ρ

(is,n)
j Wj .(3-59)

El término cúbico C(u1,u1,u1) de (3-57) se puede expresar usando el Teorema 4 de la

siguiente manera

C(u1) = C(V(1))
∑

∑m
i=1 ki=3

3!

k1 · k2 · · · km

m∏
s=1

akss W ks
is
.(3-60)

Usando (3-49) para expandir en Fourier W ks
is
, se obtiene

C(u1) = C(V(1))

m3∑
j=0

c
(2)
j (a)Wj ,(3-61)

donde

(3-62) c
(2)
j (a) =

∑
∑m

i=1 ki=3

3!

k1 · k2 · · · km

m∏
s=1

akss ρ
(ikss )
j .

Finalmente, las ecuaciones de Stuart-Landau se obtienen sustituyendo (3-41), (3-59), (3-61)

en (3-57), resultando

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
c
(2)
k (a) +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q(V, V (2)

n )
〉 m∑

s=1

asc
(1)
n (a)ρ

(is,n)
k

+
〈
V∗
∣∣∣ p2 (−ηJ+ lcD)cpV

(1)
〉
ak −

〈
V∗
∣∣∣ V(1)

〉 dak
dT

= 0.(3-63)

3.4. Casos Particulares

En esta sección, se presentarán casos espećıficos, para resaltar la utilidad de la aproximación

de amplitudes mediante la solución de las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63). Estos casos se

categorizarán en función de la cantidad de funciones propias que comparten el mismo valor propio.

Por ejemplo, al abordar la aproximación de amplitudes en problemas unidimensionales, se empleará

una única función propia para aproximar u1. En situaciones donde se emplean dos funciones propias

para aproximar u1, se incluyen aplicaciones como la clasificación de regiones de parámetros en

patrones de manchas con estructuras cuadrangulares y franjas en dominios cuadrados, ambas en

dos dimensiones. Para la clasificación de patrones hexagonales, se requerirá la consideración de tres

funciones propias.
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3.4.1. Una función propia

Suponiendo que con lc solo está asociada una función propia, de (3-41), (3-52) y (3-62), se

obtiene que los términos de la ecuación de Stuart-Landau son

u1 = V aWi,(3-64)

c(1)n = a2ρ(i
2)

n ,(3-65)

c(2)n = a3ρ(i
3)

n ,(3-66)

con lo que la ecuación de Stuart-Landau (3-63) se simplifica a

(3-67)
da

dT
= αa3 + θa,

donde

α =
〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
ρ
(i3)
i +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q(V, V (2)

n )
〉
ρ(i

2)
n ρ

(i,n)
i ,(3-68)

θ =
〈
V∗
∣∣∣ p2 (−ηJ+ lcD)cpV

(1)
〉
,(3-69) 〈

V∗
∣∣∣ V(1)

〉
= 1.(3-70)

La ecuación (3-67) tiene tres puntos cŕıticos a = 0 y a = ±
√

−θ
α . Se busca que las soluciones

se alejen de la solución homogénea a = 0, lo que se logra si θ > 0. Mientras que a = ±
√

−θ
α es

estable si α < 0.

3.4.2. Dos funciones propias

Suponiendo que con lc están asociadas dos funciones propias, en este caso, los téminos Stuart-

Landau son

u1 = V (a1Wi1 + a2Wi2),(3-71)

c(1)n = a21ρ
(i21)
n + 2a1a2ρ

(i1,i2)
n + a22ρ

(i22)
n(3-72)

c(2)n = a31ρ
(i31)
n + 3a21a2ρ

(i21,i2)
n + 3a1a

2
2ρ

(i1,i22)
n + a32ρ

(i32)
n(3-73)

las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63) se transforman en

da1
dT

= α
(1)
1 a31 + β

(1)
1 a21a2 + β

(2)
1 a1a

2
2 + α

(2)
1 a32 + θa1,(3-74)

da2
dT

= α
(1)
2 a31 + β

(1)
2 a21a2 + β

(2)
2 a1a

2
2 + α

(2)
2 a32 + θa2,(3-75)
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donde

α
(1)
k =

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
ρ
(i31)
k +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q(V, V (2)

n )
〉
ρ
(i21)
n ρ

(i1,n)
k ,(3-76)

α
(2)
k =

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
ρ
(i32)
k +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q(V, V (2)

n )
〉
ρ
(i22)
n ρ

(i2,n)
k ,(3-77)

β
(1)
k =

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
3ρ

(i21,i2)
k +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q(V, V (2)

n )
〉(

2ρ(i1,i2)n + ρ
(i21)
n

)
ρ
(i1,n)
k ,(3-78)

β
(2)
k =

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1))

〉
3ρ

(i1,i22)
k +

m2∑
n=0

〈
V∗
∣∣∣Q (

V, V (2)
n

)〉(
2ρ(i1,i2)n + ρ

(i21)
n

)
ρ
(i2,n)
k ,(3-79)

θ =
〈
V∗
∣∣∣ p2 (−ηJ+ lcD)cpV

(1)
〉
.(3-80)

Los resultados expuestos en este caṕıtulo representan una generalización significativa y no-

vedosa de la metodoloǵıa propuesta estándar que se ha usado hasta ahora [24, 3, 25]. La aplicación

de esta metodoloǵıa en el contexto espećıfico de la presente investigación, nos ha permitido avanzar

en la comprensión de la dinámica de los sistemas de reacción-difusión. En el próximo caṕıtulo, va-

mos a profundizar en la importancia de los coeficientes de Fourier ρ
(i

k1
1 ,i

k2
2 ,...,ikmm )

s . Estos coeficientes

desempeñan un papel fundamental para establecer la influencia no lineal de las funciones propias

cŕıticas del sistema. Al modificar el tamaño del dominio, se espera observar cómo estos coeficien-

tes responden y afectan la dinámica del sistema. Este enfoque permitirá comprender más a fondo

cómo las propiedades no lineales de las funciones propias cŕıticas, capturadas por estos coeficientes,

inciden en la formación y estabilidad de patrones en sistemas de reacción-difusión.
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4.1. Operador de Legendre

En el Caṕıtulo 3, se dedujeron las condiciones de inestabilidad de Turing para sistemas con

difusión no homogénea. Las condiciones (3-23) revelan que no hay una discrepancia directa con

el caso homogéneo (2-16), más allá de la redefinición del número de onda mediante las funciones

propias del operador de Sturm-Liouville. La contribución de la no homogeneidad es más clara en

las deducciones de las ecuaciones de Stuart-Landau (3-63) donde los coeficientes de este sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias quedan dependiendo de los coeficientes de Fourier ρ
(i

k1
1 ,i

k2
2 ,...,ikmm )

s

de los productos de las funciones propias cŕıticas.

En esta sección, se lleva a cabo una comparación entre un sistema homogéneo y otro con di-

fusión no homogénea D(x) = (1−x2). A pesar de que las condiciones de inestabilidad se satisfacen

con el mismo conjunto de parámetros, las soluciones divergen y provocan cambios significativos en

los patrones como se mostrará más adelante.

Para la variación espacial de la tasa de difusión, D(x, y), se propone la siguiente expresión

de tensor anisotrópico:

(4-1) D(x, y) =

 1− x2 0

0 1− y2

 .

Con esto, el problema espectral (3-2), en el dominio espacial Ω = (−1, 1)×(−1, 1), se convierte

en

∂

∂x

((
1− x2

) ∂Φ1

∂x

)
+

∂

∂y

((
1− y2

) ∂Φ1

∂y

)
= −ρΦ1,(4-2a)

∂

∂x

((
1− x2

) ∂Φ2

∂x

)
+

∂

∂y

((
1− y2

) ∂Φ2

∂y

)
= −ρΦ2.(4-2b)

Mediante el método de separación de variables, se puede demostrar que las funciones propias

de este problema son

(4-3) Φm = Φij(x, y) = Pi(x)Pj(y),

donde m = 1, 2, y los valores propios son

(4-4) ρ = kij = i(i+ 1) + j(j + 1).



4.1 Operador de Legendre 37
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Figura 4-1: Una interpretación gráfica de la difusión producida por (4-1); para cada (x, y), se representa en

una escala de colores la diferencia en los coeficientes de difusión, (1−x2)− (1−y2). Los valores

positivos (colores claros) indican que las concentraciones se mueven más rápido a lo largo del

eje x, mientras que los valores negativos (colores oscuros) indican que las concentraciones se

mueven más rápido a lo largo del eje y.

La elección de (4-1) se hace por simplicidad matemática, ya que cualquier otra elección podŕıa

llevar a un problema espectral que no se pueda resolver, como es el caso con una elección más sim-

ple, como D11 = D22 = (1 − x2)(1 − y2). Sin embargo, la forma (4-1) es interesante por śı misma

porque, por un lado, produce una difusión altamente anisotrópica, como se describe en la Fig. 4-1,

en donde se interpreta la variación espacial de la difusión (4-1); para cada (x, y), se representa, en

una escala de colores, la diferencia en los coeficientes de difusión (1−x2)−(1−y2). Por lo tanto, los

valores positivos (colores claros) indican que las concentraciones se mueven más rápido a lo largo

del eje x, mientras que los valores negativos (colores oscuros) indican que las concentraciones se

mueven más rápido a lo largo del eje y. Aśı, una concentración inicial ubicada cerca de la parte

central del borde derecho (o izquierdo), se mueve más rápido a lo largo del eje y que a lo largo del

eje x. En contraste, una concentración inicial ubicada cerca de la parte central del borde superior

(o inferior), se mueve más rápido a lo largo del eje x. Sin embargo, con (4-1), el operador en (4-2) es

degenerado en el cuadrado Ω = (−1, 1)× (−1, 1). Por ejemplo, el número de onda ki0 = k0i en (4-4)

tiene asociadas las funciones propias Φi0, Φ0i y la combinación lineal de ambas. Esto es necesario pa-

ra generar patrones compuestos de franjas y con manchas cerca de los valores en parámetros cŕıticos.

Dado que el análisis lineal presentado en la Sección 3.2 es independiente de la dimensión

espacial, los valores cŕıticos dc y lkc están dados por (3-20) y (3-21), respectivamente. Algunos

patrónes bidimensionales obtenidos numéricamente se mostrarán y explicarán en la Sección 4.1.3.
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4.1.1. Análisis no lineal para la difusión espacialmente variable: el

caso de las funciones propias de Legendre

En esta parte, se seguirá el procedimiento general descrito en la Sección 3.3, que se repetirá

nuevamente para que el material sea autocontenido. Para iniciar, se considera el sistema de reacción-

difusión escrito de la siguiente manera:

(4-5)
∂u

∂t
= D∇ · (D(x)∇u) + ηF(u; p), en Ω,

donde F(u; p) = η(f(u; p), g(u; p))T, p es un parámetro del sistema y η es un factor de escala. El

dominio es Ω = (−1, 1)× (−1, 1), y se consideran condiciones de contorno de Neumann (cero flujo):

(4-6) n · (D(x)∇u) = 0, en ∂Ω.

Ahora λ se perturba alrededor de su valor de bifurcación λc, como λ = λc + µ2, y cerca del

punto de bifurcación se asume que la solución de la ecuación es

(4-7) u = u0 + û = u0 +
(
µu1 + µ2u2 + µ3u3 + · · ·

)
.

Se considera 0 < µ ⩽ 1 y se introduce una escala de tiempo lenta:

(4-8) T = ŵt,

donde

(4-9) ŵ = µw1 + µ2w2 + · · · .

Una expansión en series de Taylor de F en (4-5), alrededor del punto de equilibrio u0, produce

(4-10) F(u) = ηJû+Q(û, û) +C(û, û, û) + · · · ,

donde ηJ, Q y C son, respectivamente, los términos lineales, cuadráticos y cúbicos.

Sustituyendo (4-7) y (4-8) en (4-5), se obtiene

(4-11) ŵ
∂û

∂T
= D∇ ·D(x)∇û+ ηJû+Q(û, û) +C(û, û, û) + · · · .

Si además el parámetro p del modelo se perturba alrededor de su valor en un conjunto cŕıtico:

p = pc + p̂ = pc + (µp1 + µ2p2 + · · · ),

entonces la expansión de (4-11) en una serie de Taylor alrededor de pc produce

ŵ
∂û

∂T
= (D∇ ·D(x)∇)c û+ ηJcû+Qc(û, û) +Cc(û, û, û) + · · ·+

p̂
(
(D∇ ·D(x)∇)cp û+ ηJc

pû+Qc
p(û, û) + · · ·

)
,(4-12)

donde los sub́ındices indican derivadas respecto a p y los supeŕındices indican la evaluación en pc.
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Al proponer una solución de la forma (4-7), este método de perturbación produce una jerar-

qúıa de ecuaciones diferenciales lineales:

O(µ) : Lu1 = 0,(4-13)

O(µ2) : Lu2 = Q(u1,u1) + p1ηJ
c
pu1 − w1

∂u1

∂T
,(4-14)

O(µ3) : Lu3 = Q(u1,u2) +C(u1,u1,u1) + p2ηJ
c
pu1 + p1ηJ

c
pu2+

p1Q
c(u1,u1)− w1

∂u2

∂T
− w2

∂u1

∂T
,(4-15)

donde L = (−ηJ−D∇ · D(x)∇). Cada una de estas ecuaciones se resuelven a continuación.

Ecuaciones de O(µ)

En presencia de una inestabilidad de Turing ρkc = kic0 = k0jc (ver Ecuación 4-4), y la solución

del problema lineal se puede escribir como la suma de N modos espaciales. Consideramos el caso

especial cuando hay dos modos espaciales presentes (N = 2):

(4-16) u1 = V(1)a(T )Pic(x) + V̄(1)ā(T )Pjc(y),

donde Pk es el polinomio de Legendre de grado k, y kicjc satisface las condiciones de inestabilidad

impulsada por la difusión.

De (4-13) tenemos:

(−ηJ+ kicjcD)V(1) = 0,(4-17)

y lo mismo para V̄(1). La ecuación anterior se resuelve y su solución se normaliza para obtener

(4-18) V(1) =
1√

(−η gv + d kicjc)
2 + η2g2u

 −η gv + d kicjc

η gu

 .

Dado que ic = jc, entonces V
(1) = V̄(1).

En lo que sigue, para simplificar la notación, asumimos que Pic = Pic(x), P̄jc = Pjc(y),

a = a(T ) y ā = ā(T ).

Ecuaciones de O(µ2)

Para resolver (4-14), se aplica la alternativa de Fredholm (Teorema 2):

〈
u∗
∣∣∣∣ Q(u1,u1) + p1ηJ

c
pu1 − w1

∂u1

∂T

〉
= 0,(4-19)

donde u∗ está en el núcleo del adjunto. Dado que la solución del problema adjunto tiene la misma

forma que la solución del caso lineal, proponemos

(4-20) u∗ = V∗aPic ,
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o

(4-21) u∗ = V̄∗āP̄jc .

La forma expĺıcita de Q(u1,u1) se puede obtener a partir de (3-28), usando (4-16). Al hacer

esto, obtenemos:

(4-22) Q(u1,u1) = Q(V(1),V(1))a2P 2
ic + 2Q(V(1), V̄(1))āaPicP̄jc +Q(V̄(1), V̄(1))ā2P̄ 2

jc .

Un paso clave es expandir las potencias y productos de Pic usando las mismas funciones base,

para lo que usamos un resultado conocido [27]:

(4-23) P 2
q =

2q∑
n=0

ξnPn.

donde ξn es el n-ésimo coeficiente de Fourier de la función. Primero se considera u∗, dado por

(4-20), luego se reemplaza (4-23) en (4-22), y el resultado en (4-19), junto con (4-16), se aplica las

propiedades de ortogonalidad de las funciones propias de los polinomios de Legendre, obteniendo

(4-24) ξic

〈
V∗ | Q(V(1),V(1))

〉
a3 + p1η

〈
V∗ | Jc

pV1

〉
a2 − w1 ⟨V∗ | V1⟩ a

∂a

∂T
= 0.

En el caso de los polinomios de Legendre impares, se tiene que ξic = 0. Por lo tanto, es suficiente

garantizar que el parámetro de perturbación y la escala de tiempo se anulen para asegurar patrones

no nulos estables, es decir, p1 = 0 y w1 = 0. De esta manera, se asegura la alternativa de Fredholm.

Una vez que se cumple la alternativa de Fredholm, para la solución del sistema de segundo

orden se supone la siguiente forma:

u2 =

2ic∑
s=0

(
V(2)

s a2Ps + V̄(2)
s ā2P̄s

)
+VijaāPicP̄jc,(4-25)

donde Vij = Vij(x, y).

Sustituyendo (4-25) y (4-16) en (4-14), y recopilando términos, se obtienen los siguientes

coeficientes:

V(2)
s = (−ηJ+ ks0D)−1 ξsQ(V(1),V(1)),(4-26)

V̄(2)
s = (−ηJ+ k0sD)−1 ξsQ(V̄(1), V̄(1)),(4-27)

Vij = 2 (−ηJ+ kijD)−1Q(V(1), V̄(1)).(4-28)

Ecuaciones de O(µ3)

Nuevamente se aplica la alternativa de Fredholm, de la siguiente manera:〈
u∗
∣∣∣∣ Q(u1,u2) +C(u1,u1,u1) + p2ηJ

c
pu1 − w2

∂u1

∂T

〉
= 0.(4-29)
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Usando (3-28) y (3-29), (4-25) y (4-16), los términos cuadráticos y cúbicos de (4-29) resultan

ser

Q(u1,u2) =

2ic∑
s=0

(
Q(V(1),V(2)

s )a3PicPs +Q(V(1), V̄(2)
s )aā2PicP̄s+

Q(V̄(1),V(2)
s )āa2P̄jcPs +Q(V̄(1), V̄(2)

s )ā3P̄jcP̄s

)
+

Q(V(1),Vij)a
2āP 2

icP̄jc +Q(V̄(1),Vij)aā
2PicP̄

2
jc ,(4-30)

y

C(u1,u1,u1) = C(V(1),V(1))a3P 3
ic + 3C(V(1), V̄(1))a2āP 2

icP̄jc +

3C(V̄(1),V(1))aā2PicP̄
2
jc +C(V̄(1), V̄(1))ā3P̄ 3

jc .(4-31)

Nuevamente, el producto de las funciones propias se puede representar como una expansión de las

mismas funciones propias [27]:

(4-32) PqPic =

q+ic∑
n

ζ(q)n Pn, P 3
ic =

3ic∑
n

χnPn,

donde el supeŕındice q en la primera expresión indica que el coeficiente de Fourier depende de la

q-ésima función propia.

Aśı, sustituyendo (4-32) y (4-23) en (4-30) y (4-31), se obtine

Q(u1,u2) =

2ic∑
s=0

s+ic∑
n=0

(
Q(V(1),V(2)

s )ζ(s)n a3Pn +Q(V(1), V̄(2)
s )aā2PicP̄s +

Q(V̄(1),V(2)
s )āa2P̄jcPs +Q(V̄(1), V̄(2)

s )ζ(s)n ā3P̄n +

Q(V(1),Vij)ξsa
2āPsP̄jc +Q(V̄(1),Vij)ξsaā

2PicP̄s

)
,(4-33)

y

C(u1,u1,u1) =

3ic∑
n=0

(
C(V(1),V(1))χna

3Pn + 3C(V(1), V̄(1))ξna
2āPnP̄jc +

3C(V̄(1),V(1))ξnaā
2PicP̄n +C(V̄(1), V̄(1))χnā

3P̄n

)
.(4-34)

Ahora, (4-33), (4-34) y u∗ dado por (4-20) se sustituyen en (4-29), y teniendo en cuenta que

ζ
(q)
ic

= 0 para q ≤ ic, se obtiene〈
V∗

∣∣∣∣∣
2ic∑

s=ic+1

Q(V(1),V(2)
s )ζ

(s)
ic

〉
a4δi0 +

〈
V∗
∣∣∣ Q(V(1), V̄

(2)
0 )
〉
a2ā2δi0+〈

V∗
∣∣∣ Q(V̄(1),Vij)ξ0

〉
a2ā2δi0 +

〈
V∗
∣∣∣ C(V(1),V(1))χic

〉
a4δi0+〈

V∗
∣∣∣ 3C(V̄(1),V(1))ξ0

〉
a2ā2δi0 +

〈
V∗
∣∣∣ p2ηJc

pV
(1)
〉
a2δi0−〈

V∗
∣∣∣ V(1)

〉
a
da

dT
δi0 = 0,(4-35)
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donde δi0 =
∫
Ω(PiP̄0)

2dxdy.

La ecuación 4-35 se puede reescribir como

1

2

〈
V∗
∣∣∣ V(1)

〉 d|a|2

dT
=

〈
V∗

∣∣∣∣∣
2ic∑

s=ic+1

Q(V(1),V(2)
s )ζ

(s)
ic

+C(V(1),V(1))χic

〉
a4+〈

V∗
∣∣∣ Q(V̄(1),Vij)ξ0 +Q(V(1), V̄

(2)
0 ) + 3C(V̄(1),V(1))ξ0

〉
w
a2ā2+〈

V∗
∣∣∣ p2ηJc

pV
(1)
〉
a2.(4-36)

Finalmente, al repetir el mismo procedimiento, pero para el segundo vector nulo (4-21), se

obtienen las ecuaciones de amplitud de Stuart-Landau:

d|a|2

dT
= α|a|4 + β|a|2|ā|2 + θ|a|2,(4-37a)

d|ā|2

dT
= α|ā|4 + β|a|2|ā|2 + θ|ā|2,(4-37b)

donde

E =
1

2

〈
V∗
∣∣∣ V(1)

〉
,

α =
1

E

〈
V∗

∣∣∣∣∣
2ic∑

s=ic+1

Q(V(1),V(2)
s )ζ

(s)
ic

+C(V(1),V(1))χic

〉
,(4-38)

β =
1

E

〈
V∗
∣∣∣ Q(V̄

(1)
,Vij)ξ0 +Q(V(1), V̄

(2)
0 ) + 3C(V̄

(1)
,V(1))ξ0

〉
,(4-39)

θ =
1

E

〈
V∗
∣∣∣ p2ηJc

pV
(1)
〉
.(4-40)

4.1.2. Estabilidad de las ecuaciones de Stuart-Landau

El sistema (4-37) tiene 4 puntos de equilibrio:

1) |a|2 = 0, |ā|2 = 0(4-41)

2) |a|2 = 0, |ā|2 = − θ

α
(4-42)

3) |a|2 = − θ

α
, |ā|2 = 0(4-43)

4) |a|2 = − θ

α+ β
, |ā|2 = − θ

α+ β
(4-44)

Nos interesan las regiones de los parámetros donde los puntos de equilibrio son estables, de

modo que los patrónes de Turing sean estacionarios. Usando las matrices Jacobianas correspon-

dientes, se pueden establecer las condiciones para la estabilidad lineal de cada punto de equilibrio

para obtener los resultados resumidos en la Tabla 4-1.
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Tabla 4-1: Estados estacionarios y condiciones para la estabilidad lineal de las funciones de amplitud.

Estado estacionario Condiciones para la estabilidad lineal patrón espacial

|a|2 = |ā|2 = 0 θ < 0 Ninguno

|a|2 = 0, |ā|2 = −θ
α

θ > 0 y β
α
> 1 Franjas

|a|2 = −θ
α
, |ā|2 = 0 θ > 0 y β

α
> 1 Franjas

|a|2 = |ā|2 = − θ
α+β

θ > 0 y α < −|β| < 0 Manchas

4.1.3. Simulaciones Numéricas

Todas las simulaciones numéricas en este estudio se realizaron con el software basado en

el método de elementos finitos COMSOL Multiphysics® [28], utilizando elementos cuadráticos de

Lagrange. Se utilizó un paso de tiempo de δt = 0.001, y las condiciones iniciales se generaron

aleatoriamente de forma uniforme alrededor del estado estacionario, con un rango de 0.1. Para

problemas unidimensionales, se consideró una malla altamente refinada con 100 nodos espaciales

equiespaciados, y para problemas bidimensionales, la malla refinada conteńıa 24,912 elementos de

dominio y 400 elementos de frontera. Se probaron tanto la discretización espacial como la temporal

comenzando con valores más grandes y verificando que decrementos adicionales no modificaran la

forma final de la solución.

Modelo de Schnakenberg

Este modelo se presentó en la Sección 2.2.1 (ecuaciones 2-17).

Problema en 1D

En este caso el problema espectral (3-2,4-2), es el problema de Sturm-Liouville:

d

dx

(
D(x)

dΦ

dx

)
= −ρΦ, en Ω = (−1, 1)

D(x)
dΦ

dx
= 0, en x ∈ {−1, 1}.(4-45)

Se considera primero el caso de difusión homogénea D(x) = 1. En este caso, se tiene Φk =

cos(kx) y ρk = k2 = (nπ)2. El sistema (2-17) tiene un único estado de equilibrio en (u0, v0) =

(a+ b, b/(a+ b)2), y los valores cŕıticos son

(4-46) dc =
(a+ b)(a+ 3b)− 2

√
2b(a+ b)3

(a+ b)4
,

Ahora, para difusión de Legendre, D(x) = 1− x2, las eigenfunciones del problema de Sturm-

Liouville (4-45) Φk = Pk(x) son los Polinomios de Legendre de grado k ∈ N, con valores propios
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Figura 4-2: Comparación de los patrónes obtenidos a T = 1000 unidades de tiempo con difusión de Legendre

(ĺınea continua negra) con los obtenidos con difusión homogénea (puntos verdes). Además, se

muestra la aproximación de segundo orden del análisis no lineal, u0 = a(t)Wic(x) (puntos

azules) . Para los valores η = 1.11571 (a), η = 12.2729 (b) y η = 35.3310 (c).

ρk = k(k + 1). En este caso, dc también es (4-46), y

(4-47) kc(kc + 1) =
(a+ b)4η√

2b(a+ b)3 − (a+ b)2
.

Resolvemos numéricamente (2-17) con a = 0.289 y b = 1.49, y con (4-46) calculamos dc obte-

niendo dc = 0.02735. Para la difusión de Legendre, k es un número entero; elegimos kc = 3, 11, 19 y

usando (4-47) calculamos el valor correspondiente del parámetro de escala η. Esto da como resul-

tado η = 1.11571, η = 12.2729 y η = 35.3311. Se observa que para la difusión homogénea, kc está

dada por (2-20), para lo cual tenemos kc = 3.4641, kc = 11.4891 y kc = 19.4936, respectivamente.

En la Figura 4-2, se comparan los patrónes obtenidos a T = 1000 segundos con difusión de Legen-

dre con aquellos obtenidos con difusión homogénea para los valores dados anteriormente.

Se observa que para los dos primeros valores de η, no se forma ningún patrón con difusión

homogénea, sin embargo, para difusión de Legendre, se producen patrónes con los modos espaciales

· . 
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esperados. Para η = 35.3310, ambos patrónes se forman con el modo espacial esperado y también

se observan los cambios en la longitud de onda en el caso de la difusión de Legendre.

Problema en 2D

En el caso bidimensional, para el modelo de Schnakenberg se considera el sistema:

∂u

∂t
= d ∇ ·D(x) (∇u) + η

(
a− u+ u2v

)
,(4-48a)

∂v

∂t
= ∇ · (D(x)∇v) + η

(
b− u2v

)
,(4-48b)

en el dominio espacial Ω = (−1, 1)× (−1, 1), y

(4-49) D(x)∇u · n = 0, y D(x)∇v · n = 0,

en los bordes del cuadrado Ω.

En este caso nos centraremos en el análisis no lineal, para obtener regiones del espacio de

parámetros que producen manchas y franjas, y comparar los resultados obtenidos en el caso de

difusión homogénea (D(x, y) = 1), con el caso de la difusión de Legendre propuesta en (4-1).

Se consideran el sistema (4-48) con condiciones de contorno de flujo nulo (4-49). Los resul-

tados del análisis no lineal, resumidos en la Tabla 4-1, se pueden usar para dividir el espacio de

parámetros (a, b) en dominios correspondientes a diferentes patrónes espaciales. A efectos de com-

paración, se considera la difusión homogénea, D(x, y) = 1, y la difusión de Legendre, donde D(x)

está dada por (4-1).

Los resultados se muestran en la Figura 4-3, donde se indican las regiones donde los patrónes

espaciales son franjas, manchas, cuando el análisis no lineal no puede predecir un patrón particu-

lar y cuando las condiciones para una inestabilidad de Turing no se cumplen, mediante regiones

coloreadas. El color rojo representa franjas, el color naranja representa manchas, el color amarillo

representa patrónes que no pueden predecirse mediante el análisis no lineal y los colores azul claro y

oscuro representan la región donde no se cumplen las condiciones para la estabilidad e inestabilidad

de Turing, respectivamente. La Figura 4-3a corresponde al caso de difusión homogénea, donde se

eligió un modo espacial kc = 4π, es decir, n = 4. La Figura 4-3b corresponde al caso de difusión de

Legendre con modos espaciales kc = 3, que corresponde a k30 = k03 = 12 en (4-4). El procedimiento

para generar los gráficos es el siguiente. Para cada uno de los dos casos, con el valor establecido

de kc, para un punto mapeado dado (a, b), se calcula un valor adecuado de η usando (2-20) y dc se

calcula usando (4-46). Con estos valores, se evaluaron los parámetros α, β y θ, y se utilizaron las

condiciones enumeradas en la segunda columna de la Tabla 4-1 para determinar el tipo de patrón

que se generó. Las regiones en rojo son para patrónes que no pueden predecirse mediante el presente

análisis no lineal, lo que significa que para (a, b) en estas regiones no se satisface ninguna de las

cuatro condiciones para la estabilidad lineal de las ecuaciones de Stuart-Landau, en la segunda
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(a) (b)

Figura 4-3: Espacio de parámetros (a, b) del modelo de Schnakenberg con difusión homogénea (a) y difusión

de Legendre (b). El color rojo representa franjas, el color naranja representa manchas, el color

amarillo representa patrónes que no pueden predecirse mediante el análisis no lineal, y los colores

azul claro y oscuro representan la región donde no se cumplen las condiciones de estabilidad e

inestabilidad de Turing, respectivamente.

columna de la Tabla 4-1. Sin embargo, debido a que para estos valores de (a, b) se cumplen las

condiciones para la inestabilidad de Turing, se forma un patrón. Este patrón se observa t́ıpicamente

con una distribución irregular de manchas.

Se observa que la región de patrónes que no pueden preverse mediante el análisis lineal se

reduce en el caso de la difusión de Legendre en comparación con la difusión homogénea. Por otro

lado, la región donde no se cumplen las condiciones de estabilidad de Turing se ampĺıa.

Para verirficar las predicciones del análisis no lineal, mostradas en la Figura 4-3, se usa

COMSOLMultiphysics® para resolver numéricamente (4-48), escogiendo adecuadamente el par de

parámetros (a, b), dependiendo de la zona de interés. Nos enfocaremos en el caso de la difusión no

homogénea, de Legendre, ya que para la difusión homogénea, la Figura 4-3a ya se obtuvo para el

sistema de Schnakenberg en [3] (Figura 8b en ese trabajo) y las gráficas coinciden.

Dado que el análisis no lineal se realiza para valores cŕıticos, una vez seleccionado un par

(a, b), se elige d para satisfacer (4-46) y η se obtiene de (2-20) o (4-47) para satisfacer un valor dado

de kc. Para generar un crecimiento inicial del patrón espacial, los parámetros a y b se perturbaron

con δa = 0.001 y δb = 0.01.

Se seleccionaron tres conjuntos de parámetros (a, b) en diferentes regiones de la Figura 4-3b,

que se presentan en la Tabla 4-2. Se consideraron dos casos, kc = 3 (como en la Figura 4-3b) y

kc = 14. Los patrónes resultantes se muestran en la Figura 4-4. Observamos que las predicciones

del análisis no lineal fueron validadas numéricamente. Además, la variación espacial en la tasa de

difusión, de acuerdo con la Figura 4-1, se observa claramente en las figuras de la derecha.

Es de interés el efecto del parámetro de escala η, porque en el caso de la difusión homogénea,

2 2 

1.5 1.5 

b 1 b 1 

0.5 0.5 

0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 
a a 
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(a)

(b)

(c)

Figura 4-4: patrónes bidimensionales obtenidos numéricamente para tres conjuntos de parámetros (a, b)

y dos valores de kc. Los gráficos izquierdos corresponden a kc = 3 y los gráficos derechos

corresponden a kc = 14. Las tres filas corresponden a diferentes valores de (a, b): (a) (0.1, 1.0)

en la región de franjas, (b) (0.3, 1.0) en la región de manchas y (c) (0.375, 1.0) en la región

donde nuestro análisis lineal no puede predecir el tipo de patrón; en todos los casos se representa

la concentración u del modelo Schnakenberg. Los valores de los parámetros se presentan en la

Tabla 4-2.

para predecir el tipo de patrón, es posible reescalar el dominio a números de onda cŕıtico bajos

[24, 3]. Esta caracteŕıstica de la difusión homogénea se puede ver reflejada en las ecuaciones de

amplitud (4-37), con respecto al parámetro η, ya que los coeficientes de Fourier ρq, ρ
(q)
h y ρ

(c)
h son

constantes al usar la base de Fourier. En la Figura 4-3 se muestra el efecto del difusión de Legendre

y el aumento de el parámetro η en las regiones de patrónes.

Modelo BVAM

A continuación, se presentan con mayor detalle los resultados obtenidos para el modelo BVAM

(2-21). El parámetro c en el modelo BVAM juega un papel crucial en las dinámicas observadas.

Inicialmente, se destaca que los valores cŕıticos ηc y dc permanecen constantes en relación con c.
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(a, b) Región dc kc η

(0.1, 1.0) Franjas 0.1003
3 3.4552

14 60.466

(0.3, 1.0) Manchas 0.0342
3 1.7066

14 29.866

(0.375, 1.0) No predicho 0.0224
3 1.3078

14 22.866

Tabla 4-2: Los parámetros del modelo del sistema de Schnakenberg (4-48) utilizados en la Figura 4-4. Se

eligieron (a, b) en diferentes regiones de la Figura 4-3b. Para cada (a, b), se calculó dc usando

(4-46). Se utilizaron dos valores de kc: kc = 3 y kc = 14. Los valores correspondientes de η se

obtuvieron mediante (4-47).

Figura 4-5: a) Región de patrónes para el modelo BVAM con difusión de Legendre y número de onda 3. b)

condición β/α de Tabla 4-1 al aumentar el número de onda con (a = 3.0, b = −2.0, c = 0.0 y

h = −1.0). Códigos de colores: amarillo: franjas; naranja: manchas; rojo: el método no decide;

morado: no es Turing inestable; negro: el punto de equilibrio no es estable.

Sin embargo, su relevancia se amplifica al realizar el análisis no lineal.

En la Figura 4-5a, se muestran las regiones de patrónes del modelo BVAM al variar el paráme-

tro c para un número de onda espećıfico, en este caso, k = 3. Esta representación gráfica permite

apreciar las transiciones de patrónes a medida que se modifica el valor de c. Para complementar

este análisis, en la Figura 4-5b, se presenta la función β
α(ic) en función del número de onda ic para

un conjunto espećıfico de parámetros (a = 3.0, b = 2.0, c = 0.0, h = −1.0). Cabe recordar, según
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la Tabla 4-1, que si 0 < β
α < 1 se generan manchas, mientras que si β

α > 1, se generan franjas. En

la Figura 4-5b, se observa claramente una transición de franjas a manchas al aumentar el número

de onda.



5 Operadores periódicos; metodoloǵıa de

homogeneización

La problemática de transformar un material heterogéneo en uno homogéneo ha sido objeto

de estudio durante muchas décadas. Los primeros indicios de esta investigación se remontan al

siglo XIX con las contribuciones de Maxwell y Rayleigh, y posteriormente, ingenieros desarrolla-

ron técnicas de expansión asintótica para abordar este problema [29]. Los estudios analizados se

centran en la homogeneización de sistemas de transporte de masa y reacción-difusión en medios

con estructuras periódicas o microestructuras heterogéneas. Para ello, emplean técnicas sofistica-

das como la convergencia de dos escalas y métodos de entroṕıa, que les permiten deducir modelos

macroscópicos a partir de descripciones microscópicas detalladas [29, 30].

Estos estudios se enfocan especialmente en sistemas de difusión cruzada con coeficientes varia-

bles y en sistemas parabólicos no lineales, enfrentando desaf́ıos inherentes a estructuras degeneradas

y acoplamientos no lineales [29]. Además, aplican estos enfoques a ecuaciones parabólicas semili-

neales con condiciones de interfaz Robin, que son pertinentes en contextos como flujos en canales

porosos fisurados y medios con estructuras periódicas [31]. Es muy importante mencionar que la

estructura periódica en materiales compuestos desempeña un papel fundamental, ya que mejora

significativamente las propiedades mecánicas, térmicas y eléctricas del material. Esta caracteŕıstica

confiere ventajas notables en diversas aplicaciones tecnológicas [29, 31, 32].

El propósito será buscar condiciones para la existencia de patrónes de Turing para una familia

de sistemas de reacción-difusión no lineales, con coeficientes de difusión no homogéneos periódi-

cos y rápidamente oscilantes, a partir del análisis de un sistema “equivalente” con coeficientes de

difusión homogéneos. La familia de problemas originales depende de un pequeño parámetro rela-

cionado con la microestructura periódica. El problema equivalente homogeneizado es el problema

ĺımite cuando el parámetro pequeño tiende a cero. Los métodos matemáticos que permiten este

paso se denominan métodos de homogeneización, y los coeficientes del problema ĺımite son los

coeficientes efectivos. La mencionada equivalencia significa que la solución del problema original

converge a la solución del problema homogeneizado, en un espacio funcional apropiado. Existen

diferentes métodos matemáticos de homogeneización, de entre los que podemos mencionar el méto-

do formal de expansiones asintóticas conocido como método de homogeneización asintótica (AHM)

[33, 34, 35], el método de convergencia de dos escalas (TSCM) [36, 37], y el método de desdobla-

miento periódico (PUM) [38].

Durante los últimos años, estos métodos se han aplicado con éxito a diferentes situaciones
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f́ısicas modeladas por sistemas de reacción-difusión no lineales (ver, por ejemplo,[30], [31], [39], [29],

[32] [40] y las referencias citadas en estos trabajos).

Se adoptó un enfoque basado en la consideración de un medio heterodisperso bimodal de

carácter real, el cual exhibe una estructura periódica. En este escenario, coexisten inclusiones ca-

racterizadas por dos geometŕıas y tamaños distintos, los cuales muestran patrónes repetitivos en

su distribución espacial. Además, establecemos la premisa de que los peŕıodos correspondientes a

cada modo de inclusión guardan una relación proporcional entre śı. En este sentido, se introduce

una caracteŕıstica distintiva que consiste en la incorporación de disparidades geométricas en los

coeficientes de difusión tanto del activador como del inhibidor (Figura 5-1). Estas disparidades se

refieren a diferencias en las propiedades de periodicidad, geometŕıa de regiones periódicas y ampli-

tudes de las funciones periódicas. Este tipo de materiales se puede observar en fenómenos como la

actividad eléctrica en tejidos musculares donde se divide el material en intra y extracelular, cada

uno de ellos con caracteŕısticas de conductividad distintas. En particular, en la actividad eléctrica

card́ıaca, el modelo bidominio (un sistema de reacción difusión) integra estas caracteŕısticas en sus

ecuaciones.

(a) Difusión diferenciable periódica.

(b) Difusión no continua. Regiones donde el coefiente de

difusión cambia.

Figura 5-1: Coeficientes de difusión, azul; difusión del activador y amarillo; difusión del inhibidor

5.1. El problema

Consideremos un dominio o medio Ω =]0, L[N⊂ RN con una estratificación periódica, es

decir, un dominio en el que los subdominios (inhomogeneidades), con diferentes propiedades de

transporte, están dispuestos de manera periódica. Supongamos que este arreglo periódico se des-

cribe con dos celdas de tamaño ε1 y ε2, que son pequeñas en el sentido de que si L es el tamaño
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caracteŕıstico del dominio Ω, entonces 0 < ε2 ≪ ε1 ≪ L. Sin pérdida de generalidad, en todo es-

te estudio consideraremos L = 1, es decir, Ω =]0, 1[N , y ε = (ε1, ε2) son parámetros adimensionales.

La presencia de dos escalas está relacionada con la identificación de dos celdas periódicas, Y

y Z, que representan una fracción de Ω, esto es

Y =]0, ε1[
N , Z =]0, ε2[

N .

Se considera un vector de dos sustancias qúımicas uε,p = u(x, t; ε, p) = (uε,p1 , uε,p2 ), y una

cinética de reacción F = F (uε,p; p) = (f1 (u
ε,p; p) , f2 (u

ε,p; p)), donde p es un parámetro del sistema

que será considerado como el parámetro de bifurcación. Un sistema general de reacción-difusión de

dos componentes es

(5-1)


duε,p

dt = D∇ ·Dε(x)∇uε,p + η F (uε,p; p) , en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera y flujo adecuadas para u, en ∂Ω× [0,∞),

u(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω.

donde η es un parámetro de escala, D = diag[d1, d2] es la matriz diagonal que contiene los co-

eficientes de difusión escalares de u1 y u2, respectivamente, y Dε(x) = diag[D1ε1(x),D2ε2(x)] es

una función dependiente del espacio y ε-periódica que describe la variación espacial de la tasa de

difusión de uε,p; en N dimensiones, cada Dkε(x) puede ser a su vez una matriz de N ×N .

Se identifican tres escalas espaciales en el análisis: las coordenadas globales o lentas represen-

tadas por x, la escala de las pequeñas inhomogeneidades mediante coordenadas locales o rápidas

denotadas por y = 1
ε1
x y z = 1

ε2
x. La matriz Dkε(x) de tamaño N ×N se define como Dk(x,y, z),

donde k ∈ {1, 2} y i, j ∈ {1, . . . , N}.
Las propiedades de D son las siguientes:

Periodicidad: Es ε1-periódica o ε2-periódica.

Simetŕıa: Dk
ij = Dk

ji.

Definida positiva: Dk
ijξiξj ≥ κξjξj , para todo (ξ1, ξ2, . . . ξN ) ∈ RN , donde κ > 0 es una

constante positiva.

Una de las propiedades que no se incluyeron en la lista anterior es la diferenciabilidad y

continuidad de D(x,y, z). En este contexto, resulta relevante examinar detalladamente diversos

casos para comprender mejor las posibles variaciones y comportamientos de D en función de estas

propiedades. Entre los casos a considerar se encuentran:

1. D es infinitamente diferenciable Dk
ij ∈ C∞(Ω): en este caso, la matriz D es suave y posee

derivadas continuas en todo su dominio. La diferenciabilidad continua implica que pequeñas

variaciones en las entradas de D resultan en variaciones suaves en sus elementos y, por ende,

en su comportamiento.
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2. D es una función continua a trozos: Esto implica la necesidad de establecer condiciones

de flujo y continuidad de concentración en el ĺımite entre las regiones donde se produce

un cambio abrupto en el coeficiente de difusión (interfaz). Para abordar esto, suponga que

existen tres tipos de regiones, como se observa en la Figura

Figura 5-2: Estructura heterogénea periódica con dos interfaces ΓY y ΓZ .

Teniendo en cuenta los resultados [41] donde se proporciona una explicación detallada de

los fenómenos multiescala en el ámbito de la conductividad térmica, aqúı, se realizará una

analoǵıa en el contexto de la difusión. En el estudio de la difusión con una configuración

periódica de inclusiones en una matriz, con lo que se considerará un proceso de agregación.

Las inclusiones a una escala ε2 se agrupan en agregados distribuidos periódicamente a una

escala mayor ε1, dando lugar a medios periódicos de dos escalas. La estructura más grande

está formada por inclusiones más pequeñas Y (ε1), y a su vez, estas están compuestas por

inclusiones mucho más pequeñas Z(ε2).

Para distinguir un medio que está completamente agregado, completamente disperso o en

una fase intermedia, se define un parámetro de agregación σ. Este parámetro representa la

naturaleza del medio en términos de su dispersión o agregación y es crucial para entender el

comportamiento del sistema. Para el modelo descrito, se establece

(5-2) σ =
ϕc

ϕ
= 1− ϕnc

ϕ
,

donde ϕ es la fracción de volumen de las inclusiones en el medio, ϕc es la fracción de volumen

de los agregados y ϕnc es la fracción de volumen de las inclusiones que no están agrupadas en

un agregado (ϕ = ϕc+ϕnc). De esta manera, cuando σ = 0, se tiene un medio completamen-

te disperso con una sola escala formada por inclusiones a escala ε2 en la matriz, y cuando

σ = 1, se tiene un medio completamente agregado con una sola escala formada por agregados

a escala ε1 en la matriz.

El término de difusión D̂ se presenta como el tensor efectivo global en la macroescala. A

diferencia de Dε, este tensor es constante, simétrico y definido positivo. Para su definición,
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Figura 5-3: Representación de agregación para diferentes valores de σ.

se observa que Dε oscila rápidamente, y se expresa de la siguiente manera:

D(y, z) =


D(m), si z ∈ Z(m), y ∈ Y (m), en la matriz,

D(i), si z ∈ Z(i), y ∈ Y (m), en una inclusión aislada,

D(i), si y ∈ Y (i), en los agregados.

a) Condiciones de contacto perfecto: Se garantiza continuidad en el flujo como en las

concentraciones, esto es:

[[uεk]]Γs
= 0, sobre Γs,(5-3a) [[

Dkε∇uεk · n
]]

Γs

= 0, sobre Γs,(5-3b)

uε = u0, sobre ∂Ω,(5-3c)

La interfaz entre las fases constituyentes se denota por Γs = ΓY ∪ ΓZ Figura 5-2, y

n es el vector unitario localmente normal a Γs, apuntando hacia afuera de una fase

hacia la otra. La notación [[ϕ]]Γs indica el salto de ϕ a través de la superficie Γs. Aśı, la

continuidad del flujo de concentraciones a través de Γs se impone mediante la Ecuación

(5-4b). El contacto perfecto entre las fases implica la continuidad de la concentración a

lo largo de Γs.

b) Condiciones de contacto imperfecto: En este caso se garantiza continuidad del

flujo en la interfaz mientras que en la concentración no, esto es

Dkε∇uεk · nk = Bε
k [[u

ε
k]]Γs

, sobre Γs,(5-4a) [[
Dkε∇uεk · n

]]
Γs

= 0, sobre Γs,(5-4b)

uε = u0, sobre ∂Ω(5-4c)

La dependencia del término B
εj
i como un parámetro que representa la razón de la

resistencia interna entre la externa al difundir la concentración. En el problema de

condución del calor, se conoce como número de Biot y, en ese contexto, un número

de Biot pequeño representa poca resistencia a la conducción del calor y, por tanto,
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gradientes pequeños de temperatura dentro del cuerpo. Definimos Bε
k de la siguiente

manera

(5-5) Bε
k =

ε−1
1 βk

1 sobre ΓY ,

ε−1
2 βk

2 sobre ΓZ .

5.2. Expansiones asintóticas

El propósito del método de homogeneización es obtener una ecuación ĺımite de (5-1), conocida

como la ecuación efectiva o homogeneizada, que describe el comportamiento global del dominio no

homogéneo, con un coeficiente de difusión efectivo D̂. Para calcular los elementos de la matriz de

este coeficiente de difusión efectivo, se utilizará el método de expansión asintótica de la solución

uε,p del problema (5-1) [35, 19]. Cabe mencionar que el método de homogeneización ya se ha

aplicado a ecuaciones generales de reacción-difusión [32, 29] en un contexto más matemático. Uno

de los intereses principales en el estudio de la formación de patrones en sistemas homogeneizados

es la inestabilidad de Turing. Con este propósito, a continuación se describen los pasos principales

del método de homogeneización asintótica, siguiendo el procedimiento descrito en las referencias

[42, 19].

Utilizando la convención de suma de Einstein, una solución asintótica formal de (5-1) hasta

el orden O(ε2) tiene la forma:

uε,pk = u(0) + εi1u
(i)
k + εi2v

(i)
k · · · = u(0) + ε1ûk + ε2v̂k,

donde u
(i)
k = u

(i)
k (x,y, z, t; p) y v

(i)
k = v

(i)
k (x,y, z, t; p) son funciones 1-periódicas e infinitamente

diferenciables, y ûk = εi−1
1 u

(i)
k , v̂k = εi−1

2 v
(i)
k . En cuanto a los ı́ndices, estos pertenecerán a los

siguientes conjuntos:

i, j, n,m ∈ {1, 2, . . . , N}, ı́ndices mudos.

k ∈ {1, 2} ı́ndice libre.

Reescribiendo en forma vectorial la solución asintótica formal

(5-6) uε,p = u(0) + ε1û+ ε2v̂.

Expandiendo un componente f de F en Taylor alrededor de (ε1 = 0, ε2 = 0), resulta

(5-7)
f(uε) = f0 + ε1(f

0
u1
û1 + f0

u2
û2) +

1
2ε

2
1(f

0
u1u1

û21 + 2f0
u1u2

û1û2 + f0
u2u2

û22)

+ε2(f
0
u1
v̂1 + f0

u2
v̂2) +

1
2ε

2
2(f

0
u1u1

v̂21 + 2f0
u1u2

v̂1v̂2 + f0
u2u2

v̂22) + · · · ,

donde el superindice 0 indica la evaluación en u(0). Igualmente, para cada fk, se escribe F de la

siguiente manera

F(uε) = F(u(0)) + ε1Aû+ ε2Av̂ + ε21Q(û) + ε22Q(v̂) + ε31C(û) + ε32C(v̂) + · · · ,(5-8)

donde A , Q y C son el término Lineal, cuadrático y cúbico, respectivamente, evaluados en u(0).
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5.3. Caso 1: ε2 = ε1 = ε

En este caso, se presenta una única celda periódica denominada Y . Además, se asume que

D depende exclusivamente de y, es decir, Dε(x/ε) = Dε(y). Para iniciar la derivación del sistema

homogeneizado, se procede a obtener las derivadas de los operadores diferenciales con respecto a las

variables lentas x y las variables rápidas y, partiendo de la premisa de que estas son independientes.

Se define el operador de gradiente como ∇α = ∂
∂αi

mediante la aplicación de la regla de la cadena,

se logra expresar la derivada de ∇D(y)∇ en términos de ε, como sigue:

∇ ·D(y)∇ =(∇x + ε−1∇y) ·D(∇x + ε−1∇y)(5-9)

=∇x ·D∇x + ε−1(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x) + ε−2∇y ·D∇y.

Sustituyendo en (5-1) las expansiones de u, F y ∇·D(y)∇ presentadas en (5-6), (5-8) y (5-9),

se obtiene la jerarqúıa de ecuaciones

O(ε−2) : −∇y ·D∇yu
(0) = 0,(5-10a)

O(ε−1) : −∇y ·D∇yu
(1) = (∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u

(0),(5-10b)

O(ε0) : −D∇y ·D∇yu
(2) = D(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u

(1)(5-10c)

+∇x ·D∇xu
(0) + ηF(u(0))− du(0)

dt
,

donde x y y se consideran variables independientes.

5.3.1. Dk
ij ∈ C∞(Ω)

Considerando la suavidad de Dk
ij en Ω, la existencia de soluciones 1-periódicas para los pro-

blemas de la jerarqúıa de ecuaciones (5-10) se asegura mediante el siguiente lema [35, Lema 1, Cap.

4]:

Lema 1 Dadas Dij(ξ) y f(ξ), funciones diferenciables 1-periódicas, y suponiendo que

(5-11)

 Dij(ξ) = Dji(ξ),

Dij(ξ)ηiηj ≥ x1ηiηi,

entonces, una condición necesaria y suficiente para que exista una solución 1-periódica de la ecua-

ción

(5-12)
∂

∂ξi

(
Dij

∂

∂ξj
G(ξ)

)
= f(ξ),

es

(5-13) ⟨f⟩ =
∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
f(ξ)dξ1 . . . dξn = 0.

Aqúı la solución general 1-periódica de la ecuación (5-12) se escribe como G(ξ) = Ḡ(ξ)+C, donde

Ḡ(ξ) es una solución 1-periódica con promedio cero, y C es una constante arbitraria.
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El Lema 1 y (5-10a) implican que la solución 1-periódica u(0)(x,y, t; p) es independiente de

y, es decir

(5-14) u(0)(x,y, t; p) = u(0)(x, t; p),

entonces, (5-10b) puede ser escrita como

(5-15) −∇y ·D∇yu
(1) = ∇y ·D∇xu

(0), en Y.

Para esta ecuación, tomando en cuenta el Lema 1, se obtiene que la condición necesaria y

suficiente para la existencia de una solución periódica u(1) es

(5-16)
〈
∇y ·D∇xu

(0)
〉
Y
= 0.

que se satisface por la 1-periodicidad de D(y). La solución del problema (5-15) puede ser represen-

tada como

u
(1)
k = Gk

i (y)
∂u

(0)
k

∂xi
,(5-17)

donde Gi(y) = (G1
i (y), G

2
i (y)) son soluciones Y -periódicas del problema siguiente

(5-18) − ∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj

(
Gk

n

∂u
(0)
k

∂xn

)
=

∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k , en Y.

Usando la convención de suma de Einstein, la ecuación (5-18) puede agruparse como

∂

∂yi

(
Dk

ij

∂

∂yj
Gk

n +Dk
in

)
∂

∂xn
u
(0)
k = 0, en Y,

o bien

(5-19)
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj

(
Gk

n + yn

)
= 0, , en Y,

que es llamada ecuación sobre la celda periódica o problema local. Con ayuda del Lema 1, puede

encontrarse una solución de la ecuación (5-19), hasta una constante arbitraria. La elección de la

constante está determinada por la condición
〈
Gk

n(y)
〉
Y
= 0.

Sustituyendo (5-14) y (5-17) en (5-10c), se obtiene

(5-20) dk
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj
u
(2)
k = dk

(
Dk

ij

∂

∂yj
Gk

n +
∂

∂yj
Dk

jiG
k
n +Dk

in

)
∂u

(0)
k

∂xi∂xn
+ ηfk(u

(0))−
du

(0)
k

dt
.

El Lema 1 establece que la condición para la existencia de una solución al problema (5-20) es

(5-21)

〈
dk

(
Dk

ij

∂

∂yj
Gk

n +
∂

∂yj
Dk

jiG
k
n +Dk

in

)〉
∂u

(0)
k

∂xi∂xn
+ ηfk(u

(0))−
du

(0)
k

dt
= 0,

Tomando en cuenta que
〈

∂
∂yj

DjiG
k
n(y)

〉
= 0 debido a que DjiG

k
n(y) es 1-periódica, la ecua-

ción (5-21) se puede representar en la forma divergente como

(5-22)
du(0)

dt
= D∇xD̂∇xu

(0) + ηF(u(0)),
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que, formalmente, tomando en cuenta las condiciones de frontera e iniciales, se plantea como

(5-23)


du(0)

dt = D∇xD̂∇xu
(0) + ηF(u(0)), en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera adecuadas para u, en ∂Ω× [0,∞),

u(0)(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω.

donde

(5-24) D̂k
in =

〈
Dk

ij

∂

∂yj
Gk

n +Dk
in

〉
El problema (5-23) se denomina problema homogeneizado asociado con el problema no ho-

mogéneo (5-1). Las soluciones uε → u(0) cuando ε → 0, lo que sugiere que las condiciones de Turing

y las aproximaciones de amplitud del problema homogeneizado tienen lugar en el estudio de Turing

del problema no homogéneo. Los coeficientes D̂k
in son matrices con entradas constantes, simétricas

y definidas positivas.

5.3.2. Dk
ij suave a trozos, D(x,y, z) = D(y)

En presencia de discontinuidades en los coeficientes de difusión Dk
ij , como se mencionó ante-

riormente, es necesario establecer condiciones de contacto en los puntos de discontinuidad, conocidos

como interfaces, que en este caso se denotarán como ΓY . La formulación implica que la difusión to-

ma valores distintos en una región interna de la celda periódica, identificada como Y (i), y en el resto

de la celda periódica o región externa, señalada como Y (m). Estas dos regiones son mutuamente

excluyentes y ocupan completamente la celda periódica.

(5-25) Y = Y (i) ∪ Y (m), Y (i) ∩ Y (m) = ∅

De esta manera para el sistema de reacción difusión (5-1) con condición de frontera de Dirichlet y

condiciones de contacto perfecto, toma la forma

(5-26)



duε,p

dt = D∇ ·Dε(x)∇uε,p + η F (uε,p; p) , en Ω× [0,∞),

[[uεk]]Γs
= 0, sobre Γs × [0,∞),[[

Dkε∇uεk · n
]]

Γs
= 0, sobre Γs × [0,∞),

uε = u0, sobre ∂Ω× [0,∞),

u(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω.

Para asegurar la existencia y unicidad de la jerarqúıa de ecuaciones 5-10, se requiere ajustar

el Lema 1 en el contexto de funciones suaves a trozos con condiciones de contacto perfecto. La

modificación es [35, Lema 2, Cap. 4]:

Lema 2 Dadas Dk
ij(ξ), f0(ξ) y fk(ξ) son funciones 1-periódicas y infinitamente diferenciables a

trozos, suponiendo que Dk cumple la condiciones 5-11. Para el problema siguiente

(5-27)
∂

∂ξi

(
Dij

∂

∂ξj
G(ξ)

)
= f0(ξ) +

∂

∂ξj
fj(ξ),
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con condiciones de contacto

[[G]]ΓY
= 0, sobre ΓY ,(5-28a) [[(

Dkε
ij

∂

∂ξj
G(ξ)− fi

)
ni

]]
ΓY

= 0, sobre ΓY ,(5-28b)

la condición necesario y suficiente para que exista una solución 1-periódica es

(5-29) ⟨f⟩Y = 0.

Aqúı la solución general 1-periódica de la ecuación (5-12) se escribe como G(ξ) = Ḡ(ξ)+C, donde

Ḡ(ξ) es una solución con promedio cero, y C es una constante arbitraria.

Utilizando este Lema y siguiendo un procedimiento similar al caso infinitamente diferenciable

presentado en la subsección anterior, se obtiene la formulación del problema local y su correspon-

diente problema homogeneizado de la siguiente manera.

(5-30)



∂
∂yi

(
Dk

ij
∂

∂yj
Gk

n +Dk
in

)
= 0, en Y − ΓY ,[[

Gk
n

]]
ΓY

= 0, sobre ΓY ,[[(
Dk

ij
∂

∂yj
(Gk

n(y) + yn)
)
ni

]]
ΓY

= 0, sobre ΓY ,〈
Gk

n(y)
〉
Y
= 0.

Aplicando un procedimiento similar al descrito en la sección anterior, el cual no se detallará

aqúı por redundancia, se consigue homogeneizar el sistema para el caso de difusión periódica suave

a trozos, logrando aśı

(5-31)


du(0)

dt = D∇xD̂∇xu
(0) + ηF(u(0)), en Ω× [0,∞),

u(0) = u0, sobre ∂Ω

u(0)(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω.

,

donde

(5-32) D̂k
in =

〈
Dk

ij

∂

∂yj
Gk

n +Dk
in

〉

5.4. Caso 2: ε1 = ε, ε2 = ε2 y D(x,y, z) = D(y, z)

En el caso de tener dos escalas ε1 = ε y ε2 = ε2 el procedimiento matemático de homoge-

neización, para el cálculo de la difusión efectiva se realiza en dos etapas. En la primera etapa, se

calcula una difusión efectiva “intermedia”sobre una celda periódica formada por una fibra aislada,

representada como un ćırculo pequeño (celda Z), ver Figura 5-2. Finalmente, se calcula la difusión

efectiva sobre una celda periódica formada por un agregado, representada como un ćırculo grande(

celda Y ) incrustado en una matriz cuya difusividad es la obtenida en el primer paso. Ambas celdas
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periódicas se consideran cuadrados unitarios. En la primera etapa de homogeneización, la fracción

de volumen de la inclusión aislada (celda Z) se relaciona con el parámetro de agregación σ mediante

la fórmula.

Considerando el operador ∇α = ∂
∂αi

, y asumiendo que y y z son variables independientes, por

medio de la regla de la cadena, podemos obtener la expresión del operador ∇D(y, z)∇ en términos

de ε1 y ε2 como sigue

∇ ·D(y, z)∇ =(∇x + ε−1
1 ∇y + ε−1

2 ∇z) ·D(∇x + ε−1
1 ∇y + ε−1

2 ∇z),(5-33)

=∇x ·D∇x + ε−1
1 (∇x ·D∇y +∇y ·D∇x) + ε−2

1 ∇y ·D∇y

+ε−1
2 (∇x ·D∇z +∇z ·D∇x) + ε−2

2 ∇z ·D∇z

+ε−1
1 ε−1

2 (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y).

En este trabajo, se aborda el caso espećıfico donde ε1 = ε y ε2 = ε2, lo cual conduce a una

simplificación de la expresión (5-33), como sigue

∇ ·D(y, z)∇ =∇x ·D∇x + ε−1(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x) + ε−2(∇y ·D∇y(5-34)

+∇x ·D∇z +∇z ·D∇x) + ε−3(∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)

+ε−4∇z ·D∇z.

Sustituyendo en (5-1) las expansiones de u, F y ∇ ·D(x,y, z)∇ presentadas en (5-6), (5-8) y

(5-34), se obtiene la jerarqúıa de ecuaciones

O
(
ε−4
)
:−∇z ·D∇zu

(0) = 0,(5-35)

O
(
ε−3
)
:−∇z ·D∇zu

(1) = (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u
(0),(5-36)

O
(
ε−2
)
:−∇z ·D∇zu

(2) = (∇y ·D∇y +∇x ·D∇z +∇z ·D∇x)u
(0) + (∇y ·D∇z(5-37)

+∇z ·D∇y)u
(1),

O
(
ε−1
)
:−∇z ·D∇zu

(3) = (∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u
(0) + (∇y ·D∇y +∇x ·D∇z(5-38)

+∇z ·D∇x)u
(1) + (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u

(2),

O
(
ε0
)
:−D∇z ·D∇zu

(4) = D
(
∇x ·D∇xu

(0) + (∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u
(1)(5-39)

+ (∇y ·D∇y +∇x ·D∇z +∇z ·D∇x)u
(2) + (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u

(3)
)

+ ηF
(
u(0)

)
− du(0)

dt
,

donde x y z se consideran variables independientes. La existencia de soluciones a los problemas

(5-35)-(5-39) está garantizada por el Lema 2.

El Lema 2 y (5-35) implica que la solución 1-periodica u(0)(x,y, z, t; p) es independiente de

z, esto es

(5-40) u(0)(x,y, z, t; p) = u(0)(x,y, t; p).
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Entonces, tomando en cuenta esto, (5-36) puede ser escrita como

∇z ·D∇zu
(1) = (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u

(0),

que se simplifica como

(5-41) ∇z ·D∇zu
(1) = ∇z ·D∇yu

(0).

También el Lema 2 establece que la condición necesaria y suficiente para la existencia de una

solución periódica u(1) de (5-36) es

(5-42)
〈
∇z ·D∇yu

(0)
〉
Z
= 0,

que se satisface debido a la periodicidad de D.

Se propone la siguiente expresión como solución al problema (5-36):

u
(1)
k = Gk

n(z)
∂u

(0)
k

∂yn
+ v

(1)
k (x,y),(5-43)

donde Gn(z) = (G1
n(z), G

2
n(z)) representa una solución Z-periódica del problema local (5-44) sobre

la celda periódica Z. A su vez, v(1) constituye un campo vectorial independiente de z. Sustituyendo

(5-43) en (5-41) se obtiene

∂

∂zi

(
Dk

ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z) +Dk
in

)
∂

∂xn
u
(0)
k = 0,

o bien

(5-44)
∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n(y, z) + zn

)
= 0.

Esta ultima ecuación es llamada ecuación sobre la celda periódica Z o problema local sobre z. Por

el Lema 2, se puede construir una solución Gk(y, z), Z-periódica, de (5-44), con una constante

arbitraria. La elección de la constante está determinada por la condición
〈
Gk

n(z)
〉
= 0.

Sustituyendo las expresiones (5-40) y (5-43) en el término de orden ε−2 de la jerarqúıa de

ecuaciones (5-37), se obtiene:

−∇z ·D∇zu
(2) = (∇y ·D∇y +∇z ·D∇x)u

(0) + (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u
(1).(5-45)

Nuevamente, del Lema 2 se tiene que el problema (5-45) tiene una solución Z-periódica si se

satisface que

(5-46)

〈
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj
u
(0)
k +

∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂zj
u
(1)
k

〉
Z

= 0,

en donde se tomó en cuenta que
〈

∂
∂zj

Dk
ji

〉
z
= 0 y

〈
∂
∂zj

Dk
jiG

k
n(z)

〉
Z
= 0, debido a que Dk

jiG
k
n(z) es

Z-periódico. A (5-46) se le pueden aplicar las siguientes simplificaciones:

∂

∂yi

〈
Dij

∂

∂yj
u(0) +Dij

∂

∂zj
u(1)

〉
Z

= 0,
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∂

∂yi

〈
Din +Dij

∂

∂zj
Gk

n

〉
Z

∂

∂yk
u(0) = 0,

∂

∂yi
D̃ik

∂

∂yk
u(0) = 0.

Es decir:

(5-47) ∇yD̃∇yu
(0) = 0,

donde

(5-48) D̃k
ij(y) =

〈
Dk

ij +Dk
in

∂

∂zn
Gk

j

〉
Z

.

Puede verificarse que D̃k es simétrica y definida positiva. Adicionalmente, del Lemma 2 y el resul-

tado (5-47) se concluye que

(5-49) u(0)(x,y, t; p) = u(0)(x, t; p).

Sustituyendo (5-45) en (5-43), se obtiene que

u(1) = v(1)(x,y).(5-50)

Entonces se propone como solución u
(2)
k de (5-45) la siguiente expresión

u
(2)
k = Gk

n(y, z)

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)
+ v

(2)
k (x,y),(5-51)

Sustituyendo (5-51), (5-43) y (5-40) en (5-45), se obtiene

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂yn

)
+ v

(2)
k (x,y)

)
+

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂zj
u
(1)
k = 0.

ue se simplifica de la siguiente manera:

(5-52)
∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

))
+

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂yj
u
(1)
k = 0,

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n

)(∂v
(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)
+

∂

∂zi
Dk

in

(
∂u

(0)
k

∂xn
+

∂v
(1)
k

∂yn

)
= 0,

(
∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj
Gk

n +
∂

∂zi
Dk

in

)(
∂u

(0)
k

∂xn
+

∂v
(1)
k

∂yn

)
= 0.

Agrupando, se obtiene:

(5-53)
∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n + zn

)(∂u
(0)
k

∂xn
+

∂v
(1)
k

∂yn

)
= 0.
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Se observa que la expresión

(5-54)
∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n + zn

)
= 0,

es equivalente a (5-44), lo que justifica mantener la notación de Gk
n para u(2).

Ahora, sustituyendo (5-49)-(5-51) en (5-38), se obtiene

−∇z ·D∇zu
(3) = ∇y ·D∇xu

(0) + (∇y ·D∇y +∇z ·D∇x)u
(1)(5-55)

+ (∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u
(2).

Del Lema 2, se tiene que la condición necesaria y suficiente para que u(3) sea Z-periódica es〈
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +

(
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj
+

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂xj

)
u
(1)
k +

(
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂zj
+

∂

∂zi
Dk

ij

∂

∂yj

)
u
(2)
k

〉
Z

= 0.

Tomando en cuenta que u(1) y u(2) no dependen de z, la expresión anterior se reduce a〈
∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂yj
u
(1)
k +

∂

∂yi
Dk

ij

∂

∂zj
u
(2)
k

〉
Z

= 0,

∂

∂yi

〈
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +Dk

ij

∂

∂yj
u
(1)
k +Dk

ij

∂

∂zj
u
(2)
k

〉
Z

= 0.

Sustituyendo (5-51) en la ecuación anterior, se tiene:

∂

∂yi

〈
Dk

ij

(
∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂yj
u
(1)
k

)
+Dk

ij

∂

∂zj
u
(2)
k

〉
Z

= 0,

∂

∂yi

〈
Dk

ij

(
∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂yj
u
(1)
k

)
+Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n(y, z)

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)
+ v

(2)
k (x,y)

)〉
Z

= 0,

∂

∂yi

〈
Dk

ij

(
∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂yj
u
(1)
k

)
+Dk

ij

∂

∂zj

(
Gk

n(y, z)
)(∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)〉
Z

= 0,

que puede simplificarse para obtener la siguiente relación entre u(0) y u(1):

∂

∂yi

〈
Dk

in +Dk
ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

〉
Z

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)
= 0.

Tomando en cuenta el coeficiente de difusión efectiva (5-48), se obtiene

∂

∂yi
D̃k

i,n(y)
∂u

(1)
k

∂yn
= − ∂

∂yi
D̃k

i,n(y)
∂u

(0)
k

∂xn
.(5-56)
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Sustituyendo (5-49) y (5-50) en la expresión anterior, se obtiene

∂

∂yi
D̃k

i,n(y)
∂v

(1)
k (x,y)

∂yn
= − ∂

∂yi
D̃k

i,n(y)
∂u

(0)
k (x)

∂xn
.(5-57)

Proponiendo una solución v
(1)
k (x,y), de la forma

(5-58) u
(1)
k = v

(1)
k (x,y) = Hk

n(y)
∂u

(0)
k

∂xn
+ ṽ

(1)
k (x)

que, al sustituirla en (5-57), resulta

(5-59)
∂

∂yi

(
D̃k

i,j(y)
∂

∂yj
Hk

n(y) + D̃k
i,n(y)

)
∂u

(0)
k (x)

∂xn
= 0.

Entonces Hk
n(y) es una solución Y -periódica de la ecuación sobre Y :

(5-60)
∂

∂yi

(
D̃k

i,j(y)
∂

∂yj
Hk

n(y) + D̃k
i,n(y)

)
= 0.

Para garantizar la unicidad debe cumplirse que

(5-61)
〈
Hk

n

〉
Y
= 0.

Encontrar una solución Y -periódica Hk
n a la ecuación (5-60), junto con la condición (5-61),

se conoce como el problema local sobre Y .

Aplicando el Lema 2 a (5-39) se tiene que para que exista una solución Z-periódica se debe

cumplir:

du(0)

dt
= ηF(u(0)) +

〈
D∇x ·D∇xu

(0)
〉
Z
+
〈
D(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u

(1)
〉
Z

(5-62)

+
〈
D(∇y ·D∇Y +∇x ·D∇z +∇z ·D∇x)u

(2)
〉
Z
+
〈
D(∇y ·D∇z +∇z ·D∇y)u

(3)
〉
Z
.

Tomando en cuenta que
〈
∇z ·D∇x)u

(2)
〉
Z
= 0 y

〈
∇z ·D∇yu

(3)
〉
Z
= 0, se obtiene

du(0)

dt
= ηF(u(0)) +

〈
D∇x ·D∇xu

(0)
〉
Z
+
〈
D(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u

(1)
〉
Z

(5-63)

+
〈
D(∇y ·D∇y +∇x ·D∇z)u

(2)
〉
Z
+
〈
D∇y ·D∇zu

(3)
〉
Z
.

De igual manera, se requiere que la solución sea y-periódica, se obtiene

du(0)

dt
= ηF(u(0)) +

〈
D∇x ·D∇xu

(0)
〉
ZY

+
〈
D(∇x ·D∇y +∇y ·D∇x)u

(1)
〉
ZY

(5-64)

+
〈
D(∇y ·D∇y +∇x ·D∇z)u

(2)
〉
ZY

+
〈
D∇y ·D∇zu

(3)
〉
ZY

.
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Dado que D y u(3) son Y -periódicas, la anterior expresión se simplifica en

du(0)

dt
= ηF(u(0)) +D

〈
∇x ·D∇xu

(0) +∇x ·D∇yu
(1) +∇x ·D∇zu

(2)
〉
ZY

.

Usando la notación de ı́ndices, se pueden hacer las siguientes simplificaciones:

du
(0)
k

dt
= ηfk(u

(0)) + dk

〈
∂

∂xi
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +

∂

∂xi
Dk

ij

∂

∂yj
u
(1)
k +

∂

∂xi
Dk

ij

∂

∂zj
u
(2)
k

〉
ZY

,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈
Dk

ij

∂

∂xj
u
(0)
k +Dk

ij

∂

∂yj
u
(1)
k +Dk

ij

∂

∂zj
u
(2)
k

〉
ZY

,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈
Dk

ij

(
∂u

(0)
k

∂xj
+

∂u
(1)
k

∂yj

)
+Dk

ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)〉
ZY

,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈(
Dk

in +Dk
ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

)(
∂u

(1)
k

∂yn
+

∂u
(0)
k

∂xn

)〉
ZY

,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈(
Dk

in +Dk
ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

)(
∂

∂yn

(
Hk

m(y)
∂u

(0)
k

∂xm

)
+

∂u
(0)
k

∂xn

)〉
ZY

,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈(
Dk

in +Dk
ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

)(
∂

∂yn
Hk

m(y) + δnm

)〉
ZY

∂u
(0)
k

∂xm
,

= ηfk(u
(0)) + dk

∂

∂xi

〈〈
Dk

in +Dk
ij

∂

∂zj
Gk

n(y, z)

〉
Z

(
∂

∂yn
Hk

m(y) + δnm

)〉
Y

∂u
(0)
k

∂xm
.

Agrupando términos y sustituyendo (5-54), se obtiene

du
(0)
k

dt
= ηfk(u

(0)) + dk
∂

∂xi

〈
D̃k

in(y)

(
∂

∂yn
Hk

m(y) + δnm

)〉
Y

∂u
(0)
k

∂xm
.(5-65)

Esta ecuación puede escribirse en la forma divergente como

(5-66)
du(0)

dt
= D∇xD̂∇xu

(0) + ηF(u(0))

que, junto a las condiciones de frontera e iniciales, resulta

(5-67)


du(0)

dt = D∇xD̂∇xu
(0) + ηF(u(0)), en Ω× [0,∞),

+ condiciones de frontera adecuadas para u, en ∂Ω× [0,∞),

u(0)(x, 0) = rnd(x) + u0, en Ω.

donde

(5-68) D̂in =

〈
D̃k

in(y)

(
∂

∂yn
Hk

m(y) + δnm

)〉
Y

.

El problema (5-67) se denomina el problema homogeneizado relacionado con el problema no

homogéneo (5-1). Las soluciones son tales que uε → u(0) cuando ε → 0, lo que sugiere que las

condiciones de Turing y las aproximaciones de amplitud del problema homogeneizado tienen lugar

en el estudio de Turing del problema no homogéneo. Los componentes D̂k
ij son contantes y D̂k son

matrices simétricas y definidas positivas.
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5.5. Análisis de Turing estudio del problema

homogeneizado

5.5.1. Análisis lineal

Siguiendo el procedimiento estándar [8], sea u0 un punto de equilibrio de (5-23) o (5-67),

es decir, F(u0; p) = 0, y consideremos una perturbación de la forma u(0)(x, t) = u0 + δW. La

perturbación W está gobernada por el problema lineal:

(5-69)
dW

dt
= D∇ · D̂∇W + ηAW,

donde A es la matriz Jacobiana asociada a F, evaluada en el punto de equilibrio u0.

Ahora supongamos, como en las referencias [18] y [1], que existe un conjunto de funciones

propias Wn que forman una base completa para las funciones en Ω, y que hay un conjunto infinito

pero numerable de valores propios reales ln = (l1n, l
2
n) que satisfacen el siguiente problema de valores

propios:

∇ · D̂∇Wn = lnWn, in Ω,(5-70) (
D̂∇Wn

)
· n = 0, on ∂Ω.

En este caso, es razonable proponer una solución de (5-69) como

(5-71) W(x, t) =
∑
n

cne
λtWn(x),

donde cn = (c1n, c
2
n) son los coeficientes de Fourier de la condición inicial. Al sustituir (5-71) en

(5-69), teniendo en cuenta (5-67), se concluye que soluciones no triviales de los coeficientes de

Fourier se obtienen si se cumple la siguiente condición:

det(λI− ηA+Dln) = 0,(5-72)

de donde se obtiene que los valores de λ para una inestabilidad de Turing están dados por las

soluciones de la relación de dispersión:

(5-73) λ2 − α(l1n, l
2
n)λ+ β(l1n, l

2
n) = 0,

donde

α(l1n, l
2
n) = tr (ηA−Dln) ,(5-74)

β(l1n, l
2
n) = det (ηA−Dln) .(5-75)

La estabilidad lineal está garantizada si tr(A) < 0 y det(A) > 0. Por otro lado, el estado

estacionario es inestable ante perturbaciones espaciales si Re(λ) > 0, lo cual se logra si y solo si

β(l1n, l
2
n) < 0 para algún n. A partir de las condiciones β(l1n, l

2
n) = 0 y dβ(l1n,l

2
n)

dn = 0, se pueden

obtener los valores cŕıticos de D y ln [43].
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periódicas

En este estudio, se enfocaron los esfuerzos en abordar la problemática de la estratificación

periódica del entorno, la cual está modelada mediante un coeficiente de difusión periódico. Este es

el caso de la difusión en medios porosos periódicos (dominios perforados) o la difusión de productos

qúımicos a lo largo de fibras dispuestas según un campo vectorial, como ocurre en la filotaxia,

donde la difusión de la fitohormona auxina está dictada por la orientación de microtúbulos, que

a su vez están dispuestos a lo largo de campos de estrés [44]. Desde una perspectiva matemática,

el problema consiste en un operador de difusión con un coeficiente de difusión dependiente del

espacio (periódico) y términos de reacción no lineales. En lo que respecta al problema relacionado

únicamente con el operador de difusión, como la conductividad térmica, se utilizan varias técnicas

matemáticas para manejarlo, y el método más potente y general es la homogeneización [35], que

ha sido descrito en el Caṕıtulo anterior y cuya idea principal es considerar un sistema equivalente

con coeficientes de difusión homogéneos.

Durante los últimos años, estos métodos se han aplicado con éxito a diferentes situaciones f́ısi-

cas modeladas por sistemas de reacción-difusión no lineales (ver, por ejemplo, [30, 45, 46, 47, 32, 40]

y las referencias alĺı citadas). En esta tesis, se lleva este enfoque un paso más allá encontrando con-

diciones para la existencia de inestabilidad de Turing, con coeficientes de difusión no homogéneos

periódicos y rápidamente oscilantes, en términos de los coeficientes efectivos del sistema homoge-

neizado equivalente. En este caṕıtulo, se aplica los resultados del caṕıtulo anterior a un sistema de

reacción-difusión con cinética de Schnakenberg, y se realizarán cálculos numéricos exhaustivos para

validar los resultados predichos por el procedimiento de homogeneización, en una y dos dimensio-

nes. En este último caso, se considera un problema en el cual los productos qúımicos se difunden

en un dominio en 2D que contiene fibras con una disposición descrita por un campo vectorial dado.

En lo que sigue, se considera un dominio o medio Ω =]0, L[N⊂ RN con estratificación pe-

riódica, es decir, un dominio donde subdominios (inhomogeneidades) con diferentes propiedades de

transporte están dispuestos de manera periódica. Suponemos que esta disposición periódica está

descrita por una celda unitaria de tamaño ε, que es pequeña en el sentido de que si L es el tamaño

caracteŕıstico del dominio Ω, entonces ε ≪ L. Sin pérdida de generalidad, en este estudio se con-

sidera L = 1; es decir, Ω =]0, 1[N , y ε es un parámetro adimensional tal que ε ≪ 1. El objetivo

aqúı será encontrar las condiciones de Turing para la formación de patrones del sistema (5-1) con

condiciones de contorno de Neumann, considerando el problema homogeneizado o el comporta-

miento efectivo cuando ε → 0, es decir, el sistema (5-23), con (5-24) y con la condición de contorno
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Neumann. Para ello, utilizaremos el la cinética de Schnakenberg y resolveremos numéricamente los

problemas unidimensional y bidimensional utilizando el software de elementos finitos COMSOL

Multiphysics® [28]. Finalmente, los resultados numéricos del problema homogeneizado, (5-23) con

(5-24), se compararán con los del problema general, sin homogeneizar (5-1).

6.1. Difusión periódica continuamente diferenciable

En lo siguiente, se considera un dominio o medio Ω =]0, L[N⊂ RN con estratificación pe-

riódica; es decir, un dominio donde subdominios (inhomogeneidades) con diferentes propiedades

de transporte están dispuestos de manera periódica. Se supone que esta disposición periódica está

descrita por una celda unitaria de tamaño ε, que es pequeña en el sentido de que si L es el tamaño

caracteŕıstico del dominio Ω, entonces ε ≪ L. Sin pérdida de generalidad, en este estudio se con-

sidera L = 1; es decir, Ω =]0, 1[N , y ε es un parámetro adimensional tal que ε ≪ 1. Se considera

un vector de dos sustancias qúımicas uε,p = u(x, t; ε, p) = (uε,p1 , uε,p2 ), y una cinética de reacción

F = F (uε,p; p) =
(
f1 (uε,p; p) , f2 (uε,p; p)

)
, donde p es un parámetro del sistema que se considerará

como el parámetro de bifurcación. Un sistema general de reacción-difusión de dos componentes es

duε,p

dt
= D∇ ·Dε(x)∇uε,p + η F (uε,p; p) , (t,x) ∈ [0,∞)× Ω,(6-1)

donde η es un parámetro de escala, D = diag[d1, d2] es la matriz diagonal que contiene los

coeficientes de difusión escalares de uε1 y uε2, respectivamente, y Dε(x) = diag[D1ε(x),D2ε(x)] es

una función ε-periódica dependiente del espacio que describe la variación espacial de la tasa de

difusión de uε,p; en dimensiones, cada Dkε(x) puede ser una matriz N ×N a su vez.

Se asume que el sistema (6-1) está sujeto a condiciones de contorno de Neumann o de flujo

nulo:

(Dε(x)∇uε,p) · n = 0, n es normal a ∂Ω.(6-2)

Se distinguirán dos escalas espaciales; además de las coordenadas globales o lentas x, se

considera la escala de las pequeñas inhomogeneidades mediante coordenadas locales o rápidas y =
1
εx. Entonces, D

kε(x) = Dk(1εx) = Dk(y) es una matriz N × N , tal que para i, j ∈ {1, . . . , N} y

k ∈ {1, 2}, D es:

ε-periódica en x y 1-periódica en y.

Diferenciable: Dk
ij ∈ C∞(Ω).

Simétrica: Dk
ij = Dk

ji.

Definida positiva: Dk
ijξiξj ≥ κξjξj , para todos los ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN ) ∈ RN , donde κ > 0 es

una constante positiva.

El objetivo es encontrar las condiciones de Turing para la formación de patrónes del sistema

(6-1) con condiciones de contorno (6-2) al considerar el problema homogeneizado o el comporta-

miento efectivo cuando ε → 0.
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6.1.1. Problema en una dimensión

La solución asintótica de primer orden formal de (6-8) se convierte en

(6-3) uε,d = u(0)(x, t) + εN(y)
du(0)(x, t)

dx
+ · · ·

En una dimensión, definiendo Gk = Gk
1, el problema local (5-19) se convierte en

(6-4)
d

dy

(
Dk(y)

dGk(y)

dy
+Dk(y)

)
= 0,

cuya solución es

Gk(y) =

∫ y

0

(
C

Dk(s)
− 1

)
ds.

La constante C se puede determinar mediante la condición de periodicidad en Gk(y), es decir,

Kk(1)−Gk(0) = 0. Entonces, 0 =
∫ 1
0

(
C

Dk(s)

)
ds− 1, y C = ⟨Dk(y)−1⟩−1. Por lo tanto,

(6-5) Gk(y) =

∫ y

0

(
1

⟨Dk(s)−1⟩Dk(s)
− 1

)
ds.

Al reemplazarlo en (5-24), se obtiene el coeficiente efectivo

(6-6) D̂k = ⟨Dk(y)−1⟩−1.

Consecuentemente,

(6-7) Gk(y) =

∫ y

0

(
D̂k

Dk(s)
− 1

)
ds.

Para el análisis que sigue, el sistema de reacción-difusión homogeneizado (5-23) se puede

escribir de manera más adecuada definiendo T = D̂2t y ηe =
1
D̂2

η. Haciendo esto, (5-23) se convierte

en

∂u
(0)
1

∂T
= d

D̂1

D̂2

∂2u
(0)
1

∂x2
+ ηef(u

(0)),(6-8a)

∂u
(0)
2

∂T
=

∂2u
(0)
2

∂x2
+ ηeg(u

(0)),(6-8b)

donde se está asumiendo que f1 = f , f2 = g, d1 = d y d2 = 1, entonces D = diag[d, 1]. Aqúı, se

considera que el parámetro de bifurcación es d, es decir, p = d, pero el supeŕındice se omite para

simplificar la notación.

Las condiciones para la inestabilidad de Turing del sistema (6-8) son bien conocidas [8].

Considerando un punto de equilibrio estable, en términos de los coeficientes de difusión d y D̂k,

obtenemos que estas condiciones son:

fu +
D̂1

D̂2
dgv > 0,(6-9) (

fu +
D̂1

D̂2
dgv

)2

− 4
D̂1

D̂2
d (fugv − gvgu) > 0.(6-10)
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Los valores cŕıticos dc y kc se pueden encontrar [8], y buscamos condiciones en d D̂1

D̂2
, de modo

que

d
D̂1

D̂2
< dc =

−2(2fvgu − fugv) +
√

(2(2fvgu − fugv))2 − 4f2
ug

2
v

2f2
u

,(6-11)

lkc = η(|A|/dc)1/2.(6-12)

Para el análisis débilmente no lineal, se propone una solución asintótica de primer orden de

(6-8), que satisface las condiciones de contorno de Neumann, como

(6-13) u(0) = U0 +V(1)a(T ) cos (ωnx) ,

donde U0 es un punto equilibrio estable, ln = (ωn)
2 = (2πn)2 y a(T ) es la solución de la ecuación

de Stuart-Landau [3, 1]:

(6-14)
da2(T )

dT
= αa4(T ) + θa2(T ).

Esta ecuación tiene dos puntos de equilibrio, a = 0 y a = − θ
α , por lo tanto la condición para

una solución no trivial e inestable es θ > 0.

Aplicación a la cinética de Schnakenberg

Los resultados anteriores se aplicarán a la cinética de Schnakenberg (2-17), presentada en la

Sección 2.2.1. En este caso, si u(0)∗ = V∗a(T ) cos(ωnx) es un elemento del núcleo del problema

adjunto, siguiendo el procedimiento descrito en [3, 1], obtenemos (sin mostrar los detalles) que los

coeficientes en la ecuación de Stuart-Landau (6-14), son

α =

〈
V∗
∣∣∣∣2Q(V(1),V

(2)
1 ) +Q(V(1),V

(2)
2 ) +

3

4
C(V(1))

〉
,(6-15)

θ =
〈
V∗
∣∣∣(∆d ln +∆a

η

2
Aa +∆b

η

2
Ab

)
V(1)

〉
,(6-16)

donde ∆ representa una perturbación de la variable correspondiente, y los sub́ındices del Jacobiano

A representan derivadas respecto a la variable correspondiente.

Como ejemplo, consideremos las siguientes funciones ε-periódicas que describen la variación

espacial de las tasas de difusión de u(0):

D1ε(x) = 1.0 + ρ1 sin((2π/ε)x),(6-17)

D2ε(x) = 1.0 + ρ2 cos((2π/ε)x),(6-18)

donde 0 < ρ1 < 1 y 0 < ρ2 < 1.

Con las funciones (6-17) y (6-18), es posible encontrar expresiones anaĺıticas para las solu-

ciones del problema local (6-7) en términos de las siguientes funciones

(6-19) H1(y) =

arctan

[
ρ1+tan(ϕy)√

1−(ρ1)2

]
ϕ
√
1− (ρ1)2

, H2(y) =

arctan

[
(−1+ρ2) tan(ϕy)√

1−(ρ2)2

]
ϕ
√
1− (ρ2)2

,
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con las cuales las soluciones del problema local (6-7) son

(6-20) Gk(y) =

 Hk(y)−Hk(0)− y, si 0 < x ≤ 0.5,

Hk(y)−Hk(0) + 2Hk(0.5)− y, si 0.5 < x ≤ 1.

Con lo que los coeficientes efectivos (6-6) están dados por

(6-21) D̂k = (Hk(1)−Hk(0) + 2Hk(0.5))
−1.

Figura 6-1: a) Espacio de parámetros (d, ρ2) del modelo de Schnakenberg (2-17), con a = 0.1 y b = 1.5,

donde se identifican tres regiones de inestabilidad de Turing: ρ1 = 0.1, ρ1 = 0.7 y ρ1 = 0.9.

Abajo, se muestran las soluciones G1 de la ecuación (6-5) para los valores correspondientes de

ρ1: b) ρ1 = 0.1, c) ρ1 = 0.7 y d) ρ1 = 0.9.

A partir de las condiciones de Turing (6-9) y (6-10), es posible determinar las condiciones

de ρ1, ρ2 y d para la formación de patrónes espaciales. En la Figura 6-1 se muestra el espacio de

parámetros (d, ρ2) para los valores de los parámetros a = 0.1 y b = 1.5 (que da como resultado
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dc = 0.0126275643), donde se identifican tres regiones de inestabilidad de Turing: ρ1 = 0.1, ρ1 = 0.7

y ρ1 = 0.9. Observamos que las regiones de inestabilidad crecen a medida que ρ1 se acerca a 1, y

obsrvamos que a partir de (6-20) y (6-19), las amplitudes del problema local aumentan con ρ1. En

consecuencia, los patrónes dados por (6-3) se deforman cada vez más, como se muestra en la parte

inferior de la Figura 6-1.

Para examinar cómo la solución del problema no homogéneo (6-1), junto con la cinética de

Schnakenberg (2-17), se acerca a la solución asintótica (6-3) al variar el parámetro ε, se llevó a cabo

una resolución numérica de (6-1) utilizando la cinética de Schnakenberg según (2.2.1). Para este

propósito, se empleó el software COMSOLMultiphysics®, una herramienta basada en elementos

finitos diseñada para la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.

En la Figura 6-2, se comparan las soluciones numéricas obtenidas con las soluciones asintóti-

cas correspondientes, dadas por (6-3), para seis valores de ε (1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256, 1/512),

y los tres valores de ρ1 considerados en la Figura 6-1. Como era de esperar, la solución numérica

se aproxima a la solución asintótica a medida que ε disminuye, y también observamos que la apro-

ximación es menos precisa a medida que ρ1 se aproxima a 1. Es interesante notar que para valores

grandes de ε, los patrones conservan la forma de la función propia cŕıtica con una amplitud más

grande que la predicha por la solución asintótica, porque la forma de la función propia cŕıtica se

conserva, y solo la amplitud del problema no homogéneo es mayor. Esto sugiere una metodoloǵıa

emṕırica para identificar regiones de parámetros asociadas con diferentes patrones bidimensionales

como franjas y manchas.

Figura 6-2: Se obtuvieron soluciones numéricas uε,d del problema no homogéneo (6-1), utilizando el soft-

ware COMSOL Multiphysics®, con la cinética de Schnakenberg (2.2.1). Estas soluciones se

representan mediante ĺıneas negras en el gráfico, donde se han considerado varios valores de ε

(1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256, 1/512), cada uno indicado por la variación en el grosor de la

ĺınea, según se especifica en el recuadro. Para una comparación visual, se incluyen también las

soluciones asintóticas formales (6-13), representadas por ĺıneas azules en el mismo gráfico. Se

han explorado diferentes escenarios, incluyendo casos con ρ1 = 0.1, ρ1 = 0.7, y ρ1 = 0.9.
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6.1.2. Problemas bidimensionales

En esta sección, se considera el problema (6-1) en dos dimensiones espaciales, con la cinética

de Schnakenberg (2.2.1), y el proceso de homogeneización en problemas bidimensionales se ilustrará

con un problema donde las sustancias qúımicas se difunden en un dominio que contiene fibras con

un arreglo descrito por un campo vectorial τ , de tal manera que la difusión a lo largo de las

fibras puede diferenciarse de la difusión en una dirección transversal. Para modelar estos tipos de

problemas, proponemos

(6-22) Dk = σt
kg + (σl

k − σt
k)τ

k ⊗ (τk)T ,

donde g es el tensor métrico, el supeŕındice T representa la transpuesta, σl
k y σt

k son coeficientes

de difusión longitudinal y transversal, respectivamente, que pueden depender de las coordenadas

espaciales, pero aqúı se considerarán constantes.

Se asumirá que los coeficientes efectivos tienen la siguiente estructura

(6-23) D̂k =

D̂k
11 D̂k

12

D̂k
21 D̂k

22

 .

Dado que (6-22) es simétrico, entonces (6-23) también es una matriz simétrica.

Suponga que la difusión longitudinal y transversal es la misma, es decir, σl
k = σt

k. En este

caso, ∇· (D̂k∇) = D̂k∇2, y nuestro objetivo es identificar regiones del espacio de parámetros donde

los patrónes generados son franjas o manchas. Para este propósito, se propone la siguiente solución

asintótica de primer orden formal de (6-1):

(6-24) u(0) = U0 +V(1) (ax(T ) cos(ωx
nx) + ay(T ) cos(ωy

ny)) ,

donde ax y ay son soluciones de la ecuación de Stuart-Landau

dax(T )2

dT
= αax(T )4 + βax(T )2ay(T )2 + θax(T )2,(6-25a)

day(T )2

dT
= αay(T )4 + βax(T )2ay(T )2 + θay(T )2.(6-25b)

Podemos verificar que U∗ = V∗ax(T ) cos(ωnx) y U∗ = V∗ay(T ) cos(ωny), pertenecen al

núcleo del problema adjunto. En este caso, los coeficientes de la ecuación de Stuart-Landau (6-25)

son [3, 1]:

α =

〈
V∗

∣∣∣∣ 2Q(V(1),V
(2)
1 ) +Q(V(1),V

(2)
2 ) +

3

4
C(V(1))

〉
,(6-26)

β =

〈
V∗

∣∣∣∣ 12Q(V(1),Vij) +Q(V(1),V
(2)
0 ) +

3

2
C(V(1))

〉
,(6-27)

θ =
〈
V∗

∣∣∣ (∆dln +∆a
η

2
Aa +∆b

η

2
Ab

)
V(1)

〉
.(6-28)

La ecuación (6-25) tiene 4 puntos de equilibrio que se enumeran en la Tabla 6-1, incluyendo

sus condiciones de estabilidad correspondientes. Debido a que requerimos la inestabilidad del punto

cŕıtico (0, 0), esto implica θ > 0.
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Estado estacionario Condiciones para la estabilidad lineal Patrón espacial

|ax|2 = |ay|2 = 0 θ < 0 Ninguno

|ax|2 = 0, |ay|2 = −θ
α

θ > 0 y β
α
> 1 Franjas

|ax|2 = −θ
α
, |ay|2 = 0 θ > 0 y β

α
> 1 Franjas

|ax|2 = |ay|2 = −θ
α+β

θ > 0 y α < −|β| < 0 Manchas

Tabla 6-1: Estados estacionarios y condiciones para la estabilidad lineal de las funciones de amplitud.

Ejemplo 1: difusión isotrópica

Considere el coeficiente de difusión dependiente del espacio (6-23), donde los coeficientes

transversales y longitudinales están dados por

(6-29) σl
k = σt

k = 1 + ρk cos

(
2π

ε
x

)
cos

(
2π

ε
y

)
,

y el campo vectorial está definido por τT = (1, 0).

Para calcular los coeficientes efectivos, se especifican los valores de ρk y ε, y se resuelve

numéricamente la ecuación (5-24). Al considerar ρ1 = 0.9 y ρ2 = 0.5, se obtiene D̂1 = 0.920324

y D̂2 = 0.977919. Una vez que se fijan los valores de a, se pueden calcular dc y ηc, y se puede

garantizar una inestabilidad de Turing alrededor de las funciones propias con ωx
i = ωy

i = 2π.

Sin embargo, nos centraremos en la solución numérica del problema no homogéneo (6-1), con la

dinámica de Schnakenberg y el coeficiente de difusión definido en (6-22) y (6-29). El objetivo es

verificar la convergencia de la solución a medida que el parámetro ε tiende a valores pequeños.

Establecemos b = 1.5 en (2.2.1) y en la Tabla 6-2 se listan diferentes valores del parámetro a,

que producen franjas o manchas según el análisis en las Refs. [3] y [1] (Figura 8(a) en la primera

referencia y Figura 3(a) en la segunda), junto con sus valores cŕıticos correspondientes.

a (dc, ηc) Patrón

0.1 (0.053276, 5.69516876) Franjas

0.2 (0.037322, 4.4863646) Franjas

0.3 (0.026135, 3.5456791) Franjas

0.4 (0.018233, 2.8057204) Manchas

0.5 (0.012627, 2.21814297) Manchas

Tabla 6-2: Valores del parámetro a utilizados para generar franjas o manchas (b = 1.5), y sus correspon-

dientes valores cŕıticos. El tipo de patrón para cada valor de a se determinó a partir de las

Referencias. [3] y [1].
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ε = 1
4

ε = 1
8

ε = 1
16

ε = 1
32

a = 0.1

a = 0.2

a = 0.3

a = 0.4

a = 0.5

Tabla 6-3: Solución uε,d numérica del problema no homogéneo para los valores del parámetro a listados en

la Tabla 6-2, y b = 1.5, para diferentes valores de ε.
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En la Tabla 6-3, se valida la convergencia hacia las predicciones reportadas en [3] y [1] a

medida que ε se aproxima a cero. Para los casos de a = 0.1 y a = 0.2, se predice y forma franjas

a partir de ε = 1
4 . Sin embargo, para a = 0.3, las predicciones se mantienen hasta ε = 1

32 . Para

a = 0.4, el patrón predicho se obtiene para valores pequeños de ε, espećıficamente para ε = 1
32 .

Finalmente, cuando a = 0.5, el patrón predicho se obtiene desde el principio, es decir, ε = 1
4 . A

medida que los parámetros (a, b) se acercan al ĺımite entre franjas y manchas, se requiere un valor

menor de ε para lograr los patrónes predichos con el problema homogeneizado. La distorsión en las

franjas o manchas observadas en los patrónes obtenidos con valores de a = 0.1, a = 0.2 y a = 0.5

con ε = 1
4 sugiere la posibilidad de un nuevo rango de patrónes vinculado a estos operadores de

difusión periódicos. Por otro lado, la falta de aproximación a la predicción para valores grandes de

ε en los casos de a = 0.3 y a = 0.4 podŕıa interpretarse como un efecto de ruido en los coeficientes

de difusión, causando alteraciones en la generación del patrón esperado. Esto indica la sensibilidad

del modelo a los efectos no homogéneos del coeficiente de difusión.

Ejemplo 2: difusión anisotrópica

Supongamos ahora que la difusión a lo largo de las fibras es diferente que en una dirección

transversal, es decir, σl
k ̸= σt

k, y definimos:

σl
k = 1 + ρlk cos

(
2π

ε
x

)
cos

(
2π

ε
y

)
,(6-30)

σt
k = 1 + ρtk cos

(
2π

ε
x

)
sin

(
2π

ε
y

)
,(6-31)

donde el campo vectorial está definido por τT = (1, 0). Con estas definiciones, el coeficiente de

difusión (6-22) se puede usar para modelar la difusión en medios anisotrópicos no homogéneos, y se

usará este caso para mostrar la aplicabilidad del proceso de homogeneización en dos dimensiones.

Con este propósito, se define ρl1 = 0.9, ρt1 = 0.8, ρl2 = 0.5 y ρt2 = 0.4. Con estos valores, la solución

numérica de (5-24) da como resultado:

D̂1 = diag(0.9214071058, 0.9388128827),(6-32a)

D̂2 = diag(0.9677920623, 0.9896479165).(6-32b)

Las funciones propias del operador diagonal∇·D̂k∇, con condiciones de contorno de Neumann

son:

(6-33) Wij = cos (ωx
i x) cos

(
ωy
j y
)
,

y los valores propios son:

(6-34) lkij = (ωx
i )

2D̂k
11 + (ωy

j )
2D̂k

22,

donde ωi =
2π
Lx i, ωj =

2π
Ly j y D̂k

ij (k = 1, 2) son las entradas correspondientes de las matrices (6-32).

Al definir:

(6-35) lkii =

((
2π

Lx

)2

D̂k
11 +

(
2π

Ly

)2

D̂k
22

)
i2 = lki2,
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y

(6-36) lki0 =

(
2π

Lx

)2

D̂k
11i

2 = lki2,

la matriz de valores propios que determina la relación de dispersión (5-73) es li = diag[l1, l2]i2.

En general, el operador asociado con este problema es no degenerado; aśı, las regiones iden-

tificadas en un gráfico (a, b) no tienen sentido. Sin embargo, es posible desestabilizar la relación

de dispersión cŕıtica asociada con una función propia cŕıtica particular cuya forma es conocida.

Para esto, los valores propios y las funciones propias del operador ∇ · D̂k∇ se expresan como en

(6-33) y (6-34), en términos de los ı́ndices i y j en (6-34), y se presentan dos ejemplos, i = 2, j = 0

y i = j = 2. Para cada uno de estos ejemplos, se usó a = 0.4 y b = 1.5, y los valores cŕıticos

correspondientes se muestran en la Tabla 6-5. En el primer caso, el propósito es obtener un patrón

a franjas correspondiente a i = 2 y j = 0, y este patrón se obtiene con éxito cuando ε = 1/64. En

la segunda simulación, el objetivo es crear un patrón de manchas rectangulares cuando i = j = 2;

notablemente, este patrón se logra en todo el rango de valores de ε, como se muestra en las Tablas

6-5 y 6-4.

ε = 1
4

ε = 1
16

ε = 1
32

ε = 1
64

(i, j) = (2, 0)

(i, j) = (2, 2)

Tabla 6-4: Soluciones uε,d de los dos ejemplos considerados en esta Sección, con los valores dados en la

Tabla 6-5, usando cinética de Schnakenberg con a = 0.4 y b = 1.5.
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(i, j) (dc, ηc)

(2, 0) (0.01915168677, 2.715353668)

(2, 2) (0.0191867174, 5.492029428)

Tabla 6-5: Valores cŕıticos para los dos ejemplos considerados, usando cinética de Schnakenberg con a = 0.4

y b = 1.5.

Ejemplo 3: campo vectorial irregular

En los ejemplos anteriores, utilizamos un campo vectorial a lo largo de una sola dirección

(0, 1); aqúı consideraremos que el campo vectorial que define las fibras del dominio no homogéneo

está definido por

(6-37) τk(x, y) =
(H(y), H(x))T√
H(x)2 +H(y)2

,

donde

(6-38) H(x) = 1 + 0.5 cos

(
2π

ε
x

)
.

En la Figura 6-3, se muestran gráficos del campo vectorial (6-37) para tres valores diferentes

de ε.

Figura 6-3: Campos vectoriales (6-37) para ε = 0.1, 0.5 y 0.25, respectivamente.

También suponemos que los coeficientes de difusión longitudinales y transversales son cons-

tantes, en particular: σl
k = 1 y σt

k = 0.5. Aśı, los coeficientes de difusión no homogéneos (6-22) son

superficies periódicas y diferenciables, como se muestra en la Figura 6-4, donde se muestran las

cuatro entradas de la matriz de difusión para ε = 1.
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Figura 6-4: Gráfico de las superficies definidas por cada entrada de la matriz de difusión (6-22), con (6-37),

σl
k = 1, σt

k = 0.5, y ε = 1. a) Dk
11(y), b) D

k
12(y) = Dk

21(y) y c) Dk
22(y)

La matriz de difusión efectiva se obtiene resolviendo numéricamente (5-24), lo que da como

resultado:

(6-39) D̂ =

0.7435736694 0.2208391643

0.2208391643 0.7435736694



Una matriz de difusión como la presentada anteriormente esta relacionada con difusión anisotrópi-

ca, lo que indica que las concentración se difunden dependiendo de la dirección en particular es.

Usando esta matriz de difusión efectiva, se calculan numéricamente los valores y las funciones

propias del operador ∇ · D̂∇. Los valores propios li se ordenan según la magnitud creciente, y

seleccionamos el valor 16, l(16) = 105.1118462, para el cual se muestra la correspondiente función

propia en la Figura 6-5.

Figura 6-5: Función Propia correspondiente al decimosexto valor propio l(16) = 105.1118462, del operador

∇ · D̂∇ donde D̂ está definido en (6-39)

.
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ε = 1
4

ε = 1
16

ε = 1
32

ε = 1
64

Tabla 6-6: Solución numérica uε,d del sistema no homogéneo en t = 20000, para algunos valores de ε. Los

valores de los parámetros de la cinética de Schnakenberg son a = 0.3, y b = 1.5.

Finalmente, el sistema (5-1) se resuelve numéricamente usando cinética de Schnakenberg

(2-17), y el valor l(16) se utiliza para determinar los valores cŕıticos. En la Tabla (6-6) se muestra la

solución numérica para algunos valores de ε; se observa que a partir de ε = 1/32, el patrón coincide

con la forma de la función propia predicha por el problema homogeneizado, como se muestra en la

Figura 6-5.
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En este documento, se proponen dos enfoques, complementarios, que se entrelazan para abor-

dar el problema de la generación de patrones de Turing en sistemas con difusión no homogénea,

es decir, cuando los coeficientes de difusión dependen expĺıcitamente de las variables espaciales.

Estos enfoques se destacan por su capacidad para aplicar tanto el análisis lineal como el análisis

no lineal, proporcionando aśı una perspectiva completa sobre las ecuaciones de reacción-difusión

con difusión no homogénea. El primer enfoque consiste en generalizar tanto el análisis lineal como

el débilmente no lineal con base en la descomposición por funciones propias y el segundo enfoque

se basa en la aplicación del método de homogeneización para estudiar la difusión en dominios con

inhomogeneidades distribuidas de manera periódica.

En el primer caso, en lo que respecta al análisis lineal, proponiendo una solución que consiste

de una serie de las funciones propias de un problema de Sturm-Liouville asociado, se derivan las

condiciones de inestabilidad de Turing en sistemas no homogéneos. Cabe señalar que este enfoque

también es usado en [18], de lo que nos percatamos después de avanzado el trabajo. A pesar de

esto, la contribución novedosa e importante de este trabajo se encuentra en el análisis no lineal. Por

un lado, siguiendo el enfoque del análisis lineal, de la descomposición por funciones propias, para el

análisis no lineal se requiere una generalización del procedimiento estándar para funciones propias

diferentes a los modos de Fourier; para ello, en este trabajo se considera el caso particular del ope-

rador ∂x
(
(1− x2)∂x

)
, cuyas funciones propias son los polinomios de Legendre Pn(x) y los valores

propios n(n+1). Para el problema bidimensional, se propone una forma tensorial para la variación

espacial de la tasa de difusión, lo que conduce a un problema de Sturm-Liouville con eigenfunciones

dadas por Pij(x, y) = Pi(x)Pj(y) y eigenvalores i(i+ 1) + j(j + 1). Con estas funciones, se propo-

ne una generalización del análisis débilmente no lineal. Esta generalización nos permite encontrar

condiciones para la formación de patrones de franjas o manchas, que se verifican numéricamente

y se comparan con el caso de difusión homogénea, utilizando el sistema de reacción-difusión de

Schnakenberg como ejemplo.

Por otro lado, para operadores con coeficientes de difusión periódicos se propone y se im-

plementa la técnica de homogeneización, una herramienta fundamental que transforma un sistema

con difusión no homogénea periódica en un sistema homogeneizado, con coeficientes de difusión

constantes conocidos como coeficientes de difusión efectiva, simplificando aśı el análisis y permi-

tiendo una comprensión más clara de los mecanismos subyacentes en la formación de patrones.

Como el objetivo fundamental del método de homogeneización es obtener un coeficiente de difusión

efectivo, transformando aśı el problema original en uno caracterizado por una difusión homogénea,

mostramos cómo se pueden emplear métodos bien establecidos para determinar las condiciones que
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conducen a la inestabilidad de Turing. De esta manera, se logra identificar valores cŕıticos y aplicar

los resultados derivados del análisis débilmente no lineal para prever las amplitudes y tipoloǵıas

de los patrones generados. Los resultados se muestran en la Sección 6.1, para dominios en una y

en dos dimensiones. En este último caso, como una aplicación del método de homogeneización,

se considera el caso en el que los productos qúımicos experimentan procesos de difusión en un

dominio que contiene fibras, cuya disposición está determinada por un campo vectorial τ . En un

primer ejemplo, la difusión ocurre a lo largo de dicho campo vectorial, dando lugar a un patrón de

dispersión alineado con la orientación de las fibras. En el segundo ejemplo, la difusión se desarrolla

de manera transversal al campo vectorial, generando un comportamiento distinto que se refleja en

la distribución de los productos qúımicos con respecto a la disposición de las fibras en el dominio

2D. Este análisis detallado de las orientaciones de difusión proporciona una comprensión más pro-

funda de cómo la disposición espacial de las fibras influye en los patrones resultantes, ofreciendo

valiosas percepciones sobre los fenómenos observados en sistemas de reacción-difusión en entornos

2D complejos.

Los resultados obtenidos en este trabajo enriquecen el campo de la formación de patrones

y la generalización del análisis no lineal desarrollado aqúı puede también ser de interés en otros

campos como la modelización del clima [48, 49] y, en general, a diversos problemas de difusión en

medios estructurados.

Las perspectivas futuras del trabajo presentado son muy prometedoras. Como ejemplo men-

cionamos que, en el primer enfoque que presentamos, es tentador intentar una generalización del

análisis no lineal para eigenfunciones ortogonales de cualquier problema de Sturm-Liouville, donde

las funciones de Legendre son un caso particular. Este enfoque general enfrenta varias dificultades,

principalmente con la alternativa de Fredholm, en las que estamos trabajando actualmente. En

cuanto al segundo enfoque, el método de homogenización, puede extenderse al estudio de sistemas

de reacción difusión con coeficientes de difusión diferenciables a trozos (periódicos o no), condi-

ciones de frontera más generales entre las interfaces de un dominio estructurado y, finalmente, a

dominios estructurados con inhomogeneidades distribuidas de manera jerárquica.
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