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Introduccion

La dualidad de Matlis es un resultado fundamental en el campo del dlgebra conmu-
tativa, introducido por E. Matlis en su trabajo de 1958 [19]. Este teorema establece una
dualidad entre las subcategorias de médulos artinianos y neterianos, resultando en una
autodualidad en la subcategoria de médulos de longitud finita. Este resultado tiene una
interpretacién geométrica presentada en la dualidad de Grothendieck, la cual fue presen-
tada y demostrada por A. Grothendieck en el SGA 2 (Séminaire de Géométrie Algébrique
du Bois Marie 2) [6].

Las ideas de Matlis se pueden combinar con la cohomologia local de Grothendieck, lo
que resulta en una prueba méas elegante de la dualidad de Matlis. Un texto clasico de la
cohomologia local es [8]. Ahora bien, existen referencias modernas sobre la cohomologia
local, como las de Iyengar y Takahashi [11] y de Brodmann y Sharp [2].

Una de las ideas més fructiferas e interesantes de A. Grothendieck fue la introduccién
de la teoria de categorfas derivadas, como una reconsideraciéon de su planteamiento del
algebra homologica planteada en |5|. Esta teoria fue posteriormente estudiada y desarro-
llada por su estudiante Jean-Louis Verdier en su tesis doctoral, titulada “Des catégories
deérivées des catégories abéliennes"[30], en 1967. En dicha tesis, Verdier también intro-
dujo la teoria de categorias trianguladas. Las notas de Verdier sobre estas teorias fueron
finalmente publicadas por Luc Illusie y aparecieron como parte del Séminaire de Géomé-
trie Algébrique du Bois Marie (SGA 4 1/2), editado por Pierre Deligne y Luc Illusie [28§].
La teorfa de categorias trianguladas ha demostrado ser una herramienta importante en
diversas areas de las mateméticas, como la teorfa de representaciones, la geometria alge-
braica, en particular en la teorfa de D-médulos, y la topologia algebraica, por mencionar
algunas areas.

A. Grothendieck logra dar la adjuncién entre el Hom y el tensor en categorias de-
rivadas de forma constructiva y se basa en un cédlculo local. Sin embargo, dado que las
categorfas derivadas no son adecuadas para célculos locales, este argumento resulta ser
bastante incomodo [8]. Existe un enfoque abstracto para demostrar la existencia de la ad-
juncion en la literatura, debido a P. Deligne [4]. Este método fue desarrollado y ampliado
por Verdier en [31], quien mostré que casi todo en |8] se puede obtener directamente del
resultado de Deligne.

Todos estos resultados asumfan una hip6tesis de neterianidad que recientemente J.
Lipman pudo eliminar en [13|. Desafortunadamente, ninguno de estos enfoques se gene-
raliza bien a la teoria de D-modulos.
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A. Neeman, conocido por sus trabajos en categorias trianguladas |23], categorias deri-
vadas y, en particular, en la dualidad de Grothendieck, en su articulo “The Grothendieck
Duality Theorem via Bousfield’s Techniques and Brown Representability,"publicado en
1996 22|, generaliza el clasico teorema de representabilidad de Brown para el caso de
categorias trianguladas. En particular, le permite dar un teorema de existencia de ad-
juncion, lo que generaliza atin mas los resultados de Lipman, y en particular, resuelve el
problema para los D-médulos. También le permite aplicarlo en el contexto de categorias
derivadas y obtener una versién derivada de la ya mencionada dualidad de Grothendieck.
Es aqui donde la teoria desarrollada por A. Neeman muestra su potencial.

Ahora bien, a la par de las dificultades con las que se tienen que lidiar, tanto el Hom
como el tensor en los primeros trabajos se suelen trabajar en el contexto de categorfas
acotadas. No es hasta que N. Spaltenstein, en su articulo “Resolutions of Unbounded
Complexes”, publicado en 1988 [29], muestra como se pueden extender estas definiciones
al contexto de complejos no acotados. La teoria de Neeman, como se define en el contexto
de categorias trianguladas, permite trabajarse también en el contexto no acotado.

Finalmente, toda esta maquinaria converge para establecer lo que se llama la situacion
de adjuncién de cambio de anillos derivada. Esta es simplemente la extensién canénica
de la situacién de adjuncién de cambio de anillos a nivel de categorias de modulos,
pero considerando todas las sutilezas mencionadas anteriormente. El caso més sencillo
es cuando el funtor de extensiéon de escalares es exacto, y aqui no se necesita toda la
maquinaria que se construy6. Pero esto se da cuando el campo de residuo es plano, lo
que es equivalente a que el ideal maximo sea cero, y la situacién resulta trivial. Es por esta
razon que se necesita la herramienta introducida por N. Spaltenstein y A. Neeman. Esta
maquinaria demuestra su musculo, con el enunciado de la dualidad de Matlis derivada
que dice que, para un anillo neteriano local, existe una autodualidad para la subcategoria
de complejos acotados de longitud finita de la categoria derivada. Cabe mencionar que
se elimina la hipétesis de completez del anillo en esta version.

La presente tesis se compone de cuatro capitulos. A continuacion, se describe breve-
mente el contenido de cada capitulo.

En el primer capitulo se estudia la dualidad de Matlis desde la teoria clasica de
algebra conmutativa y teoria de moédulos. Para obtener dicho resultado, es necesario
estudiar algunas caracterizaciones de la capsula inyectiva del campo de residuo. En una
segunda etapa, se obtienen algunos resultados sobre dualidad cuando el anillo en cuestién
es artiniano, ya que esta herramienta serd necesaria para el caso clasico cuando el anillo
es neteriano. Finalmente, aplicando la teorfa desarrollada en las secciones anteriores y
recordando algunas caracterizaciones de los médulos artinianos y neterianos, se obtiene
la célebre dualidad de Matlis. En particular, se demuestra una autodualidad cuando se
restringe a la subcategoria de moédulos de longitud finita.

El segundo capitulo esta dedicado a introducir las definiciones, conceptos y resultados
bésicos de las teorias de categorias trianguladas y de localizacién, con el fin de presentar
las construcciones de la categoria homotépica y la categoria derivada de una categoria



INDICE GENERAL 9

abeliana. Asi mismo, el objetivo del presente capitulo es precisar la notacién para que
todo el texto sea consistente. En este capitulo no se presentan demostraciones; para ello,
se pueden consultar los textos de Amnon Neeman [23] y Bernard Keller [12].

El objetivo del tercer capitulo es demostrar el teorema de representabilidad de Brown-
Neeman, obtenido por A. Neeman en [22|. Para lograr este objetivo, es necesario introdu-
cir los conceptos de objeto compacto y categoria triangulada compactamente generada,
los cuales son fundamentales a lo largo de esta tesis. Puesto que en este capitulo se trabaja
en el contexto triangulado, es imprescindible utilizar herramientas que emulen los colimi-
tes clasicos. Es aqui donde el concepto de colimite homotdpico se vuelve indispensable.
Una de las principales aplicaciones del Teorema de Representabilidad de Brown-Neeman
es que permite obtener situaciones de adjuncion sin demasiadas hipotesis. Este principio
serd explotado en el dltimo capitulo.

El objetivo del cuarto capitulo es dar testimonio del potencial que las categorias trian-
guladas ofrecen para solucionar problemas, particularmente en el contexto de la categoria
derivada de un anillo. Para lograr esto, se busca aplicar el Teorema de Representabilidad
de Brown-Neeman en un contexto que permita obtener una autodualidad en la subcate-
goria de complejos acotados de longitud finita. La primera problemética que se presenta
es que, para obtener funtores entre categorias derivadas, se requieren ciertas nociones de
exactitud. Por ello, es imprescindible el concepto de resoluciones K-planas, que pueden
ser aproximadas mediante resoluciones proyectivas. Una vez estudiados estos conceptos,
es posible definir un funtor entre ciertas categorias derivadas de interés. En una segunda
etapa, se busca obtener una doble situacién de adjuncién utilizando el ya mencionado
Teorema de Representabilidad de Brown-Neeman. Desarrollado este contexto, es posible
establecer la autodualidad deseada.
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Capitulo 1

Dualidad de Matlis

Sea R un anillo conmutativo. La dualidad de Matlis establece que, cuando el anillo R
es local, neteriano y completo, existe una correspondencia biyectiva entre las subcatego-
rias de R-médulos artinianos y R-moédulos neterianos mediante el funtor contravariante

D = Homp(—, E) : R-Mod — R-Mod

donde E denota la capsula inyectiva del campo de residuo como R-médulo. Més aun,
cuando se restringe el funtor D a la subcategoria de R-mo6dulos de longitud finita, se
obtiene una autodualidad.

Para obtener el resultado que concierne, es necesario iniciar estudiando y caracteri-
zando las capsulas inyectivas del campo de residuo sobre diferentes estructuras.

A lo largo de este capitulo R denota un anillo conmutativo con unidad.

1.1. Capsulas inyectivas del campo de residuo

Se inicia la seccién presentando definiciones con el fin de establecer y precisar la
notacion.

Definicion 1. Se dice que R es un anillo local si posee un inico ideal mdzimo.

Definicion 2. Sea R un anillo local con ideal mdzimo m. Se define el campo de residuo
de R como el anillo cociente k := R /m.

Notacion 1. Sea R un anillo local. Cuando sea necesario precisar el ideal mdximo y el
campo de residuo se denota por (R, m, k) al anillo local.

La completacién de un anillo con respecto a un ideal es una construccién importante
en algebra conmutativa y geometria algebraica, que permite estudiar las propiedades
locales de los anillos y sus médulos. A continuacién se introduce dicho concepto.

11



12 CAPITULO 1. DUALIDAD DE MATLIS

Definicion 3. Sean R un anillo y J un ideal de R. Se define la completacion de R con
respecto a J como

R :=1lm(R /J").

Definicion 4. Sean R un anillo y J un ideal de R. Se dice que R es J-completo si
~J
R=R".

Uno de los objetos que més figuran en la presente secciéon es el siguiente.
Definicién 5. Sean R un anillo, I, J ideales de R y M un R-mddulo. Se define
(J:pI):={meM:ImC J}.
Note que (J :pr I) es un R-submddulo de M.
Definicién 6. Sean R wun anillo, I, J ideales de R y M un R-mddulo. Se define
(J :pp I?°) :={m € M : Ezxiste n € N tal que I"m C J}.
Note que (J :pr I™) es un R-submddulo de M.

Observacion 1. Sean R un anillo, I, J ideales de R y M un R-mddulo. Es claro que

(J g 1) = UO(J o IM).

Proposicion 1. Sean R un anillo neteriano, J un ideal de R y Q un R-mddulo. Si Q) es
un R-mddulo inyectivo, entonces (0 :q J*°) es un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Sean I un ideal de Ry h: I — (0 :¢ J*°) un morfismo de R-moédulos.
Por el criterio de Baer, basta demostrar que existe ¢ € (0:g J*°) tal que h(r) = rq para
todo r € I. La asignacion 1 — ¢ define la extensiéon buscada.

Dado que @ es un R-modulo inyectivo por hipdtesis, existe p € @ tal que
h(r)=rp (1.1)

para todo r € I. Ahora, como R es neteriano, se sigue que h(I) es un R-submodulo
finitamente generado de (0 :g J°°). Por consiguiente, existe o € N tal que

JOh(I) = 0. (1.2)

Ademss, se deduce de la ecuacion anterior que h(I) es un R-submo6dulo de Rp. Por
el Lema de Artin-Rees, existe 8 € N tal que para todo n > § se cumple que

J"Rp) NA(I) = J"P(J°(Rp) N A(I)).
En particular, se deduce que

JB(Rp) N A(I) = J*(JP(Rp) N (D)) C J(I) = 0. (1.3)

Considere el siguiente morfismo de R-modulos:
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T8 T Py (0.0 J)

definido por E(s + 1) := rp para todo s € J*TB y todo r € I. Si ry,79 € I son tales
que 11 — 19 € JHB entonces rip — rop = (r1 — r2)p € J*TP N A(I) = 0 por la ecuaciéon
anterior. Dado que @ es un R-modulo inyectivo, existe ¢ € @ tal que /i\z(r) = rq para todo
r e J*P 4 I. Dado que h extiende a h, basta demostrar que ¢ € (0 :g J*). Note que

sp = h(s) = h(s +0) = Op = 0 para toda s € J* es decir, J*™¢ = 0. Por lo tanto,
q € (0:g J™). Esto concluye la demostracion. O

Notacion 2. Sea M un R-mddulo. Se denota por Er(M) a la cipsula inyectiva de M
como R-mddulo.

Proposicion 2. Sean R un anillo, J un ideal de R y M un R-mddulo. Si JM = 0,
entonces

Er7(M) = (0 gy J)-

Demostracion. En primer lugar, observe que (0 :g, (ar) J) y M tienen estructura natural
de R /J-médulos, pues J(0 g ary J) = 0y JM = 0. Lo anterior justifica que el
enunciado estd escrito correctamente, pues se estd considerando la capsula inyectiva de
M como R /J-moédulo.

Por otra parte, es claro que M C (0 :g, (ar) J) como R /J-m6dulos pues M C Egr(M)
y JM = 0.

Note que todo R /J-submédulo N de (0 : g, (ary /) es un R-submodulo de Eg(M). Lo
anterior asegura que (0 :g, (ar) J) es una extension esencial de M como R /J-mddulos.

Resta ver que (0 :g (ar) J) es un R /J-modulo inyectivo. Para ello, considere el
siguiente diagrama en R /J-Mod:

0 M
d!

(0 gy J)

La situacién anterior se puede completar en R-Mod de forma natural:
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pues Er(M) es un R-modulo inyectivo. Por otra parte, note que jh(n) = h(jn) =0
para todo j € J y n € N, pues N es un R /J-modulo. Lo anterior implica que Im(h) C
(0 :gx(ar) J). Por lo tanto, h es un morfismo de R /J-médulos tal que hf = g. O

Corolario 1. Sean (R,m, k) un anillo local y J un ideal propio de R. Entonces,

Egr i) = (0 g ) J)-

Demostracion. Se observa que J C m, ya que m es el tnico ideal méximo de Ry J es un
ideal propio. Luego, Jk = J(R /m) = J/m = 0. El resultado se sigue de la Proposicion 2
considerando que M = k. O

Corolario 2. Sea (R, m, k) un anillo local. Entonces,
ER jmn (8) = (0 :gg(r) m") para toda n > 1.

Demostracion. Se considera n > 1. El resultado se deduce del Corolario 1 al tomar

J=m" O]
Corolario 3. Sea (R, m, k) un anillo local. Si R es neteriano, entonces
Er(k) = Un>o ER/mn(K/).
Demostracion. Se deduce del Corolario 2 y la Observacion 1 que
Unso Er mn (F) = Up=0(0 B e) m™) = (0 : g () m™).

Dado que R es un anillo neteriano, se deduce de la Proposicién 1 que (0 : g () m™) es
un R-modulo inyectivo, puesto que Egr(x) es un R-médulo inyectivo. Como & C (0 : gy ()
m) C ER(k), se concluye que (0 :g 4y m™) = Er(k). O

1.2. Dualidad sobre anillos locales artinianos

En esta seccién se presentan resultados clave que facilitan construcciones necesarias
para desarrollar teoria subsecuente. En particular, se destaca la autodualidad entre mo-
dulos finitamente generados en anillos artinianos.

Lema 1. Sea R un anillo, J un ideal de R y M un R-mddulo. Si JM = 0, entonces

existe

(0 :pg(ary J) —— Homg (R /J, Er(M))

un isomorfismo de R-mddulos.

Demostracion. Sea m € (0 :g (ar) J)- Se define p(m)(r + J) := rm para todo 7 + J €
R /J. Se verifica que ¢(m) es un morfismo de R-modulos bien definido. Sean r+.J,7'+.J €
R /J tales que r 4+ J = ' + J; luego, r — ' € J. Dado que m € (0 :g, (ar) J), entonces
(r—r")m = 0. Es decir, rm = r'm, lo que implica que ¢(m)(r+J) = ¢(m)(r' + J). Para
demostrar que ¢ es un isomorfismo de R-mdédulos, se buscara encontrar su inverso.

Se define
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Homp (R /J, Er(M)) —— Eg(M)

como ¥(f) := f(1 4+ J) para todo f € Homgr(R /J, Er(M)). En efecto, ¢ es un
morfismo de R-moédulos puesto que la definicién estd en funciéon de morfismos de R-
modulos. Por otra parte, sea m € imagen(v); entonces, existe f € Homg (R /J, Er(M))
tal que f(1+ J) = m. Ademés, jm = jf(1+ J) = f(j +J) = 0 para toda j € J.
Por lo tanto, m € (0 {Er (M) J). Lo anterior justifica que el codominio de 9 es de hecho
(0 :prn) J)-

Para finalizar, observe que

()(/)(r+J) =e@(f)(r+J)
=o(f(L+I)(r+J)
=rf(1+J)
= f(r+J)

para todo f € Homg(R /J, Er(M)) y para todo r+ J € R /J. Ademas,

(Yp)(m) = Y(p(m))
=p(m)(1+J)
=m
para todo m € (0 :g, (ar) J). Se concluye que
(0 :pg(ary J) —— Homg(R /J, Er(M))
es un isomorfismo de R-mo6dulos. O

Lema 2. Sea (R, m, k) un anillo local. Entonces,
Hompg (R /m, Eg(k)) = R /m.

Demostracion. Note que

Homg (R /m, Er(x)) =(0 : gy (n) M) Se sigue del Lema 1
=FER /m(R /m) Se sigue del Corolario 2
=R /m Se sigue de que Kk es campo

O

Lema 3. Sea (R,m, k) un anillo local. Si R artiniano, entonces para todo R-mddulo
finitamente generado M se cumple que
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ER(M) = ER(HOIHR(M, ER(FL)))
En particular Er(k) es un R-mddulo finitamente generado y {r(Er(r)) = (r(R).

Demostracion. Sea M un R-moédulo finitamente generado. El enunciado se demuestra
por induccién sobre ¢g(M).

Caso base. Cuando /g(M) = 1. Entonces, M es un R-m6dulo simple. En particular
M =R /m. Luego,

(r(Homg (M, Er(k))) =¢gr(Homg (R /m, ER(k)))
=(r(R /m) Se sigue del Lema 2
=lr(M).

Por lo tanto el caso base esta cubierto.

Paso inductivo. Sea S un R-submédulo simple de M. Considere la siguiente sucesion
exacta en R-Mod

0 S— s M —"5 M/S——0.

Aplicando el funtor exacto Homg(—, Eg(x)) : R-Mod — R-Mod a la sucesion exacta
anterior, se obtiene la siguiente sucesion exacta en Ab

0 —— Homg(M/S, Eg(k)) — Homg(M, Eg(k)) —— Homg(S, Eg(k)) —— 0

Luego,

(r(Hompg (M, Er(k))) =lr(Homg (M/S, Er(k))) + ¢r(Homg (S, Er(k)))
— 0o (M/S) + £r(S) (HLL)
—tn (M),

Por otra parte. Dado que R es artiniano, en particular R como R-médulo es de
longitud finita. Luego,

(r(R) = (g (Homg (R, Er(x))) = (r(ER(K)).

Por lo tanto ERr(k) es finitamente generado. O

Lema 4. Sea (R,m, k) un anillo. Si R artiniano, entonces para todo R-mddulo finita-
mente generado M se cumple que el morfismo candnico de R-mddulos

prr : M — Homp (Hompg (M, Eg(k)), Er(k))

es un isomorfismo de R-mddulos. En particular R = Homg (Er(k), Er(K)).
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Demostracion. Sea M un R-modulo finitamente generado. Se inicia verificando que el
morfismo canénico ups es inyectivo.

Sea m € M con m # 0. Se busca demostrar que g (m) # 0. Para ello, basta demos-
trar que existe f € Homg (M, Er(k)) tal que (uar(m))(f) = f(m) # 0. La asignacion

11— m,
define un epimorfismo canénico de R-médulos
f/
R—— Rm.

Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismo, Rm = R /Nuc(f’). Como R es local, se
deduce que Nuc(f’) € m. Por lo tanto, la asignacion

Rm#>R/m

dada por f”(rm) :=r 4+ m estd bien definida y es un morfismo de R-mdédulos. Luego, se
tiene la siguiente situacién

Er(k).
Dado que el diagrama anterior conmuta, se tiene que

f(m) = f(irm(m)) = i(f"(m)) = i(1+m) # 0.

Como se buscaba demostrar.

Por otra parte, como M es un R-médulo finitamente generado, se sigue del Lema 3
lo siguiente

(M) = tr(Homg (M, Eg(x)))
= (g (Hompg (Homg (M, Eg(x)), Er(k))).

Es decir, la longitud del dominio y codominio de pups coinciden. Dado que pps es

inyectiva, se concluye que pps es un isomorfismo de R-mdédulos. La ultima afirmacién se
sigue de tomar M = R. O

Lema 5. Sea (R, m,x) un anillo local. Si R es neteriano, entonces (R /m™, m/m" k) es
un anillo local artiniano para cada n > 1.
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Demostracion. Sea n > 1. Se inicia demostrando que R/m™ es un anillo artiniano.

En primer lugar, puesto que R es un anillo neteriano, se deduce que R /m™ es también
un anillo neteriano. Para demostrar que R/m™ es un anillo artiniano, basta demostrar
que todo ideal primo de R /m”™ es maximo.

Sea P’ un ideal primo de R /m™. Por el teorema de la correspondencia, existe P, un
ideal primo de R tal que P D m"™ y P’ = P/m™. Puesto que P es primo, se deduce que
m C P. Luego, se tiene la siguiente situacién:

mC PCR.

Note que P # R pues P es un ideal primo de R. Luego, como m es un ideal maximo
de R, se concluye que P = m. Por lo tanto, P’ = P/m"™ = m/m" es un ideal méximo de
R /m". Esto demuestra que R/m” es un anillo artiniano.

Por otra parte, por el teorema de la correspondencia, el anillo R /m™ tiene un tnico
ideal méaximo, a saber, m/m". Por lo tanto, R/m" es un anillo local. Ademads, note que
R/m"/m/m"™ = R/m = k. O

1.3. Dualidad de Matlis

En esta seccién convergen los resultados obtenidos en las secciones anteriores, y ade-
mas se presentan un par de caracterizaciones de R-moédulos artinianos y R-médulos
neterianos. Estas caracterizaciones facilitardn la obtencién de la dualidad de Matlis. Se
inicia obteniendo una propiedad que relaciona la completaciéon del anillo con respecto al
ideal méaximo y un anillo de endomorfismos.

Proposicion 3. Sea (R, m, k) un anillo local. Si R neteriano, entonces

-~m

Homg (ER(k), (Er(k)) =R .

Demostracion. Sean E = FEr(k) y Ey = ER jmn (k) para toda n > 1. Luego,

Homp(E, F) =Homg ( U E., E) Se sigue del Corolario 3
n>1
— Homg (lmy(E, ), E)
= @(HomR(En, E) Propiedad de Homg(—.ER(k))

= 1.gl(HOHlR(Em Ep)
= 1.&n(I'Iomlil/m“ (En, En)
(

lim(R /m") Se sigue de los Lema 4 y 5

-R"
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El siguiente resultado, debido a L. Melkersson, proporciona una solucién para demos-
trar que la cépsula inyectiva del campo de residuo es un R-mo6dulo artiniano |20].

Teorema 1. (L. Melkersson) Sean R un anillo, I un ideal finitamente generado de R y

M un R-mddulo. Si (0 :ps I) es un R-mddulo artiniano y M = |J (0 :ps I™), entonces
n>1
M es un R-mddulo artiniano.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [20)]. O

Lema 6. Sea (R, m, k) un anillo local. Si R es neteriano, entonces Eg (k) es un R-mddulo
artiniano.

Demostracion. Observe que

(0 g (r) M) = ER /m(K) Se sigue del Corolario 2

=K Se sigue de que K es un campo

Por lo tanto, (0 ‘B (k) m) es un R-moédulo artiniano. Luego, por los Corolarios 2 y 3
se tiene que

Er(k) = U ER jun (k) = U (0 g () m").

n>1 n>1
Ademas, por hipotesis, R es un anillo neteriano. Lo anterior implica que m es un ideal

finitamente generado de R. Luego, se satisfacen las hipotesis del Teorema 1. Por lo tanto,
Egr(k) es un R-modulo artiniano. O

Definicion 7. Sean R un anillo, J un ideal de R y M un R-mddulo. Se dice que M es
de torsion por potencias de J si para todo m € M existe n > 1 tal que J"m = 0.

Lema 7. Sean (R,m,x) un anillo local y M un R-mddulo. Si M es de torsion por

potencias de m y dim,(0 13y m) = n < 0o, entonces M es isomorfo a algin R-submddulo
de ER(/i)n.

Demostracion. En primer lugar, observe que (0 :p; m) tiene estructura natural de R /m-
modulos, pues m(0 :p7 m) = 0. Lo anterior justifica que el enunciado esta escrito correc-
tamente.

n

Por hipotesis dim,(0 :py m) = n, asi (0 :py m) = %", Puesto que Er(k)" es la

capsula inyectiva de k" se tiene el siguiente diagrama conmutativo
0 —— (0:ym) -2 M

7
E®n e
X h

ER(KZ)n
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con renglén superior exacto. Como M es de torsién por potencias de J se deduce
que (0 :py m) € M es una extension esencial. Por lo tanto Nuc(h) = 0, pues (0 :p;
m) N Nuc(h) = 0. En conclusion M = Im(h) C Egr (k)™ O

Lema 8. Sea (R, m, k) un anillo local neteriano. Para cualquier R-mddulo M las siguien-
tes condiciones son equivalentes

1. M es neteriano.
2. M es finitamente generado.

3. Existen m,n € N y

Rm

una sucesion exacta.

Demostracion. 1) = 2) Puesto que M es un R-modulo neteriano, entonces todo R-
submédulo de M es finitamente generado. En particular M es finitamente generado.

2) = 3) Se supone que M es un R-moédulo finitamente generado. Luego, existen n € N
y g : R™ — M un epimorfismo de R-moédulos. Observe que Nuc(g) es un R-submoédulo del
R-modulo neteriano R™. Es decir, Nuc(g) es un R-mo6dulo finitamente generado. Luego,
existen m € Ny f/: R™ — Nuc(G) un epimorfismo de R-modulos.

Sea f :=if’. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo con rengléon superior
exacto

3) = 1) Si se satisfacen las hipotesis de 3, en particular M es un R-mo6dulo finitamete
generado. Puesto que R es neteriano se concluye que M es neteriano. ]

Lema 9. Sea (R, m, k) un anillo local neteriano. Para cualquier R-mddulo M las siguien-
tes condiciones son equivalentes

1. M es artiniano.
2. M es de torsion por potencias de m y dim, (0 13y m) = n < 0.

3. Existen m,n € N y

0 Mt

Er(k)™ —"— Eg(x)"
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una suceston ezxacta.

Demostracion. 1) = 2) Sea x € M. Basta ver que existe n > 1 tal que m"z = 0.
Considere la siguiente cadena descendente de R-submoédulos de M

MDODmzrOoOm?zoOmiz D ---.

Por hipétesis M es un R-médulo artiniano, Por lo tanto la cadena anterior se esta-
ciona. Es decir, existe n > 1 tal que m"T'z = m"z. Sea N = m"z. Entonces, mN = N.
Luego, por el Lema de Nakayama se concluye que N = 0. Es decir, m"z = 0.

2) = 3) Por hipotesis se satisfacen las hipotesis del Lema 7. Por lo tanto M C Eg(k)™
para alguna m € N. Sea N = ER (k)™ /M. Por el Lema 6 el R-m6dulo ER(k) es artiniano.
Por lo tanto N es un R-médulo artiniano. Aplicando el argumento anterior para N se
tiene que existe n € N tal que N C ER(k)". En conclusion se tiene el siguiente diagrama
conmutativo con renglén exacto

0 M = Bp(k)™ ----nmmmmmnne- > ERr(k)"
N A

3) = 1) Si se satisfacen las hipotesis de 3, en particular M es un R-submodulo del
R-moédulo artiniano Er(x)™. Por lo tanto M es artiniano. O

Definiciéon 8. Sea (R, m, k) un anillo local. Se define el funtor
D(—) := Homg(—, Eg(k)) : R-Mod °® — R-Mod.

Lema 10. Sea (R, m, k) un anillo local, neteriano y completo. Entonces D(R) = ER(k)
y D(Er(k)) =R.

Demostracion. En primer lugar observe que

D(Eg(k)) = Homg (Er(k), Er(k))

=R" Se sigue de la Proposiciéon 3
=R. Se sigue de que R es completo
Por otra parte. Es claro que D(R) = Homg (R, Er(k)) = Er(k). O

Proposicion 4. Sea (R, m, k) un anillo local, neteriano y completo. Para todo R-mddulo
neteriano M se tiene que D(M) es un R-mddulo artiniano. Mds aun, D(D(M)) = M.

Demostracion. Sea M un R-modulo neteriano. Por el Lema 8 existen m,n € Ny
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f

R™ R" % M 0

una sucesion exacta. Note que D(—) = Homg(—, Fr(k)) es un funtor contravariante
exacto pues Fgr (k) es un R-modulo inyectivo. Ademas, se sigue del Lema 10 que D(R¥) =
D(R)* = Er(x)* para toda k € N. Luego, se tiene la siguiente sucesién exacta

D(9) D(f)

0 —— D(M) Er(k)" Er(x)™ .

Se concluye por el Lema 9 que D(M) es un R-moédulo artiniano.

En lo que respecta a la dltima afirmacién basta aplicar el funtor contravariante exacto
D a la tltima sucesién exacta obtenida. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos

R" { R % m

|
%l %l KM &
-

R D(D(f))R D(D(9)) D(D(M))

:

— 0.

O<—O

Se concluye por el Lema del Cinco que pups : M — D(D(M)) es un isomorfismo de
R-modulos. O

Proposicion 5. Sea (R, m, k) un anillo local, neteriano y completo. Para todo R-mddulo
artiniano M se tiene que D(M) es un R-mddulo neteriano. Mds aun, D(D(M)) = M.

Demostracion. Sea M un R-mo6dulo artiniano. Por el Lema 8 existen m,n € Ny

f

0 M Er(k)™ —2— Er(r)"

una sucesion exacta. Note que D(—) = Hompg(—, EFr(k)) es un funtor contravarian-
te exacto pues ERr(k) es un R-modulo inyectivo. Ademés, se sigue del Lema 10 que
D(Er(k)*) = D(Er(x))* = R* para toda k € N. Luego, se tiene la siguiente sucesion
exacta

R® D(g) R™ D(f)

D(M) —— 0.
Se concluye por el Lema 9 que D(M) es un R-moédulo neteriano.

En lo que respecta a la dltima afirmacién basta aplicar el funtor contravariante exacto
D a la tiltima sucesiéon exacta obtenida. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos

0 0 M —T s Br(e)™ —2s Er(r)"
%J/ %’J MM i gl gl
0 = 0 == DIOMM) 5 BrlR)™ gy Brlr)™
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Se concluye por el Lema del Cinco que ppy : M — D(D(M)) es un isomorfismo de
R-médulos. ]

Corolario 4. (Dualidad de Matlis) Sea (R, m, k) un anillo local, neteriano y completo.
El funtor

D(—) := Homg(—, Er(x)) : R-Mod °® — R-Mod.

induce una dualidad entre las subcategorias de R-mddulos artinianos y R-mddulos
neterianos. Mds aun, induce una autodualidad cuando se restringe a la subcategoria de
R-mddulos de longitud finita.

Demostracion. La demostraciéon se sigue de las Proposiciones 4 y 5. 0
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Capitulo 2

Categorias trianguladas

El objetivo de este capitulo es recopilar los elementos necesarios para presentar la
construccién de la categoria derivada de una categoria abeliana. Asimismo, se busca
precisar la notacién para asegurar consistencia a lo largo del texto. Se asume que el
lector posee cierta familiaridad con la teoria de categorias trianguladas; por este motivo,
se remite tnicamente a las definiciones y resultados imprescindibles que se utilizaran en
capitulos posteriores. El lector interesado en las demostraciones puede consultar |7], [10],
[12], [23] entre otros.

2.1. Definicion, propiedades basicas y funtores triangulados

Definicion 9. Sea C una categoria aditiva. Un funtor de traslacion es un automorfismo
aditivo ¥ : C — C.

Definicion 10. Sean C una categoria aditiva y X : C — C un funtor de traslacion. Un
tridngulo en C es un diagrama de la forma

X 5y Y5 7 " N(X) .

Notacion 3. Es comin denotar un tridngulo por medio de sus componentes (X,Y, Z,u, v, w)
o también como

XQY

u

Definicion 11. Sean C una categoria aditiva y 3 : C — C un funtor de traslacion. Se
dice que la terna (f,g,h) : (X,Y, Z, u,v,w) = (X, Y, Z' ' v w') es un morfismo de
tridngulos si el sigutente diagrama conmuta

25



26 CAPITULO 2. CATEGORIAS TRIANGULADAS

Yy Yy 7 My (X))

I

/ Y/ ! Z/ / E (X/>
v w

Observacion 2. Sean C una categoria aditiva y 3 : C — C un funtor de traslacion.
Las clases de tridngulos en C, morfismos de triangulos en C y la composicion de morfis-
mos de tridngulos inducida componente a componente, definen una categoria, llamada la
categoria de tridngulos asociada al par (C,X) la cual se denota por Triang(C, ).

Definiciéon 12. Una categoria pre-triangulada es una terna (T,%,A), donde:
1. T una categoria aditiva y ¥ : T — T un funtor de traslacion.

2. A una clase de objetos de Triang(T,X), cuyos elementos se conocen como tridn-
gulos distinguidos, los cuales satisfacen los siguientes aziomas

TR1A. Para todo X € T, el tridngulo

X X, X 0 $(X)
es distinguido.
TRI1B. La clase A es cerrada por isomorfismos en T .

TRI1C. Para todo morfismo f: X — Y en T, existe un tridngulo

f

X Y s 7 % N(X)

~

el cual es distinguido.
TR2. 51

X %y Yy 7 Y, N(X)

~

es un tridngulo distinguido. Entonces,
Y —— 7 —— 3(X) — X(Y)
también es un tridngulo distinguido.

TR3. Considere el siguiente diagrama

X sy Y7 %, 5X)

1 -

X' Y Z! S(X)
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Si los renglones son tridngulos distinguidos y el cuadrado izquierdo conmuta. Enton-
ces, existe h: Z — Z' en T tal que (f,g,h) es un morfismo de tridngulos.

Definicién 13. Una categoria pre-triangulada (T,%,A) es triangulada si satisface el
siguiente axioma

TRA4. Para cualesquiera morfismosu: X — Y, v:Y — Z enT, el siguiente diagrama
cuyos renglones son tridngulos distinguidos por TR1C

X 25y L5725 n(X)

| Jis

Jv
X 7 Y 2 v(X)
1]

T
Y

Z X' X(Y)
se puede completar al siguiente diagrama conmutativo

VU

v m n

Xty L2572 1 5 n(X)
1){ Jv %31‘ 1x
X g 7 ¥V (X)
J le '3 £(u)
Y —— 7 — % —— %(Y)

l’f 2(p)

$(2') — B(Z)

IE(Z/)
donde la tercer columna es un tridngulo distinguido.

Proposicion 6. Sean (T,%, A) una calegoria pre-triangulada yn = (X,Y, Z,u,v,w) un
tridngulo distinguido. Entonces, vu =0 y wv = 0.

Definicion 14. Sean (T,%,A) una categoria pre-triangulada, A una categoria abeliana
y F T — A un funtor covariante (resp. contravariante) aditivo. Se dice que F es
cohomoldgico, si para todo tridngulo distinguido

X 5y Y 7 " N(X)

se tiene que la sucesion
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es exacta en A.

Proposicion 7. Sea (T,%, A) una categoria pre-triangulada. Entonces, para todo A € T,
se cumple lo siguiente

1. El funtor Homy(A,—) : T — Ab es cohomoldgico.
2. El funtor Homy(—, A) : T °P — Ab es cohomoldgico.
Proposicion 8. Sean (T,%,A) una categoria pre-triangulada y
(f,9,h):n=(X,Y, Z,u,v,w) —»n' = (XY Z' u 1V )

un morfismo de tridngulos distinguidos. Si f : X — X' yg:Y — Y’ son isomorfismos
en T. Entonces, h: Z — Z' es un isomorfismo en T .

Proposicion 9. Sean (T,%, A) una categoria pre-triangulada y n = (X, Y, Z, u,v,w) un
trigngulo en C. Entonces, n = (X,Y, Z,u,v,w) es un tridngulo distinguido si y solo si
w= (Y, Z,3(X),v,w,—3(u)) es un tridngulo distinguido.

Proposicion 10. Sean (T,%,A) una categoria pre-triangulada y n = (X,Y, Z,u, v, w)
un tridngulo distinguido. Entonces, Z =0 en T siy solo siu: X — Y es un isomorfismo

enT.

Definiciéon 15. Sean (T,%,A) una categoria triangulada y S una subcategoria plena
de T. Se dice que S es una subcategoria triangulada de T si satisface las siguientes
condiciones:

ST1. S tiene un objeto cero de T .
ST2. Para cualesquiera X, Y € S el coproducto X &Y en T estd en S.
ST3. Para todo X € S se tiene que ©(X) € S y X 71(X) € S.

ST4. Para todo morfismo f: X —Y en S, existe un tridngulo distinguido

f

X y -4 7 Iy n(X)

tal que Z € S.

Definicién 16. Sean (T,%, A) una categoria triangulada, S una subcategoria triangulada
de T y

X =Y "= 7 "= 3X)
un tridngulo distinguido. Se dice que

1. S es cerrada por conos (respectivamente co-conos) si X, Y € S, entonces Z € S
(respectivamente ©71(Z) € S).
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2. § es cerrada por extensiones st X,Z € S, entonces Y € S.

Proposicion 11. Sean (7,3, A) una categoria triangulada y S una subcategoria plena
de T. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. S es una subcategoria triangulada de T.
2. XHS) C S y S es cerrada por conos.
3. X(S) C S y S es cerrada por co-conos.

Definiciéon 17. Sean (T,%,A) una categoria triangulada y S una subcategoria triangu-
lada de T . Se dice que S es una subcategoria gruesa de T, st para cualesquiera X, Y € T
tales que X &Y € S se tiene que X, Y € S.

Definicién 18. Sea F : (T1,%1,A1) — (T2, X2, A2) un funtor aditivo entre categorias
trianguladas. Se dice que F' es triangulado si existe n : F'X1 — Yo F' un isomorfismo
natural tal que para todo tridngulo

X v Y 2 Z v El(X) € Al
se tiene que
F(v)

F(Z) Y 5, (P(X)) € Ay .

2.2. Localizaciéon de categorias

Definiciéon 19. Sean C una categoria y S C Mor(C). La localizacion de C con respecto a
S es un par (Cg, Q) donde Cg es una categoria y Q : C — Cs es un funtor que satisface la
sigutente propiedad universal

Locl. Para todo o € S se tiene que Q(o) € Mor(Cs) es un isomorfismo en Cs.

Loc2. Si F : C — D es un funtor tal que para todo o € S se tiene que F (o) € Mor(D)
es un isomorfismo en D. Entonces, existe un inico funtor F' : Cg — D tal que el siguiente
diagrama conmuta

La categoria Cs se conoce como la categoria de fracciones mientras que el funtor
Q : C — Cg se conoce como funtor de localizacion.

Teorema 2. Sean C una categoria y S C Mor(C). La localizacién de C con respecto a S
siempre existe y es unica salvo isomorfismo.
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Definiciéon 20. Sean C una categoria y S C Mor(C). Se dice que S es un sistema multi-
plicativo en C si se satisfacen las siguientes condiciones

Multl. Para todo X € Obj(C) se tiene que 1x € S.

Mult2. S es cerrada bajo composicion de morfismos en C.

Definicién 21. Sean C una categoria y S C Mor(C). Se dice que S es localizante a derecha
en C si S es un sistema multiplicativo y ademds satisface las siguientes condiciones

FD1. Considere cualesquiera morfismos X 2y 7 &Y en Mor(C), con p € X.
Entonces, se puede completar el siguiente diagrama conmutativo en C

f
FD2. Considere cualesquiera morfismos X $§ Y en Mor(C). Si existe un mor-

fismo u:Y — Y’ enS tal que pf = pg, entonces existe un morfismo o : X' — X en S
tal que fo = go.

Definicion 22. Sean C una categoria, S C Mor(C) y X,Y € Obj(C). Se define un
S-tejado a derecha en C, de X en'Y como un diagrama de la forma

X/
VN
X Y
donde o : X' — X es un morfismo en S.

Notacion 4. Sean C una categoria y S C Mor(C). Para cualesquiera X,Y € Obj(C)
se denota por [S,C](X,Y) a la clase de todos los S-tejados a derecha en C, de X en
Y. Ademds, los elementos de tal clase se denotan por (o, f) haciendo énfasis en los
morfismos que componen al diagrama.

Definicion 23. Sean C una categoria, S C Mor(C) y X,Y € Obj(C). Se define la si-
guiente relacion sobre [S,C|(X,Y)

~g:={((a, f), (e, 9)) : Existen r,h € Mor(C) tales que fr = gh y ah = or € S}.

Los siguientes diagramas tlustran la relacion
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Proposicion 12. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. Para
cualesquiera X,Y € C la relacion definida en 28 es de equivalencia.

Definicion 24. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. Para
cualesquiera X,Y € C se define

Homy g1 (X,Y) = [S,C)(X,Y)/ ~s.

Se denota por [o, f] a la clase de equivalencia de (o, f) € [S,C|(X,Y). Es comin
denotar fo~! = [o, f].

Proposicion 13. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. Para

cualesquiera (o, f) € [S,Cl(X,Y) y (o, 9) € [S,CI(Y, Z) existen p € S y h € Mor(C) tales
que el siguiente diagrama conmuta

L// N
L K
2N N
X Y Z

Proposicion 14. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. La
composicion de S-tejados a derecha inducida por 13

Homcs—l(y7 Z) X Homcs—l (X, Y) % Homcs—l(X, Z)

estd bien definida para cualesquiera X,Y,Z € C.

Corolario 5. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. Se tiene una
categoria CS™' donde Obj(CS™!) := Obj(C) y Mor(CS™!) := U Home(X,Y).
(X,)Y)eCxC

Proposicion 15. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. Se
definen las siguientes asignaciones

Sq:C—>CS_1.
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A nivel de objetos. Sea X € C. Se define

sa(X) == X.

A nivel de morfismos. Sea f: X =Y en C. Se define

sa(f) = [1x, f].

Se afirma que la asignacion gq : C — CS™! es funtorial.

Teorema 3. Sean C una categoria y S C Mor(C) localizante a derecha en C. El par
(cs™, gq) es la localizacion de C con respecto a S.

Observacion 3. Es posible dotar a la categoria CS™' de una estructura de categoria
aditiva y demostrar que el funtor de localizacion yq : C — CS™1 es aditivo. Sin embargo,
la metodologia para lograr estos resultados se desvia de los intereses principales de este
trabajo. Por esta razon, se asumirdn dichos resultados de ahora en adelante.

2.3. Localizaciéon de categorias trianguladas

Observacion 4. De manera andloga a la definicion de un sistema localizante a derecha,
se puede introducir el concepto de un sistema localizante a izquierda y desarrollar la
correspondiente teoria de localizacion para este sistema. Asi, un sistema se considera
localizante si cumple con las propiedades de localizacion tanto a izquierda como a derecha.

Definicion 25. Sean (T,%,A) una categoria triangulada y S C Mor(T). Se dice que
S es un sistema localizante compatible con la triangulacion A en T si se satisfacen las
stguientes condiciones

SLO. S es un sistema localizante en T .
SL1. ¥(S) =S.

SL2. Para cualquier morfismo de tridngulos distinguidos (o, B,h) : 1 — u tal que
a, B €S existe o €S tal que (o, B,0) 1 — wu es un morfismo de trigngulos distinguidos.

Notacion 5. Sea (T,%,A) una categoria triangulada. Se denota por Loc(T) a la clase
de todos los sistemas localizantes compatibles con la triangulacion A en T .

Proposicion 16. Sean (T,%, A) una categoria triangulada y S € Loc(T). Se definen las
siguientes asignaciones

SE . TS_l — TS_l.
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A nivel de objetos. Sea X € T S™1. Se define

O(X) = X.

A nivel de morfismos. Sea [0, f]: X =Y en T S™L. Se define

s2([o, 1) = sa(2(f)) sa(E(0)) "

Se afirma que la asignacion ¢¥ : CS™ T S™ — T S™1 es un isomorfismo de catego-
rias aditivas que hace conmutar el siguiente diagrama

7%, 78!

J

T — T8
sq

Definicion 26. Sean (T,%,A) una categoria triangulada y S € Loc(T). Se define la
clase

gA = {n € Triang(T S™*,¢¥) : Iu € A tal que n = gq(p) en Triang(T S, ()}

Teorema 4. Sean (T,%,A) una categoria triangulada y S € Loc(T). Las siguientes
condiciones se satisfacen

1. (TS, 4%, 4A) es una categoria triangulada.
2. El funtor de localizacion ¢q : T — TSt es triangulado.

3. Si F:T — S es un funtor triangulado tal que para todo o € S se tiene que F(o)
es un isomorfismo en S. Entonces, existe un unico funtor F : TS™! — S tal que
el siguiente diagrama conmuta

7 %, 78!

.

2.4. La categoria homotoépica es triangulada

F
S

Notacion 6. Sea C una categoria aditiva. Se denota por Ch(C) la categoria de complejos
de cocadena en C.

Proposicion 17. Sea C una categoria aditiva. Se definen las siguientes asignaciones

(—)° : C — Ch(C).
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A nivel de objetos. Sea A € C. Se define

om A sin=0,
(A7) ;:{ .
0 sin#D0.

A niwel de morfismos. Sea f: A— B en C. Se define
on f sin=0,
()" = :
0 sitn#0.
Se afirma que (—)° : C — Ch(C) es un funtor aditivo, fiel y pleno.

Proposicion 18. Sea C una categoria aditiva. Se definen las siguientes asignaciones
Y. : Ch(C) — Ch(C).
A nivel de objetos. Sea (X*®,dxe) € Ch(C). Se define

(B(X*)" = Xntl oy dyy xey = —d%. para toda n € Z.

A nivel de morfismos. Sea f: X®* — Y*® en Ch(C). Se define

()™ := f** para toda n € Z.

Se afirma que la asignacion ¥ : Ch(C) — Ch(C) es un isomorfismo de categorias
aditivas. Dicho funtor se conoce como traslacion de complejos. Es usual denotar [1] :== X.

Definiciéon 27. Sean C una categoria aditiva y J C Mor(C). Se dice que J es un ideal
de C si se satisfacen las siguientes condiciones

1. Para cualesquiera X,Y € C se tiene que J(X,Y) es un subgrupo abeliano de
Home(X,Y).

B

2. Para W —2— X f Y

J(X,Z) y fa € JW,Y).

Z enC tal que f € J(X,Y). Entonces, Bf €

Proposicion 19. Sean C una categoria aditiva y J un ideal de C. Se define la categoria
cociente de C sobre J. La cual se denota por C/J.

» Obj(C/J) := Obj(C).
» Para cualesquiera X,Y € C/J. Se define

Homg,;(X,Y) := Home (X, Y)/J(X,Y).
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» Para cualesquiera

(]

x Yoy W,y

en C/J. Se define [g][f] := [gf].

Se afirma que C/J es una categoria aditiva.

Proposicion 20. Sean C una categoria aditiva y J un ideal de C. Se definen las siguientes
asignaciones

wy:C—C/J.
A nivel de objetos. Sea X € C. Se define

m(X) = X.

A nivel de morfismos. Sea f: X —Y en C. Se define

m(f) == f+J(X,Y).

Se afirma que 7y : C — C/J es un funtor aditivo, pleno y denso.

Proposicion 21. Sean C una categoria aditiva y J un ideal de C. Para todo funtor
aditivo F' : C — C' tal que F(f) = 0 para todo f € J. Ezxiste un tnico funtor aditivo
F:C/J — (' tal que el siguiente diagrama conmuta

c =15/

La propiedad anterior se conoce como propiedad universal de la categoria cociente.

Observacion 5. Se recuerda que siC es una categoria aditiva, entonces Ch(C) es también
una categoria aditiva.

Proposicion 22. Sea C una categoria aditiva. Para cualesquiera X,Y € C. Se define
H(X,Y) = {f S HOHlCh(C)(X, Y) : f ~ 0}
Entonces, H es un ideal de Ch(C).

Definicion 28. Sea C una categoria aditiva. Por las proposiciones 19 y 22 se puede
considerar la categoria cociente de Ch(C) sobre H. Se define
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Dicha categoria se conoce como la categoria homotdpica de C.

Proposicion 23. Sea C una categoria aditiva. El funtor traslacion de complejos [1] :
Ch(C) — Ch(C) induce un tnico isomorfismo de categorias aditivas

—

[1] : K(C) — K(C)
tal que el siguiente diagrama conmuta

TH

Ch(C) —™ K(C)

) jini

Ch(C) —— K(C).

—

Es usual denotar a [1] simplemente por [1].

Definiciéon 29. Sean C una categoria aditiva y f : X* — Y*® en Ch(C). Se define el
complejo cono de f como

C(f)n = Xn+1 @ yn

m—+1
dip) = <_C7lz)ﬁ 2 >
g

para toda n € Z. El siguiente diagrama ilustra al complejo en cuestion

m—1 n
(f) i Xyt D yne g yn S, gy

Definicién 30. Sea C una categoria aditiva. Se denota por A a la clase de todos

—

los n € Triang(K(C),[1]) que admiten f : X* — Y* en Ch(C) tal que n = my(p) en

—

Triang(K(C), [1]), donde

f

X ye o) X*[1]

se conoce como el triangulo estdndar asociado al morfismo f.

—

Teorema 5. Sea C una categoria aditiva. Entonces, (K(C),[1],xA) es una categoria
triangulada.
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2.5. La categoria derivada de una categoria abeliana

Definiciéon 31. Sean A una categoria abeliana y f : X* — Y* en Ch(A). Se dice que
f es un casi-isomorfismo, si H"(f) : H"(X®) — H"(Y*) es un isomorfismo en A para
toda n € N.

Definicion 32. Sea A una categoria abeliana. Se define la clase de casi-isomorfismos en
K(A)
Qis(A) := {[f] : X* = Y* € K(A) : H*([f]) : H*(X*) = H"(Y"*) para toda n € 7}.

donde

se obtiene por medio de la propiedad universal del cociente.

Observacion 6. Sea A una categoria abeliana. Observe que f: X®* — Y*® en Ch(A) es
un casi-isomorfismo si y solo si my(f) € Qis(A).

Proposicion 24. Sea A una calegoria abeliana. Entonces, Qis(A) es un sistema locali-
zante compatible con la triangulacion A en K(A).

Definicion 33. Sea A una categoria abeliana. Se define la categoria derivada de A como
la localizacion de K(A) con respecto a Qis(A). Es decir

D(A) := K(A) Qis(A)~L.

Por la Proposicion 24 y el Teorema 4 se sabe que D(A) es una categoria triangulada.

2.6. Funtores entre categorias derivadas inducidos por fun-
tores exactos

Proposicion 25. Sea F : A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas. Enton-
ces, F' induce un funtor aditivo entres las correspondientes categorias de complejos de
cocadena

Fen

Ch(A) £ Cn(B)

Proposicion 26. Sea F : A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas. El funtor
aditivo Fcy : Ch(A) — Ch(B) induce un unico funtor aditivo

K(A) —X5 K(B)
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tal que el siguiente diagrama conmuta
Ch(A) —— K(A)
FChl %FK
Ch(B) —— K(B)
donde H< Ch(A) y H 9 Ch(B).

Corolario 6. Sea F' : A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas. Si F' es un
funtor exacto. Entonces, el funtor aditivo Fx : K(A) — K(B) induce un unico funtor

aditivo
Fp
D(A) —— D(B)
tal que el siguiente diagrama conmuta

K(A) —15 D(A)

|
Fxl iFD

v

donde S = Qis(A) y S’ = Qis(B). Mds aun, si Fx es un funtor triangulado, entonces
Fp es un funtor triangulado.

2.7. Funtores de truncamiento

Sean A una categoria abeliana y f: X® — Y* un morfismo en Ch(.A). Considere la

siguiente situacion

n—1 m
dX

X®:oo — 5 xnl X, xn xnt+l .
Conuc(d'y.")
fn—l fn icg(. fn+1
Conuc(dy.1) -
Ye:. ... — Y?’L—l — yn o Yn+1 s
v Y

Proposicion 27. Sean A una categoria abeliana y n € Z. Se definen las siguientes

asignaciones



2.7. FUNTORES DE TRUNCAMIENTO 39

Ch(A) - Ch(A)

A nivel de objetos. Sea X® € Ch(A). Se define

Xk stk >mn,
(r="(X*))F = { Conuc(dy™Y), sik=n,
0, stk <n.

para toda k € 7.

A nivel de morfismos. Sea f: X®* — Y*® en Ch(A). Se define

f*,  sik>n,

>n k _ n A
(T (f)) - CX? St k =n,
0, st k < n.

para toda k € Z. El diagrama siguiente ilustra la situacion

Jn. n—‘;l
Z(X*): s —— 0 — Conuc(d}_.l) RN GRS g >
=l J o | f"“l fﬂ%
TE(Y*) ;s —— 0 —— Conuc(dyy') —— Y™ — o vyl —— L
i dyyt

Se afirma que 7=" : Ch(A) — Ch(A) es un funtor aditivo.

Proposicion 28. Sean A una categoria abeliana y n € Z. El funtor de truncacion
candnico 7=" : Ch(A) — Ch(A) induce un tnico funtor aditivo 7=" : K(A) — K(A) tal
que el siguiente diagrama conmuta

Ch(A) — K(A)

TZTL\L T
g

Ch(A) —— K(A).

n

[\

Es usual denotar a 72" simplemente por 7=".

Proposicion 29. Sean A una categoria abeliana, n € Z y X* € Ch(A). Se define
et X® — TZ(X*)

el cociente de complejos, como

1yk, sik>n,
(]EL(') =N Jxk, St k= n,
0, stk <n.

para toda k € Z. El siguiente diagrama ilustra la situacion
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dn:l dn. dn«tl
X ——— Xl X xn as Xl X2, xnt2 L

j;.l J/ jxnl 1Xn+1l 1Xn+2l
TEM(X) 0 Conuc(d%.") e X Xy
X.

Se afirma que j" == {j%%. : X* — TZ”(X')}X.ECh(A) es una transformacion natural.

Proposicion 30. Sean A una categoria abeliana y n € Z. Se definen las siguientes
asignaciones

Ch(A) =="5 Ch(A)
A nivel de objetos. Sea X*® € Ch(A). Se define

Xk sik>n,
0, si k < n.

(6%"(X))" = {
para toda k € 7.

A nivel de morfismos. Sea f: X®* — Y*® en Ch(A). Se define

ks n
<azn<f>>k={f Lo

0, sik<n.

para toda k € Z. El siguiente diagrama ilustra la situacion

dl o
oZ"(X®) e 0 0 Xn 2 Xt
aZ"(f)l J J f"l f”%
o= (Y®):--- 0 0 yr— L
Y.

Se afirma que o=" : Ch(A) — Ch(A) es un funtor aditivo.

Proposicion 31. Sean A una categoria abeliana y n € Z. El funtor de truncacion
estipida 0=" : Ch(A) — Ch(A) induce un tinico funtor aditivo =" : K(A) — K(A) tal
que el siguiente diagrama conmuta

n

Es usual denotar a =" simplemente por o=".
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Sean A una categoria abeliana y f : X* — Y* un morfismo en Ch(.A). Considere la
siguiente situacion

m—1 n
X®:... v xn-l dxe xn dxe xnt+l o
Nuc(d'%.)
!
fnfl ib”;{. fn fn+1
| Nuc(dy-)
Yye.... Ynfl - yn _ YnJrl
dte dy e
Y.

Proposicion 32. Sean A una categoria abeliana y n € Z. Se definen las siguientes
asignaciones

Ch(A) -5 Ch(A)

A nivel de objetos. Sea X*® € Ch(A). Se define

Xk, sik <mn,
(r=M(X*)F = { Nue(dy), sik=n,
0, st k> n.

para toda k € 7.

A nivel de morfismos. Sea f: X®* — Y*® en Ch(A). Se define

f* sik <n,

<n k _ n A
(T (f)) - bXa St k =n,
0, si k> n.

para toda k € Z. El diagrama siguiente ilustra la situacion

n—2 n—1

L] d L]
Tgn(Xo) N Xn72 X anl X Nuc(d}.) — () — ...
TS"(f)l f"‘ﬂ f"_ll b?(-l
TEN(Y®) e —— Y2 — yn—1 == Nuc(dys) —— 0 —— - --
ye ye

Se afirma que =" : Ch(A) — Ch(A) es un funtor aditivo.



42 CAPITULO 2. CATEGORIAS TRIANGULADAS

Proposicion 33. Sean A una categoria abeliana y n € 7Z. El funtor de truncacion
candénico 7=" : Ch(A) — Ch(A) induce un tnico funtor aditivo 7=" : K(A) — K(A) tal
que el siguiente diagrama conmuta

Ch(A) — K(A)

I

I
Tan | 7<n

v

Ch(A) —5~ K(A).

IN

Es usual denotar a T<" simplemente por 7=".
Proposicion 34. Sean A una categoria abeliana, n € Z y X*® € Ch(A). Se define
% ¢ TS(X) — X*

el subcomplejo, como

1xw, stk <n,
(%) =iy, sik=n,
0, st k> mn.
para toda k € Z. El siguiente diagrama ilustra la situacion

n—2 n—1

TENX®) e —— X172 2 Xl X5 Nuc(d%.) 0
i}.l 1X"—2l IX”—ll ixn\[ l
X.Z"'—>Xn_2*2>Xn_1 - xn — Xn+1*>'__
Ko e e

Se afirma que i" := {i%. : T="(X*) = X*} xeccn(a) s una transformacion natural,

Proposicion 35. Sean A una categoria abeliana y n € Z. Se definen las siguientes
asignaciones

Ch(A) <=="5 Ch(A)
A nivel de objetos. Sea X® € Ch(A). Se define

Xk sik<n,
0, si k> n.

(="(X)" = {

para toda k € 7.
A nivel de morfismos. Sea f: X® — Y* en Ch(A). Se define

ks n
<o—én<f>>’“={f Lo

0, sik>n.

para toda k € Z. El siguiente diagrama ilustra la situacion
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n—1

oS(X®) e —— XL 2, X 0 0

o_gn(f)l fnfll f’nl l l

oSM(Y®) e —— Yl - V" 0 0

Se afirma que =" : Ch(A) — Ch(A) es un funtor aditivo.

Proposicion 36. Sean A una categoria abeliana y n € Z. El funtor de truncacion
estipida =" : Ch(A) — Ch(A) induce un tnico funtor aditivo =" : K(A) — K(A) tal
que el siguiente diagrama conmuta

™

Ch(A) —— K(A).

Es usual denotar a =" simplemente por o=".
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Capitulo 3

Representabilidad de
Brown-Neeman

Uno de los resultados mas destacados de A. Neeman es, indudablemente, la extensiéon
del clésico Teorema de Representabilidad de Brown al contexto de las categorias trian-
guladas. Dicho teorema afirma que, bajo ciertas condiciones, los funtores cohomolégicos
son representables. Una aplicaciéon fundamental de este resultado es la posibilidad de
obtener funtores adjuntos sin la necesidad de demasiadas hipotesis. El objetivo de este
capitulo es desarrollar la teoria necesaria para disponer de tales resultados. El capitulo
comienza con la introduccién de los esenciales conceptos de objeto compacto y categorfa
triangulada compactamente generada. En la segunda seccién, se aborda el concepto de
colimite homotopico, una extensién apropiada de los colimites clasicos. Finalmente, se
demuestran los teoremas establecidos por A. Neeman.

Observacion 7. En el presente capitulo, se asume que todas las categorias consideradas
cumplen con la hipdtesis adicional de admitir coproductos arbitrarios (numerables).

3.1. Objetos compactos y categorias trianguladas compac-
tamente generadas

El concepto de objeto compacto en una categoria no requiere que la categoria posea
una estructura particular para ser definido. Sin embargo, para los propositos de este
trabajo, se limitara el estudio al caso de las categorias aditivas.

Definicion 34. Sea C una categoria aditiva. Se dice que X € C es compacto en C, st el
funtor

Home (X, —):C — Ab
preserva coproductos.

Notacion 7. Sea C una categoria aditiva. Se denota por CC a la subcategoria plena de
C que consta de objetos compactos en C.

45
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Proposicién 37. Sean T una categoria triangulada y X € T ©. Entonces, ¥"(X) € T©
para toda n € Z.

Demostracion. Sean X € T n € Zy {Y;}jes una familia de objetos de C. Dado que
¥ T — T es un automorfismo de categorias aditivas se satisface lo siguiente

Hom7(X"(X), P Y;) =Homy (X, 2 "(EPY)))
JjeJ jeJ

= Hom (X, @ "

JjeJ

=@ Homr (X, 27"(Y;))
jeJ

=P Hom7(3"(X),Y;).
JjEJ

Por lo tanto ¥"(X) € T ©. O

Proposiciéon 38. Sea T una categoria triangulada. Entonces, T C es una subcategoria
triangulada de T .

Demostracion. Por las Proposiciones 11 y 22 es suficiente con demostrar que 7 C es
cerrada por conos.

Sea

X Yy Uy 7 %y 5n(X)

un triangulo distinguido en 7 tal que X,Y € T ©. Sea {A;}jcs una familia de objetos
en 7. Aplicando el funtor cohomolégico

Homy(—, @ A;) : TP — Ab
jeJ

al tridngulo distinguido en cuestién se tiene el siguiente diagrama conmutativo con
renglones exactos en Ab

DEY),4;) — BEX), 4j) — B4 4) — B, 4;) — DX, 4))

JjeJ jedJ jeJ jeJ jeJ

I I ok

EY), D 4)) — EX), D 4j) — (£, D 4)) — V. B 4) — (X, D 4)).

jeJ jeJ jeJ jeJ jeJ
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Se concluye por el Lema del Cinco que el morfismo canénico @ Hom(Z,A;) —
jedJ
Hom7(Z, @ A;) es un isomorfismo en Ab. Por lo tanto Z € T ©.
JjEJ
]

Definicion 35. Sean T una categoria triangulada y  un conjunto de objetos compactos
de T. Se dice que Q0 es un conjunto generador para T, si para todo X € T tal que X # 0
existe w € Qy f:w— X enT tal que f # 0.

Observacion 8. Sean T una categoria triangulada y Q un conjunto de objetos compactos
de T . Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Sea X € T tal que X # 0. Entonces, existew € Qy f:w — X en T tal que f # 0.
2. Sea X € T tal que Homy(w, X) = 0 para todo w € Q. Entonces, X = 0.

Definicion 36. Sea T una categoria triangulada. Se dice que T es compactamente ge-
nerada st existe Q) un conjunto generador para T .

Definicion 37. Sea T una categoria triangulada. Se dice que un conjunto generador )
para T es perfectamente generador si 3(§2) = €.

Proposicion 39. Sea T una categoria triangulada. Si Q es un conjunto generador para

T, entonces Q' = |J X"(Q) es un conjunto perfectamente generador para T .
nez

Demostracion. Se inicia verificando que €' es un conjunto generador para 7.

Sea w' € . Luego, existen m € Z y w € Q tales que ' = ¥ (w). Se sigue de la
Proposicion 22 que o’ € T ©. BEs decir, ' C Obj(T ©).

Por otra parte. Sea X € T tal que X # 0. Como 2 es un conjunto generador para
T,existew € Qy f:w— X en T tal que f # 0. En particular

w=X%w)ex(N)Cc U =) =.
neL

Por lo tanto €’ es un conjunto generador para 7. Por Gltimo se verifica que es per-
fectamente generador.

Sea w' € . Luego, existen m € Z y w € Q) tales que w’ = X" (w). Ademas,
Y(w) =3 w) e EmHQ) C Oy BTHW) =2 Hw) e Q) C .
Por lo tanto X(Q) = Q. O

Corolario 7. Toda categoria triangulada T compactamente generada tiene un conjunto
perfectamente generador.

Demostracidn. Se sigue de la Proposicion 39. O
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3.2. Caracterizaciéon de objetos compactos

En la secciéon anterior, se introdujo la definicion de objeto compacto en una categoria
triangulada, y en lo que resta del capitulo, la definicién proporcionada es suficiente para
manipular tales objetos. Sin embargo, para la teoria que se necesita desarrollar en el
altimo capitulo sera necesario introducir condiciones equivalentes que determinen cuando
un objeto es compacto. Dependiendo de la situacién, se utilizara la caracterizaciéon mas
adecuada.

La siguiente proposicién establece que, en el contexto de una categoria aditiva, para
demostrar que un objeto es compacto, basta con verificar que el morfismo canénico
inducido por la propiedad universal del coproducto es una asignacién sobreyectiva en
Ab. Este resultado es clave para las caracterizaciones que se presentan posteriormente.

Proposicion 40. Sean C una categoria aditiva, X € C y {Y;};jes una familia de objetos
de C. El morfismo candnico inducido por la propiedad universal del coproducto

v )
@ Home (X, Y;) ———— Home (X, @ Y;)
jeJ jeJ

es un monomorfismo en Ab.

Demostracion. Lo primero a realizar es encontrar una descripcién puntual del candidato
a monomorfismo.

Se busca definir la asignacion

i

Uyy.
@ Home(X,Y)) —2— Home(X, B Y;) .
JjeJ Je€J

Sea f € € Home(X,Yj). Luego, f induce D = [[Y; de tal forma que el
jedJ Jj€J
siguiente diagrama conmuta

Y, —=Y;
jET
. £G)
X

Sea I := Sop(f). Se define \II/X%, (f) como la siguiente composicién de morfismos

X,,,f,,> HY}LHE%@Y@L@}G

jeJ i€l el jeJ
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donde a: @Y; — [ Y es el isomorfismo canoénico en C que se obtiene por medio de
icl icl
la propiedad universal del producto y del hecho de que I es finito.

/ ., . .
Se afirma que ¥x y, = ¥ x,y;- Para demostrar tal afirmacion basta ver que el siguiente
diagrama conmuta

M(X Y;)
Home(X,Y;) ——2— @ Home(X,Y;)
JjeJ
Hom l X,Y;
Home (X, @ Y))
JjeJ

para toda j € J. Sean j € J y f € Home(X,Yj). Luego, p(x,y;)(f) = f; donde

S ostk=3
fj(k)_{o sik £ j

para toda k € J. Por lo tanto f; induce fj : X — [ Y; de tal forma que el siguiente
jed
diagrama conmuta

X - [y, =5V, —Y, —5 @Y.

Se sigue que

/

‘I’X,Yj (M(ij) (f) :Nj(ﬂjfj)
=p;f
= Home (X, 115)(f)-

Encontrada una descripcion més precisa de Wy es sencillo verificar que es un mo-
IRg]
nomorfismo en Ab.

Sea f € @ Home(X,Y)) tal que Wx y,;(f) = 0. Luego,
jed

pralrf = 0.

Lo anterior sucede sé6lo si f: 0. Puesto que f(j) = Wj]?: 0 para toda j € J. Se
concluye que f = 0. Por lo tanto el morfismo candénico ¥ X,y; 6 un monomorfismo en

Ab. O
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Proposicion 41. Sea C una categoria aditiva. Para X € C las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. X es compacto en C.

2. Para toda familia de objetos {Y;};es en C y para todo morfismo f: X — @Y en
JjEJ
C, existe I C J con I finito tal que el siguiente diagrama conmuta

X ! DY

jeJ

DY

icl

3. Para toda familia de objetos {Y;};es en C y para todo morfismo f: X — @Y en
JjeJ
C se tiene que la composicion de morfismos

X == @Y, Y,
JjeJ

se anula salvo una cantidad finita de j € J.

Demostracion. 1) = 2) Sean {Y}};c; una familia de objetosen Cy f: X — @ Yj en
jedJ
C. Puesto que X es compacto en C, existe g € @ Home(X,Y;) tal que ¥y y,(g9) = f.
JjeJ
Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

X ! DY
JjeJ
—1 A\\
(0% Trg \\ 1753
X
DY
i€l

donde I := Sop(g) es un conjunto finito.
2) = 3) Sean {Y}}cs una familia de objetosen Cy f : X — @ Yj en C. Por hipotesis
jed
existe I C J con I finito tal que el siguiente diagrama conmuta

X

: DY =Y,

jeJ

DY

i€l
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Luego, 7 f = mj(purf’) = (mjur) f' = 0 para toda j € J \ I.

3) = 1) Sea {Y}};jcs una familia de objetos en C. Por la Proposicién 40 basta ver que
el morfismo canénico inducido por la propiedad universal del coproducto

v )
@ Home (X, Y;) —2— Home(X, @ Y))
jeJ jeJ

es un epimorfismo en Ab. Sea f € Home (X, @ Yj).
jeJ

Se define g : J — |J Hom¢(X,Y}) como ¢(j) := m;f para toda j € J. Por hipotesis

jed
mjf = 0 salvo una cantidad finita de j € J. Por lo tanto ¢ € @ Hom¢(X,Yj). Por
Jje€J
construccion se sigue que ¥y y, (g) = f. O

3.3. El colimite homotépico

En las categorias abelianas, los colimites se pueden calcular utilizando coproductos
y contcleos. En las categorias trianguladas, donde no siempre se dispone de contcleos,
los conos juegan un papel similar. En este contexto, el colimite homotdpico se determina
tomando el cono de un coproducto adecuado de objetos. Esta técnica busca emular la
metodologia empleada en las categorias abelianas para calcular colimites, adaptandose a
las construcciones disponibles en las categorias trianguladas.

Definicion 38. Un sistema directo sobre un conjunto dirigido (I,<) en una categoria
C consta de una coleccion de objetos {X;}icr en C y una coleccion de morfismos {fi;
Xi = X,}i<j en C para cada i < j en I, tales que las siguientes condiciones se satisfacen

1. fii=1x, para cada i € I.

2. Sii<j <k, entonces fi, = fijr o fij.

Definiciéon 39. Sean C una categoria aditiva y {s, : X;, = Xni1nen un sistema directo
sobre N en C. Se define el morfismo transicion

TZ@Xn—)@Xn

neN neN

inducido por el sistema directo {s, : X, — Xnit1}nen sobre N en C como aquel que
se obtiene de completar el siguiente diagrama por medio de la propiedad universal del
coproducto
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En términos matriciales,

Sp—1, Sts=r—1lyr>1
[7)rs =
0, en otro caso

donde (r,s) e Nx Ny [1],,: Xg = X,.

llustrando aun mds la situacion se tiene que

0 0 0 O
sop 0 0 O
T = 0 81 0 0
0 0

0 s9

Definiciéon 40. Sean T una categoria triangulada y {s, : X5 — Xnt1}tnen un sistema
directo sobre N en T. Por el azioma TR1C el morfismo 1 — 7 : @ X, - @ X, se

neN neN
puede completar a un triangulo distinguido
1-7 B v
b X, — P X, --—-- » X ----- » NP Xn)
neN neN neN

Se define el colimite homotdpico del sistema {s, : X;, — Xui1}tnen como el cono del
tridngulo anterior y se denota por hocolim(X,,) := X.

Observacion 9. Por el azioma TR3 el colimite homotdpico es inico salvo isomorfismo.
Mads aun, por TR1C para asequrar la existencia de colimites homotdpicos basta asegurar
la existencia de coproductos numerables.

Proposicion 42. Sean C una categoria aditiva y {s, : X, — Xni1lnen un sistema
directo sobre N en C. Entonces,

l-7:p X, » P X,
neN neN

es un monomorfismo en C.

Demostracion. Sea f: Z — @ X, tal que (1 —7)f = 0. Es decir, 7f = f. Luego,
neN
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Sr—lj}—l :{71nr—1[f1r—1

:Z([T]r,k[f]k)

kEZ
=[7f]»
=[]
=frs

para toda r € N tal que » > 1. Note que cuando r = 0 se tiene que [7f], = 0.
Entonces, fo = 0. Lo anterior permite concluir que f,. = 0 para toda r € N. Por lo tanto
f=0. O

Proposicion 43. Sea A una categoria abeliana con colimites. Para cualquier sistema
directo {sn : X5, = Xpt1}nen sobre N en A existe

1—7

0— P X, — P X, SN colim(X,) —— 0
neN neN

una sucesion exacta en A.

Demostracion. Sea {s, : X;, = Xp11}nen un sistema directo sobre N en A. De hecho
observe que colim(X,,) = hg(Xn) A continuacion considere las componentes del limite
directo del sistema

Bn-1 ﬁ\\\fijl

X1 —

lny(X,)
T&.
1 )(n

c— X1

Sn Sn

Luego, por la propiedad universal del coproducto se obtiene el siguiente diagrama
conmutativo

X, 25 P X,

neN
Nﬁ

HIE()(n)
Para exhibir la sucesion exacta de interés por la Proposicién 42 basta demostrar que

Comic( @ X A S Xo) = (@ X, 25 lim(X,)).

Sea a: @ X,, — Y un morfismo en A tal que o(1 —7) = 0. Lo anterior implica que
neN
el siguiente diagrama conmuta para toda n € N
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S

Xy ———— Xpn1

Luego, por la propiedad universal del limite directo se obtiene el siguiente diagrama
conmutativo

X = limy(X)

|
|
\::\\\N ¢7

Y

Mas aun, por la propiedad universal del limite directo ~ : hg(Xn) — Y es el tinico
morfismo en A que satisface v5 = a. Por lo tanto se tiene la siguiente sucesiéon exacta

en A

00— @ Xo 5 @ X, —2 colim(Xy,) —— 0.
neN neN

O

Proposiciéon 44. Sean A una categoria abeliana con colimites y {sn : X3 — X} 1 nen
un sistema directo sobre N en D(A). Entonces,

hocolim(X?) = X*
donde X* = colim(XE) para toda k € Z.

Demostracion. El sistema directo {s, : X — X3, | }nen sobre N en D(A) induce a la

par {s¥ : X} - X +1}n€N un sistema directo sobre N en A. Por la Proposicion 43 se

tiene la siguiente sucesion exacta en Ch(.A)

0—— @ Xk —5 - @Xkﬁcohm()(fb)%o
neN neN

para toda k € Z. Por lo tanto se tiene la siguiente sucesion exacta en Ch(.A)

0o— @xs " @x o xe 0.
neN neN

Luego, existe § : X® — X( P X) en D(A) tal que
neN

o 1- ° B ° é .
D Xy — @ X;, X (D X7)
neN neN neN

es un triangulo distinguido en D(R). Se sigue de la definicion de colimite homotopico
que X* = hocolim(X?). O
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Proposicion 45. Sean T una categoria triangulada, A una categoria abeliana con co-
limites y H : T — A un funtor cohomoldgico que preserva coproductos. Para cualquier
sistema directo {sp : X = Xpt1tnen sobre N en T se tiene que

H (hocolim(X,,)) = colim(H (X,)).

Demostracion. Sea {s, : X, = Xp+1}nen un sistema directo sobre N en 7. Sea X =
hocolim(X,,). Considere el triangulo distinguido

DX, T BX, L X 2@ X)) .
neN neN neN

Luego, se tiene la siguiente sucesion exacta en A

HX) 29 v (@ x) LB ms(@ X))
neN neN

Ademés, Nuc(—H (X(1 —7))) = Im(H(y)) = 0, pues (1 — 7) es un monomorfismo
en T por el Lema 42. Por hipétesis H : 7 — A preserva coproductos. Entonces, por la
Proposicion 43 se tiene el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0O — Hp X, — HPp X,) —— HX) ———— 0
neN neN

~| ~|

0— P HX,) — P H(X,) — colim(;[(Xn)) — 0.
neN neN

Se concluye por el Lema del cinco (agregando dos ceros) que H(hocolim(X,)) =
colim(H (X,)). O

Corolario 8. Sean T una categoria triangulada, {sy, : X5, = Xyt1}nen un sistema sobre
NenT yY €TC. Entonces,

Hom7 (Y, hocolim(X,,)) = colim(Hom7(Y, X,,)).

Demostracion. Puesto que Y € T es un objeto compacto en 7T se tiene que el funtor
Homy(Y,—) : T — Ab preserva coproductos. Note que Ab es una categoria abeliana
con colimites. El resultado se sigue de las Proposicién 45 considerando A = Aby H =
Hom (Y, —). O

Lema 11. Sean R un anillo y K* € D(R)C. Para cualquier sistema directo {s, : X3 —
X 1 nen sobre N en D(R) se cumple que

Homp gy (K*®, X*) = colim(Homp ) (K*, X))
donde X* = colim(X?*) para toda k € Z.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicion 44 y el Corolario 8. O
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3.4. El teorema de representabilidad de Brown-Neeman

El enfoque adoptado para obtener el resultado principal de este capitulo consiste en
abordar la demostracion en tres partes bien diferenciadas, que clarifican las construcciones
necesarias. Una vez que se enuncian y demuestran los lemas pertinentes, el teorema de
representabilidad de Brown-Neeman se deduce de manera natural como un corolario
directo.

Lema 12. Sean T una categoria triangulada compactamente generada, 0 un conjunto
perfectamente generador para T y H : T° — Ab un funtor cohomolégico. Si para
cualquier familia de objetos {X;}jcy en T el morfismo candnico

H(® X;) — ]I H(X;)
jeJ jeJ

es un isomorfismo en Ab. Entonces, existe
{Sn s X — Xn—l—l}nGN
un sistema sobre N en T tal que las siguientes condiciones se satisfacen
1. Para toda n € N existe un transformacion natural

Homy(—, X,,) — H

tal que el siguiente diagrama conmuta

H

Pn
Homy(—, X)) - Homy(—, X;41)

2. Sea X := hocolim(X,,). Entonces, existe una transformacion natural

Homp(—, X) —— H
tal que el siguiente diagrama conmuta

Homy(—, X,) —————— Homy(—, X)
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para toda n € N.

3. Para todo w € ) se tiene que

p(w)

Homy(w, X) H(w)

es un tsomorfismo en Ab.
Demostracion. FEl sistema de interés se construye por recursién sobre n.

Paso inicial. Se define

Ap = U H(w).

weN

Sea a € Ag. Luego, existe w € Q tal que a € H(w). Por lo tanto los elementos de Ag se
pueden identificar con parejas (a,w) donde a € H(w). Dicho esto. Se define

X = @ w.

(a,w)€Ao

Por hipdétesis se cumple lo siguiente

H(Xo)=H( @ w)= [l H(w)

(a,w)€Ag (a,w)€Ap

Existe ag € H(Xp) un elemento distinguido, a saber el que satisface que ag(a,w) =
a € H(w) para todo (a,w) € Ag. Por el Lema de Yoneda se tiene que la correspondencia

Nat(Hom7(—, Xo),H) —— H(Xo) .
es biyectiva. Por lo tanto ag € H(Xj) corresponde a una transformacion natural
Homy(—, Xo) — H .
Se afirma que

Hom(w, Xo) RGNy

es sobreyectiva para todo w € (.

Sean w € Q y a € H(w). Considere el la inclusiéon candnica

Ha,w
w e P w=Xo.
(a,w)€Ap
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Luego,
¢0(W)(M(a,w)) :H(M(a,w))(ao)
=N(a,w) (a())
:a7
donde n¢, )¢ [l H(w) — H(w) denota la (a,w)-ésima proyeccion canoénica.

(a,w)eAg

Paso recursivo. Sea n € N tal que n > 1. Se supone que existe X, € T y una
transformacién natural

Homp(—, X,,) —=~ H . (3.1)
Se define
K, := Nuc(p,(w))

para todo w € 2. Luego, se define

An+1 = U Kw-

Sea f € Ap11. Luego, existe w € Q tal que f € K. Note que f:w — X, en T tal que
on(w)(f) = 0. Asi, los elementos de A,,4+1 se pueden identificar con parejas (f,w) donde
f € K,. Dicho esto. Se define

Bpi1 = @ w.

(fvw)eA”VH’l

Luego, por la propiedad universal del coproducto {M(f,w) W — Bn+1}(f,w)eAn+1
aplicada a la familia {f : w = Xy }(fw)ea,,, - Existe, un tnico morfismo v : Byy1 — X,
en T tal que yu(p.) = f para toda (f,w) € Api1. El siguiente diagrama ilustra la
situacion

F(fw)

Por el axioma TR1C, el morfismo ~ : B,11 — X, se puede completar a un tridngulo
distinguido

Bry1 —— Xp -2 Xpiq -2 S(Bny1) (3.2)

Por otra parte. Por el Lema de Yoneda se tiene que la correspondencia
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Nat(Homy(—, X,,), H) —— H(X,)

es biyectiva. Por lo tanto la transformaciéon natural considerada en (3.1) corresponde
a un elemento a, € H(X,). Se afirma que

ap € Nuc(H (7v)).

Para demostrar tal afirmacién basta ver que

(P H())(an) =0

para todo (f,w) € Au41. Donde p(s ) : [l H(w)— H(w) denota la (f,w)-ésima
(f,UJ)GAn,+1
proyeccién canédnica. Luego,

(P(r) H (V) (an) =(H (p1(5.0)) H (7)) (an)
:H(M(f,w)'Y) (an)
=H(f)(an)
=pn(w)(f)
=0,
para todo (f,w) € Ap41. Por lo tanto a, € Nuc(H(y)).

Aplicando el funtor cohomologico H : T °P — Ab al tridangulo de (3.2) se tiene la
siguiente sucesion exacta

H(sn) H(v)

H(X,11) H(X,) — H(Bny1) -

Asi, existe ap+1 € H(Xp41) tal que H(sy)(ant+1) = an. Por el Lema de Yoneda se
tiene que la correspondencia

Nat(HomT(_y Xn—i—l)a H) — H(Xn—i-l)
es biyectiva. Entonces, a,+1 € H(X,+1) corresponde a una transformacion natural
Homy(—, Xpi1) 4% H

Dicha transformaciéon natural satisface lo siguiente. Sea Y € 7. Luego,

(Pnt1(=5n))y (f) =ent1(Y)(Y, 50)(f)
=ont1(snf)
=H (snf)(an+1)
=H(f)H (sn)(ant1)
=H(f)(an)
=en(Y)(f)
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para todo f € Homy (Y, X,,). Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

Homy(—, X,,) T Homy(—, Xp41)-

Esto demuestra la primer parte del enunciado.

En lo que respecta a la segunda afirmacion se tiene lo siguiente. Sea X = hocolim(X,,).
Considere el tridngulo distinguido que define el colimite homotépico del sistema

P X, — P X, HX%E(@X)
neN neN neN

Aplicando el funtor cohomolégico H : T°? — Ab al tridngulo anterior y de las

hipoétesis del enunciado, se deduce la siguiente situacién

H(l T)

Hx) Mm@ x,) T H(@ X,)

neN neN
o S

HX)— E[NH(Xn) — ];[NH(Xn).

Existe a € [[ H(X,) un elemento distinguido, a saber el que satisface a(n) = ay,
neN
para toda n € N.

Se afirma que @ € Nuc(H (1 — 7)). Para demostrar tal afirmacion basta ver que
(PnH (1 —7))(@) =0
para toda n € N. Donde p,, : [[ H(X,) — H(X,) denota la n-ésima proyeccién canéni-

neN
ca. Luego,

—H((1 - 7)) (@)
—H (jtn, — 71n) (@)
—H (11, (@) — H(p) H(7) (@)
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para toda n € N. Por lo tanto existe a € H(X) tal que H(S) = a. Por el Lema de
Yoneda se tiene que la correspondencia

Nat(Homy(—, X),H) —— H(X)
es biyectiva. Entonces, a € H(X) corresponde a una transformacion natural
Homy(—, X) —— H .

Dicha transformacién natural satisface lo siguiente. Sea Y € 7. Luego,

para todo f € Hom7 (Y, X,,). Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

/\

para toda n € N. Esto demuestra la segunda afirmacion.

En lo que respecta a la tercera afirmacién se tiene lo siguiente. Sea w € 2. Por lo
demostrado en el primer inciso, se sabe que ¢g(w) es sobreyectiva. Dado ¢(—, 5y) = o,
se concluye que ¢(w) es sobreyectiva.

Resta ver que ¢(w) es inyectiva. Sea f € Homy(w, X) tal que p(w)(f) = 0. Puesto
que w es un objeto compacto en T se deduce del Corolario 8 que

Hom7y(w, X) = colim(Homy(w, X5,)).

Luego, existe g : w — X, tal que el siguiente diagrama conmuta

w ! X
X,
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Note que,

n(w)(9) =p(w)(w; Bn)(9)
=p(w)(Bng)

=p(w)(f)
=0.

Es decir, g € Nuc(p,(w)) = K. Por lo tanto (g,w) € A,+1. Considere el triangulo
distinguido

v

B Xp 2 X1 —2 S(Bug) -

Luego,

Sng =Sn (’W’L(g,w) )
:(3n7>ﬂ(g7w)
=0.

Por lo tanto ,

J =0Bng
=(Bn+150)9
=Bn+1(5n9)
=0.

Se concluye que

Hom7 (w, X) o), H(w)

es un isomorfismo en Ab para todo w € Q. O

Lema 13. Sean T una categoria triangulada compactamente generada, 0 un conjunto
perfectamente generador para T y H : T°° — Ab un funtor cohomoldgico. Suponga
ademds que para cualquier familia de objetos {X;};jcs en T el morfismo candnico

H(@Xg‘) — ];[JH(X]-)

es un isomorfismo en Ab. Considere la subcategoria plena S C T cuyo conjunto de objetos
se describe como
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Obj(S) :={Y € T : p(X™(Y)) es un isomorifismo en Ab para toda n € Z},

donde

Homy(—, X) —2— H

es la transformacion natural descrita en el sequndo inciso del Lema 12. Se afirma lo
siguiente

1. QCS.
2. S es una subcategoria triangulada de T .

3. S es cerrada por coproductos en T .

Demostracion. En lo que respecta a la primer afirmacién se cumple lo siguiente. Sea
w € . Puesto que € es un conjunto perfectamente generador para 7T, se deduce que
Y™"(w) € Q para todo n € Z. Se sigue del tercer inciso del Lema 12 que w € S. Es decir,
QCS.

Para demostrar las segunda afirmacion basta ver que ¥71(S) € S y que S es cerrada
por conos.

Sean Y € ¥71(S) y n € Z. Luego, existe Z € S tal que Y = X71(Z). Entonces,
zMY) =2"(271(2))
=x""1(2),
el cual es un isomorfismo en Ab, pues Z € S. Por lo tanto Y € S.

Sea

A—— B —"— C —— %(A)
un triangulo distinguido tal que A, B € S.

Sean n € Z y F := Homy(—, X) : T°? — Ab. Luego, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos en Ab

n+1 u e (4 laen
Fret(p) S et (a) L ey U prip) S Pra)
(1 (B) = P14 | = (= (C) | w(E”(B))l% w(z"m))l%
H(S"™(B)) —— H(S™(A)) —— H(S(C)) ——s H(S(B)) —— H(S"(A)).
( ( ))1(2"“(10) ( ( ))H(En(w)) ( (C))H(En(v)) (="( ))H(Zn(u)) (X"(A))
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Se concluye por el Lema del Cinco que ¢(X"(C)) es un isomorfismo en Ab. Por lo
tanto C' € S. Es decir, S es una subcategoria triangulada de 7.

Resta demostrar que S es cerrada por coproductos en 7.

Sea {Y;}jes una familia de objetos en S. Considere @ Yj en 7. Sea n € Z. Se debe

Jj€J
verificar que
@(Z7l(§]§/j))
J
Hom7 (X"(D V), X) —— H(E"(D Yj)))
jeJ jeJ

es un isomorfismo en Ab. Note que

Homy (" () ¥;), X) = Homr (@D (1)), X)
jeJ jeJ
= ] Home (="(;), X)
jeJ
~T1EE )
jeJ
—H(@=(Y)))
jeJ
—HE" (@ Y)).
jeJ

Se concluye el resultado. O

Lema 14. Sean T una categoria triangulada compactamente generada, Q@ un conjunto
perfectamente generador para T y S una subcategoria triangulada plena de T cerrada por
coproductos en T tal que Q) C S. Entonces, S =T .

Demostracion. Sea S la subcategoria triangulada plena de 7 mas pequena que satis-
face las hipotesis. Note que S es compactamente generada con conjunto perfectamente
generador €.

Sea Y € T. Considere el funtor cohomoloégico
H =Homy(—,Y): S —— Ab .
Para cualquier familia de objetos {X;};cs en S el morfismo canénico

H(EE]XJ‘) — l;[JH(Xj)
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es un isomorfismo en Ab. Luego, se verifican las hipotesis del Lema 12. Por lo tanto existe
XeSy

Homg(—, X) —— Homy(—,Y)

una transformacion natural. Dicha transformacion natural satisface que ¢(w) es un
isomorfismo en Ab para todo w € Q.

Més atin, por el Lema 13 se tiene que ¢ es un isomorfismo en S’ una subcategoria
triangulada plena de 7T cerrada por coproductos en 7 tal que Q C S’. Por hipotesis S
es la subcategoria triangulada plena de 7 mas pequena que satisface dichas condiciones.
Entonces,

Homg(—, X) —— Homy(—,Y)

es un isomorfismo natural de funtores en S. Ahora, como el encaje de Yoneda es
pleno, existe f : X — Y en 7 tal que ¢ = (—, f). Por el axioma TRI1C, el morfismo
f: X — Y se puede completar a un tridangulo distinguido

f

X y 45 7y nx) .

Se afirma que f : X — Y es un isomorfismo en 7. Para demostrar tal afirmacion
basta ver que Z = 0.

Sea A € S. Aplicando el funtor cohomologico
Homp(A,—): T —— Ab
al tridngulo antes descrito, se obtiene la siguiente sucesién exacta

A A
Homy (A4, X) RASON Hom7(A,Y) {49, Homy(A,Z2) .
Dado que A € S, se sigue que p(A) es un isomorfismo en Ab. Por lo tanto Hom7 (A4, Z) =
0 para todo A € §. Puesto que 2 C S. En particular Homy(w, Z) = 0 para todo w € .
Por lo tanto Z = 0, pues ) es un conjunto generador para 7. Lo anterior implica que

f: X — Y es un isomorfismo en 7. Por lo tanto Y € S, pues X € S. Se concluye que
S=T. O

Teorema 6. Sean T una categoria triangulada compactamente generada y H : T °P —
Ab un funtor cohomoldgico. Si para cualquier familia de objetos {X;}cs en T el mor-
fismo candnico

H(EEBJXJ') — l;[]H(Xj)

es un isomorfismo en Ab. Entonces, H es representable.

Demostracion. La demostraciéon se sigue de los Lemas 12, 13 y 14. O
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3.5. El teorema del funtor adjunto

Como se menciond al inicio del capitulo, uno de los primeros resultados que se derivan
del teorema de representabilidad de Brown-Neeman es el conocido como teorema del
funtor adjunto. Este resultado establece lo siguiente.

Teorema 7. Sean S,7T categorias trianguladas con S compactamente generada y F :
S — T wun funtor triangulado. Si F' preserva coproductos. Entonces, existe un funtor
triangulado G : T — S tal que

Demostracion. Se buscara definir el funtor G : T — S y comprobar que cumple con las
condiciones enunciadas.

Se comienza estableciendo la asignacion a nivel de objetos. Sea X € T. Considere la
siguiente composiciéon de funtores

Hx :=Homy(F(—),X):S —— Ab .

Puesto que F': § — T es un funtor triangulado este preserva tridngulos distinguidos.
Entonces, Hx es un funtor cohomolégico. Ademas, para cualquier familia de objetos
{X;}jes en S el morfismo canédnico

Hx (D X;) — ][ Hx(X;)
jeJ jeJ

es un isomorfismo en Ab. Pues, por hipotesis F' preserva coproductos. Por lo tanto se
satisfacen las hipotesis del Teorema 6. Entonces, existe A € S tal que

Homy (F(—), X) = Hx = Homg(—, 4).
Se define G(X) := A.

Ahora, se precisa la asignacion a nivel de morfismos. Sea f : X — Y en 7. Considere
el siguiente diagrama conmutativo

Homy(F(-), X) 220 Homy(F(-), V)

~| E

Homgs(—, G(X)) —— Homs(—,G(Y)).

Dado que el encaje de Yoneda es fiel y pleno, existe un tnico g : G(X) - G(Y) en S
tal que ¥ = (—, g). Se define G(f) := g. Se verifica que la asignacion anterior es funtorial.

Sean f: X —Y,g:Y — Z en T. De la conmutatividad del siguiente diagrama
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(F(=):9/)

Homr (F(—), X) "2V Homr (F(-), v) 222 Homp (F(-), 2)

E E

Homg(—,G(X))(W)Homg(—,G(Y)) e )Homg(—,G(Z))

—//g
i (—.G(ah)

se deduce que G(gf) = G(g9)G(f).

Sea X € T. De la conmutatividad del siguiente diagrama

Hom(F(-), X V22 Homr (F(-), X)

~| E

Homs (=, G(X)) —— Homs (=, G(X))

se deduce que G(1x) = 1g(x)-
Por otra parte. Para cualesquiera X € S, Y € 7. Se cumple que
Hom7(F(X),Y) = Homs(X,G(Y)).

Del Teorema, 6 se deduce que dicho isomorfismo es natural en la variable X. Ademés,
por construccién, dicho isomorfismo es natural en la variable Y. Por lo tanto

O

El altimo resultado de este capitulo nos permitira, en secciones posteriores, establecer
una situacién de adjuncién en la que intervienen tres funtores distintos.

Teorema 8. Sean S, T categorias trianguladas con S compactamente generada y F :
S — T un funtor triangulado que preserva coproductos. Por el Teorema 7 existe un
funtor triangulado G : T — S tal que

Considere Qs un conjunto perfectamente generador para S. Entonces, G preserva
coproductos si y sélo si F(Qs) C Obj(T ©).
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Demostracion. =) Sean w € Qs y {X;};jes una familia de objetos en 7. Luego,

Homy(F(w), @ X;) =Homg(w, G(@ X;))
jeJ jeJ
~ Homs (w, D G(X,))
jeJ
= @ Homg(w, G(X;))
JjeJ
=P Hom7(F(w), Xj;).

Por lo tanto F(w) € T ©.

<) Sea {X;};jes una familia de objetos en 7. Considere @ X; en 7. Observe que
jedJ

Homs(w, G(EP X;)) = Hom7(F(w), P X;)
Jj€J JjeJ
=P Hom7 (F(w), X;)
Jje€J
::efa}hnng(w,G(A%))
Jj€J
=Homs(w, P G(X;))
JjeJ
para todo w € §2s. El morfismo canénico

G(P X)) —— B G(X))
jeJ jeJ

induce una transformacion natural

Homs(— G(@ X,)) 2 Homg (-, ® (X))

la cual satisface que (w, p) es un isomorfismo en Ab para todo w € Qs. Se afirma que
p es un isomorfismo en S.

Por el axioma TR1C, el morfismo p se puede completar a un tridngulo distinguido
en §

G(D Xj) — = @ G(X)) "> Z - B(G(D X)) -
JjeJ jed JjeJ
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Sea w € (s. Aplicando el funtor cohomolégico
Homg(w,—):S —— Ab

al triangulo antes descrito, se obtiene la siguiente sucesion exacta en Ab

Homs(w, G( X;)) 2 Homs(w, @ G(X;)) -2 Homs(w,Z) .

jeJ jeJ

Luego, (w,p) es un isomorfismo en Ab. Por lo tanto Homg(w,Z) = 0 para todo
w € Qs. Puesto que Qs es un conjunto perfectamente generador para S, se concluye que
Z = 0. Por lo tanto p es un isomorfismo en S. Se concluye el resultado. O
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Capitulo 4

Dualidad en categorias derivadas

El objetivo de este capitulo es establecer una autodualidad en la subcategoria de
complejos de cocadena acotados de longitud finita dentro de la categoria derivada de un
anillo. Para lograr este objetivo, mediante el teorema de representabilidad-adjuncién de
Brown-Neeman se buscard definir una situacién de adjuncién en el contexto de catego-
rias derivadas. Para definir el funtor del cual se derivan los adjuntos, surgen problemas al
definirlos fuera del contexto de categorias derivadas no acotadas. Para eliminar tal res-
triccion, se introduce el concepto de resoluciéon K-plana debido a N. Spaltenstein. Dado
que el funtor de restriccion de escalares estd en funcién del producto tensorial, es preciso
introducir previamente dicho concepto en el nivel de categorias de complejos de cadenas.
Finalmente, se obtiene la autodualidad buscada.

A lo largo de este capitulo R denota un anillo conmutativo con unidad.

4.1. Resoluciones proyectivas de complejos de cocadena

Una de las principales virtudes de las categorias derivadas es que permiten inter-
cambiar complejos acotados por otros equivalentes con propiedades més deseables. En
el contexto especifico de este estudio, se estd interesado en la existencia de resolucio-
nes proyectivas de complejos de cocadena. Més adelante, esta herramienta facilitard la
construccién de resoluciones para complejos no acotados.

Notacién 8. Sea A una categoria abeliana. Se denota por A-Proj a la clase de objetos
proyectivos de A.

Definicion 41. Sea A una categoria abeliana. Se dice que A tiene suficientes proyectivos
s1 para todo A € A existe f : P — A un epimorfismo en A tal que P € A-Proj.

Definicion 42. Sean A una categoria abeliana con suficientes proyectivos y X* € Ch(A)
acotado superiormente. Una resolucion proyectiva de X® es un casi-isomorfismo

Po € X*

71
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en Ch(A) tal que P" € A-Proj para toda n € Z.

Proposicion 46. Sea A una categoria abeliana con suficientes proyectivos. Todo X*® €
Ch(A) acotado superiormente admite una resolucion proyectiva.

Demostracion. Sea X® € Ch(A) acotado superiormente. Sin perdida de generalidad se
puede suponer que X*® # 0, pues en tal caso 1xe : X®* — X*® es la resolucion proyectiva
buscada. Puesto que X*® es acotado superiormente, existe a € Z tal que X* = 0 para
toda k > oy X% # 0. Se construye la resolucion proyectiva por recursion.

Paso base. Puesto que A tiene suficientes proyectivos existe ¢* : P — X% un
epimorfismo en A tal que P* € A-Proj. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

PY —— 0

o

X —— 0.

Paso recursivo. Sea n < «a. Se supone que se ha construido el siguiente diagrama
conmutativo

pn ar PnJrl dntl Pn+2

ien lETH» 1 l€n+2

X®.... —y xn-l : X" xn+l WXTH_Q*>
xe xe xe

donde se cumplen las siguientes condiciones
1. P*¥ € A-Proj para toda k > n y P* =0 para toda k > a.
d**t1d* = 0 para toda k > n.

ek . PP — X* es un epimorfismo en A para toda k > n.

- W N

H*(g) : Nuc(d¥)/Tm(d*') — Nuc(d%.)/Im(d5.") es un isomorfismo en Ab para
toda k > n.

A continuacién se busca construir la situaciéon anterior para el caso n — 1. En primer
lugar considere el siguiente diagrama de pull back

Q"1 —2— Nuc(d")
Ql b l&‘nINuc(d”) (41)

Xn_l ﬁ Nuc(d’r)l(.).
dve

Puesto que A tiene suficientes proyectivos existe 7 : P*~! — Q! un epimorfismo
en A tal que P"~! € A-Proj.

1

Sea e" ! :=qr y d"! := i"pr. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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\ Q"' —2— Nuc(d) _ X pn

n— 1\\\ B
€ . q l€n|Nuc(d”) en

Ny
Xn_l ﬁ NUC(d”)l(.) T> X",
d'e xe

Por construccién se tiene que P! € A-Proj y d*d"~! = (d"")pr = 0. Se supone
ademas que " |Nye(gn) : Nuc(d") — Nuc(d’.) es un epimorfismo en A. Lo anterior implica
que en el diagrama conmutativo (4.1) el morfismo ¢ : Q"' — X"~ ! es un epimorfismo
en A, entonces €1 : P"71 — X"1 es también un epimorfismo en A.

A continuacién se demuestra que

Nuc(d)/ Tm(d*) 2} Nuc(dZ.)/ Im(d221)

es un isomorfismo en Ab.

En el lenguaje de elementos (via el teorema de inmersion de Freyd-Mitchell) se cumple
lo siguiente.

Sobreyectividad. Sea y+Im(d%.") € Nuc(d%. )/ Im(d%."). En virtud de que " Nuc(dn) :
Nuc(d™) — Nuc(d%.) es un epimorfismo en A, entonces existe z € Nuc(d") tal que
e"(x) = y. Por lo tanto

H"(e)(z + Im(dn_l)) =e"(z) + Im(d}_.l)
=y + Im(da").

Inyectividad. Sea z + Im(d'y.") € Nuc(d")/Im(d"!) tal que
H"(e)(x + Im(d%.")) = €"(x) + Im(d%.") = 0.
Luego, £"(z) € Im(d%.") = Im(c??{_.l). Asi, existe w € X"~ ! tal que c??(_.l(w) = e"(x).
El diagrama (4.1) induce la siguiente sucesion exacta en A

0 — Q"' 5 X" 1@ Nuc(d") —— Nuc(d%.,) — 0

—T

donde g = ( 7 ) v h = (@(—.1 5”). Luego, (@(—.1 5”) <w> = (. Por lo tanto

existe y € Q" ! tal que <_qp> (y) = <_wx> En particular p(y) = z. Para finalizar, como
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r: P! — Q" ! un epimorfismo en A, existe z € P"~! tal que r(z) = y. Por lo tanto
d"1(2) = z, es decir z € Im(d"!). En conclusién x + Im(d""!) = 0 como se buscaba
demostrar.

Para finalizar la demostracion resta ver que €"~!|yye(gn—1) : Nuc(d"™1) — Nuc(dy.")

es un epimorfismo en A. Sea z € Nuc(d'y."). En particular d." () = 0. Por construccién
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Nuc(p) —— Q"1 —2— Nuc(d)

q‘Nuc(p)lg ql ign

Nuc(die") —— X" —— Nuc(d}.).
X.

Luego, existe y € Nuc(p) tal que q(y) = x. Puesto que r : P* 1 — Q" ! es un
epimorfismo en A existe z € P"! tal que r(z) = y. Ademés, note que d"~!(z) =
pr(z) = p(y) = 0. Por lo tanto z € Nuc(d™1). Por dltimo observe que qr(z) = q(y) = z.
En conclusion 5"‘1|Nuc(dn_1) : Nuc(d™ 1) — Nuc(d¥.") es un epimorfismo en A. O

4.2. Objetos compactos en R-Mod y D(R)

El objetivo principal de esta seccidén es ofrecer una caracterizaciéon precisa de los
objetos compactos en la categoria derivada de un anillo, es decir, D(R). Considerando
que los objetos de estudio son complejos de cocadena de R-médulos, no es sorprendente
que los moédulos que conforman estos complejos jueguen un papel crucial en determinar
cuando el complejo en cuestién es un objeto compacto. Por esta razon, se inicia la seccién
identificando algunos de los objetos compactos en la categoria de R-moédulos, es decir,
R-Mod.

Proposicion 47. Sea f : M — N un epimorfismo de R-mddulos. St Homg(M, —) :
R-Mod — Ab preserva coproductos. Entonces, Homg(N,—) : R-Mod — Ab preserva
coproductos.

Demostracion. Sean {M;};cy una familia de R-modulos y g : N — @ M; un morfismo
jed

de R-moédulos. Puesto que R-Mod es una categoria aditiva, por la Proposiciéon 41 basta

ver que la siguiente composicion de morfismos de R-mddulos

N5 @M s M
jeJ

se anula salvo una cantidad finita de j € J. Luego, la siguiente composicién de
morfismos de R-médulos

ML N @M T M
jeJ
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se anula salvo una cantidad finita de j € J, pues por hipoétesis M es compacto en
R-Mod. Por lo tanto 7jg = 0 salvo una cantidad finita de j € J, pues f : M — N es un
epimorfismo de R-modulos. 0

Corolario 9. Sea M un R-mddulo. St M es finitamente generado. Entonces, M es
compacto en R-Mod.

Demostracion. Puesto que M es finitamente generado existen n € Ny f : R®" — M un
epimorfismo de R-médulos. En virtud de que Homg(R®", —) : R-Mod — Ab presevra
coproductos el resultado se sigue de la Proposicién 47. O

Proposicion 48. Sea M* € Ch(R) un complejo acotado de R-mddulos finitamente ge-

nerados. Entonces, Homcygr)(M*®, —) : Ch(R) — Ab preserva coproductos.

Demostracion. Sean {M;_ ;}jes una familia de objetos en Ch(R) y f: M*® — GEBJM]' en
J

Ch(R). Puesto que Ch(R) es una categoria aditiva, por la Proposicion 41 basta ver que

la siguiente composiciéon de morfismos de complejos de R-mddulos

° f . i °
M HJIEEDJMj —— M;

se anula salvo una cantidad finita de j € J.

Sea j € J. Observe que 7jf = 0 si y solo si wffk = 0 para toda k € Z. Por otra

parte, como M* es un R-modulo finitamente generado para toda k € Z, se concluye de
la Proposicion 9 que la que la siguiente composicion de morfismos de R-modulos

k 71';.C
MF —— @ M} —— M}
jeJ
se anula salvo una cantidad finita de j € J.

Puesto que M?*® es acotado se concluye que m;f = 0 salvo una cantidad finita de
jed. O

Definiciéon 43. Sea X*® € Ch(R). Se dice que X*® es un complejo perfecto si este es
casi-isomorfo a un complejo acotado de R-mddulos proyectivos finitamente generados.

El siguiente teorema establece una caracterizacién realmente ttil de los objetos com-
pactos en la categoria derivada de un anillo.

Teorema 9. Sea X® € D(R). Las siguientes condiciones son equivalentes
1. X* es un complejo perfecto.

2. X* es compacto en D(R).
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Demostracion. 1) = 2) Sea {Y;};cs una familia de objetos en D(R). Puesto que X*® es
perfecto, existe P* un complejo acotado de R-médulos proyectivos finitamente generados
tal que X*® = P*® en D(R). Luego,

Homp(r) (X*, €D ¥7") = Hompr) (P, €D V)

jeJ jed
:HomK(R) (P.v @Yj‘)
jeJ
= Homeyr) (P, DY) /H(P . D Y))
jedJ jeJ
=(E5 Homenery (P*, Y7)) /(P H(P,Y7))
JjeJ jeJ
:@(HomCh(R)(P.a}/j.)/H(P.ay}.))
jeJ
=P Homg ) (P*,Y})
jeJ
=P Homp ) (P*,Y})
JjeJ
=P Homp ) (X°, ;).
jeJ

Por lo tanto X*® es compacto en D(R).

2) = 1) Se supone ahora que X*® € D(R) es compacto. Considere la siguiente familia
de morfismos en Ch(R) descritos en la Proposicion 29

{j%e: X* = 72"(X*) }nen.

Por la propiedad universal del producto se obtiene el siguiente diagrama conmutativo
en Ch(R)

I~ x*) == 72n(X*)
neN

I
|
€ |
|

X

Jxe

para cada n € N. Puesto que en cada grado del complejo H TZ”(X') tiene un

neN
numero finito de factores se deduce que de hecho

X — @ rn(X*) .
neN
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Puesto que X* € D(R) es compacto, se sigue de la caracterizacion de objetos com-
pactos (Proposicion 41) que la siguiente composicion de morfismos en D(R)

X q(m(e) @ TZn (X.) q(w(pn;) TZn (X.)

neN

se anula salvo una cantidad finita de n € N. En particular existe ng € N tal que
q(m(pn))q(n(€)) = q(n(pne)) = 0. Lo anterior implica que X* = 0 para toda k > ng + 1.
Lo anterior demuestra que X*® es un complejo acotado superiormente. Sin perdida de
generalidad se puede suponer que X* = 0 para toda k > 0.

Puesto que X*® es acotado superiormente se sigue de la Proposicion 46 que existe
ps —1 Xx*

una resolucion proyectiva de X®. Ahora, considere el sistema directo sobre N en D(R)
inducido por las truncaciones estipidas

{a((sn)) : =(P*) = 0=~ D (P*)}en, (4.2)
donde
" 0, sik<-n.

El siguiente diagrama ilustra las componentes del sistema directo en Ch(R)

snl l l 1pnl 1p—<n—1>l
o2 (po) Ly )y p=(ntD) p-n p-(n-1) ., .

El sistema descrito en (4.2) induce a la par un sistema directo sobre N en R-Mod
{(sn)* + (0= (P*))F = (0=~ FD(P)) ) e

para cada k € Z (en particular en N pues el complejo es acotado). Es claro que
P* = colim(o=~ (™ (P*)*) para cada k € Z. Por lo tanto se deduce del Lema [?] que

colim(Homp gy (P*, o=~ (P*)) = Homp gy (P*, P*).

En particular existen m € Ny f : P* — 02(-™)(P*) en D(R) tal que el siguiente
diagrama conmuta en D(R)
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P.

43
N /qw;:“)) (4.3)

o2(-m) (pe).

P.

Es importante notar que o=(~™(P*) es un complejo acotado inferiormente y por lo
tanto acotado. Sin perdida de generalidad se puede suponer que existen a,b € Z con
a < b tales que o=(=™)(P*)* = 0 para toda k ¢ [a, b].

Sea Q°* = 0=(~™)(P*). Hasta este punto se ha logrado demostrar que el morfismo
1pe : P* — P*® en D(R) se puede factorizar a través de Q® un complejo acotado de R-
modulos proyectivos. Se demuestra por induccién que dicha factorizacién se puede lograr
a través de un complejo acotado de R-moédulos proyectivos finitamente generados.

Sea ¢ € [a,b] el mayor entero tal que se puede encontrar una factorizacién como en
(4.3) tal que QF es un R-modulo proyectivo finitamente generado para toda k < c. Se
sabe que Q¢ es un R-modulo proyectivo. Mas aun, se puede suponer que Q€ es un R-
modulo libre (por la forma en que se encuentras las resoluciones proyectivas), entonces
existe I. un conjunto tal que Q¢ = RUe) = @ R. Por hipétesis de induccion Q°~! es un

i€l
R-modulo finitamente generado, por el Corolario 9 se concluye que Q°! es un objeto
compacto en R-Mod. Se sigue de la caracterizacion de objetos compactos (Proposicion

41) que existe J. C I, con J, finito tal que el siguiente diagrama conmuta

dg.l

Q! D R

i€le
(A HJic

@ R.

lEJC

Por otra parte, el epimorfismo canonico de R-modulos 77, : @ R — € R induce
i€l i€le—Jc
un epimorfismo en Ch(R)

Q —— ( @ R[]

i€l.—Je

donde,

k) T si k= c,
7 0, sik#ec.

El siguiente diagrama ilustra la situaciéon
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Q- chl dae Q° Q*® Qc+l

Sea K*® = Nuc(n). Observe que

Nuc(my,)= @ R, sim=c,

Km = i€Je
Q™, sim # c.
Por lo tanto se tiene la siguiente sucesion exacta en Ch(R)
0 K*—5 Q" —5( @ RP°[-d—0.
iclo—Je

Luego, existe (1) : ( @ R)°[—¢] — K°*[1] en D(R) tal que
iele—Je

Ko 170 0 q(ﬁ(n))( @D R)°[—( 8(n) K*[1]
i€le—Je

es un triangulo distinguido en D(R). Aplicando el funtor cohomolégico Homp gy (P*, —) :
D(R) — Ab al triangulo distinguido anterior, se obtiene la siguiente sucesion exacta en
Ab
(P*A) o ey (P51) . o
- HomD(R)(P , Q%) -1 HomD(R)(P 7(' I@J R)°[—c])
1€le—Je

Homp g, (P*, K*)

donde ¥ = q(7(y)) y 7 = q(w(n)). De (4.3) se deduce que (P*,7)(f) = 1f = 0,
entonces existe g € Hompg)(P*, K*®) tal que (P*,7)(9) = 7g = f. Luego, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

pP* Lpe pP*
N
Ke*.

donde h = q(7(ips"))7. Observe que K* es un complejo acotado de R-modulos pro-
yectivos tal que K" es un R-moédulo finitamente generado para toda n < c. El paso
inductivo est& cubierto.

Lo anterior demuestra que el morfismo 1pe : P* — P*® en D(R) se puede factorizar
a través de L® un complejo acotado de R-mddulos proyectivos finitamente generado, en
particular L® es un complejo perfecto. Considere una factorizacion de este tipo
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pP* Lpe P
NS
Le.

Sea e = af. Observe que ¢ = (af)(af) = a(Ba)B = af, entonces e : L* — L*®
es un idempotente en D(R). Asi, L* = Nuc(e) @ Nuc(1 — e). Mas aun, P* = Nuc(l —
e). Puesto que L® es perfecto se concluye que P*® es también perfecto. Se concluye la
demostracién O

4.3. Producto tensorial de complejos de cocadena

Como indica el nombre de la seccién, se introduce el concepto de producto tensorial
de complejos de cocadena de R-moédulos, motivado en el producto tensorial de R-Mod.
Ademas, se demostrara que esta construccion es funtorial en ambas variables v, més atn,
se extendera de manera candnica a la categoria homotépica.

Proposicion 49. Sean X°* Y* € Ch(R). Sea n € Z. Se define

(Xo ® Yo)n — @ (Xn+k ®Rr Yfk)
keZ

Ademds, se busca definir el n-ésimo diferencial
Pregys (X Q@Y — (X @ YV*)"HL
En particular,

Tregys : DX @R Y F) — @ XD gp YI).
keZ JEL

En términos matriciales. Se define

A ® 1y, sis=r
[@%ewye],y = (D)™ (L @ dyd ), sis=r+1
0, en otro caso

donde (r,s) € ZLX L y [d%egys],  : X" TS QRY 5 — XD+ @py =T,

TS
Se afirma que (X®* @ Y*®, dxegys) es un complejo de cocadena de R-mddulos.

Demostracion. Sea n € Z. Basta ver que (d%sgye)(d¥agye) = 0.

Recuerde que

[(d}'®Y')(d}i}®Y' )] r,8 = Z [ §.®Y.:|T‘,k [dgl(:}g)y']k,s'
kEZ
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Sea r € Z. Por la forma en que se definieron las diferenciales basta estudiar los casos
cuando s € {r,r + 1,7 4+ 2} pues fuera de este conjunto los diferenciales son cero.

Caso s—r.
[( %'@Y')(d}t%l")] rr = Z [ §'®Y'} rk [d}_'}g)y'} k,r
kEZ
= [dr)l('@)y'] rr [d?(_-ég)y-] r,r
= @ 1y ) (d VT @ 1y)

= dT T @ 1y

=0.
Caso s=r-+1.
[(@Reoye) (@aiye)]pn =D [deaye], (Ao byl
keZ
n n—1 n n—1
= [dX'®Y’]r,r [dX’®Y']r,r+1 + [dX'®Y']T,T+1 [dX.®Y.L’+1:T+1
:(d?{tr & 1Y77‘)((_1)(n71)+r+1(]-X(nfl)JrrJrl & d;SrJrl)))
F((=D)" T (L yners © dy TN ATV @1y 4))
n-+tr( n+r —(r+1 n-+r n-+r —(r+1
=(—1)" (A5 @ dy )+ (1T AR @ dy )
=0.
Caso s=r-+2.
(@) (@xaiye)],no =D [eaye] [dxemye] i p0)
keZ
:[ ?P@Y‘] ror+l [d}jéY'] r4+1,r42
=1 (Lnirn @ dyd TN H (i @ dyp )
:(_1)n+r+1(1xn+r+l ® d;ET+1)d;ET+2)))
=0.
Se concluye que (X® ® Y*®, dxegye) es un complejo de cocadena de Rmoédulos. ]

Proposicion 50. Sea X € Ch(R). Se definen las siguientes asignaciones
X* ® —: Ch(R) — Ch(R).
A nivel de objetos. Sea Y* € Ch(R). Se define X®* ® Y*® como en la Proposicion 49.
A nivel de morfismos. Sea f: A* — B® en Ch(R). Sea n € Z. Debe suceder que

(X*@f)": (X* @ A*)" = (X* @ B*)".
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En particular,

(X*@f)": @ X" er A7) - @ (X" or B7).
kezZ JEZ

En términos matriciales. Se define

Iyntr @ f77, sis=r
0, en otro caso

ey, = {
donde (r,s) € Z X Z y [(X*® f)"s : X" @p A% = X" @p B,

Se afirma que
X*®*® —: Ch(R) — Ch(R)

es funtor aditivo.

Demostracion. La asignacién en objetos estd bien definida en virtud de la Proposicion
49.

Sea f:Y*® — Z* en Ch(R). Se inicia demostrando que en efecto X°*®@ f : X*QY* —
X°® ® Z* es un morfismo en Ch(R).

Sea n € Z. Basta ver que
(X® @ )" (d%egae) = (d%egpe) (X @ f)".

Sea r € Z. Por la forma en que se definié el candidato a morfismo de complejos basta
estudiar el caso cuando s = r pues en otro caso la identidad se satisface trivialmente.

Luego,

(eap)(XT@ )], =) [dXeape],  [(X© )],
k€EZ

=[d%eepe], (X @ 1)),
=(d5 @ 1g)(lxntr @ f77)
=dt @ "

=(Lxn+1er @ fT) (A5 @ 14-r)
=[x @ )", [dxesael,,

- Z [(X*@ f)n+1]r,k[ §'®A']k,r

keZ
=[(X* @ /)" (@], e

Sean f: W*® —=Y®yg:Y*® — Z° morfismos en Ch(R). Lo siguiente a demostrar es

que
X*®(gf)=X"2g)(X*® f).
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Sean n,r € N. De nuevo, el caso de interés es cuando s = r, pues cuando s # r la
identidad se satisface trivialmente. Luego,

(Xt @9 (X 0N, => [(X*©9"],  [X ©n,,

kez
[(x*®9)"], [(X*®N)"],,
(Ixn+r @ g~ )(1Xn+r ® f )
(Lxner ®g™"f7")

(1xn+r (gf) ")

[(X* @ (g/)"],,-

Resta verificar la aditividad. Sean f,¢:Y*® — Z*® morfismos en Ch(R). Lo ultimo a
demostrar es que

@(f+9)=X*@f)+(X*®9).

Sean n,r € N. De nuevo, el caso de interés es cuando s = r, pues cuando s # r la
identidad se satisface trivialmente. Luego,

(X (f+9)"],, =lxmr® (F+9)7"
=lxntr @ (f"+g")
=(1xner @ f77) 4+ (Ixnsr ® g™ ")
=[x e, + (X 9",

Por todo lo demostrado anteriormente se concluye que X® ® — : Ch(R) — Ch(R) es
un funtor aditivo. O

Proposicion 51. Sea X*® € Ch(R). El funtor aditivo X* ® — : Ch(R) — Ch(R) induce
un tinico funtor aditivo X*®— : K(R) — K(R) tal que el siguiente diagrama conmuta

Ch(R) — K(R)

x-®_l lx.@)_

Ch(R) —— K(R)

Demostracion. Sea f : A* — B® en Ch(R). Por la propiedad universal de la categoria
homotopica K(R) basta demostrar que si f ~ 0, entonces X®* ® f ~ 0.

Se supone que f ~ 0. Luego, existe {h¥ : A¥ — B*¥~1}; .7 una familia de morfismos
en Ch(R) tal que

= v dg T (4.4)
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para toda r € Z.

Sea k € Z. Se define h* : (X* @ A®)F — (X* @ B*)*~! como

@k] o 1yrtr-1 @ h*(Tfl), sis=r—1
s 0, en otro caso

donde (r,s) € Zx Zy [}\Lk]rs : Xkts @p A7 - X=D4r @p BT

Sean k,r € Z. De nuevo, el caso de interés es cuando s = r, pues cuando s # r la
identidad se satisface trivialmente. Luego, de (4.4) se deduce lo siguiente

(X*® f)k}r,r =lxitr @ 7
=lxrir @ (K0 +dgethT)
=((Lyrtr @ A" Akt @ d2))) + ((Lxrrr @ dge (L xrer @ 7))
=((Lyrer @ AT (1) (1xaer @ di1)))
(=DM (L yrer @ dge ™) (I xner @ A7)
- mk—ﬂ]r,r—l [dl§(.®A.]r—1,r + [dl;:(_‘}®3°]r,r+1 [ﬁk] r+1l,r

= Z U;k—i_l} r,J [dk '®A']j,r + Z [d];(_'éi)B‘] [ Uik} @,
JEL 1Y/

_ [pk+1 3k k—1 Tk
=|h dX’®A']r,r + [dX'(X)B'h ]r,r
k+1 jk k—1 Tk
=[h"dxegae + diagpah], -

Por lo tanto X®* ® f ~ 0. Luego, existe X*®— : K(R) — K(R) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Ch(R) —— K(R)
X'®{ lx‘@—
Ch(R) —— K(R)
O

Notacion 9. Sea X* € Ch(R). Por simplicidad se suele denotar a X*®@— por X® @ —
cuando no exista lugar a confusion.

Proposicion 52. Sea Y* € Ch(R). Se definen las siguientes asignaciones
—®Y*:Ch(R) — Ch(R).
A nivel de objetos. Sea A®* € Ch(R). Se define A* ® Y'® como en la Proposicion 49.

A nivel de morfismos. Sea f: A®* — B® en Ch(R). Sea n € Z. Debe suceder que
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(f ® Y.)TL : (A. ® Y.)TL _> (B. ® Y.)TL'
En particular,

(FeY)": @A FerY¥) = @ (B er Y ).
kez JEZ

En términos matriciales. Se define

P R1ly—r, sis=r

0, en otro caso

[(f@Y*)"]s = {
donde (r,8) EZXZ y [(f @ Y*) s : A" @R Y5 — B @p Y.

Se afirma que
—®Y*:Ch(R) = Ch(R)

es funtor aditivo.

Demostracion. Esta demostracion es anédloga a la de la Proposicion 50. O

Proposicion 53. Sea Y* € Ch(R). El funtor aditivo — ® Y* : Ch(R) — Ch(R) induce
un tnico funtor aditivo —Y* : K(R) — K(R) tal que el siguiente diagrama conmuta

Ch(R) —" K(R)

7®Y‘l l—®y°
Ch(R) —— K(R)

™

Demostracion. Esta demostracion es anédloga a la de la Proposicion 51. O

4.4. Complejos K-planos

En 1988, N. Spaltenstein introdujo en “Resolutions of Unbounded Complexes"[29] la
definicién de resolucién K-plana. Esta nocién permite la definicién de funtores derivados
en contextos mas generales, donde no es necesario trabajar exclusivamente dentro del
marco de las categorias derivadas acotadas. La demostracién que aqui se presenta de la
existencia de tales resoluciones es una adaptacion utilizando la existencia de resoluciones
proyectivas.

Definicion 44. Sean A una categoria abeliana y X® € Ch(A). Se dice que X* es aciclico
si H*(X®) =0 para toda n € Z.

Definiciéon 45. Sea K* € Ch(R). Se dice que K*® es K-plano si para cualquier X® €
Ch(R) aciclico se tiene que X® ® K* es aciclico.
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La siguiente proposicién suele demostrarse utilizando herramientas como la teoria
de sucesiones espectrales. Sin embargo, la demostracion que aqui se presenta adopta un
enfoque més artesanal.

Proposicién 54. Sea P* € Ch(R). Si P* es un R-mddulo plano para toda k € 7,
entonces P* es K-plano.

Demostracion. Sea X*® € Ch(R) aciclico. Por la Proposicion 49 para demostrar que
X* ® P* es aciclico basta ver que

Nuc(d%egpe) € Im(dial ps).

para toda n € Z. El siguiente diagrama ilustra el complejo X*® @ P*;

d":l . dn- .
RN @ (X(n71)+k ®R Pflc) % @ (Xn+k R Pfk) ﬂ) @ (X(n+1)+k: QR Pfk) ...
keZ keZ keZ

Sean n € Z y z € Nuc(d'yegpe). En particular

z€ @ (X"r g P7F).
keZ

Por lo tanto z(k) € X" *@g P~F para toda k € Zy z(k) # 0 para una cantidad finita
de k € Z. Luego, existen «, € Z con o < 3 tales que z(k) # 0 para toda k € [«, 5].

Puesto que d'yeg pe(2) = 0 se deduce que

(@ @ 1p-i)(2(k)) = (=1 (Lynirer ® dpdFT)(2(k + 1)), (4.5)

En particular

(@5 © 1p-) (2(8)) =(—1)" (Lynsss © dplV)(2(8+ 1))
=(—1)""P(1xnips1 ® d;£ﬂ+1))(0)
=0.

Lo anterior implica que
2(8) € Nuc((dyt? @ 1p-s) = Im(dt” ' @ 1p-s),

puesto que el complejo X*® P~# es aciclico ya que por hipotesis P~ es un R-mo6dulo
plano. Luego, existe w(B) € X"~ @r PP tal que

(A5 @ 1p-s)(w(B)) = 2(8). (4.6)

Por 1o tanto

[detpe] 5.5 (W(B)) = 2(8).
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Por otra parte. De (4.5) y (4.6) se sigue que

(A7 @ 1po ) (1) (Lnsss @ dpl) (w(B))) =

(D)™ (Unrs ® dpd)(dys" 7 @ 1p-s)(w(B))
=(~1)" " (Lynis ® dpt) (2(8))

(A5t @ 1pop) (2(8 — 1)).

En consecuencia

(d}—tﬁ_l ®@1p-p1)(2(B— 1)+ (—1 )nJrB(lX"H* 1 ® dp-)( w(B))) =
5 L) (5 1)
(

HAET @ Lo ()™ (Lxnssar @ 4 (w(8)))
=0.

Lo anterior implica que
2(B=1)+(=1)"F (Lynssr@dp2) (w(B)) € Nue(dye’ ' @1p-pin) = Im(d5E" @1 p-51)

puesto que el complejo X® ® P~P+1 es aciclico ya que por hipotesis P~#t! es un
R-modulo plano. Luego, existe w(B — 1) € X"F=2 @ P~A*+! tal que

(@572 @ 1posn)(w(B = 1)) = 2(8 = 1) + (=1 (Lyweis ® dipd) (w(B)).
Por lo tanto
[d%eepe] g1 51 (W(B = 1) + [dxagpe] 51 5 (w(B)) = 2(8 —1).
Siguiendo este proceso se puede encontrar w(k) € X=D+k @ P~k tal que
(@3 @ 1p)(wlk) = 2(k) + (~1)" 7 (Lgnin @ dpt ™) (wk + 1)),
para toda k € [a, 5]. Es decir

(A% pe] o (W(R)) + [d5a pe] oy (w(k + 1)) = 2(k), (4.7)
para toda k € [«, 3]. Para finalizar, basta definir

w(k) = {w(ks), si ks € [a, B

0, en otro caso

Por construccion se tiene que w € @ (X™D+k @p P=%) y de (4.7) se concluye que
keZ

d’}{.ép. (w) = z. Es decir, z € Im(d}igp.). Por lo tanto X°®® P* es aciclico. En particular
P* es K-plano. ]
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Teorema 10. Todo X* € Ch(R) admite una resolucion K-plana.

Demostracion. Sean X® € Ch(R) y N = {n € Z : n > 1}. Considere {r, : 7="(X*) —
7S (X *) ) en el sistema directo sobre N en Ch(R) donde

1yr sik<n—1
(rn)k =Qiyr sik=n
0 sik>n
Por recursién se busca construir
. ° °
{Sn . Pn - Pn—l—I}HEN

un sistema directo sobre N en Ch(R) talque P? es un complejo acotado superiormente
de R-moédulos planos para toda n € N. Simultaneamente, se establece la existencia de
una familia de casi-isomorfismos

{en: Py — TS”(X°)}neN
con la propiedad de que spen+1 = rnen para todan € N.

Paso base. Puesto que 7=°(X*®) es un complejo acotado superiormente, por la Pro-
posiciéon 46 existe

Py~ 70(x?)

un casi-isomorfismo tal que FJ es un complejo acotado superiormente de R-médulos
proyectivos, en particular planos. Luego, basta considerar P*; = 0y e_; = 0. De tal
forma se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

0 —— P2

|k

r<1(Xx*) - 7=0(X*).
Paso recursivo. Sea n > 1. Se supone que se ha construido la siguiente situacion

. Sn—1 °
C— _—
Pn—l Pn

an_ll lsn

s TEUX®) o TENXY) o TE(XY) ——

Sean Q® = P2, Y = 75X y f=rpe,: Q° — YV°.

En vista de que @Q® y Y* son complejos acotados superiormente se concluye que
c(f)[—1] es también un complejo acotado superiormente. Por lo tanto, por la Proposicion
46 existe
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L* — ()1

un casi-isomorfismo tal que L*® es un complejo acotado superiormente de R-médulos
proyectivos, en particular planos. Para ser precisos g es de la forma

g=(4): 20 > elpl-ul

Ademas, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

mn

L.
L — Lo

g”l lgn‘i’l

Qn Yn ldn Qn Yn—l
c(f)[-1]

para toda n € Z. Por lo tanto

diegt = 91 pHidy., (4.8)

(—D)(f g + di'gy) = g5 dfe (4.9)

para toda n € Z. La ecuacién (4.8) implica que g1 : L* — @Q°® es un morfismo en
Ch(R). Se define

h = (gg[l] f) : C(—gl) —Y°.

La ecuacién (4.9) implica que el siguiente diagrama conmuta

dTL
L+l ® Q" e(=91) nt2 D Qn-‘,—l

hnl lhnﬁ-l

n n+1

para toda n € Z. Por lo tanto h : c(—g1) — Y'® es un morfismo en Ch(R).

Observe que

c(h) =(L*N]eQ)1)) 2 Y*
=(L*2leQ*1))oY*
=L*2] @ (Q*[1]eY"®)

( ‘e (@Y [-1])[1]

L@ Qe Y*[-1])[1]
=C(g)[1]-
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En vista de que g es un casi-isomorfismo se deduce que c(g) es un complejo aciclico.
En particular, c(g)[1] también es un complejo aciclico. Ahora bien, como c(h) = c(g)[1]
se concluye que c(h) es un complejo aciclico y por lo tanto h es un casi-isomorfismo.

Para finalizar, considere Py, := c(—g1), fut1 := h y sp = . Es importante

0
1ge
observar que c(—g1) es un complejo acotado superiormente de R-mo6dulos planos. Ade-
mas,

0
hSn = (92[1] f) <1Q.> = f = Tn€n.-
Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

° Sn °
—>
Pn Pn+l

Enl lan—o—l

TSR(X®) — rsntlxe).
El paso recursivo esta cubierto.

Sea P*® := colim(Py). Luego, se tiene la siguiente situacion

P
|
sz = “\ P7;+1 e
Enl ll: € i5n+l
I
|
|

. N Tén(XO) - TS”“(X') N
m ‘4/' Al
X°.

Por otra parte, de la Proposiciéon 43 se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con
renglones exactos en Ab

0— @ HY(P)) —— @ HY(P}) —— H"(P*) —— 0

keN keN
F F Hn(e{

0 —— @ H(75F(X*) —— @ H"(7=F(X*)) —— H™(X*) —— 0
keN keN

para cada n € Z. Se concluye del Lema del Cinco que H"(¢) : H"(P®) — H"(X*) es
un isomorfismo en Ab para toda n € Z.

Para finalizar. Observe que P* = colim(PF), por construccion P¥ es un R-moédulo
plano para toda n € Z. Por lo tanto colim(P¥) = P* es un R-modulo plano para toda
k € Z. Se concluye de la Proposicion 10 que P® es un complejo K-plano. O
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4.5. Producto tensorial derivado

Una vez definido el esencial concepto de complejo K-plano, esta secciéon se dedica a
explorar algunas de las propiedades que estos complejos ofrecen para la definicién de
funtores entre categorias derivadas no acotadas.

Lema 15. Sea K* € Ch(R). El funtor — ® K* : Ch(R) — Ch(R) preserva conos.

Demostracion. Sea f: X®* — Y*® en Ch(R). Luego,

c(fe K*)" :[(X' QK*)]® (Y*® K')]n

=(X*@ K)o (Y o K*)"

:[@(X(TL+1)+k R K—k)] @ [@(Ynﬂ‘ SR K‘j)]
kEZ JEL

— @ n+z )+1 @r K~ ) (Yn+i R K*@)]
1€EZ

_69 X. @Y.n—H@RK )
1€EZ

~P(c(f) op K7)
1€Z

=(c(f) ® K*)".

para toda n € Z. O

Proposicion 55. Sea K* € Ch(R). Si K*® es un complejo K-plano, entonces el funtor
aditivo

— ® K*: Ch(R) — Ch(R)

preserva casi-isomorfismos.

Demostracion. Sea f: X®* — Y*® en Ch(R) un casi-isomorfismo. Por el Lema 15 se deduce
que c(f® K*®) =c(f)® K*. Puesto que c(f) es un complejo aciclico y K*® es un complejo
K-plano se concluye que c(f ® K*®) es un complejo aciclico. O

Lema 16. Para cualesquiera X*,Y* € Ch(R) se satisface que (X*®@Y*)[1] = X°*[1]@Y"°.

Demostracion. Sea n € Z. Observe que
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((X. ® YO)[I])n :(X. ® Y.)n—i-l

_@ n+1 +k QRY ™ k
keZ

_ @(X(n-i-'i‘)-‘rl) ®R Y—k‘
kEZ

=@P(x* 1) erY*)

keZ
—(X*[]@Y*)".

Proposicion 56. Sea K* € Ch(R). El funtor aditivo
~®K*:K(R) = K(R)
es triangulado.

Demostracion. Sea

n: A® (] Be 9] e (h]

A*[1]
un tridangulo distinguido en K(R). Por el Lema 16 basta demostrar que

[fIRK® DELN DELN

A*R@K®* —— B*QK®* —— C* @ K* —— A*[l|®@ K*
un tridngulo distinguido en K(R). Puesto que 7 es un tridngulo distinguido, existe s :

Q* — P* en Ch(R) tal que el siguiente diagrama conmuta en K(R)

ae N pe 0 e B 4

|4

Q — P i <s) 7 @7l

Basta aplicar el funtor aditivo —®K*® : K(R) — K(R) al diagrama anterior para concluir
el resultado. O

Corolario 10. Sea K* € Ch(R). Si K* es un complejo K-plano, entonces el funtor
triangulado —RK* : K(R) — K(R) induce un tinico funtor triangulado —@K® : D(R) —
D(R)

tal que el sigutente diagrama conmuta
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K(R) —X— D(R)

el L
K(R) —— D(R).

Es usual denotar a —@K® simplemente por — @ K*°.

Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicion 55, la Observacion 6 y el
Corolario 6. O

Lema 17. Sea K* € Ch(R). El funtor K®* ® — : Ch(R) — Ch(R) preserva conos.
Demostracion. Esta demostracion es andloga a la del Lema 15. O

Proposicion 57. Sea K* € Ch(R). St K* es un complejo K-plano, entonces el funtor
aditivo

K* ® — : Ch(R) — Ch(R)
preserva casi-isomorfismos.
Demostracion. Esta demostracion es andloga a la de la Proposiciéon 55. O
Lema 18. Para cualesquiera X°®,Y* € Ch(R) se satisface que (X*®Y*)[1] = X°*®@Y*[1].
Demostracion. Esta demostracion es analoga a la del Lema 16. O

Proposicion 58. Sea K* € Ch(R). El funtor aditivo
K*®—:K(R) = K(R)
es triangulado.

Demostracion. Esta demostraciéon es anédloga a la de la Proposicion 56. O

Corolario 11. Sea K* € Ch(R). Si K*® es un complejo K-plano, entonces el funtor
triangulado K*®— : K(R) — K(R) induce un tinico funtor triangulado K*®— : D(R) —
D(R)

tal que el siguiente diagrama conmuta

K(R) —— D(R)
K'@—l lK‘@—
K(R) — D(R).
Es usual denotar a K*®— simplemente por K®* @ —.

Demostracion. Esta demostracion es analoga a la del Corolario 10. O
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Lema 19. Sea f : P* — Q°® en Ch(R) con P* y Q°® complejos K-planos. Si f es un
casi-isomorfismo, entonces para todo X* € Ch(R) se tiene que

X'Rf: X°®P°* = X*®Q°
es un casi-isomorfismo.

Demostracion. Sea X*® € Ch(R). Por la Proposicion 10 existe € : Kxe — X*® una resolu-
cion K-plana de X*®. Luego, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

donde las flechas punteadas son casi-isomorfismos por los Lemas 55 y 57. De lo anterior
se concluye que X°® ® f es un casi-isomorfismo. O

4.6. Adjuncién de cambio de anillos derivada

Es en esta seccion donde el teorema de representabilidad-adjuncién de Brown-Neeman
exhibe su potencial. Se inicia la secciéon demostrando que la categoria derivada de un
anillo es compactamente generada.

Lema 20. Sean A una categoria abeliana, X*® € Ch(A) y A € A. Entonces,
H"(Hom4(A, X*)) = Homg ) (A°[—n], X*)
para toda n € 7.

Demostracion. Sea f = {f¥ : (A°[-n])* — X¥}rez una familia de morfismos en A. El
siguiente diagrama ilustra la situacién

A°l—n]:--- 0 A 0
lfnfl lfn lf’nﬁ»l
X® ... Xn—l — Xn _ Xn—l—l e
d}o dX'

En primer lugar observe que f es un morfismo en Ch(A) si y so6lo si d%.f" = 0. Lo
anterior es equivalente a que f € Nuc(Hom 4(A4,d%.)).

En segundo lugar observe que f ~ 0 si y solo si existe h” : A — X"~ un morfismo
en A tal que d?{.lh” = f™. Lo anterior es equivalente a que f™ € Im(Hom4(A4, d?{.l)).

Por las dos observaciones anteriores se concluye el resultado. O
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Corolario 12. Sea R un anillo. Para todo X*® € Ch(R) se tiene que
H(X*) = Homyg (R[], X*)
para toda n € 7.

Demostracion. El resultado se sigue del Lema 20 considerando A = R-Mody A =R. O

Proposicion 59. Sea R un anillo. La categoria derivada D(R) es compactamente gene-
rada.

Demostracion. Sea Q = {R°[—n] : n € Z}. Se deduce del Teorema 9 que R°[—n] es un
objeto compacto en D(R) para toda n € Z.

Sea X* € D(R) tal que Hompgy(w, X*) = 0 para todo w € Q. Luego,

H"(X*) =Homg g (R°[-n], X*)
=Homp g, (w, X*)
=0

para toda n € Z. Es decir, X*® es un complejo aciclico. Por lo tanto X®* = 0 en D(R).
Se concluye que D(R) es compactamente generada. O

Proposicion 60. Sea (R, m, k) un anillo local. Se definen las siguientes asignaciones
— @Yk :D(R) = D(k).

A nivel de objetos. Sea X* € D(R). Por el Teorema 10 existe € : Kxo — X°® una
resolucidn K-plana de X°®. Se define

X* QL k= Kxo ® Kk°.

A nivel de morfismos. Sea A : X®* — Y*® en D(R). Por el Teorema 10 existen exe :
Kxe — X® eye : Kye = Y® y cpo : Ko — K° resoluciones K-planas de X°®, Y* y
k° respectivamente, donde €xe,eys son morfismo en Ch(R) y ek, ., es un morfismo en
Ch(k). Se busca definir

Al k: X*@lk =Y lk.

En particular debe suceder que

)\@LI{IKXo ®I€o—>KYQ®K’,O.

Considere el siguiente diagrama en D(k)
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X @ Ko 2255 yo g K

+~ +~

a(m(exe)BKoo §q<w<syo>>®Kﬁo
KX. ® KKO KYO ® KHO
Kxealr(er,0))| Ko Balr(er, o))

2 2

KX. ® I/io KYC ® KZO
donde las flechas punteadas son isomorfismos en D(R). Sean o = Kx+®q(m(ek . )),

B=q(m(exs))®Kye, v = q(m(eys))®Kye y § = Kye®q(r(ck,.)). Finalmente, se define

Aol k= 6y T (ARK e ) fa .

Se afirma que — @Y k : D(R) — D(r) es funtor triangulado.
Demostracion. La demostracion de sigue del Lema 19 y el Corolario 10. O
Lema 21. Sea {Mj.}jej una coleccion de objetos en D(R). Por el Teorema 10 existe
gj+ K5 — M7

una resolucion K-plana de Mj‘ para cada j € J. Entonces,

e PE; P

jeJ jeJ
es una resolucion K-plana de @ M;.
JjeJ

Demostracion. En primer lugar. Note que

c(e) = Pele)). (4.10)

Jj€J
Ademas, c(e;) es un complejo aciclico para cada j € J. Pues, ¢; : K? — M3 esun casi-
isomorfismo para cada j € J. Dado que el coproducto de complejos aciclicos es aciclico,

se concluye de 4.10 que c(¢) es un complejo aciclcio. Por lo tanto € : €D K? — D M es
jeJ jeJ
un casi-isomorfismo.

En segundo lugar. Note que (P K7)" = P K} es un R-modulo plano para toda
jed jed
n € 7. Pues, el coproducto de R-médulos planos es plano.
O

Proposicion 61. Sea (R, m, k) un anillo local. El funtor triangulado

— @Yk :D(R) — D(k)
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preserva coproductos.

Demostracion. Sea {Mj‘ }jes una coleccion de objetos en D(R). Por el Teorema 10 existe
g+ K3 — M7 una resolucién K-plana de M? para cada j € J. Se sigue del Lema 21 que

e PK; - P

jeJ jedJ

es una resolucion K-plana de @ M]' Luego,
jeJ

(D7) @ k)" =(P K7) @ )"
JjeJ JjeJ

=DUD KN e (+7)7)
keZ jeJd

=D EK})" @ ()
Jjed

—(P K} @k
jed

=P (K} @r k)
Jjed

=D(E)" @r (5)°)
JjeJ

=P ) or (x°)7)

jeJ keZ
— @(J]' ® k)"
jed

—(EP 5 @ k)"
jeJ
para toda n € Z. Se concluye el resultado. O
Corolario 13. Sea (R, m, k) un anillo local. Se presenta la siguiente situacion de adjun-
cion
— Lk
—
DR) 1+ D(k).

—_
T

Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposiciéon 61 y el Teorema 7. O

Lema 22. Sean (R,m, k) un anillo local y Q@ = {R°[—n] : n € Z}. Para todo w € § se
tiene que w @ Kk € D(k) ©.
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Demostracion. Sea w € €. Luego, existe n € Z tal que w = R°[—n]. Cabe senalar que w
es un complejo K-plano por la Proposicion 10. Entonces,

(w @Y k)™ =(w @ K™
=P er (v°)7F)

kEZ
=R°[-n|" ®r K
—(R°)~™™ @p K

para toda m € Z. Por consiguiente

(w®L/<g)m: R®rkr =k S?m:n
0 sim#n
Por lo tanto w @ k = k°[—n] € D(k) . O

Corolario 14. Sea (R, m, k) un anillo local. Se presenta la siguiente situacion de adjun-
cion

Demostracion. La demostracion de sigue del Lema 22 y el Teorema 8. O

4.7. Dualidad de Matlis derivada

En esta seccién culminan los esfuerzos realizados. Para obtener la autodualidad de
interés, serd necesario primero establecer una autodualidad méas conocida y manipulable,
para después conectarla a la autodualidad buscada por medio de una transformacién
natural y un diagrama conmutativo, dicha situacién se conoce como funtor que preserva

dualidad en [3].
Observacion 10. En estd dltima seccidn se supone que R es un anillo neteriano.

Lema 23. Sean F,G : A — B funtores aditivos entre categorias abelianas yn: F — G
una transformacion natural. Por la Proposicion 25 los funtores F,G inducen funtores
entre las correspondientes categorias de complejos de cadena

Ch(A) =2 Ch(B) .

Gen

Entonces, la transformacion natural n induce una transformacion natural
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Fen — Gen
la cual se define como
non(X*)F = n(X*)
para todo X*® € Ch(A) y para toda k € Z.

Demostracion. Sea X*® € Ch(A). Se inicia verificando que ncp(X*®) es un morfismo de
complejos de cadena. Puesto que 1 : F' — G es una transformacién natural se deduce
que el siguiente diagrama conmuta

F(d% o
F(X%) Pdie) )F(X’““)

n(Xk)l ln(X’““)
(X*H)

G(XF) —— G(X

G(d%a)
para toda k € Z.

Resta verificar que ncy @ Fon — Gen es natural. Sea f @ X®* — Y*® en Ch(A). Se
busca demostrar que el siguiente diagrama conmuta

F
Fon(X*®) Tl Fon(Y*)
HCh(X')l l”]Ch(Y.)

Gen(X*®) GonlP Gen(Y*).

Sea k € Z. Luego,

(Gon(F)nen(X*))F =Gen(f) nen(X*)*
=G(fFn(x*)
=n(Y")F(f")
=ncn(Y*)*Fon(f)"
=(ncn(Y*) Fen(f))".

Se concluye el resultado. O

Lema 24. Sean F,G : A — B funtores aditivos entre categorias abelianas yn: F — G
una transformacidn natural. Por el Lema 25 dicha transformacion natural se extiende a

MNCh
Fon, —— Gen
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una transformacion natural entre los funtores inducidos por F' y G.
Si F y G son funtores exactos, entonces
-2 Gp

es una transformacion natural donde np(X®) := q(w(ncn(X*®))) para X® € D(A).

Demostracion. Considere el diagrama conmutativo inducido por la exactitud de los fun-
tores F,G : A — B y las Proposiciones 25, 26 y el Corolario 6

Ch(A) —— K(A) —X— D(A)

FChuGCh FKMGK FDMGD

Ch(B) K(B) D(A).

0 q

Sea X* € D(A). Por definiciéon es claro que np(X*®) : Fp(X°®) — Gp(X*®) es un
morfismo en D(B). Resta verificar la naturalidad.

Sea A : X* — Y* en D(A). Luego, A = [[g], [f]] donde

7o
o] %
X / ve

es un Qis(A)-tejado a derecha en K(A) de X*® en Y. Ahora, por la naturalidad de
Nen - Fon — Gen se deduce que el siguiente diagrama conmuta

w(nCh<Z°>>l lw(ncum)

Gk (2°) 7, O (Y.

Ademaés, por la naturalidad de ncy, @ Fon — Gen se deduce que el siguiente diagrama
conmuta

Fi(2%) T By (x#)
w<n0h<Z°>>l lﬂm(xw)

Gk(Z )Gm))GK(X )-
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Luego,

1 (Y*)Fo(A) =q(m(ncn(Y*)))lgF (7(f)gFx ((0)) ]
=lg(r(nen(Y*)))gFx (m())lgFx (x(0)) ™"
=[qGx (x(f))a(m(ncn(Z2*)gFx (m (o))~
=Gk (7 (f))la(w(ncn(2°)))qFk (x (o)) ™)
=qGx(n(f))[qGx(x(0) gl (nen(x+)))]
=[Gk (n(£))gGx (x(0) )g(x(ncn(xe)))
=Gp(M\)np(X*®).

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta
Fo(x*) 2% gy
(x| |
Gp(X*®) m Gp(Y*).
Se concluye que np : Fp — Gp es una transformacién natural. O

Notacion 10. Sea (R, m, k) un anillo local. Por el Corolario 6 el funtor exacto Hom(—, k) :
k-Vect °P — k-Vect induce un funtor contravariante triangulado entre categorias deriva-
das el cual se denota por

D(k) SLLIN D(k) .
Corolario 15. Sea (R, m, k) un anillo local. La transformacion natural
Li-veot —s Hom, (Hom,(—, k), k)

induce una transformacion natural

€
1D(n) E— Di

a nivel de categorias derivadas.
Demostracion. La demostracion se sigue de los Lemas 23 y 24. O

Proposicién 62. Sean (R, m, ) un anillo local y V* € D(k). Si V* € D(k)©, entonces
D.(V*®) € D(k)°.
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Demostracién. Se supone que V* € D(x)C. Por la caracterizacion de objetos compac-
tos V® es casi-isomorfo a P®* un complejo acotado de k-espacios vectoriales proyectivos
finitamente generados. Es decir, P* es un complejo acotado de x-espacios vectoriales de
dimension finita. Sin perdida de generalidad se supone que de hecho P®* = V*. Luego,

dim,, (D, (V*)") = dim,(Hom,(V*, k)")
= dim, (Hom, (X", k))
=dim,(X") < 00

para toda n € Z. Por otra parte. Es claro que D, (V*®) es acotado. Se concluye por la
caracterizacion de objetos compactos que D (V'*®) € D(k) ©. O

Proposicion 63. Sea (R, m, k) un anillo local. El funtor contravariante triangulado Dy :
D(k) — D(r) induce una autodualidad en la subcategoria triangulada D(x)©.

Demostracion. Considere la transformacion natural descrita en el Corolario 15
1 &, p2
D(k) — 7 Yk -

Sea V* € D(k)C. Basta demostrar que &.(V*) es un isomorfismo en D(x). Puesto
que V'* es un complejo perfecto, se deduce que V'™ es un k-espacio vectorial de dimensién
finita para toda n € N. Por lo tanto (V™) es un isomorfismo de k-espacios vectoriales
para toda n € N. Puesto que los funtores 7 : Ch(x) — K(k) y ¢ : K(x) — D(k) preservan
isomorfismos se concluye el resultado. O

Notacion 11. Sea (R,m, k) un anillo local. Se denota por (—)« : k-Vect — R-Mod al
funtor restriccion de escalares inducido por el morfismo de R-mddulos R — k.

Lema 25. Sea (R,m, k) un anillo local. Para todo f € Hompg(k«, Er(k)) tal que f # 0
se tiene que Im(f) = Kx.

Demostracion. Sea f : k — Egr(k) tal que f # 0. Se sigue que f es un monomorfismo
de R-modulos, asi k = Im(f). Ademas, Im(f) # 0, entonces x N Im(f) # 0, méas aun
kN Im(f) = k. Por lo tanto Im(f) = &. O

Proposicion 64. Sea (R,m, ) un anillo local. Para todo k-espacio vectorial V existe

Hom, (V, k). ), Hompg (Vy, Er(k))

un isomorfismo de R-mddulos. Mds aun, la asignacion anterior induce un isomorfismo
natural

Hom, (—, k)% —— Homg ((—)s, Er())
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Demostracion. Sea V un k-espacio vectorial y considere 8 una base de V. Observe que
V. = (Fa(ﬁ))* = m(kﬂ). Por lo tanto

Homg Vi, Er (x)) = Homg (k\”), Br(k)) = | Homg (., Er(x)).
vER

Luego, se sigue del Lema 25 que si f € Homg(V,, Er(k)) es tal que f # 0, entonces
Im(f) = k. Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

f

Im(f) = ks

Vi

donde ip : ky < FERr(k) denota la inclusion canonica de k. en su capsula inyectiva.
Dicho lo anterior, se define

Hom,(V, )~ Homg (Vs, g ()

como

n(V)(fe) = igfs.
para todo f. € Hom,(V, k). Por otra parte, se define

Hompg (Va, Br (%)) % Hom,(V, ),

como

p(V)(f) == F = f I Tm(f).

para todo f € Homg(Vi, Er(k)). Es claro que n(V) (V') = lhomg (vi, Ex(x)) Y £V )0(V) =
Ltom, (vik), - Por lo tanto n(V') es un isomorfismo de R-médulos.

Resta verificar que la asignacion es natural. Sea o : V' — W una transformacioén lineal
entre k-espacios vectoriales. Se busca demostrar que el siguiente diagrama conmuta

Hom,(V; k). — =, Hom, (W, ).

av)| |

Homg (V4, ER(/{)%am)yomR(W*, Egr(r)).
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Sea f. € Hom,(V, k). Observe que

nW) (e, £)«(fs) =n(W)(frou)
=n(W)((fa)«)
=ig(fa).
=(ipfe)ax

(i fe)ou

(o, Er(k)) (i fe)

(v, Er(K))n(V)(fs)-

Se concluye el resultado. O

Notacion 12. Sea (R, m, k) un anillo local. Por el Corolario 6 el funtor exacto Homg(—, Er(k)) :
R-Mod°? — R-Mod induce un funtor contravariante triangulado entre categorias deri-
vadas el cual se denota por

DR) -2 D(R) .

Corolario 16. Sea (R, m, k) un anillo local. La transformacion natural
“w
I Mod —— Hompg (Homg(—, Er(k)), Er())

induce una transformacion natural

3
1D(R) *R> DZE

a nivel de categorias derivadas.
Demostracion. La demostracion se sigue de los Lemas 23 y 24. O

Corolario 17. Sea (R, m, k) un anillo local. La transformacion natural descrita en 64
Homy (—, k)x —— Homg ((=)«, Er(x))

induce un isomorfismo natural

I(D,) —— Dp(T)

a nivel de categorias deriwadas donde T' : D(k) — D(R) es el funtor triangulado
descrito en la situacion de adjuncion 185.

Demostracion. El resultado se sigue de los Lemas 23, 24 y la Proposicion 64 después de
considerar la siguiente composicion de funtores exactos
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k-Vect ————————- 1. > R-Mod
Homy (—,k) /(—)*
k-Vect
G
K-Vect ------co--locooo » R-Mod
(-)- AR(—,ERM)) '
R-Mod

O

Lema 26. Sean (R,m, k) un anillo local y E = ER(k). Para todo k-espacio vectorial V
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Vi b (V)x Hom,,(Hom,(V, k), k).

R,L(v*)l lmHomm(v,n))

Hompg (Homg (Vi, E), E) Homn (7(V) ) Hompg (Homy,(V, £)., E)

Demostracion. Sean V un k-espacio vectorial y v € V. Para demostrar la conmutatividad
del diagrama de interés, es suficiente con demostrar la conmutatividad del siguiente
diagrama

Homy (V, k). M K

av)| jE

Homg (Vi, E) —— E.

Sea fi € Hom,(V, k). Observe que

R (V) (@)n(V)(f+) =[ru(Va) ()] (e f)
=(ipfs)(v)
=fx(v)
=[p (V) (0)](f+)
=ip[n(V)«(0)](fe)-

Lo anterior permite concluir el resultado. ]

Corolario 18. Sea (R, m, k) un anillo local. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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D2E(F) T(C)> De(T'(Dx))

Demostracion. La demostracion se sigue de los Lemas 24 y 26. O

Definicion 46. Sea (R,m,k) un anillo local. Se dice que X* € D(R) es un complejo
Matlis reflezivo si Eg(X*®) : X* — D%(X®) es un isomorfismo en D(R).

Notacion 13. Sea (R, m, k) un anillo local. Se denota por Dyet(R) C D(R) a la subcate-
goria plena de complejos Matlis reflexivos.

Proposicion 65. Sea (R, m, k) un anillo local. Dyet(R) es una subcategoria triangulada
de D(R).

Demostracion. Por la Proposicion 11 basta demostrar que Dyer(R) es cerrada por conos
y traslaciones. En claro que la clase es cerrada por traslaciones, se verifica la condicién
restante.

Sea

xX* o, ye P

7e v X* [1]

un tridngulo en D(R) tal que X*,Y*® € D,et(R). Puesto que Dg : D(R) — D(R) es un
funtor triangulado se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Xe—< ye 2 gze T L xeq

gxolg £y0l% izol fx-ml%

DH(X*) g3 DHY) 5 DH(Z") oy DR(XILL

Se concluye de la Proposicion 8 que Z°® € Dt(R). O

Notacion 14. Considere el funtor triangulado I' : D(k) — D(R) descrito en la situacion
de adjuncion 13. Se denota por 4 = T'(D(x)©).

Proposicion 66. Sean (R, m, k) un anillo local y X* € D(R). St X*®* € ¥4, entonces X*®
es Matlis reflexivo. Es decir 9 C Diet(R).

Demostracion. Sea X® € 4. Luego, existe Y* € D(k)© tal que X* = T'(Y*). Se busca
demostrar que {g(X*®) : X* — D%(X®) es un isomorfismo en D(R). Por el Corolario 18
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

LEx(Y*)

rys) I'(D(Y*))
(0| }“(Dn(wn

D3I (Y*)) —5zye DT (DY),
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Del Corolario 17 se deduce que las flechas vertical derecha y horizontal inferior son
isomorfismos en D(R). Por otra parte, como Y*® es un complejo perfecto se concluye
de la Proposiciéon 63 que & (Y*®) : Y* — D2(Y®) es un isomorfismo en D(x). Por lo
tanto la flecha horizontal superior del diagrama anterior es un isomorfismo en D(R). Se
concluye que g(T(Y®)) : I'(Y*) — DL(T(Y®)) es un isomorfismo en D(R). Por lo tanto
X*® € Diet(R). O

Definicion 47. Se define
o = {M* € Ch(R) : M*® es acotado y {r(M¥) < co para toda k € N}
asi como
dy = {M* € Ch(R) : M* es acotado y {r(M*) < n para toda k € N}

para toda n € N,

Observaciéon 11. Sea M® € . Puesto que M® es acolado existe kg € 7Z tal que

(R(MPF) < Ir(M*) para toda k € Z, entonces M® € . Por lo tanto o = |J .
neN

Proposicion 67. Sea n € N. Para todo M*® € o, existen L® € o/, 1, N®* € & y

f

0 L M* —2— N* 0
una sucesion exacta en Ch(R).

Demostracién. Puesto que M® es acotado existe o € Z tal que M* = 0 para toda k > a.
Por hipotesis M*® € o7,, entonces {g(M?*) = m, < n. Ademas, existe

0=M§CMC---CMZ =M®

una serie de composiciéon de longitud méxima. En particular existe L, C M, tal que
lR(Ly) = lo = mq —1 < n— 1. Luego, considere el siguiente diagrama de que se obtiene
de tomar el pull back

donde 7% : LY — M® denota el morfismo de inclusion candnica. El diagrama anterior
induce

0 — s ot 9y ppa-lgpe 2y pga 0
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ca—1

donde ¢ = <gl°‘_1> yp= (doj\‘/[_.1 —jo‘). De lo anterior se deduce que

(R(LOT) =lr(M*~! @ LY) — (g (M*)
=(Mma-1+la) — Ma
=(ma-1+ (Mg — 1)) —my
=Mq—1— 1
<n—1.

Siguiendo este proceso se construye L® un complejo de cocadena de R-modulos tal
que L® € o7, 1 y un morfismo de complejos j : L®* — M*® como en el diagrama siguiente

B a—1
0 - N R N A — D /Iy L — 20 - e
) r 4 ) r r | r
l ! jo+] ja-t| ja-1| l
~ v ~ <3
0 MPB MB+1 Mol M 0
d? deyt
M® Me®

Por tltimo, se define N* := Conuc(j*) para toda k € Z. Observe que

CR(N®) =lr(M"*) — tr (L")
=my, — ;.
=my — (mg — 1)
=1

para toda k € [, a]. De esta forma se concluye que N*® € 7. La existencia de la
sucesion exacta se sigue de la construccién puntual. O

Observacion 12. Sean (R, m, k) un anillo local y M® € <f). Luego, M"™ es un R-mddulo
simple para todan € [a, §]. Puesto que R es un anillo local se deduce que M™ =R /m =k
para toda n € [a, B]. Por lo tanto M® € 4. Se concluye que o/ C 4.

Proposicion 68. Sea (R, m, ) un anillo local. Entonces, <7, C Diet(R) para toda n € N.

Demostracién. Demostraciéon por induccién sobre n € N,
Caso base. La observacion 12 cubre este caso.

Paso inductivo. Sean n > 1y M*® € «,. Por la Proposicién 67 existen L® € o, 1,
Ntedy

M* 2 s N — 0
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una sucesion exacta en Ch(R). Luego, existe d(¢) : N* — L*[1] en D(R) tal que

(= (£))

L* q M q(Tr(g)2 N*® L‘s)> L.[l}

es un triangulo distinguido en D(R). Por la Observacion 12 y la Proposicién 66 se
deduce que N*® € Dyef(R). Ademés, por hipotesis de induccion L® € Dyef(R). Se concluye
por la Proposicion 65 que M*® € Dyt (R). O

Corolario 19. (Dualidad de Maitlis derivada) Sea (R, m, k) un anillo local. Entonces,
o C Dref(R)'

Demostracion. La demostracion se sigue de la Observacion 11 y la Proposicion 68. [
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