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Objetivo del texto

El presente trabajo es una compilacion, accesible a matematicos de diversas formaciones, del estu-
dio que realicé con la finalidad de entender la prueba del Dr. Will Johnson del caso dp-finito de la
conjetura de Shelah que habla sobre campos sin la propiedad de independencia; en la cual me he
encontrado con ideas geométricas, algebraicas y analiticas; que convergen en la teoria de modelos.

La conjetura de Shelah a la que nos referimos propone una clasificaciéon para campos con teorias
“dependientes”. Especificamente, dice lo siguiente:

Conjetura. Sea K un campo cuya teoria es dependiente, entonces cumple alguna de las siguientes
propiedades:

= ¢es finito

= ¢s algebraicamente cerrado

» es realmente cerrado, es decir, elementalmente equivalente a R
= admite una valuacion henseliana no trivial

Se introducird la nocién “rango de dependencia de una teoria”, que denotaremos dp-rk(7") para
una teoria T'; y el teorema que probaremos, que es un caso particular de la conjetura anterior, es:

Teorema. (Will Johnson, 2020). Sea K un campo cuya teoria tiene rango de dependencia finito,
entonces cumple alguna de las siguientes propiedades:

= ¢es finito

= ¢s algebraicamente cerrado

= es realmente cerrado, es decir, elementalmente equivalente a R
= admite una valuacion henseliana no trivial

De hecho, combinando el teorema de Johnson con la proposicién 3.11 y el teorema 3.13 en [5] se
logra caracterizar por completo a los campos con rango de dependencia ﬁnitoﬂ

'Ver el inciso 5 del corolario 4.16 en [38].
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1 Preliminares y generalidades

1.1. Nociones de algebra y topologia

A lo largo de esta seccién, introduciremos algunos conceptos y resultados de las areas de cada
subseccién, con aplicacion especifica a la prueba del teorema de Johnson. Dado que asumimos
familiaridad con todos o la mayoria de estas areas y sus resultados més conocidos, esta seccion
no pretende ser exhaustiva en cuanto a enunciar los resultados basicos en dlgebra o topologia, ni
tampoco todas las definiciones necesarias para trabajar con ellos. Para consulta de lo previamente
mencionado, me gustaria recomendar al lector los siguientes libros:

» Topology (James Dugundji)

Topology (James Munkres)

An introduction to the theory of groups (Joseph Rotman)

Abstract algebra (David Dummit)
Teoria de Galois (Felipe Zaldivar)

» Introduction to commutative algebra (Michael Atiyah, Ian Macdonald)

Dichas recomendaciones son tnicamente mi preferencia personal para consulta de estos temas,
pero existen muchas otras opciones que cumplen con dicha finalidad.

1.1.1. Recorrido por algunas definiciones axiomaticas comunes

Esta subseccion tiene como unica finalidad que los axiomas que enlistaremos sirvan como guia
visual para la construccion de lenguajes formales y los conceptos relacionados a estos, en la seccion
dedicada a preliminares de logica mateméatica. Deséo hacer hicapié en lo siguiente: que un axioma
aparezca enlistado a continuacion no quiere decir que el significado semantico que le damos en es-
panol a dicho axioma pueda interpretarse correctamenteﬂ en el contexto de la l6gica multivariada,
que definiremos en dicha secciénﬂ. Esto es intencional y pretende motivar al lector a preguntarse
sobre los alcances y limitaciones de dicha logica, sobre la existencia de otros tipos de logicas “mas
poderosas”, y sobre qué ventajas y desventajas existen al elegir trabajar en una y no en alguna otra.

Comenzamos por recordar, de manera breve, algunas axiomatizaciones para los objetos ma-
tematicos que atanen a este trabajo. Asumimos familiaridad con lo que significa —intuitivamente—

1Esto es: que todos sus modelos (definicién |1.2.2.16) cumplan la propiedad que tratamos de expresar simbdlicamente.

2Ver comentario [1.1.1.17]



1 Preliminares y generalidades
que una estructura dada como una una tupla cumpla un axioma escrito en simbolos légicos (por
ejemplo, lo que significa que un campo (K, +,-,0,1) cumpla el axioma Vz(x # 0 — Jy(z-y = 1))).
Definicién 1.1.1.1. Un grupo es una estructura (G,+,0) que cumple los axiomas

1. Vo(r+0=1x)

2. VaVyVz(x + (y+ 2) = (2 + y) + 2)

3. Vedy(z +y = 0)
Definicién 1.1.1.2. Un grupo (G, +,0) es abeliano si cumple el azioma

4. VaVy(x +y=y+x)

Definicién 1.1.1.3. Un anillo es una estructura (A, +,-,0) tal que (A,+,0) es un grupo abeliano
y, ademds, cumple los axiomas

5. NaeVyVz(z - (y-2) = (xz-y) - 2)
6. VaVyVe(z - (y+2)=2-y+a-2)
T NaVyvVz(x+y) - z2=2-2+y- 2)
Definicién 1.1.1.4. Un anillo (A, +,-,0) es conmutativo si cumple el axioma
8. VaVy(z-y=1y-x)

Definicién 1.1.1.5. Un anillo (conmutativo) con unidad es una estructura (A, +,-,0,1) tal que
(A, +,-,0) es un anillo (conmutativo) y, ademds, cumple los ariomas

9. Vx(l-x =ux)
10. Vx(z -1 =1x)
Definicién 1.1.1.6. Un dominio entero es un anillo conmutativo con unidad que cumple el axioma
11. VaVy(z -y =0 — (z =0V y =0))
Definicién 1.1.1.7. Un anillo de division es un anillo con unidad que cumple el axioma
12.Ve(x #0 — Jy(x -y = 1))
Definicién 1.1.1.8. Un campo es un anillo de division conmutativo.

Comentario 1.1.1.9. Si somos demasiado estrictos, podriamos decir que un campo no es un anillo
(a secas), de acuerdo a las definiciones anteriores, ya que un campo es una tupla (K,+,-,0,1) y
un anillo es una tupla (A, +,-,0) a la que le faltaria el 1 para siquiera ser el mismo tipo de objeto.
St bien esta aclaracion es poco relevante para la mayoria de las dreas de la matemdtica; esto no
es una trivialidad en logica matemdtica. Solucionaremos esto mediante el siguiente esquema de
definiciones:



1.1 Nociones de dlgebra y topologia

“Cualquier clase de estructuras dada mediante una definicion por axiomas contiene como
elementos a todas las estructuras en las que dichos axiomas tengan sentido y se cumplan.”

En particular: dado que los axiomas de anillo tienen sentido en campos, tenemos derecho a decir
que todo campo es un anillo.

Este comentario cobrara mayor sentido cuando hablemos de reductos y expansiones de estruc-
turas en la siguiente seccion; y, en particular, justificard que toda la teoria desarrollada para es-
tructuras “puras” (es decir, aquellas que no tienen mds funciones o constantes especificadas que
la necesarias para interpretar sus axiomas) es vdlida para estructuras “impuras” (e. g. un campo
seria un grupo impuro, en este sentido; asi que tendrd sentido aplicar todos los teoremas de la
teoria de grupos al grupo aditivo o al grupo de unidades de dicho campo).

Definicién 1.1.1.10. Dado un anillo A, un A-mddulo es una estructura (A, M,+,-,0), donde
A= (A, +4,4,04) es un anillo, (M,+,0) es un grupo abeliano y, ademds, se cumplen los aziomas

13. Vx € AVm € MVn € M(xz-(m+n)=z-m-+x-n)
14. Nr e AVye AYm e M((x+ay) - m=xz-m+y-m)
15. Ve e AVy e AVm € M((z-ay) -m=x-(y-m))
Si A= (A +4,4,04,14) es un anillo con unidad, pediremos ademds, que
16. Ym € M(14-m =m)
Definicién 1.1.1.11. Un K-espacio vectorial es un K-modulo, donde K es un campo.

Definicién 1.1.1.12. Un ideal (propio/no trivial) de un anillo A es un subconjunto (propio) de
A que con las operaciones restringidas de A tiene estructura de A-modulo.

Definicién 1.1.1.13. Un ideal primo de un anillo A es un ideal no trivial I de A que cumple
17 Vee AVye A(lx-yel - (xelvyel))

Definicién 1.1.1.14. Un ideal no trivial I de un anillo A es maximal si lo es respecto a la
contencion de ideales propios de A; es decir, si Ideal(J, A) es la conjuncion de formulas (construida
a partir de los axiomas anteriores) que dice que J es un ideal propio de A, entonces I es mazimal
st cumple

18. Ideal(I,A) ANV J((Ideal(J,A)NT C J) — 1 =)

Con la confianza de que los ejemplos anteriores reflejan bien la idea informal de que todos
estos conceptos pueden ser escritos “en un lenguaje apropiado”, por ahora dejamos hasta aqui
los ejemplos de axiomatizaciones en areas del algebra y, como complemento, procedemos ahora a
enumerar algunos axiomas provenientes de la topologia.

Definicién 1.1.1.15. Diremos que (X,7T) es un espacio topoldgico si T C P(X) y se cumplen los
azriomas:
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19. 0T
20. X €T
20 VUUCT -JUeT)
2. VU(UCT AUl <) = NUET).
Definicién 1.1.1.16. Diremos que un espacio topoldgico (X,T) es Hausdorff si cumple el axioma
2. Vre XVyeX(x#4y—-WeTIVeT(lxeUAyeVAUNV =0))

Nos detenemos aqui pues, nuevamente, creo que es claro lo que intento evidenciar: informalmente,
todo esto se puede expresar “en un lenguaje apropiado”. Con esta idea, es tentador considerar “ese
lenguaje apropiado”, sus axiomas y sus consecuencias logicas como objetos de estudio en derecho
propio; aunque, claramente, habréa que ser mucho mas claros y formales en cuanto a qué quiere
decir eso de “ser un lenguaje apropiado” si pretendemos hacer esto.

Comentario 1.1.1.17. Resulta que hay muchas maneras de elegir lenguajes apropiados para estu-
diar cualquier teoria; y esta eleccion no es para nada irrelevante. Por ejemplo: en logica de sequndo
orden —es decir, aquella que permite cuantificar sobre todos los subconjuntos vy, a su vez, sobre los
elementos de dichos subconjuntos— se tiene muchisima capacidad para escribir definiciones del len-
guaje natural en simbolos; pero, a cambio de eso, resulta ser que la logica de sequndo orden es
sumamente dificil de estudiar. Por otro lado, uno puede restringirse a logica de primer orden —o,
equivalentement«ﬂ a ldgica multivariada— y perder poder expresivo (e. g. la ldgica de seqgundo or-
den puede expresar el axioma 22 de la definicion pues tiene una formula para expresar
que un conjunto es ﬁm’tﬂ mientras que la de primer orden no la tieneﬂ), pero ganar facilidad
en el estudio. Una de las partes mds divertidas acerca de la logica matemdtica es, precisamente,
el encontrar maneras ingeniosas de expresar propiedades de orden superior dentro de la logica de
primer orden; cuyas propiedades son mucho mds fdciles de trabajar.

1.1.2. Valuaciones y anillos de valuacién

A continuacién, hacemos un reccorrido por algunas definiciones y resultados basicos relativos a
la teoria de campos valuados.

En lo que sigue, K es un campo.

$Ver 6.1 en [23].

4F] enunciado “toda funcién inyectiva es suprayectiva” es expresable en segundo orden y se cumple en un conjunto si y sélo
si este es finito.

SEsto es inmediato del teorema |1.2.2.24f ya que, para cada n, la férmula k&, := 3z1..3z,( A (=(z; = 2;))) se interpreta

2

como “hay al menos n elementos distintos”; entonces si existiera una férmula co que expres:rja la negacién de “ser finito”,

habria algin subconjunto finito F' C N tal que {kn }ner |= 00; lo cual nos dirfa que todo conjunto con més de max(F) € N

elementos seria infinito; que es absurdo.

10



1.1 Nociones de dlgebra y topologia

Definicién 1.1.2.1. Diremos que un anillo es local si tiene un unico ideal mazximal. Si A es un

anillo local con ideal maximal m, le llamaremos campo residual al campo dado por el cociente
k=4,
m

Observaciéon 1.1.2.2. Un anillo A es local con ideal mazimal m si y solo si para todo x € A se
cumple
(x,1 —x) € A xm, o bien, (1 —x,x) € A xm

es decir, todos sus elementos son unidades o elementos del ideal mazximal; y el conjunto de unidades
de A es la clase lateral 1 + m.

Definicién 1.1.2.3. Sea A un anillo local con ideal maximal m. Diremos que A es henseliano
si para todo polinomio f € A[X| y c € A tales que f(c) € m y f'(¢) ¢ m, existe x € ¢+ m
(necesariamente unicd?) tal que f(x) = 0.

Definicién 1.1.2.4. Sea A un anillo conmutativo con unidad y sea B un anillo que contiene a A
como subanillo. Diremos que x € B es un entero de A en B si es raiz de algun polinomio mdnico con
coeficientes en A. Si A es un dominio entero, denotaremos A := {x € Frac(A) : z es entero de A}.
Diremos que A es enteramente cerrado o cerrado bajo enteros si A = A.

Definicién 1.1.2.5. Un anillo de valuacion de K es un subanillo O C K tal que, para todo

xr € K%, se cumple x € O o bien % € O. Diremos que un anillo —cualquiera— es de valuacion si es

un dominio entero que es un anillo de valuacion de su campo de fracciones.

Definicién 1.1.2.6. Un anillo multivaluado es una interseccion de anillos de valuacion A = () O;.
iel

Si I es finito, diremos que A es finitamente valuado; o m-valuado si |I| =m.

Definicién 1.1.2.7. Una valuacion de K es una funcion v : K — G U {oo} que cumple, para
cualesquiera a,b € K:

1. v(a) =00 <= a=0

2. v(ab) = v(a) + v(b)

3. min({v(a),v(b)}) < v(a -+ b)
donde (G U {00}, <,+) es un orden total con una operacion binaria que cumple:
(a) oo es el mdzimo; es decir: Va(z < 00).

(b) 0o es absorbente por ambos lados respecto a +; es decir: Va(x + 0o = 0o+ = 00) (en
particular, oo es idempotente).

(¢) (G, +|gxc) es un grupo abeliano.

(d) < es invariante bajo traslaciones; es decir: si a,b,c € G y a < b, entonces a+ ¢ < b+ c.

6¢f. lema 2.1 en 22]

11



1 Preliminares y generalidades

Sivy, ..., v, son valuaciones en K, diremos que (K, vy, ...,v,) es un campo multivaluado; o n-valuado
si queremos especificar el numero de valuaciones. En el caso particular de que n = 1; es decir, v
es una valuacion de K, simplemente diremos que (K,v) es un campo valuado.

La siguiente proposicion resume lo que hay que saber sobre valuaciones y anillos de valuacion
para nuestros fines. No entraré en detalles pues estos resultados son estandar y existe amplia
bibliografia disponible para su consulta. En particular, invito al lector a consultar [22] y [1]. El
primer inciso es el corolario 6.7 en [33] .

Proposicién 1.1.2.8.

n
1. Si A es un anillo finitamente valuado, entonces hay una unica forma de escribir A = () O;

=1
como una interseccion finita de anillos de valuacion incomparables entre si. Los anillos O;
son exactamente las localizaciones de A en sus ideales mazimales.

2. Sea O un anillo de valuacion de K, entonces:

a) O es local
b) O es cerrado bajo entemeﬂ

c¢) Los anillos de valuacion y las valuaciones de K se inducen entre si de manera cano’niccﬂ.

Comentario 1.1.2.9. Respecto al punto 2.c de la definicion anterior, agregamos que el anillo de
valuacion dado por una valuacion de K estd dado por {z :€ K:0 < v(z)} y su ideal mazimal es
{r €eK:0<uv(x)}.

Definicién 1.1.2.10. Si v es una valuacion de K, denotaremos
1. O, ={x € K:0<wv(x)} al anillo de valuacion de K asociado v.
2. m, = O,\v [{0}] al ideal mazimal de O,.
3. ky = % al campo residual de (K, v)

4. res, : O, — k, al residuo de O,; es decir, su proyeccion en el campo residual.

Definicién 1.1.2.11. Diremos que un campo valuado y su respectiva valuacion son henselianos,
st su anillo de valuacion asociado lo es.

La siguiente proposicion es consecuencia de la proposicién 2.10 en [12]E|.
Proposicién 1.1.2.12. Son equivalentes para un campo valuado (K, v):
1. (K,v) es henseliano.

2. Para toda extension finita L/K existe un inico anillo de valuacion de L. que contiene a O,.

"Proposicién 3.8 en [22)
8Ver la seccién “Correspondence between valuation rings and valuations” en la pégina 82 de [22].
9Ver definicién 3.8 y observacién 3.9 en [12].

12



1.1 Nociones de dlgebra y topologia

3. Para toda extension algebraica IL/K eziste un dnico anillo de valuacion de L. que contiene a
O,.

4. Para toda extension separable L/K eziste un unico anillo de valuacion de L que contiene a
O,.
1.1.3. Nociones de teoria del orden

Los resultados y definiciones de esta subseccion estan basados o son extraidos del capitulo 9 en
[39].

Definicién 1.1.3.1. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado tal que cualesquiera dos de
sus elementos tienen un supremo y un infimo. En particular, si a,b € P, donde P es un reticulo,
denotaremos a su supremo aV b y a su infimo a A b.

Definicién 1.1.3.2. Un reticulo P es modular si para cualesquiera a,b,xz € P, con a < b, se
cumple:
(xVa)ANb=(xAb)Va

P es acotado si tiene un mdximo y un minimo.

Para lo que resta de esta seccion, P sera un reticulo modular. Denotaremos 1 y T a su minimo
y a su maximo, respectivamente; si existen. En general, no asumimos la existencia de L y/o T,
salvo cuando hagamos mencion a ellos.

Definicién 1.1.3.3. Si P tiene minimo, Pt denotard al orden inducido en P\{L}.

Definicién 1.1.3.4. Unn-cubo en P es un morfismo de reticulos C : [n] — P (es decir, una funcion
que preserva infimos y supremos), donde [n| es el reticulo de subconjuntos de n = {0,...,n — 1}.
Diremos que C' es estricto si es inyectivo. Nos referiremos a C()) como el origen de C y a C(n)
como el tope de C. El conjunto de los n-cubos estrictos de P serd denotado Hom([n] — P), el
conjunto de los n-cubos estrictos con origen b serd denotado Hom([n] - P) y conjunto de los

n-cubos estrictos con tope b serd Hom([n] Ly P).

Definicién 1.1.3.5. Definimos, para cada b € P:
Cb(P) := sup{n : Hom([n] — P) # 0}
»Cb(P) := sup{n : Hom([n] — P) # 0}
Chy(P) := sup{n : Hom([n] Ly P) £ 0}

Al primero de estos niumeros nos referiremos como el rango ciubico de P.

Definicién 1.1.3.6. Sea A := {ao,...,a,} CP

13



1 Preliminares y generalidades

A es independiente sobre b € P si estd acotado inferiormente por b y, para todo i € {0, ...,n},

se cumple
a; N\ <\/ Clj) =b
J#1

A es dependiente sobre b si no es independiente sobre b.

A es co-independiente sobre b € P si estd acotado superiormente porb y, para todoi € {0,...,n},

se cumple
a; V </\ CLj) =b
J#i

A es co-dependiente sobre b si no es co-independiente sobre b.

A es (co)-independiente si es (co)-independiente sobre L (T ).

A es (co)-dependiente si no es (co)-independiente sobre L (T ).

Al congunto de subconjuntos de P de tamano n (co)-independientes sobre b lo denotaremos » P
®,")

Observacion 1.1.3.7. En la definicion anterior, si P es un reticulo acotado inferiormente, en-

tonces A es dependiente si existe i tal que 1< a; A (\/ aj>. Del mismo modo, si P es acotado
J#i

superiormente, entonces A es co-dependiente si existe 1 tal que a; V (/\ aj> < T
J#

Mas adelante, el rango ctubico de un reticulo de ciertos subanillos de un campo arbitrario co-
brard un papel central en la prueba del teorema de Johnson. El siguiente teorema nos ayudara a
conectar el rango ctibico de dicho reticulo —que, a su vez, relacionaremos con el dp—rangoﬂ con la
cantidad de anillos incomparables entre si en dicho reticulo. La idea fundamental de la prueba del
teorema de Johnson es la de codificar —el reticulo de— ciertos engrosamientos de una V-topologia
(provisionalmente, esto simplemente significa que dicha topologia estd inducida por un sub-anillo
de valuacién) definible en un campo.

Teorema 1.1.3.8. Sea b € P
» La funcion f : Hom([n] < P) — ,P™ dada por f(C) = {C({i})}ien es una biyeccion entre
los n-cubos con origen b y los subconjuntos de tamano n de P independientes sobre b.

= i AP entonces f~1(A) es un cubo estricto si y sélo si b < a para todo a € A.

» Lo andlogo a los dos incisos anteriores es valido para n-cubos con tope b y subconjuntos de
tamano n co-independientes sobre b si definimos g(C) = {C(n\{i}) }ien-

10Ver definicién (1.2.5.5)

14



1.2 Nociones de légica matematica

Demostracion. Ver 9.6 en [39)]. O
Definiciéon 1.1.3.9.

s Diremos que un subconjunto () # F C P es un prefiltro en P si se cumplen:
1L 0¢F
2. Six,y € F, entoncesx ANy € F
Diremos que F es un filtro de P si, ademds, se cumple la condicion:
3. SixelPyx <y, entoncesy € F

w Si F es un prefiltro de P, el conjunto {y € P : v € F(x < y)} es un filtro de P y, le
llamaremos, el filtro generado por F. También diremos que F es una base de dicho filtro.

= Las nociones “preideal”, “ideal”, “ideal generado por un preideal” y “base de un ideal” se
definen de manera dual: cambiando < por > y cambiando N\ por V.

Definicién 1.1.3.10.
1. Una cadena en P es un subconjunto totalmente ordenado de P.

2. Una descomposicion en cadenas de P es una particion de P en la que cada clase de equivalencia
es una cadena de P.

3. Una anticadena es un subconjunto W C P tal que cualesquiera dos de sus elementos son
incomparables bajo el orden de P.

4. La anchura de P se define como el supremo de los cardinales de cualquier anticadena de P.

El siguiente resultado es conocido como teorema de Dilworth y es vélido para 6rdenes parciales
de anchura finita en general, no sélo para reticulos. Su prueba puede ser consultada en [14] para el
caso de dérdenes parciales finitos, y en [§] para el caso de érdenes parciales posiblemente infinitos
pero de anchura finita.

Teorema 1.1.3.11. En cualquier conjunto parcialmente ordenado de anchura finita P, esta tam-
bién puede ser caracterizada como el tamano de la descomposicion mas pequena en cadenas de IP.
En particular: si P tiene anchura n, entonces admite una descomposicion en n cadenas de P.

1.2. Nociones de légica matematica

En esta seccién introduciremos un lenguaje “apropiado” para poder expresar formalmente todo
lo relativo a “cumplir axiomas” que, en la subseccion 1.1.1, mencionamos de manera heuristica.
Para hacer esto, la idea es: fijarnos en qué simbolos necesitamos para hablar de una teoria, a lo
cual le llamaremos “tipo de semejanza”; posteriormente dar reglas explicitas para la formacion
de “féormulas”, que seran ciertas sucesiones de simbolos; y, por tltimo, anadir reglas sobre cémo
interpretaremos semanticamente —es decir, qué significado le daremos a— estas sucesiones.
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1.2.1. Lenguajes multivariados de primer orden

Para aterrizar ideas, comencemos por pensar en un area puntual de la matematica: el algebra
lineal. Su objeto de estudio son los espacios vectoriales y su teoria —de primer orden@— se expresa
mediante propiedades logicas del siguiente estilo:

= [os axiomas de espacio vectorial; es decir: los axiomas de campo aplicados a una estructura
F junto de los axiomas de F-mé6dulo (ver subseccién [1.1.1]).

La formula que dice que el espacio tiene un conjunto generador de tamano n:

dry € V. 3z, e VVy € VIA, € F.3\, € Fly = Mz + ... + A\nzy)

La férmula que dice que el espacio tiene un conjunto linealmente independiente de tamano
n:

3oy € V.. 3z, € V(\ i # 0AVA €FVA, € F(Mz + o+ At =0 = A\ N =0))
i=1

i=1

Una féormula que denota ortogonalidad entre vectores:

vl w

Estas formulas cuentan con las siguientes caracteristicas:
= simbolos V' y [F para denotar al espacio vectorial y al campo
= un simbolo | que denota una relacién de ortogonalidad

= simbolos para denotar a las operaciones: suma de F, producto de F, suma de V' y producto
de escalares de [F con vectores de V'

» simbolos para los elementos importantes de F y V: los neutros aditivo y multiplicativo de F
y el neutro aditivo de V

= cuantificadores: V, 3

= conectivos: A, —

= simbolo(s|? de igualdad

= una notacién para negar (que podemos pensar como un conectivo de aridad 1)

= paréntesis, que no tienen significado, pero se incluyen para facilitar la lectura

1Ver comentario[1.1.1.17
12E] simbolo de igualdad de V no tiene por qué ser el mismo que el de F.
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1.2 Nociones de légica matematica

= reglas —que en este caso son implicitas— para distinguir cudles sucesiones de simbolos son
férmulas y cudles no (por ejemplo: 1 = 0 es una férmula mientras que 1 — 0 no lo esE[)

= una interpretacion —también implicita— de lo que significa cada simbolo, que va acompanada
de una forma de decidir si “lo que dice” una féormula es verdadero o falso, es decir, de una
nocién de verdad

y, esencialmente, las numerosas definiciones de esta y la subseccion siguiente sirven para que todos
los lenguajes con los que trabajaremos se obtengan mediante una implementacion de lo que resulta,
en general, al pedir que se especifiquen las caracteristicas anteriores.

Definicién 1.2.1.1. Dado un conjunto 'V, la estrella de Kleene de V se define como:

Vo= JVv"

n>1
es decir, V* es el conjunto de sucesiones finitas de elementos de V.

Definicién 1.2.1.2. Un tipo de semejanza para un lenguaje de primer orden es una funcion
7 : RUFUC — V*; donde V* R, F,C son ajenos dos a dos, ) # V es finito, T[F]NV =0y
7[C] C V. A los elementos de VURUFUC los llamaremos simbolos de 7. En particular, a los
simbolos de V los llamaremos etiquetas de valencia o simbolos de igualdad, a los simbolos de R los
llamaremos relacionales o de relacion, a los simbolos de F los llamaremos funcionales o de funcion
y a los simbolos de C los llamaremos puntuales o de constante.

Comentario 1.2.1.3. Quisiera resaltar que en logica matemdtica podemos trabajar con simbolos
sin especificar exactamente qué son (es decir, podemos tratarlos como objetos bdsicos). Sin embar-
go, aquellos lectores que se muestren incomodos con esto pueden pensar en cada simbolo como su
congunto favorito pues, al final del dia, lo que nos interesa de los simbolos es que podamos formar
sucesiones con ellos y asignarle un significado a esas sucesioneﬂ, Asimismo, sirve enfatizar que,
dado que estamos manejando dos lenguajes —el espanol, al que nos referiremos como “metalengua-
je”, y el lenguaje formal L.—, si no se tiene cuidado al contextualizar los simbolos, podria caerse
en la malinterpretacion del texto; por ejemplo: no es lo mismo decir “para toda x, x es azul”, “para
toda variable z, x es azul” o NV (Azul(z))”; la primera es una propiedad en el metalenguagje sobre
los objetos cuantificados, la sequnda es una propiedad en el metalenguaje sobre las variables que
cuantifican a dichos objetos y la tercera es una sucesion de simbolos en un lenguaje formal que,
en principio, no tiene significado alguno. Como ultima nota a lo anterior, la distincion entre la
wqualdad en el metalenguaje y la igualdad en el lenguaje formal la enfatizamos aun mas, reser-
vando el simbolo “=7 para la igualdad en el metalenguaje; y usando el simbolo alternativo ‘="
como tqualdad en el lenguaje formal; en particular y para hacer esto ain mds claro, estd permitido
escribir ~== y esto significa que el simbolo “~” es igual a si mismo.

BObsérvese que 1 = 0 dice “algo” —si bien, falso— mientras que, a priori, 1 — 0 no tiene ningin significado razonable.

En otras palabras, los simbolos particulares que utilicemos para denotar conceptos son irrelevantes para estos; por ejemplo:
si acordaramos que el simbolo que utilizamos para denotar al primer nimero natural es “R”, que el simbolo para denotar
al segundo nimero natural es “A”, que el simbolo para la suma de naturales es “4” y que el simbolo de igualdad es #;
entonces la expresion R4R#A se interpretaria en espanol como “uno mas uno es igual a dos”.
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Con el comentario anterior en mente, proponemos lo siguiente sin miedo a malinterpretacion:

Notacion 1.2.1.4. Dada una etiqueta de valencia, V' € V, utilizaremos, segiun convenga, la nota-
cion ~y:= V. Habitualmente usaremos la notacion =~y cuando nos refiramos a V' como simbolo de
wgualdad y utilizaremos simplemente V' cuando nos refiramos a este elemento de V. como etiqueta
de valencia. Si'V estd claro del contexto, simplemente escribiremos = en vez de =y, .

Ejemplo 1.2.1.5. Si quisieramos hablar de espacios vectoriales: necesitamos dos tipos de elemen-
tos, los elementos del campo y los vectores, que corresponden a dos etiquetas de valencia F (del
inglés “field”) y V (de “vector”), necesitamos simbolos para el producto por escalares y el producto
del campo, simbolos para la suma de vectores y la suma del campo, y simbolos para el cero del
campo, el 1 del campo y el cero del espacio vectorial. Un tipo de semejaza de este estilo seria una

funcior”]

71 QU{ey, @, +1, +2}U{01,04, 1} — {F, V}*

donde los elementos que aparecen en el dominio y en el contradominio son conjuntos arbitrarios,
distintos entre si; a los que les hemos asignado esa notacion; pero, en principio, no tienen por qué
ser campos, espacios vectoriales ni funciones o elementos de estos. Si quisieramos hablar de otras
propiedades, por ejemplo, si F' tiene un orden, para referirnos a el, habria que agregar un simbolo
relacional <, de modo que:

7 {<FU{e1, @, +1, +2}U{01, 00,1} — {F, V}"
A los simbolos anteriores, les anadimos los siguientes:
Definicién 1.2.1.6. Los simbolos logicos de L, son:

s Para cada etiqueta de valencia V€ V, un conjunto infinito numerable de simbolos de variable
Var(V) := {ZL“/n} , tal que Var(Vy) N Var(Va) =0 si V; # V4.
neN

«»

» Simbolos auziliares: paréntesis izquierdo “(”, paréntesis derecho )" y coma “”. Al conjunto
de estos tres simbolos lo denotaremos Aux.

» Simbolos conectivos: =, —,V, A\, <.
s Simbolos cuantificadores: ¥, 3.
Por el resto del capitulo, fijamos un tipo de semejanza 7 como en la definicién [1.2.1.2]

Definicién 1.2.1.7. FEl alfabeto de simbolos de primer orden de tipo T, al que denotaremos A(T),
es el conjunto formado por los simbolos de T y los simbolos l6gicos de L.; es decir:

A(7) := VURUFUCU (U Var(V)) U Aux U{—~, =, V, A, < HU{V, 3}
Vev
5Ver ejemplo para los detalles de su regla de correspondencia.
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Definicién 1.2.1.8. Una expresion de tipo T o T-expresion es un elemento de A(T)*.
Ejemplo 1.2.1.9.

» Vo(z =~ x)

NV =, 5>V

———V

T > N\

(,x) = xyx, Tyy

son, todas, expresiones del lenguaje (donde tanto x como y representan cualesquiera simbolos de
primer orden; que podrian ser, en particular, simbolos de variable).

Comentario 1.2.1.10. En el ejemplo anterior, ocurre la primera instancia en la que se aprecia
lo cuidadosos que tenemos que ser a la hora de estudiar un lenguaje formal desde otro lenguaje
—en nuestro caso, el espanol-: tanto x como y, en principio, no son simbolos —de variable— del
lenguaje que estamos construyendo, sino variables del espanol, que estamos suponiendo que pueden
tomar valores en el conjunto de simbolos de primer orden y, en particular, podemos reemplazar por

simbolos de variable de A(T). Por decir, en nuestro ejemplo (1.2.1.5), podriamos hacer x := :50,

y 1= V; y el dltimo inciso del ejemplo nos diria que (,xo) ~ TV xg, oV V es una expresion de tipo
7. A los conceptos y simbolos que tengan sentido en el metalenguaje, también les agregaremos el
prefijo “meta” cuando haya riesgo de confusion. El presente comentario que expresado entonces,
de manera mds simple, diciendo que tanto x como y son metavariables y no simbolos de variable
de tipo T.

Comentario 1.2.1.11. Procuraremos denotar metavariables mediante las letras que resultan mds
familiares para la prdctica matemdatica; de manera que, habitualmente tendremos: f,qg,h serdn
metavariables que representan simbolos funcionales; x,y,z serdn metavariables que representan
simbolos de variable; R serd una metavariable que representa simbolos relacionales; U, V, W serdn
metavariables que representan simbolos de variable de alguna valencia que utilizaremos para refe-
rirnos a subconjuntos; etc.

Definicién 1.2.1.12. FEl conjunto de objetos del lenguaje de primer orden de tipo T, al que deno-
taremos Obj(L.), y su respectiva valencia, v(x), vendran dados recursivamente, como sigue:

1. VU Dom(r) U ( U Var(V)) C Obj(L:), vy = Idv, Y|pom() = T y para todo V € V la
Vev

valencia de las variables de V' es V; es decir: v[Var(V)] = {V'}.

2.8 f € F es tal que o(f) = (Vi,...,; Var1) y t1,...,t, € Obj(L;) son tales que v(t;) = V;,
entonces f(t1,...,t,) € Obj(L,) yo(f(t1,....,tn)) = Vii1.

3. Ninguna otra expresion es un objeto del lenguaje de primer orden de tipo 7.
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En particular tenemos la siguiente funcion de valencia v : Obj(L,) — V*.

Ejemplo 1.2.1.13. Dado que queremos que las valencias representen a los tipos de elemen-
tos con los que estamos trabajando, continuando con el ejemplo , habria que pedir que
v(01) =7(01) = F,0(02) =7(03) =V, 0(l) = F,v(e1) =7(e1) = (F, F, F), 0(e3) = 7(83) = (F,V, V),
o(+1) =7(+1) = (FLF,F), o(42) =7(+2) = (V,V,V) yo(<) = 7(<) = (F, F); lo que codificard

en el lenguaje: 01 es un elemento de F'; Oy es un elemento de V; 1 es un elemento de F; e es
una funcion que toma elementos de F' X F' y los hace corresponder con elementos de F'; ey es
una funcion que toma elementos de F' x V y los hace corresponder con elementos de V; +1 es
una funcion que toma elementos de F' X Iy los hace corresponder con elementos de F; +45 es
una funcion que toma elementos de V- x V' y los hace corresponder con elementos de V; < es una
relacion binaria de elementos de F'. De este modo, también:

0(4‘2('2(%12), 02),1“17)) =V
pucs o(ws) = (FV.V), (F.V) = (0(£3),0(02)) 0(2) = (V.V.V) y (V.V) = (0(a(oa . 02), (1))

Esto dltimo codifica de manera formal lo que habitualmente escribiriamos como zg -0+ x47 € V;
que es una expresion mds parecida a aquellas que solemos utilizar para referirnos a vectores.

Definicién 1.2.1.14. Los términos de tipo T son los objetos t del lenguaje, que no son ni simbolos
relacionales, ni etiquetas de valencia; tales que v(t) € V. Denotaremos T, al conjunto de términos
de tipo T.

Observacion 1.2.1.15. Todos los términos son variables, constantes o bien de la forma f(tq, ..., t,)
donde ty, ..., t, son términos y f un simbolo funcional. De este modo podemos ver que los términos
son precisamente las representaciones formales de las manipulaciones que realizamos mediante
funciones a elementos de un dominio.

Comentario 1.2.1.16. En esencia, los términos son aquellas expresiones que representardn ele-
mentos de algun tipo.

Ejemplo 1.2.1.17.

F %
n +o(e9(z,02), T47)

.01

vV v
n oz, T8)

son términos; mientras que
I AN
n 0,(02,02)

no lo son, pues ni siquiera son objetos (para la sequnda de estas expresiones, notar que el producto

por escalar no puede multiplicar dos vectores, lo cual estd codificado en que las valencias v(0y) =V,
v(ey) = (F,V,V)).
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Definicién 1.2.1.18. Una formula atomica de tipo T es una expresion de la forma tq ~ ty 0 de la
forma R(tq,....t,); donde ty,...,t, son términos, R € R y las valencias son compatibles; es decir,
en el primer caso v(t1) = v(ta) =V, mientras que en el sequndo caso v(R) = (v(t1), ..., 0(t,)).
Definicién 1.2.1.19. El conjunto de formulas de tipo T viene dado recursivamente como sigue:

1. Las formulas atomicas de tipo T son formulas de tipo T.

2. Sty B son formulas de tipo T, y x es un simbolo de variable de L., entonces son formulas

de tipo T:
u _|(O[

(8)
(8
(8
(8)

l(a

<\L\/

(X

)
)
a)
)

>

T

«

o~ o~

<C

VT

s

(07

«

(
(

— —

3. Ninguna otra expresion es formula de L.
Al conjunto de formulas de tipo T lo denotaremos ®..

Definicién 1.2.1.20. Una subformula de una formula o es una subsucesion de o, formada por
elementos consecutivos de «, que es una formula en si misma.

Comentario 1.2.1.21. De la misma manera que en la definicion anterior, le anadiremos el pre-
fijo “sub” a los conceptos en los que tenga sentido y no haya riesgo de malinterpretacion. Por
decir: una subexpresion serd una subsucesion de una expresion que Sea una erpresion en si MIiSMa
-0 sea, cualquier subsucesion—, un subespacio vectorial de un espacio vectorial serd un subcon-
Junto que tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones restringidas; etc. No considero
necesario incluir una definicion sumamente formal para cada “sub-algo” pues casi siempre se so-
breentiende del contexto; y reservaré esta practica para situaciones en las de verdad exista riesgo
de malinterpretacion.

Ejemplo 1.2.1.22. Vzgl(V:LYO(oQ(xFl, 9}/0) ~ 0y)) es una formula, mientras que v.ﬁiv%(.g<£1, 9}/0) ~ 0q)
no lo es, ya que, si analizamos las reglas de construccion de estas, no puede existir ninguna formula

., F F Vv , .
con una subexpresion de la forma ¥x,¥. Por otro lado, es(x1,x0) = 09 es una subfdrmula —atémica—
F V

F, vV
de V1 (Vo (eo(r1, x0) =~ 03)).
Comentario 1.2.1.23. En la prdctica y en la medida de lo posible, haremos las simplificacio-

nes prudentes a todas estas reglas para facilitar la lectura y escritura. Por ejemplo: pese a que
F,V, F V . . . o .
Vo Vo (e(zy, z9) ~ 0) no es formula, no hay ningin riesgo de malinterpretacion si nos referimos a
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, F.,V,6 ,F V R , , , -
“la formula ¥z Vro(e(x1,x0) = 0)”; pues se entiende perfectamente en qué orden habria que anadir

paréntesis y cuales subindices hay que agregar para obtener la formula Vgl(V%(og(fl, 9}/0) ~ 09)),

a la que nos referimos. Lo mismo pasa si escribimos x =~ 0y — Yy(e(y,x) = 03); entendemos que
x representa una variable de tipo vector, y representa una variable de tipo escalar, ® representa al
producto por escalares y que lo anterior se lee “si equis es igual a cero entonces, para toda ye, ye

. . . . . . Vv
por equis es iqual a cero”; que se representaria formalmente mediante dos variables, digamos xq y

%o, y la férmula (2o ~ 0) = (Vio(ea(0, 7o) & 05)).

1.2.2. Estructuras y nocién de verdad
Definicién 1.2.2.1. Una interpretacion para T o T-interpretacion es una funcional

J:VURUFUC — Set

donde Set es la clase de todos los conjunto@' tal que
» Si R € R es tal que v(R) = (V4,...,V,,), entonces

J(R) CIWV1) X ... x I(V},)

» Si f €F estal que o(f) = (Vi,..., Voy1), entonces

J(f):TI(V) X oo x T(Vy) = T(Viar)
» Sice C estal que v(c) =V, entonces
J(c) € I(V)
Definicién 1.2.2.2. Una estructura de tipo T o T-estructura es una 4-tupla
S:= (3[V], 3[R}, J[F], 3[C])

donde J es una interpretacion para 7. A los elementos de J[V] los llamaremos universos de S
y a los elementos de J[R], J[F| y J[C] los llamaremos, respectivamente, relaciones, funciones y
constantes (o puntos) distinguidas de S.

Ejemplo 1.2.2.3. Tomemos una R-dlgebra en concreto, digamos M3(R), las matrices de 3 x 3
con coeficientes en R. Podemos expresar esta R-dlgebra como la estructura

rM3(R) := ({R, M3(R)}, 0, { ks "RxMs®)s "Ms(®), TR, 3@ }s 10R, Ot (®)s Ly Tty })
donde hemos dejado implicito que hay una interpretacion para algun tipo apropiado

70 QU{+1, 42, 01, 02, @33U{01, 09, 11, 1o} — {F, R}

6También podriamos trabajar un universo de Grothendieck, si quisiéramos omitir trabajar con una clase propia.
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Notacién 1.2.2.4. Cuando se sobreentienda “qué es cada cosa”, permitiremos omitir las llaves
para delimitar los universos, relaciones, funciones y constantes de una estructura; asi como los
conjuntos que sean vacios bajo la interpretacion. Por ejemplo, la estructura del ejemplo anterior
podriamos escribirla simplemente como

RM3(R) = (R7 M3(R)7 ‘Ry "RxM3(R)> 'Mg(R)u +R7 +M3(R)7 ORJ OM3(R)7 1R7 1M3(R)>
utilizaremos ambas formas de escribir; segiun veamos conveniente.

Observacion 1.2.2.5. Obsérvese que una misma estructura S puede ser de varios tipos “com-
patibles” (es decir, tales que existe una interpretacion del tipo que coincide en la imagen con la
interpretacion original). Podriamos introducir notacion adicional para lidiar con esto cuando nos
querramos referir al “tipo de semejanza de S”, pero simplemente aclaramos que cuando nos refe-
rimos a esto, en realidad estaremos diciendo “aquel tipo de semejanza compatible con S que sea
apropiado para nuestros fines”. Dicho esto, denotaremos t(S) al tipo de semejanza de S.

En adelante, denotaremos Var(L£,) al conjunto de todos los simbolos de variable de L, y
S := (3[V],J[R),J[F],TJ[C]) a una estructura de tipo 7 con su respectiva funcién de interpre-
tacion. También, el conjunto de elementos de S lo denotaremos mediante el abuso de notacion:

S:=[JIV]
es decir, utilizaremos el mismo simbolo para referirnos a la 4-tupla S y a su conjunto de elementos.

Comentario 1.2.2.6. En principio, la notacion anterior si podria llegar a ser ambigua, ya que
distintas estructuras pueden compartir el mismo conjunto de elementos (e. g. (Z,+) y (Z,<)).
Solucionaremos esto, sequn veamos apropiado en cada situacion, si es que esto llegase a generar,
mds adelante, algun problema de ambiguedad en la redaccion.

Por otro lado, si una estructura tiene varios universos Vi, ...V, ; digamos, la del ejemplo anterior;
Vi denotard a la estructura formada por V; como unico universo, y las relaciones, funciones y
constantes distinguidas que no tengan nada que ver con otros universos. Por ejemplo, en el caso
del ejemplo anterior

R = (]R, +R, R, OR, 1]R)

Definicién 1.2.2.7. Una asignacidn para las variables de L, en'S es una funcion a : Var(L,) — S,
tal que, para todo V € 'V, Im(alvarvy) € I(V). Una asignacion parcial es una restriccion b = c|x
de una asignacion ¢ a un subconjunto de variables X C Var(L,).

Definicién 1.2.2.8. Sea t un término de tipo 7 y a : Var(L,;) — (JI[V] una asignacion de
variables. La interpretacion de t en 'S bajo la asignacidn a, a la cual denotaremos t°[a], viene dada
recursivamente como sigue:

1. Sit=x € Var(L,), t°[a] = a(x).
2. Site C, t°a = I(c).
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3. Sit=f(tr,....tn), t°[a] = I(f)(t[a], ..., t2[a]).

Dado que la interpretacién de simbolos de constante es la misma, indiferentemente de la asig-

nacién, podemos hacer c := J(c) para ¢ € C. En concordancia con esto también usaremos las
notaciones f°:=7J(f), R®:=J(R)y VS =3(V),para feF, RERyV € V.
Observacion 1.2.2.9. Si v(t) =V entonces para toda asignacion de variables como en la defini-

cion anterior se cumple que t°[a] € J(V).

Ejemplo 1.2.2.10. En el ejemplo , st a: Var(L;) = grM;3(R) es una asignacion tal que

1
a (MfééR)> = 4
7

co Ut N

3
6 |, entonces:
9

M3(R) ) ) M3 (R) )
(1 (L, 1), +o(le, o ))EFMe®[a] = MO (4 (1,12 M@ [a), 45 (15, 2 )rM®)[a])
Mi(R)EM3(R)
,ng( )(+RM3(R)(1RM3( )[ ]’111;/\/13(]1@)[ al), +n§M3( )(1H§M3(R)[a], a%é ) [a)))

3 4 4 6
6 = 8§ 12 12
9 14 16 20

1 2 3
= ‘RxM;3(R) +R(1R7 1R)7 +M3(R) 1M3(R)7 45 6
78 9
2
—(1+1)- 5
8

o O =
O = O
= o O
_|_
N TS

Definicién 1.2.2.11. Dada una asignacion de variables a : Var(L;) — |JTI[V] y una asignacion
parcial b : X — |JJI[V], denotaremos (a|b) a la asignacion dada por

@l (0= { 57} 1%

Dado que nos interesan asignaciones parciales con dominios de una sola variable, ocasionalmente
nos referiremos a la asignacién b mediante su grafica; es decir: b = {(z,b(x)) }zex. A continuacién,
fijamos una asignacién de variables a y una féormula « de L.

Definicién 1.2.2.12. Definimos por recursion la nocion “a satisface o en S”, lo cual denotaremos
S E ala], de la manera siguiente:

1. Para o una formula atomica:
» Sty =~ tyla] siy solo siti[a] = t5]a]
» SE R(ty,...,tn)[a] siy sdlo si (ti[a],...,t5[a]) € R®

2. Para o construida en los siguientes pasos de la recursion mediante la cual definimos el con-
jJunto de formulas:
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1.2 Nociones de légica matematica

~(B)[a] siy sdlo si S = = (v)[al

8) = (1)[a] si y sdlo i S = flal = S = [a]

B)V (el si y sdlo 5i S = fla] 0 S = Afa

B) N (v)[a) siy sdlo siS |= Bla] y S = [al

B) < (v)[a] siy sdlo si son equivalentes: S |= fla] y S | v]a]

Para cadaV €V, S = Vx‘il(ﬁ)[a] si y sdlo si para todo a € VE se cumple S |= 3 [<a‘{(a¥n, a)}ﬂ

S

S
= (
S (
= (
= (

» Para cadaV €V, S | Elxvn(ﬁ)[a] si y solo si existe a € V° tal que S = [<a‘{(xvn, a)}>]

Ejemplo 1.2.2.13. Si tomamos g M3(R) del ejemplo , a una asignacion de variables para
dicha estructura tal que a(%%) = 1R, y cualquier variable x de valencia M3(R) (es decir, que toma

valores en matrices); se cumple a(:%%) -a(x) = a(z) (con - el producto por escalares); por lo que
para toda asignacion b se cumple

2 M3(R) b= -5(20, ) ~ z[(bl{(z0, 1) })]

entonces para toda asignacion b y toda variable x de la valencia adecuada, se tiene:

rM3(R) = EI350( (550, r) ~ x)[b]

lo anterior pasa para cualquier asignacion y variable x de la valencia adecuada, por lo que para
toda asignacion c, para toda a € M3(R) y toda variable x de la valencia adecuada

aM3(R) |= 3zo(-s(z0, 7) = 2)[{cl{(z, a)})]

es decir, para toda c y toda x de la valencia adecuada:

R M(R) = Vo (5(, @) ~ 7)[c]

Comentario 1.2.2.14. Los ejemplos anteriores nos inclinan a suponer que las unicas variables
relevantes en la interpretacion de términos son aquellas que aparecen en estos, y las relevantes en
la satisfacibilidad de formulas son aquellas que no aparecen cuantificadas. Esto es cierto y, mds
adelante, lo enunciaremos con precision.

Notacién 1.2.2.15. Si X = {zy,...,z,} es un conjunto finito de variables o estamos en el con-
texto en el que mos interese hablar sobre asignaciones parciales —digamos a— con dominio X, las
notaciones VX y Va seran abreviaciones para la expresion Vxi..NVxz,. También escribiremos 3X y
da para abreviar dx;...3z,.

Definicién 1.2.2.16. Si I' es un conjunto de férmulas de tipo T, escribiremos S |= T'[a], que se
leerd “a satisface I' en S”, si S | ala] para toda o € T'. Asimismo escribiremos S ET siS | I'[a]
para toda asignacion a y en este caso diremos que S es un modelo de I'. Si en el caso anterior
I' = {a} consta de una unica formula, escribiremos S |= « y diremos que « es verdadera en S o
que S es modelo de a. Finalmente, diremos que a es falsa en S si S = —a.
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Definicién 1.2.2.17. Diremos que un conjunto de formulas I' C P es satisfacible si existe una
estructura B y una asignacion de variables b : Var(L,) — B tal que B |= I'[b]. Diremos que I' es
finitamente satisfacible si y solo si todo subconjunto finito de I' es satisfacible.

Ejemplo 1.2.2.18. Si " estd conformado por los axiomas de grupo, anillo o campo, I es satisfaci-
ble; pues cualquier grupo, anillo o campo cumple, respectivamente, dichos axiomas (con cualquier
asignacion, como veremos mds adelante; pues dichos azxiomas no tienen variables sin cuantifi-
car). Por otro lado, si ¥ es cualquier conjunto desde el cual “se puede deducir una contradiccion”
—esto tiene una definicion, pero por ahora entiéndase de manera heuristica—, entonces I' no es
satisfacible; por ejemplo, si ¥ = {—(x =~ x)} para algun simbolo de variable x.

El siguiente teorema es el primero de los dos pilares fundamentales de la légica de primer orden
y es llamado teorema de compacidad:

Teorema 1.2.2.19. Son equivalentes para un conjunto de formulas I' C ®..:

= [' es satisfacible.
» [' es finitamente satisfacible.

Demostracion. puede consultarse en [21]. O

Comentario 1.2.2.20. En [21)], la prueba del teorema anterior, y todas las demds que vienen
incluidas ahi, se encuentran hechas para el caso de una sola etiqueta de valencia (1-variada); sin
embargo; existe una manera natural de traducir la logica multi-variada o la logica 1—Uarmdﬂ.
De manera heuristica, solo diré que podemos convertir cada etiqueta de valencia en un simbolo
relacional y anadir algunos requerimientos extra sobre la formacion de términos y formulas. Por
ejemplo: la formula que expresa que existe un elemento en el campo —el 1— que induce mediante el
producto por escalares el morfismo identidad en sus espacios vectoriales; es decir la formula

Jevo(c - v~ )

podemos escribirla en la forma
Fe(F(c) ANVy(V(y) = (c-v =)
que solo necesita una etiqueta de valencia.
Esta serd la ultima vez que aclaremos esto: en adelante, aceptaremos que cualquier prueba hecha
para logica 1-variada se puede traducir de manera apropiada a una prueba para logica multi-variada.

Observacion 1.2.2.21. Puede ocurrir que o no sea verdadera ni falsa en S, pues pueden ezistir
asignaciones que satisfagan o y asignaciones que satisfagan —o.

Ejemplo 1.2.2.22. La formula 3x(z -y =~ 1) es satisfacible en campos, mediante cualquier asig-
nacion que haga y # 0, pero claramente ninguna asignacion que haga y = 0 la satisface; por lo
tanto, dicha formula no es verdadera ni falsa en campos.

"Ver seccién 6.1 en [23].
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Definicién 1.2.2.23. Dados dos conjuntos de formulas de tipo T, I' y 3: diremos que X es con-
secuencia semdantica de T', lo cual denotaremos I' =X, si y solo si para toda E estructura de tipo
T y para toda asignacion b para las variables de L, en E, si E = T'[b] entonces E |= Xb].

Equivalente al teorema de compacidad, es el siguiente teorema@:

Teorema 1.2.2.24. Son equivalentes para un conjunto de formulas ' C ®, y una formula ¢ € ®,:

==
» Euxiste un subconjunto finito Ty C T tal que Ty |= .

Ejemplo 1.2.2.25. Pensando nuevamente en campos, seria facil escribir —(y =~ 0) E Jx(z-y = 1);
pero hay que tener cuidado: no toda estructura del tipo de semejanza de campos es un campo —por
ejemplo, cualquier anillo con unidad tiene el mismo tipo de semejanza—. Lo que tendriamos que
escribir para expresar correctamente lo anterior seria:

{Aziomas de campo} U{—~(y = 0)} = Jz(z-y~1)

Definicién 1.2.2.26. Diremos que un simbolo s aparece en una expresion € si y solo si s € Im(e)
(recordar que € : n — A(T) es una sucesion finita de simbolos).

Ejemplo 1.2.2.27. El simbolo ¥V y el simbolo — aparecen en la expresion (—)V; mientras que el
simbolo =~ no aparece.

Definicién 1.2.2.28. Definimos por recursion la nocion “la variable x € Var(L,) aparece libre en
la formula o”:

1. Para formulas atomicas: x aparece libre en una formula atomica si y sélo si aparece en dicha
formula.
2. Para formulas construidas por recursion a partir de las atomicas:
» Sia=—(0), x aparece libre en « si y solo si x aparece libre en 3.

» Sia=(B)C(y), con C € {—,V,A, <} un conectivo binario, x aparece libre en « si y
solo si x aparece libre en B o en 7.

» Sia=Cy(B), conC € {V,3} un cuantificador, x aparece libre en « si y sdlo si x aparece
libre en By x # vy.

Si x aparece libre en «, también diremos que x es una variable libre de c.

Ejemplo 1.2.2.29. En la féormula 32Vz((z = y) — (2 = y)), la unica variable que aparece libre
es y, pues z y x aparecen “dentro del alcance de un cuantificador” y ninguna otra variable aparece
en ella.

Definicién 1.2.2.30. Un término t € T, es cerrado si no aparecen variables en el.

'8 Ver seccién 1.2 en [21].
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Ejemplo 1.2.2.31. +(0,1) es un término cerrado, mientras que +(x,0) no lo es si x es un simbolo
de variable.

Definicién 1.2.2.32. Si ' C &, denotaremos °T" al conjunto formado por las férmulas de T’ en
las que mo aparece ninguna variable libre.

» Un enunciado o férmula cerrada de tipo T es una férmula ¢ € °®..
= Una teoria de tipo T es un conjunto de enunciados de tipo T.

Proposicion 1.2.2.33. Sea t un término de tipo T yb, b’ dos asignaciones de variables cualesquiera
en S:

1. Sib(z) =b'(x) para toda v € Var(L,) tal que x aparece en t, entonces t°[b] = t5[b'].

2. Sib(z) = V'(x) para toda x € Var(L;) tal que x aparece libre en o, entonces S = «a[b] si y
sélo si S = afb’].

Demostracion. Por (B-F) induccién sobre la formacién de términos y féormulas (véase [20]). O
Corolario 1.2.2.34. En términos cerrados y en enunciados las asignaciones son irrelevantes.

Corolario 1.2.2.35. 57 a es un enunciado de tipo T, son equivalentes:
» SEa
= S (a)

Comentario 1.2.2.36. El corolario anterior nos dice que, restringido a enunciados, el simbolo
de negacion es consistente con la semdntica de la negacion en el metalenguaje, a diferencia de
lo que pasa en formulas en general (observacion . En este sentido es que se dice que la
propiedad de ser verdadero o falso le corresponde a los enunciados y no a las formulas en general.
Tiene mucho sentido si lo pensamos un momento: ;qué valor de verdad le corresponderia a algo del
estilo “x es mi amigo”? y, por otro lado, una vez que acotamos la variable x (la cuantificamos) o la
sustituimos por un valor concreto, e. g. “Mario”, el valor de verdad se determina de acuerdo a si la
estructura “mundo real” (que, para este caso particular, podriamos pensarla como una estructura
con un universo y una relacion binaria distinguida) hace verdad los enunciados “todos son mis
amigos”, “hay alguien que es mi amigo” y “Mario es mi amigo”.

Definicién 1.2.2.37. Sean t, ty términos de tipo 7, sea x € Var(L,) tal que v(x) = v(t) y sea «
una formula de tipo 7. Definiremos por recursion las siguientes dos abreviaturas:

» (t9)f es una abreviatura para “la sustitucion de t en lugar de cada ocurrencia de la variable
x enty”

» (a)f es una abreviatura para “la sustitucion de t en lugar de cada ocurrencia libre de la
variable v en a”
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Usando la observacion (1.2.1.15), es vdlido definir por recursion para términos de la manera si-
gquiente:

1. = Sity € C entonces (ty)f = to

t to =X

to to 7é i

2. Si ty es de la forma f(ti,...,t,) con ti, ... t, términos y f un simbolo funcional entonces

(to)¢ = J((#0)7s s (E0)7)-

Ahora para formulas

» Sity € Var(L,) entonces (o)} = {

1. atomicas:
» Si =t =ty donde ty y ty son términos entonces (a)f = (t1)f =~ (t2)
» Sia= R(ty,...,t,) donde R € R yty,...,t, son términos entonces (a)7 = R((t1)7, ..., (tn)}).

T
t-

2. para formulas construidas a partir de conectivos y cuantificadores:
» Siao=—(0) entonces (a)f = =((a)7)
- Sia=(B)C(1) con C € {—,V, A, &} entonces (a)f = ((AF)C((1)F)
» Siao=Cy(p) con C € {V,3}, y € Var(L,) y z # x es la primera variable que no aparece

en a ni en t (esto tiene sentido pues ambas sucesiones de simbolos son finitas) tal que
v(z) = v(y) entonces

Q x no aparece libre en «

[A9e)]

()f = Cy((B)f) =z aparece libre en oo, “y” no aparece en t

W,

Cz(((B)Y)f) =z aparece libre en o, “y” aparece en t

Comentario 1.2.2.38. En la definicion anterior, puede resultar conveniente decir un poco mds
sobre el ultimo apartado: lo unico que este nos dice es que, a la hora de hacer la sustitucion de una
variable, no queremos introducir variables cuantificadas donde antes no existian.

El siguiente ejemplo es tomado de [21]; de donde también nos hemos inspirado para varias de

las definiciones que utilizamos, incluida especificamente, la definicién anterior (cf. definicién 1.16
en [21], p. 7).

Ejemplo 1.2.2.39. Consideremos la férmula (3w(—(w =~ v)))} .., donde w,v representan simbo-
los de variable y f(c,w) un término; entonces, siguiendo la definicion anterior:

Bw(=(w = ) jewy = F2(((=(w = )7 few)

donde z es la primera variable de la misma valencia que w que no aparece en Jw(—(w ~ v)) ni en
f(e,w). Continuamos:

Fz((~(w = 0))7)(ew) = 32((2((0 = 0)7))Few) = F2((2(2 = 0)Few)
= F2(2((2 = 0)f(ew)) = F2(2(z = fe,w)))
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Proposicion 1.2.2.40. La aplicacion repetida de sustituciones de términos cerrados en lugar de

ocurrencias (libres) de variables —distintas— en un término (férmula) puede hacerse en cualquier

orden; es decir: sit € T,, a € ®., {x;}, son vam’ables distintas de tipo T y {t;}I, son términos

cerrados de tipo T tales que, para toda i, v xw) ), entonces, para toda permutacion m:n — n,
w(n)

se cumple que (...(to)7 )i = (...(to); :(<11)) o Y tambzen (.. (oz)fll...)f: = (...(a)f:((ll))...)tx”(”).

m(n)

Demostracion. Basta con ver que ((¢)7')i = ((1)i2)i! v ()i = ((«)i?)f! sit es un término en

el que no aparecen las variables x;, a es una féormula en la que las variables x; no aparecen libres y
t; son términos cerrados. Esto es inmediato de la definicién para cualquier paso de la construccion
de términos o férmulas; con la posible excepcion de aquellos pasos en los que agregamos cuantifi-
cadores. Para estos pasos, como tq, ..., t,, son términos cerrados, el iltimo apartado de la definicién
(11.2.2.37) nos dice que

« T1, T2 o aparecen libres en «
Cy((B)i!)  x1 aparece libre en ' y x5 no aparece libre en (Cy(3));}
Cy((B);2)  x1 no aparece libre en a y x, aparece libre en (Cy(ﬁ))x = Cy(B)
Cy(((B)i!)i2) w1 aparece libre en a y xo aparece libre en (Cy(8));! = Cy((8):})

((Cy(B)i )iy =

que nos permitiria concluir la prueba por induccién sobre la construccion de términos y férmulas.

[]

Definicién 1.2.2.41. Dado X C Var(L,), una presustitucion de X por términos cerrados es una
funcion Xy : X — T, tal que, para toda x € X, Xo(x) es un término cerrado de la misma valencia
que x; es decir, si v(x) =V, entonces v(Xo(x )) =V.

Gracias a la proposiciéon anterior, las siguientes notaciones no dependen de ningin orden en
particular.

Definicién 1.2.2.42. 57 X es un conjunto de variables, Xy es una presustitucion de X por térmi-
nos cerrados y {xy,...,x,} es el conjunto de variables de X que aparecen en un término to (formula
a), entonces denotaremos:

to(Xo) == (“'<t0)§(lo(m1)"')§<%(mn) a(Xy) == (...(a)fgo(xl)...)ﬁg)(mn)

Por otro lado, introducimos la notacion T'(X) := T para cualquier conjunto de términos (férmulas)
' tal que toda variable (libre) de cualquier término (formula) de I pertenece al conjunto X . Asimis-
mo, denotaremos I'(Xy) := {B(Xy) : B € I'}. También hacemos B(X) := 5 para cualquier término
(formula) B € {BHX) (es decir, la notacion 5(X) nos indica que las variables (libres) del término
(formula) B pertenecen a X ). Por iltimo, denotaremos B(X,Y) := f(XUY), '(X,Y) :=I'(XUY),
B(Xo, Yo) := B(Xo U Yy) y I'(Xo, Yo) := I'(Xo U Yp) para conjuntos de variables ajenos y presus-
tituciones por términos cerrados para los mismos. Las notaciones 5(Xo,Y), 5(X,Yy), I'(Xo,Y) ¥
['(X,Yy) denotardn que dnicamente aplicamos presustituciones en el subconjunto correspondiente
de XUY.

Observaciéon 1.2.2.43. Es facil probar, usando la definicion recursiva de términos y formulas,
que: si t(X) es un término, a(X) es una formula y Xo es una presustitucion de X por términos
cerrados, entonces t(Xo) y a(Xo) son, respectivamente, un término cerrado y un enunciado.
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Teorema 1.2.2.44. Sea a una asignacion de variables de L, en'S. Con las hipotesis de la definicion

se cumplen:
= £ [(al{(z,#°[a])})] = ((t0)7)°[a]
s Sk a[(al{(z,t°a)})] siysdlo siS = (@)f[2]

Demostracion. [21], p. 8-10. O

El teorema anterior nos dice que la accion de hacer variar en interpretaciones de términos lo que
vale una asigacién en una variable puede caracterizarse mediante una sustitucion puramente formal
en el lenguaje L., sin cambiar la asignacion. Por otro lado, de acuerdo a la proposicién ((1.2.2.33)),
la interpretacién de términos bajo cualquier asignacion y la satisfaccién de cualquier asignacién
para una féormula en S dependen unicamente de los valores de dicha asignacién en una cantidad
finita de variables. Combinando estas dos ideas, la interpretacion de términos y la satisfaccion de
formulas pueden caracterizarse completamente mediante manipulaciones formales en el lenguaje;
especificando una cantidad finita de sustituciones, una por cada variable que aparece en los términos
y una por cada variable que aparece libre en las férmulas. Lo anterior queda expresado de manera
mas elegante en el siguiente corolario:

Corolario 1.2.2.45. si X, es una presustitucion de X por términos cerrados, donde X contiene
a las variables que aparecen (libres) en ty (o), entonces

= 1o(X)° [(al{(z, Xo(2)°[a]) }aex)] = to(X0)*[a]
= S a(X) [(a[{(z, Xo(z)[a]) }aex )] siy sdlo siS = a(Xo)a]

Comentario 1.2.2.46. En el corolario anterior to(Xo) y a(Xo) son, respectivamente, un término
cerrado y un enunciado, por lo que, de hecho, la asignacion a esta prdacticamente de adorno, de
acuerdo a la proposicion . En principio, esto vuelve tentador pensar que podriamos pres-
cindir completamente de la nocion de asignacion y trabajar inicamente con la variacion formal de
términos; el problema es que los términos son complicados de escribir salvo cuando son constantes
o variables; por ejemplo: en el lenguaje de cualquier anillo con unidad A = ({A}, 0, {+,-},{0,1}),
no tenemos una formula f(c1, 1) = co para referirnos a algo tan sencillo como lo es el que 1+1 = 2
en dicho anillo. Aun peor, pueden haber —y, por un argumento de cardinalidad, suelen haber— ele-
mentos de A que no pueden ser representados mediante un término. La primera solucion a este
predicamento podria ser anadir a nuestro lenguaje todos los elementos de A como simbolos de cons-
tante, pero entonces tendriamos que usar un lenguaje distinto para cada anillo A. Si quisieramos
trabajar con la clase de todos los anillos para hallar propiedades de esta a partir de su lenguaje
y los teoremas derivados de sus axiomas, esto seria un grave problema. Idealmente, nos gustaria
que existiera entonces un anillo “monstruosamente grande”, que tenga suficientes elementos para
representar a cualquier otro anillo dentro de el, y anadir sus elementos como constantes.

31



1 Preliminares y generalidades

1.2.3. Una hipétesis monstruosa

Retomemos la idea que discutimos en el comentario (1.2.2.46)): si nos adentraramos mas en esta
area —la teoria de modelos—, rapidamente nos dariamos cuenta de que no es una simple suposicién
decir que el cardinal del lenguaje en el que trabajamos puede traernos dolores de cabeza (por
ejemplo, véase la seccién sobre el teorema de Lowenheim-Skolem en [21]); v es facil ver que dicho
cardinal esta determinado por la cantidad de simbolos en el tipo de semejanza. Un intento de
solucionar el predicamento planteado en dicho comentario seria suponer que tenemos una clase de
todos los simbolos y trabajar en el lenguaje correspondiente; pero esto nos incapacitaria a hablar
del lenguaje como un objeto de la teoria que estemos utilizandoﬂ. Por otro lado, podemos inspirar-
nos en otras areas que hayan enfrentado algin problema similar en su formalismo. Pensemos, por
ejemplo, en la construccion de los nimeros reales desde ZFC; mas especificamente en la completa-
cién de QQ: durante gran parte de la historia se dedujeron propiedades acerca de R que dependian
de la convergencia de sucesiones de racionales, sin tener una definiciéon clara de qué es un nimero
real o de la nocion de convergencia. Mediante la aceptacién de la existencia y consistencia de esa
estructura a la que llamamos racionales y sus propiedades evidentes internas, pudieron probarse
algunas de sus propiedades externas y, la mayor parte del tiempo, la falta de formalismo repre-
sentd poco o ningun problema. Por poner algunos ejemplos de propiedades externas de Q que se
pueden “probar” heuristicamente sin hacer referencia explicita a los reales como objeto definido
formalmente, mencionamos los siguientes:

T¢Q

Existen puntos en la recta que no son solucién de ningtin polinomio con coeficientes en Q.

Los racionales son densos en la recta.

n
La sucesién de racionales (1 + —) no converge a un numero racional.
n

Ahora, pensando en la discusién anterior, consideremos la siguiente afirmacion

Dado un conjunto de propiedades consistentes entre si, existe un modelo de estas que es lo
suficientemente grande para albergar toda la matemdtica relevante que estemos desarrollando en
un momento dado.

Por ejemplo: si dicho conjunto de propiedades son axiomas de una teoria de conjuntos, lo anterior
afirma la existencia de un universo de Groethendieck equivariantem para dichos axiomas. Clara-
mente la afirmacién anterior, a la que por ahora llamaremos “axioma perezoso”, debe hacerse mas

9En cierto sentido, podriamos argumentar que esto ya lo hacemos, implicitamente, cada vez que nos inventamos una notacién
para un concepto nuevo; pues dicha notacién ya existia en la clase “todos los simbolos que se le puedan llegar a ocurrir
a alguien”. Si esto es una clase propia o no respecto a alguna teoria de conjuntos, es una pregunta puramente filoséfica
ue depende en gran medida de la respuesta a “;qué es un simbolo?”. Por ejemplo: de acuerdo a nuestra definicién, todos
4 )
los conjuntos son simbolos de algin tipo de semejanza, por lo que la clase de todos los simbolos es la clase de todos los
conjuntos; sin embargo, esto no quiere decir que no exista una buena definicién de “todos los simbolos que necesitamos”
que nos permitiera trabajar dentro de un conjunto y no una clase propia.
20Fsto es, los objetos con las mismas propiedades son conjugados bajo algin grupo de automorfismos de este universo.
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precisa si es que queremos utilizarla, al estilo de un axioma formal, para deducir teoremas.

El objetivo de esta secciéon es enunciar de manera precisa un “axioma perezoso” con el que
podamos trabajar; sin entrar en demasiados detalles acerca de por qué podemos hacer esto y bajo
qué restricciones. Refiero al lector interesado en profundizar en el tema a [16], al capitulo 10 de
[32] y a [18].

Definicién 1.2.3.1. Sea 7 un tipo de semejanza. Una expansion de T es un tipo de semejanza p
tal que todo simbolo de T es también simbolo de p y p|lpom(r) = 7. Denotaremos esto como 7 C p.

Definicién 1.2.3.2. Sea S = (J[V],J[R], I[F],T[C]) una estructura de tipo T y tomemos p una
expansion de T. Una expansion de S al tipo p es una estructura S' = (J'[V'], T [R’], J'[F’],T[C'])
de tipo p tal que J'|voruruc = J. También diremos que S es un reducto al tipo T de S'.

Comentario 1.2.3.3. Con la definicion anterior, lo que nos dice el comentario es que
toda expansion de una estructura que pertenece a una clase de estructuras dada axriomaticamente
también pertenece a dicha clase. Hacemos especial énfasis en que es en este sentido que debe
interpretarse el enunciado del teorema de Johnson; pues, pues de la definicion , serd claro
que el rango de dependencia de un campo es una propiedad que depende de si este tiene estructura
adicional a la de ser campo y, de ser asi, cudl.

Ejemplo 1.2.3.4. (R, <,+,-,0,1) es una ezpansion de (R, <) y (N, +) es un reducto de (Z,N, +y).
En particular, (R, <,+,-,0,1) es un orden total y (Z,N,+y) es un monoide conmutativo.

Dado que las expansiones 7 C p preservan la interpretacién de todos los simbolos de 7, si ademas
hacemos la convencién de que usamos los mismos simbolos 16gicos a la hora de expandir el lenguaje
L, al lenguaje £, podemos convenir que siempre que tengamos 7 C p, se tendra A(7) C A(p); v,
en consecuencia, toda expresion de tipo 7 serd también una expresion de tipo p.

Notacion 1.2.3.5. Usaremos las siguientes notaciones para denotar los conjuntos de todas las
relaciones y funciones de los universos de S:

s Fun(S) = {f: VS x .. x VS — VnSJr1 : (W1, o, V1) € V¥
e Rel(S) = {RC VS x .. x VE: (Vi,... V) € V*}

Definicién 1.2.3.6. Definimos un nuevo tipo de semejanza Os : R*UF U C' — V™ que vendrd
dado como sigue:

V' =V U{S}
R :=RURel(S)U{R CS":n €N}

» FF.=FUFumS)U{f:S" —-S:neN}

C’::Cu(|_| VS>|_|S

Vev
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donde Ds|roroc = 7, Ds(R) = (Vi, .., V) si RC VE x .. x VS, D(R) = (S,...,S) si R C S,
——

n veces

Ds(f) = Vi, Vig1) i f: VE X o x VE = VE L Ds(f) = (S,...,S) si f:S" =S, Ds(c) =V si
~——

n+1 veces

ceV® yDs(c)=SsiceS.

Comentario 1.2.3.7. En la definicion anterior abusamos ligeramente de la notacion, por ejemplo,
al decir que definimos ®s(R) = (Vi,...,V,,) si R € Rel(S) y Os(R) = (S, ...,S) si R e {T'C S : n € S}
ya que el primer conjunto de relaciones estd contenido en el sequndo. En realidad, deberiamos es-
cribir algo ast como R x {1} y R x {2} para hablar propiamente de los elementos de la union
ajena. Asimismo, en sentido conjuntista tradicional, toda funcion es una relacion por lo que no
se tendria la condicion R' N F’' = 0 requerida para que lo anterior defina un tipo de semejanza.
Todo esto se soluciona de manera muy facil, considerando conjuntos de simbolos biyectables con
los conjuntos que aparecen en la definicion anterior y tales que sean ajenos dos a dos. Omitimos
hacer esto, salvo que sea absolutamente necesario, ya que la complejidad anadida en la escritura
no aporta nada para la finalidad que hemos definido esto. Al final del dia, la definicion anterior
la hemos hecho con la intencion de tener un lenguaje suficientemente rico para hablar de todo lo
que podiamos hacer en S desde fuera de L., de tal forma que podamos regresar a propiedades de
S dadas por su lenguaje original mediante la accion de restringirnos a trabajar con formulas del
mismo.

Observacion 1.2.3.8. Dg es una expansion de T.
A continuacién, definimos una expansiéon de S al tipo Ds:
Definicién 1.2.3.9. La expansion discreta de S es la estructura de tipo Os dada por
2(S) = (Y[V']. IR, IF],I[C)
donde ¥'|vururuc = J y para cada simbolo nuevo s ¢ VURUF UC se tendrd J'(s) = s.

Observacién 1.2.3.10. El conjunto de elementos de D(S) es el mismo que el de S pues, por
definicion, viene dado como:

Uavi= U 7v) = (U j’(V)) UJ'(S) = (U ’J(V)) us

Vev/ Vev Vev
- (Uavl)us=sus=s

Observacion 1.2.3.11. Notemos que, dado que todos lo elementos de S son términos cerrados
(simbolos de constante) de tipo Ds, toda asignacion b : Var(Lg.) — S es, de hecho, una presusti-
tucion de Var(Lg,) por términos cerrados de tipo Ds. Mds ain, de acuerdo al corolario
como T, C Ty, tenemos la siguiente factorizacion para asignaciones de variables de L :

D(S)[(a
T, - [(alb)] S

N

To. — 2 Ty

S S
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Claramente 2®)[(a|b)]|r. = 5[(a|b)] v, de hecho, (a|b) = b, por lo que tenemos:

S
TT’—M>S

I
—

9(S) [ (S)

= ¢ para todo ¢ € S, por lo que el siguiente diagrama

Lo

To. —2s Ty

Ademds, notemos que ¢ a] = ¢

conmuta:

S S

de modo que la presustitucion por términos cerrados de tipo Dgs extiende a la nocion de asignaciones

de tipo T, tal y como lo menciona informalmente el comentario (1.2.2.46]).

Con justificacién en lo anterior, dada cualquier asignacién b o asignacion parcial de las variables
de £, en S, tenemos permitido usar la notaciones I'(b), t(b), a(b), etc. descritas en ((1.2.2.42)) para
formulas y términos de tipo ®gs. Resumimos esto en la siguiente definicion:

Definicién 1.2.3.12. Si o(X) € L, es una formula y a: X — S una asignacion en S, definimos:
SEa(a): <= D(S) E ala)

Definicién 1.2.3.13. Dado un conjunto de variables X C Var(L,), la aridad de X serd la tupla
formada por los cardinales de los subconjuntos de X de variables de una misma valencia; es decir:

a(X) = (| X NnVar(V)|)vev
La aridad de una asignacion serd la aridad de su dominio.

Definicién 1.2.3.14. Dada una tupla de cardinales 7o := (kv )vey y dos conjuntos X,Y de varia-
bles de aridad 7, un cambio de variables de Y a X es una biyeccion f: X — 'Y tal que, para toda
VeV, fIXNnVar(V)] =Y N Var(V).

Observacién 1.2.3.15. Para cada V € V y para cada conjunto de variables X C Var(L.), el

. . .. |4 |4 . . . .
congunto X N Var(V) tiene un buen orden candnico, dado por x; < x; : <= i < j. Mds ain,
st definimos la funcion “sucesor” en cada uno de estos ordenes de la manera que resulta natural

(s)‘(/(a‘:/,) =min({z € X NVar(V) : z; < x})), podemos generar todos los elementos de X N Var(V)
a partir de su minimo, mediante aplicaciones de dicha funcion.

Ejemplo 1.2.3.16. Supongamos que tenemos, por decir, 3 valencias distintas; las cuales por como-
didad denotamos mediante variables x;, y;, z;. Si tomamos X = {ya, Y6, Ya, 21, 29, 22, L9, Ts, Ta7, T3},

35



1 Preliminares y generalidades

tendriamos que sus subconjuntos de variables de la misma valencia se encuentran bien ordenados
de la siguiente manera:

Ty < Tg < Tg < Tyy
Y2 < Ys < Yo
21 < 29 < 29

Proposicion 1.2.3.17. Dados dos conjuntos de variables de la misma aridad XY, existe un
unico cambio de variables fy x : X — Y tal que se cumplen las siguientes dos condiciones para
toda V € V:

» fy.x(min(X NVar(V))) = min(Y N Var(V))

X Y
= fY,X 0S8y =S8y o fY,X

Demostracion. Dos conjuntos del mismo cardinal, bien ordenados mediante el mismo tipo de orden
(todas las variables tienen el orden de los naturales) tienen un isomorfismo de orden canénico; y
este cumple lo propuesto. O

Definicién 1.2.3.18. Dada una asignacion a : Y — S y un conjunto X C Var(L,) de aridad
a(Y), denotaremos aX :=ao fyx.

Observacién 1.2.3.19. Si a : Y — S es una asignacion de aridad m y X C Var(L;) es un
conjunto de variables de aridad 7, entonces aX es una asignacion parcial para las variables de X .

Definicién 1.2.3.20. Denotaremos
As:={a: X - S: X CVar(L,) AVz € X(a(z) € v(2)%)}
al conjunto de todas las asignaciones de variables en S. Por otro lado, si X C Var(L,), denotaremos
S¥:={a: X = S:Vee X(a(z) € v(x)°)}
al conjunto de asignaciones parciales con dominio X C Var(V).

Comentario 1.2.3.21. Dado que nos interesa hablar de los conjuntos de variables que aparecen
en formulas y estas son sucesiones finitas, en adelante supondremos que los conjuntos de variables
sobre los que trabajaremos son finitos. Obviaré mencionar esto nuevamente, pues me parece intere-
sante dejar abierta la posibilidad de re-leer este trabajo y ver hasta donde se puede llegar usando
[6gica infinitaria (en términos simples: aquella que permite formulas infinitas).

La siguiente definicion la utilizaremos tinicamente para justificar el comentario (1.2.3.24)); que,
esencialmente, sirve para poder trabajar sin ambigiiedad —en cuanto al orden en el que sustituimos
variables en una férmula— con la nocién de “tupla”.
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Definicién 1.2.3.22. Para cada férmula o : n — A(T) (recordando que es una sucesion finita de
stmbolos) y cada Y C Var(L,) de la misma aridad que Var(c), denotaremos oY :n — A(7) a la
expresion dada por

T O B
' (fY,Var(a) o Oé)(k) O‘(k) S VaI'(Oé)

Observacion 1.2.3.23. Es fdcil ver que la expresion oY de la definicion anterior también es una
férmulﬂ y, de hecho, para cualquier asignacion a : Var(a) — S y Y de la misma aridad que
Var(a):

SEa(a) <= SEa"(a")

Comentario 1.2.3.24. Lo anterior nos dice que la satisfacibilidad de una formula baja a un
cociente apropiado; en el cual podemos hablar de satisfacibilidad de una clase de formulas bajo una
clase de asignaciones. Si observamos cuidadosamente lo anterior, no estamos mdas que formalizando
la idea de satisfacibilidad de una formula bajo una “tupla” de variables de aridad compatible. En
este sentido, para cada X C Var(L,), S* no es mds que un conjunto de —representantes para todas
las— tuplas de aridad a(X).

Con el comentario anterior en mente, cuando hablemos de un conjunto de pardametros C' C Ag,
siempre podremos suponer que dicho conjunto tiene un sélo representante para cada una de las
tuplas que aparecen representadas en el, lo cual elimina cualquier posible problema de cardinalidad
que pudiese surgir mas adelante como consecuencia de trabajar con asignaciones y no con tuplas
en primer lugar; especificamente, a la hora de hablar de saturacién (definicién )

Definicién 1.2.3.25. Sea C' C As y A C ®... Denotaremos
Al ={a(Z,a"):a(Z,Y) € ANX CVar(L,) Aa(Y) =a(X)Aac CnS¥}

Definicién 1.2.3.26. Sea X C Var(L,). Un X -tipo de 'S sobre C C Ag es un conjunto I'(X) C ®,|¢
en el que X = Var(I') es exactamente el conjunto de variables que aparecen en las formulas de

I' y tal que cumple la siguiente condicion de satisfacibilidad finita: para todo subconjunto finito
Fo(X) CT(X) existe una asignacion a : X — S tal que S |= T'y(a).

1

Ejemplo 1.2.3.27. El conjunto {< (0,y) A < (y, —)} (donde < es el simbolo relacional
n neNt

para el orden en R) es un y-tipo de D(R); pues cualquier subconjunto finito de esas formulas es

satisfacible en R, por la propiedad arquimediana.

Definicién 1.2.3.28. Sea X C Var(L,). Diremos que un X-tipo de S sobre C' es completo si es
mazimal en el conjunto de X -tipos de S sobre C' respecto a la contencion. Equivalentemente, si I’
es un X -tipo sobre C, diremos que es completo si y solo si para toda o € ®|° con Var(a) = X se
cumple {a, ma} NT # 0. Al conjunto de todos los X -tipos de S completos sobre C' los denotaremos
SZ(S)

2Por ejemplo, si a = Vaodye(ze ~ 1 Ay =~ 2 — 3Jzs(R(zs,v2) v Y = {x1,22,91}, entonces
¥ =V Iy (z2 = 1Ay ~ 2 — Az (R(z1,41)))
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Definicién 1.2.3.29. Diremos que un X-tipo de S, I'(X), se realiza si existe una asignacion
a: X — S tal que S =T(a). En dicho caso, diremos que a realiza a I.

Ejemplo 1.2.3.30. Si consideramos el y-tipo de D(R) dado en el ejemplo anterior

(omn<(:)),

este no se realiza —como y-tipo de D(R)—, pues no eziste y € R mayor a cero y menor que cualquier

elemento de la sucesion —.
n

Notese que, de acuerdo al teorema de compacidad, todo X-tipo de S es satisfacible, pero esto
no necesariamente ocurre con asignaciones en la estructura S. Cuando esto ultimo si ocurra, nos
referiremos a esta propiedad como saturacion.

Definicién 1.2.3.31. Sea k < |S| un cardinal. Diremos que S es k-saturada si para todo C' C Asg,
si |C] <k yT € SE(C), ' se realiza. Diremos que S es saturada si es |S|-saturada.

Observacién 1.2.3.32. Si S es saturada, en particular, es |V°|-saturada para todo V € V. De
hecho, se puede probar que todos los universos infinitos de una estructura saturada tienen cardinal
IS|, notando que debe realizarse el tipo {—(z =~y k) : k € Ky}, para todo V € V y ky C S de
cardinal menor a |S| (si |VS| < [S|, podriamos tomar ky = V*®).

Definicién 1.2.3.33. Dadas dos T-estructuras A, B, diremos que son elementalmente equivalentes,
lo cual denotaremos A = B, si para todo enunciado o € °®. se cumple:

AFa < BEFa

Definicion 1.2.3.34. Dadas dos T-estructuras A, B, diremos que A es una subestructura de B o
que B es una extension de A, lo cual denotaremos A C B, si se cumplen las siguientes condiciones:

» VACVE para todo VeV
= RA=REN (VA x ... x VB) para todo R € R de valencia v(R) = (V4, ..., V,,)
= f|* = f®|pom(ss) para todo f € F

A

» c® =cB para toda c € C

Diremos que A es una subestructura elemental de B o que B es una extension elemental de A, lo
cual denotaremos A <X B, si, ademds, para toda formula o(X) € ®, y toda asignacion a: X — A,
se cumple

AEala) < BEa(a)
Observaciéon 1.2.3.35. St A < B y a es un enunciado, en particular:
AFEa <= BEa

por lo que
A<B =— A=B
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A continuacién definimos los morfismos entre estructuras. Dicha definiciéon tiene como casos
particulares a la mayoria de los morfismos que usamos en otras areas de la matematica.

Definicién 1.2.3.36. Dadas dos T-estructuras A y B, un morfismo h : A — B serd una funcion
entre sus conjuntos de elementos que conmuta con las interpretaciones, en el siguiente sentido:

= SiReR yay,...,a, €A, entonces:

(ay,...,a,) € R* <= (h(ay),...,h(a,)) € R®

» Si feF yay,..,a, €A, entonces
B(FH(an, o an)) = L (B(an), - han)

= Sic e C, entonces:

los monomorfismos serdan los morfismos inyectivos, los epimorfismos serdn los morfismos supra-
yectivos y los isomorfismos serdn los morfismos biyectivos. En particular, si A = B, diremos que
h es un endomorfismo de A y a los endomorfismos biyectivos les llamaremos automorfismos. Por
altimo, diremos que h es elemental si, para toda formula a(X) € ®, y toda a: X — A se tiene

Al a(a) <= Blalhoa)

Por otro lado, si h cumple lo anterior pero solo estd definida en un subconjunto C' C A, diremos que
h es un morfismo parcial de A en B (cambiando A por C' en la definicion anterior en donde tenga
sentido). Como caso particular importante de todo lo anterior: diremos que h es un endomorfismo
elemental parcial de A si A=B y h: C — A es un morfismo elemental parcial de A en A.

Observacion 1.2.3.37. La condicion ser morfismo elemental, aplicada a una formula atémica
x &y, nos permite probar de manera inmediata que todo morfismo elemental es un monomorfismo.
Debido a esto, nos referiremos a los morfismos elementales como “encajes elementales”. Por otro
lado, dado cualquier encaje elemental h : A — B, se cumple h|A] < B.

Observacion 1.2.3.38. Todo isomorfismo es un encaje elemental (cf. teorema 1.6 en [21)], p. 22) y
st existe un encaje elemental entre dos estructuras entonces estas son elementalmente equivalentes.
En particular, los modelos de una teoria son cerrados bajo isomorfismos.

Teorema 1.2.3.39. Dado un conjunto A y una funcion inyectiva i : A — S, existe una estructura
S" que contiene a A y un isomorfismo i : S' — S que extiende a i. Mds ain: dados dos conjuntos
A, B tales que |A| = |B| < |S|, cualquier biyeccion o : A — B se extiende a un isomorfismo entre
dos estructuras del mismo tipo de S y que son, ambas, isomorfas a S.

Demostracion. Probaremos la segunda parte del teorema y de la prueba se desprenderd la primera
parte como caso particular de la construccién que haremos (tomando « como la biyeccién inducida
por i en su imagen, B =Im(i) = D, ba|p = o' y bals\p = Ids\5). Sea o : A — B una biyeccién
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y D C S un subconjunto de S de cardinal |A], entonces hay una biyeccion by : S — (S\D) Ll A tal
que by[D] = Ay podemos definir bg : S — (S\D) U B como bg|p = a0 ba|p y bp|s\p = bals\p-
Evidentemente bp también es una biyeccién y bg|po (ba|p)™' = a. Ahora supongamos que S viene
dado mediante la funcién de interpretacién

S := (J[V], J[R], I[F], J[C])
y, para cada ¢ € {A, B}, consideremos las funcionales J; : VUR UF U C — Set dadas como

( bi[3(z)]
SizxeV

{(bi(a1), ..., bi(an)) € bi[J(Vl)] X b [I(Vo)] : (a1, ...,an) € I(2)}
SizeRy o) =(Vi,...V,)
(@) = B3] oo X B [3(Va)] = bi[Visa]
(bz(al), b (an))b—>b (an+1)
SizeFyo(x)= V..., Voi1)

bi(3(x)) € bi[3(v(x))

Siz e Cyo(z)=o0(x)

\

Claramente J; son interpretaciones de tipo t(S); donde se tiene para cada universo de S:
VEDIRE — [V

Se sigue que b; es un isomorfismo entre las estructuras S y (S\D) U ¢ para cada i € {A, B} y
entonces bg o b, : (S\D) U A — (S\D) U B es un isomorfismo y, ademas:

(bp o by")a=bglpo (balp) ™ =«
]

Observacion 1.2.3.40. De la prueba anterior también tenemos el resultado de que una biyeccion
b:S — A siempre puede considerarse un isomorfismo entre S y la estructura inducida en A por b
mediante el procedimiento anterior.

Corolario 1.2.3.41. Cualquier biyeccion con un subconjunto de S es un encaje elemental parcial
entre una estructura isomorfa a S y S.

Demostracion. Los isomorfismos son elementales y sus restricciones son, por lo tanto, encajes
elementales parciales. O

Definicién 1.2.3.42. Dado un cardinal k, diremos que S es k-homogénea si cumple la condicion:
si C' C S tiene cardinal |C] < k y h: C — S es un encaje elemental parcial, entonces para toda

a € S existe un encaje elemental parcial h:CuU {a} — S tal que fL|C = h. Diremos que S es
homogénea si es |S|-homogénea.
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La siguiente proposicion nos dice que en estructuras homogéneas, los encajes elementales par-
ciales son restricciones de automorfismos y su prueba puede ser consultada en [I1], p. 133.

Proposicién 1.2.3.43. Son equivalentes
= S es homogénea.

» SiC CSy|C|<|S|, todo encaje elemental parcial h : C' — 'S se extiende a un automorfismo
de S.

Corolario 1.2.3.44. S¢S es homogénea, cualesquiera dos subestructuras elementales isomorfas de
S de cardinal menor al de S son conjugadas bajo algun automorfismo de S.

Necesitamos una definicion més para poder enunciar correctamente el axioma perezoso; al que
hicimos referencia al inicio de esta seccion.

Definicién 1.2.3.45. Una teoria T es completa si para todo enunciado o € °®, se tiene {, ~a}NT # ().

Axioma perezoso 1.2.3.46. Si una teoria completa tiene un modelo infinito entonces tiene un
modelo (suficientemente) saturado y homogéneo “grande” (es decir, cuyos universos son mds gran-
des que cualquier cardinal con el que estemos trabajando) tal que todos sus modelos pequenos (es
decir, de cardinal estrictamente menor) se encajan elementalmente en el.

Nos referiremos al modelo descrito en el corolario anterior como modelo monstruo de la teoria.

Ejemplo 1.2.3.47. Si R* es un modelo monstruo de la teoria de R (es decir, aquellos enunciados
verdaderos en R), entonces el y-tipo del ejemplo|1.2.3.27 se realiza; por lo que existe z* € R* tal
que

1
Vn e N0 < 2* < —)
n

es decir, en R* tenemos infinitesimales.

Comentario 1.2.3.48. Respecto a por qué le he llamado “perezoso” al axioma anterior: hay toda
una discusz’o/@ acerca de “;qué tan saturado y homogéneo necesita y/o puede ser realmente el
monstruo?”. La razon es que, en principio, uno puede salirse con la suya con modelos k-saturados
y k-homogéneos, para algun k suficientemente grande; y esto tiene la ventaja de modificar de
manera menos agresiva ZFC. Dicha discusion nos desviaria demasiado del tema central de este
texto y las pruebas serian esencialmente las mismas, salvo la molesta aclaracion constante de que

siempre estariamos trabajando en un modelo suficientemente saturado.

Observacion 1.2.3.49. Todos los submodelos isomorfos pequenos —respecto a algin modelo monstruo—
de una teoria completa con un modelo infinito son conjugados bajo automorfismos del monstruo.

Terminamos esta seccién con el siguiente teorema, que nos da una ventaja inmediata de trabajar
en el monstruo.

#2Ver, por ejemplo: [16], [18] y [32].
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Teorema 1.2.3.50. Si M es un monstruo, K < M es pequeno y C C M\K es pequenio, entonces
para toda biyeccion o : C' — D, con D C M\K, eziste un automorfismo h : M — M tal que
h‘K = IdK Yy h’c = .

Demostracion. Por el teorema de Lowenheim-SkolemP] existe una extensién elemental pequeiia
K <L <M con |[KUC| < |L|. Observemos que Idg U« : KUC' — KUD es una biyeccién; entonces
por la prueba del teorema y su corolario, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
KUC C Ly que Idg U« es un encaje elemental parcial de L C M en (L\(KUC)) U (KUD) C M.
Por homogeneidad, existe un automorfismo de M que extiende a Idg U a. O

Corolario 1.2.3.51. Si K <M y C C M\K son pequenos, toda funcion inyectiva h : C'— M se
extiende a un automorfismo de M.

1.2.4. Definibilidad

Una vez establecido el axioma anterior, procedemos a definir un modelo monstruo apropiado
para nuestros fines.

Definicién 1.2.4.1. Dadas dos estructuras, digamos
E = (3[V],3[R],J[F],3[C])  E'=(J[V],IR]IF]IC]
denotaremos
EUE = (Jud)VUV],Jud)RUR],(Jud)FUF],(Tud)CucC]
le llamaremos a esta estructura la union de E y E'.
Observaciéon 1.2.4.2. El conjunto de elementos de EUE' viene dado por:
Uouavuvi= |J @Gua) W)= (U 3(V)) U ( U 3’(v>)
Vevuv vVev vev!
- (U ’J[V]) U (U J’[V’]) —EUE

donde E denota el conjunto de elementos de E y E’ denota el conjunto de elementos de E'.

Definicién 1.2.4.3. La potencia de una T-estructura E serd la estructura dada por:
P(E) :== ({P(VF)}vev,0,0,0)

Definicién 1.2.4.4. Definimos por recursion la expansion discreta de orden n de S, a la que
denotaremos S(n), como:

1. S(1) := D(S)

#Ver seccién 2.1 en [21].
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2. S(n+1) :=D(S(n) UP(S(n)))
Observacién 1.2.4.5. Los elementos de S(n + 1) son

S(n+1) U P™(S

0<m<n

donde P™(S) = P(...P(S)).
———
m veces
En adelante supondremos que, para alguna n suficientemente grande (esto quedara mas claro
conforme avancemos), S(n)* es un modelo monstruo de una teoria completa de tipo t(S(n)) de
la cual S(n) es un modelo. Todos los cardinales con los que trabajaremos, excepto los que co-
rrespondan a los universos de S(n)* seran pequenos, salvo que aclaremos lo contrario (esto es
particularmente importante para los conjuntos de pardmetros C' C Ag,)~, para poder usar la
saturacién de S(n)*).

Definicién 1.2.4.6. Denotaremos, para cada 7 C p C 4(S(n)), S| :=S(n)|, y S|** := S(n)*|,. En
particular: S* := S(n)*|; y, para cada m < n S(m)* := S(n)*|ysm))-

Observacién 1.2.4.7. (S|*)* es un modelo monstruo de T|, para todo 7 C p C
particular, S(m)* es un modelo monstruo de T | s@my), S(m) = S(m)* para toda m <

modelo monstruo de T|, y S < S*.

t(S(n). &
n, S* es un

Dado que el modelo monstruo es obtenido de una teoria completa que tenga “algin modelo
infinito” y no de ninguno de sus modelos particulares, enfatizamos que, al definir algo para S que

dependa de S*, no hemos perdido generalidad para S; es decir, S (resp. S(m))) representara una
subestructura elemental arbitraria de S* (resp. S(m)*).

Comentario 1.2.4.8. Cualquier propiedad de S(n)* “razonablemente acotada” (de primer orden,

sobre un conjunto pequeno de pardmetros) que tenga “ suficiente evidencia a su favor” (finitamente
satisfacible) es, de hecho cierta y S(n)* tiene al menos un “testigo” (una asignacion) de que asi
es; que es a lo que se refiere la saturacion. Mds ain, dado que S(m) =< S(m)* para todo m < n, los
elementos de S(m)* se comportan, cuando nos referimos a ellos con pardmetros obtenidos desde
S y sus primeras m — 1 potencias, exactamente igual a los elementos de las primeras m potencias
de S, para cada m < n (cumplen las mismas propiedades de primer orden); por lo que si queremos
probar una propiedad de orden m, de S, dada por un conjunto de enunciados T' C ®|A4stm | para la
cual tenemos evidencia que nos inclina a pensar que es cierta, basta con verificar que S(m)* = F
para todo subconjunto finito ' C I". St queremos restringirnos aun mds y probar propiedades de S,
que correspondan al lenguaje de tipo T expandido con los elementos de S, aprovechamos que S = S*
y hacemos lo correspondiente.

Comentario 1.2.4.9. Pareciera tentador pensar que esta construccion nos brinda un marco de
referencia suficientemente rico para trabajar con logicas de orden superior dentro de la logica
multivariada de primer orden. En general, al trabajar en logica, hay que tener mucho cuida-
do con esta clase de conclusiones apresuradas. Tomemos como ejemplo S(2)*: si bien, es cierto
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que esta estructura es suficientemente rica para expresar todas las propiedades de orden 2, de S;
al cuantificar sobre variables para subconjuntos de algin universo de S (digamos, por ejemplo,
variables de valencia P(V®) para alguna V' € V) y tratar de trasladar dicha propiedad a otra
t(S(2))-estructura E, sélo sabemos que dichos cuantificadores corren sobre el universo P(VS)E,
pero dicho universo no tiene por qué coincidir con el conjunto potencia de VE. De hecho, la obser-
vacion ((1.2.5.39) nos da un ejemplo concreto en el que lo anterior no pasa; ya que, segin dicha
observacion, si'S es infinito y denotamos S a la etiqueta de valencia para el conjunto de elementos
de S, entonces:

PSP | = [P(S9)° | = 5% | < [P(s5®))

de manera que los cuantificadores sobre variables de tipo P(S) en S(2)* no corren sobre todos los

subconjuntos de S5 (de hecho, hay una cantidad grande de subconjuntos que estamos omitiendo).

Definicién 1.2.4.10. Sean D C S* y C C Ag+ un conjunto pequeno de pardmetros:

» Diremos que D es definible (en S) sobre C' o C-definible si existe a(X) € L.|¢ tal que
D ={aeS*: S a(a)}. Eneste caso, denotaremos a(X)® := a(S*) := D; 0 a(X,b)° := a(S¥,b)
cuando queramos especificar que a(X,b) € ®| es una formula que proviene de la sustitucion
de variables por libres por la asignacion b € C' en una formula o(X,Y) € ®.

» Diremos que D es \V-definible sobre C' o (C, V)-definible si se puede expresar como una union
de una cantidad pequena de conjuntos definibles sobre C.

» Diremos que D es tipo-definible sobre C' o (C, \)-definible si se puede expresar como una
interseccion de una cantidad pequena de conjuntos definibles sobre C'. FEquivalentemente, di-

remos lo anterior si D es el conjunto de asignaciones que satisface algiun conjunto de formulas
['(X) C ®|°. Usaremos la notacion T'(X)S = D.

S1 C' C Ag para alguna estructura E diremos que D es E-definible o definible con pardmetros en
E (V-definible, tipo-definible). En particular, si E = S, diremos que D es internamente definible
(V-definible, tipo-definible); si E es el modelo monstruo diremos que D es externamente definible
(V-definible, tipo-definible). Por iltimo, si C = 0, simplemente diremos que D es definible (V-
definible, tipo-definible).

Notacién 1.2.4.11. Si D C AX es un conjunto C-definible y h : A — B es un morfismo,
denotaremos:

h[D]:={hoa:a€ D}
o bien, en notacion de tuplas:
hID] :={(h(x1),..., h(xy)) : (z1,...,x,) € D}

Comentario 1.2.4.12. Habitualmente se considera que los conjuntos definibles en una estructura
son aquellos a los que yo les he llamado internamente definibles y no los (-definibles. He decidido
adoptar esta otra convencion unicamente por preferencia personal.

44



1.2 Nociones de légica matematica

Comentario 1.2.4.13. En particular, por como estructuramos la definicion anterior nos dice que,
al hablar de un conjunto definible, V-definible o tipo-definible sobre el monstruo, siempre suponemos
que estd definido sobre algun conjunto pequeno del mismo.

Definicién 1.2.4.14. Diremos que un conjunto tipo-definible (definible) —sobre algin conjunto de
pardmetros— tiene una propiedad definida para conjuntos de formulas (férmulas) si el conjunto de
formulas (formula) que lo define tiene dicha propiedad.

Definicién 1.2.4.15. Si C' es un conjunto de parametros, diremos que una familia de conjun-
tos F es uniformemente C-definible (o, simplemente, “C-definible” cuando no exista riesgo de
malinterpretacion) en S si existe una férmula o(X,Y) € ®|° tal que

F={p(S*,b):bc S}
Adoptaremos las mismas convenciones para los distintos valores de C' que en la definicion|1.2.4.10

Ejemplo 1.2.4.16.
» El conjunto {x € R: 2* =0} es definible en R, mediante la férmula -(x, z) = 0.

» El conjunto {x € Q : 2? = 2} es {2}-definible en Q, mediante la férmula -(x,x) ~ 2 de
&2 (donde 2 representa a cualquier asignacion parcial a: {y} — {2}); vy, en particular, es
internamente definible en Q.

» {7} no es definible en (R,+,-,0,1), pues esto nos diria que hay un polinomio que lo tiene
como solucion y cuyos coeficientes podemos obtener mediante sumas y productos de los neutros
de la suma y el producto (es decir, sus coeficientes necesariamente estarian en Q y 7 tendria
que ser algebraico en dicho campo); sin embargo, es internamente definible de manera trivial,
mediante x ~ w. Por otro lado, {r} es definible en la expansion de la estructura anterior
mediante sus elementos como constantes —es decir ({R}, 0, {+, -}, R)~, ya que, en ese lenguage,
xr &~ 7 es una formula sin parametros. Ademds

{r}= ) {reR:l+ +l<a(t +DAe(lt +)<i+ . +1}

m 2
a<m<g m veces n veces q veces p veces

por lo que {m} es tipo-definible en (R,+,-,0,1).

» (Q,<) es una subestructura elemental de (R, <) ([25], p. 4), por lo que (R, <) = (Q,<)* y
entonces el conjunto {x € Q : x < 7} es externamente definible en (Q, <), ya que™ € R C Q*.
Claramente este conjunto no es internamente definible en (Q, <).

= La base de la topologia usual en R

B :={B.(z) € P(R): (z,¢) € R x R}
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es uniformemente definible en (R, |_|, <) (de hecth_ZL en R) pues, para cada (xg,e) € R x R:

B.(xg) =R —xo| <e=(ly —zo| < €)R

Observacién 1.2.4.17.

definible = internamente definible = externamente definible

Definicién 1.2.4.18. Para cadam < n yx € S(n), denotaremos z%, := 5™ (recordar que todos

sus elementos aparecen como simbolos de constante en el tipo de semejanza). St m es clara del
contexto, la omitiremos en la notacion anterior.

Comentario 1.2.4.19. En principio, la notacion anterior es innecesaria, ya que todos los simbolos
de constante preservan su interpretacion en extensiones de estructuras; es decir, en realidad, por
definicion, se tiene que x, = x para cualesquiera m < n, x € S(n). Lo interesante aqui es que, si
m > 1, cada elemento de P(S(m—1)) ya aparecia como simbolo relacional de aridad 1 en S(m—1)
(0, técnicamente, un simbolo de la forma c, y uno de la forma R, para que los simbolos de x como
constante y de x como relacion no puedan ser el mismo) para cada m < n vy, su interpretacion
como relacion no tiene por qué ser la misma. Esto es mds claro st notamos que la relacion de
pertenencia en —cada universo P(VS(m=V) de— P(S(m — 1)) también debe aparecer como simbolo
relacional de aridad 2 en S(m), por lo que se cumple, para todo x C VS(m=1);

S(m) E Yy(R.(y) <€v (¥, cx))

y esto es un enunciado, entonces debe cumplirse en el monstruo
S(m)* | Vy(Ra(y) <€v (¥, ¢))

donde G?,(m)* debe coincidir con la relacion conjuntista de pertenencia habitual en elementos de
S(m), pero esto no tiene por qué ser asi si y € S(m)*\S(m). De hecho, especificamente se tiene,
para todo y € S(m)*:

y e R sy e S0
Ahora bien, por comodidad, nosotros escribiremos x para denotar tanto al simbolo relacional co-

mo al simbolo de constante (lo cual equivale, en cierto sentido, a completar x con nuevos ele-

., . . . _ S(m)*
mentos en una relacion de pertenencia localmente extendida, haciendo T, := Rx( ) , Ya que

S(m)*
™ lsim) =

S . ‘ . . o
Ev(m>); solo tendremos mucho cuidado con que, no estd permitido escribir

S(m)" = Vavy(z(y) <ev (v, ))

pues lo anterior no es un enunciado de primer orden; de hecho ni siquiera es verdad: en principio,
s6lo ocurre si x € S(m) (es precisamente aqui donde hay una distincion clara con légicas de orden

2E] conjunto de los reales positivos es definible como RY = {z € R : x # 0,3y(y> = )}, el orden es de-
finible como <g= {(z,y) € R? : 32 € R (z + 2z = y)} y la grifica del valor absoluto es definible como
G =A{(z,y) € RE:zcRT&ax=9)6(x=0&y =0)6(—x € RT & y = —x)}, por lo que cualquier expre-
sién en el lenguaje de (R, |-|, <) puede ser reemplazada por una expresién equivalente en el lenguaje de R.
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superior, que st permiten cuantificar sobre relaciones).

Todo lo anterior lo hemos aclarado para justificar que, si bien, a nivel de teoria de conjuntos
habitual —o bien, de simbolos de constante— se tiene x = x7,, cuando nos refiramos a x},, en realidad

. S *
nos estaremos refiriendo a Rx(m) .

Proposicién 1.2.4.20. Para cada m <n y C C Ag(yy los subconjuntos de S(m)* definibles sobre
C son exactamente los conjuntos x*, con x C V5™ para algin universo V(™ de S(m).

Demostracion. Six C VS entonces 2%, = {y € S(m)* : S(m)* |= z(y)} es definible; en particular
lo es sobre C.

Por otro lado, si D € S(m)* es definible sobre C' C Ag,,,), entonces

D = {y € S(m)* : S(m)" |= a(y, a)} C v(y)>™”
para alguna féormula a(y,Y) € ®ysimy) v alguna a € C. Sea x := {y € S(m) : S(m) = a(y,a)},
entonces x C U(y)S(m) y, claramente
S(m) = Vy(aly,a) < z(y))
por lo que
S(m)* = Vy(a(y,a) < z(y))
es decir, para todo w € v(y)S", se cumple:

S(m)* E a(w,a) <= S(m)* E z(w)

que se traduce en
weD <<= weuz,

Corolario 1.2.4.21. En S(m)*, un subconjunto es definible si y solo si es S(m)-definible.

Comentario 1.2.4.22. Las construcciones anteriores se pueden generalizar si notamos que basta
con tener lo siguiente:

» S4(1) es una estructura que tiene como relaciones distinguidas a todos sus conjuntos inter-
namente definibles y como constantes distinguidas a todos sus elementos. En particular, todo
conjunto internamente definible de Sy(1) serd definible mediante una férmula atémica.

= Consideramos un operador Py al que le llamamos “potencia definible” que le asigne a cada
estructura la estructura cuyos universos son sus colecciones de conjuntos definibles. Por el
mciso anterior esto es:

Pa(Sa(1)) = {Pa(V¥*N}vev, ), 0,0,0)

donde
Py(V3D) = {R%W) : R € Rg, 1)} C P(V5)
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» Para cada 0 < i < n—1y Sy(i + 1) debe ser “alguna” expansion de Sy(i) U Pa(Sa(i)),
Pa(Sa(i)) C P(Sa(i)) y debe cumplirse lo siguiente:

1. S4(i + 1) tiene simbolos de constante para todos los elementos de Py(Sa(i)).

2. Sq(i) tiene como simbolos relacionales de aridad 1 exactamente a los elementos de
Pa(Sa(i)) y Sa(i+ 1) tiene simbolos relacionales para todas las relaciones de pertenencia
Ep,voaty de valencia (VS0 Py(VSaD)),

Bajo estas condiciones, la proposicion anterior nos diria que los subconjuntos de Sqy(m)* definibles
sobre C' C Ag,(m) son exactamente los conjuntos x}, donde x es un elemento de Py(Sq(m)).

Por otro lado, todo lo relacionado a anadir constantes podriamos omaitirlo y obtener el mismo
resultado, a fin de cuentas podemos definir z, para simbolos relacionales. He decidido dejarlo asi
pues me parece mds elegante la presentacion de “extender localmente a la pertenencia”, que queda
mejor expresada de esta manera.

Comentario 1.2.4.23. Como aplicacion particular del ultimo comentario, se puede tomar Sy(1)
como la expansion de S mediante sus elementos como constantes y sus conjuntos internamente
definibles como relaciones distinguidas. En este caso, por ejemplo, en Sy4(2) podriamos cuantificar
sobre conjuntos internamente definibles en S y los conjuntos S-definibles de Sy(1)* serian exacta-
mente los conjuntos x*, con x C S internamente definible.

Terminamos esta seccion mencionando el siguiente teorema, que nos dice que los conjuntos
externamente definibles que son invariantes bajo los automorfismos del monstruo que fijan un
modelo pequenio son definibles sobre dicho modelo pequeno.

Teorema 1.2.4.24. Si M es un monstruo con una subsestructura elemental pequena K < M y
D C M¥ es un conjunto M-definible tal que para todo automorfismo h € Aut(M/K) se tiene
hID] C D, entonces D es K-definible.

Demostracion. Sean dy, ...,d; € M las constantes —si las hay— de M\K que aparecen la férmula
D(X) que define a D; de manera que podemos escribir D = D(M?X dy, ..., dy). Estas constan-
tes pueden ser cambiadas por variables nuevas, digamos vy, ..., Yk, obteniendo una nueva férmula
D(X,{y1,...,yx}) y podemos cuantificar universalmente sobre las variables y; para obtener una
férmula Dy(X) que tiene las mismas variables libres que D(X) pero que tiene pardmetros tinica-
mente sobre K. Afirmamos que Dy = D, para lo cual comenzamos por notar que Dy C D, pues si
(21,...,m,) € Dy entonces para cualesquiera ay, ..., ar € M se tiene (1, ...,2,) € D(M¥X, ay, ..., ax);
y en particular esto se tiene cuando a; = d; para cada ¢. Por otro lado, veamos que D C Dy;
para lo cual, si (z1,...,2,) € Dy ay, ...,ay € M\K, por el teorema [1.2.3.50] existe un automorfismo
h : M — M que deja fijo a K y tal que, para cada 7, h : a; — d;; entonces se cumple que

(xlu 7‘rn) S D(qu ai, .-, ak) — (h($1)7 B h(xn)) € D<MX7 d17 ) dk)
El lado derecho de la equivalencia anterior es verdadero, pues
(h(21), -, h(z4)) € B[D] € D = D(MX, dy, ... dy.)

de manera que (z1,...,x,) € D(M, a4, ...,a;) y esto se cumple para cualquier eleccién de ay, ..., ag.
Se sigue que (1, ..., x,) € Dy, por lo que Dy = D es K-definible. ]
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1.2.5. Secuencias indiscernibles

Definicién 1.2.5.1. Una S-secuencia de asignaciones de X es un orden lineal (I,<) definido
sobre un conjunto de asignaciones I C S*.

Definicién 1.2.5.2. Dada una T-estructura E, un conjunto de formulas A C ®. y un conjunto de
pardmetros C' C Ag«. Diremos que una S-secuencia (I, <) de asignaciones de X es E-indiscernible
desde A, sobre C si y sélo si para toda o(X1,..., X)) € Al°, con a(X;) = a(X) para toda i; y
cualesquiera ay < ... < a,, by < ... < b, elementos de I:

E = a(a,...,ax") < a(by, ..., bim)

sy Ay

Si C = 0, diremos que (I,<) es E-indiscernible desde A. Si A = ®, diremos que (I,<) es
E-indiscernible sobre C. Si E = S* diremos que (I, <) es indiscernible desde A, sobre C. En par-
ticular, diremos que (I, <) es indiscernible si C' =0, A = ®, y E=S*.

Diremos que (I, <) es discernible (respecto a todos los escenarios anteriores, segin corresponda)
st no es indiscernible.

Comentario 1.2.5.3. En pocas palabras, lo anterior quiere decir que cualquier propiedad en IE,
descrita por una formula de A mediante pardmetros en C', acerca de las tuplas representadas en
I por alguna asignacion, estd determinada por como estan ordenadas —las representaciones de—
dichas tuplas en (I, <). Dicho de manera mds heuristica: cualquier segmento de recta en (I,<) es
igual ante los ojos de A|° cuando sélo podemos ver dentro de E.

Definicién 1.2.5.4. Sea I una familia de S-secuencias y sean E, C, A como en la definicion
anterior. Diremos que 1 es E-independiente desde A, sobre C' si y solo si todos sus elementos son
E-indiscernibles desde A, sobre C' y para cualesquiera secuencias (I,<p),(J,<;) € I distintas se
tiene que (I, <) es E-indiscernible desde A, sobre C'U.J. Haremos las mismas simplificaciones que
en la definicion anterior para los casos particulares que corresponden. Diremos que I es dependiente
st no es independiente.

Definicién 1.2.5.5. Dado un tipo parcial T'(X) C ®,|9 con C C Ag., definimos el rango de
dependencia (o dp-rango) de T', al que denotaremos Dp(I'), como el supremo de los cardinales K
tales que se cumple la propiedad:

(x1) existen I, un conjunto de S*-secuencias infinitas, independiente sobre C, con |I| = k; y una
asignacion a € T'(X)S"; tales que no existe (I, <) € I indiscernible sobre C'U {a}.

Definimos el rango de dependencia de una teoria completa T de la cual S* es un modelo monstruo,
asi como de cualquiera de sus modelos; como el supremo de los cardinales que cumplen la siguiente
version de la propiedad anterior:

(x2) existen I, un conjunto de S*-secuencias infinitas, independiente sobre C, con |I| = k; ya € S*
tales que no existe (I,<) € I indiscernible sobre C'U {a}.

7

Més adelante, cuando nos refiramos a “la propiedad (x)” nos estaremos a alguna de las dos

propiedades de la definicién anterior, segiin sea el caso.
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1 Preliminares y generalidades

Comentario 1.2.5.6. En particular, si en S* podemos expresar un simbolo de igualdad global =~
(es decir, uno de los universos de'S contiene a todos los demas), la condicion (x3) se puede expresar
en términos de la condicion (1) aplicada al tipo parcial {x ~ x}.

Comentario 1.2.5.7. Puede probarse que lo anterior no depende de C' (siempre y cuando C' sea
un conjunto pequeno de pardmetros tal que T C ®.|°) ni tampoco depende de la eleccion de un
modelo monstruo S* en particular (ver 4.1 en [20]).

Definicién 1.2.5.8. Sea I' un tipo parcial o I' =T una teoria completa.
» Diremos que I' es dp-minimal si Dp(I') = 1
» Diremos que T' es dp-finito si Dp(I") < N,

» Diremos que I' es fuertemente dependiente si Dp(I') < Wy y no se cumple la propiedad ()
para k = Ng.

= Diremos que I' es dependiente, no independiente, que tiene la propiedad de no-independencia
0, bien, que es NIP si para cualesquiera o(X,Y) € ', A C (S*)X infinito y B = {br}1ca C (S*)¥
existen a € A y by € B tales que se cumple alguna de las siguientes condiciones

e S* =a(a,by) conad¢l
e ac [ peroS* = afa,by)

= Diremos que I' es independiente, que tiene la propiedad de independencia o bien que es
IP si no es dependiente. Equivalentemente, si existen o(X,Y) € T, A C (S*) infinito y
B = {br}ica C (S*)Y tales que, para cualesquiera a € A, b; € B, son equivalentes:

o S* = a(a,by)
eac/

= Diremos que una T-estructura A tiene alguna de las propiedades anteriores si su teoria
Th(A) :={a € &, : A = o} la tiene.

Observaciéon 1.2.5.9. Las 4 primeras definiciones anteriores estdn ordenadas por como se im-
plican, es decir:

dp-minimal = dp-finito = fuertemente dependiente —> dependiente

Los siguientes ejemplos son tomados de 2.22, 2.27 en [30].
Ejemplo 1.2.5.10.
» (Q, <) es dp-minimal.
» (Q,+,-,0,1) es independiente.

» (Q,vp,) es dp-minimal, donde v, es la valuacion p-ddica.
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1.2 Nociones de légica matematica

Notacién 1.2.5.11. Sia € (S*)* y C es un conjunto de pardmetros, denotaremos

To(a) = {p(X) € @7 : §" = p(a)}

y le llamaremos a este conjunto de formulas “tipo de a sobre C'”. Definimos el dp-rango de a como
el dp-rango de este conjunto.

Observacion 1.2.5.12. Para cada a y C' como en la definicion anterior, Tc(a) € Sc(S*) es un
tipo completo de S* sobre C.

Definicién 1.2.5.13. Diremos que a es algebraico sobre C' si existe una formula )(X) € ®|¢ con
a: X —S* tal que ¥(X)% es finito y S* = (a). Al conjunto de elementos algebraicos sobre C' le
llamaremos cerradura algebraica de C' y lo denotaremos acl(C').

Las siguientes proposiciones nos brindan algunas propiedades algebraicas del rango de depen-
dencia que utilizaremos mas adelante. Su prueba puede consultarse en las paginas 15y 16 de [S]E]
y en el apéndice B de [24].

Proposicion 1.2.5.14. Si z,y € K* entonces

Dp(To((2,y))) < Dp(Teugy (x)) + Dp(Te(y))

Proposicién 1.2.5.15. Sean U y V' conjuntos (C, \)-definibles, entonces:
1. Dp(U) = sup(Dp(Te(a))); en particular Dp(U) < Dp(V) si U C V.
acU

2. Para cada a, Dp(Te(a)) =0 si y sdlo si a € acl(C).
3. Dp(U) =0 si y sdlo si U es finito.

4. Dp(UUV) =méx{Dp(U),Dp(V)}.

5. Dp(U x V) =Dp(U) + Dp(V).

Proposicién 1.2.5.16. Si x y y son interalgebraicos sobre C; es decir, si x € acl(C U {y}) y
y € acl(C U{z}), entonces Dp(T(x)) = Dp(Te(y)).

Proposicién 1.2.5.17. Sean U(X),V(Y) C As- tipo definibles sobre C, con X yY finitos, y sea
7 :U — V una funcion definible (su grdfica es un subconjunto definible de U x V'), entonces:

1. Si 7 es suprayectiva, entonces Dp(V) < Dp(U).
2. Sim tiene fibras finitas, entonces Dp(U) < Dp(V').

2 Enunciamos la aditividad del dp-rango de manera un poco més fuerte, pero la prueba es la misma; como menciona Sinclair
en la pagina 12 de [24].
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2 Clasificacion de campos dp-finitos

2.1. Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

El objetivo de esta seccién serd dejar todo listo para enunciar correctamente el teorema de
Johnson y realizar su prueba; la cual pasa de la légica a la topologia, de la topologia al algebra y
del algebra a la teoria del orden.

Fijamos un campo dp-finito K que no sea algebraicamente cerrado ni finitd'} donde recordamos
que K puede tener estructura adicional. Hacemos énfasis en que muchas de las cosas que haremos
dependen fuertemente de esta hipétesisE]; si bien no entraremos en detalles del por qué, para
mantener la accesibilidad en cuanto a la lectura de este trabajo.

2.1.1. El filtro candnico

Definicién 2.1.1.1. Sea P C (K*)X. Diremos que P es amplio si contiene un cubo de dimension
| X| con lados infinitos; es decir:
B*=]]L.cP

zeX

donde cada l, C K* es infinito. Diremos que P es angosto si no es amplio.

La definicién anterior es equivalente a la definicién 3.1 en [39]. He decidido presentarla de esta
manera pues me parece mas didactico.

Definicién 2.1.1.2. Un conjunto K*-definible D C K* es casi-minimal si tiene rango de depen-
dencia finito n := Dp(D) > 0 y todos sus subconjuntos K*-definibles tienen rango de dependencia
0 o igual a n. Fquivalentemente, si D es un conjunto K*-definible con rango de dependencia finito
y positivo, diremos que casi-minimal si todo subconjunto D' C D infinito y K*-definible tiene el
mismo rango de dependencia que D.

Notacién 2.1.1.3. Si A C [[ D; es un conjunto y J C I, entonces

i€l

Ay ={ze ][ Di:3yeAlyl, =)}

icJ

'En este contexto, también podriamos haber dado la definicién de estructura “inestable” o del rango de Morley, que es
una generalizacién de la nocién de dimensién en geometria algebraica; y decir que estamos descartando de antemano el
caso estable y/o el de rango de Morley finito, por la proposicién 7.3 en [I0] y el teorema 2.4 en [33]. De hecho, por dicho
teorema, los campos estables no tienen anillos de valuacién no triviales, por lo que no nos estamos perdiendo de nada
interesante —para nuestros fines— haciendo esto.

2Por ejemplo, ver seccién 5 en [39]; teoremas 6.3 y 6.6 en [37]; y corolario 4.16 en [38].
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

En particular, si P C (K*){z1m} = (K*)* es C-definible y {x;,,...,x;, } C {@1,..., 20}, entonces
la notacion anterior se refiere al conjunto C-definible dado por

Pl sy = @iy ai) € (KT 0 K = 3, 3w, (Paay e, Qi Ty -0 4, ))
ij @{i1,e i}
15¢{i1,... 0

Como muestra de por qué elegimos presentar la definicion [2.1.1.1] de esa manera, probamos la
siguiente proposicién (que es el teorema 3.25 en [39]) usando tnicamente las propiedades bésicas
del dp-rango que enlistamos en [1.2.5.15

Proposicién 2.1.1.4. Si P C Dy x ... x D,, C (K*){#v2n} s C-definible, donde cada D; es
casi-minimal y C'-definible, entonces son equivalentes:

1. P es amplio.
2. Dp(P) = Dp(D;) + ... + Dp(D,,).

Demostracion. Sea D = D; x ... X Dy, entonces P C D y se tiene Dp(P) < Dp(D). Ademss,
Dp(D) = Dp(D;) + ... + Dp(D,,) y entonces lo que queremos probar es equivalente a probar que:
P es amplio si y sélo si Dp(D) < Dp(P). Procedemos a probar ambas implicaciones.

=
Si P es amplio, entonces contiene un cubo de lados infinitos

B"::ﬁlingD

=1

Afirmamos que existen conjuntos C-definibles infinitos P; tales que para cada i se cumple [; C P,
y P, x ... x P, C P. Procedemos por induccién:

= Sin =1 tomamos P, = P.

= Si la hipotesis inductiva se cumple hasta n— 1 para cualquier conjunto amplio definible y cua-
lesquiera n— 1 conjuntos casi-minimales (sobre cualquier eleccién para el conjunto de pardme-
tros C'), en particular se tiene que para cada a € [,, existen conjuntos P (K*, a), ..., P,_1(K*, a)
que son C'U{a}-definibles, infinitos y tales que se tienen las contenciones [; C P; para cada i
yP x..xP,1CP,:={(x1,....,p_1) : (x1,...,Tpn_1,a) € P} —pues P, es amplio, C'U {a}-
definible y contiene a [; x ... X [,y para cada a € I, Sea P|(,,} la proyeccién de P en su
n-ésima coordenada; entonces P|¢,,} es C-definible y eso hace C-definible al conjunto dado

por
n—1

P, :={a € Plg,y : K* = Vay.. Va1 ( ]\ Pi(xi,a) = P(xy,...,a))} (2.1)
i=1
Como P, x ... X P,_1 € P, para cada a € I[,, se tiene que [,, C P,; y, por definicién,
P, x ... x P, C P. Esto concluye la prueba de la afirmacion.
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

Se sigue que [; € P, C D, para cada ¢ y por casi-minimalidad de los D; esto implica que
Dp(P;) = Dp(D;) para cada i; entonces:

Dp(D) = Dp(Py) + ... + Dp(P,) = Dp(Py x ... x P,) < Dp(P)

P
Supéngase que Dp(D) < Dp(P). Comenzamos por hacer la observacién de que

A‘{zl,...,wn} C A’{ml,...,a:k} X A‘{$k+1,...,xn}

para todo conjunto A y para todo k, y entonces todas las proyecciones de P en sus coordenadas
son infinitas; o de lo contrario algun P|¢,,; C D; tiene rango de dependencia 0 y

Dp(P) < DPp(Pl(zyy X - X Plia,y) = > _ Dp(Pl(zy) < Y Dp(Di) = Dp(D)
=1 =1

Ahora, por estar trabajando en dp-rango finito: usando el inciso 1 de[1.2.5.15, podemos tomar un
elemento de (ay,...,a,) € P tal que Dp(T¢((ay, ...,a,))) = Dp(D); y también debe cumplirse por
el argumento anterior que TCU{(%”.’%_I)}(@R)K* es infinito, ya que

To((ar, .y an))® € Tougan (@1, ooy an 1) X Tougar..an 3 (@n)®

Para relacionar lo anterior con P, observemos que

*

Teutan (@1, oy an 1)) X Tougar, an 1y (an)© C P

para lo cual: claramente de la definicién de tipo de (aq, ..., a,_1) se tiene que

P(Jﬁl, ey Tp—1, (In) c TCu{an}((al, ceey Clnfl))

entonces todos los elementos (by, ..., by—1) € Teugany (a1, .. an_1))* cumplen K* = P(by, ..., by_1, an).
Similarmente K* = P(ay, ..., a,_1, b,) para toda b, € TCU{(al,m,an_l)}(an)K* y usando la homogenei-
dad del monstruoﬂ podemos tomar un automorfismo o que fije a b, con regla de correspondencia
o : a; — b; para cada i < n. Dicho automorfismo nos muestra que K* = P(by,...,b,); vy esto
nos permite concluir que: si (b1, ..., bp—1) € Touan3 (@1, s an=1))®" ¥ by € Teug(ar,.an 3 (@n)<
entonces, (by,...,b,) € P.

De todo lo anterior, se sigue que P es amplio si Touga, 3 (a1, ..., an1)) 1o es; y como Tousay,..any (@1)
debe ser infinito también; tenemos la base de la induccion anterior.

Corolario 2.1.1.5. Si P C Dy x...x D, C (K*)" es (K*, A)-definible y Dp(Dy X ... x D,,) = Dp(P),
donde cada D; tiene rango de dependencia finito y positivo, entonces P es amplio.

3Cf. teorema
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

Demostracion. Para la prueba de esta implicacién en la proposicién anterior no usamos la casi-
minimalidad de los D; y sélo necesitamos que P fuera tipo-definible sobre algin conjunto de
parémetroﬂ. O

La siguiente proposicion es la 3.11 en [39] y més adelante nos permitira establecer un puente
entre el rango de dependencia, que hasta ahora es un concepto puramente l6gico, y una nocion de
coordenadas que usaremos para definir una topologia en campos, que es el caso particular que nos
interesa. La prueba no es complicada, pero he decidido omitirla porque requiere desviarse un poco
de lo que realmente nos interesa.

Proposicién 2.1.1.6. Si {p((K*)*,b)}peer es uniformemente C-definible entonces el conjunto
{b e (K*)Y : p((K*)*,b) es amplio} es C-definible.

En lo que sigue a continuacion comenzamos oficialmente la construccién de la topologia candnica,
a la que nos referiremos como filtro canénico por motivos que quedaran claros mas adelante. En
particular, me gustaria enfatizar que hasta ahora no hemos utilizado ninguna propiedad de K,
salvo que es una estructura infinita.

Definicién 2.1.1.7. Una configuracion de coordenadas viene dada por una expansion (K*, D, P,X);
donde D := Dy x...x D,, C (K*){“""’x"} es C'-definible y casi-minimal en cada coordenada; P C D
es amplio y C-definible; y X : P — K* dada por

n

Y(ay,...,a,) = Zai

i=1

tiene fibras finitas. Diremos que esta configuracion estd definida sobre C' o C-definida.

Nos referiremos a Dp(Im(X)) como el rango de esta configuracion.

Observacion 2.1.1.8. Dado que, en la definicion anterior, 3 es C-definible, suprayectiva y tiene
fibras finitas, como P es amplio y D es casi-minimal en cada variable, se cumple:

Dp(D) = Z Dp(D;) = Dp(P) = Dp(Im(X))

Demostracion. Inmediato de las proposiciones [2.1.1.4] y [1.2.5.17] O]

Definicién 2.1.1.9. Diremos que una configuracion de coordenadas (K*, D, P,Y) es critica si no
existe una configuracion de coordenadas (de K*) de rango mayor; en dicho caso, diremos que Im(X)
es un conjunto critico de K* y que el rango de esta configuracion es el rango critico de K*.

Definicién 2.1.1.10. Sea V un conjunto critico de K* y U C K* un subconjunto K*-definible.
Diremos que U es d-pesado en V' si Dp(V N (U +6)) = Dp(V'). Diremos que U es §-ligero en V' si
no es 6-pesado en V.

4La Wltima contencién verificada en la prueba de[2.1.1.4]se tendria, en lugar de para P, para cada conjunto que aparece en
la interseccién de conjuntos definibles a la que P es igual.
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

Proposicién 2.1.1.11. Sea (K*, D, P, ¥) una configuracion de coordenadas C-definida y sea
{o(K*, ) bpewsyy una familia uniformemente C-definible de subconjuntos de Im(X); entonces el
conjunto

{b € (K*)" : Dp(p(K*, b)) = Dp(Im(%))}
es C-definible.

Demostracion. Sea r := Dp(Im(X)) = Dp(D). ¥ es C-definble, suprayectiva y tiene fibras finitas,

entonces|1.2.5.17|implica que: para todo b € K¥, Dp(¢(K*, b)) = r siy sélo si Dp(E 7 p(K*,b)]) = r.
Obsérvese que, para cada b, Dp(X~Hp(K*,b)]) = r si y sélo si X7 p(K*,b)] C D es amplio, por

2.1.1.4] El resultado se sigue de la definibilidad de “ser amplio” en familias definibles; que es la
proposicion [2.1.1.6] O]

Corolario 2.1.1.12. Sea {¢(K*,b)}pew+r € P(K*) uniformemente C-definible y (K*, D, P,¥)
una configuracion critica C-definida de K*, entonces

{b € (K*)Y : ¢(K*,b) es d-pesado en im(X)}
es C'U {d}-definible.
Demostracion. Sea Im(X) =V y comencemos por observar que la familia
{V N (o(K*,b) + 6) boe )y sek>
es uniformemente C-definible; entonces, por la proposicién anterior, el conjunto de los (b,d) tales

que Dp(V N (p(K*,b) 4+ §)) = Dp(Im(X)) es C-definible, digamos por una férmula «(Y, {z}); de
manera que

{b € (K" : o(K*,b) es d-pesado en Im(X)} = {b € (K*)¥ : K* = a(b,d)}
O
Observacion 2.1.1.13. De las pruebas de la proposicion y el corolario anterior, es inmediato que
un conjunto C-definible (K*,b) es d-pesado respecto una configuracion critica (K*, D, P,X) si y
solo si LHIm(X) N (p(K*,b) + 8)] es amplio. Dado que se tiene la igualdad
7 [Im(2) N (p(K*,b) +9)] = B~ [p(K*, b) + 4]

entonces se cumple que: p(K*,b) es d-pesado respecto a (K*, D, P,Y.) si y sdlo si ™ p(K*,b) + 4]
es amplio.

Por otro lado, por definicion, el rango de cualesquiera dos configuraciones criticas debe coincidir.
En particular, debe cumplirse:

Dp(D) = Dp(Im(£)) = Dp(Im(%)) = Dp(D')
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

para cualquier configuracion critica (K*, D', P',3). Junto con la proposicion|2.1.1.4}, esto implica
que para toda 6 € K* se cumple

Y p(K*, b) + 8] es amplio <= X' '[o(K*,b) + 8] es amplio

de manera que ser d-pesado respecto a alguna configuracion critica es lo mismo que ser d-pesado
respecto a todas ellas. Ahora, si aplicamos esto a (K*, D', P', %) y definimos (K*, D", P",¥") como
la traslacion por § de (K*, D', P', Z’)EI’EL entonces lo anterior nos dice que

Y p(K*,b) 4 6] es amplio <= X'"'p(K*,b) + 0] es amplio

< Y p(K*,b) + 6] es amplio <= X' '[p(K*,b)] es amplio

donde la tltima equivalencia se tiene ya que (I +0) X ... X I, € X" Hp(K*,b) + 6] es un cubo con
lados infinitos si y s6lo sily X ... x I, € X' "Hp(K*,b)] también lo es.

Con base en la observacion anterior, la siguiente definicién es equivalente a la definicion 4.19
en[39].

Definicién 2.1.1.14. Diremos que un conjunto K*-definible U C K* es pesado si se cumple alguna
de las condiciones equivalentes siguientes:

» Respecto a cualquier y/o alguna configuracion critica (K*, D, P,3), U es 0-pesado para cual-
quier y/o alguna § € K*; es decir: Dp(Im(X) N (U 4 6§)) = Dp(Im(X)).

» Respecto a cualquier y/o alguna configuracion critica (K*, D, P,%) y para cualquier y/o al-
guna 6 € K* se cumple que XU + 8] es amplio.

En virtud de la definicién anterior, fijamos una configuracién critica (K*, D, P, ¥) arbitraria —
que siempre existe en dp-rango finito ya que Dp(Im(X)) < Dp(K*) para cualquier configuracién
(K*, D, P, %)

A continuaciéon probamos una direccién de la caracterizacion de conjuntos pesados dada por el
teorema 5.9 en [33]. Esta corresponde al lema 7.1 en [39].
Proposicién 2.1.1.15. Si Dp(U) = Dp(K), entonces U es pesado.

Demostracion. Tomemos a € U y (by,...,b,) € P tal que (a, by, ...,b,) tiene rango de dependencia
maximo en cada conjunto involucrado; es decir, se cumplen:

Dp(Te((a, by, ..., b,))) = Dp(U x P)
Dp(Teu,....1 (@) = Dp(U)

Dp(Teugayugs, ),z (0i) = Dp(Pliey)

®Bs decir, D" := (D} +6) x Dy x ... x Dl y P" := {(a1 + 6, a2, ...,an) : (a1,...,an) € P’}
®Esta es una configuracién es critica, como en la observacién 4.9 en [39].
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

Sea 6 = a — by — ... — b, entonces (a,by,...,b,) vy (6,b1,...,b,) son interalgebraicos sobre C, lo que
implica

Dp(U) + Dp(P) = Dp(Tc((0,b1, -+, bn))) < Dp(Teugsy((b1, -+, 0n))) + Dp(Te(6))
< Dp(Tousy (b -, bn))) + Dp(K*) = Dp(Teusy ((be, -5 br))) + Dp(U)

= Dp(P) < Dp(Tougsy (b, -+, 0n))) < Dp(Te((br; - ba))) < Dp(P)
en particular, lo anterior implica que Teygsy (b1, ..., b,)) € S7HU 4 6] es amplio por [2.1.1.4, [

Definicién 2.1.1.16. S: U,V C K* son K*-definibles, denotaremos
U—Vi={0€eK :UN(V+9) es pesado}

La siguiente proposicién, que es la 4.20 en [39], es inmediata de lo anterior; salvo quizé por el
ultimo punto.

Proposicién 2.1.1.17. Si U,V C K* son K*-definibles, entonces

1. Si U es finito, entonces U es ligero.

2. 81U yV son ligeros si y solo si U UV es ligero.
3. 81 U es ligero si y solo si esta contenido en algun conjunto ligero.
4. Para cualquier familia uniformemente K*-definible {¢(K*,b) }pex+)y, los conjuntos
{b € (K*)" : o(K*,b) es pesado} = {b € (K*)* : 7 [p(K*,b)] es amplio}
{b € (K*)" : o(K*,b) es ligero} = {b € (K*)* : 27 p(K*,b)] es angosto}
son K*-definibles.
5. K* y K son pesados.
6. Si U es pesado si y solo si cU es pesado para todo y/o algin ¢ € (K*)*.
7. Si U es pesado si y sdlo si x + U es pesado para toda y/o alguna xr € K*.
8. Son equivalentes:
a) U yV son pesados.
b) U -4V es pesado.
c) U—oV #£0.
Demostracion.

1. Si U es finito, entonces L 7U] no es amplio, ya que 3 tiene fibras finitas.
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7

Dp(Im(E) (1 U) < Dp(Im())&Dp(Im(E) N V) < Dp(Im(E))
<~
Dp(Im(E) N (U U V)) = Dp((Im(E) N U) U (Im(E) (V)
— max{Dp(Im(E) N U), Dp(Im(£) N V)} < Dp(Im(E))
. Si U C V donde V es ligero, entonces Dp(U) < Dp(V) < Dp(Im(X)).

. Las igualdades entre dichos conjuntos son por definicion. La definibilidad es inmediata del

corolario 2. 1.1.12
. Caso particular de la proposicién anterior

(e¢X)~cU] es amplio si X7 [U] es amplio, donde ¢ es la configuracion critica dada mediante
el automorfismo dado como la multiplicacién por c.

. Por definicién.

8.

a=b

Si U y V son pesados entonces X 71U] y £7V] son amplios en D; x ... x D, y tienen el
rango de dependencia de Dp(D); entonces podemos tomar elementos (ai, ...,a,) € L71[U] y
(b1, ...,b,) € 71 [V] donde cada coordenada de estos elementos tiene rango de dependencia
maximo en cada D; y estos vectores tienen rango de dependencia n —o, mejor dicho, sus

tipos completos asociados—. Sea (d1,...,d,) = (a3 — by,...,a, — b,) y sea § = > 6;. Por
i=1

invariancia bajo traslaciones, T¢((1, ..., d,)) también tiene el rango de dependencia de D que
es equivalente a que sea amplio; ademds (ay, ..., a,) = (by + 91, ..., b, + d,) y entonces:

To((by + 61y by +6,)) CEHUINS TV +6] = XU N (V +6))
de donde se sigue que XU N (V + §)] es amplio; es decir § € U —, V. Ahora es claro que
To (61, ...,0,) C B7HU —4 V] es amplio.

b=c
Evidente.

c=a
Sid € U—y V entonces UN (V +6) C U,V + 4§ son pesados por contener a un conjunto
pesado; y por el inciso anterior se sigue que U y V son pesados.
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

Comentario 2.1.1.18. Con nuestra definicion, es bastante facil probar que también podriamos
haber definido, de manera mds simétrica

U—OOV:{(SGK*: (—g+U)ﬂ(V+g) espesado}

lo cual es obvio st U oV son ligeros, por la proposicion anterior; y para el caso de que U y V' sean
pesados, tenemos:

U—Vi={0€K :UN((V +9) es pesado} = {(5 eK:UN(V+9) es %é—pesado}

- {5 c K*: Dp (Im(z) N <U NV +9) — g)) = Dp(lm(E))}

_ {5 e K*: Dp (Im(E) N ((—g + U) n <V+ g))) = Dp(Im(E))}

Dado que a partir de estos conjuntos es que se define una topologia “candnica” en la prueba de
Johnson, esta definicion me parece bastante mds intuitiva, ya que U —o V inmediatamente parece
ser un intervalo abierto centrado en U N'V. Por facilidad de escritura, sin embargo trabajaremos
con la definicion original dada por Johnson; he mencionado esto sélo como aportacion diddctica.

Corolario 2.1.1.19. Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior:
1. U -V es K*-definible.
2.U—-,VCU-V
3. Para cualesquiera 6, y do:

(U+461) = (V+5)=U—-xV)+ (61 — d2)

4. Para todo ¢ # 0:
(cU) =0 (V) =c(U =5 V)

5 SiU CU y V' CV, entonces
U - VCU—-V

Definicién 2.1.1.20. Las vecindades candnicas en K serdn los elementos de
B = {U - U:U CK es pesado y K-definible}
Llamaeremos “filtro candnico” a BX .

A continuaciéon mencionamos lo que hay que saber sobre estas vecindades candnicas.
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

» El conjunto de K-infinitesimales de K* se define como el conjunto (K, A)-definible dado como
la interseccién dirigida

(definicién 6.5 y observacion 6.6 en [39]).
» Si [x € D donde D es K*-definible, entonces D es pesado (observacién 6.8 en [39]).

» Como la interseccion que define a Ik es dirigida, este conjunto es pesado; ya que L7 1[[]
es amplio; o de lo contrario por compacidad existe un subconjunto finito F' C BX tal que
Y7HN F] no es ampli(ﬂ; lo cual dirfa que (F € BX no es pesado; en contradiccién con el

punto 8 de la proposicion [2.1.1.17]

s [i tiene estructura de K-algebra no trivial con las operaciones de K* restringidas apropiada-
mente. Ademas las vecindades basicas U —,, U son una base para el filtro de vecindades de
cero de una topologia de campo en K, que es hausdorff y no discreta (teorema 6.16 en [39];
corolario 11.5 en [40]; corolario 5.15 en [33]).

= Como consecuencia de los puntos anteriores, 0 € Ix —o Ix C Ix —Ix C Ik, por lo que Ix € B?f;
es una vecindad de cero para dicha topologia. Mas atn, Ik es una vecindad “acotada” de 0
en el sentido de que toda vecindad de 0 debe contener a Iyl

» [k es el minimo en el conjunto de subgrupos aditivos (K, A)-definibles (G, +) < K* que tienen
la propiedad: “todo conjunto K-definible D tal que G C D es pesado” (proposicién 6.18 en
[39]).

Corolario 2.1.1.21. Eziste una familia de formulas {1;({x}, X)}ier tal que, para todo campo K,
se tiene

BY = {vy(K,a):i€ I, ac K"}

Demostracion. Para cada U := o(K*,b), con p({z},Y) € ®|°, consideremos la familia uniforme-
mente C-definible {¢(K*,b) N (¢o(K*,b) + 0) } sex+ pe(x+)r; de manera que el conjunto

{(b,8) € (K& o(K*, b) N (¢(K*,b) + §) es pesado}

es C-definible, digamos por una férmula 9, ({z},Y). Como U —,, U es pesado si y sélo si U es
pesado, se sigue que la familia buscada es

B={y,(K,a):po({z},Y) e ®°Nac K"}

[

74371 [Ix] es amplio” se puede expresar como la satisfacibilidad de un tipo, de manera ansloga a como hace Johnson en la

parte 2 de la prueba de la observacién 3.4 en [39]; entonces X" '[Ix] = (] X7 '[U] no es amplio si y sélo si el tipo que
UeBk,

define a dicha interseccién tiene un subconjunto finito que no es satisfacible.

8Cf. definicién
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

2.1.2. Subespacios vectoriales tipo-definibles de un campo

Definicién 2.1.2.1. Para cualquier subgrupo G C K* tipo-definible sobre C, denotaremos GX al
subgrupo (que siempre serd normaﬂ) (C, N\)-definible mds pequeno de G con indice pequeno —es
decir, menor que el cardinal del monstruo— en G.

Notacién 2.1.2.2. Puede probarse (8.1.3 en [26], [17, [27]) que en teorias NIP el conjunto C es
wrrelevante en la definicion anterior y que, para todo C':

GR =Gy’ = ﬂ{H 1 H es subgrupo A -definible de G y |G : H| < |G*|}

Dado que toda teoria dp-finita es NIP, denotaremos G* := Ggo.

Definicién 2.1.2.3. Un subcampo elemental I. < K* pequeno es mdgico si para toda n € N y para
todo L-subespacio vectorial (K*, A\)-definible, digmos V< K", se cumple:

V=v®

Comentario 2.1.2.4. Esencialmente, la idea detrds de la definicion anterior (8.3 en [33]) es
encontrar un subcampo del monstruo suficientemente grande para que todo lo que esté por encima de
el tenga indice pequenio en el monstruo, pero suficientemente pequeno para que cualquier cosa que se
pueda construir a partir de el “de manera pequena” (mediante conjuntos pequenos de formulas) siga
siendo pequeno. Esto nos interesa porque intentamos preservar la saturacion y la homogeneidad —
que funcionan para cardinales menores al del monstruo— sobre cualquier tipo de cualquier estructura
en la que trabajemos.

Por el corolario 10.7 en [40], podemos fijar un campo mégico Ky y; entonces si denotamos,
para cada n A(Ko, (K*)") al reticuld| de Ko-subespacios vectoriales de tipo-definibles de (K*)", la
proposicién 11.1 en [40] dice que estos reticulos cumplen lo siguientelﬂ

Teorema 2.1.2.5.
1. Para toda n € N, A(Ko, (K*)") es un reticulo acotado.

2. Ix € N(Ko, K*) para cualquier extension elemental pequenia Ko < K. En particular, el reticulo
A(Ko, K*) contiene un elemento no trivial.

3. 5] € AKo, KT y J C D es un conjunto S*-definible que contiene a J, entonces D es
pesado.

4. 81 J € A(Ko, KN es (K, A)-definible sobre una extension elemental pequena Ko < K, enton-
ces Ix C J.

5. Si J € A(Kg, (K*)"), entonces J = J%.

9Ver 8.1.3 en [26]

0Con las operaciones dadas como V = + la suma de espacios vectoriales y A = N la interseccién.

HDe hecho, de acuerdo a la demostracién de esta proposicién, casi todas estas propiedades se cumplen atin si Ko no es un
campo magico.
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

6. A(Ko, K*)" es un subreticulo acotado superiormente de A(Ko,K*); es decir, es cerrado bajo
inlersecciones.

7. 0 < Ch(A(Ko, K*)) = Ch(A (Ko, K*)*) < Dp(K)
8. Cb(A(K,, (K*)")) = nCh(A(Kg, K*))

2.1.3. Campos filtrados

A continuacién introducimos las ideas del trabajo de Prestel y Ziegler, en [2]; que Johnson utiliza,
en [37]; para definir la nocién de W-topologia; que es una generalizacién de la de “V-topologia”
y tiene un teorema similaI{T_Z] al que dice que la V-topologias y las valuaciones en un campo se
inducen mutuamente.

Definicién 2.1.3.1. Dado B C K y una familia T de subconjuntos de K, diremos que B es
acotado por T si

K(2) =EVYU(T(U) — Je(=(c = 0)A C (e¢B,U)))
Si T estd claro del contexto, simplemente diremos que B es acotado. Al conjunto de subconjuntos
de K acotados por T lo denotaremos T+.

Comentario 2.1.3.2. La definicion anterior nos dice, en palabras sencillas, que B es acotado por
T si podemos encajar B en cada elemento U € T mediante algin isomorfismo lineal cy--: K — K.

Ejemplo 2.1.3.3. El conjunto de infinitesimales es acotado por BX pues Iy estd contenido en
todas las vecindades candnicas.

Definicion 2.1.3.4. Diremos que una familia T de subconjuntos de K es localmente acotada si
alguno de sus elementos es acotado por ella misma; es decir, si T 0T+ # (.

Definicién 2.1.3.5. Diremos que (K, T) := KU (P(K),{T,€},0,0) es un campo filtrado si la
relacion distinguida €C K x P(K) es la relacion de pertenencia que eziste entre elementos de K y
subconjuntos de K y la relacion distinguida T C P(K) es el fitro localmente acotado de vecindades
de cero de K para alguna topologia, a la que denotaremos (T), tal que (K, (T)) es un anillo
topoldgico hausdorff y no discreto. Diremos que (K, Ty, ..., T,) := KU (P(K),{T1, ..., Tn,€},0,0) es
un campo multifiltrado si, para toda i, (K,T;) es un campo filtrado.

Ejemplo 2.1.3.6. (K, BX) es un campo filtrado.

Observacion 2.1.3.7. En un campo filtrado (K, T), las vecindades acotadas de cero ordenadas
por contencion forman un ideal. Ademds, si U es una vecindad acotada de cero, el conjunto
{cU : ¢ € KX} es una base del filtro T y también es una base del ideal T+ (Ver p. 322 en
[2)).

Todas las topologias con las que trabajaremos seran topologias hausdorff, de anillo y no discretas;
como en la definicién anterior. Entonces, en virtud del trabajo de Prestel y Ziegler en [2], y de
la misma manera que hace Johnson en [38], adoptaremos la siguiente definicién de “topologia
definible” para este contextoﬁ.

12Cf. corolario[2.1.5.13| en el presente trabajo y teorema 3.1 en 2]
13Cf. introduccién de la seccién 4.1 en [37].
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2.1 Ingredientes de la prueba del teorema de Johnson

Definicién 2.1.3.8. Una topologia —hausdorff y de anillo— en K es C-definible si y solo si alguna
vecindad acotada U € T N'T+ es C-definible.

Observacion 2.1.3.9. Claramente todo campo filtrado (K, T) es un reducto de K(2). En particu-
lar, el lenguaje de (K,T) es un sublenguaje del lenguaje de K(2).

Definicién 2.1.3.10. Sea ¢ una formula en la que no aparecen los simbolos — y <. Diremos que
@ esta en forma negada normal si todas las apariciones del simbolo — en ¢ ocurren en subformulas
de la forma —(), con ¥ una formula atémica.

Proposicion 2.1.3.11. Toda formula es equivalente a una en forma negada normal.

Demostracion. Tenemos las equivalencias:

= (@) & (B) = ((a) = (B) A ((B) = () = ((=()) V (B)) A((=(8) V ()
= (Vz(a)) = Fz(=(a))

= ~(Fz(a)) = Va(=(a))

= ~(anpB) = (=(a) Vv (=(6))

= ~(aVv ) = (=(a) A (=(5))

Por lo que podemos prescindir de los simbolos — y <+ en cualquier férmula e “introducir” las
negaciones hasta las formulas atémicas, que son los bloques de construccion de todas las férmulas.
m

Definicién 2.1.3.12. Sean (K, T) un campo filtrado, ¢ € ®yx 1)) y X € Var(T) una variable de
valencia T que aparece libre en . Diremos que ¢ es positiva en X si es equivalente a una formula
en forma negada normal que no tiene subformulas de la forma —(€ (t,X)). Asimismo, diremos
que @ es negativa en X si es equivalente a la negacion de una formula positiva; es decir, a una
formula en forma negada normal en la que cada vez que aparece el simbolo p(n) =€ en la posicion
n de ¢ (vista como sucesion de simbolos), se cumple que p(n — 2) = = (las siubférmulas € (t, X)
de ¢ unicamente aparecen negadas, es decir, en la forma —(€ (¢, X))).

Observacién 2.1.3.13. Si p(X) es positiva (negativa) en X y X C U (U C X) entonces
(K. T) E oX) = o) (K, T) E o(U) = (X)) es decir, las propiedades positivas (nega-

tivas) son cohereditarias (hereditarias) (introduccion en [2]).

Definicién 2.1.3.14. Dado un campo filtrado (K, T), construimos recursivamente el conjunto de
formulas locales de tipo t((K,T)):

1. Las formulas en las que no aparecen cuantificadores sobre variables de valencia P(K) son
formulas locales.
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

2. St es una formula local positiva en X € Var(T), entonces VX (T (X) — 1) es una férmula
local.

3. Si v es una formula local negativa en X € Var(T), entonces 3X (T (X) Av) es una formula
local.

4. St oy B son formulas locales y x es una variable de valencia K, entonces también lo son:

(@) A (B), (@) V(B), (a) = (8), (@) < (B), ~(a), Fz(a) y Va(a).
5. No hay mds formulas locales.
Un enunciado local sera una formula local en la que no aparecen variables libres.

La nocién de enunciado local se puede generalizar a campos multifiltrados agregando los indices
correspondientes para 7; en la definicion anterioﬁ de manera que podamos expresar propiedades
locales de cémo interactiian entre si las vecindades de distintos filtros, por lo que, en adelante,
utilizaremos dicha nocion generalizada.

Definicién 2.1.3.15. Diremos que dos campos multifiltrados (K, Ky, ..., K,), (F, F1, ..., F,) son
localmente equivalentes si para todo enunciado local ¢ € Py k,,.. k,)), s¢ liene

(K,ICh...,ICn) ):(,0 A (F,fl,...,Fn) ):(,0
Denotaremos esto como (K, Ky, ..., KCp,) ~ (L, L, ..., L,,).
Observaciéon 2.1.3.16. Por la observacion (2.1.53.15), la prequnta de si dos campos filtrados son

localmente equivalentes puede plantearse mediante una definicion de enunciados locales apropia-
da en cualquier base de sus filtros —en dicha definicion, habriamos de suponer que T es algu-
na/cualquiera de dichas bases—.

La siguiente proposicién es la versién generalizada del lema 2.3 y el corolario 2.4 en [2], que
Johnson utiliza en [38] para la dltima parte de la prueba de la proposicién 2.2 (proposicién [2.1.5.5
en el presente trabajo).

Proposicién 2.1.3.17. Son nociones equivalentes, para dos campos multifiltrados (K, ICq, ..., KCp,),
(L, Ly, ..., L) y vecindades acotadas (U;, V;) € (K; NKFH) x (L; N LE):

1. la equivalencia local (K, KCq, ..., K,) ~ (L, L1, ..., L)
2. la equivalencia elemental

(K,U1,....U,) :=KU(0,{Uy,...,U,},0,0) =L U (0, {V1, ..., Vo, },0,0) =: (K, V4,..., V},)

Finalizamos esta seccion con la siguiente definicion que en el fondo habla de la realizacion de un
tipo —por lo que, en particular, la cumpliran los modelos saturados— y el teorema posterior a esta,
que nos da una caracterizacion para campos filtrados.

MVer observacién 1.5 en 2.
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Definicién 2.1.3.18. Diremos que el campo filtrado (K,7T) es w-completo si T es cerrado bajo
intersecciones numerables.

Teorema 2.1.3.19.

1. Todo campo filtrado es localmente equivalente a uno que es w-completo (Teorema 1.1(b) en
2)).

2. Si (K, T) esun campo filtrado w-completo entonces, para cualquier U € TNT+, K = Frac((U))
coincide con el campo de fracciones del subanillo de K generado por U. Ademds, T = Ty,
coincide con el filtro generado por los ideales no cero de (U) (Proposicion 1.8 en [37]).

2.1.4. W-filtros

Definicién 2.1.4.1. Sea A un anillo y M un A-mdédulo. Un conjunto S C M es A-independiente
si, para todo x € S, x ¢ (S\{x})a_Moa. Diremos que S es A-dependiente si no es A-independiente.

Definicién 2.1.4.2. Sea M € A-Mod. El rango cibico de M (en A-Mod), al que denotaremos
Cba(M), serd el rango cubico del reticulo de A-submddulos de M. Habitualmente sdlo escribiremos
Cb(M) cuando A sea claro del contexto.

Proposicién 2.1.4.3. El rango ciubico de M € A-Mod cumple lo siguiente:
» Cb(M) >0 < M # {0}

» Si M, es submddulo de un cociente de My (en particular, si es un submddulo o un cociente),
entonces Cb(M;) < Cb(My).

» Para toda sucesion exacta

0 > My > Mj >y My —— 0

se cumple que
Ch(Ms3) < Cb(M; @ M) = Ch(M;) + Ch(M,)

= Son equivalentes:
1. Cb(M) >n

2. Exzisten submodulos Ny C Ny C M tales que el cociente
directa de n A-mddulos no triviales.

M

- €s isomorfo a una suma
2

3. Existe un subconjunto S C M de tamano n que es A-independiente.

Demostracion. Los primeros cuatro puntos son un caso particular de la proposicion 6.9 en [34].
Para el dltimo punto 1 <= 2 es la observacién 6.7 en [34], mientras que 1 <= 3 es la
contrapositiva de la proposicién 7.3 en [36]. ]
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

Definicién 2.1.4.4. Diremos que un dominio entero A es un W,-anillo si su rango cibico como
A-mddulo es a lo mds igual a n; es decir: Cby(A) < n. Diremos que A es un W-anillo si es un
W,,-anillo para alguna n.

Proposicion 2.1.4.5. Son equivalentes para un dominio entero A:
1. A es un W,-anillo.
2. Todo subconjunto S C A de tamano n + 1 es A-dependiente.
Demostracion. Usando el ultimo punto de , tenemos que
1. <= Cb(A)<n < Cb(A)<n+1 <= n+1<L£Ch(A) < 2.

Como corolario inmediato, los W-anillos generalizan a los anillos de valuacion.
Corolario 2.1.4.6. Son equivalentes para un dominio entero A:
1. A es un anillo de valuacion.

2. A es un Wi-anillo.

Demostracion. Por definicion, A es un anillo de valuacién si y sélo si, para todo % € Frac(A), se
tiene " y
— € Aobien = € A
Y x
<
xr € Ay o bien y € Ax
<
{z,y} es A-dependiente

]

Definicién 2.1.4.7. Sea K un campo. Un W, -conjunto (de K) es un subconjunto I C K tal que

para cualesquiera x, ..., o1 € K existe i € {1,...,n+ 1} tal que x; € > x;1. Al conjunto de los
J#i

W, -conjuntos de K lo denotaremos W,(K) o, simplemente, W,, cuando K esté claro del contexto.

Observacion 2.1.4.8. [ C K es un W,-conjunto si y solo si contiene un W, -conjunto.

Observacion 2.1.4.9. Dado que siempre podemos regresar conjuntos finitos S C Frac(A) al anillo
A mediante el producto por un multiplo comun de los denominadores de los elementos de S; por

la observacion anterior y la proposicion , son equivalentes para un anillo A:
1. A es un W,-anillo.

2. A contiene un W,-conjunto de Frac(A).
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3. A es un W,-conjunto de Frac(A).
La observacién anterior tiene como consecuencias inmediatas los siguientes dos corolarios.

Corolario 2.1.4.10. Si A es un W,,-anillo, entonces todos los subanillos de Frac(A) que contienen
a A son W,-anillos. En particular, las localizaciones y la cerradura entera de un W, anillo vuelven
a ser W,, anillos.

Corolario 2.1.4.11. Cb(A) = Cb,(Frac(A))

Demostracion. Veamos que, para todo n, se tiene la equivalencia
Cby(Frac(A)) <n+1 < Cb(A)<n+1
para lo cual:

(=) Si Cby(Frac(A)) < n+1, por (2.1.4.3), todo subconjunto S C A C Frac(A) de tamafio n + 1
es A-dependiente, lo cual implica que Cb(A) < n + 1.

(<) Si Cb(A) < n + 1, entonces A es un W,-anillo, por lo que es un W,-conjunto de Frac(A);
lo cual, por definicién, significa que todo subconjunto S C Frac(A) de tamano n + 1 es
A-dependiente. Nuevamente, esto es equivalente a que Cby(Frac(A)) < n + 1.

]

Comentario 2.1.4.12. Usando las propiedades del rango cubico, puede probarse[ﬂ de manera
inmediata algo mds general que el primer corolario: si Ay C K es un W,-anillo, L/K es una
extension finita de grado d, y Ay C Ay C 1L es una contencion de anillos, entonces Ay es un
Wyn-anillo.

Definicién 2.1.4.13. En virtud del corolario anterior, cuando escribamos Cb(L) para algin campo
L, estaremos referiéndonos a que I = Frac(A) para algin dominio A y Cb(L) := Cb(A).

Miés adelantd™] buscaremos cémo relacionar el rango ctibico de —el reticulo de submédulos de—
un campo de fracciones con la existencia de W,,-conjuntos en campos filtrados; pues resultard que
esto nos permitird codificar el reticulo de engrosamientos de un campo filtrado en términos del
reticulo de submédulos de un monstruo para su teoria. Con esto en mente, procedemos con las
siguientes definiciones.

Definicién 2.1.4.14. Diremos que un campo filtrado (K, T) es W, -filtrado y que T es un W,,-filtro
st para toda vecindad de cero U € T, existe c € K*, tal que cU € W,, es un W,-conjunto. Si existe
n tal que T es un W,-filtro diremos que T es un W-filtro y que (K, T) es un campo W-filtrado.
Similarmente, diremos que la topologia y el espacio topolégico inducidos son, respectivamente, una
W-topologia y un W-espacio topoldgico.

B Ver lema 2.7 en [37].
16Cf. proposicién [2.1.5.9
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Proposicién 2.1.4.15. Un campo filtrado (K, T) es W, -filtrado si y sdlo si alguna vecindad aco-
tada de cero es un W,-conjunto; es decir, W,, N T NT+ #£ (.

Demostracion.

=

Si (K, T) es W,-filtrado, usando que 7 es localmente acotado, existe U € T NT+ y, por hipdtesis,
c € K* tal que cU € W,,. Claramente, cU € T NT+ y, en particular, cU € W, N T NT+ # 0.

=
Supéngase que existe V€ W, N T N T+ # () y sea U € T. Considerando el prefiltro {cV }ccxx,
podemos tomar ¢ € K* tal que %V C U; es decir: V C cU; de manera que cU es un W,, conjunto
por contener al W,,-conjunto V. [

Definicién 2.1.4.16. Definimos el peso de un campo filtrado (K, T):

[ min{new: W,NTNT+#0} si{fnc€w: W,NTNT+#£0}#£0
Wt((K’T))'_{ w si{n€w: W, NTNTL#0}=0

FEs decir: el peso de (K, T) es el minimo n, si existe, tal que (K, T) es un campo W,-filtrado.
Observacion 2.1.4.17. T es un W,-filtro si y sélo si Wi((K,T)) <n

Comentario 2.1.4.18. Podemos pensar en el peso y el rango cubico como nociones parecidas
a la dimension de espacios vectoriales; donde los W, -conjuntos jugarian el papel de conjuntos
generadores de espacios de dimension n; solo que, en este caso, tendriamos “vecindades acotadas
de dimension n” y “A-modulos de dimension n”.

Definicién 2.1.4.19. Dados A, B C K, diremos que A es encajable en B si eziste ¢ € K* tal que
cA C B. Diremos que A y B son co-encajables si A es encajable en B y B es encajable en A.

Observaciéon 2.1.4.20. Claramente la co-encajabilidad define una relacion de equivalencia en los
subconjuntos de K.

Lema 2.1.4.21. Si (K, T) es un campo filtrado, entonces T NT+ es una clase de co-encajabilidad.

Demostracion. Sean U,V € T N T+. Por definicién de T+ es inmediato que U y V son co-
encajables. Por otro lado, si tomamos cualquier conjunto B € [U], entonces existe ¢ € K* tal que
cB CU € T+. Como T es un ideal, entonces cB € T+, de donde se sigue que B € T+. Usando
ahora que 7T es un filtro y que U C ¢’ B para alguna ¢ # 0 se tiene de manera andloga que B € T.
Por lo tanto B € T NT+. Se sigue que

Ul=TNnT*
para todo U € T NT+. ]

Lema 2.1.4.22. Si un conjunto (C, N)-definible y un conjunto (C,V)-definible son co-encajables,
entonces hay un conjunto C-definible co-encajable con ambos.
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Demostracion. Sean X := (| D;(K) y Y := [J D}(K) co-encajables; donde D; y D’ son férmulas
iel jeJ

con parametros en (', para cada ¢ y j. Sin pérdida de generalidad —re-escalando, si fuese necesario—

suponemos X C Y y definimos

P({z}) = {Di({z}) A=(D), ({=}) v ... V. D ({e}) Yierii.nes

Obsérvese que I' no es satisfacible, ya que de ser asi existiria un elemento que pertenece a X
pero no pertenece Y; entonces, por compacidad, existe un subconjunto finito I'y C I" que no es
satisfacible. Digamos que I es el conjunto —finito— de los indices de I tales que aparece alguna

formula D;({x}) A =(D;;,({x}) V...V D;; ({a})) en Loy sea D({z}) := A Di({z}). Claramente

i€lp
X € D:=D(K) =[] Di(K)
por lo que si vemos que D CY (y por lo tanto existe un multiplo no cero de D contenido en Y y

a su vez en X ) habremos terminado. Para esto, si existiese xg € D\Y, en particular o € D;(K)
para toda i € Ij; es decir

para toda i € Ip. Ademds, vo ¢ |J Dj(K) y, en particular se tiene que, para cada i € Iy
jed
o ¢ | D), (K)
k=1

o lo que es equivalente:

K | —(D}, (20) V ... V Dj, (o)) (2.3)
Por definicién de Iy, las condiciones y nos dicen que x satisface I'y en K; lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto X € D C Y y hemos terminado. O

Proposicion 2.1.4.23. Sean T un W, -filtro en K* y U € T N T una vecindad acotada de cero
(K*, V)-definible o (K*, \)-definible que tiene estructura de subgrupo aditivo de K*; entonces eziste

DeTn 7A'L, K*-definible y co-encajable con U.
Demostracion. Tras reescalar U, podemos suponer que U € W,, y entonces existe

m := min{k € N : U € W;}; de manera que existe un conjunto {by,...,b,,} C K* tal que, para

toda 7, b; ¢ > b;U. Notemos que cada ) b;U es abierto y cerrado de la topologfa inducida por 7,
j#i J#

ya que para m = 0 este conjunto es vacio y, para m # 0, es un subgrupo abierto (y por lo tanto

también cerrado).

Por otro lado, sea

B = {x e K : K" \’”’} (xU—f—ijU) (bz)}
i=1 j#i

Afirmamos que K*\ B es una vecindad acotada de cero; para lo cual:
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» Es un conjunto acotado, ya que se tiene la contencién K*\B C > b;U (de otro modo, el
j=1
conjunto {by, ..., by, x}, con x € (K*\B) N (K*\ > b;U) contradiria que U € W,,).
j=1

» Para ver que es una vecindad de cero: como b; € K*\ >~ b;U es abierto, (K*\ >_ b;U)—b; es una

J# J#i
vecindad abierta de 0 y, dado qu U? € T+, existe z; € K*\{0} tal que 0 € ;U2 C (K*\ 3 b;U)—b;.
J#

m
Sea V := [ z;U; entonces 0 € V' es abierto y se sigue que, para toda i:
i=1

(b +VU)NY bU =0
J#
Ahora, si € V N B # () entonces, para alguna i:

b; € xU + Z bjU
J#1
(bi + VU)MDY bU D (b +aU)N > bU #0
j#i i
lo cual es una contradiccién y, entonces, V' C K*\ B.

Por lo anterior, entonces K*\ B es una vecindad acotada de cero y por lo tanto es co-encajable con U.

Para concluir, los elementos de {K*\ B, U} son co-encajables y, por hipdtesis, uno de ellos es V-
definible y el otro tipo-definible —sobre algiin conjunto de parametros—, ya que U y B deben cumplir
alguna —la misma— de estas condiciones y K*\ B la condicién contraria. Por el lema anterior, existe

un conjunto K*-definible D, co-encajable con ellos; ademas, D € TNnTt ya que las vecindades
acotadas en un campo filtrado son una clase de co-encajabilidad. O]

Corolario 2.1.4.24. Si A un W, -subanillo no trivial y (K*, V)-definible de K*; entonces Ty es un
W, -filtro K*-definible.

Proposicion 2.1.4.25. Si A es un W, -anillo, entonces tiene a lo mds n ideales mazimales.

Demostracion. Usando la aditividad del rango cibico y el teorema chino del residuo, si se tuvieran
n + 1 ideales maximales my, ..., m, 1

A A A
mnN..N My41 my - Myt1

por lo que Cb(A) > n. O

'"E] producto de conjuntos acotados vuelve a ser un conjunto acotado, de acuerdo al inciso b del lema 2.1 en [2].
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El siguiente teorema es la proposicién 2.12 en [37]; que nos dice que; asi como los W;-anillos son
anillos de valuacién, también los W-anillos cerrados bajo enteros son anillos finitamente valuados.

Teorema 2.1.4.26. Si A es un anillo de rango cibico n := Cb(A), entonces existe m < n tal que
su cerradura entera A es un anillo m-valuado.

Demostracion. Es bien sabido que A = (P puede expresarse como la interseccién de
P:={0O: O es anillo de valuacién, A C O}

Ademss, el conjunto de ideales maximales de A viene dado precisamente como
{mNA:OeP & m es ideal maximal de O}

entonces por la proposicion anterior IP no puede contener anticadenas de cardinal n + 1 o su rango
cubico seria mayor a n. Por lo tanto, la anchura de P es menor o igual a n y por el teorema
de Dilworth existe una descomposiciéon en no mas de n cadenas de P; es decir, una particién
{C1,...,Cp,} de P con m < n tal que cada C; es una cadena con el orden de P. Se tiene entonces

A=NP= (ﬂ cl-)
i=1
donde cada () C; es un anillo de valuacién. ]

El siguiente corolario es inmediato del teorema anterior y la proposicién |1.1.2.8

Corolario 2.1.4.27. Si A es un W-anillo y mq,...,m, son los ideales maximales de su cerradura
entera, entonces cada localizacion Ay, es un anillo de valuacion y, ademds:

Z = (A,
i=1

Lema 2.1.4.28. Sea A C K* un W,-subanillo (C,V)-definible; entonces:
1. La cerradura entera de A es (C,V)-definible.

2. Cada localizacion de A en un ideal mazimal m; es (CUF;,V)-definibles para algin subconjunto
finito F; C m,.

Demostracion. Comenzamos por expresar a A de manera explicita como la siguiente unién de

conjuntos C-definibles.

el

entonces se tiene lo siguiente:
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1. La cerradura entera de A es el conjunto de soluciones a polinomios moénicos con coeficientes
en A; es decir, el siguiente conjunto

A= U{z € K*: Jag, ...,a, € A(Z a2+ 2" =0)}
neN =0

n

— U {zeK": K" | on...ﬂxn(/\ D, (z5) A (Z r2' + 2" = 0))}

10, +5in €1 J=0 J=1
n .
donde claramente la expresién Y z;2° 4+ 2" se puede escribir como un término del lenguaje.
=1

2. Ya sabemos que A tiene una cantidad finita, digamos m, de ideales maximales mq,...,m,,. La
prueba de que m; es (C'U Fj, V)-definible es la misma para cada i, entonces veamos que my
es (C'U Fy, V)-definible para algiin subconjunto finito F; € m;. Usando el teorema chino del
residuo, para cada funcién f : {2,...,m} — {0,1} podemos encontrar una solucién a; € my
del sistema {z = f(i) méd m;}7",. Afirmamos que se tiene la equivalencia|

r¢m <= K'E \/ y(y(z —ay) = 1) (2.4)
fA{2,...,m}—{0,1}
para lo cual:

. =
Sea x ¢ my ysea f:{2,....m} — {0,1} dada por

r={9 1t

1 zem

entonces x # ay mdéd m; para toda i € {1,...,m}; es decir, x — ay ¢ m; para toda i es
una unidad, lo cual es precisamente K* = Jy(z — ay =~ 1).

. =
Por contrapositiva: si x € m; entonces para toda f : {2,...,m} — {0,1} se tiene que
Z + ay € my no es una unidad.

Por lo tanto, si definimos Fy := {as: f : {2,...,m} — {0,1}} y hacemos

p({zh) =\ Tyl -a)=1)
£:42,..,m}—{0,1}
se tiene que

Amlz{%eK*:a,beA&bgéml}

= [J{z € K : K* |= 31 3wa(Di(1) A Dj(a2) Ap(a) Az -y ~ 1)}
1,5€l
18 V Jy(y(xz + ay) = 1) es una férmula porque sélo hay una cantidad finita de funciones f : {2,...,m} — {0,1}.
fA{2,....m}—{0,1}
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]

Notacion 2.1.4.29. Teniendo en cuenta el corolario|2.1.4.6, cuando nos refiramos a un “V-algo”
nos estaremos refiriendo a lo que hemos definido para “Wi-algo”. Por ejemplo:

s Un V-filtro es lo mismo que un Wi-filtro.
» Una V-topologia es lo mismo que una Wi-topologia.

w Un V-anillo es lo mismo que un Wi-anillo; es decir, un anillo de valuacion.

2.1.5. Diccionarios

Repasamos el diccionario dado en la seccién 2 de [38], que nos permite traducir el problema
de hallar valuaciones en K al problema de hallar V-topologias en K. En lo que sigue, siempre
supondremos que 7 tiene una vecindad acotada K-definible; en particular 7 siempre serd K-
definible de acuerdo a la definicién 2.1.3.8

Comentario 2.1.5.1. Lo anterior parece ser una suposicion bastante fuerte, ya que estamos supo-
niendo que solo estamos trabajando con topologias internamente definibles; sin embargo, dado que
en nuestra forma de trabajar cualquier expansion de un campo es también un campo, en particular,
para cualquier filtro T en K y U € TNT+, U es definible en el campo expandido (K,U). Por lo
tanto, mucho de lo que haremos a continuacion en realidad se cumple para cualquier filtro en un
campo.

Proposicién 2.1.5.2. La union Ky := |J B* C K* es dirigida, (K, V)-definible y es una
BeT+
subalgebra propia de K*.

Demostracién. La unién es dirigida ya que T+ es un ideal. K7 es (K, T )-definible ya que existe
una vecindad acotada K-definible; que induce una base K-definible B del ideal 7+. Ademés

Kr=|JU*
BeB

K+ tiene estructura de subalgebra, ya que el producto, la diferencia y los multiplos escalares de
conjuntos acotados vuelven a ser conjuntos acotados; por el lema 2.1 en [2]. Finalmente, para ver
que esta subalgebra es propia, notemos que K no es acotado por el mismo lema y esto implica,
en particular, que para todo B € T+, K ¢ B. Dado que T+ es un ideal, esto nos dice que
{=B(z)}ger: es finitamente satisfacible; pues de lo contrario tendriamos que K estd contenido en
una unién finita de conjuntos acotados, que serfa un conjunto acotado. Usando la saturacion de
K(1)*, debe existir zyp € K* tal que, para todo B € T+, K(1)* | =B(xy), es decir, xy ¢ B* para
todo B € T+; por lo que xy ¢ K. ]

Definicién 2.1.5.3. A la estructura dada por la proposicion anterior para T le llamaremos K-
dalgebra de elementos acotados por T .
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Proposicién 2.1.5.4. Dados dos filtros en K, digamos (K, T1), (K, 73); se cumple:
() €(T2) <= Kp CKyp <= TiCT
Demostracion. Se tiene la sucesion de equivalencias
(T)C () &= TLiCTh <= T, €T = Kp CKyp
~——— N—— —— N—_——
1) (2 (3) (4)
ya que:

» (1) < (2): porque las vecindades de una topologia de grupo estan determinadas por las
vecindades de 0.

» (2) < (3): la direccién = es por definicién y la otra direccién se tiene ya que existe una
vecindad acotada V' € T, N T3+ v cualquier elemento de 77 contiene un multiplo no cero de
todos los elementos de T;5 C T1; en particular, si U € Ty existe ¢ # 0 tal que ¢V C U € T,
ya que T3 es un filtro y ¢V es uno de sus elementos.

» (3) < (4): la direccién = es evidente; y para la otra direccién: si |J B*C |J B*y

BeT;t BeT*
tomamos V' € T4, entonces V* C |J B*; lo que por compacida significa que existe un
BeT

subconjunto finito FF C 7; tal que V C |J B*, donde |J B* € T; porque Tt es cerrado
BEF BEF

bajo uniones finitas. Por lo tanto, V' € T;+ porque este conjunto es un ideal.

Proposicion 2.1.5.5. Existe un filtro T en K* tal que
1. KT - 7A‘ﬁ ?L
2. $iUeTNTL entonces U* € TNTE.

3. 81 (K, Th,...,Tn) es un campo multifiltrado, entonces
(K, Ti ooy Ta) ~ (K5 T, T)
son localmente equivalentes.

Demostracién. Tomemos U € T N T+; entonces, por definicién, U* C K. Dado que 7+ es un
ideal, {—(u ~ 0) AVz(B(z) — U(ux))}ger. es finitamente satisfacible y, por saturacién, existe
u € (K*)* tal que, para todo B € T+, uB* C U*; por lo que uKy C U* y K+ es co-encajable con
U*. U* define un filtro 7 en K* (usando la prueba de Prestel-2.3) y es co-encajable con K para
cualquier eleccién de U € T N T+, por lo que el filtro T no depende de la eleccién de U y esta

Yy* C |J B* se expresa por contrapositiva en el lenguaje de K(1) como {=B({z})}gcrr F -V ({z}).
BeT{+
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definido por K. Lo anterior prueba los puntos 1 y 2.

Por otro lado, si tomamos un campo multifiltrado (K, 77, ..., 7,,) y tomamos, para cada i, U; € T,NT+,
se tiene una equivalencia elemental

(K, Uy, ....U,) = (K*, Uy, ..., Uy)
Lo anterior implica el ultimo punto, por (2.1.3.17]). O

Proposicién 2.1.5.6. (K*, '?) es un campo filtrado K-definible y w-completo.

Demostracion. Que es K-definible es inmediato del punto 2 de la proposicion anterior. Para
ver que es w-completo, si tomamos un subconjunto numerable N C 7T y la base K-definible
{cU* : c € (K*)*} dada por una vecindad acotada U € T N T+, entonces para cada V € N existe
cy € (K*)* tal que ¢y U C V, por lo que

ﬂcVU*g ﬂv

Ven VeN
y por compacidad y saturacién aplicados al {z}-tipo
{"(QZ ~ 0)} U {LZ'U g CVlU N...N CVnU}V1,...,Vn€N

existe ¢ € K*\{0} tal que
cU* Q ﬂ CvU*
VeN

Como 7 es un filtro, se sigue que (| V € 7A‘, ya que
VeN

el = (ol eT = (VeT

VeN VeN

Los siguientes corolarios son consecuencia directa del teorema [2.1.3.19]

Corolario 2.1.5.7. Si A € TNT* es un subanillo propio de K*, entonces K* = Frac(A).

Corolario 2.1.5.8. K* = Frac(Ky) para todo filtro T en K. Ademds, T = Tx, coincide con el
filtro en Frac(KKy) generado por los ideales no cero de K.

Proposicién 2.1.5.9. Ky es un W,,-anillo si y solo si T es W, -filtro. Ademds

Wit((K, T)) = Cbh(Ky) = Ch(K*)
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Demostracion. Claramente, si U € W, N'T NT+ entonces U* € Wn N ?ﬂ 7\1 (donde W\n denota
el conjunto de W,-conjuntos de K*); de manera que K; es un W,-anillo, ya que contiene al
W,,-conjunto U*. El desarrollo anterior se traduce en la siguiente implicacién:

Wt((K, 7)) <n = Cb(Ky) <n

Por otro lado, si Ky es un W,, anillo entonces Ky € /Wn NT NTL. Por definicién del peso, lo
anterior nos da la implicacion

Ch(Ky) <n = Wt((K, 7)) <n
Se sigue que Wt((K, 7)) = Cb(Ky). O

Lema 2.1.5.10. Sean A, Ay son dos K-subdlgebras de K*, (K, V)-definibles. Si A es encajable
en Ay, entonces Ay C A,.

Demostracion. Como A; y Ay son (K, V)-definibles, podemos expresarlos como uniones de con-
juntos K-definibles A; := |J U*, Ay := | V* dondﬂ I,J C P(K) y, dado que la unién finita

Uel veJ
de conjuntos definibles es definible, podemos suponer que los conjuntos I y J son cerrados bajo

uniones finitas. Ahora, el que A; sea encajable en Ay podemos expresarlo diciendo que existe ¢ # 0

(en K*) tal que, para toda U € I: cU* C cA; C Ay C |J V, donde la tltima contencién se tiene
verr
ya que K(2)* = J(V) para todo V' € J (y entonces {V* : V € J} C J*). Podemos expresar la

siguiente consecuencia de lo anterior (que para toda U € [ existe alguna ¢, pero no necesariamente
la misma) en el lenguaje de K(2):

K(2)* = {3e(=(c = 0) AVz(U(z) = IV(J(V)A €k (cx,V)))) }ver
Como estas tltimas son férmulas cerradas, se cumplen también en K(2) < K(2)*:
K(2) = {3e(—(c = 0) AVz(U(z) = IV(J(V)A €k (cx,V)))) }ver

esto se traduce en que existe un familia {cy}ye; C K* tal que, para cualquier U € [ y cualquier
x € U, existe V,, € J tal que cyz € V. Dado que J es cerrado bajo uniones finitas, se sigue que el
{V}-tipo

{U(x) = (J{V DA €k (cur,{V}))}aev
es finitamente satisfacible para cada U € I. Por saturacién en K(2)*, esto nos dice que existe una
familia {Vy }uer C J tal que:

K©2)" F{U(z) =€k (cvr, Vo) }eever

Cada una de las férmulas anteriores es una férmula cerrada en el lenguaje de K(2) < K(2)*,
entonces:

K(2) F{U(z) = €K (cvw, V) }zever

20Cft. proposicién [1.2.4.20
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y, por definicion, esto es:

K(2) E {Vz(U(z) =€k (cuw, V) }ver

Recordando que K(2) €k (cyx, Vi) <> Viy(cyz), podemos reescribir lo anterior como:

K(2) F {Va(U(x) = Vu(cwr))tver

que es una férmula del reducto K(1), de manera que:

K1) = {vz(U(z) = Vo(cwr))ver

lo anterior son férmulas cerradas y K(1) < K(1)*, entonces:

KW = {Vz(U(z) = Vu(cvr))ver

es decir, para todo U € [ y x € U*, cyx € V7 C Ay lo cual es equivalente a x € CalAQ C Ay (A
es una K-dlgebra y ¢;;' € K). Conclufmos que A; = |J U* C A, O
Uel

Teorema 2.1.5.11. Sea A un anillo (K, V)-definible tal que K C A C Frac(A) = K*, entonces

1. A = K+ para algin filtro T si y sélo si A es co-encajable con un conjunto K*-definible
D C K*.

2. Para cada n, A = Ky para algin W,-filtro T si y solo si A es un W,-anillo.

Demostracion.

1. Si A = K entonces por (2.1.5.5) A es co-encajable con U* para todo U € T NT+, ya que
las vecindades acotadas son una clase de co-encajabilidad.

Para la otra implicacién, supéngase que A es co-encajable con D := «(K*, a), para algun
a € (K*)* y sea C el conjunto de pardmetros ¢ € (K*)X tales que Dom(c) = Dom(a) y
a(K*, c) es co-encajable con D. Como la co-encajabilidad de a(K* c) con D es expresable
mediante una férmula entonces C' es K*—deﬁniblﬂ. Por otro lado, D es co-encajable con A
y la co-encajabilidad es una relacién de equivalencia; entonces C' también esta caracterizado
como el conjunto de pardmetros ¢ tales que o(K*, c) es co-encajable con A; lo cual implica
que C' es invariante bajo automorfismos de la extensiéon K*/K, pues podemos cubrir A con
conjuntos K-definibles. Como C' es K*-definible e invariante bajo dichos automorfismos, C' es
K-definible por el teorema ; y como C es no vacfo, también C'(X)¥ es no vacio. Se
sigue que podemos tomar k € C'(X)¥ C K tal que U* := o(K*, k) es co-encajable con A.

Sea Ty el filtro generado por el prefiltro de ideales no cero de A, entonces (Frac(A), 74) es un
campo filtrado y U* € Ty NT,-; en particular, la familia {cU* : ¢ € (K*)*} genera un filtro en

20 ={c e (K)" K" | JadeVa((D{z}) = aer{z}, ) A (a({z}, ¢) = D(ca{z})))}
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

K*. Ahora, el hecho de que dicha familia genere un filtro en K* es expresable en el lenguaje
de K(1) mediante un enunciadﬂ y entonces debe cumplirse lo respectivo en K; es decir, la
familia {cU : ¢ € K*} genera algun filtro 7 en K en el que U es una vecindad acotada. Se
sigue, usando (2.1.5.5)), que el anillo V-definible K+ es co-encajable con U* y por lo tanto con
A. Por el lema anterior, concluimos que A = K.

2. Por la proposicién (2.1.5.9), si (K,7) es un campo W,-filtrado tal que A = Ky, entonces
Cb(A) <ny A es un W,-anillo.

Ahora supdéngase que A es un W,-anillo. Como es (K, V)-definible (y, en particular, (K*,V)-
definible), podemos usar (2.1.4.23|) para encontrar un conjunto K*-definible D co-encajable
con A. Usando la equivalencia del primer inciso: A = Ky, para algun filtro en K y, usando

nuevamente (2.1.5.9) obtenemos que T es un W,-filtro.
O

Comentario 2.1.5.12. De la prueba anterior se desprende que un anillo (K, V)-definible A C K*
es co-encajable con un conjunto K*-definible si y solo si es co-encajable con un conjunto K-definible;
y esto también es cierto si, en lugar de (K, V)-definible, suponemos que A es (K, N\)-definible. El
punto 1, sin embargo, fue enunciado de ese modo para poder aplicar en la prueba del
punto 2.

Corolario 2.1.5.13. La correspondencia T +— K es una biyeccion entre filtros de K y sub-anillos
propios de K* que contienen a K, (K, V)-definibles y co-encajables con un conjunto K*-definible.
Ademds, restringida a W, filtros y co-restringida (restringiendo el contradominio) a W,-subanillos
(K, V)-definibles de K* vuelve ser una biyeccion. Mds ain, esta correspondencia es un isomorfismo
“contravariante” entre los reticulos correspondientes (es decir, traduce la contencion de anillos en
el engrosamiento de filtros).

Demostracion. Consecuencia inmediata de (2.1.5.4)). O

Comentario 2.1.5.14. Revisando la prueba del teorema anterior, podemos darnos cuenta que
la inversa de la biyeccion T +— K la obtenemos en K fijdindonos en el filtro para K* generado
por los ideales de Ky —es decir T, — y “bajdndolo” a un filtro para T que estd determinado por
las vecindades U tales que U* es co-encajable con K. Teniendo en cuenta lo anterior y para no
complicar ain mds la notacion, denotaremos a esta inversa simplemente A +— Ty; como si se
tratara exactamente del filtro generado por los ideales de A = K, y no del filtro inducido en K
por este filtro de K*.

Corolario 2.1.5.15. Sean K C O, Oy sub-anillos de valuacion propios de K*, ambos (K, V)-
definibles. St O1 y Oy son dependiente@@ entonces O = O,.
2Ver lema 2.1(6) en [2].

23Como en la observacién [1.1.3.7]
24Cf. observacién 2.5 en [30].
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Demostracion. Sison dependientes induce el mismo V-filtro, pues tienen un anillo de valuacion de
K* no trivial Oy, 05 C O que los contiene a ambos y este induce dicha topologia comtin mediante
su prefiltro de idealeﬂ; entonces ambos son la imagen de dicho V-filtro bajo la correspondencia
mencionada en el corolario anterior. O]

Lema 2.1.5.16. Si (K, 7T) es un campo V-filtrado, entonces Ky es un anillo local cuyo ideal

mazimal estd dado por m = (| U*.
UeT

Demostracion. Que es una anillo local es inmediato de la proposicién anterior, pues un Wi-anillo es
un anillo de valuacion. Para verificar que su ideal maximal esta dado como propusimos, tomemos
BeTnNT yseaC:={zxeK:1¢ B}; demaneraque C'NB=0yCUB!' =Ky
C € TN TP Tenemos lo siguiente:

Ky = UU*:UuB* ﬂU*:ﬂuC’*:mu_lC*

UeT+ u€KX UeT ucKX uekK*

por lo que:

1 1 1
rem <— — ¢Ky < Yue K~ <—¢uB*> — VYu e K~ (—gZB*)

local X xT ux

— Vue K (ur € C*) <= YueK*(r cu'C*) < z € ﬂ utC*
ueKX
= ze U
veT

[

Definicién 2.1.5.17. A los elementos del ideal m de la definicion anterior les llamaremos infini-
tesimales de T .

Teorema 2.1.5.18. Si (K, T) es un campo W-filtrado, entonces:
» Existe una tinico W-filtro T tal que el anillo K= es K+: la cerradura entera de K.

» Fxisten unicos W-filtros Ty, ..., T, tales que Ky, ..., Ky son precisamente las localizaciones
de K+ en sus ideales mazximales.

Demostracion. Usando el lema [2.1.4.28] como K7 es (K, V)-definible su cerradura entera es (K, V)
definible y sus localizaciones en ideales maximales son (KUFj}, V)-definibles para cada ideal maximal
m;. De la prueba de dicho lema, la propiedad que define a los F; es invariante bajo automorfismos
que fijan a K y como consecuencia cada conjunto C' U Fj-definible que aparece en la union que
define a cada localizacién es invariante bajo automorfismos de K*/K; por lo que estos conjuntos son

25K] ideal maximal de O est4 contenido en el ideal maximal de Oy v en el ideal maximal de Oz, entonces la topologia inducida
por O refina a las inducidas por O1 y Oa. Por el teorema 3.2 en [2], estas topologias son minimales y se tiene la igualdad.
26Cf. definicién de V-topologfa en la seccién 3 de [2].
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K-definibles de acuerdo al teorema |1.2.4.24] Tenemos entonces que tanto la cerradura entera como
las localizaciones en ideales maximales de K7 son (K, V)-definibles. Ahora, como estos anillos
contienen al W-conjunto K7, también son W-anillos. Ademas, estos anillos contienen a K por
contener a K7, entonces el corolario nos dice que provienen de W-filtros tinicamente
determinados por la biyeccién T +— K. ]

Definicién 2.1.5.19. A T se le conoce como la cerradura entera de T y a Ti, ..., Tn se les conoce
como las componentes locales de T .

Teorema 2.1.5.20. Dado (K, T) un campo W-filtrado, los V-engrosamientos de T son precisa-
mente las componentes locales de la cerradura entera de T .

Demostracion. Por (2.1.5.13)), los V-engrosamientos de T corresponden a sub-anillos propios de
valuacién de K*, (K, V)-definibles, que contienen a K. Consideremos la estructura de valuacién de

su cerradura entera, dada por (2.1.4.26|); es decir:

donde cada O; es la localizacién de A en un ideal maximal; y notamos que, de la misma manera
que en la prueba de , los anillos O; tienen estas propiedades. Por otro lado, si O es otro
anillo de valuacién con estas propiedades: como O es cerrado bajo enteros —del anillo de fracciones—
por ser anillo de valuacién, tenemos O; N...N O, € O y entonces O; C O para alguna j por la
unicidad de la descomposiciénm de manera que O V O; = O; es decir, estos anillos de valuacién
son dependientes y por lo tanto iguales por (2.1.5.15]). O

Corolario 2.1.5.21.
1. Un campo W,-filtrado tiene al menos uno y a lo mds n V-engrosamientos.

2. 81 (K, T) es un campo W,-filtrado K-definible, entonces todos sus V-engrosamientos son

K-definibles.

Demostracion. El primer punto se sigue de la proposicion (2.1.4.25)) y el segundo de la proposicién
(2.1.4.23)), aplicando el comentario (2.1.5.12]). O

Definicién 2.1.5.22. Un W-filtro T en K es local si para todo U € T+ existe V € T+ tal que si
x € U entonces {2, 7=} NV #0.

Lema 2.1.5.23. Son equivalentes:
1. Para todo B € T+, existe C € T+ tal que K(1) = Va (B(z) = (C (2) VO (£))).
2. Para todo v € Ky: {3, =} NKr.

z? 1—x

#7Cf. proposicién [1.1.2.8| o el corolario 6.8 en [33].
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Demostracion. 1 = 2

Si z € K7, por definicién existe B € T+ tal qu x € B* y por hipétesis existe C' tal que K(1)
satisface el enunciado Vz (B(z) — (C (%) Vv (%))), entonces también lo satisface K(1)* y se
tiene

reuo(((oc( )

lo cual, traducido al espanol, significa que todos los elementos x € B* cumplen que & € C* o
ﬁ € C*; es decir:

1 1 1 1
- - L Gl
04 (- T—=}NC C{s 7=} NKr

2 =1

Como K € TN 7A‘L, entonces, por la proposicién , podemos tomar cualquier U € T N7T+
y U* es co-encajable con K+. En particular; como las vecindades acotadas son una clase de co-
encajabilidad, existe U tal que K+ C U* € 7\'07A'L; y como U™ es acotado por 7\', para todo V € T
existe ¢ # 0 tal que U* C ¢V. Podemos escribir lo anterior mediante el enunciado localP¥?%

(K, F) | U(FU)ATa(E (2, U) = W (T(V) = e(~(c ~ 0)A(E (=, V)V € (ﬁ, V))))))

Cx

Por equivalencia local, lo anterior se cumple en (K, 7); es decir:

CT

1 1
(K, 7) = 3U(T(U) AVz(€ (z,U) = YV (T (V) = Je(—(c=0) A (e (—,V)V € (m, V)
y podemos tomar un testigo existencial de la férmula anterior Uy € T .

Ahora, si Be T+ yx € B, existe c; € K* tal que clx cecBCUyy como UeT, por la féormula
anterior existe co € K* tal que cUo blen € U; de donde * — €U o 17— € iU

cac1T (1 x)
Se sigue que, si definimos C' := coc,U € T NT+ Q TL, se cumple

K(1) b= Vo (B(a) = (C(1) v C(—

)

l—2x
O

Teorema 2.1.5.24. Si T es un W-filtro en K, entonces: (K, T) es local si y sdlo si K es un
anillo local.

Demostracion. Usando el lema anterior, se tiene la siguiente sucesion de equivalencias:

28Recordar que a — b = —a V b.

29Cf. lema

300bsérvese que esto es un enunciado en el lenguaje de K*(2) y no de K(2)*, por lo que el simbolo € tiene como significado
la pertenencia conjuntista habitual y no la que se encuentra localmente extendida para extensiones elementales de K(2).
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K+ es local

!

para todo z € K7 {1, 7=} N Ky # 0

P l—x

!

para todo B € T+, existe C' € T+ tal que:

K(1) = ¥z (B@) 7 (C G) Ve (1:@)))

<
para todo B € T+, existe C € T+ tal que si x € B entonces {%, ﬁ} NC # 0; es decir (K, T) es

local. O

Usando la misma idea que en la prueba del lema [2.1.5.23] Johnson prueba en el lema 2.14 de
[38] que:

Lema 2.1.5.25. Sea (K, T) un campo filtrado y sea o({X}) una formula positiva en la variable
X € Var(P(K)); entonces:

K(2) | 3V(TH(V) A (V) < YV (T(V) = 3e(=(c = 0) A p(cV))))
dualmente, si ({X}) es negativa en X :
K(2) = VU(TH(U) = o(U)) < FU(T(U) AVe(=(c = 0) = o(cU))))

Observacion 2.1.5.26. Las formulas del lado derecho de la equivalencia en ambos puntos del
lema anterior son formulas locales.

Corolario 2.1.5.27. La clase de campos W,-filtrados locales es definible mediante enunciados
locales.

Demostracion. La clase de campos W ,-filtrados esté definida por enunciados locales (observacién
3.4 en [37]) y la condicién de ser un filtro local puede expresarse mediante el enunciado que dice
que para cualquier conjunto acotado U podemos encontrar un conjunto acotado V' que tiene, para
cualquier elemento z € U a su inverso 1/ o al inverso de 1 — z; es decir:

VU(TH(U) = 3V(T(V) AVa(e (2,U) = (€ (H(2), V)V e (TH(+(1,-2)),V)))  (2.5)

-~

()
Dado que la subférmula (x) es equivalente a la férmula local
Va((=(€ (z,U))) V(€ (@), V)V € (TH(+(L, —2)),V)))

que es negativa en U y positiva en V', mediante dos aplicaciones del lema anterior, podemos cambiar
el enunciado ([2.5) por un enunciado local. ]

Comentario 2.1.5.28. Por el lema anterior, podemos extender la nocion de enunciado local para
formulas en las que se permite cuantificacion sobre cualquier base del ideal de conjuntos acotados
pero con las restricciones contrarias a si cuantificamos sobre vecindades de cero (observacion 2.16
en [38]).
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2.1.6. Revolturas

A lo largo de esta seccién, que se corresponde con la seccién 3.1 en [38], todos los campos son
extensiones de un campo infinito Kg, todos los anillos son Ky-dlgebras y todas las valuaciones son
triviales en K

Lema 2.1.6.1. Sea (K, vy, ...,v,) un campo multivaluado y z,w € K, entonces existe ¢ € Ky tal
que, para toda i:
vi(z — cw) = min({v;(2), v;(w)})

Demostracion. Siw = 0 no hay nada que hacer, por lo que suponemos que w # 0. Para cada i, sea
res; : K — k; U {oo} el residuo del anillo de valuacién asociado a v;, extendido mediante la regla

res;(x) = oo cuando v;(z) < 0. Como Ky es infinito, podemos proponer ¢ € Ko\ {res; (2) }11 Si
esta eleccién de c fallara, por la desigualdad fuerte del tridngulo y porque v es trivial en Kg:

vi(z — cw) > v;(2) = vi(w)

entonces v; (£ — ¢) = v;(z — cw) — v;(w) > 0y res; (£) = res;(c) = ¢, en contradiccién con c6mo
elegimos c. O

Definicién 2.1.6.2. Sea (K, vy, ...,v,,) un campo multivaluado y x := (x1, ..., z,) € K"

» diremos que x estd “revuelto” (respecto a las valuaciones vy, ..., vy, ) si, para toda i:
vi(zy) = ... = vi(zy)
» Diremos que una matriz i € GL, (K*) “revuelve” a x si pxr € K™ es un vector revuelto.

» Diremos que un conjunto de matrices G C GL,(K*) revuelve a un conjunto A C K" si para
todo v € A emiste i € G que revuelve a x.

Lema 2.1.6.3. Sea (K, v, ...,v,,) un campo multivaluado, entonces GL,(Ky) revuelve a K", para
toda n.

Demostracion. Probaremos que GL,(Kg) revuelve a cada clase lateral GL,(Kq)y; para lo cual
basta con hallar un vector en cada una de ellas que se encuentre revuelto. Para cada y € K", sea
ky = |{(4,7) : Fk(vi(z;) > vi(zk))}]; v sea z € Gl,(Ko)y = GL,,(Ky)x tal que £, es minimo en el
conjunto {k, : y € GL,(Ko)z} de los K, con y en la misma clase lateral. Obsérvese que k, mide
qué tan lejos se encuentra x de estar revuelto; de modo que si k, = 0 entonces x esta revuelto. Si,
por otro lado k, # 0, reordenando indices si es necesario, obtenemos que

v1 (1) > vi(x2)
Usando el lema anterior, tomemos ¢ € Kq tal que, para toda ¢
vi(z1 — cxa) = min({v;(x1), vi(x2)})

yseay = (T1—CTa, T, ..., T,); entonces y € GL,,(Kg)z; pero k, < k,, contradiciendo la minimalidad
de k. O
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El lema siguiente es el 3.4 en [38]. La prueba que exponemos es la misma que en dicho articulo.

Lema 2.1.6.4. Sea A una Ky-dlgebra con estructura de dominio entero local, {x1, ..., x,} C Frac(A)
un conjunto A-independiente, x := (z1, ...,x,) € K" yy € GL,(Ko)z; entonces {y1, ..., yn} C Frac(A),
es A-independiente.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de A, k su campo residual y M = ({x1,...,Zn})a Mod-

Obsérvese que, por el lema de Nakayamaﬂ, {1 + mM,...,z, + mM} es una base del k-espacio

vectorial %; por lo que este espacio vectorial tiene dimensiéon n. Tomemos p € GL(Kp) tal

que y = pzx; de manera que {y,...,y,} también es un generador de M y podemos elegir un

subconjunto minimal {21, ..., 2z} € {y1, ..., y»} con la propiedad de ser generador. {z1, ..., 2, } es A-
M

independiente y el argumento de la prueba del lema de Nakayama muestra que m = dim (m—M) =n,

por lo que {z1, ..., zm} = {v1, ..., yn} ¥y este conjunto es A-independiente. O

Lema 2.1.6.5. Sean A un dominio entero de rango cubico finito, tal que K := Frac(A) # A;
y, para cada i, v; la valuacion inducida por O;, donde A = Nie, O; es la estructura de anillo
multivaluado dada por . Supongase que el campo filtrado inducido (K, Ty) es local y de
peso finito n; entonces, para cada a € A\{0}, existe y := (y1,...,yn) € K" tal que:

1. y esta revuelto respecto a vy, ..., Vp,.

2. Para todo k € {1,...,n}, ayx ¢ > Ay;.
Jj#k
Demostracion. (K, T) es local y de peso n, por lo que Kz, es un anillo local de rango cibico n.
También tenemos que A* C K, , pueA € TaNT; y K7, se define como la unién de los conjuntos
acotados por T interpretados en el monstruo.

Sea ¢ el enunciado que codifica:

“Existe T = (21, ..., ,) y existe una matriz u € GL,(Ky) tal que: 1[¥si yz = y entonces para
toda k se tiene v, & > Aa~'y;; Qm pux esté revielto.”
ik
Afirmamos que ¢ es verdadera en K*; para lo cual: como Cb(Kry,) = n, existe un conjunto K-
independiente de tamano n (proposicién 2.1.4.5)), digamos {z1, ..., z,, }; entonces, por el lema2.1.6.3]
existe u € GL, (K§) que revuelve a z. Por el lema anterior, si y = px, entonces {y, ..., yn } es K, -
independiente. Ademas, A* U {a™'} C A* UK C Ky, entonces A*a~! C K7; de donde se sigue
que, para todo k:
w &> Kry; = yn & Y Ata 'y

j#k J#k

31Ver proposiciones 2.6 a la 2.8 en Atiyah-Macdonald.

3274 estd generado por los ideales no triviales de A y dado I cualquiera de ellos podemos tomar un elemento a € I\{0} C K*;
ademds, se cumple que aA C I porque I es ideal; entonces A € T;-. Que A € T4 es porque los filtros contienen a los
supra-conjuntos de sus elementos.

33Esto es una férmula; pues la existencia de una matriz g € GL,(Ko) es lo mismo que cuantificacién existencial de n?

variables de valencia Kg.
n

HACA viln) ~ oiy))).

i=1 j=1
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lo que prueba la afirmacion.

Para concluir: como ¢ es un enunciado verdaderdo en K* y su unico parametro es a € A C K,
es verdadero en K. O

2.2. Prueba del teorema de Johnson

Ahora tenemos todos los ingredientes que necesitamos para llevar a cabo el argumento de la
prueba de Johnson. Esencialmente, queremos ver que:

1. Los W-filtros locales tienen un tnico V-engrosamiento (teorema [2.2.1.4)).

2. Todo W-filtro con n componentes locales esta engrosado por un W-filtro inducido bajo el
diccionario por un anillo n-valuado y los n anillos de valuacién de los cuales este es interseccién
se corresponden con sus —también— n componentes locales (lema [2.2.1.11)).

3. El filtro canénico es un W-filtro internamente definible (lema [2.2.2.4]).

4. El filtro canénico cumple una condicién que implica que es un W-filtro local (corolario
2.2.1.15)).

5. Los V-filtros internamente definibles en K son los V-engrosamientos del filtro canénico (2.1.5.21}).

6. Concluir que hay un unico V-filtro internamente definible de K y esto implica el caso dp-finito
de la conjetura de Shelah.

2.2.1. Localizacion de W-filtros

Lema 2.2.1.1. Sea A un dominio entero local de rango cibico n, tal que (Frac(A), Ty) es un campo
W-filtrado local de peso n; entonces:

1. A C J(A) es denso en el radical de Jacobson de su cerradura entera, con respecto a la topologia
inducida por Ty.

2. 8i A= O es la estructura de valuacion dada por (2.1.4.26) y O; son independientes dos
i=1
a dos, entonces existe a € Frac(A)* tal que, para todo b € Frac(A)*: ANbOy € aO;.

Demostracion.

_ m
1. Escribimos A = () O; como interseccién de anillos de valuacién incomparables entre si; de
i=1
. m
manera que su radical de Jacobson viene dado por J(A) = [] m; con cada m; el ideal maximal
i=1

de O;. Sea x € J(A) y sea x + U € Ty una vecindad bésica de x. Para verificar que A es

denso en J(A), queremos ver que (x + U)NA # (). Si x = 0 entonces U € T, porque este
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filtro es mds fino que su cerradura entera y en este caso ANU # () pues toda vecindad de cero
contiene un multiplo no cero de un ideal de A. Supongamos entonces que x # 0. Como A es
una vecindad acotada de Ty, existe a’ # 0 tal que /A C U y como Ty es un filtro mas fino, la
interseccion ANLANJ(A)Na’A es no trivial y podemos tomar 0 # a := a'r € ANLANJ(A)
con r € A. En particular, obsérvese que aA = a’'rA C a’A C U. Ahora, por el lema anterior,
existe un vector revuelto y € K" tal que, para cada k € {1,...,n} se tiene:

Py, & Y Ay
i#k
y, escalando, podemos asumir que y; = 1; por lo que v;(y;) = 0 para cualesquiera 1, j; o,

equivalentemente y; ¢ m; para cualesquiera ¢, j; de manera que: y; € A" para toda j.

Por otra parte, dado que Cb(A) < n+ 1, el conjunto {1, z, ays, ..., ay,} es A-dependiente por
la proposicién [2.1.4.5; y esto se traduce en alguna de las siguientes tres posibilidades

a) 1€ ({z,ays, ..., ayn}) a-Mod
b) ayr € ({1,2} U{ay,}1<jzk)a-Mod, Para alguna k € {2,...,n}
c) x € ({1,aya, ..., ayn})aMod

La opcién (a) es imposible, ya que

(@, ayz, ... ayn) a-nioa © ({2, a}) 5 r1oa © J(A)
y 1 ¢ J(A). La opcién (b) también es imposible; ya que si
aye € ({1, 7} U{ay;}1<jzr) aMod
entonces, por cémo elegimos a y porque y; = 1:

a*yp € Aay, + Aza + Z Aa*y; C Zij
1<j#k J#k

Por lo tanto ocurre la opcién (c); es decir,

YIS <{]-7 ayz, ..., ayn}>A—Mod

y existen b, ¢y, ..., c, € A tales que
n
r=>0+ Z cjay;
=2

Dado que {c;,y;}j—s C A, se tiene que b — x € aA C U y concluimos que b € (z + U) N A.



2.2 Prueba del teorema de Johnson

2. Tomemos ¢ € J(A)\{0}. Por la prueba del teorema de aproximacién para V-topologias (Ver
4.1 en [2], o bien, 2.4.1 en [I]), podemos tomar a € K tal que v1(a) > v1(c) y vi(a) = vi(c) si
i # 1 (en particular, a # 0 pues v;(a) = v;(c) # oo si i # 1).

Veamos que a cumple lo requerido: si b € K*, usando nuevamente el teorema de aproximacion
obtenemos u € K* tal que vy(u) = v1(c) > 0y v;(u) > max({v;(b),vi(c)}) > 0sii# 1. En
particular, u € J(A) y por el punto anterior podemos suponer u € A (todas las V-topologias
To,, inducidas por estas valuaciones, son més gruesas que Ty). Se sigue que u € (ANbO2)\a Oy,
va que v1(u) = vi(c) < wvi(a) y ve(u) — va(b) > 0.

[]

Lema 2.2.1.2. Sea (K, T) un campo filtrado de peso n, entonces para cualesquiera dos V -engrosamientos
T, Ts de T distintos y para todo U € T, existe V. € Ty tal que para todo W € Ty se cumple
Unw V.

Demostracion. Por el corolario 2.1.5.27] sabemos que “T es campo W-filtrado local” es expresable
mediante un enunciado local en el lenguaje de (K, 7). Ademds, que 7; engruesa a 7T se expresa
mediante el enunciado local

VU(T;(U) = 3V(T (V) AVz(e (z,V) =€ (z,U))))

en el lenguaje de (K, 7, 7T;) (observacion 1.5 en [2]). Dado que la ultima parte de este lema se puede
expresar mediante el enunciado

VU(T(U) = IV(TL(V) AYNW(To(W) — Fz(€ (x, U)A € (2, W) A =(€ (x,V))))))

que también es local —en el lenguaje del campo multifiltrado (K, 7,71, 73)—; se sigue que lo que
queremos probar es expresable mediante un enunciado local. Con lo anterior en mente, basta con
probar que (K, ’7\', 7A], 7\5) cumple el lema. Para esto, por el lema anterior y usando el diccionario
entre filtros y subanillos del monstruo, se cumple —reescalando ¢ si fuera necesario— que: para todo
¢ € Frac(Ky)* = K*\{0}, existe a € Frac(Ky)* tal que, para todo b € Frac(Ky)*

KN oKy g aKp

- m
pues K5 yv Ky, deben aparecer en la estructura de valuacién de Ky = [ O;, de acuerdo a

i=1
(2-1.5.20). O

Lema 2.2.1.3. Sean (K, T) un campo W-filtrado de peso n, con T local.; de manera que podemos

escribir Ky = () O;. Para cada i, sea m; el ideal mazimal de O;; entonces, para cualesquiera

. % . /L:1
11 19/
m;, N E§7~ QZ m, N E§7-
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

Demostracién. Sea U € T NT+ y sean i # j, entonces por el lema anterior existe V € To, tal que,
para todo W € To,
UNnw gV

Si dejamos a W como variable libre de valencia P(K) y expresamos la propiedad anterior como un
enunciado de K(2), por saturacién tenemos que

v () W\ #£D

WeTo,

de manera que podemos tomar un infinitesimal £ de T, en U*\V*. En particular, e € U* C Ky y

e € m;\m; por el lema[2.1.5.16] O

Teorema 2.2.1.4. Sea (K, T) un campo W-filtrado por un filtro local, entonces:
» T tiene un unico V-engrosamiento.
» K es un anillo de valuacion.

Demostracion. Por (2.1.5.20]) los puntos 1 y 2 son equivalentes, por lo que procedemos a pro-

bar el punto 2: Tomemos K+ = () O; y, para cada i, m; el ideal maximal de O;. Entonces
i=1

p; == m; N Ky € Spec(Ky) para cada i y, por el lema anterior, los ideales p; son incompara-
bles entre si. Como (K, 7") es local, K+ es un anillo local y podemos denotar p a su ideal maximal.
Por el teorema de Chevalley (3.1.1 en [1]), K7 es subanillo de un anillo de valuacién O cuyo ideal
maximal m cumple p := m N Ky; y, dado que O contiene a todos sus enteros —en el anillo de
fracciones— por ser de valuacién, de hecho se tiene K7 C O. Por el corolario 6.8 en [33], lo anterior
implica que O; C O para alguna 7, de manera que m C m; y se tiene

p:mﬂKTgmiﬂKT:pi

Como p es maximal, entonces la contencién anterior es, de hecho, una igualdad y, para toda 7,
p; C p por ser el unico ideal maximal. Lo anterior estd en contradiccién con la incomparabilidad
de los p; a menos que n = 1. O

Definicién 2.2.1.5. Si A es un dominio entero, denotaremos Max(A) al conjunto de ideales
mazimales de A y le llamaremos a este conjunto el espectro mazximal de A.

Definicién 2.2.1.6. Sea A un dominio entero. A las localizaciones de A en sus ideales mazrimales
les llamaremos “localizaciones fundamentales”.

Teorema 2.2.1.7. Sea A un dominio entero, entonces:

LA= () An

meMax(A)

2. Cualesquiera dos localizaciones fundamentales distintas de A son incomparables.
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2.2 Prueba del teorema de Johnson

3. 81 B C Frac(A) es un subanillo local que contiene a A, entonces B contiene a alguna locali-
zacion fundamental de A.

Demostracion.

1. Claramente A esta contenido en la interseccién de sus localizaciones fundamentales. Para la
otra contencién, si x ¢ A podemos tomar un ideal maximal p € Max(A) que contenga al
ideal I := {y € A : yzr € A}, yaque 1 ¢ I. Si se tuviera x € A,, entonces r = ¢ cona € A
y b€ A\p, por lo que bx € A y b € I N (A\p), en contradiccién con que I C p. Por lo tanto

r ¢ A, y concluimos que x ¢ | Ap.
meMax(A)

2. Si se tienen dos ideales maximales m; # ms, estos son incomparables, por lo que podemos
tomar x € m;\m;; de manera que % € Ap,. Ademds, para todo a € A, ax € m;, por lo que no
a

puede ocurrir que i = ¢conac A, bc A\m;; de modo que i € An,\Ap,. Concluimos que

Ay, y Ay, son incomparables.

3. Sip es el ideal maximal de B, entonces el ideal p N A estd contenido en algiin ideal maximal
m € Max(A) y A\m C B\p. Como B es local, esto implica que B contiene a todos los inversos
de los elementos de A\m y, en particular, A, C B.

]

Comentario 2.2.1.8. En pocas palabras, el teorema anterior nos dice que las localizaciones fun-
damentales son precisamente los subanillos de Frac(A) minimales respecto a la propiedad de ser
locales y contener a A; y estdn en biyeccion con los ideales mazimales de A.

Lema 2.2.1.9. Sea A un dominio entero y sean Ay, ..., An, localizaciones fundamentales de A,

entonces las localizaciones fundamentales de () Aw, son precisamente los anillos Ay, , ..., An, .
i=1

Demostracion. Verifiquemos la caracterizacion que hicimos presente en el comentario posterior
n

al teorema anterior. Tomemos un subanillo local B del campo de fracciones de [ Ay, y tal que
=1

ﬂ Ay, C B, y sea p su ideal maximal. Como A C ﬂ Ay, C B, el conjunto pN A es un ideal primo
i=1
de A. De la misma manera que en la prueba del teorema anterior, veamos que p N A C m; para

alguna ¢, lo que implicard que A, C B es minimal en los anillos locales que contienen a ﬂ Ay,. Si,
i=1

n
por el contrario pNA € my, por el lema de evitacién de ideales primo se tendrfa pNA ¢ U m;;

de manera que ) # (pNA)\ U m; C By, dado xz € (pNA)\ U m; C p, se cumple + € ﬂ A, CB;

=
con lo cual p tiene una umdad de B, en contradiccion con que p es su ideal maximal. O]

35Ver [7,[).
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

Lema 2.2.1.10. Sea A un dominio local tal que A también es un anillo local. Llamemos a sus
1deales maximales m y n, respectivamente; entonces:

nNA=m

Demostracion. nNA C m por ser ideal maximal, entonces s6lo tenemos que verificar que m C nNA.

. ., . , . - X
Si la contencién fuera propia, podriamos tomar x € m\n y, en particular, x € A" ; de manera que
% es solucion a algin polinomio moénico con coeficientes en A

lo cual es equivalente a
n

Z a, xt =1+ i a,_;xt =0
i=1

i=0
donde a, = 1. Esto es una contradiccion, ya que el lado izquierdo de la igualdad anterior necesa-
riamente es una unidad de A. O]

Lema 2.2.1.11. Supdngase que Max(A) es finito y que, para todo m € Max(A), A, es un anillo
de valuacion; entonces:

1. Para cada m € Max(A), A, es una localizacion fundamental de A.

2. Am — A, establece una biyeccion entre las localizaciones fundamentales de A y las localiza-
ciones fundamentales de A.

Demostracion. Podemos escribir la cerradura entera de A como la intersecciéon de todos los anillos
de valuacion de su campo de fracciones que contienen a A. Ademds, por el comentario (2.2.1.8)) y
porque los anillos de valuacion con cerrados bajo enteros del campo de fracciones, para cada anillo
de valuacion O son equivalentes:

1.ACO
2. A, C O contiene alguna localizaciéon fundamental de A
3. A, C O contiene a la cerradura entera de alguna localizacién fundamental de A

Por lo que las cerraduras enteras de las localizaciones fundamentales de A son los anillos de
valuacién minimales que contienen a A; y se tiene:

A= () Aa (2.6)

meMax(A)

Lo anterior es una interseccion finita de anillos de valuacién, por lo que si probamos que estos
anillos son incomparables entre si, por la proposicion [1.1.2.8] estos deben de coincidir exactamente
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2.2 Prueba del teorema de Johnson

con las localizaciones de A en sus ideales maximales.

Si, por decir, Ay, € Ay, y hacemos n; el ideal maximal de A, para cada [, tendriamos por lema
anterior aplicado a las localizaciones:

n; Cn, = miA, =n;NAL CnNA, =mAy,

y dado que por maximalidad de m; y m; también tenemos m;A, MA = m; para cada j, lo anterior
implicaria
m; - m;

nuevamente, por maximalidad, esto es
m; =m;

Concluimos que la interseccién (2.6]) estd escrita mediante anillos de valuacién incomparables entre
si y, por la unicidad de esta descomoposiciéon, hemos terminado. O

Observacion 2.2.1.12. 5i S, 7,7y, ..., T, son filtros tales que las diagonales

(. (8) 2 [T T) (K, (7)) 5 (K. 48)) x (K. (T,)

(j1xId)oj2
—

son encajes densos, entonces (K, (T)) [1(K,(T;)) también es un encaje denso.

Las siguientes observaciones son, en su conjunto, la discusién alrededor de la definicion 4.11 en
[38] v el lema posterior inmediatd™)]

Observacién 2.2.1.13. Con la misma notacion de la observacion anterior, la diagonal

es un encaje denso si y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:
1. {Uyn..NU, :Vi(U; € T;)} es un prefiltro de T.
2. Para cualesquiera i, j distintos, si U; € T; y U; € T; entonces: U; + U; = K.

Teorema 2.2.1.14. Sea (K, T) un campo W-filtrado y sean Ty, ..., Tn las componentes locales de
T, entonces:

1. Cada componente local tiene un unico V-engrosamiento. En particular, esto nos da una bi-
yeccion entre el conjunto de componentes locales de T y los V-engrosamientos de T .

36Respecto a la definicién 4.11 en [38], hemos adoptado la equivalencia dada en la definicién 7.14 de [37] para la condicién
de independencia.

93



2 C(lasificacién de campos dp-finitos
2. La diagonal A : (K, (T)) — (K, (T1)) x ... x (K, (T,)) es un encaje cuya imagen es densa en
el contradominio.

Demostracion. El primer punto es una consecuencia inmediata de aplicar los lemas ([2.2.1.11},
2.1.5.20y [2.2.1.4)); al diccionario que traduce el reticulo de subanillos al reticulo de engrosamientos.

7
Para el segundo punto, hacemos S; := () K7 para cada i < n, entonces cada S; es un W, anillo
j=1
por contener a K7, ya que los anillos K7 son localizaciones fundamentales de Ky por definicién
de las componentes locales.

Afirmamos que las diagonales (K, (7)) — (K, (7s,_,)) x (K, (7;)) son encajes densos, para
cada 7; lo cual implica lo que queremos probar por la observacién (2.2.1.12]). Lo verificaremos de
acuerdo a la observacién anterior, para lo cual: por (2.2.1.9/2.2.1.11)), sabemos que el tinico V-
engrosamiento de 7; es su cerradura entera 7;, que los V-engrosamientos de Tg, , son {71, ..., T;_1}
y que {T1,...., Tio1} N {T:} = 0. Como T;,Ts,., € T no tienen V-engrosamientos en comiin, el
diccionario nos dice que K7; + K7y~ = K* y como estos anillos son vecindades acotadas, esto
implica que para cualesquiera Ui eTiyV;,eTs,_, setiene U; +V; = K. Para probar el otro punto
de la observacion . notemos que para toda a € K*\{0} existen b,c € K*\{O} tales s que

bSi—1 N Ky C aS; ( or eJemplo a=0b=c), por lo que el campo multifiltrado (K*, 7;, 7?;1,7’5 l)
satisface

U(Ts;(U) = 3V (T, (V) AIW(Ti(W) AVz(€ (2, V)N € (2, W) =€ (z,U)))))

que codifica mediante un enunciado local “cualquier vecindad de 7g, contiene a alguna interseccién
de vecindades de Tg, , y 7;. Similarmente (tomando U = V N W), dicho campo satisface

V(Ts, ,(V) = VIW(T;(W) = 3U(Ts,(U) AVz(€ (2,U) =€ (2, V)N € (z,IV)))))

que codifica mediante un enunciado local “cualquier interseccion de vecindades de Tg, , y 7; contie-

ne alguna vecindad de 7Tg,”. Dado que se tiene la equivalencia local (K*, 7., 7/;, 7{5:) ~ (K, T, Ts;s Tsi_y)s
hemos terminado. O

Corolario 2.2.1.15.
1. Sea (K, T) un campo W-filtrado. Si char(K) # 2 y la funcién que eleva al cuadrado % : KX — K*

T2
es abierta, entonces T es local y, por lo tanto, tiene un unico V-engrosamiento.

2. Si char(K) > 0 y la funcion de Artin-Schreier [ : K — K es abierta, entonces T es local y,

=P —x
por lo tanto, tiene un unico V-engrosamiento.

Demostracion. Obsérvese primero que el hecho de que las funciones anteriores sean abiertas puede
expresarse mediante enunciados locales

YU(T(U) = IV(T(V) AVz(€ (x,V) —€ (x,U))))
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2.2 Prueba del teorema de Johnson

por lo que basta con probar esto en (K*,’YA‘). Para esto, sean 7Ty, ..., 7, las componentes locales
de 7; de manera que hay exactamente n V-engrosamientos de 7 y, por lo tanto, también hay
exactamente n V-engrosamientos de 7. Por reduccién al absurdo:

1. sin > 1y suponemos char(K) # 2 y que my, ..., m,, son los ideales maximales de K, ..., K.,
obsérvese que por el lema [2.1.5.16] y por definicién de las componentes locales:

J(Kr) = ﬁ ( N U*)

i=1 \UET;

Ademss, por el teorema anterior, los abiertos U; N ... N U, con U; € T; para cada j, forman
un prefiltro para 7. En particular, todas imagenes bajo la funcién que eleva al cuadrado de
vecindades de 1 deben contener a (1+ J(K7))?., por lo que si probamos que este conjunto no
contiene ningin abierto habremos terminado. Para esto, por el teorema 4.1 en [2], podemos

tomar
n

T € ﬂ((—l)@' +m;)

entonces
n

2 € ()L +m;) C 1+ J(Kr)

i=1
pero no puede ocurrir 2 € 1+ J(K7)?, o de lo contrario +z € 1+ J(K7); lo cual, en
particular, implicaria

r€(14+m)N(=1+m)#0, obien, —z € (1+my)N(=1+my) #0

en cualquier caso, por cémo estan dados los ideales maximales, lo anterior nos diria que (77;)
no es hausdorff para alguna i; que es una contradiccion.

2. Anélogamente, si char(K) > 0 la funcién de Artin Schreier no podria ser abierta: cambiando
el argumento del caso anterior de que no habria vecindades que separen {—1,1}, por el
argumento de que no habria vecindades que separen {0, 1}.

]

2.2.2. El filtro candnico es un W-filtro

La definicion y el teorema siguiente son, respectivamente el inicio y el final de de la seccién seccion
5 de [37]. Omitimos la prueba del teorema dado que dicha seccién es corta y autocontenida.
El teorema [2.2.2.2] constituye, junto con el teorema|2.1.2.5| el puente entre el filtro canénico y toda
la teoria que hemos desarrollado para W-filtros.

Definicién 2.2.2.1. Diremos que un reticulo A es un reticulo dureo de K si A es un sub-reticulo
del reticuo de subgrupos aditivos de K y tiene las siguientes propiedades:
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

{0}, K e A

A es cerrado bajo la accion multiplicativa de K*; es decir: si A € A y u € K*, entonces
ul € A.

A tiene rango cubico finito.

AT es cerrado bajo intersecciones finitas.

A contiene un elemento no trivial b ¢ {{0}, K}

Teorema 2.2.2.2. Si A es un reticulo dureo en K, entonces AT es un prefiltro y el filtro que
genera es un W-filtro de K. Si el rango cibico de A es n, entonces el filtro generado por AT es un
W,,-filtro.

Corolario 2.2.2.3. El reticulo A(Ko, K*)*, tal y como fue definido para el teorema genera
un W,,-filtro; donde n < Dp(K).

Demostracidn. El teorema [2.1.2.5( nos dice que A(Kg, K*)™ es un reticulo dureo y que el rango
cibico de A(Ky, K*) esta acotado por el rango de dependencia de K. O

Lema 2.2.2.4.

1. Existe una subestructura elemental I. < K* tal que su grupo de infinitesimales I, es co-
encajable con un conjunto LL-definible.

2. El filtro canonico en K* es un W, -filtro IL-definible.

Demostracion. Tomamos un campo méagico Ky < K* y definimos n := Cb(A(Kg, K*)); entonces,
por el corolario anterior, A(Ky, K*)* es una base para un W,-filtro 7 en K* y podemos tomar una
vecindad acotada V € T N T+, entonces V es (K*, A)-definible y, en particular, es (IL, A)-definible
para alguna alguna extensién elemental pequena L/Ky. Nuevamente por el teorema , los
infinitesimales de IL respecto al filtro candnico son una vecindad acotada de 7; es decir I, € TNT+.
Ahora, usando la proposicién (2.1.4.23)), I, es co-encajable con un conjunto K*-definible D € TNT+
y, recordando el comentario (2.1.5.12)), de hecho podemos suponer que D es LL-definible. Dado que
I, es una vecindad acotada del filtro canénico que es co-encajable con un conjunto LL-definible y
las vecindades acotadas de un campo filtrado forman una clase de co-encajabilidad, se sigue que
D es una vecindad acotada del filtro canénico y por lo tanto este es LL-definible. O]

Teorema 2.2.2.5.

1. Emiste una formula o({z}, X) tal que, para todo modelo pequerio . < K*, la familia {¢o(LL,a) : a € LX}
es una base de vecindades de cero para la topologia candnica de L.

2. Cualesquiera dos modelos pequenos con sus respectivos topologias canonicas son localmente
equivalentes.
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2.2 Prueba del teorema de Johnson

Demostracion. Tomamos {1;({x}, X)}ier una familia de férmulas como en la proposicién ([2.1.1.21))
y usamos el lema anterior para obtener una base de vecindades K*-definible del filtro canénico en
K*; digamos
N = {n(K*, ¢)}eee)z C {¥i(K*,a) rie I hac (K)'}
de modo que, para cada c existen 7 y a tales que
K* | Vz(n({z}, ) < ¥i({z}, 2))
Denotemos J, := {(i,a) € I x (K*)* : n(K*,c) = ¢3(K*,a)}, J= |J J.y consideremos el con-
ce(K*)*

junto de férmulas I'({z}) := {3z(=(n(z, {z}) < ¥i(z,a)))}a)es. Notemos que J. # () para cada
c € (K*)Z, por construccién; y ahora veamos que I' no es satisfacible. Si asf lo fuera, digamos por
c € (K*)Z, entonces para cualesquiera (i,a) € J existirfa zy € K* tal que K* £ n(zo, c) <> 1;(0, a);

es decir, n(K*, c) # ¢;(K*,a) para todo (i,a) € J; y como J. # (), existe un elemento (i,a) de J,
tal que n(K*, c) # 1;(K*, a); en contradiccion con su definicion.

Ahora, como I' no es satisfacible, tiene un subconjunto finito no satisfacible por compacidad,
digamos I'g := {3z (=(n(z, {z}) < ¥i(z,2)))}ua)es con Jo un subconjunto finito de J. Esto nos
dice que para toda c € (K*)? existe (i,a) € Jp tal que K* = Jz(—=(n(z, c) « ;(x,a))); o bien:

K* =V (n(z, ¢) < iz, a))

En resumen de lo anterior, podemos tomar un conjunto finito Iy, C I tal que: para todo U € N;
existen i € Iy y a € (K*)X tales que U = v;(K*, a). Ahora, dado que N es base: para todoi € I y
para toda b € (K*)¥, existe ig € In y a € (K*)¥X tales que

K* | Va (i, (xz,a) — ¥;(x,b))
y, en particular podemos elegir 7y para cada ¢ tal que
K* |= Vb3aVa (¢, (z,a) — ¥;(x, b))
los anteriores son enunciados, entonces se cumplen en la subestructura elemental L. < K*
L | Vb3aVz (¢, (x,a) — ¥;(x, b))

Recordando que {¢;(IL,a) : i € I Aa € LX} es exactamente el filtro canénico en L, lo anterior
codifica que {;(IL,a) : i € Iy A a € L*} es una base de dicho filtro. Como [ es finito, podemos
expresar lo anterior mediante una férmula ¢, de tal manera que

{o(L,a):ac L} ={¢i(L,a):i € [hnae LY}

Para el segundo punto basta con recordar que los enunciados locales pueden ser evaluados en bases
de vecindades, pues la férmula p({z},Y) que define a la base anterior es la misma para todos los
campos. ]
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos
Corolario 2.2.2.6. FEl filtro candnico en un campo inestable con rango de dependencia n es un
W, -filtro internamente definible.

Teorema 2.2.2.7. Los V -filtros internamente definibles de K son exactamente los V-engrosamientos
del filtro canonico en K.

Demostracion. Por (2.1.5.21]) todos los V-engrosamientos del filtro candénico son K-definibles. Aho-
ra, si tomamos un V-filtro K-definible 7 y también tomamos

B:=aK)eW,NnTNT*

una V-vecindad acotada K-definible de 7; entonces, para cualquier {z,y} C K se tiene = € yB o
y € xB; ya que B es un Wi-conjunto. En particular, tomando y = 1, lo anterior nos dice que

KCBUB!

Ahora, por la proposicién [2.1.1.17} como K es pesado, la unién B U B~! es pesada; y esto implica
que tanto B como B~ lo son; de manera que

B — BeB%
Para concluir, obsérvese que@ B —BcTNT! y entonces el conjunto
{a(B-B):aecK*} CT
es un prefiltro de T; entonces, dado que por el corolario 2.1.1.19] se tiene
B-.BCB-B

es inmediato que T C BX; es decir, T engruesa al filtro canénico. O

2.2.3. Argumentos finales

La prueba del teorema de Johnson —casi— concluye con el corolario 4.16 de [38], que nos dice que
los campos dp-finitos cumplen la conjetura de henselianidad V-topoldgica (conjetura 2.40 en [30])
y la conjetura de henselianidad (conjetura 1.1 en [37]). Para esto, comenzamos por mencionar el
siguiente teorema; que puede ser encontrado junto con su prueba como el teorema 2.13 en [12].

Teorema 2.2.3.1. Si L/K es una extension normal y se tienen valuaciones wi, ws de L y una
valuacion v de K tales que los anillos de valuacion O, y O, contienen a O,, entonces los anillos
de valuacion O, y Oy, son conjugados bajo un automorfismo.

Corolario 2.2.3.2.
1. (K,BX) es un campo W-filtrado local.

3TEsto es bastante claro si recordamos que (K, T) debe ser localmente equivalente a (K*, 7k, ); que tiene como prefiltro a
los ideales no cero de K.
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2.2 Prueba del teorema de Johnson

2. K admite una inica V-topologia internamente definible.
3. Si (K,v) es un campo valuado dp-finito, entonces v es una valuacion henseliana.
Demostracion. Sea T el filtro canénico

1. Ya hemos visto que BX es un W-filtro y el filtro canénico cumple el lema [2.2.1.15( por los

incisos 4 y 5 de la proposicién 5.17 en [33], ya que dichos resultados nos dicen que estas

funciones son abiertas en (K*, BX ). Por lo tanto, BX es un W-filtro local.

2. Como el filtro candnico es local, tiene un tnico V-engrosamiento; y los V-filtros K-definibles
de K son justamente los V-engrosamientos del filtro candnico por el corolario [2.2.2.7| Se sigue
que K tiene un unico V-filtro definible; que se corresponde con la tinica V-topologia definible

de K.

3. Supdngase que v no es henseliana; entonces existen /K una extensién normal de Ky O,,,,
O, dos anillos valuados de L distintos que extienden a O,. Por la observacién 2.7 en [35, 39,
estos anillos valuados son LL-definibles, lo que implica:

= L no es finito ni algebraicamente cerrado@ o, de lo contrario, por el lema 2.1 en [33]
tendriamos O,,, = O,, = L.

» Si L no es finito ni algebraicamente cerrado, entonces O,, y O,, inducen, ambos, el
unico V-engrosamiento del filtro canénico en L, por lo que —son dependientes y— hay
un anillo de valuacion no trivial que los extiende; y, en particular, hay dos anillos de
valuacién comparables distintos que extienden a O,.

Lo anterior contradice que Aut(L/K) actia transitivamente en el conjunto de anillos de
valuacién de L que extienden a O, pues este grupo es finito y por lo tanto no puede actuar
transitivamente en el conjunto de anillos de valuacion que extienden a O, si este tiene dos
elementos distintos que son comparables.

]

Podriamos terminar aqui, usando el teorema 1.3 de [37]; que dice que el la conjetura de hen-
selianidad en dependencia finita implica la conjetura de Shelah en dependencia finita. Atn asi,
por completud, incluyo la prueba otorgada por la proposicién 6.4 de [36] una vez que sabemos lo
anterior. Para esto, necesito dos resultados mas; que son, respectivamente, la proposicion 3.5 en
[6] y —un caso particular de— la primera parte del teorema 5.2 en [13].

Proposicion 2.2.3.3. Toda V-topologia internamente definible en un campo estd inducida por un
anillo de valuacion externamente definible.

Teorema 2.2.3.4. Si un campo valuado (K,v) es henseliano, entonces ocurre alguna de las si-
guientes:

1. Es separablemente cerrado.

38Cf. introduccién de la seccién 2.1.
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2 C(lasificacién de campos dp-finitos

2. Es elementalmente equivalente a R.

3. Hay un anillo de valuacion internamente definible que induce la V-topologia asociada a la
valuacion.

Con los dos resultados anteriores, estamos en posicion de probar el teorema de Johnson.
Teorema 2.2.3.5. 5i K es un campo dp-finito entonces tiene alguna de las siguientes propiedades:

= Fs finito.

= Fs algebraicamente cerrado.

» Fs realmente cerrado; es decir, es elementalmente equivalente a R.

s Eriste una valuacion para K que es henseliana, internamente definible y no trivial.

Demostracion. Si K no es finito ni algebraicamente cerrado, tiene un unico V-filtro definible 7 no
trivial y K+ induce una valuacion henseliana en K, por el corolario anterior. Por los dos teoremas
anteriores, dicha valuacién estd inducida por un anillo de valuacién, henseliano, internamente
definible y no trivial; o bien, K es separablemente cerrado o K es realmente cerrado. Dado que los
campos dp-finitos son perfectos (es decir, su cerradura separable es algebraicamente cerrada)ﬁ,
hemos terminado. O]

39Yatir Halevi hace esta prueba en el minuto 44 de [4T].
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