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Introduccion

En el campo de la teoria de la computacion existen diversos problemas que han mantenido
relevancia tanto académica como practica a lo largo del tiempo, entre ellos se encuentra el
problema de satisfaccion. Este consiste en determinar si existe algiin modelo que satisface
a una férmula [41]. La férmula se expresa en un lenguaje formal el cual pertenece a un
sistema légico.

A manera de ilustracion, un modelo se define en la légica proposicional como la asignacion
booleana de valores a las variables, tal que si al ser evaluados sobre una féormula, esta se
mantiene verdadera, se concluye que la férmula se satisface. Este caso se conoce como el
problema de satisfacciéon booleana. Considere la siguiente expresion escrita en el lenguaje
de la logica proposicional: p — ¢, un modelo que la satisface se presenta cuando ambas
asignaciones de p y ¢ son verdaderas.

El problema de satisfaccion posee una diversidad de aplicaciones, principalmente porque
los lenguajes formales suelen emplearse para expresar o modelar fragmentos de la realidad
de manera precisa, lo que facilita razonar sobre esta. Por ejemplo, considere dos proposi-
ciones: p como “hay conexion a internet” y ¢ como “el cable de red esta conectado”, bajo
el contexto de una computadora de escritorio que solo puede acceder a internet mediante
una conexion por cable.

La formula —p A ¢ se puede leer como “no hay conexion a internet y el cable de red esta
conectado”. El tinico caso donde la féormula se satisface se presenta cuando p es falsa y
q es verdadera. Esto tiene sentido en el mundo real puesto que a pesar de que el cable
de red esta conectado, puede ser que no exista conexion a internet debido a problemas
externos, como ilustracion, problemas relacionados con el proveedor de internet.

Con logicas mas expresivas se pueden modelar problemas de mayor grado de complejidad.
En particular la l6gica modal proposicional posee dos nuevos operadores: ¢ para indicar
el concepto de posibilidad y [J el concepto de necesidad. Para ilustrarlos, considere la for-
mula (O—p AOg) A (Op Ag) la cual se puede leer como “Es posible que no hay conexién
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INTRODUCCION

a internet y es necesario que el cable de red esta conectado, y es posible que hay conexion
a internet y es necesario que el cable de red esta conectado.”.

En el ejemplo se observa el modelado de dos situaciones posibles, una donde es posible
que haya conexion a internet y otra donde no lo es. En ambas es necesario que el cable
de red esta conectado. Ambas situaciones suceden en la realidad y se puede observar que
con estos nuevos operadores es mas natural la creacion e interpretacion de las formulas.

Por otro lado, en un lenguaje que posee multiples modalidades e inversas, se pueden mo-
delar aiin mas problemas. A modo de ejemplo, considere un contexto en el que se tiene un
sistema de comunicacion cifrado donde las modalidades m corresponden a los distintos
canales de comunicacién disponibles, por lo que se puede representar: “enviado mediante
el canal m” y la modalidad inversa como “recibido mediante el canal m”. Entonces, cada
modalidad es un medio distinto de comunicaciéon, la modalidad sin inversa expresa “reci-
bido” y la modalidad con inversa “enviado.”

Adicionalmente, considere la proposicion p como un mensaje que afirma “la contrasena
es 123”7 y la proposicién g como “el acceso al sistema se concede”. Entonces, la formula
Llp < @q se lee como “es necesario enviar mediante el canal 1 que la contrasena es 123,
si y solo si, es posible recibir mediante el canal 1 que el acceso al sistema se concede”.

En el ejemplo se emplea la modalidad 1 y 1 para indicar que se envian y reciben mensajes
mediante el canal 1, respectivamente. Se considera un escenario en el que se envia un
mensaje que contiene determinadas credenciales, a cambio es posible recibir un mensaje
indicando que el acceso se concede, debido a que no se desea exponer el intento fallido
cuando la contrasena no es correcta.

Con el objetivo de ilustrar algunas aplicaciones méas concretas del problema de satisfac-
cion, en el caso de las l6gicas modales, existe un trabajo que propone validar la consistencia
de los sistemas conscientes de la atencién [28]. Su objetivo consiste en verificar un con-
junto de reglas pertenecientes a un sistema de comunicacién bidireccional, empleando un
algoritmo de satisfacciéon para calculo u [25].

Por otra parte, existen trabajos relacionados a la verificacion de la consistencia de bases
de datos [10], [11]. En estos trabajos se utiliza un algoritmo de satisfaccién para logica
proposicional, con el propésito de identificar inconsistencias bajo las restricciones exis-
tentes en un esquema de base de datos relacional, por ejemplo, violacion de las llaves
primarias, llaves foraneas, valores tinicos, entre otros.

Para identificar las inconsistencias se emplean consultas tipicas a una base de datos co-
mo entrada, las cuales son modeladas en légica de primer orden. Ademads, se genera una
formula escrita en logica proposicional que modela la base de datos, se corrobora la satis-
facciéon de esta ultima con el propésito de encontrar posibles inconsistencias en la consulta,
de manera que se analizan los valores de las variables proposicionales que satisfacen la
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féormula booleana.

En este trabajo se analizan las técnicas y los algoritmos de satisfaccion de las 16gicas mo-
dales encontradas en el estado del arte. Posteriormente, se presenta la logica multimodal
K con inversas y la prueba de la propiedad de modelo de arbol para esta logica. Esta
propiedad se emplea en el algoritmo con el objetivo de operar con estructuras libres de
ciclos y que garantizan una inserciéon de nodos ordenada. A su vez, facilita trabajar bajo
profundidad o anchura.

Subsecuentemente, comienza la definicion del algoritmo y la especificacién de las fun-
ciones principales que lo componen, asi como algunos ejemplos. Una vez establecido el
algoritmo se realiza la prueba de la correccion, que involucra demostrar la coherencia y
la completitud.

Después de la definicién formal del algoritmo y que se ha probado que es correcto, se reali-
z6 la implementacion. Esta etapa implico analizar el lenguaje de programacion a emplear,
determinar los tipos de estructuras de datos necesarias y considerar las posibles optimiza-
ciones a nivel de c6digo, por ejemplo, el uso de memoria dinamica como los apuntadores
para el manejo de las férmulas en los nodos de la estructura.

Durante el desarrollo del sistema se consideraron buenas practicas, asi como un marco de
trabajo iterativo, focalizado en la revisién continua del sistema. Finalmente, se llevaron a
cabo los experimentos, dado un conjunto de férmulas previamente definido, con el objetivo
de realizar una medicién cuantitativa del rendimiento del algoritmo frente a determinados
casos.
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CAPITULO

Antecedentes

La presente seccién se enfoca en analizar algunos de los algoritmos de satisfaccién para
logicas modales y sus optimizaciones, asi como senalar las areas de oportunidad que se
abordan en este trabajo. En el estado del arte, existe una diversidad de técnicas para
afrontar el problema de satisfaccién. En [33] los algoritmos se clasifican de acuerdo al
enfoque con el que determinan la solucién.

La primer estrategia se denomina construccion Tableau. Esta consiste en probar exhaus-
tivamente una serie de reglas de manera recursiva. Este proceso comienza con la formula
de entrada. A dicha férmula se le aplican las reglas, lo que provoca que se creen nuevas
ramificaciones, como si de un arbol se tratase. Este proceso contintiia en las nuevas rami-
ficaciones hasta que las formulas no se puedan descomponer mas.

Finalmente, se explora el arbol y se buscan contradicciones. Si todas las ramificaciones
conducen a contradicciones, se concluye que la férmula no se satisface. En caso contrario,
si existe al menos una ramificacion que no contiene contradicciones, se concluye que la
formula se satisface.

Por otro lado, existe otro método por traduccién. Este consiste en reducir el problema de
satisfaccion de alguna légica modal al problema de satisfaccién booleana (SAT) o légica
de primer orden, por mencionar algunas logicas objetivo. En contraste, existen otros que
emplean una perspectiva basada en algoritmos SAT, como el algoritmo Davis-Putnam-
Logemann-Loveland [9] (DPLL), el cual trata las subférmulas modales como variables
proposicionales. Algunos otros emplean técnicas especificas, por ejemplo, el enfoque por
resolucion, o algin otro basado en alguna propiedad de la logica modal.

Adicionalmente, en esta investigacion se identificaron algunos trabajos que utilizan de
base un algoritmo SAT para resolver el problema en la légica modal, que a diferencia
del método de traducciéon tradicional, no se convierte directamente la férmula, sino que
el problema se divide en partes mas pequenas. Asi, en el proceso de construccién de los
posibles modelos, la traduccion se aplica mediante el uso del algoritmo SAT, como paso



1. ANTECEDENTES

intermedio, considerando fragmentos del modelo en construccion. A continuacién, se des-
criben algunos de los algoritmos de satisfaccion para logicas modales con detalle.

1.1. Algoritmos de satisfaccion para légicas modales

En [7] se presenta un algoritmo de satisfaccién para l6gica modal S5 denominado S52SAT.
Este emplea un enfoque de traduccion a SAT. Una de las optimizaciones que consideran,
consiste en reducir el tamano de la formula codificada, de manera que el nimero de va-
riables sea el menor posible. Para lograrlo establecen un limite superior con respecto al
tamano maximo de mundos para todos los posibles modelos, dada la férmula de entrada.
El limite estd dado por una propiedad presentada en dicho trabajo como el grado de las
modalidades diamante.

El grado de las modalidades diamante, a grandes rasgos, se define como una funciéon re-
cursiva que recibe de entrada una férmula en forma normal negativa y retorna un valor
numérico. Internamente posee un contador que comienza en cero y se incrementa en uno
cada vez que se identifica una modalidad diamante. Para el caso de la conjuncién se suma
el grado de las modalidades diamante de ambos operandos. Por otro lado, en la disyunciéon
se obtiene el valor maximo del grado de las modalidades diamante considerando los dos
operandos.

Adicionalmente, utilizan un sistema de almacenamiento en caché para disminuir el con-
sumo de memoria. El algoritmo fue implementado en OCaml y con esta implementacion
realizan una comparacién con otros algoritmos de loégica modal S5, considerando el con-
sumo de memoria y tiempo de ejecucién. El objetivo de la experimentacién consistioé en
cuantificar el rendimiento del algoritmo en conjunto con las técnicas de optimizacion im-
plementadas.

Por otro lado, en [2] se presenta un algoritmo para légica de conocimiento comin. En
este trabajo se emplea una técnica de construccién Tableau. Se destaca el uso de un uni-
co recorrido comparado con algoritmos que hacen dos iteraciones sobre el modelo que
construyen, lo cual optimiza el tiempo promedio de ejecucién. Realizaron un prototipo
del algoritmo en un marco de trabajo llamado Tableau Work Bench [1], el cual permite
construir rdpidamente una implementacion inicial de algoritmos de satisfaccion con este
enfoque de construccion.

Mientras tanto, en [30] se describe un algoritmo de satisfaccion para logica epistémica. El
enfoque nuevamente es de construccion Tableau. Realizaron una implementacion del algo-
ritmo en el lenguaje de programacién F#. Emplean memoria compartida con el objetivo
de disminuir su consumo. Se menciona que este algoritmo funciona de manera aceptable
con modelos relativamente pequenos.



1.1. Algoritmos de satisfaccién para logicas modales

Por otra parte, se ha desarrollado un algoritmo llamado K,,2SAT [38], [39] para la légica
multimodal K. Su técnica principal es la traduccién a SAT y proponen una codificacion
de las férmulas de entrada que disminuye el tamano de la formula booleana generada. Las
optimizaciones se concentran tanto en el preprocesamiento de la férmula como en los pa-
sos intermedios del algoritmo. Adicionalmente, efectuaron una implementacion en C++,
probaron el algoritmo en conjuntos de férmulas conocidos y compararon los resultados
con algunas herramientas del estado del arte.

Asimismo, existe un algoritmo de satisfaccién para 16gica multimodal K, llamado K.SAT [13].
En el trabajo se seniala que los algoritmos que hacian uso de construccion Tableau en
ese momento, usualmente eran menos eficientes con férmulas grandes, comparado con su
algoritmo que emplea un enfoque basado en un algoritmo de SAT llamado Davis-Putnam-
Longemann-Loveland [9] (DPLL).

Adicionalmente, en KSAT se menciona que los enfoques Tableau contienen informacién
redundante en el modelo que construyen y que incrementa a medida que la profundidad
de la formula crece, en contraste con DPLL que no genera ese tipo de informacién. Su im-
plementacién se realizé en Lisp y fue uno de los primeros algoritmos en tener un enfoque
basado en algoritmos SAT, en el que los operadores modales se consideran variables pro-
posicionales en cada nivel modal y se verifica que el modelo sea consistente con respecto
a las férmulas modales.

En la literatura se encuentra otro algoritmo de satisfaccion, en este caso para logica modal
K, conocido como *SAT [12]. Este enfoque es orientado a SAT, especificamente se basa
en las técnicas del algoritmo SATO [43]. Emplea una técnica para mejorar la eficiencia del
algoritmo basada en caché, que a cambio de consumir més memoria llegan a la conclusion
que obtienen ganancia en tiempo de ejecucion acorde con sus experimentos.

Para razonar sobre légica proposicional dinamica, l6gica multimodal K, K4, KT y 5S4,
se encuentra un algoritmo llamado DLP [18], [36]. Esté basado en las técnicas de im-
plementacion de FaCT [17]. En esencia emplea una técnica de construcciéon Tableau y
optimizaciones adicionales basadas en técnicas heuristicas, backtracking®, caché y nor-
malizacién de las férmulas para evitar redundancia. Su implementacién se realizo en el
lenguaje ML. Comparado con sistemas de légicas descriptivas y FaCT, este algoritmo fue
en algunos casos mucho mejor en su momento.

Posteriormente, existe un algoritmo llamado KBDD [34], [35] que resuelve el problema
de satisfaccién para la légica modal K mediante una perspectiva basada en autématas
finitos. Emplean diversas estrategias de optimizacion, entre ellas el uso de diagramas de
decisién binarios (BDDs) y preprocesamiento de la férmula, en esta ultima el objetivo

'Es una técnica que explora todas las posibles soluciones de un problema, de manera que en cada
paso se determina si el camino que se estd explorando tiene potencial para terminar en una solucién
correcta, en caso de no ser asi se retrocede y se prueba otro camino.



1. ANTECEDENTES

consiste en disminuir el tamano de la féormula de entrada al eliminar redundancias, asi
como minimizar el nimero de operadores modales.

Adicionalmente, trabajan con dos enfoques: basados en tipos y particulas, al transformar
la férmula a su forma normal de la caja y forma normal negativa respectivamente, para
luego codificarla en un BDD. La forma modal de la caja senala que debe aplicarse el
operador de negacion a variables proposicionales o a operadores modales caja. Ademas,
hacen uso de la propiedad de modelo de arbol, lo que les permite crear y manipular
automatas con forma de arbol. Ademas posibilita una construccion de los modelos co-
menzando desde arriba hacia abajo y viceversa. Finalmente, se realizaron experimentos
en los conjuntos TANCS 98 [4] y TANCS 2000 [31], asi como una comparacién con otros
algoritmos: *SAT [12], DLP [36] y MSPASS [20].

Por otro lado, en la literatura estd presente un algoritmo de satisfaccién para calculo p
que posee operadores de conteo y emplea modelos con forma de drbol [25]. El célculo p,
en este caso, es una extension de la légica modal proposicional que anade operadores de
punto fijo: pux conocido como punto fijo menor y vz como punto fijo mayor. Estos opera-
dores permiten describir situaciones recursivas o infinitas y detallar cuando una férmula
es verdadera o falsa en el contexto de los mundos accesibles.

En contraste con otras logicas como la logica de primer orden y de segundo orden, se
presentan en este trabajo las ventajas de tener un algoritmo especifico para el calculo u.
De acuerdo con la informacion consultada hasta el momento, es el nico algoritmo que
existe para este tipo de légica modal y su primera implementacion en Java, por esta razon,
no se realiza una comparacion de este algoritmo con otros.

En el caso de la légica modal graduada Ky, se identifico un algoritmo de satisfaccion
en [40] que puede manejar modalidades inversas. Este emplea un enfoque de construccién
Tableau vy su técnica de optimizacion principal consiste en determinar qué informacion
sera util para los sucesores al momento de la generacion del modelo y generar el siste-
ma de restricciones en un enfoque de bisqueda en profundidad. Este trabajo tinicamente
describe el algoritmo, pero no realiza la implementacién. Conforme a la informacion reca-
bada, actualmente no existe alguna implementacion de un algoritmo de satisfaccién para
la l6gica modal graduada.

Se ha identificado un algoritmo de satisfaccién para la légica linear temporal (LTL) [24].
Este trabajo posee un enfoque basado en SAT, debido a que en esta logica existen restric-
ciones temporales que se transforman en restricciones booleanas, lo que permite producir
un sistema de transicién que ayuda a verificar la satisfaccion en esta logica. Se realiza su
implementacion y se realiza una comparacion con un par de algoritmos existentes, entre
ellos uno llamado TRP++ v.2.0 [19].

Esté presente un algoritmo de satisfaccién para légica multimodal K [27] basado en la
propiedad de modelo de arbol [14], [42]. Esta indica que existe una estructura de Kripke
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1.1. Algoritmos de satisfaccién para logicas modales

Tabla 1.1: Algoritmos de satisfaccion relacionados.

Algoritmo Légica Método Mc.)dahdades Implementacion
inversas
7] Loglci;;n odal Traduccion a SAT No OCaml
138], [39] multlifngol((jizl K Traduccién a SAT No C++
Légica Enfoque basado en .
[13] multimodal K SAT (DPLL) No Lisp
.. Enfoque basado en
[12] Légica modal K SAT (SATO) No C
(18], [36] multLifng;SiZI % Construccién tableau No Standard ML
Enfoque basado en
- autématas finitos y la
[34], [35] | Logica modal K propiedad de modelo No C++
de arbol
[17] deE(?rgi;(;?va Construccion tableau Si Lisp
[40] gffcﬁ(ﬁo?(al Construccion tableau St Ninguna
R
Loégica Propiedad de modelo
127 multimodal K de arbol No Java
Este Loégica Propiedad de S Go
trabajo | multimodal K modelo de arbol

y un mundo de esa estructura, desde el cual una férmula de logica modal se satisface si
y solo si existe un modelo de tipo arbol que en su nodo raiz satisface la férmula. Este al-
goritmo emplea un enfoque especifico para construir el arbol, basado en dicha propiedad.
Utiliza un enfoque basado en la generacién de un conjunto lean?.

El algoritmo genera un conjunto posible de nodos de tamano exponencial, con base en
el conjunto lean. Posteriormente, debe generar diversos candidatos de tipo arbol hasta
encontrar alguno que, a partir del nodo raiz se satisfaga la férmula. En [27] se establece
que el tiempo de ejecucion del algoritmo es exponencial con respecto al tamano de su
formula de entrada. Se realizé la implementacion del algoritmo y se experimenté con un

conjunto de formulas pequenas.

2El conjunto lean contiene las partes constitutivas de la férmula de entrada.




1. ANTECEDENTES

1.2. Contraste con la propuesta

En la Tabla 1.1 se muestra un resumen de algoritmos relacionados con la logica multi-
modal K, presentados en la subseccién anterior. El algoritmo propuesto en este trabajo,
contrasta con los algoritmos existentes por diversas razones.

Se puede observar que el uso de modalidades inversas esta presente en [17] y [40], los cua-
les manejan logica descriptiva y logica modal graduada Kr respectivamente. El algoritmo
de este trabajo es construido especificamente para la légica multimodal K tradicional con
inversas.

Con base en la informacion recabada, no se conoce una descripcion de un algoritmo que
trabaje con inversas para esta légica, es decir, no hay un disefio nativo. Lo que sugiere que
puede tener un mejor rendimiento comparado con un algoritmo disenado para la logica
descriptiva ALC, la cual es sintacticamente analoga a la 16gica multimodal K tradicional.
Adicionalmente, no solo se provee un algoritmo sino que ademaés se realiza la implemen-
tacion respectiva, la cual hasta este momento es la tinica en su tipo.

El beneficio que proveen las modalidades inversas resalta en aplicaciones que involucran
un razonamiento de conceptos como lo es el tiempo, donde es intuitivo que el pasado es
la inversa del futuro y viceversa. Esto impacta especialmente en el area de verificacién
formal, por lo que este trabajo no solamente ofrece una utilidad tedrica, sino que también
es relevante en aplicaciones de sistemas reales.

Asimismo, en la Tabla 1.1, se puede observar los lenguajes de programacion con los que
se han implementado los algoritmos, los cuales son bastante diversos. En este trabajo, se
realiza la primer implementacién de un algoritmo de satisfaccion para logica modal en el
lenguaje de programacién Go. Este lenguaje es lo suficientemente eficiente para acercarse
al rendimiento que ofrece realizar una implementacién en C, al mismo tiempo que permite
una implementacion agil.

Por otra parte, existen diversos algoritmos que hacen uso de, principalmente, tres técnicas:
construccién Tableau, traduccion a SAT y algoritmos basados en SAT. En este trabajo
se emplea un enfoque orientado a la construccion de un modelo con forma de arbol, este
enfoque se ha comenzado a explorar en [27] y mediante el uso de autématas en [34]. El
primero para loégica multimodal K y el segundo para logica modal K, no obstante, nue-
vamente se resalta la ausencia del manejo de modalidades inversas.

De la misma manera, se proporciona la demostracion del teorema de la propiedad de
modelo de arbol para la légica multimodal K con inversas. Esta propiedad permite al
algoritmo encontrar un arbol, ante férmulas que se satisfacen. Ademads, posibilita acotar
el espacio de busqueda, por ejemplo, al disminuir las redundancias.

Finalmente, la légica multimodal K no posee restricciones en cuanto a la forma de la es-
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tructura de Kripke, por lo que este algoritmo es lo suficientemente general para emplearse
de base en el desarrollo de otros algoritmos de satisfaccion para otras légicas modales, ya
sea que posean restricciones o sean mas expresivas.






CAPITULO 2

Légica multimodal K con inversa

En este capitulo se define la sintaxis y semantica de la l6gica multimodal K con inversa,
asi como los conceptos de satisfaccion y validez. Por otra parte, se establece la propiedad
de modelo de arbol para esta logica y se lleva a cabo la demostracion del teorema. En
todos los casos se presentan ejemplos claros con el objetivo de proporcionar un medio
para facilitar la asimilacién de los conceptos y definiciones.

El alfabeto de la logica multimodal K con inversa se compone de un conjunto infinito
contable de variables proposicionales P, un conjunto de operadores légicos {—,V, A, —
, <>} v de los operadores modales & (posibilidad) y [ (necesidad), tal que m se refiere
a una modalidad, dado un conjunto finito de modalidades M.

2.1. Sintaxis

El lenguaje para generar las formulas de la logica multimodal K con inversa se define a
continuacion:

pr=p|-o|ond|oVe| Qo | @

donde p € Py m € M. Una modalidad inversa se representa con una linea horizontal
arriba de la modalidad: m.

Los operadores de la logica clasica son andlogos y se definen como notacion de la siguiente
manera:

¢—p=2oVY  peo Y= (02 Y)A W )
T= ¢V-0o L= N0

Con el lenguaje definido anteriormente se pueden generar formulas sintacticamente véalidas
para la légica multimodal K con inversa, a continuacion se muestran algunos ejemplos:
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O A-)VEp —=q) rAO@PAD-~g)  LVvEY(~g e s) = OO

2.2. Semantica

La estructura de Kripke [22] es la base para interpretar las férmulas. Se especifica como
una tripleta M = (W, R, V), tal que W es un conjunto no vacio de mundos, R es una
familia de relaciones binarias de la forma R,, C W x W, de manera que m corresponde a
una modalidad del conjunto M. Finalmente, V' es una funcién de valuacién que se define
como V : P — 2W. La funcién V(p) devuelve un subconjunto de mundos de W donde la
variable p es verdadera.

Se empleara la notacion [gb]? = 1 para indicar que una formula ¢ se sostiene en el mundo
w € M, otra manera de denotarlo se escribe como M, w = ¢ o si se obvia la estruc-
tura simplemente [¢], = 1. Para indicar lo contrario se escribird [¢]> = 0, [¢], = 0 o
M, w [~ ¢. Por otro lado, se utilizard la expresiéon wR,,wy para representar que existe
una relacion de accesibilidad entre los mundos w y wq en el conjunto R,,, es decir, se
cumple (w, wy) € R,,. Finalmente, el conjunto de todas las variables proposicionales de
una férmula ¢ se denotard como VP(¢).

Las reglas para interpretar las formulas se definen de manera inductiva [14]. Considere un
mundo w € W que pertenece a una estructura 2, entonces las férmulas son interpretadas
como:

[p], =1, si y solosi, w € V(p).
[—¢], =1, siysolosi, [¢], =0.
AP, =1,siysolosi, (¢, =1y [¢¥], =1
oV, =1,siysolosi, [¢], =10 [¢], =1
[@ gb}w =1, si y solo si, existe algin wg € W con wR,,wo y [¢], = 1.

wo
[ @], =1, si y solo si, para cualquier mundo wy € W si existe la relaciéon wR,,wy,
=1.
0

entonces se cumple [¢]w

Definicién 1. (Modalidades inversas). En cualquier estructura de Kripke (W, R, V) se
debe cumplir lo siguiente: existe una relacion entre dos mundos de W a través de una
modalidad m: wR,,wy, si y solo si, existe la relaciéon inversa mediante su modalidad
inversa, es decir, se cumple woR7w. Las relaciones binarias R, y R estan contenidas en
la familia de relaciones binarias R.

Considerar modalidades inversas en la logica multimodal K origina que las estructuras de
Kripke deban contener relaciones bidireccionales, debido a que una relacién de un mundo
a otro mediante una modalidad m, debe permitir regresar al mundo original, mediante la
modalidad inversa 2, al ir en la direccion contraria de la relacién.

10
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61 = QA O-gAE(gVs)ADpAg)

W = {wi, wa, w3, wy}

R = {Ri, Ry, Ry, R5} g((p)) : Ezgi
Ry = {(w1,wz), (w1, ws3)} V(Z) = {UJ2}
Ry = {(w2, w1), (w3, w1)} 4

1 )7
w4 Ry = {(wg,w4)} Ry = {(wa, w3)}
Figura 2.1: Estructura de Kripke 91, que satisface ¢;.

Ejemplo 2.1. En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de una estructura de Kripke que
satisface a la formula ¢, desde el mundo w,. Para comprobarlo, se realizard paso a paso
la interpretacion de ¢, desde wy. Primeramente, para que la féormula se satisfaga, se debe

cumplir: [@(p A Qg NE(qV S))}wl =1y [@(ﬁp A Q)}wl = 1.

La interpretaciéon de @(p/\ <2>—|q/\ [2](¢V s)) indica que debe existir algiin mundo adyacente
a wi, a través de la modalidad 1, donde se cumplan las férmulas: p, <2>ﬂq y 2l(q V s). La
primera férmula es una variable proposicional y se cumple en el mundo ws debido a que
ws € V(p), ademds que wy Rjws. La segunda férmula es una modalidad de posibilidad
por lo que debe existir un nodo adyacente a través de la modalidad 2 desde el mundo w,
donde ¢ no se sostenga. En este caso el mundo wy satisface esas condiciones: [¢], =0y
ngQUJ4.

w4q

La tercera féormula posee una modalidad de necesidad, por lo que todos los nodos accesi-
bles desde w3 mediante la modalidad 2 deben satisfacer la férmula ¢ V s. El inico mundo
accesible con la modalidad 2 es wy, porque existe la relacién wsRsws. Como se cumple
que wy € V(s), se puede concluir que [2)(¢ V 5)],,. = 1.

Finalmente, la subféormula @(ﬂp A q), ubicada a la derecha del operador de conjuncién
de ¢, senala que debe existir un mundo adyacente a w; mediante la modalidad 1 donde
se sostenga la féormula —p A ¢. Un mundo que satisface dichas condiciones es ws, se puede
comprobar facilmente que wy ¢ V(p), we € V(q) y wiRyws, por lo que {@(—'p A q)]w =
1. En conclusion, la féormula ¢, se satisface bajo la estructura 91; considerando como
referencia el mundo w;.

Ejemplo 2.2. En la Figura 2.2 se muestra la formula ¢, la cual contiene modalidades
inversas y se satisface bajo la estructura 9, desde el mundo w;. Con el objetivo de co-
rroborarlo, se interpretard la féormula paso a paso. Es importante recordar que las reglas
de interpretacion para los operadores modales aplican a cualquier modalidad, incluyendo
las inversas.

Con la finalidad de que la férmula se satisfaga, se deben mantener ambos lados de la con-

juncién de ¢,, es decir, se debe cumplir [@(—'q A p)}w1 =1y [@(q A (<2>s AE(=qV t)))]w1

1. Para el primer caso debe existir un nodo adyacente que esté relacionado desde w; me-
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¢o = @ (g Ap) N O AD(Ds AB (=g V1))
)

w2 (p) W = {w, wy, w3} V(p) = {wa}

2 s R = {Ri, Ry, Rz, R3} Vig) = {wi}

w1 (7, )2 Ry = {(wi,w1)} V(s) = {ws}

6 © R; = {(wi,wi)} V(t) = {w}
Ry = {(w17w3)a(w27w1)} Rf = {(w37w1>7(w17w2)}

Figura 2.2: Estructura de Kripke 91, con modalidades inversas que satisface ¢s.

diante modalidad 2, donde se sostenga la férmula =g A p. En el mundo wy se mantiene
[=ql,, = 1v [pl,, =1, debido a que wy ¢ V(q), w2 € V(p) y wiRzw,, por lo tanto
[—g A p]w2 = 1.

La férmula a la izquierda del operador de conjuncién de ¢, corresponde a @(q A (@s A
[2l(=g V t))) la cual posee un operador de posibilidad, por lo que debe existir al menos
un nodo adyacente a wi, mediante la modalidad 1, donde se cumplan las férmulas ¢ y
(<2>5 AEl(=¢Vt)). El tinico mundo donde se sostiene ¢ es en ese mismo nodo wy, ya que
wy € V(q) y existe la relacién wy Ryjwy.

Posteriormente, se debe verificar que en w; se mantenga la segunda formula (@s A
2l(=q V1)), la cual que posee un operador modal caja. La interpretacion indica que todos
los mundos accesibles desde w; mediante la modalidad T deben satisfacer &s A (g V).
Analizando la estructura de Kripke, solamente hay un tnico mundo que cumple con di-
chas caracteristicas, el cual es el propio w;. Por lo que, se debe verificar que se cumpla

{@3 AEl(—g VvV t)}w1 = 1.

Acorde con la interpretacion del operador de conjuncién, se debe cumplir [@5} =1y
w1
[E(=g Vv 1),

modalidad 2 es ws, y como se cumple que ws € V (s), se concluye que {@s] =1.
w1

= 1. Para el primer caso, el inico mundo accesible desde w; mediante la

Subsecuentemente, en el segundo caso, solamente existe un mundo accesible mediante la
modalidad 2 desde wy, el cual es wy. Como se sostiene que wy ¢ V(q), es decir, [¢], =0,
se concluye que [~q V t],, =1 se cumple y la férmula ¢, se satisface.

w2

Definicién 2. (Forma normal negativa). Una férmula ¢ se encuentra en forma normal
negativa si el operador de negacion se aplica inicamente a las variables proposicionales.
Para transformarla se define la funcién aFNN que se encarga de recorrer las subférmulas.
Cada vez que se identifique alguna formula de la forma —¢ se llama a la funcién fnn con
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aFNN(p) = p aFNN(—¢) = fnn(¢)
aFNN () ¢) = Q) aFNN() aFNN([1 ¢) = [T aFNN()
aFNN(¢ A 1)) = aFNN(¢) A aFNN(¢))  aFNN(¢ V 1) = aFNN() V aFNN(v))

La funcién fnn tiene como objetivo enviar el operador de negacién a las variables proposi-
cionales, aplicando las leyes de De Morgan, y la notacién de la dualidad de los operadores
modales =0 ¢ = ¢ v ~@ ¢ = O —¢, segtin corresponda.

fon(p) = —p fnn(—¢) = aFNN(¢)
fan(Q ¢) = [ £nn(o) fon ([ ) = O £an()
fon(¢ A ) = fnn(¢) V fon(yp)  fon(¢ V o) = fnn(¢) A fon(v))

Ejemplo 2.3. Considere la formula 1), presentada en la parte inferior, al transformarla
a la forma normal negativa, se observa en 1, que el operador de negaciéon tnicamente se
aplica a las variables proposicionales.

Férmula original Foérmula en forma normal negativa

= -QpV —q) A-0-O (g Ar) D(-pAg) AOO(gAT)

Satisfaccion y Validez.

Con el objetivo de determinar la satisfaccion y validez de una férmula modal se definen
los siguientes conceptos:

= Satisfaccion local. Una formula ¢ se satisface localmente, si y solo si, existe alguna
estructura M = (W, R, V) que satisface a la férmula ¢ en algiin mundo w € W.

Ejemplo 2.4. Considere la siguiente formula: ¢35 = pAlzlg. Esta férmula se satisface
localmente bajo la estructura 91, de la Figura 2.2 debido a que se cumple lo
siguiente: [¢s],, = 0, [¢3],, = 1y [¢3],, = 0. Como se puede observar, ¢; se
satisface en al menos un mundo, en este caso inicamente en w,.

» Satisfaccion global. Una féormula ¢ se satisface globalmente, si y solo si, existe
alguna estructura M = (W, R, V') que satisface a la férmula ¢ en cualquier mundo
weWw.

Ejemplo 2.5. Para ilustrar este concepto, considere la formula ¢4 = @q vV @@p Vv
@p V p vy la estructura 91, de la Figura 2.1. Se puede verificar que se sostiene:
[Pa]y, = 1, [P, = 1, [#4],, = 1, [#4],, = 1. Como en todos los mundos de M, la
formula ¢4 se satisface, se concluye que se satisface globalmente.

13
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» Validez. Una férmula ¢ es vélida, si y solo si, cualquier estructura (W, R, V) la
satisface globalmente.

Ejemplo 2.6. Con el objetivo de ejemplificar la validez, considere la féormula ¢5 =
[(p — q) — (Wp — [g). Para demostrar que ¢s5 es valida se realizard una prue-
ba por contradiccién. Para ello, suponga que la formula no es vélida, es decir, que
existe al menos una estructura donde ¢5 es falsa. Debido a que la férmula tiene un
operador de implicacién, para que la férmula sea falsa el antecedente [L(p — q)
debe ser verdadero y el consecuente [Lp — [tlg debe ser falso.

Para que el consecuente sea falso se debe cumplir que [tp sea verdadera y [g sea
falsa. Es decir, en todos los mundos accesibles mediante la modalidad 1 se debe cum-
plir p y no se debe cumplir ¢. Si se considera una estructura con un unico mundo
que no tiene relaciones mediante la modalidad 1, la formula [tlp — [tlg es verdadera,
asi que este caso no conduce a que el consecuente sea falso.

Por otro lado, si se considera alguna estructura con al menos un mundo, que posee
relaciones de accesibilidad consigo mismo o hacia otros mundos mediante la moda-
lidad 1 y que ademés en dichos mundos vecinos se cumple p y no se cumple ¢, la
formula [p — [tg es falsa. De esta manera, se han identificado todas las posibles
estructuras donde el consecuente de ¢5 es falso.

De acuerdo con la hipétesis planteada, la férmula 0(p — ¢) debe ser verdadera
en las estructuras identificadas del parrafo anterior, donde el consecuente de ¢ es
falso. Para que el antecedente de ¢5 sea verdadero, la subférmula p — ¢ debe ser
verdadera. Esto sucede en cualquier caso, excepto cuando p es verdadera y ¢ es falsa.
No obstante, en todas las estructuras donde el consecuente de ¢5 es falso, y en todos
los mundos de dichas estructuras que poseen relaciones de accesibilidad hacia otros
mundos o hacia si mismos, mediante la modalidad 1, la férmula p es verdadera y ¢
falsa, por ende el antecedente es falso en todos estos casos.

En consecuencia, se ha identificado una contradiccion debido a que no existe alguna
estructura donde ¢5 sea falsa. Por lo tanto, queda demostrado que ¢5 es valida.

2.3. Propiedad de modelo de arbol

La propiedad de modelo de arbol establece que si existe una estructura de Kripke y un
mundo de dicha estructura a partir del cual se satisface una féormula de 16gica modal ¢,
entonces existe un modelo con forma de &rbol, que en su nodo raiz, satisface ¢ [14], [42].
Anteriormente, se ha probado que la 16gica modal K posee esta propiedad [14]. En este
trabajo, se realizard la demostracion de la propiedad para la logica multimodal K con
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modalidades inversas.

Esto nos asegura que siempre que una férmula se satisfaga en alguna estructura, existira
al menos una estructura de Kripke que cumpla la propiedad de modelo de arbol y que
también satisfaga la formula. Asi podemos reducir el espacio de bisqueda, en contraste
con una estructura de Kripke arbitraria. Adicionalmente, como no existen ciclos, esto
ayuda a construir un algoritmo que termina en tiempo finito.

Sin pérdida de generalidad es posible convertir cualquier férmula expresada en términos
del lenguaje de la logica multimodal K con inversa a su forma normal negativa, mediante
la Definicién 2. Por lo tanto, a partir de este punto, todos los teoremas a probar suponen
que la formula esta en esa notacion.

Con el proposito de facilitar la prueba, se requiere de una definicién auxiliar que permita,
a partir de dos estructuras de Kripke, las cuales poseen un nodo donde se sostienen
exactamente las mismas variables proposicionales, generar una tnica estructura mediante
la fusion de ese nodo en comun.

Definicién 3. Dadas dos estructuras de Kripke 9 = (W', R/, V'), MW" = (W", R", V"),
tal que w’ y w” satisfacen las mismas variables proposicionales, dos férmulas ¢ y v con
[¢]g =1, W]?/i/ =1, w € Wyw” € W” la unién de ambas estructuras (W, R, V) =
M U M se define a continuacion:

Si ¢ = 1, entonces:

» (W, R, V)« (W, R V.
En caso contrario:

s W (WU W)\ {w'}.

» R+« R U R

o Después, considere las relaciones de accesibilidad R,, € R:

o Si (w”, wy) € R,,, entonces se realiza la siguiente actualizacion: R,
R, U {(w', wo)} vy R < R \ {(w",wp)}.

o Si (wp, w") € R, entonces se realiza la siguiente actualizacion: R,, <
R, U {(wo, W)}y Ry < R, \ {(wo, w")}.

donde wq es cualquier mundo diferente de w’ y w” en W.

» Considere cada variable proposicional p € (VP(¢) U VP(v)), por cada una se
realiza lo siguiente:

« V(p) < V'(p) U V'(p)\ {w"}.
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Figura 2.3: Ejemplo de la uniéon de dos estructuras de Kripke.

Ejemplo 2.7. En la Figura 2.3 se muestra la union de dos estructuras de Kripke 9t y 9"
dadas las férmulas ¢ y 1 que se satisfacen en w] y w/ respectivamente. Como resultado
se observa que la estructura 9t tinicamente conserva uno de los nodos, en este caso wj.
Esto se debe a que tanto w} como w} satisfacen las mismas variables proposicionales y se
toma como punto de referencia para realizar la unién.

La préxima definicién genera una copia fresca de una estructura de Kripke. Los mundos
son una copia de la estructura original, pero totalmente nuevos. Por lo que las relaciones y
funcion de valuacién son idénticas, considerando dichos mundos nuevos. Esta definicion se
origina cuando en la Definicién 5 existe un caso en el que una férmula con operador modal
caja, debido a las modalidades inversas, produce que la subférmula deba cumplirse en un
mundo de nivel superior de la estructura con forma de arbol que se esta construyendo.
Esta definiciéon permite trasladar la subestructura a dicho nivel superior.

Definicién 4. Dada una estructura de Kripke que tiene la propiedad de modelo de
arbol M, = (W, R, V), con nodo raiz r € W y un conjunto adicional de nodos Wy,
es posible crear una estructura que también tiene la propiedad de modelo de arbol
M, = (W', R, V') y nodo raiz r’. De manera que 9V, es una copia de ;. Considé-
rese “un mundo nuevo” w’ si se cumple que: w’ ¢ Wy w' ¢ W, ademés que w y w'’
satisfacen las mismas variables proposicionales.

El proceso para obtener la estructura 9V; se detalla a continuacion:

» Por cada mundo w € W se crea una copia w’ y dicha copia se anade al conjunto de
mundos W', cada nodo w posee una tnica copia w’.

= Considere las relaciones de accesibilidad R,,, € R:

e Si(w,wp) € R,,, entonces se agrega la relacion (w', w() a R, tal que w' y wy,
son las copias frescas generadas de w y wy, respectivamente.

» Considere todas las variables proposicionales p que se satisfacen en cada mundo
weW:

16
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« Siw € V(p), entonces se agrega wy al conjunto V'(p), de manera que wy es la
copia generada de w.

Adicionalmente, para cumplir con el objetivo de probar la propiedad de modelo de arbol, se
requiere definir una funcién que convierta cualquier estructura de Kripke en una estructura
con forma de arbol, como se muestra en la siguiente definicion.

Definicién 5. Se especifica la funcién 7 que recibe como argumentos una féormula en
forma normal negativa ¢, M = (W, R, V), w, I, l;, ML; tal que |, = 1, w € W. Los
pardmetros [, y [; son enteros auxiliares que representan el nivel real y relativo durante
el recorrido de la estructura original, respectivamente. El pardmetro M L es una lista que
almacena tuplas del tipo (1ML [ML mML p) tal que IML, ML son enteros, b puede tomar
el valor de 1 0 0, y m™" es una modalidad. La funcién retorna una estructura de Kripke
que posee la propiedad de modelo de arbol M’ = (W', R', V).

Ademss, se definen los conjuntos NL = ) y EL = () que serdn compartidos con todos
los llamados de la misma estructura 91, de manera que NL C W y los elementos de EL
seran tuplas de cuatro elementos (15, [FL wPL 9") con wFt € W, W € M" y IEL y
IEL valores enteros.

A grandes rasgos, esta funcion toma una estructura de Kripke que satisface a una férmula
y genera una nueva estructura que cumple la propiedad de modelo de arbol y que satisface
la formula. Para generarla, se emplean los nodos de la estructura original y copias de estos.

Considere que si un mundo w ya se encuentra en el conjunto N L, entonces en lugar de
utilizar w se emplea una copia fresca wy en la estructura con forma de arbol que se estd
construyendo. Un mundo wy es una copia fresca de un mundo w € W si se cumple que
wy ¢ Wy ambos mundos satisfacen exacatamente las mismas variables proposicionales.

La funcion 7 se define de manera inductiva a continuacion:

= Si¢=py[p]) =1, entonces se agrega w a NL y retorna 9 = (W', {}, V') con
W' =A{w}y V'(p) = {w}.

» Sig=-py [p]i)ujt = 0, entonces se incluye w en NL y devuelve M = (W', {}, V)
con W' = {w}y V'(p) = {}.

m Sigp =1 V iy [1[11]? = 1, entonces se obtiene M’ como resultado de llamar a

T(,lvbh m, w, lr, lt; ML)

n Sigp=1Y V Uy 9 M — 1, entonces se retorna M’ como resultado de invocar a
y w )

T(w27 m? wa l'r'; lt, ML)

m Sigp =Y A 1)y, [wl]? =1y [wg]?f = 1, entonces retorna la estructura 9 <
T (1, M, w, b, Iy, ML) U T (e, M, w, I, l;, ML).

17
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= Si =y existe algin wy € W, tal que (w,wp) € Ry y W]ZE = 1, entonces

e Si [ML| > 1, se examinan las dos tltimas tuplas de la lista ML, que seran

ML ML . ML ML ML ML
nombradas como (12", L= m" b))y (1255, 15", my'™ by).

o SiIME 41 =ML b =0, by =1y m{L es la modalidad inversa de
mdL se extraen las dos tltimas tuplas de la lista ML, se agrega la
tupla (I, Iy, m, 0) a ML, se obtiene M’y como resultado de invocar a
T (W, M, wo, I, + 1,1, +1, ML). Se agrega w a NL, w a W] y (w,w)
a R, y se crea una copia fresca 9" de la estructura MM, acorde a la
Definicion 4, con nodo raiz w” € W”. Todos los nodos de W se agregan

a NL. Se agrega una tupla (I;, (ML w” 9") al cojunto EL.

o En caso contrario, se agrega la tupla (., l;, m, 0) a ML, se obtiene 2,
como resultado de invocar a T (¢, M, wo, I, + 1, I, + 1, ML). Se agrega
wa NL, waWy (w,w)a R, ;.

e Si |[ML| <=1, se agrega la tupla (I, l;, m, 0) a ML, se obtiene M’y como
resultado de invocar a T (1, M, wo, [, + 1, [+ 1, ML). Se agrega w a NL, w
a W]y (1w,uwp) & Rl

Finalmente, se analiza cada tupla del conjunto E'L, que serdn nombradas como
EL; = (15X, 158 wPl o Ph)). Sil, = 1BV, I, = IEY y las variables proposicionales
de w se sostienen en w””, entonces M’ + M U M"F" y se remueve la tupla EL; de
EL. La funcién retorna 9. En caso contrario, simplemente retorna 9t sin afectar
el conjunto FL.

m — 1

wo ?

Si ¢ = [y y para cualquier mundo wy € W, tal que (w,wy) € R, y [¢]
entonces

e Si|ML| > 1, se examinan los dos tltimos elementos de la lista M L: (I}~ [N

m{WL7bl) y (Z%L’ lgL7 méWvaQ)

o SilMNE4+1=14E b =0,by =1y m" eslamodalidad inversa de m'’, se
extraen las dos ultimas tuplas mencionadas de la lista M L. Si después de
extraerlas se cumple que |M L| > 0, se examina la ultima tupla agregada
(IME 1ML mME b)), Se agrega la tupla (I, I;, m, 1) a M L. Si m{fX es la
modalidad inversa de m y by = 0, entonces se obtiene 91y como resultado
de invocar a T (¢, M, wo, I, +1, [, —1, ML), en caso contrario se obtiene
9’ como resultado de invocar a T (v, M, wo, I, + 1,1 + 1, ML). Se
agrega w a NL, wa W]y (w,wg) a R/, y se crea una copia fresca 9" de
la, estructura 9, acorde a la Definicién 4, con nodo raiz w” € W”. Todos
los nodos de W” se agregan a N L. Se agrega una tupla (I, (ML w" 9M")
al conjunto F'L.

Y

o En caso contrario, se agrega la tupla (., l;, m, 1) a M L, se obtiene 9,
como resultado de invocar a T (¢, M, wo, I, + 1, I, + 1, M L). Se agrega
wa NL waWy (w,w)aR, .
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e Si [ML| =1, se examina la tupla ML = (IMEF [NE m{PE pME) | se agrega la
tupla (I, I;, m, 1) a M L. Si m{*L es la inversa de m y bM% = 0, se obtiene 9V,
como resultado de invocar a T (¢, M, wo, I.+1, [;—1, ML), en caso contrario,
se obtiene 9y como resultado de invocar a T (¢, M, wo, I + 1, [y + 1, ML).
Se agrega w a NL, w a Wiy (w,wy) a R/, ;.

« En caso contrario, se agrega la tupla (I, l;, m, 1) a M L, se obtiene M’y como
resultado de invocar a T (1, M, wo, I, + 1, l; + 1, ML). Se agrega w a NL, w
a Wiy (w,wo) a R, ;.

Finalmente, se analiza cada tupla del conjunto EL, que seran nombradas como
EL; = (1B 15L wFl onPh)). Sil, = IEL, I, = IEL y las variables proposicionales
de w se sostienen en w?”, entonces M’ + MM U M"F" y se remueve la tupla EL; de
EL, la funcién retorna 9. En caso contrario, simplemente retorna 9t sin afectar

EL.

» Si ¢ = [ y no existe ningin wy € W, tal que (w,wy) € R,,, entonces se incluye
wen NL, W = {w} y M = (W', {}, V'), de manera que, para toda variable
proposicional p: V'(p) = { }.

Teorema 1. Dada una estructura de Kripke 9t = (W, R, V) y una férmula ¢ en forma
normal negativa, tal que w € W'y [(ﬁ]zjﬁ = 1, es posible construir una estructura de Kripke
M = (W', R, V') que cumple la propiedad de modelo de &rbol, de manera que w € W’

y [qb]f/ = 1, de la siguiente manera.

Demostracion

El Teorema 1 se prueba de manera constructiva realizando induccién estructural sobre la
formula ¢ y auxilidndose de la funcion T especificada en la Definicién 5.

Casos base

= La féormula ¢ es una variable proposicional p. Se tiene una estructura 99 que posee
un tnico mundo w donde se cumple ¢. Es posible construir una estructura 9V
mediante el llamado de la funcién T (¢, M, w, 1,1, ]). La estructura resultante se
define como M’ = ({w}, {}, V'), con V'(p) = {w}. Esta estructura satisface ¢ en
w, ademas, un tnico mundo es una estructura con forma de arbol.

= La férmula ¢ tiene la forma —p. Se tiene una estructura 2t que posee un inico mundo
w donde se satisface ¢. Mediante el llamado de la funcién T (¢, 9, w,1,1,[]) se
obtiene M. La estructura 9’ posee un tnico mundo donde se cumple ¢, de manera
que M = {w}, {}, V'), con V'(p) = {}. Un solo mundo es una estructura con
forma de arbol.
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= La férmula ¢ tiene la forma 1, V 15 y se cumple el lado izquierdo de la disyuncion.

Por induccion se sabe que la funcion 7 (¢, 9, w, 1,1, [ ]) retorna una estructura con
forma de arbol 9" donde se sostiene 1; en w. Por lo tanto, ¢ también se mantiene
en M en el mundo w. El lado izquierdo de la disyuncién 1, es un caso analogo al
anterior.

La férmula tiene la forma ¢ = ¥; A 15. Por induccién se sabe que las dos estruc-
turas generadas por las llamadas a 7 (11, M, w,1,1,[ ]) y T (32, M, w,1,1,[ ]) son
estructuras con forma de arbol My, y M'y,, que satisfacen a 11 y 12 en w, res-
pectivamente. Como ambas estructuras poseen un nodo raiz w en comun, es posible
unirlas auxilidndose de la Definicién 3, de manera que se crea una nueva estructura
M« My, U My, La estructura M’ mantiene la forma de arbol porque My, y
9, tienen forma de arbol y la unién se hace sobre un nodo raiz en comun.

Adicionalmente, se mantiene la satisfaccién de ¥; y 19 bajo 9 en w, debido a
que los nodos vecinos de w en M’ son los mismos que los de la estructura original
M v a lo mas copias de dichos vecinos, ademas que no se modifican las variables
proposicionales que se cumplen en dichos nodos, ni en sus copias. De esta manera,
después de la unién, como 17 y 1)y se satisfacen en el mundo w de 9V, también se
satisface ¢.

La féormula ¢ posee la forma @@/J. En la estructura 9 = (W, R, V) se sostiene ¢ en
el mundo w € W. Existe al menos un nodo wy € W donde se mantiene ¢, de manera
que (w,wp) € Ry,. Se realiza una llamada a 7 (¢, M, wo, 1,1,[ ]) que por induccién
devuelve una estructura con forma de arbol M'y, = (W, R, V) que satisface a ¢
en el nodo raiz wy de Wy,

Se puede construir una estructura con forma de &rbol M = (W', R/, V') si se
agrega w al conjunto W', (w,wp) a R, v (wy,w) en R. Ademds, se incluyen
todos los mundos de Wy, en W', asf como R’ = R' U R, y la funcién de valuacién
se actualiza considerando todas las variables proposicionales p en 1 obteniendo
V'(p) < V'(p) U Vj(p). La estructura resultante 9" posee forma de arbol, puesto
que las relaciones existentes entre w y w(, mantienen esta forma. Ademas, es evidente
que en el mundo w de W’ se cumple ¢.

» La férmula tiene la forma: ¢ = ).

e La estructura 91 posee un tnico mundo w donde se cumple ¢. No existe nin-
gun nodo wy € W de manera que se cumpla (w, wy) € R,,. La estructura con
forma de arbol se construye de la siguiente manera: M = ({w}, { }, V'), con-
siderando que si w € V(p), entonces V'(p) = {w}, tal que p son las variables
proposicionales de 1.

o La estructura M = (W, R, V) posee al menos un mundo w € W donde se

satisface ¢ y desde ese mundo existe al menos una relacion de accesibilidad me-
diante la modalidad m hacia cualquier mundo. Por cada relacién (w, w;) € Ry,
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se puede obtener por hipdtesis de induccién una estructura con forma de arbol
M, = (V/, R, V/)alllamar a la funcién T (¢, MM, w;, 1,1, [ ]), que satisface a 1.

Posteriormente, se construye otra estructura con forma de arbol ' = (W', R/, V)
de manera que (w, w}) estd en el conjunto R, y (w;, w) en R. Adicionalmen-
te, por cada estructura IM;, todos los mundos de W/ estdn presentes en W',
asi como R’ <~ R’ U R} y por cada variable proposicional p en 1) se sostiene
V'(p) < V'(p) UV/(p). Es claro que la estructura 9 posee forma de arbol. En

el nodo w de M se sostiene ¢.

Por lo tanto, queda demostrado el Teorema 1.

Ejemplo 2.8. Empleando la Definicién 5, se realizara la transformacién de una estructura
de Kripke en una estructura de tipo arbol para mostrar el resultado de una conversion.
Se considera My v la formula ¢y = @(ﬁq AD) A @(q A (@s A EBl(=g V t))) mostrada
en la Figura 2.2, que se satisface en el mundo w; bajo dicha estructura. Se empleara
un subindice numérico, por ejemplo R, , para hacer referencia a todas las relaciones de
accesibilidad de la modadlidad m asociadas, en este caso, a la familia de relaciones Ry de
la estructura 9,.

L T(¢o, My, wy, l, =1, =1, ML =[]), NL ={}y EL = {}. La férmula tiene
la forma de una conjuncion, por lo que entra en el caso ¢ = 11 A 1. La funcion
retorna la estructura M’y < T (¢, Mo, wy, L., Iy, ML) U T (o, Mo, wy, I, Iy, ML),

tal que ¢, = @(—'q AD)Y g = @(q A (@s AEl(=q Vv 1))).

2. Ty, My, wy, I, = 1,1, =1, ML = []), NL = {} y EL = {}. La férmula es
modal y corresponde al caso ¥; = @wg, tal que Y3 = =g A p. En el mundo wy €
My se sostiene 13, ademas existe la relacion wlein. Se agrega el mundo w; al
conjunto N L. Se agrega la tupla (., l;, 2, 0) a M L. Se realiza el llamado 9y <
T (3, My, we, I+ 1, 1, +1, ML =[(1, 1, 2, 0)]), de manera que w; se incluye en el
conjunto W3, la relacion (wy,ws) en Ry, (wa,w1) en Ry, wy € V3(q) y w1 € V5(t).
En este caso wy es el nuevo nodo raiz de 9y, La funcién devuelve la estructura
M.

3. T(lpg, 93?2, Wa, lr = 27 lt = 2, ML = [(1, ]., ?7 O)]), NL = {wl} y FL = {} La for-

mula contiene una conjuncion y entra al caso ¢35 = ¥, A5, tal que ¥y = —q y U5 = p.
Retorna una estructura MM’ <— T (Vg, My, wa, L., I, MLYUT (5, Ms, wo, 1., l;, ML).

4. T by, Mo, wo, 1, = 2,1, =2, ML = [(1,1,2,0)]), NL = {wy} y EL = {}. La
formula es la negaciéon de una variable proposicional, ¥y = —¢q. Se agrega wo al
conjunto N L. Este llamado retorna 9V, = ({ws}, { }, VJ), con V/(p) = {w,}.

5‘ T(¢57 m?? UJQ, l’r‘ - 27 lt = 27 ML = [(17 ]-7 §7 O)])? NL = {U)l,lUQ} y EL = {} La’
formula es una variable proposicional. Como w9 ya esté presente en N L, se crea una
copia fresca w} y se agrega a N L. Entonces, la funcién retorna MM's = ({wh}, { }, V&),

con V5(p) = {ws}.
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m,4 mlg) gﬁ’g
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Figura 2.4: Generacion de las estructuras con forma de arbol 9, que satisface 1y y ¥5
en wq, mediante la union de M y ML; y M, que satisface ¢, en wy, del paso 2.
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a) Se obtiene M's mediante M’y U M'5. La unién de ambas estructuras mediante
el uso de la Definicién 3 resulta en M's = ({wa}, {}, V), con V(p) = {w,},
como se visualiza en la Figura 2.4.

b) La estructura 9%, se visualiza en la Figura 2.4 y se construye como se es-
pecifica en el Paso 2, la cual resulta en la tripleta (W3, R), VJ), tal que

Wy = {wi, wa}, (wy,w2) € Ry, (we,w1) € Ry, Vi(p) = {wa}, Vi) = {wi}
y Va(t) = {w1}.

7. T (g, Mo, wy, I, = 1,0, = 1, ML = []), NL = {wy,ws,wh} vy EL = {}. Co-

rresponde a un caso modal de posibilidad, de manera que 1, = @2/}6, con g =
q A (@s A B(=g V t)). En el mundo wy; € My se sostiene 15, ademds se cum-
ple que wi Ry, w;. Entonces, como ya existe w; en NL se crea una copia fresca
wy v se agrega a N L. Se agrega la tupla (I, l;, 1, 0) a M L. Se realiza el llamado
My« T (g, Mo, wy, L, +1, L, +1, ML =[(1, 1, 1, 0)]) y se agrega w| a W, ade-
mas se relaciona el nodo raiz r € W{ con el nuevo nodo raiz w}, de manera que
existen las relaciones (wq, r1) en Ry, y (r1, wy) en Ry . Adicionalmente w € V;(q)

y wy € Vo (t).

La llamada a la funciéon T provoca una actualizacién en el conjunto E'L, de manera
que EL = {(1, 1, wy, M"yy), (1, 1, wi't, M”13)}. Posteriormente, se analiza cada

tupla del conjunto EL, las cuales seran llamadas FL; = (155, 15X, wFL o Phy).
Sil, = [EF I, = IET y las variables proposicionales de w/ se sostienen en wF%

entonces M'g < NM'g U M f L'y se remueve la tupla EL; de EL, la funcién retorna
M.

. T(w(i? 93/t27 wy, lT = 27 lt = 27 ML = [(17 17 17 0)])7 NL = {w17w27wé7w/1} y EL =

{}. La férmula posee un operador de conjuncién: vs = 17 A g, tal que 17 = ¢
y s = D(®s A E(—q V t)). La funcién devuelve la estructura 9, compuesta por
T(w'ﬁ 9;)/t27/ujl7 lT7 lt7 ML) U T(¢87 m27w17 l'l‘a lt7 ML)

T (W, My, wy, L, =2, =2, ML =[(1, 1, 1, 0)]), NL = {wy,wy, wy,w}} y EL =

{ }. Corresponde a un caso de variable proposicional 17 = ¢. Los mundos w; y w} ya
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My, M1
wl"] U >
2
w3 w2
1o = @5 Y = El(=g V1) [9910 ly
m !
du? =1 Py =1 w =

@s/\. (mq Vi)
oyt =

Figura 2.5: Estructura 9, generada del paso 11 y estructura 9y creada en el paso 10.

10.

11.

12. T

estdn en N L, por lo tanto se crea una copia fresca w] y se agrega a N L. La funcién
retorna la estructura My < ({wi}, {}, V&), con Vg( ) = {w!}, V{(t) = {w]

T (s, My, wy, I, = 2,1, =2, ML = [(1, 1, 1, 0)]), NL = {wy, wq, wh, w),wl} y
EL = {}. La férmula posee un operador modal de necesidad: 1)g = [Ty, con
Py = @3 A (=g V t). A partir del mundo w; Unicamente existe una relacion,
mediante la modalidad 1, con el mundo w; y en wy se cumple 9. Debido a que wy,
w) y w] ya estan en N L, se crea una copia fresca w{” y se agrega al conjunto N L. Se
agrega la tupla (2, 2, I, 1) a M L. Se crea la estructura 9 < T (g, My, w1, I, +
1,l,—1, ML =1[(1,1,1,0), (2,2, 1, 1)]), su nodo raiz es 7“/1. En la estructura 9,
se agrega el nuevo nodo raiz wy’; las relaciones (w{’,r}) € Ry vy (rj,wy’) € Ry ; la
funcién de valuacién posee wi” € Vy(q) y wy’" € V{(t). Se retorna My

Nota: Como es un operador de necesidad, si existiera méas de un mundo wy de manera
que se cumpla wi Rwy y se satisfaga 19, como se menciona en la Definicién 5, se
tendria que relacionar el nuevo nodo raiz w{’ con cada nodo raiz de la estructura que
genere cada llamado a la funciéon 7. Por otra parte, si no hay mundos, no se realiza
ningun llamado y retorna directamente la estructura con un tnico nodo donde se
cumple g, en este caso.

T (g, Mo, wr, 1, =3, L, =1, ML =1[(1, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 1)]), NL = {wy, wa, wh,
wi,w!,w'} y EL = {}. El operador inmediato de la férmula es una conjuncién:

@bg Y10 A P11 con g = @s y ¥11 = [2l(=q V t). La funcién retorna la estructura
o < T (Y10, Mo, wy, by, Iy, ML) UT (Y11, My, wy, Iy, Iy, ML).

(77D10, mg, w1, lT 3 lt 1 ML = [(1, ]., 1, 0), (2, 2, T7 ].)D, NL = {wl,wg,w’z,
wi,w!,w'} y EL = {}. La férmula posee un operador modal: 11y = @¢12 con
P12 = s. Existe un mundo ws e 9)?2 de manera que w; Ry, w3 y se cumple 115. Se
genera un nuevo nodo fresco w y se agrega a NL. Como |[ML| > 1 se examinan
las ultlmas dos tuplas (1ML ML ML bl) (122L QML mME by, como se cumple

que ML+ 1 =ML by =0, by = 1 y mL es la modalidad inversa de mi'X entonces
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M 15 M 11 N1y NM'13
ul >l O > W
2 2
1/]12 = S ws 77Z)13 = —\q \/ t wé’
Mz : Em'14 _
Widy, ™ = Yio = Ds : iy %1 =Bl(mg V)
rdupy =1 il =1

Figura 2.6: Generacién de la estructura con forma de arbol 9, , que satisface ¢1o en wiV’;
y M5, que satisface 11, en wy . Obtenidas de los pasos 12 y 15 respectivamente.

13. T

14.

15.

24

se extraen las dos ultimas tuplas mencionadas de la lista ML, se agrega la tupla
(I, l;, 2, 0) a MLy se efecttia un llamado para obtener 91y «— T (112, My, w3, 1.+
1, L, +1, ML=1[(3, 1, 2, 0)]), su nodo raiz se etiquetara como r3.

Se agrega w{" al conjunto W7;; las relaciones binarias: (wi", r3) a Ry, y (rs, wi")

a Ry y en la funcién de valuacién se considera ws € V(s). Finalmente, se crea
una copla fresca M”11 de la estructura 9, acorde a la Definicién 4, con nodo

raiz w] € W”. Todos los nodos de W” se agregan a NL. Se agrega una tupla
(l; =1, Z%L =1, wy, M"1;) al conjunto EL. Se devuelve M y;.

(wl% m?u ws, l?“ = 47 lt = 27 ML = [(37 17 27 O)])? NL = {w17w27w/27w17w17w/1”7
wiV, wy,wi wit y EL ={(1, 1, wy, 9M"11)}. La férmula es una variable proposi-
cional ¥15 = s, por lo que se agrega w3 a NL y la funcién devuelve la estructura:

My = ({ws}, { }, Vi), con Viy(s) = {ws}.

a) Se construye 9M'y; como se especifica en el paso 12. Lo que resulta en la si-
guiente estructura: ({wi{" ,ws}; (wi", ws) € Ryy,, (ws, wi¥) € Ry Vii(g) =
{wiVy, VI (t) = {wlV}, V] (s) = {ws}). Se visualiza de manera graﬁca en la
Figura 2.6.

T (11, Mo, wy, I, =3, 1, =1, ML =[(1, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 1)]), NL = {wy, wa, wh, w},
wl,w'l”,wfv,wg,w}/,wg’,wg} y EL = {(1, 1, w}, M"};)}. La férmula corresponde
al caso del operador modal de necesidad: ¥1; = 2li)y3, tal que 113 = —¢Vt. El mundo
a considerar es wsy, ya que es el nico que posee una relacion w1 Ro wo en My con la
modalidad requerida y en wy se mantiene 3. Se crea una copia fresca w; y se agre-
gaa NL. Como |ML| > 1 se examinan las tltimas dos tuplas (I}, [ME e ML bl)
(IMEIME mdE by), como se cumple que [NE+1 =1I8F b =0,by =1y milesla
modalidad inversa de m3’%, entonces se extraen las dos tltimas tuplas mencionadas

de la lista M L.

Como no se cumple |[ML| > 0 después de extraerlas se procede a agregar la tupla
(Iy, I, 2, 1) a M L, se efectia un llamado para obtener M'y3 = T (Y13, Mo, wo, I, +
L, +1, ML = [(3, 1, 2, 1)]) de manera que se agrega w{ a W/,; las relaciones



2.3. Propiedad de modelo de arbol

Ve =

B =1

y = Qg AD(Os AB(—q V 1))
W =1

Figura 2.7: Creacién de la estructura 9V que satisface a 15 en el nodo w) obtenida en el
paso 7.

16.

17.

18.

binarias (wY, T9) se agregan a ng y (r2, wy') a R}y, ; finalmente, se incluye wy en

Vis(q) y w) en V/5(t), con el ObJethO de unir el nuevo nodo rafz w} a la estructura
M 13. Se crea una copia fresca MY, de la estructura M, acorde a la Definicién 4,
con nodo rafz wy’ € W". Todos los nodos de Wi se agregan a N L. Se agrega una
tupla (I; = 1, Z%L =1, wyt, M},) al conjunto EL. Se retorna M’ y3.

(77[)13, 9)?2, way, l4 4 lt 2 ML = [(3 1 ? 1)]) NL = {wl,wQ,wé,wl,wl,w’l”,
w{V,wg,wY,w’Q”,w3,w2 Jwytyy EL={(1, 1, w}, M"y), (1, 1, w}?!
M"13)}. El operador inmediato es una dlsyunc10n de la forma: 913 = 114 V Y15 con
Y14 = —q vy P15 = t. En el mundo recibido por el tercer pardmetro we € My de
este llamado se cumple 114. Por lo que la funcién retorna la estructura 9y, «+

T (14, My, wy, L, Iy, ML).

(77[)14, Sﬁg, Wy, l4 4 lt 2 ML = [(3 1 ? 1)]) NL = {wl,wz,wg,wl,wl,w’l",
w{v,wg,w}/,wg’,wg,wz cwytyy BEL={(1, 1, w}, M"y), (1, 1, w}?!
M"13)}. La formula es la negamon de una Varlable proposicional con ¥4 = —q.
Se crea un mundo fresco wy y se agrega a NL. La funciéon devuelve M5 <

({w2}’ {}’ v15>7 con V15 - {p}

a) Se genera 93 como se especifica en el paso 15. El resultado es una estruc-

tura (Wl/?n /13"/1/3)7 tal que {w¥> //} € W1/3; (w}/?wg) € R13 7(w2’w¥) €

1t Vis(@) = {w! }W(6) = {wl'} ¥ Viy(p) = {wf). Esta se muestra en la
Figura 2.6.

b) Se construye M’y detallado en el paso 11, la estructura es (W, 10, Vi), con

{w{ 7w37w2} € WIO’ {(w{V’w?») (w2’w1 )} S Rlogv{(wi’nw{v)? (wl ’w2)} €

foy: Vio(a) = {wi"}, Vig(t) = {wi"} Vip(s) = {ws} y Vip(p) = {wi}. Se
puede observar en la Figura 2.5.
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AL
w1 @
2
w2 @
U1 = Q(—q Ap)
Wl =

Figura 2.8: Creacion de la estructura final con forma de arbol 9, que satisface la férmula
original ¢, en el nodo raiz wy, obtenida en el paso 1.

c) Se establece 9y como se indica en el paso 10. La estructura resultante es
(W3, Ry, Vi), tal que {w!" ws, why, w'} € Wi (wf’, wiV) € R , (wlV, Wl €
R;)N {(w{va3) (w27w1 )} S R92’ {(w37w{‘/)7 (wl 7w2)} 6 R ‘/9( ) -
{wlV, wi"}, Vg(t) = {wi", wi'}, Vi(s) = {ws} vy Vi(p) = {wy}. Se aprecia
graficamente en la Figura 2.5.

d) Se genera 9’7 como se especifica en el paso 8. Este paso no se detallard debido

a que la estructura no cambia, simplemente el nodo raiz w!” se renombra a wy.
La estructura de Kripke de manera grafica se observa en la Figura 2.7.

e) Se construye 9 detallado en el paso 7. La estructura se define como (W§, R, V¥),
con {w{‘/?w37w27w17w17w/2”7wé} S Wflsa {<w17 w{V)7 (wi/7 wll)} S R/ {(w{‘/a
wl) (wh wl)} € R617 {(w{‘/?wi’)) (w27w{‘/)7 (wth) (wglvwl)} € R627 {(w37
wi¥), (wi¥, wy), (wh,wy), (wh,wi)} € R Vi(q) = {wl", wi, wi}, Vi(t) =
{wlV, W) wi}, Vi(s) = {ws, wi} y Vi(p ) = {wj, wy'}. La estructura se pre-
senta en la Figura 2.7.

f) Seestablece M’y = (W], R}, V) indicado en el paso 1, la cual es la estructura fi-
nal que retorna la funcién con el primer llamado, en donde en el nodo raiz w; se
cumple ¢, tal que {w{v,wg,w2,w1,w1,w2,w’2”,wg} e Wi, {(w}, wi"), (wf, wy)}
€ R/ {(w{V’ wl) (wh wl)} € R617 {(wlv>w3) (w2>w{V)v (w27 wl)v (wlvwé)7
(w12//7w1)} € Rﬁgv {<w37wfv)v (w{‘/?wQ) <w17 wQ)’ (wlvwg/) (wévwl)} € Réi;

Vila) = {w{”, wi, wi}, V() = {wi", wi, w1}, V§(s) = {ws, wi} y Vi(p) =
{wQ, wy, wh'}. La estructura final que satisface ¢, se muestra en la Figura 2.8.

En la Figura 2.8 se observa la estructura con forma de arbol resultante 21). Esta se
construye a partir de la estructura 91, y la formula ¢4, presentes en la Figura 2.2. Ambas
estructuras satisfacen ¢, en el mundo wy.
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CAPITULO 3

Algoritmo de satisfaccion

La propiedad de modelo de arbol es la base para la creacion de este algoritmo, debido a
que determinar la satisfaccion de una formula es posible mediante la bisqueda y, de ser
el caso, la construccion de una estructura de Kripke con forma de arbol que la satisfaga
en su nodo raiz. A nivel del algoritmo se emplea una estructura sintactica de arbol que
es definida en este capitulo en conjunto con algunos conceptos clave. Posteriormente, se
detalla el algoritmo asi como la prueba de correccion.

Definicién 6. (Conjunto Lean). Dada una férmula de légica multimodal K con moda-
lidades inversas ¢ en forma normal negativa, su conjunto lean (también expresado como
Lean(¢)) se define como la unién de:

= Las subférmulas modales de ¢, las subféormulas de la forma —p de ¢ y las variables
proposicionales de ¢ que no estén negadas.

= Formulas @T y @T por cada féormula modal de modalidad m en ¢.
= Una variable proposicional comodin E que no pertenezca a las subférmulas de ¢.

La variable proposicional comodin F ayuda a identificar posteriormente la ausencia de
variables proposicionales y negacion de variables proposicionales.

Ejemplo 3.1. Considere la formula ¢, = [(=p A q) A @(s A El(=g Vv =r)), el conjunto
Lean(¢.) se compone de la siguiente manera:

{(_'p/\Q>7 @(8 A (_'q Vv _|7“)), ®T7 @T, -, q, S, (_'qv _'T)7 @Tv @Ta -q, T, E}

La siguiente definicién especifica la estructura con la que trabajara el algoritmo, la cual se
denomina como “estructura sintactica de arbol”. Ya que a diferencia de la estructura de
Kripke, esta no es una tripleta, sino que es un arbol en el sentido estricto de la palabra,
que contiene nodos, los cuales pueden contener férmulas.
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3. ALGORITMO DE SATISFACCION

| A = (. (na))
_ o ™ DA, G5 AB(=g v ),
A= (m) 5 OT, B}
nlo{®8/\.ﬁq\/ﬁ7‘) 1
E(~qV-r), 0T, q} .
’ {OT,s,~p.q.BD(~gV 1), QE}

Figura 3.1: Ejemplos de estructuras sintacticas de arbol considerando el conjunto

Lean(¢.).

Definicién 7. (Estructura sintactica de drbol). Se define como una tupla (raiz, Ay, As, ..., 2A,),
tal que raiz es el nodo raiz y 2A;,2s, ..., 2, son estructuras sintacticas de arbol, dadas
las siguientes restricciones:

= Los nodos raices de 24y, Ay, ..., A, son nodos hijos del nodo raiz.

» Una estructura sintéctica de arbol siempre debe tener un nodo raiz, y puede o no
tener hijos, es decir, se pueden omitir las estructuras sintacticas Ay, %o, ..., 2A,.

= Todos los nodos tienen un tnico nodo padre, a excepcion del nodo raiz, que no posee
ninguno.

= Todos los nodos hijos deben contener al menos una férmula modal de la forma @T
cuando en el nodo padre esta presente alguna féormula @T, las cuales indican con
que modalidad se relacionan los nodos.

= Todos los nodos h de una estructura sintactica de arbol, sin considerar el nodo raiz,
deben cumplir con lo siguiente:

o Enelnodo h debe estar incluida una férmula de la forma ¢ = @ (p1A. . .Apyp), de
manera que m es la modalidad de la férmula @ T contenidaen h y py A...Ap,
es la conjuncion de todas las variables proposicionales presentes en el nodo

padre de h.

o En el nodo h deben estar presentes una o mas férmulas @y = @@ e @(pl A
. A\ p;) por cada férmula modal de la forma ¢ = @ o @(pl A...Ap;) en el
nodo padre de h, tal que m es la modalidad de la férmula @T contenida en h.

Ejemplo 3.2. En la Figura 3.1 se presentan dos estructuras sintacticas de arbol cons-
truidas acorde con la Definicién 7, dada la férmula ¢, = [(=p A g) A @(s AEl(=g V1))
tomada del ejemplo anterior. En el nodo ns de la estructura U, la férmula @T indica que
debe existir al menos un nodo hijo que se relacione mediante la modalidad 1. Se puede
observar como en el nodo nj existe la formula @T, esto nos indica que la relacion entre
ns y ng se realiza con la modalidad 1.
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O (O AB(~gvr), 0T, B} O {OT, 3 O (9T, B(=gv-r), s, OE}

Figura 3.2: Ejemplos de nodos que se pueden generar dada la férmula ¢..

Definicién 8. (Nodos). Un nodo de una estructura sintéctica de drbol tiene asociado un
conjunto de féormulas, de manera que se sostienen las siguientes condiciones:

» Los elementos del conjunto de férmulas pertenecen a un subconjunto del Lean(¢).
Adicionalmente, como excepcién, los elementos también pueden ser férmulas de la

forma:
O...O(NF)

tal que F corresponde al subconjunto de variables proposicionales de VP(¢), ade-
més de la unién del subconjunto de las variables proposicionales de VP(¢), pero
aplicando el operador de negaciéon a cada una.

= Debe existir al menos una variable proposicional o la negacién de una variable
proposicional.

= Si existe una férmula modal @1/1 en el conjunto de férmulas del nodo, entonces debe
existir la formula @T en este mismo.

= Si existe una variable proposicional p, entonces no debe existir —p y viceversa.

Ejemplo 3.3. Considere la férmula del ejemplo anterior ¢, = [L(=p A ¢) A @(s AEl(—gV
—r)). En la Figura 3.2 se muestran nodos vélidos dadas las limitaciones impuestas por la
Definicion 8.

La préxima definicion se requiere debido a que el algoritmo manipula estructuras sintac-
ticas de arbol y no estructuras de Kripke. Por esta razon, se debe definir cuando una
formula se cumple las nuevas estructuras que fueron especificadas en la Definicion 7.

Definicién 9. (Relacién de consecuencia logica IF-). Dada una férmula ¢ y un nodo n que
pertenece a una estructura sintactica de arbol, la relacion de consecuencia logica se define
como:

nlk @1, nl- g n - ¢ n - ¢
n ik o1 A @y n ik @1V oo n ik g1V oo

peEN -

Cabe resaltar que las féormulas modales, asi como variables proposicionales y variables
proposicionales negadas estan consideradas en el primer caso de la segunda fila.
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3. ALGORITMO DE SATISFACCION

Verdadero
Algoritmo de satisfaccion

siguiente

Falso

Figura 3.3: Diagrama que muestra el funcionamiento principal del algoritmo.

Ejemplo 3.4. Considere las estructuras sintacticas de arbol mostradas en la Figura 3.1 y
la férmula ¢, = W(=p A q) A @(s AEl(=qV —r)) tomada de ejemplos anteriores. Se puede
verificar que en la estructura sintactica de arbol de la izquierda no se cumple n; I+ ¢..
Esto es debido a que la regla de la conjuncién indica que debe estar presente en el nodo
ny tanto M(=p A q) como O (s AE(—g V —r)), lo cual no ocurre.

Por otro lado, si se verifica ny IF ¢, en la estructura sintactica de arbol de la derecha de la
misma figura, se observa que en ny estdn presentes L(—p A q) y @(3 AEl(=qV —r)), ade-
mas como hay una férmula modal de necesidad existe @T y como no se cumple ninguna
variable proposicional estd la variable comodin F para cumplir con la Definiciéon 8, que
indica que debe existir al menos una variable proposicional o la negacién de una variable
proposicional.

A continuacion, se presenta el algoritmo en un nivel general con ayuda de la Figura 3.3.
Como primer paso se requiere que la formula de entrada ¢ sea transformada a su forma
normal negativa 1. Posteriormente, se debe generar el conjunto lean dada . El bloque
que genera los posibles nodos raices recibe como entrada el conjunto de férmulas gene-
radas del lean y la férmula ¢, con base en esos dos elementos genera los posibles nodos
raices a probar para construir la estructura sintactica de arbol.

La pila almacena los nodos generados, esta estructura permite tener un registro de los
nodos pendientes de incluir o probar en la estructura sintactica de arbol, ademas la infor-
macién almacenada ayuda a realizar una vuelta atrds (backtracking' o BT) cuando haya
nodos que contengan contradicciones. Mientras la pila de nodos no esté vacia, un nodo
es enviado como entrada a la funcién siguiente. Esta funcién se encarga de generar los
nodos hijos y todas sus posibilidades de manera consistente, agrega los nodos necesarios
al arbol y los demas se envian a la pila. Ademas, se encarga de realizar la vuelta atras

'Es una técnica que explora todas las posibles soluciones de un problema, de manera que en cada
paso se determina si el camino que se estd explorando tiene potencial para terminar en una solucién
correcta, en caso de no ser asi se retrocede y se prueba otro camino.

30



en la pila cuando sea requerido o inclusive volver a generar los nodos raices con nueva
informacion.

Si la pila estda vacia, entonces el algoritmo retorna un valor de verdad y de ser verda-
dero, una estructura sintactica de arbol. A continuacién se presenta la especificacion del
algoritmo de satisfacciéon de manera precisa.

En términos generales el algoritmo de satisfaccion se compone de 4 funciones clave:
generarRaiz, siguiente, valNodosRep y vueltaAtras. La primera de ellas se ejecu-
ta por primera vez antes de ingresar al ciclo principal, genera todos los posibles nodos
raices iniciales de las estructuras sintacticas de arbol a comprobar.

Algoritmo 1 Satisfaccion.

10:
11:
12:

13:
14:
15:

16:
17:
18:

Entrada: Una férmula de la légica multimodal K con inversas ¢enirada-

Salida: Retorna verdadero y una estructura sintactica de arbol, si y solo si, ¢enirada
se satisface bajo alguna estructura de Kripke de tipo arbol en el nodo raiz, en caso
contrario, devuelve falso.

pilaNodos « [ ], backtrackNodos <« [ ]
gb — aFNN(gbentr(zda)

lean < Lean(¢)

raizNodos «— generarRaiz(¢, lean)

if raizNodos = | | then
return false
end if
arbol < raizNodosg
pilaNodos < append(pilaNodos, reverse(raizNodos))

while pilaNodos # [] do
nodoActual < pop(pilaNodos)
if nodoActual.; 4 = false && nodoActual.sgp = false && nodoActualjesqer
= false then
if nodoActual.ssp = true && |pilaNodos| > 0 then
nodoSig < head(pilaNodos)
if (nodoSig,,4; = true || nodoSig,,qp = true) && nodoSig,.qp = false
then
backtrackNodos <— append(backtrackNodos, nodoSig)
end if
end if
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3. ALGORITMO DE SATISFACCION

19: if nodoActualy,qe = None then

20: arbol <— nodoActual

21: end if

22: insat, nodosHijos < siguiente(nodoActual, lean)

23: if insat = false then

24: hayNodosRep, nodosHijos < valNodosRep(arbol, nodosHijos)

25: end if

26: if (nodosHijos = [ ] && hayNodosRep = true) || (insat = true && nodosHijos
=[] && (pilaNodos = [ ] || backtrackNodos = [ ])) then

27: return false

28: end if

29: if insat = true then

30: hayAlt, arbol «— vueltaAtras(nodoActual, pilaNodos, backtrackNodos,

arbol)

31: if hayAlt = false then

32: return false

33: end if

34: end if

35: pilaNodos <« append(pilaNodos, nodosHijos)

36: else

37: if nodoActual.ssp = true && |backtrackNodos| > 0 &&
head(backtrackNodos) = nodoActual then

38: pop(backtrackNodos)

39: end if

40: end if
41: end while
42: return true, arbol

La funcién siguiente es la mas importante, debido a que se encarga de generar nuevos
nodos tomando un nodo de referencia, que en su primer llamado siempre es un nodo raiz y
realiza la unién a la estructura sintactica de arbol para la primer ronda de posibles nodos
hijos. La tercera funcion verifica que los nodos nuevos no se encuentren repetidos en el ar-
bol que se esta construyendo, de lo contrario el proceso termina. Finalmente vueltaAtras
realiza una vuelta atras cuando sea necesario y siempre que sea posible, de lo contrario,
la férmula no se satisface.

Al final de cada definicién se presentara un ejemplo con una entrada para la funciéon des-
crita y la salida que produce.

Definicién 10. La funcién generarRaiz(¢, lean) posee dos pardmetros de entrada:
una férmula en forma normal negativa ¢ y el conjunto lean generado al inicio del algo-
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¢3:®(p/\q)v(r\/s)\/—|q
Lean(¢s) = {Q(p A q), p, ¢, B(rVs), r, s, nq, OT, OT, OT, &T, £}
generarRaiz(¢s, Lean(¢s)) = m O {OpAq), E, T,

na (B(rvs), B, @T},

Figura 3.4: Salida de generarRaiz dada ¢3 y Lean(¢s) como entrada.

ritmo. Esta funcién construye los posibles nodos raiz que se emplearan para iniciar la
construccién de la estructura sintactica de arbol. El proceso preciso que realiza se especi-
fica a continuacion:

= Se obtienen las férmulas que deberan satisfacerse en todos los posibles nodos raices,
derivado de la relacién de consecuencia logica IF ¢ de la Definicién 9, y se almacena
cada conjunto de férmulas en un conjunto llamado formulasNodo, con excepcion
de aquellos conjuntos que contengan contradicciones con respecto a sus variables
proposicionales.

» Si el conjunto formulasNodo = (), entonces:
 La funcién devuelve [ |.

= Por cada féormula modal ¢ = @gp perteneciente a cada conjunto contenido en
formulasNodo:

» Se agrega @T a formulasNodo;.
= Se crea una lista vacia llamada raizNodos.
= Por cada conjunto en formulasNodo, se realiza lo siguiente:

e Si no existen variables proposicionales en formulasNodo;, entonces agrega la
variable proposicional comodin E a ese mismo conjunto.

o Si el conjunto de féormulas formulasNodo; cumple con todas las restricciones
para poder construir un nodo consistente, entonces se crea un nodo n;, que
posee la informaciéon de ese conjunto de férmulas, y se almacena en la lista
raizNodos.

= Al primer nodo nP de la lista de nodos raizNodos se le asigna la bandera nP., 4,
false y a los deméas nodos nA de la lista de nodos raizNodos se les establece
nhA g an < true.

= La funcion devuelve el conjunto de nodos creados: raizNodos.
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3. ALGORITMO DE SATISFACCION

Ejemplo 3.5. Considere la férmula ¢3 de la Figura 3.4 y el conjunto Lean(¢s) como
entrada para la funcién generarRaiz. Se puede observar que a la salida la funcién produce
3 posibles nodos raiz. Estos nodos se generan acorde a lo estipulado en las Definiciones 8
y 9 (Nodos y Relacion de consecuencia logica). El operador de disyuncion es el causante
de que se genere mas de un nodo.

Definicién 11. La funcién siguiente recibe como parametros el nodoActual y el conjun-
to lean. La expresion nodoActual formuies corresponde a las formulas que estdn contenidas
en el nodoActual. Al terminar, de ser posible crear los nodos hijos del nodo actual, éstos
seran consistentes y la variable insat serd falsa, la funcién retorna insat y una lista
llamada nodosHijos. En caso contrario, si el nodoActual posee alguna contradiccion,
retorna insat con un valor verdadero y una lista vacia. Los detalles se presentan a con-
tinuacion:

Si nodoActual formutas = 0, entonces:
» Retorna verdadero (insat) y una lista vacia (nodosHijos).

Si nodoActual,,;, > nivel Actual:
» Si el nivel Actual = 0, entonces llama a la funcién genAncesFérmulas(lean)
» En caso contrario, llama a la funciéon genAncesFérmulas(lean).

Si nodoActual es un nodo especial de un caso de modalidad diamante (nodoActual.ssp
= true), entonces:

= Si existe algin nodo nR que pertenece a la lista de nodos nodoActualgy, la cual
es una lista que contiene todos los nodos asociados a la misma rama y el mismo
nivel que el nodoActual, y existe algin nodo nC, contenido en la lista de nodos
hijos del padre de nodoActual, tal que nC # nR, nC..4; = false, nC se encuentra
a la izquierda del nodoActual en la lista de nodos del padre de nodoActual y el
conjunto de férmulas de nR es un subconjunto de nCyoymuias, entonces:

e El nodoActual se remueve de la lista de nodos hijos de su padre.

e Todos los nodos nR de la lista nodoActualpy se deshabilitan estableciendo la
bandera (nRgesqct < true), ademds si algiin nodo nR ya estaba como nodo hijo
del nodo padre de nodoActual, lo remueve de esa lista de nodos hijos.

» En caso contrario:

o Se modifica la bandera del primer nodo nRO de la lista nodoActualgy de la
siguiente manera: nRO.44;; < false.

e Se remplaza el nodoActual de la lista de hijos de su nodo padre por el nodo
nRO.

= Se establece nodoActual jesue < true.
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» Retorna insat con un valor de falso y una lista vacia de nodosHi jos.

Se establece la bandera reqRevCBIS con un valor booleano falso.

Si nodoActual no es un nodo raiz y la longitud de la lista de nodos nodoActual,cfnodes
es mayor a cero (dicha lista contiene una lista de conjuntos de férmulas que originaron
un cambio en el nodoActual debido a un caso de caja con modalidad inversa), entonces:

= Se establece la bandera reqRevCBIS a verdadero.
Si nodoActual formulas #* (), entonces:

= Se crean los conjuntos vacios: formulasCaja y formulasDiamante, asi como una
lista vacia nodosHi jos.

= Por cada férmula modal ¢ = @cp o M ¢ contenida en el conjunto nodoActual formulass
excepto aquellas formulas ¢ que no sean subférmulas de la formula de entrada ¢, se
realiza lo siguiente:

e Se crea un conjunto vacio auxiliar: formulasNodo.

» Se obtienen todos los posibles conjuntos de féormulas que deberan estar conte-
nidos en cada uno de los futuros nodos hijos acorde a la Definicion 9 (IF ¢) y se
almacenan en el conjunto formulasNodo. Ademas, si la férmula posee la for-
ma ¢ = @gp, se remueven aquellos conjuntos de formulasNodo que contengan
contradicciones con respecto a sus variables proposicionales.

¢ Si el conjunto formulasNodo = (), entonces:
o Retorna verdadero (insat) y una lista vacia (nodosHijos).
« Por cada conjunto de féormulas en formulasNodo se realiza lo siguiente:

o Agrega @T a formulasNodo;, dada la modalidad m de .

o Por cada férmula modal ¥ = (my)p; o [mi]¢; en formulasNodo;, se
agrega la férmula (m;)T a formulasNodo;.

o Si no existen variables proposicionales en formulasNodo;, entonces agrega
FE a formulasNodo;.
e Si® = [y, entonces:
o Si en el conjunto formulasCaja existe una tupla (mFC, formulasFC), tal
que m = mFC, entonces:

o formulasFC «— {{Fy U ... U F} | (F, ..., F}) € (formulasFC X
formulasNodo)},donde k = |(formulasFC x formulasNodo)|.

¢ Por cada conjunto contenido en formulasFC se realiza lo siguiente: Si
hay variables proposicionales en formulasFC;, entonces: formulasFC; <
formulasFC,\{E}.

o En caso contrario:
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o Agrega la tupla (m, formulasNodo) al conjunto formulasCaja, tal que
m es la modalidad en .

e Sitp= @% entonces:

o Por cada conjunto de formulas en formulasNodo se realiza lo siguiente:

o Agrega la féormula @a, tal que « tiene la forma [y A 1 A ... [0,
las férmulas g, 51, ..., 3, tienen la forma p o —p, de manera que
«a posee conjunciones de todas las variables proposicionales y nega-
cién de las variables proposicionales que estan presentes en el conjunto
nodoActual tormulas-

Ademas, por cada férmula modal @, e @7, tal que  tiene la forma
de a, presente en el conjunto nodoActual tormuias, S¢ procede a agregar
al conjunto formulasNodo; la siguiente férmula: @@, e ’y.

o Por cada conjunto contenido en formulasDiamante, si formulasDiamante;
contiene una férmula modal de la forma (mF D) T, de manera que mFD =
m entonces agrega el conjunto formulasNodo a formulasDiamante;. En
caso contrario, si en ningin conjunto formulasDiamante; hay una férmula
modal (mF' D) T, entonces agrega el conjunto formulasNodo a
formulasDiamante.

= Considere cada conjunto contenido en formulasDiamante, que sera nombrado
formulasDiamante;, y k como la referencia a un elemento dentro de este tltimo:

« Se calcula el conjunto potencia (fsubsets) de los conjuntos contenidos en
formulasDiamante;, si K > (i + 1) y k < |[formulasDiamante,|.

« Se agrega formulasDiamante;; a cada elemento del conjunto fsubsets, final-
mente se agrega formulasDiamante; ; al conjunto fsubsets.

= Se crea una lista auxiliar vacia formulasNodes.
» Por cada elemento de fsubsets se realiza lo siguiente:

» Por cada conjunto contenido en fsubsets;, se almacena en la lista formulasNodoith
la unién de todos los conjuntos de fsubsets; ;. Después, se agrega el conjunto
formulasNodoith a formulasNodes.

e Por cada conjunto de férmulas de formulasNodes se realiza lo siguiente: si
formulasNodes; contiene alguna contradiccién con respecto a las variables pro-
posicionales contenidas, entonces se elimina de formulasNodes.

e Se crea una lista vacia nodosHS.

o Por cada conjunto de formulasNodes, se crea un nodo fnH con la informaciéon
de formulasNodes;, el primer nodo creado tendra asignada fnH.sa; < false,
los demas nodos tendran fnH.,a; < true y cada nodo se almacenara en la
lista nodosHS



e Se crea un nodo especial nSD, tal que nSD. 4y < true, nSD.ssp < true y
nSD,¢ fNodes < nodosHS.

e Se agrega la lista nodosHS a la lista nodosHi jos.
» Por cada tupla (mPos, formulasPos) en formulasCaja se realiza lo siguiente:

 Sila longitud de la lista nodoActual,.fnodes €5 Mayor que cero, entonces:
o Por cada nodo, que serd nombrado rNRama, en nodoActual,¢fnodes S€ Tea-
liza lo siguiente:

¢ La primera férmula en rNRama fomuies tiene la forma <ﬁ>T. Se extrae
la modalidad n y se compara con la modalidad mPos, si ambas coin-
ciden entonces se crea una copia del nodo rNRama que sera llamada
copiaNR, por tultimo, se realiza copiaNR |- formulasPos segin la
Definicién 9 y se remplaza el nodo rNRama por copialR en la lista
nodoActual,.fnodes-

« Por cada lista de nodos nHS en nodosHi jos se realiza lo siguiente:

o SimH = mPos, tal que mH es la modalidad con la que se relaciona algiin
nodo hijo en nHS con el nodoActual, es decir, si dicho nodo hijo posee una
férmula de la forma (mH) T, se lleva a cabo lo siguiente:

o Se crean las listas auxiliares newNodesBox < [ | y refNodesSD <« | |.
¢ Por cada conjunto de formulasPos, se efectiia lo siguiente:

o * Se copia la lista nHS a una nueva lista llamada cHS, se eliminan
los nodos cN de cHS que posean la bandera cN.4sp = true.

¢ *Por cada nodo cH de la lista cHS se intenta realizar cH I formulasPos;
y se eliminan aquellos nodos que posean contradicciones de la lista cHS,
asi como repetidos.

¢ * Se concatenan los nodos de cHS a la lista refNodesSD.

o * Si la lista de nodos cHS posee al menos un nodo, se agrega cHS a
la lista newNodesBox.

¢ Si dentro de la lista nHs existe un nodo especial nSD, que tiene la
bandera nSD.ssp = true, entonces se establece nSDgy < refNodesSD.

o Se agrega un nodo especial nSB que no contiene féormulas y tiene la
bandera nSB.,sp < false al final de la lista newNodesBox.

¢ Si nHS es el primer elemento de la lista nodosHijos, se establece lo
siguiente nSBy,incialSigBorNodos <— NewNodesBox.

o En caso contrario, asigna nSB,,inciaiSigBozNodos <— | |-

¢ Si el tamano de la lista newNodesBox = 0 o tinicamente contiene nodos
con la bandera esSD = true o esSB = true, entonces:

o * Retorna verdadero (insat) y una lista vacia (nodosHijos).

¢ Se actualiza la lista de nodos nHS que estd presente en nodosHijos
como nHS <— newNodesBox.
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= Se definen e inicializan iteracionesMax < 1, vNodoActual < nodoActual y
vNodosHijos < nodosHijos.

» Si la bandera reqRevCBIS posee un valor verdadero:

e Se modifica el valor iteracionesMax < 2.

e Se crea una lista auxiliar llamada auxNodosS que contendré el nodoActual y los
nodos alternativos. Es decir, se obtiene el nodo nHAux <— nodoActual e echa Y
mientras nH Aux no tenga un valor nulo se agrega nHAux a la lista auxz NodosS
y se actualiza nHAux <— nodoActual e echa-

« Se establece vNodoActual <— nodoActual,,g.. ¥ vNodosHijos < [auxNodosS].
» Se crean las listas todoFormulas < [ ] y todoRefNodes « [ ].
» Mientras iteracionesMax > 0 se realiza lo siguiente:

e Si iteracionesMax = 0 se actualiza la bandera reqRevCBIS < false.

« Se crea un conjunto auxiliar removeNodes = ().

 Se crean las listas ramaFormulas < [ ] y ramaRefNodes « [ ].

» Por cada lista de nodos vLNH en vNodosHijos y por cada nodo vNH en vLNH:

o Se crean las bandera nodoCumpleEnPadre < false y hayCasoEspecial
false.

o Se verifica si todos los elementos del conjunto vLNH estan presentes en
algin conjunto vNodoActual,.fnodes, de ser asi, se establece la bandera
nodoCumpleEnPadre a verdadero. Esta bandera permite descartar nodos
los cuales tienen férmulas pendientes por propagar al nodo padre, pero que
ya se habian probado en el arbol.

o Se crea una variable auxiliar formulasCNCBIS = ().

o Se escanean las férmulas del conjunto vLNH{foymues €n busca de férmulas
de la forma [@yp,, tal que m proviene de 1) (que corresponde a una for-
mula modal definida anteriormente). Si se encuentra alguna de ese tipo,
se habilita la bandera hayCasoEspecial < true. se obtienen las férmulas
formulasAuxCB que deberan estar presentes en un futuro nodo I ¢, dada
la Definicion 9. Posteriormente se realiza la operacion formulasCNCBIS <«
{{FAU...UF}|(F, ..., F) € (formulasCNCBIS x formulasAuxCB)},
donde k = |(formulasCNCBIS X formulasAuxCB)]|.

o Se almacena el conjunto formulasAuxCB en formulasCNCBIS.

o Se verifica si |[vNodoActual,csnodes| > 0, nodoCumpleEnPadre = false
y hayCasoEspecial = true, entonces se agrega el nodo vLNH al conjunto
removeNodes. De no cumplirse lo anterior, se verifica si hayCasoEspecial =
true y se realiza lo siguiente:

¢ Se crea la bandera unoEncontrado « false.



o Se verifica cada conjunto de formulasCNCBIS, si cada una de las férmu-
las en algtin conjunto formulasCNCBIS; estan presentes en el conjunto
vNodoActual formuias, entonces se establece la bandera unoEncontrado <
true.

© Si unoEncontrado = false, se verifica si el conjunto formulasCNCBIS
esta presente en la lista ramaFormulas, de ser asi, se almacena el nodo
vNH en la lista ramaRefNodes;, en la misma posicién j-ésima en la que
se encuentra formulasCNCBIS en la lista ramaFormulas. En caso con-
trario, se agrega el conjunto formulasCNCBIS a la lista ramaFormulas
y se incluye [vN H| en la lista ramaRefNodes.

o Si hayCasoEspecial = false

o Se verifica si el conjunto () estd presente en la lista ramaFormulas, de
ser asi, se almacena el nodo vNH en la lista ramaRefNodes;, en la misma
posicién j-ésima en la que se encuentra () en la lista ramaFormulas. En
caso contrario, se agrega el conjunto () a la lista ramaFormulas y se
incluye [vN H| en la lista ramaRefNodes.

o Al finalizar la iteracién con vNH, se agrega la lista ramaFormulas a la lista
todoFormulas y ramaRefNodes a todoRefNodes

Se crea una lista vacia nodosPadreQri < | | y una variable auxiliar auxNPO <
vNodoActual.

Comienza un proceso iterativo mientras auxNPO sea distinto de un valor nulo,
entonces:
o Se agrega auxNPO a la lista nodosPadreQri.

o Se altera el valor de la variable auxNPO < auxNPOg.,cchq. El nodo que se
obtiene de auxNPO e, cchq cOrresponde a una alternativa de auxNPO, es decir
un posible nodo para esa misma rama en el mismo nivel.

Se define un conjunto auxTLF = () y una lista finalRefNodes « [ ].
Por cada lista contenida en todoFormulas se efectiia lo siguiente:

o Se define un conjunto RLF = () y una lista RN «+ [ ].

o Por cada conjunto contenido en la lista todoFormulas; se realiza lo si-
guiente:

¢ Se agrega cada elemento de todoFormulas, ; al conjunto RLF.
¢ Se incluye cada lista contenida en todoRefNodes a la lista RN.

o Serealiza la siguiente operacion auxTLF <— {{Fy U ... U Fy} | (FY, ..., F)
€ (auxTLF x RLF)},donde k = |(auxTLF x RLF)|. Esta misma opera-
ciéon de conjuntos se realiza de manera analoga con listas, en el caso de
finalRefNodes y RN.

Si el tamaifio del conjunto auxTLF = 0, indica que en el caso de los nodos hijos
que poseian operadores caja con inversa, y que originaba un cambio en el nodo
padre, las subférmulas de esas férmulas modales ya se cumplen en el nod padre.
Se procede a realizar lo siguiente:

39



ALGORITMO DE SATISFACCION

40

o SireqRevCBIS = true, entonces se establece: vNodoActual <— nodoActual
y vNodosHijos < nodosHijos.

o Si el tamano del conjunto removeNodes es mayor que cero, entonces se
realizard una busqueda sobre los nodos contenidos en vNodosHijos y si
coincide con alguno del conjunto removeNodes entonces se remueve de la
lista vNodosHi jos. El proceso de eliminacién se debe hacer de manera que
si se terminan los nodos de una rama en particular, entonces la funcion
regresa verdadero (insat) y una lista vacia (nodosHijos) para proceder
a realizar una vuelta atras. Ademas, si se modifica una rama que contie-
ne un nodo con la bandera SB en verdadero, se debe actualizar su lista
princialSigBoxNodos conteniendo los nodos de la rama sin considerar
aquellos que se eliminaron.

o En caso contrario, se procede con lo siguiente:

o Se crea una lista de nodos llamada nodosFrescos = | |.
o Por cada conjunto contenido en auxTLF se realiza lo siguiente:
¢ Por cada féormula modal de la forma @gpa contenida en auxTLF;, se
agrega @T a auxTLF;.
¢ Se crea una copia de la lista nodosPadreQOri llamada copiaNodosPO.

¢ Cada nodo cNPO, contenido en la lista copiaNodosP0, se actualiza de
la siguiente manera cNPO,¢fnodes <— finalRefNodes;.

¢ Si el tamafio del conjunto auxTLF; es mayor a uno, se agregan a cada
uno de los conjuntos de férmulas de copiaNodosPOy,,,,,4s 1as formulas
de auxTLF;. Si se producen nodos repetidos se remueven de la lista
copiaNodosPO.

¢ Se agregan todos los nodos de copiaNodosPO a la lista nodosFrescos.

o El primer nodo pNF contenido en nodosFrescos se le modifica la bandera
PNF_, 4, = false y al resto de nodos se establece la bandera esAlt = true.

o Por cada nodo nF en la lista nodosFrescos se efectiia lo siguiente:

¢ Se establece el nodo padre nF,qqre <= vNodoActual,.gre.

o Se actualiza la referencia derecha del nodo nF e ecne < nFSD, tal que
nFSD se encuentra en la posicion siguiente con respecto de nF en la
lista nodosFrescos.

¢ Se modifica la referencia izquierda del nodo nFj.quierae < nFSI, tal

que nFSI es el nodo en la posiciéon anterior con respecto de nF en
nodosFrescos.

o Si el tamano de la lista nodosFrescos es mayor que cero, el algoritmo
retorna verdadero (insat) y nodosFrescos (nodosHijos). Esto con el
objetivo de realizar una vuelta atras y reemplazar los nodos padre.

» Por cada lista de nodosHi jos, se establece el primer nodo de dicha lista como hijo
del nodoActual.



ds = O(pVEr)AOEAD(—p Vv )

Lean(¢s) = {®pV EBr), p, Br, r, OB, B, t, O(-pV Qq),
-p, ©q, ¢, OT, OT, OT, &T, E}

m O (OpvEn, Ok, G-pv g, OT, OT, E)

n9 ng
siguiente(ny, Lean(ds)) = [{OT, p, @a, @T. QLY {OT, Br, p. 9T, OB},

Nodo que no se genera n4 5 16
debido a contradiccién: (OT, Br, ©q, OT, OF, E}, 0, {OT, —p, QE},
ny ng
{97, @q, QF, E}{QT, Bt, QF, E}|
mmsat = false
ny
Estructura sintéactica de arbol
después de ejecutar 1 1 2
siguiente:
ne ns ng
esSD = true
ns : ne ;
n4 : nr

Figura 3.5: Ejemplo de la salida de la funcién siguiente ante un nodo n; proveniente de

4.

» Por cada lista de nodos {nHi, ..., nH,,} contenida en nodosHijos se efectiia lo
siguiente: cada nodo nH; posee una referencia nHy, ,,n n ! conj > 1, 5 <=
InodosHijos,| y m = |nodosHijos|. Ademads, el primer nodo i = 1 posee la bandera
nH}grmcipaz < true y los demds nodos i # 1 tienen la bandera nH, ;... < false.

» Toma cada lista de nodosHijos, las concatena en una tnica lista manteniendo el
orden. La funcién retorna falso y dicha lista de nodos hijos.

Ejemplo 3.6. En la Figura 3.5 se observa a la funcién siguiente recibir un nodo y el
conjunto lean de una férmula de entrada. Esta funcién genera el siguiente nivel de nodos
hijos tomando en cuenta el nodo recibido.

Cada férmula modal diamante produce una nueva rama, el nodo n; posee tres: @(p V
2r), @t y @(—'p V @q) La funcién comienza a crear las ramas dado el orden de la
formula recibida, no obstante las ramas de misma modalidad se ordenan, de manera en
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el arbol estan contiguas.

Las férmulas modales caja se procesan acorde a la Definiciéon 9 después de identificar
todas las ramas que deben generarse. Si se produce alguna contradiccién en un nodo
debido a este tipo de formulas, dicho nodo debe descartarse. No obstante, debe existir
al menos un nodo hijo en cada rama, de lo contrario se procede a realizar backtracking.
En la estructura sintactica de arbol se observan nodos dibujados con una linea punteada,
estos nodos se consideran alternativas y serdan empleados si en un nivel mas profundo es
necesario realizar backtracking.

El algoritmo posee una optimizacion que tratara de fusionar ramas de la misma modali-
dad, de ser posible, para disminuir la complejidad de modelo. Para esos casos, se observa
que hay un nodo especial n5 que no contiene ninguna férmula. Este posee una bandera
llamada esSD con un valor verdadero.

Por 1ltimo, la funcion se encarga de unir un nodo al arbol por cada rama existente. Todos
los nodos poseen una bandera adicional principal que permite identificar cuales ya estan
en el arbol (principal = verdadero) y cuales son alternativas (principal = falso). Por
ejemplo, para determinar que nz y ns son nodos alternativas del nodo ns.

En préximas iteraciones, cuando nodoActual = ns y se realice un llamado a la funcién
siguiente, esta funcién determinara si es necesario conservar la rama donde se encuentra
el nodo ns5. Si el conjunto de férmulas de alguno de los nodos alternativos de nj es un
subconjunto de las féormulas del nodo de la rama derecha, considerando que ya se ha
generado el subarbol de dicho nodo derecho, entonces la rama donde esta n; se descarta
de la estructura sintactica de arbol. En caso contrario, se conserva la rama, eliminando
ns y uniendo al arbol el préximo nodo alternativo de la rama, en este caso ng.

Definicién 12. La funciéon valNodosRep (4rbol, nodosHijos) = hayNodosRep, nodosHijos
se define a continuacion:

= hayNodosRep < false.

» Verifica que todos los nodos en nodosHijos generados por la funciéon siguiente
no estén repetidos en el arbol con raiz arbol. Los nodos especiales (nH!,q, =
/[: _ .
true, nHl o5 = true) no se consideran.

» Si existe un nodo nH’ repetido:

o Si el nodo nH**! no existe, retorna verdadero y una lista vacia.
e Si nH:f) ol

= true, i+1 < |nodosHijos| y nH ' ;.

rincipal = f@lS@, entonces:

o Se elimina el nodo nH' de la lista nodosHi jos, nH;TZ-InCipal
hayNodosRep < true.

e Si nH,

=truey

1+1

orincipal = Jalse, entonces:

= false, i+1 < |nodosHijos| y nH

rincipal
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arbol =
(después)

n3

nodoActual = ny

nodosHijos = [{{T, g, @5E OOE}, {OT, p, OF, QOE},
(OT, ¢, OB, OOE}]

Ne
valNodosRep(arbol, nodosHijos) = [{@T, D, @E, @@E},
ny

(Se actualizan los nodos en el arbol) {®T, p, QE, QOFE}]

Figura 3.6: Ejemplo del funcionamiento de valNodosRep.

o Se elimina el nodo nH de la lista nodosHi jos y hayNodosRep < true.

e En caso contrario, retorna true y una lista vacia.
= En caso contrario, retorna hayNodosRep y nodosHijos.

Después de que se genera la lista nodosHi jos, ante el llamado de la funcién siguiente,
continua el proceso de llamar a la funciéon valNodosRep.

Ejemplo 3.7. En la Figura 3.6 se observa un ejemplo cuando la lista nodosHi jos posee
dos nodos repetidos: ns y n;. La funciéon valNodosRep tendra que eliminar alguno de los
nodos repetidos, de ser posible. Se observa que en la rama donde se encuentra ns hay al
menos un nodo alternativo, expresado con una linea punteada, por lo que se procedera
a eliminar ns y el nodo ng sera el nuevo nodo que estara unido al arbol en dicha rama.
Posteriormente, se vuelve a verificar la presencia de nodos repetidos y se repite el proceso.

Cuando no existan nodos alternativos que puedan sustituir a un nodo repetido, el algo-
ritmo terminard su ejecucion, esto garantiza que no se cicle ya que es imposible continuar
construyendo el arbol.

Definicién 13. La funcion vueltaAtras(nodoActual, pilaNodos, backtrackNodos,
arbol) = hayAlt, arbol realiza una vuelta atras siempre que sea necesario, con el obje-
tivo de probar otras alternativas de estructuras sintacticas de arbol que permitan satisfacer
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3. ALGORITMO DE SATISFACCION

la férmula. En el caso de que haya nodos en la lista nodosHijos, estos nodos sustitui-
ran al nodo actual y sus alternativas o al nodo padre del nodo actual y sus alternativas,
debido a casos especiales de modalidades inversas en operadores caja. En caso contrario,
unicamente se toma el nodo en la cabeza de la lista nodoActual y realiza la vuelta atras
hasta el punto en el que ese nodo fue agregado a la estructura sintéctica de arbol.

= Si el tamafio de la lista nodosHijos es mayor que cero, entonces:

Se crea una variable auxiliar vNodoActual < nodoActual.

Se toma el primer nodo nPH en nodosHi jos y se verifica si n” Hp,qy. es distinto
de nodoActual,qgre, entonces:

o Se establece vNodoActual < nodoActualy,gye.

Se crea una lista de nodos llamada nodosPadreQ < [vNodoActual] y una
variable nodoItera <+ v NodoActualjerechq. Mientras nodoItera sea distinto de
un valor nulo, se agrega el nodo nodoItera y se modifica el valor: nodoItera <
nodolteragerecha-

Mientras la longitud de pilaNodos > 0 se verifica si el elemento en la cabeza
de la pila esta contenido en la lista nodosPadre0, de ser asi se elimina de la
pila. En caso contrario, el ciclo termina.

Por cada nodo nS en nodosPadre0 se efectia lo siguiente: si la longitud de la
pila backtrackNodos > 0 y el nodo en la cabeza es igual a nS, entonces se
remueve dicho nodo de backtrackNodos.

Cada nodo en la lista nodosHijos se agrega a la pila pilaNodos.

Si el valor de vNodoActual,,g. es distinto de nulo, es decir, el nodo es raiz y
el nodo vNodoActual posee al menos un hijo, se realiza lo siguiente:

o Dada la lista de nodos hijos nHP del nodo vNodoActual,,s. Se proce-
de a realizar una busqueda hasta encontrar el primer nodo de la lista
nodosPadre0. Una vez que se localiza, se almacena la posiciéon del nodo en
la variable auxiliar iPH y posteriormente uno a uno se remueven de nHP,
hasta llegar al ultimo nodo de la lista nodosPadre0. Finalmente, en la po-
sicién iPH se insertan todos los nodos contenidos en la lista nodosHi jos.

La funcién retorna verdadero (hayAlt) y la variable arbol que corresponde a
la raiz de la estructura sintactica de arbol en construccién.

s En caso contrario:
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Se crea una pila vacia llamada pilaBusAlt y una variable llamada pNodoBack.
Si el parametro nodoActual posee un valor nulo, entonces:

o Se extrae el nodo cabBT de la cabeza de backtrackNodos.

o Mientras el nodo en la cabeza de pilaNodos sea distinto de cabBT y la
longitud de pilaNodos > 0, entonces se remueve el elemento en la cabeza
de pilaNodos.



o Si cabBT es distinto del elemento en la cabeza de pilaNodos, entonces la
funcién devuelve falso (hayAlt) y un valor nulo (arbol). En caso contrario
se establece pNodoBack < cabBT.

e SinodoActual no corresponde a un valor nulo, se agrega nodoActual a la pila
pilaBusAlt.

» Mientras la longitud de pilaBusAlt > 0, se realiza:
o Se extrae el elemento en la cabeza de pilaBusAlt y se establece a la
variable pNodoBack.
o Si pNodoBack,, ,;, = true y pNodoBack, ¢; = false, entonces:

o Si nodoActualpugre y (PNodoBack,, icrdq)padre 50N N0dos raices, es de-
cir, son distintos de un valor nulo, en la lista de nodos hijos del nodo
(pNodoBackwmwda)ere se busca el nodo pNodoBack
plaza por pNodoBack.

izquierda y se rem-

¢ Si nodoActualy,g. €s nodo raiz, pero (pNodoBack
es, entonces se establece arbol < pNodoBack.

izquierda)l’ad"“e no lo

¢ Se establece la bandera desact a verdadero para el nodo pNodoBack
asi como a todos sus nodos hijos.

¢ Se modifica pNodoBack,, 4;; con un valor de falso.

¢ Si el nodo pNodoBack
pNodoBack.

o Si pNodoBack, qp = true:

padre €5 T2z, entonces se actualiza arbol <

¢ Se desactiva el nodo pNodoBack estableciendo la bandera desact a
verdadero.

¢ Si la longitud de backtrackNodos = 0, la funcién devuelve falso
(hayAlt) y un valor nulo (arbol).

o Se extraen los nodos de la pila backtrackNodos mientras el nodo en
la cabeza esté deshabilitado, es decir, la bandera desact = true. Si la
longitud de backtrackNodos = 0 después de la extraccién, la funcion
devuelve falso (hayAlt) y un valor nulo (arbol).

o Mientras el nodo en la cabeza de pilaNodos sea distinto de cabBT y
la longitud de pilaNodos > 0, entonces se remueve el elemento en la
cabeza de pilaNodos.

¢ Si cabBT es distinto del elemento en la cabeza de pilaNodos, entonces
la funcién devuelve falso (hayAlt) y un valor nulo (arbol). En caso
contrario agrega cabBT a la pila pilaBusAlt.

o Si ninguna de las dos condiciones anteriores sucedi6, la funcién retorna
falso (hayAlt) y un valor nulo (arbol).

 La funcién regresa verdadero (hayAlt) y la variable arbol.

Ejemplo 3.8. Se observa en la Figura 3.7 un ejemplo de backtracking realizado por la
funciéon vueltaAtras. Considere la formula ¢, el conjunto Lean(¢s), el arbol justo antes
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ds = Op A (O (Dg A—q) V)

Lean(¢s) = {Q(p ATq), p, g, ¢, =g, r, 5, OT, OT}

n1 no
h nodoActual = ny
1
arbol = ni :{®p7 @(@q/\_'q)v @Tv <2>T7 E}
(antes) n, ny 2= (Op, r, OT}
e e B ns ={QT, p, QB}
i n4:{@—l—a @q/\_‘Qa @T? E}

pilaNodos  backtrackNodos (

(antes) (antes) b ns = {OT, ¢, ¢, O, OOE)
n2
vueltaAtras(nodoActual, pilaNodos, ALt — ¢ arbol /:O
backtrackNodos, arbol) = hayAlt, arbol ayAlt = true (después)

=

Y P ;5 ne O n2

pilaNodos  backtrackNodos pilaNodos backtrackNodos

Figura 3.7: Ejemplo de ejecucion de la funcién vueltaAtras con ¢s; como entrada.

del backtracking, y las pilas pilaNodos y backtrackNodos.

En este caso se identifica una contradiccion al momento de que el nodo n4 es procesado
por la funcion siguiente y no cuenta con nodos alternativos. Este nodo esta dibujado con
una linea punteada més prominente y etiquetado como ns. La funcién vueltaAtras se
ejecuta y el primer paso que realiza es tomar el siguiente nodo de la pila backtrackNodos.

El nodo disponible para realizar backtracking es no porque fue el que se extrajo de
backtrackNodos. Posteriormente, se comienzan a extraer los nodos de la pila llamada
pilaNodos hasta encontrar el nodo ny. En este caso es el primero que resulta de extraer
el primer nodo de pilaNodos.

Finalmente, el algoritmo sustituye en el arbol el nuevo nodo a probar ns. Todas las ramas
y nodos de niveles inferiores se eliminan, tomando como referencia dicho nodo. Lo que en
el ejemplo se traduce en volver a comenzar desde un nodo raiz n,. La funcién retorna la
bandera hayAlt con un valor verdadero para indicar al algoritmo que puede continuar.

Ejemplo 3.9. En la Figura 3.8 se observa otro caso de backtracking adicional al mostrado
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¢6:@>(p/\q)/\(ﬂq\/rv<9)

Lean(¢s) = {Q(p AEq), p, Bq, ¢, ~q, 7, s, OT, OT}

ni na ns

Q T 1 = {O(p A Hg), ~g, T}
o ny = {QpAEy), r, OT}
arbol = Il ng = {@ p/\ .q @T}
: | N2
_ (antes) Y
- e L na ={QT, p. Dg. Pq}
pilaNodos  backtrackNodos
(antes) (antes) hayAlt = true
, , nodoActual = ny
n n.
vueltaAtrés(nodoActual, pilaNodos, ol CS 3 nly = {é}(p/\lq @T q}
backtrackNodos, arbol) = hayAlt, arbol arbo o nh = {@(p/\lq , O, q}
(después)
Nodo que no se considera n
debido a contradiccion: O n, = {Q(pAd 7 7
n2 ll: O nh
/| ma /e L L
pilaNodos backtrackNodos pilaNodos  backtrackNodos

Figura 3.8: Ejemplo de ejecuciéon de la funcién vueltaAtras con ¢g como entrada.

en el ejemplo anterior. Considere la férmula ¢g, el conjunto Lean(¢g), el arbol justo antes
del backtracking, y las pilas pilaNodos y backtrackNodos.

En este caso, no se produce una contradiccion directamente sino una inconsistencia en la
estructura sintactica de arbol. Esta se produce cuando la funcién siguiente ha recibido
a np y se intenta generar el inico nodo hijo ny. Se puede observar que existe una férmula
modal caja [ilg contenida en ny. En este caso, la funcién siguiente verifica que g se
cumpla en el nodo padre ny, debido a la modalidad inversa de la férmula modal caja.

Se genera la inconsistencia, puesto que ¢ no esta contenida en el nodo padre de ny. Enton-
ces la funcién vueltaAtras debe regenerar el nodo padre y las alternativas de dicho nodo
padre. En este caso, basta con que ¢ esté contenida en ny, ny y ng, por lo que procede a
realizarlo. No obstante, al agregar g a n; e intentar construir el nodo n} se produce una
contradiccion, como se puede observar en el ejemplo, por esta razéon debe eliminarse.

47



3. ALGORITMO DE SATISFACCION

En este proceso, el algoritmo obtiene los préoximos nodos de la pila backtrackNodos hasta
extraer por completo los nodos alternativos de n;, asi como en la pila llamada pilaNodos.
Posteriormente, los nuevos nodos n}, y nj se agregan a pilaNodos para que en la préxima
iteracion el algoritmo considere n). Finalmente, se agrega nj a la pila backtrackNodos
puesto que es un nodo alternativo.

Definicién 14. La funciéon genAncesFormulas se encarga de generar féormulas que se
cumpliran en los nodos ancestros, como se detalla en los ltimos dos puntos de la Defini-
cion 7.

En el algoritmo esta funcién recibe el conjunto lean y tiene acceso al arbol sintactico de
la féormula de entrada, asi como al nivelActual del arbol. Comienza a generar en cada
llamado las formulas que podran estar contenidas en los nodos y que se satisfacen en no-
dos padres, abuelos, etc. Se realiza un llamado conforme se va incrementando el nimero
de niveles de la estructura sintactica de arbol, es decir, un llamado por cada nivel, por lo
que sin importar si se realiza una vuelta atras estas formulas permanecen sin cambios ya
que se consideran todas las posibilidades al momento de generar las férmulas.

A partir del arbol sintactico de la formula de entrada ¢ se realiza el siguiente proceso:

= Si no se ha creado ancesLNodos, se crea una lista vacia ancesLNodos, la cual alma-
cenard listas de nodos.

Si la lista respaldoAFormu no se ha construido, se le asigna una lista vacia, que
guardard una lista de listas de nodos.

Si la lista ancesFérmulas no existe, se establece ancesFérmulas < [ ].

Se obtienen las férmulas que deben estar presentes en el nivel uno (nodos raices)
acorde con la Definicion 9, I- ¢, la lista de nodos generados se llamara nodosG.

Si ancesLNodos es vacia

e Por cada nodo en nodosG se realiza lo siguiente:

o Se extraen las formulas modales diamante presentes en el nodo y se obtiene
la modalidad inversa n.

o Se genera una nueva férmula 1y = @(po A ... A p;) de manera que p;
corresponde a las variables proposicionales presentes en el nodo.

o Todas las féormulas generadas en el paso anterior se almacenan en una lista y
se agregan a ancesFoérmulas.

o Se debe efectiia un respaldo de ancesLNodos que sera almacenado en la lista
respaldoAFormu.

= En caso contrario, si la longitud de ancesLNodos > 0:
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Se debe realizar un respaldo de ancesLNodos que serd almacenado en la lista
respaldoAFormu.

Se eliminan las variables proposicionales contenidas en cada nodo de cada
lista de ancesLNodos y se eliminan nodos repetidos en cada lista presente en
ancesLNodos, el objetivo es avanzar al siguiente nivel de profundidad de entre
las estructuras sintacticas de arbol.

Se define la variable rvueltaAtras «+ false.

Mientras no se haya generado la lista de férmulas correspondiente al nivel
actual (ancesFérmulaspivesctual ):

o Si se realizé una vuelta atras se eliminan las variables proposicionales con-
tenidas en cada nodo de cada lista de ancesLNodos y se eliminan nodos
repetidos en cada lista presente en ancesLNodos.

o Si el nivelActual indica que la funcién se encuentra en un nivel distinto
del raiz:

1. Por cada lista de nodos en ancesLNodos, se verifica si existe un caso:
cuando en un nodo existe una féormula testigo @T y una férmula 1), =
[Eh).o, entonces se extrae la subféormula 1.5 y acorde con la Definicién 9
se realiza IF 1. Esto generarda una lista de nodos con férmulas que
deberan satisfacerse en el nodo padre por cada rama rLF. Se crea una
lista LF que tendra almacenado el producto cruz de LF con la lista de
nodos rLF, como si de conjuntos se tratase.

2. Si la lista rLF no es vacia, se verifica que las féormulas de cada lis-
ta de nodos generados en rLF estén presentes en su nodo padre. El
nodo padre estd almacenado en un nivel superior del arbol que es-
ta4 contenido en respaldoAFormu en la posicion nivelActual — 1, se
verifica que dicho nodo padre genere al nodo hijo. Si no estan pre-
sentes, en el nodo padre se agregan las formulas de rLF y se habili-
ta la bandera rVueltaAtras < true, en caso contrario se mantiene
rVueltaAtras <« false.

3. Si rVueltaAtras = true, se actualiza la variable nivelActual <
nivelActual — 1, ancesLNodos < respaldoAFormu ; .;sctua1 Y S€ g€-
nera una nueva féormula ¢y = @(po A ... A\ p;) de manera que p; co-
rresponde a las variables proposicionales presentes en cada nodo pa-
dre afectado, de manera que cada férmula nueva se agrega a la lista
ancesLNodospivelactual -

o Si rVueltaAtras = false, por cada lista de nodos en ancesLNodos, que
representa los posibles nodos de una sola rama del nivel actual, se efectia
lo siguiente:

¢ Se agrupan por un lado las férmulas modales diamante en listas indi-
viduales, separado por modalidades, y se almacenan en formuDiam, y
por otro lado las férmulas modales caja, también en listas individuales
separado por modalidades que seran guardadas en la lista formuCaja.
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20

Considerando cada férmula modal diamante, se extrae la modalidad y
sin repetirlas se agregan a la lista modDiam.

Se crea una lista vacia nombrada appCaja.

Por cada lista contenida en formuCaja, que contiene férmulas modales
de la forma [nli).3, se obtienen las férmulas que deben estar presentes
en un nodo, dada la Definiciéon 9, realizando IF ¢.3. Se fusionan todos
los nodos obtenidos de una misma lista de formulas modales caja, si es
que no hay contradicciones, y se agrega el nodo resultante a appCaja.

Por cada lista almacenada en formuDiam, que posee férmulas modales
de la forma @wdg, se extraen las formulas que deben estar presentes en
un nodo, dada la Definicién 9, realizando I+ 143. Cada nodo, pertene-
ciente a una misma lista de formulas modales diamante, se almacena
en una lista llamada mAppDiam y se realiza lo siguiente: para cada ele-
mento de mAppDiam se crea un nuevo nodo que fusione mAppDiam; y
cada posibilidad del conjunto potencia de todos los nodos subsecuentes
de mAppDiam,, finalmente cada nuevo nodo se almacena en appDiam.

Después de realizar los dos pasos anteriores se tiene una lista de nodos
appCaja y una lista de listas de nodos llamada appDiam, donde cada
lista corresponde a una rama de nodos hijos que origina cada férmula
de una misma modalidad del tipo diamante.

Por cada nodo aNC en appCaja que fue originado por férmulas modales
caja de modalidad n, se procede a identificar la lista 1AD en appDiam
que haya sido originada por férmulas modales diamante de modalidad
n y posteriormente, se agregan las formulas del nodo aNC a cada nodo
de la lista 1AD.

Cualquier nodo repetido, sobre la misma lista, o que posea contra-
dicciones con respecto a sus variables proposicionales se remueve de
appDiam.

Considera cada lista 1AD de nodos contenida en appDiam y cada nodo
existente en dicha lista para realizar lo siguiente: se genera una nueva
formula 19 = @(po A...Ap;) de manera que p; corresponde a las varia-
bles proposicionales presentes en ese nodo, tal que n es la modalidad
de las férmulas modales diamante que originaron la lista 1AD.

Todas las formulas generadas en el paso anterior se almacenan en una
lista y se agregan a ancesFérmulas.

Se establece ancesLNodos < [ | y cada lista de nodos en appDiam se
agrega a ancesLNodos.

En este punto se repiten los pasos enumerados anteriormente en el
mismo orden.

Si rVueltaAtras = false, entonces se realiza lo siguiente: considere
cada modalidad n; contenida en modDiam y cada férmula 1)y tomada



o1 =Q(-pVa) AQrADs)A(pV )

Lean(¢7) = {Q(=pV @), —p, ¢. @ ADs), r, Vs,
s, p, t, B, OT, OT, &T, ©T}

nivelActual = 0 ancesFérmulas = ||
(antes) (antes)

genAncesFérmulas(Lean(¢7), ¢7, nivelActual, ancesFérmulas)

ancesFormulas = [[Qp, Op, O, &1 nivelActual = 1
(después) (después)

genAncesFormulas(Lean(¢7), ¢7, nivelActual, ancesFérmulas)

ancesFérmulas = [[@p, @p, @t, <2>t], nivelActual = 2

(después) Or, OOp, OOp, HS1. ©O1] (desputs)

n ={®(ﬂp\/Q)%A ®s), p, OT, OT}
ny = {OT, —,(Op}

ng = {<2>T, T, @s, @T

s = 107, 200600

Férmulas provenientes
de ancesFérmulas.

Figura 3.9: Ejemplo de la salida de la funcién genancesFérmulas ante una férmula ¢;.

de la lista ancesFormulas, se procede a crear una nueva féormula 1, =
@wg y agregarla a ancesFérmulas en la posicion nivelActual.

Ejemplo 3.10. En la Figura 3.9 se observa una férmula ¢ y el conjunto Lean(¢z). Ini-
cialmente, la variable nivelActual empieza en cero, puesto que es cuanto el algoritmo
comienza a generar nodos raices. Adicionalmente, ancesFérmulas es una lista vacia que
almacenard la salida de la funcién genAncesFérmulas. En el momento en el que la funcién
siguiente recibe el primer nodo raiz, la funciéon genAncesFérmulas se ejecuta interna-
mente.

Después de la ejecucion se observan que se ha generado una lista con 4 férmulas modales
diamante. Las féormulas se construyen con la conjuncién de las variables proposicionales
de cada nodo del nivelActual. En este caso, habria solamente dos posibles nodos. En el
caso de ny contiene nicamente a p y su nodo alternativo contendria tinicamente a t.

Una vez que se tienen las férmulas anteriores, es necesario concatenar a cada férmula
construida un operador modal diamante con la modalidad inversa de todas las férmulas
modales diamante contenidas en n;. En este caso, solo hay dos operadores modales que
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s = Q(@g v ED(r A Ds) A g ARI(D—s A Q1)

Lean(ps) = {®(@g v D(r A &), Dg, ¢, D(r A Ds), 7, Os, 5, =g, B(O-s A Pt),
O-s, =s, &t, t, £, OT, OT, OT, OT, T, &T}

Salida del algoritmo:

(OT, @(—qnr), s,

{@I @(ﬁq/\r)y 2 O-s, &, OT, @T}

D(r A ds), E}
(OT, Os, ns {OT, s,
@@(ﬁq/\r)a ﬁS} @@(ﬁq/\r% t}

Figura 3.10: Estructura sintéctica de arbol 2(; que retorna el algoritmo cuando su entrada

es ¢s.

g

seran concatenados: @ y @ Esto genera las cuatro formulas.

Finalmente, la variable nivelActual se incrementa. Se observa que ancesFérmulas es
una lista de listas, debido a que se genera una lista cada vez que se llama a la funcion y
se agrega a ancesFoérmulas.

La siguiente llamada a ancesFérmulas se realiza cuando la funcién siguiente recibe a
ng, que corresponde a el primer nodo del nivel 1 en la estructura sintactica de arbol. Nue-
vamente, se repite el mismo proceso. En nz no vay variables proposicionales sin negacion.
Por otro lado en ny esta r. Dadas las férmulas modales diamante de ng y ny se considera
Unicamente la modalid: @ De alli surge la formula @r presente en ancesFoérmulas.

Finalmente, cuando el nivelActual es uno o mayor, la funcién genAncesFérmulas toma
las férmulas generadas del nivel previo y concatena las modalidades consideradas para
este nivel. Por esta razon es que se construye, por ejemplo, la féormula @@p, debido a que
proviene de concatenar @ con @p.

A continuacién se muestran algunos ejemplos del funcionamiento del algoritmo, para ello
se emplearan férmulas que se satisfacen. Se analizaran entradas y salidas de un par de
funciones esenciales, ademéas de presentar la estructura sintactica de arbol resultante y
una estructura de Kripke con forma de arbol que satisface a la féormula y que se puede
derivar facilmente de la salida del algoritmo.

Ejemplo 3.11. En la Figura 3.10 se muestra la formula ¢g y la estructura sintactica de
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¢s = O(@q v E(r A Ds)) A =g ANE(D—s A D)

W = {w, wa, w3, wy,ws}

R = {Rl, Rs, Rg, RT’ Rﬁ, Rg}

R = {(w1,w2), (w3, ws)}

Ry = {(w2,w1), (wa,ws3)}

Ry = {(w1,w3)} r) = {w

Ry = {(ws3,w1)} ‘{;ES; ; Ew;ﬁ
3 = w3, ws Vig) = {}

)
Figura 3.11: Estructura de Kripke 913 que satisface ¢s.

arbol que retorna el algoritmo ante esta entrada. Cada nodo de la estructura sintactica
de arbol posee un conjunto de férmulas que se muestran a un costado de cada nodo.

Se puede observar que la subférmula [T origina una contradiccién debido a que deberd
estar presente ¢ en el nodo raiz, y ya esta presente la formula —¢q. En este caso el algoritmo
intenta construir un nodo hijo alternativo que contiene [Tl(r A @s), el cual es originado
debido a la disyuncién de la subférmula g v E(r A <2>s)

Finalmente, se puede apreciar que al existir dos formulas con modalidad diamante, por
ejemplo, en el nodo n; o ns el algoritmo debe crear dos ramas independientes. Si no se
hubiera generado una contradiccién con [Tg el nodo n; tendria una tinica rama.

Considerando la estructura sintéctica de arbol 2l; que retorna el algoritmo frente a la
formula de entrada ¢g, es posible construir una estructura de Kripke que satisfaga ¢s,
como se muestra en la Figura 3.11. Esta propiedad se conoce como coherencia y en este
trabajo estd incluido en la prueba de correcciéon del algoritmo en el Teorema 2.

Se puede visualizar que en la estructura de Kripke ya no es necesario mantener las ne-
gaciones de variables proposicionales ni la variable proposicional comodin FE, debido a
que la funcién de valuacién V retorna aquellos mundos donde se cumple cierta variable
proposicional. En caso de que en un mundo no se cumpla ninguna féormula, la funcién V
para todas las variables proposicionales retornara conjuntos que no contendran a dicho
mundo.

Ejemplo 3.12. A continuacién se describe brevemente otro ejemplo ante la féormula de
entrada ¢9 y la salida del algoritmo, mostrado en la Figura 3.12. En este ejemplo, la
estructura sintactica de arbol posee 5 niveles de profundidad. La féormula de entrada esta
compuesta mayormente por féormulas modales diamante con el objetivo de forzar que el
arbol tenga una anchura y profundidad mayor.
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¢ = Qg AT) A (DpABgA (Qr AB(D-1)))

Lean(¢g) = {Q (g Ar) A (Dp A @ (g A (Dr ABI(Dt))) r, Op. p, Q@@ (Or AB(D-1))),
¢, Or, r, B(O-t), O-t, —t, E, OT, @T @T &T}

Salida del algoritmo: () (@ (g ar) A (Gp A Dla n (Or AB(O-1)))), B, OT)

1
(0T, OF, ¢, r, Op, QA (Or AB (D))
. QT, &, OT}

ns 5 2 ns

{(OT, Ognr), OOE, p} na (QT, @arr), @OE, -t}
O 9T, Ggnr)., OOE, ¢, Or, @(O-1)}
2

n6<> (0T, ©q, ©Q(gnr),
o QOOE, r, O-t, OT)

() A{OT, &r, ©0q,
Q0d(anr), QQOOE, —t}

Figura 3.12: Estructura sintéctica de arbol 2, que retorna el algoritmo cuando su entrada

es ¢g.

Si se observa el nodo ny4 se aprecia la presencia de la férmula (@—'t). Esta formula ori-
gina, acorde a la Definicién 9, que deba estar presente la formula @—'t en todos los nodos
vecinos a los que se puede llegar mediante la modalidad 2, debido a la seméntica del
operador modal caja. Como se permiten inversas, la férmula @ﬂt debera estar contenida
tanto en ng como en nso.

Finalmente, al igual que en el ejemplo anterior, a partir de la estructura sintactica de arbol
se puede generar una estructura de Kripke que satisface la férmula, la cual se observa en
la Figura 3.13.

Prueba de correccién

Con el objetivo de realizar la prueba de correcciéon del algoritmo se deberd demostrar los
conceptos de coherencia y completitud, los cuales se detallan a continuacién.

Teorema 2. (Coherencia). Si el algoritmo recibe una férmula ¢ y retorna verdadero, ade-
mas de una estructura sintactica de arbol 2 = (raiz, Ay, ..., ;), entonces ¢ se satisface
bajo una estructura de Kripke 9t = (W, R, V') en un nodo w € W. Es decir, raiz I ¢
implica M, w |= ¢
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g9 = Qg Ar) A (Dp A Qg A (Or NBI(D-1))))

w; @ W = {w1, w2, w3, wa, w5, we, wr}

. R = {Rl,Rg,RT,Rg}

R = {(w2,w3), (w2, w1)}
ws Ry = {(ws,w2), (w1, w2)}
1 D) Ry = {(w27w5)7(w47w6)7

s 2 g (wG’ w7)7 (U}4, w2)}
Wy R§ = {(w57 w2)a (w67 w4)7 }
0) (w7, we), (w2, wq)}
2
Vi(r) = {w2,we}
() V(p) = {ws}
2 V) = {}
wr () V(g) = {w2, w4}

Figura 3.13: Estructura de Kripke 2, que satisface ¢q.

Prueba. La prueba del Teorema 2 se realiza mediante inducciéon estructural sobre la
formula de entrada ¢, considerando que a partir de la estructura sintactica de arbol que
retorna el algoritmo se puede construir una estructura de Kripke que satisface la misma
formula de entrada del algoritmo. Esta prueba es constructiva en el sentido de que se
expresa paso a paso como generar la estructura de Kripke.

Casos base.

= La formula ¢ es una variable proposicional p. El algoritmo devuelve verdadero y
una estructura sintactica de arbol 21 con un tnico nodo: (raiz), tal que p € raiz.
La estructura sintactica de arbol 2 se puede convertir en una estructura de Kripke
M= (W,R,V), de manera que W = {raiz}, R ={} y V(p) = {raiz}. La férmula
¢ se sostiene en 9.

= La formula ¢ tiene la forma —p. El algoritmo devuelve verdadero y una estructura
sintactica de arbol 24 con un solo nodo: (raiz), tal que —p € raiz. La estructura
sintdctica de arbol A se puede convertir en una estructura de Kripke 0t = (W, R, V),
de manera que W = {raiz}, R = {} y V(p) = {}, entonces la férmula ¢ se mantiene
en 9.

Paso inductivo.

» La férmula es una disyunciéon: ¢ = 11 V ¢,. El algoritmo devuelve una estructura
sintactica de arbol 2 de modo que en el nodo raiz se cumple raiz I+ ¢. Se puede
afirmar que raiz I- ¢y o raiz IF ¢o. Por hipotesis de induccién existe una estructura
de Kripke 9 que satisface a algunas de las dos férmulas: M, w' =11 0o M, w' =
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9. Por lo que se puede concluir que en 9 se sostiene ¢ = 11 V 1y, es decir
M, w' = o.

La férmula contiene un operador de conjuncion: ¢ = 11 A1s. Se sostiene que raiz IF
¢. Por lo que las féormulas 1, y 15 de manera independiente mantienen raiz I+ 1,
y raiz IF 1y verdaderas. Al aplicar la hipétesis de induccién se obtiene una tnica
estructura de Kripke 9 que satisface a cada féormula v, y 1), debido a que la
estructura sintactica de arbol del que se genera la estructura con la hipdtesis de
induccion es la misma: M’ w’' = ¢y y M, w' = 9. En consecuencia, la estructura
M’ satisface ¥y A 1o,

La féormula posee un operador modal de posibilidad: ¢ = @@b. El algoritmo retorna
una estructura sintactica de arbol 2 = (raiz, 2, ..., ;). En algin subdrbol 2" €
(244, ..., 2;) relacionado mediante la modalidad m, es decir, en el nodo raiz de 2’
(raizy ) debe estar incluida la férmula @T, se cumple raizy IF 1. Por hipotesis de
induccion se obtiene una estructura de Kripke 9" = (W', R’, V') donde se mantiene
Y enw €W,

Es posible construir una estructura de Kripke 9t = (W, R,V) de manera que el
conjunto de mundos se define como: W = W’ U {raiz}; la familia de relaciones:
R =R tal que R, = R, U {(raiz,raizy)} y R = Rz U {(ratzq,raiz)}; y la
funcion de valuacién: V- =V’ de modo que para todas las variables proposicionales
p € raiz se considera V'(p) = V'(p) U {raiz}. Dicha estructura 9 satisface a la
formula ¢ en el nodo raiz.

» La férmula estd compuesta por un operador modal de necesidad: ¢ = [ml1).

 El algoritmo devuelve una estructura sintactica de arbol 2 = (raiz) con un
unico nodo, de manera que raiz IF ¢. Se genera una estructura de Kripke
M= W, R,V)con W = {raiz}, R = {} y V(p) = {}. La férmula ¢ se

satisface en M.

« Elalgoritmo devuelve una estructura sintéctica de arbol 2 = (raiz, Ay, ..., 2;),
con mas de un nodo, donde se mantiene raiz IF ¢. En todos las subestructuras
sintacticas de arbol 2! € (A, ..., ;) que posean la féormula @T en su nodo
raiz (raizy ), se cumple raizy IF ). Por hipétesis de induccién cada estructura
sintactica de arbol 2! se puede transformar en una estructura de Kripke 9,
que satisface a la férmula 1. De manera que la construcciéon de la estructura de
Kripke 9t = (W, R, V') que satisface a la férmula ¢ se define a continuacién.

De manera inicial se considera el mismo nodo raiz de 2 en la estructura de
Kripke 9, por lo que W = {raiz}. Ademds, para todas las variables proposi-
cionales p € raiz se debe considerar V' (p) = {raiz}.

Posteriormente, por cada estructura 9V, se realiza lo siguiente: el conjunto de
mundos se define como W = W U W/; la familia de relaciones R = R U R/, de
manera que R, = R U{(raiz, raizy)}y Ry, = Ry, U{(raizy,, raiz)};



la funcién de valuacion se describe como: para todas las variables proposiciona-
les g € ¢, V(q) =V(q)UV!(q). Asi, en la estructura 9t se mantiene la formula

o.

Por consiguiente, queda demostrado el Teorema 2 relacionado a la coherencia del algorit-
mo. Para probar la completitud se requiere de una definiciéon adicional, la cual permita
convertir cualquier estructura de Kripke en una estructura sintactica de arbol y mantener
la satisfaccion de la formula.

Teorema 3. Si existe una estructura de Kripke 91 que satisface a una férmula ¢ en
un mundo w de dicho modelo, entonces existe una estructura sintactica de arbol 2 =
(r, 2y, Ay, ..., 2A,) en donde se cumple r IF ¢.

Prueba. La estructura de Kripke 2 se puede convertir en una estructura que posee
la propiedad de modelo de arbol 9t empleando el Teorema 1 (Propiedad de modelo de
arbol). La férmula de entrada ¢ estd en su forma normal negativa, sin pérdida de gene-
ralidad empleando la Definicién 2. El conjunto lean se genera dada la férmula ¢, como se
especifica en la Definicién 6.

Casos base.

» La férmula tiene la forma: ¢ = p. Existe una estructura 0, = (W, R, V), tal que
W ={w}, R ={}y V(p) = {w}. Con base en dicha estructura es posible crear
una estructura sintéctica de arbol 20 = () de manera que el conjunto de férmulas
de r = {p} y p € lean. Se sostiene r I- ¢.

= Sila formula ¢ es la negacién de una variable proposicional —p, entonces existe una
estructura My, = (W, R, V) con W ={w}, R={}y V(p) = {}. Con base en I,
se crea la estructura sintactica de arbol 2 = (r), tal que las férmulas en dicho nodo
son: {—p} y —p € lean. Se cumple r IF ¢.

Paso inductivo.

s La férmula contiene un operador de disyuncion: ¢ = 1)1 V 1), entonces existe una
estructura M = (W, R, V') que satisface a ¢ en el nodo w € W. Dicha estructura
satisface a ¢ 0 a 1, es decir, se cumple que M, w = 11 0 M, w = 1y, por lo que
por hipétesis de induccion existe una estructura sintactica de arbol 21 de manera que
en el nodo r se sostiene r IF 1y o r IF 5. En conclusion en la estructura sintactica
de arbol 2 se cumple r I+ ¢.

» La férmula es una conjuncion: ¢ = 91 A 19. Existe una estructura 9 = (W, R, V)
que satisface a ¢ en w € W. En la estructura 9 se satisfacen de manera disyunta
bajo el mismo nodo las férmulas 11 y 19, es decir, se cumple que M, w = ¢y y
M, w = 1. Al aplicar la hipétesis de induccién existe una estructura sintactica de
arbol 2 con nodo raiz r tal que r I 91 y r IF 5. En consecuencia, en la estructura
sintactica de arbol 2 se cumple r I ¢.
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s Para el caso modal de posibilidad: ¢ = @2/1. Una estructura M = (W, R, V) satis-
face a ¢ en w € W. En algiin nodo h con (w, h) € R,, se sostiene 1. Por hip6tesis
de induccién existe una estructura sintéctica de arbol ' = (', ', ..., A’;), tal que
r’" Ik 1p. Se crea un nuevo nodo raiz = {@ T, E}. Al conjunto de férmulas de ' se
le agregan las férmulas @T y @E . Se construye la estructura sintactica de arbol
A = (raiz,A") y en el nodo raiz de 2 se cumple raiz I ¢.

» La férmula tiene la forma: ¢ = ).

o La estructura 91, donde se satisface ¢ posee un tinico mundo w, es decir
M, w = ¢. Considere una estructura sintactica de arbol A = (r), de ma-
nera que r = {[W¢, F}. Las férmulas de r se encuentran en el conjunto lean
de ¢ y en ese nodo se mantiene 7 |- ¢.

o Existe una estructura 9, = (W, R, V') que sostiene ¢ en w € W. Para todos los
nodos h; con (w, h;) € R,, se sostiene 1. Aplicando la hipdtesis de induccion,
existen 7 estructuras sintacticas de arbol A'; = (v}, A’y, ..., A’;) y en el nodo
r; se cumple 2U'; |- 7). Se crea el nodo raiz = {@ T, E}. A cada nodo 7} se le
agregan las férmulas @T y @E . Se establece la estructura sintéctica de arbol
A = (raiz, Ay, ..., A';) en donde se sostiene raiz I+ ¢.

Teorema 4. (Completitud). Si una féormula ¢ se satisface bajo alguna estructura de
Kripke 9t = (W, R, V') en un nodo r € W, entonces el algoritmo devuelve verdadero
y una estructura sintactica de arbol A = (raiz, 2, ..., 2;), considerando la féormula ¢
como entrada. Por lo que se sostiene que M, r = ¢ implica raiz I+ ¢.

Prueba. La estructura de Kripke 971 se puede convertir en una estructura que posee
la propiedad de modelo de arbol 97t' empleando el Teorema 1, donde ¢ se satisface en el
mismo nodo r. La prueba de completitud se realiza mediante induccion sobre la altura
de M'. Asi mismo, esta prueba es constructiva, porque se especifica como generar la
estructura de arbol sintactico de manera explicita a partir de la estructura de Kripke que
satisface la férmula.

Caso base

» La estructura MM' = (W, R, V) estd compuesta por un tinico nodo: r € W y en dicho
nodo se satisface ¢. Empleando el Teorema 3, se genera una estructura sintactica
de arbol 2 = (raiz) de manera que se sostiene raiz |- ¢.

Paso inductivo

» Se tiene una estructura con forma de drbol M' = (W, R, V) que satisface ¢ en
r € W. Existen subestructuras con forma de &rbol MM = (W, R;, Vi), tal que su
nodo raiz estd relacionado con r, es decir, existen las relaciones: (r, ;) € R, y
(r;, r) € R para alguna modalidad m. Por hipétesis de induccion, el algoritmo

o8



genera estructuras sintacticas de arbol 2(;, con nodos raices raizy,, por cada estruc-
tura 9.

Empleando el Teorema 3, la estructura 9" se puede transformar en una estructura
sintactica de arbol A" = (raizy, Ay, ..., Ay, ). Se toma el nodo raiz de 2" y se genera
un conjunto P = {py, ..., pn} de manera que P contiene todas las variables propo-
sicionales de raizg:. Posteriormente, considere cada formula modal de la forma @gp
en el conjunto de férmulas de raizg, existe algin nodo raizy, de la estructura sin-
tactica de arbol 2(;, donde raizy, I- ¢, en dicho nodo raizy, se agregan las férmulas

@T y @(pl, ..., Pm), Sl no estan presentes.

Por otro lado, por cada férmula modal de la forma [ ¢, en el conjunto de férmulas
del nodo raizy se efecttia lo siguiente: en todos los nodos raices raizy; de los arboles
sintacticos 2; se cumple raizy, I ¢'.

Finalmente, si el nodo raizy sirve como entrada a la funcién siguiente del algo-
ritmo este es capaz de generar todos los nodos raices de las estructuras sintacticas
de arbol 2; y devolver una estructura sintactica de arbol A = (raiz, Ay, ..., 2A,)
donde se cumple raiz IF ¢. De esta manera, queda demostrado el Teorema 4.
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CAPITULO 4

Implementacion

Para la implementacién del algoritmo de loégica multimodal K se debe determinar el
lenguaje de programacién apropiado, principalmente que ofrezca un buen rendimiento en
cuanto al tiempo de ejecucion y que permita manipular la memoria a bajo nivel. Para este
proceso de selecciéon se consideraron los lenguajes C, C++4, Java, Python, Go y Ocaml.

4.1. Analisis de los lenguajes de programacion

El lenguaje Python posee una comunidad muy activa, lo que implica que existe una am-
plia variedad de librerias que podrian ser ttiles para la implementacion del algoritmo. Sin
embargo, es un lenguaje sumamente lento debido a que el c6édigo debe interpretarse en
tiempo de ejecucion y no se dispone de un manejo de memoria apropiado, especialmente
en estructuras de datos dinamicas.

Por otro lado, el lenguaje Java ofrece un rendimiento superior a Python, ya que traduce
el codigo fuente a un cédigo intermedio, previo al lenguaje maquina. Sin embargo, los ob-
jetos son estructuras de datos mas complejas que podrian impactar en el uso de memoria,
en contraste con las estructuras tradicionales como las que existen en C.

En el caso de C y C++, a pesar de que permiten un manejo de memoria preciso y su
rendimiento es eficiente, la implementacién podria llevar méas tiempo en realizarse, debido
a que son lenguajes de bajo nivel. No obstante, es probable que el tiempo de ejecucion
sea considerablemente mejor que en otros lenguajes. Adicionalmente, ambos lenguajes son
compilados, por lo que las instrucciones se encuentran en cédigo maquina y su ejecucion
es directa.

La propuesta final consistio en emplear el lenguaje Go, ya que tiene un rendimiento similar
al lenguaje C, en algunas situaciones es atin mas rapido en tiempo de ejecuciéon compa-
rado con C, por ejemplo, para el procesamiento de estructuras de datos muy grandes
en memoria [8]. Ademds, puede llegar a ser més rapido en tiempo de ejecuciéon para al-
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gunas situaciones comparado Java, por ejemplo, para realizar operaciones con matrices [3].

El lenguaje Go esta fortalecido para la programacion concurrente, lo que permite a futuro
emplear computo en la nube para optimizar el algoritmo. Ademas, su sintaxis esta inspi-
rada en lenguajes como Python y C, asi la curva de aprendizaje es rapida y disminuye el
tiempo de desarrollo. Fue presentado por Google en 2009 y actualmente se emplea en la
infraestructura de sistemas distribuidos como alternativa a C++ y Java.

4.2. Implementacién del algoritmo

Para que el algoritmo pueda leer las férmulas y manipularlas se debe usar alguna bi-
blioteca auxiliar. En este trabajo se emple6 la biblioteca vartan [37], la cual genera un
analizador léxico y sintactico de tipo LALR(1) necesario para obtener el arbol sintactico
de las formulas de entrada. La informaciéon que requiere es una gramatica libre de con-
texto en notacion Backus-Naur, la especificacion de la prioridad de los operadores, su
asociatividad y la definiciéon de los simbolos del lenguaje.

En la Figura 4.1 se muestra un fragmento del cédigo que define la gramética libre de
contexto para la légica multimodal K con inversas, asi como la prioridad de los operado-
res codificada para funcionar en vartan. Se observa en el apartado #prec los operadores
escritos en orden de mayor a menor prioridad. Ademés se agrega la etiqueta #left o
#right para establecer la asociatividad por la izquierda o derecha, respectivamente.

Posteriormente, se escribe la gramatica sin importar el orden. Las variables empleadas
para hacerlo corresponden a la definicién de simbolos o secuencias de caracteres, que se
pueden representar con una expresion regular. Los operadores multimodales m y mi, estan
representados por una expresion regular que contiene cadenas de la forma [1] y <2>, se
representan con numeros naturales entre corchetes o simbolos de “menor y mayor que”.
Las modalidades inversas son analogas, sin embargo, se agrega una comilla simple seguida
del nimero para representarla, por ejemplo: <1'>y [3'].

Para definir las variables proposicionales se especificd una expresion regular que contiene
cadenas con cualquier letra mintscula del alfabeto (excepto 1) seguido de un guién bajo
y un numero natural. Algunos ejemplos de variables proposicionales son: p, g, 5. El
proposito de incluir el guiéon bajo y un niimero es con el objetivo de permitir una férmula
de entrada grande, que no esté limitada por el nimero de letras del alfabeto.

Adicionalmente, se incluyé la variable proposicional comodin F, que no se debe usar en la
formula de entrada, no obstante ayuda a clasificarla como tal a nivel sintactico. Los ope-
radores booleanos se definen con los siguientes caracteres: ~, /\, \/, =>, <=>. Un ejemplo
de una férmula sintdcticamente valida es: (p\/q) /\(x/\<2'>s)/\[1]1<3>q.
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#name formula;

#prec (

#left open_parenthesis close_parenthesis
#right neg

#right m mi

#left land
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#left imp
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Figura 4.1: Gramatica de la légica multimodal K con inversas codificada en la biblioteca
vartan en notacion Backus-Naur.

La biblioteca vartan posee una herramienta para compilar la gramatica y generar tres
archivos de codigo fuente listos para utilizar en la implementacion del algoritmo. Entre
estos archivos se encuentra una funcién que permite obtener el drbol sintactico dada una
cadena de caracteres, que en este caso corresponde con la formula de entrada de logica
multimodal K con inversas.

Posteriormente, a partir del arbol sintactico, se realiza la conversion de la féormula a la
forma normal negativa y se envia el arbol sintactico al algoritmo de satisfaccion. Después
se genera el conjunto lean. El conjunto lean es una lista de cadenas de caracteres que
contiene la informacién significativa de la férmula. Todos los nodos tinicamente pueden
tener formulas de este conjunto y algunas adicionales que se detallan en la Definicion 8
(nodos), por lo que en la implementacién cuando se requiere almacenar una férmula en
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un nodo se emplea un apuntador a algin elemento de la lista del lean.

En su mayor parte se traté de reutilizar la memoria del programa mediante el uso de
apuntadores, los cuales generalmente tienen un tamafio de 8 bytes en sistemas operati-
vos de 64 bits. Por ejemplo, si cada nodo almacena una lista de férmulas las cuales son
apuntadores a cadenas de caracteres y si se almacenan 100 féormulas, la lista ocuparia
un total de 800 bytes. En cambio, si se considera una lista de férmulas que almacena
cadenas de caracteres, si se almacena el mismo nimero de féormulas, suponiendo que el
promedio de la longitud de las formulas es de 15, la lista consumiria un total de 1500 bytes.

Lo anterior es inicamente un ejemplo de como el uso de apuntadores es beneficioso para el
algoritmo, ya que con formulas mucho mas grandes, la cantidad de nodos se va incremen-
tando, asi como el tamafio de las férmulas. Adicionalmente, como los nodos almacenan
algunas férmulas modales que se satisfacen en los nodos ancestros, a mayor profundidad
modal, aumenta el nimero y tamano de estas formulas.

El algoritmo después de generar los nodos hijos en la funciéon siguiente, debe comprobar
que los nodos no se repitan en el arbol. Debido a esto se debe hacer una comparacion
uno a uno entre cada nodo generado y todos los nodos actuales del arbol. Para hacer mas
eficiente verificar que dos nodos son o no son iguales, en primera instancia se considera el
tamano de la lista de apuntadores a férmulas del conjunto lean que poseen. Si no coin-
cide, entonces ya no es necesario verificar, puesto que se puede concluir que no son iguales.

En caso contrario, si el tamano de ambas listas de formulas coincide, se realiza una compa-
racion de apuntadores, lo que disminuye el tiempo de biisqueda porque se evita comparar
cadenas de caracteres, las cuales pueden llegar a ser demasiado grandes. Esta optimiza-
cion en la implementacion es necesaria porque la operacion se realiza en cada llamada a
la funcién siguiente, la cual se llama una vez por cada nodo hijo generado que ingresa
a la pila de nodos.

Cuando el algoritmo esta generando la estructura sintactica de arbol y falla la creacion de
alguna rama, ya sea que algiin nodo hijo generado se repita o que no cumpla las propieda-
des para ser un nodo, por ejemplo, que se haya encontrado contradicciones con respecto
a las variables proposicionales, entonces se realiza la operacién de backtracking.

Generalmente el backtracking se realiza empleando funciones recursivas, las cuales facili-
tan la implementacién. No obstante, la recursividad en nuestro caso no es eficiente, puesto
que por cada llamada de la funcién se generan copias de las variables auxiliares que se
emplean en el cuerpo de la funciéon recursiva. Por otro lado, el flujo de la ejecucion es
dificil de rastrear cuando se desea hacer una depuracién del programa.

Por lo tanto, en este algoritmo se optd por realizar un flujo lineal mediante ciclos ite-
rativos. Las operaciones de backtracking se simulan empleando una pila auxiliar que va
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¢ =D(=pAg) AD(s ANB(~gq V —r))

Conjunto lean en memoria

0x1000 0x100A 0x101D 0x1021

000 [ [11(~p/\@) | <1>(s/\[2'1(~q\/D)) | <I>T coo

N /)

{Ox1000 0x100A,0x101D,0x1021}

" U

O {[11 (~p/\q) ,<1>(s/\[2'] (~q\/1)) ,<1>T,E}

Figura 4.2: Ejemplo de representacion del lean y nodos en memoria.

almacenando los nodos del arbol a los cuales se debe regresar cuando alguna de las ramas
falla.

4.3. Optimizaciones

A manera de resumen, en esta subseccion se enlistaran las optimizaciones consideradas
para la implementacién del algoritmo y algunos ejemplos.

Uso de memoria dindmica. Una vez que se construye el conjunto lean, este se almacena
en memoria y se reutiliza para la generaciéon de los nodos. Por lo que cada nodo es una
lista de apuntadores al lean. En la Figura 4.2 se muestra de manera grafica un ejemplo de
como las férmulas del nodo w; se pueden codificar con base en las direcciones de memoria
donde estan almacenadas las formulas del lean.

Funcionamiento iterativo. El algoritmo se implement6 con un enfoque iterativo, por
lo que la recursiéon se evita con el objetivo es disminuir el consumo de memoria, que es
originado por las variables locales de la funciéon que se llama. Adicionalmente los llamados
de la funcién se acumulan en la pila de llamadas. Una mejor practica consiste en emplear
una pila para acumular los pardametros de la funcién y utilizar un ciclo que los extrae y
procesa uno a uno, hasta que la pila se vacia.

Fusién de nodos diamante. Cuando sea posible el algoritmo intentara realizar una fu-
sién de nodos. Por ejemplo, si se tiene la férmula ¢y = UYp A @q se puede observar que se
debe satisfacer p y ¢ en algiin mundo de una estructura que se relaciona con el nodo raiz
mediante la modalidad 1. En este caso, es posible construir una estructura sintactica de
arbol que posee un tnico nodo hijo que contiene ambas férmulas, ya que esto no ocasiona
contradicciones. En la Figura 4.3 se muestra de manera grafica la estructura sintactica de
arbol 2 que considera este caso.
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4. IMPLEMENTACION

o5 = Op A Qg 5 }Z@p/\ﬁ%p

A= (na, (n2)) A = (n}, (nh, nj))

n1 {Op, O¢. 0T, E} ni {Op, O¢. T, E}
1 L !

n2 {(OT.QE.p.q} {OT, 0B} m () {OT,0F, ¢}

Figura 4.3: Ejemplo de dos estructuras sintdcticas de arbol, tal que se cumple n; I- ¢f y
ny I ¢

No obstante, si por alguna contradiccién las variables no pudieran estar contenidas en un
mismo nodo, como sucede en el caso de tener la formula ¢’f = @p A @—qa, los nodos ter-
minan construyéndose por separado, ya que considerar p y —=p en un mismo nodo provoca
una contradiccién. El resultado se observa en la estructura sintéactica 2’ de la misma figura.

Cabe resaltar que esto solo aplica a férmulas modales con operador { y que posean
las mismas modalidades. Ademas, el algoritmo si encuentra algin tipo de contradiccion
futura, es decir, en un nodo més profundo ocasionada por esta fusion, llegara al caso de
intentar construir la estructura separando los nodos.
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CAPITULO 5

Experimentacion

Para la implementacion del algoritmo se empled la tltima version disponible del lenguaje
Go, la version 1.20 y el desarrollo continué hasta la versién 1.22, donde compila exito-
samente. Para medir el rendimiento del algoritmo, se utilizaron dos bibliotecas llamadas
testing y benchstat, la primera forma parte de la biblioteca estandar de Go y la segun-
da debe instalarse por separado.

La medicién se realiza sobre la funcién principal del programa, que incluye la lectura
de la férmula, la generacién de su arbol sintéctico, la conversion a la forma normal ne-
gativa, asi como el proceso algoritmico de determinar si la férmula se satisface o no. No
se tiene en cuenta el tiempo que tarda en cargar el ejecutable y las bibliotecas en memoria.

Con el objetivo de medir empiricamente el rendimiento del algoritmo y tener una refe-
rencia cuantificable, se generaron manualmente algunas férmulas que se satisfacen bajo
algin mundo de una estructura de Kripke y féormulas que no se satisfacen bajo ninguna
estructura, ademas se realiz6 experimentacion con algunas formulas obtenidas de trabajos
relacionados, de [27] y de un conjunto de férmulas conocido como TANCS2000 [31].

En el caso del conjunto de férmulas creadas manualmente, se define cada una a nivel
de implementacién como un elemento de una variable de tipo slice (muy similar a una
lista). Posteriormente se define una funcién, cuyo nombre debe comenzar necesariamente
con el prefijo Benchmark debido a las convenciones del lenguaje. Con ayuda del comando
go test se llama la funciéon anterior, la cual ejecuta el algoritmo tomando cada férmula
de la lista. Adicionalmente, en dicho comando se definen algunos parametros de configu-
racion para indicar que se realicen 1,000 llamadas a la funcién principal del algoritmo, ya
que internamente calcula la media de estas llamadas, y que este proceso se repita 10 veces.

Para el conjunto de féormulas pertenecientes al TANCS2000, se crearon archivos de texto
de manera que cada uno almacena una féormula. Posteriormente se ejecuta una funciéon
que sigue la misma nomenclatura que la mencionada en el parrafo anterior, que lee cada
archivo y después llama al algoritmo. Como estas formulas son mucho mas complejas se
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5. EXPERIMENTACION

establecio una unica llamada y el proceso se repitié 6 veces, que es lo minimo para tener
un intervalo de confianza por encima del 95 %. Las configuraciones para obtener buenas
mediciones se obtuvieron de manera experimental.

Posteriormente, se utiliza el comando benchstat para generar un resumen de los resulta-
dos. Por cada formula se calcula el tiempo medio y el intervalo de confianza. El intervalo
de confianza considera la dispersion que existe en las mediciones realizadas, por lo que el
caso ideal es obtener un valor pequeno, lo que significa que las mediciones de rendimiento
son fiables.

Los experimentos se realizaron en una computadora con un procesador Intel Core i5-4300U
a 1,90GHz con una velocidad maxima de 2,49GHz, 12GB de RAM DDR3 en sistema
operativo Windows 10. Con el objetivo de disminuir la variabilidad en las mediciones se
considerd una instalaciéon fresca del sistema operativo y sin ningin tipo de anti-virus.

5.1. Férmulas que se satisfacen bajo alguna
estructura

Para esta seccién, se realizaron dos experimentos distintos. El primero de estos, como se
muestra en la Tabla 5.1, consiste en un conjunto de férmulas de diferentes profundidades
modales maximas y con un nimero de a lo mas de 5 variables proposicionales.

Los tiempos presentados resultan satisfactorios debido a que el tiempo de ejecucién esta
alrededor de los milisegundos. Se puede observar que la profundidad modal maxima puede
influir en el tiempo de ejecucién, pero por supuesto hay distintos factores. Uno de ellos
es la anchura de la férmula, ya que eso provocara que la estructura sintactica de arbol
resultante posea multiples subarboles.

Un segundo factor que influye en el tiempo de ejecucién, es la cantidad de posibles arboles
que prueba el algoritmo antes de llegar a una conclusion de que la férmula se satisface. Por
ejemplo, una formula de este tipo puede contener contradicciones en las tiltimas ramas, en
un nivel profundo, por lo que el algoritmo debe realizar una vuelta atras, que en el peor
caso, es necesario probar con un nodo raiz distinto. Ademaés, es posible que este proceso
se repita una cantidad de veces considerable, dependiendo de la férmula de entrada.

Como segundo experimento, para verificar el impacto en el algoritmo de la anchura y
profundidad de los arboles construidos, se generaron féormulas modales con distintas con-
figuraciones, las cuales solamente poseen variables proposicionales en los nodos hojas. Este
experimento se pueden observar en la Tabla 5.2.

Se puede apreciar que el tiempo de ejecucién incrementa si la profundidad modal se man-
tiene fija y la anchura variable, como era de esperarse. Lo mismo sucede si la anchura se
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5.1. Férmulas que se satisfacen bajo alguna estructura

Tabla 5.1: Tiempo de ejecucién de formulas que se satisfacen bajo algin mundo de alguna
estructura de Kripke.

ID Formula Profundidad | Tiempo de
, ejecucion
modal max. (ms)

S1 “pATA=(pA—qgVS)VDAq 0 0.106 2%
S2 (~p A=g AT A=(r < q)A=(EpVr)A&-p) 1 0.270+2%
3 | =([@(=p A=) A O=(Pp < Qa) A (AP VgV T AS) 2 0.623+0%
94 @ p/\<2>q—>r \/<2>q\/r \/Sé/\@ p/\@q/\ 3 1.290 + 0%
Bl o) 000 h o) v Dog ) 0

g5 @@@p/\q A(r — s)) /\@@7‘%5)/\ 3 2.108 + 2%
(((—|p A =q) V @ (=p A —q)))) 0

56 | DOO( w3 (B(p A —q) VE(p A q) v s)) 3 2.859 + 1Y%
é p/\q V@@lﬁpAﬂQ) A s) )

S7 O((p A ) v<z>tA<2>é>A€>p%qW))))/\pA 1 0.683 +1%

t A ﬁp
~((ps) VP A-r A—qgVvE(@VvEDpVv &s))v
S8 Bl-q) A @(—'SAﬂ(T/\p\/q)) 4 1.533+1%
59 S@p A -p) VO ADDHADDDp A Dg))A . 0.923 + 0%
@D(-pVq) '
- p9® @..p/\@ ‘t/\
S10 é@ﬁ —lq\/..r /\@ @@S 6 3.4124+5%

mantiene fija y la profundidad varia. No obstante algo interesante a recalcar es que los
tiempos de ejecucion aumentan en mayor proporciéon cuando la férmula es mucho mas
profunda.

Esto se debe a que cada nodo de la estructura sintactica de arbol que genera el algoritmo
contiene formulas especiales que se cumplen en los nodos ancestros. Estas férmulas con-
tienen una conjunciéon de las variables proposicionales de dichos nodos. Por esta razén, un
nodo en el octavo nivel de la estructura sintactica de arbol tendra al menos siete formulas
adicionales, inherentes a la forma del arbol.

El costo de generar estas féormulas comienza a impactar si tanto la profundidad como la
anchura incrementan, cuando el arbol comienza a tener una dimension considerable, este
tipo de férmulas tienen un costo sobre el algoritmo.
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5. EXPERIMENTACION

Tabla 5.2: Tiempo de ejecucién de formulas que se satisfacen bajo algin mundo de alguna
estructura de Kripke, considerando que tinicamente se cumplen variables proposicionales
en la profundidad modal maxima.

Formula Anchura | Tiempo de ejecucién (ms)
(pA—p) V(g — —p) 1 0.050 £ 4%
Profundidad modal 1
Op A-p)V (g — —p)) 1 0.099 £ 1%
GpA-p)V (g~ 9 0.190 + 3%
=) AD((p A —p) V (g — —p))
4 0.374 +5%
8 0.730 £ 2%
16 1.196 + 1%
Profundidad modal 2
@(g(g/\ —|p)\/4>(<q>—> —p)) 1 0.162+£1%
(VP A=p)VO(g— ‘ %
) A D@ A -p) v Dlg — ) ’ Do
4 0.643 +4%
8 1.248 +1%
16 2.635 1%
Profundidad modal 4
@(g%%%A —p) V @%%(é% -p)) 1 0.448 + 5 %
( (pA—p)V (g — ‘ %
) AOOODBA-p) v OO ) | DRI
4 2.162 + 6%
8 6.038 4%
16 31.51+5%
Profundidad modal 8
POVQOOOOP (A —p) Vv
( (p A =p) v ;
Y Y Y 2 5.101 4+ 1%
—p)) A D(QOPGOOD(p A —p) V ;‘ g}f;ig?
®@®®®@..®(q =) 16 3485 + 1%

5.2. Foérmulas que no se satisfacen bajo ninguna
estructura

En este tipo de formulas, se realizd una experimentacion que se muestra en la Tabla 5.3.
Se pueden apreciar férmulas de distintas profundidades modales maximas y a lo méas ocho
variables proposicionales.
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5.2. Férmulas que no se satisfacen bajo ninguna estructura

Tabla 5.3: Tiempo de ejecuciéon de féormulas que no se satisfacen bajo ninguna estructura
de Kripke.

Id. Formula Profundidad | Tiempo de
modal max, | FCCUAOR
(ms)

1 OpAD(p = q) AD(=g Ap) 1 0.114+1%
= ARQrVs)AL((pA—p)V-(qg—

I2 O qlp))@A( ®(ﬁ)r)Aﬂs()(i @ﬁ? (@ 2 0.278+£1%

I3 QA g) AP — q) A OO(-p A —q) 2 0.355+1%

14 @@—'p/\ @p(—)q /\@@.p/\—'q)/\ﬂﬂp 3 0.4614+1%

s @@ @pHS AD(pAg)) A@@@ 7’\/5_>t)/\.(©( 3 3.983 40 %

(wAzZ) — ))/\@.@(M\s/\—'t /\@@ —s A ) A DIt ’

OB((p = q) A (rV s) AD((t = v) Vw) AB((—r &

16 ) A ©s) ALDO((r — 4 1.7934+0%
$) AB(=w V (=t Av)) A D((—r A —z) A =Es))

I7 STAS2AS3IA(I1VI2VI3) 2 6.569 42 %

I8 SIAS3ASSAS6A(ILVI2VI3VIA) 3 2,5244+1%

19 S10 A 16 6 8.01647%

110 S10A S9N I6 6 19.694+1%

Los tiempos de ejecucion para estas férmulas son razonables. Al compararlas con las for-
mulas que se satisfacen de la seccién anterior, aparentemente son tiempos muy similares.
Esto se debe a que, intuitivamente, se podria pensar que para este tipo de formulas el
algoritmo debe probar todas las posibles estructuras sintacticas de arbol. Lo cual en el
peor caso es cierto.

No obstante, puede haber casos en los que la contradiccién se encuentra en un nivel su-
perior del arbol e inclusive en la primera rama que el algoritmo intenta construir. En
estos casos no es necesario finalizar la construccion del arbol y puede suceder que tnica-
mente se genere el nodo raiz, lo que puede ocasionar que el tiempo de ejecucion disminuya.

En los resultados presentados, la contradiccién se puede encontrar en cualquier parte de
la estructura sintactica de arbol, por lo que los tiempos de ejecuciéon pueden ser mejores
inclusive si la formula es mucho mas grande y con mayor profundidad modal. Esto sucede
en la férmula con Id. 16, en contraste con la que posee Id. I5.
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5. EXPERIMENTACION

Tabla 5.4: Comparacién con respecto al tiempo de ejecucién reportado en [27] y el algo-
ritmo presentado en este trabajo.

Formula Profundidad ‘Tiempo de Tiempo de
modal max. | CCUIN (ms) ejecucién (ms)
en [27]

Oa 1 2153 0.084 + 3%
Oa Ab 1 5180 0.090 + 1%
Oa A &b 1 11419 0.147+1%
Oa A Qb 1 9188 0.147+1%
Oa A &b 1 9110 0.148 £ 3%

QaAObAc 1 42604 0.153+1%
Oan&bA—c 1 41403 0.155 &+ 2%
OanObA—(cVd) 1 38937 0.202 + 2%

O®a 2 157359 0.153+1%

OOa b 2 318714 0.160 £ 1%
OOan Vb 2 863249 0.219+1%
OOa A Qb 2 595539 0.223+1%
OOa A &b 2 897349 0.223+1%
OOa A b 2 904157 0.2234+2%

OOa A &G 2 2043845 0.293+1%

Las férmulas con Id. I7 — 110 son de tamano mucho mayor comparadas con las demas,
debido a que para construirlas se emplean conjunciones de férmulas que se satisfacen y
disyunciones de formulas que no se satisfacen. A pesar de que no es una técnica eficien-
te, debido a que la conjuncién de dos féormulas que se satisfacen puede originar alguna
contradiccion y finalizar la construccion de la estructura sintactica de arbol mucho antes,
se logré generar un caso en el que el tiempo de ejecuciéon aumenta al orden de segundos,
como se muestra en la formula con Id. I8.

5.3. Foérmulas de trabajos relacionados

En esta seccién se presentan los experimentos con féormulas extraidas de articulos rela-
cionados. Las féormulas del primer trabajo [27] pertenecen a la experimentacion realizada
con un algoritmo de satisfaccién para logica modal K, que emplea el mismo enfoque que
nuestro algoritmo, ya que se basa en la propiedad de modelo de arbol. Los resultados se
muestran en la Tabla 5.4. Se pueden visualizar férmulas de hasta cuatro variables pro-
posicionales y con una profundidad modal maxima de dos, que se satisfacen bajo alguna
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5.3. Férmulas de trabajos relacionados

Tabla 5.5: Conjunto de férmulas: Easy TANCS2000 - Parte 1.

No. | C |V |D|T.deE. (seg.) || No. | C | V |D|T.deE. (seg.)
1 1208 1|4 19.49 £ 2% 3 120 8 |6 31.16 24 %
2 20| 8|4 38.45 + 4% 4 120 8 | 6 184.0 2%
3 120|184 3822+ 1% 5 |20 8 | 6 151.0+1%
4 1208 |4 22.94+2% 6 |20 8 | 6 36.73+4%
5 20| 8|4 23.19+4% 7 120 8 | 6 16.59 3%
6 20| 8|4 14.53 + 2% 8 |20 8 | 6 3512+ 1%
7T 120814 290.84 +2% 1 [30]16 |4 | 3.098k+2%
8 1208 |4 6.249 + 6 % 2 (3016 4 | 1.694k+2%
1 1201816 1.423 £ 2% 3 13016 4| 2.938k+4%
2 |20 8|6 5491 +3% 4 30|16 | 4| 2.402k£2%

estructura.

Si se compara el tiempo de ejecucion entre la propuesta de este trabajo y la del articulo
en cuestion, se muestra una mejora substancial. Una de las razones y la méas evidente, se
debe a que en [27] se realiza una construccién exhaustiva de todos los drboles posibles
incrementando su complejidad en cada iteracién. Por lo que el espacio de busqueda es
demasiado amplio y crece acorde al tamano de la férmula de entrada, debido a que el
conjunto lean es proporcional al tamano de dicha féormula.

Por otro lado, dada la férmula de entrada y el conjunto lean, nuestro algoritmo es capaz
de identificar los elementos del lean para construir nodos validos desde la raiz y desarro-
llar las posibles estructuras sintacticas de arbol una a una. Por lo que si no se presentan
contradicciones en el primer intento de construccion de la estructura sintéctica de arbol,
el algoritmo puede concluir que la férmula se satisface mucho antes.

Para describir la segunda experimentacion, primeramente se detalla un poco acerca del
origen del conjunto TANCS2000. En 1998 se llevo a cabo la primera conferencia de nombre
TANCS Non Classical System Comparison. Era una competicién de probadores automati-
cos de teoremas para logicas no clasicas, especialmente logica modal K y logica temporal
KT. En dicha competencia se definieron algunas especificaciones sobre cémo medir el
rendimiento de aquellos algoritmos y se genero el conjunto conocido en la literatura como

TANCS2000 [31].

El proceso empleado en la generacién de las formulas de 16gica modal K, en el conjunto
TANCS2000, consiste en construir formulas booleanas cuantificadas (QBF) vélidas que,
posteriormente, se traducen a férmulas de logica modal K de manera que se satisfacen
bajo alguna estructura de Kripke. En [31] se describen tres métodos que son utilizados en
la traduccién de las formulas. Este conjunto hace uso del método de traduccion descrito
en [23].
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5. EXPERIMENTACION

Algunas caracteristicas de las formulas QBF, generadas como paso intermedio, son el uso
de cuantificadores que se van alternando entre si y la representaciéon en forma normal con-
juntiva. La nomenclatura de los archivos es la siguiente: p-qbf-cnfSSS-K4-C#-V#-D#.#. txt.
Donde el simbolo # representa un valor entero positivo y son parametros del algoritmo que
construye las férmulas. Dichos parametros personalizan las caracteristicas de las férmulas
QBF que se generan.

Con base en lo anterior, la variable C indica el ntimero de clausulas en forma normal
conjuntiva de la formula, V senala el niimero de variables que cuantifican los operadores
alternantes y D representa la profundidad de alternancia de la formula. El tltimo # senala
el identificador de la férmula (No.) cuando hay més de una que posee las mismas especi-
ficaciones.

En las Tablas 5.5 y 5.6 se muestran los resultados de la ejecucion del algoritmo sobre
el conjunto llamado easy, el cual estd compuesto por féormulas modales de una tnica
modalidad y no contiene modalidades inversas. El significado de cada columna esta aso-
ciado a lo descrito en el parrafo anterior, adicionando “T. de E.” como tiempo de ejecucion.

Se puede apreciar que algunas férmulas son resueltas en el orden de los milisegundos,
mientras el valor mas grande corresponde a horas. En general, el algoritmo termina en
un tiempo razonable, no obstante, la razén por la que no se establece un tiempo limite
es con el objetivo de identificar aquellas formulas con posibilidad de mejora, ademas de
establecer valores de referencia para trabajos futuros.

El ntimero de cldusulas y el nimero de variables tienen un impacto significativo en el
tiempo de ejecucién conforme se incrementa su valor, debido a que dichos pardmetros
influyen en el tamafio de la formula QBF y es posible que también en la resultante.
Adicionalmente, la profundidad de alternancia también incrementa la dificultad de la
formula, no obstante se observa que influye en el tiempo de ejecucion a una menor escala.
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5.3. Férmulas de trabajos relacionados

Tabla 5.6: Conjunto de féormulas: Easy TANCS2000 - Parte 2.

No.| C| V |[D| T.deE. (seg.) || No. | C | V |D|T.deE. (seg.)
1 ]10]16 | 4 242.0+ 3% 3 |10 8 | 6 32.53+2%
2 |10|16 | 4 6717+ 1% 4 110 8 |6 20.82 +4%
3 [10]16| 4 39.29+ 1% 5 |10 8 | 6 1.666 + 3%
4 110|16 | 4 76.20 £ 2% 6 |10 8 | 6] 2645+0%
7 [10]16 | 4 84.98 +2% 7 10| 8 |6 33.07+2%
8§ 10|16 4 74.87+2% 8 |10 8 | 6 32.05+5%
1 |10]16 | 6 1.184k £ 2% 1 /20|16 4 53.43 + 3%
2 1016 6 429.0 £ 0% 2 [20]161 4 865.2+ 2%
3 [10]16| 6 494.3 +2 % 3 120(16 ] 4| 1.294k+0%
4 1016 | 6 98.22+4% 4 120]16]| 4 246.1 +2%
5 |10 16| 6 587.5 £ 1% 5 120(16 | 4| 1.959k+9%
6 | 10|16 6 3234+2% 6 [20 (16| 4 | 1.204k+2%
7 [10]16| 6 19.09 + 2% 7 12016 4| 730.1£15%
8 10166 4232+ 2% 8 [20 (16| 4 | 1401k+1%
1 10| 4 | 4]801Tm+121% 1 120116 |6 | 2.552k+1%
2 |10] 4 | 4| 223.1m+4% 2 |20(16]6 | 5013k+1%
3 10| 4 | 4] 1364m+7% 5 [10]16 | 4 99.94 +1%
4 10| 4 | 4| 27.82m+15% 6 [10]16 | 4 21.97+2%
5 |10 4 | 4| 10.98m +28% 3 20166 | 6.020k+1%
6 [10] 4 | 4| 1629m+9% 4 120]16| 6 | 7.082k+3%
7 110 4 | 4] 3699m+t6% 5 2016 | 6 | 5575k+3%
8 [10| 4 | 4| 2563m+11% 6 [20|16| 6 | 4.065k+6%
1 |10 46| 207.8m+8% 7 120|166 499.0 + 1%
2 |10 4 16| 98.9Im+1% 8 [20(16] 6 | 2.262k+2%
3 |10 4|6 3290m+16% 1 120 4 4| 7104m +3%
4 |10 4 | 6| 889.7m+3% 2 (20 4 | 4| 984.3m+3%
5 |10 4 | 6| 495.6m+3% 3 120 4|4 1.225+ 2%
6 [10| 4 |6 | 357.Tm+11% 4 120 4 | 4| 955.6m+9%
7 |10 4|6 1.049+9% 5 120 4 | 4] 4949m+4%
8 10| 4 | 6| 840.0m+3% 6 [20] 4 | 4 1.173+ 3%
1 10| 8 |4 1.390 £ 4% 7 120 4 | 4] 7432m+3%
2 [10] 8 |4 3.361 £ 21 % 8 [20| 4 | 4 |6390m+15%
3 |10 8 | 4 3320+ 1% 1 120416 6.442 + 2%
4 [10] 8 | 4 1.229 £ 2% 2 1201 4|6 7.258 £ 0%
5 |10 8 | 4 1.621 £ 2% 3 120 4 |6 | 80™m+1%
6 [10] 8 | 4 2.062 +4% 4 120 4|6 5.021 £ 1%
7 110 8 | 4| 1679m+8% 5 |20 4 |6 4.623 + 3%
8 [10] 8 | 4 2115 +£5% 6 |20 4 |6 11.82+4%
1 10 8 |6 3175+ 1% 7 120 4|6 4752+ 7%
2 [10] 8 |6 15.58 £ 3% 8 120 4|6 7.400 £ 1%
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CAPITULO 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se abordo el problema de satisfaccion para légicas modales, asi como sus
principales aplicaciones en ambitos como bases de datos [10], [11] y sistemas conscientes
del contexto [28]. Posteriormente, se analizaron los algoritmos de satisfacciéon para 16gicas
modales existentes en el estado del arte.

Con base en lo anterior, se seleccion6 la l6gica multimodal K con inversas, debido a que
las modalidades inversas incrementan la expresividad del lenguaje al tratar de representar
relaciones en el sentido inverso. Por ejemplo, cuando se intenta razonar sobre el tiempo,
es intuitivo que el pasado es la relacion inversa del futuro y viceversa. Ademas, multiples
modalidades posibilitan razonar en problemas donde hayan distintos agentes o entidades
interactuando en un sistema.

Para la construcciéon del algoritmo se especifico la propiedad de modelo de arbol y se
realiz6 su demostracion. El objetivo del algoritmo consiste en construir una estructura
sintactica de arbol, de ser posible, y responder al problema de satisfaccion para esta 16gi-
ca. Por lo que este teorema fungié de base para determinar si una férmula se satisface o
no bajo una estructura con forma de arbol.

El algoritmo se disefi6 e implementd de manera eficiente utilizando algunas técnicas de
optimizacién como la reutilizacién de memoria mediante el uso de estructuras dinamicas.
Adicionalmente, se mantuvo una esencia iterativa, en lugar de una recursiva, y se comen-
z6 a construir el arbol tomando en consideracion la informacion que aporta la férmula
de entrada. Esto tltimo con el objetivo de seleccionar los nodos candidatos de manera
progresiva, ademdas de emplear un enfoque de construccion de arriba a abajo.

Se realizaron experimentos con la implementacién del algoritmo, con el objetivo de eva-
luar su rendimiento ante férmulas tanto sintéticas como lo més cercanas a las que existen
en la realidad, mediante conjuntos de férmulas conocidos en la literatura, como lo es el
TANCS2000. Dichos resultados son prometedores debido a que el algoritmo es capaz de
obtener una respuesta en un tiempo razonable.
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6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

No obstante, atn hay trabajo futuro por realizar. Por ejemplo, es posible utilizar otro
tipo de representaciéon que permita realizar operaciones booleanas mas eficientes, como
los diagramas de decisién binarios [34]. Este tipo de diagramas mostraron un rendimiento
superior en el trabajo mencionado, especialmente cuando se manejan formulas con modali-
dades profundas y que son de interés debido a que las modalidades diamante incrementan
la complejidad de los modelos.

Los diagramas de decision binarios serfan de utilidad al momento de identificar contradic-
ciones proposicionales en la funcién siguiente del algoritmo, cuando se intentan generar
los nodos hijos de un nodo actual. Adicionalmente, ya existen implementaciones en el
lenguaje de programacion Go, lo que permite que estas estructuras se puedan emplear a
nivel de implementacion de manera inmediata.

Otra técnica de optimizaciéon que ha surgido recientemente es el uso de algoritmos de
aprendizaje automatizado, debido a que existen trabajos donde han obtenido buenos re-
sultados, por ejemplo, en probadores autométicos de teoremas [5], [21]. Estos trabajos
emplean algoritmos de aprendizaje por refuerzo y aprendizaje profundo respectivamente.

Este algoritmo de satisfaccion podria ser 1til en la generacién de conjuntos de datos de
entrenamiento que sirva de entrada para este tipo de algoritmos de aprendizaje automati-
zado, ya que el algoritmo presentado en este trabajo es capaz de retornar una estructura
sintactica de arbol para formulas que se satisfacen.

Uno de los objetivos consistiria en determinar con cierta probabilidad el siguiente nodo a
construir o probar, dado el conjunto lean de la féormula, al momento de la construcciéon de
los posibles arboles sintacticos. Esto podria mejorar la eficiencia del algoritmo especial-
mente cuando existen disyunciones, ya que ocasiona que haya multiples nodos por probar,
y usualmente hay caminos que son mas cortos que otros o que no poseen contradicciones.

Para llevar a cabo la generacién de un conjunto de datos, se tendria que construir de ma-
nera sintética un conjunto grande de formulas modales aleatorias de entrada, de manera
que sean lo mas representativas, evitando redundancias y sesgos, como ilustracion, que
exista variedad en cuanto al nimero de variables proposicionales, operadores modales,
profundidad modal y operadores booleanos.

Adicionalmente, como los modelos de aprendizaje automatico trabajan con nimeros a su
entrada, habria la necesidad de encontrar una forma de codificar la estructura sintactica
de arbol a una cadena de caracteres lineal manteniendo toda la informacién que el arbol
proporciona.

Por otro lado, la intencién de este trabajo es fungir de base en la creacién de algoritmos

para logicas mas expresivas, como lo es el calculo . Donde también existen las modalida-
des inversas [26] e inclusive operadores especiales como los de punto fijo [16], de conteo [6],
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entre otros.

El hecho de considerar nuevos operadores, implicaria tener que comprobar que la propie-
dad de modelo de arbol se mantiene en la nueva logica. Después de realizar la prueba
de la propiedad, se podria modificar el algoritmo para trabajar acorde con los nuevos
operadores. Si, por ejemplo, se consideran operadores de punto fijo, el principal desafio
se encuentra en el manejo de la recursividad, ya que habria que tratar de mantener un
enfoque iterativo.

Finalmente, se planea aplicar el algoritmo en el ambito de la verificacién formal. Como
ilustracion, existe un trabajo en [29] que extiende la légica temporal para la especifica-
ciéon y razonamiento de sistemas de cémputo, a través de una técnica de abstraccion de
predicados [15]. Esta técnica permite modelar sistemas de transicién y representar un
programa mediante predicados.

Esto es una muestra de como las logicas modales pueden impactar en la verificacion
formal de sistemas de coémputo. Especialmente este proceso toma relevancia en sistemas
criticos como plantas nucleares, sistemas de aviacién, equipo médico, entre otros, donde
los recursos o inclusive vidas pueden verse afectadas.
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