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Introduccion

Esta tesis estudia deformaciones infinitesimales de variedades proyectivas, las cuales
fueron introducidas por Kodaira y Spencer. La teoria de deformacién es el estudio
infinitesimal de una familia X parametrizada por un conjunto D en la vecindad de
una fibra especial X y busca responder qué propiedades de X comparte la familia
X en una vecindad de X. El objetivo de este trabajo es hacer explicita esta teoria
de manera algebraica para superficies cuarticas contenidas en P3.

Las superficies cudrticas suaves son superficies K3, es decir, su haz candnico es
trivial y H'(X, Ox) = 0. La teoria referente a superficies K3 es amplia y se conocen
muchas de sus propiedades. En particular, tienen rango de Picard a lo maéas 20
(Teoremas 1.1.16 y 1.3.9). Esta tesis se centra en la superficie cudrtica de Fermat:

S =Var(z* +y* +2* + w*),

la cual tiene rango de Picard maximal (Teorema 1.3.20). Ademds, esta superficie
contiene 48 rectas (Teorema 1.2.3) y se probard que el grupo de Picard de S,
Pic(S), puede generarse con rectas.

El conjunto de deformaciones de primer orden de S que preservan entera (Definicién
2.2.7) a la clase de una recta [ contenida en S se denota por K;. El resultado
principal de esta tesis es el siguiente y aparece como Teorema 3.2.7:

Teorema A. Denotemos por H € Pic(S) a la clase del hiperplano y
por B* C Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en
S. Si B* U {H} es linealmente independiente en Pic(S), entonces los
espacios K; C H'(Ts), con | € B*, se intersectan transversalmente. En
particular,
leB*

Es decir, estas 19 rectas determinan a S infinitesimalmente en su espacio
moduli.



La cantidad minima de rectas en P® que pueden determinar una superficie cudrtica
como elemento de P34, el espacio de superficies cudrticas contenidas en P3, es siete.
Para S esto se cumple:

Teorema B. El nlimero minimo de rectas que determinan a la superficie
cudrtica de Fermat es 7. Ademas, estas rectas se pueden elegir de modo
que sean disjuntas a pares.

Este es el Teorema 1.2.14 de la tesis. En otras palabras, existen 7 rectas en P? que
determinan 41 rectas adicionales. Combinando esto con el Teorema 3.2.7, entre
dichas 48 rectas, existen 19 que determinan completamente el tipo de isomorfismo
de la cuartica que las contiene. No sabemos si este es un fenémeno aislado o si todas
las cuérticas en P® con mas de 19 rectas estdn determinadas, hasta por isomorfismo,
por s6lo 7 de ellas.

Organizacion de la tesis

La organizacién de este trabajo es como sigue: en el Capitulo 1 se estudia la geo-
metria de las rectas contenidas en la superficie cudrtica de Fermat S. Se describen
propiedades sobre superficies K3 que se usardn en la tesis. También se introduce la
cohomologia de Dolbeault que permitird definir qué es una clase entera primitiva
en el grupo de cohomologia H'?*(X) (Definicién 1.1.11). Esta definicién es crucial
en el Capitulo 3 para estudiar deformaciones de primer orden de S.

El Capitulo 2 contiene la teoria de deformaciones de primer orden de una variedad
proyectiva suave. HEsta teoria estd escrita en el lenguaje de esquemas por lo que
al inicio se introducen conceptos necesarios. Se define el morfismo de deformacién
(Definicién 2.2.9), el cual es la herramienta principal del Capitulo 3. También se
discute brevemente sobre deformaciones encajadas.

El Capitulo 3 es el principal de la tesis. Aqui se aplica de forma explicita la teoria
descrita en los capitulos anteriores a la superficie cudrtica de Fermat S. En este
capitulo se estudian deformaciones de primer orden de S de manera algebraica.
Los Ejemplos 3.2.4 y 3.2.6 exhiben, cada uno, un polinomio de grado 4 en cua-
tro variables que representa a una clase entera primitiva en H%!(S). Este cdlculo
explicito no se encuentra en la literatura, hasta donde tengo entendido. El teorema
mds importante de este capitulo y de la tesis es el Teorema 3.2.7 antes enunciado.
Se intenta que esta tesis sea autocontenida. Sin embargo, se asume que el lector
estd familiarizado con la teoria de gavillas, por ejemplo, la descrita en [Shal3, Cap.
5, Sec. 2].



Capitulo 1

Cuartica de Fermat

En este capitulo estudiaremos a la superficie cudrtica de Fermat:
S :=Var(z* + y* + 2* + w*) C P2

A lo largo de la tesis se dice simplemente cudrtica de Fermat y siempre se escribe
S para referirnos a ésta.

Las superficies cudrticas en P2, incluida la de Fermat, pertenecen a la familia de
superficies K3 (Teorema 1.1.16). Entre éstas, la cudrtica de Fermat tiene grupo de
Picard (Definicién 1.3.3) maximal (Teorema 1.3.20).

En la Seccién 1.1 definiremos lo que es una superficie K3 y la cohomologia de
Dolbeault. En la Seccién 1.2 veremos que S contiene 48 rectas y estudiaremos la
geometria de éstas. Por ejemplo, probaremos que existen siete rectas que deter-
minan a S (Teorema 1.2.14); es decir, ésta es la tnica superficie cudrtica en P?
que las contiene. En la Seccién 1.3 exhibiremos una base de Pic(S) conformada
por 20 rectas de S (Teorema 1.3.20); en otras palabras, la clase de equivalencia de
cualquier divisor (Definicién 1.3.1) de S es combinacién QQ-lineal de clases de estas
rectas.

Nomenclatura: El término “variedad” se refiere a variedades proyectivas definidas
sobre los nimeros complejos, a menos que se indique lo contrario.

1.1. Definiciones basicas

Dividimos esta primera seccién en dos subsecciones. En la Subseccién 1.1.1 introdu-
ciremos la cohomologia de Dolbeault. Esto nos ayudard en el Capitulo 2 al abordar
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la teoria de deformacién de primer orden para variedades proyectivas. En la Sub-
seccién 1.1.2 definiremos una superficie K 3. El objetivo de este primer capitulo es
estudiar una superficie K3 en particular: la cudrtica de Fermat.

1.1.1. Cohomologia de Dolbeault

En esta subseccién introduciremos la cohomologia de Dolbeault de una variedad
proyectiva suave. Estos resultados serdn utilizados principalmente en el Capitulo
2 al tratar la teoria de deformacién de una variedad proyectiva y en la subseccién
siguiente para definir superficies K3. Cabe mencionar que los teoremas enunciados
en esta subseccién son validos para variedades Kahler compactas.

Consideremos una variedad proyectiva compleja X de dimensién n. En particular,
X es una variedad C*° de dimensién real 2n y podemos definir el anillo 7(X) de
funciones C'* sobre X. Un vector tangente a X en un punto es una funcién R-
lineal que satisface la regla de Leibniz. El espacio tangente Tx de X es el conjunto
de vectores tangentes a X. Este espacio, junto con su proyeccién a X, es un haz
vectorial C'* sobre X conocido como el haz tangente de X.

Al tensorizar Tx con C obtenemos el haz tangente complexificado T-X; este admite
un endomorfismo (mdas precisamente, una estructura compleja) J : Tc X — TcX
que tiene por valores propios a ¢, —2. Entonces el haz tangente complexificado T X
se descompone como una suma de Whitney [Lee24, Prop. 1.56]:

En donde Tx y Tx son los subhaces de TcX cuyas fibras en cada punto son los
espacios propios asociados a 2 y —t, respectivamente. A Tx le llamamos el haz
tangente holomorfo de X. El haz cotangente de X es el haz dual a T, es decir,
Ty =: Qx. Por definicion, existe el siguiente morfismo, conocido como el producto
dual:

TX®QX —)Ox. (12)

Definicién 1.1.1. El k-ésimo haz exterior de X es el haz Q&(X) := AFTcX*
También se conoce como el haz de k—formas de X.



La descomposicién (1.1) induce una descomposicién en las k-formas:
QX)) =(Tx@Tx )N\ \NTx & Tx)
p q
= @ AT A\Tx)
pt+g=k

= P B

pt+q=k

Llamamos haz de (p, q)—formas a Q%?. En particular, Q%° es el haz de p—formas
holomorfas. Observemos que el haz cotangente es Q2x = Qi&o.

Definicién 1.1.2. El haz Q}'O, donde n es la dimensiéon de X, es un haz lineal
holomorfo. Se conoce como el haz canénico de X y es denotado por wyx.

Para cada p, g definimos la proyeccién
7Pl QEFI(X) — QRS
Definicién 1.1.3. Consideremos la derivada exterior d de X:
d: QEF(X) — QEFITH(X).
Definimos el operador de Dolbeault
d': QR — QR

como d" = 7Pt o d.
Este operador satisface [Lee24, Prop. 4.9] que

d'nd"=0
Para cada 0 < p < n definimos el p—ésimo complejo de Dolbeault:

00 Lopt & E e,

Los grupos de cohomologia de Dolbeault H?4(X) son los grupos de cohomologia
de este complejo, es decir,

ker (d": Q& — Q%)
Im (d": Q5 — Q%)

HP(X) =
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Definicién 1.1.4. Los ndmeros de Hodge de X son h?4(X) := dim HP4(X), con
0<pg=n

Esta cohomologia estd relacionada con la cohomologia de gavillas y de de Rham,
que a su vez estd relacionada con la cohomologia singular. Esto es el contenido
de los tres teoremas siguientes, los cuales se pueden consultar en [Lee24, Teorema
6.19, Corolario 6.25, Teorema 9.44].

Teorema 1.1.5 (Dolbeault). Consideremos una variedad compleja X suave.
Al g-ésimo grupo de cohomologia de Cech de X con coeficientes en la gavilla
QL(X) lo denotamos por HI(X,Q%(X)). Se cumple para cada ¢ > 0 que

HP(X) =~ HI(X,Q(X)).

Teorema 1.1.6 (Hodge). Denotemos por H%.(X,C) al k—ésimo grupo de co-
homologia de de Rham. Se cumple que

P HP(X)= Hj(X,C).

p+a=k

Teorema 1.1.7 (de Rham). Consideremos una variedad compleja X suave.

Entonces
HSR(Xi C) = Hging(X7 (C)

A partir de ahora “cohomologia” se referird a cohomologia de gavillas, a menos que
se especifique lo contrario.
Por otro lado, la inclusién ¢ : Z — C induce un morfismo en cohomologia:

L HY(X,Z) — H*(X,C) = H:, (X, C). (1.3)

Definicién 1.1.8. Una clase a € H*(X, C) se dice entera si a € Im(s,).

El Teorema de Hodge induce una descomposicién en la cohomologia entera:

HY(X,Z)= @ H™(X,Z),

p+g=k

en donde HPY(X,7Z) = H*(X,Z) N HP(X).

Veremos en la Seccién 1.3 que el grupo de cohomologia entera H*'(X,Z) contiene
las clases de los divisores de una variedad proyectiva suave X. El siguiente teorema
relaciona la cohomologia entera con la homologia singular. Su prueba se puede
consultar en [Hat02, Teorema 3.30].



Teorema 1.1.9 (Dualidad de Poincaré). Dada una variedad proyectiva suave X
de dimension compleja n se tiene un isomorfismo para todo 0 < k < 2n

HY(X,Z) = Hyn_o(X, 7).

Definicién 1.1.10. La imagen 4 € Hs, (X, Z) de una clase y € H*(X,Z) bajo el
isomorfismo anterior se conoce como el dual de Poincaré de +.

Consideremos una superficie suave X C P3. La inclusién
i:X — P3
induce un morfismo en grupos de homologia

iy o Ho(X,7Z) — Ho (P, 7). (1.4)

Definicién 1.1.11. Una clase v € H"!(X,Z) se dice primitiva si su dual de Poin-
caré 4 pertenece al kernel del morfismo i,, es decir, ,(¥) = 0 € Ho(P?,Z). En este
caso se dice que la clase de y en H,(X,Z) es homoéloga a cero en P3.

Usando el morfismo (1.3) extendemos esta definicién a clases del grupo H"*(X).

Definicién 1.1.12. Denotamos por H;'(X) al subconjunto de H>*(X) que con-
siste de las clases primitivas enteras.

El conjunto H,;' se usa en el Capitulo 3 para escribir el morfismo de deformacién
de superficies y veremos que es isomorfo a un anillo de polinomios.

1.1.2. Superficies K3

En esta subseccién definimos una superficie K3. André Weil propuso este nombre
en honor a Ernst Kummer, Erich Kahler y Kunihiko Kodaira por sus contribuciones
al estudio de estas superficies [Wei09].

Definicién 1.1.13. Una superficie K3 compleja es una variedad compleja X com-
pacta y conexa de dimensién dos tal que wx = Ox y H(X,Ox) = 0.

La condicién H'(X,Ox) = 0 nos permitird considerar al grupo de Picard (Defini-
cién 1.3.3) de X como subconjunto del segundo grupo de cohomologia H?(X,Z)
(Observacién 1.3.5).

Proposicion 1.1.14. S1 X es una superficie K3 entonces Tx = Qx.
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Demostracion. La condicién wx = Oy implica que el producto cufia es el producto
dual (1.2):
Qx ®Qx — wx = Ox.

De esto se sigue el resultado. ]

En general, una superficie tiene nueve ntimeros de Hodge asociados:

h0,0
hl,o hO,l
2.0 pL1 102 (1.5)
h2,1 h1’2
h2,2

A esta figura se le conoce como diamante de Hodge.

Teorema 1.1.15. Si X es una superficie K3, su diamante de Hodge (1.5) es
el siguiente:

1
0 0
1 20 1
0 0
1

La prueba del teorema anterior se puede consultar en [Huyl16, Cap. 1, 2.4].

El siguiente teorema nos da ejemplos de superficies K3 contenidas en el espacio
proyectivo P2, Recordemos que una superficie X C P2 se dice cudrtica si estd
definida por un polinomio homogéneo de grado cuatro.

Teorema 1.1.16. Una superficie cudrtica suave X C P? es una superficie K3.

Demostracién. Denotaremos por O y Ox a las gavillas estructurales de P y X
respectivamente. Consideremos la siguiente sucesién exacta corta de gavillas:

0—0O(-4) -0 — Ox —0.

Esta induce una sucesién exacta larga en cohomologia:

0 — H°(P®,0(—4)) — H°(P?,©O) — H°(X,0x) —
— HY(P?,0(-4))) — H'(P?,0) - H(X,0x) — H*(P?,0(—4)) — - -

11



Como H(P3,0) = 0 = H?(P?, O(—4)), concluimos que H!(X,Ox) = 0.
Por otro lado, de la férmula de adjuncién se sigue que

Wx = wpz @ 0(4)‘)( = Ox.
Con esto se completa la prueba. O]

La siguiente seccién estard dedicada al estudio de un ejemplo explicito de superficie
K 3: la superficie cudrtica de Fermat.

1.2. Rectas de la cuartica de Fermat

En esta seccién veremos que la superficie cudrtica de Fermat S = Var(z* + y* +
z*+w*) contiene exactamente 48 rectas y que éstas determinan a S en el espacio de
superficies cudrticas contenidas en P2. Observemos que dicho espacio se identifica
con P3* pues toda cudrtica est4d dada por un polinomio en 35 monomios de la
siguiente forma:

f= > ayur'y’2"ul, ayu € C.

i+jtk+l=4

Maés aun, veremos que la cantidad minima de rectas que pueden determinar a una
cuértica en P3* es siete y probaremos en el Teorema 1.2.14 que en efecto existen
siete rectas que determinan a S; es decir, S es la tinica superficie cudrtica en P?
que contiene a estas rectas. Para esto describiremos en la Proposicién 1.2.5 las
relaciones de incidencia de las rectas de S.
En general, las superficies suaves en P® de grado d = 1,2,3 siempre contienen
rectas: las de grado uno son planos y es bien conocido que las de grado dos son
doblemente regladas [Har92, pdgs. 285-287]; cuando d = 3 las superficies tienen 27
rectas [Sch58]. Esto cambia cuando d = 4. De hecho tenemos el Teorema 1.2.2 y la
proposicién siguiente.

Proposicién 1.2.1. Dada una recta | C P2, el espacio de cudrticas en P? que
la contienen es isomorfo a P?*°.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ! = {z = y = 0}.
Consideremos una cuartica X dada por el siguiente polinomio:

i3k, 1
f= Z A uT'y 2" W', ag, € C
it j+kl=4

12



que contiene a [.
Notemos que

4
f= Z 00412 w* * mod (z,y).
k=0

Como f € (z,y), entonces el residuo anterior es igual a cero. Se sigue que
aopok4a—k =0, para k =0,...,4.

Por tanto, X se puede identificar con un punto de P?°. O

Entenderemos por divisor a una combinacién lineal de subvariedades de codimen-
sién uno; definiremos formalmente el concepto en la Seccién 1.3.

Teorema 1.2.2. El conjunto de superficies cudrticas en P? que contienen una
recta definen un divisor de grado 320 en P3*, el espacio de cudrticas en P3.

Demostracién. Denotemos por G a la Grassmanniana de lineas en P? y conside-
remos la siguiente variedad de incidencia:

Z:={1,X)eGxP*|lC X},
asi como las proyecciones
0I,: Z—-Gyll,: Z - P*

Por la Proposicién 1.2.1 la dimensién de las fibras de Il; : Z — G es 29. Entonces
la dimensién de Z es 29 4+ dim G = 33.

Basta probar que la dimensién de la imagen II;(Z) es 33. Si suponemos lo contra-
rio entonces la fibra IT,'(X) de cualquier cudrtica X es vacia o tiene dimensién
positiva. En el Teorema 1.2.3 veremos que la cudrtica de Fermat en P? tiene una
cantidad finita de rectas, por lo que la fibra genérica es cero dimensional. Asi, la
codimensién en P** de I[15(Z) es uno.

El grado de este divisor se calcula en [LHV23, Teorema 2. O

Ahora escribiremos las ecuaciones de las rectas que contiene la cudrtica de Fermat
S, las cuales dividimos en tres tipos de acuerdo a las ecuaciones que las definen.

Teorema 1.2.3. La cudrtica de Fermat contiene exactamente 48 rectas y sus
ecuaciones son las siguientes:

Twpo L: Ly ={z — ¥y = z — 241w = 0},
Tipo T: Ty={z— ¥t z=y— ¢y =0}, 41e{0,...,3}, (1.6)
Tipo R: Ry = {z — ¢¥1w =y — 31z = 0},

13



en donde ¢ satisface £€* = —1.

Demostracion. Un cédlculo directo verifica que las rectas (1.6) estdn contenidas en
S.

Para el reciproco analizaremos el pincel de planos { H;}: que contienen a la recta Log
y probaremos que existen exactamente 10 planos que contienen ctibicas singulares.
Cada plano del pincel estd definido como sigue:

H, = {z = ¢y — tz + tfw}.
La interseccién H; N S contiene a la cudrtica
Var((éy — tz + téw)* + y* + 2* + w?),

la cual es unién de una ctibica plana C; con la recta Lgyy. Consideremos la siguiente
proyeccion:
P2 x At — A!
(b:c:d],t) — ¢t

La imagen bajo esta proyeccién de la subvariedad

0 0 0
Var <Ct, aiych act, G’th>

determina los valores de ¢t para los cuales la cibica C; es singular. Haremos el
célculo en la carta afin {y = 1} con la ayuda del software Macaulay2 como sigue:

= QQ[al/ideal(a~4+1);

= Kly, w, tl;

= sub( ( (axy - t + axt*xw)"4 + 1 + y°4 + w4 )/(1-a*w), R);
= ideal(C) + ideal for m in {y, w} list diff(m, C);

= KI[T];

= map(R, S, {t});

preimage_f V

H N < QN
|

Obtenemos que la imagen estd dada por ¢(¢® — 1).

Repitiendo este proceso en las cartas afines {z = 1} y {w = 1} obtenemos que
estos nueve valores de ¢ son todos en los cuales la ciibica C; es singular. Incluyendo
al plano H, = {z — éw = 0} obtenemos los 10 planos que contienen ciibicas
singulares. Se termina la prueba con los siguientes hechos que se probardn después
en esta seccién:
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1) Dada una recta ! C S de (1.6) existen 10 planos que contienen a todas las
rectas de (1.6) que la intersectan (Proposicién 1.2.6).

11) El grupo de automorfismos de S actia de manera transitiva en el conjunto de
sus rectas (Proposicién 1.2.4).

De esto se sigue que las rectas listadas en (1.6) son todas las que contiene la cudrtica
de Fermat. O

A continuacidén escribimos las ecuaciones de estas rectas usando el software Ma-
caulay?2.

k=QQ [t,Degrees => {0}]/ideal (t~4+1);

P3=k[x,y,z,w];

L = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo L

for i in 0..3 do L_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do L_i_j = ideal(x-t~(2xi+1)*y, z-t~(2%j+1)*w);

T = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo T

for i in 0..3 do T_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do T_i_j = ideal(x-t~(2*xi+1)*z, y-t~(2%j+1)*w);

R = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo R

for i in 0..3 do R_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do R_i_j = ideal(x-t~(2xi+1)*w, y-t~(2%j+1)*z);

La cuartica de Fermat es una superficie con mucha simetria. Mds atin, es valida la
siguiente proposicién.

Proposicion 1.2.4. El grupo de automorfismos de la cudrtica de Fermat actia
transitivamente en el conjunto de sus rectas.

Demostracion. Consideremos el grupo simétrico S, en las cuatro variables z, y, 2, w.
Este grupo actiia en P?® por permutaciones de las coordenadas y deja fija a S.
Ademas, la permutacién
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manda a la recta Lj; en la recta Tj; y la permutaciéon

T Yy z w
T WY =z
manda a la recta L;; en la recta Rj;.

Por otro lado, para cualesquiera 7,1 € {0, 1, 2, 3} consideramos el siguiente morfismo
en P?, en donde ¢* + 1 =0:

T — T
y — () 7y
z — 2 !
w = (€)M

Notemos que dicho morfismo deja fija a la cudrtica de Fermat. Ademadas, manda a
la recta L;; a la recta Lgo. Esto prueba la transitividad en las rectas de tipo L, con
lo que se concluye la prueba. O

En la siguiente proposicién analizamos las relaciones de incidencia de las rectas de
S.

Proposicién 1.2.5. Con la notacién de (1.6) se cumple que:
1. LiNTey, # @ sty sélo st 4]j+m—k — 1.
2. LiNRyy # D sty solo st dlj+m+1—k+1.
3. TyN Ry # @ sty s6lo st 4|7 +1—k—m.
4. St ly y lgm son dos rectas de S del mismo tipo (L,T o R), entonces
LiNlgm #0 s1ysdlosigj=k ol=m.
Demostracion. Sélo demostraremos los incisos (1) y (4) pues los demds casos se

prueban de manera similar.

(1): Consideremos [a : b : ¢ : d] € Lj N Tyn. Entonces este punto satisface las
ecuaciones de cada recta, es decir

a=¢2F1p, ¢ =¢Aq,
a = §2k+1c’ b= §2m+1d.

Sustituyendo obtenemos que

€2j+2m+2d — €2k+2l+2d.
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Notemos que si d = 0 entonces b = ¢ = a = 0. Por tanto
62(j+m—k—l) —1.
Equivalentemente,
4(j +m—k—1).

Reciprocamente, si se satisface que 4|(7 +m — k —[) entonces se cumple que

[52(m+j+1) L gamiL £2l+1 :1] € Ljy N Tem.

(4): Demostraremos el caso para las rectas de tipo L. Para las rectas de otro tipo
se procede de manera andloga.
Sea[a:b:c:d] € LjN Ly,. Entonces se cumplen las siguiente igualdades:

a = §2j+1b — £2k+1b,

c = §2l+1d — €2m+1d.

Tenemos las siguientes posibilidades:
b=0 y 82(l —m),

o bien
d=0 vy 8|2(y — k).

Como los indices 7, k, [, m toman valores en el conjunto {0, ..., 3}, concluimos
que I = m, o bien, 7 = k. Reciporcamente, si 7 = k entonces el punto
[€2771:1:0: 0] estd en la interseccién Lj; N Ljy,.

O

Con esto determinamos cudntas lineas contenidas en S intersectan a una linea fija,
como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.6. Dada una recta L C S, exsten 14 rectas de S que la
intersectan y son las que se muestran en la Tabla 1.1. Ademds, estas 14
rectas yacen en diez planos distintos; las rectas (x) de la Tabla 1.1 junto con
L;; yacen en un plano y las cuatro se intersectan en un solo punto. Sucede lo
mismo con las rectas (*x).
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(*) Lol,...,le,...,Lgl

Tipo L —L
1p0 (**) LjO;---;le;---ij3
Tipo T To,1—5)s T1,(141—5), T2,(241-5)» T3,(3+41—5)

Tipo R Ro(—j_1-1), Ri,a—j_1-1), Ro,2—j—1-1), R3,(3—5-1-1)

Tabla 1.1: Rectas incidentes a L;;. Los subindices se consideran médulo 4.

Demostraciéon. La primera parte del enunciado es un resultado inmediato de la
Proposicién 1.2.5.

Para la ultima parte, basta notar que Li,; N Ly, # &, para k = 0,1,2,3, por lo
tanto las cuatro yacen en un mismo plano. Finalmente, observemos que el punto
[O :0: 521+1 . 1] € Lkll N Lk2l- O

El comportamiento descrito en la proposicién anterior se muestra en la gréafica de
interseccién de la Figura 1.1.

Rectas tipo T

Rectas Ly; Rectas L;i

Rectas tipo R

Figura 1.1: Gréfica de interseccién de las rectas que intersectan a la recta Lj;.
Cada punto representa una recta. Unimos dos puntos si las rectas se intersectan.

Usando la Proposicién 1.2.4 y el hecho de que los automorfismos de S preservan
las relaciones de incidencia entre rectas, la Proposicién 1.2.6 se puede adaptar para
rectas tipo R y T.

Observacién 1.2.7. De la Proposicién 1.2.5 concluimos que el plano determinado
por dos rectas del mismo tipo contiene cuatro rectas, todas del mismo tipo.
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La siguiente proposicién afirma que esta es la dnica configuracién posible para
cuatro rectas coplanares. Esta es una de las razones del etiquetado de las rectas en
tipo L,T y R.

Proposicion 1.2.8. St cuatro rectas de S son coplanares, entonces las cuatro
son rectas del mismo tipo (L, R o T).

Demostraciéon. Consideremos un plano que contiene cuatro rectas de S. Enton-
ces al menos dos de estas rectas son del mismo tipo. Por la Observacién 1.2.7
concluimos que las cuatro rectas son del mismo tipo. O]

En la Figura 1.1 observamos que existen conjuntos de diez rectas contenidas en
S que son alabeadas, es decir, disjuntas a pares. Surge la pregunta: ;cuédl es la
cantidad méaxima de rectas alabeadas de S? La Proposicién 1.2.10 contesta esto.
Para probarla ocupamos el siguiente lema.

Lema 1.2.9. Dadas cinco rectas en S del mismo tipo, existen dos que se
intersectan.

Demostraciéon. Asumamos que las cinco rectas son:

L;, ;... L

15,75

con ,Jx € {0,...,3}, para k € {1,...,5}. Por lo tanto, existen dos indices i,
Y 1%, que son iguales. Del inciso 4 de la Proposicién 1.2.5 se sigue que las rectas

Likl gk Y Likz,jkz se intersectan. =

Proposicion 1.2.10. La cudrtica de Fermat admaite a lo mds doce rectas ala-
beadas. Ademds las siguientes doce rectas son alabeadas:

L02, L137 L20) L31) TOl, TlO; T237 T327 R001 R111 R22; R33' (17)

Demostracion. La dltima afirmacién se prueba con un cdlculo directo. Sea U un
conjunto con cardinalidad mdaxima de rectas alabeadas; escribimos

U=LUTUR,

en donde L (respectivamente 7, R) es el conjunto de rectas tipo L (respectivamente
T, R) contenidas en Y.
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Por el lema anterior se sigue que a lo mdas hay cuatro rectas del mismo tipo que
son alabeadas, por tanto,

U = L]+ |T|+ R <4+4+4=12.

Como ya se exhibié un conjunto de doce rectas alabeadas, concluimos que esta es
la cantidad méxima. O

Definicién 1.2.11. A los conjuntos de doce rectas alabeadas en S los llamaremos
conjuntos maximales.

1.2.1. Conjuntos interpolantes

Las 48 rectas de la cuartica de Fermat S la determinan en el sentido de que ésta es
la tinica superficie cudrtica en P® que las contiene. Sin embargo, 48 no es el nimero
6ptimo; en esta subseccién probaremos que existen siete rectas de la cudrtica que
la determinan (Teorema 1.2.14), siendo siete el minimo posible. También analiza-
remos ejemplos de conjuntos de rectas que determinan a S, a los que llamaremos
interpolantes.

Definicién 1.2.12. Consideremos una variedad X C P™. Dos subvariedades Yi, Y,
de X intersectan transversalmente si en cada punto de interseccién los espacios
tangentes a Y; y Y> generan a P".

Observacién 1.2.13. Fijemos seis rectas [3,...,ls contenidas en P® y denotemos
por @;, C P** al conjunto de superficies cudrticas en P? que contienen a la recta
[;. Si la interseccién @ := @, N --- N @y, es transversal, por la Proposicién 1.2.1
concluimos que @ tiene codimensién 30 en P34, Este cdlculo nos dice que el minimo
nlimero de rectas que pueden determinar a una cudrtica es siete.

Teorema 1.2.14. El nimero minimo de rectas que determinan a la cudrtica
de Fermat es 7. Ademds, estas rectas se pueden elegir de modo que sean
alabeadas.

Demostracion. Por la Observacién 1.2.13 basta exhibir un conjunto de siete rectas
alabeadas tales que la cuartica de Fermat sea la tinica superficie cudrtica en P? que
las contiene.

Consideremos la siguiente lista de rectas:

L02:L131T017T101T23;R11:R22- (18)
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La siguiente funcién booleana de Macaulay2 determina si la cudrtica de Fermat
es la tnica superficie de grado cuatro en P® que contiene a estas rectas. La funcién
tiene por entrada una lista de rectas.

deter=(Lista) ->
{
p:=1{};
n:=#Lista-1;
IQ:=new IndexedVariableTable;
for 1 in Lista do
p=join(p,{flatten entries gens image basis (4,1)1});
for i in 0..n do IQ_i= ideal(p_i) + ideal gens image basis(5, ideal
vars P3);
LL := ideal(1_P3);
for i in 0..n do LL = intersect(LL, IQ_1i);
if ((degree LL_1)_0==5) then return true;
return O;

}

Al ingresar el conjunto (1.8) el resultado es true. O
Definicién 1.2.15. A los conjuntos de rectas que determinan a S los llamaremos
interpolantes.

A los conjuntos de siete (respectivamente ocho) rectas los llamaremos septetos
(respectivamente octetos).
El conjunto (1.8) no es el tinico septeto interpolante. Otro ejemplo son las siguientes
siete rectas:

Lo, L11, Loz, To1, T3, Roo, Ras. (1.9)

Una caracteristica que tiene el septeto (1.8) es que se puede completar a un tnico
conjunto maximal; a saber, el conjunto (1.7). Sin embargo, no todo septeto con-
tenido en un conjunto maximal es interpolante, por ejemplo, las siguientes siete
rectas también estdn contenidas en (1.7) pero no son interpolantes:

T017 T107 T237 R007 R117 R22) R33-
Este ultimo septeto también pertenece al siguiente conjunto maximal:

Z/{ - {L037 LlO) L211 L321 T017 T107 T23; T327 R007 R117 R227 RBS}-
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Surge la pregunta: jserd que todo septeto que puede completarse a un inico con-
junto maximal es interpolante? La respuesta es negativa y las siguientes rectas son
un contraejemplo:

L007L117L22;T017T10;ROO;Rll- (110)

Las tunicas rectas que completan este septeto en un conjunto maximal son las
siguientes:
L33)T23)T32:R22)R33'

La condicién de completarse a un tnico conjunto maximal tampoco es necesaria. El
septeto interpolante (1.9) puede completarse a dos conjuntos maximales escogiendo
cualesquiera de las siguientes opciones:

T12 T30

L
BTy Ta

Rll R22 .

Incluso existen septetos interpolantes que no pueden completarse a ningtin conjunto
maximal, un ejemplo es:

LOOJL117L221T017T137T201T32' (111)

Otra pregunta natural es ;jcualquier conjunto interpolante minimal, en el sentido
de que ningin subconjunto propio es interpolante, tiene cardinalidad siete? Una
vez mas, la respuesta es negativa: esto es el contenido de la siguiente proposicién.

Proposiciéon 1.2.16. La cudrtica de Fermat admaite conjuntos interpolantes
manimales de ocho rectas.

Demostracion. Utilizado la funcién deter definida en el Teorema 1.2.14, conclui-
mos que el siguiente septeto no interpolante

Loo, L11, Lo, Las, To1, T2, Ts, (1.12)

se puede completar a tres octetos interpolantes escogiendo cualquiera de las si-
guientes tres rectas:
Tos, T13, Too. (1.13)

Con un célculo directo se prueba que ningtn subconjunto de siete rectas es inter-
polante. O

En lo siguiente explicaremos la geometria que tienen los octetos interpolantes exhi-
bidos en la Proposicién 1.2.16.
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Definicién 1.2.17. Dado un conjunto de rectas L = {ly,...,[,} de S, una recta [
en P® que intersecta a k rectas de L se dice k—secante. Si k > 5 se dice multisecante.

Notemos que si k > 4 entonces una k-secante estd contenida en S.

Proposicion 1.2.18. Un conjunto de siete rectas que tenga al menos dos 6-
secantes no puede determinar a una superficie cudrtica en P3.

Demostracion. Denotemos por Q a la configuracién de las siete rectas y por Iy y
l> a las dos 6-secantes.

Marquemos cinco puntos en cada una de las siete rectas de forma tal que se consi-
deren los puntos de interseccion de las rectas l; y l; con Q (Figura 1.2a). Sea r el
nlimero de puntos marcados. Se cumple que r < 35.

(a) El espacio de cudrticas determinado (b) Estos puntos determinan el mismo
por las siete rectas estd determinado por espacio de cudrticas que los marcados en
estos 35 puntos marcados. 1.2a.

Figura 1.2: Siete rectas alabeadas con dos 6-secantes distintas.

Notemos que una cudrtica contiene a una de las rectas de Q si y sélo si contiene a
los cinco puntos marcados en esta. Ademads, contener un punto impone una condi-
cién lineal en P34

También, una cudrtica contiene a cinco de los seis puntos en los que /; intersecta
a @ si y sélo si contiene a los seis puntos de interseccién. Consideremos a los r — 2
puntos obtenidos de remover uno de los seis puntos de interseccién de las dos 6-
secantes con Q (Figura 1.2b). Notemos que el espacio de cudrticas que contiene a
los 7 puntos es el mismo conjunto de cudrticas que contiene a los » — 2 puntos, es
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decir, es un espacio de codimensién al menos 35 —r +2 > 2.
Concluimos que la configuracién Q estd contenida en mdas de una cudrtica y por lo
tanto no puede determinar a una dnica cudrtica. O]

Los septetos interpolantes (1.8) y (1.9) tienen una tinica 6-secante: la recta L;>. En
cambio, el septeto interpolante (1.11) no tiene ninguna 6-secante, pero si cuatro
5-secantes, a saber: Ty, 711,122 ¥ T33.

La Proposicién 1.2.18 explica por qué el septeto (1.10) no es interpolante, pues
tiene exactamente dos 6-secantes, las cuales son Lis v L3p.

Figura 1.3: Gréfica de interseccién de un octeto interpolante junto con sus ocho
multisecantes.

Por otro lado, los tres octetos interpolantes que se obtienen de completar el septeto
(1.12) con alguna de las rectas (1.13) tienen las mismas multisecantes, las cuales
son:

LOl; L127 L23; L30; TOO; Tll; T22; T33-
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Estas ocho rectas son alabeadas, pueden completarse a cuatro conjuntos maximales
distintos y no determinan a la cudrtica. Ademads, cada recta de (1.13) es una 2-
secante del septeto (1.12).

Al considerar cualquiera de estos tres octetos interpolantes y sus ocho multisecantes
obtenemos una curva de grado 16 en P? y género aritmético igual a 31. La grafica
de interseccién de esta curva se muestra en la Figura 1.3.

Para calcular el género de las curvas anteriores usamos Macaulay2 y la siguiente
funcién que tiene como entrada una lista de rectas:

Genus=(lista) —->

{
r:=1;
for i in 1..#lista do
{
for j in i+1..#lista do
if (codim (lista_(i-1)+lista_(j-1))==3) then r=r+1;
r=r-1;
}; return r;
+

1.2.2. CoOnicas residuales

En esta subseccién estudiaremos algunas cénicas contenidas en la cudrtica de Fer-
mat S. Este estudio serd 1util en el Capitulo 3 para entender el espacio de deforma-
ciones de primer orden de S. Las cénicas en las que nos enfocaremos serdn cénicas
determinadas por dos rectas incidentes de S; estas dos rectas determinan un plano
P. La interseccién de P con S son las dos rectas y una cénica C. Si las rectas
son del mismo tipo, C es reducible (Observacién 1.2.10). En el Teorema 1.2.20
probaremos que S contiene exactamente 192 de estas cénicas que son irreducibles.

Definicién 1.2.19. Si la cénica C determinada por dos rectas de S es irreducible
la llamaremos cénica residual de S.

Teorema 1.2.20. La cudrtica de Fermat contiene 192 cdnicas residuales.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.2.6 y 1.2.8 sabemos que al fijar una recta [
de S existen otras 14 rectas que la intersectan; de éstas solo ocho la intersectan de
forma que el plano que generan no contiene mas rectas de S, y por tanto determinan
ocho cénicas residuales. Ademads estas intersecciones son entre rectas de distinto
tipo.
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Se sigue de lo anterior que las ocho cénicas residuales que se obtienen a partir de
la recta [ son todas distintas a las ocho cénicas residuales que se obtienen a partir
de otra recta I’ del mismo tipo que I.

Contamos las cénicas residuales de S como sigue: hay 16 rectas de tipo L y cada
una de ellas genera ocho cénicas residuales, con esto contamos 128. Restan las
cénicas generadas por la interseccién de una recta de tipo T con otra de tipo R. Al
fijar una recta de tipo T notamos que de las ocho cénicas residuales que determina
cuatro estdn dadas por la interseccién con una recta de tipo L, es decir, descartamos
cuatro cénicas por cada recta tipo T. Con esto obtenemos que hay 128+16x4=192
conicas residuales. ]

Utilizaremos los ideales que definen las 192 cénicas residuales en la Seccién 3.2.1
para estudiar ciertas deformaciones de primer orden de la cudrtica de Fermat.
Estos los obtenemos con el siguiente cédigo. La primera funcién enlista las rectas
que determinan cénicas residuales dada la recta Lj. La segunda funcién enlista
las cuatro rectas que determinan cénicas residuales dada la recta T};. Para ambas
funciones la entrada son dos indices 7, € N. La tercer y cuarta funcién calculan
los ideales que definen a estas cénicas residuales. Los tiltimos renglones del cédigo
generan una lista con los ideales de las 192 cénicas.

interL=(j,1)->

{
L:={};
for k in 0..3 do {
for m in 0..3 do if ((j+m+1-k+1)%4)==0 then L=join(L,{R_k_m});
for m in 0..3 do if ((j+m-k-1)%4)==0 then L=join(L,{T_k_m});
+;
return L;
}
interT=(j,1)->
{
L:={};
for k in 0..3 do
for m in 0..3 do if ((j+1-k-m)%4)==0 then L=join(L,{R_k_m});
return L;
}

ConicsL = (i,j) ->
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CON={};
Li:=interL(i,j);
m:=#Li;

for k in 0..m-1 do {
plano:=(radical (L_i_j*Li_k))_0;
q:=ideal(plano,F);
conica:=saturate(q,L_i_j*Li_k);
CON=join(CON,{conica});

+;
return CON;
}
ConicsT = (i,j) —->
{
CON={};
Li:=interT(i,j);
m:=#Li;
for k in 0..m-1 do {
plano:=(radical (T_i_j*Li_k))_0;
q:=ideal(plano,F);
conica:=saturate(q,T_i_j*Li_k);
CON=join(CON,{conica});
};
return CON;
}
con={};

for i in 0..3 do
for j in 0..3 do con=join(con,Con(i,j));

1.3. Grupo de Picard de la superficie cuartica de
Fermat
Al principio de este capitulo mencionamos que un divisor de Weil en una variedad

proyectiva suave X es una combinacién formal de subvariedades de codimensién
uno. En esta subseccién daremos otra definicién: la de divisor de Cartier (Definicién
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1.3.1). Usaremos nociones bésicas de gavillas, una referencia sobre los conceptos
que manejaremos es [Shal3, Cap. 5, Sec. 2]. Este formalismo nos permitird ma-
nipular haces lineales sobre X como divisores en X y estudiar deformaciones de
primer orden de X a lo largo de un divisor.

En la subseccién 1.3.1 definiremos la primer clase de Chern de un haz lineal y el
grupo de Picard de X. En la subseccién 1.3.2 definiremos el producto de intersec-
cién de dos divisores y lo usaremos para analizar si dos divisores son linealmente
equivalentes. Probaremos en el Teorema 1.3.20 que existen veinte rectas contenidas
en S cuyas clases forman una base para Pic(S).

Denotaremos por A al anillo de coordenadas homogéneas de X, por Ox a su gavilla
estructural, por K a la gavilla de campos de funciones de A y por K* y O% a las
gavillas de elementos invertibles en K y Oy, respectivamente.

Definicién 1.3.1. Un divisor de Cartier es una seccién global D de la gavilla
IC* ] O%, es decir, D € I'(X, K*/O%).
Un divisor de Cartier se dice principal si es un elemento de la imagen de la aplica-
cién natural

NMX,K*) - T'(X,K*/O%).

Dos divisores de Cartier se dicen linealmente equivalentes si su diferencia es un
divisor principal.

Por las propiedades de las gavillas cocientes, un divisor de Cartier puede ser descrito
dando un cubriente abierto {U;} de X y elementos f; € I'(U;, K*) para cada 7 tales
que para cada ¢,7, fi/f; € T(U;NU;, O%). En otras palabras, un divisor de Cartier
estd localmente definido por un polinomio. En particular, una subvariedad de X
de codimensién uno estd definida por un polinomio, por lo que es un divisor de
Cartier.

A continuacién definiremos lo que es una gavilla invertible para posteriormente
relacionar este concepto con el de divisor de Cartier.

Definicién 1.3.2. Una gavilla invertible £ sobre X es una gavilla de O x —maddulos
localmente libre de rango uno.

Las gavillas invertibles se pueden entender como haces lineales [Shal3, Teorema
6.2].

Si L y M son gavillas invertibles entonces £ ® M también es invertible. Ademas,
existe otra gavilla invertible £~ sobre X tal que £L® £7! = O [Har97, 11, Prop.
6.12]. En otras palabras, el conjunto de gavillas invertibles tiene estructura de
grupo con la operacién Q.
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Definicién 1.3.3. Dada una variedad suave X definimos su grupo de Picard,
Pic(X), como el grupo de clases de isomorfismo de gavillas invertibles sobre X.

Dado un divisor de Cartier D le asociamos una gavilla invertible de la siguiente
manera: representemos a D por {(U;, f;)} vy definimos £(D) como el Ox-submédulo
generado por f; ! en U;, para cada i.

Proposicién 1.3.4. Sea X una variedad proyectiva suave. Entonces

(a) Si D es un diwvisor de Cartier entonces L(D) es una gavilla invertible
sobre X. La funcion
D — L(D) (1.14)

es una correspondencia 1-1 entre dwvisores de Cartier y gavillas tnvertibles
sobre X.

(b) Si Dy, Dy son divisores de Cartier, entonces L(D;—D,) 22 L(D;)QL(D,)™ .

o~

(c¢) Los divisores Dy y D, son linealmente equivalentes st y sélo si L(D;)
L(D,) como gavillas invertibles abstractas.

La prueba de esta proposicién se puede consultar en [Har97, II, Prop. 6.13]. Con-
cluimos que el grupo de divisores de Cartier médulo equivalencia lineal es igual al
grupo de Picard. Si los divisores D; y D, son linealmente equivalentes se escribe
D1 ~ .D2.

A partir de ahora diremos “divisores” en lugar de divisores de Cartier. Al conjunto
de divisores de X lo denotaremos por Div(X).

Si X es una superficie suave, entonces toda curva contenida en X es un divisor. En
este caso el grupo de Picard coincide con el grupo de combinaciones lineales con
coeficientes en Z de curvas contenidas en X mddulo equivalencia lineal.

1.3.1. Clases de Chern y Teorema de Lefschetz

En esta subseccién enunciaremos el Teorema de Lefschetz sobre (1,1)-clases (Teore-
ma 1.3.8). Este teorema acota al grupo de Picard de una superficie cudrtica suave.
Resulta que el grupo de Picard de la cudrtica de Fermat es el maximo grupo posible
que una superficie cudrtica puede tener; probaremos esto en la siguiente subsec-
ciém.

Usaremos en esta subseccién otra identificacién para el grupo de Picard de una
variedad proyectiva suave X [Lee24, Prop. 6.28]:

Pic(X) = HY (X, O%).
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La sucesién exponencial de gavillas:

0 - Z —» Ox 25 0% — 0
Foo omif s e !

induce el morfismo de conexidn:

5. HY(X,0%) —  HX(X,Z)
L = 0(L)=:c(L) -~

Observacién 1.3.5. Recordemos que si X es una superficie K3 entonces H'(X, Ox) =

0. De la sucesién exponencial se deduce que el morfismo ¢ es inyectivo en este caso.

Definicién 1.3.6. Dado un haz lineal L € H!(X,0%) = Pic(X), el elemento
0(L) = c1(L) es la primera clase de Chern de L.

El morfismo de conexién ¢ es un homomorfismo entre grupos. Més atin, la imagen
de ¢ es un grupo abeliano finitamente generado.

Definicién 1.3.7. Al rango rk(Im 6) de la imagen del morfismo de conexién § le
llamamos rango de Picard de X y lo denotamos por p(X).

La inclusién ¢ : Z — C induce una funcién en los grupos de cohomologia:
it HY(X;Z) — H*(X;C).
Recordemos que (Teorema 1.1.6)

HY(X,C)= P H(X).

pt+g=k

Resulta que la primer clase de Chern c¢;(L) de un haz lineal L es un elemento del
grupo de cohomologia de Dolbeault H!(X) [Kob87, II, ec. (2.22)].

El siguiente teorema afirma que el grupo de Picard es un subconjunto de H2(X, Z)N
H'(X). La prueba de la primer parte se encuentra en [Lee24, Teorema 9.59] y de
la segunda en [Huy16, Capitulo 1, 3.3].

Teorema 1.3.8 (Lefschetz sobre (1,1)-clases). Sea X wuna variedad proyectiva
suave, entonces se cumple que

§: Pic(X) — H"'(X) N H*(X,Z)
es suprayectiva. Ademds, st X es una superficie K3, entonces

Pic(X) = H"Y(X)n H*(X,Z) =: H"*(X,Z).
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Con este teorema, el rango de Picard es p(X) = rk(H" (X, Z)).

Teorema 1.3.9. St X es una superficie K3 entonces su rango de Picard es a
lo mds 20.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.3.8 y del Teorema 1.1.15. O]

1.3.2. Producto de interseccion de divisores

En esta subseccién supondremos que X es una superficie proyectiva suave. De-
finiremos en el Teorema 1.3.11 el producto de interseccién entre divisores. Este
producto es 1til para determinar si dos divisores son linealmente dependientes o
no en el grupo de Picard. Ademds, probamos en el Teorema 1.3.20 que el grupo de
Picard de la cuértica de Fermat admite una base representada por rectas.

Definicién 1.3.10. Consideremos una superficie proyectiva suave X, dos curvas
C y D contenidas en X y un punto p € C N D. Las curvas C' y D intersectan
transversalmente en p si las ecuaciones locales f,g de C y D en p generan al ideal
maximal m, de Ox .

Se dice que C' y D intersectan transversalmente si intersectan transversalmente en
cada punto p € CnN D.

Teorema 1.3.11. Sea X una superficie proyectiva suave. Entonces existe un

unico producto
t: Dw(X)x Dw(X) — Z

(C,D) — C.D (1.15)
tal que:

1. St C y D son dos curvas no singulares que se intersectan transversal-
mente, entonces C.D coincide con #(C N D), el numero de puntos de
CnD.

2. C.D=D.C,
3. (C]_ —|— Cg)D — C]_D —|— Cz.D,
4. 51 Cy ~ C,, entonces Ci.D = C,.D.

La demostracién de este teorema, asi como el lema siguiente se pueden consultar
en [Har97, V, Teorema 1.1, Lema 1.2].
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Lema 1.3.12. Consideremos dos curvas C,D en X no singulares que se in-
tersectan transversalmente. Se cumple que

#(C N D) =dege(L(D)® Oc),
en donde el factor de la derecha es el grado del haz lineal L(D) restringido a
C.

Definicién 1.3.13. Al entero C.D se le conoce como el nimero de interseccién
de los divisores C y D. En particular, a C? := C.C se le conoce como niimero de
autointerseccién de C, en donde C? = degc(L(C) ® O¢).

Definicién 1.3.14. Consideremos el haz canénico wx = Q% de X, el cual es un haz
lineal sobre X. Cualquier divisor KX tal que Ox(K) = wx se llama divisor candnico
de X.

A continuacién definimos un haz lineal sobre el espacio proyectivo P".

Definicién 1.3.15. Consideremos el haz tautolégico T' de P™ :
T ={(p,z) €P" x C"™* | z € p}.

Este es un haz lineal holomorfo sobre P™ [Lee24, Prop. 3.31]. Definimos el haz de
hiperplano de P™ como el haz dual de T y lo denotamos por H.

El producto de interseccién (1.15) permite calcular el género geométrico de una
curva no singular contenida en una superficie X. Esto es el contenido de la siguiente
proposicién. Su prueba se puede consultar en [Har97, V, Prop. 1.5].

Proposicién 1.3.16 (Formiula de adjuncién). Consideremos una curva C C X
no singular de género g y denotemos por K al divisor candnico de X . Entonces

C.(C+K)=2g-2.

Ejemplo 1.3.17. Supongamos que X C IP® es una superficie de grado d. Entonces
el divisor canénico K de X es [Lee24, Prop. 4.17]:

K = (d— 4)H,

en donde H denota al haz de hiperplano (Definicién 1.3.15).
Consideremos una recta [ C X. En este caso ¢ = 0 y aplicando la formula de
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adjuncién obtenemos:

—2=11+1LK
=1*+(d-4)HlI
=0’ +d-4.

Por tanto, 2 = 2 — d.
En caso de que X sea una superficie cudrtica suave y [,I’ C X sean rectas entonces:

0, sily !l son disjuntas,
1. = 1, sise intersectan en un punto,
—2, si son iguales.

La siguiente proposicién afirma que el grupo de Picard de una superficie K3 es
isomorfo a Z™, con m un entero positivo.

Proposicion 1.3.18. El grupo de Picard de una superficie K3 es libre de tor-

310n.

Demostracion. Sea X una superficie K3. Asumamos que un haz lineal L =
Ox (D), con D un divisor de X, es un elemento de torsién en Pic(X), enton-
ces L* = Oy, para algin k > 0.

Usando el isomorfismo Kx = wyx y la igualdad x(Ox) = 2 (X es regular) en la
férmula de Riemann-Roch obtenemos que

X(6,D) = S-(-1Y(X,D) = x(©2) + 2(D + Kx).D

1
=2+ D%
+2

Como nD = 0, entonces
1
ﬁ(nD)z = D2 =0.

Por tanto,
x(X, D) =2 < h°(X, D) + h*(X, D).

Por la dualidad de Serre, se cumple

2 < h’(X,D)+ r’(X,-D).
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Se sigue que alguno de h°(X, D) o h°(X, —D) es positivo. Sin pérdida de generali-
dad, asumimos que D es efectivo.

Consideremos una seccién no trivial s € H°(X, D), entonces 0 # s™ € H*(X,nD) &
H°(X,Ox). Esto implica que s es nunca cero, y por tanto s es nunca cero, por lo
gue obtenemos un isomorfismo

Concluimos que L es trivial. O

De la demostracién de la proposicién anterior sabemos que la caracteristica de
Euler de cualquier haz lineal L sobre una superficie cuédrtica, que es una superficie
K3, es:

1
x(X,L) =2+ 5L2.

En particular, si L estd determinado por una recta I, del Ejemplo 1.3.17 obtenemos
que
RY(X,L) — h*(X,L) + h*(X,L) = 1.

Se cumple ademds que h%(X, L) = 1y, por tanto, h*(X, L) = h®(X, —L) = 0. Esto
implica que
rY(X,L) = 0. (1.16)

Eiste calculo serd importante en el Capitulo 3 para estudiar deformaciones de una
superficie cudrtica y una recta contenida en ella.

La siguiente proposicién determina independencia lineal entre divisores usando
dlgebra lineal. Usaremos este resultado en la Proposicién 1.3.20 para dar genera-
dores de Pic(S), con S la cudrtica de Fermat.

Proposicion 1.3.19. Consideremos m diwvisores Dy, ..., D,, en una superficie
X suave. St la matriz de interseccion

A= (D; . D))"

ij=1

es wnvertible entonces las clases de D; en Pic(X) son linealmente indepen-
dientes.

Demostracion. Por el inciso 4 del Teorema 1.3.11 se sigue que el producto (1.15)
induce un homomorfismo de grupos entre Pic(X) y Z. La conclusién es inmediata.
O

34



Finalmente, si X = S C P2 es la cuértica de Fermat el siguiente teorema es vélido.

Teorema 1.3.20. El grupo de Picard, Pic(S), de la cudrtica de Fermat S C P?
es isomorfo a Z*°. En particular, S es una superficie K8 con rango de Picard
mazimal.

Ademds, las clases de las siguientes rectas contenidas en S generan a Pic(S).

B = {L007 Lll; L227 L337 T017 T127 T237 T027 T037 T137 LO].J L027 L037 L107
Lo, Tho, Roo, Ro1, Ro2, Rio}-

Demostracién. Como S es una superficie K3 sabemos que Pic(S) C HY!(S)
(Teorema 1.3.8), en donde h'!(S) = 20 (Teorema 1.1.15). Esto implica que p(S) <
20.

Ahora consideremos la matriz A = (D;.D;), en donde D; y D, son elementos de
B. Con un cdlculo directo obtenemos que A tiene rango 20. Por la Proposicién
1.3.19 concluimos que las clases de estas rectas en Pic(S) son todas linealmente
independientes. Por tanto, p(S) = 20.

De la Proposicién 1.3.18 sabemos que Pic(S) es libre de torsién; concluimos que
Pic(S) = 77°. O
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Capitulo 2

Teoria de deformacion

En este capitulo introducimos la teoria de deformacién para variedades proyectivas
definidas sobre un campo algebraicamente cerrado k con char(k) = 0; la cual es
la principal herramienta técnica de esta tesis. Esta teoria estudia el cambio de
las propiedades de variedades que estdn “infinitamente cerca” y se describe en
este capitulo en el lenguaje de esquemas. Asi que en la Seccién 2.1 introducimos
conceptos y propiedades basicas sobre estos. En la Seccién 2.2 definimos lo que es
una deformacién de primer orden de una variedad y en la Seccién 2.3 introducimos
el concepto de deformacién encajada, que es una deformacién de primer orden
dentro de un espacio proyectivo.

El siguiente capitulo estd dedicado a ejemplos explicitos sobre cémo aplicar esta
teoria al caso de la cudrtica de Fermat definida sobre C.

2.1. Esquemas

La teoria de deformacién que estudiaremos en este capitulo utiliza esquemas y en
esta seccién introducimos conceptos necesarios sobre estos. Asumiremos conoci-
mientos sobre gavillas, por ejemplo [Shal3, Cap. 5, Sec. 2| o [Liu02, Sec. 2.2.2].
Los anillos se consideran conmutativos con identidad.

Definicién 2.1.1. Un espacio anillado consiste de un espacio topolégico X y una
gavilla de anillos Ox en X en donde Ox, es un anillo local, para cada z € X; y es
denotado por (X, Ox).

A la gavilla Ox se le conoce como gavilla estructural de X.
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Dados dos abiertos U,V con U C V, a los morfismos de restriccién de la gavilla O
las denotaremos por p};.

Ejemplo y definicién 2.1.2. Consideremos un anillo A. Definimos el conjunto
Spec(A) = {p C Alp es un ideal primo de A}.

Dotamos a este conjunto con la topologia de Zariski, definida como la topologia
cuyos conjuntos cerrados son los siguientes:

V(E)={p € Spec(A) | E C p}, E C A.

El conjunto topolégico Spec(A) junto con su gavilla estructural [Shal3, Cap. 5,
Sec. 2.2], a la que denotamos por Oy, es un espacio anillado.

El objetivo de esta seccién es definir esquema. Para eso ocupamos las siguientes
definiciones.

Definicién 2.1.3. Un morfismo de espacios anillados ¢ : (X,0x) — (Y, Oy) es
una funcién continua ¢ : X — Y y una coleccién de homomorfismos

Yy : Oy(U) = Ox(p™"(V)),

para cada conjunto abierto U C Y; tales que el siguiente diagrama es conmutativo,
para cualesquiera abiertos U C V de Y

Ox(o (V) 2, oo w)
v [

o) s o)

Un morfismo de espacios anillados ¢ : (X,0x) — (Y, Oy) es un isomorfismo si
existe su inversa. En dicho caso se dice que (X, Ox) y (Y, Oy) son isomorfos.
Por simplicidad, escribimos ¢ : X — Y en lugar de ¢ : (X, Ox) — (Y, Oy).

Ejemplo 2.1.4. Una variedad diferenciable X es un espacio anillado si definimos
su gavilla estructural Ox como la gavilla de funciones diferenciables.

Ademas, cualquier funcién diferenciable ¢ : X — Y define un morfismo de espacios
anillados si establecemos

Yu(f) = ¢*(f), para f € Oy(U).
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Definicién 2.1.5. Consideremos dos anillos A y B. Un morfismo de espacios ani-
llados ¢ : Spec(B) — Spec(A) es local si para cada abierto U C Spec(A), cada
punto z € Spec(B) con ¢(z) € U y cada a € O4(U) se cumple que

a(p(z)) = 0= (Yu(a))(z) = 0.

Se enuncia a continuacién la definicién de esquema.

Definicién 2.1.6. Un esquema es un espacio anillado (X, Ox) en donde todo punto
r € X admite una vecindad U tal que el espacio anillado (U, Oxy) es isomorfo a
Spec(A), en donde A es un anillo conmutativo con identidad.

Al esquema Spec(A) se le dice esquema afin.

Definicién 2.1.7. Un morfismo de esquemas f : X — Y es un morfismo local
entre los espacios anillados correspondientes.

Si existe un morfismo de esquemas X — Spec(A), entonces X es llamado un
esquema sobre A o0 un A—esquema.

Un morfismo ¢ : Y — X entre A—esquemas debe satisfacer el siguiente diagrama
conmutativo:
y —— X
N\ v
Spec(A)

Ejemplo y definicion 2.1.8. Consideremos un campo k algebraicamente cerrado
con char(k) = 0, y el anillo de polinomios k[t] en una variable con coeficientes en
k. El anillo k[t]/(t*) se conoce como el dlgebra de los nimeros duales sobre k.

A D := Spec(k[t]/(t?)) se le conoce como el esquema de los nimeros duales y
consiste de dos puntos: los ideales 0 y (¢). El punto (¢) se conoce como punto
cerrado de D por ser el tinico ideal maximal de k[t]/(t?).

Las deformaciones de primer orden de variedades proyectivas serdn esquemas sobre
los nimeros duales.

Definicién 2.1.9. Un morfismo de esquemas ¢ : Y — X es un encaje cerrado si
todo punto z € X tiene una vecindad afin U tal que ¢ (U) C Y es un subesquema
afin y el homomorfismo

Yy 1 Ox(U) — Oy (p™"(V))

es suprayectivo. En este caso decimos que Y es un subesquema cerrado de X.
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Definicién 2.1.10. Consideremos el espacio n proyectivo P7 sobre un anillo A
[Shal3, Cap. 5, Ejemplo de Sec. 3.2]. Un esquema que es isomorfo a un subesquema
cerrado de P es un esquema proyectivo sobre A.

A continuacién definiremos planitud. De acuerdo a Hartshorne, esta propiedad es
la condicién técnica que corresponde a la idea intuitiva de una deformacién [Har09,
pag. 9]. Recordemos que un anillo local es un anillo con un dnico ideal maximal.

Definicién 2.1.11. Un médulo M es plano sobre un anillo A si para cualquier
sucesién exacta de A—moddulos

0—-N —-N-— N'"—Q,

el complejo
N/®AM%N®AM—>N”®AM

es una sucesién exacta.
Un morfismo de esquemas f : X — Y es plano si para cada z € X el anillo local
O, x es plano sobre el anillo local Oy ().

2.2. Deformaciones de primer orden

En esta seccién definiremos lo que es una deformacién de primer orden de una
variedad proyectiva X. La teoria de deformacién es el estudio infinitesimal de una
familia de esquemas X parametrizada por un conjunto D en la vecindad de una
fibra especial X, es decir, nos preguntamos qué propiedades de X comparte la fa-
milia & en una vecindad de ésta.

En esta seccién trabajamos con el esquema de los niimeros duales D = Spec(k[t]/(t?))
(Ejemplo y definicién 2.1.8), en donde k es un campo algebraicamente cerrado de
caracteristica 0. También definimos el morfismo de deformacién (Definicién 2.2.9)
que se usa en el Teorema 2.2.10.

Definicién 2.2.1. Consideremos un esquema proyectivo X sobre k. Una deforma-
cién de primer orden de X parametrizada por D, a la que también llamaremos
deformacién de X sobre D, es un diagrama cartesiano 7 de morfismos de esquemas

X - X
n: 1 lr
Spec(k) - D
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en donde el morfismo 7 es plano y suprayectivo, y s € D es el punto cerrado.
A X le llamamos el esquema total de la deformacién y a la deformacién 7 la
denotamos por (X, D).

Observemos que siempre existe una deformacién trivial, a saber:

X — X xD

I \
Spec(k) =+ D

Esta es conocida como familia producto.
Una deformacién de X sobre D

X -y
¢: 1 1
Spec(k) - D

es isomorfa a 7 si existe un D-isomorfismo ¢ : X — ) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

X
v e
X 2, y
N v
D

Una deformacién de X sobre D se dice trivial si es isomorfa a la familia producto.
Podemos pensar en las clases de isomorfismo de deformaciones de X sobre D.

Definicién 2.2.2. Si X es un esquema proyectivo suave, definimos

Def(X) := {deformaciones de primer orden de X }/(zsomor fismo).

Este conjunto es un grupo con la operacién de composicién y tiene una relacién
estrecha con el primer grupo de cohomologia H!(X,Tx). Esto es el contenido de
la siguiente proposicién, cuya demostracién se puede consultar en [Ser06, Prop.
1.2.9].

Proposicion 2.2.3. Consideremos una variedad proyectiva suave X . Entonces
la siguiente correspondencia es biyectiva:

k: Def(X) — HY(X, Tx)

y satisface que k({) =0 st y sélo si ( es la clase de la deformacién trivial.
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La correspondencia k se conoce como la correspondencia de Kodaira-Spencer.

Definicién 2.2.4. Dada una deformacién de primer orden n de X sobre D, a su
clase de cohomologia k(n) € H*(X,Tx) le llamamos la clase de Kodaira-Spencer
de 7.

2.2.1. Deformaciones de un haz lineal

Consideremos una gavilla invertible L sobre una variedad proyectiva suave X. En
esta subseccién definimos deformaciones de primer orden de X que preservan entera
a L.

Definicién 2.2.5. Dada una variedad proyectiva suave X y una gavilla invertible
L sobre X, una deformacién de primer orden del par (X, L) es un par (1, L), en
donde 7 es una deformacién de primer orden de X y L es una gavilla invertible
sobre X tal que L = L|x. En este caso diremos que L extiende a la deformacién X
o que X preserva entera a L.

Surge la pregunta ;jextiende L a cualquier deformacién de X7 La siguiente propo-
sicién muestra que esto es falso y es solucién del ejercicio [Har09, Ejercicio 6.7.c)].
Ademads, muestra un método para determinar si una deformacién de primer orden
de una superficie proyectiva suave preserva un divisor determinado por una curva.

Proposicién 2.2.6. Consideremos la superficie cudrtica X en P dada por
f=z*+y*+ z2° + yw?, la cual contiene a la linea Y = {z =y =0}. Y
consideremos la deformacién X' de X sobre los nimeros duales D dada por
f' = f +tz%w?. Entonces Y no se extiende a X'.

Demostracion. Con un cdlculo directo mostraremos que el homomorfismo de ani-

llos
klz,y,z,wl/(f) —— klz,u]

T — 0
Y — 0
z — z
w — w

correspondiente a la inclusién Y — X, no se puede levantar a un homomorfismo

k[z,y,z,w,t]/(f,12) —2 k[z, w,t]/(£?)
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tal que el siguiente diagrama conmute:
klz,y,2,w,t)/(f,12) —2— k[z,w,t]/(#)
t= 0[ t=0 (2.1)
klz,y,2,0]/(f)  ——  klz,u]

Denotemos por R a la restriccién £ = 0.

Procederemos por contradiccién: Suponemos que el diagrama (2.1) conmuta.
Notemos que existen polinomios p;(z, w), ri(z,w) € k[z,w,t]/(¢?),coni=1,...,4,
tales que las imdgenes de z,y,z,w € k[z,y,z,w,t]/(f',t?) bajo ¢ se escriben,
respectivamente, como:

¢(z) = p1(z,w) + t-ri(2,w)
¢(y) = p2(z,w) + ¢ 72(2, w)
#(2) = p3(z,w) + ¢t - r3(z,w)

d(w) = pa(z,w) + t-r4(z,w)

Como el diagrama (2.1) es conmutativo se cumple que

0= Ro¢(z) = pi(2z,w).
Por tanto, ¢(z) =t - r1(2,w) y, andlogamente, ¢(y) =t - ro(z, w).
También tenemos que

z = Ro ¢(z) = p3(z,w),
luego, ¢(z) =z +t-r3(z,w) y p(w) = w+1t-ra(z, w).
Ahora consideremos la imagen bajo ¢ de la clase f € k[z,y,z,w,t]/(f',t?) de f.
Lo anterior implica lo siguiente:

$(f) = p(* + v* + 22° + yw?)
= ¢(z*) + ¢(y*) + ¢(z2°) + p(yw®)
=t-ri(z,w)2® +t- 7oz, w)w?
= t(r1(z, w)2® + ro(2, w)w?)

(2.2)

Por otro lado, de la igualdad f = —tz2w? se sigue que:
$(f) = —to(2*)p(w?)
= —t((z +t-r3(z,w))*(w +t-ry(2,w))?
= —t(2% + 2t - r3(2, w)) (W? + 2t - 42, W)) (2.3)
= —t(2%w? + 2t[2%r4(2, w) + wirs(z, w)))

— —t2%w?.
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Ya que z,w, 71,72 € k[z,w,t]/(t?) no son multiplos de ¢, se sigue de (2.3) y (2.2)
que
22w = ri(z,w)z° + ro(z, w)w?® € klz, w,t]/(¢?),

es decir, 71(z,w) y r2(z, w) son divisibles por w? y 22, respectivamente. Escribimos

ri(z,w) = ”(jizw) y ro(2z,w) = % Se sigue que
1= 7ri(z,w)z + ry(z, w)w.
Lo cual no es posible. Concluimos que el homomorfismo ¢ no existe. O]

Si X C P2 es una superficie suave entonces las curvas que contiene definen divisores.
Introducimos la siguiente notacién para deformaciones que preservan enteros a
estos divisores, la cual serd usada en el siguiente capitulo, en donde estudiamos las
deformaciones de primer orden de la superficie cudrtica de Fermat definida sobre
C.

Definicién 2.2.7. Consideremos una superficie suave X C P?® y una curva C
contenida en X, con L la gavilla invertible determinada por C, con h'(X, L) = 0.
Si (X, L) es cualquier deformacién de primer orden de (X, L), entonces diremos
que X es una deformacién que preserva entera a la clase de C.

En general, si (X, £) es una deformacién de (X, L) entonces el haz lineal £ restrin-
gido a la otra fibra de X puede no ser efectivo [LHV23, Obs. 2.4]. En particular,
las deformaciones que preservan entera a la clase de un curva C no necesariamente
preservan a la curva C.

Se tienen las siguientes contenciones:

Deformaciones de Deformaciones de
(X,L) que mantienen , C C { Deformaciones de X }
una seccién de L (X, L)

La hip6tesis en la definicién anterior sobre el haz lineal L de que h'(X,L) = 0
garantiza que todas las secciones de L también se extiendan a una deformacién
(X, L) de (X, L) [Ser06, Cor. 3.3.15]. Un ejemplo importante de esto es considerar
un haz lineal I determinado por una recta [ contenida en una superficie cudrtica
X C P3. Del célculo (1.16) hecho en la Seccién 1.3 sabemos que h*(X, L) = 0. Por
tanto, las secciones de L se extienden a una deformacién (X, £) de (X, L).

Definicién 2.2.8. Dos deformaciones (X, L) y (X', L") de (X, L) son isomorfas si
existe un isomorfismo de deformaciones f : X — X’ y un isomorfismo de gavillas
L— f*L.
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Introducimos ahora el morfismo de deformacidn, el cual es la principal herramienta
del Capitulo 3.

Definicién 2.2.9. Consideremos una variedad proyectiva suave X. El morfismo de
deformacién de X
HY(X,Tx) x H'(X,Qx) — H*(X). (2.4)

estd definido como la composicién del producto cup
H'Y(X,Tx) x H'(X,Qx) — H*(X,Tx ® Qx)

con el siguiente morfismo inducido por el producto dual Tx ® (0x — Ox en coho-
mologia:
H*(X,Tx ® Qx) — H*(X, Ox) = H**(X).

Recordemos que a una gavilla invertible L sobre X se le asocia su primera clase de
Chern §(L) € HY(X) = H'(X,Qx) y a una deformacién 7 de primer orden de X
se le asocia su clase de Kodaira-Spencer «(7) € H'(X,Tx). El siguiente teorema
da un criterio para determinar si una deformacién preserva entera a una gavilla
invertible. Se puede consultar la demostracién en [Ser06, Teorema 3.3.11]

Teorema 2.2.10. Consideremos una variedad proyectiva suave X y una gavilla
invertible L sobre X. Entonces L se extiende a una deformaciéon de primer
orden n de X siy solo s1

k(n) - 6(L) =0,
en donde - es del morfismo de deformacion (2.4).

La siguiente es una observacién importante ya que determina la dimensién del
conjunto de deformaciones que preservan entero a un haz lineal sobre una superficie
K3 (Definicién 1.1.13).

Observacién 2.2.11. Sea X una superficie K3. Usando los isomorfismos (Teorema
1.1.5)
H(X, Tx) = H(X, Q%) = H'(X)

y el hecho de que h%? = 1 (Teorema 1.1.15) obtenemos que el morfismo de defor-
macién (2.4) es:

HY(X,Tx) x H'(X,Qx) — H*(X) = C.

Entonces el morfismo .
HY(X, Tx) 22 52X, 0x) (2.5)
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es suprayectivo para cualquier haz lineal no trivial L sobre X.

También se cumple que Tx = Qx (Proposicién 1.1.14), por tanto h'(X,Tx) =
h'(X,Qx) = A = 20. Como las deformaciones que preservan entera a L estdn
determinadas por el kernel del morfismo (2.5), concluimos que las deformaciones de
primer orden de X que preservan entera a L forman un subespacio de H!(X, Tx)
de dimensién 19.

Recordemos que la cudrtica de Fermat es una superficie K 3. El siguiente capitulo
contiene calculos explicitos de este subespacio de dimensién 19 cuando X es la
cudrtica de Fermat y consideramos varias curvas contenidas en ella.

2.3. Deformaciones encajadas

En las deformaciones estudiadas en la seccién anterior no se puso ninguna res-
triccién sobre el esquema total X. En esta seccién estudiamos las deformaciones
cuyo esquema total A’ yace en un ambiente fijo. En particular, describimos las
deformaciones de una superficie suave X C P que estdn encajadas en P3.

Definicién 2.3.1. Dado un encaje cerrado X C Y de esquemas suaves, una fa-
milia de deformacién de primer orden de X en Y es un diagrama cartesiano 7 de
morfismos de esquemas

X - XCYxD
uE XS T/
Spec(k) — D

en donde 7 es plano y es inducido por la proyeccién de Y x D.

A estas deformaciones también les llamaremos deformaciones de X en Y. En par-
ticular, cuando X es una subvariedad suave de P" a las deformaciones de X en P™
les llamaremos deformaciones encajadas.

Al conjunto de deformaciones de X en Y las denotaremos por Def(X,Y).
El encaje cerrado X C Y induce la siguiente sucesién exacta corta:
O%Tx%Ty‘X —)N}qy%o, (26)

en donde Nxy es la gavilla normal de X en Y y es por definicién el cokernel
de la sucesién (2.6). Esta sucesion, a su vez, induce una sucesién exacta larga en
cohomologia

0 — H°(X,Tx) = H*(X,Ty|x) — H*(X,Nxyy) — H' (X, Tx) —
— HY(X,Ty|x) = H'(X,Nxyy) = H*(X,Tx) = H*(X,Ty|x) = -+ (2.7)
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Similar al caso de las deformaciones de primer orden, el conjunto de deformaciones
de X en Y también se puede identificar con un grupo de cohomologia, como se
enuncia en la proposicién siguiente, cuya demostracién se encuentra en [Ser06,
Prop. 3.2.1].

Proposicion 2.3.2. Dado un encaje cerrado X C Y de esquemas suaves, existe
una tdentificacion natural

Def(X,Y) = H(X, Nxv).

Notemos que una deformacién de X en Y es, en particular, una deformacién de
primer orden de X. Definimos el morfismo olvidadizo

% : Def(X,Y) — Def(X).

Surge la pregunta ;jes ® suprayectivo? Veremos que esto depende de la variedad
X, y es el contenido de la siguiente proposicién, que puede consultarse en [Ser06,
Prop. 3.2.9].

Proposicion 2.3.3. Consideremos un encaje cerrado X CY con X y Y wvarie-
dades proyectivas suaves. Entonces el diferencial de ® coincide con el mor-
fismo de conezidn tnducido por la sucesién (2.6); es decir:

d® : H(X,Nxiy) = H'(X, Tx).
Debido a la Proposicién 2.3.3 y a la sucesién exacta larga (2.7) interpretamos al

grupo H*(X,Ty|x) como las obstrucciones de levantar una deformacién de primer
orden de X a una deformacién de X en Y.

grado | h°(Tx) | h°(Tes|x) | R®(Nx) | h'(T'x) | h'(Tesix)
2 6 15 9 0 0
3 0 15 19 4 0
4 0 15 34 20 1
>5 0 15 grande | grande 0

Tabla 2.1: Dimensiones de grupos de cohomologia para superficies en P3.

Ejemplo 2.3.4. La Tabla 2.1 muestra las dimensiones de ciertos grupos de coho-
mologia para superficies complejas suaves de grado d > 2 contenidas en P2, Esta
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tabla es una reproduccién de la tabla que aparece en [Har(09, Ejemplo 20.2.2].
Podemos concluir que el morfismo olvidadizo ¢ es suprayectivo cuando el grado d
de X es d # 4.

Notemos que hay deformaciones de primer orden de una superficie cudrtica suave
que no pueden ser realizadas como deformaciones encajadas en P3; esto se debe a
que existen superficies K3 que no son algebraicas.

En el siguiente capitulo analizaremos con mds detalle las deformaciones encajadas
de una superficie cudrtica.
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Capitulo 3

Deformacion de superficies

En este capitulo aplicaremos la teoria de deformacién del capitulo anterior al estu-
dio de superficies. En la Seccién 3.1 escribimos el morfismo de deformacién (2.4)
de una superficie en términos de anillos de polinomios y en la Seccién 3.2 calcula-
mos explicitamente la clase en H'(X,Qx) de una interseccién completa contenida
en una cudrtica suave X C P3. Los ejemplos estardn enfocados en la cudrtica de
Fermat, la cual es denotada por S. El resultado mds importante del capitulo y de
la tesis es el siguiente, el cual esta enunciado como Teorema 3.2.7:

Teorema A. Denotemos por H € Pic(S) a la clase del hiperplano y
por B* C Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en
S. Si B* U {H} es linealmente independiente en Pic(S), entonces los
espacios K; C H'(Ts), con | € B*, se intersectan transversalmente. En
particular,

leB*

dim<ﬂ Kl> =0.

Es decir, estas 19 rectas determinan a .S infinitesimalmente en su espacio
moduli.

El espacio K; denota al conjunto de deformaciones de primer orden de la cudrtica
de Fermat que preserva entera a la clase de la recta ! (Definicién 2.2.7).
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3.1. Morfismo de deformaciéon para superficies

En esta seccidn se escribird el morfismo de deformacién visto en la Seccién 2.2 para
una superficie contenida en P* en términos de su ideal jacobiano (Teorema 3.1.1).
Al anillo de coordenadas homogéneas del espacio proyectivo P® lo denotamos por
A :=Clz,y,2,w| y al espacio vectorial que consiste de los polinomios homogéneos
de grado m lo denotamos por A,,. Estos espacios inducen una graduacién en A:

A= An.

m>1

Y al conjunto A,, le llamamos parte graduada de A de grado m. Esta graduacién
se hereda; dado un ideal homogéneo I C A denotamos por I,, a la parte graduada
de grado m.

Definimos los anillos cocientes

Por otro lado, recordemos que el segundo grupo de cohomologia H?(X, C) se puede
escribir como la suma directa H?(X,C) = H**(X) & H"}(X) ® H*?(X). Ademas
denotamos por H,'(X) C H"'(X) al espacio de (1,1)-clases primitivas enteras de
X (Definicién 1.1.11). El teorema siguiente se puede consultar en [GMV94, pag.
75] y afirma que estas clases estdn representadas por un polinomio de grado 2d — 4.

Teorema 3.1.1. Consideremos superficie suave X de grado d en IP® determina-

da por un polinomio F € A y su ideal jacobiano J = <g—f, . g—i>. Al restringir

el morfismo de deformacion (2.4) a HS' tenemos:
HY(X,Tx) ® H(X) —2— H>(X).
Y éste es el siguiente morfismo de multiplicacion:

Ry® Rog_s —2— R3g_4. (3.1)

Al considerar un elemento A € H;;l (X), el espacio de deformaciones de primer
orden de X que preservan entera a la clase A estd dado por el kernel del siguiente
morfismo (Teorema 2.2.10):

HY(X,Tx) -2 H2(X)
n — ¢ ®A),
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O, equivalentemente,
Ry —2—  Ru. (3.2)
no— ¢nel),
Para calcular explicitamente este kernel usaremos el siguiente teorema, cuya de-
mostracién se encuentra en [GMV94, pédg. 46].

Teorema 3.1.2 (Macaulay). Consideremos una hipersuperficie X C P" de gra-
do d y definamos e = (n + 1)(d — 2). Entonces:

1. R, =0 para k > e,
2. R.=C,

3. Para k < e el siguiente morfismo multiplicacion es no degenerado:

<, >: R.® R._, - R. = C. (3.3)

Por el dltimo inciso, la clase A € R,y 4 estd determinada por un subespacio de
codimensién uno en R, 54,4, a saber, el kernel de:

< )\, > R€72d+4: — Re =C

3.3
P = A®Dp. (3.3

3.2. Deformaciones de superficies a lo largo de un
divisor

Una interseccién completa Z = {G; = G, = 0} contenida en una superficie X C P?
define un divisor en X. Usando los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 calcularemos en esta
seccién la clase que determina Z en el espacio H'(X,Qg) cuando X es la cudrtica
de Fermat y veremos que dicha clase estd dada por un polinomio de grado cuatro.
La siguiente proposicién se puede consultar en [GMV94, pag. 50] y serd de gran
utilidad para los célculos de la subseccién subsecuente.

Proposicién 3.2.1. Consideremos una superficie suave X = {F = 0} C P?® de
grado d gque contenga a la interseccién completa Z = {G; = G, = 0}, con
a; = deg(G;) y sea H un hiperplano en P?. Definimos la seccién de hiperplano
Zo=HnNX y el divisor Z; = dZ — a,a,7,. Se cumple que:

1. La clase A € H"(X) determinada por el divisor Z, es entera primitiva.
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2. S1 denotamos por J al ideal jacobiano de F' y definimos Fi,F, € A ta-
les que F' = F1G;, + F»G», entonces la parte graduada del ideal I :=
(G1,Ga2, F1, F») de grado 2d — 4 tiene codimensién uno en Asy 4. En par-
ticular, Ing 4/J2q 4 €s el kernel de (3.3').

Notacién: La clase A determinada por el divisor Z; del teorema anterior depende
de la interseccién completa Z. Para simplificar notacién, a A le llamaremos la clase
de Z en H,;'(X). También, al subespacio de H'(X,Tx) de clases de Kodaira-
Spencer de deformaciones que mantienen entera a A (Definicién 2.2.7) le diremos
simplemente el subespacio que mantiene entera a Z y lo denotaremos por K.

En el espacio P? tenemos que la constante e del Teorema 3.1.2 es e = 4(d — 2).
Para calcular el morfismo (3.1) escogemos k = 2(d — 2) y usamos el morfismo
multiplicacién (3.3).
Por la proposicién anterior, la clase A € Raq-4 que define el divisor Z es la clase de
un polinomio homogéneo f ¢ Jo4 4 de grado 2d — 4 cuya clase f en Ry, 4 satisface
que (f;I>q 4/ J2q4) = 0, es decir:

f ' I2d74 C Je- (34)
El siguiente concepto nos permite reformular esta condicién.

Definicién 3.2.2. Dados dos ideales Z, J de A definimos su ideal cociente como
sigue:
(J:I):={pcA|p-ICJT}

Si denotamos por Zp;_4 y por J. a los ideales en A generados por Iy 4 y Je
respectivamente, entonces la condicién (3.4) es equivalente a que f € (J. : Zzg_4).
Maés atin, como C—médulos tenemos la igualdad

C-f=(J: Ioa-a)2a-s (3.5)
El kernel de (3.2) es el maximo subespacio K de R; tal que
$(K®f)=0,
es decir, K = {§ € R4|g - f € J34_4}. Con la notacién anterior se cumple que

K = (Jaa-a: ()

Ahora consideremos una superficie X C P de grado d = 4. Entonces, el morfismo
(3.1) es

Rs® Ry —*— Rs. (3.6)
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Por otro lado, como X es una superficie K3 (Teorema 1.1.16) entonces H*°(X) = C
(Teorema 1.1.15), es decir, Rg = C y el morfismo (3.6) es simplemente el morfismo
(3.3). Més precisamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Consideremos una cudrtica X C P° y una clase A € Hp'(X)
dada por una interseccion completa Z, con el ideal I definido como en la
Proposicion 3.2.1. Entonces el espacio vectorial I,/ Jy es el kernel del morfismo
de deformacidn (8.2) y tiene codimensién uno en HY(X,Tx).

Ademds, existe un polinomio homogéneo f ¢ J, de grado 4 que satisface la
condicion (3.5) para d =4 y cuya clase f € R, cumple que A\ = f

A continuacién mostramos cédigo en Macaulay2 usado para calcular las clases
en R, de intersecciones completas contenidas en superficies cudrticas. La primera
funcién calcula el ideal I de la Proposicién 3.2.1. Los datos de entrada son: un
polinomio F' de grado 4 y el Ideal de una interseccién completa contenida en
Var(F). Denotamos P3=QQ[x,y,z,w].

giveldealCodiml= (F,Ideal) ->

{
f:=map(P3"1,P3°2,matrix{{(gens Ideal)_0_0, (gens Ideal)_1_0}});
M:=preimage_f (module ideal (F));
return ideal(M_1_0,M_1_1,(gens Ideal)_0_0, (gens Ideal)_1_0);

}

La siguiente funcién nos da el polinomio f de la clase A. Las entradas son el ideal
I obtenido con la funcién anterior y un polinomio F' de grado cuatro.

giveClass = (Ideal, F) ->
{
J:=ideal singularLocus ideal (F);
J8:=ideal gens image basis(8,J);
J4:=ideal gens image basis(4,J);
I4:=ideal gens image basis (4,Ideal);
1l:=gens quotient(J8,I4);
m:=rank source 1;
11:={};
class:={};
for i in 0..m-1 do if not isSubset(ideal (1_i_0),J4) and
(degree 1_i_0)_0==4 then 11=join(11,{1_i_0});
for i in O0..#11-1 do if isSubset(ideal (11_i)*I4,J8) then
class=join(class,{11_i});
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return class;

}
Tomemos por ejemplo a la cuartica de Fermat S, es decir:
F=z*+y*+2* + v
Observemos que el ideal jacobiano de F es J = (z*, 43, 2%, w?). Luego,
L=C.z*eC-2%y® - - -0C 2w - -0C-vze - -C -w*=CS.

Como Ay = C%, tenemos que Ry = Ay/Jy = C'. Esta dimensién coincide con la
calculada en la Observacién 2.2.11.

En los ejemplos siguientes exhibiremos las clases de dos intersecciones completas
Z contenidas es S. Usaremos la notacién introducida en (1.6) de la Seccién 1.2.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos a Z como larecta Lyg = {z—¢y =2—-€w =0} C S
(recordemos que & satisface £* + 1 = 0).

El ideal I que determina a las deformaciones de primer orden de S que preservan
entera a Loy (Proposicién 3.2.1)) es el siguiente:

I=(z—¢&y,z—&w, 2 + €2y + Exy® + 3%, 2° + €2°w + 20 + Ew).

Con el cédigo anterior obtenemos que el polinomio f que determina la clase de la
recta Loo C S en R, es:

1222 + Exy2® + E9%2% + €x%zw + Ezyzw + EyPzw+
+ 27w + Ezyw® — ywl.
Ejemplo 3.2.5. Sea Z larecta Ty; = {z — £z = y — £w = 0}. En este caso el ideal
I es el siguiente:
I=(z—¢&z,y— &w,z° + €222 + E22% + 2%, 9° + E9%w — Eyw? + fwd).

La primera clase de Chern del divisor primitivo que determina Tj; estd dada por
el siguiente polinomio:

22y? + fxylz + 29222 + E1%yw — zyzw — Ey2iw — 22%w? — Ezzw’ + 22w

Ejemplo 3.2.6. Ahora Z denotard a la cénica residual C' (Definicién 1.2.19) de-
terminada por las rectas Lq; ¥ Ro:. Tenemos que:

C =Var(z — 8y — €z — €w, 2y* — 3yz — €227 - 38%yw — L2w — 2w?).
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Con el algoritmo anterior obtenemos que el siguiente polinomio determina la clase
de C en Ry:

?y? + E32%yz — €xy2® + y2 2 + €xvyiw — €xzw + EyPzw+
— Ez2%w + z?w? + Ezyw? — fyzuw® + 22w

3.2.1. Deformacion de varias rectas y cénicas

Sabemos que si X C P? es una superficie cudrtica que contiene una recta I, el
espacio de deformaciones algebraicas de primer orden K; de X tales que preser-
van entera a la clase de [ tiene codimensién uno en H'(X,Tx) = C* (Teorema
3.2.3). En esta subseccién consideraremos varias rectas contenidas en la cudrtica
de Fermat S y mostraremos en el Teorema 3.2.7 que existen 19 cuyos espacios K;
se intersectan transversalmente en H,'(S). En otras palabras, no existen deforma-
ciones de primer orden de S que preserven enteras a estas rectas a excepcion de
las que son proyectivamente equivalentes a S, es decir, deformaciones dadas por
automorfismos de P3.

Para un conjunto de intersecciones completas {Z,..., Z,} contenidas en una su-
perficie X C P?® podemos calcular la codimensién de la interseccién (), Kz con
la funcién en Macaulay2 que sigue. Los datos de entrada son: una lzsta con los
ideales de las intersecciones completas, el grado d de X y el polinomio F' que la
determina. El resultado es una lista con cada una de las codimensiones en As; 4
que se obtiene al intersectar los ideales I,y 4 correspondientes a cada Z;.

giveCodim=(Lista, d,F) ->

{
I:= new IndexedVariableTable;
1:={};
m:=2xd-4;
N:=binomial (m+3,3);
n:=#Lista;
for i in 0..n-1 do I_i= ideal gens image basis (m,giveIdealCodimi(F,
Lista_i));

for i in 0..n-1 do I_i=I_i+ideal gens image basis(m+1,ideal vars P3);
J := ideal(1_P3);
for i in 0..n-1 do {
J=intersect(I_i,J);
1=join(1,{N- # flatten entries gens image basis(m,J)});
I
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return 1;

¥

Usando este cédigo para la cudrtica de Fermat S y para cualesquiera dos rectas
I,I! C S se puede ver que las deformaciones que preservan enteras a ambas rec-
tas estdn dadas por la interseccién de los espacios de codimensién uno K; y Ky
correspondientes a cada recta. Obtenemos que la codimensién sube a dos, es de-
cir, las condiciones lineales que imponen dos rectas siempre son independientes en
HY(X,Ts).

La dimensién de H'(X,Ts) es 20 y S contiene 48 rectas, por lo que el compor-
tamiento anterior cambia al agregar mas rectas. Para estudiar esto, consideremos
el conjunto B de las 20 rectas exhibidas en el Teorema (1.3.20) cuyas clases en el
grupo de Picard, Pic(S), son generadores. Recordemos que existen cuatro rectas
l1,15,13,14 que son coplanares y por lo tanto la suma de sus clases es la clase del
hiperplano H.

Definimos B* := B\ {l,}. Aqu{ usamos la misma notacién para las rectas y a sus
respectivas clases en Pic(S).

El Teorema 1.3.8 establece que Pic(S) = H!(S) N H?(S,Z). Aplicando el cédigo
de Macaulay2 anterior a la base B veremos en el siguiente teorema que el grupo
Pic(S) también guarda una relacién con el espacio de deformaciones de primer
orden H'(Ts). Este teorema es el mds importante de la tesis.

Teorema 3.2.7. Denotemos por H € Pic(S) a la clase del hiperplano y por
B* C Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en S. St B*U{H}
es linealmente independiente en Pic(S), entonces los espacios K, C H'(Ts),
con l € B*, se intersectan transversalmente. En particular,

leB*

Es decir, estas 19 rectas determinan a S infinitesitmalmente en su espacio
moduls.

Demostracion. El Teorema 1.3.20 exhibe una base Q-lineal de Pic(.S) conformada
por veinte rectas, por lo que basta probar el resultado para esta base, la cual se
muestra a continuacién:

B = {L007 L117 L227 L337 T017 T127 T237 T027 T037 T137 L017 L027 L037
Lo, Lo, T1o, Roos Ro1, Ro2, Rio}-
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Eiscogemos

B* — B \ {Loo}.
Aplicando el cédigo de Macaulay2 de esta subseccién obtenemos que las codimen-
siones aumentan de uno en uno hasta llegar a codimensién 19.
Finalmente, recordemos que el espacio de deformaciones encajadas en P? de una
cuértica suave en IP? tiene dimensién 19. Con esto se prueba el resultado. O]

Del Teorema 3.2.7 se sigue de inmediato el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Consideremos las rectas l1,...,l, C S. La 1gualdad
r—1 r—1
codim <<ﬂ Ku) N Kz,) = codim <ﬂ KQ) +1
1=1 =1

se satisface si y sélo st la clase de la recta l, en el grupo Pic(S) no es una
combinacion lineal de las clases delq,...,l,_1 y ademds [, no yace en un plano
que contiene a tres rectas l;, con 1 <.

Observaciéon 3.2.9. La interseccién de los espacios K, solo depende de la inde-
pendencia o dependencia lineal de las rectas [; y la clase del hiperplano.

En la Seccién 3.2 vimos que el subespacio de H'(Ts) que preserva entera a la
clase dada por una cénica C contenida en S, al que denotaremos por K., es de
codimensién uno, pues C es una interseccién completa contenida en S. Podemos
aplicar la funcién giweCodim anterior; el resultado andlogo al Teorema 3.2.7 con
cénicas residuales (Definicién 1.2.19) es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 3.2.10. La codimension del subespacio de H*(Ts) que preserva en-
teras a las clases de todas las conicas residuales de S es 18, es decir:

codz’m( N Kc> = 18.

C residual

Demostracion. La prueba es un célculo directo. O]

Observacion 3.2.11. El Teorema 3.2.7 indica que podemos determinar la clase de
isomorfismo de la cudrtica de Fermat con rectas: basta con considerar el espacio

n k.
l rectade S

Por el Teorema 3.2.10 concluimos que, en cambio, las cénicas residuales no deter-
minan la clase de isomorfismo de S.
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