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Introducción

Esta tesis estudia deformaciones in�nitesimales de variedades proyectivas, las cuales
fueron introducidas por Kodaira y Spencer. La teor��a de deformaci�on es el estudio
in�nitesimal de una familia X parametrizada por un conjunto D en la vecindad de
una �bra especial X y busca responder qu�e propiedades de X comparte la familia
X en una vecindad de X. El objetivo de este trabajo es hacer expl��cita esta teor��a
de manera algebraica para super�cies cu�articas contenidas en P3.
Las super�cies cu�articas suaves son super�cies K3, es decir, su haz can�onico es
trivial y H1(X;OX) = 0. La teor��a referente a super�cies K3 es amplia y se conocen
muchas de sus propiedades. En particular, tienen rango de Picard a lo m�as 20
(Teoremas 1.1.16 y 1.3.9). Esta tesis se centra en la super�cie cu�artica de Fermat:

S = V ar(x4 + y4 + z4 + w4);

la cual tiene rango de Picard maximal (Teorema 1.3.20). Adem�as, esta super�cie
contiene 48 rectas (Teorema 1.2.3) y se probar�a que el grupo de Picard de S,
Pic(S), puede generarse con rectas.
El conjunto de deformaciones de primer orden de S que preservan entera (De�nici�on
2.2.7) a la clase de una recta l contenida en S se denota por Kl. El resultado
principal de esta tesis es el siguiente y aparece como Teorema 3.2.7:

Teorema A. Denotemos por H 2 Pic(S) a la clase del hiperplano y
por B� � Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en
S. Si B� [ fHg es linealmente independiente en Pic(S), entonces los
espacios Kl � H1(TS), con l 2 B

�, se intersectan transversalmente. En
particular,

dim

0@ \
l2B�

Kl

1A = 0:

Es decir, estas 19 rectas determinan a S in�nitesimalmente en su espacio
moduli.
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La cantidad m��nima de rectas en P3 que pueden determinar una super�cie cu�artica
como elemento de P34, el espacio de super�cies cu�articas contenidas en P3, es siete.
Para S esto se cumple:

Teorema B. El n�umero m��nimo de rectas que determinan a la super�cie
cu�artica de Fermat es 7. Adem�as, estas rectas se pueden elegir de modo
que sean disjuntas a pares.

Este es el Teorema 1.2.14 de la tesis. En otras palabras, existen 7 rectas en P3 que
determinan 41 rectas adicionales. Combinando esto con el Teorema 3.2.7, entre
dichas 48 rectas, existen 19 que determinan completamente el tipo de isomor�smo
de la cu�artica que las contiene. No sabemos si este es un fen�omeno aislado o si todas
las cu�articas en P3 con m�as de 19 rectas est�an determinadas, hasta por isomor�smo,
por s�olo 7 de ellas.

Organización de la tesis

La organizaci�on de este trabajo es como sigue: en el Cap��tulo 1 se estudia la geo-
metr��a de las rectas contenidas en la super�cie cu�artica de Fermat S. Se describen
propiedades sobre super�cies K3 que se usar�an en la tesis. Tambi�en se introduce la
cohomolog��a de Dolbeault que permitir�a de�nir qu�e es una clase entera primitiva
en el grupo de cohomolog��a H1;1(X) (De�nici�on 1.1.11). Esta de�nici�on es crucial
en el Cap��tulo 3 para estudiar deformaciones de primer orden de S.
El Cap��tulo 2 contiene la teor��a de deformaciones de primer orden de una variedad
proyectiva suave. Esta teor��a est�a escrita en el lenguaje de esquemas por lo que
al inicio se introducen conceptos necesarios. Se de�ne el mor�smo de deformaci�on
(De�nici�on 2.2.9), el cual es la herramienta principal del Cap��tulo 3. Tambi�en se
discute brevemente sobre deformaciones encajadas.
El Cap��tulo 3 es el principal de la tesis. Aqu�� se aplica de forma expl��cita la teor��a
descrita en los cap��tulos anteriores a la super�cie cu�artica de Fermat S. En este
cap��tulo se estudian deformaciones de primer orden de S de manera algebraica.
Los Ejemplos 3.2.4 y 3.2.6 exhiben, cada uno, un polinomio de grado 4 en cua-
tro variables que representa a una clase entera primitiva en H1;1(S). Este c�alculo
expl��cito no se encuentra en la literatura, hasta donde tengo entendido. El teorema
m�as importante de este cap��tulo y de la tesis es el Teorema 3.2.7 antes enunciado.
Se intenta que esta tesis sea autocontenida. Sin embargo, se asume que el lector
est�a familiarizado con la teor��a de gavillas, por ejemplo, la descrita en [Sha13, Cap.
5, Sec. 2].
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Caṕıtulo 1

Cuártica de Fermat

En este cap��tulo estudiaremos a la super�cie cu�artica de Fermat:

S := V ar(x4 + y4 + z4 + w4) � P3:

A lo largo de la tesis se dice simplemente cu�artica de Fermat y siempre se escribe
S para referirnos a �esta.
Las super�cies cu�articas en P3, incluida la de Fermat, pertenecen a la familia de
super�cies K3 (Teorema 1.1.16). Entre �estas, la cu�artica de Fermat tiene grupo de
Picard (De�nici�on 1.3.3) maximal (Teorema 1.3.20).
En la Secci�on 1.1 de�niremos lo que es una super�cie K3 y la cohomolog��a de
Dolbeault. En la Secci�on 1.2 veremos que S contiene 48 rectas y estudiaremos la
geometr��a de �estas. Por ejemplo, probaremos que existen siete rectas que deter-
minan a S (Teorema 1.2.14); es decir, �esta es la �unica super�cie cu�artica en P3

que las contiene. En la Secci�on 1.3 exhibiremos una base de Pic(S) conformada
por 20 rectas de S (Teorema 1.3.20); en otras palabras, la clase de equivalencia de
cualquier divisor (De�nici�on 1.3.1) de S es combinaci�on Q-lineal de clases de estas
rectas.
Nomenclatura: El t�ermino \variedad" se re�ere a variedades proyectivas de�nidas
sobre los n�umeros complejos, a menos que se indique lo contrario.

1.1. Definiciones básicas

Dividimos esta primera secci�on en dos subsecciones. En la Subsecci�on 1.1.1 introdu-
ciremos la cohomolog��a de Dolbeault. Esto nos ayudar�a en el Cap��tulo 2 al abordar
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la teor��a de deformaci�on de primer orden para variedades proyectivas. En la Sub-
secci�on 1.1.2 de�niremos una super�cie K3. El objetivo de este primer cap��tulo es
estudiar una super�cie K3 en particular: la cu�artica de Fermat.

1.1.1. Cohomoloǵıa de Dolbeault

En esta subsecci�on introduciremos la cohomolog��a de Dolbeault de una variedad
proyectiva suave. Estos resultados ser�an utilizados principalmente en el Cap��tulo
2 al tratar la teor��a de deformaci�on de una variedad proyectiva y en la subsecci�on
siguiente para de�nir super�cies K3. Cabe mencionar que los teoremas enunciados
en esta subsecci�on son v�alidos para variedades K�ahler compactas.
Consideremos una variedad proyectiva compleja X de dimensi�on n. En particular,
X es una variedad C1 de dimensi�on real 2n y podemos de�nir el anillo F(X) de
funciones C1 sobre X. Un vector tangente a X en un punto es una funci�on R-
lineal que satisface la regla de Leibniz. El espacio tangente TX de X es el conjunto
de vectores tangentes a X. Este espacio, junto con su proyecci�on a X, es un haz
vectorial C1 sobre X conocido como el haz tangente de X.
Al tensorizar TX con C obtenemos el haz tangente complexi�cado TCX; este admite
un endomor�smo (m�as precisamente, una estructura compleja) J : TCX ! TCX
que tiene por valores propios a i;�i. Entonces el haz tangente complexi�cado TCX
se descompone como una suma de Whitney [Lee24, Prop. 1.56]:

TCX = TX � TX (1.1)

En donde TX y TX son los subhaces de TCX cuyas �bras en cada punto son los
espacios propios asociados a i y �i, respectivamente. A TX le llamamos el haz
tangente holomorfo de X. El haz cotangente de X es el haz dual a TX , es decir,
T �
X =: 
X . Por de�nici�on, existe el siguiente mor�smo, conocido como el producto

dual:
TX 
 
X ! OX : (1.2)

Definición 1.1.1. El k-�esimo haz exterior de X es el haz 
k
C(X) :=

Vk TCX
�.

Tambi�en se conoce como el haz de k�formas de X.
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La descomposici�on (1.1) induce una descomposici�on en las k-formas:


k
C(X) = (T �

X � TX
�
)
^
� � �

^
(T �

X � TX
�
)

=
M

p+q=k

(
p̂

T �
X) ^ (

q̂

TX
�
)

=:
M

p+q=k


p;q
X :

Llamamos haz de (p; q)�formas a 
p;q
X . En particular, 
p;0

X es el haz de p�formas
holomorfas. Observemos que el haz cotangente es 
X = 
1;0

X :

Definición 1.1.2. El haz 
n;0
X , donde n es la dimensi�on de X, es un haz lineal

holomorfo. Se conoce como el haz can�onico de X y es denotado por !X :

Para cada p; q de�nimos la proyecci�on

�p;q : 
p+q
C (X) �! 
p;q

X :

Definición 1.1.3. Consideremos la derivada exterior d de X:

d : 
p+q
C (X)! 
p+q+1

C (X):

De�nimos el operador de Dolbeault

d00 : 
p;q
X ! 
p;q+1

X

como d00 = �p;q+1 � d:

Este operador satisface [Lee24, Prop. 4.9] que

d00 ^ d00 = 0:

Para cada 0 � p � n de�nimos el p��esimo complejo de Dolbeault:

0! 
p;0
X

d00
�! 
p;1

X
d00
�! � � �

d00
�! 
p;n

X ! 0:

Los grupos de cohomolog��a de Dolbeault Hp;q(X) son los grupos de cohomolog��a
de este complejo, es decir,

Hp;q(X) :=
ker

�
d00 : 
p;q

X ! 
p;q+1
X

�
Im

�
d00 : 
p;q�1

X ! 
p;q
X

� :
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Definición 1.1.4. Los n�umeros de Hodge de X son hp;q(X) := dim Hp;q(X); con
0 � p; q � n:

Esta cohomolog��a est�a relacionada con la cohomolog��a de gavillas y de de Rham,
que a su vez est�a relacionada con la cohomolog��a singular. Esto es el contenido
de los tres teoremas siguientes, los cuales se pueden consultar en [Lee24, Teorema
6.19, Corolario 6.25, Teorema 9.44].

Teorema 1.1.5 (Dolbeault). Consideremos una variedad compleja X suave.
Al q-�esimo grupo de cohomolog��a de �Cech de X con coe�cientes en la gavilla

p

C(X) lo denotamos por Hq(X;
p
C(X)). Se cumple para cada q � 0 que

Hp;q(X) �= Hq(X;
p
C(X)):

Teorema 1.1.6 (Hodge). Denotemos por Hk
dR(X;C) al k��esimo grupo de co-

homolog��a de de Rham. Se cumple queM
p+q=k

Hp;q(X) �= Hk
dR(X;C):

Teorema 1.1.7 (de Rham). Consideremos una variedad compleja X suave.
Entonces

Hk
dR(X;C) �= Hk

Sing(X;C):

A partir de ahora \cohomolog��a" se referir�a a cohomolog��a de gavillas, a menos que
se especi�que lo contrario.
Por otro lado, la inclusi�on � : Z ,! C induce un mor�smo en cohomolog��a:

�� : H
k(X;Z)! Hk(X;C) �= Hk

dR(X;C): (1.3)

Definición 1.1.8. Una clase a 2 Hk(X;C) se dice entera si a 2 Im(��):

El Teorema de Hodge induce una descomposici�on en la cohomolog��a entera:

Hk(X;Z) =
M

p+q=k

Hp;q(X;Z);

en donde Hp;q(X;Z) = Hk(X;Z) \Hp;q(X):
Veremos en la Secci�on 1.3 que el grupo de cohomolog��a entera H1;1(X;Z) contiene
las clases de los divisores de una variedad proyectiva suave X. El siguiente teorema
relaciona la cohomolog��a entera con la homolog��a singular. Su prueba se puede
consultar en [Hat02, Teorema 3.30].
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Teorema 1.1.9 (Dualidad de Poincar�e). Dada una variedad proyectiva suave X
de dimensi�on compleja n se tiene un isomor�smo para todo 0 � k � 2n

Hk(X;Z) �= H2n�k(X;Z):

Definición 1.1.10. La imagen ~
 2 H2n�k(X;Z) de una clase 
 2 Hk(X;Z) bajo el
isomor�smo anterior se conoce como el dual de Poincar�e de 
:

Consideremos una super�cie suave X � P3. La inclusi�on

i : X ,! P3

induce un mor�smo en grupos de homolog��a

i� : H2(X;Z)! H2(P3;Z): (1.4)

Definición 1.1.11. Una clase 
 2 H1;1(X;Z) se dice primitiva si su dual de Poin-
car�e ~
 pertenece al kernel del mor�smo i�, es decir, i�(~
) = 0 2 H2(P3;Z). En este
caso se dice que la clase de 
 en H2(X;Z) es hom�ologa a cero en P3:

Usando el mor�smo (1.3) extendemos esta de�nici�on a clases del grupo H1;1(X).

Definición 1.1.12. Denotamos por H1;1
pr (X) al subconjunto de H1;1(X) que con-

siste de las clases primitivas enteras.

El conjunto H1;1
pr se usa en el Cap��tulo 3 para escribir el mor�smo de deformaci�on

de super�cies y veremos que es isomorfo a un anillo de polinomios.

1.1.2. Superficies K3

En esta subsecci�on de�nimos una super�cie K3. Andr�e Weil propuso este nombre
en honor a Ernst Kummer, Erich K�ahler y Kunihiko Kodaira por sus contribuciones
al estudio de estas super�cies [Wei09].

Definición 1.1.13. Una super�cie K3 compleja es una variedad compleja X com-
pacta y conexa de dimensi�on dos tal que !X �= OX y H1(X;OX) = 0.

La condici�on H1(X;OX) = 0 nos permitir�a considerar al grupo de Picard (De�ni-
ci�on 1.3.3) de X como subconjunto del segundo grupo de cohomolog��a H2(X;Z)
(Observaci�on 1.3.5).

Proposición 1.1.14. Si X es una super�cie K3 entonces TX �= 
X :

10



Demostraci�on. La condici�on !X �= OX implica que el producto cu~na es el producto
dual (1.2):


X 
 
X ! !X �= OX :

De esto se sigue el resultado.

En general, una super�cie tiene nueve n�umeros de Hodge asociados:

h0;0

h1;0 h0;1

h2;0 h1;1 h0;2

h2;1 h1;2

h2;2

(1.5)

A esta �gura se le conoce como diamante de Hodge.

Teorema 1.1.15. Si X es una super�cie K3, su diamante de Hodge (1.5) es
el siguiente:

1
0 0

1 20 1
0 0

1

La prueba del teorema anterior se puede consultar en [Huy16, Cap. 1, 2.4].
El siguiente teorema nos da ejemplos de super�cies K3 contenidas en el espacio
proyectivo P3. Recordemos que una super�cie X � P3 se dice cu�artica si est�a
de�nida por un polinomio homog�eneo de grado cuatro.

Teorema 1.1.16. Una super�cie cu�artica suave X � P3 es una super�cie K3.

Demostraci�on. Denotaremos por O y OX a las gavillas estructurales de P3 y X
respectivamente. Consideremos la siguiente sucesi�on exacta corta de gavillas:

0! O(�4)! O ! OX ! 0:

�Esta induce una sucesi�on exacta larga en cohomolog��a:

0! H0(P3;O(�4))! H0(P3;O)! H0(X;OX)!

! H1(P3;O(�4)))! H1(P3;O)! H1(X;OX)! H2(P3;O(�4))! � � �
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Como H1(P3;O) = 0 = H2(P3;O(�4)), concluimos que H1(X;OX) = 0.
Por otro lado, de la f�ormula de adjunci�on se sigue que

!X = !P3 
O(4)jX �= OX :

Con esto se completa la prueba.

La siguiente secci�on estar�a dedicada al estudio de un ejemplo expl��cito de super�cie
K3: la super�cie cu�artica de Fermat.

1.2. Rectas de la cuártica de Fermat

En esta secci�on veremos que la super�cie cu�artica de Fermat S = V ar(x4 + y4 +
z4+w4) contiene exactamente 48 rectas y que �estas determinan a S en el espacio de
super�cies cu�articas contenidas en P3. Observemos que dicho espacio se identi�ca
con P34 pues toda cu�artica est�a dada por un polinomio en 35 monomios de la
siguiente forma:

f =
X

i+j+k+l=4

aijklx
iyjzkwl; aijkl 2 C:

M�as a�un, veremos que la cantidad m��nima de rectas que pueden determinar a una
cu�artica en P34 es siete y probaremos en el Teorema 1.2.14 que en efecto existen
siete rectas que determinan a S; es decir, S es la �unica super�cie cu�artica en P3

que contiene a estas rectas. Para esto describiremos en la Proposici�on 1.2.5 las
relaciones de incidencia de las rectas de S.
En general, las super�cies suaves en P3 de grado d = 1; 2; 3 siempre contienen
rectas: las de grado uno son planos y es bien conocido que las de grado dos son
doblemente regladas [Har92, p�ags. 285-287]; cuando d = 3 las super�cies tienen 27
rectas [Sch58]. Esto cambia cuando d = 4. De hecho tenemos el Teorema 1.2.2 y la
proposici�on siguiente.

Proposición 1.2.1. Dada una recta l � P3, el espacio de cu�articas en P3 que
la contienen es isomorfo a P29.

Demostraci�on. Podemos asumir sin p�erdida de generalidad que l = fx = y = 0g.
Consideremos una cu�artica X dada por el siguiente polinomio:

f =
X

i+j+k+l=4

aijklx
iyjzkwl; aijkl 2 C
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que contiene a l.
Notemos que

f �
4X

k=0

a0;0;k;4�kz
kw4�k mod hx; yi:

Como f 2 hx; yi, entonces el residuo anterior es igual a cero. Se sigue que

a0;0;k;4�k = 0; para k = 0; : : : ; 4:

Por tanto, X se puede identi�car con un punto de P29:

Entenderemos por divisor a una combinaci�on lineal de subvariedades de codimen-
si�on uno; de�niremos formalmente el concepto en la Secci�on 1.3.

Teorema 1.2.2. El conjunto de super�cies cu�articas en P3 que contienen una
recta de�nen un divisor de grado 320 en P34, el espacio de cu�articas en P3.

Demostraci�on. Denotemos por G a la Grassmanniana de l��neas en P3 y conside-
remos la siguiente variedad de incidencia:

Z := f(l;X) 2 G� P34 j l � Xg;

as�� como las proyecciones

�1 : Z �! G y �2 : Z �! P34:

Por la Proposici�on 1.2.1 la dimensi�on de las �bras de �1 : Z �! G es 29. Entonces
la dimensi�on de Z es 29 + dim G = 33.
Basta probar que la dimensi�on de la imagen �2(Z) es 33. Si suponemos lo contra-
rio entonces la �bra ��1

2 (X) de cualquier cu�artica X es vac��a o tiene dimensi�on
positiva. En el Teorema 1.2.3 veremos que la cu�artica de Fermat en P3 tiene una
cantidad �nita de rectas, por lo que la �bra gen�erica es cero dimensional. As��, la
codimensi�on en P34 de �2(Z) es uno.
El grado de este divisor se calcula en [LHV23, Teorema 2].

Ahora escribiremos las ecuaciones de las rectas que contiene la cu�artica de Fermat
S, las cuales dividimos en tres tipos de acuerdo a las ecuaciones que las de�nen.

Teorema 1.2.3. La cu�artica de Fermat contiene exactamente 48 rectas y sus
ecuaciones son las siguientes:

Tipo L: Ljl = fx� �2j+1y = z � �2l+1w = 0g;
Tipo T: Tjl = fx� �2j+1z = y � �2l+1w = 0g;
Tipo R: Rjl = fx� �2j+1w = y � �2l+1z = 0g;

j; l 2 f0; : : : ; 3g; (1.6)
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en donde � satisface �4 = �1:

Demostraci�on. Un c�alculo directo veri�ca que las rectas (1.6) est�an contenidas en
S.
Para el rec��proco analizaremos el pincel de planos fHtgt que contienen a la recta L00

y probaremos que existen exactamente 10 planos que contienen c�ubicas singulares.
Cada plano del pincel est�a de�nido como sigue:

Ht = fx = �y � tz + t�wg:

La intersecci�on Ht \ S contiene a la cu�artica

V ar((�y � tz + t�w)4 + y4 + z4 + w4);

la cual es uni�on de una c�ubica plana Ct con la recta L00. Consideremos la siguiente
proyecci�on:

P2 � A1 ! A1

([b : c : d]; t) 7! t

La imagen bajo esta proyecci�on de la subvariedad

V ar

 
Ct;

@

@y
Ct;

@

@z
Ct;

@

@w
Ct

!

determina los valores de t para los cuales la c�ubica Ct es singular. Haremos el
c�alculo en la carta af��n fy = 1g con la ayuda del software Macaulay2 como sigue:

K = QQ[a]/ideal(a^4+1);

R = K[y, w, t];

C = sub( ( (a*y - t + a*t*w)^4 + 1 + y^4 + w^4 )/(1-a*w), R);

V = ideal(C) + ideal for m in {y, w} list diff(m, C);

S = K[T];

f = map(R, S, {t});

preimage_f V

Obtenemos que la imagen est�a dada por t(t8 � 1).
Repitiendo este proceso en las cartas af��nes fz = 1g y fw = 1g obtenemos que
estos nueve valores de t son todos en los cuales la c�ubica Ct es singular. Incluyendo
al plano H1 = fz � �w = 0g obtenemos los 10 planos que contienen c�ubicas
singulares. Se termina la prueba con los siguientes hechos que se probar�an despu�es
en esta secci�on:
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i) Dada una recta l � S de (1.6) existen 10 planos que contienen a todas las
rectas de (1.6) que la intersectan (Proposici�on 1.2.6).

ii) El grupo de automor�smos de S act�ua de manera transitiva en el conjunto de
sus rectas (Proposici�on 1.2.4).

De esto se sigue que las rectas listadas en (1.6) son todas las que contiene la cu�artica
de Fermat.

A continuaci�on escribimos las ecuaciones de estas rectas usando el software Ma-
caulay2.

k=QQ[t,Degrees => {0}]/ideal(t^4+1);

P3=k[x,y,z,w];

L = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo L

for i in 0..3 do L_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do L_i_j = ideal(x-t^(2*i+1)*y, z-t^(2*j+1)*w);

T = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo T

for i in 0..3 do T_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do T_i_j = ideal(x-t^(2*i+1)*z, y-t^(2*j+1)*w);

R = new IndexedVariableTable; -- Rectas tipo R

for i in 0..3 do R_i = new IndexedVariableTable;

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do R_i_j = ideal(x-t^(2*i+1)*w, y-t^(2*j+1)*z);

La cu�artica de Fermat es una super�cie con mucha simetr��a. M�as a�un, es v�alida la
siguiente proposici�on.

Proposición 1.2.4. El grupo de automor�smos de la cu�artica de Fermat act�ua
transitivamente en el conjunto de sus rectas.

Demostraci�on. Consideremos el grupo sim�etrico S4 en las cuatro variables x; y; z; w.
Este grupo act�ua en P3 por permutaciones de las coordenadas y deja �ja a S.
Adem�as, la permutaci�on  

x y z w
x z y w

!
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manda a la recta Ljl en la recta Tjl; y la permutaci�on 
x y z w
x w y z

!

manda a la recta Ljl en la recta Rjl.
Por otro lado, para cualesquiera j; l 2 f0; 1; 2; 3g consideramos el siguiente mor�smo
en P3, en donde �4 + 1 = 0:

x ! x
y ! (�2)4�jy
z ! z
w ! (�2)4�lw

;

Notemos que dicho mor�smo deja �ja a la cu�artica de Fermat. Adem�as, manda a
la recta Ljl a la recta L00. Esto prueba la transitividad en las rectas de tipo L, con
lo que se concluye la prueba.

En la siguiente proposici�on analizamos las relaciones de incidencia de las rectas de
S.

Proposición 1.2.5. Con la notaci�on de (1.6) se cumple que:

1. Ljl \ Tkm 6= ∅ si y s�olo si 4jj +m� k � l:

2. Ljl \Rkm 6= ∅ si y s�olo si 4jj +m+ l� k + 1:

3. Tjl \Rkm 6= ∅ si y s�olo si 4jj + l� k �m:

4. Si ljl y lkm son dos rectas de S del mismo tipo (L,T o R), entonces
ljl \ lkm 6= ∅ si y s�olo si j = k o l = m.

Demostraci�on. S�olo demostraremos los incisos (1) y (4) pues los dem�as casos se
prueban de manera similar.

(1): Consideremos [a : b : c : d] 2 Ljl \ Tkm. Entonces este punto satisface las
ecuaciones de cada recta, es decir

a = �2j+1b; c = �2l+1d:
a = �2k+1c; b = �2m+1d:

Sustituyendo obtenemos que

�2j+2m+2d = �2k+2l+2d:
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Notemos que si d = 0 entonces b = c = a = 0: Por tanto

�2(j+m�k�l) = 1:

Equivalentemente,
4j(j +m� k � l):

Rec��procamente, si se satisface que 4j(j +m� k� l) entonces se cumple que

[�2(m+j+1) : �2m+1 : �2l+1 : 1] 2 Ljl \ Tkm:

(4): Demostraremos el caso para las rectas de tipo L. Para las rectas de otro tipo
se procede de manera an�aloga.
Sea [a : b : c : d] 2 Ljl \ Lkm. Entonces se cumplen las siguiente igualdades:

a = �2j+1b = �2k+1b;

c = �2l+1d = �2m+1d:

Tenemos las siguientes posibilidades:

b = 0 y 8j2(l�m);

o bien
d = 0 y 8j2(j � k):

Como los indices j; k; l;m toman valores en el conjunto f0; : : : ; 3g, concluimos
que l = m, o bien, j = k: Rec��porcamente, si j = k entonces el punto
[�2j+1 : 1 : 0 : 0] est�a en la intersecci�on Ljl \ Ljm.

Con esto determinamos cu�antas l��neas contenidas en S intersectan a una l��nea �ja,
como se muestra en la siguiente proposici�on.

Proposición 1.2.6. Dada una recta Ljl � S, existen 14 rectas de S que la
intersectan y son las que se muestran en la Tabla 1.1. Adem�as, estas 14
rectas yacen en diez planos distintos; las rectas (�) de la Tabla 1.1 junto con
Ljl yacen en un plano y las cuatro se intersectan en un solo punto. Sucede lo
mismo con las rectas (��).
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Tipo L
(�) L0l; : : : ;dLjl; : : : ; L3l

(��) Lj0; : : : ;dLjl; : : : ; Lj3

Tipo T T0;(l�j); T1;(1+l�j); T2;(2+l�j); T3;(3+l�j)

Tipo R R0;(�j�l�1); R1;(1�j�l�1); R2;(2�j�l�1); R3;(3�j�l�1)

Tabla 1.1: Rectas incidentes a Ljl. Los sub��ndices se consideran m�odulo 4.

Demostraci�on. La primera parte del enunciado es un resultado inmediato de la
Proposici�on 1.2.5.
Para la �ultima parte, basta notar que Lk1l \ Lk2l 6= ∅, para k = 0; 1; 2; 3, por lo
tanto las cuatro yacen en un mismo plano. Finalmente, observemos que el punto
[0 : 0 : �2l+1 : 1] 2 Lk1l \ Lk2l.

El comportamiento descrito en la proposici�on anterior se muestra en la gr�a�ca de
intersecci�on de la Figura 1.1.

Ljl

Rectas LjkRectas Lkl

Rectas tipo T

Rectas tipo R

Figura 1.1: Gr�a�ca de intersecci�on de las rectas que intersectan a la recta Ljl.
Cada punto representa una recta. Unimos dos puntos si las rectas se intersectan.

Usando la Proposici�on 1.2.4 y el hecho de que los automor�smos de S preservan
las relaciones de incidencia entre rectas, la Proposici�on 1.2.6 se puede adaptar para
rectas tipo R y T.

Observación 1.2.7. De la Proposici�on 1.2.5 concluimos que el plano determinado
por dos rectas del mismo tipo contiene cuatro rectas, todas del mismo tipo.
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La siguiente proposici�on a�rma que esta es la �unica con�guraci�on posible para
cuatro rectas coplanares. Esta es una de las razones del etiquetado de las rectas en
tipo L,T y R.

Proposición 1.2.8. Si cuatro rectas de S son coplanares, entonces las cuatro
son rectas del mismo tipo (L, R o T).

Demostraci�on. Consideremos un plano que contiene cuatro rectas de S. Enton-
ces al menos dos de estas rectas son del mismo tipo. Por la Observaci�on 1.2.7
concluimos que las cuatro rectas son del mismo tipo.

En la Figura 1.1 observamos que existen conjuntos de diez rectas contenidas en
S que son alabeadas, es decir, disjuntas a pares. Surge la pregunta: >cu�al es la
cantidad m�axima de rectas alabeadas de S? La Proposici�on 1.2.10 contesta esto.
Para probarla ocupamos el siguiente lema.

Lema 1.2.9. Dadas cinco rectas en S del mismo tipo, existen dos que se
intersectan.

Demostraci�on. Asumamos que las cinco rectas son:

Li1;j1; : : : Li5;j5;

con ik; jk 2 f0; : : : ; 3g, para k 2 f1; : : : ; 5g. Por lo tanto, existen dos ��ndices ik1
y ik2 que son iguales. Del inciso 4 de la Proposici�on 1.2.5 se sigue que las rectas
Lik1 ;jk1

y Lik2 ;jk2
se intersectan.

Proposición 1.2.10. La cu�artica de Fermat admite a lo m�as doce rectas ala-
beadas. Adem�as las siguientes doce rectas son alabeadas:

L02; L13; L20; L31; T01; T10; T23; T32; R00; R11; R22; R33: (1.7)

Demostraci�on. La �ultima a�rmaci�on se prueba con un c�alculo directo. Sea U un
conjunto con cardinalidad m�axima de rectas alabeadas; escribimos

U = L [ T [R;

en donde L (respectivamente T ;R) es el conjunto de rectas tipo L (respectivamente
T, R) contenidas en U .
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Por el lema anterior se sigue que a lo m�as hay cuatro rectas del mismo tipo que
son alabeadas, por tanto,

jUj = jLj+ jT j+ jRj � 4 + 4 + 4 = 12:

Como ya se exhibi�o un conjunto de doce rectas alabeadas, concluimos que esta es
la cantidad m�axima.

Definición 1.2.11. A los conjuntos de doce rectas alabeadas en S los llamaremos
conjuntos maximales.

1.2.1. Conjuntos interpolantes

Las 48 rectas de la cu�artica de Fermat S la determinan en el sentido de que �esta es
la �unica super�cie cu�artica en P3 que las contiene. Sin embargo, 48 no es el n�umero
�optimo; en esta subsecci�on probaremos que existen siete rectas de la cu�artica que
la determinan (Teorema 1.2.14), siendo siete el m��nimo posible. Tambi�en analiza-
remos ejemplos de conjuntos de rectas que determinan a S, a los que llamaremos
interpolantes.

Definición 1.2.12. Consideremos una variedad X � Pn. Dos subvariedades Y1; Y2
de X intersectan transversalmente si en cada punto de intersecci�on los espacios
tangentes a Y1 y Y2 generan a Pn.

Observación 1.2.13. Fijemos seis rectas l1; : : : ; l6 contenidas en P3 y denotemos
por Qli � P34 al conjunto de super�cies cu�articas en P3 que contienen a la recta
li. Si la intersecci�on Q := Ql1 \ � � � \ Ql6 es transversal, por la Proposici�on 1.2.1
concluimos que Q tiene codimensi�on 30 en P34. Este c�alculo nos dice que el m��nimo
n�umero de rectas que pueden determinar a una cu�artica es siete.

Teorema 1.2.14. El n�umero m��nimo de rectas que determinan a la cu�artica
de Fermat es 7. Adem�as, estas rectas se pueden elegir de modo que sean
alabeadas.

Demostraci�on. Por la Observaci�on 1.2.13 basta exhibir un conjunto de siete rectas
alabeadas tales que la cu�artica de Fermat sea la �unica super�cie cu�artica en P3 que
las contiene.
Consideremos la siguiente lista de rectas:

L02; L13; T01; T10; T23; R11; R22: (1.8)
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La siguiente funci�on booleana de Macaulay2 determina si la cu�artica de Fermat
es la �unica super�cie de grado cuatro en P3 que contiene a estas rectas. La funci�on
tiene por entrada una lista de rectas.

deter=(Lista) ->

{

p:={};

n:=#Lista-1;

IQ:=new IndexedVariableTable;

for l in Lista do

p=join(p,{flatten entries gens image basis (4,l)});

for i in 0..n do IQ_i= ideal(p_i) + ideal gens image basis(5, ideal

vars P3);

LL := ideal(1_P3);

for i in 0..n do LL = intersect(LL, IQ_i);

if ((degree LL_1)_0==5) then return true;

return 0;

}

Al ingresar el conjunto (1.8) el resultado es true.

Definición 1.2.15. A los conjuntos de rectas que determinan a S los llamaremos
interpolantes.

A los conjuntos de siete (respectivamente ocho) rectas los llamaremos septetos
(respectivamente octetos).
El conjunto (1.8) no es el �unico septeto interpolante. Otro ejemplo son las siguientes
siete rectas:

L00; L11; L22; T01; T23; R00; R33: (1.9)

Una caracter��stica que tiene el septeto (1.8) es que se puede completar a un �unico
conjunto maximal; a saber, el conjunto (1.7). Sin embargo, no todo septeto con-
tenido en un conjunto maximal es interpolante, por ejemplo, las siguientes siete
rectas tambi�en est�an contenidas en (1.7) pero no son interpolantes:

T01; T10; T23; R00; R11; R22; R33:

Este �ultimo septeto tambi�en pertenece al siguiente conjunto maximal:

U = fL03; L10; L21; L32; T01; T10; T23; T32; R00; R11; R22; R33g:
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Surge la pregunta: >ser�a que todo septeto que puede completarse a un �unico con-
junto maximal es interpolante? La respuesta es negativa y las siguientes rectas son
un contraejemplo:

L00; L11; L22; T01; T10; R00; R11: (1.10)

Las �unicas rectas que completan este septeto en un conjunto maximal son las
siguientes:

L33; T23; T32; R22; R33:

La condici�on de completarse a un �unico conjunto maximal tampoco es necesaria. El
septeto interpolante (1.9) puede completarse a dos conjuntos maximales escogiendo
cualesquiera de las siguientes opciones:

L33
T12 T30
T10 T32

R11 R22 :

Incluso existen septetos interpolantes que no pueden completarse a ning�un conjunto
maximal, un ejemplo es:

L00; L11; L22; T01; T13; T20; T32: (1.11)

Otra pregunta natural es >cualquier conjunto interpolante minimal, en el sentido
de que ning�un subconjunto propio es interpolante, tiene cardinalidad siete? Una
vez m�as, la respuesta es negativa: esto es el contenido de la siguiente proposici�on.

Proposición 1.2.16. La cu�artica de Fermat admite conjuntos interpolantes
minimales de ocho rectas.

Demostraci�on. Utilizado la funci�on deter de�nida en el Teorema 1.2.14, conclui-
mos que el siguiente septeto no interpolante

L00; L11; L22; L33; T01; T12; T23; (1.12)

se puede completar a tres octetos interpolantes escogiendo cualquiera de las si-
guientes tres rectas:

T03; T13; T02: (1.13)

Con un c�alculo directo se prueba que ning�un subconjunto de siete rectas es inter-
polante.

En lo siguiente explicaremos la geometr��a que tienen los octetos interpolantes exhi-
bidos en la Proposici�on 1.2.16.
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Definición 1.2.17. Dado un conjunto de rectas L = fl1; : : : ; lrg de S, una recta l
en P3 que intersecta a k rectas de L se dice k�secante. Si k � 5 se dice multisecante.

Notemos que si k � 4 entonces una k-secante est�a contenida en S.

Proposición 1.2.18. Un conjunto de siete rectas que tenga al menos dos 6-
secantes no puede determinar a una super�cie cu�artica en P3.

Demostraci�on. Denotemos por Q a la con�guraci�on de las siete rectas y por l1 y
l2 a las dos 6-secantes.
Marquemos cinco puntos en cada una de las siete rectas de forma tal que se consi-
deren los puntos de intersecci�on de las rectas l1 y l2 con Q (Figura 1.2a). Sea r el
n�umero de puntos marcados. Se cumple que r � 35.

(a) El espacio de cu�articas determinado

por las siete rectas est�a determinado por

estos 35 puntos marcados.

(b) Estos puntos determinan el mismo

espacio de cu�articas que los marcados en

1.2a.

Figura 1.2: Siete rectas alabeadas con dos 6-secantes distintas.

Notemos que una cu�artica contiene a una de las rectas de Q si y s�olo si contiene a
los cinco puntos marcados en esta. Adem�as, contener un punto impone una condi-
ci�on lineal en P34.
Tambi�en, una cu�artica contiene a cinco de los seis puntos en los que l1 intersecta
a Q si y s�olo si contiene a los seis puntos de intersecci�on. Consideremos a los r� 2
puntos obtenidos de remover uno de los seis puntos de intersecci�on de las dos 6-
secantes con Q (Figura 1.2b). Notemos que el espacio de cu�articas que contiene a
los r puntos es el mismo conjunto de cu�articas que contiene a los r � 2 puntos, es

23



decir, es un espacio de codimensi�on al menos 35� r + 2 � 2.
Concluimos que la con�guraci�on Q est�a contenida en m�as de una cu�artica y por lo
tanto no puede determinar a una �unica cu�artica.

Los septetos interpolantes (1.8) y (1.9) tienen una �unica 6-secante: la recta L12: En
cambio, el septeto interpolante (1.11) no tiene ninguna 6-secante, pero si cuatro
5-secantes, a saber: T00; T11; T22 y T33:
La Proposici�on 1.2.18 explica por qu�e el septeto (1.10) no es interpolante, pues
tiene exactamente dos 6-secantes, las cuales son L12 y L30:

l1

l2

l3
l4

l5

l6

l7

l8

l9

l10

l11
l12

l13

l14

l15

l16

Figura 1.3: Gr�a�ca de intersecci�on de un octeto interpolante junto con sus ocho
multisecantes.

Por otro lado, los tres octetos interpolantes que se obtienen de completar el septeto
(1.12) con alguna de las rectas (1.13) tienen las mismas multisecantes, las cuales
son:

L01; L12; L23; L30; T00; T11; T22; T33:
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Estas ocho rectas son alabeadas, pueden completarse a cuatro conjuntos maximales
distintos y no determinan a la cu�artica. Adem�as, cada recta de (1.13) es una 2-
secante del septeto (1.12).
Al considerar cualquiera de estos tres octetos interpolantes y sus ocho multisecantes
obtenemos una curva de grado 16 en P3 y g�enero aritm�etico igual a 31. La gr�a�ca
de intersecci�on de esta curva se muestra en la Figura 1.3.
Para calcular el g�enero de las curvas anteriores usamos Macaulay2 y la siguiente
funci�on que tiene como entrada una lista de rectas:

Genus=(lista) ->

{

r:=1;

for i in 1..#lista do

{

for j in i+1..#lista do

if (codim (lista_(i-1)+lista_(j-1))==3) then r=r+1;

r=r-1;

}; return r;

}

1.2.2. Cónicas residuales

En esta subsecci�on estudiaremos algunas c�onicas contenidas en la cu�artica de Fer-
mat S. Este estudio ser�a �util en el Cap��tulo 3 para entender el espacio de deforma-
ciones de primer orden de S. Las c�onicas en las que nos enfocaremos ser�an c�onicas
determinadas por dos rectas incidentes de S; estas dos rectas determinan un plano
P . La intersecci�on de P con S son las dos rectas y una c�onica C. Si las rectas
son del mismo tipo, C es reducible (Observaci�on 1.2.10). En el Teorema 1.2.20
probaremos que S contiene exactamente 192 de estas c�onicas que son irreducibles.

Definición 1.2.19. Si la c�onica C determinada por dos rectas de S es irreducible
la llamaremos c�onica residual de S.

Teorema 1.2.20. La cu�artica de Fermat contiene 192 c�onicas residuales.

Demostraci�on. Por las Proposiciones 1.2.6 y 1.2.8 sabemos que al �jar una recta l
de S existen otras 14 rectas que la intersectan; de �estas solo ocho la intersectan de
forma que el plano que generan no contiene m�as rectas de S, y por tanto determinan
ocho c�onicas residuales. Adem�as estas intersecciones son entre rectas de distinto
tipo.
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Se sigue de lo anterior que las ocho c�onicas residuales que se obtienen a partir de
la recta l son todas distintas a las ocho c�onicas residuales que se obtienen a partir
de otra recta l0 del mismo tipo que l.
Contamos las c�onicas residuales de S como sigue: hay 16 rectas de tipo L y cada
una de ellas genera ocho c�onicas residuales, con esto contamos 128. Restan las
c�onicas generadas por la intersecci�on de una recta de tipo T con otra de tipo R. Al
�jar una recta de tipo T notamos que de las ocho c�onicas residuales que determina
cuatro est�an dadas por la intersecci�on con una recta de tipo L, es decir, descartamos
cuatro c�onicas por cada recta tipo T. Con esto obtenemos que hay 128+16�4=192
c�onicas residuales.

Utilizaremos los ideales que de�nen las 192 c�onicas residuales en la Secci�on 3.2.1
para estudiar ciertas deformaciones de primer orden de la cu�artica de Fermat.
Estos los obtenemos con el siguiente c�odigo. La primera funci�on enlista las rectas
que determinan c�onicas residuales dada la recta Ljl. La segunda funci�on enlista
las cuatro rectas que determinan c�onicas residuales dada la recta Tjl. Para ambas
funciones la entrada son dos ��ndices j; l 2 N: La tercer y cuarta funci�on calculan
los ideales que de�nen a estas c�onicas residuales. Los �ultimos renglones del c�odigo
generan una lista con los ideales de las 192 c�onicas.

interL=(j,l)->

{

L:={};

for k in 0..3 do {

for m in 0..3 do if ((j+m+l-k+1)%4)==0 then L=join(L,{R_k_m});

for m in 0..3 do if ((j+m-k-l)%4)==0 then L=join(L,{T_k_m});

};

return L;

}

interT=(j,l)->

{

L:={};

for k in 0..3 do

for m in 0..3 do if ((j+l-k-m)%4)==0 then L=join(L,{R_k_m});

return L;

}

ConicsL = (i,j) ->
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{

CON={};

Li:=interL(i,j);

m:=#Li;

for k in 0..m-1 do {

plano:=(radical (L_i_j*Li_k))_0;

q:=ideal(plano,F);

conica:=saturate(q,L_i_j*Li_k);

CON=join(CON,{conica});

};

return CON;

}

ConicsT = (i,j) ->

{

CON={};

Li:=interT(i,j);

m:=#Li;

for k in 0..m-1 do {

plano:=(radical (T_i_j*Li_k))_0;

q:=ideal(plano,F);

conica:=saturate(q,T_i_j*Li_k);

CON=join(CON,{conica});

};

return CON;

}

con={};

for i in 0..3 do

for j in 0..3 do con=join(con,Con(i,j));

1.3. Grupo de Picard de la superficie cuártica de

Fermat

Al principio de este cap��tulo mencionamos que un divisor de Weil en una variedad
proyectiva suave X es una combinaci�on formal de subvariedades de codimensi�on
uno. En esta subsecci�on daremos otra de�nici�on: la de divisor de Cartier (De�nici�on
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1.3.1). Usaremos nociones b�asicas de gavillas, una referencia sobre los conceptos
que manejaremos es [Sha13, Cap. 5, Sec. 2]. Este formalismo nos permitir�a ma-
nipular haces lineales sobre X como divisores en X y estudiar deformaciones de
primer orden de X a lo largo de un divisor.
En la subsecci�on 1.3.1 de�niremos la primer clase de Chern de un haz lineal y el
grupo de Picard de X. En la subsecci�on 1.3.2 de�niremos el producto de intersec-
ci�on de dos divisores y lo usaremos para analizar si dos divisores son linealmente
equivalentes. Probaremos en el Teorema 1.3.20 que existen veinte rectas contenidas
en S cuyas clases forman una base para Pic(S).
Denotaremos por A al anillo de coordenadas homog�eneas de X, por OX a su gavilla
estructural, por K a la gavilla de campos de funciones de A y por K� y O�

X a las
gavillas de elementos invertibles en K y OX , respectivamente.

Definición 1.3.1. Un divisor de Cartier es una secci�on global D de la gavilla
K�=O�

X , es decir, D 2 �(X;K�=O�
X).

Un divisor de Cartier se dice principal si es un elemento de la imagen de la aplica-
ci�on natural

�(X;K�)! �(X;K�=O�
X):

Dos divisores de Cartier se dicen linealmente equivalentes si su diferencia es un
divisor principal.

Por las propiedades de las gavillas cocientes, un divisor de Cartier puede ser descrito
dando un cubriente abierto fUig de X y elementos fi 2 �(Ui;K

�) para cada i tales
que para cada i; j; fi=fj 2 �(Ui\Uj;O

�
X). En otras palabras, un divisor de Cartier

est�a localmente de�nido por un polinomio. En particular, una subvariedad de X
de codimensi�on uno est�a de�nida por un polinomio, por lo que es un divisor de
Cartier.
A continuaci�on de�niremos lo que es una gavilla invertible para posteriormente
relacionar este concepto con el de divisor de Cartier.

Definición 1.3.2. Una gavilla invertible L sobre X es una gavilla de OX�m�odulos
localmente libre de rango uno.

Las gavillas invertibles se pueden entender como haces lineales [Sha13, Teorema
6.2].
Si L y M son gavillas invertibles entonces L 
M tambi�en es invertible. Adem�as,
existe otra gavilla invertible L�1 sobre X tal que L 
 L�1 �= OX [Har97, II, Prop.
6.12]. En otras palabras, el conjunto de gavillas invertibles tiene estructura de
grupo con la operaci�on 
:
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Definición 1.3.3. Dada una variedad suave X de�nimos su grupo de Picard,
Pic(X), como el grupo de clases de isomor�smo de gavillas invertibles sobre X.

Dado un divisor de Cartier D le asociamos una gavilla invertible de la siguiente
manera: representemos a D por f(Ui; fi)g y de�nimos L(D) como el OX-subm�odulo
generado por f�1i en Ui, para cada i.

Proposición 1.3.4. Sea X una variedad proyectiva suave. Entonces

(a) Si D es un divisor de Cartier entonces L(D) es una gavilla invertible
sobre X. La funci�on

D 7! L(D) (1.14)

es una correspondencia 1-1 entre divisores de Cartier y gavillas invertibles
sobre X.

(b) Si D1; D2 son divisores de Cartier, entonces L(D1�D2) �= L(D1)
L(D2)
�1:

(c) Los divisores D1 y D2 son linealmente equivalentes si y s�olo si L(D1) �=
L(D2) como gavillas invertibles abstractas.

La prueba de esta proposici�on se puede consultar en [Har97, II, Prop. 6.13]. Con-
cluimos que el grupo de divisores de Cartier m�odulo equivalencia lineal es igual al
grupo de Picard. Si los divisores D1 y D2 son linealmente equivalentes se escribe
D1 � D2.
A partir de ahora diremos \divisores" en lugar de divisores de Cartier. Al conjunto
de divisores de X lo denotaremos por Div(X).
Si X es una super�cie suave, entonces toda curva contenida en X es un divisor. En
este caso el grupo de Picard coincide con el grupo de combinaciones lineales con
coe�cientes en Z de curvas contenidas en X m�odulo equivalencia lineal.

1.3.1. Clases de Chern y Teorema de Lefschetz

En esta subsecci�on enunciaremos el Teorema de Lefschetz sobre (1,1)-clases (Teore-
ma 1.3.8). Este teorema acota al grupo de Picard de una super�cie cu�artica suave.
Resulta que el grupo de Picard de la cu�artica de Fermat es el m�aximo grupo posible
que una super�cie cu�artica puede tener; probaremos esto en la siguiente subsec-
ci�on.
Usaremos en esta subsecci�on otra identi�caci�on para el grupo de Picard de una
variedad proyectiva suave X [Lee24, Prop. 6.28]:

Pic(X) �= H1(X;O�
X):
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La sucesi�on exponencial de gavillas:

0 ! Z ! OX
exp
���! O�

X ! 0
f 7! 2�if 7! e2�if

;

induce el mor�smo de conexi�on:

� : H1(X;O�
X) ! H2(X;Z)

L 7! �(L) =: c1(L)
:

Observación 1.3.5. Recordemos que siX es una super�cieK3 entoncesH1(X;OX) =
0: De la sucesi�on exponencial se deduce que el mor�smo � es inyectivo en este caso.

Definición 1.3.6. Dado un haz lineal L 2 H1(X;O�
X) = Pic(X), el elemento

�(L) = c1(L) es la primera clase de Chern de L.

El mor�smo de conexi�on � es un homomor�smo entre grupos. M�as a�un, la imagen
de � es un grupo abeliano �nitamente generado.

Definición 1.3.7. Al rango rk(Im �) de la imagen del mor�smo de conexi�on � le
llamamos rango de Picard de X y lo denotamos por �(X).

La inclusi�on i : Z ,! C induce una funci�on en los grupos de cohomolog��a:

i� : H
k(X;Z)! Hk(X;C):

Recordemos que (Teorema 1.1.6)

Hk(X;C) �=
M

p+q=k

Hp;q(X):

Resulta que la primer clase de Chern c1(L) de un haz lineal L es un elemento del
grupo de cohomolog��a de Dolbeault H1;1(X) [Kob87, II, ec. (2.22)].
El siguiente teorema a�rma que el grupo de Picard es un subconjunto deH2(X;Z)\
H1;1(X): La prueba de la primer parte se encuentra en [Lee24, Teorema 9.59] y de
la segunda en [Huy16, Cap��tulo 1, 3.3].

Teorema 1.3.8 (Lefschetz sobre (1,1)-clases). Sea X una variedad proyectiva
suave, entonces se cumple que

� : Pic(X)! H1;1(X) \H2(X;Z)

es suprayectiva. Adem�as, si X es una super�cie K3, entonces

Pic(X) �= H1;1(X) \H2(X;Z) =: H1;1(X;Z):
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Con este teorema, el rango de Picard es �(X) = rk(H1;1(X;Z)).

Teorema 1.3.9. Si X es una super�cie K3 entonces su rango de Picard es a
lo m�as 20.

Demostraci�on. Se sigue del Teorema 1.3.8 y del Teorema 1.1.15.

1.3.2. Producto de intersección de divisores

En esta subsecci�on supondremos que X es una super�cie proyectiva suave. De-
�niremos en el Teorema 1.3.11 el producto de intersecci�on entre divisores. Este
producto es �util para determinar si dos divisores son linealmente dependientes o
no en el grupo de Picard. Adem�as, probamos en el Teorema 1.3.20 que el grupo de
Picard de la cu�artica de Fermat admite una base representada por rectas.

Definición 1.3.10. Consideremos una super�cie proyectiva suave X, dos curvas
C y D contenidas en X y un punto p 2 C \ D. Las curvas C y D intersectan
transversalmente en p si las ecuaciones locales f; g de C y D en p generan al ideal
maximal mp de OX;p:
Se dice que C y D intersectan transversalmente si intersectan transversalmente en
cada punto p 2 C \D:

Teorema 1.3.11. Sea X una super�cie proyectiva suave. Entonces existe un
�unico producto

� : Div(X)�Div(X) ! Z
(C;D) 7! C:D

(1.15)

tal que:

1. Si C y D son dos curvas no singulares que se intersectan transversal-
mente, entonces C:D coincide con #(C \ D), el n�umero de puntos de
C \D:

2. C:D = D:C;

3. (C1 + C2):D = C1:D + C2:D,

4. Si C1 � C2, entonces C1:D = C2:D.

La demostraci�on de este teorema, as�� como el lema siguiente se pueden consultar
en [Har97, V, Teorema 1.1, Lema 1.2].
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Lema 1.3.12. Consideremos dos curvas C;D en X no singulares que se in-
tersectan transversalmente. Se cumple que

#(C \D) = degC(L(D)
OC);

en donde el factor de la derecha es el grado del haz lineal L(D) restringido a
C:

Definición 1.3.13. Al entero C:D se le conoce como el n�umero de intersecci�on
de los divisores C y D. En particular, a C2 := C:C se le conoce como n�umero de
autointersecci�on de C, en donde C2 = degC(L(C)
OC):

Definición 1.3.14. Consideremos el haz can�onico !X = 
2
X de X, el cual es un haz

lineal sobre X. Cualquier divisor K tal que OX(K) �= !X se llama divisor can�onico
de X.

A continuaci�on de�nimos un haz lineal sobre el espacio proyectivo Pn.

Definición 1.3.15. Consideremos el haz tautol�ogico T de Pn :

T = f(p; z) 2 Pn � Cn+1 j z 2 pg:

Este es un haz lineal holomorfo sobre Pn [Lee24, Prop. 3.31]. De�nimos el haz de
hiperplano de Pn como el haz dual de T y lo denotamos por H:

El producto de intersecci�on (1.15) permite calcular el g�enero geom�etrico de una
curva no singular contenida en una super�cie X. Esto es el contenido de la siguiente
proposici�on. Su prueba se puede consultar en [Har97, V, Prop. 1.5].

Proposición 1.3.16 (Form�ula de adjunci�on). Consideremos una curva C � X
no singular de g�enero g y denotemos por K al divisor can�onico de X. Entonces

C:(C +K) = 2g � 2:

Ejemplo 1.3.17. Supongamos que X � P3 es una super�cie de grado d. Entonces
el divisor can�onico K de X es [Lee24, Prop. 4.17]:

K = (d� 4)H;

en donde H denota al haz de hiperplano (De�nici�on 1.3.15).
Consideremos una recta l � X. En este caso g = 0 y aplicando la formula de
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adjunci�on obtenemos:

�2 = l:l+ l:K

= l2 + (d� 4)H:l

= l2 + d� 4:

Por tanto, l2 = 2� d.
En caso de que X sea una super�cie cu�artica suave y l; l0 � X sean rectas entonces:

l:l0 =

8><>:
0; si l y l0 son disjuntas,
1; si se intersectan en un punto,
�2; si son iguales.

La siguiente proposici�on a�rma que el grupo de Picard de una super�cie K3 es
isomorfo a Zm, con m un entero positivo.

Proposición 1.3.18. El grupo de Picard de una super�cie K3 es libre de tor-
si�on.

Demostraci�on. Sea X una super�cie K3. Asumamos que un haz lineal L =
OX(D), con D un divisor de X, es un elemento de torsi�on en Pic(X), enton-
ces Lk = OX , para alg�un k > 0.
Usando el isomor�smo KX

�= !X y la igualdad �(OX) = 2 (X es regular) en la
f�ormula de Riemann-Roch obtenemos que

�(X;D) =
2X

i=0

(�1)ihi(X;D) = �(Ox) +
1

2
(D +KX):D

= 2 +
1

2
D2:

Como nD = 0, entonces
1

n2
(nD)2 = D2 = 0:

Por tanto,
�(X;D) = 2 � h0(X;D) + h2(X;D):

Por la dualidad de Serre, se cumple

2 � h0(X;D) + h0(X;�D):
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Se sigue que alguno de h0(X;D) o h0(X;�D) es positivo. Sin p�erdida de generali-
dad, asumimos que D es efectivo.
Consideremos una secci�on no trivial s 2 H0(X;D), entonces 0 6= sn 2 H0(X;nD) �=
H0(X;OX). Esto implica que sn es nunca cero, y por tanto s es nunca cero, por lo
que obtenemos un isomor�smo

OX
s
�!
�=

OX(D) = L:

Concluimos que L es trivial.

De la demostraci�on de la proposici�on anterior sabemos que la caracter��stica de
Euler de cualquier haz lineal L sobre una super�cie cu�artica, que es una super�cie
K3, es:

�(X;L) = 2 +
1

2
L2:

En part��cular, si L est�a determinado por una recta l, del Ejemplo 1.3.17 obtenemos
que

h0(X;L)� h1(X;L) + h2(X;L) = 1:

Se cumple adem�as que h0(X;L) = 1 y, por tanto, h2(X;L) = h0(X;�L) = 0. Esto
implica que

h1(X;L) = 0: (1.16)

Este c�alculo ser�a importante en el Cap��tulo 3 para estudiar deformaciones de una
super�cie cu�artica y una recta contenida en ella.
La siguiente proposici�on determina independencia lineal entre divisores usando
�algebra lineal. Usaremos este resultado en la Proposici�on 1.3.20 para dar genera-
dores de Pic(S), con S la cu�artica de Fermat.

Proposición 1.3.19. Consideremos m divisores D1; : : : ; Dm en una super�cie
X suave. Si la matriz de intersecci�on

A = (Di : Dj)
m
i;j=1

es invertible entonces las clases de Di en Pic(X) son linealmente indepen-
dientes.

Demostraci�on. Por el inciso 4 del Teorema 1.3.11 se sigue que el producto (1.15)
induce un homomor�smo de grupos entre Pic(X) y Z. La conclusi�on es inmediata.
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Finalmente, si X = S � P3 es la cu�artica de Fermat el siguiente teorema es v�alido.

Teorema 1.3.20. El grupo de Picard, Pic(S), de la cu�artica de Fermat S � P3

es isomorfo a Z20: En particular, S es una super�cie K3 con rango de Picard
maximal.
Adem�as, las clases de las siguientes rectas contenidas en S generan a Pic(S).

B = fL00; L11; L22; L33; T01; T12; T23; T02; T03; T13; L01; L02; L03; L10;

L20; T10; R00; R01; R02; R10g:

Demostraci�on. Como S es una super�cie K3 sabemos que Pic(S) � H1;1(S)
(Teorema 1.3.8), en donde h1;1(S) = 20 (Teorema 1.1.15). Esto implica que �(S) �
20.
Ahora consideremos la matriz A = (Di:Dj), en donde Di y Dj son elementos de
B. Con un c�alculo directo obtenemos que A tiene rango 20. Por la Proposici�on
1.3.19 concluimos que las clases de estas rectas en Pic(S) son todas linealmente
independientes. Por tanto, �(S) = 20:
De la Proposici�on 1.3.18 sabemos que Pic(S) es libre de torsi�on; concluimos que
Pic(S) �= Z20:
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de deformación

En este cap��tulo introducimos la teor��a de deformaci�on para variedades proyectivas
de�nidas sobre un campo algebraicamente cerrado k con char(k) = 0; la cual es
la principal herramienta t�ecnica de esta tesis. Esta teor��a estudia el cambio de
las propiedades de variedades que est�an \in�nitamente cerca" y se describe en
este cap��tulo en el lenguaje de esquemas. As�� que en la Secci�on 2.1 introducimos
conceptos y propiedades b�asicas sobre estos. En la Secci�on 2.2 de�nimos lo que es
una deformaci�on de primer orden de una variedad y en la Secci�on 2.3 introducimos
el concepto de deformaci�on encajada, que es una deformaci�on de primer orden
dentro de un espacio proyectivo.
El siguiente cap��tulo est�a dedicado a ejemplos expl��citos sobre c�omo aplicar esta
teor��a al caso de la cu�artica de Fermat de�nida sobre C.

2.1. Esquemas

La teor��a de deformaci�on que estudiaremos en este cap��tulo utiliza esquemas y en
esta secci�on introducimos conceptos necesarios sobre estos. Asumiremos conoci-
mientos sobre gavillas, por ejemplo [Sha13, Cap. 5, Sec. 2] o [Liu02, Sec. 2.2.2].
Los anillos se consideran conmutativos con identidad.

Definición 2.1.1. Un espacio anillado consiste de un espacio topol�ogico X y una
gavilla de anillos OX en X en donde OX;x es un anillo local, para cada x 2 X; y es
denotado por (X;OX):
A la gavilla OX se le conoce como gavilla estructural de X.
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Dados dos abiertos U ; V con U � V , a los mor�smos de restricci�on de la gavilla O
las denotaremos por �VU .

Ejemplo y definición 2.1.2. Consideremos un anillo A. De�nimos el conjunto

Spec(A) = fp � Ajp es un ideal primo de Ag:

Dotamos a este conjunto con la topolog��a de Zariski, de�nida como la topolog��a
cuyos conjuntos cerrados son los siguientes:

V (E) = fp 2 Spec(A) j E � pg; E � A:

El conjunto topol�ogico Spec(A) junto con su gavilla estructural [Sha13, Cap. 5,
Sec. 2.2], a la que denotamos por OA, es un espacio anillado.

El objetivo de esta secci�on es de�nir esquema. Para eso ocupamos las siguientes
de�niciones.

Definición 2.1.3. Un mor�smo de espacios anillados ' : (X;OX) ! (Y;OY ) es
una funci�on continua ' : X ! Y y una colecci�on de homomor�smos

 U : OY (U)! OX('
�1(U));

para cada conjunto abierto U � Y ; tales que el siguiente diagrama es conmutativo,
para cualesquiera abiertos U � V de Y :

OX('
�1(V ))

�
'�1(V )

'�1(U)
�����! OX('

�1(U))

 V

???y ???y U

OY (V )
�VU����! OY (U)

Un mor�smo de espacios anillados ' : (X;OX) ! (Y;OY ) es un isomor�smo si
existe su inversa. En dicho caso se dice que (X;OX) y (Y;OY ) son isomorfos.
Por simplicidad, escribimos ' : X ! Y en lugar de ' : (X;OX)! (Y;OY ).

Ejemplo 2.1.4. Una variedad diferenciable X es un espacio anillado si de�nimos
su gavilla estructural OX como la gavilla de funciones diferenciables.
Adem�as, cualquier funci�on diferenciable ' : X ! Y de�ne un mor�smo de espacios
anillados si establecemos

 U(f) = '�(f); para f 2 OY (U):
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Definición 2.1.5. Consideremos dos anillos A y B. Un mor�smo de espacios ani-
llados ' : Spec(B) ! Spec(A) es local si para cada abierto U � Spec(A), cada
punto x 2 Spec(B) con '(x) 2 U y cada a 2 OA(U) se cumple que

a('(x)) = 0) ( U(a))(x) = 0:

Se enuncia a continuaci�on la de�nici�on de esquema.

Definición 2.1.6. Un esquema es un espacio anillado (X;OX) en donde todo punto
x 2 X admite una vecindad U tal que el espacio anillado (U;OXjU) es isomorfo a
Spec(A), en donde A es un anillo conmutativo con identidad.
Al esquema Spec(A) se le dice esquema af��n.

Definición 2.1.7. Un mor�smo de esquemas f : X ! Y es un mor�smo local
entre los espacios anillados correspondientes.
Si existe un mor�smo de esquemas X ! Spec(A), entonces X es llamado un
esquema sobre A o un A�esquema.

Un mor�smo ' : Y ! X entre A�esquemas debe satisfacer el siguiente diagrama
conmutativo:

Y
'

����! X
& .

Spec(A)

Ejemplo y definición 2.1.8. Consideremos un campo k algebraicamente cerrado
con char(k) = 0, y el anillo de polinomios k[t] en una variable con coe�cientes en
k. El anillo k[t]=ht2i se conoce como el �algebra de los n�umeros duales sobre k.
A D := Spec(k[t]=ht2i) se le conoce como el esquema de los n�umeros duales y
consiste de dos puntos: los ideales 0 y hti: El punto hti se conoce como punto
cerrado de D por ser el �unico ideal maximal de k[t]=ht2i.
Las deformaciones de primer orden de variedades proyectivas ser�an esquemas sobre
los n�umeros duales.

Definición 2.1.9. Un mor�smo de esquemas ' : Y ! X es un encaje cerrado si
todo punto x 2 X tiene una vecindad af��n U tal que '�1(U) � Y es un subesquema
af��n y el homomor�smo

 U : OX(U)! OY ('
�1(U))

es suprayectivo. En este caso decimos que Y es un subesquema cerrado de X.
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Definición 2.1.10. Consideremos el espacio n proyectivo PnA sobre un anillo A
[Sha13, Cap. 5, Ejemplo de Sec. 3.2]. Un esquema que es isomorfo a un subesquema
cerrado de PnA es un esquema proyectivo sobre A.

A continuaci�on de�niremos planitud. De acuerdo a Hartshorne, esta propiedad es
la condici�on t�ecnica que corresponde a la idea intuitiva de una deformaci�on [Har09,
p�ag. 9]. Recordemos que un anillo local es un anillo con un �unico ideal m�aximal.

Definición 2.1.11. Un m�odulo M es plano sobre un anillo A si para cualquier
sucesi�on exacta de A�m�odulos

0! N 0 ! N ! N 00 ! 0;

el complejo
N 0 
AM ! N 
AM ! N 00 
AM

es una sucesi�on exacta.
Un mor�smo de esquemas f : X ! Y es plano si para cada x 2 X el anillo local
Ox;X es plano sobre el anillo local OY;f(x).

2.2. Deformaciones de primer orden

En esta secci�on de�niremos lo que es una deformaci�on de primer orden de una
variedad proyectiva X. La teor��a de deformaci�on es el estudio in�nitesimal de una
familia de esquemas X parametrizada por un conjunto D en la vecindad de una
�bra especial X, es decir, nos preguntamos qu�e propiedades de X comparte la fa-
milia X en una vecindad de �esta.
En esta secci�on trabajamos con el esquema de los n�umeros dualesD = Spec(k[t]=ht2i)
(Ejemplo y de�nici�on 2.1.8), en donde k es un campo algebraicamente cerrado de
caracter��stica 0. Tambi�en de�nimos el mor�smo de deformaci�on (De�nici�on 2.2.9)
que se usa en el Teorema 2.2.10.

Definición 2.2.1. Consideremos un esquema proyectivo X sobre k. Una deforma-
ci�on de primer orden de X parametrizada por D, a la que tambi�en llamaremos
deformaci�on de X sobre D, es un diagrama cartesiano � de mor�smos de esquemas

X ! X
� : # # �

Spec(k)
s
�! D
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en donde el mor�smo � es plano y suprayectivo, y s 2 D es el punto cerrado.
A X le llamamos el esquema total de la deformaci�on y a la deformaci�on � la
denotamos por (X ; D).

Observemos que siempre existe una deformaci�on trivial, a saber:

X ! X �D
# #

Spec(k)
s
�! D

�Esta es conocida como familia producto.
Una deformaci�on de X sobre D

X ! Y
� : # #

Spec(k)
s
�! D

es isomorfa a � si existe un D-isomor�smo � : X ! Y tal que el siguiente diagrama
conmuta:

X
. &

X
�
��! Y

& .
D

Una deformaci�on de X sobre D se dice trivial si es isomorfa a la familia producto.
Podemos pensar en las clases de isomor�smo de deformaciones de X sobre D.

Definición 2.2.2. Si X es un esquema proyectivo suave, de�nimos

Def(X) := fdeformaciones de primer orden de Xg=(isomorfismo):

Este conjunto es un grupo con la operaci�on de composici�on y tiene una relaci�on
estrecha con el primer grupo de cohomolog��a H1(X;TX). Esto es el contenido de
la siguiente proposici�on, cuya demostraci�on se puede consultar en [Ser06, Prop.
1.2.9].

Proposición 2.2.3. Consideremos una variedad proyectiva suave X. Entonces
la siguiente correspondencia es biyectiva:

� : Def(X)! H1(X;TX)

y satisface que �(�) = 0 si y s�olo si � es la clase de la deformaci�on trivial.
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La correspondencia � se conoce como la correspondencia de Kodaira-Spencer.

Definición 2.2.4. Dada una deformaci�on de primer orden � de X sobre D, a su
clase de cohomolog��a �(�) 2 H1(X;TX) le llamamos la clase de Kodaira-Spencer
de �.

2.2.1. Deformaciones de un haz lineal

Consideremos una gavilla invertible L sobre una variedad proyectiva suave X. En
esta subsecci�on de�nimos deformaciones de primer orden deX que preservan entera
a L.

Definición 2.2.5. Dada una variedad proyectiva suave X y una gavilla invertible
L sobre X, una deformaci�on de primer orden del par (X;L) es un par (�;L), en
donde � es una deformaci�on de primer orden de X y L es una gavilla invertible
sobre X tal que L = LjX : En este caso diremos que L extiende a la deformaci�on X
o que X preserva entera a L.

Surge la pregunta >extiende L a cualquier deformaci�on de X? La siguiente propo-
sici�on muestra que esto es falso y es soluci�on del ejercicio [Har09, Ejercicio 6.7.c)].
Adem�as, muestra un m�etodo para determinar si una deformaci�on de primer orden
de una super�cie proyectiva suave preserva un divisor determinado por una curva.

Proposición 2.2.6. Consideremos la super�cie cu�artica X en P3
k dada por

f = x4 + y4 + xz3 + yw3, la cual contiene a la l��nea Y = fx = y = 0g. Y
consideremos la deformaci�on X 0 de X sobre los n�umeros duales D dada por
f 0 = f + tz2w2. Entonces Y no se extiende a X 0.

Demostraci�on. Con un c�alculo directo mostraremos que el homomor�smo de ani-
llos

k[x; y; z; w]=(f)
'

���! k[z;w]
x 7! 0
y 7! 0
z 7! z
w 7! w

correspondiente a la inclusi�on Y ,! X, no se puede levantar a un homomor�smo

k[x; y; z; w; t]=(f 0; t2)
�

���! k[z;w; t]=(t2)
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tal que el siguiente diagrama conmute:

k[x; y; z; w; t]=(f 0; t2)
�

����! k[z;w; t]=(t2)

t = 0

????y
????yt = 0

k[x; y; z; w]=(f)
'

����! k[z;w]

(2.1)

Denotemos por R a la restricci�on t = 0.
Procederemos por contradicci�on: Suponemos que el diagrama (2.1) conmuta.
Notemos que existen polinomios pi(z;w); ri(z;w) 2 k[z;w; t]=(t

2), con i = 1; : : : ; 4,
tales que las im�agenes de x; y; z; w 2 k[x; y; z; w; t]=(f 0; t2) bajo � se escriben,
respectivamente, como:

�(x) = p1(z;w) + t � r1(z;w)

�(y) = p2(z;w) + t � r2(z;w)

�(z) = p3(z;w) + t � r3(z;w)

�(w) = p4(z;w) + t � r4(z;w)

Como el diagrama (2.1) es conmutativo se cumple que

0 = R � �(x) = p1(z;w):

Por tanto, �(x) = t � r1(z;w) y, an�alogamente, �(y) = t � r2(z;w).
Tambi�en tenemos que

z = R � �(z) = p3(z;w);

luego, �(z) = z + t � r3(z;w) y �(w) = w + t � r4(z;w).
Ahora consideremos la imagen bajo � de la clase ~f 2 k[x; y; z; w; t]=(f 0; t2) de f .
Lo anterior implica lo siguiente:

�( ~f) = �(x4 + y4 + xz3 + yw3)

= �(x4) + �(y4) + �(xz3) + �(yw3)

= t � r1(z;w)z
3 + t � r2(z;w)w

3

= t(r1(z;w)z
3 + r2(z;w)w

3)

(2.2)

Por otro lado, de la igualdad ~f = �tz2w2 se sigue que:

�( ~f) = �t�(z2)�(w2)

= �t((z + t � r3(z;w))
2(w + t � r4(z;w))

2

= �t(z2 + 2t � r3(z;w))(w
2 + 2t � r4(z;w))

= �t(z2w2 + 2t[z2r4(z;w) + w2r3(z;w)])

= �tz2w2:

(2.3)
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Ya que z;w; r1; r2 2 k[z;w; t]=(t
2) no son m�ultiplos de t, se sigue de (2.3) y (2.2)

que
z2w2 = r1(z;w)z

3 + r2(z;w)w
3 2 k[z;w; t]=(t2);

es decir, r1(z;w) y r2(z;w) son divisibles por w2 y z2, respectivamente. Escribimos

r01(z;w) =
r1(z;w)
w2 y r02(z;w) =

r2(z;w)
z2

. Se sigue que

1 = r01(z;w)z + r02(z;w)w:

Lo cual no es posible. Concluimos que el homomor�smo � no existe.

SiX � P3 es una super�cie suave entonces las curvas que contiene de�nen divisores.
Introducimos la siguiente notaci�on para deformaciones que preservan enteros a
estos divisores, la cual ser�a usada en el siguiente cap��tulo, en donde estudiamos las
deformaciones de primer orden de la super�cie cu�artica de Fermat de�nida sobre
C.

Definición 2.2.7. Consideremos una super�cie suave X � P3 y una curva C
contenida en X, con L la gavilla invertible determinada por C, con h1(X;L) = 0.
Si (X ;L) es cualquier deformaci�on de primer orden de (X;L), entonces diremos
que X es una deformaci�on que preserva entera a la clase de C.

En general, si (X ;L) es una deformaci�on de (X;L) entonces el haz lineal L restrin-
gido a la otra �bra de X puede no ser efectivo [LHV23, Obs. 2.4]. En particular,
las deformaciones que preservan entera a la clase de un curva C no necesariamente
preservan a la curva C.
Se tienen las siguientes contenciones:8><>:

Deformaciones de
(X;L) que mantienen
una secci�on de L

9>=>; �
(

Deformaciones de
(X;L)

)
�
n
Deformaciones de X

o

La hip�otesis en la de�nici�on anterior sobre el haz lineal L de que h1(X;L) = 0
garantiza que todas las secciones de L tambi�en se extiendan a una deformaci�on
(X ;L) de (X;L) [Ser06, Cor. 3.3.15]. Un ejemplo importante de esto es considerar
un haz lineal L determinado por una recta l contenida en una super�cie cu�artica
X � P3. Del c�alculo (1.16) hecho en la Secci�on 1.3 sabemos que h1(X;L) = 0. Por
tanto, las secciones de L se extienden a una deformaci�on (X ;L) de (X;L).

Definición 2.2.8. Dos deformaciones (X ;L) y (X 0;L0) de (X;L) son isomorfas si
existe un isomor�smo de deformaciones f : X ! X 0 y un isomor�smo de gavillas
L ! f�L0.
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Introducimos ahora el mor�smo de deformaci�on, el cual es la principal herramienta
del Cap��tulo 3.

Definición 2.2.9. Consideremos una variedad proyectiva suave X. El mor�smo de
deformaci�on de X

H1(X;TX)�H
1(X;
X)! H0;2(X): (2.4)

est�a de�nido como la composici�on del producto cup

H1(X;TX)�H
1(X;
X)

[
��! H2(X;TX 
 
X)

con el siguiente mor�smo inducido por el producto dual TX 
 
X ! OX en coho-
molog��a:

H2(X;TX 
 
X)! H2(X;OX) �= H0;2(X):

Recordemos que a una gavilla invertible L sobre X se le asocia su primera clase de
Chern �(L) 2 H1;1(X) �= H1(X;
X) y a una deformaci�on � de primer orden de X
se le asocia su clase de Kodaira-Spencer �(�) 2 H1(X;TX). El siguiente teorema
da un criterio para determinar si una deformaci�on preserva entera a una gavilla
invertible. Se puede consultar la demostraci�on en [Ser06, Teorema 3.3.11]

Teorema 2.2.10. Consideremos una variedad proyectiva suave X y una gavilla
invertible L sobre X. Entonces L se extiende a una deformaci�on de primer
orden � de X si y s�olo si

�(�) � �(L) = 0;

en donde � es del mor�smo de deformaci�on (2.4).

La siguiente es una observaci�on importante ya que determina la dimensi�on del
conjunto de deformaciones que preservan entero a un haz lineal sobre una super�cie
K3 (De�nici�on 1.1.13).

Observación 2.2.11. Sea X una super�cie K3. Usando los isomor�smos (Teorema
1.1.5)

H2(X;TX) �= H2(X;
0
X)
�= H0;2(X)

y el hecho de que h0;2 = 1 (Teorema 1.1.15) obtenemos que el mor�smo de defor-
maci�on (2.4) es:

H1(X;TX)�H
1(X;
X)! H0;2(X) �= C:

Entonces el mor�smo

H1(X;TX)
��(L)
����! H2(X;OX) (2.5)
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es suprayectivo para cualquier haz lineal no trivial L sobre X.
Tambi�en se cumple que TX �= 
X (Proposici�on 1.1.14), por tanto h1(X;TX) =
h1(X;
X) = h1;1 = 20. Como las deformaciones que preservan entera a L est�an
determinadas por el kernel del mor�smo (2.5), concluimos que las deformaciones de
primer orden de X que preservan entera a L forman un subespacio de H1(X;TX)
de dimensi�on 19.

Recordemos que la cu�artica de Fermat es una super�cie K3. El siguiente cap��tulo
contiene c�alculos expl��citos de este subespacio de dimensi�on 19 cuando X es la
cu�artica de Fermat y consideramos varias curvas contenidas en ella.

2.3. Deformaciones encajadas

En las deformaciones estudiadas en la secci�on anterior no se puso ninguna res-
tricci�on sobre el esquema total X . En esta secci�on estudiamos las deformaciones
cuyo esquema total X yace en un ambiente �jo. En particular, describimos las
deformaciones de una super�cie suave X � P3 que est�an encajadas en P3.

Definición 2.3.1. Dado un encaje cerrado X � Y de esquemas suaves, una fa-
milia de deformaci�on de primer orden de X en Y es un diagrama cartesiano � de
mor�smos de esquemas

X ! X � Y �D
� : # � #.

Spec(k) ! D

en donde � es plano y es inducido por la proyecci�on de Y �D.
A estas deformaciones tambi�en les llamaremos deformaciones de X en Y . En par-
ticular, cuando X es una subvariedad suave de Pn a las deformaciones de X en Pn
les llamaremos deformaciones encajadas.

Al conjunto de deformaciones de X en Y las denotaremos por Def(X;Y ).
El encaje cerrado X � Y induce la siguiente sucesi�on exacta corta:

0! TX ! TY jX ! NXjY ! 0; (2.6)

en donde NXjY es la gavilla normal de X en Y y es por de�nici�on el cokernel
de la sucesi�on (2.6). Esta sucesi�on, a su vez, induce una sucesi�on exacta larga en
cohomolog��a

0! H0(X;TX)! H0(X;TY jX)! H0(X;NXjY )! H1(X;TX)!

! H1(X;TY jX)! H1(X;NXjY )! H2(X;TX)! H2(X;TY jX)! � � � (2.7)
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Similar al caso de las deformaciones de primer orden, el conjunto de deformaciones
de X en Y tambi�en se puede identi�car con un grupo de cohomolog��a, como se
enuncia en la proposici�on siguiente, cuya demostraci�on se encuentra en [Ser06,
Prop. 3.2.1].

Proposición 2.3.2. Dado un encaje cerrado X � Y de esquemas suaves, existe
una identi�caci�on natural

Def(X;Y ) = H0(X;NXjY ):

Notemos que una deformaci�on de X en Y es, en particular, una deformaci�on de
primer orden de X. De�nimos el mor�smo olvidadizo

� : Def(X;Y )! Def(X):

Surge la pregunta >es � suprayectivo? Veremos que esto depende de la variedad
X, y es el contenido de la siguiente proposici�on, que puede consultarse en [Ser06,
Prop. 3.2.9].

Proposición 2.3.3. Consideremos un encaje cerrado X � Y con X y Y varie-
dades proyectivas suaves. Entonces el diferencial de � coincide con el mor-
�smo de conexi�on inducido por la sucesi�on (2.6); es decir:

d� : H0(X;NXjY )! H1(X;TX):

Debido a la Proposici�on 2.3.3 y a la sucesi�on exacta larga (2.7) interpretamos al
grupo H1(X;TY jX) como las obstrucciones de levantar una deformaci�on de primer
orden de X a una deformaci�on de X en Y .

grado h0(TX) h0(TP3jX) h0(NX) h1(TX) h1(TP3jX)
2 6 15 9 0 0
3 0 15 19 4 0
4 0 15 34 20 1
� 5 0 15 grande grande 0

Tabla 2.1: Dimensiones de grupos de cohomolog��a para super�cies en P3.

Ejemplo 2.3.4. La Tabla 2.1 muestra las dimensiones de ciertos grupos de coho-
molog��a para super�cies complejas suaves de grado d � 2 contenidas en P3: Esta
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tabla es una reproducci�on de la tabla que aparece en [Har09, Ejemplo 20.2.2].
Podemos concluir que el mor�smo olvidadizo � es suprayectivo cuando el grado d
de X es d 6= 4.
Notemos que hay deformaciones de primer orden de una super�cie cu�artica suave
que no pueden ser realizadas como deformaciones encajadas en P3; esto se debe a
que existen super�cies K3 que no son algebraicas.

En el siguiente cap��tulo analizaremos con m�as detalle las deformaciones encajadas
de una super�cie cu�artica.
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Caṕıtulo 3

Deformación de superficies

En este cap��tulo aplicaremos la teor��a de deformaci�on del cap��tulo anterior al estu-
dio de super�cies. En la Secci�on 3.1 escribimos el mor�smo de deformaci�on (2.4)
de una super�cie en t�erminos de anillos de polinomios y en la Secci�on 3.2 calcula-
mos expl��citamente la clase en H1(X;
X) de una intersecci�on completa contenida
en una cu�artica suave X � P3. Los ejemplos estar�an enfocados en la cu�artica de
Fermat, la cual es denotada por S. El resultado m�as importante del cap��tulo y de
la tesis es el siguiente, el cual esta enunciado como Teorema 3.2.7:

Teorema A. Denotemos por H 2 Pic(S) a la clase del hiperplano y
por B� � Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en
S. Si B� [ fHg es linealmente independiente en Pic(S), entonces los
espacios Kl � H1(TS), con l 2 B

�, se intersectan transversalmente. En
particular,

dim

0@ \
l2B�

Kl

1A = 0:

Es decir, estas 19 rectas determinan a S in�nitesimalmente en su espacio
moduli.

El espacio Kl denota al conjunto de deformaciones de primer orden de la cu�artica
de Fermat que preserva entera a la clase de la recta l (De�nici�on 2.2.7).
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3.1. Morfismo de deformación para superficies

En esta secci�on se escribir�a el mor�smo de deformaci�on visto en la Secci�on 2.2 para
una super�cie contenida en P3 en t�erminos de su ideal jacobiano (Teorema 3.1.1).
Al anillo de coordenadas homog�eneas del espacio proyectivo P3 lo denotamos por
A := C[x; y; z; w] y al espacio vectorial que consiste de los polinomios homog�eneos
de grado m lo denotamos por Am. Estos espacios inducen una graduaci�on en A:

A =
M
m�1

Am:

Y al conjunto Am le llamamos parte graduada de A de grado m. Esta graduaci�on
se hereda; dado un ideal homog�eneo I � A denotamos por Im a la parte graduada
de grado m.
De�nimos los anillos cocientes

Rm :=
Am

Jm
:

Por otro lado, recordemos que el segundo grupo de cohomolog��a H2(X;C) se puede
escribir como la suma directa H2(X;C) = H2;0(X)�H1;1(X)�H0;2(X). Adem�as
denotamos por H1;1

pr (X) � H1;1(X) al espacio de (1,1)-clases primitivas enteras de
X (De�nici�on 1.1.11). El teorema siguiente se puede consultar en [GMV94, p�ag.
75] y a�rma que estas clases est�an representadas por un polinomio de grado 2d�4.

Teorema 3.1.1. Consideremos super�cie suave X de grado d en P3 determina-
da por un polinomio F 2 A y su ideal jacobiano J =

D
@F
@x
; : : : ; @F

@w

E
. Al restringir

el mor�smo de deformaci�on (2.4) a H1;1
pr tenemos:

H1(X;TX)
H
1;1
pr (X)

�
���! H2;0(X):

Y �este es el siguiente mor�smo de multiplicaci�on:

Rd 
R2d�4
�

���! R3d�4: (3.1)

Al considerar un elemento � 2 H1;1
pr (X), el espacio de deformaciones de primer

orden de X que preservan entera a la clase � est�a dado por el kernel del siguiente
mor�smo (Teorema 2.2.10):

H1(X;TX)
������! H2;0(X)

� 7�! �(� 
 �);
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O, equivalentemente,

Rd
������! R3d�4

� 7�! �(� 
 �);
(3.2)

Para calcular expl��citamente este kernel usaremos el siguiente teorema, cuya de-
mostraci�on se encuentra en [GMV94, p�ag. 46].

Teorema 3.1.2 (Macaulay). Consideremos una hipersuper�cie X � Pn de gra-
do d y de�namos e = (n+ 1)(d� 2). Entonces:

1. Rk = 0 para k > e,

2. Re
�= C,

3. Para k � e el siguiente mor�smo multiplicaci�on es no degenerado:

<;>: Rk 
Re�k ! Re
�= C: (3.3)

Por el �ultimo inciso, la clase � 2 R2d�4 est�a determinada por un subespacio de
codimensi�on uno en Re�2d+4, a saber, el kernel de:

< �;>: Re�2d+4 ! Re
�= C

p 7! �
 p:
(3.30)

3.2. Deformaciones de superficies a lo largo de un

divisor

Una intersecci�on completa Z = fG1 = G2 = 0g contenida en una super�cie X � P3

de�ne un divisor en X. Usando los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 calcularemos en esta
secci�on la clase que determina Z en el espacio H1(X;
S) cuando X es la cu�artica
de Fermat y veremos que dicha clase est�a dada por un polinomio de grado cuatro.
La siguiente proposici�on se puede consultar en [GMV94, p�ag. 50] y ser�a de gran
utilidad para los c�alculos de la subsecci�on subsecuente.

Proposición 3.2.1. Consideremos una super�cie suave X = fF = 0g � P3 de
grado d que contenga a la intersecci�on completa Z = fG1 = G2 = 0g, con
ai = deg(Gi) y sea H un hiperplano en P3. De�nimos la secci�on de hiperplano
Z0 = H \X y el divisor Z1 = dZ � a1a2Z0. Se cumple que:

1. La clase � 2 H1;1(X) determinada por el divisor Z1 es entera primitiva.
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2. Si denotamos por J al ideal jacobiano de F y de�nimos F1; F2 2 A ta-
les que F = F1G1 + F2G2, entonces la parte graduada del ideal I :=
hG1; G2; F1; F2i de grado 2d� 4 tiene codimensi�on uno en A2d�4. En par-
ticular, I2d�4=J2d�4 es el kernel de (3.30).

Notación: La clase � determinada por el divisor Z1 del teorema anterior depende
de la intersecci�on completa Z. Para simpli�car notaci�on, a � le llamaremos la clase
de Z en H1;1

pr (X). Tambi�en, al subespacio de H1(X;TX) de clases de Kodaira-
Spencer de deformaciones que mantienen entera a � (De�nici�on 2.2.7) le diremos
simplemente el subespacio que mantiene entera a Z y lo denotaremos por KZ .

En el espacio P3 tenemos que la constante e del Teorema 3.1.2 es e = 4(d � 2).
Para calcular el mor�smo (3.1) escogemos k = 2(d � 2) y usamos el mor�smo
multiplicaci�on (3.3).
Por la proposici�on anterior, la clase � 2 R2d�4 que de�ne el divisor Z es la clase de
un polinomio homog�eneo f =2 J2d�4 de grado 2d� 4 cuya clase ~f en R2d�4 satisface
que h ~f ; I2d�4=J2d�4i = 0, es decir:

f � I2d�4 � Je: (3.4)

El siguiente concepto nos permite reformular esta condici�on.

Definición 3.2.2. Dados dos ideales I;J de A de�nimos su ideal cociente como
sigue:

(J : I) := fp 2 A j p � I � J g:

Si denotamos por I2d�4 y por Je a los ideales en A generados por I2d�4 y Je
respectivamente, entonces la condici�on (3.4) es equivalente a que f 2 (Je : I2d�4).
M�as a�un, como C�m�odulos tenemos la igualdad

C � f = (Je : I2d�4)2d�4: (3.5)

El kernel de (3.2) es el m�aximo subespacio K de Rd tal que

�(K 
 ~f) = 0;

es decir, K = f~g 2 Rdjg � f 2 J3d�4g. Con la notaci�on anterior se cumple que

K = (J3d�4 : hfi):

Ahora consideremos una super�cie X � P3 de grado d = 4. Entonces, el mor�smo
(3.1) es

R4 
R4
�

���! R8: (3.6)

51



Por otro lado, comoX es una super�cieK3 (Teorema 1.1.16) entoncesH2;0(X) �= C
(Teorema 1.1.15), es decir, R8

�= C y el mor�smo (3.6) es simplemente el mor�smo
(3.3). M�as precisamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Consideremos una cu�artica X � P3 y una clase � 2 H1;1
pr (X)

dada por una intersecci�on completa Z, con el ideal I de�nido como en la
Proposici�on 3.2.1. Entonces el espacio vectorial I4=J4 es el kernel del mor�smo
de deformaci�on (3.2) y tiene codimensi�on uno en H1(X;TX).
Adem�as, existe un polinomio homog�eneo f =2 J4 de grado 4 que satisface la
condici�on (3.5) para d = 4 y cuya clase ~f 2 R4 cumple que � = ~f .

A continuaci�on mostramos c�odigo en Macaulay2 usado para calcular las clases
en R4 de intersecciones completas contenidas en super�cies cu�articas. La primera
funci�on calcula el ideal I de la Proposici�on 3.2.1. Los datos de entrada son: un
polinomio F de grado 4 y el Ideal de una intersecci�on completa contenida en
V ar(F ). Denotamos P3=QQ[x,y,z,w].

giveIdealCodim1= (F,Ideal) ->

{

f:=map(P3^1,P3^2,matrix{{(gens Ideal)_0_0,(gens Ideal)_1_0}});

M:=preimage_f(module ideal (F));

return ideal(M_1_0,M_1_1,(gens Ideal)_0_0,(gens Ideal)_1_0);

}

La siguiente funci�on nos da el polinomio f de la clase �. Las entradas son el ideal
I obtenido con la funci�on anterior y un polinomio F de grado cuatro.

giveClass = (Ideal, F) ->

{

J:=ideal singularLocus ideal (F);

J8:=ideal gens image basis(8,J);

J4:=ideal gens image basis(4,J);

I4:=ideal gens image basis (4,Ideal);

l:=gens quotient(J8,I4);

m:=rank source l;

ll:={};

class:={};

for i in 0..m-1 do if not isSubset(ideal (l_i_0),J4) and

(degree l_i_0)_0==4 then ll=join(ll,{l_i_0});

for i in 0..#ll-1 do if isSubset(ideal (ll_i)*I4,J8) then

class=join(class,{ll_i});
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return class;

}

Tomemos por ejemplo a la cu�artica de Fermat S, es decir:

F = x4 + y4 + z4 + w4:

Observemos que el ideal jacobiano de F es J = hx3; y3; z3; w3i. Luego,

J4 = C � x4 � C � x3y � � � � � C � x3w � � � � � C � w3x� � � �C � w4 �= C16:

Como A4
�= C35, tenemos que R4 = A4=J4 �= C19: Esta dimensi�on coincide con la

calculada en la Observaci�on 2.2.11.
En los ejemplos siguientes exhibiremos las clases de dos intersecciones completas
Z contenidas es S. Usaremos la notaci�on introducida en (1.6) de la Secci�on 1.2.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos a Z como la recta L00 = fx��y = z��w = 0g � S
(recordemos que � satisface �4 + 1 = 0).
El ideal I que determina a las deformaciones de primer orden de S que preservan
entera a L00 (Proposici�on 3.2.1)) es el siguiente:

I = hx� �y; z � �w; x3 + �x2y + �2xy2 + �3y3; z3 + �z2w + �2zw2 + �3w3i:

Con el c�odigo anterior obtenemos que el polinomio f que determina la clase de la
recta L00 � S en R4 es:

x2z2 + �xyz2 + �2y2z2 + �x2zw + �2xyzw + �3y2zw+

+ �2x2w2 + �3xyw2 � y2w2:

Ejemplo 3.2.5. Sea Z la recta T01 = fx� �z = y� �3w = 0g: En este caso el ideal
I es el siguiente:

I = hx� �z; y � �3w; x3 + �x2z + �2xz2 + �3z3; y3 + �3y2w � �2yw2 + �w3i:

La primera clase de Chern del divisor primitivo que determina T01 est�a dada por
el siguiente polinomio:

x2y2 + �xy2z + �2y2z2 + �3x2yw � xyzw � �yz2w � �2x2w2 � �3xzw2 + z2w2:

Ejemplo 3.2.6. Ahora Z denotar�a a la c�onica residual C (De�nici�on 1.2.19) de-
terminada por las rectas L11 y R01. Tenemos que:

C = V ar(x� �3y � �2z � �w; 2y2 � �3yz � �2z2 � 3�2yw � �zw � 2w2):
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Con el algoritmo anterior obtenemos que el siguiente polinomio determina la clase
de C en R4:

x2y2 + �3x2yz � �xyz2 + y2z2 + �xy2w � �x2zw + �3y2zw+

� �3xz2w + x2w2 + �3xyw2 � �yzw2 + z2w2:

3.2.1. Deformación de varias rectas y cónicas

Sabemos que si X � P3 es una super�cie cu�artica que contiene una recta l, el
espacio de deformaciones algebraicas de primer orden Kl de X tales que preser-
van entera a la clase de l tiene codimensi�on uno en H1(X;TX) �= C20 (Teorema
3.2.3). En esta subsecci�on consideraremos varias rectas contenidas en la cu�artica
de Fermat S y mostraremos en el Teorema 3.2.7 que existen 19 cuyos espacios Kl

se intersectan transversalmente en H1;1
pr (S). En otras palabras, no existen deforma-

ciones de primer orden de S que preserven enteras a estas rectas a excepci�on de
las que son proyectivamente equivalentes a S, es decir, deformaciones dadas por
automor�smos de P3.
Para un conjunto de intersecciones completas fZ1; : : : ; Zrg contenidas en una su-
per�cie X � P3 podemos calcular la codimensi�on de la intersecci�on

T
iKZi con

la funci�on en Macaulay2 que sigue. Los datos de entrada son: una lista con los
ideales de las intersecciones completas, el grado d de X y el polinomio F que la
determina. El resultado es una lista con cada una de las codimensiones en A2d�4

que se obtiene al intersectar los ideales I2d�4 correspondientes a cada Zi.

giveCodim=(Lista, d,F) ->

{

I:= new IndexedVariableTable;

l:={};

m:=2*d-4;

N:=binomial(m+3,3);

n:=#Lista;

for i in 0..n-1 do I_i= ideal gens image basis (m,giveIdealCodim1(F,

Lista_i));

for i in 0..n-1 do I_i=I_i+ideal gens image basis(m+1,ideal vars P3);

J := ideal(1_P3);

for i in 0..n-1 do {

J=intersect(I_i,J);

l=join(l,{N- # flatten entries gens image basis(m,J)});

};
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return l;

}

Usando este c�odigo para la cu�artica de Fermat S y para cualesquiera dos rectas
l; l0 � S se puede ver que las deformaciones que preservan enteras a ambas rec-
tas est�an dadas por la intersecci�on de los espacios de codimensi�on uno Kl y Kl0

correspondientes a cada recta. Obtenemos que la codimensi�on sube a dos, es de-
cir, las condiciones lineales que imponen dos rectas siempre son independientes en
H1(X;TS).
La dimensi�on de H1(X;TS) es 20 y S contiene 48 rectas, por lo que el compor-
tamiento anterior cambia al agregar m�as rectas. Para estudiar esto, consideremos
el conjunto B de las 20 rectas exhibidas en el Teorema (1.3.20) cuyas clases en el
grupo de Picard, Pic(S), son generadores. Recordemos que existen cuatro rectas
l1; l2; l3; l4 que son coplanares y por lo tanto la suma de sus clases es la clase del
hiperplano H.
De�nimos B� := B n fl1g: Aqu�� usamos la misma notaci�on para las rectas y a sus
respectivas clases en Pic(S).
El Teorema 1.3.8 establece que Pic(S) �= H1;1(S) \H2(S;Z). Aplicando el c�odigo
de Macaulay2 anterior a la base B veremos en el siguiente teorema que el grupo
Pic(S) tambi�en guarda una relaci�on con el espacio de deformaciones de primer
orden H1(TS). Este teorema es el m�as importante de la tesis.

Teorema 3.2.7. Denotemos por H 2 Pic(S) a la clase del hiperplano y por
B� � Pic(S) a un conjunto de 19 clases de rectas contenidas en S. Si B�[fHg
es linealmente independiente en Pic(S), entonces los espacios Kl � H1(TS),
con l 2 B�, se intersectan transversalmente. En particular,

dim

0@ \
l2B�

Kl

1A = 0:

Es decir, estas 19 rectas determinan a S in�nitesimalmente en su espacio
moduli.

Demostraci�on. El Teorema 1.3.20 exhibe una base Q-lineal de Pic(S) conformada
por veinte rectas, por lo que basta probar el resultado para esta base, la cual se
muestra a continuaci�on:

B = fL00; L11; L22; L33; T01; T12; T23; T02; T03; T13; L01; L02; L03;

L10; L20; T10; R00; R01; R02; R10g:
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Escogemos
B� = B n fL00g:

Aplicando el c�odigo deMacaulay2 de esta subsecci�on obtenemos que las codimen-
siones aumentan de uno en uno hasta llegar a codimensi�on 19.
Finalmente, recordemos que el espacio de deformaciones encajadas en P3 de una
cu�artica suave en P3 tiene dimensi�on 19. Con esto se prueba el resultado.

Del Teorema 3.2.7 se sigue de inmediato el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Consideremos las rectas l1; : : : ; lr � S. La igualdad

codim

  
r�1\
i=1

Kli

!
\Klr

!
= codim

 
r�1\
i=1

Kli

!
+ 1

se satisface si y s�olo si la clase de la recta lr en el grupo Pic(S) no es una
combinaci�on lineal de las clases de l1; : : : ; lr�1 y adem�as lr no yace en un plano
que contiene a tres rectas li, con i < r:

Observación 3.2.9. La intersecci�on de los espacios Kli solo depende de la inde-
pendencia o dependencia lineal de las rectas li y la clase del hiperplano.

En la Secci�on 3.2 vimos que el subespacio de H1(TS) que preserva entera a la
clase dada por una c�onica C contenida en S, al que denotaremos por KC , es de
codimensi�on uno, pues C es una intersecci�on completa contenida en S. Podemos
aplicar la funci�on giveCodim anterior; el resultado an�alogo al Teorema 3.2.7 con
c�onicas residuales (De�nici�on 1.2.19) es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 3.2.10. La codimensi�on del subespacio de H1(TS) que preserva en-
teras a las clases de todas las c�onicas residuales de S es 18, es decir:

codim

 \
C residual

KC

!
= 18:

Demostraci�on. La prueba es un c�alculo directo.

Observación 3.2.11. El Teorema 3.2.7 indica que podemos determinar la clase de
isomor�smo de la cu�artica de Fermat con rectas: basta con considerar el espacio\

l recta de S

Kl:

Por el Teorema 3.2.10 concluimos que, en cambio, las c�onicas residuales no deter-
minan la clase de isomor�smo de S.
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