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Resumen

Los patrones espaciales que aparecen en la naturaleza ha sido un tema ampliamente
estudiado, desde diferentes enfoques. Desde un punto de vista matematico, se han propuesto
diversos mecanismos y modelos, dentro de los que destaca el modelo de reaccién-difusion
desarrollado por el matematico britanico Alan M. Turing. Tomando como base este modelo,
en este trabajo se estudia un sistema de reaccion-difusién, en una dimensién, en un dominio
que consiste de una curva encajada en el espacio, bajo un régimen de difusién no homogéneo,
es decir, que el coeficiente de difusion dependiente de la variable espacial. El estudio consta
de las siguientes etapas:

1. Se plantea la ecuacion de reaccion-difusién para un dominio que consiste de una curva
encajada en R3, con difusién no homogénea. Esto implica encontrar el operador de
Laplace-Beltrami con coeficiente de difusién que depende de la coordenada espacial,
para una curva arbitraria.

2. El analisis lineal de Turing se generaliza para la ecuacién encontrada en el punto
anterior, tanto para curvas dependientes como independientes del tiempo, empleando
para ello diferentes consideraciones. Esto permite conocer un conjunto de condiciones
para los pardametros de las cinéticas de reaccién que son necesarias para el surgimiento
de patrones. El resultado méas importante que encontramos en esta seccién es que el
analisis lineal en dominios estacionarios para cualquier curva encajada en el espacio y
el andlisis lineal propuesto inicialmente por Turing generan las mismas condiciones.

3. Con el fin de verificar los resultados obtenidos por medio de simulaciones numéricas,
se implementa el método de elementos espectrales, para resolver numéricamente el
sistema de reaccién-difusion en curvas encajadas con coeficientes de difusién variable.

4. Se aplica el método de elementos espectrales al modelo de reaccién-difusion con cinéti-
cas BVAM, que ha sido ampliamente estudiado, en varias curvas con y sin crecimiento
y bajo condiciones de difusién homogénea y no homogénea.

Este trabajo ofrece un nuevo enfoque para el estudio de los patrones de Turing, tanto
analiticamente, incluyendo el andlisis lineal, como numéricamente al implementar el método
de elementos espectrales, permitiendo el estudio de sistemas de reaccion-difusion en curvas
con condiciones de difusion no homogénea o dependiente de las variables espaciales. También
propone nuevas ideas que pueden enriquecer este campo de investigacion apuntando a la ge-
neralizacion al andlisis débilmente no lineal, asi como a superficies, tema que es ampliamente
estudiado hoy en dia.
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Palabras clave: Patrones de Turing, difusién no homogénea, método de elementos espectrales,
andlisis lineal de Turing en curvas.
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Notacion

Simbolo Definicién

Nt Derivada con respecto a la variable t.
p
A() Operador Laplaciano
V() Gradiente
div(-) Divergencia
n Vector normal a 02
o0 Frontera del dominio 2
J Matriz Jacobiana
D Matriz de difusién
tr(-) Traza
|- Determinante
Aps Operador de Laplace-Beltrami con difusién constante en la variedad M
Dy Operador de Laplace-Beltrami con difusién variable en la variedad M

-l Norma euclidiana
(s Do Producto interno en L?(£2) con peso w

[l Norma L?(2) con peso w
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1. Introduccion

Los patrones espaciales en la naturaleza han sido ampliamente estudiados desde el punto
de vista matematico y han sido propuestos diferentes modelos para este fin. Un modelo impor-
tante y destacado es el propuesto por Alan M. Turing en el ano 1952 [1], denominado modelo de
reaccién-difusiéon (RD). Turing planteé que la interacciéon de dos o més sustancias quimicas, las
cuales denomin6 morfégenos, que se difunden y reaccionan en un medio da lugar a la formacion de
patrones espaciales heterogéneos. Esta idea en su época parecia contraintuitiva para la comunidad
cientifica pues, la difusién era considerada como un agente estabilizador y no daba lugar a la for-
macién de patrones heterogéneos o inestables y asi mismo, la reaccién quimica con un equilibrio
estable conduce también a patrones espaciales homogéneos, sin embargo, la combinacién de ambos
mecanismos da origen a patrones espaciales no homogéneos estables. A pesar de esto, estudios
posteriores mostraron la relevancia del modelo propuesto por Turing y los tipos de patrones que se
producen actualmente reciben el nombre de patrones de Turing [2, 3, 4, 5.

En un sistema de reaccién-difusién, hay dos o més sustancias quimicas que interactiian entre
si y se difunden en un medio. Las reacciones quimicas pueden generar gradientes de concentracién
que, combinados con la difusion, dan lugar a patrones espaciales complejos. Estos patrones pueden
ser rayas, manchas, espirales o cualquier otra forma geométrica, dependiendo de pardametros y
configuraciones del sistema.

El modelo y andlisis desarrollados inicialmente por Turing [1] fueron realizados: 1) en un
dominio estacionario, es decir, un dominio €2 constante en el tiempo y 2) considerando que los
coeficientes de difusién son constantes en todo el dominio (difusién homogénea). Sin embargo, estos
dos supuestos en el modelo de Turing no siempre son adecuados en algunos modelos bioldgicos; un
ejemplo se muestra en la Ref. [6], donde se modela el crecimiento pulmonar temprano mediante un
sistema de reaccién-difusién, alli se muestra la importancia de la geometria en el modelo y como
su evolucién en el tiempo refleja cambios en las concentraciones de las sustancias analizadas. Asi
mismo, en [2] se hizo un estudio comparativo entre el modelo mediante ecuaciones RD y los patrones
desarrollados durante el crecimiento de una especie de pez angel, alli se muestra la veracidad del
modelo matematico y como la apariciéon de nuevas rayas se determina por el tamano del pez dngel
en el tiempo. Por otro lado, en [7] se formula un modelo de reaccién-difusién para el crecimiento
de gliomas bajo un régimen de difusiéon variable, en donde el coeficiente de difusién refleja la
heterogeneidad del tejido cerebral, esto es, cambia cuando la regién cerebral es de tejido gris o
tejido blanco. Finalmente, en [8] se emplea un coeficiente de difusién dependiente de la curvatura
(por ende dependiente del dominio) para modelar la formacién de manchas en la piel de las cebras,
encontrando que este supuesto produce patrones muy cercanos a los observados en este tipo de
animales en la naturaleza.

El estudio del modelo de RD en dominios que crecen ha sido estudiado ampliamente por



diversos autores. En la Ref. [9] este modelo se estudié en un dominio lineal creciente para dife-
rentes funciones de crecimiento, y se encontré que con tasas de crecimiento lento se produce un
fenémeno de doblamiento de la frecuencia en los patrones de Turing. En la Ref. [10], fue deriva-
do el modelo de RD en variedades de dimensién 1 y 2 que evolucionan en el tiempo, mostrando
el efecto que presenta el crecimiento y la curvatura en la formaciéon de patrones espaciales. Un
acercamiento a generalizar las condiciones de Turing en un dominio que crece, viene dado en la
Ref. [11], donde derivan las condiciones de Turing para un dominio lineal que crece, mostrando
la dependencia temporal de las condiciones de Turing. Con una derivacién similar se encontraron
las condiciones de Turing en variedades de dimensién 2 que crecen exponencialmente, evidenciando
formacién de patrones no estacionarios [12]. También se ha estudiado la bifurcacién de Turing-Hopf
en variedades de dimensién 2 que crecen, dando lugar a patrones no estacionarios [13|. Para este
problema de patrones de Turing en dominios que crecen es también importante el estudio de los
métodos numéricos, como el método de diferencias finitas generalizado [14] y la propuesta de un
nuevo esquema explicito [15], para la solucién de un sistema de RD en superficies que cambian en
el tiempo. En un estudio alternativo de las condiciones de Turing en variedades que evolucionan se
emplea el principio de comparacién para determinar la estabilidad del sistema sin difusion, dando
lugar a un sistema dinamico no auténomo, que se vuelve inestable al superar un valor limite en la
velocidad de crecimiento del dominio, en donde no se producen patrones de Turing [16]. Asi mismo
en este trabajo se hizo el andlisis para diferentes funciones de crecimiento, como exponencial, lineal
y sinusoidal (expansién y contraccién perddica del dominio).

Con respecto a la segunda generalizacién, sistemas RD con difusién dependiente de las va-
riables espaciales, en la Ref. [17], se derivaron las condiciones de Turing para el sistema RD con
difusién y cinéticas de reaccion variables, encontrando que las condiciones de Turing para difusion
variable con cinéticas de reaccién independientes de la variable espacial no cambian con respecto a
las deducidas para difusién constante, es decir, las condiciones de Turing no se ven alteradas para
difusién variable. El caso particular de un coeficiente de difusién de la forma D(z) = 1 — 22, se
estudi6 en la Ref. [18], incluyendo una generalizacién del andlisis no lineal, utilizando los polinomos
de Legendre, con lo que se encontraron las condiciones para la formacién de distintos patrones
como manchas y franjas. También se encontré que al incorporar difusién no homogénea en el mo-
delo, la longitud de onda es variable en el dominio, a diferencia del anélisis realizado por Turing.
Finalmente este problema de la difusién no homogénea ha sido abordado utilizando el método de
homogenizacién, que transforma el problema con difusiéon variable de tipo periédica en un problema
con difusién homogénea encontrando un coeficiente de difusién “efectivo”[19].

Los trabajos anteriormente mencionados han sido de gran relevancia en sistemas de reac-
cién-difusién y los patrones de Turing. Sin embargo, los supuestos de difusion variable en curvas o
superficies encajadas en R3 (esto es, variedades para las cuales existe una funcién continua de la
variedad en R? cuya funcién inversa también es continua, es decir un encaje) y dominio dependiente
del tiempo no han sido abordados de forma simultdnea. Asi mismo, la existencia de soluciones al
problema de Sturm-Liouville generado es en general supuesta (sin hallar una expresion analitica)
para la derivacién de las condiciones de Turing. Es por esto que el presente trabajo ha sido desa-
rrollado, realizando el estudio de sistemas RD en curvas que se transforman en el tiempo y bajo un
régimen de difusién variable sobre el dominio, encontrando que la solucién al problema de Sturm-



1 Introduccién

Liouville generado existe y puede encontrarse analiticamente en algunos casos. De igual forma se
desarrolla el método de elementos espectrales para la discretizacién espacial y el método Euler
IMEX para la discretizacién temporal del sistema RD con la finalidad de validar numéricamente
las predicciones encontradas mediante el andlisis lineal derivado.

Ambos enfoques, analitico y numérico, son importantes para el estudio de los patrones de
Turing, pues por un lado el enfoque analitico dado por el andlisis lineal de Turing brinda informacién
cualitativa de la solucién del sistema como la forma de la onda, pero presenta imprecisiones en la
amplitud de onda debido a la aproximacién lineal de las cinéticas. Ademés, permite determinar de
antemano los valores de los pardametros en las cinéticas que producen la inestabilidad impulsada
por difusién y por ende alcanzar patrones de Turing. Por otro lado, el enfoque numérico representa
una aproximaciéon mucho mas precisa que el enfoque analitico que requiere conocer los pardmetros
de las cinéticas para su funcionamiento, evidenciando la relevancia del enfoque analitico, pues sin
esta informacion la determinacién de los pardmetros conllevaria a una actividad de ensayo-error
hasta alcanzar un patrén, lo que constituye una labor extensa y compleja. De aqui la relevancia y
limitaciones de ambos enfoques y la razén por la cual se desarrollan conjuntamente.

Si bien las ecuaciones de reaccién-difusién en curvas se trata de un sistema con dimensiones
reducidas, las aplicaciones se limitan a la descripcion de efectos cualitativos. Un ejemplo notable
de esto es el articulo que desperté e impulsd en interés de los patrones de Turing en sistemas
biol6gicos, que se fundamenta en la solucién de sistemas unidimensionales [2]. Sin embargo, es
importante recalcar que las ecuaciones de reaccién difusién en una dimensién espacial han sido
un laboratorio sumamente 1itil para comprender aspectos fundamentales del proceso de formacién
de patrones por medio de ecuaciones de reaccion-difusion como, por ejemplo, sensibilidad a las
condiciones de frontera e iniciales [20, 21], dominios que crecen [9], robustez y efectos del ruido [22],
patrones oscilatorios y caos [23] y otros.

Con esto presente, a continuacién se detallaran los objetivos del trabajo, asi como las contri-
buciones originales del mismo y la estructura del documento.

Objetivos del presente trabajo

Objetivo general

Analizar y resolver numéricamente ecuaciones de reaccién-difusién en curvas que se trans-
forman en el tiempo, incrementando su longitud y deforméndose, bajo el régimen de difusién
homogénea y no homogénea.

Objetivos especificos

1. Analizar las condiciones para la formacién de patrones espaciales, con ecuaciones de reaccion-
difusién, sobre curvas unidimensionales.

2. Implementar el método de elementos espectrales para resolver numéricamente las ecuaciones
de reaccién-difusién sobre curvas.

3. Presentar ejemplos numéricos.



Contribuciones originales del trabajo

1. Expresién del sistema de reaccién-difusién sobre variedades de dimensién 1 y 2, con término
difusivo dependiente de las variables espaciales, mediante la deduccién de los respectivos
operadores de Laplace Beltrami: Sec. 3.1.1, para dimensién 1, y Apéndice A, para dimensién
2.

2. Solucién explicita del problema de Sturm-Louville generado por el operador de Laplace-
Beltrami: Proposiciones 1 y 2.

3. Aplicacién del resultado anterior para proponer una generalizacién del andlisis lineal de Tu-
ring para sistemas cuyo dominio es una curva encajada en el espacio.

4. Implementacién en lenguaje Python del Método de Elementos Espectrales para la solucién
numérica de sistemas de reaccién-difusién sobre curvas encajadas en R3.

Estructura del documento

Capitulo 1: Introduccion.

Capitulo 2: Se presenta el marco tedrico, que incluye una serie de conceptos béasicos requeri-
dos para el estudio de sistemas de reaccién difusién en curvas tanto numéricamente como de forma
analitica.

Capitulo 3: Se plantea el modelo de reaccién-difusién para curvas encajadas en R? que
crecen en el tiempo, para lo cual se realiza la deduccién del operador de Laplace-Beltrami en
variedades de dimensién 1. Finalmente se desarrolla el analisis lineal del sistema RD propuesto
para diferentes casos, difusién constante en curvas independientes del tiempo, difusién variable en
curvas independientes del tiempo y andlisis lineal en curvas que dependen del tiempo.

Capitulo 4: Se desarrolla la metodologia numérica del método de elementos espectrales,
empleado para la discretizacién espacial del sistema de reaccion-difusiéon en curvas que dependen
del tiempo. Como resultado se genera un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden para los valores nodales de la solucién a lo largo del dominio y se plantea el método
Euler Implicito-Explicito para la solucién de dicho sistema.

Capitulo 5: Se presentan los ejemplos numéricos del trabajo, mediante diversos sistemas de
RD en curvas y su solucién con el método de elementos espectrales desarrollado. Asi mismo se realiza
la comparacién de esta solucién con la soluciéon obtenida mediante el andlisis lineal, mostrando que
la solucién numérica conserva caracteristicas cualitativas de la solucién lineal (derivada del andlisis
lineal) y de igual forma se compara dicha solucién con métodos numéricos comerciales ampliamente
utilizados.

Capitulo 6: Conclusiones.

Capitulo A: Apéndice. Deduccion del operador de Laplace-Beltrami con difusién variable
para variedades de dimensién 2 encajadas en R3.
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En este capitulo serdn expuestas algunas nociones bésicas requeridas para los enfoques analiti-
co y numérico de este trabajo. Inicialmente es expuesto el andlisis lineal desarrollado por Turing
y expuesto en [24], seguido de unas nociones bésicas correspondientes a los polinomios interpola-
dores de Lagrange, polinomios de Legendre, cuadratura de Legendre-Gauss-Lobatto y el método
Euler IMEX, utiles para el desarrollo del método de elementos espectrales. Finalmente, es expuesto
el modelo BVAM, el cual define unas cinéticas de reaccién que seran empleadas en los diferentes
ejemplos numéricos.

2.1. Analisis lineal de Turing

El modelo de RD para dos morfégenos con concentraciones v y v, en un dominio €2, planteado
por Turing es

U; =DAU +9F(U) en Q,
(2-1) n-VU=0 en 02,
U(x,0) dada,

donde U = (u,v)" (T denota la matriz transpuesta), D = diag(d.,, d), d., el coeficiente de difusién
del morfégeno con concentracién u, d, el coeficiente de difusion del morfégeno con concentracién
v, n un factor de escala y F = [f(u,v) g(u,v)]" las cinéticas de reaccién, las cuales generalmente
vienen dadas por funciones no lineales en términos de las concentraciones u y v.

Si Ug = (uo, vp) es un estado estacionario, es decir, la solucién al sistema F(U) = 0, asintética-
mente estable, entonces las condiciones iniciales U(x, 0) son valores aleatorios de amplitud pequenia
alrededor de Uy, y la eleccién de las condiciones de frontera de Neumann (donde la derivada normal
n - VU es cero en la frontera del dominio), tienen la finalidad de proveer més libertad al sistema
para la formacién de patrones y no condicionar la formacién del patrén como puede suceder en el
caso de condiciones de frontera Dirichlet, donde se conoce el valor de la variable dependiente en la
frontera del dominio.

Turing planteé que un estado estacionario Uy inicialmente estable sin difusion, tiende a ser
inestable con la adicién de difusion al sistema, para lo cual derivé condiciones necesarias para que el
sistema (2-1) cumpla esto. Para revisar estas condiciones, consideremos en primer lugar el sistema
(2-1), sin difusién:

(2-2) =1
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La estabilidad del sistema se puede determinar a partir de su linealizacién alrededor del punto
de equilibrio Uy, esto es

(2-3) w; = nJ(up, vo)w,
donde
U — u
(2-4) W= "l
v — g
y

fu(uo,v0)  fu(uo,vo)

Guluo,v0)  gu(uo,vo)

(2-5) J = J(uo,v0) =

Los subindices al interior de la matriz Jacobiana J indican la derivada parcial con respecto a la
variable indicada. Ahora, para que el sistema (2-2) sea estable, basta con que los eigenvalores
del Jacobiano en el sistema (2-3) tengan parte real negativa, lo cual proporciona las siguientes
condiciones [24]

(2-6) Te(J) = fut+g0 <0,
(2'7) |J| = fugv - fvgu > 0.

Ahora, en segundo lugar, introduciendo la difusién en el sistema linealizado, se obtiene
(2-8) w; = nJw + DAw.

Si Wy (r) son las funciones propias del operador de Laplace, es decir, AW}, = —k?W}, entonces
es razonable proponer una solucién a (2-8) de la forma w(r,t) = > 72 cxe Wy (r). Reemplazando
esta propuesta en (2-8), se obtiene

> AW =D Y AW + 193 ) e W

k=0 k=0 k=0
o0 o0
= —k’D Z crLe MWy, + nJ Z crLe Wy,
k=0 k=0
de donde se sigue
(2-9) (AL —nJ +k°D) Wy, =0,

donde I es la matriz identidad de 2 x 2. Soluciones no triviales de (2-9) se obtienen si
(2-10) AL —nJ + k°D| = 0.
Evaluando el determinante se obtiene

(2-11) A2+ A [k (dy + dv) — nTr(3)] + h(k*) =0,
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con
(2-12) h(k?) = dydyk* — n(fudy + dugo)k® + n?(J].

La expresién (2-11) establece una relacién entre los valores propios temporales \ y espaciales
k, que es conocida como la relacién de dispersion de (2-8). Esta expresién es de gran importancia
para el analisis lineal de Turing, ya que permite conocer cuiando un conjunto de modos k tienden
a ser estables o inestables para un conjunto de parametros dado. De la ecuacién (2-11), los valores
propios del sistema (2-8) vienen dados por

—k%(dy + dy) +nTr(JT) £ \/[k:Q(du +dy) — nTr(3))? — 4h(k2)
5 .

(2-13) A=

Ahora, el segundo paso del andlisis de Turing es que, una vez que se tienen las condiciones
para que Uj sea asintéticamente estable, en ausencia de difusién, ahora debe ser inestable ante per-
turbaciones espaciales. Dado que las variables espaciales aparecen cuando se introduce la difusién,
a este tipo de inestabilidad también se le conoce como inestabilidad impulsada por difusion. Para
que esto suceda, se requiere que Re(A(k?)) > 0, para algtin k # 0. De (2-13) podemos concluir que
esta condicién implica

E*(dy + dy) — nTr(J) < 0.

Sin embargo, tomando en cuenta (2-6) y que k*(dy + d,) > 0, es claro que la condicién anterior
no puede satisfacerse. Aun asi, existe otra posible condicién para la cual se puede alcanzar la
inestabilidad del sistema: h(k?) < 0. Para lograrlo requerimos que alguno de los coeficientes del
polinomio h(k?) sean negativo, esto es, ya sea que |J| < 0 o que f,d, + dug, > 0, pero tomando en
cuenta (2-7), sélo es posible la condicién

(2'14) fudy +dugy >0, d, 7£ dy.

Aqui se impuso una restriccién para los coeficientes de difusién, pues para d,, = d, se tiene
la condicién f,, + g, > 0, la cual contradice (2-6). Esto, desde un punto de vista fisico, indica que
los coeficientes de difusion de ambos morfégenos deben ser distintos para dar lugar a la formacién
de patrones espaciales, es decir, un morfégeno debe difundirse a una velocidad mayor que el otro.

Ahora, la condicién (2-14) es necesaria pero no suficiente para garantizar Re(\) > 0 para
algiin k # 0, para lograrlo se debe garantizar A, < 0, entonces derivando h(k?) con respecto a k?
y realizando algunos procesos algebraicos se tiene que

(fudy + dugo)*

=12 13| — 2 _ fudv + dugy
fonin = 17" | ] Adyyd, I VR
Con esto, se obtiene la tltima condicién de Turing
(2-15) (fudy + dugy)? > 4dy,d,|J).

En resumen, las condiciones de Turing para inestabilidad impulsada por difusién, que da
lugar a la formacién de patrones espaciales en un sistema de 2 morfégenos con concentraciones u y
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v, que se difunden con coeficientes d,, y d,, respectivamente, vienen dadas por

Jut g0 <0,

Jugo = fogu >0,

Sfudy + dugy > 0,
(fudy + dugy)? > 4dy,d,|J|.

(2-16)

Las condiciones (2-16) son de gran relevancia para el estudio de los patrones de Turing,
pues determinan un conjunto de valores de los pardmetros con lo que es posible generar patrones
espaciales heterogéneos. La grafica que describe este conjunto de parametros es conocida como el
mapa de Turing y un ejemplo es mostrado en la Fig. 2-4. Aunque con (2-16) se puede determinar
el valor de los pardmetros que guian a la inestabilidad de antemano, no garantizan la formacién
de patrones, pues este efecto también depende en gran medida del tamano del dominio, es decir,
aunque se garanticen las condiciones de Turing, si el dominio no presenta un tamano adecuado (un
tamafio tal que algin modo k en la relacién de dispersion sea inestable), el sistema no presentara
patrones.

2.2. Parametrizacion de curvas en R? que se transforman
en el tiempo

En esta seccién se estudia la parametrizacién de curvas que se transforman en el tiempo y
que seran de utilidad para el estudio de ecuaciones de reaccién-difusién cuyo dominio es una curva
encajada en R3.

En primer lugar, definimos a la curva X independiente del tiempo como el mapeo X : [ C
R — R3 dado por

(2-17) X(s) = (a(s),y(s), 2(s)), s €L,

con z, y y z funciones en términos del pardmetro s que determinan la forma de la curva. La
expresién (2-17) es conocida generalmente como la parametrizacién de la curva X y s es conocido
como el pardametro de la curva.

Un ejemplo para la expresién (2-17) es el folium de Descartes definido por la expresion

2

X(s):<3 5 3. ° 0>, s € R,

341" "3 +1’

cuya grafica puede verse en la figura 2-1
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Figura 2-1.: Folium de Descartes.

Por otro lado, definimos a la curva X dependiente del tiempo como el mapeo X : I x [0, 00) —
R3 dado por

(2-18) X(s,t) = (x(s,t),y(s,t),2(s,t)), (s,t) €1 x][0,00),

con z, y y z funciones que definen la forma de la curva en el tiempo. En este caso el parametro s
define la forma inicial de la curva y la variable ¢ su transformacién en el tiempo. Aunque para un
tiempo fijo ¢; la expresién (2-18) es una expresién tnicamente dependiente de s, esto es, X (s,t1) =
X*(s), con X* una curva parametrizada por s, con la finalidad de evitar confusiones en la notacién
X (s) se empleard solamente para curvas sin crecimiento (2-17).

o
(6)]
T

Figura 2-2.: Curva X(s,t) para diferentes tiempos, ¢ = 0 curva azul, t = 1 curva roja y
t = 2 curva amarilla.

Un ejemplo que ayuda a visualizar la definiciéon de una curva que se transforma en el tiempo
(2-18) viene dado por la expresién

X(s,t) = ((t+ 1)cos(s), sin(s),0), (s,t) € [0,27] x [0, 0],
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cuya grafica para diferentes tiempos se muestra en la figura 2-2. De la expresién X (s, t) es posible
notar que para t = 0, la curva corresponde a una circunferencia de radio 1, mientras que para
t > 0 la curva corresponde a una elipse cuyos semiejes mayor y menor tienen longitudes ¢t +1 y 1
respectivamente.

Lo anterior muestra el uso de la notacién que se empleara en el presente trabajo y la definicién
de curvas X que se transforman en el tiempo (2-18), asi como también curvas X estacionarias o
independientes del tiempo (2-17).

2.3. Polinomios interpoladores de Lagrange

Los polinomios de Lagrange son polinomios usados para interpolar un conjunto de puntos
(g, yr) dados, donde k =0,1,2,..., N, y se definen como [25]:

T — I

(2-19) Ii(x) = —
i=0,ij I T T

Una propiedad muy ttil de los polinomios de Lagrange, la cual puede derivarse facilmente de
su definicién es [;(x;) = d; ;, con d; ; la funcién delta de Kronecker. Con (2-19), es posible definir
un polinomio de grado N que pase a través de N + 1 puntos {(zo, %0), .-, (TN, yn)}, asi:

N
In(z) = ykle(),
k=0

donde In(xg) = yr. Més atin, si cada término y; es la imagen de una funcién f para cada zy, esto
es, yr = f(zr), entonces la funcién f puede ser aproximada mediante

N
@)~ 3 Fan)li(@).
k=0

Esta aproximacién mejora cuando el nimero de puntos se incrementa, sin embargo, esto
incrementa el grado del polinomio y por ende hace méds complejo el computo de (2-19).

2.4. Polinomios de Legendre

Estos son un conjunto de polinomios ortogonales, nombrados asi en honor de Adrien-Marie
Legendre. Los polinomios de Legendre son soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria

@ [(1 — x%fﬂ +n(n+1)y =0,

dx T

y el polinomio de grado n se define como [26]:

N
(2-20) Pafw) = 3 (1) 5
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Una propiedad importante de estos polinomios es su ortogonalidad en el intervalo [—1, 1], esto es

1 m n
(2:21) / Pn<w>Pm<x>={o’ 2

2 —
-1 Tl m=n,

ademds de que satisfacen las férmulas recursivas [25]

(2-22) Poa(z) = 2::11 ePa(e) = P (a),
y
(2-23) (2n+ 1) Py(x) = Pyyq(x) — Py (2).

Estas dos formulas recursivas seran de utilidad para la implementacién computacional del
método y el calculo de las raices de los polinomios de Legendre, requeridas para la aproximacién
de integrales por cuadraturas.

2.5. Cuadratura de Legendre-Gauss-Lobatto

Las cuadraturas son empleadas para aproximar integrales en un dominio. Asi mismo, pueden
ser empleadas para hallar productos internos discretos para los cuales las funciones base polino-
miales permanecen ortogonales [25] . La aproximacién de una integral en el intervalo [—1,1] con
peso w(x) mediante una cuadratura de Gauss viene dada por la expresién

1 n
/ @@y ~ Qalf] = 3 Fay)e,
i 2

donde w(z) es una funcién peso que garantiza la ortogonalidad de los polinomios base de la cuadra-
tura. Dado que los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con peso w(x) = 1,
entonces la cuadratura de Legendre Gauss se define como

1 n
(2-24) /1 fla)de =y f(x))w,
_ =

donde z; son las raices del polinomio de Legendre (2-20), de grado n + 1 , y w; estd dada por [25]
2
(1= 2Py (@))]*

donde P, ; denota la derivada del polinomio de Legendre de grado n + 1. Ahora, en este caso las

wj =

raices del polinomio de Legendre pertenecen al intervalo (—1,1), es decir, no incluyen los puntos
extremos del intervalo. Las cuadraturas de Gauss que incluyen estos puntos extremos x = +1 se
conocen como las reglas de cuadratura Gauss-Lobatto. Entonces, la cuadratura de Legendre Gauss-
Lobatto es similar a la cuadratura de Legendre Gauss dada por la ecuacion (2-24), con la diferencia
de la inclusién de los puntos extremos del intervalo en los puntos z;, esto es, z; = {1, 24} con x,
siendo las raices de P, ;. Estos puntos z; = {£1, x} son conocidos cominmente como los nodos
de Legendre Gauss-Lobatto.



2.6 Integraciéon numérica

13

2.6. Integraciéon numérica

En esta seccién se deriva el método de integracién numérica denomindado Euler IMEX, que
es un método implicito-explicito del esquema de Euler, 1til para integrar numéricamente sistemas
de ecuaciones diferenciales, como el que nos ocupa en (4-20) y (4-22). Este método es muy usado,
dada su precisién y su facilidad de implementacion, con respecto a métodos implicitos conocidos
[27, 28]. Asi mismo, este tipo de esquema no es el tnico método IMEX existente, pues se han
desarrollado distintos esquemas implicitos-explicitos con base en diferentes métodos de integracion
numérica conocidos, como métodos IMEX BDF (Backward Differentiation Formula) [29], métodos
IMEX multipaso [30] y método IMEX Runge-Kutta [31, 32].

Con estos métodos se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

(2-25) % =A(t,V)+B(t,V),
donde A(t,V) y B(t, V) son términos conocidos que dependen del tiempo y la variable depen-
diente. La separacién en dos términos A (¢, V) y B(t, V) se realiza con la finalidad de apartar los
términos 'rigidos’ o stiff de los que no lo son, de tal manera que los términos rigidos son integrados
de forma implicita y los demés se integran de forma explicita. Asi mismo, en ocasiones también
es utilizada para separar los términos lineales (con respecto a la variable dependiente) de aquellos
que no lo son, integrando explicitamente los términos no lineales y de forma implicita los términos
lineales, evitando de esta manera la utilizacién de métodos de soluciéon de ecuaciones algebraicas
no lineales (como el método de Newton). Esto trae consigo algunas implicaciones, como la facilidad
de implementacion con respecto a métodos completamente implicitos, pues se evita la solucién de
sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales. Con esto, se obtiene una mejora en la estabilidad del
método con respecto a métodos puramente explicitos, lo que permite utilizar pasos de tiempo ma-
yores (sin superar los pasos de tiempo de métodos implicitos), disminuyendo el tiempo de cémputo
y alcanzando errores de un orden cercano a los métodos implicitos.

Antes de continuar enunciando algunas ventajas del método Euler IMEX es necesario aclarar

algunos conceptos en el area de métodos numéricos, entre ellos tenemos:

s Métodos adaptativos: Son métodos numéricos cuyo paso de tiempo se modifica durante el
desarrollo siguiendo alguin criterio para hacerlo, es decir, son métodos numéricos cuyo At se
modifica durante el cémputo.

» Métodos de un sélo paso: Son métodos numéricos que requieren conocer la solucién (valor
numérico de la variable dependiente) en un unico paso de tiempo anterior t¢,, para el célculo

de la nueva solucion en ¢, 1.

= Métodos multipaso: Son métodos numéricos que requieren conocer la solucién en multiples
pasos de tiempo anteriores (t,, t,—1,...) para el cdlculo de una nueva solucién en ¢, 1.

Con esto en mente, otra ventaja de emplear el método Euler IMEX, con respecto a otros
métodos IMEX, es su capacidad para ser empleado como un método adaptativo (método con At
variable) bajo algun criterio, pues los métodos de un sélo paso (como Euler IMEX), a diferencia
de métodos multipaso, presentan mayor versatilidad en este aspecto [33], asi mismo al ser un
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método de un sélo paso su implementacién computacional es menos compleja, pues no requiere
la implementacion de otros métodos para el cdlculo de los primeros pasos temporales como los
métodos multipaso [33]. Sin embargo, el método Euler IMEX presenta la desventaja de poseer un
mayor orden de error con respecto a otros métodos IMEX de multiples pasos, asi como también
con respecto a métodos puramente implicitos.

De acuerdo a lo anterior, la expresién (2-25) se integra mediante el método Euler IMEX,
obteniendo

(2-26) VL =V 4 At Ay, VO + At B(t,, V),

donde A es el término rigido (o, en ocasiones, el término lineal) y B el término no rigido (o en
ocasiones el término no lineal). Los superindices indican el tiempo de evaluacién de cada funcién,
esto es, V" = V(t,,), con t,, = tq + nAt, siendo At el paso de tiempo y tq el tiempo inicial.

2.7. El modelo Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM)

A continuacién se expone la cinética de reaccién Barrio-Varea-Aragén Maini (BVAM) [34]
que sera empleada en los diferentes ejemplos numéricos desarrollados en el Cap. 5. Este modelo fue
propuesto en 1999 y contiene una gran riqueza en bifuraciones (como Hopf subcritica y supercritica,
homoclinica, heteroclinica, entre otras), por lo que ha servido como un laboratorio para el estudio
de la formacién de patrones en sistemas biolégicos [35, 23].

La cinética del modelo BVAM se define como:

f(u,v) = u+ Av — Cuv — uv?,

(2-27) ,
g(u,v) = Bv + Hu + Cuv + uv?,

donde A,B,C,H € R son los parametros de la cinética. El sistema dindmico formado por las
funciones (2-27) tiene tres soluciones estacionarias, es decir tres soluciones a f(u,v) = g(u,v) =0,

dadas por
(UO7U0) = (070)7
_ (C(A+B)—+1 —-C(1+B)+ 7
(2-28) (g, 01) = ( 21+ H) ' 2(A+B) )
_(CA+B)+1 —C(1+B)— /1
(“2’”2)_< °o1+H) = 2(A+B) )

donde 7 = C%(A + B)? — 4(A+ B)(AH — B); si 7 < 0 el sistema tiene una tnica solucién real

(ug,v0), si 7 = 0 se tienen dos soluciones reales y si 7 > 0 se obtienen tres soluciones reales.
Como un ejemplo, si fijamos A = —1 y H = 3 [23], entonces B y C son parametros libres y

el conjunto de pardmetros donde (2-27) tiene una, dos, o tres soluciones se muestra en la Fig. 2-3
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Figura 2-3.: Conjunto (B, (') donde se obtiene una solucién (Azul), dos soluciones (Ama-
rillo) y tres soluciones (Rojo) para el sistema f(u,v) = g(u,v) = 0 en (2-27).
Con A=-1y H=3.

Para el estudio de los patrones que se forman con el sistema de RD y la cinética de BVAM, las
soluciones mostradas en la figura 2-3 son muy importantes pues en muchos casos estas soluciones
son puntos de equilibrio o soluciones estacionarias del sistema RD sin difusién e incluso soluciones
estacionarias al sistema RD con difusién. Para propdsitos de este trabajo los resultados seran
desarrollados alrededor del punto de equilibrio (ug,v9) = (0,0), con lo cual la matriz jacobiana J
requerida en el andlisis lineal presentado en la seccién 2.1 y el desarrollado en el Cap. 3, es

(2_29) J(O, 0) _ fu(07 O) fv(07 0) _ 1 A

9u(0,0)  g,(0,0) H B

Siguendo el procedimiento descrito en la seccién 2.1, se obtiene que las condiciones de Turing
(2-16) son

1+ B <0,

B— AH >0,

dy + Bd,, > 0,
(dy + Bdy)? > 4d,d,(B — AH).

(2-30)

Es importante observar que para este punto de equilibrio, (0,0), las condiciones de Turing
no dependen del pardmetro C, lo que supondria que independientemente de su eleccién se cumplen
las cuatro condiciones (2-30). Como se ha mencionado previamente, el sistema (2-30) genera un
conjunto de parametros que satisfacen dichas condiciones, cuya grafica es conocida como el mapa
de Turing. En la figura 2-4 se muestra el mapa de Turing para diferentes valores del coeficiente de
difusién d,,, manteniendo fijo d,. Debido a la forma que tienen las condiciones (2-30), se encontrd
que una manera Util de representar este mapa es considerando AH vs B.
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2 Marco tedrico

-4 35 -3 25 -2 15 1
B

Figura 2-4.: Mapa de Turing para los pardmetros By AH de (2-30) con d, = 1 y diferentes
valores de d,,.

De la figura 2-4 es posible observar que el conjunto de parametros cambia con la eleccién
de d,; a medida que d, se incrementa, el tamano de la regién de Turing disminuye. Por otro lado,
otra posible alternativa para determinar el surgimiento de patrones es considerar al conjunto de
parametros fijo y fijar alguno de los coeficientes de difusién (d,, o dy), lo cual conlleva a determinar
un coeficiente de difusién critico, que se define como el coeficiente de difusion con el cual se consigue
al menos un modo inestable (como en la figura 3-1) o el menor (o mayor dependiendo de cudl
coeficiente de difusién se fije) coeficiente de difusién para el cual se satisfacen las condiciones de
Turing. Fijando d, = 1, el coeficiente de difusiéon critico d,. se determina como la solucién a

hmin = 0, esto es

Ad,d, =0,

hmin - ’J‘ -

de donde
(fu + ducgv)Q - 4du‘J| = 0.

Este sistema genera dos soluciones para d,., sin embargo el coeficiente de difusién para u
debe satisfacer la condicién 0 < d, < d,, lo que permite determinar un tinico coeficiente de difusién
critico y para que la formacién de patrones tenga lugar se debe tomar algin d, < d,. en el sistema
RD. Este proceso puede realizarse de manera analoga fijando d,, en lugar de d,, esto genera dos
soluciones para d,. dadas por hp;, = 0 que debe cumplir la condicién de d, > d,, > 0 y para que
la formacién de patrones tenga lugar debe seleccionarse algin d, > dy..



3. Formacioén de patrones en curvas

En esta seccion deduciremos el sistema RD con difusién no homdgenea en una curva encajada
en R3. Para ello emplearemos el operador de Laplace-Beltrami, que es una generalizacién del opera-
dor de Laplace o Laplaciano para funciones definidas sobre una variedad . Un ejemplo ampliamente
conocido del operador de Laplace-Beltrami es la transformacién del operador Laplaciano mediante
coordenadas polares (r,0), cuando se presentan dominios bidimensionales circulares o discos, y en
coordenadas esféricas (r, 0, ¢) en el caso de dominios tridimensionales esféricos, que dan lugar a las
siguientes transformaciones

0°f , 10f , 10°f

(3D Al =55+ 5t i aar
10 of 1 0 (. Of 1 0%
-2 A = — 2z — 09— - 7.
(3-2) mf r2 or <T 0r> + r2sin 6 00 (sm 69) * 72 sin? 0 O¢?

La ecuacién (3-1) es cominmente conocida como el Laplaciano en coordenas polares y repre-
senta el operador de Laplace-Beltrami en la variedad M, donde M es un disco en dos dimensiones.
Por otro lado, (3-2) es el Laplaciano en coordenadas esféricas y representa al operador de Laplace-
Beltrami en la variedad M, donde M es una bola cerrada en R3. Aunque los ejemplos anteriormente
mostrados fueron para dos variedades especificas conocidas, esto puede generalizarse a cualquier
variedad M encajada en el espacio como veremos posteriormente.

3.1. Planteamiento del problema

En este trabajo deduciremos el modelo de RD para curvas encajadas en R?, teniendo en
cuenta difusién no homogénea. Ademas, se desarrollara el método de elementos espectrales para la
solucién numérica del sistema obtenido (Cap. 4).

Consideremos una curva X C R? dada por

(3-3) X(s,t) = (x(s,t),y(s,1),2(s,1)), a<s<b,

donde s es un pardmetro real que define la curva inicial (¢ = 0), ¢ es la variable temporal que
determina el cambio o deformacion de la curva en el tiempo y x, ¥ y z son las coordenadas de la
curva en términos de s y en el instante ¢.

El sistema RD en la curva X (s, t) que crece en el tiempo, con coeficiente de difusién constante,
fue derivado de manera general en [10], y tiene la forma

(3.4) u = dyAxu — (Inos), u+ f(u,v),
v = dyAxv — (Inog), v+ g(u,v).



18

3 Formaciéon de patrones en curvas

Donde d,,, d,, son los coeficientes de difusiéon de los morfégenos con concentraciones u y v,
respectivamente, Ax es el operador de Laplace-Beltrami con difusién constante en la curva X,
(Inos)iu es el término de dilucidén, f y g son la cinéticas de reaccién y o(s,t) es la longitud de la
curva X en el tiempo t, definida como

o(s,t) = / \/mg(s’,t) +y2(s',t) + 22(s, t)ds’,
0

y el operador de Laplace-Beltrami en (3-4) viene dado por

(3-5) Amnzla<1&v.

Con o, la derivada de o con respecto a s. El término de diluciéon surge debido a la depen-
dencia temporal de la curva X, pues si X(s,t) = X(s) para todo ¢, entonces el término Inoy es
independiente de ¢ y por tanto el término de dilucién es cero.

En este trabajo estamos interesados en el caso de que el coeficiente de difusién dependa de
las variables espaciales (difusién no homogénea), por lo que queremos derivar un sistema RD de la
forma

(3:6) u; = dy,Dxu — (Inos), u+ f(u,v),
vy = dyDxv — (Inog), v + g(u,v),

donde Dx es el operador de Laplace-Beltrami en la curva X, con coeficiente de difusién variable,
es decir, dependiente de las variables espaciales. A continuacién obtenemos su expresion.

3.1.1. Deduccidén del operador de Laplace-Beltrami con difusion
variable

Consideremos la curva X C R? definida en (3-3). El operador de Laplace-Beltrami con
difusién variable en esta curva, aplicado a una funcién f es

(3-7) Dx f = div(D(s)VF).

Para esta deduccion emplearemos algunos conceptos de geometria diferencial; en primer lugar
consideremos los vectores X tangentes a la curva, dados por

(3'8) Xs(sat) = (333(8,75),yS(S,t),ZS(S,t)).

Dado que las curvas son una variedad de dimensién 1, entonces existe un tinico vector tangente
X a cada punto de la curva y de esta manera el tensor métrico asociado posee una tinica componente
g = g11, la cual puede ser calculada en términos de la métrica estandar de R3:

g = <X57 Xs> s
= do*(Xs, X,) 4 dy*(Xs, Xs) + d2%(Xs, Xs),
=24y + 22,

(3-9) = || X%
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|| Xs|| es la norma euclidiana de los vectores tangentes. Ahora, para la deduccién de (3-7), emplea-
remos la definicién de divergencia y gradiente en una variedad M de dimensién m [36]:

(3-10) Vi=2 97550
2,j=1
, )OOV N
(3-11) div(V) = Z; o T ;PMW :

donde g es el elemento ij de la matriz inversa del tensor métrico g, x; es el i-ésimo sistema coor-
denado en la variedad, V' es un campo vectorial con m componentes, V7 es la j-ésima componente
de V' y I';; son los simbolos de Christoffel definidos por

2 oxt oxi  Oxn

n=1

1 o n in y
(3-12) p@zzgkn{% L 99 _i_@g]}.

Para el caso de una variedad unidimensional. las ecuaciones (3-10) y (3-11), se reducen a

of
_ 11Y%]
(3-13) Vi=9"5;9
1
(3-14) div(V) = aals + T v

En este caso, el tnico sistema coordenado x; viene dado por s. Ahora, dado que la matriz

g cuenta con un tinico elemento g1, su inversa viene dada por g~! = é y la componente I'}; en

(3-14) se calcula mediante

1 dgu1 | 0911 Ogu 1 110911
3-15 i, =gt - — — L
( ) =9 { Os Os 0s 2 Os
Entonces, para encontrar (3-7), multiplicamos (3-13) por D(s) y se calcula su divergencia, es
decir
. . 11 8f
(3-16) Dx f=div(D(s)Vf) =div [ D(s)g gas .

Usando (3-14) y (3-15), se obtiene

_Q 11% 1 11% 11%
Dxf = 0s <D(s)g 85) + 29 os D(s)g 0s )’

Dado que g~ ! = g!'! = é , reescribiendo se tiene

_9 L 1 0fy, 1108 19f
bxf= 0s (D(S)\/g\/g(‘)s) * 2g0s (D(S)g 83) '

Expandiendo el primer término

Pas= oo (BP95) 55 5 PG +agr P

= JEos \ Ve 2% "as e Was T2g2os Vas
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Reemplazando (3-9) en la expresién anterior, se obtiene el operador de Laplace-Beltrami en
la curva, X con difusién variable dado por

1 a1 of
(3-17) Dxl = 1x19s <|Xs||D(S)as> |

En el caso particular de D(s) una constante, (3-17) coincide con la expresién obtenida en
la Ref. [10] para el operador de Laplace-Beltrami con difusién constante. Aunque lo expuesto
anteriormente fue desarrollado para una curva encajada en R?, como una generalizacién se puede
encontrar el operador de Laplace-Beltrami para una superficie (variedad de dimensién 2) encajada
en el espacio, con difusién no homogénea. Esto se presenta en el Apéndice.

3.1.2. Sistema de Reaccién-Difusion con difusion no homogénea en
curvas

De acuerdo con lo anterior, el problema general de RD (3-6) con operador de Laplace-Beltrami
(3-17), se plantea asi

ou dy, 0 1 ou
ot~ X5 05 <|Xs<s,t>uD(5)as) ~ (Inos)yu+ flu,0)
ov d 0 1 ov
5t~ [Xa(s,0)] 05 (!Xs(s,t)HD(s)f?S) ~ oo v+glun),

(3-18)

<

en un dominio 2 = (a,b), con las condiciones de frontera

D(s)@ — D(s Oup - _ 0,
08 ls=a 08 ls=b
(3-19)
D( )@ — )@ =0
SaSs:a_ SaSs:b_ ’

y las condiciones iniciales son perturbaciones aleatorias del punto de equilibrio (ug(s),vo(s)).
| Xs(s,t)|| es la norma euclidiana del vector tangente a la curva en la posicién dada por s e instante
t y D(s) es una funcién que define la difusién a lo largo de la curva.

Un aspecto importante de emplear el operador de Laplace Beltrami en lugar del laplaciano,
es el cambio de dominio que conlleva, pues, emplear el laplaciano (o operador de Laplace) requiere
definir un dominio ‘complejo’(en este caso la curva), mientras que, usando el operador de Laplace-
Beltrami la variable independiente espacial viene dada por s y con esto el dominio del problema se
transforma en un intervalo [a, b] donde esta definido s.

El propédsito de este trabajo es el andlisis y solucién del sistema (3-18) tanto en curvas
estaticas como en curvas que crecen en el tiempo. Para este tltimo caso se consideran dos tipos de
crecimiento de la curva X.

(3-20) Isotrépico: X (s,t) = p(t) (z(s),y(s), z(s)),
(3-21) Anisotrépico: X (s,t) = (p1(t)x(s), p2(t)y(s), ps(t)z(s)) .
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Donde p(t), p1(t), p2(t) v ps(t) representan funciones de crecimiento. Con un crecimiento
isotrépico todas las componentes de la curva crecen a la misma tasa p(t) y, por tanto, la curva en el
instante ¢ es proporcional a la curva inicial X (s, 0), esto es, X(s,t) = p(t)X(s,0) y de igual forma
los vectores tangentes a la curva satisfacen X;(s,t) = p(t)Xs(s,0). Por otro lado, para crecimiento
anisotrépico cada componente crece a una tasa diferente y la curva X(s,t) es generalmente una
expresion implicita de la curva inicial X (s,0), es decir, las componentes temporales y espaciales
de la curva no pueden ser separadas explicitamente como en el caso de crecimiento isotrépico. De
igual forma sucede con los vectores tangentes X(s,t).

En la literatura [9, 10, 11, 16] se han empleado diferentes funciones p(t) para definir el creci-
miento del dominio, bajo la condicién p(0) = 1, entre ellas se encuentran, crecimiento exponencial
p(t) = e®! | crecimiento lineal p(t) = 1 + agt y crecimiento logistico
apt

e
1+ L (eat —1)

p(t) =

donde ag € R es la velocidad de crecimiento y m € R.

3.2. Andlisis lineal e inestabilidad de Turing

En esta seccion se realizara el analisis lineal de Turing para diversas suposiciones en el sistema
(3-18), tales como difusién constante, difusién variable y dominios que evolucionan en el tiempo.
Como mencionamos en el capitulo anterior, este andlisis es necesario para conocer el conjunto de
valores de los parametros de la reaccion quimica, con los que se generan patrones espaciales, sin
esto, el proceso de encontrar un patrén de Turing bajo un enfoque numérico supondria una tarea
de ensayo-error en la eleccién de pardmetros.

Otro aspecto importante del andlisis lineal es la deduccion de la relacién de dispersién, la cual
permite conocer el conjunto de modos inestables del sistema (dados por la solucién al problema
de Sturm-Liouville generado por el operador de Laplace-Beltrami) y, con esto, obtener una aproxi-
macién lineal del patréon que se va a generar. La importancia de este patron resultante del andlisis
lineal (cuya amplitud crecera en el tiempo sin limite) es que conserva algunas caracteristicas del
patrén final, como la longitud de onda. Esto sera ejemplificado de una manera més precisa en el
Cap. 5 .

3.2.1. Analisis lineal en sistema con difusion constante en curvas
estaticas

En el caso de curvas que no crecen en el tiempo, se tiene X(s,t) = X (s,0) = X(s) para todo
t. Ademas, el sistema (3-18) con difusién constante D(s) =1 en el dominio, se reduce a

~

ou_ d, a( 1 ou
3t~ [Xu(=)] 85 \[Xa(s)] 05
ov dy 0 1 ov

5t = % (5)] 0s <||X< I as) 9l 0),

> + f(u,v),
(3-22)
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donde d, y d, son los coeficientes de difusién de los morfégenos con concentraciones u y v, respec-
tivamente. Las condiciones de frontera para este problema se reducen a

@ _ Ou —0
O0s s:a_gs:b_ ’
(3-23) oo~ oo _,
0s s:a_ Os s:b_ '

De manera andloga al andlisis lineal presentado en la Seccién 2.1, en ausencia de difusién,
el sistema (3-22) es igual a (2-2), con n = 1y, por lo tanto, las primeras condiciones de Turing se
mantienen sin cambios y vienen dadas por las ecuaciones (2-6) y (2-7). Ahora, linealizando (3-22)
alrededor del punto de equilibrio (ug,vg), se obtiene

0
(3-24) Y DAxw + Jw,

ot
donde Ax estd dado en (3-5) (tomando en cuenta que o5 = || Xs(s)|), w = (v —ug,v —vp)T y J la
matriz jacobiana evaluada en (ug,vp).

Ahora, si W, n = 1,2, ... son soluciones al problema de Sturm-Liouville

(3-25) AxW, + E*(n)W,, = 0,

con condiciones Neumann en a y b de la forma (3-23), entonces es razonable proponer una solucién

a (3-24) de la forma

(3-26) W(s,t) =Y cn(t)Wa(s).
n=0

Este Ansatz se aplica cuando Ax = A, porque en ese caso las funciones propias son cos(kx)
y (3-26) es una expansién de Fourier. Para poder usarlo con (3-22), es necesario garantizar la
existencia de las soluciones W, de (3-25). Esto se garantiza con las siguientes proposiciones, que
consideran un caso mas general:

Proposicién 1 Sea f continua en [a,b], el problema

d du 9
(3-27) 13 (165 + #u=0.
du du
3-28 - = e —
(3-28) fe) ol = f6) o] =0
tiene soluciones no triviales para toda f #0 y k = ﬁ, n € N.
a fly)
Prueba: Definamos v = f(s) %, con lo cual (3-27) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden

du
f(s)i =0,
(3-29) gs
f(s)d—z = —k?u.
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Dividiendo la segunda ecuacion entre la primera se obtiene

du dv
k22— 22
s~ Vds’
es decir J
%(kqu +v?3) =0.
Integrando con respecto a s se tiene
3-30 K2 u? + 02 = ¢,
(

donde ¢ € R. Tomando en cuenta el lado izquierdo de la igualdad, se infiere que ¢ > 0, digamos

¢ = 3. Despejando v de (3-30) y reemplazando en la primera ecuacién de (3-29) tenemos

du [ 2,2
f(S)%— CO_kua

que tiene solucion

_ Gy s
(3-31) u= " sin (k ) +k Cl> .

Aplicando la condicién de frontera en s = a, se tiene

d7u
ds

d
= ¢pcos (k a5
(s)

Soluciones no triviales se obtienen si ¢y # 0, por lo que

f(s)

+ kC'1> =0.

s=a s=a

_2m—|—1

ds ds
k = k kCh, = N
cos (k/f(s) S:a—i- C'1> 0 = /f(s) S:a—i- Ch 5 m €N,
entonces
O 2m+1 _/ ds
- 2k i f(S) s=a

Reemplazando C; en (3-31) se obtiene

_c . (2m+1 Ay N _ o qym Sy
w= Spoin (5w [ ) = e (k[

Aplicando la condicién de frontera en s = b

= —eo(-1)"sim (k /ab %) 0.

du

f(S)%

Como ¢y # 0, entonces

de donde finalmente se obtiene

(3-32) k=
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Por lo que la solucién al problema (3-27) es

nmw 5 dy
3-33 Un(s) = Cpcos / , néeN. [ |
(3-33) (=) y A Ja fW)

Entonces, (3-33) son las soluciones de problema de Sturm-Liouville (3 27) y (3-28), asociadas
a los respectivos eigenvalores (3-32). Para el caso particular f(s) = TG ( > la funcion Un(s) es
solucién al problema de Sturm-Liouville requerido en el analisis lineal (3-24) del sistema RD con
difusién constante.

El conjunto de funciones propias {uy(s)}52, obtenido como solucién al problema de Sturm-
Liouville en la Proposicién 1, en general no es ortogonal con el producto interno usual de L?([a, b]).
Sin embargo mostraremos que resulta ser ortogonal bajo un producto interno con peso w(x) en
(a,b) adecuado. Consideremos

b
(3-34) (h9)s = [ halg@wlods

con h,g € L2([a,b]), esto es, h y g pertenecen al espacio de funciones cuadrado integrables con
respecto al peso w(x). Se puede probar que (3-34) es un producto interno en L2 ([a, b]) siempre que
w(x) > 0. Con este producto interno, tenemos la siguiente

Proposicién 2 El conjunto {u,(s)}>2, dado por (3-33) es un conjunto ortogonal con el producto

fls)”

interno (3-34) con peso w(s) =

Prueba: De (3-34), se tiene

b 1
<un,um = / un f(S) dS,

5 dy mw 5 dy 1
/ ) | 7 f”dy/ W ) 7™

L
a fly a f(y)
Con el cambio de variable oy
_"a Fly)
It
se obtiene
fa ) dy

/ cos(nz) cos(mz)dz.

<un7um>w = T 0

Por la ortogonalidad del conjunto {cos(nz)}5°, en el intervalo [0, 7] se obtiene finalmente

b d
fasz/)’ m=n=0,

(3-35) (un, um),, =

3
2
3
I
S
3
3
o
(@)

2
0, m#n,
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con lo que se demuestra la ortogonalidad del conjunto {u,(s)}>2,. W

Este resultado tiene algunas implicaciones importantes, pues el conjunto ortogonal (3-33)
forma una base para el espacio de funciones L2 ([a,b]) que satisfacen las mismas condiciones de
frontera que u, [37], o en otras palabras, es un conjunto ortogonal completo en L2([a,b]) para
funciones que satisfacen las condiciones de Neumann propuestas, por lo que cualquier funcién g en
este espacio puede representarse en términos de una serie de la forma [37]

o0
(3-36) g(s) = antn(s),
n=0
con < >
g,Un),
. =
" funll?

La convergencia de esta serie se garantiza siempre que > oo la,|? converja [26], lo cual
siempre ocurre y se puede verificar usando la desigualdad de Bessel.

Con estas dos Proposiciones, es razonable, entonces, proponer una solucién a (3-24) de la
forma (3-26). Sustituyendo (3-26) en (3-24) se tiene

(3-37) 3 ddi:Wn - D f: k2(n) ()W + 3 i e (D)W,

Multiplicando (3-37) por || Xs(s)||Wm(s) e integrando en el intervalo [a, b] se obtiene

dcm,
HWmHZW = —k*(m)D||Wpn|Zem + I Winl[2 Cm,
entonces
dcm, 9
(3-38) — = (KD + Dy, m=0,1,...

que es un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales de primer orden, para los coeficientes ¢,
que tiene solucion de la forma

C
(3-39) cm=| e
Ca

Los valores propios temporales A se obtienen de la relacién de dispersién
(3-40) M —J 4 k*(m)D| = 0.

Es importante resaltar que se obtuvo la misma expresién (2-11), para el caso de difusién
constante, por lo que las dos tltimas condiciones de Turing (2-14) y (2-15), se conservan. Como
las dos primeras condiciones (2-6) y (2-7) se obtuvieron en el caso sin difusién, la conclusién es
que todas las condiciones halladas por Turing mediante un analisis lineal se preservan para el caso
del problema (3-22), lo que constituye un resultado importante de este trabajo. La diferencia con
el caso de dominios lineales sin crecimiento es que para el problema (3-22) la longitud de onda de
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los patrones resultantes no es constante, pues las eigenfunciones W,,, dadas por (3-33), no poseen
longitud de onda constante a diferencia de las eigenfunciones del problema original de Turing para
el caso 1D (con f(s) =1 en (3-33)), que son W, = cos(3 (s — a)).

En la figura 3-1 se esquematizan las tres posibilidades que existen para la grafica de la parte
real de A vs k? obtenidas resolviendo la relacién de dispersion (3-40). El primer caso (curva azul)
representa un sistema RD cuyos parametros de las cinéticas de reaccion y términos de difusién
cumplen las condiciones de Turing y por lo tanto existe un rango de modos k inestables en el
intervalo [k%, k%], el segundo caso (curva amarilla) representa un sistema que cumple las condiciones
de Turing pero se encuentra en el umbral de la inestabilidad, por lo que existe un tinico modo
inestable k. y, finalmente, el tercer caso (curva roja) representa un sistema RD que no satisface
todas las condiciones de Turing, por lo que no posee ningin modo k inestable y el sistema se
mantiene estable en el tiempo.

Re(A)

Figura 3-1.: Grafica de Re(\(k?)) vs k2.

Un aspecto importante a considerar es que aunque un sistema RD satisfaga las condiciones de
Turing y exista un rango de modos inestables como en la figura 3-1 esto no garantiza la formacion
de patrones de Turing si el dominio no posee un tamano adecuado. Para observar esto consideremos
el problema de Sturm-Liouville (3-27) con f(s) =1, a = 0y b = L, cuyas eigenfunciones vienen
dadas por cos (%m), para este caso los términos k tienen la forma k = . Entonces, si el dominio
[0, L] no permite la existencia de almenos un n € N tal que k%(n) € [k?, k3] no se formard patrén

alguno.

3.2.2. Analisis lineal en sistemas con difusién variable en curvas
estaticas
En esta seccién consideraremos el sistema (3-18), con las condiciones (3-19), para algunas

curvas particulares que no crecen en el tiempo y algunas funciones para el término de difusién D(s).
De acuerdo con el procedimiento de linealizacién descrito en la Seccion 3.2.1, hay que considerar el
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problema de Sturm-Liouville de la forma Dxu + p,u = 0 que, usando (3-17), es:

>+pnu:0, D(s)d—uzo en Of.

(3-41)

1 d 1 du
ds

— D(S)i
[ X[l ds \ | X ds

Aunque existen algunos casos para expresiones de D(s) y || Xs(s)]|, con los cuales el problema
anterior tiene solucién analitica, el problema principal surge cuando la solucién explicita de (3-41)
se desconoce.

Consideremos el caso || X;(s)|| =p € R, con lo que (3-41) se reduce a

d du du
-42 — ([ D(s)=— 2ppu = D(s)— = Q
(3-42) ds< (s)ds> + p°ppu =0, (s)ds 0 en 09,

que es el problema asociado con polinomios ortogonales [37]. Consideremos, como ejemplo, los tres
casos que han sido estudiados en el contexto de patrones de Turing en planos o lineas:

» D(s) =1-s%en Q= [-1,1]. En este caso las funciones propias de (3-42) son u,(s) = Py(s),
los polinomios de Legendre de grado n (= 1,2,...), y los valores propios son p, = "(Zjl)
[18].

2
» D(s) = sen Q = [0,1]. En este caso un(s) = Jo(j1,nV$), pn = 117’3, con J; la funcién de

Bessel de primer tipo y j;., la n-ésima raiz de J; [17].

» D(s) = s(1—s)en Q = [0,1]. Con estos valores, u,(s) = P,(2s — 1), pp, = n(Zjl), con P,
nuevamente el polinomio de Legendre de grado n [17].

Por otro lado, existen algunos casos de interés para curvas tales que la suposicién || Xs(s)|| =
p € R es adecuada, por ejemplo:

» Recta en el R3, parametrizada como
X (s) = (as,bs,cs), a,b,c€R.

En este caso, X, los vectores tangentes a la curva en cada punto s son constantes y vienen
dados por X = (a,b,c), de donde se obtiene | X;|| = va? + b? + ¢ = cte.

» Circunferencia en R3, parametrizada como

Xs(s) = (rsin(s),rcos(s),0), re€R.

En este caso la norma de los vectores tangentes viene dada por || X,|| = /12 cos2(s) + r2sin’(s) =
T

» Hélice en R3, parametrizada como

Xs(s) = (rsin(s),rcos(s), hs), r,heR.

Donde se tiene || X,|| = v/r2 cos2(s) + r2sin(s) + h2 = /72 + h2 = cte.
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3 Formaciéon de patrones en curvas

En resumen, para una curva estatica el andlisis lineal del sistema (3-18) produce que las
condiciones para la formacién de un patrén estacionario son las mismas que para el caso de la
difusién constante (2-16). Respecto a la difusién no homogénea, en el caso de que sea posible
obtener las funciones y valores propios de (3-42), se pueden encontrar las caracteristicas del patrén
que se forma, y en este caso, de forma andloga a lo expuesto en el analisis de Turing descrito en la
Seccién 2.1, la relacién de dispersion para el caso de un coeficiente de difusién variable D(s) viene
dada de forma similar a (2-11), que en este caso es

(3-43) X%+ Mpn(du + dy) — Tr(3)} + h(pn) =0,

donde
h(pn) = dudvpi - (fudv + dugv)pn + ‘J|

Aqui, p, son los valores propios del operador en el problema de Sturm-Liouville (3-42), los demés
parametros fueron definidos en la Seccién 1.

3.2.3. Andlisis lineal del sistema en curvas que se transforman en el
tiempo

En esta seccién estudiaremos el caso de las ecuaciones de RD en curvas que cambian en el
tiempo, y nos restringiremos al caso de crecimiento isotrépico (3-20). Es importante aclarar que
incluso el caso de crecimiento isotrépico conlleva complicaciones que no permiten realizar un analisis
lineal similar al realizado en secciones anteriores, pues las expresiones resultantes son, en general,
explicitamente dependientes del tiempo, lo que produce sistemas de ecuaciones diferenciales no
autonomos, cuya estabilidad es dificil de determinar analiticamente y el enfoque de eigenvalores no
es adecuado para este tipo de problemas (con la excepcién de un crecimiento exponencial, como
discutiremos més adelante). Un ejemplo de esto es mostrado en [38], donde se propone un sistema
de ecuaciones diferenciales no auténomo cuyos eigenvalores de la matriz tienen parte real negativa
pero las soluciones crecen exponencialmente, lo cual comprueba que un enfoque de eigenvalores no
es del todo adecuado para problemas dependientes explicitamente del tiempo.

Consideremos el sistema RD (3-18) con crecimiento isotrépico (3-20):

du____d 0 D) wu\_pO, e

(3-44) ot pAt)| Xs(s)] Os (HXs(s)H 6s> o(t)" +f(w, ),
> - . 9 ( De) 01}) p(t)v+g(u v),
ot pA)IXs(s)ll 9s \ | Xs(s)l[ Os ) p(t)

donde p(t) es la funcién de crecimiento de la curva y p(t) su derivada con respecto al tiempo.
El sistema sin difusién viene dado por

e plt)
T —mu‘f‘ f(u,v),

(3-45) o o)
g O]

p(t)

con condiciones iniciales que discutiremos enseguida.
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Lo primero que es importante senalar es que el punto de equilibrio (ug, v9), que se ha obtenido
resolviendo f(ug,v9) = g(ug,v0) = 0, no es necesariamente un punto de equilibrio de (3-45) salvo
en el caso (up,v9) = (0,0). A pesar de esto, es conveniente establecer las condiciones iniciales del
sistema (3-45) asi [16]:

Esta eleccion se hace con la finalidad de que si no hay crecimiento (p(t) = 0), entonces una solucién
a (3-45) es u(t) = ug, v(t) = vy, es decir, una solucién estacionaria.

En las siguiente dos secciones se presentan las generalidades del anédlisis lineal, siguiendo el
enfoque de la Ref. [16], y se exponen las principales dificultades. Se muestra que sélo en el caso de
un crecimiento exponencial, el andlisis se simplifica.

Como resultado de lo anterior, para los casos generales, en este trabajo usaremos un enfoque
numérico para determinar la estabilidad de (3-45) dada la dependencia temporal de la ecuacién.

Crecimiento isotrdépico general

Vamos a comenzar suponiendo que el sistema (3-45) tiene una solucién u*(t) = (u*(t),v*(t)),
que es estable para un conjunto de valores de t. Siguiendo la metodologia establecida en las Refs.
[16, 17], suponemos perturbaciones a esa solucién, de la forma

(3-46) u(s,t) =u"(t) + ev(s,t),

donde u(s,t) = (u(s,t),v(s,t)) y 0 < ¢ < 1. Reemplazando (3-46) en (3-44) y agrupando en
potencias de €, se obtiene que la perturbacién v(s,t) satisface:

(3-47)

o D 9 < D(s) 0%

N 1Xs(s)[] D5

ot~ POIX)] 95 )+ (o) - mes.

p
Si W,,(s) son funciones propias del problema de Sturm-Liuoville

(3.48) 1 d ( D(s) dW,

PO Xs(s) ds \ [ Xs(s)|| ds >+qn(t)Wn =0,

con condiciones de Neumann en a y b, entonces es razonable suponer que la solucién de (3-47)
puede expresarse asi

(3-49) F(s,t) =Y cn(t)Wn(s).
n=0

En este punto es interesante sefialar que si definimos g, (¢) en (3-48) como q,,(t) = Ga/p*(t), con
dn € R, entonces (3-48) se vuelve un problema de Sturm-Liouville de la forma DxW,, + ¢,W,, = 0,
cuyas soluciones fueron analizadas en la Seccion 3.2.1, para el caso D(s) = cte, y en la Seccién
3.2.2, para el caso || Xs|| = p € Ry difusién D(s) variable. A diferencia de los resultados obtenidos
en esas secciones, en este caso los valores propios ¢, son dependientes del tiempo.
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Ahora, sustituyendo (3-49) en (3-47), y tomando en cuenta (3-48), se obtiene

o
dey,

D e’} B § 0
(3-50) 0a%WMg——ﬁ%wg%%%wm@+wuuu»—hwngg%wug.

n—
Recordemos que las funciones W, (s) (dadas como solucién al problema de Sturm-Liouville Dx W, +
gnWy, = 0) son ortogonales con respecto a un peso w(s) como se aclaré en las secciones anteriores.
Para el caso de difusién constante se encontré que w(s) = || Xs(s)||, mientras que para el caso con
difusién variable con || Xs(s)|| = p € R las funciones propias son ortogonales con respecto al peso
w(s) = 1, pues el operador asociado es autoadjunto bajo el producto interno usual de L?([a,b]).
Ahora multiplicando (3-50) por w(s)W,(s), con w(s) el peso correspondiente a W, (s), e integrando
en el dominio [a, b] se tiene

(3-51) d;—;n = —p2D(t)(Im+J(u*(t))—h(t)I Cm, m=12,....

Esta es la ecuacién para las incdégnitas c,,, que son las amplitudes de la expansién (3-49).
Entonces del comportamiento asintético para tiempos grandes de estas amplitudes depende la
estabilidad o inestabilidad de la perturbacién v(s,t). Es decir, si |c,,| — 0 cuando ¢t — oo, para
un m € N, entonces la perturbacién v(s,t) es asintéticamente estable para ese valor de m. Por el
contrario si |c,,| — oo cuando t — oo, para un m € N, entonces la perturbacién es asintéticamente
inestable.

El sistema (3-51) serd resuelto numéricamente para algunos valores de m y con ello bus-
caremos determinar el comportamiento asintético de los coeficientes c¢,,(t) y por consiguiente la
estabilidad de la perturbacién v(s,t).

Crecimiento exponencial
Para el caso de un crecimiento exponencial, esto es, p(t) = e%! ag € R, al sustituir esta

expresién en (3-45), el sistema se vuelve auténomo:

du

I _a0u+f(uav)7
(3-52) dt

@:fa v+ g(u,v)

dt 0 glu,v).

Con este tipo de crecimiento el punto de equilibrio (u*,v*) viene dado por la solucién de —agu™ +
fu*,v*) = —apv* + g(u*,v*) = 0 y dado que se trata de un sistema auténomo, se puede linealizar
alrededor de este punto de equilibrio, siguiendo la metodolgia estdandar del enfoque de valores
propios. Entonces linealizando alrededor de (u*,v*) se tiene

d
(3-53) (TV: = J(u*, 0w,
donde
(3-54) w= """,
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_a0+fu(U*7U*) f’l}(u*7v*)

(3-55) J(u*,v*) =
gu(u*, v%) —ap + go(u*, v*).

Dado que (3-53) es andlogo a (2-3), entonces las condiciones para la estabilidad de (3-53) vienen
dadas por

(3-56) Tr(J) = —2ap + fu(u®,v") + gy(u*,v*) <0,
(3-57) = af — aolfulu’, v") + go(w", v")] + fulu®, v")go(u’, ") = folu", v")gu(u*, v*) > 0.

En el caso en el que no hay crecimiento, ag = 0, las condiciones anteriores coinciden con las
condiciones (2-6) y (2-7).

Para el sistema con difusién seguimos el mismo procedimiento presentado en el caso general
de la seccién anterior y se llega que los coeficientes del desarrollo de la perturbacién (3-49) son
solucién de la ecuacién:

dc,

(3-58) -

= [-e2"'Dg, + J(u*) — h(t)I] ¢y m=1,2,....

Si bien en este caso fue posible determinar condiciones para la estabilidad del sistema sin
difusion, al introducir la difusién, el procedimiento de linealizacién produce nuevamente un sistema
no auténomo, con la unica diferencia de que J es constante en el tiempo. Se tienen, entonces, las
mismas dificultades que en el caso general por lo que el comportamiento asintético de los coeficientes
¢ (t) se determinard numéricamente.



4. Metodologia numeérica

En esta seccion se presenta el método de elementos espectrales, asi como su aplicacion para
resolver sistemas de reaccion-difusién con difusién no homogénea. Para presentar el método, segui-
remos la metodologia de D.A. Korpiva [25], quien lo aplica a la ecuacién de calor, con coeficiente
de difusién constante, aunque en este caso lo adaptaremos para resolver (3-18).

Algunas nociones bésicas para el desarrollo del método de elementos espectrales fueron ex-
puestas en el Cap. 2 y serdn empleadas a continuacién.

4.1. Meétodo de elementos espectrales

El método de elementos espectrales (MEE) es una formulacién similar al método de elemen-
tos finitos (conocido ampliamente en la actualidad), sin embargo, a diferencia de este tltimo, el
MEE usa polinomios de alto orden (generalmente n > 3) como funciones base para su desarrollo.
De igual forma que en el método de elementos finitos, el MEE también realiza una divisién del
dominio, resolviendo el problema en cada divisién de forma independiente y obteniendo un sistema
de ecuaciones algebraicas acoplado, de donde se obtienen soluciones numéricas nodales, es decir,
solucién numerica del problema en elementos puntuales a lo largo del dominio y cuyos valores in-
termedios son interpolados con ayuda del polinomio de alto orden, como se muestra en la figura
4-1 .

O Px

Figura 4-1.: Division del dominio en K subintervalos. ® denota las soluciones en cada
subintervalo, los puntos representan los valores nodales de la solucién y la
linea continua es la curva de interpolacién de los valores nodales.

A continuacién serd derivado el método de elementos espectrales para un problema general
y a partir de ahi, se obtendrd la solucién al sistema deseado (3-18).
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4.1.1. Derivacion del método de elementos espectrales

Consideremos el siguiente sistema en un dominio Q = (a, b)

(4-1) U, = Dg(s,t)aas (h(s,t)a;j) —a(s,t)U +~F(U),

y condiciones de frontera e inicial:

ou
(49) h(s,t)—— 75 |, =0,
(570) = UO(S)v

donde U = [u v]T, D una matriz de coeficientes de 2 x 2, g(s,t), h(s,t) y a(s,t) son funciones dadas
en términos de s y t, F(U) = [f1(u,v) fa(u,v)]” son funciones conocidas, usualmente no lineales y
v €eR.

Ahora consideremos una funcién de prueba ¢, lo suficientemente suave, que satisface las
condiciones de frontera (4-2), continua y con derivadas de orden 1 y 2 cuadrado integrables, es
decir, ¢, ¢ss € L?([a,b]). Multiplicando la expresién (4-1) por ¢ e integrando sobre el dominio se
tiene

b b b b
(4-3) / Uyods — / Dg(s,t)% <h(s,t)%[;) bds — / a(s, Y Uds + / F(U)gds.

Integrando por partes la primera integral del lado derecho se tiene

b b
/ t)égsjds—/a a(s,t)U¢ds+7/a F(U)g¢ds.

Aplicando las condiciones de frontera el sistema se reduce a

/aUt¢ds_—D/ (s,t)h(s, 1) %@d —D/ ag¢a£d —/:a(s,t)Uqbds

+7/a F(U)gds,

/ Upds = Dg(s,t)h(s,t)p

que es conocida como la forma débil de (4-1). Ahora para derivar el método de elementos espectrales
se divide el dominio [a,b] en K subintervalos QF = [x},_1, 23], los cuales no necesitan ser de igual
tamafo. Realizando esta divisién es posible separar las integrales de (4-4) como suma de integrales
sobre los dominios de los elementos, obteniendo

K Tl 8 k
}: k ik Z k oF OU

. Ut¢ ds=—-D /m S t h S t)aiaid
k=1 k—1 k—1

(+5) o3 [ i o
—Z/ stUk¢kds+'yZ/ F(U")ds.
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Los superindices k indican la restriccion de las funciones al k-ésimo subintervalo del dominio.
Entonces, en cada elemento se satisface

k k k
/ Ulpkds = — D/ (s, t)hF (s )8¢ OU” s —D/ ¢’€3U
ds Os

LH (s, U o ds + [ F(UPotds

Th—1
Ahora, con la finalidad de usar las cuadraturas de Legendre Gauss-Lobatto se realiza un
cambio de variable para que el dominio de integracién en cada elemento sea [—1, 1], pues los nodos
de Legendre Gauss-Lobatto y su cuadratura se encuentran definidos en este intervalo. Para ello,
definimos en cada elemento el mapeo

1_
s =S8p_1+ %Ask,

donde € € [-1,1] y Asj, = 53, — s3_1. Se observa que cuando £ = —1 entonces s = s;_1, y cuando
& =1 entonces s = si. Con este cambio de variable se puede mostrar que

As, .. & 9o 2 9

Reemplazando en (4-6) se tiene
A ok oU*
%/“ww@_—nf R (s(0),) G T
k dg"* kUK
(5) -0 [ w6002 0,065 e
Asp [ k ok Asy ky ok
- [ et ouetae + Sty [ Rteag

El término aai;(s(@,t) en la segunda integral a la derecha indica que primero se deriva la

funcién g con respecto a sy luego se evalia en s(§). Ahora, de las posibilidades que existen [25],
aplicaremos el método de elementos espectrales de Galerkin para aproximar la soluciéon por un
polinomio continuo a trozos, es decir, en cada elemento planteamos un polinomio continuo en
forma de polinomio de Lagrange de grado N, con nodos en los puntos de Legendre Gauss-Lobato,
esto es

N
(4-9) U t) =D @F)1,(¢)
j=0

donde q)?(t) es la solucién en el j-ésimo nodo de Legendre Gauss-Lobatto del elemento k para cada
tiempo ¢, y [;(&) son los polinomios de Lagrange de grado N con nodos {; de Legendre Gauss-
Lobatto (definidos en el Cap. 2). Para este problema emplearemos polinomios del mismo grado
en cada uno de los K elementos, aunque esta condicién es opcional, pues el grado del polinomio
no es necesario que sea igual en todos las divisiones del dominio. Dado que buscamos soluciones

continuas y con primeras derivadas pertenecientes a LQ([a, b)), entonces requerimos que

(4-10) HE: e
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esto es, el valor en el nodo N-ésimo del elemento k—1 debe ser igual al valor del nodo 0 del elemento
k (Ver figura 4-1). Lo anterior puede ser derivado de forma andloga para la funcién de prueba ¢,
obteniendo

N
(4-11) ¢ = 5Li©), o5 =N
j=0

donde qb;? son representan los valores nodales de la funcién de prueba a lo largo del dominio del
elemento k.

Reemplazando (4-9) y (4-11) en cada integral de (4-8) y aproximando las integrales por la
cuadratura de Legendre Gauss-Lobatto se tiene

N
s / qubkdiASkag (Z@’“ @-)) (Z_()%%(@))

donde wj es el peso asociado a la cuadratura de Legendre Gauss-Lobatto (definido en la Seccién
2.5)y @,’i denotando la derivada de @’fb con respecto al tiempo. Ahora, dado que los polinomios de
Lagrange cumplen [(§;) = 0y; entonces la expresién anterior se reduce a

A N
(412) B / Ubohds ~ S0 3w,k (1))
=0

Ahora para la primera integral del lado derecho de (4-8), se tiene

1 k k
@13) — D [ g 600160 >§288‘2d5
-gengomon (o) (S enono).
Jj=

donde g;? (t) y h?(t) son los valores nodales en cada s(&;) del elemento k y en el tiempo ¢ de las
funciones g y h, respectivamente. Dado que los polinomios [} (£;) # Jx;, entonces la expresién no
puede reducirse como en (4-12). Sin embargo podemos reescribir la expresién anterior de la forma

o Ogk aUH
oo [ e n s S

AskDZ% Z‘I”“ S s RO )6
n=0 =0

Cambiando los indices n y j por j y I, respectivamente, esto es, n — j y j — [ y haciendo el
. N .
cambio G?m(t) =10 wlgl’“(t)hf(t)l;- (&)U, (&), se obtiene

2 1 . X a¢kaUk k &
(@14)  —x D [ EOREDTE Ged DZ(Z@ >¢

Sk
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En este caso G?m(t) = Gﬁlj(t) es una matriz simétrica y dependiente de la posicién (debido
a las funciones g y h), por lo que cambia en cada elemento k y debe recalcularse. Ahora para la
segunda integral del lado derecho de (4-8), se tiene

N N
-D / hkst £t>¢’“ 5 “de~ DY w;(g)f(t)hk() (Zcﬁﬁzn(s])(Z &, (1)), @)-
n=0

J=0

Dado que 1,,(§;) = dp;, entonces

D/ hkgt gt)¢k dgwaZw] ()R ()¢ (Z@k i ( @),

obteniendo finalmente

8Uk N N
(4-15) —D/ W (€, t) gt)¢’f d{N—DZ{w] ()Y ®F (0, (&5) }¢§f.
m=0
Para las dos tltimas integrales del lado derecho de (4-8), se puede deducir de manera analoga
que
As Asj, &
A k
(4-16) S [ A ENUNr A~ == ) Twia (D] ()¢,
_ =
y
Asp (! Asp <
(-17) S [ Bt~ S Y w @)k
. =

Reemplazando (4-12), (4-14), (4-15), (4-16) y (4-17) en (4-8) se obtiene

N A N
ASk k’
(4-18) Z {2 ASkD Z ok ) + Dwj;(g ()Y @f,
7=0 m=0 m=0
As
+ = wjal () B(1) -

Aj’wij@?(t))}qb? ~0,
donde Djy, = 1;,,(§;) una matriz cuyos elementos son las derivadas de los polinomios de Lagrange
de grado n, evaluadas en los nodos de Legendre Gauss-Lobatto &;. Dado que los polinomios de
Lagrange y los nodos §; no cambian entre elementos (salvo que se consideren distintos grados de
polinomio para cada elemento k), la matriz Dj,, es igual para todo elemento k. Se observa que
G;?m(t) también puede expresarse en términos de la matriz Dj,, de la siguiente forma

Z wy g7 (£)hi (¢) Dy Din.
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Toda la derivacién anterior fue realizada para el elemento k, entonces por (4-5), la solucién
global se obtiene sumando sobre todos los K elementos, es decir:

KN ASk k k Nk k Y k
(4-19) kzz; — W B ASkD Zoq> t) + Dw;(g")5 () hh (t) Zocpm(t)pjm
+ A;kwy af ()@} (1) — A;“ijF(@?(t))}qbf =0.

Dado que los valores de (b? son independientes, excepto en la frontera de los elementos,
entonces las ecuaciones para las soluciones nodales dependen solamente de los otros términos al
interior del mismo elemento, entonces, si tomamos la funcién de prueba gf)f igual a 1 en el nodo
interior £; y 0 en los demas, de (4-19) se puede deducir que en cada nodo se satisface

Asy, al
k k
(4-20) = bk ASkDmZ: ok ) + Dw;(g ()Y @f,

m=0
Asy, Asy,
ijaf(t)éf(t) - T’ijF@’?(t)) =0,
donde j=1,2,...,. N—-1yk=12,... K.
Ahora, para garantizar la continuidad de la solucién y de las funciones de prueba, para los
puntos de unién entre elementos, elegimos <Z>;? en (4-19) igual a 1 en el nodo que comparten los
elementos k — 1 y k (nodo N del elemento k¥ — 1 y nodo 0 del elemento k), y 0 en los demés,

obteniendo
Asy, Asy al
-1 _ _ _
(4-21) 9 SN (1) + TWO‘I’S(U + = o 1D Z &) () GR (1)
- m=0
9 N N
5D D B 0Gh () + Dun ()i (O (1) 3 B (0D
m=0 m=0
al As A
k—1 _ _ k
+ Duwo(g)G(1)hG(t) Y @5, (t) Dom 5 W K@K () + = woag (t) B ()
m=0
Asi1 o p(@k! ASk_ o F(®E (1) — 0
- S BB (1) - SR (@) = 0,

donde k. =2,3,..., K — 1.
Si imponemos la restriccién de continuidad, esto es, <I>’]“\fl = @’5 = ®F se tiene

Ast Ly Asy bk Lk ( E

4-22 — D(t D & ()G —D P G

( ) |: 9 N+ 2 w0:| *( ) Sk—l mzo Nm ASk T;) Om
+Duy ()5 (R (¢t Z &1 () Dy + Duio(g Z ®* (£)Dom

m=0

|:A5k_1 k—1 AS

wyal; <t>+2woao(>} B (1) - [A“”’“‘l wy + 22

yun + Qk’on} F(@}(t)) =0,
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donde k =2,3,..., K.

Las ecuaciones (4-20) y (4-22), son un sistema acoplado de KN — 1 ecuaciones diferenciales
ordinarias para las variables <I>§?, que representan los valores nodales de la solucién en diferentes
puntos del dominio. Aunque esta derivacion fue realizada para condiciones de frontera de tipo
Neumann homogéneas, se obtiene el mismo resultado para condiciones Dirichlet homogéneas, en
donde estas condiciones implican ®} = @% = 0, lo cual da un total de KN + 1 ecuaciones para
K N+1 incégnitas. Ahora, para el caso de condiciones de Neumann, el nimero de K N —1 ecuaciones
obtenidas en (4-20) y (4-22) no es suficiente para la cantidad de incégnitas del problema (KN +1).
Sin embargo, la ecuacién (4-20) puede usarse para el nodo j = 0 en el elemento 1 y para el nodo
7 = N en el elemento K, logrando de esta manera igualar el nimero de ecuaciones e incégnitas.

Para encontrar los valores nodales de la solucién a lo largo del dominio, es necesario resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (4-20) y (4-22), para ello se utilizara como integrador
temporal el método Euler IMEX discutido en el Cap. 1.

La expresion (2-26) puede aplicarse a las ecuaciones (4-20) y (4-22); para ello, ordenando
(4-20) de la forma (2-25), se obtiene
%wjii»;?(t) = A1(t,®) + By(t, ®)),

donde j=1,2,.... N—-1, k=1,2,... K,y

(4-23)

A
AL Bt 713 Z a1 )+ Duy(g)FORF(E) D @5, () Djon + = wsal (@] (1),
m=0

Bi(t, ®(t)) = %ijF(@f(t)).

Ahora, integrando numéricamente con el método Euler IMEX (2-26) se obtiene
Asy
2

donde j=1,2,.... N—-1yk=1,2,..., K.
De forma andloga para la ecuacion (4-22) se obtiene

As
(424) @b () = S 0@ (t) + At At (fur1, ®(tas1)) + At By (tn, q:?(tn)) ,

As_ As
(4-25) 2’“ Luy + 2’“w0} B (ty41) = [

Askfl Ask
5 wN + 5

wo] B4 (1) + At At B(tn)
+ At Ba(ty, ®(t,)),

(k=2,3,...,K), donde

2
Sk—

(4-26) — As(t,®) = =

DZ<I>’“ L)Gh (1) AskDmZ:Oq)k )GE (1)

N
+Duwn(g) (O (1) Z &) (1) D + Duwo(g)5(DR5(1) > ®5,(t)Dom
m=0

m=0

As
+ [ 2k 1wNa§V 1(t) + Twan
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y
Askfl

As
Yy + —Eywo | F(E(L)).

(4-27) Ba(t, ®¥(t)) = 5

El sistema conformado por las ecuaciones (4-24) y (4-25), y su inclusién en los nodos j = 0
del elemento 1 y j = N del elemento K, es un sistema algebraico lineal de KN + 1 ecuaciones
para <I>;?(t) (j=1,...,N,k=1,...,K) y ®}. Este sistema debe ser resuelto para cada instante de
tiempo, encontrando los valores nodales de la solucién U en los nodos de Legendre Gauss-Lobatto
para cada tiempo t,.

4.1.2. Resumen de MEE para el sistema de reaccion-difusion

En resumen, para resolver numéricamente el sistema (3-18), las funciones g, h y a en (4-1)

1
g(s,t) = X0l
_ Dl
(4-28) hls,t) = 1 Xs(s, )|l
B ||Xs(5at)||t

“ )= Gl

Con estas definiciones es posible usar las ecuaciones (4-24) y (4-25) para obtener las soluciones
U = (u,v)" en los KN + 1 nodos a lo largo del dominio. Dado que los nodos de Legendre Gauss-
Lobatto se definieron en cada elemento k, es necesario hacer un mapeo del dominio local (dominio
[-1,1] en cada elemento) al dominio global del problema [a, b] y de esta manera se obtiene la solucién
a lo largo de [a, b] para cada tiempo t.

4.1.3. Implementacion

Los cédigos fuente para el desarrollo del método de elementos espectrales fueron desarrollados
en Python™ y se pueden encontrar en https://github.com/jlaragonvera/ReactionDiffusion.


https://github.com/jlaragonvera/ReactionDiffusion

5. Ejemplos numéricos

A continuacién se resolvera el sistema general de RD (3-18), con las condiciones de cero flujo
(3-19) y la cinética del modelo BVAM (2-27), sobre curvas encajadas en R?, por medio del método
de elementos espectrales desarrollado en el Cap. 4, para diferentes escenarios.

Para todos los resultados mostrados en este capitulo, los pardmetros del MEE que se consi-
deran, se muestran en la Tabla 5-1.

K N ASk At
100 | 3 | (b—a)/K | 0.00001

Tabla 5-1.: Valores de los parametros usados para el MEE; a y b son los valores extremos
del parametro s con el que se generan las curvas que seran estudiadas.

Ademas, para el computo del error en los distintos ejemplos serd empleado el error cuadratico
medio (MSE, por sus siglas en inglés) definido para un conjunto de n puntos como

Iy o2
(5-1) MSE—n;(m Y;)?%,

donde Y;, Y; son las coordenadas en y del i-ésimo punto de la solucién exacta y aproximada respec-
tivamente. Para efectos del presente trabajo consideraremos las soluciones recolectadas mediante
COMSOL Multiphysics ®) [39] como la solucién exacta en (5-1) y las soluciones mediante el método
de elementos espectrales como la solucién aproximada.

5.1. Curvas estaticas

En esta seccién se muestran las soluciones del sistema general (3-18), usando la cinética del
modelo BVAM, con difusién constante y difusién no homogénea, sobre curvas estaticas. Asi mismo
se comparard la aproximacién lineal (derivada del andlisis lineal) con la solucién numérica del
sistema no lineal, encontrada usando el MEE.

Con respecto al sistema RD, con la cinética del modelo BVAM, los pardametros usados de-
penderan del ejemplo, a excepcién del punto de equilibrio que se considerara es (ug,v9) = (0,0), y
las condiciones inciales Ug(s) = rnd(s), donde rnd(s) es una funcién que genera un valor aleatorio
en el intervalo [—0.1,0.1] a cada valor de s.
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5.1.1. Parabola con difusién constante

Como una primera aplicacién, consideremos la pardbola dada por la parametrizacién
X(s) = (5,5°,0), s€][0,3],

con la que la norma de los vectores tangentes es | Xs(s)|| = v4s? + 1.

Para el sistema de RD, fijamos d,, = 0.1 y d, = 1, y de la Fig. 2-4 escogemos valores de AH
y B dentro de una regién que produzca una inestabilidad de Turing. Los valores de los pardmetros
que consideramos, se muestran en la Tabla 5-2.

d, |d, | A| B |C|H
011 |-1(-15]0 3

Tabla 5-2.: Valores de los parametros para el sistema de RD de los ejemplos desarrollados
en la Secciéon 5.1.

En la Fig. 5-1 se muestra la relacién de dispersion (2-11) para los parametros de la Tabla 5-2.
Ahora, de acuerdo a la teoria de Turing [24], se tiene que el sistema no lineal conserva caracteristicas
cualitativas del sistema lineal, como la longitud de onda correspondiente al modo k més inestable,
esto es, el modo k(n) tal que max {Re(\)} — Re(A(k)) es minimo. Este modo, si existe, ayudard a
encontrar la forma aproximada de la solucién numérica del sistema RD dada por la funcién propia
correspondiente a ese modo. Para encontrar este modo, es necesario, en primer lugar, hallar los
valores y las funciones propias del problema de Sturm-Liouville asociado. Entonces de (3-33), con

fls) = \/zisgﬁ’ se tiene que estas funciones y valores propios son
0.2 |
m
3'0 2 \
o)
x
-0.4 N

k2

Figura 5-1.: Relacion de dispersiéon (2-11), para el conjunto de pardmetros dado en la Tabla
5-2.
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(5-2) Wi(s) = cos ( ) VAay? +1 dy) ,

nm
fOS VAay? + 1dy /0
_ nm
[PV 1dy

Con esto, el problema de encontrar el modo mas inestable del sistema de RD, se convierte

(5-3) k(n)

en encontrar el valor de n tal que k(n) sea el modo mas inestable, y entonces la funcién propia
correspondiente, W, (s), aproximara la forma de la solucién al sistema RD no lineal. En otras
palabras el problema de encontrar el modo mas inestable se reduce a encontrar el valor k£ que
produce el valor més cercano al maximo en la relacién de dispersién (Fig. 5-1) Para esto, usamos
los valores propios temporales (2-13), derivando esta expresién con respecto a k?, igualando a cero
y realizando algunos célculos algebraicos se obtiene

B 2 1 . /_fvgu
(5 4) kmam - dv _ du Gu fu + (du + dU) dudv )

1 —JuYu
(5-5) Re(Mkhar)) = 57— {—mudv g +dvfu—dugv}.

Es decir, k2,,, es el cuadrado del valor del modo donde se alcanza el méaximo valor de Re()\) en
la Fig. 5-1 y Re(A(k2,,)) el miximo correspondiente. Con los pardmetros de la tabla 5-2 y la

~ 3.9166 y Re(\(k2,,,)) =~ 0.0606. Dado que k(n) es un

matriz jacobiana (2-29) se obtiene k2 e

max
conjunto discreto, entonces no necesariamente existe un n tal que k(n) = kpqz, sin embargo existe
un valor de n que produce que la parte real de los valores propios Re(\) es la mds cercana a (5-5).
Calculando (5-3) para diferentes valores de n, se encuentra que k(6) es el modo mds inestable,
lo que permite predecir que la solucién al sistema RD no lineal se asemeja cualitativamente a la
funcién propia Wg(s) obtenida del anédlisis lineal.

La figura 5-2 muestra la comparacién de la aproximacion lineal Wg(s), de (5-2), con la
solucién numérica en ¢ = 500 obtenida con el MEE y el método de elementos finitos mediante
COMSOL. Para poder visualizar mejor la comparacién, Ws(s) se multiplicé por un factor numérico
para que el maximo de ambas soliciones coincida (en este caso, el factor es 0.41197). En la figura
5-2 se puede notar que la solucion por MEE conserva caracteristicas cualitativas de la funcién
propia Wg(s) como su forma, la longitud de onda variable y la ubicacién de méximos y minimos
en el intervalo. Asi mismo, para confirmar la fiabilidad del MEE, implementado en este trabajo,
el resultado se compar6 con el obtenido por el método de elementos finitos (MEF), para lo que se
uso el software COMSOL Multiphysics ® [39]. Como puede observarse, la solucién por el MEE
presenta una buena aproximacién a la solucién por MEF, demostrando su precisién comparada con
un programa comercial. De forma cuantitativa es posible calcular el error cuadrético medio (5-1)
entre estas soluciones en el tiempo t = 500, encontrando que tal error es

MSE = 2.5241 x 107°.
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0.5

Figura 5-2.: Comparacién de la solucién usando el MEE (curva negra) con solucién de
COMSOL (curva roja) y funcién propia Wg(s) (curva azul) multiplicada por
un factor de 0.41197. ¢t = 500

Esto nuevamente verifica la precisién del método de elementos espectrales comparado con
COMSOL Multiphysics. Dicho valor puede ser reducido ya sea empleando una mayor cantidad de
elementos, un mayor grado de polinomio o un menor paso de tiempo en el MEE.

5.1.2. Elipse con difusién constante

Para este ejemplo consideremos una elipse determinada por la parametrizacién

X (s) = (2cos(s),sin(s),0), s € [0,2n],

con lo que la norma de los vectores tangentes viene dada por || X,(s)|| = v/4sin?(s) + cos2(s). Para
el desarrollo de este ejemplo usaremos los parametros de la Tabla 5-2, lo que produce la relacién
de dispersién mostrada en la Fig. 5-1. Asi mismo las funciones y valores propios para el problema
en (3-33) vienen dados por

de Sturm-Liouville generado, con f(s) = i 2(1)+ =0
cos“ (s sm= (s

5-6 Wh(s) = cos nr ’ 4 sin® cos?(y)dy | ,
(5-6) (s) ( (T B o | Vasini) + cos) y>

f027r V4sin?(y) + cos?(y)dy

Aunque el integrando no tiene antiderivada elemental o primitiva, en nuestro caso es posible

(5-7) k(n) =

determinar esta integral numéricamente y de esa manera obtener la forma de la funcién propia W,.
De forma andloga al ejemplo anterior se puede determinar que el valor de n que produce el modo
k mas inestable es n = 6, con lo cual Wy(s) es aquella que se asemeja a la forma de la solucién

numérica del sistema no lineal.
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En la figura 5-3 se muestra la comparacion entre la solucién numérica con el MEE, el MEF
y la funcién propia Wg(s). El error cuadratico medio obtenido en este caso es

MSE = 5.6415 x 107°.

0.5

0.25+

Figura 5-3.: Comparacién de la solucién usando el MEE (curva negra) y la solucién de
COMSOL (curva roja), para el tiempo ¢ = 500, con la funcién propia Wg(s)
(curva azul), del anélisis lineal, multiplicada por un factor de 0.42301.

5.1.3. Hélice con difusion variable

Para este ejemplo consideraremos como dominio la hélice definida por la parametrizacion
(5-8) X(s) = (cos(2ms),sin(27s),s), se€[—1,1],

con la que los vectores tangentes son constantes (independientes de s) y se encuentran dados por
| Xs(s)|| = p = v4r? + 1. La hélice se muestra en la Fig. 5-4.
En este caso consideraremos un coeficiente de difusién que depende de la variable s como

(5-9) D(s) =1— s

Este, y otros ejemplos de coeficientes de difusién variable, fueron discutidos en la Seccién
3.2.2. De acuerdo con lo obtenido en esa seccién, las funciones y los valores propios del problema
de Sturm-Liouville (3-41), con (5-9), son:

Wi (s) = Pu(s),
(5-10) ~ n(n+1)
P

donde P, el polinomio de Legendre de grado n. En este caso p, = n(n+1)/p?, pero como || X;(s)|| =
p = V47?2 4+ 1, entonces se obtiene (5-10).
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y L X

Figura 5-4.: Gréfica de la hélice generada por la parametrizacién (5-8).

La relacién de dispersién obtenida con los pardmetros de la Tabla 5-2 se muestra en la figura
5-5 .

Figura 5-5.: Re(\(p,)) vs. pn, obtenido a partir de la solucién a la relacion de dispersion
(3-43) para el conjunto de pardametros de la Tabla 5-2.

Para este caso, como se hizo en los anteriores, es necesario determinar el valor de n tal que
pn sea el valor propio més inestable, es decir, el n tal que Re (A(py,)) sea el més cercano al méximo
en la Fig. 5-5. De igual forma que en las expresiones (5-4) y (5-5), se pueden obtener expresiones
analogas para ppmaz ¥ Re(Apmaz)):

1 —fogu
-11 maxr — 5 1 v — Ju u v )
(5-11) p dv—du{g Ju A (du + dv)y dudy}

(5-12) Re (AM(pmaz)) = ! {—Qdudv —Jogu +dyfy — dugv}.

dy — dy dyd,
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Con lo cual, usando los datos de la tabla 5-2 y la matriz Jacobiana (2-29), el modo mas inestable
que produce un valor de Re(\) més cercano a (5-12) es pi2. Entonces, de (5-10), la funcién propia
correspondiente es Wia(s).

En la figura 5-6 se muestran la comparaciénes entre la soluciones numérica, por el MEE y
por MEF, con la aproximacién lineal Wia(s).

0.75} ]

0.5

S 0.25

-0.251 i

05 I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

S

Figura 5-6.: Comparacion de la soluciéon por el MEE (curva negra), por el MEF (curva
roja), y la funcién propia W, (s) (curva azul), para n = 12, ¢ = 500 y con
difusién variable de la forma D(s) = 1 — s%.

Al igual que en los casos anteriores, la aproximacién lineal dada por la funcién propia Wia(s)
predice la forma de la onda obtenida por medio de la solucién numérica, asi como la ubicacién de
maximos y minimos y la longitud de onda. Asi mismo la solucién numérica por el MEE se asemeja
esquematicamente a la soluciéon por el método de elementos finitos y el error cuadratico medio
obtenido para este ejemplo es

MSE = 1.3468 x 10~*.

Los tres ejemplos desarrollados para el caso de curvas estéticas encajadas en R, muestran que
el andlisis lineal desarrollado en el Capitulo 3, produce los resultados esperados, tanto para difusién
constante como para difusiéon variable. Asi mismo, también muestran la precision del método de
elementos espectrales desarrollado en el Capitulo 4.

5.2. Sistema de reaccidén-difusién con crecimiento y
deformacion del dominio bajo difusion homogénea

En esta seccién se resuelve numéricamente el sistema (3-44), obtenido bajo la consideracién
de un crecimiento isotrépico, y se aplica el andlisis lineal desarrollado en la Seccion 3.2.3, para
sistemas de RD cuyo dominio es una curva que crece en el tiempo, bajo la suposiciéon de difusién

homogénea, considerando crecimiento lineal y exponencial.
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5.2.1. Dominio lineal que crece isotrépicamente en el tiempo

Consideremos una linea que se expande en el tiempo de forma isotrépica como en (3-20):
X(s,t) = (p(t)s,0,0), sel-1,1],

Con la cual los vectores tangentes vienen dados por || Xs(s,t)|| = p(t)|| Xs(s,0)]| = p(t).
Supongamos que el crecimiento de la curva es exponencial, de la forma:

(5-13) p(t) = 00,

y consideremos el conjunto de parametros dado en la tabla 5-3.

d, |d,|A|B|C| H
015 1 |1 ]-2|1/|-25

Tabla 5-3.: Datos para los ejemplos con crecimiento isotrépico y difusion constante.

Para este caso, dado que la curva crece, no es posible usar la Fig. 2-4 para determinar si se
van a formar patrones de Turing (aunque puede considerarse como una aproximacion inicial), pues
el comportamiento de los sistemas no auténomos (3-45) y (3-51) serd determinado numéricamente.
Para esto requerimos en primer lugar los valores y funciones propias del problema de Sturm-Liouville
analizado en la Seccién 3.2.3, que en este caso son

nm\ 2
(10 = (F)
(5-15) W,(s) = cos (%(3 + 1)) .
Es necesario recordar que al hacer ¢, (t) = pg—’&) en (3-48), dicho problema de Sturm-Liouville

dependiente del tiempo se transforma en un problema de Sturm-Liouville independiente de la
variable temporal de la forma DxW,, + ¢, W, = 0. Ahora, dado que la variedad es una linea
que crece bajo la suposicién de difusion homogénea entonces el operador de Laplace-Beltrami Dx
conincide con el operador Laplaciano A, pues, si D(s) = 1 entonces Dx = Ax y puesto que los
vectores tangentes a la curva inicial cumplen que || X;(s,0)|| = 1, entonces de (3-22) se tiene que
Ax = A. Por lo tanto, los valores propios g, en (5-14) y las funciones propias W, en (5-15) son las
mismas que para el operador Laplaciano en un dominio [—1, 1], que pueden obtenerse mediante la
expresion (3-33) con f(s) = 1.

Por otro lado, consideremos que un punto de equilibrio en el modelo BVAM es el (ug,vg) =
(0,0). Este punto de equilibrio, como se mencioné en la Seccién 3.2.3, es punto de equilibrio del sis-
tema (3-45) y por tanto es solucién estacionaria del mismo. Sin embargo, esto no ayuda a determinar
su estabilidad, para ello consideremos (3-45), con la condicién inicial (u(0),v(0)) = (ug + 0, vo +6),
donde ¢ es una pequena perturbacién alrededor de (ug,vg), que fijamos a § = 0.01.

Con esto, el sistema (3-45) se integra numéricamente empleando el método Euler IMEX, con
un paso de tiempo At = 0.01. En este caso no es necesario usar el mismo At que en la Tabla 5-1
pues no se estd empleando el MEE, sino sélo el método Euler IMEX como integrador temporal
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del sistema no auténomo (3-45). En la Fig. 5-7 se muestra la solucién en el espacio fase (u,v), en
donde se verifica que el punto de equilibrio (0, 0) del sistema (3-45) es estable; parte de la condicién
inicial (CI) y tiende al punto de equilibrio (PE). Esto coincide con lo que predice el andlisis lineal
para el sistema sin difusién con crecimiento exponencial (3-52), es decir, con estos pardmetros las
condiciones de Turing (3-56) y (3-57) se satisfacen, lo que indica estabilidad del sistema sin difusién.

0.01r- cl -
0r PE i
>
-0.01 a
-0.02 - i
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
u

Figura 5-7.: Solucién de (3-45) en el espacio fase. C'I es la condicién inicial y PE el punto
de equilibrio.
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Figura 5-8.: Solucién normalizada de (3-58), con ay = 0.003 y ¢, dado en (5-14), para el
morfégeno con concentracién u, para diferentes valores de m.

Ahora, para el sistema con difusién (3-44), en la Seccién 3.2.3 se derivé la expresion (3-58),
para determinar los coeficientes c,,, esto permite conocer el nimero de coeficientes inestables en
el tiempo y mdas aun permite saber en qué intervalo de tiempo cada coeficiente es inestable, como
puede verse en la Fig. 5-8. Para este calculo, se tomé en cuenta que ag = 0.003, g, estda dado en
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(5-14) y una pequena perturbacién alrededor del (0,0) como condicién inicial para cada coeficiente
Cm-

El eje de las absisas es ¢}, el valor normalizado de los coeficientes ¢, del morfégeno u, en la
expansion (3-49). Estos se encuentran normalizados con respecto al méximo valor en el tiempo que
toma el coeficiente de mayor crecimiento en el intervalo analizado, esto es

* Cm

m = maz{ci(t),ca(t),...}

En la Fig. 5-8 se observa también que diferentes coeficientes ¢, del morfégeno u se vuelven

inestables en distintos intervalos de tiempo, como se espera para dominios que crecen y también
muestra que el intervalo de tiempo de inestabilidad para cada ¢, es finito, es decir, no existe ningin
coeficiente que se mantenga inestable para todo tiempo t. Por otro lado, es posible notar que en
algunos intervalos de tiempo (principalmente para ¢t > 600) mas de un coeficiente es inestable al
mismo tiempo, lo que en cierto modo afecta la forma del patrén y no es predecible su aspecto tan
facilmente como para el caso sin crecimiento.

La Fig. 5-9 muestra la solucién numérica del sistema de reaccién-difusién (3-44) con condi-
ciones de Neumann en una escala de colores, donde el color amarillo representa una mayor concen-
tracién del morfégeno u y el color azul una menor concentracién, en otras palabras, las tonalidades
amarillas representan los maximos mientras que las tonalidades azules representan los minimos de
la solucién. Ademaés muestra la evolucién del dominio lineal en el tiempo, partiendo de un dominio
inicial € [-1,1] y finalizando con un dominio « € [—20.08,20.08], asi como también muestra el
surgimiento de nuevos modos inestables (que se manifiestan con la aparicién de nuevos méximos y
minimos) en el tiempo.

1000
800
600 |-
400 -

200

0 1 1 1 1 1 1 |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 5-9.: Solucién con el MEE del sistema (3-44) en una linea con crecimiento isotrépico
exponencial (5-13), usando los pardmetros de la Tabla 5-3.

La figura 5-10 muestra la comparacién entre la solucién con el MEE y con el MEF, asi como
las funciones propias que se asemejan a la solucion numérica en ¢ = 500 y ¢ = 1000. Se observa
que para t = 500, la solucién numérica (a) presenta caracteristicas cualitativas de la funcién propia
Wy(s) = cos(27s), correspondiente a g4 = (27)? en el problema de Sturm-Liouville estudiado en la
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Seccién 3.2.3. Ademads puede observarse que para t = 500, hay 2 coeficientes inestables, ¢35 y ¢4, pero
aunque parezca que el coeficiente cs es el que presenta mayor inestabilidad la solucién numérica se
asemeja a la funcién propia Wy correspondiente al coeficiente ¢4. Por otro lado la solucién numérica
(c) para t = 1000 presenta caracteristicas cualitativas de Wig(s), correspondiente al coeficiente ¢y,
el cual inicia su intervalo de inestabilidad alrededor del tiempo ¢ = 1000. El error cuadréatico medio
(5-1) entre las soluciones con COMSOL y mediante el MEE para los tiempos ¢t = 500 y ¢ = 1000
viene dado por

MSE;_500 = 1.1248 x 1074,

(5-16) .
MSEt:lOOO = 1.9823 x 107°.

-1 -0.5 0 0.5 1

(c) (d)

Figura 5-10.: (a) Comparacién de las soluciones de (3-44), con crecimiento exponencial
(5-13), y usando los pardmetros de la Tabla 5-3, por medio del MEE (curva
negra), y del MEF (curva azul con marcadores circulares), para ¢ = 500, (b)
funcién propia Wy(s), (c¢) comparacién del MEE (curva negra) con el MEF
(curva azul con marcadores circulares), en ¢ = 1000, y (d) funcién propia

WlG(S)

De lo anterior, tenemos conclusiones importantes. En primer lugar, en dominios que crecen
no es trivial determinar la forma de la solucién numérica para todo intervalo de tiempo, pues la
interaccion de distintos modos inestables en un mismo intervalo afecta la forma del patrén. En

segundo lugar, el coeficiente con mayor inestabilidad no siempre garantiza la forma de la solucién



5.2 Sistema de reaccion-difusion con crecimiento y deformacion del dominio bajo difusion
homogénea

51

numérica (correspondiente a la funcién propia dada por el coeficiente méas inestable en el tiempo
t), sin embargo da una idea sobre las posibles formas que puede tener dicha solucién.

5.2.2. Espiral hiperbdlica que crece isotrépicamente en el tiempo
Consideremos una espiral hiperbdlica con crecimiento istorépico lineal dada por la parame-
trizacién
cos(3s) sin(3s)
s P —

(5-17) X(s,t) = (p(t) ,O> , s €[0.5,2n],

con lo que se obtiene que los vectores tangentes a la curva son

V9s2 +1

1Xs(s, )l = p(t) —3

En la Fig. 5-11 se muestra una grafica de esta curva, y en lo que sigue del ejemplo conside-
raremos que el crecimiento lineal es

(5-18) p(t) = 1+ 0.0006t.

Figura 5-11.: Espiral hiperbodlica (5-17) en ¢t = 0.

La determinacién de la estabilidad del sistema sin difusién con los parametros de la Tabla
5-3 es realizada de manera andloga que en el ejemplo anterior (Seccién 5.2.1), salvo el tipo de
crecimiento lineal (5-18) y puede corroborarse en la Fig. 5-12, de alli es claro que el punto de
equilibrio (0,0) en el sistema sin difusiéon es estable. Con respecto a los coeficientes c¢,,, de la
expansion (3-26) propuesta para la solucién del sistema con difusién (3-44), obtenidos resolviendo
(3-51), su comportamiento en el tiempo se muestra en la Fig. 5-13. En este caso cada coeficiente
fue normalizado con respecto al maximo que alcanza dicho coeficiente en el tiempo, a diferencia de
otros ejemplos donde la normalizacién se realizo respecto al maximo valor que alcanza el coeficiente
de mayor crecimiento en el tiempo, pues en este ejemplo con crecimiento lento la escala de valores
de los diferentes coeficientes no es comparable como en otros casos.
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Para este ejemplo, de la Proposicién 1, usando (3-32) y (3-33), se tiene que

2
(5-19) G = L — ,
f 29y2 +1) 2 dy
S
(5-20) Wi (s) = cos (f 2 (02 m:r_ - iy /05 y? (9% + 1)_% dy) .
y 2 ay Jo.
0.01" ¢ .
O L PE |
>
-0.01 + a
-0.02 - i
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
u

Figura 5-12.: Solucién de (3-45) en el espacio fase para crecimiento isotrépico lineal (5-18).
C1T es la condicion inicial y PFE el punto de equilibrio.

0.8}
0.6}
“oF 0.4
0.2
0

\—m1—m2 m=3—m=4—m=>5 m6—m7\
-0.2 ‘ ‘ :

0 500 1000 1 500 2000 2500 3000
t

Figura 5-13.: Solucién normalizada de (3-51), para diferentes valores de m en la hélice
hiperbdlica, usando (5-18) y (5-19).

La figura 5-14 muestra la comparacién entre la solucién numérica de (3-44) con el MEE en
diferentes tiempos y con la aproximacién lineal dada por las funciones propias (5-20). La eleccién
de la funcién propia mas adecuada no es evidente de la Fig. 5-13, pues dado que cada ¢, fue
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normalizado con respecto al valor maximo que él mismo alcanza, entonces se pierde la informacién
de la escala de cada coeficiente con respecto a los demas. Sin embargo, mediante experimentos
numéricos se determiné que las diferentes funciones propias en la Fig. 5-14 en realidad corresponden
al valor de m cuyo ¢, es mas inestable en el tiempo o el coeficiente correspondiente al m mas grande
cuya inestabilidad es comparable con los demas coeficientes. Esto nos indica que el andlisis lineal
si ayuda a predecir de cierta manera la solucién numérica, pero no con gran precisiéon como para
dominios estacionarios, pues en dominios que crecen la influencia de los diferentes coeficientes
inestables en el intervalo de tiempo analizado afectan la forma del patrén, modificando levemente
su longitud de onda, ubicacion de maximos y minimos y la adicién de nuevos modos con respecto
a las funciones propias que predice el analisis lineal.

0.5F q L

-0.5¢ ] f I h

0.5 q

() (f)

Figura 5-14.: Soluciones numérica de (3-44) con el MEE y funciones propias W,,(s): (a)
t =500, (b) Wy(s), (c) t = 1500, (d) Ws(s), (e) t = 3000, (f) Ws(s)
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5.3. Sistema de reaccién-difusién con crecimiento y
deformacion del dominio bajo difusion no homogénea

5.3.1. Dominio lineal que crece isotropicamente en el tiempo con
difusion variable

Retomando el ejemplo de la Seccién 5.2.1, consideremos una linea que crece en el tiempo de
forma isotrépica exponencial dada por (5-13), pero con difusién no homogénea de la forma (5-9),
y parametrizada como

X(s,t) =(p(t)s,0,0), se[-1,1].

Con esa parametrizacion, los vectores tangentes vienen dados por || Xs(s,t)|| = p(t) que, son
independientes de la variable s por lo que es posible aplicar el anéalisis lineal de la Secciéon 3.2.3
para el caso de difusién variable. Considerando el coeficiente de difusién (5-9), y que p = p(t), los
valores propios y sus respectivas funciones propias para este ejemplo son:

(5-21) Gm = m(m + 1),
(5-22) Wi (s) = Ppn(s).

Los cuales corresponden a los valores y funciones propias del problema de Sturm-Liouville
Dx W, + Gu.W, = 0 generado en la Seccién 3.2.3 y cuyas soluciones fueron analizadas en la Seccién
3.2.2. Considerando los pardmetros de la Tabla 5-3, la estabilidad del sistema sin difusién (3-45)
se muestra en la Fig. 5-7, mientras que la estabilidad del sistema con difusién (3-47) se determina
a partir de los coeficientes ¢, de la expresién (3-58) con (5-21). Esta solucién se muestra en la Fig.
5-15

- --m=12

0.2} |---m-i¢

—m=15

Figura 5-15.: Solucién normalizada de (3-51), con los pardmetros de la Tabla 5-3 y los
valores propios (5-21).

De igual forma que para una linea que crece con difusién constante, los coeficientes ¢, del
morfégeno u presentan un intervalo finito de inestabilidad y esto muestra que el sistema RD li-
nealizado es inestable en todo tiempo t, bajo diferentes modos ¢, de inestabilidad. Asi mismo la
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normalizacién ¢}, de los coeficientes ¢, del morfégeno u fue realizada de forma analoga que en la
Seccion 5.2.1.

1000 | ; 5
800
600 -
400 - 0
i A
-10 -5 0 5 10 15 20

200

0 1
-20 -15

x(t)

Figura 5-16.: Solucién con el MEE del sistema (3-44), en una linea con crecimiento isotrépi-
co exponencial (5-13), difusién no homogénea de la forma (5-9), y los pardme-
tros de la Tabla 5-3.

-1 -0.5 0 0.5 1

(c) (d)

Figura 5-17.: (a) Comparacién del MEE (curva negra) con el MEF (curva azul con mar-
cadores circulares) en ¢ = 500, (b) Funcién propia Ws(s), (¢) Comparacién
del MEE (curva negra) con el MEF (curva azul con marcadores circulares)
en t = 1000, (d) Funcién propia Wy (s).
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La Fig. 5-16 muestra la solucién numérica mediante el MEE del sistema (3-44), en una
linea con crecimiento isotrépico exponencial (5-13), difusién no homogénea de la forma (5-9), y los
parametros de la Tabla 5-3. Se observa que en este caso se conserva la longitud de onda variable a lo
largo del tiempo, pues el espaciamento entre méximos (regiones amarillas) no se mantiene constante
en un tiempo t fijo, a diferencia de la Fig. 5-9. Por otro lado la Fig. 5-17 muestra la comparacién
entre los enfoques numéricos y la aproximacién lineal, en donde se evidencia que la aproximacién
lineal Wg(s) se asemeja a la solucién numérica en ¢ = 500 y su coeficiente correspondiente cg,
en la Fig. 5-15, inicia su periodo de inestabilidad en ese tiempo. Sin embargo, puede apreciarse
en Fig. 5-17(d) que la aproximacién lineal Ws; no se aproxima a la solucién numérica, dado que
para dicho tiempo t existen varios coeficientes inestables que afectan en cierta medida la forma del
patréon numérico y por ende su aproximacion lineal no coincide tan claramente. Finalmente el MSE
entre las soluciones de COMSOL y mediante el MEE en los tiempos ¢t = 500 y ¢t = 1000 son

MSE;—500 = 4.4346 x 1074,

(5-23)
MSE;_1000 = 0.0476.

5.3.2. Espiral con difusién variable.

Consideremos la espiral determinada por la parametrizacién

S

(5-24) X(s,t) = (s cos <p(t)g> , ssin (p(t)%) ,0) , se|0,m],

que se muestra en la Fig. 5-18.
Para esta parametrizacién, los vectores tangentes y el término de dilucién en (3-18) vienen
dados por

X0 = 1+ (o0)2)

L1 o2

(n(o)e = ({5, D1)), = A2

Es importante mencionar que este caso particular no se consider6 en ninguno de los andlisis
lineales desarrollados en el Capitulo 3, pues no es un caso de crecimiento isotrépico, més auin
tampoco es un caso con crecimiento anisotrépico. El andlisis lineal para este problema, cuando los
vectores tangentes son funciones implicitas de t y s, no se ha desarrollado aun sin embargo, es un
ejemplo 1til para emplear desde un enfoque numérico.

Consideremos la funcién p(t) dada por

(5-25) p(t) =1+ 0.0063t,

con lo que la parametrizacion (5-24) tiene dos efectos sobre la curva inicial (¢ = 0); en primer lugar,
la curva incrementa su longitud con el tiempo y en segundo lugar cambia su forma o se deforma con
respecto a la espiral inicial, ya que cuando p(t) toma un valor cada vez mayor entonces la espiral
genera mas vueltas alrededeor del origen. Esto se muestra en la Fig. 5-18.
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Figura 5-18.: (a) Espiral (5-24) en ¢t = 0, (b) Espiral (5-24) en t = 3000
Supongamos ahora un régimen de difusién variable, de la forma
(5-26) D(s) =10.1 + sin(s)],

que es un tipo de problema més general que los analizados anteriormente, por esa razén sélo sera
analizado de forma numérica. En la Fig. 5-19 se muestra la solucién del sistema RD (3-18) para
diferentes tiempos, con pardmetros dados en la Tabla 5-3, empleando el MEE para su solucién
numérica. Debido a la imposibilidad de realizar un andlisis lineal para este caso, los pardametros
empleados se obtuvieron por ensayo y error, obteniendo la coincidencia de que son los mismos que
los de la Tabla 5-3.

Las Figs. 5-19(a), (c) y (e) muestran el patrén de Turing sobre la espiral en ¢ = 1000,
t = 2000 y t = 3000, respectivamente, donde la coloracién amarilla indica la maxima concentracién
del morfégeno u y la coloracién azul indica la minima concentracion. Por otro lado las Figs. 5-
19(b), (d) y (f) muestran las soluciones u vs s para t = 1000, ¢ = 2000 y ¢ = 3000, respectivamente.
Aunque no se incluy6 algin tipo de crecimiento usual (isotrépico o anisotrdpico), se evidencia el
crecimiento del dominio, ademads sel surgimiento de nuevos modos a lo largo del tiempo (generacién
de nuevos maximos y minimos).

Los ejemplos desarrollados en este capitulo muestran que atin hay retos por abordar tedri-
camente en sistemas RD cuyo dominio es una curva encajada en R3, dependiente o independiente
de la variable temporal. Por otro lado, se evidencia la utilidad del MEE desarrollado, asi como
también su precisién para sistemas RD con dominio dependiente del tiempo (incluso independiente
del tiempo). Asi mismo la determinacién de pardmetros que permite el andlisis lineal para dominios
estacionarios fue de gran utilidad en los diferentes ejemplos desarrollados, tanto dominios estacio-
narios como no estacionarios, pues como se observd, para tasas de crecimiento lento algunos de
estos pardmetros siguen cumpliendo las condiciones de Turing y por tanto la formacién de patrones
tuvo lugar.
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Figura 5-19.: En la primer columna se muestran las soluciones numérica, mediante el MEE,
del sistema (3-18), con (5-25), (5-26), sobre la espiral (5-24) ((a), (c) y (e)).
En la segunda columna se muestran los patrones resepectivos ((b), (d) y (f)),
para tres diferentes tiempos, de arriba a abajo: t = 1000, ¢t = 2000, y t = 3000.
La coloraciéon amarilla indica la maxima concentracion del morfégeno u y la
coloraciéon azul indica la minima concentracion.
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En este trabajo se presentan algunos aportes al estudio de sistemas de reaccién-difusién y
formacién de patrones de Turing. En primer lugar, se dedujo el sistema de reaccién-difusién sobre
variedades de dimensién 1 y 2, con término difusivo dependiente de las variables espaciales, lo cual
fue realizado mediante el hallazgo del respectivo operador de Laplace Beltrami (Sec. 3.1.1, para
dimensién 1, y Apéndice A, para dimensién 2). También se desarroll6 una generalizacién del anélisis
lineal de Turing para sistemas cuyo dominio es una curva encajada en el espacio; esto fue posible
gracias a la determinacién de una solucién explicita para el problema de Sturm-Louville genera-
do por el operador de Laplace-Beltrami (Proposiciones 1 y 2). Estas proposiciones son relevantes
porque se han desarrollado enfoques similares para diferentes operadores [16, 17] donde siempre
se supone la existencia de una solucién al problema de Sturm-Liouville, sin embargo para el caso
de sistemas RD con difusién constante y dominio independiente del tiempo, aqui se muestra que
dicha solucion siempre existe para cualquier curva suave. Para el caso de difusion variable, se deter-
minaron las condiciones que aseguran el conocimiento de una solucién explicita para el problema
de Sturm-Liouville generado tanto para dominios dependientes como independientes del tiempo,
obteniendo que las condiciones de Turing, y por ende el mapa de Turing, encontrados para domi-
nios estacionarios, se mantienen sin cambios con lo obtenido inicialmente por Turing [1], de igual
forma las condiciones derivadas del andlsis lineal realizado para curvas con crecimiento isotrépico
se mantienen igual a las planteadas en [16, 17].

Finalmente se implement6 en lenguaje Python el método de elementos espectrales para la
solucién al sistema de reaccién-difusién (3-18), utilizando el método IMEX para la discretizacién
temporal. Al comparar los resultados obtenidos mediante el software comercial de elementos finitos
COMSOL Multiphysics ®), se mostré que el MEE desarrollado es preciso, ademés de que presenta
la versatilidad de ser de acceso libre a diferencia del software comercial, permitiendo su uso ilimi-
tado para el desarrollo de diferentes problemas de reaccion-difusion y puede ser generalizado para
aplicaciones mas complejas.

Se presentaron diversos ejemplos, mediante los cuales se corroboraron los resultados del anali-
sis lineal derivado en la Seccién 3, reforzando el hecho de que el analisis de Turing ayuda para
predecir la forma cualitativa de las soluciones numéricas y permite determinar el mapa de Turing o
conjunto de parametros para las cinéticas que dan lugar a la formacién de patrones, lo que ayuda
a encontrar de manera més directa las condiciones para la formacién de patrones de Turing, sin
incurrir a una actividad de ensayo y error. Sin embargo, también se mostré que los patrones de
Turing para curvas dependientes del tiempo en algunos casos no son tan ficilmente predecibles
pues la inestabilidad de varios coeficientes en el mismo intervalo de tiempo producen cambios en
la forma final del patrén e impide predecirlo facilmente mediante el andlisis lineal.

A pesar de que propusimos una generalizacién del analisis lineal de Turing en curvas, ain
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quedan algunos problemas para abordar en investigaciones futuras. El primero de ellos es una
mayor generalizacién del andlisis lineal, ya sea determinando soluciones al problema de Sturm-
Liouville con coeficiente de difusién variable sin la imposicién de restricciones, o generalizando
el andlisis lineal a curvas con crecimiento anisotrépico, en curvas que dependen implicitamente
del tiempo (lo cual no ha sido analizado hasta ahora). Un segundo problema a investigar es la
generalizacién de este trabajo a problemas en superficies con coeficiente de difusiéon dependiente de
las variables espaciales, haciendo uso del operador de Laplace-Beltrami deducido en el Apéndice
A. Y finalmente, la optimizaciéon y mejora del cédigo desarrollado para la solucién numérica de
sistemas RD en curvas, pues aunque es un método que proporciona resultados adecuados para
los sistemas, ain requiere mejoras en el tiempo de cémputo, lo cual puede ser mejorado mediante
procesos de paralelizacién o programacion en cédigos de méas bajo nivel, para de esta manera contar
con un desarrollo comparable con el de programas comerciales.



A. Deduccion del operador de
Laplace-Beltrami en una superficie
encajada en R’

Sea X (s,&,t) una superficie encajada en R3, que es funcién del tiempo t y de los pardmetros
sy &, definida como

(A_l) X(37£7t) = ($(S,§,t),y(8,§,t), Z(8a§7t))‘

Al igual que para el caso en una dimensién desarrollado en la Seccién 3.1.1, consideremos los
vectores tangentes a la superficie X, denotados como X y X, y definidos como

XS(*S?S?t) = (xs(5’£7t)vys(57£7t)aZs(svfat))a
X&(S7§7t) = (xf(sv‘fvt),yf(&gvt)aZ§($7§7t))a

donde los subindices s y ¢ denotan las derivadas con respecto a las variables = y &, respectivamente.

(A-2)

Dado que la superficie X es una variedad de dimensién 2, el tensor métrico puede expresarse como
una matriz de 2 x 2 dada por

<X3,XS> <XS’X£>
(Xe, Xs)  (Xe, Xe)

Si elegimos una parametrizacion de la variedad tal que los vectores tangentes sean ortogonales,

entonces el tensor métrico se reduce a

C[lIx0
(A-3) g= ,
0 [ Xl
y su inverso viene dado por
1 1
(A-4) gl [m ) (w0
0 = 0 e
922 1 Xell

Ahora, para la deduccién del operador de Laplace-Beltrami en la superficie X (s, &, t), usare-
mos las definiciones de gradiente y divergencia (3-10) y (3-11), respectivamente. Estas ecuaciones
pueden reducirse para una variedad de dimensién m = 2, considerando el tensor métrico (A-3),

como

of of
) _ 19l 220]
(A-5) Vi =95 0+ 0 g0
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y
. ovt ov? 1 y/1 1 1,2 2 11 2 172
Para m = 2 y usando (3-12), se pueden calcular las componentes de (A-6):
2
1 gin | Og91n  9gn1 1 119911
rto— 2 n _ _tmn
1 2;9 { 9s | 0s O 29 T9s
2
1 Ogon | Og1n  Og12 1 110911
rlo— 2 n _ _ 11
12 271219 { 0s 0t o[ 27 Tae
A 1o 01, | Dgon O 1 5,0
re — = on J 991n 92n _ 0G21 [ _ 1 920922
212?? {&*’& o0 |~ 27 o
2
1 Ogon | Ogon 0922 1 590922
FQ _ = n n n o _ 22
22 2;" { o6 " og own | 27 Tag
donde 2! = s y 22 = £, los términos gij son las componentes de la métrica g y g% son las

componentes de la inversa de la métrica g=!.

Ahora, el operador de Laplace-Beltrami con difusién variable por definiciéon viene dado por
Dx f = div(D(s,§)V [),

que depende de dos pardmetros, s y £, a diferencia del caso analizado en la Seccién 3.1.1. Reem-
plazando (A-6) en la expresién anterior se obtiene

118f> 9 220f

0
99 —Fa—5 (D(s,f)g 8§> + K+ H,

Dif = 4 (D)0
donde 5 of 5 of
_1 1129911 aJ] 1 11229911 g

_ 111 22092 f | 1, 2220922 af

Reemplazando los valores de g'' y g2 dados en (A-4), se obtiene

O(D@®W>+8(D@@w

A-8 Dy f =
(4-8) xf Os g1 Os o g2 O

)+K+E

con

of 1 1 9dgn

of
D(S’é)g * 5911922 375

1.1 dgn of
o€’

:5(

—_ D(s,
g%l 85 ( 6)

_ 11 Oga
2 g11g22 Os

of 11 Oga

$+§ET£D(57§)

of
aig-

D(s,€)
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Aplicando la regla del producto en los primeros términos de (A-8), y agrupando términos

semejantes, se tiene que

 p e Lom L0 () ary 1) of 1 og
DXf = —2D(3a£) Os 9%1 Js + g1 Js <D(87£) 68) 2D(Sa€) aé- 952 s
(A-9)
ig af 1 Jg11 af 1 0ge g
- g22 O <D( ¢) 86) T3 2 g11922 0§ “og P05 & + 2 g11922 Os s P58 Js’

que puede reescribirse como

DO O (1N, 10, 0f. DO (1
(a10)! ~ van ov3e (7am) * ans (P0:95) + o gt ot (7o)

19 of 1 0 of 19 of
* gt (PG ) + g VAP G + o Dl 5

o bien

__L0(D00ry, L2 (Degary, 10 0f
bxl= =5 ( von 95) T Vi \vam 0¢) T Janigm o VIIP: 85
(A-11) 19 af
b (VD 5L

Agrupando términos

Dof— L {vﬁ < (s§)8f>%_ D8 0 oS

(A12) V911922 V11 0Os Vo 0Os
9 (s, 0f\ | D(s,§) of
Vi (P 56) e 8£(F)a§}

con lo que obtenemos que el operador de Laplace-Beltrami en la superficie X con difusién variable

€s
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